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In actualul proces de dezvoltare a economiei, modernizarea 
producţiei presupune pe lângă implementarea unor tehnologii moderne, 
considerarea unor modele şi metode matematice care să permită 
fundamentarea calculelor de proiectare a piaşinilor şi utilajelor. Pe 
această linie autorul a luat în considerare domeniul vibraţiilor şi în mod
deosebit cazul special al vibropercuţiilor în vederea introducerii şii
extinderii de noi tehnologii avansate, a perfecţionării tehnologiilor 
existente, bazate pe vibropercuţii, care să permită valorificarea lor 
superioară în condiţii de eficienţă economică ridicată, în vederea 
proiectării mai economice a maşinilor folosite în producţie.

Dezvoltările relevate în cadrul lucrării de doctorat pun la 
dispoziţia cercetătorilor şi a tuturor celor interesaţi de studiul sistemelor 
vibropercutante, metode şi programe de studiu, conducându-i în 
însuşirea tehnicilor modeme de calcul a acestor sisteme.

Tematica lucrării este de actualitate atât ştiinţifică, prin 
fundamentarea studiului vibropercuţiilor, cât şi tehnică prin aplicaţiile pe 
care le are în industrie, rezultatele fiind cuprinse în lucrări publicate atât 
în ţara, cât şi în străinătate. De altfel, cercetările în acest domeniu iniţiate 
de aproape trei decenii la Catedra de Mecanică a Universităţii 
"Politehnica" din Timişoara, din care face parte şi autorul tezei, unde 
există şi o puternică bază materială pentru experimentări, se bucură de 
atenţie şi apreciere deosebită în cercurile ştiinţifice de specialitate.

In esenţă tema cercetată în cadrul tezei de doctorat îşi propune, ca 
pe baza studiilor teoretice şi aplicative elaborate, să stabilească regimul 
optim de funcţionare al sistemelor vibropercutante utilizate în construcţia 
maşinilor şi utilajelor.

Pentru pregătirea, întocmirea şi finalizarea tezei de doctorat in-am 
bucurat de sprijinul şi îndrumarea domnului prof.dr.ing.Liviu Brîndeu, 
membru corespondent al Academiei de Ştiinţe Tehnice din România, 
faţă de care îmi exprim cele mai sincere mulţumiri, stima şi recunoştinţa 
mea.

Mulţumesc de asemenea colectivului de cadre didactice de la 
Catedra de Mecanică a Universităţii "Politehnica" din Timişoara de la 
care am primit în permanenţă sprijinul şi ajutorul ce mi-au dat 
sentimentul de încredere pentru elaborarea prezentei teze de doctorat.

Autorul,
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SISTEME VIBROPERCUTANTE

1.1. Consideraţii generale

Cercetările cuprinse în teză se axează pe preocupările ştiinţifice de 
tradiţie dezvoltate în cadrul Universităţii "Politehnica" din Timişoara în 
domeniul ciocnirilor, vibraţiilor şi vibropercuţiilor. Este un studiu ce are 
ca obiectiv determinarea prin calcul a mărimilor caracteristice ciocnirii 
în diferite organe de maşini.

Necesitatea lucrărilor de cercetare are la bază cerinţele industriei 
privind construcţia sau încercarea unor utilaje percutante pentru 
exploatări miniere şi şantiere de construcţii, pentru formarea şi 
dezbaterea formelor de turnare, pentru înfigerea piloţilor şi palplanşelor, 
etc. Proiectarea acestora, ca şi exploatarea lor după ce au fost construite, 
pun multe probleme de dinamică şi rezistenţa structurilor ce constituie 
punctul de pornire pentru fundamentarea unor noi studii privind 
fenomenele vibropercutante.

Dacă pentru determinarea mişcării există simplificări ce duc la 
rezultate acceptabile, nu se poate afirma acelaşi lucru în legătură cu 
ceilalţi parametrii ai ciocnirii. Aceştia pot fi stabiliţi numai prin 
adoptarea unor modele simplificate ce ţin seama în mai mare măsură de 
proprietăţile materialelor.

Spre deosebire de rezultatele cunoscute şi aplicabile numai 
structurilor elementare cercetarea preconizată are la bază legi, posibilităţi 
de calcul cu valabilitate generală, fiind abordarea ce se aplică şi pentru 
orice model mecanic. Marele avantaj al acestei abordări este că legile 
ciocnirii pot fi scrise concomitent cu determinarea comportării 
sistemului. Din acest motiv dezvoltarea şi generalizarea concluziilor 
pentru cazuri mai complexe poate fi considerată extrem de utilă încât să 
necesite dezvoltarea cercetărilor.

In mod special, se prevede sintetizarea rezultatelor obţinute pe 
parcurs şi elaborarea unor principii de calcul corespunzătoare 
rezultatelor anterioare în vederea stabilirii schemei de tratare şi fixarea
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algoritmilor de calcul. Pe baza programelor întocmite se realizează 
optimizarea funcţionării structurilor mecanice supuse la ciocniri.

Esenţiale în fundamentarea cercetărilor sunt verificările 
experimentale şi simulările pe calculator ale principalelor caracteristici 
ale ciocnirilor.

Verificările experimentale ce s-au efectuat în Laboratorul de 
Vibraţii şi vibropercuţii al Catedrei de Mecanică de la Universitatea 
"Politehnica" din Timişoara confirmă valabilitatea rezultatelor teoretice. 
Aceste verificări sunt făcute astfel încât să se poată preciza riguros 
parametrii sistemului. Mai mult identificarea din condiţii dinamice a 
caracteristicilor sistemului în laboratorul de acustică şi vibraţii permite să 
se elimine toate erorile ce ar putea interveni la determinarea lor pe alte 
căi.

Laboratorul de vibraţii şi vibropercuţii dispune de întreg lanţul de 
măsură pentru mărimi mecanice (forţe, cupluri, deplasări, acceleraţii şi 
viteze etc.), ca de exemplu traductoare de diferite tipuri, amplificatoare 
de sarcină, analizoare de semnal, osciloscoape, generatoare de semnal, 
amplificatoare de putere, numărătoare electronice etc. In plus există 
posibilităţi de prelucrare numerică a semnalelor înregistrate pe o reţea 
formată din calculatoare de mare performanţă.

Realizarea cercetărilor fundamentale şi aplicative a fost asigurată 
de dotarea cu aparatură de înaltă performanţă din laboratoarele existente. 
Această bază materială ce cuprinde toate posibilităţile de efectuare a 
măsurătorilor de vibraţii, multe cu aparatură digitală, a fost în mod 
esenţial dezvoltată şi prin dotările obţinute din proiecte de cercetare deja 
rezolvate.

In general cercetările experimentale au necesitat o puternică bază 
experimentală, care a permis şi investigarea oricăror probleme solicitate 
din partea industriei, motiv pentru care se impune completarea dotării cu 
echipamente de măsură de mare precizie.

1.2. Proprietăţi de neliniaritate

In general, sistemele vibropercutante, datorită complexităţii 
componentelor şi ale legăturilor, trebuie considerate sisteme neliniare. 
Evident sistemele vibropercutante au caracteristica neliniară, însăşi prin 
existenţa cuplelor percutante prin care sunt generate ciocnirile. Astfel se 
poate trage concluzia că metodele teoriei vibraţiilor neliniare trebuie 
adaptate încăt să fie aplicabile acestor sisteme. Deoarece sistemele
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vibropercutante au un specific aparte, dezvoltările din teză se referă cu 
precădere la asemenea probleme.

în această direcţie există deja importante rezultate obţinute pentru 
sistemele vibropercutante cu caracteristica neliniară între ciocniri prin 
folosirea ecuaţiilor cu diferente finite sau a teoriei transformărilor9 *
punctuale, precum şi a celor liniare între ciocniri prin extinderea 
ecuaţiilor în variaţii ale stabilităţii, introdusă pentru prima dată la
Timişoara de către L.Brîndeu [B.55], sau prin aplicarea metodei
asimptotice [S.l], Vandepool [B.77], Galerkin [S.5] etc.

Regimurile periodice de mişcare au fost determinare pentru prima 
dată în anul 1942 pentru cazul sistemului vibropercutant cu un grad de 
libertate şi o cuplă percutantă. Pe de altă parte condiţiile de stabilitate ale 
mişcărilor periodice la modelul cu un grad de libertate şi o cuplă
percutantă, în ipoteza unui coeficient unitar de restituire la ciocnire, au
fost deduse prima dată abia în anul 1956.

începând de atunci, literatura de specialitate privitor la sistemele 
vibropercutante s-a dezvoltat foarte mult. Există unele metode dinamice 
care au fost studiate, dintre care unele prin diferite metode. Prin folosirea 
anumitor metode, reprezentări sau diagrame, însă, unele proprietăţi se 
pot mai uşor evidenţia, motiv pentru care rezolvarea unui anumit model 
printr-o singură metodă nu epuizează în general problema.

Problemele trebuie deci analizate sub toate aspectele, atât analitic, 
cât şi experimental, pentru a se putea trage concluzii definitive privind 
comportarea unui sistem vibropercutant. Evident elaborarea unor metode 
de calcul întemeiat pe baza unor aproximări, aşa cum se face în teză, sunt 
de extremă importanţă în studiul vibropercuţiilor.

1.3. Stadiul actual al cercetărilor

Dinamica sistemelor vibropercutante formează un capitol nou şi 
actual al teoriei vibraţiilor. Spre deosebire de problemele devenite 
clasice ale teoriei vibraţiilor, aici apar discontinuităţi ale vitezelor 
datorită ciocnirilor ceea ce face ca metodele obişnuite de studiu să nu fie 
aplicabile. Prin abordarea unor astfel de probleme se deschid posibilităţi 
de dezvoltare şi generalizare ale metodologiilor cunoscute în teoria 
vibraţiilor.

Au fost elaborate studii teoretice şi experimentale pentru 
determinarea mişcărilor periodice stabile ale sistemelor vibropercutante.
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pentru sisteme liniare între ciocnin. cu unul sau mai multe grade de 
libertate [B.9], [K.10], [K.14]. [0.1]. [P.9], [S.5],

Cercetările privind vibropercuţiile au fost iniţiate în ţară de către 
un colectiv de la Catedra de Mecanică a Universităţii "Politehnica" din 
Timişoara, cercetări dezvoltate într-o serie de lucrări având ca punct de 
pornire: Gheorghe Silaş, Liviu Brindeu: Sisteme vibropercutante. 
Editura.Tehnică, Bucureşti, 1986, pentru care autorii au obţinut premiul 
"Traian Vuia" al Academiei Române [S.5],

Datorită numeroaselor aplicaţii tehnice ale sistemelor 
vibropercutante s-a impus efectuarea în cadrul tezei a unui studiu mai 
aprofundat al mişcărilor periodice stabile ale sistemelor vibropercutante. 
ţinând seama de caracterul profund neliniar şi discontinuu al ciocnirilor, 
precum şi de influenţa numeroşilor parametrii dinamici asupra acestor 
mişcări.

1.4. Obiectivul cercetărilor

Existenţa regimurilor periodice de mişcare ale sistemelor cu un 
singur grad de libertate a fost studiată într-o serie de lucrări care au la 
bază soluţia clasică cunoscută. De asemenea, aceste regimuri periodice 
au fost şi realizate în anumite condiţii experimentale.

Spre deosebire de alte lucrări din literatura de specialitate în care 
se studiază sau sisteme particulare sau aspecte parţiale ale problemei ca 
de exemplu mişcări periodice fără condiţii de stabilitate, s-a cercetatA
complet cazul întâlnit în aplicaţii industriale. In baza relaţiilor şi 
formulelor obţinute pentru sistemul considerat s-au tratat amănunţit în 
mărimi adimensionale domeniile de existenţă şi de stabilitate ale 
mişcărilor periodice.

In mod deosebit trebuie arătat că pentru sistemele vibropercutante 
au fost stabilite proprietăţi geometrice speciale şi sugestive privind 
curbele separatoare ale domeniilor. .Astfel s-a arătat că una din curbele 
separatoare ale domeniilor de existenţă este chiar curba de rezonanţă ale 
vibraţiilor forţate amortizate.

In baza limitelor stabilite şi a proprietăţilor geometrice relative 
între curbele separatoare ale domeniilor de existenţă şi stabilitate au fost 
deduse concluzii importante, s-au construit diagramele acestor domenii 
considerând o gamă largă de valori ale amortizării, coeficientului de 
restituire şi ordinului de multiplicare a perioadei mişcării faţă de
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perioada excitaţiei. Aceste reprezentări grafice sunt extrem de utile în 
proiectarea şi construcţia sistemelor vibropercutante uzuale.

Pentru cele mai generale sisteme vibropercutante cu un grad de 
libertate şi o cuplă percutantă acţionate de o forţă armonică în colectivul 
de cercetare de la Universitatea "Politehnica" din Timişoara s-au efectuat 
studii complete ale mişcărilor periodice, obţinând ecuaţiile din care se 
calculează parametrii ce le determină, precum şi condiţiile de existenţă şi 
stabilitate ale acestor mişcări. Toate aceste rezultate importante sunt în 
teză utilizate în vederea stabilirii unor scheme şi algoritmi de calcul 
aproximativ ce pot să constituie fundamentul calculului riguros al 
dinamicii sistemelor vibropercutante.

Multe cunoştinţe existente în literatura de specialitate din 
domeniul abordat sunt particularizări ale unor rezultate generale stabilite, 
ceea ce confirmă generalitatea şi valabilitatea acestora. De fapt toate 
dezvoltările şi completările ce sunt realizate în teză formează 1111 cadru 
foarte general necesar rezolvării problemelor de vibropercuţii.

Ţinând seama de cunoştinţele actuale din domeniu a fost necesar 
ca şi în concret să poată fi utilizate rezultate obţinute astfel încât studiul 
sistemelor vibropercutante să fie adus la un nivel de aplicabilitate mai 
general şi mai performant pentru problemele existente în practica 
inginerească. Drept urmare este important ca rezultatele deosebite deja 
obţinute să poată fi valorificate, ceea ce a constituit un scop al tezei.

In mod special trebuie evidenţiat că elaborarea în cadrul tezei a 
unei sinteze şi a unor precizări cuprinzând pe lângă aspecte cunoscute, 
completări şi generalizări legate de metoda operaţională, reflectă un mod 
cu totul deosebit de rezolvare a problematicii sistemelor vibropercutante.

Aspecte privind calcule numerice realizate pentru aplicaţiile 
concrete au fost dezvolvate în teză prin utilizarea aproximării poligonale. 
In esenţă caracteristicile neliniare se aproximează prin linii poligonale 
obţinute prin impunerea condiţiilor de minim a abaterii medii pătratice. 
Metoda a fost utilizată în cazul unor situaţii particulare de caracteristici 
ne lini are.

Pe baza metodei poligonale s-au conceput şi realizat programe de 
calcul pentru studiul ciocnirilor în ipoteza deformaţiilor locale de 
contact, care practic intervin în studiul fenomenelor vibropercutante.

Rezultate importante dezvoltate în teză se referă la influenţa 
acceleraţiilor de ordin superior ce pot să intervină în studiul sistemelor 
mecanice. De remarcat că în aceste cazuri s-a aplicat cu succes metoda 
aproximativă.
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METODĂ ŞI PROGRAM DE DETERMINAREA 
MIŞCĂRILOR PERIODICE STABILE ALE 
SISTEMULUI VIBROPERCUTANT CU UN 

GRAD DE LIBERTATE ŞI O CUPLĂ
PERCUTANTĂ

2.1. Introducere

Sistemele vibropercutante cele mai simple, cu cele mai multe 
aplicaţii practice şi mai uşor de studiat sunt cele cu un singur grad de 
libertate şi o cuplă percutantă. De altfel, şi din această cauză, majoritatea 
lucrărilor care apar în literatura de specialitate studiază astfel de cazuri. 
Sistemul vibropercutant se consideră neliniar din cauza apariţiei 
ciocnirilor fiindcă se modifică brusc panta caracteristicii liniare în

A

momentul ciocnirii. In lucrările existente se studiază mişcările periodice 
ale sistemelor vibropercutante şi stabilitatea lor prin metoda ajustării. 
Astfel, ecuaţia diferenţială a mişcării se integrează pe fiecare interval, 
cuprins între două ciocniri succesive, trecerea la intervalul următor 
facându-se cu ajutorul condiţiilor stabilite pentru ciocniri [S.43].

Un alt studiu al regimurilor de mişcări vibropercutante periodice 
se bazează pe teoria transformărilor punctuale, respectiv integrând 
ecuaţiile diferenţiale ale mişcării pe fiecare interval între două ciocniri 
succesive se obţine transformarea punctuală. In acest caz punctul fix al 
transformării corespunde mişcării periodice. Studiind stabilitatea 
punctului fix al transformării punctuale se deduc condiţiile de stabilitate 
ale mişcării respective. Dar stabilitatea mişcărilor periodice se determină 
şi din comportarea sistemului studiat in vecinătatea punctului fix al 
transformării, ceea ce înseamnă studiul pentru variaţii mici ale 
parametrilor mişcării [B.23],

Până în prezent studiile existente despre sistemele vibropercutante 
cu un singur grad de libertate şi o cuplă percutantă se referă numai la
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cazul excitaţiilor armonice. Trebuie precizat că nici până în prezent 
pentru astfel de sisteme nu există studii complete, rezultatele fiind uneori 
eronate.

De asemenea, trebuie ţinut seamă de faptul că excitaţia este în 
general periodică nearmonică, numai prin simplificări aceasta putând fi 
considerată armonică.

Au fost efectuate şi studii ale unor sisteme automate ciclice, 
folosindu-se un model de sistem vibropercutant cu un grad de libertate 
cu excitaţie periodică, dezvoltată în serie Fourier, dar apar soluţii 
complicate, în calcule reţinându-se numai puţine armonice.

Pentru un studiu complet şi general al mişcărilor sistemelor 
vibropercutante cu un grad de libertate, se va prezenta metoda ce 
conduce la scrierea directă a soluţiei ecuaţiei diferenţiale a mişcării, iar 
apoi se vor folosi proprietăţile de periodicitate ale forţei de excitaţie care 
se va exprima printr-o funcţie presupusă cunoscută. Folosind 
metodologia consacrată [S.5] se studiază regimurile de mişcare ale 
sistemului vibropercutant cu un grad de libertate ce este supus unei 
excitaţii periodice nearmonice. Se dau ecuaţiile din care se pot calcula 
parametri ce determină regiomurile periodice de mişcare şi apoi se 
analizează stabilitatea lor. In final rezultatele sunt aplicate unui sistem 
amortizat cu excitaţie armonică precizând condiţiile de existenţă şi 
stabilitate a regimurilor periodice stabile de mişcare ale sistemului 
vibropercutant. Pe această bază sunt date dezvoltări ale cercetărilor 
existente legate în mod special adaptării lor la posibilitatea executării de 
calcule concrete. Sunt date transpunerile necesare relizării unor 
programe de calcul şi apoi se obţin diagrame de existenţa şi stabilitate.

2.2. Studiul mişcării
sistemuluim

studiază este format din masa 
m, fixată pe arcurile elastice 
de constanta k, existând 
amortizare vâscoasă. cu
coeficientul c. Presupunem că 
asupra mesei acţionează forţa 
Q(t), analitic fiind o funcţie 
periodică de timp cu pulsaţia

Modelul care se

Fi.g. 2.1
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2 ;ţ
armonicii fundamentale co, cu perioada T = — . deci Q(t) satisface

co
condiţia de periodicitate

Q(t + T) = Q(t>. (1)

Masa m în decursul mişcăni se ciocneşte de un reper fix. 
Presupunând că poziţia masei se determină prin coordonata q, 

sistemul este supus la legătura unilaterală

f(q) = q + q , > 0  (2)

unde q(, reprezintă distanţa de la reperul fix la originea coordonatei q.
Intre două ciocniri, considerând că. coordonata q se măsoară din 

poziţia de echilibru static, atunci ecuaţia diferenţială a mişcării va fi

mq + cq + kq = Q(t). (3)

Considerând ciocnirile de ordinul k şi k -L  în intervalul (tk, tk+i), 
soluţia generală a acestei ecuaţii diferenţiale are formă:9 •

 ̂ (t t ' )
q = e 2m [C! c o s p ( t - tk ) - C 2 s in p ( t - tk )] +

(4)1 •

h-------- { Q ( T ) e  2m s i n p ( t - i ) d T
mP tk

constantele Ci şi Ci fiind constante de integrare, unde

P =
v2m y

k^
m /

( c < c cr).

Derivând relaţia soluţiei de mai sus se obţine
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 ̂ (t t )
q + —— q = pe 2,11 * tk [- C, sin p(t -  t k )+ C2 cosp(t -  t k )] +

2 m

I c |ţ t j

+  —  f Q ( T ) e  2nl k c o s p ( t - tk )di. 
m tk

( 5 )

Pentru a afla constantele de integrare Ci şi C:, se pun condiţiile 
iniţiale ale mişcării, în intervalul dat mai sus, care sunt:

q(tk + ° ) = - q o ; q ( t k + 0 ) = q'c = - R<ik (6)

qk fiind \iteza la începutul ciocnirii de ordinul k, iar q k viteza la 
sfârşitul aceleaşi ciocniri, şi rezultă:

C, = - q O* c 2 = —
i (
P v 2 m

q o + R qk ( 7 )

începutul ciocnirii de ordinul k-1 coincide cu sfârşitul intervalului 
şi atunci condiţiile de final vor fi

q ( t k - i - 0 )  = - q o ; q(tk- i - 0 ) = q k-] (8)

După ce s-au detenninat constantele de integrare şi introducându- 
le împreună cu condiţiile iniţiale în relaţiile (4) şi (5) se obţine
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Qk-i 2m
q0 = e

\
pq0 sinp(tk+1 - t k) -  q 0 + Rqk C0SP( h+\ ~ h )

v2m J
+

1 •sinp(tk+i -x)dT.

Considerând numărul complex w = —  + ip unde (i“ = -1) şi
2m

conjugatul său w relaţiile (9) se pot scrie concentrat

^k-tk-i-tk ) = Qk-i - w q 0 +(Rqit +

_ i f ,k-'Q (T)e -'T,'k+|- ţk)dT = 0 
m *tk

( 10)

Trebuie precizat că această ultimă relaţie complexă determină 
parametri ciocnirilor succesive, fiind echivalentă în acelaşi timp cu două 
ecuaţii scalare. De asemenea poate fi considerată ca fundamentală pentru 
studiul mişcărilor periodice şi al stabilităţii lor, încât rezolvă complet 
problema mişcării sistemelor vibropercutante.

2.3. Determinarea mişcărilor periodice

Folosind ecuaţii (10) se pot determina uşor mişcările periodice 
staţionare ale sistemului.

De fapt ca să existe mişcări periodice trebuie îndeplinite anumite 
condiţii.

1) Intervalul între două ciocniri succesive trebuie să fie un 
multiplu al perioadei T a forţei de excitaţie, adică

t k_i — tk = fT unde r = l,2 , ( 1 1 )
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2) Viteza la începutul fiecărei ciocniri este aceeaşi, deci

( 12)

Ţinând seama de ultimele două relaţii ecuaţia (10) cu care se 
determină mişcările periodice devine:

Aşa cum s-a precizat mai sus această ecuaţie este complexă, fiind 
echivalentă cu două ecuaţii reale şi din ea se determină parametrii 
mişcării periodice care sunt qc şi tk. Evident că, pentru a avea mişcări
periodice, cele două ecuaţii concentrate (13) trebuie să aibe soluţii reale 
şi mai trebuie să fie verificată legătura unilaterală (2) în tot intervalul, de 
legea mişcării.

2.4. Stabilitatea mişcărilor periodice

Pentru ca să se realizeze în mod efectiv mişcări periodice trebuie 
îndeplinite şi condiţiile de stabilitate. Pentru a determina aceste condiţii 
se iau în studiu mişcările perturbate. Aceasta presupune că datorită 
perturbaţiilor iniţiale viteza de la începutul ciocnirii qk şi momentul tk 
diferă de valorile calculate pentru regimul periodic în mişcare [S.23],

Dacă înlocuim în ecuaţia complexă (10) pe qk şi tk prin q k + Aqk
şi tk-Atk, unde k = 1, 2, ..., se obţin condiţiile de stabilitate mult mai 
uşor.

Liniarizând perturbaţiile în relaţia complexă de recurenţă, rezultă

4 '* = 'f ( q c,q c, t k + rT ,tk) = 0 (13)

Folosind ecuaţiile (10) şi (13) ecuaţia (14) se scrie în felul următor
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Ecuaţia fiind complexă, egalând partea imaginară şi partea reală 
cu zero, va rezulta un sistem liniar de ecuaţii şi omogen, având 
necunoscute perturbaţiile, cu soluţii care au forma următoare:

In acest mod se obţine un sistem algebric liniar şi omogen având 
necunoscutele v şi 0, evident având două ecuaţii. Deoarece sistemul are 
soluţia banală (zero), pentru ca să admită şi soluţii diferite de cea banală, 
se pune condiţia ca determinantul sistemului să fie zero. Din această 
condiţie rezultă ecuaţia caracteristică de gradul doi în p, a sistemului 
vibropercutant, care este unnătoarea:

Pentru ca o mişcare periodică să fie şi stabilă este obligatoriu ca 
rădăcinile ecuaţiei în |3 să fie cu modulul subunitar. Aceste condiţii sunt 
date de criteriul lui Schur şi una din condiţii este

Pentru ciocnirile care sunt reale rezultă că R < 1, condiţia este

elastică, adică R = 1, condiţia este îndeplinită pentru sistemele care sunt 
cu amortizare, adică c ± 0.

Odată îndeplinită condiţia (18) pentru ca rădăcinile (3- să fie în 
modul subunitare, mai trebuie să fie verificate inegalităţile:

(15)

m

Aqk =v(3k; Atk =0(3k; k = l, 2, ....n (16)

(l + R)[Q(tk ) + kq0]
c

p2 + 12R cos(prT)-
mpqc

sin(prT)je 2m P + R 2e 2m =0

(17)

— rT
R < e 2m (18)

verificată deoarece e 2m >1. în cazul în care ciocnirea este perfect
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( c ^,  rT
1 + R e 2111 (prT) _ O + R fc X O + k q o l sm (prT O -  rT

e 2m <
mpq<

< R 2e
- - r T

in

(19)

în concluzie, în cazul ciocnirilor reale, adică R < 1, inegalităţile de 
mai sus sunt chiar condiţiile de stabilitate pentru mişcările periodice cu 
ciocniri.

2.5. Mişcările periodice ale sistemului vibropercutant pentru 
R=0 (coeficient de restituire nul)

în cazurile în care un sistem vibropercutant este cu ciocniri 
plastice (R = 0), atunci există egalitatea

'd P  
Kdt j

= 0
sau

( ci
dqt

\ cf
Ut

=  0
' c

în acest caz sistemul va părăsi instanrtaneu sau va continua să 
rămână pe legătură. După cum valoarea /. calculată cu elementele de la 
sfârşitul ciocnirii, este negativă sau nu. Dacă sistemul continuă să 
rămână pe legătură studiul mişcării se va efectua cu ajutorul 
multiplicatorului X.

Momentul t = xk al desprinderii sistemului de legătură se 
determină cu ecuaţia

^(Tk )= °  Ok <Tk <tk+i)
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Mişcările periodice pot fi fară opriri sau cu opriri de durată limită 
pe limitator. Ca să vedem cazurile posibile, trebuie să considerăm 
legătură unilaterală f(q) = q + qo > 0.

Deci în cazul R = 0, se obţine în toate cazurile posibile

dPi
dt = (q)i =<ic = - R<ic =°-

Se precizează că indicele 1 arată că este vorba despre valori din 
momentul final al ciocnirii. Trebuie de asemenea aflat semnul 
derivatelor de ordinul doi (trei).

Avem deci

f d 2f )

dt2 J,
= (q)i = q c  =

Q M + H ) (2 0 )
m

ceea ce înseamnă că semnele valorii lui Q(tk) + kqo ne vor da cazurile 
posibile.

a) Daca avem

Q (tk)>-kq<

atunci rezultă

qc =
r d 2f ^
vd t2 j

Q (tk)+ k qo >o.
m

(21)

adică între masă şi limitator există contact instantaneu şi deci studiul 
mişcărilor periodice şi a stabilităţii acestor mişcări se face ca şi când 
R^O, deci cu relaţiile (13) şi (15) unde luăm R = 0.

b) Dacă Q(tk) = -k q 0 şi de asemenea Q(tk )>  0, obţinem
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contactul fiind şi aici instantaneu. Acelaşi lucru se întâmplă şi când 
Q(tk ) = 0 ,adică contactul este instantaneu, cu precizarea că în şirul 
derivatelor de ordin superior al lui Q(t) pentru t = tk prima derivată care 
este diferită de zero este şi pozitivă.

c) Dacă Q(tk ) < - k q 0 rezultă că masa rămâne un timp finit pe
limitator şi pe durata contactului avem ecuaţia

- k q 0 =Q (t)+A  (22)

unde A. este multiplicatorul legăturii (amintit mai sus) şi este pozitiv. 
Deci pe timpul contactului dintre limitator şi masă obţinem

}. = -[Q(t) + kqo]> 0  (23)

La momentul t = tk, când Â devine nul, are loc desprinderea masei 
m de limitator, rezultând

Q ( t k )  =  _ k q 0 (tk  <  Tk -  t k + l ) ’ ( - 4 )

valorile algebrice ik din ecuaţia de mai sus ne precizează momentele 
ciocnirii cuprinse între aceste valori xk

2.6. Mişcări periodice cu excitaţie armonică

Mişcările periodice ale sistemului vibropercutant cu un grad de 
libertate şi o cuplă percutantă, acţionat de o forţă perturbatoare armonică, 
s-au determinat pentru prima dată de Rusakov U.G. şi Harkevici A.A.
[S.5], iar apoi de către Barkan D.D [B.14], Concluziile aflate în aceste 
lucrări au fost extinse şi mai mult, considerând că în sistem există şi 
amortizare de natură vâscoasă.

Un studiu complet şi general al mişcărilor periodice în cazul unei 
excitaţii periodice arbitrare s-a făcut folosind numerele complexe. 
Rezultatele obţinute se aplică în studiul sistematic al cazului când 
excitaţia este armonică. Astfel se obţin condiţiile de existenţă ale 
mişcărilor periodice şi se reprezintă grafic domeniile corespunzătoare.
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2.6.1. Determinarea parametrilor mişcărilor periodice

Analiza regimurilor periodice de mişcare se va face pentru cazul 
excitaţiei armonice considerând c < ccr. Astfel se va presupune că asupra 
masei acţionează forţa perturbatoare

Q(t) = niAco2 cos cot -  mg (25)

produsă de un generator de vibraţii cu două excentrice ce se rotesc în 
sensuri opuse având aceiaşi viteză unghiulară de rotaţie co. Dacă se 
notează cu mo masa excentricilor şi cu e excentricitatea, atunci rezultă

m

In continuare se vor studia mişcările periodice ale sistemului în 
cazul excitaţiei armonice (25) folosind metoda generală expusă anterior. 

Parametri mişcărilor periodice, viteza de ciocnire qc şi momentele
ciocnirilor tk (k = 1, 2 ,...) pentru cazul acţionării cu forţa perturbatoare 
armonică (25) se determină din ecuaţia complexă stabilită. Pentru a se 
putea urmări mai uşor variaţia acestor parametri se vor introduce câteva 
mărimi adimensionale. Astfel se vor folosi notaţiile

co co 2 m c o

(6?,=c: + C2)

(26)

Şi
s = î l ! _ _ ! L _  (27)

A A u l

De asemenea se mai introduce un unghi auxiliar a ce se determină 
din relaţiile

cosa =
2r

s i n  o . = .(28)
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Ţinând seama de expresia (25) a forţei perturbatoare ecuaţia 
complexă pentru determinarea mişcărilor periodice devine

V = q c( l - R e - " rT) - ( l - e - " rT)-

q Aco / \
q0 ------t~t  + —?------(wcoscot + cosmcotk J

co c w ‘ +co

(29)
=  0

Dacă în această ecuaţie se folosesc notaţiile (26), (27) şi (28) prin 
transformări algebrice se ajunge la următoarele ecuaţii

■ ( . . \ 0  “  R )pQcdsm(a + c o t k ) = ---------------
2 Aco

(30)

cos(a + cotk) = d s - Q - R ^ c
2Aco

unde

p = l + 1 + R ţsh27tr^ +Csin 2îrr4 
1 -R  £(ch27cr£ + cos27crc)

5 = 1 + R sin 2nr£,
1 -R  £(ch27ur£ + cos2ot£.)

(30')

Se poate uşor verifica că în expresia lui o termenul fracţionar este 
întotdeauna pozitiv. Intr-adevăr din inegalităţile evidente x < x < slix 
pentru x > 0, se poate deduce

csh27irC -  Csin I m ţ  = (̂sh27rr<  ̂-  2ktC)~ C(27rr£, -  sin 2;rrc) ^ 0

Deci, în general rezultă p > 1, valoarea minimă egală cu unitatea 
corespunde cazului fară amortizare.

Prin eliminarea lui tk din ecuaţiile (30) rezultă pentru viteza qc 
expresia
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8s± - p 2s 2
2Ao> i  d» ---------

c 1 -R  p + 8

Din această formulă se vede că este posibil să se realizeze două 
regimuri periodice de mişcare corespunzătoare celor două semne din faţa 
radicalului.

în relaţiile de mai sus s-a folosit notaţia d 2 = ( l - £ 2) + 4C2. Se
poate însă arăta că oricare ar fi semnul lui d parametri qc şi tk ai ciocnirii
rezultă aceiaşi. Intr-adevăr în formula (31) pentru calculul lui qc
intervine numai pătratul lui d. Mai rămâne de arătat că şi din relaţiile
(30) valorile ce se obţin pentru tk sunt aceleaşi, indiferent de semnul lui 
d. Dacă d > 0, din relaţiile (30) şi (28) se determină anumite valori 
pentru unghiurile a + cotk şi a. Considerând acum valoarea negativă d< 0, 
toate funcţiile trigonometrice din relaţiile (31) şi (28) vor avea semn 
schimbat.

Deci se vor obţine pentru a +■ cotk şi a unghiuri care diferă cu n
/V

faţa de cele determinate pentru d > 0. In ambele cazuri însă diferenţa 
acestor două unghiuri, egală cu cotk, va fi aceiaşi, deci şi valoarea tk va fi 
aceiaşi. Deci, fară a restrânge generalitatea problemei se va putea 
considera numai valoarea pozitivă a mărimii d.

2.6.2. Condiţiile de existenţă ale mişcărilor periodice

Pentru a exista mişcarea periodică, este necesar ca viteza qc să fie 
reală, deci cantitatea de sub radical din formula (31) trebuie să fie 
pozitivă. Astfel rezultă condiţia de existenţa a mişcării periodice

< 1 1 + V

\ Py
(32)

De asemenea la începutul fiecărei ciocniri viteza trebuie să fie 
negativă ( q c < 0).
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Presupunând îndeplinită condiţia (32) există mai multe situaţii în 
care viteza reală qc este negativă.

în primul rând se va studia regimul ce corespunde semnului minus 
în faţa radicalului din formula (31). Presupunând 5s < 0, regimul de 
mişcare este posibil deoarece qc < 0. In situaţia 5s > 0, regimul de

Comparând inegalităţile (32) şi (33) se constată că (32) este mai 
restrictivă şi deci delimitează regimurile periodice posibile de mişcare în 
această situaţie cu 5s > 0.

Mai sunt de analizat regimurile pentru care în formula (31) 
corespunde semnul plus în faţa radicalului.

Când 5s < 0, regimul de mişcare este posibil dacă

2 9 O
mişcare este posibil dacă 8 s" < —

d
-> i — p~s~ sau

s < -  
d

(33)

d
sau

s > -  
d

(34)

Ţinând seama de condiţia (32) rezultă

(35)

Dacă 8s > 0, nu există mişcare periodică deoarece q c > 0 . în felul
acesta s-au stabilit, din punct de vedere al vitezei condiţiile de existenţă 
ale mişcărilor periodice. Aceste condiţii sunt prezentate în Tabelul 1.
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Tabelul 1

q c 8s Condiţiile de existentă ale 'j • i
mişcărilor periodice

1 2 c-2p + 8 2 7 6 s - n - — -------p s“
2Aco ]  d-n — 1 d\( I p ;
1 -R  p 2 + S 2

, 1
s : < —

1 1 d

1P2 + 8 2 2 , 6s + J - — -------p S"
2Aco V d 2

Qr = -----------------------------------

1 i 1 1 li f 6 Y- <  s < - J l +  -  
d 1 1 d ]j ( p j

4c  1 - R  p +  8 +
Nu există mişcări periodice

Pentru existenţa mişcărilor periodice, mai este necesar ca valorile 
funcţiilor trigonometrice din relaţiile (30) să fie în modul subunitare.

Cu ajutorul valorii (31) a vitezei qc prima relaţie (30) devine

. , x p(d8s±^/p2 + 82 - d 2p 2s2 )
sm (a  + cotk ) = ^ Z -----1 (36)

p + 5

Deoarece în condiţiile stabilite mai înainte expresia din paranteză 
este negativă, membrul drept al relaţiei (36) trebuie să satisfacă 
inegalitatea

)(dSs ± Ţp 2 o 2 12 2 2+ o - d  p s
2 , o 2p + O

^ -1  (37)

sau
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± pyjp2 + 82 - d 2p 2s2 < p 2 + 82 + pd5s (37')

Se poate arăta că membrul drept al acestei inegalităţi este pozitiv. 
Pentru 5s > 0, acest lucru este evident. Dacă 8s < 0, deoarece I s I are

maximul —, 
d \

1 +
VPy

, se poate scrie 5s = -  8 > 1 +
vpy

astfel că se obţine

p 2 + 82 + pd5s > p 2 + 82 -  \ 8 \ - ^ p 2 + 52 = yjp2 +82(yjp2 + 82 -  5 |)> 0
(37")

Ţinând seama de acesta, inegalitatea (37') este evidentă pentru 
semnul minus în faţa radicalului. Pentru a o demonstra şi în cazul 
semnului plus, acum poate fi ridicată la pătrat. Această inegalitate devine

(p2 + 5 2)(p + 8s)2 > 0

ceea ce arată că în toate cazurile modulul membrului drept al primei 
relaţii (30) este subunitar.

Folosind valoarea (31) a vitezei qc, a doua relaţie (30) se mai 
poate scrie

cos(a + cotk ) = dp2s± V p 2 + 8 2 - d 2p2s2
^ T s 2

(38)

Pentru ca membrul drept al acestei relaţii să fie în modul subunitar 
trebuie să fie satisfăcute inegalităţile

- p 2 - 8 2 - d p 2s<±8-y/p2 + 8 2 - d 2p2s2 < p 2 + 8 2 - d p 2s (38')

în continuare se va ţine seama că datorită condiţiei (32) ce trebuie 
să fie verificată în toate cazurile se obţine
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precum şi

f  Şi\ 2"• 1  ̂ 2 C>2 2 1 °p — ~ d p  s > p  + 5  —p ^/1 +
v k p )

Rezultă că pentru a fi verificate inegalităţile (38') este suficient să 
fie verificate următoarele două inegalităţi

Cum fiecare membru al acestor inegalităţi este pozitiv, se pot 
ridica la pătrat şi rezultă inegalităţile evidente

ceea ce arată că şi pentru a doua relaţie (30) modulul membrului drept 
este subunitar în toate cazurile.

Prin urmare, dacă sunt satisfăcute condiţiile ca viteza qc să fie 
reală şi negativă, valorile funcţiilor trigonometrice din relaţiile (30) sunt 
în modul sub unitare. Condiţiile de existenţă ale mişcărilor periodice 
rămân cele obţinute din analiza formulei (31) a vitezei qc .

2.6.3. Domenii de existenţă şi stabilitate

Regimurile periodice de mişcare se pot realiza numai dacă sunt 
satisfăcute condiţiile de existentă, stabilite anterior. Discuţia cazurilor 
posibile se va face prin reprezentarea grafică a diferitelor domenii 
obţinute în funcţie de parametri sistemului. în reprezentările grafice pe 
abscisă s-a luat £, iar pe ordonată s. Toate aceste reprezentări s-au

p 2(p2 + 8 2)(l± d s)2 > 0
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c
construit pentru diferite valori ale raportului de amortizare y -  ale

'cr

coeficientului de restituire R şi ale ordinului de multiplicitate r a 
perioadei mişcării.

Pe baza condiţiilor de existenţă stabilite s-au găsit domeniile de 
existenţă ale mişcărilor periodice. Aceste domenii sunt delimitate de 
următoarele curbe:

1
s = ± — 

d
(39)

Şi

(40)

Deoarece C = y4n , se poate uşor observacă reprezentarea grafică a 
ecuaţiei (39) este chiar curba de rezonanţă cunoscută pentru vibraţiile 
forţate amortizate. Valorile necesare pentru trasarea curbelor având 
ecuaţia (40) s-a calculat printr-un program amplu.

Este uşor de constatat că pentru valorile lui t n care anulează pe 5, 
valorile lui sunt obţinute cu ecuaţiile (39) şi (40), sunt identice, curbele

au puncte comune şi că pentru aceleaşi valori şi derivatele
ds

dl
sunt

identice. Deci în aceste puncte curbele reprezentative sunt tangente.
Dacă există amortizare (y = 0) valorile lui \  şi pentru care 5 = 0, 

se obţin din ecuaţia sin 2nr£ = 0. Aceste valori sunt

m
l  r

m

2rVl -  7-
(m = 0,1,2,...) (41)

Pentru aceste valori, din cele două ecuaţii (39), (40), rezultă

, 1 ds ms = ± —. -------= + —4 r ( l - y 2)(i-2y2) - m
d dlni
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în lipsa amortizării (y = 0), proprietatea rămâne valabilă numai 
pentru valorile impare ale lui m. Pentru valorile pare ale lui m, curbele 
(40) au asimptote verticale. Curbele reprezentative au fost trasate pentru 
raportul de amortizare y = 0,1: 0,2: 0,3; coeficientul de restituire R = 0,2: 
0,4; 0,6 şi ordinul de multiplicitate al perioadei mişcării r = 1; 2; 3. 
Dintre reprezentările grafice obţinute se prezintă mai multe zeci de 
grafice. Pe fiecare figură sunt indicate valorile corespunzătoare ale 
parametrilor. Curbele (39) sunt trasate cu linie plină, iar curbele (40) sunt 
trasate cu linie punctată. Domeniile de existenţă ale mişcărilor periodice 
determinate cu ajutorul condiţiilor (32) şi (35) s-au haşurat simplu. în 
toate domeniile haşurate sunt posibile regimuri ce corespund semnului 
minus în faţa radicalului din formula (31). Acolo unde s-a haşurat dublu 
mai sunt posibile şi regimurile ce corespund semnului plus în faţa 
radicalului din formula (31).

Existenţa regimurilor periodice de mişcare a fost studiată teoretic, 
în special pentru sistemul vibropercutant ideal, deci fară amortizare. 
Rezultatele obţinute aici completează pe cele cunoscute şi concluziile 
obţinute sunt mai uşor de aplicat [S.5]..

Pentru a discuta condiţiile de stabilitate a mişcărilor periodice se 
va folosi relaţia

C ^ 
-> — rT 

1 + R- e m
v

unde:

N = 2 R cos(prT) -  -  "  R ̂  ̂  ̂  kq »] Sin (prT)
mpqc

iar expresia forţei de excitaţie este dată de relaţia (25).
Discuţia condiţiilor de stabilitate se va face cu ajutorul 

următoarelor mărimi:

1 _ 1 -R
~ 2 _2 C p -(l-4 ă)s]-

2R
l r R

ict227irc ±A e2m  ̂ + R 2e~2m~- 
(l + R)sin 2m~Z
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l’au :s

Şi

s = ±-
4 r2 (l — t 2 )(l — 2t 2)— m 2

4r2( l-T 2)2 -d5

Condiţiile de stabilitate, în forma sintetică sunt cuprinse în tabelul

Tabelul 2

v* V. s Condiţiile de stabilitate

I

- +
1
j

0 < s < s-

-
I

+
i

-s. < s < 0
i _

1
— + 0 < s < s.

11
i -s- < s < 0 i; 1

— +
. . . . .  . . . . . . . .  j

î S -  < S < S. |
i
1 - - 1 - S .  < S < S -  î! !

Discuţia cazurilor posibile de mişcare se face prin reprezentările 
grafice precizate. Evident, se obţin domeniile de stabilitate trasând 
curbele s = ± s. şi s == s+.

Aşa cum am precizat deja, curbele trasate delimitează domeniile 
de existenţă şi de stabilitate a mişcărilor periodice.

2.7. Descrierea programului

Unitul Math este folosit pentru calcularea funcţiilor necesare 

trasării graficelor.

Acest Unit transmite Programului Principal toate datele utile 

calculului ecuaţiilor şi funcţiilor.
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M ETO D Ă SI PROGRAM DE DETEliMIXAlil-A MIŞCĂRILOR PERIODICE  
STABILE A L E  SISTEM CLI  7 VIBROPERCCTANT C C  UN CRAI)  D E  

LIBERTATE ŞI O C C P L Ă  PERCUTANTĂ

Unitul Drawings este folosit pentru definirea şi iniţializarea 

modului grafic şi suplimentar, fiind conceput pentru modificarea 

rezoluţiei cu care se vor trasa graficele.

Programul Principal este setat iniţial pe rezoluţia maximă 

800* 600 .

De asemenea acest unit este folosit pentru a transmite Programului 

Principal informaţiile despre modul de trasare a liniilor pe ecran (ex.: 

punctată, continuă, etc.).

Tot în acest Unit sunt introduse mai multe proceduri pentru 

utilizarea mouse-ului în program.

Se poate spune că toate procedurile în ansamblu care sunt 

proiectate pentru lucrul în program cu mouse-ul constituie un DRIVER 

de mouse. Aceste proceduri pentru mouse sunt organizate în Proceduri 

separate pe axe. Tot astfel în acest Unit sunt stabilite limitele spaţiului 

vizibil pe ecran, accesibile utilizatorului.

Tot aici sunt definite combinaţiile de taste pentru mărirea şi 

micşorarea graficelor curent trasate. Ex.: tasta "+" este folosită pentru 

mărirea graficului pe ecran şi tasta este utilizată pentru reducerea 

scării de afişare.

De asemenea în program sunt active şi tastele direcţionale (ex.:<-, 

->) pentru deplasarea graficului în susul şi în josul ecranului.

în comparaţie cu programele concepute cu afişare statică, 

programul de faţă este proiectat în mod dinamic (utilizându-se liste 

dublu înlănţuite) şi credem că este de un folos mult mai larg deoarece cu 

ajutorul tastelor direcţionale utilizatorul se poate deplasa unde doreşte
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de-a lungul graficelor pentru observarea unor fenomene inaccesibile 

programelor cu afişare statică.

Tot în acest Unit sunt proiectate şi procedurile care se ocupă cu 

definirea şi afişarea meniurilor şi în general a interfeţei cu utilizatorul.

în conţinutul acestui Unit se mai află şi procedurile specializate 111 

definirea şi folosirea paletei de culori optime pentru tipul de grafic 

utilizat.

Unitul Types este special conceput pentru definirea combinaţiilor 

de taste cu care se lucrează programul pentru schimbul între ferestre 

(meniuri).

Acest Unit Types se bazează pe conceptul de bază al sistemului de 

operare WINDOWS (lucru cu ferestre). El mai are de asemenea şi 

proceduri pentru utilizarea mouse-ului în program.

Programul Principal lucrează cu toate Uniturile definite mai sus 

apelând de asemenea şi proceduri şi funcţii interne necesare executării 

subprogramelor şi al Programului Principal însuşi cu un minim necesar 

de memorie. Tot aici sunt predefinite valorile iniţiale pentru care 

combinaţia de taste "SHIFT" + "TAB" va avea ca efect afişarea 

graficului corespunzător valorilor predefinite. în conţinutul Programului 

Principal se iniţializează modul grafic, iniţializare care este prevăzută cu 

detectarea DRIVER-ului necesar utilizării modului grafic.
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METODA OPERAŢIONALĂ

3.1. Consideraţii generale

Mişcările periodice ale diferitelor sisteme vibropercutante se 
determină prin integrarea ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării între două 
ciocniri succesive şi aplicarea condiţiilor de periodicitate. Astfel, pe un 
interval egal cu perioada, se obţin legile mişcării care apoi se repetă şi în 
celelalte intervale. Pe această linie, tematica în acest capitol are ca 
obiectiv valorificarea şi completarea rezultatelor deja obţinute cu altele 
esenţiale pentru fundamentarea aplicării calculului operaţional în teoria 
sistemelor vibropercutante [S.5],

Dintre metodele utilizate în studiul regimurilor periodice de 
mişcare dezvoltări importante pot fi fundamentate pe baza calculului 
operaţional. Utilizarea calculului operaţional în modelarea sistemelor 
vibropercutante este extinsă în teză şi pentru situaţii mai deosebite chiar 
şi faţă de modelele numai cu o singură masă şi o cuplă percutantă.

Pentru diferite alte modele este adaptată metodologia de calcul 
bazată pe utilizarea transformărilor operaţionale.

Pornind de la consideraţiile anterioare trebuie subliniat că 
dezvoltările următoare sunt menite să definitiveze studiile existente 
privind modelarea sistemelor vibropercutante utilizând în mod special 
calculul operaţional.

3.2. Sisteme vibropercutante

Multe sisteme mecanice execută mişcări însoţite de ciocniri 
repetate. Astfel de sisteme mecanice, în care influenţa ciocnirilor este 
esenţială şi nu poate fi neglijată, sunt denumite sisteme vibropercutante
[S.5] şi pot fi studiate prin metodele cunoscute din teoria sistemelor 
dinamice.

Trebuie remarcat că pentru generarea mişcărilor vibropercutante 
nu este necesar ca mişcarea sistemului să fie vibratorie. Prin urmare, 
mişcările vibropercutante se realizează în esenţă datorită ciocnirilor.
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Pentru ca mişcările vibropercutante să fie staţionare este necesar 
ca sistemul să fie supus unor excitaţii perturbatoare. Natura excitărilor 
exterioare poate fi foarte complexă, cel mai des însă se întâlnesc excitaţii 
periodice sau chiar armonice.

Sub acţiunea unei excitaţii periodice se poate uşor observa că 
există regimuri de mişcare periodice, având perioada multiplă celei 
cunoscute prin excitaţie. Aceste regimuri periodice de mişcare au o 
importanţă deosebită în aplicaţii şi, prin urmare, necesită un studiu mai 
amănunţit.

Existenţa regimurilor periodice de mişcare a sistemului 
vibropercutant nu presupune că acestea se şi realizează întotdeauna. Este 
necesar să se mai verifice stabilitatea regimurilor considerate. Condiţiile 
de stabilitate împreună cu cele de existenţă delimitează mişcările 
periodice care se realizează efectiv.

3.3. Cuple percutante
A

In studiul sistemelor vibropercutante un rol deosebit revine 
maselor care se ciocnesc în timpul mişcării. Deoarece ciocnirea are loc 
între două mase, acestea reprezintă o componentă de bază a sistemului 
vibropercutant. Prin cuplă percutantă se defineşte ansamblul format din 
două elemente ale unui sistem vibropercutant care se ciocnesc între ele în 
timpul mişcării [B.42].

Fiecărei cuple percutante i se poate asocia o legătură unilaterală de
forma:

f (q , t )> 0  (1)

unde q reprezintă vectorul coordonatelor generalizate ale sistemului 
vibropercutant considerat. Această legătură unilaterală introdusă pentru 
prima dată de Silaş Gh. şi Brîndeu L. [S.22] caracterizează complet 
legătura din punct de vedere dinamic efectul datorat cuplei percutante.

Precizarea legăturii unilaterale are la bază cupla percutantă şi în 
mod obişnuit se obţine simplu din condiţii geometrice.

Introducerea legăturii unilaterale în studiul sistemelor 
vibropercutante a permis fundamentarea unei metode unitare de studiu 
aplicabilă oricărui sistem vibropercutant.

Cu ajutorul legăturii unilaterale în studiul mişcărilor periodice se 
poate face printr-o metodă unitară pentru orice sistem vibropercutant şi 
în acelaşi timp, se poate preciza gradul de complexitate al problemei. De

BUPT



A IETODA OPERA ŢH ) N A l J

exemplu, se poate preciza de la început gradul ecuaţiei caracteristice 
folosite în studiul stabilităţii mişcărilor periodice.

3.4. Bazele metodei operaţionale

Existenţa mişcărilor periodice ale sistemelor vibropercutante poate 
fi stabilită nu numai aşa cum se procedează obişnuit prin integrarea 
ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării şi impunerea condiţiilor de 
periodicitate [S.5], Există fundamentată şi o metodă operaţională [B.49] 
care pot fi uşor aplicată sistemelor vibropercutante simple însă este 
posibil să fie extinsă şi la alte situaţii mai complexe [B.70],

Datorită acţiunii forţei perturbatoare armonice de pulsaţie co. 
sistemul execută mişcări însoţite de ciocniri instantanee caracterizate 
prin coeficientul de restituire R.

Dintre mişcările posibile ale sistemului se vor determina numai 
cele periodice pentru care perioada trebuie să fie un multiplu al perioadei 
forţei perturbatoare adică:

t i - t 0 =rT  = r — , (r = 1,2,..) (2)
co

In plus, parametrii cinematici caracteristici ciocnirii trebuie să se 
repete identice.

Mişcările trebuie să fie periodice, ceea ce înseamnă că pentru
legea de mişcare q = q (t) se impune să fie satisfăcute condiţiile de 
periodicitate:

q(t + rT) = q(t) (3)

unde q este o coordonată a sistemului.
Ţinând seama de periodicitatea mişcării, transformata Laplace a 

legii mişcării se poate exprima cu ajutorul transformatei corespunzătoare 
luate pe o singură perioadă [ ]. Astfel, transformata X(s) a legii mişcării 
se scrie:

^  X   ̂J+l
X (s) = Je"stq (t)d t= ]r J e-s,q(t)dt

to j=0 ti
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iar dacă în fiecare termen se face substituţia t = jrT + x, j = (1, 2,...) se 
obţine:

X(s) = t  f  e -s(jrT+t)q(jrT  + x)dt = X e " JSrT
j=o t0 vj=°

X0(s)

Drept urmare, relaţia dintre cele două transformate este:

X(s) = Xp(s)
-srT1-e

(4)

Deoarece în calculele prezentate apar şi derivate de diferite ordine 
ale legilor mişcării sunt importante următoarele dezvoltări:

Jq(t)e"s,dt = [q(t,)e-srT -q ( t„ )} r st0 +s Jq (t)e-S,dt (5)
t()

Şi

Jq(t)e”s,dt = [q(t,)e-srT - q(t0)]+s[q (t,)e“ srT - q(t„ )]e-st° + s2 /q(t)e"s,dt
tl
J
<0 t()

(6)

Datorită periodicităţii mişcării însă aceste egalităţi se mai pot
scrie:

f  q (t)e“stdt = -  q(t „ )(l -  e"srT ) r s,° + sX0 (s)k-srT \ - s l0 (7)

Şl

tl
jq ( t )e “stdt = [q(t,)e srT - q ( t 0)]est - s q ^ l - e ^ e " * 0 + s 2X0(s)

(8)

Analog pentru funcţia periodică £ = £(t) cu perioada T se deduce:
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U=° J t0
(9)

unde:
t0+T

Y0(s)=  f  £(t)e"s’dt ( 10)

în general, metoda constă în aplicarea transformatei Laplace 
ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării după care prin inversiune rezultă legile 
mişcării.

3.5. Masă liberă pe suport mobil

Se consideră sistemul vibropercutant format dintr-o masă m 
aşezată liber pe o platformă vibrantă [B.4], [B.54] care are pe verticală o 
mişcare periodică impusă: £ = £(t).

Notând cu T perioada, funcţia £(t) va satisface condiţia de 
periodicitate:

Dintre mişcările posibile ale sistemului, se vor analiza numai 
acelea care se fac cu desprinderea masei m, de platformă. Ecuaţia 
diferenţială a mişcării relative între două ciocniri succesive este:

Dacă se notează prin t = t(k) momentul ciocnirii de ordin k, atunci în 
intervalul dintre ciocnirile de ordin k şi k+1 condiţiile vor fi:

5(r + T ) = « t ) ( 11)

( 12)

q(tk +0) = 0; q(tk + 0 )= -R q k, (13)

iar cele finale

- ° ) =  0; q(tk+]- 0 )  = qk+1, (14)
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Mişcările periodice a căror perioadă trebuie să fie tk+i - tk = rT (r = 
1,2,..) se realizează dacă vitezele de la începutul fiecărei ciocniri sunt 
aceleaşi q k = q c (k = 1,2,...)-

Pentru calculul lui X0(s), se înmulţesc ambii membrii ai ecuaţiei 
diferenţiale (12) a mişcării prin factorul e'st şi apoi se integrează între 
limitele ti şi t< -  rT. Ţinând seama de relaţiile (8), (9) şi (10) după 
integrare rezultă:

X(l(s) = (l - e “srT) qc + 4 ( to ) , 4(tp) g .-St,) Yp(s)
-sT

(l + R )e“st°

1 - e ^ I  ?
(15)

Apoi din relaţia (4), folosind şi relaţia (5), se deduce transformata 
funcţiei necunoscute q(t) care va fi dată de ecuaţia:

X(s) + Y(s) =
( q j  + c(t0) £(t0) g 1 + R+ >-sl0 (16)

Pentru a găsi funcţiile iniţiale se va aplica formula de inversiune 
Mellin - Fourier. Astfel se obţine:

q(t) + c(t) = r o+i"[X(s) + Y(s)]eSIds (17)
2 7TI 0

în care integrarea se face de-a lungul conturului Bromwich, adică pe 
dreapta s = Oo care lasă la stânga sa toate punctele singulare ale funcţiei 
considerate (16 ).

Calculul integralei (17) se face prin mai multe metode care conduc 
la expresii analitice diferite însă echivalente. Ţinând seama că 
dezvoltarea legii mişcării în serie Fourier, se va folosi pentru rezolvarea 
problemei teorema reziduurilor.

Pentm funcţia (16) este satisfăcută lema Jordan încât integrala 
(17) luată de-a lungul semicercului de la infinit, situat la stânga 
conturului, este nulă.

Se va considera domeniul închis delimitat de dreapta s = o() şi 
semicercul situat la stânga acestei drepte a cărui rază tinde la infinit. 
Punctele singulare din acest domeniu sunt polii

2 7X1 .
s ; = i ( i = 0. ± 1. ± 2....)J rŢ VJ , (1 8 )
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situaţi pe axa imaginară.
Lăsând de o parte s = 0, se vede că toţi ceilalţi sunt poli simpli. In 

ceea ce priveşte s = 0, dacă acesta este un pol multiplu, mişcarea nu 
poate fi periodică.

Ţinând seama că se determină mişcările periodice, este necesar să 
se pună condiţia ca şi s = 0 să fie un pol simplu pentru expresia (16). Din 
aceste condiţii de existenţă a mişcării se vor determina parametrii 
mişcărilor periodice.

In primul rând, pentru ca s = 0 să nu fie pol de ordin trei, este 
necesar să fie verificată condiţia:

lim p J[X(s)+ Y(s)]= 0 
p=0

(19)

Folosind relaţia (16), din calculul limitei (19) rezultă:

p=» 1 -e -srT =  0

şi apoi

q c =
rTg
1 + R

( 2 0 )

Mai trebuie pusă condiţia ca s = 0 să nu fie pol de ordin doi, adică:

lim s 2[X(s)+ Y(s)]= 0
s=0

(21)

Dacă se înlocuieşte aici expresia (16) şi se calculează limita, se obţine:

qc + 4 0(t«.)-iim; ■ r ţ̂cc - n ! c 1 ~ ~Sr 1s=c' L s 1 -e
= 0

sau

4(t„)=
rTg 

— — + slini 
1 + R w s=o s 1 -e -srT

Se calculează apoi limita şi se ajunge la ecuaţia:
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■ , , rT a 1 - R
c ( to )= ^ f2 1 + R

(2 2 )

din care se determină momentul ciocnirii iniţiale s.
După cum se constată, condiţiile pentru ca s = 0 să fie un pol 

simplu coincid chiar cu condiţiile de existenţă ale mişcărilor periodice 
deduse şi pe altă cale.

Calculul integralei din legea mişcării (17) se face cu ajutorul 
teoremei reziduurilor. în primul rând se vor înlocui condiţiile de 
existenţă (20) şi (22) în relaţia (16). Apoi se calculează reziduurile 
relative la toţi polii (18).

Reziduul relativ la polul s = 0 va fi:

lim s[X(s) + Y(s)]est = £ (t0)+glim
rT 1 + e~srT 1

s=<> 5 = 0 ! 2s 1 -  e -srT s 2
+

2 Ţ  2r T 2
12

(23)

Pentru ceilalţi poli (18), corespunzători valorilor întregi pozitive şi 
negative ale lui j, în afară de zero, reziduurile vor fi:

lim (s-s: Jx (s) + Y(s)]est =
S— S, C 2 s=sj 1 -  e -srT 2 ;24n~j

(24)

Aplicând teorema reziduurilor pentru calculul integralei (17) se 
găseşte legea mişcării

/+\ x.l+ \ \ r 2T 22 r 2T 22 ^  1q(t) = 4 ( tn ) - ţ( t )  + ------ ----------
12

cos
1  rT

(25)

valabilă pe întreagă durată a mişcării (t > to).
Legea mişcării se obţine astfel direct din ecuaţia diferenţială a 

mişcării (1.2) şi rezultă identică cu aceea care s-ar obţine din studiul făcut 
separat pe fiecare interval.

Pentru analiza mişcării este comod să se folosească dezvoltarea în 
serie Fourier a funcţiei q(t) definită pe intervalul (to, to+rT), având forma:
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q(t) = ^  + Z
j=i

a j co s^Ş (t - 1())+ b j sin - ^ ( t  - 10)
rT rT

(26)

Notând cu: a0\  a,*şi b,* coeficienţii corespunzători dezvoltării 
funcţiei £(t), din ecuaţia (25) se obţine:

a o -  _ a o + 2 ^ ( t 0 ) +

2t-2r T 2
2-p2* I" A 2! | i* * / o h \

a i = - a j t”T ’ bj = - bj <27> 2 n ~ f

* *

Se observă imediat că în relaţiile (27) numai coeficienţii aj şi b, 
pentru care j este multiplu de r (j = lr) sunt diferiţi de zero. Aceşti 
coeficienţi se calculează cu formulele:

* 2 J‘ ^Ttjt
a, = — | c( t )cos~ ~ r dt (j = r,2r,...)

T : rT
(28)

*  ̂T "̂ Tcit
bj = — Jc(t)sin —— dt (j = r,2r,...)

rT
(28’)

Cu ajutorul relaţiilor (27) se determină componentele armonice ale 
legii mişcării. Astfel se poate aprecia importanţa pe care o au diferitele 
componente armonice şi posibilitatea de a aproxima legea mişcării prin 
câteva dintre ele.

Expresia legii mişcării poate fi pusă şi sub altă formă, valabilă 
numai în intervalul de definiţie (to, ti).

Cu ajutorul condiţiilor de existenţă (20) şi (22), relaţia (16) se mai 
poate scrie:

X(s) + Y(s) = g . rTg , 4(to)
2s2

-st0 _ rTg e -s(t0+rT)

1 -  e-prt
(29)

Funcţiile originale ale termenilor din membrul drept ale ecuaţiei 
(29) se pot calcula fie folosind teorema întârzierii, fie formula de 
inversiune. Astfel, pentru t > to se va obţine

q ( t )  +  4 ( t )  =  - | ( t - t „ ) 2 + l I l ( t - t 0 ) + ţ ( t 0 ) - P  ( 30 )
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unde

(31)

Pentru calculul integralei (31) se consideră conturul format din 
dreapta s = a0 şi semicercul situat în semiplanul drept al cărui rază tinde 
la infinit. Ţinând seama că sunt îndeplinite condiţiile lemei lui Jordan 
pentru t < tj, integrala (31) poate fi calculată de-a lungul întregului 
contur considerat şi deoarece în interior nu există puncte singulare,

A

rezultă P = 0. In felul acesta se ajunge la legea mişcării.

valabilă pentru to < t < tj. Această formă a legii mişcării a mai fost găsită 
şi pe altă cale.

3.6. Sistemul liniar elastic

un grad de libertate şi o cuplă percutantă. Folosind calculul operaţional 
se determină uşor condiţiile de existenţă ale mişcărilor periodice.

q(t) = - | ( t - t „ ) 2 + lIŞ ( t - t 0)-[c ( t) -£ ( t(,)], (32)

In continuare se va considera sistemul vibropercutant general cu

Se consideră sistemul arătat în 
fig.3.1 însă fară amortizare (c = 0), 
având ecuaţia diferenţială a mişcării 
de forma:

*3 mq + kq = niAco2 cos(cot)-  mg
(33)

Condiţiile iniţiale ale mişcării
sunt:

Fig.3.1
q ( t k + ° ) = - q c .  Q c O k  + 0 ) =  - R q c

(33')
iar cele finale:

q( t k+i - ° ) = - q c  q c(tic+i - o )  = q c (34)
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Ţinând seama de egalitatea:

'r -si (scos(ot0 -  <osin wt„ ) (l - e -srT^ _sl"
Je coscotdt = ------------------------------------------
to

2 2 CO + s

dacă se integrează ecuaţia diferenţială a mişcării pe durata unei perioade, 
înmulţită în prealabil cu e'st rezultă

(ms2 + k )x 0(s) + mqc(R + e srT)b st() + mpq0(l -  e srT)= 

= m(l - frn2A scos(at° ~ t0̂ in 0)1(1 _ I
CO + s‘

Se calculează X0(s) din această ecuaţie, se introduce în relaţia (4) 
şi se va obţine:

X(s) = 2 2 S +C0n *-

9 . s cos cot a -  co sin cot n g 
q c - s q 0 + o r A ----------- ^ ---------------? - - Z

co + s -  S

(1 + R)qc
-  e -srT

(35)
nr

unde con = A|— . Astfel transformata Laplace a legii mişcării periodice 
V m

q(t) cu perioada rT este dată de expresia (35).
Pentru găsirea funcţiei originale se va folosi de asemenea formula 

de inversiune Mellin-Fourier. Pe această cale integrala (27) se calculează 
cu ajutorul teoremei reziduurilor.

Existenţa mişcărilor periodice ale sistemului, care se presupune că 
nu este la rezonanţă, rezultă din condiţiile ca s = ±icon să nu fie poli 
pentru expresia (35) a lui X(s). Aceasta are loc dacă sunt îndeplinite 
condiţiile

lim (s2 + co2 )x(s) = 0
S=± 1G1

(36)
n

Pentru s = ico„, condiţia (36), ţinând seama de expresia (36), devine:

qc - iconA s -
4 n  COSCOto -  sin cot o (1 +  R ) q c

-  e -i27ir;n = 0 (37)

unde
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(37’)

în loc de a mai scrie condiţia (36) şi pentru s=i(o„, se vor anula 
separat părţile reală şi imaginară din ecuaţia (37). Cele două ecuaţii, prin 
transformări algebrice simple se pot pune sub forma:

Este evident că ecuaţiile (38), cu notaţiile (37') şi (38') sunt 
identice cu cele stabilite în calculul direct. Apoi, prin eliminarea lui t(, 
din ecuaţiile (38), rezultă qc şi apoi condiţiile de existenţă cunoscute.

3.7. Sistem liniar elastic la rezonantă

Aplicarea metodei operaţionale la sisteme în situaţii de rezonanţă 
prezintă particularităţi speciale faţă de cazurile obişnuite [S.5], Sunt 
necesare precizări suplimentare privind transformatele calculate şi polii 
corespunzători situaţiilor de rezonanţă. Pentru exemplificare se consideră 
cazul simplu al sistemului vibropercutant cu un grad de libertate în 
situaţii de rezonanţă şi se determină condiţiile de existenţă a mişcărilor 
periodice prin metoda operaţională.

Sistemul vibropercutant cu un grad de libertate şi o cuplă 
percutantă este format din masa m fixată prin arcurile de constantă k. 
Asupra masei acţionează forţa perturbatoare armonică Q(t) = Qo(t) = 
Qoco(t), având amplitudinea Qo şi pulsaţia co.

Poziţia masei m se apreciază prin coordonata q măsurată din 
poziţia de echilibru static.

Ecuaţia diferenţială a mişcării masei va fi:

unde
1 + R ctg7rr^n (38')
1-R Sn

mq + kq = Q0 sin cot

care fiind în situaţia de rezonanţă se poate pune sub forma:
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q + co2q = ^ - s in  cot (39)
m

Ciocnirea are loc în poziţia dată de coordonata q = -q(, încât cuplei 
percutante i se poate ataşa legătura unilaterală

f(q) = q + q 0 >°  (40)

Evident mişcările periodice ale sistemului vibropercutant trebuie
2 7C

să aibă perioada multiplă celei a forţei perturbatoare T = — , adică
co

(  2tcrT = r —  , (r = 1,2,...). 
v co;
Presupunând momentul primei ciocniri t = t() şi a celei următoare 

t = ti, etapa mişcării dintre aceste ciocniri t e (to, ti) va avea drept 
condiţii iniţiale

q(t0 + 0 ) = - q 0, q(t0 + 0 )= -R v  (41)

şi finale
q ( t i - ° ) = - q 0, q ( t j - 0 ) = v  (42)

Mişcările periodice au fost obţinute deja prin integrarea ecuaţiei 
diferenţiale (39) şi impunerea condiţiilor limită (41) şi (42). Aceste 
rezultate pot fi însă regăsite uşor prin metoda operaţională.

Prin integrarea ecuaţiei diferenţiale (39) pe durata etapei dintre 
ciocniri, după ce în prealabil a fost multiplicată cu factorul e’st, se 
găseşte:

ve~sl1 + R ve-SI" - s q 0(e-sî: - e_st° )+ (s2 + co2)x 0(s) =

Q o  e " s l | e “ s ' °  ( 4 3 )
= ------- -------— (ssincot0 + cocoscot0)

m s2 +co2

Ţinând seama de expresia transformatei X(s) se deduce:

X(s) =
est()

■> 2 s + CO
Q0(ssincot0 + cocos cot0) (l + R)v
----------- n — n ----------- sqo + v -   ------

m^s“ + co“ j 1 -  e
(44)
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Legea mişcării se va determina cu ajutorul formulei de conversie 
Mellin - Fourier.

Calculul integralei (45) se face în planul variabilei complexe s de- 
a lungul unei axe paralelă cu axa imaginară la distanţa oo > 0 încât toţi 
polii funcţiei (44) să fie în stânga ei. Astfel se ajunge la calculul 
integralei (45) pe baza teoremei reziduurilor, ceea ce revine ca funcţia 
(44) să nu aibă poli simpli [ R.15],

Deoarece transformata (44) are polii s = ± ico, condiţia de a nu fi 
dubli este:

Această condiţia, după introducerea expresiei (44), se poate 
deduce la forma:

(45)

(46)

sau

~Q-(cos cot + i sin cot0) — i ^  + ^ ) cov = o (47)
m 7 ir

Din ecuaţia complexă (47) se deduce:

c o s  co tn  =  0 (48)
Şi

(49)

Deoarece viteza iniţială de ciocnire trebuie să fie negativă v < 0, 
din ecuaţia (49) rezultă condiţia: sin coto < 0, iar din (48) se deduce:
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şi deci
âi-Qo (51)

mco( l  +  R )

Evident mărimile (49) şi (50) ce caracterizează mişcarea 
reprezintă condiţii de existenţă şi asigură realizarea regimului periodic.

Mai trebuie arătat că ele coincid cu rezultatele cunoscute, 
consideraţii de altă natură au permis să se tragă concluzia că numai r = 1 
este posibil pentru regimul periodic de mişcare.

3.8. Sistem cu limitatori rigizi

în continuare se arată posibilitatea extinderii metodei operaţionale 
la sisteme formate dintr-o masă ce se deplasează cu ciocniri între doi 
limitatori [S.5], Este un caz mai deosebit, deoarece apar două cuple 
percutante, iar metoda pentru a fi aplicată necesită unele modificări 
identice cu cele obţinute şi pe cale directă [B.70],

Sistemul este format din masa m ce se poate deplasa fară fiecare 
pe orizontală între doi limitatori, unul fix şi altul mobil. Astfel, masa se 
mişcă uniform şi se ciocneşte de cei doi limitatori.

Poziţia masei şi a limitatorului mobil se precizează cu ajutorul 
coordonatelor q şi

Mişcarea limitatorului mobil este impusă şi are caracter periodic, 
fiind dată de legea ^ = £(t). Dacă se notează prin T perioada, atunci 
trebuie să fie satisfăcută condiţia: c(t -  T) = ^(t), oricare ar fi momentul t 
considerat.

După cum se constată, mişcarea masei este întreţinută de mişcarea 
periodică a limitatorului mobil ce acţionează prin ciocniri asupra masei.

De fapt, apar ciocniri ale masei, atât cu limitatorul fix, cât şi cu cel
mobil.

Coeficienţii de restituire la*
ciocnirile din cele două cuple 
percutante, presupuse instantanee, 
sunt Ri şi R2 .

Legea mişcării trebuie să fie 
continuă, iar derivata cu 
discontinuităti în momentele*

ciocnirilor datorită modificărilor 
vitezei.

Deoarece asupra masei m nu
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acţionează forţe orizontale, ecuaţia diferenţială a mişcării între ciocniri
este:

q = 0 (52)

încât în fiecare interval mişcarea rezultă uniformă.
Mişcările vibropercutante periodice vor avea perioada multiplă 

celei corespunzătoare mişcării limitatorului mobil, adică rT (r = 1,2,...).
Dacă se consideră t = to, momentul ciocnirii masei cu limitatorul 

mobil, atunci următoarea ciocnire va avea loc la momentul ti = to+ rT.
Se va considera mişcarea numai de pe intervalul (to, ti) dintre

ciocnirile succesive cu limitatorul mobil. Astfel condiţiile iniţiale ale 
mişcării pe intervalul considerat vor fi:

q ( t o ) = ^ ( t o)> q ( t o  +  o ) = q  ( 5 3 )

iar cele finale
q ( t i ) = Ş ( t o ) .  q ( t | - o ) = q c (54)

i
unde qc şi q c sunt vitezele de la începutul şi sfârşitul unei ciocniri.

In acest interval mai apare o ciocnire cu limitatorul fix ce are loc 
la momentul t = io(to < io < ti) ce satisface condiţia:

q(to) = 0 (55)

Vitezele de la sfârşitul şi începutul ciocnirii vor fi legate prin 
relaţia:

q(T0 +0) = -R ,q (r0 - 0 )  (56)

în ceea ce priveşte vitezele corespunzătoare ciocnirilor cu reperul 
mobil, conform definiţiei coeficientului de restituire, se poate scrie:

R _.4(to)-qc'
2 ~ qc -  4(t0)

şi deci

q' c  ~  “ R i q c  + 0 + R-2 k ( t o ) (57)
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Ţinând seama că într-o perioadă legea mişcării se modifică 
datorită ciocnirii intermediare cu reperul fix, se vor considera separat 
cele două intervale în care se împarte perioada.

Transformatele parţiale luate pe o perioadă corespunzătoare 
intervalelor dintr-o perioadă a mişcării, vor fi:

Xq(s)=  j'e~slq(t)dt; XÂ(s) = J V s,q(t)dt (58)
to To

Datorită periodicităţii legile mişcării din cele două intervale 
separate trebuie să se repete tot periodic. Drept urmare condiţiile de 
periodicitate pot fi puse separat pe cele două intervale şi astfel conform 
proprietăţii transformatelor pentru funcţii periodice, se deduce:

X'(s) = X° (^  X"(s) = “ (59)
1 - e 1 - e

Calculul integralelor (58) pe baza ecuaţiei diferenţiale (52) şi a 
condiţiilor limită (53), (54) şi (55) conduce la expresiile transformatelor 
parţiale:

x 0" (s )= ^ 4 -  [s4(t0)-q (-t0 y s{z°- '(>)+ q ; (60)
s"

Şi

X„’'(s) = ^ [ q ce-$(ţ>-I») -q'(T0) + s£(t0> - ^ - t<>) (61)
s

Apoi transformatele pentru legea de mişcare periodică se obţin din 
formulele (59).

Determinarea legii mişcării periodice necesită găsirea funcţiilor 
originale din expresiile găsite pentru transformată. Aceasta se poate face 
utilizând formula de inversiune Mellin-Fourier [K.15],

Existenţa regimurilor periodice de mişcare se obţine uşor cu 
ajutorul teoremei reziduurilor.

După cum se constată funcţiile transformate au ca pol originea 
s=0. Existenţa mişcărilor periodice rezultă din condiţia ca polul s=0 să 
nu fie multiplu. Spre deosebire de cazurile tratate anterior aici trebuie ca 
pentru ambele transformate să fie satisfăcută această condiţie.
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în calculele ce urmează se va folosi egalitatea evidentă

lim -------- =r = —
s-*o l - e  rT

Mai întâi se va considera prima transformată (59) pentru care 
condiţia de a nu avea pol triplu este dată de ecuaţia:

lim s ’X'(s) = 0
s-»0

(62)

Dar se poate scrie:

i r  /
lim s ’X'(s) = —  - q ( t 0)+ q c
s-»o rT

(63)

ceea ce conform relaţiei (43) va da:

q(To)=<ic (64)

De asemenea, condiţia de a nu fi s = 0 pol dublu

lim s X'(s) = 0,
s-»0

ţinând seama că

l im s 2X'(s) = ^ ( t 0)+(T0 - t 0) + q ;]

(65)

devine

To = 'o (66)

Analog se procedează cu cealaltă transformată. Punând condiţia de 
a nu avea s = 0 pol triplu,

lim s3X"(s) = 0,s—̂0 (67)

rezultă
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Qc “ qc(xo) (68)

Deoarece se deduce uşor egalitatea

lim s2X"(s) = ^ - [ - ( t j  - i 0)qc + S(t0 )] 
s—>o rT

din condiţia de a nu fi s = 0 pol dublu se deduce

ţ ( t0) = ( t i - to to c (69)

După cum se poate uşor arăta, din relaţiile stabilite rezultă 
condiţiile de existenţă ale mişcărilor periodice

Qc = rT 1 - R iR 2
(70)

aceleaşi cu cele obţinute prin calcul direct.
Dezvoltările efectuate arată că metoda operaţională are 

aplicabilitate generală şi este extrem de utilă în aplicaţii.

3.9. Sistem vibropercutant având două grade de libertate

Metoda operaţională a fost extinsă şi la alte situaţii mai complexe, 
dar toate cu o singură masă.

Principial nu există 
impedimente pentru a putea să 
fie folosită şi pentru sisteme cu 
mai multe mase. Modul de 
aplicare şi completările necesare 
vor fi exemplificate considerând 
sistemul format din două mase 
în cădere pe un plan rigid. 
Pentru acest sistem s-au 
determinat anterior pe calea 
obişnuită mişcările periodice cu 
desprinderi în cazul forţei 
perturbatoare armonice aplicate 
masei percutante [ B.71],

'777777777̂ 777777777$
Fig.3.3
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în continuare se tratează acelaşi sistem cu două mase prin metoda 
operaţională. Se determină mişcările vibropercutante periodice în 
aceleaşi condiţii caracterizate prin discontinuităţi ale vitezei masei 
percutante, dar datorită legăturii elastice fară discontinuităţile vitezei 
absolute ale celeilalte mase.

Pe un plan rigid fix se află aşezat pe verticală sistemul format din 
masele mi şi m2 legate între ele prin arcul de constantă elastică k 
(fig.3.3).

Datorită forţei perturbatoare armonice F(t) = F0 cos cot de 
amplitudine Fq şi pulsaţie co, masa mi execută mişcarea cu desprindere 
de plan însoţită de ciocniri instantanee caracterizate prin coeficientul de 
restituire R.

Poziţia masei mi desprinsă de planul fix este dată de coordonata 
q ;. Pentru masa m2 se consideră coordonata absolută q2 a cărei origine 
este extremitatea arcului nedeformat în lipsa deplasării primei mase.

Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării celor două mase sunt:

nijcii + k (q t - q 2)= F0 cos cot -  m jg
(71)

m 2q 2 + k (q 2 - q 1) = - m 2g

Mişcarea se va studia între două ciocniri succesive ce au loc la 
momentele t = to şi t = tj. Astfel etapa mişcării libere începe la sfârşitul 
prunei ciocniri t = to + 0 şi se termină la începutul următoarei ciocniri 
t=X\- 0 .

Dintre mişcările posibile ale sistemului se vor determina numai 
cele periodice pentru care perioada trebuie să fie un multimplu al 
perioadei forţei perturbatoare, adică:

t 1- t ()=rT  = r — . (r = 1,2,...) (72)
co

în plus, parametrii cinematici caracteristici ciocnirii trebuie să se repete 
identic. Aceasta înseamnă că la începutul oricărei ciocniri va trebui să fie 
aceiaşi viteză v a masei mi şi deci la sfârşit -Rv.

Trebuie precizat că datorită arcului se presupune că nu apar 
discontinuităţi ale vitezei absolute a masei m2. Astfel, în momentele 
ciocnirilor coordonata absolută q2o şi viteza q 20 a masei m2 rămân 
aceleaşi la oricare din ciocnirile următoare [S.5],
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Paşi > I

Ţinând seama de precizările anterioare, condiţiile iniţiale ale 
etapei mişcării dintre ciocniri vor fi

Q i (to +0) = QiOo + ®) = -R v
(73)

q2(to - ° ) = q2o. q2(t o + ° ) = q2o

Analog, la sfârşitul intervalului trebuie să fie îndeplinite condiţiile
finale

qi(ti -  0)= 0, q 1( t , - 0 ) = v ,
(74)

qî i -°)=q2ô  «hfri -°) = q2o
Pentru simplificare se va introduce coordonata relativă q = qi - qi 

Sistemul de ecuaţii diferenţiale (71) duce la forma

F k
q + co2q = ^-coscot, q , = ---- q - g  (75)

mj '  m 2
unde

a l  = k(m, + m2)

Drept urmare, pentru sistemul de ecuaţii (75), condiţiile iniţiale ale 
mişcării între ciocniri vor f i

q(t0 + 0) = - q 20, q(t0 + 0 )= -(R v  + q 20), 

q ,(t„  + 0 ) = q 2„, q 2(to +0) = q:o. 

iar cele finale

q ( t , - 0 ) = - q 2o, q ( t , - 0 ) =  v - q 20, 

q 2 (t i —0)= q 2o, q 2( t i+ 0 ) = q :o.

(76)

(77)

Sistemul de ecuaţii (75), împreună cu condiţiile limită (76) şi (77) 
permit determinarea tuturor parametrilor cinematici ai mişcării periodice
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to, Q2o, v şi q?o- Spre deosebire însă de calea cunoscută, este uşor de
observat că introducerea coordonatei relative poate fî mai eficientă.

Bazele aplicării metodei operaţionale au fost expuse anterior 
pentru căderea liberă a unei singure mase supuse unei acţionări 
cinematice sau inerţiale [B.45],

Prin definiţie, transformatele Laplace pe durata unei perioade ale 
legilor mişcării sunt

X 10(s)=  {e-s,q,(T)dt; X 20(s) = (78)
to t()

Yo(s) = j e “slq(t)dt (79)
î ( )

s fiind un număr complex.
Ţinând seama de condiţiile iniţiale (76) şi finale (77), se poate

scrie

Jq(t)e“stdt = ( v - q 20)e_stl +(Rv + q 20)e_st0 - s q 20(e"st> - est° ) + s2Y0(s)
to

Şi

jq (t)e-s.dt = q 20(e-s" -  e '5" ')+ s q ^ e ’5" -  e '5'0)+ s 2X M(s ) .
U)

Esenţial în aplicarea metodei operaţionale este stabilirea 
transformatelor (78) şi (79) pe baza ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării
(75). In acest scop fiecare dintre ecuaţii se înmulţeşte cu e sl şi apoi se 
integrează pe durata mişcării dintre ciocniri.

Pe această cale, din prima ecuaţie (75), rezultă

Yo(s) =
;st° — e-stl

"> 2 s +cof.
F0 scoscot0 -co sin cot 0 . (l + R)v
----------------------------------q20- s q 0 + v
m s2 + co2 1 - e  

(80)

-srT
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Procedând analog cu cealaltă ecuaţie (75), se deduce

Dar mişcările trebuie să fie periodice, cea ce înseamnă că se 
impune să fie satisfăcute condiţiile de periodicitate.

Ţinând seama de periodicitatea mişcării, transformările Laplace 
Xj(s), X2(s) şi Y(s) ale legilor mişcării se pot exprima cu ajutorul 
transformatelor corespunzătoare Xio(s), X2o(s) şi Y q(s) luate pe o singură 
perioadă. De exemplu, pentru transformata Y(s) a legii mişcării relative, 
relaţia dintre cele două transformate va rezulta :

Referitor la celelalte legi de mişcare în mod analog se poate scrie :

Conform relaţiilor (80) şi (83) expresia transformatei legii mişcării 
relative q(t) va f i

q 1(t + rT )= q 1(t), q 2(t + rT)= q 2(t) (82)

şi deci
q(t + rT) = q(t) (82)

(83)

(84)

Y(s) = F0 scoscot0 -cosino)t0
— Q20 “ SClo +  V -

De asemenea, pe baza relaţiilor (81) şi (84) se deduce
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împreună cele două relaţii (85) şi (86) definesc transformatele 
Laplace a căror originale trebuie determinate.

Mai întâi trebuie stabilite condiţiile necesare pentru ca mişcarea 
periodică să existe. Aceste condiţii de existenţă se pot obţine simplu şi pe 
cale operaţională folosind formula de conversiune Mellin-Fourier [K. 15].

Iniţial se va considera numai transformata (81), pentru care se 
poate scrie :

q2(t) = i C r X ^ ) d s  (87)

în planul variabilei complexe s, integrala (87) este luată de-a 
lungul dreptei s = ao > 0 paralelă cu axa imaginară care lasă la stânga sa 
toate punctele singulare ale funcţiei de sub integrala (87).

Pentru rezolvarea integralei (87) se va utiliza teorema rezidurilor. 
Toate punctele singulare trebuie să fie poli simpli.

Evident pentru a exista mişcare periodică, nu este posibil ca s = 0 
să fie pol multiplu. Din condiţia de a nu fi pol de ordin trei

lim s X 2(s) = 0 (88)
s-»0

se deduce

limsY2(s) = g (g8)
m 2 s->0

Pe de altă parte conform relaţiei (85) rezultă

x (l + R)v
lim sY(s) = - -------(89)
s—>0 rT co n

iar după introducerea expresiei (89) în relaţia (88 ) se obţine

grT m, + m 9 v = ------L (90)
1 + R ni]

Insă s = 0 nu poate fi nici pol dublu, ceea ce revine la condiţia

lim s X2(s) = 0 (91)
s—̂0
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care în conformitate cu expresia (86) devine

lim
s-*0

k Y(s) + —
-st o

m
(91 )

Din această relaţie, după efectuarea calculelor, rezultă

sm co t0 =
m 2co

Q20
grT(l -  R) m 1+ in 2 

2(1+ R) m 2
(92)

Evident, mai trebuie analizată şi cealaltă transformată (82) pentru a 
stabili condiţiile de realizare a mişcărilor periodice.

Transformata Y() (s) este definită printr-o integrala (79) a funcţiei 
reprezentată de legea mişcării relative, încât va rezulta o funcţie continuă 
in raport cu s. Aceasta înseamnă că Yo în toate punctele planului complex 
al variabilei s trebuie să fie funcţie analitică de s.*

In consecinţă, rădăcinile numitorului expresiei (80) nu pot să fie 
puncte singulare pentru funcţia Y()(s). Este cazul rădăcinilor s = ± ico„ 
care pentru a nu fi puncte singulare trebuie să fie îndeplinite condiţiile

lim (s2 + co2)Y0(s) = 0
s-*±ico„

(93)

Dacă se introduce expresia (80) în relaţiile (83), se găseşte

F0co . ( l - R ) v
smcot0 +<Î 20 --- — = 0

co2 -  co2 ? (94)

si

m
F0 (l + R)v conrT

t i .— n c o s c o t o -  Q 20 +  n c t g - ^ — = o
li© - © n] 2con 2

(95)

Caracterizarea regimurilor vibropercutante periodice de mişcare 
ale sistemului se face cu ajutorul ecuaţiilor (90), (92), (94) şi (95). Astfel 
se determină acele valori ale parametrilor mişcării care sunt obligatorii 
pentru ca efectiv să se realizeze regimuri periodice.

BUPT



Capitolul j

Introducând expresia (92) găsită pentru sin co to şi a vitezei v dată 
de formula (90) în ecuaţia (94), se obţine

ce precizează momentul ciocnirii iniţiale.
De asemenea ecuaţia (95) după transformări simple se poate aduce 

la forma

unde momentul to este dat de formula (97) şi deci rezultă imediat q2o
Trebuie subliniat că parametrii mişcărilor periodice pot fi uşor 

calculaţi din formulele (90), (96), (97) şi (98) care reprezintă chiar 
condiţiile de existenţă.

3.10. Determinarea componentelor armonice ale mişcării

Metoda operaţională are la bază determinarea transformatelor 
Laplace ale legilor mişcării periodice după ce în prealabil s-au calculat 
pe o singură perioadă. Apoi conform formulei de conversiune şi a 
teoremei reziduurilor se deduc condiţiile de existenţă şi legile mişcării 
periodice dezvoltate în serie de componente armonice.[S.5]

Expresiile analitice ale legilor mişcării periodice, valabile în tot 
timpul mişcării, se obţin însă numai prin dezvoltarea soluţiilor obţinute 
în serie Fourier. Un astfel de studiu există pentru vibratorul simplu 
rezemat pe un limitator elastic a cănii mişcare este cunoscută [S.5],

Determinarea legii mişcării sub forma unei serii Fourier mai are 
avantajul de a permite efectuarea analizei armonice a mişcării. Trebuie

g rT ( l-R )m 1+ m 2 k 
<’ 20_ 2(1+ R) m ,(o2 - k

(96)

De asemenea, tot din ecuaţia (94) se mai deduce

(97)

(98)
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subliniat însă că, în majoritatea cazurilor, numai primele armonici au 
importanţă, celelalte putând fi neglijate. De altfel, experimental, s-a 
arătat pentru sistemul vibropercutant cu un grad de libertate şi o cuplă 
percutantă, că este suficient să se ţină seama numai de primele două 
armonici [B.59],

Legea mişcării periodice, dezvoltată în serie Fourier, se poate 
obţine şi direct din ecuaţia diferenţială, printr-o altă metodă dezvoltată de 
L. Brîndeu [B.45], folosind calculul operaţional. Spre deosebire însă de 
metoda operaţională a lui A. Taplin [Fi.4], soluţiile rezultă identice cu 
cele găsite direct prin integrare.

Metoda operaţională fundamentată pentru determinarea existenţei 
mişcărilor periodice ale sistemelor vibropercutante poate fi aplicată şi în 
cazul rezonantei.

Deoarece transformata legii mişcării în cazul rezonanţei are şi poli 
dubli, conform teoremei reziduurilor condiţiile de existenţă rezultă 
impunând ca efectiv să fie numai poli simpli. Astfel se obţin aceleaşi 
condiţii ca cele obţinute pe cale obişnuită [S.5],
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METODE APROXIMATIVE PENTRU 
DETERMINAREA PARAMETRILOR 

CARACTERISTICI SISTEMELOR 
VIBROPERCUTANTE

4.1. Introducere

Adâncirea studiului vibropercuţiilor în toate domeniile, 
impusă de necesităţile practice, conduce la o formulare matematică a 
problemelor în care ecuaţiile diferenţiale care descriu mai real şi mai 
complet fenomenul sunt neliniare. Astfel în problemele unde interesează 
durata ciocnirii, forţa de ciocnire etc., ecuaţia diferenţială ce descrie 
mişcarea în intervalul ciocnirii este neliniară.

In studiul vibropercuţiilor se folosesc o serie de metode 
apropximative dintre care aproximarea poligonală se pretează foarte bine 
la calcule numerice. Această metodă constă în liniarizarea pe porţiuni a 
caracteristicii neliniare considerate. Metoda are un grad ridicat de 
convergenţă şi de precizie ce se realizează prin considerarea mai multor 
laturi ale poligonului de aproximare. Această metodă a fost aplicată la 
studiul mişcării sistemelor vibro-percutante pentru a se putea evalua 
caracteristica neliniară a sistemului datorită ciocnirii.

Există metode care determină caracteristica liniară pe porţiuni prin 
condiţia ca aceasta să aproximeze cât mai bine caracteristica neliniară. 
Unele metode de liniarizare folosesc o singură linie care se determină cu 
ajutorul erorii pătratice ponderate. Sunt cunoscute: metoda liniarizării 
echivalente, metoda liniarizării directe, metoda liniarizării după funcţia 
de distribuţie, etc. Altă metodă de aproximare biliniară rezultă din 
condiţia ca eroarea patratică să fie minimă [S.19],

O aproximare mai bună se obţine folosind metoda aproximării 
poligonale. Această metodă constă în înlocuirea caracteristicii neliniare 
date pe un anumit interval, printr-o funcţie poligonală care se alege în 
mod convenabil [M.5],
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Metoda generală prezentată în continuare care cuprinde drept 
cazuri particulare metoda Panovko, şi metoda liniarizării echivalente, 
determină parametrii necunoscuţi ai caracteristicii neliniare din condiţia 
de minim a erorii patratice ponderate dintre funcţia neliniară şi cea 
liniarizată. Ea se aplică nu numai la aproximarea caracteristicii unui 
sistem neliniar, ci şi la aproximarea forţei de excitaţie.

4.2. Metode de aproximare poligonală

Se consideră funcţia F(x), care în intervalul (0, xm) poate fi 
reprezentată printr-un arc de curbă AB.

Fie mulţimea de linii poligonale P„ cu n laturi pe intervalul (0, xm) 
ce depind de parametrii a< (C = 1, 2 ,..., s). Aceşti parametrii arbitrari al 
mulţimii Pn se determină astfel încât linia poligonală de aproximaţie să 
fie optimă.

Fie latura de rang i din mulţimea Pn de forma

gi(x) = mix + n i, x e [ x j ,x 1+1], i = 0,1,2,...,n -1  (1)

în care mj şi n, sunt funcţii de parametrii aj .
Pentru determinarea liniei poligonale de cea mai bună aproximaţie 

a funcţiei F(x) pe intervalul [0,xm] se impune condiţia ca expresia

să aibă valoarea minimă.
Ponderea erorii patratice într-un punct este dată de funcţia de 

distribuţie pozitivă p(x). Introducerea unei astfel de funcţii de distribuţie 
în studiul vibropercuţiilor neliniare este avantajoasă deoarece permite 
considerarea liniilor poligonale cu un număr mai mic de laturi pentru a 
obţine o aproximare bună. La acelaşi număr de laturi aproximaţia este cu 
atât mai bună cu cât funcţia de distribuţie se alege mai potrivit. De 
exemplu metoda Panavko cu p(x) = x2, metoda liniarizării armonice,

P(x) = --------------dar aproximaţii mai bune decât pentru p(x) cu alte

n - l  x i+l

(2 )

valori.
Condiţia de minim a erorii pătratice (2) este
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—  = 0, (/? = l,2 ,...,s) (3)
d a (

Se obţine astfel un sistem de s ecuaţii în parametrii a ( care 
rezolvat determină valorile parametrilor ce caracterizează linia 
poligonală de cea mai bună aproximaţie.

în continuare se notează prin

Aj = j[g i(x)-F(x)]p(x)dx (4)
xi

S, = jtg i(x ) -  F(x)]x p(x)dx (5)

Relaţia (4) exprimă diferenţa dintre suprafeţele ponderate 
delimitate de latura de rang i a liniei poligonale şi funcţia dată pe 
intervalul (xH x1+1), iar relaţia (5) momentul static ponderat al aceleiaşi 
suprafeţe. Pentru p(x) = 1, (4) este chiar diferenţa dintre variaţiile 
energiilor potenţiale din punctele x; şi Xj+1 pentru latura poligonului de 
rang i şi funcţia dată, iar (5) momentul static Sj dintre aria Aj şi abscisa 
centrului de greutate a lui Aj (A, i- 0).

în studiul aproximării unei funcţii date printr-un poligon continuu, 
se porneşte de la condiţia de continuitate a liniei poligonale.

g i-i(x i) = g i(x iX i = l,2,...,s) (6)

Din condiţiile ( 3 )  pentru parametrii Xj şi m, (i = 1, 2,..., n-l),
precum şi n,„ în număr de s = 2n rezultă că suprafeţele ponderate 
determinate de curbă şi latură pe fiecare interval trebuie să fie egale, deci

Aj = 0, (i = 0,1,2,...,n -1 ) (7)

Sj = 0, (i = 0,1,2,. , . ,n - l )  (8)

Ecuaţiile (7) şi (8) constituie sistemul din care se determină 
valorile parametrilor a (pentru linia poligonală de aproximare. Din 
ecuaţiile (1) şi sistemul (7) - (8) rezultă că necunoscutele n() şi nij (i = 0,
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1, n-l) apar liniar şi prin eliminare se poate scrie sistemul de ecuaţii 
ce determină abscisele sale Xj (i = 0, 1,..., n-l) ale vârfurilor poligonului.

Sunt situaţii când pentru rezolvarea unei probleme, aproximarea 
funcţiei date se face prin poligoane cu discontinuităţi. In acest caz nu mai 
este îndeplinită condiţia (6), iar din condiţiile (3) pentru parametrii x, (i = 
0, 1, ..., n-l), precum şi Xj şi n, (i = 0, 1, 2,..., n-l) în număr de s = 3n-l, 
rezultă:

F ( x ) = g.-.(*.> + gj(?j> (9) 

la care se adaugă sistemul (7) - (8).
Parametrii ce determină linia poligonală cu discontinuităţi se obţin 

din sistemul (7) - (9).
Unul din cazurile mai des întâlnite de poligoane discontinue sunt 

funcţiile scară. Poligoanele de aproximare depind în acest caz de x, (i =
0, 1. .... n-l). Aceşti parametrii rezultă din ecuaţia (9) şi (7), iar m* = m 
poate fi ales arbitrar (în particular mj = 0).

4.3. Aproximarea bi si triliniară

Fiind dată funcţia continuă F: 
9? —> [0, xm] c  iK, linia poligonală 
continuă cu două laturi care dă cea 
mai bună aproximaţie pentru F(x) se 
determină din condiţia ca eroarea 
medie pătratică să fie minimă.

Expresia (2) a erorii medii 
pătratice devine

E =  J L g o ( x ) “ F ( x ) J z p ( x ) d x  +  J  [ g ! ( x ) - F ( x ) ] 2 p ( x ) d x  ( 1 0 )
0 XI

şi ecuaţiile (1) ale laturilor poligonului vor fi

g i(x) = m ix + n l, x e ( x , ,x l+l), xo = 0  ( II )

unde .\j reprezintă abscisele vârfurilor poligonului.

Fig.4.1

xl
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Familia de poligoane definite, conform relaţiilor (11) conţin ca 
mărimi arbitrare pe Xj, mo, no şi mj. Cu notaţiile (4) şi (5) se obţin 
condiţiile necesare determinării parametrilor poligonului

A 0 = 0, Aj = 0 (12)

Şi
S0 = 0, S, = 0 (13)

în particular, dacă F(0) şi F'(0) = k, se consideră F(x) = kx + f(x). 
Atunci este posibil a se considera n() = 0 şi mo = k, rezultă

A, = 0, Sj = 0 (14)

Condiţiile (14) se vor folosi la determinarea poligonului de 
aproximare pentru cazul f(x) = exp Ecuaţiile (14) pentru această funcţie 
devin

m j -  k =
2 s x P - '  1-T,P+1 6 s x ţ -1 1 -  n P+2
p + 1 (1 - n )2 p + 2 ( i - n)2(] + r|)

şi deci pentru determinarea abscisei xj, adică a lui r|, rezultă ecuaţia 
algenrică

Fig.4.2

1 ^  =  J ^ ( 2  +

i - n p+' 3 (p+ i r +

Se constată că pentru 
determinarea lui Xj se ajunge la o 
ecuaţie algebrică care nu se poate 
rezolva totdeauna simplu. Uneori 
însă din consideraţii geometrice 
se poate alege şi abscisa xj astfel 
încât

s, =X |A ,

care determină singura necunoscută mi. 
Considerând p(x) = 1, se obţine:
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m 1= k  + -----------— J(x -  xj)f(x)dx (15)
(X2 ~ Xl /  xi

Pentru mărirea preciziei de aproximare se poate folosi un poligon 
cu trei sau mai multe laturi. în majoritatea situaţiilor este însă suficient să 
se considere numai poligoane cu trei laturi.

Eroarea medie pătratică va fi:

2 Xi+1 r -n
E = Z  J [g j(x )-F (x )]“p(x)dx (16)

i=0 xi

unde expresiile liniare gi(x), i = 1, 2, 3, sunt de forma (1).
Poligonul de cea mai bună aproximare se obţine din condiţia:

A 0 = 0. A, = 0, A 2 =0 (17)

So =0, Sj = 0, S: = 0 (18)

La fel ca şi în cazul aproximării biliniare, pentru F(x) = kx + f(x) 
se poate lua no = 0 şi mo = k. Pentru determinarea poligonului de 
aproximare se obţin ecuaţiile:

Aj = 0, A 2 = 0 (19)
Şi

Sj =0, S2 = 0 (20)

In sfârşit presupunând şi abscisele xj şi fixate, se obţin 
condiţiile:

S, = Xj(Aj + A ,)  -  x2A 2
(21)

S2 =  x 2A 2 

din care se pot determina mi şi ub.

4.4. Folosirea aproximării poligonale în studiul mişcărilor
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tranzitorii

Metoda poligonală se poate aplica nu numai la aproximarea 
caracteristicii unui sistem neliniar, ci şi la aproximarea forţei 
perturbatoare.

Se consideră forţa perturbatoare F(t) definită pe intervalul (0, T ). 
Se înlocuieşte această funcţie printr-o funcţie poligonală astfel că eroarea 
patratică să fie minimă.

Din condiţiile (1) şi notaţiile (4), (5) se obţine pentru determinarea 
parametrilor liniei poligonale continue cu care se aproximează funcţia 
F(t) sistemul (7) - (8).

Dacă vârfurile poligonului se aleg în mod convenabil, poligonul 
va avea ca necunoscute numai pe m; (i = 1, 2, ..., n -l) ce se pot 
determina din relaţiile

s i ~ x iA i - ( x i+1 ~ x i ) Z A i =0 ( ~ )
j=i+l

Pentru cazul când funcţia nu este dată analitic, poligonul de 
aproximare se poate obţine folosind relaţia (22), alegând momentele ce 
determină vârfurile poligonului.

Considerând sistemul vibrator liniar cu un grad de libertate se 
poate determina uşor răspunsul sistemului pentru o forţă perturbatoare 
arbitrară aproximată printr-o funcţie poligonală conform celor arătate 
anterior. Astfel sunt posibile unele simplificări care permit calculul 
imediat al sistemului.

4.5. Metoda de aproximare pentru studiul vibraţiilor 
tranzitorii în sisteme liniare

Studiul vibropercuţiilor în sisteme liniare se poate face folosind 
soluţia generală în care forţa perturbatoare este arbitrară. De obicei 
aceste soluţii se scriu simplu în regimurile staţionare de mişcare 
caracterizate prin forţe periodice de formă trigonometrică.

In regimurile tranzitorii forţa perturbatoare se exprimă prin funcţii 
complexe de timp care fac ca soluţia sistemului să nu poată fi 
determinată efectiv sau conduc la formule complicate greu de aplicat în
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probleme numerice. De asemenea scrierea analitică a forţei perturbatoare 
determinată experimental în regimurile tranzitorii nu este simplă.

în continuare se va studia un sistem liniar asupra căruia acţionează
o forţă perturbatoare ce poate fi cunoscută analitic sau chiar numai prin 
valori determinate experimental. Pentru aceasta se vor folosi rezultatele 
obţinute anterior, în legătură cu aproximarea poligonală a unei funcţii pe 
un interval dat. Aici însă metoda poligonală nu se aplică la aproximarea 
caracteristicii unui sistem neliniar, ci la aproximarea forţei perturbatoare.

1. Se consideră forţa perturbatoare F(t) dată pe un anumit interval 
(0, T). Se va înlocui această funcţie prin una poligonală cu condiţia ca 
eroarea pătratică să fîe minimă. Dintre rezultatele obţinute în 
aproximarea poligonală a unei funcţii se vor prezenta cele care se referă 
la poligoane continui şi pot fi folosite în studiul regimurilor tranzitorii.

Dacă se notează cu g,(t) = mjt + n„ (t, < t < tj+1, i = 0, 1,2, ..., n-l) 
latura i din poligonul de aproximare, condiţia de continuitate se mai 
scrie

g i - i ( t i )  =  S i ( t . )  ( 2 3 )

unde ti determină vârfurile poligonului.
în continuare se vor face următoarele notaţii:

1̂+1 1̂+1
A j=  J [g j(t)-F (t)]d t, S, = /  [g i( t) -F ( t) ] td t,

*1 ti

unde Ai reprezintă diferenţa dintre suprafeţele delimitate de latura de 
ordinul i al liniei poligonale şi funcţia dată pe intervalul (tj, t,+i), iar S, 
momentul static al aceleiaşi suprafeţe.

Considerând ca necunoscute pe t; (i = 1, 2,..., n-1), m, (i = 1 ,2 ,..., 
n - l), şi no, se obţin pentru determinarea acestora următoarele ecuaţii

Ai = 0, Sj = 0  (i = 0,l,2 ,...,n  -1 ) (24)

Dacă vârfurile poligonului se aleg în mod convenabil, poligonul 
va avea ca necunoscute numai pe mj (i = 1, 2,..., n-l), ce se pot 
determina prin relaţiile:

s i - x iAj - ( x i+1 - x i ) X A ,  =0
j=i+l

(25)
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în general nu este necesar să se calculeze poligonul de aproximare 
cu mare exactitate şi este suficient să se obţină valori ale necunoscutelor 
care să verifice în mod aproximativ relaţiile (24), respectiv (25). Aceasta 
mai ales că soluţiile ce se obţin sunt apropiate de cele exacte chiar şi 
pentru poligoane de aproximare construite geometric respectând numai 
într-o anumită măsură concluziile amintite anterior.

Pentru cazul când funcţia nu este dată analitic, poligonul de 
aproximare se poate obţine folosind formulele (25) şi alegând momentele 
ce determină vârfurile poligonului.

2. Fie un sistem vibrator liniar cu un grad de libertate a cărui 
mişcare este dată de ecuaţia diferenţială

x + 2nx + p2x = F(t)

unde F(t) este o funcţie ce se aproximează printr-o funcţie poligonală 
continuă.

Pentru simplificare se vor considera condiţii iniţiale nule şi se va 
scrie soluţia ecuaţiei sub forma cunoscută

* = — jF (T )e 'n(t_T)cospI(t-T)dx, (p2 = p 2 - n 2) (26)
Pi o

Prin derivare se obţine:

t
X = -nx + |F (T )e"n(t_T) c o sp ^ t- 'O d i (26')

0

Folosind exprimarea complexă se obţine sub forma condensată, 
atât coordonata x, cât şi derivata sa x , astfel

t
x + nx + ipjx = jF (T )e 'n(t_T)dT, y ^ n  + ipj (27)

o

Pentru aceasta se Introduce funcţia poligonală în integrală, după 
care această devine
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n-l M+l
I =  j F ( t ) e ? ( | - , , d T = Z  j  gi(T)ev"-Ildt + J g i ( T ) e ' ( ," ,dT

O i=0 tj t„

Efectuând fiecare din integralele din această expresie şi ţinând 
seama de continuitate (23) valoarea integralei este

Y J I - 5 > T( " l i , ( “ i Y g n ( t ) - o „

i=0

Deoarece a n = g 'n (t) relaţia (27) se poate scrie sub forma

x + nx + ip,x = - a i_ j) e :'(1-ti) - - F ( t ) - - ^ - F ( t )
r  i=n y y

Dacă se notează

S 1 = Z ( « i  - “ i - i K " "  ,i> cosp,(t -  ti )
i=0

s 2 = Z ( a i — <Xj_, )e_n0_,i> sin p,(t -  t j )
i=0

atunci se obţine

(n + p f)  n +Pi (n2 + p f f

p,x = 3glg»42-P?>2 + ̂ El_F(t)_ ^ t (t)
(n + p xJ  n +pj (n2 + p f)

Aceste expresii se simplifică dacă se întroduc mărimile:

S' = Sj cos(3 + S2 sin (3, S" = -Sj sin (3 + S-> cosP

unde
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tgP = —----- 7
Pi - n "

Se obţin astfel, pentru calculul coordonatei x şi a vitezei x 
fonnulele:

i 1 
x + nx = — 5-S' + —  F(t) + —  F(t)cos(3 

P' P' P"

P ,x = -  \  S" + 4  F( t) -  \  F( t ) sin p 
P' P P‘

Fonnulele stabilite pentru calculul elementelor mişcării unui 
sistem neamortizat se obţin făcând n = 0. In acest caz se obţin formulele 
date pentru un sistem neamortizat folosind însă un poligon de 
aproximare arbitrar.

4.6. Deformaţii locale de contact la ciocnire

4.6.1. Sistemul vibropercutant

In studiul vibropercuţiilor, 
aproximarea poligonală este 
utilă pentru că dă posibilitatea 
integrării ecuaţiilor diferenţiale 
şi calculele pot fî făcute prin 
programe de calcul [S.19],

Chiar dacă determinarea 
poligonului de cea mai bună 
aproximare necesită unele 
calcule suplimentare, acestea 
sunt compensate de 
simplificările şi precizia 
obţinută în studiul mişcării.

In continuare se va

O  o

— m
E K _ y

/ 7 Y 7 / / / / / / / / / / ; / / / / / /

Fig.4.3
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considera un sistem vibropercutant (fig.4.1) care este format dintr-o 
masă percutantă m suspendată pe un arc cu constanta k şi un element fix. 

Generatorul de vibraţii este legat solidar cu masa percutantă. 
Vibraţiile se obţin prin două excentrice care se rotesc în sens 

invers cu viteza unghiulară co. Rezultă că în acest fel, asupra masei 
percutante va acţiona pe verticală forţa perturbatoare

F = F0 sin(co + cp)

Considerând că cele două excentrice au fiecare masa m0/2 şi 
excentricitatea e, rezultă că amplitudinea forţei perturbatoare va fi:

F0 = m 0eco2

Cele două elemente - elementul fix şi masa percutantă - se
ciocnesc oprin intermediul a două emisfere ca două ciocane. In cazul/\
echilibrului static, distanţa dintre ciocane va fi 5. In studiu vom 
considera că vitezele de ciocnire sunt destul de mici şi tensiunile care 
apar la ciocnire sunt în limita de elasticitate.

In cazul considerat, teoria ciocnirii e valabilă dacă vitezele de 
ciocnire sunt la limita a câteva sute de cm/s.

Datorită ciocnirii, în timpul contactului cele două ciocane se vor 
deforma. Se va nota cu £(§ > 0) apropierea celor două ciocane, iar forţa 
de contact P, dată de relaţia lui Hertz, o luăm de forma

3

P = kjC2 (28)

unde pentru cazul ciocanelor de forme sferice, cum considerăm aici, 
avem după Ponomariev S.D.:

Dacă se consideră ca origine poziţia de echilibru static a masei m 
şi sensul pozitiv în sus, ecuaţia diferenţială a mişcării masei va fi:

mx + kx = F0 sin(cot+ (p)+P (29)

în perioada dintre ciocniri, evident că ecuaţia (29) conţine forţa P.
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în timpul ciocnirii există următoarea relaţie între x şi

x = -8  - 1, (30)

Dacă în relaţia (30) vom considera pentru £ şi valori negative, 
atunci ecuaţia diferenţială (29) devine de forma:

unde P poate fi:

+ k£ + P(Q = -k8  -  F0 sin(cot + cp) (31)

P ( 0  =
0 pentm C< 0

3

K j^ 2 pentru C > 0

Făcând schimbările de variabilă:

V m p
1 % )

KV /
(32)

şi folosind notatiile

a =
v K y

FqK! m
8 -

ecuaţia diferenţială a mişcării (31) va avea forma mai simplă

iî + r| + f  (r|) = a -  b sin pi (33)

unde f este

f(îl) =
0 pentru TJ < 0

3

n 2 pentru r| > 0

BUPT



( apil olul 4

Pag 72

După cum se observă ecuaţia (33) descrie întregul fenomen al 
ciocnirii, în care r| < 0 pentru care avem etape între două ciocniri 
succesive, iar pentru r| > 0 este ciocnirea propriu zisă.

4.6.2. Integrarea ecuaţiilor ciocnirilor prin metoda poligonală

în primul rând se va studia cazul iţ < 0, adică mişcarea sistematică 
între două ciocniri succesive. Pentru aceasta se va integra ecuaţia (33). 
Ca origine a timpului t = 0 se va lua sfârşitul ciocnirii.

Avem deci rj = 0 pentru i  = —. Se va nota cu a(a > 0) valoarea
P

derivatei rf în acest moment şi obţinem:

r| = A sin
p

+ Bcos
p.

- a - 0 s in p 5

unde

(34)

A = a + p0coscp, B = a + 0sin(p, 0 =
1 -p -

Relaţia (34) descrie mişcarea masei m până în momentul în care i] 
devine din nou zero. Atunci la sfârşitul acestui interval definit prin io se 
găseşte rezolvând ecuaţia

Asin
(

T o “ -
<P
P

A f  
+ Bcos To - -

<p
p

A
-  a -  0sin p i o = 0

Pentru studiul etapei următoare se poate determina şi mărimea
P = f r 'U o

p = A cos(x0)— + B cos 
P

(
To - -

P)
-0 co sp x o

Elementele mişcării determinate la sfârşitul etapei anterioare 
reprezintă condiţii iniţiale pentru mişcarea ce are loc în timp ce ciocanele 
se află în contact. în perioada aceasta e valabilă ecuaţia diferenţială a 
mişcării (33) pentru i] = 0, cu condiţiile iniţiale i] = 0 şi r|' = P ( t = t ()).
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Deoarece ecuaţia este neliniară pentru integrarea ei se foloseşte o 
metodă de aproximare poligonală. Pentru aplicarea ei este necesar de a 
afla valoarea maximă a lui r|, r|max-

Deoarece timpul de ciocnire e foarte scurt, putem scrie în orice
moment i  al ciocnirii că sin p i = sin pio.

Din integrala primă a ecuaţiei şi anume:

5

5r|'2+4r|2 + 5 r|2 + 10r|?i-5(32 =0,

cu
X = a + b sin px0,

se poate determina rjinax , punând condiţia r|' = 0.
Rezultă deci că r|ma\ va fi rădăcina ecuaţiei

5

4rj2 + 5 r|2 -hlO rj^-Sp2 = 0  (37)

Ecuaţia (37) are o singură rădăcină reală.
Metoda aproximării poligonale constă în înlocuirea caracteristicii 

neliniare

F(n) = n + f(n)

printr-o linie poligonală în aşa fel încât eroarea medie pătratică să fie 
minimă.

Prima latură a poligonului se va alege în aşa fel ca să reprezinte 
chiar partea liniară a caracteristicii.

Laturile poligonului se exprimă prin relaţii de forma:

gi (ri) = miri + n i, i = 1, n -1 ,

unde mi şi nj sunt constante ce se determină din condiţiile de 
continuitate,

gi-iOli) = giOli), i = 1, n -  1,

şi din ecuaţiile:
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f ;+l[g i(n)-F(n)]dn = o, i = i,n - i ,

P i+1 [gi (n) -  F(n)]ndn = °> i = 1, n - 1,"Hi

Aici, unde F(r|)= r|+ r|3/2, se va face aproximare poligonală pentru
n = 2, respectiv n = 3.

Pentru aproximarea n = 2, se obţin următoarele rezultate:

i = 0, nij = 1, n j = 0 = > 0 < r i <  0,162rjmax
1 3 (T l)

i = l, mj = l + l,127rj2 - n, = -0.1826r|2

rezultă 0,162 r|max < i] < r|mav
Pentru cazul n = 3, rezultă:

i = 0, mj = 1, n, = 0 0 < r) < 0r08rimax

I 1
i = 1, mj = 1 + 0,792rj,2liax, n, = -0,06336r|2iax

0,08rima\ — 0»494r|max si (T2)
1 1

i = 2, m i = 1 + l,292r|2iax, = - 0 , 3 1 0 ^

0,494r|max < r| < r |max

Caracteristica neliniară aproximându-se cu un poligon, pe fiecare 
interval corespunzător unei laturi, ecuaţia diferenţială a mişcării (33) 
devine liniară.

Soluţia ecuaţiei diferenţiale pe un interval i, r|j < r| < t|j+i, se scrie 
în felul următor:

il = Aj sin -yfrnîii -  i j ) + Bj cos^/m~(T -  x ,)+ - + m ‘ ------— -s in  p ij,
m i m j - p

(38)
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A, şi B, fiind evident constante de integrare care se determină din 
condiţiile iniţiale care sunt condiţiile de la începutul intervalului, ce 
coincid cu cele de la sfârşitul intervalului precedent. Dacă presupunem 
că la începutul intervalului t = Tj, avem r| = i]j şi r|' = r|'j, obţinem:

Ai =
m ;

n ,+
ITlj - p ‘

cospTj

(39)
a + n

m, m j — p
sin pij

Pentru că r|j+1 este o valoare cunoscută din (T j)  sau ( T 2) prin 
înlocuirea ei în ecuaţia (38) se obţine ecuaţia:

’li+i = A jS in ^ /m y ^ i - T j )+B ,cos7m 7(Ti+1 -  i i ) -

a + n (40)

m i m ,  - p '
— sin pxi+1,

din care se determină ij+i ce este sfârşitul intervalului i.
După înlocuirea lui ij+i în derivata expresiei (38) se obţine 

Ol')t=T,+l = n ’i+1, adică

n'i+i = Ai cos (tj+i -  Tj ) -

r, • j / , bp (41>-  Bi sin yn i j  (Tj_, -  t j)------------— cospTj+1,
in, - p -

Elementele obţinute prin relaţiile (40) şi (41) sunt condiţii iniţiale 
-t = Ti+i - pentru intervalul următor calculele facându-se în mod
asemănător.

In ultimul timp al ciocnirii, procedând în mod asemănător ca mai 
sus, i] = i]n trebuie să aibă valoarea maximă r|max Din această cauză, la
sfârşitul acestui ultim interval, derivata r|'n determinată va trebui să 
rezulte 0.

Folosind metoda de mai sus se studiază ciocnirea din momentul 
când i] are valoarea 0 până la valoarea r|max.
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Evident că se procedează asemănător, în studiul ciocnirii de la i]HK1N 
la 11 = 0. în acest moment se obţine pentru t —► xs şi pentru iV -* - y.

în acest mod se permite determinarea tuturor parametrilor care 
caracterizează fenomenul de ciocnire în sistemele vibropercutante. Se
obţine deci timpul total de ciocnire __

/ \ m
i0

durata fiecărei faze a ciocnirii şi anume:

>: A't(l = ( T j - x 0) J ^  şi destinderea: A", = ( t s - t„ ) ^comprimarea:

Se obţine de asemenea deformatia maximă:

Cmax
Vk l J

şi forţa maximă de contact:

P  =  1c r 2 max 1S  inax

Metoda prezentată se referă la un ciclu al mişcării compus din 
mişcarea dintre două ciocniri succesive şi ciocnirea propriu-zisă.

Mişcarea sistemului fiind o succesiune de astfel de ciocniri, 
studiul complet se va face trecând de la un ciclu la următorul. Condiţiile 
iniţiale pentru un ciclu sunt cele finale ale ciclului precedent. Astfel 
pentru ciclul următor celui expus mai s u s  vom avea ca moment iniţial 
t = t s şi condiţiile iniţiale r| = 0, = - y .

In regim tranzitoriu ciclurile nu se repetă identic. Studiul acestui 
regim necesită după cum se observă multe calcule.

Ne vom ocupa în continuare de mişcarea staţionară a sistemului 
vibropercutant, adică de cazul când mişcarea se repetă identic în fiecare 
ciclu. Este necesar pentru aceasta ca vitezele la începutul şi sfârşitul unui 
ciclu să fie egale, iar forţa perturbatoare să se repete identic.

Prima condiţie este îndeplinită când avem:

a  = y (42)
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A doua condiţie este îndeplinită în cazul când perioada

a mişcării staţionare este un multiplu al perioadei forţei perturbatoare

în ecuaţiile (42) şi (43) am exprimat valorile intermediare ale lui t 
şi iV din ecuaţiile (35), (36), (40) şi (41) cu ajutorul valorilor a şi (p. 
atunci aceste ecuaţii ar constitui un sistem de două ecuaţii cu două 
necunoscute.

Rezultă că mişcarea staţionară se realizează numai când aceste 
condiţii sunt verificate, deci numai pentru anumite valori ale lui a şi (p.

Deoarece exprimările lui t şi r|' sunt foarte greu de efectuat, 
trebuie să determinăm două valori aproximative ale lui a şi <p, cu care se 
încep calculele. Dacă a şi (p, calculaţi cu relaţiile (42) şi (43) nu sunt 
egali cu valorile de la început, vom relua calculele cu noile valori.

Procedând astfel ajungem la rezultate suficient de exacte, care 
necesită calcule multe pentru că se foloseşte iteraţia. Rezolvarea s-a făcut 
prin programul prezentat mai jos.

în ce priveşte valorile aproximative de început ale lui a şi (p, ţinem 
seama că pentru majoritatea sistemelor vibropercutante durata ciocnirii 
nu influenţează în mod esenţial elementele mişcării.

Aceasta duce la concluzia că se pot obţine rezultate privind 
mişcarea sistemului vibropercutant folosind ipoteza ciocnirii instantanee. 
Calculele se pot efectua în primă aproximaţie pornind de la valorile 
obţinute pentru necunoscute în studiul ciocnirii instantanee. Folosind

pe care le vom folosi ca valori iniţiale de calcul.
Deoarece la sistemele vibropercutante timpul de ciocnire este scurt 

în raport cu perioada forţei perturbatoare, în limita a sub câteva sutimi 
din perioada forţei perturbatoare se pot face unele aproximări care ne duc 
la un calcul exact (de suficient).

P
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în condiţiile precizate, după aproximările respective, din relaţiile 
(40) şi (41) se obţine

n'f+ i = n ' ? - 2 m i ( r i i +i - n i
Tii+1 -  ni > +»i

m
(44)

în această ultimă relaţie, pentru fiecare etapă necunoscută este 
mărimea rfi-i, celelalte fiind determinate fie din relaţiile (Ti) şi (T2), fie 
din etapa anterioară.

Pentru a determina i j + i ,  din relaţiile (40) şi (41) după simplificare 
rezultă

cos Hm

Tli
CO S Cp, (45)

B .unde tiiq); = —L.
^ A,
Cu ajutorul formulelor (44) şi (45) se pot calcula toate mărimile 

necunoscute care apar la ciocnire. Dacă o anumită condiţie nu este 
îndeplinită, atunci formulele (44) şi (45) pot fî folosite pentru a obţine 
valori aproximative care urmează să fie îmbunătăţite pe baza ecuaţiilor 
(40) şi (41).

4.7. Descrierea programului

Programul Diferent.pas este astfel conceput încăt să răspundă 
tuturor situaţiilor care apar în paragraful precedent. Programul conţine 
numai o procedură pentru calcularea lui r|max şi o funcţie Arccos pentru 
definirea diferitelor variante ce pot apare în calculul lui r|inax. In liniile 
programului sunt prevăzute instrucţiuni pentru introducerea mărimilor 
care apar în cazul sistemului studiat, respectiv m, k, R, co, A, Fo, cp, şi pe 
baza formulelor stabilite în text se calculează t|'o, r|'i, 1V2, 1V3, 1V4 , 1V5, îl 6, 
respectiv deformaţia maximă şi forţa maximă P,nax. Conţinutul 
programului în integritatea sa este arătat în Anexă 2 din teză. De 
asemenea sunt precizate sub formă tabelară, datele ce s-au introdus 
pentru efectuarea calculelor, cât şi rezultatele la care am făcut referire.
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Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

m kg 1.5
k kN / m 5
R cm 1.5
(0 rad / s 90
Atc |XS 0.003
Fo Nj 31.8

rad jc/6
ii’.» 138600000000,00000
^’i 138599904604,15028
n’2 138719894180,75391
113 0
114 -138600000000,00000
■*1*5 -138599904604,15028

-138719894180,75391
TO 3,37280
Tl 3,37376
T: 3,37414
T? 3,38163
T4 3,39620
T< 3,39116

: Ts =  T,-> 3,38654 ;
Deformaţia m 0,00174
maximă
Forţa maximă N 85,57664
p1 inax
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1 Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

m kg 2
k kN / m 5
R cm 1.5
co rad / s 91

! Alc [IS 0 . 2

\ F„ ! N 31.8
cp rad 71 / 6

11 0 138600000000,00000
! n’i i 1385032499185,31470
1 11476921279,96148
! îl'? o !
i ]1 4 -138600000000,00000
r  n's i -138503249185,31470 j

*16 -11476921279,96148
TO 3,37280
Tl 3,45741
Ti 3,46257
T3 3,47071
T4 3,46815

I 1! ! - - i 3,47494
! Ts •••• Tţj : 3,48110 !
j Deformatia*
maximă

1X1 0,04977

Forţa maximă 
p1 max

N 13063,96467
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Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

m kg 2.5
k k N /m 5
R cm 1.5
co rad / s 92
Atc 0.3
Fo N 31.8
<P rad 71 /6

ll'o 138600000000,00000
n'\ 138379974514,75760
t i  2 ! 272579212912.221171

! o
114 -138600000000,00000
H5 -138379974514,75760
116 -272579212912,221171
TO 3,37280
Tl 3,49902
t 2 3,50447
T3 3,51150
T4 i 3,51841
15 ' 3.51637

Ts =  T6 3,51453
Deformatia
maximă

m 0,07570

Foiţa maximă 
p1 max

N 24505,15107
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Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

m ks *>

k kN m 5

! R cm 1 .5

co rad s 9 3

us 0 . 4

1 F N 31.8
o rad 71 6

tV 138600000000.00000
rf: 138200105068.3251"
T\Z 429^82492169,99606

: ii’? 0
! Tl- -138600000000,00000
! -138200105068.3251"
! -n'-: -429782492169,99606

7; 3,37280
T: 3,53220

3,53766
■» 3,54410

3,55050
i.r 3,54861

T< = 1/ 3,54690
Dcformaţia m 0,10320
maximă ,

Forţa maximă 
P ^

N 39004,34575
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Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

1X1 kg 4
k k N /m 5
R cm 1.5
co rad / s 94
Atc HS i 0 . 5

Fo N ! 31.8
9 rad 71 16

n’o \ 138600000000,00000
n'i 137922653380,12495
ii'i 646339605752,25930

0
114 -138600000000,00000
il's -137922653380,12495
116 -646339605752,25930
TO 3,37280
Tl 3,57803
T2 3,58337
T3 3,58931
T4 3,58733
T5 3,59259

Ts = T6 3,59734
Deformatia»
maximă

m 0,13931

Forţa maximă1
p1 max

N 61170,79156
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| Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

m kg 3.5
k kN / m 5
R cm 1.5
co rad / s 95

Atc 0.6
! F0 N 31.8
! <p rad ! 71 /6

TIO i 138600000000,00000
i 1V1 ! 137703523752,89629
! ri'2 734416395641,89629
I tl3 ! 0 !
! 114

!! -138600000000,00000
n's

I -137703523752,89629
116 -734416395641,89629
TO 3,37280
Tl 3,09362
T2 3,61463
T? 3,62042
t 4 3,61849

! t 5 3,62361
' Ts =  I 6 3,62825
j Deformatia 
maximă

m 0,15419

Forţa maximă 
p1 max

N 71232,94940
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Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

m kg 1
k k N /m 5
R cm 1.5

; (0 rad / s 96 ;
Atc 0.7

i Fo ! N 31.8 i
! <p rad 71 /6 j

ii'o ! 138600000000,00000 '
n’i 137882321541,98247
112 ! 456252180193,56266 !
n'3 !! ! o ;

•H 4 I -138600000000,00000 |
n's -137882321541,98247 |
n'e -456252180193,56266
TO 3,37280
Tl 3,66396
T2 3,66941
T3 3,67577
u 3,67366 |
15 3,67926 !

Ts = T6 3,68433
Deformatia♦ m 0,10772
maximă
Forţa maximă N 41594,50083
p1 max
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Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

m kg 4.5
k kN / m 5
R cm 1.5
(0 rad / s 97

A tc \iS 0 . 8

F0 N 31.8
9 rad 71 6

il'o 138600000000,00000
iV i 136902442890.63981
112 1143839304580,83705
n’3 0

114 -138600000000,00000 |
115 -136902442890.63981
116 -1143839304580,83705
TO 3,37280
Tl 3,68186
t 2 3,68687
T3 3,69217
t 4 3,69040
T5 3,69509 !

t s = t 6 ! i 3,69935
Deformatia
maximă

! ! 
m 0,21784

Forţa maximă
f\nax

N 119621,61332
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Mărime Unitatea de 
măsură

Valoare

m kg 1,5
k kN / m ! 5
R cm ! 1,5
co rad / s i 90
Atc ţ i s ! 0,003
F0 N u> oo

rad ' 7 l /6

TIO 138600000000,00000
11’ 1 i 138599904604,15028
112 138719894180,75391
11*3 ! o
114 i -138600000000,00000
11*5 -138599904604,15028
H'6 -138719894180,75391
TO 3,37280
Tj 3,72376

i t 2 3,37414
! T3 3,38163
i t 4 3,39620

T5 3,39116
Ts = T6 S 3,38654

| Deformatia*
maximă

m 0,00174

Forţa maximă 
pi 1 max

N 85,57664
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Fig.4.4.

Verificările experimentale ale fenomenului de ciocnire s-au realizat 
pe un sistem vibropercutant format din masa percutantă suspendată elastic 
prin arcuri, de un suport aşezat pe o masă vibrantă ce efectuează vibraţii 
armonice. Vibraţiile rectilinii relative ale masei faţă de suport se execută 
de-a lungul ghidajului fixat de suport (fig.4.4).

Forţa perturbatoare în această mişcare relativă este determinată de 
vibraţia armonică a suportului identic cu o masă vibrantă. Pentru ca 
frecarea să nu influenţeze mişcarea sistemului, ghidajul barei de care este 
legată masa percutantă se sprijină pe rulmenţi cu bile. Intre masa 
percutantă şi baza suportului au loc ciocniri prin intermediul ciocanelor 
de formă semisferică fixate de aceste elemente.

Sistemul a fost realizat cu următorii partametrii: m = 2N; k = 2,45 
N/m; R = 1,5 cm. Modificând parametrii dispozitivului s-au putut realiza 
diferite cazuri de mişcare. Prin varierea amplitudinii şi pulsaţiei masei 
vibrante, se schimbă forţa perturbatoare. Cu ajutorul unor piuliţe de 
strângere, se modifică distanţa dintre ciocane.

Mai există posibilitatea de a schimba arcurile sau masa percutantă. 
Pentru mai multe situaţii ale dispozitivului s-au făcut determinări ale 
duratei ciocnirilor care au condus la valori între 1 şi 2,5 microsecunde, în 
general mai mari decât cele rezultate din calcul.
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Capitolul 5

EFECTUL ACCELERAŢIILOR DE ORDIN
SUPERIOR

5.1. Influenta variaţiilor acceleraţiilor

In funcţionarea multor sisteme mecanice apar variaţii bruşte ale 
acceleraţiilor sistemului care au o influenţă hotărâtoare asupra mişcării. 
Aceste variaţii de acceleraţie acţionând asupra elementelor elastice din 
sistem pot să provoace oscilaţii, modificând regimul normal de mişcare. 
Pentru a elimina efectele produse în programul normal de mişcare al 
sistemului este necesar să se cunoască influenţa variaţiilor bruşte ale 
acceleraţiilor de diferite ordine asupra sistemelor elastice.

Influenţa variaţiilor bruşte ale acceleraţiei de ordinul doi asupra 
unui sistem elastic având un grad de libertate a fost studiată în mai multe 
lucrări.

In această parte se determină influenţa variaţiilor bruşte ale 
acceleraţiilor de diferite ordine asupra sistemelor elastice în general.

Pentru aceasta se propun două metode de abordare a problemei, 
metode care sunt aplicabile diferitelor sisteme liniare ce suportă variaţii 
de acceleraţii.

5.2. Efectul variaţiilor de acceleraţii

5.2.1. Salturile de acceleraţii
9

Intr-un interval scurt de timp (0, T) acceleraţiile de ordinul i (i =
0,1, 2, ..., n -l) variază brusc de la un anumit nivel dat la altul superior de 
asemenea cunoscut. Aceste variaţii ale acceleraţiilor de diferite ordine 
între două nivele se presupun cunoscute şi se pot exprima prin relaţii de 
forma:
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fa (i_1)(t)dt = a <0(T) -a '(0 )  
o ( I )

(i = 0,1,2,...,n -1)

A

In general există o mulţime de posibilităţi de trecere definite de 
forma funcţiilor de trecere. Se va considera cazul când acceleraţia de* * 
ordinul n este funcţie de timp definită în intervalul (0, T) prin relaţia mai 
generală

a n(t) = fn( t) tm( T -  t)p

care se anulează la extremităţile intervalului considerat a fi o ciocnire 
pentru acceleraţii [S.55],

Trebuie observat că funcţia se anulează la extremitătile* * 
intervalului având la începutul intervalului un zero de ordinul m şi la 
sfârşit de ordinul p, iar în afara se presupune identic nulă.

In cazul sistemelor neamortizate funcţia f„(t) se presupune de
forma

f n ( t ) = S C jt J (3)
j=0

iar în cazul sistemelor au amortizare

f„(t) = e -pt " i V  (4>
j=0

Constantele Cj se determină din condiţiile (1) şi odată determinate 
definesc complet pe a(n)(t). Valoarea |3 care intervine când există 
amortizare este cunoscută pentru un sistem dat şi în general aceeaşi ca şi 
în cazul vibraţiilor sistemului datorită forţei de amortizare vâscoasă. în 
general se poate obţine expresia acceleraţiei de ordinul i sub forma

au'(t) = a <n|(T )(t-T )n"'",dT + Z  a '" r)(0 ) t n-i-r (5)
(ti — i — 1) o r=1 n - i - r
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Pentru cazul sistemelor neamortizate, ţinând seama de relaţiile (2) 
şi (3), valoarea acceleraţiei de ordinul i la extremitatea intervalului (t=T) 
devine

1 n - l  T n - i  o ( n _ r ) / n ^
a (l) (T) = ------ ‘-------y  C j  f T m+J( T -  T ) d t  + y  J -------^ T " ~ ' “r .

(n -  î - I )  j=0 o r=i Vn — i — r )
(6)

Dacă se efectuează integralele prin substituţia i  = zT se obţine 
variaţia acceleraţiilor de ordinul i sub forma* ^

... fo + n +  l)T m+p+n-i n_i (m + j)!CiT-*
a )( T ) - a 1(0) = — ----------  X  — ----- — -------+

( n - i - 1 )  j=0 (p + n - i  + m +j)!

(7)

Relaţiile (7) formează un sistem liniar de n ecuaţii având ca 
necunoscute constantele Cj (j = 0, 1, 2,..., n-l).

In mod analog se procedează în cazul sistemelor amortizate. 
Pentru aceasta în relaţia (5) se introduce expresia (4), astfel că se va 
obţine pentru determinarea constantelor C, (j = 0, 1, 2 ,..., n -l) sistemul 
de ecuaţii

Ţ P + n + m - i  n - l

a (i)( T ) - a (i)(0) = ^
( n - i - 1 )  j=1

X C jB (p + n - i ,m  + j + l)T J0 (m  + j +1,

p + n + m + j -  i + 1, -  pT) + £
n-i-1 a (n_r)

• n - i - r

r=1 ( n - i - r )
(8)

unde:
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v , a z  a (a  + l)z" a (a  + l)(a + 2) z 1
0 (a ,y ,z )  = Fj(a,y,z) = 1 + — — + —------— —  + — -----—-----—  ~  + •••

y 1 y(y + l) 2 y(y + l)(y + 2) 3
( 8 ’)

este funcţia hipergeometrică degenerată, iar B(a, p) funcţia lui Euler de 
speţa întâia.

5.2.2. Vibraţii neamortizate sub acţiunea variaţiei acceleraţiei

Fie sistemul elastic cu un grad de libertate pentru care în intervalul 
de timp (0, T) ecuaţia diferenţială a mişcării este de forma

x+co2x = a(t) (9)

unde a(t) este acceleraţia. în momentul t = 0 se va constata că x = 0, 
x = 0. Se observă că în absenţa acceleraţiei a(t) sistemul elastic nu 
oscilează.

Se consideră că în intervalul (0, T) apare o acceleraţie ce 
acţionează asupra sistemului numai în acest interval. De asemenea se vor 
presupune salturile acceleraţiilor de diferite ordine date de relaţiile (1).

în acest fel trecerea între nivele diferite se poate introduce alegând 
funcţia de trecere de forma (2).

Datorită acestei stări de accelerare, sistemul începe să oscileze. 
Este necesar să se determine starea de mişcare a sistemului după ce 
regimul de accelerare a luat sfârşit, adică pentru t > T.

Soluţia ecuaţiei (9) în intervalul (0, T) se poate scrie

1 - / xx(t) = — I a(i)sin co(t -  x)di (10)
coJ0

Dacă se notează

u (n)(x) = sinco(t -x )  

atunci prin integrare rezultă:
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u (l) (t) = -----rsin
v n - l(O

( o ( t - x )  +  — ( n - i )

(i = 0,1,2,...,n)

Integrala din expresiile (10) se calculează cu formula de integrare 
prin părţi generalizată. Pentru t = T se obţine

x(T) = z M ^ t
k=l co

a (k 1}( T ) s in ^ k - a (k ^(O^in coT + —k

( 11)
( _ n n n - l

+ L i i _ y C j

n  + 1  j = o  J

I j sin coT + n -
V 2y

J j cosr T 71̂coT + n —
v ■ J

unde s-au făcut următoarele notatii:

Tm+j(T -  t)p coscoidr; Jj = jT m+̂ (T -T )p sincoxdT; (12)
o

Se poate arăta că integralele (12) se pot exprima cu ajutorul 
funcţiilor hipergeometrice degenerate, prin relaţiile:

I, = -B (p  + l,m + j + l)Tn'+j+p+l[a>(m + j + 1.m + j + p + 2,icoT) +
2

+ 0 (m  + j + l,m + j + p + 2,-icoT)]

J ; = — B(p + l,m  + j + l)T m+j+p+1 [<D(m + j + l,m + j + p + 2,icoT) -
2i

0(m  + j + l,m +  ̂+ p + 2,-icoT)] (12‘)

(, = V T T )
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Procedând în acelaşi fel se poate scrie x(T) şi anume:

x ( T ) = Z
M -1)

k -1

k - 1  CO
a (k 1)( T ) c o s y k - a (k 1)(0)cos

f  TT ^
coT + —k 

2
+

(13)

(-1)11 n_1
n ^  JCO j-o

Ij c o s
/  'TT ^TcoT + —n 

2 j
+ Jj sin

( n Y
coT + —n 

2

Din relaţiile (11) şi (13) se pot determină valorile x(T) şi x(T)cu 
care legea mişcării pentru t > T este

xfT'l
x(t) = x(T)co(t -  T) + ------sin co(t -  T) (14)

o

Folosind expresiile (11) şi (13) relaţia (14) devine

x(‘) = Z L^ f (k‘ l,(T)sin
k=l CO l

71
co(t -  T) + — k +  a (k ! ) ( 0 ) s i n

f  71 ^
cot + —k 

v 2 ,
+

+ -(- 1)
. n+1 (0 j=0S c j i I j s i n

7Zcot + n —
A

•J
+ Ij sin 71co(t-T ) + n —

(15)

astfel că legea mişcării sistemului este complet determinată prin relaţia 
(15).

5.2.3. Vibraţii amortizate sub acţiunea variaţiei acceleraţiei
* 9 9 *

Asupra sistemului se presupune că acţionează şi forţe de frecare 
care fac ca mişcarea să fie amortizată. Este deci necesar să se studieze 
mişcarea ţinând seama de frecare, presupusă de natură vâscoasă.
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Ecuaţia diferenţială a mişcării în acest caz este
x + 2ax + co2x = a(t) (16)

iar soluţia, cu condiţiile iniţiale x = 0, x = 0, pentru t = 0, se scrie

1 1 /
x(t) = —  fa(x)e_a(t_T) sinco1(-T)dx; (co2 =co2 - a 2 (17)

» io

La fel ca şi în cazul anterior integrala din expresiile (17) se 
calculează prin părţi notând

u (n)(x) = e_a(t_T) s in co ^ t-x )

şi deci

unde

u (1, ( t )  = — e  a(t T) sinfcoj ( t  -  x)  + (n -  i)(p]
co

co i a
s i n c p  =  — . c o s  cp =  —  

co co

Se obţine astfel pentru t = T:

x(T) = —  T ( [a(k_1)(T)sin kcp-  a <k_1)(0)e‘ aT sinfw.T + k<p)l+
k = l  CO

+  ̂ ^  -----2 ^ j [ ^ j  sin(cOiT + ncp)- F : co s^ jT  + ncp)]
c o l ( o n j= o

(18)
unde:

E j = J e (a- (î)Txm+j( T - x ) p cosco1xdx;
o

Fj = J e (a"P)TTm+j(T -  x)p cosco,xdx;

(19)
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Aceste integrale se vor exprima cu ajutorul funcţiilor 
hipergeometrice, prin relaţiile:

Ej = ^-B(p + l,m + j + l)T n+J+p+1{o[m + j + l,m + j + p + 2 , ( a - p  + icoj )T] + 

+ ®[m + j + l,m + j + p + 2 ) , ( a - p - i c 0 j)T]}
(19’)

F, = J 7B(p + l,m + j + l)Tn+,+p+1{o[m + j + l,m + j + p + 2 . ( a - p  + iw1)T]- 

- O [m + j +1, m + j + p + 2). (a  -  (3 -  i co, )T ]}

Deoarece în seneral se poate considera a = p rezultă E, = I, şi 

Prin calcule asemănătoare se obţine şi în acest caz pentru t = T.

x(T) = — — ^ (k_1)(T)(o)! co sk (p -asin  kcp) — 
coi j=o cok

-  a (k-1)(0)e-aT[co1 c o s ^ T  + kcp)- asin  (cojT + kcp)]}+
(2 0 )

(—l)ne-a^ n_* (_
+ ---------- r---- J C j p j i & i  cosfcojT + ncp)+ asin(cOjT + ncp)] +

COjCO j=o

+ Fj[cOj c o s ^ j T  + n c p ) - a s i n ^ T  + ncp)]}

Având determinate valorile x(T) şi x(T) se poate scrie legea
mişcării pentru t > T care cu valorile calculate anterior defineşte complet 
mişcarea sistemului elastic datorită acceleraţiei.
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5.2.4. Calculul unui salt de acceleraţie

Pentru a se realiza variaţii ale acceleraţiilor este necesar ca 
elementului aflat în mişcare să i se imprime o anumită mişcare. Dacă se 
consideră elementul aflat în mişcare rectilinie şi uniformă, atunci datorită 
variaţiei acceleraţiei deplasarea s şi viteza v în timpul regimului de 
accelerare vor suferi un salt care se poate determina.

Prin calcule asemănătoare cu cele date anterior se ajunge la 
următoarele expresii:

1 1 - 1  1  1 1 - 1

s, =s(0) + v(0)T + 2  ( ....-r -------- X C JBp(+n + 2,
j=o (j + 2) (n + lj! J=0

( 21)

.1 + m + 1) ra+j+P+"+- <t( j + m +1, p + n + j + m + 3,-pT)

Şi

n-l oUVo'n'j'1’" 1 I1_l
v, = v (0 )= ]T  ' + - I  C,B(p + n + l , j  + m + l)T"'T'|- p- '- 1

J=0 (j + lJ n !j=0
(2 2 )

0 ( j  + m + l,p  + n + j + m + 2, - pT),

care determină saltul corespunzător pentru deplasări şi viteze.
Odată stabilit regimul de mişcare, este necesară verificarea 

mişcării sistemulor elastice din ansamblu. Pentru uşurinţa calculului se 
dau expresiile lui I, şi Jj pentru unele valori ale lui m şi p. Astfel, notând 
m-j-p+2=y, se obţine pentru p = 0:
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pentru p = 1
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1

I j  y ( y  -  O

j - i  c o sz -  2 1---- zsin z
Y

1

J j = y(v - i )

f 1  ̂

l' y
sin z -  2 ----- zcosz

Y

pentru p = 2

I; = 1- 3 ( y ~ 2J z 2
2 y

c o s z -
2Y

2 ( y -  2Xy -  3 ) - z2 ]zsisin z

J ,=
, - f c 2 l z >

2y
sinz + —  2(y -  2)(y ~ 3 ) - z “]zcosz 

2y

unele dintre acestea fiind reprezentate în fîg.5.1, 5.2, 5.3.

M M M TTT 
^jqfcosz-T-s/nzJ

F/jf.5.7
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Există cazuri în care mişcările provocate în sistemele elastice 
acţionează şi asupra omului. Astfel se întâmplă la vagoanele de tren unde 
construcţia sistemelor elastice trebuie astfel făcută încât să nu provoace 
acceleraţii mari. Se recomandă anumite valori ale acceleraţiilor de ' /\ 
ordinul doi pe care organismul le suportă uşor. In funcţie de aceste 
elemente se pot verifica sistemele elastice şi determina poziţia optimă 
pentru ca să nu treacă peste aceste limite.

Pentru a ilustra metoda de calcul se consideră ca exemplu pornirea 
unui sistem din repaus, astfel că salturile necesare pentru a ajunge la 
mişcarea de regim rectilinie şi uniformă, sunt si = 0,4 m, vi = 1 m/sec, a 
= 4,9 m/sec . Se va alege n = 2, m = 2, p = 1, adică funcţia de trecere 
a"(t)=t2(T-t)(C„+C jt).

Din relaţia (7), (9) şi (22) se obţine T = 2,1 sec., a'(T)=-0,06 
m/sec: , iar Co =-3,62 Ci =3,71.

Presupunând că această schimbare acţionează asupra unui sistem 
elastic cu co = 28,5 rad/sec. din relaţiile (11), (13) se obţine x(2,l) = 
0.00625 m şi x(2,l) = 0,0173m/sec. Deci mişcarea în continuare va fi o 
vibraţie armonică de forma x = 6,3 cos(28,5 t + 0,096) mm.

5.3. Metoda parametrilor iniţiali

5.3.1. Impuls de ciocnire

Calculul dinamic al structurilor este foarte important în multe 
situaţii ce se referă la macarale de mare capacitate, motoare de putere 
mare sau maşini vibrante şi vibropercutante [P. 15].

Printre cauzele care conduc la apariţia unor efecte ce periclitează 
siguranţa maşinilor şi construcţiilor trebuie considerate în primul rând 
efectele ciocnirilor. Acestea se caracterizează prin variaţii bruşte ale 
vitezelor şi acceleraţiilor într-un interval scurt de timp [M.9],

Neglijarea duratei ciocnirii permite precizarea mişcărilor rezultate 
în urma ciocnirilor, dar nu poate evidenţia unele caracteristici importante 
ale fenomenului de ciocnire. Este cazul influenţei parametrilor 
cinematici cum sunt vitezele şi acceleraţiile de diferite ordine.

In vederea tratării mai complete a fenomenului, ciocnirile se 
idealizează prin impulsuri de diferite forme şi durată finită, dar scurtă. Se 
prezintă o nouă metodă de studiu a efectelor produse de acţionările 
cinematice caracterizate prin variaţii evidente ale parametrilor 
cinematici.
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5.3.2. Acţiuni impulsive asupra sistemului elastic neamortizat

Se consideră sistemul elastic cu un grad de libertate format din 
masa m şi arcul de constantă elastică k (fig.5.4). Arcul se fixează de un 
element ce execută o mişcare a cărei acceleraţie a(t) are caracter 
impulsiv.

Acesta acţionează pe intervalul scurt de timp t e [0, 2s], în rest 
fiind nulă.

Notând prin x coordonata masei m măsurate din poziţia de 
echilibru, ecuaţia diferenţială a mişcării va fi de forma

x + oo2x = a(t) (24)
I

unde: con = . /— .
V m

După cum se cunoaşte, vibraţia forţată dată de această ecuaţie în 
cazul acţionării impulsive este

i t
x(t) = — Ja(t)sin con(t -  x)dT, t e [0,2s] (25)

/V

In general calculul integralei 
(25) necesită cunoaşterea formei 
impulsului a(t), ceea ce necesită 
evaluări bazate pe experienţe.

Deoarece alegerea formei 
impulsului nu este întotdeauna unic 
definită, pentru tratarea problemei 
se va prezenta o altă cale de 
rezolvare.

Fig. 5.1

5.3.3. Principiul metodei parametrilor iniţiali

Influenţa formei impulsului de acceleraţie poate fi uşor evidenţiată 
prin precizarea valorilor iniţiale [B.68],

In acest scop se foloseşte dezvoltarea în serie de puteri a 
acceleraţiei

ton 0

a

1

z m
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X (i)*ia ( t ) = I - a „  t 
i=01!

(26)

unde s-a introdus notaţia: af,'* =

pune sub forma

d a(t) 
d tj

. Astfel soluţia (25) se poate
/ t=o

* a"» '
X

( t ) - I = wi=0 x- 0
°—Jx‘ sin con(t -  i)dT (27)

Dacă se introduc funcţiile de pondere ale acceleraţiei

] t .

a , = — Jx1 sin con(t -  i)d î
1 ;  o

(28)

soluţia (4) devine:
X

x(t) = I > i ao
i=0

(i) (29)

După cum se constată vibraţia forţată x(t) este determinată de 
valorile iniţiale ale acceleraţiei şi ale derivatelor ei. Astfel efectul 
acceleraţiilor iniţiale de diferite ordine în vibraţia forţată este uşor de 
stabilit cu ajutorul funcţiilor de pondere ai.

5.3.4. Funcţiile de pondere ale acceleraţiilor
A
In legătură cu funcţiile de pondere a! definite prin expresiile (28) 

sunt uşor de pus în evidenţă unele proprietăţi care simplifică calculul. 
Astfel prin derivarea relaţiei (28) se deduce

^  = j i - i t s m m . / t  — î)]dt (30)
dt JQ î ! dt

Este evident că relaţia (30) se mai poate scrie
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= - t J t ' 7 -[sin ton(t -  t)]di (31)
dt î ! o dt

încât aplicând integrarea prin părţi rezultă:

dct; _ 1
dt i !

i

sin con (t -  -  i { t 1-1 sin[con(t -  x)]dx

j t _
J t 1”1 sin con(t -  i)dT(i-l)

(32)

Dar conform definiţiei se deduce

doij
~dT

= a i-l

Relaţia (32) pentru i = 1 devine:

do^
~dT

= a,

iar pentru i = 2 :
da]
dt

= a , .

şi ca urmare prin derivarea ultimei relaţii rezultă

d " a 2 _ da! 
d t2 dt

= a o-

Analog se deduce

d 1a 3 d 2a 2

= a °dt-’ dt

şi în general
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d a i— r  = ao (33)
dt1

Formula (33) este esenţială în metoda parametrilor iniţiali 
preconizată anterior pentru studiul vibraţiei forţate./V

Intr-adevăr este suficient să se cunoască prima dintre funcţiile de 
pondere

, n r • / \i l-co sco nta 0(t) = I smo)n(t -  ijdx = ----------- —,
o

din care prin integrări succesive se obţin celelalte funcţii aj(t).
Astfel:

. . l-co scont
a 0(t) = -----------

COn

a ,( t i )  =
cont -sm  cont

icor,

a 2(t) =
0,5e»nt2 + coscont - l

co;

** *■»
a  ( t ) _  t J ( i ) n  + 6 s i n c ° n t - 6 t C 0 n

3 6 col

, , t 4(04n a 4(t) = -----2- 24coscont — 12co„t2 -2 4
24co>

_ t V n -120sincont-2 0 o )n tJ — 120toon
a 5(t) =

120co
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a 6(t) =
t 7^ 7 + 5040sin (ont -  42(Opt:' - 8 4 0 t 3(joI1l -5040tcon

5040coJ

Deoarece formula (33) poate fi considerată ca o ecuaţie 
diferenţială în raport cu funcţia necunoscută oi;, soluţia va fi de forma:

Pe de altă parte în urma introducerii funcţiei ao(t) în relaţia (34), 
Qj(t) va fi:

Atât expresia (34), cât şi (35) sunt uşor utilizabile în condiţiile 
concrete pentru determinarea vibraţiei forţate cu ajutorul tehnicii 
moderne de calcul.

5.3.5. Forme particulare de impulsuri

5.3.5.1. Impuls parabolic

Metoda preconizată se aplică cazului simplu al unui impuls de 
formă parabolică de durată 2e şi valoare maximă A. Expresia analitică a 
impulsului de acceleraţie este

(34)
o

(36)

0 pentru t > 2s

Deoarece derivatele expresiei (36) în intervalul [0, 2s] sunt
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parametrii iniţiali vor fi:

a " ( t ) = 2A
s 2

a"(t) = O,

a0 -  O

a' - 2 Aan -  j 
8

rtan =
2A 

° ~  82

ao = 0.

Prin urmare pe durata acţionării impulsului, legea de mişcare (29)
va f i

x(t) = —r ( a 18 - a 2) (37)
s “

sau

x(t) =
2A

L<°n
(cont - s i n c o nt)-

0 , 5 ( 0  J t 2 COSO)nt - 1 (38)
co:

In acest caz s-a obţinut soluţia exactă a problemei, derivatele de 
ordin superior ale acceleraţiilor fiind nule.

Pentru alte forme de impulsuri cu derivate nenule în momentul 
iniţial, soluţia are o infinitate de termeni şi astfel primii termeni vor da o 
evaluare aproximativă care pe măsură ce numărul termenilor consideraţi 
este mai mare, aproximează mai exact vibraţia forţată.
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5.3.5.2. Impuls dreptunghiular

în cazul impulsului dreptunghiular de durată 2e şi valoare maximă 
Ai expresia analitică a impulsului de acceleraţie este

a(t) =
A pentru 0 < t < 2s

0 pentrut t > 2s
(39)

având reprezentarea grafică din fig.5.5, deoarece derivatele expresiei 
(39) în intervalul [0, Iz] sunt:

a'(t) = 0 

a '(t)  = 0 

a"(t) = 0, 

parametrii iniţiali vor fi:

a o = A

Fig. 5.5

a o  =  0

ao = 0

a o = 0

Deci pe durata acţionării impulsului legea de mişcare (29) va fi

X ( t )  = A 1 ~ C0s(0nt
co,
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5.3.5.3. Impuls triunghiular

In cazul acestui impuls, expresia analitică a impulsului de 
acceleraţie este:

a(t) =

A 
— t
8

pentru O < t < 8

— ( 2 s - t )  pentru 8 < t < 2s 
8

O pentru t > 2s

(40)

reprezentarea grafică fiind redată în fig.5.6. 
Derivatele expresiei (40) sunt:

a"(t) = O a"(t) = O

a "(O = O a7(t) = O

iar parametrii iniţiali 
devin:

& O II O a',, = 2A

, A A
Fig. 5.6 a0 = — 

8 a oi = ----8

ao = 0 a 01 = 0

Deci pe durata acţionării impulsului triunghiular legea de mişcare 
(29) va fi:
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N „ l-co scont A cont-s in c o nt 
x(t) = 2A- n -  " n

co, co,

5.3.5.4. Impuls sinusoidal

Dacă este vorba de impuls sinusoidal, expresia analitică a 
impulsului de acceleraţie este

a(t) =
Asin —  pentru 0 < t < 2e 

2s

0 pentru t > 2s

(41)

graficul fiind cel din fig.5.7.
Derivatele expresiei (41) în intervalul [0, 2s] sunt:

t / \ A ^ ^a (t) = A —  cos — 2s 2s

a '(t)  = -A
V

sin TUt

28

a"(t) = -A
( n V jet — cos — 

2s2 s

a 1' (t) = A
. TUt

28
sm

28

Fig.5.7

71 V . 7tta (t) = -A | — ! sin
2s > 2s

a '( t )  = A
71 V 7lt
2s j

cos
2s
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a (t) = -A cos 7 Z t

\ 2s J 2s

a (t) = A . 2k

\2z)
sin

2e

parametrii iniţali fiind

a 0 -  0

a' -A — an _ A n 2s

a o = 0

nm -  A  —  a o -  A _2s

a o = O

a o = - A - T2s J
ao = O

a('i = -A.f  n \ ? 

V 2sy

a r  = o

în consecinţă, legea de mişcare (29) va fi:
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x ( t )  =  A J L coa l 2 s i n a V _ A

2s co, v2ey
t 'a;', + 6 sin cont -6tco, 

6col
+

+ A
V 2 S y

(  n V  t 3c0 n -120sincont -  20tJco„ -120tco,

120©!

-A '  JC_V t 7coI + 504s in< o„t-42t5o^ - 8 4 0 t V „  - 5 0 4 0 t o ,  
2sV t-t'J 5040(0 n

Notăm cu co„t = dar în reprezentarea grafică în loc de pe
labscisă vom nota cu x. Evident t =

co,
De asemenea notăm:

yi “ “ o M *

y 2 =co2a , ( t  

y 3 = co3„ a 2(t 

y 4 =coJa3(t 

y 5 = co’a 4(t

Ys = » i«4(<  

Ye =®n“ 5(t 

y 7 = ® n “ 6(t

unde

ys = w * a 7(t
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y, = 1 -cos(x) 

y 2 = x -sin(x)

y , = 0,5x2 + cos(x)~ 1 

y 4 = ^-(x'1 + 6 sin (x )- 6x

y 5 = ^ - ( x 4 -2 4 c o s (x )-1 2 x 2 -2 4 )

y6 = —— (x3 -  120sin(x) -  20x3 -  120x 
6 120

720
(x6 -7 2 0 co s(x )-3 0 x 4 -3 6 0 x 2 - 7 2 o )

y 8 = —*— (x7 -5 0 4 0 sin (x )-4 2 x 5 -8 4 0 x 3 -5040x 
8 5040V

Reprezentări grafice pentru cele opt funcţii sunt prezentate în 
Anexa 4.
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Dinamica sistemelor vibropercutante reprezintă o parte însemnată 
şi complet nouă a teoriei vibraţiilor. Spre deosebire însă de problemele 
cunoscute ale vibraţiilor în cazul sistemelor vibropercutante apar 
discontinuităţi ale vitezelor datorită ciocnirilor, ceea ce înseamnă că 
metodele obişnuite de studiu nu mai sunt aplicabile. Prin abordarea unor 
astfel de probleme se deschid posibilităţi de dezvoltare şi generalizare 
ale metodelor cunoscute în studiul vibraţiilor.

Cercetările privind vibropercuţiile iniţiate de către un colectiv de 
la Catedra de Mecanică a Universităţii "Politehnica" din Timişoara stau 
şi la baza dezvoltărilor din cadrul acestei teze. Au fost formulate 
principiile unor metode speciale de determinarea aproximativă a 
regimurilor de mişcare, pentru sisteme liniare între ciocniri cu unul sau 
mai multe grade de libertate.

Fiind cunoscute numeroasele aplicaţii tehnice ale sistemelor 
vibropercutante, în prezenta lucrare, s-a impus efectuarea unor studii mai 
aprofundate ale mişcărilor periodice stabile ţinând seama de caracterul 
neliniar şi discontinuu al ciocnirilor şi nu în ultimul rând de influenţa 
numeroşilor parametri specifici ciocnirii.

în teză s-au abordat mişcările periodice şi condiţiile de stabilitate, 
pentru cazul obişnuit întâlnit în aplicaţii industriale al sistemlui cu un 
grad de libertate şi o cuplă percutantă. Mişcările periodice ale sistemului 
vibropercutant s-au determinat prin integrarea ecuaţiilor diferenţiale ale 
mişcării între două ciocniri succesive şi aplicarea condiţiilor de 
periodicitate, încât pe un interval egal cu perioada, legile mişcării trebuie 
să se repete şi în celelalte intervale. Pentru aceste sisteme 
vibropercutante s-au stabilit proprietăţi speciale, privind curbele 
separatoare ale domeniilor de existenţă şi stabilitate pe baza unor 
programe de calcul fundamentate în teză şi întocmite prin metode 
aproximative.

Metoda operaţională dezvoltată în teză valorifică şi completează 
rezultatele deja cunoscute cu altele esenţiale pentru fundamentarea 
aplicării calculului operaţional în studiul mişcării sistemelor 
vibropercutante. Deoarece mişcarea sistemului vibropercutant este 
periodică, metoda prezentată foloseşte transformata Laplace a legii
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mişcării exprimată cu ajutorul transformatei corespunzătoare luate pentru 
o singură perioadă.

Iniţial se precizează într-o formulare generală proprietăţi generale 
ale transformatelor Laplace pe o perioadă şi pe toată durata. Din ecuaţia 
diferenţială a mişcării se deduc prin integrare transformatele pe o 
perioadă, iar apoi transformarea completă.

In principiu metoda operaţională are la bază determinarea 
transformatelor Laplace ale legilor mişcării periodice după ce în 
prealabil s-au calculat pe o singură perioadă. Conform formulei de 
conversiune şi a teoremei reziduurilor se deduc condiţiile de existenţa şi 
legile mişcării periodice dezvoltate în serie de componente armonice. 
Altfel expresiile analitice ale legilor mişcării periodice, valabile în tot 
timpul mişcării, care să permită efectuarea analizei armonice a mişcării, 
se obţin numai prin dezvoltarea soluţiilor obţinute în serie Fourier.

Metoda este prezentată sub forma unor exemple care fiecare se 
referă la situaţii deosebite din punct de vedere al calculului.

In afară de cazul deja devenit clasic al mişcării cu desprindere a 
unei mase de pe suport mobil, sunt tratate şi alte cazuri ce necesită o 
serie de completări fundamentate în teză. Astfel, metodologia a fost 
extinsă la cazul rezonanţei şi la sisteme cu două cuple percutante.

Deşi transformata este specifică sistemelor cu un singur grad de 
libertate în cadrul tezei s-a dat o extindere şi pentru sistemul cu două 
grade de libertate indicându-se toate etapele necesare studiului. Astfel, 
urmând aceiaşi cale, se deschid posibilităţi de tratare a oricărui sistem 
prin metoda operaţională.

In studiul vibropercuţiilor au fost folosite metode aproximative 
dintre care aproximarea poligonală se pretează foarte bine la calcule 
numerice. Trebuie precizat că această metodă constă în liniarizarea pe 
porţiuni a caracteristicii neliniare considerate. Pornind de la ipoteza 
admisă ce presupune minimalizarea erorii medii pătratice, în dezvoltările 
din teză s-au dat nu numai principiile, dar şi exemplificări pentru diferite 
cazuri de caracteristici neliniare.

In cadrul metodei se înlocuieşte caracteristica neliniară pe un 
anumit interval, printr-o linie poligonală care se alege în mod 
convenabil. Metoda poligonală se aplică nu numai la aproximarea 
caracteristicii unui sistem neliniar, ci şi la aproximarea forţei 
perturbatoare presupusă de formă arbitrară.

Deoarece metoda are un grad ridicat de convergenţă şi precizie, 
s-a aplicat în studiul mişcării sistemelor vibropercutante pentru a evalua 
caracteristica neliniară a sistemului datorită ciocnirii.
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Principalele rezultate obţinute se referă la aproximarea 
caracteristicii ciocnirii care pe lângă componenta elastică cuprinde şi o 
parte dată de legea deformaţiilor locale de contact (Hertz). Se foloseşte 
aproximarea biliniară şi triliniară pentru care se determină prin metode 
aproximative parametrii aproximării. In urma integrării ecuaţiilor 
diferenţiale ale mişcării pe durata ciocnirii se obţin elemente ce pot fi 
luate în calculele referitoare la determinarea regimurilor de mişcare 
vibropercutante.

Toate aspectele abordate referitor la efectele considerării ciocnirii 
neinstantanee au permis stabilirea pe lângă parametrii mişcării şi a altor 
mărimi ca forţa percutantă ce altfel nu s-ar putea obţine.

în sfârşit, trebuie subliniat că s-a apelat şi la unele experimentări 
care din punct de vedere calitativ sunt în concordanţă cu teoria.

La multe sisteme mecanice apar variaţii bruşte de viteze, dar şi de 
acceleraţii, care au influenţă hotărâtoare asupra mişcării. Aceste variaţii 
de viteză sau acceleraţii acţionând asupra elementelor elastice din sistem 
pot să provoace şocuri, modificând regimul normal de mişcare. 
Eliminarea efectelor produse în regimul normal de mişcare necesită să se 
cunoască influenţa variaţiilor bruşte ale acceleraţiilor de diferite ordine 
asupra sistemelor presupuse elastice.

în teză se determină influenţa variaţiilor bruşte ale acceleraţiilor 
de diferite ordine asupra sistemelor elastice în general, considerând 
salturile de acceleraţie de formă cunoscută.*

Variaţiile de acceleraţii se produc dacă elementului mobil i se 
imprimă o anumită mişcare. Dacă acest element este în mişcare rectilinie 
uniformă, atunci datorită variaţiei acceleraţiei deplasarea şi viteza în 
timpul regimului de accelerare vor suferi salturi ce se pot determina. 
Deşi parametri cinematici se exprimă mai complicat prin funcţii speciale, 
prin aproximarea preconizată se ajunge la determinarea cantitativă a 
unora dintre ele, încât aplicaţiile să se poată finaliza.

Un alt caz apare atunci când acţionează iniţial brusc viteze şi 
acceleraţii asupra sisrtemelor şi trebuie stabilite efectele.

Pentru tratarea mai completă a fenomenului de ciocnire atunci 
când apar variaţii bruşte ale vitezelor şi acceleraţiilor de diferite ordine 
într-un interval scurt de timp, în teză se prezintă o nouă metodă de 
studiu a efectelor produse de acţionările cinematice caracterizate prin 
variaţii evidente ale parametrilor cinematici, Aceasta a fost denumită 
metoda parametrilor iniţiali, care cu ajutorul funcţiilor de pondere ale 
acceleraţiilor conduce la legile de mişcare.

Pentru diferite forme particulare de impulsuri se determină 
funcţiile de ponderare care apar şi sunt aplicabile în calcule concrete.

Pa” 1 I 5
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în final, trebuie subliniat că întreaga cercetare efectuată a avut ca 
scop completarea şi generalizarea unor rezultate dezvoltate anterior în 
colectivul din care fac parte, prin fundamentarea unor noi concluzii şi în 
mod special prin adaptarea teoriilor existente la posibilitatea transpunerii 
lor în programe de calcul necesare aplicaţiilor. Metodele aproximative 
elaborate se referă la determinarea regimurilor vibropercutante periodice 
ale sistemului cu un grad de libertate şi o cuplă percutantă, la realizarea 
şi aplicarea metodei de aproximare poligonală în studiul ciocnirii, 
precum şi la studiul efectelor produse de acceleraţiile de ordin superior 
asupra unor sisteme elastice.

Metoda operaţională care a fost pe larg dezvoltată în teză are 
formulări analitice ce pot fi în continuare generalizate. Mai mult, 
metodologia precizată va putea fi şi ea transpusă în programe de 
calculator care să permită realizarea directă a analizei spectrale.
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CONTRIBUŢII ORIGINALE

în cadrul lucrării elaborate au fost prezentate preocupările şi 

aspectele esenţiale urmărite în direcţia cercetărilor legate de studiul 

sistemelor vibropercutante.

în mod special se vor preciza în continuare principalele contribuţii 

originale:

• Referitor la studiul mişcărilor periodice ale sistemului 

vibropercutant cu un grad de libertate şi o cuplă percutantă au 

fost reformulate o serie de rezultate, încât să poată fi transpuse 

în programe de calculator.

• Condiţiile de existenţă şi stabilitate au fost reformulate şi 

completate încât să se obţină direct domeniile de existenţă şi 

stabilitate ale mişcărilor periodice. Astfel în plus, a fost 

considerată şi condiţia ca în tot timpul mişcării să existe 

verificată legătura unilaterală care ar putea în anumite condiţii 

să conducă la anularea mişcărilor prestabilite.

• Pe baza rezultatelor teoretice obţinute s-a realizat un program 

de calcul care permite determinarea domeniilor de existenţă şi 

stabilitate ale mişcărilor periodice, precum şi întocmirea 

graficelor corespunzătoare cu evidenţierea tuturor parametrilor 

caracteristici.
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• Pe baza programului întocmit au fost obţinute şi interpretate 

geometric un mare număr de diagrame, din care s-au putut 

trage o serie de concluzii privind geometria curbelor ce 

delimitează domeniile de existenţă şi stabilitate, precum şi 

limitele corespunzătoare legăturii unilaterale.

• Programul denumit UNIT, pentru precizarea domeniilor, 

conţinând circa 500 de instrucţiuni, a fost în mod special 

formulat şi realizat, pentru regimurile vibropercutante, fiind în 

întregime prezentat în anexă.

• Ţinând seama că metoda operaţională este pretabilă unor 

calcule numerice care să conducă la analiza spectrală a 

mişcărilor vibropercutante, pe lângă completările privind 

metodologia generală au fost formulate dezvoltări importante 

privind extinderea ei la un sistem cu două grade de libertate, 

dar şi cu posibilitatea de a fi aplicată la sisteme mai complicate.

• Un aspect aparte puţin abordat în literatura de specialitate se 

referă la considerarea ciocnirilor ca fiind neinstantanee. motiv 

pentru care s-a realizat un studiu complet al ciocnirilor ce apar 

la sistemele vibropercutante.

• Pentru soluţionarea problemei de ciocnire s-a apelat la metoda 

de aproximare poligonală fundamentată anterior, care a fost 

completată şi adaptată încât să poată fi rezolvată problema
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mişcărilor periodice ale unui sistem vibropercutant cu o cuplă 

percutantă.

• Metoda poligonală bazată pe minimalizarea erorii medii 

pătratice a fost utilizată în cazul unor caracteristici neliniare 

stabilindu-se toţi parametri necesari precizării poligonului de 

aproximare.

• Presupunând forţe perturbatoare de formă arbitrară s-a 

fundamentat o metodă aproximativă pentru studiul mişcării 

sistemului supus unei astfel de forţe.

• în scopul determinării parametrilor ciocnirii s-a întocmit un 

program bazat pe metoda aproximativă poligonală care a 

permis determinarea în plus şi a variaţiei forţei percutante în 

timpul ciocnirii, precum şi a deformaţiei.

• Rezultatele obţinute concordă cu cele stabilitate experimental 

pe un model construit şi realizat în catedră.

• într-un capitol special a fost tratată o problemă semănătoare 

care se referă la efectele acceleraţiilor de ordin superior. După 

cum se ştie acestea constituie cauza disconfortului pasagerilor 

din diferite vehicule ce se deplasează cu acceleraţii mari.

• Considerând variaţii ale acceleraţiilor de formă dată, analog 

variaţiei vitezei de ciocnire, se determină la diferite sisteme

Pau I I
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mecanice, salturile de viteze şi acceleraţii pentru care se dau o 

serie de diagrame calculate prin metode de aproximare.

• Deoarece în multe situaţii iniţial acţionează variaţii de viteze şi 

acceleraţii cunoscute, efectul lor a fost studiat prin elaborarea 

unei noi metode a parametrilor iniţiali aplicabilă oricărui sistem 

mecanic.

• Pentru cazuri concrete s-a elaborat metodologia bazată pe 

considerarea parametrilor iniţiali şi a dezvoltării în serii de 

funcţii speciale

• Exemplificările s-au axat în special pe cazurile de şocuri 

descrise prin impulsuri de diferite forme, dar cu durata scurtă 

de acţiune.

/V
• In general contribuţiile originale se referă la completarea şi 

perfecţionarea unor rezultate cunoscute în sensul adaptării lor 

la posibilităţile de implementare pe calculator.

• Fiecare din aspectele tratate, pe lângă dezvoltări teoretice s-au 

concretizat prin importante contribuţii legate de concepţia şi 

utilizarea programării pe calculator.
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Conţinutul programului

{$A+,B-, +,E+,F-,G+,1+,L+,0-,P-,Q-,R-,S +, T-,V-,X+,Y+}
Uses Crt, Drawings, Graph, Math, Types ;
Const

NoPal: Byte= 2 ,- 
NoFunc: Byte= 1 ;

FirstHelp: Phelp= Nil ,-
Palette: Array[1..4] of String[12]=

(#12#35#37#107#59#3 6#5#42#3 6#3 8#255#3 7 , 
#15#0#98#102#31#37#21#65#36#130#255#36 ,
#3 0#65#98#102#31#3 7=21#65#3 6#13 0#255#3 6 , 
#54#72#37#61#58#37#84#72#36#7 6#255#3 6) ;

Procedure initialize ;
Begin

Add:= 10 ;
Zoom:= 73 ;
SetFillStyle(1, 15) ;
Bar (10, 9, 591, 14) ;
Bar (586, 15, 591, 460) ;
SetColor (36) ;
Rectangle (4, 14, 586, 466) ;

End ;

{$F+}
Procedure InputValues ;
Var S: String ;

Code: Integer ;
Begin

SetFillStyle (1, Byte (CurPal [1] ) ) ;

Bar (0, 0, 353, 12) ;
SetColor (Byte (CurPal [2] ) ) ;
OutTextXY (15, 2, 'Introduceti valorile pentru r, R

si gama1) ;
SetColor (Byte (CurPal [2] ) ) ;
S := Inputstr= ', No2Str (Gamma, 10, 5), 10, 20, 10

) ;
Val (S, Gamma, Code ) ;
S: Inputstr (' Gama =', No2Str (Gama,10,5), 10, 20,

Val (S, r mic, Code ) ;
10)  ;
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S: Inputstr ( 1 R= No2Str (R_mare, 10, 5 ), 10,
2 0 , 20 ) ;

Val (S, R_mare, Code ) ;

End ;

Procedure GraficFunc (Delta: TPoint) ;
Var Startx ,

Starty: Integer ;

Procedure DesenValori ;
Var S: String [7] ;
Where , _05: Integer ,- 

Len: Byte ; 
lin: boolen ;

Procedure DisplayY (X: Integer ; S: String ) ;
Begin

If lin and (Where> 15) And (Where- len< 435) Then
Begin

len:= textheight (s) ;
OuttextXY (X, Where- len+ 2, S ) ;
Line (51, Where, 53, Where ) ;
setcolor (4) ;
Line (55, Where, 600, Where ) ;
setcolor (0) ;

End ;
End;

Procedure WriteYValue ;
Begin

S := No2Str (Y, 10, 2 ) ;
If (S= 'O') Or (S= '-O') Then S:= '
If S< > ' ' Then

Begin
Len:= TextWidth (S) ,-
If 50- Len< 0 Then 

Begin
Dec (S [0] ) ;
If S [Byte (S [0] ) ]= ' . ' Then Dec (S [0] ) ;
Len:= TextWidth (S) ;

End ;
DisplayY (50- Len, S) ;

End ;
lin:= not lin ;

End ;
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Procedure DisplayX (Lim: Integer : S: String ) ;
var len: integer ;
Begin

If (Where> 56) And (Where< Lim) Then 
Begin

len:= textwidth (s) ;
OuttextXY (Where- len div 2+1, 1, S ) ;
Line (Where, 10, Where, 13 ) ;

If lin then
begin

setcolor (4) ;
Line (Where, 15, Where, 500 ) ;
setcolor (0) ;

end ,*
End;

End ;

Procedure WriteXValue (ToLeft: Boolean ) ;
Begin

S := No2Str (X, 10, 2) ;
If (S= 1 0 ' ) Or (S= ' -0 1) Then S:= ' ;
Len:= Textwidth (S) ;
If Not ToLeft And (Where+ Len> 580 ) Then S:= '

/

If S < > ' ' Then DisplayX (580- Len, S ) ;
lin:= not lin ,-

End ;

Begin
SetColor (Byte CurPal [2] ) ) ;
Where:= Startx+ 55 ; 
lin:= true ;
DisplayX (440, ' 0 ' ) ;
Where:= Starty+ 16 ;
DisplayY (42, ' 0 1 ) ;
(* Valorile Axei Y * )
_05:= Round (0.5* Zoom ) ;
X: = 0 ;
Where:= Startx+ 55 ;
While Where > 100 Do

Begin
WriteXValue (True) ;
X := X- 0.5 ;
Dec (Where, _05 ) ;

End ;
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lin:= true ;
X: = O ;
Where:= Startx+ 55 ;
While Where < 580 Do 
Begin

WriteXValue (False) ;
X := X+ 0.5 ;
Inc (Where, _05 ) ;

End ;
(* Valorile Axe X *) 
lin:= true ;
Y: = 0 ;
Where:= Starty+ 16 ;
While Where > 13 Do 
Begin

WriteYValue ;
Y := Y+ 0.5 ;
Dec (Where, _05 ) ;

End ;
lin:= true ;
Y: = 0 ;
Where:= Starty+ 16 ;
While Where < 450 Do 
Begin

WriteYValue ;
Y := Y- 0.5 ;
Inc (Where, _05 ) ;

End ;
End ;

Procedure DesenDate ; 
begin

SetFillStyle (1, Byte (CurPal [1] ) ) ;
Bar (340, 0, 434, 50 ) ;
Rectangle (340, 0, 434, 50 ) ;
OutTextXY (345, 5, 'Gama= '+ No2Str (Gamma, 3, 1 )

) ;
OutTextXY (345, 20, 'r= '+ No2Str (r_mic, 3, 1 ) )

/

OutTextXY (345, 35, 'R= '+ No2Str (R_mare, 3, 1 ) )
/

end ;

Labei Exit ;
Var Willbe,
Firstpoint: Boolean ;
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Val, CurVal ,
Increase: Extended ;

Found: Boolean ;
N : Longint ;

AuxX, AuxY ,
Stop, old,
Cont, Aux: Word ;

Begin
SetFillStyle (1, Byte (CurPal [1] ) ) ;
Bar (0, 0, 580, 450 ) ;
Startx:= 2703- Delta.X ;
Starty:= 2717- Delta.Y ;

SetColor (36) ;
Rectangle (55, 15, 582, 452 ) ;
(* Axele carteziene * )
SetViewPort (61, 31, 585, 465, ClipOn ) ;
SetColor (Byte (CurPal [2] ) ) ;
{ Line (Startx, 0, Startx, 450 ) ; }
{ Line (0, Starty, 580, Starty ) ; }
increase:= 0.001 ;
S t op:= 4 ;
if gamma= 0 then stop:= 6 ;
For cont:= Stop downto 1 Do 
Begin
{ case cont of

1, 2: setcolor (36) ;
3, 4: setcolor (40) ;
5, 6: setcolor (196) ;
end ;
N: = 0 ;
X : = -Startx/ Zoom ;
If X< 0 Then X := 0 ;

Firstpoint:= True ;
Willbe:= True ;
Repeat

If Keypressed Then Goto Exit ;
CurVal:= Calculate (Cont, FirstPoint ) ;
Y .- = Starty- CurVal* Zoom ;
If (Y> 0) And (Y< 435 ) Then 
Begin

If Firstpoint Then 
Begin

X := X- Increase ;
If X< 0 Then X:= 0 ;
Firstpoint:= False ;
Willbe: True ;
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End
Else
Begin

AuxX:= Round (X* Zoom)+ Startx ;
AuxY:= Round (Y ) ;
If Willbe Then Moveto (AuxX, AuxY)

Else Lineto (AuxX, AuxY ) ;
Willbe:= False ;

End ;
End
Else
Begin

If Not Willbe And Not Firstpoint Then 
Begin

Firstpoint:= True ;
End ;

End ;
X := X+ Increase ;
Until X* Zoom+ Startx>= 524 ;

End ;
Exit : 
desendate ,-
SetViewPort (5, 15, 585, 465, ClipOn ) ;
End ;
{SF-}

Procedure Setvideo (Mode: Byte ) ;
Var AutoDetect: Pointer ;

GrMd, GrDr: Integer ;

{ $F+}
Function Detect640x480: Integer ;
Begin Detect640x480:= _640x480 ; End ;

Function Detect800x600: Integer ;
Begin Detect800x600:= _800x600 ; End ;
{$F_}

Begin
{ If Mode= _800x600 Then AutoDetect:= @Detect800x600

Else AutoDetect:= @Detect640x480 ; 
GrDr:= InstallUserDriver ('BGI256', AutoDetect ) ;

}
GrDr:= Detect ;
InitGraph (GrDr, GrMd, 'C:\TURBO\BGI ' ) ;
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End ;

Var P: Pointer ;
Sz, N: Word ;
Begin

R_mic:= 1 ;
R_mare:= 0.2 ;
Gamma:= 0 ;
SetVideo (_640x480 ) ;
CurPal:= Palette [NoPal] ;
GetMem (ScrolBuff, $FFF0 ) ;
Getlmage (0, 0, 15, 20, Savelmage" ) ;
Setcolor (Byte (CurPal [1] ) ) ;
SetFillStyle (1, Byte (CurPal [1] ) ) ;
Bar (5, 15, 585, 465 ) ;
Initialize ;
InitEvents ;
SetMouseArea (7, 7, 624, 464 ) ;
Repeat

Case CurWind Of 
1: Begin

Main ;
If CurWind= 1 Then 
Case Option Of 
1: Begin

@R: @InputValues ,-
Window (140, 50, 500, 95, R )

BUPT



A N E X A  l
VIII

Var Inf, X, Y: Extended ;
Var r_mic, R_mare, gamma: Extended ;
Const sign: boolean=false ;

Function Calculate (n: byte; var fp: boolean): Extended

Implementation

function calculate ; 
labei exit ,*
var tau, delta, ro, d, varl, var2, csi, var4, var5,
var6, var7, var8, argl, res: extended ;
begin
argl:=2*pi*r_mic ;
tau:=x*gamma ;
varl:= tau*tau ;
var2:= (1 -x*x )*(l-x*x ) ;
d : = sqrt (var2+4*varl) ;
res:= l/d ;
if n=l then goto exist ;
if n=2 then begin res:= -res ; goto exit ; end ;
csi:= sqrt (x*x-varl ) ;
var4:=(exp(argl*tau)+l/exp(argl*tau ) )/2 ; {var4= ch }
var5:=(exp(argl*tau)-1/exp(argl*tau ) )/2 ; {var5= sh }
var6:= sin(argl*tau ) ; {sin tau }
var7:= cos(argl*csi ) ; {cos}
var8:= sin(argl*csi ) ; {sin csi }
delta:= ( (l+r_mare)*var8)/( (l-r_mare)*csi*(var4-var7 )
) ;
if (n=3) or (n=4) then 
begin

ro:=l+ ( (l+r_mare) * (csi*var5-tau*var8 ) ) / ( (1-
r_mare) * csi* (var4-var7 ) ) ;

res: =res*sqrt (1+(delta*delta) / (ro*ro) ) ,-
if n=3 then goto exit ;
if n=4 then begin res:=-res ; goto exit; end ;

end
else
begin

if n=5 then 
begin

res:=res*sqrt (l+delta*delta ) ;
varl:=-2*delta/ (l-r_mare) / (l+delta*delta )

/
if res*varl<0 then res:=-res ;
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end
else
begin

ro:= sqr ( (l+r_mare)/(l-r_mare ) + 2 *  (l+r_mare
* r_mare) * sqr (x*delta / (l+r_mare) ) ;

res:=res*abs(ro-
delta*delta)/sqrt(delta*delta+ro*ro);

varl:=2*delta/(l-r_mare)/ (ro-delta*delta ) ;
if res*varl<0 then res:=-res ;

end ;
if sign < > (res< 0) then 
begin

sign:= res< 0 ; 
fp:=true ; 

end ; 
exit:
calculate:=res ; 
end ;

Procedure ExceptionsOff ; Assembler ;
Var CtrlWord: Word ;
Asm

FSTCW CtrlWord { Get current control Word
}

OR CtrlWord,ooFFh{ Mask all exceptions }
FLDCW CtrlWord { Change 8087 control

Word}
End ;
Begin

ExceptionsOff ;
Inf:= 0 ;
Inf:= 1/ Inf ;

End.

{$A+, B - , D+, E+, F-, G+, I+, L+, N+, O-, P~, Q-» R ~»
S+, T-, V-, X+, Y+ }
Unit Types ;
Interface 
Uses Graph ;
Type

Tpoint= Record X, Y: Integer; End ;
Pfunc= "Func ;
Func= Record

Next: Pfunc ;
Inf, Sup: Extended ;
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Express: String ;
End ;

PHelp= "Help ;
Help= Record

Next: Phelp ;
Text: String ;
End ;

Const
ShowMs: Boolean= False ;
EvMouseDown = $0001 ;
evMouseUp = $0002 ;
evMouseMove = $0004 ;
evMouseAuto = $0008 ;

evNothing 
evMouse 
evKeyboard 
evCommand = 

kbEsc=$011B; 
kbShiftlns=$0500; 
kbBack=$0E08; 
kbTab=$0F0 9; 
kbAltE=$12 00; 
kbAltY=$15 00; 
kbAltO=$18 00; 
kbEnter=$lC0D; 
kbAltD=$2 0 00; 
kbAltM=$23 00; 
kbAltL=$2600; 
kbAltC=$2E00; 
kbAltN=$3100; 
kbF2=$3C00; 
kbF5=$3F00; 
kbF8=$4200; 
kbHome=$47 00; 
kbGrayMinus=$4A2D; 
kbGrayPlus=$4E2B; 
kbPgDn=$5100; 
kbShiftFl=$5400; 
kbShiftF4=$5700; 
kbShiftF7=$5A00; 
kbShiftF10=$5D00; 
kbCtrlF3=$6000; 
kbCtrlF6=6300; 
kbCtrlF9=$6600; 
kbAltF2=$6900; 
kbAltF5=$6C00;

= $ 00 0 0 ;
= $ 0 0 0 F  ;
= $0010 ;

$FF0 0  ;
kbAltSpace=$0200; 
kbCtrlDel=$0600; 
kbCtrlBack=$0E7F ; 
kbAltQ=$1000 ; 
kbAltR=$13 00 ; 
kbAltU= $1600; 
kbAltP=$1900 : 
kbAltA=$lE00 ; 
kbAltF=$2100; 
kbAltT= $ 24 00; 
kbAltZ=$2C00; 
kbAltV=$2F00 ; 
kbAltM=$32 00 ; 
kbF3=$3D00; 
kbF6=$4000; 
kbF9=$4300; 
kbUp=$4800; 
kbLeft=$4B00; 
kbEnd=$4F00; 
kblns=$5200; 
kbShiftF2 = $5500 ; 
kbShiftF5 = $5800 ; 
kbShiftF8=$5B00; 
kbCtrlFl=$5E00; 
kbCtrlF4=$6100; 
kbCtrlF7=$6400; 
kbCtrlF10 = $67 00 ; 
kbAltF3=$6A00; 
kbAltF6=$6D00;

kbCtrlIns = $04 00 ; 
kbShiftDel=$0 700 
kbShiftTab=$0F00 
kbAltW=$1100; 
kbAltT=$14 00; 
kbAltl=$1700; 
kbCtrlEnter=$lC0A 
kbAltS=$lF00; 
kbAltG=$ 22 0 0; 
kbAltK=$25 00; 
kbAltX=$2D00; 
kbAltB = $3 000; 
kbFl=$3B00; 
kbF4=$3E00; 
kbF7=$4100; 
kbF10 = $440 0; 
kbPgUp=$4900; 
kbRight=$4D00; 
kbDown=$50 00; 
kbDel=$530 0; 
kbShiftF3=$5600; 
kbShiftF6 = $5900 ; 
kbShiftF9=$5C00; 
kbCtrlF2 = $5F00 ; 
kbCtrlF5=$62 00; 
kbCtrlF8=$6500; 
kbAltFl = $6 800; 
kbAltF4=$6B00; 
kbAltF7=$6E00;
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kbAlt F8 = $ 6 FO O ; kbAltF9=$7000;
kbCtrlPrtSc=$72 00; kbCtrlLeft=$7300; 

kbCtrlRight=$7400;
kbCtrlEnd=$7500; 
kbCtrlHome=$7700; 
kbAltl=$7800; 
kbAlt4=$7B00; 
kbAlt7=$7E00; 
kbAlt0=$8100; 
kbCtrlPgUp=$8400;

kbCtrlPgDn=$7600;

kbAlt2=$7900; 
kbAlt5=$7C00; 
kbAlt8=$7F00; 
kbAltMinus=$8200; 
kbAltBack=$0800;

kbRightShift =$0001;
kbLeftShift =$0002;
kbShifts =$0003; 
kbCtrlShift =$0004;
kbAl-Shift =$0008;

mbLsftButton =$01;
mbRighButton =$02;

BumonCount: Byte= 0 ; 
MouseEvents: Boolean= False ; 
Mouse Reverse: Boolean= False ; 
DoubleDelay: Word= 8 ; 
RepeatDelay: Word= 8 ;

Var MouseWhere: TPoint ;
MouselntFlag: Byte ;
MouseButtons: Byte ;

Limits: TPoint ;
CurPal: String [12] ;

Type
TEvent= Record

Case What: Word of 
evNothing: ( ) ;

evMouse: (Buttons: Byte
Double: Boolean ; 

Where: TPoint 
evKeyboard: (Case Integer of

0: (KeyCode: Word
1: (CharCode:

Byte) ;
End ;

XI

kbAltF10 = $7100 ;

kbAlt3 = $7A00; 
kbAlt6=$7D00; 
kbAlt9=$8000; 
kbAltEqual=$8300; 
kbNoKey=$0000;

) ;

) ;
Char ; ScanCode:

Procedure Init Events ; 
Procedure DisplayCursor ;
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Procedure DoneEvents ;
Procedure SetMouseArea (XI, Yl, X2, Y2: Word ) ;
Procedure GoMouseXY (X, Y: Word ) ;
Procedure GetMouseXY ;
Procedure ShowMouse ;
Procedure HideMouse ;
Procedure GetMouseEvent (var Event: TEvent ) ;
Procedure GetKeyEvent (var Event: TEvent ) ;
Procedure GetEvent ;
Procedure WaitEvent (Mask: Word ) ;
Function GetShiftState: Byte ;
Function Upper (Const S: String ) : String ;
Function LeftTrim (Const S: String ) : String ;
Function No2Str (Val: Extended ; W, D: Byte ): String ;

Var Event: TEvent ;
Savelmage: Pointer ;

Implementation

Const
Copyright: String= ' ECLESE REHUI NAVALE' ;
EventQSize = 16 ;

Var
LastButtons: Byte ;
DownButtons: Byte ;

LastDouble: Boolean ;
LastWhere: TPoint 
SaveWhere: TPoint ;
DownWhere: TPoint ;
DovmTicks: Word ;
AutoTicks: Word ;
AutoDelay: Word ;
EventCount: Word ;
EventQHead: Word ;
EventQTail: Word ;
EventQueue: Array [0..EventQSize- 1] Of TEvent

/

EventQLast: Record End ;

Var
ShiftState: Byte Absolute $40 : $17 ;
Ticks: Word Absolute $40 : $6C ;
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Procedure SetMouseArea (XI, Yl, X2, Y2 : 
Assembler;
Asm

CMP ButtonCount, 0
JE @@1
MOV AX, 07H
MOV CX, XI
MOV DX, X2
INT 33H
MOV AX, 08H
MOV CX, Yl
MOV DX, Y2
INT 33H

@@1 :
End ;

Procedure GoMouseXY ( X, Y: Word ) ; Assembler
Asm

MOV AX, 4
MOV CX, X 
MOV DX, Y 
INT 33H

End ;

Procedure GetMouseXY ; Asembler ;
Asm

CMP ButtonCount, 0
JE @@1
MOV AX, 3
INT 33H
SUB CX, Limits.X
SUB DX, Limits.Y
MOV MouseWhere.X, CX 
MOV MouseWhere.Y, DX

2@1 :
End ;

Procedure ShowMouse ;
Begin
If ButtonCount= 0 Then Exit ;
GetMouseXY ,*
With MouseWhere Do 
Begin

Getlmage (X, Y, X+ 15, Y+ 20, Save Image") 
SaveWhere:= MouseWhere ;

End ;

Word ) ;

/
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ShowMs:= True ;
DisplayCursor ;

End ;

Procedure HideMouse ;
Begin

If (ButtonCount= 0 ) Or Not ShowMs Then 
ShowMs:= False ;
With SaveWhere Do Putlmage (X, Y, 

NormalPut ) ;
End ;

Asm
DetectMouse ; Near ; Assembler

MOV AX, 3533H
INT 21H
MOV AX, ES
OR AX, BX
JE @@1
XOR AX, AX
INT 33H
OR AX, AX
JE @@1
PUSH BX
MOV AX, 4
XOR cx, CX
XOR DX, DX
INT 33H
POP AX
ButtonCount, AL@@1: MOV 

MOV ButtonCount, 0 
End ;

Procedure StoreEvent ; Near ; Assembler ; 
Asm

MOV DI, SP
LES DI, SS: [DI+8]
CLD
STOSW
XCHG AX, BX 
STOSW
XCHG AX, DX 
STOSW

End ;

XIV

Exit ; 

Savelmage",

Procedure GetMouseState ; Near ; Assembler ;
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Asm
CLI
CMP EventCount, 0
JNE @@1
MOV BL, MouseButtons
MOV CX, MouseWhere.Word [0]
MOV DX, MouseWhere, Wors [2]
MOV ES, Seg0040
MOV DI, ES: Ticks
JMP @@3
SI, EventQHead
CLD

@@1: MOV

LODSW
XCHG AX, DI 
LODSW
XCHG AX, BX 
LODSW
XCHG AX, CX 
LODSW
XCHG AX, DX
CMP SI, OFFSET EventQLast 
JNE @@2
MOV SI, OFFSET EventQueue 

@@2: MOV EventQHead, SI

@@3: STI
DEC EventCount

CMP MouseReverse.
JE @@4
MOV BH, BL
AND BH, 3
JE @@4
CMP BH, 3
JE @@4
XOR BL, 3

@@4 •
End ,-

{5F+}
Procedure DisplayCursor ;
Var SaveCol: Byte ;

SaveFill: FillSettingsType ;
Mouse: Array [1..4] Of TPoint ;

Begin
If (ButtonCount= 0) Or Not ShowMs Then Exit ;
With SaveWhere Do Putlmage (X, Y,SaveImage 

NormalPut) ;
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With MouseWhere Do 
Begin

Getlmage (X, Y, X+ 15, Y+ 20, Savelmage~) 
SaveWhere:= MouseWhere ;
SaveCol: = GetColor ,- 
GetFillSettings (SaveFill) ;
Mouse [ 1 ]  . x = X  ;
Mouse [1] .Y = Y  ;
Mouse [2] .X = X+ 5 ;
Mouse [2] .Y = Y+ 20 ;
Mouse [3] .X = X+ 15 ;
Mouse [3] .Y = Y+ 14 ;
Mouse [4] .X = X  ;
Mouse [4] .Y = Y ;
SetColor (Byte (CurPal
SetFillStyle (7, Byte
FillPoly (4, Mouse) ;

) )
[10] ) )

SetFillStyle (SaveFill.Pattern, SaveFill.Color] 
SetColor (SaveCol) ;

End ,•
End ;
{$F-}

Procedure Mouselnt 
Asm

Far ; Assembler

MOV SI, SEG @DATA
MOV DS, SI
MOV MouseButtons, BL
SUB CX, Limits.X
SUB DX, Limits.Y
MOV MouseWhere.X, CX
MOV MouseWhere.Y, DX
TEST AX, 11110B
JE @@2
CMP EventCout, Ever.tQSize
JE @@2
MOV ES, Seg0040
MOV AX, ES: Ticks
MOV DI, EventQTail
PUSH DS
POP ES
CLD
STOSW
XCHG AX, BX
STOSW
XCHG AX, CX
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STOSW
XCHG AX, DX 
STOSW
CMP DI, OFFSET EventQLast 
JNE @@1
MOV DI, OFFSET EventQueue 

@@1: MOV EventQTail, DI
INC EventCount

@@2: MOV MouselntFlag, 1
CALL DisplayCursor

End ;

Procedure InitEvents ; Asembler ;
Asm

XOR AX, AX
CMP AL, ButtonCount
JE @@1
MOV DownButtons, AL
MOV LastDouble, AL
MOV EventCount, AX
MOV AX, OFFSET DS: EventQueue
MOV EventQHead, AX
MOV EventQTail, AX
MOV AX, 3
INT 33H
MOV MouseButtons, BL
MOV MouseWhere.X, CX
MOV MouseWhere.Y , DX
MOV LastButtons, BL
MOV LastWhere.X, CX
MOV LastWhere.Y, DX
MOV AX, 12
MOV CX, OFFFFH
MOV DX, OFFSET CS: Mouselnt
PUSH CS
POP ES
INT 33H
MOV AX, 1
INT 33H
MOV MouseEvents, 1

@@1 :
End ;

Procedure DoneEvents ; Assembler ; 
Asm

CMP ButtonCount, 0
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@@1 :
End ;

Procedure
Asm

@@1 :

@@2: XOR

@@3: MOV

JE @@1
CMP MouseEvents, 0
JE @@1
MOV MouseEvents, 0
MOV AX, 2
INT 33H
MOV AX, 12
XOR CX, CX
MOV DX, CX
MOV ES, CX
INT 33H

GetMouseEvent ; Assembler ;

CMP MouseEvents, 0
JE @@2
CALL GetMouseState 
MOV BH, LastDouble 
MOV AL, LastButtons
CMP AL, BL
JE @@1
OR AL, AL
JE @@3
OR BL, BL
JE @@5
MOV BL, AL
CMP CX, LastWhere.X
JNE @@6
CMP DX, LastWhere.Y
JNE @@6
OR BL, BL
JE @@2
MOV AX, DI
SUB AX, AutoTricks
CMP AX, AutoDelay
JAE @@7

AX, AX
MOV BX, AX
MOV CX, AX
MOV DX, AX
JMP @@9
BH, 0
CMP BL, DownButtons
JNE @@4
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CMP CX, DownWhere.X
JNE @@4
CMP DX, DownWhere.Y
JNE @@4
MOV AX, DI
SUB AX, DownTicks
CMP AX, DoubleDelay
JAE @@4
MOV BH, 1

@@4: MOV DownButtons, BL
MOV DownWhere.X, CX 
MOV DownWhere.Y, DX 
MOV DownTicks, DI 
MOV AutoTicks, DI 
MOV AX, RepeatDelay 
MOV AutoDelay, AX 
MOV AX, evMouseDown 
JMP @@8

@@5: MOV AX, evMouseUp 
JMP @@8

@@6: MOV AX, evMouseMove 
JMP @@8

@@7: MOV AutoTicks, DI
MOV AutoDelay, 1 
MOV AX, evMouseAuto 

@@8: MOV LastButtons, BL
MOV LastDouble, BH 
MOV LastWhere.X, CX 
MOV LastWhere.Y, DX 

@@9: CALL StoreEvent 
End ;

Procedure GetKeyEvent ; Assembler ; 
Asm

MOV AH, 1H 
INT 16H 
MOV AX, 0 
MOV BX, AX 
JE @@1 
MOV AH, OH 
INT 16H 
XCHG AX, BX 
MOV AX, evKeyboard 

@@1: XOR CX, CX
MOV DX, CX 
CALL StoreEvent
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End ;

Procedure GetEvent ;
Begin

GetMouseEvent (Event) ;
If Event.What= evNothing Then GetKeyEvennt (Event)

/

End ;

Procedure WaitEvent (Mask: Word) ;
Begin

Repeat GetEvent ; Until Event.What And Mask < > 0 ;
End ;

Fur.ction GetShif tState: Byte ; Assembler ;
Asr.

MOV ES, Seg0040
MOV AL, ES: ShiftState

End ;
Fur.ction Upper (Const S: String) : String ; Assembler ; 
Asr.

CLD
MOV DX, DS
LDS si, S
LES DI, @Re
LODSB
XOR CH, CH
MOV CL, AL
STOSB
JCXZ @@3
@@1 :
LODSB
CMP AL, ' a
JB @@2
CMP AL, 1 z
JA @@2
SUB AL, 20H
@@2 :
LOOP @@1
@@3 :
MOV DS, DX

End ;

Fur.ction LeftTrim (Const S: String): String ; Assembler
/
A s t .
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CLD
MOV DX, DS
LES DI, S
XOR CH, CH
MOV CL, ES:
INC DI
JCXZ @@1
MOV AX, 2 OH
REPE SCASB
DEC DI
INC CX
@@1 :
LDS SI, S
MOV SI, DI
LES DI, @Res
MOV ES : [DI]
INC DI
REP MOVSB
MOV DS, DX

End ;

Function No2Str (val: Extended ; W, D: Byte): String ; 
Var S : String ;
Begin

str (Val: W: D, S) ;
S := LeftTrim (S) ;
If Pos (1 . ' , S) < > 0 Then
Begin

While S [Byte (S [0] ) ]=' 0 ' Do Dec (S [0] )
/

If S [Byte (S [0] ) ]=' . ' Then Dec (S [0] )
/

End ;
No2Str:= S ;

End ;

Var SaveExit: Pointer ;

Procedure Shutdown ; Far ;
Begin

DoneEvents ;
FreeMem (Savelmage, 1024 ) ;
ExitProc:= SaveExit ;

End ;

Begin
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DetectMouse ;
GetMem (Savelmage, 1024) ;
SaveWhere.X := 0 ;
SaveExit:= ExitProc ; 
ExitProc:= @Shutdown ;

End.

{$A+, B-, D+, E+, F-, G+, I+> L+, N+, O- ,  P-, Q-, R-,
S+, T-, V-, X+, Y+ }
UnitDrawings ;
Interface
Uses Graph, Types, crt ;
Const

_640x480= 2 ;
_800x600= 3 ;

Type
RunProc= Procedure ;
DrawProc= Procedure (Delta: TPoint) ;
RGBColor= Record R ( G, B: Byte ; End ;

Procedure SetLimits (XI, Yl, X2, Y2: Word) ;
Procedure Window (XI, Yl, X2, Y2: Word ; Run: RunProc) ; 
Procedure ScrollX_Y (Start, Stop, Lim: TPoint) ;
Procedure ScollUp (Start, Stop: TPoint ; Height:
Integer) ;
Procedure
ScrollW(No:Byte;X1,Yl,X2,Y2:Word;Draw:DrawProc;R:Boolean
)
Function InputStr (Txt, Start: String ; X, Y , Stop:
Word): String ;
Procedure LoadPalette ;
Procedure Main ;

Const
Option: Byte= 1 ;
CurWind: Byte= 1 ;
Windows: Array [1..2]Of Record

Delta, SD, Limit, Grow:
Tpoint;
End ;
= ( (Delta: (X: 1; Y: 1) ; SD: (X:l ; Y: 1) ; Limit:
(X:255 ; Y:500) ; Grow: (X: 1; Y: 1) ),
Delta: (X: 2700; Y:2500) ; SD: (X:2500 ; Y: 2500) ;
Limit: (X:5000 ; Y:5000) ; Grow: (: 10; Y: 100)),
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Var R : RunProc ;
D: DrawProc ;

Add, Zoom: Word ;
ScrollBuff: Pointer ;

Implementation

Procedure SetLimits (XI, Yl, X2: Word) ;
Begin

LimitS.X:= XI ;
LimitS.Y:= Yl ;
SetMouseArea (X1+ 5, Y1+ 5, X2- 5, Y2- 5) ;
GoMouseXY (X1+ 5, Y1+ 5) ;
SetViewPort (XI, Yl, X2, Y2, ClipOn) ;

End ;

Procedure Window (XI, Yl, X2, Y2: Word ; Run: RunProc) ;
Var P: Pointer ,- 

Size: Word ;
Begin

HideMouse ;
Size:= ImageSize (XI, Yl, X2, Y2) ;
If Size= 0 Then Exit ;
GetMem (P, Size) ,-
Getlmage (XI, Yl, X2, Y2, P~) ;
SetFillStyle (1, 36) ;
Bar (X1+ 5, Yl, X2, Y1+ 5) ;
Bar (X2- 5, Y1+ 5, X2, Y2- 5) ;
SetColor (Byte (CurPal [9] ) ) ;
SetFillStyle (1, Byte (CurPal [7] ) ) ;
Bar (XI, Y1+ 5, X2- 5, Y2) ;
Rectangle (XI, Y1+ 5, X2- 5, Y2) ;
SetLimits (X1+ 1, Y1+ 6, X2- 6, Y2- 1) ;
Run ;
HideMouse ;
SetLimits (0, 0, 639, 479 ) ;
Putlmage (XI, Yl, P", NormalPut) ;
FreeMem (P, Size) ;

End ;

Procedure ScrollX_Y (Start, Stop, Lim: TPoint) ;
Var Cols: Word ;
Begin

Repeat
Cols:= Stop.Y- Star.Y ;
If Cols > 160 Then Cols:= 160 ;
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Getlmage (Start.X, Stop.Y- Cols, Stop.X,
Stop.Y, ScrollBuff") ;

Putlmage (Start.X-, Lim.X, Stop.Y- Cols+
Lim.Y, ScrollBuff~ , 0) ;

Dec (Stop.Y, Cols+1 ) ;
Until Stop.Y <= Start.Y ;

End ;

Procedure ScrollYUp (Start, Stop: TPoint ; Height ;
Integer ) ,-
Var Cols: Word ;
Begin

If Stop.Y- Start.Y> 160 Then Cols:= (Stop.Y-
Start.Y) Mod 160

Else Cols:= Stop.Y- Start.Y ;
Repeat

Getlmage(Start.X,Start.Y,Stop.X, Start.Y+ Cols,
ScrollBuf~);

Putlmage(Start.X, Start.Y- Height, ScrollBuff~, 0)
/

Inc (Start.Y, Cols) ;
ColS:= 160 ;
Until Start.Y>= Stop.Y ;

End ;
Var ShowVal: String ;
{$F+}
Procedure Draw ;
Begin

SetColor (Byte (CurPal [8] ) ) ;
OutTextXY (10, 10, ShowVal) ;
ShowMouse ;
WaitEvent (evKeyboard+ evMouseDown) ;

End ;
{$F-}

Procedure ShowValue (Val: Extended) ;
Begin

ShowVal:= ' Value: '+ No2Str (Val, 50, 10);
@R:= @Draw ;
With MouseWhere Do Window (X, Y, X+ Textwidth 

(ShowVal)+ 26, Y+ 30, R) ;
End;
Procedure ScrollW (No: Byte ; XI, Yl, X2, Y2 : Word ;
Draw: DrawProc ; R: Boolean) ;
Var Aux: Byte ;

Redraw: Boolean ;
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SaveWhere: TPoint ;
Begin

SetLimits (XI, Yl, X2, Y2) ;
Redraw: = R ;
With Windows [No] Do 
Repeat

If Redraw Then 
Begin

HideMouse ;
SD.X := Delta X-SD.X ;
SD.Y := Delta.Y- SD.Y ;
Draw (Delta) ,- 
SD:= Delta ;
ShowMouse ;

End ,*
Redraw:= False ;
WaiEvent (evKeyboard+ evMouse) ;
With Event Do 
Begin
If What= evKeyboard Then 
Case Keycode Of
kbEsc : Begin CurWind:= 1 ; Breack ; End ;
kbShiftTab : Begin Dec (CurWind) ; Breack ; End

/
kbTab : Begin

Inc (CurWind) ;
If CurWind > 2 Then CurWind:= 1 ;
Breack ;

End ;
kbDown : If Delta.Y < Limit.Y- Grow.X Then

Begin Inc(Delta.Y, Grow X);
Redraw:=True;End;

kbUp : If Delta.Y > Grow.X Then
Begin Dec(Delta.Y,Grow X) ;Redraw:=True;

End;
kbRight : If Delta.X< Limit.X- Graw.X Then

Begin Inc(Delta.X,Grow X); Redraw:=True;
End;

kbLeft : If Delta.X> Grow.X Then
Begin Dec(Delta.X,Grow X);Redraw:=True;

End;
End ;
If (No= 2) And Not Redraw Then 
If What= evKeyboard Then 
Case Keycode Of
kbCtrlRight: If Delta.X< Limit.X- Grow.Y Then
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Begin Inc (Delta.X, Grow Y) ; Redraw:= True;
End;

kbCtrlLeft : If Delta.X> Grow.Y Then
Begin Dec (Delta.X, Grow Y) ; Redraw:= True;

End;
kbPgUp : If Delta.Y> Grow.Y Then

Begin Dec(Delta.Y, Grow Y) ; Redraw:= True;
End;

kbPgOn : If Delta.Y< Limit.Y- Grow.Y Then
Begin Inc (Delta.Y, Grow Y) ; Redraw:= True;

End;
kbGrayPlus: Begin

If Zoom< 1E4 Then 
Begin

Zoom:= Zoom+ Add ;
If Zoom Div Add= 10 Then Add:= Add* 10 ; 
Redraw:= True ;

End ;
End ;

kbGrayMinus : Begin
If Zoom > 1 Then 
Begin

If Zoom- Add= 0 Then Add: = Add Div
10 ;

Zoom:= Zoom- Add ;
Redraw:= True ;

End ;
End ;

End

Else If What= evMouseDcwn Then
With MouseWhere Do
Begin

HideMouse ;
Aux:= GetPixe (X, Y; ;
If Aux= Byte (CurPal [4] ) Then
Begin

SaveWhere:= MouseWhere ;
SetLimits (0, 0, 639, 479 ) ;
ShowValue (Delta.X+ X- 2759) / Zoom ;
Set Limits (XI, Yl, X2, Y2) ;
GoMouseXY (SaveWhere.X+ 5,SaveWhere.Y+ 15);

End ;
ShowMouse ;

End ;
End ;
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Until False ;
HideMouse ;
SetLimits (0, 0, 639, 479) ;

End ;

Function InputStr (Txt, Star: String.X; X, Y, Stop:
Word): String ;
Var S : String ;

Len: Char ;
Aux: Word ;

Begin
S := Start ;
SetFillStyle (1, Byte (CurPal [7] ) ) ;
OutTextXY (x, Y ( Txt) ;
Aux:= X ;
Inc (X, TextWidth (Txt) ) ;
OutTextXY (X, Y, S) ;
Repeat

WaitEvent (evKeyboard) ;
Len:= S [0] ;
CaseEvent.Keycode Of 

kbBack: I f S  [0] < > #0 Then Dec (S [0] ) ;
kbEsc: Begin

Bar (X, Y, X+ Byte (S [0] * 10, Y+ 15) ;
S [0]:= #0 ; Breack ;

End ; 
kbEnter: Breack ;

Else If (Event.Charcode < > #0) And (Byte (S [0] < Stop)
Then

S: S + Event.Charcode ;
End ;
If S [0] < > Len Ten 
Begin

Bar (X, Y, X+ Byte (Len) * 10, Y+ 15) ;
OutTextXY (X, Y, S) ;

End ;
Until False ;
Bar (Aux, Y, X+ Byte (S [0] ) * 10, Y+ 15) ;
InputStr:= S ;

End;

Procedure ScreenOn ; Assembler ,- 
Asm

MOV AH, 12H { 12 = vgahi 640 x 480 }
MOV AL, 0 { 0 = on, 1 = off }
MOV BL, 3 6H
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INT 10H
End ;

Procedure ScreenOff ; Assembler ;
Asm

MOV AH, 12h { 12 = vgahi 640 x 480 }
MOV AL, 1 { 0 = on, 1 = off }
MOV BL, 36H 
INT 10H

End ;

Procedure LoadPalette ;
Var F: File ;

NO: Byte ;
Pall256: Array [0..255] Of RGBColor ;
Begin

Assign (F, 1 fg.pal ' {paramstr (0) } ) ;
Reset (F, 1) ;
Seek (F, FileSize (F) - 768) ;
BlockRead (F, Pal256, 768) ;
For No:= 0 To 255 Do 
With Pal256 [No] Do 
Begin

R : = R Shr
G:= G Shr
B : = B Shr

End ; 

Asm
LEA DX, Pal256
MOV SI, SS
MOV ES, SI
MOV AX, 1012H
XOR BX, BX
MOV CX, 100H
INT 10H

End ;
Close (F) /

End ;

Procedure Main ; 
Const Xl= 470 ;

Yl= 10 ; 
X2= 630 ; 
Y2= 135 ;
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{$F}
Procedure Menu ;
Const NoL= 2 ;

Lines: Array [I..N0L] Of String [30]=
( 1 Introducere date ', ' Ieşire program ' ) ;

Var SavePos: Byte ;

Procedure DesenLinie (Vizibil: Boolean ; P: Byte ) ;
Begin

HideMouse ;
If Vizibil Then

Begin SetFillStyle (1(Byte(CurPal [10]) )
SetColor (Byte (CurPal [11] ) ) ; End
Else

Begin SetFillStyle (1( Byte (CurPal [1] ) ;
SetColor (Byte (CurPal [12] ) ) ; End ;
Bar (5, (P- 1) * 15+ 10, Lines [P] ) ;

ShowMouse ;
End ;

Begin
With Windows [1] Do 
Begin

For SavePos:= 1 To NoL Do
If SavePos= Option Then DesenLinie (True,

SavePos)
Else DesenLinie (False,

SavePos) ;
SavePos:= Option ;
Repeat

WaitEvent (evKeyboard+ evMouseDown) ;
If Event.What= evMouseDown Then 
Begin

Repeat
With MouseWhere Do 
Begin

Option:= (Integer (Y)- 4) Div 15+ 1 ;
If Option= 0 Then Option:= 1

Else If Option > NoL Then Option:= NoL
/

If SavePos < > Option Then 
Begin

DesenLinie (False, SavePos) ;
DesenLinie (True, Option) ;
SavePos:= Option ;

End ;
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End ;
WaitEvent (evMouse) ;

Until Event.What= evMouseUp ;
Event.Keycode:= kbEnter ;

End ;
If Event.What= evKeyboard Then 
Begin

SavePos:= Option ;
Case Event.Keyboard Of
kbEsc : Begin Option:= NoL ; Exit ; End ; 
kbShiftTab ,
kbTab : Begin CurWind:= 2 ; Exit ; End ;
kbUp : If Option > 1 Then Dec (Option)

Else Option:= NoL ; 
kbDown : If Option < NoL Then Inc (Option)

Else Option:= 1 ; 
kbEnd : Option:= NoL ;
kbHome : Option:= 1 ;
End ;
If SavePos < > Option Then 
Begin

DesenLinie (False, SavePos) ;
DesenLinie (True, Option) ;

End ;
End ;
Until Event.Keycode= kbEnter ;

End ;
End ;
{?F-1

Var SaveBG: Char ;
Begin

SaveBG:= CurPal [7] ;
CurPal [7]:= CurPal [1] ;
@R:= @Menu ;
Window (XI, Yl, X2, Y2, R) ;
CurPal [7]:= SaveBG ;

End ;
End.
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Conţinutul programului

uses crt;
var m, k, R, w, fi, delta, FO,

a, b, p, kl, lambda, beta, tau, itam, csi, def: 
extended;

m_, n_, ita_, itaprim_, tau_: array [0..6] of
extended;

i: byte;

procedure calc_itam;
var inf, sup, val: extended;

function value (x: extended): extended; 
begin

value: =4* x* x* sqrt (x) + 5* x* 10* lambda* x- 5*
beta* beta; 
end;

begin
inf:= 0; 
sup:= 1; 
repeat

val:= value (sup); 
if val < 0 then 
begin

inf:= sup; 
sup:= sup* 10;

end;
until val >= 0; 
repeat

val:= value (inf + sup) / 2) ; 
if val < 0 then inf:= (inf+sup) / 2

else sup:= (inf+sup) / 2; 
until (val= 0) or (sup-inf<=lE-5); 
itam:= (inf+sup) / 2;

end;

Function Arccos (X: Extended): Extended;
Begin

If X= 1 Then Arccos:= 0 
Else If X= -1 The Arccos:= 3.141592654 
Else Arccos:= 0.785398164- Arctan (X/ Sqrt (Abs (

(1- X*X) ) ) ) ;
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End;

begin
repeat

clrscr;
writeln ( ' Respectati unitatile de masura

indicate in paranteza! ')
{ m:= 0.53;

k:= 5;
R := 1.5;
W := 100;
delta:= 0.3;
FO:= 31.8; 
fi:= pi / 6;
itaprim_[0]:= 13.86*1E10;

:= 3.3728;
' m (kg fs~2 / m) = ' ); readln (m);
' k (kgf/cm) = ' ); readln (k);
' R (cm = '); readln (R);
' omega (rad/s) = 1 ); readln (w);
1 delta (cm) = 1 ); readln (delta);
' FO (kgf) = ' ); readln (FO);
1 fi (pi/?) = ' ) readln (i);

i / i;
' ita prim 0 = ' ); readln (itaprim_ [0]);
' tau 0 = ' ); readln (tau_[0];} 

kl: = 2/ (3* 0.9324)* 1.9* 1E6* sqrt (R/ 2); 
a := sqrt (kl/ k)* delta; 
b := FO* sqrt (kl) / (k* k* k) ; 
p := w* sqrt (m/ k);

{ a :=1.611E10;
b :=34.2E10; 
p:= 3.26;}
lambda:= a+ b* sin(fi); 
tau:= b/ (1- p* p);
beta:= -a+ p* cos(fi)* (tau- a) - tau* p* sin(2* 

fi) / 2;
calc_itam;

{ itam:= 9.074* 1E8;}
m _ [0]:= 1;
ita_[0]:= 0.08* itam; 
n _ [0]:= 0;

m_ [1 ] := 1+ 0.792* sqrt (itam); 
ita_[1]:= 0.494* itam; 
n [1]:= -0.06336* itam* sqrt (itam);

tau_[0 
write 
write 
write 
write 
write 
write 
write 
fi: =

{ write 
write
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m_[2] := 1+ 1.292* sqrt (itam);
ita_[2]:= 0.908* itam;
n_ [ 2] : = -0.31* itam* sqrt (itam);

m _ [3]:= 1+ 1.792* sqrt (itam);
ita_[3]:= 1.322* itam;
n_[3]:= -0.55664* itam* sqrt (itam);
m _ [4]:= 1+ 2.292* sqrt (itam);
ita_[4]:= 1.736* itam;
n_ [ 4] := -0.80328* itam* sqrt (itam);

m_[5]:= 1+ 2.292* sqrt (itam);
ita_[5]:= 2.15* itam;
n_[5] := -1.04992* itam* sqrt (itam);
ita_[3]:= 0.162* itam;
for i := 0 to 1 do
begin

itaprim_[i+ 1]:= sqrt (abs (sqr (itaprim_[i] )

2* m_ [i]* (ita_[i+l]- ita_[i] )*
( (ita_[i+l]- ita_[i]) / 2+

(a+ n_[i] / m_[i] - 
b/ (m_[i] - p*p) ) ) ) ;

end;
itaprim_[3]:= 0; 
for i := 0 to 3 do

writeln ( ' ita prim ' , i, ' : ' , itaprim_[i]:
20: 5) ;
for i := 0 to 2 do

writeln ( ' ita prim 1 , i+ 4, 1 : ' , -
itaprim_[i] : 20: 5) ; 
for i := 0 to 5 do 
begin

csi:= arctan (sqrt (m_[i] )* (ita_[i]+ (a+ n_[i] /
m_[i]+ b / (m_[i] - p*p) * sin (p* tau_[i] ) ) /

(itaprim_[i] + b*p*cos (p*tau_[i] / (m_[i] -
p*p ) ) ) ;

tau_[i+ 1]:= (arccos (itaprim_[i+ 1] / ita_[i]*
cos(csi) ) + csi) / sqrt (m_[i] ) + tau_[i] ;

end;
for i := 0 to 6 do

writeln ( ' tau ' ; i, ' : ' , tau_[i]: 20:
5) ;
def:= itam* sqr(k / kl);
writeln ( ' Deformatia maxima: ' ( def: 20: 5, ' cm.');
writeln ('Forţa maxima Pmax: kl* def* sqrt(def): 20:
5,' kgf.';
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writeln ( ' Terminare program ? D / N' );
until upcase (readkey)= 1 D ' ;

end.
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Fig.4
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Fig.S

BUPT



AXi: . \ 'A  3

F ig - 9

O 0.5 1 1.5 2 2.S 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
•_________  i_______________i t i i______________ |_______________i______________ i i_______________ |_______________i_______________ i

â
Gana= 0.2 

w~—  1 

R= O. 2

jys
1111Sili111Ir1fi1 1

BUPT



A S E X A  3
VI

r i g . i i

Fig. 12

BUPT



A N E X A  3
VII

F i g . 1 3

!

i

l

Gana= O.2 

r= 2 

R= O . 4

i

i ^

A

H ,

111(lll
!■ Ijr
1

VN T

Fig. 14

BUPT



A N E X A  3
VIII

F ig .1 5

O 0.5 J. 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6-

Fig.16

BUPT



IX
A N E X A  3

F i g . 1 7

Fig.18

BUPT



A X  V. A' A 3
X

F ig - 1 9

1 1 i i i i i 
Gana= 0.3 
r~= X 
R= O . 4

JH
1111lls l
« 1 $̂§§§§â
lipii

Fig.20

BUPT



BUPT



A N E X A  3

F ig .2 3

Fig.24

BUPT



A S E X A  3
XIII

F ig .2 5

Fig.26

BUPT



A N E X A  3
XIV

F i g . 2 7

Fig.28

BUPT



BUPT



A . V A X  A 3
XVI

2 .

1 1 JLX

f
G a t
r~=
R=

ta= O  
2

O  . 2

H?i
i

\ [VVNs K V s  s K \ \  s N X N  
t K \ N  s K \ \  s N \ \

M iy L LJ 1 IW — ji ,L _
: iii

lll&O
v x v W

r*r~i r 1

K  ■f
n i!

;

-A

-2 _

F ig .3 1

Fig.32

BUPT



A M - : \ 'A  3
XVII

F ig .3 3

Fig.34

BUPT



BUPT



BUPT



ANK . XA  4

F u r*c\ 
pt*
•>al

iritvr v̂ lul --4.9iC — 9C-  ̂ 1
. j n t * ^ r * l * i  ' '♦prox 'M  î . 7 2 7 8 1 3  4

Integr.3

Fu-icti*: < i '£î*cx̂3+̂*şirKK>-îO(‘ 
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