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CUVANT INAINTE

Tehnologiile modeme avdnd la bazad procedeul incilzirii prin inductie si
echipamentele specifice, s-au dezvoltat rapid in ultima perioada, datoritd avantajului pe
care acestea le oferd fata de alte tehnologii. In contextul actual al dezvoltirii tehnologice,
caracterizat de explozia informaticii, a microelectronicii §i a electronicii de putere,
instalatiile de incalzire prin inductie devin instalatii moderne. in cadrul acestora, o mare
raspandire o are cuptorul electric de inductie cu creuzet.

Functionarea cuptorului electric de inductie cu creuzet se bazeaza pe fenomenul
de inductie electromagneticd, inductorul reprezentdndu-1 bobina cuptorului, iar indusul
sarja.

Curentii turbionari indusi in sarja o incdlzesc prin efect electrocaloric, §i din acest
motiv, sarja isi schimba parametrii electrici §i magnetici.

Datorita faptului cd pe tot parcursul procesului de incélzire se modifica parametrii
electrici a1 cuptorului de inductie, se poate afirma ca pe tot acest parcurs, in circuitul
electric al acestuia avem de a face cu un regim tranzitoriu. Studiul acestui regim
tranzitoriu se face in stransd legdtura cu studiul cimpului electromagnetic cuplat cu cel
termic ce apare in cuptor in cadrul procesului de difuzie.

In literatura de specialitate din tara si din strainitate, la care autorul a avut acces,
fenomenul de difuzie a campului electromagnetic cuplat cu cel termic, este studiat la
modul general. in cazul cuptorului de inductie, in literatura de specialitate este tratat
strict fenomenul de péatrundere a cimpului electromagnetic in sarja.

Prezenta lucrare igi propune si fie o contributie la modelarea proceselor
electromagnetice si termice, cuplate, ce au loc in cuptorul electric de inductie cu creuzet.

Un prim obiectiv al lucrarii il reprezinta stabilirea unui model matematic complet,
corespunzitor fenomenelor ce au loc in cuptorul de inductie.

Pentru rezolvarea modelelor matematice stabilite s-a avut in vedere utilizarea
metodei elementelor finite. In acest scop, in prealabil, se prezintd fundamentarea
matematici a metodei. in continuare, pentru fiecare model matematic, s-a dedus modelul
numeric elemental corespunzitor.

S-a urmarit ca relatiile respective sa fie cit mai simple i si poata fi implementate
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pe calculator, cu orice limbaj de programare.

Aplicarea metodei elementelor finite s-a facut pentru un cuptor de inductie
existent, fapt ce a permis verificarea experimentala a unora dintre rezultatele obtinute.

Utilizarea metodei elementelor finite presupune cunoagterea in prealabil a mai
multor constante de matenal. Unele dintre acestea au fost obtinute din literatura de
specialitate, iar altele s-au determinat experimental. Avand in vedere ca proprietatile de
material, necesare pentru a studia un proces sunt influentate de altul, se impune
simularea simultand a tuturor proceselor, ce se realizeazd cu ajutorul unei analize
cuplate. Implementarea pe un calculator electronic a unei astfel de analize este de
asemenea o problema rezolvati in lucrare.

In esentd, lucrarea isi propume si prezinte cum, in umma unor analize
electromagnetice si termice, se pot obtine o serie de rezultate de maxima importanti in
activitatea de cercetare §i proiectare a cuptoarelor de inductie, cum ar fi: spectrul liniilor
de camp magnetic din sarja, distributia densitdtiit de curent in sarja la orice moment,
variafia in timp a puterii calorice specifice, dezvoltata in diferite puncte din interiorul
sarjei, distributia si valorile fortelor de natura electromagnetica ce actioneaza in cuptor,
campul de temperaturi din sarji si gradientul acestuia.

Trebuie amintit ca in lucrare cuptorul electric de inductie a fost analizat §i din
punct de vedere -al unui circuit electric cuplat la retea. In acest sens, in prima parte a
lucrarii s-a studiat regimul tranzitoriu ce are loc la conectarea acestuia la o sursd de
tensiyne.

in incheiere, deresc si aduc multumiri, §i si-mi exprim profunda recunostinti
pentru sprijinul deosebit pe care I-am avut din partea conducétorului stiintific, domnul
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obtinerii titlului stiintific de doctor.

Multumesc colectivului catedrei de Tehnologia materialelor a Facultitii de
mecanicd din Timigoara, pentru sugestiile oferite in vederea elaborarii referatelor, si
pentru rabdarea de a-mi asculta expunerile.

Aduc mulfumiri conducerii Universitatii >’Eftimie Murgu’’ din Regita, domnului
rector, prof.dr.ing. 1. Vela, si domnului decan, prof.dr.ing. O. Crivacucea pentru sprijinul
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CAPITOLUL I
REGIMUL TRANZITORIU iN CIRCUITUL ELECTRIC AL
CUPTORULUI DE INDUCTIE

1.1. Definitii fundamentale si observatii referitoare la studiul

regimurilor electrice tranzitorii

Regimul permanent al unui circuit electric corespunde stirii in care se stabilesc
marimile din circuit (curenti, tensiuni), dupa un timp lung, teoretic infinit, scurs de la
producerea unei modificin in circuit, (conectarea sau deconectarea unei surse, introducerea
sau scoaterea unui element din circuit, etc.).

Regimul permanent al circuitelor de curent continuu se caracterizeaza prin valori
constante ale curentilor §i tensiunilor. Pentru circuitele de curent altermativ, regimul
permanent se caracterizeaza prin valori constante ale amplitudinilor tensiunilor si curentilor,
respectiv a defazajelor.

Schimbarea situatiei elementelor constitutive ale circuitului (impedanta, tensiunile
aplicate, etc.) provoaca o perturbatie in functionarea circuitului, care constd in adaptarea
acestuia la noua situatie. Aceasta adaptare nu se poate face brusc si circuitul va oscila in
Jurul noii situatii, pani la stabilirea definitiva a noului regim permanent de functionare.

Regimul care apare in circuitul electric la trecerea de la o stare permanenta la alta,
ca urmare a variatiei parametrilor circuitului, sau a marimii tensiunii aplicate poartd numele
de regim tranzitoriu.

Existd doud metode principale de rezolvare a problemelor referitoare la regimurile
tranzitorii din retelele electrice liniare:

1) Metoda analizei spectrale a proceselor electrice (metoda integralei Fourier)

2) Metoda rezolvirii ecuatiilor diferentiale, care redau fenomenele electrice din

reteaua respectiva

Prima metoda este principial mai simpla si destul de practica, daca sunt cunoscute
caracteristicile frecventa — fazi ale retelei studiate, de care trebuie legat rezultatul obtinut.

Deficienta principald a acestei metode constd in faptul ca, desi metoda de

determinare a solutiei principale a problemei este relativ simpla, forma solutiei obtinute intr-
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o serie de cazuri este putin practicd, intrucat se prezintid sub forma unei sume infinite de
componente spectrale.

Integrarea pe cale analitica in acest caz este foarte greoaie sau, in general, nu duce
la functii cunoscute.

De aceea, aceastd metoda estre practicd in cazurile in care dificultitile mentionate
sunt inldturate, sau atunci cdnd o solutie sub forma infinitd poate prezenta interes.

Metoda analizei spectrale poate fi utila pentru a se rezolva problema partiala de
determinare a functiei tranzitorii.

Trebuie mentionatd posibilitatea integrarii grafo — analitice §i posibilitatea
aproximarii caracteristicilor faza-frecventa, intr-o forma care usureaza posibilitatea de
integrare, ceea ce, evident, duce fie la rezultate aproximative, fie la un caz idealizat, sau se
deosebeste mai mult sau mai putin de proprietitile reale ale circuitului studiat.

Greutitile de rezolvare a problemei sub forma explicita, pe care le putem intélni la
utilizarea celei de-a doua metode, mai ales cand se obtin ecuatii diferentiale de ordin
superior, sunt aceleagi ca si greutitile care apar la rezolvarea acelorasi probleme prin
metoda spectrala. Acest fapt rezulti din legaturile matematice stranse care existd intre aceste
doud metode.

Avantajul specific metodei integralei Fourier, fatd de metoda ecuatiilor diferentiale,
constd in faptul cd la utilizarea integralei Fourier, functiile tranzitorii se determini prin
parametrii secundari ai retelelor electrice (caracteristica frecventd-fazd) a circuitului
considerat cvadripol.

Cand nu dispunem de expresia analitica a caracteristicii frecventi-faza a circuitului
concret considerat, necesitatea de a gasi o astfel de expresie duce la aceleasi dificultati ca si
cele din cazul stabilirii imaginii functiei tranzitorii, sau in cazul rezolvarii ecuatiilor
diferentiale. Orice simplificare sau aproximatie poate da fatd de aceeasi abatere fati de
solutia reald ca gi aproximatiile admise la rezolvarea problemei prin oricare dintre celelalte
metode.

Metoda rezolvarii ecuatiilor diferentiale in forma ei rationald, adaptata la analiza
fenomenelor tranzitorii, adici sub formd de metodd operationald, prezinti o serie de

particularititi si avantaje importante. in primul rind, calitatea ei principala consta in faptul
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ca pleaca de la parametrii primari ai circuitului, adica de la structura lui reala, ceea ce, in
special, da posibilitatea de a evalua direct influenta unui element oarecare asupra regimului
tranzitoriu.

Avand elementele unui circuit concret, se poate obtine cu usurintd expresia
caracteristicii sale frecventa-faza si se poate face legatura cu expresiile care redau tensiunile
sau curentii tranzitorii, in timp ce prin utilizarea integralei Fourier, problema inversa de a
gasi structura circuitului §i elementele lui, este departe de a fi rezolvata totdeauna simplu si
univoc.

Partea practicad a metodei operationale consta in posibilitatea evaluarii, de cele mai
multe ori, a dificultatilor de integrare, frecvente la utilizarea metodei spectrale, pentru ca
metoda operationald furnizeazd mai multe cai de rezolvare si, afarda de aceasta, un mare
numar de solutii gata efectuate, care pot fi utilizate cu succes. Pe aceasta baza au aparut
programe generale de calcul a manmilor tranzitorii la circuitele electrice, calculatorul
permitind studiul prin simulare a regimului tranzitoriu la cele mai complicate circuite

electrice.

1.2. Regimul tranzitoriu la conectarea cuptorului de inductie cu

creuzet la o sursa de tensiune

e S
D C L
1 t> 2

Fig.1.1

Schema electrica echivalenti a cuptorului de inductie cu creuzet este prezentatd in

fig.1.1.

U

in aceasta schema cu indicele 1 s-au indicat parametrii inductorului, iar cu indicele 2
cei a1 indusului. Cu M a fost notata inductivitatea mutuala dintre inductor i indus.
Convenim ca toti parametrii $1 marimile circuitului al doilea sunt raportate la primul

circuit. Circuitele au constantele de timp:
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r=2
2 (1.1)
T, =2
r
Coeficientii de dispersie sunt:
Li-M
g] = I3
‘ (1.2)
L,-M
O =
L
Coeficientul de cuplaj magnetic intre inductor si indus este:
k=-2M (13)
Ly-Ip

Coeficientul de dispersie al celor doua circuite (inductor si indus) va fi dat de relatia:

2
2
oc=1-K"=1- =0]+0)—0]-0) (1.4)
LI
Pentru ¢, s1 6, mici se poate considera:
o=0]+0) (1.5)

Ecuatiile diferentiale ale celor doua circuite sunt:

. dij diy

u(t)=ip-n+L-—+M-—%

) =i-n+1L o o
(1.6)

, diy diy

O=ir-rn+L, —=+M -—

2°7 2 dt dt

Considerand conditiile initiale nule, sub forma operationala ecuatiile (1.6) devin:
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u(p)=n-Li(p)+p-Li-Li(p)+ p-M-I,(p)
(1.7)
O=r-I)(p)+p-Ly-Ir(p)+ p-M-L1(p)

Rezolvarea sistemului (1.7) se obtine usor prin substitutie, rezultand:

-M
IL(p)=-——""—7 A -11(p)
Izﬁ-p'Lz

u(p)
Zy(p)

Li(p) =

unde:

_pM?

n+p-L

lﬂ-p-a”Th'L
1+-p'7§

Zip)=n+p-(L1-

Zi(p)=n+p- (1.8)

o T Typ*+(T1+Ty) p+1
1+-p-7§

Z\(p) =

Z,(p) este impedanta operationala a primului circuit cu considerarea celui de al doilea
circuit scurtcircuitat cuplat cu primul.

Din relatia (1.8) rezultd cid influenta celui de al doilea circuit se manifestd prin
scaderea valorii L, fiind cu atit mai puternica cu cat dispersia este mai mica i constanta de
timp T, mai mare.

Din ecuatia caracteristica Z,(p) gisim radicinile:

-(Q +T2)i\ﬁ+Tz)2-‘4'0'Tl'Tz
pi2 = 5
200D (1.9)

Ti+7§ (liq)

L Y

unde s-a notat:
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(i +T2)?

(1.10)

Deoarece totdeauna (Tj + T5)? > 4-o - Ty - Ty, rezulti ca ambele radicini sunt reale. Prin

urmare, curentul liber in fiecare circuit are doud componente, din care una se amortizeaza

dupa o curba exponentiald cu constanta de timp:

1 2 o7 l+gq

I'=——= (L + T
o 1-q T+ 5 (i 2)
st cea de-a doua exponentiala cu constanta de timp:
ro_ 2 .cr-Tl-Tzzl—q-(T”_Tz)

Py l+q Ti+Th 2

intre aceste constante existand raportul:

(1.11)

(1.12)

(1.13)

.. . . .. Uu . ] .
La conectarea circuitului la o tensiune continuda U =U(p) = —, 1maginea curentului
p

primului circuit este:

Pentru a trece la functia original 1,(t) folosim cea de-a doua formula a dezvoltirii lui

Heaviside si rezulta:
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X % U.ePkt
dp

(1) =

lp=pi

unde primul termen reprezinti curentul permanent 1; din primul circuit.

Dupa inlocuin rezulta:

t t
. -T7" “ U-AT,-T" -

(1.14)
n-(r'-1'") n-(r'-1")

unde:

1,’ este curentul liber care se amortizeaza incet
1"’ este curentul liber care se amortizeaza rapid.

Raportul dintre valorile initiale ale curentilor liberi 1,(0) s1 1,”'(0) este determinat de
constantele de timp:

il"(O) _ Tz _Tll

1.15

i'0) Th-T" (113
In mod analog rezulta expresia curentului in cel de-al doilea circuit:
LA

z'z(t)=i2'+i2":—M'U-TI'T2 el -eTh (1.16)

L-L, T'-T"

In fig.1.2 sunt date curbele de variatie a curentilor si a diferitelor lor componente in
timpul procesului tranzitoriu examinat. La aceste curbe timpul de pe axa absciselor este

exprimat in fractiuni din T;.
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Curentul 1,(t) tinde spre valoarea sa permanents, iar curentul iy(t) creste mai intdi pana

la valoarea sa maxima3, iar apoi se amortizeaza tinzind spre zero.

Rezulta:

Corespunzator:

tm

Fig. 1.2

Momentul aparitiei maximului se gaseste din ecuatia:

T!_T”

TI_TII

Tl
n_
T”

(1.17)
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tm m

MU LL 1, T (1.18)

L-L, T'-T"

iZm =

Se pot face o serie de observatii pe baza relatiilor obtinute:

a) in stadiul initial al procesului tranzitoriu variatia curentilor in circuite este
conditionati in principal de curentii liberi, care se amortizeaza rapid, iar in stadiul urmitor
practic numai de curentii liberi care se amortizeaza incet;

b) curentu liberi care se amortizeaza incet sunt determinati practic numai de variatia
fluxului magnetic total sau a fluxului de inductie mutuala intre circuite, iar curentii care se
amortizeaza rapid numai de variatia fluxului de dispersie a circuitelor;

c) cuplajul magnetic al primului circuit cu circuitul al doilea accelereaza la inceput
procesul tranzitoriu, iar apoi dimpotriva il incetineste.

Pentru un coeficient de dispersie constant ¢, aceastd influentd se manifesta cu atit mai
intens cu cat este mai mare constanta de timp a circuitului al doilea T,. Acest aspect este
redat in fig.3 in care sunt redate curbele de variatie 1;(t) si i(t) pentru mai multe valori ale
lui T,. Situatia limitd T,=0 corespunde cazului cand circuitul al doilea este deschis, iar T,=cc

corespunde situatiei cand acesta este supraconductor.

Fig.1.3
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10

Pentru un cuplaj magnetic putemic intre circuite, corespunzitor unei dispersii reduse a
fluxurilor magnetice relatiille matematice ale procesului tranzitoriu examinat pot fi mult
simplificate daci se introduc unele ipoteze suplimentare.

Daca o are o valoare mica, q=1 §1

O'Tsz
Tiﬁ-]} (1.19)
T'=T{+T,

t

I

In acest caz expresiile celor doi curenti devin:

p=Ng- b1 _BH 71y (1.20)
n n+T> h+1
L .
iz:_g_.ﬂ._L.(e ' e T (1.21)
n L h+1

Studiul procesului tranzitoriu in cazul conectirii la o tensiune sinusoidala, cazul real
intilnit In practica ,se face similar cu cel prezentat. Expresiile constantelor de timp ale
curentilor liberi sunt valabile si in acest caz deoarece dispersia este micd in comparatie cu
fluxul de inductie mutuala si folosirea expresiilor (18) pentru evaluarea marimilor 7' gi 7"
nu introduc practic nici un fel de erori.

La conectarea cuptorului la o tensiune sinusoidald u=Upsin=(ot+a)=In[Une™*" ],

rezulta :
 Jet+a) n jo
=1, U”’Z(e ) + U'"edZ e
] = .
“p, - jo) —2
| dp P=Pi _

Obtinem dupa unele transformari expresia curentului :
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W(t) = i+ +Hy
U,-@“Ni+jaf) Ue®r-T) E Ue(n-T) E
i+ jed 1+ jof) 1+ \T-T')  Hli+jed’ T -T)

(1.22)
Raportul dintre valorile initiale ale curentilor liberi va fi :

ife)=1

m

i'(0) _ (-7 Ji+ jor’)
'0) (G-1"\1+jor")

(1.23)

Primul termen din relatia (1.22) reprezinta curentul sinusoidal permanent al carui

fazor poate fi scnis :

Up(+jol) U,

o r1(1+ja)T'XI+ja)T")— z

unde : Z=n+ jXg1+ ["2+ jX gz](lX m)| este impedanta complexd corespunzitoare

schemei echivalente a cuptorului de inductie.

Folosind relatia dedusa :

M
12(0)=—72+—§l;11(0)

se poate obtine expresia operationala pentru curentul I(c); dupa trecerea la functia orniginal

s1 unele transformari suplimentare se obtine :

t t
Upe! @) joM _ Upe!™® M- T Upel® M-e T

i2(t)= Iim| =

n rz(l + ja)T'Xl + ja)T") " rz (1 + jmT'XT' - T") n rz(l + ja)T'XT' -7 )
(1.24)

In relatia (1.24) primul termen reprezinti curentul permanent din circuitul indus.
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Observatii :

1) Studiul regimului tranzitoriu la conectarea cuptorului de inductie cu creuzet la
diferite surse de alimentare se face similar celui al conectarii unui transformator in aer cu
secundarul in scurtcircuit.

2) Parametrii electrici ai inductorului si indusului; adica rezistenta echivalenti si
inductivitatea acestora se determina cu relatiile cunoscute :

R= —]iz R, [ Sds
1 -
L= ——2ij§dv
wl 5
in care S este vectorul lui Poynting. Aceasta datoritd faptului ca avem de-a face cu
conductoare masive la care se manifesta efectul pelicular.

Acest aspect este dezvoltat pe larg in lucrarea [105], s1 constituie principalul subiect
al acesteia.

3) Exista aspecte specifice ce insotesc regimul tranzitoriu la alimentarea cuptorului
de inductie de la surse bazate pe elemente electronice (tiristoare), situatii in care tensiunea
de alimentare nu mai este sinusoidala.

4) Pentru imbunititirea factorului de putere, in circuitul de alimentare al cuptorului
de inductie se introduc condensatoare. Inductorul impreunda cu aceste condensatoare se
comportd ca un circuit oscilant. Acest aspect trebuie de asemenea luat in considerare la
studiul regimului tranzitoriu.

5) La atingerea punctului Curie, se schimba brusc permeabilitatea L1, a materialului
din circuitul indus si deci si parametrii electrici ai acestuia. Pentru a mentine curentul 1,
constant in aceasta situatie obignuit se modifica tensiunea de alimentare, rezultind un regim
tranzitoriu.

6) in timpul elaboririi unei sarje in cuptorul de inductie, odatd cu modificarea
temperaturii sarjei se modificd si constantele de material a le metalului din sarja s1 deci 1
parametrii electrici §i magnetici ai acesteia. Din acest motiv putem afirma cd pe tot
parcursul procesului termic din cuptor, curentul electric al acestuia se gaseste intr-un regim

tranzitoriu.
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CAPITOLUL II
PATRUNDEREA CAMPULUI ELECTROMAGNETIC IN
CORPURI METALICE MASIVE

2.1.Consideratii generale

incalzirea in cuptoarele si instalatiile cu inductie electromagnetica se bazeazi pe
patrunderea campului electromagnetic in materialele conductoare aflate intr-un camp
magnetic variabil in timp. Curentii turbionarn determinati de tensiunile electromotoare
induse conduc la incilzirea materialului conductor prin efect Joule.

Tensiunea electromotoare indusa are expresia:

_d@
di

e =

2.1)

unde d® este variatia fluxului magnetic care traverseaza corpul de incilzit in intervalul de
timp dt.
Daca se noteazd cu U, valoarea efectivd a tensiunui electromotoare induse, puterea

transformata in caldura in materialul de incalzit va fi:

2
p-rr =Y

(2.2)

Rezistenta electrica din relatia (2) nu este aceeasi cu cea pe care o prezintd materialul
conductor atunci cand este parcurs de curent continuu. In curent alternativ, rezistenta
electrica R are o valoare superioara rezistentei electrice in curent continuu. Cresterea
rezistentei electrice este determinatd de repartitia neuniforma a densititii curentului electric
in sectiunea conductorului. Coeficientul de crestere depinde de permeabilitatea magnetica,
de rezistivitatea materialului, ca si de frecventa curentului electric din inductor.

Daca obiectul de incalzit este un material cu proprietati feromagnetice, la puterea
disipata in material prin inductie electromagnetica se adauga si efectul termic determinat de
fenomenul de histerez magnetic. Aportul incalzirii prin histerezis este cu atat mai pronuntat
cu cét aria ciclului de histerezis este mai mare. Raportul dintre puterea P, dezvoltatd prin
curenti turbionari i P, dezvoltata prin histerezis magnetic este:

ﬁ—;:a-f-H (2.3)

unde a este o constanta, f este frecventa, iar H este valoarea efectiva a campului a cAmpului

magnetic in care se afla materialul magnetic.
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Puterea disipata prin histerezis este in general mult mai mica decat cea prin curenti
turbionari indusi (< 10% in majoritatea cazurilor). Numai in cazul particular al materialelor
magnetice dure, P, poate ajunge la % din puterea totala disipata in material.

Se poate afirma deci cd principalele probleme de camp electromagneti in medii
conductoare masive se referd la curenti turbionari si la efect pelicular.

Determinarea densititii curentului electric turbionar indus in conductoare masive §i a
puterilor dezvoltate de acestia se face pe baza ecuatiilor lui Maxwell pentru regim
cvasistationar in corpuri imobile:

rotH = J - legea circuitului magnetic;;

= B . . . :
rotk = —%t— - legea inductiei electromagnetice;

divB = 0- legea fluxului magnetic; (2.4)

B = u-H - legea legiturii dintre inductie si intensitatea cAmpului magnetic;

<l

—o.E=LE- legea conductiei electrice.
Yo

In relatia (4), Eeste vectorul camp electric, H - vectorul cimp magnetic, B - vectorul
inductie magnetici, J- vectorul densitate de curent, o-conductivitatea electrici a
materialului, p - rezistivitatea acestuia, p - permeabilitatea.

Determinand expresiile campurilor E si H, din relatiile (4) se poate deduce expresia
energiel electromagnetice absorbite de unitatea de arie a conductorului, in unitatea de timp
(puterea specifica) S - vectorul fluxului de energie (vectorul Poynting):

S=ExH (2.5)

Din prima dintre ecuatiile lui Maxwell, avind in vedere legea conductiei electrice

rezulta:
rotH =0 -E (2.6)
Daca se aplica relatiei (6) operatorul rotor, se obtine:
rotrotH =o - rotE, (2.7)
sau:
graddivH — AH = o -rotE (2.8)
In relatia (8), primul termen este nul avand in vedere legea fluxului magnetic. Daca

se are in vedere si legea inductiei electromagneti, relatia (8) poate fi scrisa sub forma:
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— _ dB
AH =0 -— 29
o~ (2.9)
Solutia ecuatiei diferentiale (9) poate fi determinatd pentru fiecare configuratie

geometrica in parte, avand in vedere conditiile la limita.

2.1.1. Patrunderea cimpului electromagnetic in corpuri plane

Cazul semispatiului infinit conductor (f1g.2.1) este analizat pentru a pune in evidenta
principalele aspecte legate de patrunderea campului electromagnetic intr-un corp conductor,
aflat intr-un camp magnetic variabil in timp. Se considerd cazul simplificat al campului
magnetic variabil in timp. Se considera cazul simplificat al cAmpului magnetic Ho la

suprafata de separatie, orientat dupa axa Oz si avdnd o varnatie sinusoidala in timp.

d
oy
/
. Hixt)
E / !
< 0 4 E(qtN]
0"} X Stit)*
=0 o
}J:}Jo u=.U°Llr
Fig.2.1

Datoritd extindeni infinite a semispatiului conductor si a caracterului omogen si
1zotrop al materialului conductor, toate marimile locale de stare au aceeasi valoare in toate
punctele oricdrui plan x=const. (paralel cu suprafata de separatie a semispatiului conductor).
In acest fel, rezulti ci toate marimile electrice din interiorul semispatiului conductor sunt
functii numai de distanta x si de timpul t: H = H(x,1); E = E(x,1); J =J(x,t).

Pentru configuratia din figura 1, relatia (9), in coordonate carteziene, se scrie sub

forma:

0% H(x,t &% H(x,t
CONP-7(Y)

Z A 2.10
cx Ct ( )
Ecuatia (10), in regim sinusoidal si in complex simplificat, se scrie sub forma:
d*H(x) |
dxz()zj-a)-a-ﬂ(x) (2.11)

iar:
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H(x,t)=ImWZ -H-e'*'} (2.12)
Solutia generald a ecuatiei (11) este:
H=4,-¢"+4,-¢% (2.13)

in relatia (13) s-a utilizat notatia:
. - 1+
g_:,/j-a)-y-a:,/j-,/w-y-or:7_£j—~,/a).,u-a (2.14)

Se pune astfel in evidenta adidncimea de patrundere §, definita prin relatia:

V2 1

S = = (2.15)
_\/a).#.o’ _\/;.f.ﬂ.o‘
Avand in vedere expresia (15) a adancimii de patrundere §, relatia (14) devine:
1+
=—7 2.16
a=— (2.16)
Cu expresia (16), solutia (13) rezultd sub forma:
H=A, "2 1 4, g7 (2.17)

Pentru configuratia analizata, conditiile la limita sunt:
e Pentru x—>o0 campul magnetic are o valoare finit ceea ce impune A;=0;
o Pentrux=0 H=H, ;rezultd 4, =H,
Avaénd in vedere valorile constantelor de integrare A, si A,, solutia (2.17) devine:
H=H,.- e/ L H e .¢* (2.18)
unde @=-x/J este defazajul variabil al fazorului H.
Valoarea instantanee a campului magnetic este:
H(x,H)=H, N2 -sin(wt + ) (2.19)
Densitatea de curent J si intensitatea cAmpului electric E se deduc din prima si respectiv a

doua dintre ecuatiile lui Maxwell. Daca se observa faptul ca singurele componente nenule

ale functiei rot H s1 deci si ale marimilor J si E sunt dinjate dupa axa Oy iar marimea H

este orientatd dupa Oz rezulta:
J=0-E=—-—— (2.20)
sau:

=yl Lo
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E=H, -(1+)) — et 2.21)
- lo )
Pentru determinarea puterii active disipatd in material se determind expresia
vectorului Poynting S (orientat in sensul pozitiv al axei Ox):
§:_E_-H':Hj-§—(l+j)-e‘2"5:P+jQ (2.22)

In relatia (22), P este puterea activa disipata din efect Joule raportatd la unitatea de

suprafata a corpului conductor, iar Q este puterea reactiva corespunzatoare.

Pentru x=0 rezulta:
S, =H: - L(1+/)=P,+ O
=0 0 5 +.j 0 +.]~0

P,
A=cosp = ———= (2.23)
VB +0,

Pentru un conductor plan de grosime finitd, excitat pe una dintre fete cu H,(fig.2),
conditiile la limite sunt:

epentru x=0, H=H
- -0

epentru x=a, H=0 (rezultd daca se aplica legea circuitului magnetic conturului I" din

fig.2.2). 2
|
Y ___HLdl_
A "
N
Aldl .
ol w
Fig.2.2

Avand in vedere conditiile la limite rezulta :
: a-x
nh|(l+J)-

si [( )= }

a
inh| (1+ j)- —=
si [( J) 5}

(2.24)

De asemenea, se obtine:

‘.-A_-_‘ T et e ol e - W TR R BT
U.‘:':'.‘i:-ff:: alua i.."‘n’ﬁ. [’! %9 &

[ -2;.,' 'J("AS;.‘&

Btriiatcea cesiraif
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cosh[(l +j)- a; x}

J=o E=H, —(+)) (2.25)
d sinh {(1 + j)- 3}
o)
Puterea S are expresia:
[ sinh 29 F wsin29E sinh 2SS sin2 92
S=H! —. ) o4 5a a5 (2.26)
o cosh2 —cos24 cosh2— —cos2—
) )
Puterea absorbita la suprafata corpului conductor (x=0) rezulta:
S, :Hg.g.(m JjG), (2.27)

unde expresiile functiilor F (corespunzatoare puterii active) si G (corespunzatoare puterii

reactive) sunt:

_ sinh 2¢ + sin 2¢ : G = sinh 2& —sin 2¢ (2.28)
cosh 2¢ —cos 2¢ cosh2¢ —cos2¢

In relatiile (2.28) s-a utilizat notatia:
e=ald
Functiile F si G sunt reprezentate in fig.2.3

F.G
1.3 Al

1,2

1,14— \
1,0
0.9
0,8
0,7
0,6

05 L
20 11512 3 a/d

--P---.\ﬂ.(
\

Fig.2.3
Pentru €23 , F= G= 1 i deci vectorul Poynting are aceeasi valoare ca §i in cazul
semispatiului conductor. Pentru ca incilzirea placii sa se facd cu o eficientd ridicata este
necesar ca placa sa aiba € < 1,75. Cu cét £ este mai mic, cu atit transferul de putere va fi mai

eficient. Puterea este minima pentru e=1,75.
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In cazul unui conductor plan de grosime finita, excitat pe ambele fete de campul

H, pot aparea doud situatii: excitatia are loc in acelasi sens pe ambele fete sau in sens

contrar .

a) daca excitatia are loc in acelasi sens pe ambele fete (fig.2.4) conditiile la limite

sunt: la x =+a/2, H=H,.

Fig. 2.4

Rezulta expresia cimpului magnetic H sub forma:

., cosh[(1+ ) x/d]
~ =" cosh[(1+ j)-a/26]

Puterea absorbitd pe unitatea de arie:
x , P )
Sy=Ey-H, = Hy-=-(F+jG)

in care:

sinh& —sin¢g sinhg +sing

coshe +cose cosh& + cose

cu e£=a/d

Functiile F s1 G sunt reprezentate in fig.2.5, [91].

VAN
L | AN
) z;

0.8
o,s-F[ /
1/
0,2 l
"Fig2s ° %

(2.29)

(2.30)

Q.

31
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b)Daca excitatia are loc pe cele doud fete in sensuri contrare(fig.2.6), functiile F si
G vor avea expresiile:

_sinhe+sing stinhe—sina (2.32)

F - ’
coshe —cose¢ coshe —cose

0

Fig.2.6
Comparatia relatiilor(2.32) cu relatiile(2.28) aratd ca pentru determinarea functiilor F si G
din relatiile (3.33) pot fi utilizate curbele din fig.2.3 raportate la o placa de grosime a/2.
La incalzirea unei bare de sectiune dreptunghiulara cu laturile a si 1, aflata in camp
magnetic uniform, orientat tangent suprafetei, marimile Fgi G care definesc puterile activa si

reactiva, prezinta variatia indicata in fig.2.7

. /l/a 1"'G ‘ .
¥ P s
1NN 2 l/r.jﬂo
6 ﬂ¥"; /;; :
0.8 A= ! N e e
] 3 3 j
0.8 B
0,64 I
1
0.6
0.4t |
0.4
0,2
0.2
CVAY
0 2468 10 12 % 16 | g
0 v 2 3 4 S 6 7 8
a b
Fig.2.7
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2.1.2. Pitrunderea cimpului electromagnetic in corpuri cilindrice

Pentru cazul unui conductor cilindric de raza r, (fig.2.8) si lungime finita , la
suprafata ciruia este un cimp magnetic Ho orientat dupi axa Oz , cu variatie sinusoidala in
timp, datoritd mediului izotrop si omogen al materialului cilindrului 1 a uniformitati
campului magnetic la suprafata, toate marimile de stare locala ale campului electromagnetic

sunt functii numai de coordonata r gi timpul t:

H=H(r,1); E =E(r,1); J=J(r,1).
d
e O
-’701 ‘0

T

Fig.2.8

Relatia (2.9) scrisi pentru cazul particular analizat, in coordonatele cilindrice, .

conduce la expresia:

— _
OH 10H_, o4 (2.33)
or r cr Ct

In regim armonic, in complex simplificat, relatia (2.33)devine:

| d( dH
rdr(rdrjjw'ua_ (2.34)
1ar:
H(r,t)=Im{2 - He'' | (2.35)

Solutia ecuatiei (34) este o forma speciald a functiilor tip Bessel in care variabila este

marime complexa:

H(r)= 4, -J{%J—TJ}AZ -Ko(g- ﬁj (2.36)

In relatia 2.36 8-este adancimea de patrundere avand forma indicata in 2.15, J,-este

functia Bessel de speta intii si ordin zero iar Ko-functia Bessel de speta a doua si de ordin

ZE€T10:

Jo(,/—jx)z berx + jbeix (2.37)

in care:
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x* x*
berx:1—2242+22426282-
2 6 10
beix =2 -~ ad _ (2.38)

+
2 224%6" 2°4’6%8%.10°
Intensitatea cAmpului electric E rezultd din prima dintre ecuatiile lui Maxwell;

deoarece H este orientat dupa axa Oz, singurele componente nenule ale rotH sunt cele

tangentiale:
E(r,))=E = —9’1;(’—”—) (2.39)
cr
sau, in marimi complexe:
E-_9Z (2.40)

Conductorul cilindric plin prezintd urmatoarele conditii la limitd pentru intensitatea
campului magnetic:
e pentru r=0, intensitatea cAmpului magnetic are o valoare finita si deoarece

Jo(0)=1si K,(0) > o rezultd A,=0
epentrury=r1, H =H, sirezultd 4, =}_10/J0(§-,/—2jj

Aviand in vedere expresiile constantelor de integrare A, si A,, din relatia 2.36 rezulta

expresia de calcul a campului magnetic intr-un punct de raza curenta r:
r -
JO (’g .1/ - 2_])
H=H,.
JO(% -2 jj

Daci se au in vedere expresiile functiilor Bessel, relatia 2.41 devine:

(2.41)

H=H, berx+J‘be1'x
berx, + jbeix,

(2.42)

unde:

(2.43)

Intensitatea campului electric poate fi determinatd pe baza relatiei 2.40 avand in

vedere expresia 2.42 a intensitatii cdimpului magnetic:
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(2.44)

Deoarece:
r . r :
JO(E-,/—zj)zJ,(E-,/— 2]) (2.45)
Unde J, este functia Bessel de ordinul unu 1 speta intai, rezulta:

{;43)

o

inlocuind relatiile 2.41 si 2.46 ale intensitatii campului magneticH si respectiv

|txy

=-H, ‘f‘ (2.46)

intensititii cAimpului electric E in expresia vectorului Poynting, scrisi in complex, se obtine:

52 A5

S=E-H =-H; L2 — . (2.47)
A5 A5
sau:
S=_Hg.£.ﬁ.berx+jbelx. berx — jbeix (2.48)

o berx, + beix, berx, — jbeix,
Semnul (-) din fata relatiei 2.48 indicd faptul cd S este orientat spre interiorul
cilindrului (in sens contrar variabilei r).
Puterea S, absorbita pe unitatea de arie a suprafetei cilindrului rezulta:

So=Hy L (F+1G)= B+ jQ, (2.49)

sau:

Sy = HI 7 Foprmti (F+ G) (2.50)
In relatiile 2.49 si 2.50 au fost folosite notatiile:

Fe3. berx, - ber x, + beix, - bei x,
(berx, ) +(beix, )’

Go3. berx, - ber x, — beix, - ber x,
(Berx,) +(beix,)’

2.51)

Vanatia marimilor F §i G in functie de raportul dintre diametrul d=2r, si adincimea -

de pétrundere & este indicata in fig.2.9.
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Fig.2.9

La suprafata cilindrului, campul electric E, are expresia:

E,=-H, -§(F + jG) (2.52)

Conductorul cilindric gol, excitat la interior (fig.2.10) poate fi caracterizat prin
urmatoarele conditii la limitd pentru campul magnetic:
e pentru r=1;, H=H,
epentrur=r., H=0
(din legea circuitului magnetic scrisa pe conturul I', deoarece H=H, = N-1=0)

Rezulta:

S, =-H§.§.(F+1G) (2.53)

Fig.2.10

Functiile F §i G depind de r. §i 1; i sunt indicate in fig.2.11 si in functie de raportul

dintre grosimea tevii si adancimea de patrundere.

BUPT



25

F G

‘ % a/d=0,01 ¢ [Tta/d=001

sHH,002 klio i

e | \ j i ; ’_o"ozl

2 ] ,0,0:S, 2 I 11 O.—O-SO, =

1 f/l =502 1 A e O
lé 71 A CIS ; —_- \“' -

0% 0i0812 162 242882 /S 0704081216 2 262832 o/

Fig.2.11

Conductorul cilindric gol, excitat la exterior (fig.2.12) poate fi1 caracterizat prin
urmatoarele conditii la limite pentru cAimpul magnetic:

epentrur=r., H=H,

epentrur=r;, H=H

==

Fig.2.12

Expresia vectorului Poynting are aceeasi forma (2.53) iar functiile F si G corespund
celor din fig.2.11 daci a/8 are valori mari.
Cazul pieselor cilindrice la care golul din interior este mic (8<a) (fig.2.13,a) poate fi

asimilat pieselor cilindrice pline, expresia puterii transmise fiind data de relatia(2.50).
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Fig2.13

Pentru piesele la care adancimea de patrundere devine comparabild cu grosimea
peretelui (fig.2.13,b) sau este superioara acesteia (fig.2.13,c), in expresia puterii dedusa
anterior, functiile F $1 G corespund patrunderii cdmpului electromagnetic in aceste conditii
si prezintd valorile indicate in fig.2.11. Pentru astfel de piese, factorul de transmisie F,
depinde de doud rapoarte: grosimea cilindrului/addncimea de patrundere (a/3) si grosimea
piesei/diametrul piesei (a/d) (fig.2.11).

Se observa faptul ca, daca a/d = 0,5 tubul este de fapt un cilindru plin si F va avea
aceiasi valoare ca la corpurile pline . Marimea F, pentru a/d< 1 s1 a/d < 1 se poate calcula

prin relatia (2.5):

_ (a/8)
(@/ ) +u (als)

(2.54)

Analiza curbelor din figura 2.11 arati ca pentru valor convenabile ale rapoartelor a/d

s1 a/3 puterea transmisé unei piese goala la interior este mai mare decat cea transmisa piesei

pline de acelasi diametru.

2.1.3. Calculul simplificat al puterii transmise intr-o piesi cilindrici

Calculul exact al puterii disipate in materialul supus incalziri, impune utilizarea
ecuatiilor lui Maxwell. Utilizdnd adincimea de patrundere & este posibila , atunci cand
raportul dintre diametrul piesei si addncime de patrundere este mai mare ca 10, efectuarea
un calcul simplificat al puterii cu o eroare mai mica de 10% fatd de calculul exact. In
aceastd 1poteza, se considera cad curentul electric din material este concentrat in zona de
grosime 3.

Curentii indusi parcurg deci un conductor asimilabil cu o coaja cilindrica (in ipoteza

unui corp de forma cilindrica, de indltime h, supus incalzirii prin inductie). Lungimea

BUPT



conductorului este egald cu circumferinta sectiunii circulare a acestui cilindru(nd unde d

este diametrul exterior al piesei, d=2r, ca fig.2.14).

CEEL
>

ob b

Jd | d
Fig.2.14
Aria sectiunii transversale a conductorului considerat este egald cu hd. Rezistenta

electricd a acestui conductor rezulta:

rd
R=p-— 2.55
P (2.55)
Puterea P disipata in corpul de incalzit este:
P=R-I; (2.56)
Daci se are in vedere faptul cd curentul I, indus in material se poate scrie sub forma :
I,=N-1, (2.57)

unde I; este curentul din inductor, iar N-numdrul de spire ale inductorului, expresia (2.56) a
puterii P devine:

r.d

P=p ——-(N-1)) 2.58
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