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Introducere

CAPITOLUL 1

INTRODUCERE

Ciocnirile corpurilor solide reprezintd un fenomen complex. studiat incepand
cu Galileo Galilei. La dezvoltarea teoriel ciocnirii corpurilor. contributii importante

sunt datorate lui H.Hertz, care a studiat deformatiile de contact ale corpurilor

elastice. Apoi. [.I.Staerman rezolva problema statica generalizata a contactului
strans dintre corpuri.

Pe de alta parte Saint-Venant si Boussinescq au solutionat problema crocnirii
longitudinale a grinzii. ceea ce a permis examinarea propagarit undelor de
deformatie de-a lungul ei.

Teoria ciocnirii longitudinale se poate aplica pentru calculul arcului supus
la ciocnire prin inlocuirea acestuia cu o grindd echivalenta. Cu toata inlocuirea
aproximativa. cioncidenta rezultatelor obtinute pe cale experimentala cu cele
obfinute prin calcul este mat bund decat in cazul barelor. Aceasta se explica prin
aceea ca deformatiile locale joaca un rol mai mic.

In plus. Saint-Venant a dezvoltat si teoria ciocnirii la incovoiere. {inand
seama numai de deformatiile generale ale grinzii. Aceasta teorie nu a dat rezultate
satisfacdtoare datoritd faptului cd se pleacd de la ipoteza ca masa care loveste
grinda nu se desprinde.

Crocnirile trebuie considerate elastice numai in cazurile in care tensiuntle din
timpul ciocnirii nu depasesc limita de proportionalitate. Evident pentru situatitle
mat speciale de ciocnire apar inevitabil deformatii plastice care modificad caracterul
fenomenului. Daca deformatiile plastice apar nuinai in apropierea zonei de contact.
atunci ele pot fi luate in considerare fard dificultati.

Studiul legilor de propagare a deformatiilor elasto-plastice prezinta diticultaf
mai mari. dar totusi problema este rezolvata pentru o serie de cazuri practice
importante.
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Introducere

Verificarile experimentale executate de alfi cercetatort cu privire la teoria
undelor de soc nu au dat rezultatele asteptate, ceea ce a condus la critica ipotezelor
ce au stat la baza stabiliri lor.

Neajunsurile teoriilor care {in seama numai de deformatule locale. dar
neglijeaza pe cele de ansamblu, sau invers, au condus la crearea unel teori mixte
care {ine seama atat de deformatiile locale, cat si de cele de ansamblu. Astfel se

obtin rezultate importante pentru descrierea fenomenului de ciocnire §i a efectelor

lor asupra structurilor mecanice.

In general, studiul ciocnirti s-a dezvoltat prin mai multe metode ce au la
baza ipoteze considerate cu valabilitate generald. Aceste metode se sprijind pe

- teoria clasica a ciocnirilor instantanee;

- teoria deformatiilor locale de contact a lui Hertz ce presupune corpul rigid
iar domeniul de contact elastic;

- teoria ce presupune corpul perfect elastic, dar propagarea tensiunilor in corp
instantanee;

- teoria undelor plane a lur Saint-Venant;

- teoria combinatd a deformatiilor locale elastice s1 a undelor plane in corp.

Rezultatele obtinute prin aceste metode sunt apropiate de realitate si
acceptate functie de gradul de simplitate si precizie.

Studiul ciocnirii corpurilor rigide se bazeaza pe ipotezele simplificatoare
privind existenta forfelor percutante de intensitate foarte mare insa numai pe durata
scurta a ciocniril. Astfel se pot calcula salturile de viteza necesare determinarii
migcarit ulterioare, pozitia corpului fiind considerata nemodificatd pe durata
clocnirii.

Extinderea acestor ipoteze si la corpuri deformabile nu este posibild fara alte
simplificari referitoare la comportarea corpului supus ciocnirii. Se admite uneori
cd aplicarea ciocnirii, presupusd instantanee, genereazd brusc in corpul elastic
izotrop variafia tuturor vitezelor. Aceasta inseamna cd discontinuitatea generata de
ciocnire se propagd instantaneu in tot corpul, adica cu viteza infinitd. Evident este
o simplificare fata de alte dezvoltdri cunoscute din teoria caractristicilor care
conduc la concluzia ca propagarea se face cu viteza finita.

Posibilitatea variafiei instantanee sau foarte rapide a vitezelor in intreg
volumul corpulur a fost pentru prima data luatd in considerare de F.Conforto [C1].
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Introducere

In prezenta lucrare, pornind de la aceste ipoteze simplificatoare. s-au
fundamentat ecuatiile de baza necesare determinarii legii de distribugie a salturilor
de vitezd din momentul ciocnirii care apoi au fost aplicate la cazuri simple ce sc
rezolva imediat. Toate rezultatele astfel obtinute reprezinta condifuile ijiale
pentru studiul evolutier starii corpului elastic in timp.

In mod deosebit trebuie evidentiate contribufiile originale referitoare la
studiul sistemelor vibropercutante dezvoltate in cadrul Catedreir de Mecanica din
Universitatea "Politehnica" din Timigoara. Folosind modele simplificatoare pentru
studiul ciocnirii s-au obtinut o serie de rezultate esenfiale pentru precizarea
fenomenelor vibropercutate. Multe din aceste rezultate sunt prezentate in
monografia "Sisteme vibropercutante" elaborata de Gh.Silas si L.Brindeu. publicata
in anul 1986 la Editura Tehnica [S1].

Este cvasirecunoscut cd ciocnirile insotesc inevitabil functionarea masinilor
sau chiar sunt prevazute in procesul de lucru. Trebuie evidenfiat ca datorita
situatiilor specifice, caracteristicile fenomenului de ciocnire variaza mult i necesita
0 abordare sistematica si amanuntitd. De fapt ciocnirile sunt fenomene complexe
care nu sunt complet stadpanite incat necesita elaborarea unor metodologii care sa
{ind seama de toate aspectele caracteristice.

In primul rand trebuie determinate miscarile ce apar datorita ciocniril. Mai
este necesar insd sd se poata stabili principalele marimi caracteristice clocnirii ca
forta percutanta, durata, deformatiile locale etc.

Daca pentru detrminarea miscarii exista simplificari ce pot duce la rezultate
acceptabile, nu se poate afirma acelasi lucru in legdtura cu ceilalfi parametri ai
ciocnirii. Acestia pot fi stabilifi numai prin adoptarea unor modele proprii ce {in
seama de proprietdtile materialelor. Se urmareste formularea unor modele care sa
corespunda in mare masura comportarii structurilor mecanice supuse ciocnirii.
Acestea se referd la starile produse de lovirea structurilor de alte mase in miscare
sau de aplicare bruscd a unor legaturi sau sarcini.

Preocupadrile existente privind studiul vibragiilor si vibropercutiilor au
evidentiat necesitatea elucidarii fenomenului de ciocnire ce prezinta totusi unele
particularitdaf specifice. Astfel se considerd necesara extinderea studiilor si la
situafil ce au ca principald caracteristica durata scurtd a fenomenului.

Experimentele aratd cd majoritatea caracteristicilor elastice ale materialului
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Introducere

(modulul de elasticitate. coeficientul lui Poisson) nu depind de viteza de incarcare.
in timp ce limita de curgere a materialului depinde. Se constata ca himita de
curgere in cazul sarcinii dinamice este mai ridicatd decat in cazul celer statice.
Toate acestea prezinta importanta deosebita in evidentierea trasaturilor principale
ale corpurilor supuse ciocnirii §1 formularea modelului matematic.

In general metodele de calcul la ciocnir sunt aproximative, ceea ce implica
executarea unor importante verificari experimentale. Acestea insa prezintda mari
dificultatt datorita duratei scurte a ciocnirii, ceea ce presupune existenta unei
puternice dotari cu aparatura de inaltd precizie si fidelitate, care sa surprinda exact
fenomene desfasurate in fractiuni de secunda.

Calculul sistemelor elastice solicitate prin ciocniri permite sa se determine
cu aproximatie ordinul de marime a deplasarilor si a tensiunilor, precum si a
deformafiilor in timpul ciocnirii. Rezultatele insa sunt apropiate de realitate numai
pentru deplasari.

Cu toate ca experimetal se obtin rezultate importante, permifand inregistrarea
deplasarilor corpurilor care se ciocnesc, metodele experimetale nu sunt suficiente
pentru stabilirea parametrilor principali. Aceste rezultate sunt utile la calculul
deplasarilor dinamice dar mai putin staisfiacdtoare la calculul deformatitlor si
tensiunilor dinamice.

Pentru determinarea deformatiilor si tensiunilor in cazul ciocnirii se poate
apela la metoda fotoelastica cu care se poate examina variatia tenstunilor in grinda
s1 pe sectiune.

Existd si metode electrice de masurare a deformatiilor cu ajutorul diferitelor
tipuri de traductoare, in specal rezistive. Acestea necesita aparatura de masurd si
tehnicd de calcul ultramodema.

Tindnd seama de rezultatele ce pot fi obfinute in diferite situatin intalnite. se
urmareste 1dentificarea parametrilor principali care sa stea la baza construirli
modelului functional. Acesta trebuie sa reflecte toate aspectele principale necesare
elabordrii algoritmilor de calcul pentru descrierea ciocnirii in sistemele deformabile.

Fenomenul ciocnirii se afla printre preocuparile de prima importanta ale
cercetdtorilor din domeniul dinamicii structurilor mecanice. Existd numeroase
cercetari teoretice §i experimentale intreprinse pentru identificarea trasaturilor
caracteristice ciocnirii, fard insd a putea s se elucideze complet fenomenul.
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Drept urmare, prezintd deosebitd importan{a documentatia privind descrierea
ciocnirilor din care sd se desprinda posibilitagi de dezvoltare a cercetarilor si
precizarea aspectelor ce nu sunt in masura satisfacatoare abordate.

Dintre lucrarile de extrema actualitate trebuie in primul rand amintt tratatul
"Socuri s1 vibratii" coordonat de C.M.Harris s1 CH Crede, in tre1 volume. tradus
in limba romana si publicat la Editura Tehnica in anul 1968.

Importanta si actualitatea cercetarilor in domeniu este dovedita s1 de aparifia
tratatului ultramodern "Impact", avand ca autor pe W.Goldsmith. ce confine toate
dezvoltarile actuale in domeniu. Este lucrarea fundamentala necesard abordarii
tuturor aspectelor solicitate in probleme concrete intalnite in constructia de masint.

Cercetari privind fenomene de ciocniri au fost inifiate mai ales pentru
mecanismele vibropercutante de catre un colectiv de la Catedra de Mecanica a
Universitatin "Politehnica" din Timisoara. Aceste cercetari sunt dezvoltate intr-o
serie de lucran avand ca punct de pornire [MI1], [S1], [S2]. Trebuie subliniat ca
problematica legatd de studiul ciocnirii este cuprinsa in mare masura si in tratatul
"Sisteme vibropecutante" al autorilor Gh.Silas si L.Brindeu. publicat in anul 1986
de Editura Tehnicd, pentru care autorii au obtinut premiul "Traian Vuia" al
Academiei Romane. Tratatul reprezinta o prioritate nationala in domeniu $1 se
constituie ca un aport esenfial la dezvoltarea domeniului ciocnirilor i a aplicatiilor
lor. rezultatele cuprinse fiind bine cunoscute in literatura de specialitate si citate
intr-o serie de lucrari si monografii straine.

Studiul aprofundat al ciocnirii aplicate structurilor mecanice este de data mai
recentd s1 din cauza multiplelor aplicatii in toate domeniile ingineresti este de mare
actualitate atat stintifica cat si tehnica.
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CAPITOLUL 2 - Ecuafile generale ale dinamicn corpurilor elastice

CAPITOLUL 2

ECUATIILE GENERALE ALE DINAMICII CORPURILOR ELASTICE

2.1. Introducere. Ipoteze

In mecanica solidelor deformabile, aspectul geometric si mecanic al
problemelor tratate trebuie completat cu aspectul de naturd fizica. experimentala.
care precizeazd natura corpului solid considerat. Se introduce o aumitd lege
constitutiva a corpului solid deformabil care 1a in considerare relafiile intre tensiuni
st deformatii specifice. Intre tensiuni si deformaftii specifice trebuie sa existe o
legaturd biunivoca, iar starea de tensiune intr-un punct al corpului depinde numai
de starea de deformatie din vecindtatea acelui punct.

Ipotezele fundamentale de calcul care se pot face sunt urmatoarele:

- corpul solid este supus actiunii unor sarcini exterioare in echilibru. Fiecare
parte a corpului si fiecare element infinitezimal detasat din corp vor fi supuse unor
sarcini in echilibru dinamic. Aceastd ipoteza serveste pentru scrierea ecuatitlor cu
derivate partiale pe care le verificd tensiunile si pentru a exprima condigiile la
limita.

- corpul solid este izotrop, deci are aceleasi proprietdfi mecanice pe orice
directie in vecinatatea oricarui punct al siu.

- corpul solid este omogen, adica are aceleasi proprietati mecanice in fiecare
punct al sdu. In baza acestei proprietafi coeficientii mecanici ai materialului. care
intervin in legea constitutiva sunt constanti.

- corpul studiat este perfect elastic. Sub actiunea sarcinilor exterioare corpul
se deformeaza iar fenomenul de deformare este reversibil. Daca la incetarea
solicitdrilor exterioare raman deformatii remanente corpul are proprietafi elasto-
plastice. In acest caz studiul se face in cadrul teoriei plasticitaii.

In general legatura biunivocd intre tensiuni si deformatii specifice se
exprima matematic prin relatia liniard numita legea lui Hooke.
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicui corpurilor elastice

Daca pe langa tensiuni se iau in considerare si micromomentele se ajunge
la o teorie a elasticitatii asimetrice pentru corpuri de tip Cosserat. Intr-un asemenea
caz pot actiona si momente volumice, ca sarcini exterioare, legea constitutiva -
chiar in caz hliniar - facand necesara introducerea mai multor constante mecanice
ale matenalului.

- Deformatiile si deplasarile corpurilor solide supuse actiunii sarcinilor
exterioare, sunt foarte mici in raport cu dimensiunile generale ale corpului. deci
deformatiile specifice sunt neglijabile in raport cu unitatea. Daca si rotatiile sunt
neglijabile in raport cu unitatea, teorta se considera liniara din punct de vedere
geometric §1 mecanic, deci se pot scrie ecuafiile de echilibru static sau dinamic pe
forma nedeformata a corpului. Tot datorita acestor considerente se poate aplica
principiul suprapunerii efectelor in ceea ce priveste deformatiile specifice.

2.2. Geometnia deformatiei
2.2.1. Deformatii si deformatii specifice

Se admite ca sarcinile exterioare care actioneaza asupra solidulut sunt in
echilibru dinamic la un moment dat t.

Se considerd un punct al corpului care coincide cu punctul geometric A
inainte de deformatie, si care se gaseste in pozitia A, dupa deformatie. Deplasarea

AA ={U} . marime vectoriala, se exprimd prin componentele u. v. w care.

fenomenul avand caracter dinamic, sunt si functii de timp (fig.2.1)
U=UXYZE) 5 VEVYZE) 5 WEWK,Y.ZE) (21

Considerdand doud puncte imediat vecine A(x.y,z) si B(x+dx, v+dy. z+dz).
in urma deformarii acestea vor ocupa pozitiile A,, respectiv B,.
Se observd ca

[0
@S]

BB, -AA, ~du

unde du este variatia vectorului deplasarii, cu du, dv si dw componentele lui. date
de relatiile:
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicn corpurilor elastice

Fig 2.1

du="% e+ Mgy Mg
ox dy oz

dv:?dﬁ@dw@dx (23)
X

0z
dw=—dx+—dy+—dz

ox 0z

relatiile fiind valabile la un moment dat t.

Se poate scrie relatia

p { dr?=dx?+dy*+dz? (24

care dezvoltatd duce la posibilitatea calculului vanatiei distantei dintre punctele A
st B. In contextul calculelor s-a notat cu

Cou 1lfau) (v (ow)
n =—+ (| =+ =1 4=

o 2|\ ox ox ax )

_ 1(8u2(8v2(8w2 (25)
nyy———+——— +H — | +H —

oy 2[\dy) \oy )|

_ow 1|(ouY (ov) [ow)
n =———+—|| = |+ =+ ==

“ oz 2\oz) \oz) \az

10
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurilor elastice

_Ov Ow ou ou, ov.ov, ow ow
¥ 9z 9y 9y 0z 9y oz Oy Oz
—£§2+£ﬁf éi.él..éz_éz Eﬁf.@ﬁf (2.0)
“ Oox 0z 9z Ox Oz ox Oz Ox
p -Ou, 0v, Ouou ovov, owow
Y 0y ox ax dy ox dy ox Oy

marimile respective, functii de x. y, z si t, formeaza tensorul simetric de ordinul
al doilea, numit tensorul deformatie al lui Green.

1 1
Qa En”’-in“
1 1 ;
TL: <§ nyy E yz> (-—7)
1 1
~5n -Enﬂ nu

In cazul teoriei liniare, deformatiile specifice sunt [I1]

_Ou . _ov_  _ _ow
w5 €T 5 €T
ox ay 0z (2.8)
ov ow ow au_ _Ou  ov
Yoo st Y Tt s Yy Tt
¥ oz oy ox oz Y 9y ox

rezultdnd astfel tensorul deformatiei specifice, tensor simetric de ordinul al doilea

1 1
1 1 29
T, = J—2-yxy €y EY”T (2.9)

1 1
Esz _sz €z

\ 7

11
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurilor elastice

In cazul deformatiilor infinitesimale, deformatia specifica volumica este un
invariant notat €,
—€ 4+ + 210
€,7€, Y€, TE, ( )
Se introduce urmatoarea notatie, prin care deformatia specifica volumica va
rezulta:

c O,V W T (211

Y ax dy oz

2.2.2. Relatii intre deplasan si deformatii specifice

Considerdnd teoria lintara se noteazd cu o si se numeste vectorul rotatie
locala de corp rigid, marimea

w=—rotU, (2.12)

1
2

cu componentele

Acestel nofiuni i se aldturd tensorul T, . antisimetric de ordinul doi

1)

0 W, 0,
_ (2.14)
Tm_woxy 0 W, >
W, ~0, ]
12

[ 4
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CAPITOLUL 2 - Ecuatule generale ale dinamicii corpurilor elastice

Relatiile (2.3) se pot scrie sub forma

du=axxdx+ocyxdy+oczxdz
dv=a dx+a dy+o, dz (2.15)
dw=axzdx+ayzdy+oczzdz

Se defineste astfel un tensor asimetric de ordinul al doilea

T ={at,, & O p={— > (2.16)

corespunzator gradientului deplasarii . Relatiile dintre gradientul deplasarii.

deformatiile specifice si rotatia locala de corp rigid sunt de forma

o, =€ ocyy=ey o, =€
=_ “+ = —
» 2sz x azy 9z X
1 1 R
== =_ - 217
o, 2yzx+wy N 2sz W, ( )
o _= + @ 1 -
v 5 yt®, “yz_Eny w,

si In continuare se poate scrie relatia intre tensorul simetric deformatie specifica
T, s1 tensorul antisimetric rotatie locala de corp rigid T,

T =T +T (2.18)
o € w

13
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CAPITOLUL 2 - Ecuatule generale ale dinamicu corpurilor elastice

Se poate demonstra cd daca dr=dr, tensorii T, si T_ sunt nuli. Anularea
tensorului T_ este conditia necesara si suficientd pentru ca solidul sa sufere o
migcare de corp rigid in vecindtatea punctului in care se anuleaza acest tensor.
Gradientul deplasdrii ramdane numai cu partea antisimetrica T, adica

du:—wzdy+wydz
dv=-w dz+w dx (2.19)

a’w=—coydx+wxdy

Sau

dU=w xdr (2.20)

Miscarea unel vecinatati

a punctului A. migcare produsa

=1

de o rotatie infinit micd ¢ in

jurul uner axe ce trece prin

W+ aw /

punctul A, se numeste miscare

locala de corp rigid. Grafic. se

studiazd deformatia unui unghi
drept BAC situat intr-un plan

dz
W |
>
“< !
N
~z

v Taw dy x=const., cu laturile paralele cu

axele de coordonate. Se admite

0 — = ca deformatia nu depinde de x
s1 se pe rece doar in aces plan.
rezulta astfel un caz liniar si se
obtin componentele tensorilor T

(9 &)

Tt) sl T(l)‘
Admitem si o rotatie numitd liberd, reprezentatd de vectorul @ de
componente
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurtlor elastice

¢ = (IJyZ =D (x,y,2,1),
=0, =0 (x,y,31), (2.21)

Q=0 =0 (xyz0),

caruia 11 atasam un tensor rotatie libera antisimetric, de ordinul al doilea

0 o, -9,

222

Td):ﬁ—tbzy 0 (Dyz 3 (2.22)
d)zx —<I>yz 0‘

Aceasta rotatie va contribui la starea de solicitare a corpului, starea de deformatie
fiind astfel caracterizatd, in general, de vectorii u si @.
In continuare se introduce marimea vectoriala €2, numita vector de rotatie

locala - _ =
Q=0-,

(223)

care reprezinta rotatia locald fara contributia rotatiei libere ®. 1 ale carui

componente sunt:

Q -1fow_ov 4
Y2 2 ay az X
1{ou ow
Q =—|**_YI_» (2.24)
“ 2(82 ox) ?
_1fov_ou) 4
Y 2lox oy) °

Vectorului rotatie locala € i se atasaza tensorul rotatiei locale T,,. tensor

antisimetric de ordinul al doilea

0 Qxy

T, = —Qxy 0
\sz —Qyz

15
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CAPITOLUL 2 - Ecuatitle generale ale dinamicit corpurtlor elastice

Privind decformatia
elementului unghiular BAC. cu
laturile paralele cu axele de
coordonate, situat intr-un plan.
pentru o anumita valoare a
coordonater  x. se considera
unghiurile B, s1 B, respectiv

unghiurile o, st «,,. De exemplu.
unghiul o, reprezintd lunecarea

0 "'y specifica  a doud  segmente
Fig 2.3 paralele cu axa Oz unul fata de
celalalt.
Astfel. se pot scrie relatiile
B ¥ % B _V.
yz ay X 2y aZ X
ﬁa:Z_Z—Qy s ﬁxzzé_&:} +®y (22(\)
B :@_q) . B _ou +®
Yoox ¢ » gy F
la care adaugandu-se relatiile
ou
B=e= , B = _ov . PB.=e _ow (227)
s¢ poate introduce urmatorul tensor asimetric de ordinul al doilea.
B_xx Bxy ﬁxz
_ (228)
TﬁJ Byx ﬁyy Byz>
Se poate scrie
16
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicu corpurtlor elastice

Y, =B, B,

Y But By (229
Yy =Byt By
ow _ov
0,1 (8,-B,)- ( (22,
3 _ ow)_ -
Qu——(ﬁu-ﬁﬂ)——(ég—zg-—®y (230)
ov o
0,50, 8,05 5% o,
TB:T€+TQ, (231)

unde T, este partea simetricd a tensorului T, iar partea antisimetrica este T,

In cazul ca Q =Q, =Q =0, adica T,=0, rotafiile nu mai sunt numite libere
cl constranse si vectorul O reprezintd in aceste condifii vectorul numit rotagie
constransa iar componentele @, ¢, d, vor fi

o - (aw v . ou ow ;q,:l@_@] (232)
*2lay o y2823x ¢ 2\ox oy

care se pot scrie s1 sub forma

&=—rot U (2.33)

Se observa cad rotatia locala de corp rigid o este datd de rotatia locala Q2 la
care se adauga rotafia libera @. In cazul precedent rotatia locald de corp rigid ©
este data doar de rotatia constransa .

In cazul clasic pozifia unei particule din corp dupa deformatie este
caracterizatd numai de vectorul deplasare g, y,w) deci trei parametri. In cazul
(29 {15

17 WG H
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CAPITOLUL 2 - Ecuafiile generale ale dinamicu corpurilor elastice

general insa, pot apare directii privilegiate, pozitia unei particule fiind caracterizatd
pe langa deplasarea u, de rotatia &D(CD\,(D\,,(D,) deci in total sase parametri.

Se poate introduce gradientul vectorului de rotatie @ sub forma tensorului
asimetric de ordinul doi. ale carui componente sunt functii de x, y. 7 §1 t.

od, 8<I>y acpz

O On On ox ox ox
T(p:“pyx (pyy (Pyz>:* a(I)x a(by a®z> (2.34)

dy dy Oy

Pa Yo %= 130 o0 o0

X Z

| 0z oz Oz |

Tensorii Ty s1 T, vor caracteriza deformatia corpului. Componentele lor se
vor numi caracteristicile deformatiei.
Se defineste invariantul
od  o0d 0P -
P=— 2+ Y+ __Z=div O. (=
ox Jdy oz

19
s
‘N
-

Fiecarei particule 1 se poate atasa un sistem rigid de axe de referin{a care pot
sufert rotatii in timpul deformatiei, rotatii care pot fi libere sau constranse.

Prin stare de deformatie se intelege totalitatea deplasarilor si rotagilor in
vecindtatea unut punct sau in tot domeniul ocupat de corpul solid deformabil.
Corpurile respective poarta numele de corpuri de tip Cosserat. In cazul acestor
corpuri fiecare punct este un rigid infinitezimal.

18
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CAPITOLUL 2 - Ecuatule generale ale dinamicit corpurtlor elastice

2.2.3 Ecuatii de continuitate pentru corpun de tip Cosserat cu rotafii libere

In cazul general al rotatillor libere. relafitle dintre caracteristicile
deformatiei, deplasari s1 rotafii formeaza un sistem de |8 ecuatii cu sase functii
necunoscute u, v, w, & ®_ @  Pentru ca acest sistem sd fie compatibil, trebuie ca
cele 18 caracteristict ale deformatiei sa verifice 18 conditfii de compatibilitate
obtinute egaland derivatele mixte de ordinul doi ale functilor u, v. w. ®_ O b

de, _ anxyﬂp 10y,

dy Ox %0 ax

(2.30)

de, 0Q 109y,

% o P2

aey_agxy_q, 197y, (237)
ax Jdy ¥ 2 oy

E_aﬂyz_(p 1 ayyz

dy odz ¥ 2 &
_agyz +(p :l(% —_any

ax T2l 9y o
agzx+(p :l(any asz (2.38)
dy ¥ 2\ 0z &

o0, 1fon o,

oz % 2\ ax oy

19
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CAPITOLUL 2 - Ecuafiile generale ale dinamicii corpurtlor elastice

900, 99, dp, Jdo . O¢, 09,

0z oy ox 0z oy ox

a(pyy:a(pzy . a(pzy:a(pxy . a(pxy:a(p.vy (2.39)
% dy & & 9y

9 p N R

Fig.2.4

Interpretarea fizica a acestor conditii de compatibilitate este deosebit de
importantd. Fie doua elemente invecinate din corp. inifial in stare nedeformata.
Daca condigiile de compatibilitate nu ar fi indeplinite, dupa deformatie. cele doua
elemente s-ar separa sau s-ar intrepdtrunde. Prin urmare conditiile precizate sunt.
din punct de vedere fizic, condifii necesare si suficiente de continuitate a
deformatiei (in care se include si rotatia) pentru un domeniu simplu conex.

Daca se elimina gradientul rotatiei intre ecuatiile (2.36), (2.37) si (2.38) i
se fine cont de ecuatia de continuitate (2.39) se observa ca dispar si derivatele
vectorului Q, rotatie locala; se obtine astfel

20

BUPT



CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurilor elastice

826y+826z:62yyz
az2 ayZ ayaz
azeﬂaze*‘:azY”‘ (2.40)
ox2 Oz% Oox
32€x+32€y_32'yxy
dy? ax? oxoy
i(_ ayyz+ayzx+ayw i o€,
ox\ o&x Jdy oz 0yoz
i(_ayu+ayxy+ayyz y azey 241)
o)\ dy & x| OIzx
(
Kl _ayxy+ayyz+8yzx . Fe,
oz\ oz od&x oy oxay

Aceste condifil necesare de continuitate trebuie indeplinite de componentele
tensorulut T..

Calculul deplasarilor si rotatiilor
,) si rotagia @ (D, D, .D,) intr-un
punct M,, aplicand conditiile precedente, se pot calcula deplasarea u,(u,.v,.w,) si
rotatia (D, P ~®,,) intr-un punct oarecare M. Astfel in cazul rotatiilor
constranse, componentele deplasarii sunt

Oc, 1 ayxy]+

M
ul=u0—(yl-y0)¢02+(zn"Zo)q’0y+f{ dy 2 ox

M,

Daca se cunoaste deplasarea u,(u,,v,,w

ex+(y1 _)’)

de, 109y, de, 10y
+(z,-2 dx + 2 |+
e )( % 2 ox _ 2ny O1 y)( ax 2 ay] (2.42)
w
1 9, 9Y,, 1 oy
(g -7)| =2 -—= |ldy+ e
, )( % _y 2" 2@‘ | 2 ay o
de, 10
8x212 oz

BUPT



CAPITOLUL 2 - Ecuatile generale ale dinamicii corpurtlor elastice

V=V~ (2, 729 P, T (X, ~xg) Py + |
aex_l ayxy]
oy 2 ox

+

(2.43)
dy +

dz}

Oe layyz ot ) aey_l ayxy]
! ox 2 oy

aez-l aYyZ)+ ! —x)( asz —%]

ox Oy

w =Wy (X, =%) @, + (¥, Y9 Py, *
(0e, 10v,) 1 dy,, o

x 1% 1 IR |
\ox 2 ox O y)( ]

Z{ 2 2 g
i

sz_(xl —X)

(2.44)

(oy. 8 3

11 Yo Oy & 1

+| = +__ — R TH _

[2”‘ 2 5 az) o y( o J
(ae 18yyz]

e, ayu]
+
a2 0z dy 2 0

+

€, +(x, —x)(

iar componentele rotatiei se vor scrie sub forma

-® +7-l Na_ Oy |, (9 19Ny
® 1ol gy oz az 2 dy

(ay_z 37]

MO-

ox 267

| _
(aex_laYu]dx z(aY"y M |y (ae L ll (29

M
® =P, +
Y Oylaz 2 ox
i

u _
¥4
M08y28x ox 2 dy ox oy ) |

Punénd condifia ca integralele (2.42) (2.43), (2.44) si (2.45) sd nu depinda
de drum, rezultd ca in cazul rotatiilor constranse - conditiile necesare si suficiente
de continuitate a deplasdrilor si rotatiilor sunt tocmai relagiile (2.40) si (2.41).
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurilor elastice

Aceste conditii necesare si suficiente pentru continuitatea rotatiilor si numai
necesare pentru continuitatea deplasdrilor, in cazul corpurilor de tip Cosserat cu
rotatii libere. devin si suficiente pentru continuitatea deplasarilor in cazul rotatilor
constranse.

Miscarea de corp nigid

Daca componentele tensorului T, sunt nule. relagiile (2.42) (2.43). (2.44) si
(2.45) devin

U=ty =¥, =) o, +(2,720) Py,
ViV~ 72) @, (X X)) P, (2.40)

W, =Wo=(X, %) @, + (7, 7Yp) Py,
Sl

o =0

Ix (2.47)

Qx q)ly:q)Oy q)lz:(I)Oz

Daca originea axelor se ia in punctul M, iar punctul M(x.y.z) este un punct
curent, ecuatiile precedente vor deveni

U=UG—Y 0o +TW g,
V=V —ZW tX W,

(2 48)
W=Wo =X 0o +Y W
<I)x=(o0x (I)y:wa (I>z=wOZ

Ugo Vi Wi, O, O, ©, sunt deplasarile §i rotatiile corpului considerat rigid.
corespunzand unut tensor T_ nul.
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicu corpurilor elastice

2.2.4. Starea de deformatie in coordonate cilindrice si sferice
Relatiile de corespondentda intre coordonatele carteziene si coordonatele
cilindrice sunt

x=rcos@  y=rsin@ z=2
u,.=ucosf +vsind
Uy =-usin@+vcosd (2.49)
U =w

4

b)

—_———— i — . —
y .
/-’\_/\[ .
X e \\.
oM
Fig.2.5

sat mvers )
u=u coso —uesme

v=u sin6 +u,coso (2.50)

w=uz

Relatiile intre deformatiile specifice si deplasari sunt

24
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicn corpurtlor clastice

Daca problema este in plan ne rezumam la coordonatele polare in legatura
cu care se scriu relatiile

ou ou ou_ oJu
er: r ;ee:l_e+lu X 'Yrez_r+——6-—lu (

or roe r 0 o r Y

19

‘N
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Relagiille de trecere de la deplasarile in coordonate carteziene la cele in
coordonate sferice sunt:

Up=uUsin@cosO +vsin@sin® +wcos =u sing +u, Cos@
= in®-wsine = ~u si 254
U, =Ucospcosd +vcospsind -wsing =u,cos¢ -u sine (254)
Uy =—usin® +vcosd

1ar cele care fac trecerea de la coordonate sferice la coordonate carteziene sunt:

U=UgSInQcost +u cospcost -u,sin0
V=Ugsin@sin® +u cos¢sin® +u +6cosd (
W=UCOSP —u(psimp

relafii in care s-a pus in evidenta si legdtura cu coordonatele cilindrice.

25
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicnu corpurilor elastice

Relatiile dintre deformatii specifice si deplasari vor fi de forma:

_auR
R OR
:l%+luR (2 50)
® Rop R
1 O 1 cge,
® Rsing 8 R® R °
Y ]_ au(p laue Ctg(p
0 Rsing ® RJp R %o
y au9+ L Ok l (2.57)
°®" 3R Rsing 90 R
1 Oup Ou, 1

= +__ —_

YRe™ R3¢ OR R
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CAPITOLUL 2 - Ecuatile generale ale dinamicti corpurilor elastice

2.3. Cinematica deformatiei
2.3.1. Cazul clasic

In cazul mictlor deformatii si rotatii neglijandu-se termenti neliniari. viteza
de deplasare este

cu componentele
Vv, =U(X,Y,2,0),
v, =V(X,Y,2,0), (239)

v, =W(x,y,2,1).

Similar se introduce si acceleratia

a:_:___:U (2 ()O)

ale cdrel componente sunt:
a,=v =u(x,y,z,t)
ay :\}y:‘.;(X,y,Z,t) (2.61)

a,=v,=w(x,y,z,t)

Se pot introduce §1 vitezele de deformatie specifica (tensorul lui Euler)
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicu corpurilor elastice

€, =€ (x,y,2,0)
&, =¢,(6y.2.0)
ézz :éz(x’y’z’t) (2.62)
Ve =Yy (%:Y52:0)
Y 0 =Y o (XoYsZst)
Yy =Y (%5250

precum si vitezele unghiulare de rotatie locala de corp rigid (tensorul spin al lu
Cauchy) ‘byz:d‘)yz xEy.2d)
®,, = ®, (X,Y,2,0) (2.63)
® o ® xy(x,y,z,t).

In continuare {inand cont de relatiile intre deplasari s1 deformaftii specifice
st finand cont de faptul ca deformatiile sunt infinitesimale, se poate scrie

_oh . v . oW (2.04)

sz:_-i-— (205)

(@_ ow (2.66)
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CAPITOLUL 2 - Ecuatile generale ale dinamicit corpurtlor elastice

2.3.2. Cazul corpurilor de tip Cosserat

Se poate introduce viteza unghiulard de rotatie libera corespunzatoare
rotatiei libere ® (in cazul deformatiilor infinitesimale)

EE?J:&; (2.67)
dt
cu componentele
q)x:q)x(x’y’zat) > d)y:q)y(JC,y,z,t) ; (I)Z.:q)z(x’y’z’t) (2 68)

In continuare se introduce viteza unghiulara de rotatie locala ). cu

componentele . _
Q=Q =Q xyz1)

P o
Q,=Q,=Q (xy,3,1) (2.69)
Qxy =Q =Q (x,y,2,0)

Se poate scrie

0-5-0 (2.70)
sl intre tensorii corespunzatori
TQ:T(D_T(I) (2.71)

Prin introducerea tensorului T;=T +T, sepot adauga la relafule (2.64). (2.65)

s1 relatiile corespunzatoare partii sale asimetrice

_1fow_ov)_4
yz 2 a.y az X
_1fou_ow)_s (2.72)
® 200z ox)
Lfov o) g
» 2\ox oy) ¢
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicti corpurilor elastice

In cazul rotatiilor constranse, pentru care

Qyz:Qu:Qxy:O (2.73)
rezulta
Q,=Q, =0 =0 (2.74)
deci
T,=0 (2.75)

Rezulta deci. pentru vitezele unghiulare de rotatit constranse. relatiile

ggzl(éﬁ_ék
T 2ldy oz
o -1foa_ow (270)
Y 2\0z ox
_1fov_ou
¢ 2\lox oy
sau -1
®=_rot u=—rot v (2.77)
2 2

Sub forma tensorului T, se noteaza gradientul vectorului viteza unghiulara

de rotatie @,

oo, 00 09,
.. ox ox ox
P Py Py _ _ _

Tn’p:ﬁ)yx (pw ¢yz>:< o0, aq>y a<I>y> (2.78)

¢, @, @ >y o
T 10e, ob, ob,

| 0z dz oz
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CAPITOLUL 2 - Ecuafile generale ale dinamicu corpurilor elastice

Componentele acestui tensor sunt functi de x. y, z i ¢t

Tensorii Ty si T, confin marimile caracteristice vitezei de deformatic.

Spre deosebire de cazul clasic, in cazul corpurilor de tip Cosserat se atasaza
fiecarei particule a corpului un sistem rigid de axe de coordonate, in raport cu care
se evidentiaza vitezele unghiulare; aceste viteze unghiulare pot fi de rotatie libera
sau de rotafie constransd. Migcarea unei particule va fi caracterizata de sase
parametri, viteze liniare si unghiulare. Vitezele unghiulare pot fi viteze unghiulare
de rotatie liberd sau viteze unghiulare de rotatie constransa. St in cazul corpurilor
de tip Cosserat sunt valabile consideratiile facute cu privire la continuitatea
deformatiei si rotatiilor.
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurtlor elastice

2.4. Tensiuni si micromomente

2.4.1. Tensorul tensiune

Tensiunea totalda p, este un vector si depinde de pozifia §I orientarea
elementului de suprafatd pe care actioneaza. Vectorul p, poate fi descompus in
doud componente: una dupd normala n la suprafata dA - notatd cu o,. iar a doua
componentd actioneaza in planul tangent la suprafata dA - notatd cu t,. Prima
componenta se numeste tensiune normald, iar a doua tensiune tangentiala

pn:0n+rn

(279
2 2 2
pn _Gn+tn

Prin starea de tensiune intr-un punct al elementului structural se infelege
mulfimea tensiunilor corespunzatoare tuturor pozitiilor suprafetei dA, care trec
prin acel punct. Starea de tesiune din elementul structural este definita daca se
cunosc starile de tensiune pentru toate punctele care alcatuiesc elementul structural.
Starea de tensiune intr-un punct oarecare al elementului structural este definita daca
se cunosc tensiunile totale sau componentele acestora pe trei plane perpendiculare
intre ele, care trec prin punctul respectiv (fig.2.7)
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicni corpurilor elastice

Starea de tensiune spatiald este definitd de noua componente ale vectorului

tensiune din care trei sunt tensiuni normale G, O.. G, §i sase sunt tensiuni

NN Vi

tangentiale T =t . T.,=T,.. T,=T,.. Pe baza legii dualitatii tensiunilor tangentiale.
din cele sase tensiuni tangentiale numai trei sunt independente. In final. starea de
tensiune spatiald intr-un punct depinde de sase componente ale vectorului tensiune.

Tensorul tensiunilor are componentele

Tt o 1 (2 80)

si este un tensor de ordinul doi simetric. Fiecare coloana a tensorului 1. contine
componentele tensiunii pe una din fatetele ce trec prin punctul respectiv.

In formulare matriciala starea de tensiune spatiala se reprezinta prin matricea
coloand {c} care are ca elemente componentele tensiunii

o,,T,,T ,T } (2.81)

T_
{(J} "{proxw 2277 "y a2

Tensiunea rezultanta pe o suprafatd dA de normald n se determind daca se

cunosc tensiunile pe cele trei plane perpendiculare intre ele si normale pe axele de
coordonate.

Proiectiile acestor suprafete vor fi
dA =dAcos(nx)
dA =dAcos(n,y) (282)
dA =dAcos(n,z)

Tensiunea rezultanta p, de pe suprafata dA  se descompune in componentele

Py Pue §1 P,, dupa axele de coordonate. Condifia de echivalenta staticd sub forma
vectoriala are forma

p— ndA 213 ndix +I-)_ nydA y +E nszz

—
19
o}
|9

~
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurtlor elastice

respectiv prin ecuatii de proiectii dupa axele de coordonate
pndi:crxdixﬂ:ydiy+1:udAZ
= 2.84
pnydA fxydAx+0yydAy+szd1‘1z (2.84)

pnsz:txszx+rych4y+ozszz

care tindnd seama de (2.83) devin

Pre|l [9x Ty Tal| cos(nyx)

Puy(=|Ty Oy Ty|) cos(n,y)

T Ty O cos(n,z)

Cu elementele tensorului T, intr-un punct dat se calculeaza din relatitle
(2.84) componentele vectorului p,. Daca suprafata dA se afld pe conturul
elementului structural, atunci relatiile (2.84) dau componentele actiunii exterioare
st constituie conditiile de contur.

Tensiunea rezultanta p, are marimea

2__2 2 2 I Q
pn_pn.x+pny+pnz (2.80)

Tensiunea normald o, in functie de componentele tensorului tensiune are
marimea

— 2 2 2
¢,=0,,Cos"(n,x)+ 0,08 (n,y)+o,cos(nz) +

(2.87)
+271 Wcos(n,x)cos(n,y) +27T yzcos(n,y)cos(n,z) +27T 08(1m,2)cos(n,x)
lar marimea tensiunii tangentiale T, rezultd din relatia
_[2 2 2.88)
T,=\/Py, 0O, (

Deci starea de tensiune din jurul unui punct M considerat este caracterizata
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CAPITOLUL 2 - Ecuafiile generale ale dinamicn corpurilor elastice

de cele sase functii cuprinse in tensorul tensiune T,

oxx = G,x_x(x’yazat) Tyz = ‘Cyz(x,y,z,t)
nyzoyy(xayaz,t) ru=ru(x,y,z,t) (2.89)
0, =0 (X,,2,0) T = T (XYs2)

Se poate demonstra ca existd trei directii principale pe care se dezvolta
tensiuni normale extreme ¢,>6,>G, i pentru care tensiunile tangentiale sunt nule.
In general aceste directii principale nu coincid cu directiile principale ale
tensorului T.. Marimile tensiunilor principale sunt date de ecuatia de gradul trei

3 7.2 7 = 29
a°-J,0°+J,06-J,=0 (2.90)

a1 caror coeficienfi sunt invarianfii tensorului tensiune
= + +
J,=0,, 0, * 0,

2
+ + -T. - 291
6,+0,0,,+0, 0 ~T," T ( )

J,=o 2 _g?
2 yy yx x Xy

Yy

J,=0. 0.0 _-0 1:2—0 1:2+21:1:r
3 xXUyy o2 Xxx )2 yy Xy ¥z X Xy

Primul invaniant J, este important, el putdnd fi pus in legdturd cu invariantul
O al tensorului T, al deformatiei specifice; se noteazad cu

=g + = 292
®=0,+0,+0, 0, *0,,+0,, (2.92)
2.4.2. Tensorul micromoment
Se poate admite ca, facdnd o sectiune printr-un corp, pe un element de arie

AA pe langa tensiunea p, apare si un efort AM, admis a fi de natura unui moment.
Fie

n (2.93)

unde m, este vectorul micromoment intr-un punct pentru un element de arie AA de
normald n.
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CAPITOLUL 2 - Ecuapile generale ale dinamicit corpurilor elastice

Fig 2.7

Se noteaza cu m,, componenta vectorului m, dupd normala n a sectiuni

nn

respective si cu m_ componenta cuprinsd in planul sectiunii. Introducem asttel

nt

vectorul micromoment normal (micromoment de rasucire §1 vectorul micromoment
tangential (micromoment de incovoiere)

N —_
nn m’lt

2 + 2
nn My

(2 04)

I
IS S

m’l
m2
n
Dupa cum tensiunile normale si tangentiale conduc la intinderea (sau
compresiunea), respectiv la forfecarea unei particule din corp, micromomentele
normale s1 tangenfiale conduc la rasucirea, respectiv la incovoierea acelelasi
particule.
Micromomentul normal m, este pozitiv dacd este de acelasi sens cu normala
n: in cazul micromomentului tangential, semnul sdu va fi functie de pozitia fata
de un sistem de axe de coordonate.
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicu corpurtlor elastice

2.4.3. Forte si momente volumice

Fie o sectiune de suprafatd curba inchisa oarecare, care desprinde un
element de volum, de forma arbirara, de restul corpului. Este posibila aparifia unor
forfe A, a cdror marime este proportionald cu elementul de volum AV. numite
forte volumice medii, precum si momente AM, a cdror mérime este proportionala
cu acelasi element de volum, numite momente volumice medil [T1]

FAT
med AL’
med Al/

Printr-un proces de trecere la limita, rezulta

FzMFmd:Ly (2.90)
AV-0 av

IR Ty dM
M=limM, ==— (2.97)
AV-0 dv
unde F 1 M reprezintd vectorul fortd volumicd, respectiv vectorul moment
volumic din punctul respectiv al corpului.
Se noteazd cu F, si M, componentele acestor vectori dupa directia normalei

n. Introducand componentele dupd directiile axelor de coordonate se calculeaza
marimile

F?=X?+Y%+Z7?

(2.98)
M?=M;+M, +M
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurilor elastice

unde
X=X(x,y,2,) M =M (x,y,2,1)
Y=Y(x,y,2,t) M, =M (x,y2,t) (2.99)
Z=Z(x,y,2,) M =M (x,y,2,)

2.4.4. Cazul corpurnlor de tip Cosserat

Pentru studiul acestor corpuri trebuie introdusda influenfa momentelor
volumice si1 sa se {ina seama de aparifia micromomentelor.
Tensorul tensiune este:

T4t o6 1.} (2.100)
a

ale cdrui componente sunt functie de x,y,z si t.

Oy =0 (Y00 5 0,=0 (4,50 , 0,=0 (X,yz2,1)
Tyz:ryz(x,yrzat) ’ szzrzy(x,y9z’t)
(2.101)
T~ T3t 5 T, =T, (Y50

Ty~ TyEdTl) 5 T, =T (Y50)

Componenta normald a vectorului tensiune p, va fi data de
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CAPITOLUL 2 - Ecuafule generale ale dinamicit corpurtlor elastice

2

on:oxxcosz(n,x)+oyycosz(n,y)+ozzcos (n,2)+(t,, +T_)cos(n,y)cos(n,z) + o
+(T,,+7,,)c08(m,2)cos(nx) +(T,, + T, Joos(n.x)cos(n,y) (2.102)

In acest caz precedentele relatii de simetrie intre tensiunile tangentiale nu

mai sunt valabile. deci

T _#T s T Ty s TRtk (2.103)

Ca si in cazul tensiunilor, admitem ca micromomentele sunt pozitive cand
actioneazd pe o fatd normald exterioard de acelasi sens cu axa de coordonate
corespunzatoare (sau invers) si sunt indreptate in sensul pozitiv (sau negativ) al
axei de coordonate cu care sunt paralele. Astfel micromomentele normale p . 1, ..
i, vor fi intotdeauna pozitive cand corespund la o rotatie pozitiva i negative in
caz contrar. Semnul micromomentelor tangenfiale p . 1., 1, K. K. 1, depinde
de sistemul de axe de coordonate ales.

Considerand actiunea micromomentului m, pe fateta de normald n si
admitand 1poteza continuitafii micromomentelor, rezulta relatiile

M, =K, COS(n,x) + 1L, coS(n,y) + |, ,c08(n,2)
m,, =K xycos(n,x) +1 yycos(n,y) + 1 zycos(n,z) (2 104)

M, =K, ,COS(1,X) +11, cOs(n,y) + 1L COS(n,2)
care indica modul de variatie al micromomentelor in jurul unui punct. Se mai
poate scrie

m_=m _cos(n,x)+m ,c0s(n,Y) +m cos(n,2) (2.105)

unde m_. m,, m, sunt vectorii micromoment corespunzatori elementeleor de arie de
normald x respectiv y si z.
Se introduce tensorul micromoment

By My My

- 2106

T =y By By (2.100)
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicit corpurilor elastice
ale carui componente sunt functii de x, y, z §1 t.
Componenta normala a micromomentului este
2 2 2
M, =M cos(nx) + 1, cos™(n,y) +1 cOS™(n,2) +
(K, B )C0S(R,Y)C08(1,2) +( I, + 1 )COS(m,2)c0s(R,X) + (2.107)

*+(M,, t 1y, )eos(n,x)cos(n,y)

Tensorul micromoment T, este, in general. asimetric. Si in cazul
micromomentelor exista trei direcfii principale triortogonale pe care sunt
micromomente principale u,>u.>1,. In ceea ce priveste invarian{ii ce apar. cel mai

important este

T:”m+“yy+“a:“1+“2+“3 (2.108)
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2.5. Ecuatii de miscare

2.5.1. Cazul clasic
z |
|

i
| %
-1;~-*ﬂf
I
|
I Tl
| -7
// Vs
! /// //
o) Vel R e
./ //
i i
./ o
/x ~ =
Fig.2.8

Scriind ecuatiile de echilibru dinamic ale unut element infinitesimal de forma
paralelipipedica si dimensiuni dx, dy, dz, decupat dintr-un corp, rezulta relafule

os.. Ot O7

x.x+ xy+ XZ+X:pa-

ox oJdy Oz

ot . do,, X ot Y=pi

ox Jdy 0z
ot.. ot.. O¢

xy_ 9, Z'Z+Z:pw

ox Jdy Oz
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CAPITOLUL 2 - Ecuapile generale ale dinamicui corpurilor elastice

in care intrevin tensiunile. componentele fortei masice X. Y, Z. densitatea
materialului p si componentele acceleratier o, v. w.

Se poate ajunge la aceste ecuatii si pornind de la situapia unui sohd
considerat care ocupa un domeniu de volum V. marginit de o suprafata S in care
evidentiem un subdomeniu V' marginit de suprafata S'.

Folosind principiul echilibrului partilor pentru acest subdomeniu se pot scrie
ecuatiile de proiectii pe axele ox, oy §i 0z.

[Pds'+ [Xdv'=0

s’ v/
fP,,de/‘“f?dV/:O (2110
s’ v/

[P s+ [zav'=0
s/ v/
unde

X=X-pii ; Y=Y-p¥ ; Z=Z-pW (2 111)

numite fortele pierdute ale lui D'Alembert.
Folosind relafia (2.85) si o formuld de tip flux-divergenta, care transforma
o integrald de suprafata intr-o intregrald de volum, se obtine

Dy ;"‘+de/:0

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Tindnd cont de clasa cdreia 1i apartin functiile de sub semnul intregrala si
finand seama de faptul ca subdomeniul V' este arbitrar, rezultd ecuatiile (2.109).
In cazul micilor miscari amortizate, rezultd ecuatiile de miscare
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o d
aoxx+ Ty, T”‘+X:pu’+vd

ox oJdy oz

ot. Jdo.. Ot
Yy Wy yz+Y:p\'}+v\') (2.113)

ox oy X
ot.. Jt.. Jdo

oy L+ ZEiZ=pWw+vw

ox oJy Oz

in care v este un coeficient specific de amortizare raportat la unitatea de volum.

In cazul micilor miscari neamortizate aceste ecuafii devin

aoxx+arxy+aru:pd
ox Jdy oz
ox oy oz
aru+aryz+ao o
ox Jdy 0z

2.5.2. Cazul corpurilor de tip Cosserat

Pentru scrierea ecuatiilor de miscare se considera echilibrul dinamic al
elementului infinitesimal de forma paralelipipedicd. Rezulta, tinand cont de
variatia micromomentelor prin trecere de la o fata a paraleipipedului la alta. prin
formulele de tip Taylor, ludnd in considerare tensiunile, fortele volumice.
momentele volumice, impreuna cu cuplurile de inertie volumice [T1].

oo Ot arxz
+X=pii
ox Jdy oz

ot,, do.. Ot

D W R y-py (2115)

ox Jdy 02
Jt.. Ot OJo

+—X i+ ZiZ=pw

ox oJdy Oz
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0 .
agxx+a§;x+ ;Zx +Tyz—rzy+Mx:J®x
24 Z
T L

ox Jdy 02

u—txz+My:J<I)y

(2.110)

Daca dispar micromomentele si momentele volumice. tensorul tensiune

devine simetric; acest tensor T, poate fi simetric si dacd sunt indeplinite simultan

condifiile suplimentare

Ol + M + M +M =J®
ox ody o 7

My + My + i +M =J®
ox Jdy oz Yo

X+ M +M_ =J®
ox dy oz ¢ °

care sunt de aceeasi forma cu ecuatiile (2.115).

(2.117)

Dacd micromomentele si momentele volumice nu verifica ecuatiile (2.117).

rezulta ca tensorul tensiune este asimetric.

In lipsa fortelor si momentelor volumice, ecuatiile (2.115) si (2.116) ale

mictlor miscari neamortizate devin

dao_, a‘cyx or,, .
+ + =pii
ox OJy Oz
ot,, . da,, . ot,, e
ox Jy 0z
ot,, . aryz . do,, v
ox Jdy Oz
44
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M + apyx + et +1. -1, =J®
ox oy ;. P
Mo Hy Ky L b 21
ox Oy ;.  CoE Y
alJ"z+ap‘yz+a & -t _=J®
ox oJy Z ‘

Pentru tensiuni, relatitle de trecere
de la coordonate carteziene ortogonale la
coordonate curbilinit ortogonale vor fi de

forma

1 1 -
23 (0n" 0yt 5 (00 0,)00820 T, S0 20

1 1 .
04= E( o+ oyy) - 5( a,.~ Oyy)COSZG - rxystB

GZIOZ

(2 120)

Fig.2.9
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CAPITOLUL 2 - Ecuatule generale ale dinamicii corpurilor elastice

rez:ryzcose—rusme

T,~T yzsinﬁ +1,,0080
1 .
T6™ —i(oxx— o yy)smze —I'xyCOSZO

Ecuatiile de miscare, corespunzatoare unui element infinitesimal. sunt de
forma

ao,+l 81:,9+81:U
or r 00 oz

+l(0r—06)+Fr:p[jr,
r

0 0
Trﬂ+l oe+arez+gf,ﬁ+Fe:Pﬁe, (2.
or rdd oz r

19
19
9]
-

0 o o
Tzr+_1. tez+ 9% +11; +F =pii_.
or rodd oz r ¥ %
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicn corpunlor elastice

2.6. Legi constitutive

Legea constitutiva, relatie intre tensiuni si deformatii specifice, trebuie sa
fie simpld, ramanand in limita ipotezelor admise pentru corpul considerat.

Se admite ca lege constitutiva legea lui Hooke, corespunzatoare cazului
unidmensional. In general, o tensiune pe o direcfie duce la deformati pe toate
directiile: acestea se obtin prin suprapunerea efectelor, folosind legea lur Hooke
generalizata, care va fi de forma liniara.

2.6.1. Cazul clasic

Se admite ¢d intre tensorul tensiune si tensorul deformatie specificd exista
o relatie liniara de forma

Te = TH.To

—
[S9]
R0
%]

S

unde cu T,; se noteaza tensorul lui Hooke, al coeficientilor elastici.
In cazul corpurilor liniar elastice izotrope. legea lui Hooke este de forma

exx=%[oxx—p(oyy+czz)]
eyy=%[0yy—p,(ozz+oxx)] (2 124)

1
ezz=—E[ozz—p(oxx+cyy)]

Vgt 0 YaTgta 0 Yo STy (=

unde apar constantele elastice de material:
E - modulul de elasticitate longitudinala,
G - modulul de elasticitate transversala,
i - coeficientul de contractie transversald al lui Poisson.
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicn corpurilor elastice

Intre aceste constante de material exista relafia

__E ' (2.120)
2(1+p)

Se observd ca axele principale ale tensorului T, corespund cu axcle

principale ale tensorului T,
Din relatiile (2.124) insumand membru cu membru st tinand cont de (2.10)

s (2.92). rezulta

Rezolvand sistemul (2.124) in raport cu tensiunile rezulta
0,,=A0+2Ge ,
- 212
o, AO+2G<—:yy, (2.128)

0,=A0+2Ge ,

Tyz:Gsz , rzx:GYu , Txy:Gny (212

in care apar constantele lui Lamé

4= RE ’ G- E (2.130)
(1T+p)(1-2p) 2(1+p)
Invers, E s1 u se pot exprima:
p-GA26G A o)
A+G 2(A+G)

Se noteaza cu m, constanta elasticd numitd numarul lui Poisson
1
m=— (2.132)

M
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurilor elastice

In cazul coordonatelor curbilinii ortogonale legile constitutive se

particularizeaza pentru:
- coordonate cilindrice

err:%[orr_u(06+0zz)J’
ee=i[ae—u(ozz+or)], (2133)
E

ezz=%[ozz—p(orr+ae)],

1 1 ]' . 4
YOZ:ETGZ ’ er:a'rzr ’ er):—a‘cre’ (2.134)

- coordonate sferice
GRZE[(’R—”(% +oe)],

19
%)
4
~—

S LCRLA)

ee:%[oe_”((’k*%)]’

T (2.130)

1
Y(p(f):—é_‘ccpﬁ ) YBR:E 6R  ° Ych:Eth,

2.6.2. Cazul corpunlor de tip Cosserat

Se admit corpurile ca fiilnd omogene, centrosimetrice - fiecare punct este un
centru de simetrie elasticd, cu proprietafi de elasticitate liniara. Se introduce legea
constitutiva corespunzatoare cazului general al rotatiilor libere, la care se adaugd
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicii corpurilor elastice

T.Vz:Gsz+2aQyz ’ rzx:Gsz+2anx’

rzy=Gsz—2ochz , T.=CGY,2eQ ,

(2 137)
Txy:Gny+2°‘ QW,
ryx=nyy—2a Qxy,
u, =A¥+2Ge ,
n,=A"¥+2G'e , (2.138)

u, =A"¥+2Gy,,
1, =2G ‘i 2ael, , w,=2G'e, 2a 0y,
M,=2G ‘o200, 1, =2G e 2al, (2.139)
W,,=2G /(piy +2a (piy,
ny=20/cpiy—aa/cpzy,

unde componentele tensorului T, sunt legate numai de componentele tensorulur T .
iar componentele tensorului T, depind numai de componentele tensorufur T .
S-a introdus partea simetricd §i partea antisimetrica a tensorului T, sub torma

1 1
(p;Z:E((‘pyz+(pzx) ’ (p;ZZE((P)’Z_(pZ_)’)’

1 1 ,
‘92:5(‘%*‘%) , @?fa(cpu—cpxz), (2.140)

s 1., a1
%—5(% ¢y wxy——z—(wxy—cpyx).

In relatiile precedente € si ¥ sunt date de relatiile (2.10) si (2.35): A $1 G
sunt constantele elastice ale lui Lame, iar oo este o constanta avand aceleasi
dimensiuni. Constantele elastice A', G' si o', joacd un rol analog lui A, G si o. In
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CAPITOLUL 2 - Ecuatiile generale ale dinamicu corpurilor elastice

general, un corp de tip Cosserat liniar elastic. cu rotatii libere. depinde de sase
constante elastice independente.
In cazul rotatitlor constranse, pentru care T,,~0, rezulta

‘P:%divrotizo (2 141)

Insumand relatiile (2.128) s1 (2.138) membru cu membru. rezulta

0=3A1+2G)0
(2 142)
P=-31"+2G)¥
unde s-au folosit notatiile
P=p, +p +Hu,.
oo T (2.143)

=g +0 _+
® G, *t0,+0_,

Legea constitutiva se admite de forma (2.124), la care se adauga relafiile

— s _ S _ ]. Ky
YyZ_Eryz 3 Yu—Eru b ny'—arx_y

(2.149)
1 1 1
Qyz——aryz , sz"z‘;rzx , Qxy—ﬂrxv
S M T
:i - /( ) 2 145)

(pz:é[uzz—u’(ux;uw)],
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(pzx:——p_ +——-—p,zx’ (2.140)

Q= Ry —— I (2.147)

I s 1

obtinute prin inversarea relatiilor (2.137), (2.138). la care s-a introdus partea
simetricd §i cea antisimetricd pentru tensiuni §i micromomente tangenfiale de forma

1 1 -]
‘C;ZZE(T),Z+TZ);) , T;:E(ru+txz) ’ ‘CZyZE(‘ny+Tyx)
"2 1 e 1
‘Cyz_E(Tyz—rzy) ’ TU_E(TU—I““) ’ rzy_z(rxy ryx) (2 148)

1 1 1
ujz:a(uyﬁpzy) ’ p‘ixza(uz,fuxz) ) szzg(llzyﬂlyx)

.1 1 1
uyz:_Z—(l.lyz_pzy) 9 pr:E(uzx_uxz) ’ p:y:—i(uxy—u.vx)

Modulul de elasticitate E s1 coeficientul contractiei transversale p sunt cele
definite anterior si s-au mai introdus, in mod analog, constantele elastice

/ 2L, /
E/: (3), +2G )G ; l-l-/: A , (2.149)
A'+G’ 2(A/+G/)
relatii care se pot scrie si invers, in forma
'/ /
A= Wk G-t (2.150)
(1+p)(1-2p) 2(1+p)
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CAPITOLUL 3 - Ecuatule fundamentale ale ciocnirni corpului elastic

CAPITOLUL 3

ECUATHLE FUNDAMENTALE ALE CIOCNIRI
CORPULUI ELASTIC

3.1. Consideratii generale

Studiul ciocniri corpurilor rigide se bazeaza pe ipotezele simplificatoare
privind existenta fortelor percutante de intensitate foarte mare insa numai pe durata
scurtd a ciocnirii. Astfel se pot calcula salturile de vitezd necesare determinarii
miscdrii ulterioare, pozitia corpului fiind considerata nemodificata pe durata
ctocnirii [S1].

Extinderea acestor ipoteze si la corpuri deformabile nu este posibila fara alte
simplificari referitoare la comportarea corpului supus ciocnirii,

In studiul ciocnirii corpurilor deformabile s-a introdus un model specific
materialelor componente care are la baza ipoteza propagarii instantanee a
impulsurilor de ciocnire. Acest model sta la baza precizdrii condifitlor impuse
corpului deformabil de catre ciocnire [B7].

Pormind de la ecuatiile fundamentale ale teoriei elasticitatii. studiul ciocnirn
se reduce la determinarea cdmpului de viteze indus. Se inlocuiesc acceleratiile prin
variatii de viteze, iar tensiunile prin impulsurile lor legate prin legi de material
corespunzatoare cazului elastic dar cu alte constante specifice materialelor
componente.

Se admite cd aplicarea ciocnirii, presupusa instantanee, genereaza brusc in
corpul elastic izotrop variatia tuturor vitezelor. Aceasta inseamna ca
discontinuitatea generatd de ciocnire se propaga instantaneu in tot corpul. adica cu
viteza infinitd. Evident este o simplificare fata de alte dezvoltari cunoscute din
teoria caracteristicilor care conduc la concluzia ca propagarea se face cu viteza
finita.

Odatd metodologia stabilitd, pot fi tratate separat cazurile simple de
solicitari, dar in prezenfa ciocnirii. Pentru exemplificare se vor considera
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirii corpulur elastic

solicitarile simple ale barei drepte ce conduc la vibratii longitudinale ale barei
supuse la ciocniri.

Posibilitatea variatiei instantanee sau foarte rapide a vitezelor in intreg
volumul corpului a fost pentru prima data luata in considerare de F.Conforto [C2].

3.2. Ecuatiile fundamentale ale ciocnini corpului deformabil

Pomind de la ipotezele simplificatoare precizate pentru modelul corpului
supus cilocnirii, in continuare se prezintd ecuatiile fundamentale necesare
determinarii legii de distributie a salturilor de viteza din momentul ciocnirii $i se
aplica la cazuri simple ce pot fi imediat rezolvate. Toate rezultatele astfel ob{inute
reprezintd conditiile inifiale pentru studiul evolutiei starii corpului elastic in timp.

Studiul ciocnirii revine la determinarea variatiilor de viteze in diferite puncte
ale corpului sub acfiunea campului de impulsuri rezultat.

Evident, ecuatiile de echilibru dinamic ale corpului elastic se presupun
valabile s1 in intervalul scurt al ciocnirii.

Se considerd sistemul de axe Oxyz 1 se noteazd vectorul viteza v(v,.. v,. V,).
precum si tensorul simetric al tensiunilor

ecuatiile de echilibru dinamic vor fi

pli=X+—Z+_4_ X

pr=Y+ X4+ W, X (3.2)

pw=Z+—Z+_ P4+ X
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirii corpulur elastic

in care intervin tensiunile. componentele fortei masice F(X.Y.Z). densitatea de
masa p a materialului si componentele vectorului acceleratie a(ii,v.w).

Daca se noteaza cu v(v_v.v,) vectorul vitezd, componentele vectorului
acceleratie vor fi

dv. dv dv .
ii: £ , "}': y , w: Z (j_») )
dt dt dt

1ar ecuatiile echilibrului dinamic devin

p—L=y+ X+ P4 K (34
dt ox dJdy oz
oLz arzx+ arzy . aozz'

In intervalul foarte scurt al ciocnirii [t,.t,], apare variatia brusca a vitezei.
notata cu V(VX,V}.,VZ),

- _ _ 3 s
V=v, Vo (3.5)

in care v, si v, sunt vitezele punctului considerat la inceputul. respectiv sfarsitul
fenomenului de ciocnire.
Se noteaza cu

po=[o0dt . py=[o, ®dL...

1 (3.0)

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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impulsurile tensiunilor i cu T, tensorul corespunzator

- (3.7)
Tp—< pyx pyy pyz >.
Py Py Py

Deoarece modificarea pozitiei fiecarui punct in timpul ciocnirit se presupune
neglijabila, impulsurile tensiunilor satisfac egalitatile

I Ly
o0, 9 op
—Pdt=—|o_dr=—=2,
tf ox axtf o ox
0 0
L I
do
—Wdt:i oyydtz—”,
oy ™ ol Ty
...................................................... 58
4 4
[Z2a=2 v a=Zn,
" oy,
L 4 1
f X(t)dt=P, ; f Y@)dt=P, ; f Z(r)dt=P,
) Iy Iy

in care }_)(PX,P_\,,PZ) gste o percutie.

Prin integrarea ecuatiilor diferentiale (3.8) pe durata [t,.t,]. a fenomenulul
de ciocnire, se deduce

pV =P + + + (3.9)

PV=P+apz"‘+apzy+apzz
CP w9y oz
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Trebuie subliniat ca pentru fortele masice obisnuite, neavand caracter de
forte percutante, percutia corespunzatoare IS(PX,P\,,P[) este neglijabila.

Ecuatiile (3.9) sunt fundamentale pentru studiul ciocnirti corpului detormabil.
ce poate fi considerat sub actiunea unui camp de impulsurt presupuse transmise
instantaneu in intregul corp [B7]. In continuare, este necesar a se deduce repartitia
acestor impulsur in corpul elastic [B6].

3.3 Viteza specifica de deformatie. Vanafia vitezei specifice de deformatie

Se defineste viteza specifica de deformatie prin expresiile

ov ov ov
e = X s € =7 , € =__ 2
oox P 9y “ X
e =€ :%-{-% ; = :%+% (3]())
xy Cyx ay ox DL oz ay
v, v,
e =€ = " 4___ -

O oox oz

s1 tensorul viteza specifica de deformatie. tensor simetric de ordinul al doilea

T-{e e e (311)

In plus, se mai considera si variafia vitezei specifice de deformaftie
definindu-se marimile

/_ 10 _ ale_ avox: oV, Vo)

S Mo ox
(3.12)
/ 0 aVly 8‘]0); a(Vly— Oy)
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e/: l_eO= C’}Vl.x*_avly]_ aV(lxqi_avly
VY Ay o dy ox
_ oV, Vo) . a(vly vOy) e
dy ox .

/_ 1 0 avbg+av a“h__aWk —
€y oz Oy o oy )
_ a(vly Vo) . oV, ~vy) ol

oz dy o

ez/x=e;x—e£x=( M, ale]_( Vo , GVQ"):

ox 2 ox 02
) (Vi Vo)) 9(Vi, Vo) e
ox oz ol
Tinand cont de relatia (3.10), relatiile (3.13) devin
o/ :ilé y GV /- v,
XX ax b yy ay » Fod az b
, oV, aV
€y €™ Y,
ox
ov, oV,
ey/z:ez/y:_y +_£;
oz oy
;o oV, oV,
e, =€, =———+ .

In plus se mai considera si viteza de deformatie volumica

avavav

e =

”axayaz
58

(3.13)

(314

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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a carel variatie va fi
ov, oV, oV
/1 0
e,=e,—e,=——+—2+ %
ox oJdy &

sau altfel scris:

/+e/+ez/z, (3.19)

/
€,=€,, yy

Se noteaza cu T, tensorul viteza relativa de deformatie, tensor sumetric de
ordinul al doilea

/
€ €y €x
2 A (3.20)
= ) 2
To= ey €y ey
e, e e
| "z “o Pz

Componentele torsorului T ' trebuie sa indeplineascad urmatoarele condifii de

/ / /
e ) Fe, e,

continuitate

W
oz2 9y? Oyor

/ / /
Gzezz+82en_82eu G

ax?  0z2 Ox

aze,:“aze);zéze;y
dy> x> oxdy’

el e’ (3.22)
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3.4 Legi constitutive in cazul ciocnini

Odata precizate principalele consideratii privind echilibrul dinamic al
corpului ramane sa fie analizate proprietafile fizice specifice fenomenului de
ciocnire [B9], [M3].

Pe langa aspectele geometrice si mecanice in formularea modelulut, pentru
corpul deformabil supus ciocnirti, mai trebuie adaugate consideratiile de natura
fizica. Se impune introducerea caracteristictlor fizice prin legi constitutive simple
dar in concordanta cu proprietdfile fizice s1 in limitele ipotezelor admise asupra
corpului deformabil.

Obisnuit 1n teoria elasticitatii se admit ca valabile legile lui Hooke exprimate
prin relatii liniare intre tensiuni si deformatii. este insd evident ca exista deosebiri
fundamentale privind comportarea materialului in cazul ciocnirii [M3].

Drept urmare, la ciocniri trebuie considerate alte legi constitutive care se vor

adopta in continuare tot liniare, dar intre impulsurile tensiunilor s1 vitezele de
deformatie [C1], [C2].

Pentru corpurile izotrope se va admite ca directiile principale ale tensorului
impulsurilor T, si direcfiile principale ale tensorului vitezelor relative de
deformatu T, coincid, iar intre marimile corespunzatoare sunt valabile relagile

1
e,ﬁf—[pxx-uo(pw Pl
EO

-
1o
9]
—

A |
eyy:E[pyy_uo(pzz"'pxx)], (3.2.
0
;1
ezz:E[pzz—pO(px_x+pyy)],
0

;1
¢ Dys

"G,

/
e,.,=—p (3.24)
" yz?
G,
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CAPITOLUL 3 - Ecuatile fundamentale ale ciocnirii corpului elastic

unde E, si y, sunt constantele din legea generalizatd a lui Hooke pentru crocniri.
lar

E
0 (3.25)

G=-__9

0 ]

2(1+py)

Daca se introduce constanta lui Lame

Ejn,

AOZ (3.206)
(Lo -2py)

si se rezolva sistemul de ecuatii (3.23) in raport cu impulsurile tensiunilor. rezulta
. /
D =Aee, 2G e,

/ (3.27)

Py= Aoev/ +2G0eyy,

pzz=AOev/ +2Goez/z,

/
pxy _pyx _Goexya

p »z P zy:GOe)fz’

/

p zx =P xz:GOezx’
unde e '...... sunt variatiile vitezelor specifice de deformatii prin relatitle (3.106).
Trebuie subliniat ca in sistemul de ecuatii (3.27) apar numai componentele
vectorului V, ce reprezintd variatia vitezei punctului din corp in timpul ciocnirii.

3.5. Ecuatiile lui Lamé in cazul ciocnirnlor

Studiul ciocnirilor se face pe baza ecuatiilor (3.9) si (3.27), precum si a
conditiilor la limita pe suprafata.
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CAPITOLUL 3 - Ecuatfiile fundamentale ale ciocnirii corpulun elastic

Tinand seama ca in primul rand trebuie sa se stabileasca ecuatiile
diferenfiale pentru determinarea repartifiei variafitlor de viteze, se vor elimina
impulsurile tensiunilor din sistemul format de ecuatiile (3.9) tinand cont de
relatiile (3.27). Astfel se obtine sistemul de ecuafii

ae‘f de.. de.. Oe

V =P +A +26.—2+G,—2+G ,
P amtamborgy 70 T, 0y,
de. de. ae/ de. ,
va:Py+A'O v+2G0 yy+G0 ayx+Go ayx’ (3.28)
- Z X
e’ de. e de.
pV,=P +hj—— +2G,—=+G—2+Gy—=.
oz 0z ox oy

Dar pe baza notafiilor (3.16) se poate scrie

de,  de, _ Oe,
26,—+G, +G, =
ox dy oz
V. PV, FV gV, oV, oV
:G x+ .x+ X +GO’— X+ y+ -
ox* ody? az° ox\ ax Jdy oz
(3 29)
aev/
=G0\72Vx+G0 e
unde s-a folosit operatorul Laplace
VQ:. 82 + 82 + 82 . (3.30)
ax? 9y? oz

Conform celor precizate anterior au fost neglijate impulsurile fortelor masice
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirii corpului elastic

ce nu au caracter percutant. Astfel, in final, sistemul de ecuatii (3.28) devine

/

pV.=G,V*V,
/

ppgzigovﬂpa v (3.31)
/

pV,=G VPV +(A+Gy)—

In concluzie sistemul (3.31) poate fi utilizat pentru calculul variagiei de
viteza a punctelor din corp \_/(V\,V},,V,'), datorata fenomenului de ciocnire. Dupa
cum se observa, aceste ecuatii sunt analoge ecuatitlor lui Lame din teoria
elasticitatin [F1].

Practic. repartifia variatiei vitezelor din intregul corp se determind prin
integrarea sistemului (3.31) cu conditiile de limita date.

3.6. Ecuatiile Beltrani-Michell in cazul ciocninlor

Plecind de la ecuatiile de miscare (3.2), derivindu-le in raport cu x. v §1 .
[T1] s1 luand in considerare relatiile (3.16) si relatiile (3.23), rezulta

& _P & +u0£<p +p ) azp azp an =Q,

ox® Eyorr] " TESYCE x| axay ox

o P o b +U0£(P p )+82pn+62pyz+aPy:O’ (3.32)
oy? Eyor2)” TE,S® ™ oxdy odyoz Oy

il -£ i P tH (P P ) azpyz pz'x+aPZ:

322 E,or? OF '™ dydz 0z0x Oz

Tinandu-se seama de continuitatea exprimata de relatiile (3.22) si de relatiile
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirit corpulun elastic

(3.23). rezulta

Ip,, ) ’p, ‘Ho( Fp,, X ’p,, ) Gy ) Gy D1y p,,

dz* Oy dy2 dz* oy? az? Oyoz (333)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Adunand cele sase ecuafii de mai sus membru cu membru, primele trei fiind
multiplicate cu (1+p,). rezultd cd suma impulsurtlor tensiunilor normale verifica
o ecuafie de forma

ey 5 3.34)

L+ divP (3.
I-p,

I-p

oP_ oP.  oP
X, Y,z
ox Jdy 0z

Dl(pxx+pw+pzz):_

In ecuatia de mai sus s-a introdus operatorul lui D'Alembert
D':VZ__— (i:1’2)s (3.35)

unde V? este operatorul Laplace (3.30) iar c, si ¢, sunt date de
2=2(1—p.0) 00: I-p, 5
1-2p5 p (I+pd-2py p
.G 1 E
P 2(1+py p

(3.30)

Se observa ca intre ¢, si ¢, este o relatie de forma

2(1-
cf:_ﬁ__lkgcjz 1+ 1 ¢} (3.37)
1-2p 1-2p,

0

De asemenea, rezulta cd intre operatorii (7.4), introdusi mai sus existd o
relatie de forma
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirii corpului elastic

(1-2p )L +V2=2(1 -p )0, (3 38)

In ecuatia (3.34) mai apare notatia div P care semnifica

— OP P
div P=a x+aPy+a 3 (3.39)
ox dy o2

In continuare, daca se elimina cele trei impulsuri ale tensiunilor tangentiale
intre ecuatiile (3.32) si (3.33), rezultd ecuatiile pe care trebuie sa le verifice

impulsurile tensiunilor normale

1 | & pol+p *
P+ S — e e Py P
1+|~"0 ox l_uo Eo ot
) oP, aP _oP, 2an
1- i, x ay oz ox
1 | & Ho(l+p
-~ St D0 SNy b, p)-
i ay I-p,  Eyor® (3 40)
oP, aP aP oP
__ S hal)
1+p,0 ax ay 0z oy
1 o P-0(1+|J'0)
+ (p Py D) =
D}Dzz 1+|J'0 aZ 1- ) an
oP, aP aP oP
=- 2%,
1-p, ax Gy oz 0z

Daca se deriva a doua ecuatie de miscare (3.28) in raport cu z si pe a treia
in raport cu y si le insumam putem scrie ecuatia
F . & & & &p, Fp,, OP, OP,

21 )p )+ — 2220, (341
dy? 82 " e aya(p P.) a3y dzdx Oz Oy
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirii corpului elastic

Celelalte doua se obtin prin permutari circulare

' &p,_ &Pp, OP, OP
ﬁ+i -2( 1+u0) P -aipzx+ D)+ Pry 9Py,
dz? ox? Eyor?[ @ oyoz axdy dzox Ox
&p,, & (0P, 9P,
(iz&i_z (1+ 0) p ¢ —— (PP, Py 7Pu
ox? oy? Eyor* 2" ozdx dyoz axay dy

(3.43)

Ecuatiile de continuitate, scrise in tensiuni, cu ajutorul legii lui Hooke pentru

ciocniri, vor fi de urmatoarea forma

. o op. ) P
Wrpg 2| - P, P, P | P & () )
ox\ ox Jdy Oz ) 9dydz “dyor P %
(
(1+u0)i_apzx+apxy+apyz_azpw & ®. D),

a\ dy &z ox) ozax = Corax

(1+u0)£(_apxy+8pyz+6pzx :c?zpzz_u
Z\ oz ox 9y ) oxdy Caxoz

Eliminand cate douad tensiuni tangentale intre aceste ecuafii, rezulta

p 1 & ®.. )= aPy oP,
__| 9y ot

¥ 1+u, Oyoz Py P oy
s & e - (aPZ oP,
= 1+p08 ox Py Paz ox oz

1 & oP, OoP,

+ — (p_+ = +oeo2
P o e P PR T o

? pp

-

-

(3.45)

Ecuatiile (3.40) s1 (3.45) reprezinti ecuatiile de tip Beltrani-Michael pentru

problema percutiei corpului elastic, in cazul unor forte masice de clasa C'.

In lipsa fortelor masice, ecuatiile de tip Beltrami corespunzatoare vor fi
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirni corpulur elastic

1 &

+ — =0
LLp,, 1+uana(p Py tPy)
32

1 32
— =0
LLp o+ l+u088y(p N

& Kol p &
_a)’z 1-p, E afz_

1 _
szw+ 1+p, (pxx+pyy+pzz)'0

1 [ &  Mo(l+mg) p &
ot + =
1+|~“()_(312 l_uo E() al?'_

(Prx Py tP ) =0

Aplicand operatorul O, ecuatiilor (3.46), tinand seama de (3.34), rezulta ca
in absenta fortelor masice, componentele tensorului impulsurilor tensiunilor T .
(3.7. verifica dubla ecuatie

DIDZPUZDIDZPWZDIDZPZZZO
Dlmzpyz:Dlszx:DIDZny :0

(3.47)

Se remarca faptul cd impulsurile tensiuntlor trebuie sd fie funciii de clasa
C?, pentru a putea verifica ecuatiile de tip Beltrami, iar dacd dorim si fie verificate
si ecuatiile (3.47) trebuie si fie functii de clasa C”.

Se mai observa ca multimea integralelor ecuatiilor (3.47) cuprinde mulfimea
integralelor ecuatiilor (3.46), primele ecuatii nefiind suficiente pentru rezolvarea
problemei.

Pentru rezolvarea problemei trebuie integrat sistemul format de ecuatiile de
tip Beltrami (3.46) si ecuatiile (3.9); trebuie tinut cont de aceste ecuatii deoarece
ele reprezinta condifii mai restrictive decit cele impuse de ecuatiile de tip
Beltrami. La toate acestea trebuie addugata si legea generalizata a lui Hooke
corespunzatoare ciocnirii (3.23) unde se tine seama de relatiile (3.16).
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirn corpului elastic

3.7. Ecuatiile fundamentale ale ciocnini in cazul corpurilor de tip Cosserat

In studiul ciocnirii corpurilor de tip Cosserat trebuie introdusa st influenta
momentelor  volumice I\-/I(MX,M\.,MZ) si  trebuie consideratd  aparifia
micromomentelor. Si in acest caz se presupun valabile ecuatiile de echilibru
dinamic ale acestor corpuri; in plus se considerd valabile toate 1ipotezele ce au stat
la baza deducerii acestor ecuatii. Astfel, se considera tensorul T, al tensiunilor

T ={t_ G T (3 48)

st tensorul micromoment T

T, ={y By By (5:49)

Ecuatiille de miscare vor fi

pli=X+ +

ot O

g
e .- (3 50)

ox dJdy oz

pv=Y+

IR

ox Jdy 0z

pw=2Z+
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale ciocnirti corpulur elastic

. o, Op, O
JO =M +1 -7 _+ Por, Fr, W
¥ o ox 9y Oz

LMy OHy OHy
o dy oz

J(I>y=My+1:zx—rxz

JO =M +7_-1 ot ap"‘z+ apyz + s
¢y R x 9y oz

in care intervin tensiunile, componentele fortei masice F(X.Y.Z). densitatea
materialului si componentele acceleratiei a(ii, v, w), si J - moment de inertie de
rotatie specific; ®(d_ D D)) - acceleratia unghiulard de rotatie constransa:

MM .M M,) - moment volumic total in punctul respectiv.

Dacd se noteaza cu v(vv.v,) vectorul vitezd si cu P(D D D) vectorul

(3.51)

acceleratie unghiulara de rotatie constransa, componentele acceleratiilor vor fi

dv dv dav

u = _x "]' = _y = _Z

dt dt dt
dd . dd dd
$ -__* o -— =
*oodt Yoodt Lodr
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CAPITOLUL 3 - Ecuatiile fundamentale ale crocnirn corpulur elastic

qu)x:M +r -1 +auxx+ap'yx+auzx
a * ¥ x gy &

J—2 :My”zx“f + auxy+ a“yy + al“lzy (3 53)

dt ® ax dy oz

d
Jd Z=MZ+1: -7 x+ap"‘z+au)’z+a“u

dt ¥ o dy oz

Daca se considerd intervalul, foarte scurt, al ciocnirii, t=t,-t,. in aceasta
perioadd apare variatia brusca de vitezd V(V_V_V ),

-5 5 334
V—v1 Vo ( )

~ -~ -~

st variatia brusca a vitezei unghiulare de rotatie constransd ®(d_d D )

<I>=§>l—<f>0 (3 59)

in care v, si @, sunt viteza si viteza unghiulard de rotafie constransa la inceputul
intervalului iar v, si @, sunt vitezele la sfarsitul intervalului de ciocnire.
Se noteaza cu

IR A (3 30)
Iy
pxy=frxy(t)dt 3 eeeerereenenens
Y

impulsurile tensiunilor s1 cu T, tensorul corespunzator

A~
>

S
g

S
K

o

!
E‘w
%B
\ﬁ*u

3
&

\
&

S
N

-

Similar se noteaza cu
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CAPITOLUL 3 - Ecuatnle fundamentale ale ciocnirit corpului elastic

U 15}
k. = f u, Odr f M (Ddt
i
L
k= f THNC)Y SRR
Y

impulsurile micromomentelor si cu T, tensorul respectiv

2?

Xz

2?

»

K., k
T, = ky k
k k

=~
8

Deoarece modificarea pozitiei fiecarui punct in timpul ciocnirii se presupune
negliyjabila, impulsurile tensiunilor si impulsurile micromomentelor

egalitatile
dt—— f o a't-———~
‘1
f D=9 f o dt—————
ly
t1 ................... t .l ....................
f—ﬂa’tzifrxvdt:ﬁ
ox oxY ~ ox
lo fy
tla ................ ;l. ............ a k
hdt__a_fuxxd[:_““_
ox ox ox
Iy f
t t
"0 ‘ ok
f—u”dt afp dt=—2
” ox ax ox
71
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CAPITOLUL 3 - Ecuatule fundamentale ale ciocnirii corpulus elastic

Tinand cont de relatiile (3.60) prin integrarea ecuatiilor (3.53) in raport cu

timpul pe durata [t,.t;] a fenomenului de ciocnire. se deduce

- ok, Ok, Ok
J(I)X:Kx+p -p,.+ Py T
Y x dy &z
Jo :Kf+paflki+aknu+akn“+ak0
yo ox Jdy Oz

- ok._ ok _ ok
JO =K +p -p +—X4_ K, =
e PP 5T s

(3.61)

Dacd fortele si momentele masice sunt obisnuite, dect nu au caracter

percutant, percutiile corespunzatoare l_D(Px,P},,PZ) $1 K(KK,.K,) pot fi neghijate.

Ecuatiile (3.61) sunt fundamentale pentru studiul ciocnirti corpurilor de tip

Cosserat, ce pot fi considerate sub acfiunea unui camp de impulsuri transmise

instantaneu in intregul corp.
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirn corpurilor elastice

CAPITOLUL 4

CAZURI PARTICULARE ALE CIOCNIRII CORPURILOR ELASTICE

4.1. Ciocnirea longitudinala a barei drepte

Studiul ciocnirii poate fi usor elaborat in cazul barei drepte supusa unei
ciocniri longitudinale [B5].

Bara dreapta cu axa

| X. $€ presupune supus n

|
!| f A la percutia P (fig4.1).
P N -l— I Sectiunea transversala a
A | _ L O B X  barei este S iar densitatea
X i Ax | p. constante de-a lungul
St D .
' barei.
| 'I | lex Presupunand elemen-
— e g g tul de bard din fig4.1.
p)(x A!x P.'xx ecuatia de echilibru a
- acestula in cazul ciocnirm
Fig.4.1 este dp
pVx: B ¢ S
dx

Legea de tip Hooke ce exprima comportarea materialulur la ciocnire. se
considera de forma

/ .
unde E, este modulul de elasticitate longitudinal la ciocnire, iar €' variatia vitezei
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de deformatie

dv
ex{x: ad (43)
dx

Daca se introduce legea (4.2) si expresia (4.3) in ecuatia de echilibru (4.1).
rezulta pentru ciocnire ecuatia

v'- Ly _o . b= £ (+4)

X X

b? P
Solutia generala a ecuatiel (4.4) este de forma

Vx=Clch% +Czsh% (45)

C,. C, fiind constante de integrare ce depind de condigitle concrete de realizare a
clocnirii.

Considerdnd bara de lungime 1. conditiile la limita vor fi date de percupia
care se presupune aplicatd in extremitatea A(x=0).

In aceasta situafie pentru extremitatea A se poate scrie condifia

P+pr‘x|x=0:0 (4.0)

Tindnd seama de legea (4.2) si expresia (4.3), din conditia (4.1) se deduce

(e (47
=
x=0 EoS
Analog pentru extremitatea fixd B unde nu actioneaza percufia, rezulta
/
= (4 8)
Flx=l 0

In consecintd, dacd percutia se aplica unei bare in repaus (fig.4.2). solutia
(4.5) pentru conditiile (4.7) s1 (4.8), devine

ch_l____x
x" l{?ﬂ; ll7 (4.9)
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirni corpurtlor elastice

(
", P P|
- x0 m 4 L
/ b L
P & P
V z—-—b— = P = —_—
JalET: %0~ R et
P 1 P P
| X N X
-—t e
Fig.4.2 Fig.4.3

Solugia (4.9) exprima distribufia de-a lungul barei a salturilor de viteza
datorita ciocnirii. Acestea reprezinta conditil inifiale pentru vibratiile longitudinale
ale barei ce urmeaza ciocnirii.

Raportul vitezelor sectiunilor limita

v [

0 _cpt (4 10)

vx=l

este cu atdt mai mare cu cat bara este mai lunga si cu cat E, va fi mai mic.
Daca //b<<1, bara rigida si scurtd, atunci vitezele tuturor elementelor barei
vor fi aproape egale.
Daca percutia P se aplica unei bare cu un capat incastrat (fig.4.3) atunci

X 411)
EO,Sch—ll) b (

Impulsul transmis de bara obstacolului (incastrarii) este

P
412
ch—l- 12
75P
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirn corpurilor elastice

Daca //b>>1 acest impuls va fi diminuat. Daca insa //b—< 1. bara scurta si

rigidd, atunci impulsul se transmite aproape fara modificari.

In continuare se aplica consideratiile precedente la cdteva cazuri concrete.

Pentru o bara din otel. de lungime / si sectiune S. supusa socului tensiunea

corespunzatoare limitei de elasticitate este ¢,=2-10" N/m". iar forfa percutanta

corespunzatoare F =Sc,. Considerand durata socului t=2-10". rezultd percufia

P=[Fdi=Ft=So t
0

(4.13)

Viteza capatului barei de masa m, densitate p si lungime / va fi prin

aplicarea percutiet P

_p Sat oyp

Vi-o I
m Slp Ip

Pentru
a) /=1 m; S=107 m*; p=78-10° kg/m’ rezulta

_210°210™
178-10°
b) /=3 m; S=107 m* p=78-10* kg/m’ rezultd

=5,12 mfs

Vx =0

_210%2-107

- =1,7 mfs
° 37810
¢) =10 m; S=10" m*; p=78-10° kg/m’ rezulta
10892.10°4
y =220 210 7 4519 s
1078-10°
76
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(4 10)

(4.17)
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirn corpurnijor elastice

P=400Ns /=Im  p=7800 kg/m’ S=10"m"
~ 2 X -
E, 10° 10° 10 10° 10 10 10°
[N/m-]
0,113 0,358 1,132 3.58 11,32 35.8 113.22
b=JEJp
1/b 8,85 2,816 0,883 0.279 0.0883 0.0279 0.0088
sh 1/b 3487 8,325 1.0028 0,283 0,0884 0.0279 0.0088
V., )
Pbch——
V.= ;
X E Ssh—
b
x=0 4520 14,42 6,38 5.25 5.138 5.134 S 14
x=0.3/ 3,18 6,19 5,40 5,15 5.129 5,133 S 14
x=0,6/ 0,22 2,91 4,80 5,09 5.123 5,132 S 14
x=/ 0,013 1,72 4,51 5,06 5,120 5.132 S.14
E =10"
b=358
1/6=0.00279; sh=0,00279;, ch=1
V. =511
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P=400 Ns /=3 m  p=7800 kg/m’  S=10"m"
E, 10° 10° 10° 10° 10" 10’ 10’
[N/m-]
1,132 3,58 1132 35.8 113,22
b=/EJp
I/b 2,65 0,838 0,265 0,084 0,0265
sh /b 7 0,943 0,268 0.084 0.,0265
V., ;
PbCth
X sz ]
E Ssh—
b
x=0 4,6 2,08 1,750 1,71 1.70
x=0,3/ 2,118 1,789 1,72 1,70 1.70
x=0,6/ 1,046 1,606 1,70 1,70 1.70
x=/ 0,647 1,52 1,69 1,70 1,70
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirt corpurilor elastice

- material: aluminiu

- modulul Tui Young E=7-10" N/m*

- densitate p=28-10° kg/m’

- dimensiuni /=1 m; S=10* m*

- forta percutanta F=10° N; t.=10"; percutia P=10° Ns

a o,=0.8 o.=0_4
E =aE 5.6-10" 2.8-10"
modulul
dinamic
4.47.10° 3.16-10°
b=/E ¢
1/b 0.22-10" 0.27-10"
sh 1/b 0.22-10™ 0.27-10"
x [m] I Chll— ch? Ix Chk—- ch
b b szP_b_ b b Vx;fﬂ,_
ES sh ES
0 0.22 107 | 1.000000024 027 107 | 1.000000036
0.2 0.17 107 | 1.000000014 0.25 107 | 1.000000031
0.4 0.13 107 | 1.000000008 019 107 | 1.000000018
0.6 0.08 107 | 1.000000003 0.13 107 | 1.000000008
0.8 0.04 107 | 1.000000001 3.6 m/s 0.06 107" | 1.000000002 4.18 ms
1 0 ] 0 ]
Variatii AE, = 50%
AVx = 1()‘%)
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirii corpurilor elastice

- material: aluminiu
- modulul Tui Young E=7-10"" N/m*

- densitate p=28-10" kg/m’

- dimensiuni /=10 m; S=10? m*
- fora percutanta F=10° N; t.=10"; percutia P=10" Ns

o4 a,=0.8 o.=0.4
E =aE 5.6-10" 2.8-10"
modulul
dinamic
4.47-10° 3.16-10°
bamup
1/b 0.22-10~ 0.27-10~
sh 1/b 0.22-10~ 0.27-10~
- — ! - -
x [m] l_{ Chl__ Pb ch- Q. ch.l__‘x Pb ch
b b V= b b LA
EOS sh. EOS S}
0 0.22 107 | 1.0000024 0.27 107 | 1.0000036
2 0.17 107 | 1.0000016 0.25 107 | 1.0000032
4 0.13 107 | 1.0000009 0.18 107 | 1.0000018
6 0.09 107 | 1.0000004 012 107 | 1.0000008
8 0.04 107 | 1.000000] 0,3628 m/s 0.06 10~ | 1.0000002 04179 mss
1 ) ] 0 |
Variatii AE, = 50%
AV. = 16%
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirti corpurilor elastice

- material: otel carbon
- modul de elasticitate E=21-10"" N/m?

- densitate p=7800 kg/m’

- dimensiuni /=1 m; S=10~ m"
- forta percutantd F=10° N; t =10, percutia P=10° Ns

a a,=0.8 a.=0.4
E =aE 16.8-10" 8.4-10"
modulul
dinamic
4.641-10° 3.280-10°
b=/EJ¢
1/b 0.21-10° 0.27-10°
sh 1/b 0.21-10" 0.27-10"
x [m] l——ﬁ C/’lE Ch! l__x Chﬂ ch
b e B b AL
o sh oS st
0 021 107 | 1.000000022 027 107 | 1.000000030
0.2 0.17 107 | 1.000000015 024 107 | 1.000000030
0.4 0.12 102 | 1.000000008 018 107 | 1.000000017
0.6 0.08 107 | 1.000000004 0.12 107 | 1.000000007
0.8 0.04 107 | 1,000000001 13812 m/s | 0.06 107" | 1.000000002 | 14462 m/s
| 0 1 0 |
Variagn AE, = 50%
AV, = 4.7%
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirn corpurilor elastice

- material: otel carbon

- modul de elasticitate E=21-10"" N/in’

- densitate p=7800 kg/m’

- dimensiuni /=10 m; S=10* m*

- forta percutantd F=10° N: t =10 percutia P=10" Ns

ol o, =08 o.=0.4
E =aE 16.8-10" 8.4-10"
modulul
dinamic
4.641-10° 3.280-10°
b=JEJ¢
1/b 021-10~ 0.27-10~
sh /b 021107 02710~
- - ! - -
X [m] Ix ch———l ad Py = ch—l al pp F
b b Ve — b b V =
EyS sh EeS st
0 0.22 10~ | 1.0000023 0.27 107 | 1.0000046
2 0.17 10~ | 1.0000015 024 107 | 1.0000029
4 013 10~ | 1.0000008 0.18 10~ | 1.0000016
6 0.08 10~ | 1,0000003 0.12 107 | 1.0000007
8 0.04 10~ | 1.00000009 0.13812 m/s | (.06 10~ | 1.0000002 0.1446 m/s
1 0 ] 0 1
Variatii AE, = 50%
AV = 4.7%
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirn corpurtlor elastice

Se constatd ca prin aplicarea unei solicitdri axiale impulsive asupra capatului
unei bare elastice drepte, indiferent de materialul barei si de valoarea constantei .
salturile de vitezd in diferitele secfiuni ale barei sunt aproximativ egale.

De altfel, se constata ca in expresia salturilor de viteza

Ch!:f
Vx=EP b (4.18)
o shi
- b
daca
—l<<1 (4.19)
rezulta
shizl Si chi——le (4 20)
b b b
si {inand cont cd b= /Ejp rezulta
po P, _Pbo_ PE_P
*ES I ES 1 ESpl Spl (4 21)
b

Se constata in relafia precedenta lipsa coordonater x care particularizeaza
sectiunea in care se calculeaza saltul de viteza.

Verificarea valabilitatii consecintelor stabilite

Studiul ciocnirii corpurilor deformabile elastice se poate realiza, presupundnd
ciocnirea instantanee, pe baza ecuatiilor teoriei elasticitafii.

Spre deosebire de cazul ciocnirii corpurilor rigide, impactul provoaca o
repartitie continud a salturtlor de viteza ce necesita precizari suplimentare. Acestea
sunt posibile numai pe baza unor ipoteze speciale caracteristice fenomenului de
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirii corpurilor elastice

ctocnire. Este esentiald luarea in considerare a comportarii corpurilor prin legi
constitutive de material valabile numai la ciocnire determinate atat de material. cat
st de natura ciocnirii [M3].

Pe aceasta linie s-au adoptat relatii liniare intre componentele tensortlor

impulsului tensiunilor si al vitezei de deformatie drept legi constitutive la ciocnire
care se pot verifica prin particularizare. Toate constantele ce intervin in aceste legi
pot fi doar aproximativ apreciate prin analiza dimensionala {inand seama de durata
clocnirii.

Vertficart ale valabilitatii ipotezelor admise rezultd s din considerarea
cazurilor limita.

Prin aplicarea uner actionari axiale impulsive, se constata ca asupra
extremitafii barei elastice drepte. indiferent de materialul barei si de valoareca
constanter E,, salturile de viteza in diferite secfiuni ale barer nu variaza
semnificativ.

De altfel, se constatd cd in expresia salturilor de viteza (4.9) daca 1'd-- 1 si
deci sh(l/b)=1/b, ch[(I-x)/b]~] si {indnd seama cd b=(E,/p) . rezultd

V=_"_ (4.22)

Dupa cum se constata, in expresia (4.22) lipseste coordonata x care
precizeaza sectiunea in care se calculeaza saltul de viteza. Mai mult, saltul de
viteza obfinut este analog rezultatelor cunoscute pentru ipoteza ciocnirii corpurtlor
rigide.

Evident constantele de material E,, G, si u, sunt deosebite de cele statice
avand valori esential diferite. Aceasta insa permite precizarea distribufiei salturilor
de viteze. mai pufin semnificativd insd la ciocnirea longitudinala a barei.
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CAPITOLUL 4 - Cazurt particulare ale ciocnirii corpurtlor elastice

4.2. Ciocnirea longitudinala a barelor

S-au studiat trei cazuri de ciocnire longitudinald. Fiecare solutie s-a obtinut
astfel: mai intdi s-a determinat distribufia vitezelor pentru fiecare bara in momentul
ciocniril pe baza ipotezelor mentionate si a concluziilor obfinute. apoi miscarea
barelor a avut loc in conditiile vitezelor initiale care sunt determinate si care se
supun ecuatiel ondulatorii

Fu 2 Pu 4 23)
ot? ox 2
Solutia acestei ecuatii s-a luat sub forma lui D'Alembert
u=f,(x+ct)+f,(x-ct) (4.24)

in care u este deplasarea axiala a sectiunii transversale a grinzii. x este coordonata
ce caracterizeaza pozifia inifiald a sectiunii. ¢>=E/p. E este modulul de elasticitate.
p densitatea materialului, f; unda de deformatie care se deplaseaza de-a lungul
barei cu viteza c si f, unda de de formatie care se deplaseaza cu aceeast viteza in
sens opus.

Functule f, s1 f, se aleg pentru fiecare caz in parte astfel incat sa fie
respectate conditiile initiale si la limita. Similar din conditiile mifiale $1 la limita
se determina si derivatele acestor functii in raport cu timpul in intervalul (0./) unde
[ este lungimea totala a barelor. Din condifiile inifiale se determinda forma
functulor f' si £,' in intervalul (0,/) unde / este lungimea totald a baretor. Din
conditiile limita s-au determinat prelungirile acestor functii dincolo de himitele
intervalului (0./). S-au dat de fiecare datd graficele acestor funcfii. pentru ca sa fic
mai comoda observarea variatier in fiecare interval [M3].

Paralel sunt prezentate graficele aceleiasi functii trasate in ipoteza ca viteza
barelor nu sufera modificari inaintea aparitiei deformatiilor (Saint-Venant). S-a
definit durata ciocnirii ca fiind intervalul de timp din momentul aparitie
deformatiilor pana in momentul cand inceteaza interactiunea barelor.
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirn corpuritor elastice

1. Ciocnirea longitudinala dintre o bara si un reper fix
Notati utilizate:

- [ - lungimea bare1

- p - densitatea

- S - suprafata sectiunii transversale

- E - modulul de elasticitate

- E, - constanta

c=E/p: b’=E,/p

- v, - viteza inaintea clocnirii

— e — — — -

-t L 2! 31l

A\
(
pu
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirn corpurilor elastice

Solufia Saint-Venant

Solutia noua

Durata ciocnirii

‘ng ‘t:2_l
c
Variafia energiei cinetice
E, B0 ELVE
EC_ECO~ co 21
2ch—
b

Presiunea max. a barei asupra reperului fix

1%
ES2
C

1Y
ES-°f1-——~_

c

ch—-

Tensiunile maxime

in toate sectiunile barer sunt aceleasi.
exclusiv sectiunea la capatul liber
unde tensiunea este nula

in sectiunile barei scad pe masura

indepartarii de locul de contact cu

reperul, 1ar la capatul liber tensiunea

este nula

Dupa ciocnire

bara ramane nedeformata, vitezele
tuturor sectiunilor sunt egale cu
valorile inifiale cu semn contrar

bara ramane nedeformata dar

distribugia vitezelor este de asa

naturd incat apar oscilafii in

migcarea ulterioara
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocniri corpurtior elastice
Ciocnirea longitudinali intre o bard libera si una cu un capat fix

Notatii folosite:

I, - lungimea barei percutante

I, - lungimea barei in repaus I=1,+1,

p - densitatea c=Ep ; b =t p
E - modul de elasticitate

E, - consatnta

v,, - viteza primei bare inaintea ciocnirii

/
ch-2
Vi(xX)=vy| 1- b ch—x— (420)
[ b
ch—
b
/
shz1 s
V:)_(x)_V()l_‘—‘Sh——_£ (4.27)
l b
sh—
b
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnini corpunlor elastice

Solutia Saint-Venant

Solufia noua

Durata ciocnirni

2(1
|20+
4

21, +1,)
t e

4

Viteza miscarii de translatie

pentru bara percutantd isi pastreaza
semnul. Bara ciocnita ramane fixa in
urma ciocnirii. Nu apar oscilafii

pentru bara percutantd este mail mica
decat viteza inaintea ciocnirn si egala
cu

In ambele bare apar oscilatn

Energia cinetica a miscdrii de translagie dupa ciocnire

E =E

Cc co

ll 12 ?
b sh;ch;
ECZEC 1'-1——_'1—'—-—
1 Ch—
b

Tensiunile

Tensiunea max. apare in sectiunea
incastratd si este

Yo
. C . .
fiind independenta de lungimea baret.

omaxz
Tensiunea in celelalte sectiuni
variaza in salturi, valoarea maxima
fiind aceeasi

Tensiunea max. apare in secfiunea
incastrata si este

L

ch—=

O pax 0 1 ——b
¢ chl
a

depinzand de lungimea barer.
Tensiunile in celelalte sectini variaza
continuu. maximele fuind diferite in
fiecare sectiune
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirit corpurilor elastice

Tensiunea in secfiunea de contact

1, >1,

V, r
0=—Eﬂ ll L, 2
2c v sh;ch—“
o=-E-21- |12
2c /
ch—
\ b
1,=1,
tensinea maxima este pentru t=1/c
Vv \%
0--E o= E2{1- L
c c cht
b
>,
tensiunea maxima este pentru t=l/c
b ;
o=-E-2 oLy
c v ch;ch;’
a=-E-2{1- | 1- —
¢ ch—
\ b
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocniru corpurilor elastice

Ciocnirea longitudinala a barelor libere

Notatii folosite:
[, - lungimea barer percutante
[, - lungimea barei ciocnite (1,~1,)
p - densitatea
S - suprafata sectiunii transversale
E- modul de elasticitate
E, - constanta
c=E/p b*=E,/p m,=pSI,  m,=pSL, =+,
v,, - viteza barel percutante

2
=
Fig.4.6
[
Sh—;
v, (®)=v,,| 1 — 2 cht (4.28)
!l b
sh—
b
l
sh;l ]
V,(X) =V, cht* (4.29)
[ b
sh—
b
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale cioentrit corpurilor elastice

Solutia Saint-Venant

Solutia noua

Durata ciocnirii

A
‘C =

C

Vitezele centrelor de greuatate dupa ciocnire

l
"017l
2

V=0 v, .=
L
01,

L

1c

1%

2c =V

211

sh—

Vv, =y, — b
ic 01

l‘ shl

b

ll vlc

vlc=v01——(l—;——

2 01

Energia cinetica a miscdrii de translatie dupa ciocnire

E_ =0
!
Mo 4

¢ 2

2
KA

2

Constatan

Bara percutantd raméne fixa si
nedeformatid. A doua bard va avea o
vitezd, se va deforma §1 va executa
oscilatii suprapuse peste migcarea de
translatie

Ambele bare continud miscarea, dar
viteza primei bare este mai mica
decét a celei de a doua. Deformatiile
in ambele bare sunt nule, dar viteza
se distribuie in asa fel incat
amandoud executa oscilatii
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnini corpurtlor elastice

Tensiunile

Tensiunile in toate sectiunile barelor
variaza brusc de la zero la valoarea

maxima 5

V,
T =E%

. 20
dar ating aceasta valoare in diferite

moinente

Tenstunile variaza continuu luand
valori maxime in diferite momente
pentru diferite secfiuni. Tensiunea
are o valoare maxima i sectiunea
mijlocie a barer "pline” (I-1,+1,)

Tensiunea in secfiunca de contact

Presiunea intre bare nu depinde de
lungimea lor st isi pastreaza valoarea

constanta
You

2c

Presiunea maxima3 intre bare este

hl' hl2 2
Sn—SNn—
Eﬁlg 1_2___b__11
2¢ l
h_
N LT

Presiunea creste odatd cu lungimea
barelor

Ciocnirea longitudinald a barelor libere a fost analizatda de mul{i cercetaton
s1 apoi experimentata. In urma acestor studii s-a ajuns la afirmatia ca in teoria lui
Saint-Venant existd unele nepotriviri. Se observa ca in cazul barelor lungi cu
modul mic de elasticitate, divergentele intre teorie i practica sunt mici 1ar in cazul
barelor scurte si rigide, concluziile teoretice nu sunt verificate experimental.
Probabil ca la variatii bruste ale vitezei ecuatiile oscilatiilor elastice nu mai raman
valabile. Deoarece in cazul barelor scurte si rigide cele mai bune rezultate se ob{in
cu teoria elementara a ciocnirii, este evident ca principiile de mai sus se pot aplica
s1 celel de a doua faze a ciocnirii. Tindnd seama de aceasta se va gasi distributia
vitezelor dupa ciocnire precum si impulsurile tensiunilor in toate sectiunile. Daca
bara de lungime |, se migca cu viteza v,, si percuteazd bara liberd de lungimea 1.,

atunci pentru viteza centrului de masa a primei bare, dupa ciocnire rezulta
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CAPITOLUL 4 - Cazurni particulare ale ciocnirn corpurilor elastice

L=, 1L

F o —

2l 31 p?

(4 30)

V€=V,

Se presupune cd 1,/b si L/b sunt mici. Pentru corpurile absolut rigide b*=e
si se obtine formula din teoria elementard a ciocnirii. Deoarece pentru corpurile
reale b #o0, bara scurta va suferi un recul. dar cu viteza ceva mai mica decat arata
teoria elementard a ciocnirii absolut elastice. Pentru explicarea acestui fapt se
introduce coeficientul de restituire k. Din formula precedenta rezulta aceasta
explicatie a fenomenului.

Concluzii

Deosebirea esentiald a solufitlor gasite mai sus fatd de cele ale lui Saint-
Venant consta in faptul ca vitezele elementelor barelor ciocnite st tensiunile in
diferite sectiuni variaza continuu cu timpul De asemenea variazd continuu §i
distributia de-a lungul barelor. Aceasta se refera la intregul interval de timp atat
cat barele sunt in interactiune cu exceptia intervalului de la inceputul ciocnirti cand
viteza isi schimba brusc valoarea.

Tensiunile in bare vor fi intotdeauna mai mici decat valorile date de Saint-
Venant iar energia cinetica se pierde chiar in primul moment al ciocnirii. Din
solutie nu se vede forma energiei cinetice dar daca {inem seama ca la ciocnire
temperatura creste, atunci pierderea de energie devine explicabila.

Durata ciocnirii in toate cazurile este egald cu semiperioada oscilatiel
principale a sistemului de bare. Pricipiile expuse nu pot avea pretentia de a fi cu
totul juste. ele nu aratd mecanismul fenomenului si il descriu, dar concluzile
acestor principii nu contrazic notiunile cunoscute precum si experimentarile.

In baza principiilor expuse ne putem da seama de ce teoriile luiSaint-Venant
s1 Hertz, bazate pe aceleasi principii duc la rezultate diferite. Ne putem da seama
de asemenea de ce verificarea experimetala a concluziilor lui Saint-Venant conduce
in unele cazurnt la contradicfii mari, iar in alte cazuri la contradictii mai
neinsemnate.

De asemenea, rezulta faptul cd tensiunile reale apdrute la ciocnire sunt mai
mici decéat cele teoretice.

94

BUPT



CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ctocnirn corpurtlor elastice

Cum se constatd din cele expuse. teoria propusd ocupd o pozific
intermediara intre teoria elementard si cea clasica a ciocnirii corpurilor elastice.
Pentru unele valori ale constantelor A, si L, concluziile ei se apropie de cele ale
teoriel elementare insa pentru alte valori concluziile se apropie de teoria clasica.

In general pentru corpurile rigide de dimensiuni mici rezulta solufii apropiate
de cele determinate in teoria elementard cu corectiile introduse experimental. In
acest caz, ciocnirea se produce si vitezele isi schimba brusc valorile in tmpul
ciocnirii. Dimpotrivad, dacd durata percutiei nu este mica obtinem solufi apropiate
de teoria clasica.

Este evident cd trebuie pusa intrebarea cum va apare fenomenul crocnirn
dincolo de himita elasticitatii. Ne putem astepta ca cea de a doua faza a ciocniri
nu va fi data de ecuafiile teoriei elasticitatii ¢i de alte ecuatit a caror forma nu
este obiectul acestui studiu.

In sfarsit, impulsurile la ciocnire pot fi atat de mari incat ciocnirea se
termina cu prima faza, deoarece se poate produce ruperea corpurilor fard o
deformatie vizibila. Dacad este asa atunci se obtine un aparat destul de simplu
pentru calculul constructiilor la rupere cu ajutorul unei sarcint percutante.

Ar fi de dorit pentru verificarea experimentala sa se intreprinda o serie de
experiente la ciocnirea longitudinald, de torsiune si transversald a barelor din
acelasi material. Din aceste experiente s-ar determina A, $i W, Daca s-ar constata
ca pentru acelasi material ele is1 pdstreaza aceeasi valoare indiferent de caracterul
sarcinil percutante, atunci s-ar putea efectua calculul tensiunilor la ciocnire cu
aceeasl siguranta cu care se efectueaza calculele statice.
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ctocntm corpuritor elastice

4.3. Impulsul transversal aplicat barei drepte

Studiul ciocnirii poate fi realizat in cazul barei drepte cdreia i se aplica
impulsur transversale. Bara cu axa ox are secfiunea S st densitatea p. constante
de-a lungul barei [P10].

/ / v X

X Y.

L xeBx
by T px
Fig.4.7

Se considera un element de bara delimitat de sectiuile 1-1 s1 2-2 aflat la
distanta x de extremitatea o si avand lungimea Ax. Se presupune cd impulsurile
interioare pentru aceste sectiuni se reduc la un impuls de forfecare si la un cuplu.
Drept urmare in sectiunea 1-1 apare impulsul tensiunit p_(x,t) ce depmde de
pozifia sectiunii si momentul considerat. Daca se considera elementul de baza dc
lungime Ax, mai apare la cealaltd extremitate a elementului de coordonatd x +A\x.
impulsul tensiunii px}.(x+Ax,t).

Se pot scrie ecuatiile de echilibru

pxyAx+T—(T+AT)=O ’
(4 31)
~-M+M+AM~+TAx=0
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CAPITOLUL 4 - Cazun parttculare ale ciocnirit corpurilor elastice

Presupunand elementul de bara la limitd Ax—0, ecuatia de echilibru la
ciocnire va fi
(432)

x+Ax,t)-p_(x,t
o5V =Stim P& T AE Poa)
=t Ax-0 Ax

unde s-a notat cu V. variatia vitezel transversale in timpul ciocnirii g1 deci

ov =% (433)
Yoodx
Tindand cont de (4.31) rezultd ca
dT M d*M
= . - = - . = — 4j4
o pxy ; I T ; e pxy (4.34)

Daca impulsurile distribuite p,, apar numai din cauza cantitatii de migcare
pierdute a elementului, atunci

pdx=-pdxV (4.35)
si deci
2
pny:d Aj (4 36)
dx

Legea lui Hooke ce exprima comportarea materialului la ciocnire este
considerata de forma

/
pxx:EOexx
/
pxy :Eoexy

unde E, este modulul de elasticitate longitudinal la ciocnire s1 e’ viteza de

(4 37)

deformatie a barei pe direcfia x

/ an . /_an+a_Vy_ (4.38)

e._.
Y %y

e=—=

ox

relatie in care s-a notat cu V variatia vitezei in timpul ciocnirii. Impulsul de
intindere pentru suprafata dS va fi
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale croenirit corpurilor clasuce

de dZV, .
E,—=dS=-Ey— (4 39)
de
de unde rezulta
2y
M:_EOI Y (4 40)
de

unde [ este momentul de inertie al sectiunii transversale in raport cu normala la
planul xy ce trece prin centrul de greutate al secfiunii.
Cunoscand expresia momentului M rezultd impulsul de forfecare T $1 ecuafia

miscaril
3
_ y (4 41)
T=EJ =
a1l d*v .
pSV =- EJ—2 (442)
y de de
Considerand EI constant, rezulta
d*v .
& A
unde
4Y4:_p_§ (4 44)

EJ
Solutia generald a ecuatiei (4.43) are forma

V,=AY,+BY,+CY,+DY, (445)

unde Y, sunt functii cu matrice unitara, iar A, B, C, D - constante de itegrare ce
depind de conditiile concrete de realizare a ciocnirii.
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirn corpurilor clasuce

4.4. Impulsul aplicat intr-un punct oarecare al mediului nelimitat

Se considerd un volum oarecare V' in punctele caruia se aplica impulsurile
pP,dV'. Vitezele punctelor mediului datorita campului de impulsurt aplicat se
determina din ecuatia

pl7=G0V217+(AO+GO)§e:+pI;0 (4 40)

F F &
+ + ;
ax? dy? oz?

A 2_ —,_—— _ L . . .- / / / / ..' .’ . ~ .
in care V°= V=v-v,, variatia vitezeli. e,~€q e, te, Variafla vitezel

specifice de deformatie volumicda [M3]
Se exprima pP, si v sub forma urmatoarelor sume

pi’-/:%d) +VxL
(4.47)
v=V¢ +Vxl
unde

V=" +—j+—%k (4 48)

Deoarece campul de impulsuri pl_DodV' este precizat, atunci

__ 1 D .7, 1 /
®= ZEf/(pPOVr )dv
- (4 49)

__ 1 -1 /

L yos i[/(pPOer v

Pentru ¢ si 1 se obtin urmatoarele ecuatii

a pa (4.50)

in care
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale crocnirn corpunlor elastice

a2: ; b2: (4 510)

AO+2G0 _(::9
p p

Pentru rezolvarea acestor ecuatii se foloseste formula Hadamard-Green. care

pentru cazul respectiv este

U Q/ ds (432)
n an

f [Y-M(U)-U-M(Y)]dV = f{

S

in care U=U(x,y,z) $1 Y=Y(x.y.z) sunt functii finite st continue in intenorul unui
domeniu limitat de suprafata S si

M(Y)=V2Y- Ly (4 53)
aZ

iar (n) este normala la suprafata S in punctul considerat

S n
SI

Fig.4.8

Formula lui Hadmard-Green se scrie sub forma

fHM(U)+ 12q>
v pa

- oy-Mwdv- / {Y@—Ua—y}ds (434
0a? L on ~on
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirii corpurilor clastice

Notand
—; 4 85
_€ . Us=¢ ( )
r
deoarece 1 1
MY)=0 , Vo-—@p=-——— (4 50)
a’ pa2
rezulta
- - P
L ot ay=[|¢ 220 21 s
pa vy r < r on on\ r
(4 57)
y e_i oP s, e_i
+f - ds’

. r on’ on/\ r

integrala de volum fiind extinsa pe intregul domeniu V cu exceptia domeniului V"
limitat de sfera S'.

Dacd R'—0, rezulta

I :
4noM-= 1 f(I)e dv+[|€ 8_(p_(p_c3‘_ ¢
pa2V r S r on on\ r

Q=

A4S (4.58)

Daca frontierele domeniului V tind la infinit si integrala de suprafaia unde
spre zero, rezultd

: .
O(x,y,2) = _[®Z—av

(4.59)
dnpay, T
Daca impulsul concentrat se aplica punctului O, atunci
1 = = P 5., -
=——|(pP,Vr HdV=-——_P (Vr! 4.60
44“’0 V== Po(Vr!) (4.60)
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirn corpurilor elastice

unde r este raza vectoare a punctului Q pentru care se calculeaza functia .
(0Q=r).

Se noteaza cu r,, raza vectoare a punctului pentru care se calculeazd functia
¢ s1 MQ=R, rezulta

o0

a

1 == € (4.61)
O(x,y,2) = ~——— [ (P Vr ")—dV
16n2a2[ ° R
Se imparte spatiul prin sfere concentrice cu centrul in punctul M. integrala
devenind
R
362
P xy2)=—— 2[ f 'Y isar (462)
lén“a” < I
Se observa ca
- 4ﬂiR21) R
P 5 oo pentru R<r -
_dS_ rs (4.63)
S r
0 , pentru R>Q
rezulta
r) -l
S - 1-{1+2fs @
Por0 a (4.04)
@ (x,y2)=
To
iar pentru punctul Q ,
— 1-1+T a
Pr, 2 (4 65)
X,Y2) = ‘
PEY )= 3
Analog se gaseste
= _1-]1+L
- POX (4.66)
[= :
. . _ g 4 r3
iar pentru viteza v rezulta
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ctocmirit corpurilor elastice

(4 067)
Fig.4.9
Astfel pentru v, s1 v, pot fi scrise formulele
r _r r -’ 2 I
21+~ ¢-2/l+—le b+Z_e @ ,
P cosO ( a) ( b] al (4 08)
g 47 r3
r r ’ A 2 r
o1+l e b1+ lfe 2+l ® 1o
V_Posme[ b) ( a) b? (oM
0 4 r3

Expresiile impulsurilor tenstunilor dintr-un plan perpendicular pe raza OM -t

vor fi
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirii corpurtlor clastice

POC r r2 a
prr: (A0+2Go)(_”)—e +
4nr a a (4 70)
2 T 2 I oy r r r
+2G2— b2l e a—61+—]e "+6l+—)e b
b2 a’ a
P sin6 2 I 2 I 2 L
Dro=— A +1]—s bl ¢ b2 ¢ oy
drrt b)b? b? a’ (471
61+ ]e 26141 ] @
a
pr(P:O (4.72)

Sistemul de impulsuri aplicat suprafetei sferei se reduce la rezultanta H

P L2 2 I .
H=-—2 ()‘o+2Go)(1+£)e a’_+2GO(1+£]I_e (4.73)
37'2 a a2

Se observa cd aceasta rezultantd nu este egald cu pP, s1 scade cu cregterea
razei sferei.
Pentru r—0, la limita rezulta
]ij=—pP0 (4 74)
r-0
In continuare se compara expresiile gasite pentru v, $i v, cu expresiile
deplasarilor punctelor unui mediu infinit intr-unul din punctele cdruia se aplica
forta concentrata P. Deplasarile se noteaza cu
_ Py cos® u = A+3G, P sind @ 75)
r ’ 0 s
4nG, r 2(A,Gy) 4nG, r
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirnt corpurilor elastice

iar pentru tensiunile din planul perpedicular pe OM rezulta

__ 34,+4Gy Py coso (4.76)

Orr A.+2G. 4 2
0 o M r

G Pysind

rrﬁ: (3.77)
1, +2G, 41 12

Rezulta ca vitezele punctelor in cazul impulsului concentrat scad cu distanta
mult mai repede decat deplasarile punctelor sub actiunea fortei statice [P4], [M3].

Tensiunile se comporta similar. Astfel, impulsul concentrat are o actiune
vizibild intr-un domeniu mult mai ingust decat forta aplicata static. In cazul
ciocnirii a doua corpuri, cand contactul se face pe o suprafatd mica, variatiile
vitezelor in timpul ciocnirii scad odatd cu cresterea distantel acestor puncte de
locul ciocnirii.
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CAPITOLUL 4 - Cazuni particulare ale croenirn corpurior elastice
4.5. Transmisia longitudinala si transversali a impulsului in mediul elastic nelimitat

In continuare se va studia cazul mediului elastic nelimitat supus fenomenulu
de ciocnire. Astfel nu mai intervin conditiile limitd de la suprafata de separapic a
corpului, ceea ce simplifica mult rezolvarea.
In cazul cdmpurilor longitudinale de impulsuri, avand directia axer Ox. sc admn
legile de variatie a vitezelor

V.=V®, V,=0, V.=0 (4 78)

y

Drept urmare, se poate scrie

, oV, dv, Ge, &V, d'V,
eV = = R = = ,
ox  dx  ox  ox?  dr
{4 79)
de, OV, 0 de, A
dy  ax Oy " & dx oz
sl
VY, = d—zVﬁ VWV =0, V. =0 (4 80)
x de ’ y ? 2

Tinind seama de egalitifile (4.79) si (4.80) ulumele doua ecuatin sunt
identic verificate, iar prima devine

d2v, d*v,
_ % (4 81
pVx - GO d.xz * (AO ! Go) de
sau
d*v s
(ko + 26)—= = oY, (8
Astfel se ajunge la ecuafia d*V
a2 X p/ (4.33)
ax?
unde
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az = _0 ~"70 (4.84)

Solufia ecuatiei diferentiale (4.83) este de forma

X X
_ V., =Cie® + Cepe a , (4.85)
C, s1 C, fiind constante de integrare ce rezulta din condifi limita. De exemplu
presupunand in origine (x = 0) saltul de vitezd V. iar la infinit nula. rezulta C,=0
s1C, =V,
Alt caz se referd la campul de impulsuri transversal definit prin salturi de
viteze avand proiectiile

V,=0, V,=0, V, =V (4 86)

e, = axx + ayy + a: =Q (4 87)
si N )
VZV. =0, VW =0, WV = anz = d Ve (4 88)
* ’ Y ’ © x? dx?

Conform egalitatilor (4.87) si (4.88) se observd cd primele doua ecuati
(4.79) sunt identic verificate, 1ar ultima devine

2
V
pp; = (a)d"; (4 89)
ceea ce conduce la ecuatia dx
2
bZd V. =V , b?-= 92 (4.90)
dx? ) P

Deoarece ecuatiile (4.83) si (4.90) sunt de acetasi tormad. solufia V' are tot
expresia (4.85) in care se inlocuieste constanta a prin b. In esenta trebuie remarcat
ca toate concluziile obtinute se refera la stabilirea distributier salturilor de viteza
ce intervin drept conditii inifiale in problemele dinamice corespunzitoare ale

teoriei elasticitatii.
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale cioemin corpurifor elastice

4.6. Actiunea exploziei

Se presupune un mediu elastic nelimitat in care se practica o cavitate stfern
ca cu centrul in punctul O.

Fie pe suprafata sferei impulsurile uniform distribuite pdS. Se noteaza cu r
distanta unui punct M aflat in exteriorul sferei de cetrul O yi se admite ¢a viteza
acestuil punct dependentd de r este dirijatd de-a lungul drepter OM, adica

- r
v=y(r)— (4.91)
— . ~ . ~ r .
Functia v(x,y,z) trebuie sa satisfaca relagia

pV=G VPV +(A,G)Ve, (492)

P P
ax2 ayZ az2

’ /

V=v-v, - variatia vitezei punctului M. e -e_ve  vel -

in care V2=

variafia vitezei specifice de deformatie volumica.
Se considera
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ctocniri corpurtlor elastice

5T+l (4.9

pentru acest caz 1=0, 1ar functia ¢ trebuie sa satisfaca ecuatia

Vch—icpzo (4.94)
a2
unde
g2= 4,+2G, (4.95)
P

Solutia generald a acestei ecuaftii are forma

r €

a (4.90)

deoarece pentru
Few =0 (4.97)
rezulta B =0 (4.98)

Se considera
= 4oe a (4.99)
’

si pentru determinarea constantei A se pune condifia ca pe suprafata sferel
impulsurile tensiunilor sa fie egale cu p.
Dupa efectuarea calculelor rezulta

r

.
pree © (1+r]e “r
"

r
1+-2

p+4G, 2a
To

(4.100)

Se compara valoarea gasitd cu solutia unei alte probleme.
Daca pe suprafata unei sfere se aplica presiunea uniform distribuita qdS.
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirit corpurtlor elastice

deplasarea unui punct de pe aceasta suprafata rezulta
(4.101)

Comparand aceste expresii rezultd ca deplasarile punctulur sub actiunea
presiunilor statice scad odatd cu cresterea distanfei mai incet decat vitezele

punctului in cazul cdnd presiunile se aplicd instantaneu.
Se scrie expresia impulsului tensiuntlor pe suprafata perpendiculara pe OM

r I‘O—I'
__ 07 a (4.102)
G, = p_l

Presiunea scade cu atat mai repede cu cdt constanta "a

110

"a" este mai mica [M3].
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirn corpurtlor elastice

4.7. Teoreme generale

4.7.1. Varatia energiei cinetice a unui corp elastic caruia i se imprima
impulsun superficiale

Din teorema energiei cinetice pentru un punct material de masa m a carei
variatie de vitezd este V=v,-v,, rezulta

2
mvs MV —VHY, (4 103)

i —V+y S o . .
Expresia mVTO ca sens fizic si dimensiuni reprezinta un lucru mecanic.

Pentru un sistem de puncte materiale variatia energiei cinetice este egala cu
lucrul mecanic al impulsurilor exterioare si interioare.

Fie un corp cdruia i se imprima impulsuri superficiale pdS si pentru care
impulsurile fortelor masice se noteaza cu p}—’dV (dV - element diferengial de volum
cu dimensiuntle dx, dy, dz).

Daca ecuatiile fundamentale ale ciocnirii corpului deformabil ce poate fi
considerat sub actiunea unui cimp de impulsuri presupuse transmise instantaneu
intregului corp

pV =pP P + Py + P
X X a ay az
oV =pP Py Py Py (4 104)
YUY & 9y oz
0
pV.=pP + z"+apzy+ Pa
t ox ody Oz

se scriu pentru punctele 1,2.3,..., se inmultesc cu
V.tV V,+V
17 o1 27V
_r o \V,

V3+Vo3
2 2 2

(4.105)
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocnirii corpurlor elastice

si se adund, dupa transformari rezulta

_pey, e,
[EC+£WdV]—[Eco+£WdV]=VpP . +£p S (4.100)

Functia W, energia specificd a vitezelor de deformatie are urmatoarea
valoare

WZ%[)»Oef +2GO(€x2x+e;y+ezzz)+Go(e)?z+ejz+efy)] (4.107)

in care sunt folosite notatiile

avx
€ =" 5 e . . \ |
ox ? viteze specifice de deformatie
exy:ivf +%,' .
dy Ox |
ov : e o . .
e,=—+—2+_% -viteza specifica de deformatie volumica
ox dy oz
E, , Egpg

(4.108)

Gy=—— 5 A=
° 21+py " (Lrpg(1-2p)

E, st n, sunt constantg din legea generalizata a lut Hooke pentru ciocniri.

Se noteazad cu E=E _+J Wdv energia totala, deci variatia energiel totale E-E
este egald cu lucrul mecanic al impulsurilor aplicate.

Fie doud corpuri elastice care se ciocnesc. Scriind aceeasi ecuatie pentru
fiecare din aceste corpuri si considerand ca inainte de ciocnire se miscau ca doud
corpuri rigide, iar pentru fortele masice obisnuite, neavand caracter percutant,
percutia corespunzatoare l—)(Px,P.\,,P,‘) este neglijabila
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] VitVor

Ec1+fW1dV —Ec'O]:fp_l_ 5 ds
v, N
i - (4.109)
[ ' _ Vv,V
E02+fW2dv "Ec-zzfpz
L Vz - S
rezultd {inand cont ca p,=-p,=p
1o — — - - |
EC—ECO:—deV‘“EP(vl Vor V2 V) (4.110)
v

Diferenta v,-v, poate fi nuld sau (v,-v,)lp,. Produsul p,(v,-v,.) este
intotdeauna negativ.
Rezulta

E -E

c Co<0 (4111

In cazul ciocnirii corpurilor cu asperitafi

(v,~v,)p,<0 (4.112)
s1 inegalitatea E -E . 1s1 pdstreaza sensul.
4.7.2. Energia cinetica datorata vanatiei vitezelor de deformatie

Se noteazd cu E.' energia cineticd datoratd vanatiei vitezelor de deformatie
(energia cinetica a vitezelor pierdute)

1 - - :
Eé=52 m (v, Vo) (4.113)

Fie W' - energia specifica datorata variatiel vitezelor de deformatic

1 2 /2 /2 /2 72 72
W/ZE Aoty +2G (e +eyy2+ezz )+Gyley, +e,, +ey,) (4.114)
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ctocnirni corpurilor elastice

Din ecuatiile fundamentale ale ciocnirii corpului deformabil ce poate fi
considerat sub actiunea unui cdmp de impulsuri presupuse transmise instantaneu
intregului corp b). dupa transformari, rezulta

' w'dv={oP 5"~V 4115
EC+[de [deV+{P s (4.115)

In cazul ciocnirii a doud corpuri, rezulta

(EC+ [ de]—(ECO+ [ Wodv]: —[Eé «[Wdy G 110)
V ) 4 , |4

De aici rezultd ca pierderea de energie totald la ciocnire este egala cu
energia totala a vitezelor pierdute.

4.7.3. Teorema unicitafii

Variatia vitezelor punctelor corpului sub actiunea impulsurilor este data de
functia

V(9:2) =7%,9,2) ~Vy(x.y:2) (4117)

care satisface, in orice punct din interiorul corpului elastic supus campului de
impulsuri, ecuafiile

o_ 1
0
o 1
ew-ew=F[pyy-uo(pzz+pxx)] (4.118)
0
1
ezz—ez(;:F[pzz—l‘l'O(pn+pyy)]
0

in care p_,..... sunt impulsurile tensiunilor

/ a(vx —on)

ox

---------------------------------

[2]

€€ =Crr™ variafia vitezei specifice

de deformatie
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirii corpurtlor elastice

E, s1 1, sunt constantele din legea generalizatd a lui Hooke pentru ciocnirti.

Se demonstreaza ca ﬁmctla V=v- vo care satisface ecuatia (4.118) este unica.
Daca ar exista doud functii V'=(v'-v,) si V"=(v"-v,), atunci funcfia v'-v" ar dispare
de pe suprafata corpului. respectiv impulsurile tensiunilor corespunzatoare acestei
functui ar dispare.

Pentru functia (v'-v") egalitatea (4.115) in care fortele masice obisnuite
neavand caracter percutant percutia IS(PX,P_\.P[) se neglijaza, devine

S5/_5

E/+ fW/dv fp" Y as (4.119)

Deoarece membrul drept este nul, rezulta

Eé+fW/dv=O (4.120)

Tinand cont cd E.' s1 W' au forme patratice pozitive, rezulta

S 5= (4.121)

4.7.4.. Ecuatia in vanatii

Din egalitatea (4.115) rezulta ca functia '

n/=E.+ dev pr Odv fp °a’S -0 (4.122)

pentru distributia reald a vitezelor, adica daca V=v-v, satisface ecuatiile
=Ae.+2Ge! =p_=Ge.
px.x o*v 0% xx pyz pzy 0% yz
(4.123)

/ / /
Py =hoe,+2Ge,, P =P =Goex,

/ / /
pzzzkoev +2G e, Py=Py, =G0eyz

unde
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale crocninit corpurilor elastice

/__aL; /__av; /——aL;
ex.x— N eyy—— s e. =—=
ox dy 0z
) _an+6Vy
ooy oy
- z/y:%+aV- (4124)
oz Oy
e/:e,:aVZ+8Vx
x XZ
ox oz
1ar
e/:e/+e/+e/:an+aVy+aV" (4.125)

Paralel cu starea cinematicd reald se imagineaza o stare posibild pentru
legaturile date si se noteazd cu v*(x.,y.z) vitezele punctelor pentru aceasta stare.

Functia m nu va mai fi nula. Variatia functiei n' la trecerea de la starca
cinematica reala la starea cinematica posibila i se noteaza cu

V*z‘j*_"}‘ (412())
variatia vitezel.

Dupéd transformdri si notdnd cu (n) directia normalei comune in punctul
considerat rezulta

. . ). . op. p. ) .
an/: pVx_pxI_ pxy_ pxz Vx+pVy— py_x_ pyy_ py Vy-{-
x oy & x 9y &
., Op,.. op,_ Op,.| . L H127)
+(P V, - a;— 2 - axu)V" dv+ f {[pxxcos(xn) +P,cO8)yn) +p, cos(zm]V; +
S
P, COSM) *.cccene ]V;+ ,COS(XM) *.... ]V;}dS
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CAPITOLUL 4 - Cazuri particulare ale ciocmirii corpurtlor elastice

relagie din care evident
51’=0 (4 128)
Aceasta relatie este o ecuatie in variafii si se poate folosi pentru deducerea

altor ecuafn §1 pentru rezolvarea aproximativa a problemelor.
In cazul ciocnirii a doud corpuri, pentru fiecare din ele se poate scrie

SE[-P V' =0 unde V, =v, -
(4.129)
SE,-P,V,=0 unde V,=v,-v,
Tinand cont ca 1—31:-1_32‘:1—3 st adunand rezulta
PG -5 V= 3
6 E ~P(v,-v,)=0 (4.130)

Alegand v, *-v,* astfel incat sa fie satisfacute legaturile impuse. adica
componentele vitezelor dupa normala comuna (n) sa fie egale. rezulta

GE/=0 (4.131)
deoarece

pl({;z-{;l) =0 (4.132)

Deci, in momentul ciocnirii vitezele punctelor corpurilor vor avea asttel de
valori in energia totala a vitezelor pierdute va prezenta o valoare extrema in
comparatie cu alte viteze posibile care satisfac legaturile impuse.

4.7.5. Teorema reciprocitatii

Daca unui corp 1 se aplicd pe rand doua sisteme de impulsurt P,'dS s1 P,"dS.
fiecare din aceste sisteme va produce variatia vitezelor v'-v, si respectiv v"-v,.

Se arata ca S 5/

fP Y Voys- fP 2‘70ds (4.133)

Toate teoremele demonstrate reprezinta generalizarea teoremelor existente din
teoria elementara a ciocniril, de asemenea exista 0 asemanare intre aceste teoreme
si teoremele din teoria elasticitatii.
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4.8. Consideratii energetice

In cazul ciocnirit aplicate corpului presupus deformabil. fortele interioare
percutante efectueaza un lucru mecanic. Intr-adevar pentru studiul cocniri in locul
tensiuntlor se vor considera impulsurile acestora incat la calculul lucrului mecanic
trebuie considerate vitezele.

Astfel, daca pe direcfia axei Ox viteza de deformatie specifica este e
corespunzator elementului dx viteza de deformatie va fi e_dx 1ar cresterea posibila
de viteza d(e.dx). Analog vitezei de deformatie unghiulard e ii va corespunde
cresterea d(e  dx). Deoarece variatia impulsului tensiunilor pe elementul considerat
poate fi neglijata. iar lucrul mecanic rezulta

Py0 (e pdr)dyds =p .0 e dv (4.134)
respectiv
nyﬁ(ex/)dx)d}’dz =P,,0 e dv (4.135)

Procedand la fel pentru toate deformatiile posibile rezultate din cresterea
vitezel de deformaftie, rezulta lucrul mecanic

6L:(pxx6ex/x+Pyyﬁe;y+Pzzéez/z+nyaex/y+Pyzﬁey;+P6€z;)dv (4.136)

Lucrul mecanic specific de deformatie raportat la unitatea de volum aflata
in vecindtatea punctului considerat din corp, este

oL / / / / / /
oL, " =p.0e.p,0e, +p be +p be.+p bde, +p de, (4.137)

In continuare se va introduce ipoteza existentei potentialului fortelor
percutante interioare. Acesta determinat de impulsurile tensiuntlor, se¢ va exprima
prin energia specificda W a vitezei de deformatie.

Evident, odata cu disparifia deformatiei energia acumulata se restituie sub
forma lucrului mecanic de deformatie, adica 8L ,=0W. Dar energia introdusa este
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CAPITOLUL 4 - Cazun particulare ale ciocnirn corpurtlor elastice

functie de componentele vitezei de deformatie incat se poate scrie

ow, , oW, W .+ W, W .+ W, s
+——0e, +- —Oe, + Oe

6W=—/6€xx+———/§eyy+ 56 xy o (4138)

2 .
de,, de,, de+zz’ de,, deyz’ de

/
x

Comparad relagile (4.137) cu (4.138) in care oricare ar fi cresterile
componentelor vitezei de deformatie. trebuie sa coincida, se deduce

_ow _ oW oW
P a—/ » Py T Pt (4 139)
28 de,, de,,
P‘aW P‘aW P‘aW 4.140)
T e T - (4.1
xy ae;y ¥ aey/Z “ ae;x

Pe de alta parte odatd precizate legile constitutive (3)-(4) se poate deduce
expresia pentru energia vitezet de deformatie W. Presupundnd ca se exprima
printr-o functie omogena de gradul doi in raport cu componentele vitezet de
deformatie.

1 / / / / / / ,
:‘2‘(Pxxexx Py TP €0 Py P +puea) (4.141)

Pentru aplicatii este necesar sa se deduca expresia energier W fie ca funcfie
numai de componentele vitezei de deformatie, fie numai de impulsurile tensiunilor,

Introducand in relafia (4.141) impulsurile tensiuntlor date prin legile
constitutive inversate (5), energia W rezulta funcfie numai de componentele vitezel
de deformatie, sub forma

2 2 2 2 2 2 2 11.
W:[Aoev 2 leptenren) ti O(exy+eyz+ea)] (4.142)

Analog pe baza legilor constitutive (3)-(4), expresia energiel vitezel de
deformatie (11) functie de componentele vitezei de deformatie rezulta

1
W D2 DA 2Py PP P o) 21 BE p5 P3| (4103
O : . . . . ~ R
Este usor de observat din relatia (4.142) cd energia vitezer de deformatie

este pozitiv definitd (W>0).
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante

CAPITOLUL 5
SISTEME ELASTICE PERCUTANTE
5.1. Sistem vibrant bara - masa fixata elastic

Se considerda o bara elastica incastrata la una din extremitati st avand la
cealalta extremitate o masa legata elastic.

Pentru studiu se adopta modelul din fig.5.1. format din bara verticala de
lungime L, incastratd la extremitatea inferioara si avand legat la cealalta
extremitate un sistem elastic cu un grad de libertate.

Siste.aul elastic eote format din maca M

F(1) legata prin arcurile cu constantd elastica k. Asupra
T masel m actioneaza forfa perturbatoare
X

K F(t)=F cos(wt+¢) (5.1
2 T Se noteaza cu x deplasarea maser M din

Z . . ) X - .
| | pozitia de echilibru static si cu u(z.t) deplasarile
LE.p ’ ;u(z,t) punctelor barei aflate la cota z fata de extremitatea

! barel.
| Vibratiile longitudinale ale barer sunt

descrise de ecuatia

7777 /f( 7T,
Fig 5.1 azu_a?-az“ -0 (5.2)
a2 oz

unde s-a notat cu a’ raportul dintre E si p (E este modulul de elasticitate al
materialului 1ar p masa specifica).
Ecuatia diferentiala a miscarii masei M va fi

M +k[x-u(L,t)]=Fcos(wt+@) (5.3)
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante

Vibratiile barei se determina integrand ecuafia (5.2) si tindnd scama de
conditiile la limitd ce se stabilesc in continuare. Astfel la extremitatea incastrata
(z=0) se determina

u(0,0)=0 (5. 4)

1ar in cealaltd extremitate (z=L) se poate scrie

Klx-u(L,0)] :ES(GL;@] (5.5)
/4 -

Jz=l

unde S este secfiunea transversald a barei.
Elimindnd pe x din relatiile (5.3) si (5.5), rezulta

£ (Gu(z,t)) . A_l( aii(z,t)]
oz ). k\ o )

Asadar vibratiile longitudinale ale barei se determind din ecuatia (5.2) cu

+Mi(L,t)=F cos(wt+¢) (5.0)

condifiile la limita (5.4) si (5.6). De asemenea se presupun date s1 conditiile
initiale ale miscarii.

Pentru studiul vibratiilor proprii ale barei se presupune ca asupra maset m
nu actioneaza forta perturbatoare, caz in care in relatia (5.6) se va constdera
F(t)=0. Prin urmare este necesar sa se determine solutia ecuatiei (5.2) cu conditile

la limita:
1(0,1)=0 (5.7)
E (___a“(z’t)] +M(_—aﬁ(z”)) +Mii(L) =0 (5.8)
oz )., k\ oz )

Pentru integrarea ecuatiei (5.2) se foloseste metoda separdrii variabilelor.
Consideram solutia de forma

u(z,H)=2(z)1(t) (5.9)
Daca se substituie solutia (5.9) in ecuatia (5.2), rezulta

ZT=a2zllT (5.10)
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sau dupd impartirea prin a-ZT r
=L (5.11)
a’T Z

Este necesar ca fiecare din cei doi membri ai ecuatiel (5.11) sa fie egal cu
una si aceeasi constantd negativa notatd prin -A°.

Astfel se obtine: F42202T=0 (512)

Z//‘*'A.ZZ:O (5.13)
Solutiile generale ale acestor ecuatii sunt:

Z=AcosAz+BsinAz (514

—
I
‘N
~—

T=CcosAat+DsinAat

Tinand seama de conditia (5.7), se obtine Z(0)=0, deci A=0, iar din conditia

(5.8) rezulta
ES

Mia?

l—ﬂkzaz}:o (5.16)

tgAL-

Ecuatia caracteristica (5.16) este o ecuatie transcendenta care permite
determinarea valorilor proprii A, (n=1,2.3,...).

Solutia generalda rezultd insumand solutii de forma (5.9) corespunzatoare
fiecarei valort A, adica _ .

U=) u,=)Y sinA (C,cosA at+D sin} at) (S 17)
n=1 n=1

Radacinile ecuatiei caracteristice pot fi localizate in prima aproximafie dupa
reprezentarea grafica a functiei de A data de relatia (5.16). Reprezentarea
corespunzatoare este prezentatd in fig.5.2.

Graficul obtinut corespunde unui modul de elasticitate E=21-10" N/,
lungimea barei L=0,7 m, raza acesteia r=0,01 m, densitatea p=7.85 kg/dm".
precum si o constantd elasticd k=3125-10° N/m.

Odata localizate aproximativ aceste radacini, se poate trece la determinarca
precisa a acestora, folosind programul SOLUTIONI, special conceput pentru
rezolvarea exactd a unei astfel de ecuatii transcendente. Solutiile valorilor proprii
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CAPITOLUL 5 Sisteme elastice percutante

f( p) - — S R

| | l J l | I | I
0.1 209 408 6.07 8.06 1005 12.04 14.03 16.02 18.01 20

P
Fig.5.2

A, astfel obtinute prezintd o eroare de 107", ceea ce este mai mult decat suficient
din punctul de vedere al calculelor tehnice ingineresti.

Tabloul complet al primelor noua valori proprii ob{inute cu ajutorul
programului SOLUTIONI pentru lungimi ale barei cuprinse intre 0,5 m gt 0.9 m
este prezentat in tabelul 5.1. In reprezentarea grafica din fig.5.3 se poate urmari
vartatia valorilor proprui A, pentru diferite lungimi ale barei.

Tabelul 5.1
L=0,5 L=0.,6 L=07
A, 1,541934249139538 1,307692492951169 1,13524262565951
A 3,141592653589793 2,617993773961768 2.243994790779141
A, 5,087546121033773 4,39838031633158 3,882053208795002
A, 9.,424777960769379 7,853981321885305 6,731984372337425
A 10,35490851898603 8,758210953955279 7,609129524524374
A, 15,70796326794897 13,08996886980884 11,21997395389571
A, 16,29357451106635 13,66859653052648 11,79078994724976
A, 21,99114857512855 18,32595641773238 15,70796353545399
A, 22,41542268120765 18,74750759385349 16,12639216186945
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L=0,8 L=0,9
A 1,002973487584374 0,8983050769585765
A 1,963495379235259 1,745329298229766
A 3,478509519111117 3,153273783459132
A, 5,890486137705778 5,235987894689298
A 6,740061969638218 6,058034331505149
A, 9,817476896176297 8,726646491148831
A 10,37979999896395 9,279934249542537
Ay 13,74446765464682 12,21730508760836
Aq 14,15941131185784 12,62843951005175

25

20

15

10

~L=0,5

L=0,6
L=0,7
L=0,8

- L=0,9

Lal La2 La3 La4 LaS5 La6 La7 La8 La9

Fig.5.3
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CAPITOLUL S. Sisteme elastice percutante

5.2. Sistem vibrant cu excitare prin deplasarea capatului superior al unei bare

elastice asimilata cu un arc cu masa uniform distribuita

Se considerd bara din fig.5.4 de masa m, sectiune transversalda S. lungime
L s1 modul de elasticitate E. O sectiune a barei este definita prin coordonata z.
Capatul superior al barei executa o miscare oscilatorie periodica sub acfiunea unei
forte excitatoare. deplasarea sa fiind x_(t). La celdlalt capat (x=L), bara are atasata

0 masa rigida M.
i i i i

1 Xe(t)

u(z,t)

m,L E

NGO AR GO0 R A0S

capatului 0 s1 se poate determina

Deplasarea unei secfiunt a barei de
coordonata z este u(z.t) masurata din
pozitia pe care o ocupa in echilibru static.
pentru x,=0.

Vibratiile longitudinale ale barer sunt
descrise de ecuafia cunoscuta:

Pu(z,t) g2 Fu(z,t) _ 0

ot? z?

(5.18)

unde a° este raportul dintre E (modulul de
elsticitate) si p (densitatea materialului).

In continuare se vor stabili conditiile
la limitd, necesare integrarit ecuatiel
vibratiilor barei.  Astfel, pentru z=0
deplasarea u este identica cu deplasarea

u(0,0)=x (t) (5.19)

Pentru cealalta extremitate, (z=L), se poate scrie condifia:

M SCu(Lyt) ES( ou(z,f) ) "
z=L

o2

Pal
12
<

~

0z

Daca se noteazd cu r amplitudinea si cu o pulsatia migcdrii vibratorii a
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CAPITOLUL 5 Sisteme elastice percutante

capdtului 0. [x =x(t)]. se pot introduce urmatoarele notatii:
-< -
e N e N

ML m
('00:('0 PR mO:_.
ES M

Din relatiile (5.18), (5.19) si (5.20), tinand seama de notatiile (5.21) rezulta:

azu(zo,to)_ 1 .82u(z0,t0) 0

2 2 2 (3.22)
oty myw, 0z

U(0,15) =X, (%) (523)

Pu,(1 1
uo(zat()) + 1 auo( ato) :0 (5‘24)

ot, wg %

O solutie a ecuatiilor (5.22)-(5.24) poate fi exprimata astfel

Ug(Zpste) =Y T(tp)sinpoz,+xo,(ty) (5.25)

i=1

Se observd imediat ca aceastd solutie satisface conditia (5.23). Celelalte
doud ecuatii (5.22) si (5.24) sunt satisfacute daca functiile T (t,). 1=1.2...n. satisfac

2

— |5 Po; : ;
Y | Tt +——= T {ty) sinpoz=o, () (5.26)
i My®o
o p2
: 0i .
E T(t)+ > T(t,) sinpy;=x,,(2,) (5.27)
- Woi8Py;

Daca valorile pulsatiilor proprii ale sistemului arc-masa sunt luate ca soluti
succesive ale ecuatiei
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pOtng:mO (5.28)
condifia de legdtura (5.27) este satisfacutd daca ecuatia (5.26) este satisfacuta.

Ecuatia (5.28) este ecuatia in pulsatii pentru sistemul arc-masa. Pulsatiile
acestui sistem pentru vibrafiile libere neamortizate (pulsatiile proprii) sunt

Pl.:poi Ei: ;0_‘ Aii, i:l,2,...n (5 29)
J m m J
0]

Reprezentarea grafica functiei f(p,)=p,tgp,-m, data de relatia (5.28). pentru

L=0.5se prezintd in fig.5.5.unde se pot localiza aproximativ valorile radacinlor p,,.

f{ p0)——————

. PO
Fig.5.5

Pentru determinarea precisd a radacinilor p,, se foloseste programul
SOLUTION?2, special conceput pentru rezolvarea exacta a unei astfel de ecuaf
transcendente. Solufiile astfel obtinute prezintd o eroare de 107", ceea ce este mai
mult decat suficient din punctul de vedere al calculelor tehnice ingineresti.
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante

Dupa obfinerea radécinilor p,,, cu relatia (5.29) se obtin valorile pulsatiilor

proprii p;. Tabloul complet al primelor noua pulsatii proprii pentru diferite valori
ale lut L este prezentat in tabelul 5.2.

Tabelul 5.2
L=0,5 L=0,6 L=0.,7 L=0.8 L=0.9
of 8226,002 7655,443 7188.305 6796,904 6462,873
p- 1624893 16248 93 16248.93 16248.93 16248 .93
pP: 34935.,69 34562.36 34287.6 34077.08 33910,71
P, 48746,78 48746,78 48746,78 48746,78 48746.78
p- 6629773 66085,94 6593326 65818.02 65727.98
Ps 8124463 8124463 81244 63 81244.63 8124463
oF 98373,59 98228.52 98124 .48 98046.,22 07985.21
P« 113742,5 113742.5 113742.5 1137425 1137425
P 1306547 1305448 130466,2 130407,1 130361.1

Functia sin p,;z, pentru i=1,2,...n nu este ortogonala. Cu toate acestea functia
f(z,) poate fi dezvoltatd in seria

Rz)=Y asinp,z; pentru 0<z<l (5.30)
i=1
Ecuatia (5.26) cu valorile pulsatiilor p,, din (5.28) este satisfacutd daca
functitle T(t,) satisfac

2 2 2
: 2(m; +p,:)

POzzTi(tO):xoe(tO) 0 1:01 : (531)

mywq Pomy+my +pg;)

Ity

unde 1=1,2,....n.
Solutia fiecdreia din aceste ecuatii contine doud pdrti, una omogena §1 0
solutie particulard. Pentru scrierea solutiei particulare trebuie cunoscutd legea
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migcarii fortate x,(t), care va fi de formd armonica

X0, =COS(Z5+ @) (5.32)

Solutia T,(t,) a ecuatiei (5.31) va fi

T(t,)=C,ccos 5i | FCc08(8,+ @)

unde C,, C,, s1 C;, sunt constante de integrare.
Solutia completa u,(z,.t,) a ecuatiilor (5.22)-(5.24) va fi:

n
Poi .
Uo(Zooto) :Z €008 — 1y +Cy; sinpozy +
n
+Y " C,,c08(2, +@)sinp,z, +cos(ty+ @)

i=1
Punctul de impact d,=d/r (fig.5.4) este mdsurat din pozitia de echilibru static.
Impactul este caracterizat prin coeficientul de restituire R.
In general solufia (5.34) trebuie sa satisfacd urmadtoarele conditit de

periodicitate.
U(2,0) =u(2,2nT0) (535)
u(1,0)=d, (5.36)
Uy(20,0) =t (2,2nT) 3 z,<1 (5.37)
u,(1,0)=RYV,, (538)
u,(1,2nm) =V, (5.39)

Se considera t,=0 ca inceput al fiecarui ciclu. Cu V, s-a notat viteza
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adimensionala de impact
= 5
V, (5.40)
Marimile necunoscute V,, ¢. C,, C, (1=1.2...n) se pot determina din

condifiile (5.35)-(5.39).
Cu notatia

o,=21h ; i=1,2,..n (541

conditia (5.35) este satisfacuta daca

cose, -1

C,=arctg——— ; i=12,.n (5.42)

Sme,

Pentru satisfacerea condifitlor (5.37)-(5.39) este necesar ca

0 5 =zl (5.45)
(2,0) ~th (20,201 ) =
ol&o0) ~y(Zpr2nT) -(1-R)V, ; z,=1
Notand
* Cli .
C=—— i=12,.n (5.44)
(1-R)V,
conditia (5.43) devine
n . . Sina, t. z<l
i1 \/—””—o"’o cos(a;+y,) 1 pt. z=1
Solutia acestei ecuatii este:
. 2.2
C,i= \/-m_OwO.COS(?‘i"LCESi) 2810p,, (Mg +Poi) (5.46)
Poi sine; — m (m,+m; +pg)
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condifiile (5.36) si (5.38) vor fi

(1-R) VOZ Cl*,-cosCysinpOﬁE CziCOS(psinpOi+cos(p :do (5.47)

i-1 i1

n n
p j L . . ' . -
~(1-R)V,}" —>CysinC,sinp,,-}_ C,singsinp,,-sing =RV,  (5.48)
i=1 \/mo“)o i=1

Inlocuind notatiile

n
A, =Z C,cosC,sinp,,

i=1

p() * .
A=) —C,sinCysinp,,

i=1 /MW
< 0™0 (5.49)

n
A, :Z C,sinp;+1
i1

n
A, :Z C,;smp,

i=1
Ecuatiile (5.47) s1 (5.48) vor deveni

( A4] d,*(1-R)V,A,
COS (p+arCtg A = (gqo)
N
’ yAs+A,
_ ( A, [-R+(1-R)A,]V,
sin (p+arctgA = (5.51)
A VY.V
Dacd se elimind ¢ rezultd ecuatia de ordinul doi in V,
2 2_(A2+AD)] = 5.52)
AVy+2d BV, +[dy -(A5+A)]1=0 (5.52

unde s-a notat cu
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B=(1-R)A, (5.53)

A=B*+[-R+(1-R)A,}? (5.54)

Daca se cunosc m,, o,, k si d, se pot determina V,. ¢ si se poate calcula
solutia (5.35) a miscarn periodice unde

: 2 2
/o, 1 sinp,(mg +Pq;)
C,;=-(1-R)V, , . B
p i p + 2+ 2 (ﬁq\)
% Sinpm——% my(my+my +Ppg;)
S,
2 2
_ 1 2(m0 +Poi)
2i ; . » »
1 Doi Pomy+ig +pg;) (5.56)
myw,
p .
Cy=-nm - (5.57)
\/m—o“’o
Partea particulard a solutiei poate fi scrisd
n
E CZiCOS(t0+(p)sinp0fz0:
. (5.58)

1
_ W g/ Mg HMIE W o /My

sinwg Mz, +coswy Mz, =1 cos(ty+ @)
mo_‘*’omtg “)0\/’"_0
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st sumele definite in (5.49) se reduc la

m,w 1 m
_ 0%o 0
Al“z—l po P m +m2+p2
n ; .
Lg nm 0 0 0 0
VLY
! oa,=-1 (5.59)
2
m
A,= 0
M,COS W /My~ W, /M SINW /M,
A,=0
Rezonanta va apare cand
Py; .
w0=£-i . g=12,.n ; i=12,.n (5.60)
q m,

Daca g=n, viteza de impact devine V=0 s1 nu exista solutii periodice. Cand
q=n, viteza V, poate fi calculata ca o valoare limita din ecuatia (5.52).
Daca nu apare rezonanta pe parcursul unui ciclu valoarea limitd a vitezer V|

pentru
p .
®,= 0 (561)
VMo
este

LI ‘s
© "1-R COSPyy; (3.62)
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5.3. Sistem vibrant excitat prin actiunea unei forfe F(t) asupra masei M

Cand sistemul vibrant este excitat cu o fortd aplicatd masei M care suporta
ciocnirea. solufia ecuatiei de miscare este foarte apropiata cu cea obtinutd in cazul
excitagiei prin deplasarea capatului arcului. solutie prezentata anterior.

Yy
I!

m,LE

TIEFYEY

-
SB

1Al

T 7
Fig. 5.6

Pentru sistemul vibrant din fig.5.5 ecuatia de miscare. respectiv condifile
la limita sunt

Pu_Edu_, (5.63)
ot? p dz?

sz_Es‘_af‘(_L’[_)er(t) (5.65)

o> oz

Cantitatile adimensionale au fost alese anterior cu excepfia deplasarii u §i
a forter F(t):
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_ Mow?
Uy=u
| F

{5.00)

FO(IO) = _I:-_‘(Q

max

unde o este pulsatia fundamentald si F_, valoarea maxima (de varf) a functici
F(t). Ecuatiile (5.63)-(5.65) vor deveni
rezulta:

PuGply) 1 Pugly) "

3 5 5 (S 67)
oty myw, 0%

u,(0,1))=0 (S 63%)
Fu (1.t ou, (1,
0( 0)+ 1 0( 0) :F (tﬂ) (S_(\())
2 2 3 0
oL, w, %o
cu o posibilad solutie
n
=3 TS0y, (570
i=1

care satisface condifia (5.68)

Pentru a fi satisfacute ecuatiile (5.67)-(5.69). p,, se alege in concordanta cu
(5.28). Functiile T (t,), i=1,2.,3,... trebuie sd satisfaca urmadtoarea egahtate

Po 2sinpq,(m; +Py)
L Qi i i
T 1) +—— Tt =Fo(t)——

m,w,

(571)
2 2
my(my+wo+pg;)

Dacia forta excitatoare este armonica
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F(t) =cos(t,+¢) (5 72)

solugia generala (5.68) devine

o0 p ' . o .
uO(ZO,t0)=E C”COS o t0+C3i SINp,2, +Z C2icos(t0+(p)smp0iz0 (5.73)
i=1 wy/m i1

unde

1 ZSinpOi(m(f’ +P(§'i)
Cy= '

2 2, 2 |
1P m(mg +mg +Pg;) (3 7)

2

constantele de integrare C,, 1 C,; au fost precizate anterior (5.55). (5.57).
Cand se deriveaza solufia periodica, rezultatele obtinute in paragraful
precedent sunt direct aplicabile, precizdnd ca suma A, (notatiile 5.49) este calculata

ca .
= i 5.75
A=) Cysinp,, (3.75)
i=1
iar forma solutiei particulare va fi
> W 5,/ MSINW /M2, COS(E,+ @)
: oy "o oy o0 0

Y C,cos(ty+@)sinpz,= (5 70)

0 /M, SINW 0 /1
A,= oy 07 oV'0 (5 77)
M COSW o /My~ Wy [ MSINW /M

. A Poi . .
La rezonanta, cand ®@,=—— viteza de impact este

Jrs

rezultand

V =y T (5.78)

0
_ . . 1-k
valoare independentd de marimea m,,.
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CAPITOLUL 5 Sisteme elastice percutante

Caracteristica solutiei periodice

Caracteristicile de bazad ale solutiilor periodice rezultd in concordantd cu
cele obtinute in literatura de specialitate pentru cazuri similare. Se vor considera
in continuare cateva diferente ale acestor solufii.

Cand masa arcului este neglijabila, deci nuld, pulsatia proprie a sistemului

arc-inasa percutanta M este p= K unde K=E—S
M L

Pentru masa arcului m>0 sunt un numar infinit de pulsatii proprii date de
relatiile (5.28) si (5.29).
Solutiile succesive ale ecuatiei (5.28) pot varia intre limitele

: .1 :
(l—l)TESpOiS(l——i)TE, i=1,2,3,... (5.79)
Pentru m=0 corespunde limita inferioard, iar pentru m,=co, (M=0) corespunde

limita superioara.
La o crestere a masei arcului (K si M ramdmand constante) rezulta o

.. . Po; .
descrestere a pulsatiei p,, proportional cu — . Aceste efecte asupra pulsatiel

Vo

fundamentale p, sunt prezentate in fig.5.7. Dezvoltand seria tg(p,) rezulta o
expresie aproximativa pentru p,,

(5.80)

Pentru m,<2, eroarea acestel aproximari este mai micd de 2%.
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1.5 T T
00l(mo) 1~ —
001(m0)
-m0
g(m0) 05 —
0 l |
0.01 0.1 1 10
m(
Fig.5.7.

Limita vitezei de impact V, pentru o=p, (ecuatiile 5.62 s1 5.78) poate fi
folosita ca masurd generald pentru limita vitezei V. La excitafia forfata viteza V|
este independentd de marimea m,, pe cand la excitarea prin deplasarea capatului

arcului, viteza V, creste proporgional cu dacd marimea m, creste.

08Py,

Modul in care variaza termenul este prezentat in fig.5.7.

08Py,
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x0e(t0) O e e e ]
-1 1 L
0 2 4 6 X
0
u0(10) -
ul(10) 0 = o S S
u2(10) ‘
| } |
t0
Fig.5.8

In fig.5.8. sunt prezentate exemple ale miscarii masel percutante (z,~1)
pentru diferite valori ale marimii m, in cazul excitarii sistemului prin deplasarea
capitului arcului. Amplitudinea miscdrii este relativ constantd dar viteza de impact
pentru m,=2 este dubla fata de cazul cand m,=0.

Pentru determinarea miscdarii sistemului vibrant este recomandatd derivarea
solutiei (5.34) din moment ce pentru z,=1 seria converge cu factorul p,, . Pentru
z,<1 seria converge cu factorul p,.’. Probleme apar cand trebuie determinata forfa
sau tensiunea din arc. Pentru a determina aceste marimi se calculeaza derivata
u,'(z,.t,). Se obfine o serie care converge cu p,,. dar in cazul rezonanter coroborata
cu expresia (5.58) fiecare termen poate fi foarte dezvoltat. Pentru a se obtine un
rezultat corect sistemul vibrant trebuie acordat incét si evite toate rezonanfele.
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CAPITOLUL 5 Sisteme elastice percutante

S.4. Bara elastica excitata prin deplasarea unei extremitafi

In f1g.5.9 este prezentat modelul barei elastice, consideratd uniforma. subtire.

de masa m si lungime L, avand sectiunea transversala S. densitate p si modul de
elasticitate E.

m,L.E

Fig.5.9

Capatul superior al barei, z=0. efectueaza o miscare armonica dupa legea
X (ty=rcos(owt+¢), cu amplitudinea r si pulsatia . Capatul inferior al barei, z=L.
loveste o suprafata situatd la distanta d fata de pozifia de echilibru. Se noteaza
cu u(z.t) deplasarea unei sectiuni de coordonatd z la momentul t.

F, este forta de impact dintre capatul inferior al barer 1 suprafata lovita.
Pentru a avea loc o transmisie de energie capdtul inferior al barei trebuie sa
penetreze suprafata lovita. Energia transmisa va fi

ka@LL_’L) (5.81)
ot

integrarea facandu-se pe intervalul de timp cat dureaza contactul.
Daca se neglijeaza amortizarea, ecuatia de miscare a barei este
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante -

ot poz?
st conditiile la imitd sunt
u(o,t) =x (t)=rcos(wt+¢@) (S 83)
ES ou(L,t) =-F, (S 84)
0z
In continuare, introducand marimile adimensionale
Z U X
==, u== ., == , =0l
29 3 s 0e ™ 0 ‘
(5.85)
o = | ML F —_L_F"
0 ES °~ % Es
expresiile (5.82)-(5.84) devin
2
Pug(zoty) 1 ug(Zety) 0 5 56,
a wp 0z
u,(0,t))=cos(t,+ ) (5.87)
ou (1,
__<£_0)_:_p0k (5.88)
0z,

Solutia periodica

Fig. 5,10 prezinta o posibild migcare periodicd de impact.
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Xoalto) -

Fig.5.10

Capatul inferior al barei loveste suprafata la timpul t,=0. In intervalul de
timp 0<t,<t, bara penetreazi suprafata (F,,>0). La momentul t,=t,” contactul
inceteaza si capatul inferior al barei se misca liber pana la momentul t,=2nm (un
impact in timp de n cicluri pentru X,.) cdnd se produce un nou impact. Suprafata
lovitd a revenit in pozifia initiald sau bara a fost mutatd in jos la o distanta
potrivita. Solufia periodica trebuie sa indeplineasca conditiile

Uo(20,0) =1 (2,2nT0) (5.89)
O (2t Ou(Zst,)
Oa olo) _ oa 0°°0 (5 90)
‘o 1=0 o ty=2n7
u,(1,0)=d, (5.91)

In fig.5.10 curba inferioarda prezinta o posibila variatie a fortei de contact
F,. Forma $1 marimea acestei forte depinde de natura materialelor implicate in
impact dar s1 de miscarea capatului inferior al barei. Conditia (5.88) devine
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CAPITOLUL 5 Sisteme elastice percutante

auo(l,to) a1, oA auo(l o) (592)
o, %o

0

In general astfel de solutii sunt dificil de prelucrat analitic. Pentru rezolvare
se apeleazd la o dezvoltare aproximativa iterativa. Dacd forta F,, se presupune
cunoscuta si anume de forma F,=F,(t,). solutia periodica se poate deduce.

Forta F,(t,) poate fi intotdeauna dezvoltatd intr-o serie Fourier completd pe
mtervalul 0<t,<2nn

] .1
k(to)‘—*‘z acos—t,+bsin—, (5.93)
i=1 h n -
cu coeficientii
1 2nn .
i
a=— | F, (t,)cos—t.dt
l nm ) 0k O) n o“**0
3 (5 94)
2nm ]
0
=— [ Fyltpsinttydt,
I 0 n

Se poate formula o solufie a ecuatiei (5.86) care satisface conditiile la limita
(5.87) si (5.88)

.
N
Uy(Zgoly) =~ zO E a,cos— t0+bsm A 5 0%)
o wgi n n i 5.9¢
n

I8 (SINW(Z,+COS W Z,)COS(1)* @)

Aceasta este o suprapunere a doua solufii ce descriu vibratii fortate. Prima
parte a solutiel (5.95) apartine migcdrii produse de actiunea fortet F,(t,) si a doua
miscdrii produse de deplasarea x(t,). Conditiile de periodicitate (5.89) s1 (5.90)
sunt satisfacute din momentul in care cele doua parti ale solutiei (5.95) au perioa-
da 2nm.Conditia (5.91) poate fi satisfacuta daca se alege corespunzator faza .
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a o0
_ 0 n
COSP =COSW, b0+—+§ -alg
i-1 Wgl n

lw, (5.96)

Pulsatiile proprii ale barei, cand aceasta vibreaza liber (F,,=0) sunt
ES . 5.97)
=Donl — ,  J=1,2,3,... (-
FiPy \l Lm g

Pof(zj_l)g ,  J=1,2,3,... (5.98)

cu

Rezonantele au loc cand pulsatia o, este

_ Dy

0 q ’

© j:1’2’3’-" ’ q:1,2,3,... (5.99)

La aceste rezonante valorile din expresia (5.95) tind spre infinit. Din moment
ce valorile pulsatillor proprit sunt in progresie aritmetica se pot usor determina
valorile pulsatiilor ®w, daca se evita rezonanfa. Cum pulsafia ®, este aproape de
prima pulsatie proprie p,,, s€ evitd rezonanta dacd raportul

w
_ 0 (5.100)

"Dy,

are valori din seria 0.8; 0,88: 0,96; 1,04: 1.12, sau din seria 0,816; 0.832: 0,848
etc.
Exemple ale solutiei periodice

Suprafata ce urmeaza a fi lovitd se considera constituita dintr-un material
rigid, perfect plastic. Considerand ca forta de contact este

w Pt 0<t,<ty .
_ 5101
Foltg)= * 100
pt. t’<t,<2nm
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CAPITOLUL 5. Sisteme elastice percutante

Coeficientii (5.94) sunt

*

F,h
a = _—_
0" ok,
ai:FOk_.l_Sin'l_tO* i=1,2,3,... (5.102)
I n

b-F. 11 Ly 1=1,2,3
i'— Ok':— —COS_tO ) l_ gl gt gove

IT n

Bara loveste suprafaja la momentul t,=0 cu viteza 0,(1.0). Dacd aceasta
viteza este destul de mare, u,(1,0)>F, /o, forta constantd F este acceptabild si
bara poate penetra suprafata. Atdta timp cat forta poate fi men{inuta la o valoare
mare $i \i,(1,0)>0, penetrarea continud. In momentul t,=t,” are loc o descarcare si
viteza capatului inferior al grinzii isi schimbd sensul. Timpul t,” poate fi determinat

din condifia .
>0 pt. 0<t,<t,
u,(1,t,) (5.103)

*

<0 la 1=t
O solutie acceptabila trebuie sa satisfaca si

uy(Lt<u,(l,ty) cdnd 1;<t,<2nm (5.104)

Un exemplu de solutie bazatda pe acest model pentru F _(t,) este prezentatad
in fig.5.11 unde se arata miscarea diferitelor sectiuni ale barei in intervalul a doua
perioade ale excitatiel pentru diferite valori ale lui z, (0; 0.25; 0.5 respectiv 0.75).

Daca se urmdreste, spre exemplu, procesul de perforare intr-o rocd dura se
constata cd doar o parte a energiei adusd de dispozitivul de perforare este
transmisd rocii. Restul de energie ramane in ofelul masei percutante ca unde de
tensiune care sunt amortizate incet si transformate in caldura tnainte de urmatorul
impact. Dacd o bard vibrantd ar putea fi folositd la un astfel de proces aceste
pierderi ar putea fi evitate deoarece energia reflectata la impact este folosita la
urmatorul impact. Pentru a ilustra consecintele solutiilor ardtate in fig.5.11 se
rezolva un exemplu numeric.
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2 | | | | r
ul(t0) o : - e O
5 | | 1 | |
10
3 | I T T |
u2(10) 0 |- .
5 l | | | |
t0
5 T l I T |
u3(t0) o : .
s | L | 1 |
{0
5 | | l I I
ud(t0) ¢ - o
s | | ] L |
t0
Fig.5.11

Exemplu numeric

Se considerd o bard cu lungimea L=4 m, secfiune transversala S=114 mm’*
(diametrul d=20 mm) care la ciocnire suportd o forta de lovire F,=60000 N.
Materialul barei este OLS52 cu densitatea p=7800 kg/m’ si modul de elasticitate
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E=2-10" N/m’. Toate celelalte marimi pot fi calculate. Masa barei este
m=pSL=9.8 kg; rigiditatea SE/L=1,6-10" N/m, deplasarea barei este

F,
SE =(0,38 mm
—Fy

L
s1 pulsatia excitatiei
l £
W =W, l ES =w0—p :24002—‘1
Lm L sec

Frecventa este 380 Hz si viteza de impact 6.7 m/s. La fiecare lovitura capatul
inferior al barei penetreaza suprafata lovitd cu 1.4 mm si furnizeazad o energie de
86 Nm care corespunde unei puteri totale de 33 kw. Bara trebuie sd avanseze cu
viteza de 0,54 m/s ceea ce presupune o fortd de reactie de 12000 N. Amplitudinea
maxima a tensiunii in bard este de 390 N/mm-°. Frecventa si puterea consumata
pentru penetrarea barei vibrante in suprafata lovitd sunt funcfie de natura
materialelor aflate in contact. O obiectie ce poate fi ridicatd impotriva folosirii
barelor vibrante la perforar este necesitatea folosirii unor frecvente foarte mari in
procesul de lovire. Aceasta depinde in special de lungimea baret 1 de natura
materialului din care este executatd. Un matenal ideal pentru astfel de bare ar fi

acela in care viteza undei, | E . ar fi de cel putin trei ori mai mica decat in ofel.

p

in timp ce rezistenta si proprietdfile de amortizare sd fie 1dentice otelulut.
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5.5. Sistem vibrant arc-masa-bari elastica

Se considerd modelul prezentat in fig.5.12

k F(t1)

T 1z
|-

|

mLE ‘ _Jw(z.t)

|
!
"

/ ! i ul(l,t)
f:k

Fig.5.12

Metoda folosita pentru constituirea solufiilor ecuatieir miscarii periodice a
barer atasatd de masa M suspendatd de un arc este similard cu cea aplicata la
majoritatea sistemelor vibrante prezentate in acest capitol.

Bara este atasata de o masa rigidd M care este suspendata de un arc cu
rigiditatea k. Sistemul este actionat de o fortd armonicd F(t)= F , cos(®t+d).
Pulsatiile proprii ale acestui sistem sunt mai joase decat ale baret in sine. Aceasta
presupune ca se poate reduce frecventa loviturilor.

Ecuatia miscarii barei s1 conditiile la capetele barei sunt

Fu_EFu_, (5.105)
or? p 3z’
M____azu(O,t) =F__cos(wt+¢@)-ku(0,))+ES M) (5.100)
o’ 0z
ES ou(L,t) _ 10, (5 107)
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Se fac urmatoarele notatii pentru cantitdfile adiinensionale

, 2
==, O:umw , Lo, w,E0 ml‘,: L|P
L F_ ES E
P F ES Iy (5 108)
FOIF* J FOk:;Tk‘ ’ 0:2‘]; , My=—
max max m
Astfel ecuatiile (5.105)-(5.107) vor deveni
FPu (2ot FPuuy( Tyt
O(Zf J. 12 o O)=0 (5.109)
dy  wp oz
Fu0z) K ou,.(0,t
M 0 0)+ O u 0,1,) - 1o O)=cos(1: +@) (5.110)
oty W, w, o
ou(1,t
_‘)___O)_:Q(Z)FOk(to) (S 111)
oL,

Daca F ,(t,) are forma (5.93) se poate deriva solutia periodica ce presupune
un impact in cadrul a n cicluri ale fortei. Solutta are doua parti. una datorata
forte1 periodice care produce miscarea si cealalta datorata fortei reactiune F (t,):

a
UZgelo) = “EO‘*’(Z{ZO’L Kl ]'

oM
: i\ :
l . Wl n W, . Wi
_ |acos—=t,+bsin—t, [ cos—z,+ —| Ky -M| — | [sin—-z,
) n n n Wi n n
~woY {5.112)
i=1 (2 : : :
0! Wy Wyl Wy
K,-M | — [cos— -——sin
n non n
COS(w 2y~ W)
2 0 0
+W, cos(t,+ )

2 .
(Ky=M,00)Cosw,~wSinw,
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Pulsatiile proprii pentru acest sistem vibrant sunt determinate din ecuatia
pulsatiilor

Poi8Po=Ky~Mpy (A
Aceastd ecuatie este inruditd indeaproape cu (5.28) corespunzdtoare
sistemului arc-masa. Rezonantele apar cand pulsatiile ©, satisfac ecuatia (5.99).
Un exemplu de solutie periodica pentru acest sistem este aratat in fig. 5. 13
Se considerd forfa de impact constantd. conform cu (5.101) si timpul t,” este
determinat din conditia (5.103). In exemplul de mai jos se incearcd o posibila
interpretare a acestei solutii.

Exemplu numeric

Se presupune ca bara si forta de lovire sunt aceleasi ca si in exemplul
numeric din capitolul 5.4. Rigiditatea arcului este k=K, ES/L=4-10" N'm.
Amplitudinea §i pulsatia fortei perturbatoare sunt F__ =F,/F,=7500 N s

max

W=, |£§=830 L(—zg
Lm S

Frecventa cu care se succed loviturile este de 130 Hz si viteza de impact 8.3 m/s.
La fiecare lovitura varful barei penetreaza 2,8 min st aduce o energie de 110 Nm.
Aceasta necesitd o putere suplimentara de 22 kw. Bara trebuie sa avanseze cu
viteza de 0,37 m/s si cu o forta de 12000 N. Amplitudinea miscarii arculut este
de 7.8 mm si tensiunea in bard 130 N/mm’.

Acest exemplu de grindd vibrantd introduce in studiul fenomenului relativ
putine erori - 80% din viteza de impact provine din miscarea de corp rigid a baret.
Din moment ce pulsatiile proprii ale barei sunt mult mat inalte comparativ cu
pulsaia excitatier bara influenteaza putin vibragiile, ea mai mult serveste la
transmiterea energiel intre arc st suprafata lovita.
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20 l I I
ul(t0) o
,~20 l tl() l
20 | I T
u2(10) o
20 | o |
20 T T T
u3(t0) ok
20 | o |
20 T | |
ud(t0) o
20 ' o '
20 T | [
T
us(10) o =~
Fig.5.13
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5.6. Consideratii constructive

In componenta sistemelor vibropercutante intra arcuri elastice pentru care se
pune problema uzurii lor in timp. In acest sens, sistemul trebuie conceput astfel
incat tensiunea de forfecare din arc, T sa fie cat mai mica.

Va f1 luat ca exemplu sistemul vibropercutant din fig.5.4.

Pentru ca arcul elicoidal sa inmagazineze energia potentiala W . masa lui
trebuie sa fie

m-w 3P0 (5.114)
o2
T
unde:
p - densitatea materialului
G - modulul de elasticitate transversal
T - tensiunea transversala maxima din arc
Energia maxima inmagazinatd in sistemul elastic percutant este
W :ich—x 2 :lerPC_x |2 (5.115)
? 9 elmax 2 €max
s1 energia produsa la fiecare lovitura va fi
1 2 2_.1 2 2y 21,2
W==(1-RIMV*=—kr<(1-R°)w,V, (5.110)
2 2
Deci pentru a asigura energia fiecarei lovituri masa arcului este
4
m= pG-W-W (S H17)
2 op
T
unde
2
1% -X
=_P_ Foe ol (5.118)
op

W 1-RHeiVs
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este o cantitate adimensionald care depinde doar de w,. b, si R.
Minimizénd pe W .
Imasa minima a arcului, sau, pentru o anumitd masa m a arcului se poate determina

pentru o anume tensiune de forfecare t se poate calcula

tensiunea de forfecare din arc.

Fig 5.14

Fig.5.14. prezinta energia non-dimensionald a arcului pentru diferite valori
ale marimilor b, §i ®, pentru un coeficient de restituire R=-0.2 si n=1. Regimul
optim de functionare se obfine pentru ®,=0,8, b,=1.5. pentru care W =044 Se
observa ca masa optima a arcului este independenta de frecventa loviturilor. Prin
madrirea pulsatiei @ puterea poate fi marita fara a majora masa arcului.

De exemplu, un sistem elastic percutant folosit la perforarea rocilor. cu o
putere P=2000 w, frecventa v=32 Hz si pulsatie ®w=200 rot/sec, coeficient de
restituire la ciocnire R=0,2, poate fi conceput utilizand fig.5.14.

Energia folosita la fiecare lovitura este

w=-2000 _¢3 N
32

Daca otelul arcului are densitatea p=7800 kg/m’, modulul de elasticitate
transversal G=8-10'°N/m?, pentru o tensiune de forfecare t=250-10° N/mm-. masa
minima necesara a arcului se obfine cu relatia (5.117)
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_47800-8-10"
m_

230107 630,44=1,1 kg

Daca se dubleaza masa arcului, tensiunea maxima de forfecare se reduce la
t=180-10° N/m*.

Daca este precizata viteza de impact V, se pot deterinina masa M a
sistemului percutant, r - amplitudinea vibratiilor $1 rigiditatea k a arculw

Mo 26 Vo g]z
(1-RH)V? , wV, , W,

/

In tabelul alaturat sunt date valorile obtinute pentru diferite viteze de impact.

Viteza Masa Amplitudinea Rigiditatea

V [m/s] M [kg] r [m] kK [N/m]
3 15 6,5-10" 940-10°
6 3.6 13-107 230-10°
9 1,6 6,510 100-10°

In calculele anterioare s-a considerat un arc cu masa m=1,1, care poate fi
considerata neglijabild comparativ cu masa atasata, daca aceasta masa este mult
mai mare, de exemplu M=15 kg.

Concepftia constructiva a sistemului vibropercutant elastic cu arc elicoidal a
fost elaborata astfel incat masa arcului sa asigure energia la care a fost calculata
energia sistemului vibrant.

Pentru sistemul vibropercutant elastic, tensiunea de forfecare 1 se exprima
functie de deformatia specifica cu relafia

ou,
T=/2pGrw _—

(5.119)
“’0\/% 9%z,
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CAPITOLUL 5 Sisteme elastice percutante

unde p este densitatea si G modulul de elasticitate transversal al materiatului din
arc. Pentru masa arcului se foloseste expresia aproximativa

272
n°d (5.120)

m=pn D

: : .. ou . .
Evident maximul valorn 5—0 pentru 0<z,<1 si 0<t,<2nm va determina o
%0

valoare maxima pentru tensiunea de forfecare t.
Energia eliberatd la fiecare lovitura este

w=%(1 —R")MV2=%(1 “ROM(reV,)? (5.121)

Dacd ro se exprima din relatia (5.114) rezulta energia

2
w=T (5.122)

4pG 0

unde w, este energia non-dimensionala pentru o lovitura

wV, )
wo=(1-R?)| —= ,
auO (5.123)
0z

Marimea w, depinde de coeficientul de restituire R, m,, ®, st b, 51 poate fi
maritd cu respectarea acestor parametri. Pentru un anumit arc $i pentru o anumita
tensiune T,se poate calcula valoarea maxima a energiei w.

Arcul care lucreaza este supus unei excitafii pulsatorii §1 ruperea sa se va
produce datoritda oboselit materialului.  Nivelul excitatiei curente este mic
comparativ cu amplitudinea tensiunii de forfecare admise t,, amplitudinea T, fiind
folosita aici ca o masurd a excitatiei. Valoarea experimentald pentru w, poate fi
calculata cu expresia (5.123) s1 cu deformatia specifica din (5.119).

Pentru sistemul vibrant idealizat (m,=0), marimea w, este obtinuta sub
forma:

o,V
w0=-1—:(1 -RY) 00 (5.124)
Wop Ko =%od
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CAPITOLUL 5 Sisteme elastice percutante

Daca se folosesc datele: w,=1. b,=1 i R=-0.6. se vor obtine

- viteza de impact V =1.96

- amplitudinea deformatiei arcului |x,-x,,/=0.67

- energia adimensionald w,=5.4

De asemenea se constatd cd dacd un capdt al arcului, aflat in repaus.
primeste brusc o viteza axiala V apare in acest punct o tensiune

t=/2pG V (5.125)

Tensiunea se va propaga in arc ca o unda. Dupa un timp |  unda ajunge

la celalalt capat al arcului. Dacd acest capat este rigid unda de tensiuni este
reflectatd 1ar marimea tensiunii la reflexie este dubla. 2t. Aceste rezultate care
derivd dintr-o solugie a ecuatiei undei sunt cunoscute si folosite la dispozitive de
perforat roci.

Utilizdnd expresia (5.125) pentru determinarea amplitudinii tensiunii in
sistemul vibrant elastic (unde V este viteza de impact). energia eliberatd la tiecare
lovitura va fi:

2
w=l(1 ~-RHMy2="" (l—R"')i (5 120)
2 4pG m,

st energia adimensionald va fi

w,=(1 —R2)i (5127
My

Rezultatele obtinute cu cele trei abordari mentionate sunt prezentate in
fig.5.15. Pentru a neutraliza variafia experimentalda a coeficientulu1 de restituire R
s-a considerat pe ordonatd w0'=w/(1-R?) in loc de w,.

Chiar daca aceste rezultate sunt bazate pe un material experimental redus.
ele pot fi folosite pentru o buna estimare a capacitafii maxime a arculut. Diagrama
poate fi usor modificatd pentru alte arcuri a caror misgcare este ghidata de ecuatia

uneil unde.
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10 | I |

€q5 |57(m0)

w{)'

exi 5 L — —
O

idealeq5 |44

o
(= a
0 | | |
0 0.5 1 1.5 2
mO,xi
ecuatia (5.127)
=)

curba experimentala
curba ideala (5.124)

Fig 515

Exemplu numeric
Pentru w,/(1-R*)=1, p=7800 kg/m*, G=8-10" N/mm*, t,=200 N/mmn* energia
disponibila la fiecare lovitura este
2
lMV2= w, mrt,
2 1-R24pG
pentru fiecare kg de masa a arcului.
Dacd m,=0,5 (2 kg de masa percutantd pentru fiecare kg de masa a arculur),
atunci viteza de impact este V=4 m/s. Daca m,=2 rezulta V=8 m/s.
Tindnd cont de teoria dezvoltatd pentru arcul ideal, expresia (5.119), energia
eliberatd la fiecare loviturd va fi 136 Nm pentru fiecare kg de masa a arculul.

=16 Nm
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Concluzii

S-a prezentat in cele de mai sus sistemul vibrant elastic a carui miscare s-a
exprimat prin ecuatia unei unde. S-au discutat solufiile ecuatier miscarii. derivatele
lor s1 caracteristicile ce apar.

In final. verificarea rezultatelor teoretice s-a facut comparativ cu rezultatele
experimentelor efectuate cu un sistem vibrant elastic cu arc elicotdal excitat cu un
motor electric a cdrei pulsatie putea fi variata. Cand greutatea sistemului vibrant
este mare comparativ cu masa arcului migcarea sistemului vibrant este periodica
sau aproape periodica pentru majoritatea valorilor pulsatiei. Pentru greutagr mai
mici ale sistemului vibrant, acesta trebuie reglat astfel incdt sa se obfina o miscare
periodicd. Dacd nu este reglat corespunzdtor apare o miscare foarte neregulata a
sistemului vibrant si in arc se produc tensiuni foarte mari.

De asemenea, bazat pe tensiunea din arc, s-a determinat masa arcului
necesard producerii unei anumite cantitdfi de energie la fiecare loviturd. S-a
constatat c¢d pentru o tensiune de 200 N/mm’ energia maxima obfinutd este de 16
Nm la fiecare loviturda pentru fiecare kg de masa a arcului.
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CAPITOLUL 6

CONCLUZII FINALE

Datorita cresterii vitezelor de functionare a masinilor si utilajelor. apar
perturbatii ce pot duce la solicitari dinamice distructive, motiv pentru care studiul
dinamic al corpului elastic este in atenfia cercetatorilor. Din cauza complexitati
problemei studiile devin efictente doar prin introducerea unor modele $i ipoteze
simplificatoare.

In afard de studiile ce au la bazd ipotezele lui Newton privind ciocnirile
corpurilor presupuse rigide, exista formulate si alte direcfii de abordare a dinamicii
structurilor mecanice in mai mare masura apropiate de situafia realad incat conduc
la rezultate aplicabile in conditii tehnice curente.

In esentd, s-a urmarit in teza generalizarea ipotezei ciocnirii corpului elastic
presupunand propagarea instantanee a discontinuitafii vitezelor de ciocnire. asa
cum a fost inifiatd de F. Conforto [C1], [C2] st dezvoltata de A. Metelnifin [M3].
1ar apol continuata printr-o noua abordare in lucrarea [B7].

Urmand aceeasi linie s-a fundamentat un nou mod de tratare a sistemelor
vibropercutante, acestea ne mai fiind considerate ca elemente discrete, ci fiind
inlocuite prin medii continue de tip bard pentru care s-au determinat miscarile
periodice. Astfel s-a abordat studiul sistemelor dinamice vibropercutante ale unor
utilaje ca de exemplu ciocanele vibropercutante, continudndu-se preocupari
anterioare [B2], [B6].

In scopul de a evidentia principalele realizari obtinute in studiul dinamicii
corpului elastic, sunt prezentate concluziile rezultate in urma documentarii,
cercetarii teoretice §i experimentale efectuate pe parcursul elaborarii tezei.

Lucrarea este structurata pe sase capitole si confine rezultate prezentate
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CAPITOLUL o Concluzn finale

smtetic in continuare.

In introducere se prezinta succint problemele generale ale ciocnirilor. teoriile
$1 metodele propuse de cercetdtorii care s-au apropiat de-a lungul timpului de
aceste fenomene. De asemenea este subliniat aportul colectivului Catedrei de
Mecanicd a Universitatii "Politehnica" din Timisoara la studiul ciocnirilor si al
vibropercutiilor.

In continuare sunt prezentate ecuatiile generale ale corpurilor elastice. Se
prezinta elementele de baza din teoria dinamicii corpurilor elastice. elementele care
se regasesc in metodologia de calcul din urmatoarele capitole.

¢Inipial se introduc ipotezele adoptate si conditiile in care se acceptd
valabilitatea lor.

¢ Geometria deformatiei se refera la deplasarile, deformatiile specifice si
relafiile dintre marimile caracteristice.

¢ Se dezvolta cinematica deformatiei unde sunt definite marimi cinematice
(viteze si acceleratii) corespunzatoare deplasarilor.

¢ Referitor la tensiuni §i micromomente se precizeaza starea de tensiuni

dintr-un punct al elementului structural atat in cazul clasic cat si in cazul corpurilor

de tip Cosserat. Se indica fortele si momentele volumice si tensorul tensiune
respectiv tensorul micromomentelor.

¢ Pornind de la ecuatiile de echilibru dinamic ale unui element infinitesimal
sunt scrise ecuatiile micilor miscari amortizate, respectiv neamortizate. pentru cazul
clasic si pentru corpurile de tip Cosserat in coordonate carteziene ortogonale
respectiv in coordonate cilindrice.

¢ De asemenea sunt date legi constitutive, adica relagile intre tensiunt si
deformatii specifice, atat in cazul clasic, cat s1 in cazul corpurilor de tip Cosserat
cu precizarea constantelor elastice ce intervin in cadrul legilor respective.

Un capitol special este consacrat ecuafiilor fundamentale ale ciocninii
corpului elastic unde sunt formulate ipotezele ce stau la baza teoriei elaborate
privind propagarea instantanee a impulsurilor percutante in intreg corpul elastic
1zotrop propagare ce genereaza brusc in corpul elastic 1zotrop vanafia tuturor
vitezelor.

¢ Pe baza ecuatiilor de echilibru dinamic folosind notiunea de impuls al
tensiunilor, se scriu ecuatiile fundamentale ale ciocnirii corpului deformabil sub
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actiunea unui camp de impulsuri transmise instantaneu in intregul corp. Se
precizeaza principalele marimi caracteristice ca viteza specifica de deformatie i
variatia acesteia.

¢ Legile constitutive in cazul ciocnirilor se introduc pornind de la legile lui
Hooke din teoria elasticitatii, exprimate prin relatit liniare intre tensiuni i
detormatii. Tindnd seama ca existd deosebiri fundamentale in comportarea corpului
elastic in timpul ciocnirii, s-au considerat legi constitutive. tot liniare, dar intre
impulsurile tensiunilor si vitezele de deformatie. Evident, in aceste relafii apar
constante specifice ciocnirilor.

¢ Pe baza precizarilor anterioare s-au stabilit ecuatitle diferenfiale pentru
determinarea variafiei vitezelor punctelor din corp, variatie datoratd aplicaru unui
camp de impulsuri, acestea sunt tocmat ecuatiile lui Lamé pentru cazul ciocnirilor.

¢ Notiunile stabilite anterior si legile stabilite, specifice ciocnirilor, au condus
la ecuatiile de tip Beltrani-Michell pentru corpul elastic supus percufiet.

¢ Fata de cazul clasic al ciocnirilor corpurilor elastice la corpurilor de tip
Cosserat mai intervin impulsurile micromomentelor precum si vitezele si
acceleratiile aferente rotatitlor corespunzatoare acestor corpuri. Pe baza teoriel
dezvoltate anterior s-au scris ecuatille fundamentale pentru studiul croeniri
corpurilor de acest tip.

In continuare teoria elaborata anterior este aplicata in mai multe cazun
particulare ale ciocnirii corpurilor elastice. Deosebirea esentiala a solutilor
obtinute fata de solutiile din teoria clasica a lui Saint-Venant consta in faptul ca
vitezele elementelor barelor ciocnite si tensiunile in diferitele secfiuni variaza
continuu in timp. In toate cazurile studiate trebuie remarcat ca rezultatele obginute
se referd la stabilirea distributiei salturilor de viteze ce intervin drept condifii
inifiale in problemele dinamice corespunzatoare teoriei elasticitafii.

¢ In primul rdnd se considera ciocnirea longitudinald a barei drepte, si
anume:

- ciocnirea longitudinala dintre o bara si un reper fix

- ciocnirea dintre o bara libera si una cu o extremitate fixa

- ciocnirea longitudinala a barelor libere

Din calculele efectuate se constata ca prin aplicarea unei solcitari axiale
impulsive asupra capdtulul unei bare elastice drepte, indiferent de materialul barei
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si de valoarea constantei E,, salturile de viteza in diferitele sectiuni ale barei nu
variaza esenfial.

¢ In cazul impulsului transversal aplicat barei drepte s-au determinat
expresiille momentului incovotetor, forgel taietoare i in final s-a determinat solufia
generala pentru transmisia vitezelor de ciocnire.

¢ Pentru impulsul aplicat intr-un punct oarecare al mediului nelimitat rezulta
ca vitezele punctelor mediului scad cu distanta mult mai repede decat deplasdrile
punctelor sub actiunea fortelor statice. Tensiunile se comporta similar. Astfel.
impulsul concentrat are o actiune vizibild intr-un domeniu mult mai ingust decat
forta aplicata static.

¢ Atunci cand nu mai intervin conditiile la limita de la suprafaja de
separatie a corpului, la transmisia longitudinald si transversald a impulsului in
mediu elastic nelimitat, rezolvarea este mult simplificata.

¢ Actiunea exploziei este analizatd tot cu aceasta teorie ceea ce duce la
concluzia ¢d deplasdrile unui punct sub actiunea presiunilor statice scad odata cu
cresterea distantel la care se afla, mai incet decat vitezele punctului in cazul cand
presiunile se aplica instantaneu.

¢ In general, pentru corpul elastic aflat sub actiunea unut camp de impulsuri
s-au formulat urmatoarele legi generale:

- teorema variatiel energiei cinetice

energia cinetica datoratad variatiei vitezelor de deformatie

teorema unicitatii

ecuatia in variatii

teorema reciprocitatii

¢ In mod special sunt fundamentate consideratii energetice. Astfel, pentru
corpul elastic actionat prin impulsuri, s-au calculat lucrul mecanic elementar
datorat deformatiilor rezultate din cresterea vitezetr de deformatie, lucrul mecanic
specific de deformatie raportat la unitatea de volum si energia vitezei de
deformatie.

In continuare s-a prezentat o noua metodologie de tratare a sistemelor
elastice percutante, acestea fiind compuse din elemente de tip medii continue ce
inlocuiesc  clasicele elemente discrete. Se analizeazd sistemele elastice
vibropercutante urmatoare:
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- sistem vibrant bara-masa fixata elastic

- sistem vibrant cu excitare prin deplasarea capatului superior al unei bare
elastice asimilata cu un arc cu masa uniform distribuita

- sistem vibrant excitat prin actiunea unei forte ce actioneaza asupra maset
percutante

- bard elastica excitatda prin deplasarea unei extremitafl

- sistem vibrant arc-masa-bard elastica

¢ S-au determinat ecuatiile diferentiale ale miscarii. condigille la limita
corespunzatoare.

¢ S-au studiat vibratiile proprii ale barelor determinand pulsatiile proprii

¢ S-au determinat solutiile miscdrilor vibratorii fortate, s-au discutat
caracteristicile ce apar §1 s-au determinat vitezele de impact.

¢ Pentru crearea conditiilor dezvoltarii unor metode si mijloace de optimizare
a regimurilor de miscare ale acestor tipuri de sisteme vibropercutante s-au dezvoltat
programe specifice de calculator prin intermediul cdrora s-a analizat solufia
obtinuta pe baza ecuatiilor diferentiale ale miscarii finind seama de conditiile la
limita corespunzatoare. Pornind de la aceasta analiza a solutier miscdrii se pot
trage concluzii pragmatice referitoare la masurile concrete ce pot fi luate pentru a
interveni rapid si eficient in schimbarea unor parametri constructivi sau functionali
pentru realizarea anumitor caracteristici legate de viteza de impact, amplitudinea
miscdrii, frecventa si intensitatea loviturilor, etc.

¢ In cazul primelor doua sisteme prezentate s-au dezvoltat programele de
calculator "solution_1" si "solution 2" (special concepute pentru rezolvarea exacta
a ecuafiilor transcendente) cu ajutorul cdrora s-a prezentat variagia valorilor proprii
pentru diferite lungimi ale barelor, evidentiindu-se si reprezentarile grafice
corespunzatoare.

¢ In final verificarea rezultatelor teoretice s-a facut comparativ cu rezultatele
experimetale efectuate cu un sistem vibrant elastic cu arc elicoidal excitat cu un
motor electric a carui pulsatie putea fi variata.
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