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CUVANT INAINTE

Sudarea prin topire cu arcul electric, in mediu de gaz protector, MIG/MAG, este
larg raspandita in practica. Insa, literatura de specialitate din tari si strainitate, la care am
avut acces, nu cuprinde lucriri care sa studieze toate procesele ce au loc in cursul unei
astfel de operatii de sudare, privite ca un singur tot, i, mai ales, interactiunile dintre ele.
De asemenea, nici una dintre lucrarile consultate nu prezintd un model matematic com-
plet al proceselor respective. Totodata, in ceea ce priveste simularea proceselor de suda-
re, se au in vedere doar componentele ce se imbind, iar arcul electric este caracterizat
doar prin densitatea de volum a caldurii generatd in unitatea de timp. Nu se analizeaza
posibilitatea ce o ofera simularea pentru optimizarea proceselor de sudare cu arc electric.

Prezenta lucrare is1 propune si fie o contributie la modelarea si simularea proce-
selor de sudare cu arc electric in mediu de gaz protector §i vizeaza rezolvarea aspectelor
mentionate mai sus.

Astfel, deoarece calitatea unei imbinin sudate depinde de curentul de sudare si de
tensiunea arcului electric, un prim obiectiv al lucrarii consta in masurarea celor doi pa-
rametri tehnologici. Insi, chiar si in cazul sudirii in curent continuu, datorita transferului
de metal lichid prin coloana arcului electric, cei doi parametrii sunt variabili in timp, cu
viteza de variatie relativ ridicatid. Din acest motiv, masurarea lor revine la inregistrarea
variatiei in timp, pentru care se foloseste un instrument de tip inregistrator. Intre arcul
electric si bornele de intrare ale inregistratorului se intercaleaza un sunt sau un divizor de
tensiune, ce trebuie proiectat astfel incat sa aiba o calitate cat mai buna in regim dinamic.
Stabilirea conditiilor ce trebuie indeplinite pentru a satisface aceasta cerinta, a relatiilor
de proiectare precum si forma constructiva, formeaza primele chestiuni pe care le rezol-
va lucrarea.

Stabilirea unui model matematic complet pentru arcul electric constituie al doilea
obiectiv al lucririi. in acest scop, spre deosebire de lucrarile de specialitate, arcul electric
nu va fi privit doar ca un sistem termic, ci ca unul in care se produc simultan procese
electromagnetice si termice. Aceasta duce la concluzia ca modelul matematic al arcului
electric este acelasi cu cel al campului electromagnetic. Se urmareste si obtinerea unui
model al arcului electric ca element de circuit electric.

Lucrarea isi propune ca scop i stabilirea unui model matematic complet, care sa
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permita simularea tuturor proceselor ce se produc in cursul sudarii, cu o precizie cat mai
mare. Pe langa aceasta, se urmareste ca, pe baza modelului matematic, sa se poatd studia
curgerea gazului de protectie, chiar si in regim turbulent, cu scopul de a determina coefi-
cientul de schimb de caldura prin convectie dintre arcul electric §i gazul de protectie.

Pentru rezolvarea modelelor matematice stabilite, se utilizeazd metoda elemente-
lor finite. In acest scop, mat intii, se prezintd fundamentarea matematica a metodei.

De asemenea, deducerea modelului numeric elemental, pentru fiecare model ma-
tematic, este un alt obiectiv vizat. Se urmareste ca relatiile respective si fie explicite, si
sa poata fi implementate pe un calculator electronic, cu orice limbaj de programare. Se
vor stabili g1 operatiile ce trebuie efectuate pentru asamblarea modelelor numerice
elementale intr-un singur model numeric global.

Aplicarea metodei elementelor finite, pentru o imbinare sudatid in mediu de gaz
protector si verificarea experimentald a rezultatelor, este ultimul obiectiv al lucririi. in
acest scop, mai intdi, se va stabili succesiunea operatiilor ce trebuie efectuate pentru
aplicarea metodei.

Pentru a putea folosi metoda elementelor finite, trebuie sa se cunoasci permeabi-
litatea magnetica relativa, rezistivitatea electricd, conductivitatea termica, caldura speci-
fica s1 densitatea, pentru fiecare zona a domeniului considerat. Unele dintre acestea se
obtin din literatura de specialitate, iar altele se determind experimental. Se desemneaza
ca analiza aplicarea metodei elementelor finite pentru un anumit proces. Avand in vedere
ca proprietitile de material, necesare pentru a studia un proces, sunt influentate de un al-
tul, se impune simularea simultana a tuturor proceselor, ce se realizeaza cu ajutorul unei
analize cuplate. Implementarea pe un calculator electronic a unor astfel de analize este o
alta chestiune ce se rezolva in lucrare.

Distributia densititii de curent §i a puterii calorice specifice din toate portiunile
domeniului formeaza primele rezultate ale aplicarii metodei. De asemenea, metoda tre-
buie si conduci la obtinerea campului termic din componente. in continuare, printr-un
proces de optimizare, trebuie sd se poata determina cildura necesara a fi schimbati cu
exteriorul pentru ca timpul de ricire de la 800 la 500 °C si aiba o valoare impusa. In mod
similar, sd se poata determina curentul de sudare, astfel incat adincimea de patrundere la
0 singura trecere si aiba o valoare prestabilita.

Analiza magnetica are ca scop determinarea fortelor ce actioneaza asupra arcului

electric, iar pe baza acestora si se poata stabili valoarea curentului de sudare, incét s se
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obtind un anumit mod de transfer.

Verificarea experimentala a rezultatelor se face prin compararea valorilor tempe-
raturii, din anumite puncte ale componentelor, obtinute prin aplicarea metodei cu cele
masurate cu ajutorul unor termocuple.

in incheiere, doresc si aduc multumiri, si si-mi exprim profunda recunostinti
pentru sprijinul deosebit pe care l-am avut din partea conducatorului stiintific, domnul
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rii titlului stintific de doctor.
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Cap.1. CONCEPEREA SI PROIECTAREA UNOR DISPOZITIVE
SI APARATE PENTRU MASURAREA PARAMETRILOR
ARCULUI ELECTRIC

1.1. Inregistrarea variatiilor in timp pentru parametrii arcului

electric

Pentru a stabili un anumit regim de sudare trebuie sd se impund parametrii
tehnologici de functionare ai arcului electric, care sunt:

- curentul de sudare, notat cu i, prin care se intelege intensitatea curentului
electric prin arcul electric;

- tensiunea arculu electric, u,, definitd ca fiind cdderea de tensiune electrica pe
arcul electric;

- viteza de sudare, v, care este viteza cu care se deplaseazd arcul electric in lungul
cusdturii;

- energia limara, E, definitd prin energia pe unitate de lungime a cusdturii,
preluata de la sursa de alimentare;

- lungimea arcului electric, L,, definita ca distanta de la varful electrodului pani la
baia de sudare;

- natura §i polaritatea cu care se livreazd energia electrica in arc, ce poate fi:
alternativdi AC, continud, cu polaritatea directd DC" si cu polaritate inversa DC".

- tensiunea de mers in gol U, definitd ca tensiunea la bornele sursei de sudare
cand arcul electric nu arde.

Avand in vedere tema prezentei lucriri, in cele ce urmeaza se ia in considerare
numai curentul de sudare si tensiunea arcului electric.

Chiar si in cazul sudarii in curent continuu, datoritd transferului de metal lichid
prin coloana arcului electric, cele doud marimi sunt variabile in timp, cu o viteza de
vaniatie mare. Ca urmare, cunoasterea lor revine la a determina dependenta de timp a
acestora, adica a functiilor i(t), respectiv u,(t).

In acest scop sunt necesare aparate de masuri capabile si memoreze variatiile in

timp ale acestor marimi, §i sd le redea sub forma unor imagini statice, apte de a fi
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analizate si interpretate de un operator uman sau de catre echipamente de calcul si

automatizare.

Metodele si aparatele utilizate in masuririle dinamice sunt diversificate in raport

de modul si viteza de variatie in timp ale marimilor masurate.

Astfel, marimile periodice, dat fiind caracterul lor repetitiv pe intervale de timp

bine determinate, pot fi mai usor convertite intr-o imagine staticd, chiar §1 la frecvente

foarte mari, prin suprapunerea sincronizatd in timp a varatieir lor din cursul unei

perioade. Aceasta particularitate permite ca masurarea unei marimi periodice sd se poata

face cu un osciloscop catodic.

Tabel 1.1
Caracteristici Banda de Precizia (eroarea o .
m frecventd [Hz] | tolerats) [%] Principiul de functionare
1) Osciloscoape
-afisarea pe ecranul umui tub
_ . < 100 MHz mto@ic prin dev1:erea unui
1a) Osciloscop catodic de uz general - 2.5% fascicul de electroni
max.300 MHz )
- numai pentru semnale
periodice
-aceleasi ca la punctul la. cu
1b) Osciloscop cu esantionare 18...20 GHz 5..10% deosebire cd afiseaza o singurd
valoare (esantion) pe perioada
-aceleasi ca la punctul la,
. . <o folosind un tub special cu grila
1¢)Osciloscop cu memorie < 100 MHz 3.5% de memorare
-pentru orice tip de semnal
2) Inregistratoare grafice
2a) cu actiune directd
- cu penitd pe hartie obisnuit <12 Hz - afisarea deviatiei unui aparat
- cu inscriptor termic sau electric pe '<100 Hz 125 magnetoelectric pe o diagrami
hartie speciald EIOKHz R cu linie continud sau prin
- cu inscriptor optic pe hirtie fotosen- = puncte
sibild
2b) cu compensare automati
- afisarea deplasirii unui servo
-tp Y+ <1 2Hz 0.25.. 05 - motor inclus intr-un sistem
- e de urmadrire, ce efectueaza
compensarea automata
- tip X-Y - inscriere pe o diagrama,
<10 Hz 0,1..0.5 similar ca la punctul 2.2
3) Inregistratoare magnetice
- memorarea pe bandi
100 magnetici, la fel ca
3a) cu inregistrare directd Hz. S00kHz 5..10 inregistrarile acustice
.. - redarea sub formd de
semnale electrice
.. ) . - aceleasi ca la punctul 3a, dar
g:;)cvcgnl;mm prin modulatie de 0..50 Hz 1 prin  conversia t_ensiune-
frecventd a semnalului

Situatia este mai complicatd in cazul marimilor neperiodice, tranzitorii si

aleatoare, ale caror vanatii nerepetandu-se, implica determinarea pe durate ce nu pot fi
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3

prestabilite si c-:are pot diferi de la o masuratoare la alta. Aparatele destinate masurarii
unor astfel de marimi comporta in mod necesar elemente de memorare, care pot realiza
concomitent §i operatia de redare sau aceasta se poate face cu ajutorul unor elemente
distincte, intr-o etapa ulterioara procesului de masurare si de memorare. Ele fac parte
categoria aparatelor inregistratoare, caracterizate prin faptul cd memorarea si redarea se
face prin transpunerea variatiei in timp a marimii de masurat pe un suport, ce poate fi
hartie obignuitd, sau hartie sensibila la radiatia luminoasa, pe care inscrierea sa face prin
impresionarea hartiei.

Prin cuplarea cu un aparat de fotografiat sau de filmat, cu functionare sincrona,
apare posibilitatea folosirii osciloscoapelor catodice, pentru masurarea marimilor
neperiodice, rapid vanabile.

In vederea obtinerii unor performante superioare, pentru masurarea unor marimi
cu viteze de variatie in timp ridicata, se foloseste inregistrarea pe banda magnetica sau pe
CD-ur1.

In cazul unor marimi neperiodice de banda larga si care necesitd durate foarte
mici de inregistrare, se foloseste osciloscopul catodic cu memorare, a carui functionare
nu mai implicd ca marimea de masurat sa fie repetitiva.

Sintetizand cele de mai sus in tabelul 1.1 se prezinta aparatele folosite in masurari
dinamice, si cateva din caracteristicile lor.

Toate aparatele de masurare, prezentate in tabelul de mai sus, au ca marime de
intrare o tensiune electrica, ceea ce inseamni ci, in cazul masurarii curentului de sudare
este necesara folosirea unui traductor curent tensiune, adica a unui sunt.

De asemenea, de obicel, tensiunea arcului electric are valoarea de varf mai mare
decét cea prescrisd pentru aparatul utilizat, motiv pentru care, la masurarea tensiunii
arcului electric, trebuie sa se foloseasca un divizor de tensiune. Utilizarea unui astfel de
traductor se impune §i atunci cand valoarea de varf a tensiunii arcului electric este mai
mica decat cea a tensiunii de intrare a aparatului, cu scopul realizérii unei adaptin a
aparatului la arcul electric.

Din aceste motive, in paragraful urmator se analizeazad functionarea in regim
dinamic a celor doua tipuri de traductoare, si se stabilesc vaniantele constructive si
metodele de proiectare, astfel incit marimile de iesire ale aparatelor folosite sa redea cét

mat fidel marimile de masurat (curentul de sudare si tensiunea arcului electric).
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1.2. Indicatori de calitate pentru traductoare in regim dinamic

1.2.1.Consideratii generale
in general, un traductor este un sistem ce realizeazi dependenta
y=f(x) (1.1)
unde:

-x-marimea de intrare a traductorulu, care in cazul de fata, poate fi curentul de
sudare i  sau tensiunea arcului electric u,;

-y-marimea de iesirea a traductorului, care este tensiunea de intrare u; a aparatului
de masurare folosit;

-f(x)-functia de transformare a traductorulu.

In regim dinamic, marimea de intrare (mirimea de misurat) este variabili in timp,
fiind o functie x(t), care inlocuita in relatia (1.1) conduce la:

y=fIx(t)]=g(t) (1.2)

Deci, in regim dinamic, atit marimea de intrare cat si cea de iesire ale unui
traductor sunt functie de timp, ce se noteaza x(t), respectiv y(t). In "Teoria sistemelor",
functiile x(t), y(t) se numesc "excitatie", respectiv "raspuns”, denumiri ce vor fi folosite i
in cele ce urmeaza.

Evident ci un traductor trebuie astfel realizat incat raspunsul sa reproduca cit mai
fidel excitatia. Se va numi traductor ideal acela pentru care raspunsul reproduce intocmai
excitatia, ceea ce se obtine atunci cand functia y(t) are aceeasi forma ca si functia x(t).
Aceasta conditie este indeplinita atunci cind functia de transformare are forma:

y=kx (1.3)
unde k este o constanti.

In acest caz se obtine:

y(t)=kx(t) (1.4)

Dupd cum se observid din relatia (1.4), la iesirea unui traductor ideal se obtine
chiar marimea de masurat, amplificatd sau atenuatd cu k, insd fard ca traductorul sa
produca o modificare a formei de variatie in timp a acesteia.

In general, functia de transformare a unui traductor real are o forma ce difera de
cea datd de relatia (1.3), ceea ce face ca intre raspuns §i excitatie si nu mai existe o

proportionalitate directd. Ca urmare, la un traductor real, raspunsul nu mai reproduce
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exact excitatia, si deci intervin erori de masurare, determinate de traductorul utilizat.

Rezulta ca este necesar si se stabileascd conditiile, ce trebuie si le satisfaca un
traductor, pentru ca erorile de masurare, introduse de acesta, sd nu depdseasca anumite
limite impuse. Aceste conditii trebuie exprimate prin relatit matematice, ce se vor utiliza
la proiectarea traductorului. Insi aceste conditii nu se obtin direct, ci pe baza unor
caracteristici ce privesc comportarea traductorului in regim dinamic, §i care se numesc
indicatorni de calitate ai traductorului respectiv.

Un astfel de indicator ar putea fi chiar functia de transformare a traductorulw si
conditia ce ar trebui s3 o satisfacd traductorul s-ar exprima sub forma ca, abaterea
maxima procentuald a lui f(x) fatd de cea a unui traductor ideal, raportatd, de exemplu, la
valoarea de varf a lui x(t), sd nu depdseasca o anumitd limitd impusa.

Ins3, determinarea functiei de transformare inseamni aflarea marimii de iesire vy,
cand se admite cunoscuti marimea de intrare X, pentru orice forma de varatie a lui x.

De exemplu, in cazul unui sunt, admis de forma unui conductor cilindric,
determinarea functiei de transformare revine la a exprima ciderea de tensiune u, in
lungul conductorului, in functie de intensitatea 1 a curentului prin acesta.

Dupa cum se va arata, intr-un paragraf ulterior, aceastd dependenta se determina
prin folosirea ecuatiilor lu1 Maxwell s1 a legilor de legatura, insid numai in anumite
ipoteze simplificatoare.

Pentru a obtine rezultate cat mai apropiate de cele reale, ar trebui folosite formele
locale ale legii circuitului magnetic si a inductiei electromagnetice, pentru un regim
nestationar, iar in legile de legiturd trebuie tinut cont de caracterul neliniar al
materialelor din care este realizat traductorul.

Dezavantajul este ca se poate ajunge la un volum foarte mare de calcul, sau chiar
la situatia cand ecuatiile obtinute nu pot fi rezolvate decéat prin admiterea unor ipoteze
simplificatoare, care sunt surse de erori.

Din acest motiv, pentru studiul comportarii in regim dinamic ai unui traductor, se
folosesc alti indicatori, ce se prezintd in cele ce urmeaza.
1.2.2.Functia de transfer

Functia de transfer se defineste in contextul in care rezolvarea ecuatiilor de
functionare ale unui traductor de face cu metoda transformatei Laplace. Aceste ecuatii se

obtin considerand cunoscuta excitatia x(t) si apoi se aplica legile si teoremele teoriei
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6

macroscopice ale electromagnetismului, rezultdnd ecuatia de forma generala:

Fly® (), v (0) 50 x ™0 xO@)x@]=0  (15)

unde F este o functie, in general neliniara, §1 s-au notat:

(J)( t) = d’ Y(t) j=1, 2,..n (1.6)
y“"(t):%ft—) k=1,2,..m (1.7)
t

intotdeauna n>m, si ca urmare, relatia (1.5) este o ecuatie diferentiald de ordinul
n, nelinara.

Insa, utilizarea transformarii Laplace este posibili numai daci atit excitatia x(t)
cat si raspunsul y(t) indeplinesc anumite conditii, cand se numesc functii original.

Deoarece excitatia este arbitrard, aceasta poate fi aleasd incat si indeplineasca
condifiile mentionate si deci se poate face asocierea:

x(t)—>X(s) (1.8)

unde X(s) este o functie de variabilda complexid s, numitd transformata (imaginea)
Laplace a excitatie1 x(t).

De asemenea, pentru traductoarele la care se referd prezenta lucrare, se poate
admaite ca si raspunsul y(t) este o functie original, si deci se poate face asocierea:

y(=Y(s) (1.9)

unde s are aceeasi semnificatie, iar Y(s) este imaginea Laplace a raspunsului y(t).

Pentru orice traductor, in conditii initiale nule, imaginea Laplace a raspunsului
poate fi exprimata sub forma:

Y(s)=H(s)-X(s) (1.10)

unde H(s) este o functie de variabila complexa s, si se numeste functia de transfer a
traductorului., deoarece prin intermediul sau se stabileste legatura intre iesirea si intrarea
traductorului.

Transformata Laplace inversd a functiei de transfer H(s) se numeste functia

pondere a traductorului, se noteaza cu h(t) si este data de relatia:

C+a0

h(t) =2—1nj jH(s)e“ds (1.11)

unde j este unitatea imaginard iar ¢ se numeste abscisa de convergentd a functiei

complexe H(s).
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Aplicﬁn& relatiei (1.10) teorema de convolutie se obtine:
t
y(t) = j x(Dh(t - 1)dt (1.12)
0
sau:
t
y(t) = j x(t - Dh(t)dt (1.13)
0

Deci, daca se cunoaste functia de transfer a traductorulwi, H(s), cu relatia (1.11) se
calculeaza functia pondere h(t) si cu relatia (1.12) sau (1.13) se poate determina
raspunsul y(t) al traductorului, pentru orice excitatie x(t).

Avind determinat raspunsul y(t), acesta se compara cu excitatia x(t) si se pot trage
concluzii cu privire la comportarea traductorului pentru excitatia data, iar din acestea se
pot stabili conditille ce trebuie si le indeplineascd traductorul, pentru a avea o
comportare cat mai apropiata de a celui ideal.

Insa, de obicei, nu se cunoaste forma de variatie in timp a marimii de masurat sau
este posibil ca un traductor dat sa se utilizeze pentru marimi de masurat, cu diverse
forme de variatie in timp. Rezultd ca, in general, nu se cunoaste excitatia x(t) st deci nu
se poate aplica metoda mentionati mai sus.

Din acest motiv, studiul comportarii in regim dinamic se face aplicand la intrarea
acestuia excitatii standard numite s1 semnale test, care se prezintd in cele ce urmeaza.
1.2.3.Raspunsul indicial. Timp de raspuns

Raspunsul indicial al unui traductor se defineste ca fiind functia f(t), numita
functie indiciald, ce se obtine la iesirea traductorului, atunci cénd la intrarea sa se aplica
un semnal treaptd unitara, notat cu ®(t), descris de ecuatia:

0, pt.t<0

1.14
Lptt>0 ( )

O(t) = {

Se observa ca ®(t) are transformata Laplace ®O(s)=1/s.

Deci, daca se noteazi cu F(s) transformata Laplace a functiei indicial f(t), atunci,

pe baza relatiei (1.10) se obtine:
F(s) = H(s) - (1.15)
S

Se defineste raspunsul indicial stabilizat, notat cu fy, prin relatia:

f, :tli_r&f(t) (1.16)
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Functia g(t), definita prin relatia:

g(t) = fif(t) (1.17)

s
se numeste raspuns indicial normat al traductorului respectiv.

Raspunsul indicial al unui traductor poate avea una dintre formele din figura 1.1

Raspunsul indicial al unui traductor este util indeosebi pentru a aprecia
comportarea acestuia in regim tranzitoriu, care intervine din momentul in care la intrarea
traductorului se aplicd marimea de masurat, sau din momentul in care aceasta are o
variatie brusca si pana cand se obtine un raspuns stabilizat.

Desigur cd, in acest scop, ar trebui aplicati la intrarea traductorului chiar marimea
de masurat, insi, avand in vedere cele mentionate mai sus, se obtin rezultate
acoperitoare, daca se foloseste 0 marime de intrare ce are, in momentul initial, o viteza
de variatie in imp mai mare decat cea pe care o poate avea oricare marime de masurat,

conditie ce este indeplinita de excitatia treapta unitara d(t).
4 N A2 A, ,
|
il /—{ 747'\ /\ /
i '
T

b)

Y

Fig.1.1
Evident cd o comportare ideald a unui traductor in regim tranzitoriu s-ar obtine
atunci cand nu ar exista un astfel de regim, ceea ce ar fi posibil numai daca raspunsul
indicial ar avea aceeasi forma de variatie in timp ca si excitatia, adica forma unui semnal
treapta, descris de ecuatia:

0, pt.t <0
f(t):{’p ) (1.18)
fe,pt.t=0

Deoarece, in general, raspunsul indicial f(t) a unui traductor real nu are aceasta
formad, traductorul este de o calitate cu atit mai buna cu cit f(t) se apropie de forma
ideald mentionatd. Aceasta implica ca raspunsul indicial si se amortizeze intr-un timp cét
mai scurt, conditie ce este indeplinitd daca f(t) are forma din fig.1.1.a. Regimul
tranzitoriu se amortizeaza si daca raspunsul indicial are forma din fig.1.1.b., insd durata

amortizarii este mai mare §i deci traductorul este de o calitate inferioara celui din cazul
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precedent. Dac-ﬁ raspunsul indicial are forma din figura 1.1.c, adica este oscilatoriu
neamortizat, traductorul nu ajunge niciodata in regim stabilizat, si in plus, la iesire se
obtine un semnal puternic deformat fatad de cel aplicat la intrare, §i deci nu poate fi
utilizat pentru masurari in regim dinamic.

in concluzie, proiectarea unui traductor pentru functionarea in regim dinamic
trebuie astfel facuta, incat sa aiba un raspuns indicial amortizat, de forma din fig.1.1.a,
iar dacd raspunsul indicial este neamortizat, traductorul nu poate fi utilizat pentru
madsurarea marimilor rapid vanabile in timp.

Pentru a stabili relatii matematice pe baza carora proiectarea unui traductor si se
faca astfel incat sd indeplineascd aceastd cerintd, mai intdi se definesc anumite
caracteristici ale regimului tranzitoriu.

O astfel de caracteristicd este eroarea dinamica raportata, care, pentru un moment

oarecare t, se noteaza cu y4(t) 51 se defineste prin relatia:

Cf -f() | f()
Yd(t) B fst _1 fst
sau:
7a(t) =1-g(1) (1.19)

unde s-a avut in vedere relatia 1.17.

O relatie de proiectare ar putea fi conditia ca valoarea maxima a lui y4(t) sd nu
depiseascd o anumiti limitd preimpusa. Insa, prin aceasta nu se impune nici o conditie
asupra duratei regimului tranzitoriu, fiind posibila situatia ca valoarea maxima a lui y4(t)
sa nu depaseascd limita impusi, chiar §i in cazul cand raspunsul indicial este
neamortizat.

Din acest motiv se foloseste o altd caracteristica, numita timp de raspuns, notat cu

T, si definit prin relatia:
T, = TYd (t)dt (1.20)
0
sau, avand in vedere relatia (1.19), se obtine:
T, :T[l—g(t)}it (1.21)
0
Din punct de vedere geometric, pentru cazul din fig.1.1.a, T, este aria hasurata A.

Este evident cd durata regimului tranzitoriu este cu atit mai redusa cu cat aria A este mai
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mica, deci cu c;it T, are o valoare mai mica.

Pentru cazul din fig.1.1.b, T=A,-Ay+A3-Ast+..., unde A, A,, A;, A4 sunt arile
reprezentate hasurat in figura. Aceste arii, deci §i T,, au o valoare finita, diferita de zero,
cu atdt mai micad cu cat durata regimului tranzitoriu este mai redusd, insd ea poate fi
folosita pentru aprecierea regimului tranzitoriu, numai daca valoarea maxima a lui y4 nu
depdseste 0 anumita limita, de exemplu 5%.

Un caz deosebit este cel din fig.1.1.c, cand T, este o sumd de perechi A;+A,=0,
ceea ce ar insemna ci T,=0. Insi, dupi cum s-a mentionat, traductorul nu ajunge
niciodata in regim stabilizat si deci nu are sens sd se foloseasca T, ca baza de proiectare.

In cadrul prezentei lucriri, proiectarea unor traductoare se face pe baza timpului
de raspuns si se impune conditia ca acesta sa fie minim.

Determinarea timpului de raspuns T, se face pe baza relatiei (1.21), ceea ce
implica cunoasterea raspunsului indicial f(t) al traductoruluu.

in acest scop, mai intdi, se stabileste ecuatia de functionare (1.5) pentru
traductorul respectiv, considerand ca excitatia x(t) este un impuls treaptd. Apoi se
determind f(x), fie prin integrarea directd a acesteia, fie pe baza relatiei (1.15), se
determind F(s) careia 1 se aplica transformata Laplace inversa.

Se mentioneaza faptul ca toate operatiille mentionate mai sus se realizeaza cu un
soft matematic corespunzitor.
1.2.4.Raspunsul in frecventa. Caracteristica de frecventa

Se numeste rdspuns in frecventd a unwi traductor, functia y(t), ce se obtine la
lesirea acestuia, daci la intrare se aplica un semnal sinusoidal:

x(t)=Xsinot (1.22)

in general, rispunsul are atit o componenti tranzitorie y,(t), cat si una stabilizata

y«(t), adica:
y(O=yu(t)Ty«(t) (1.23)

Se aratd ca, daca raspunsul indicial este amortizat, atunci y.(t) se amortizeaza
foarte rapid, si deci se poate neglija fatd de ygq(t). Din acest motiv, ca rispuns in
frecventd se considera doar componenta stabilizatd y(t), care, pentru un traductor cu

parametrii concentrafi §i constanti in timp, are expresia:
Xm [ : ~jot . jot
ya () === JH(-jo)e™ -H(jo)e ] (1.24)

Relatia (2.24) permite sa se defineascd ca §i caracteristica de frecventa a unui
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traductor functia H(jw), obtinuta din functia de transfer H(s) prin inlocuirea variabilei s
cu variabila jo.

in general, caracteristica de frecventd H(jw) este o functie complexa, in care se
consideri ca variabild ©. Inseamna ca atit modulul cat si argumentul siu sunt functii de
®, ce se vor nota cu H(w), respectiv @(w), adica :

H(w)=|H (jw)

, () =arg H(jo)
Cu acestea, functia de frecventa se scrie sub forma trigonometrica :
H(jo) = H(w)e™*® (1.25)
Deoarece H(-jo) este complex conjugata functiet de transfer, se obtine :
H(jo) = H(@)e™® (1.26)
Relatiile (1.25), (1.26) se inlocuiesc in relatia (1.24) si dupa efectuarea calculelor
se obtine :
Y«(t) =H(w)Xsinfot+e(w)] (1.27
Relatia (1.27)aratd ca rdspunsul in frecventd al unui traductor liniar este tot o
marime sinusoidala de aceeasi frecventa ca si excitatia, insa avand modulul amplificat cu
modulul caracteristicii de frecventd si defazat fatd de excitatie cu un unghi egal cu
argumentul caracteristicii de frecventa a traductorului. Din acest motiv, H(®w) se numegste
castigul traductorului. El este in general functie de frecventd, ceea ce poate introduce
distorsiuni ale marimii de iesire a traductorului, in cazul cd marimea de iesire este
periodica, dar nesinusoidala.
intr-adevar, daca semnalul de intrare x(t) este nesinusoidal, el se descompune in
serie Fourier de forma :
x(t)y=X, +iX, sin(kowt +1,)
k=1
Procedand la fel ca mai inainte, se arata ca raspunsul stabilizat este de forma :
y. ()= X,H(0)+ i H(kao)X sin[kot + ¢, + ¥, (ko)] (1.28)
s k
Se observa ca y,(t) diferd de x(t) prin faptul ca H(kw), ¥ (ko) depind de k, adica
unele armonici vor fi amplificate §i defazate mai mult, iar altele mai putin.
Daci se doreste sa se elimine armonicele de un ordin k, traductorul trebuie sa fie

astfel realizat incat pentru acele armonici s se obtind H(kw )=0.
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1.3. Sunturi pentru regimuri dinamice

1.3.1.Timpul de raspuns al buclei de masurare

Determinarea raspunsului indicial al unui sunt revine la a obtine dependenta de t a
tensiunii electrice la bornele suntului, adica o functie u(t), cand prin sunt trece un curent
electric a carui intensitate i(t) are forma unui semnal treaptd unitard de valoare [=1A,
incepand de la un moment initial t,=0.

Pentru orice moment t>t,, 1 are valoare constanta, la fel ca in curent continuu, ceea
ce inseamna ca si densitatea de curent are, pe orice sectiune S, valoare constanta J.=I/S.

De asemenea, admitdnd cd se atinge un regim stabilizat, tensiunea u ajunge la
valoarea stabilizatd Ug=J.-p-l, unde p este rezistivitatea materialului suntului, iar | este
lungimea unei linii de curent.

Insa, tensiunea u nu ajunge instantaneu la valoarea stabilizati Uy, ci dupa
epuizarea unui regim tranzitoriu, caracterizat printr-un timp de raspuns, definit asa cum
s-a aratat, notat cu T,.

Existenta regimului tranzitoriu, deci a unui T,#0, este determinatd de doua cauze.

in primul rand, cAmpul magnetic fiind variabil, apare un camp electric indus, care
se suprapune peste cel de intensitate i, astfel incat densitatea de curent are o valoare J#J..
Egalitatea se obtine atunci cdnd se anuleazd campul electric indus, care nu se face
instantaneu, ci dupa un regim tranzitoriu determinat de insusi suntul respectiv, ce se va
numi regim tranzitoriu propriu (intrinsec) al suntului, iar timpul de raspuns
corespunzator se va numi timp de rdspuns propriu (intrinsec) al suntului.

O a doua cauza o constituie inductivititile electrice introduse de legiturile dintre
bomele suntulmi si cele ale instrumentului de masurare, care introduc o inertie
electromagnetica, ce se opune variatiei in timp a marimilor, si deci un regim tranzitoriu
cdruia ii corespunde un timp de raspuns al buclei de masurare.

In acest paragraf se ca determina numai timpul de rispuns al buclei de masurare si
se face abstractie de timpul de raspuns propriu al suntului, adici se va considera ca acest
timp de riaspuns este egal cu zero. Aceasta echivaleazi cu a considera ci suntul intervine
in circuit cu o constantd, care este tocmai rezistenta sa electricd in curent continuu,

notatd cu R.
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In principiu, schema de masurare este cea prezentata in figura 1.2.a.

. .-. R . .-. R
_dakm 2 d — J——i—l'“.;:j-——‘
i : Kagas l
— —_ M{ o b
; ; L]
| Yim <
L |om E d
! a
- . R
| S
bo & < v
: \_,/u
L
M
a) . b)
Fig.1.2

Se observd ca o bornd de tensiune a suntului este conectatd cu o bornd a
instrumentului de masura, notat cu IM, prin intermediul firului central al cablului
coaxial, notat cm, ce are tresa legatd la masd pentru a reduce la minim inductivitatea
proprie a buclei de masurare.

Pentru a evita reflexia undelor electromagnetice este nevoie de o adaptare a
tuturor elementelor folosite, care trebuie sa prezinte aceeasi impedantd de unda. In acest
scop, in paralel cu IM, se conecteaza o rezistentd R, egald cu impedanta caractenistica Z
a cablului de masurare.

Dacia se noteaza cu i, intensitatea curentului electric prin cablul de masurare,
atunci prin sunt va trece curentul de intensitate i-igp,.

Bucla de masurat este constituitd din traseul inchis abcda, care formeaza o curba
inchisi I, pe care se defineste integrala intensititii cimpului electric £, sensul de

integrare (sensul elementului de linie d!) alegindu-se ca in figurd. Aceasti integrali se
defineste in doud moduri. Primul mod consta in a utiliza forma integrala dezvoltata a

legii conductiei electrice, obtinand:

§E-dl=u-(i-i,)R (1.29)

Al doilea mod consta in utilizarea formei integrale nedezvoltate a legii inductiei

electromagnetice, obtinand:
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E.ai--2® (1.30)
dt

=1 ey

unde @ este fluxul magnetic prin suprafata S, marginita de bucla de masurare I".

Folosind principiul superpozitiel, se descompune & in:

- 0 componenti @, corespunzatoare campului magnetic determinat de curentul din
bucla de misurare, de intensitate 1,;

- 0 componentd @, corespunzitoare campului magnetic determinat de curentul de
masurat, de intensitate 1.

inseamni ca: O=P,+P, (1.31)

Daca se noteaza cu L inductivitatea proprie a buclei de masurare, avand in vedere
ca sensul de integrare coincide cu sensul lui i, se obtine:

®=L-i (1.32)

Curentul de intensitate 1 fiind exterior buclei de masurare, intervine in aceasta prin

cuplaj magnetic, caracterizat prin inductivitatea mutuald, de valoare absoluta M.

Deoarece sensul de integrare este opus celui al lui i, se obtine:

®=-M-i, (1.33)
Din relatiile scrise se obtine:
§E-E:—Lﬂ"—+Mﬂ (1.34)
J dt - di

in care, deoarece mediul este aer, s-a considerat ca inductivitdtile L s1 M sunt constante
in timp.

Din relatiile (1.29) s1 (1.34) rezulta:

u—(i—i R=-L%m g%

dr - dt

di di
—(i-i R-LEn s & 1.35
u=(@-i,) = & (1.35)

Pe baza relatiei (1.35) s-a obtinut schema electrica reprezentata in figura 1.2..b.
Impedanta Z, si deci R, nu are valori mai mari de 1002, iar impedanta de intrare a
lut IM are valori mult mai mari, de exemplu, in jur de 1MQ, daca se utilizeaza un
osciloscop catodic. Pe aceastd baza s-a neglijat curentul prin IM fatd de i, $i se poate
adauga relatia:
u=i,R, (1.36)

Din relatia (1.36) se expliciteaza iy, care inlocuit in (2.64) conduce la:
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(R+Rc)u+L%:RRci+Rci+RcM% (1.37)

Se noteaza cu U(s), I(s) transformatele Laplace ale marimilor u(t), respectiv i(t) si,
tindnd cont cd R, R, L, M sunt admise constante, prin aplicarea transformatei Laplace
termenilor din relatia (1.37) se obtine:

RR. +MR_s

U =
)= Ry R +L-s

1(s) (1.38)

Considerand cazul mai general, cand prin sunt se trece o treaptd de curent de
valoare I, se obtine:

_ (RR, +R Ms)l

U(s 1.39
<) s(R+R_ +Ls) ( )
Functia de transfer este:
H(s) = (RR, + R Ms)I (1.40)
R+R +L,

in relatia (1.39), U(s) este transformata Laplace a raspunsului indicial u(t) al
suntului, ce are valoarea stabilizata:

IRR,

u, =H()=
* ©) R+R,

(1.41)

Numitorul B(s)=s(R+R.+L;) are solutiile s,=0; s,= -(R+R.)/L si dernivata
B'(s)=(R+R.+L)+Ls.

Cu acestea se obtine:

u(t):][ RR, —( RR, —R"M]e_;} (1.42)
R+R, (R+R, L
unde:
L
= 1.43
‘ R+R’ (143)
sau:
u(1) = IRR, {1_[1_M_(R+_Rc)}e'r} (1.44)
R+R, LR
Notéand cu u(7) rdspunsul indicial normat, se obtine:
M(R+R |
t)=1-|l-———=tler 1.45
uy=1-[1- R, (145)

in relatia (1.21) se inlocuieste g(t) cu u(1) si sc obtine timpul de raspuns:

BUPT



T ={1—M—(w} (1.46)

Componenta tranzitorie este:

M(R+R,))] -
=|1- R A r 1.47
o0 =[1-MERI, (147)
care, la t=0, are valoarea:
M(R+R)
0)=1-——— "<7 1.48
u, 0) — (1.48)
Se observa ca, daca:
- este indeplinitd condifia :
MR+R)
LR

atunci, T>0, u,(0)>0, u(0)<1, adica, in momentul t=0, riaspunsul indicial normat are o
valoare mai micd decat cea stabilizatd, egald cu 1, si se spune cd suntul este
subcompensat;

- este indeplimita conditia:

M (lz ; R L

atunci, T,<0, u,(0) <0, #(0) >1, adicd, in momentul t=0, rispunsul indicial normat are o
valoare mai mare decat cea stabilizata, si1 se spune ca suntul este supracompensat;

Daci este indeplinitd conditia M=0, atunci:

t

u(t)=l-e ° si

L
R+R,

T=1= (1.49)

Se observi u,(0)=1; u(0)=0, adicd in momentul initial t=0, raspunsul are valoarea
zero, ca §i excitatia, ceea ce inseamnd ca raspunsul reproduce excitatia, mult mai fidel
decat in cazurile precedente.

insi, pentru indeplinirea acestei conditii este necesar ca si nu existe cuplaj
magnetic intre conductorul parcurs de curentul de masurat §i bucla de masurare, sau ca
aceasta sa fie ciat mai redus. Aceastd conditie este indeplinitd de o constructie speciala,
numit sunt coaxial.

De asemenea, pentru ca T,, dat de relatia (1.49), s aiba valori cat mai mici, se iau

doud masuri:
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- inductivitatea proprie L sa fie cat mai redusd, ceea ce se realizeazd de insusi
cablul coaxial;

- R; s aiba valon cat mai mari, prin folosirea unor cabluri coaxiale care si aiba
impedanta caracteristicd mare, de exemplu de 80€2, in loc de 30€2.

Un caz deosebit este acela cand este indeplinita conditia:

LR
R+R,

M= (1.50)

cand T,=0, u,(t)=0, pentru orice t, iar raspunsul este dat tot un semnal treaptd, adica
raspunsul reproduce identic excitatia.

Pentru a obtine acest caz, se realizeaza, in mod voit, un cuplaj magnetic, astfel
incat M si indeplineasca condifia (1.50).

Insa, indiferent care ar fi valoarea celorlalti parametri, daca inductivitatea proprie
a buclei de masurare are valor foarte mici, adica L—0, atunci T,—0 si deci se pot obtine
timpi de raspuns de valon extrem de scdzute. Aceasta cerinta este indeplinitd de alta
constructie speciald, numita sunt bifilar.

Se poate verifica, ca suntul obisnuit nu indeplineste aceste conditii.

in continuare se va determina timpul de raspuns propriu al suntului, §i se vor
stabili cele doud constructii speciale, mentionate mai sus.
1.3.2.Suntul bifilar

Pentru a stabili constructia unui astfel de sunt, mai intdi se determina timpul de
raspuns al unui conductor cilindric de raza a, alimentat axial cu un curent electric de

intensitate 1, de forma unei trepte de valoare I, ca in figura 1.3:

Fig.1.3 Fig.1.4

Bomele de tensiune, intre care se defineste réspunsul u, sunt lipite pe suprafata

S e

. o 24

9 iba Bm wleva cenirald J

laterala a cilindrului, asa ca: (05 i
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u=[E, dl (1.51)

unde E.este intensitatea cimpului electric intr-un punct oarecare de pe suprafata
laterala.

Se arata ca timpul de raspuns al conductorului de raza a este dat de relaia:

T, = tpa’ —1—2 (1.52)
k=1 P

unde:

- 7, u sunt conductivitatea electricd, respectiv permeabilitatea magneticd a
materialului suntului;

- By sunt solutiile ecuatiei J;(x)=0, unde J,(x) este functia Bessel de prima speta si
ordinul 1.

Pentru cazul unui conductor electric, relatia (1.52) devine:

-7 ®
T, =210 ey L (1.53)
Y k=1 B

unde s-a avut in vedere cd, la un conductor electric pxpo=4n-10" [H/m], iar p este
rezistivitatea electrica a matenalului.

Relatia (1.53) aratd cd se obtine un timp de rdspuns cu atit mai mic cu cat se
foloseste un matenal cu rezistivitatea mai mare. Din acest motiv, s1 avand in vedere ca
este necesar un coeficient termic al rezistivitatii cat mai mic, suntul se confectioneaza
din manganina la care p=45-10® Q-m.

Deci, daca materialul folosit este manganina si notand cu r raza conductorului,
exprimatd in milimetri, se obtine:

_4r-107r?
45

T

r

S (1.54)

unde:

=1
§=5
27

Folosind o secventd de program prezentatd mai jos, s-au calculat un numar de 100

(1.55)

solutii By ale ecuatiei J;(x)=0,., care au fost folosite pentru a calcula S, din relatia
(2.106), 1ar cu aceasta s-a aflat T,, din relatia (1.55), pentru diferite valori ale razei r.
In tabelul 1.2 sunt prezentate valorile timpului de rispuns T, exprimat in

microsecunde (us), pentru diferite valor ale razei, exprimata in milimetri.
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Tabelul 1.2

r [mm] 10° 10" 1,5-10" 1 2 5 10 20 | 30
T, [us] 3.4810° | 3.4810° | 7810° | 0,384 | 14 | 869 | 35 | 139 |313
Dupa cum se observa, T, creste exponential cu raza r a conductorului. Pentru a

obtine un timp de raspuns de ordinul nanosecundelor ar trebui utilizat un conductor cu
razd de ordinul zecimilor de mm, de exemplu, dacad raza este de o zecime de mm, se
obtine un timp de rdspuns de aproximativ 3,5 ns, iar dacd raza este de 1mm, timpul de
raspuns creste la 350 ns. Pentru raze de ordinul zecilor de mm, timpul de raspuns devine
de ordinul sutelor de mii de ns, ceea ce este inacceptabil.

b= |bg—3

k—1

while k <201
x—b,_,+2

by +— root(J1(x) ,x)
k—k+1

201 L
S = Z S =1.24486-10°
2
k=1 (bx)

1

=1.25-10

0} -

4-n-8-10°7 2
= |2
45-10

T(a) - (

Din acest motiv, pentru a putea inregistra cat mai fidel curentul de sudare in regim
dinamic, astfel incdt si nu intervind complicatii constructive, se admite un timp de
raspuns de ordinul sutelor de ns, care impune si se foloseasca fir de manganind cu
diametrul egal cu 1mm.

Curentul de sudare avand valor efective de ordinul sutelor de amperi, un astfel de
fir s-ar topi aproape instantaneu. Din acest motiv se conecteaza in paralel un numar n de
fire de manganina cu diametrul de 1 mm, rezultand constructia prezentata in figura 1.4.

Suntul consta din doud placi colectoare 1 si 2 care reprezintd bornele de curent ale
suntului. Suntul propriu-zis este format din doud méanunchiuri, de cite n fire de
manganind, avand extremitatile lipite pe cele doud plici. Pentru a reduce inductivitatea
electricd proprie, fiecare fir este rasucit incat formeaza un numar cit mai mare de bucle,
prin care curentii au sensuri opuse, rezultdnd un camp magnetic foarte redus. Bornele de
tensiune sunt constituite de firul central si tresa ale unui cablu coaxial, avand firul
central, parcurs de curentul iy, lipit de placa 1 si tresa lipitd de placa 2.

Admitind o densitate de curent admisibila J,4, sectiunea necesara S, se afla din

prima relatie (1.56), iar numarul n de fire se afla din a doua relatie, unde S=nr*:
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Snec=/Jad;  N=Spe/S (1.56)
Deci, cunoscand I, si ludnd, de exemplu J,;=10 A/mm?, din relafiile precedente se
afla numarul n de fire.

* Suntul bifilar nu elimind complet cuplajul magnetic. Aceasta cerintid este
satisfacutid de suntul coaxial, ce se va prezenta in continuare.
1.3.3.Suntul coaxial

Se considerd un conductor cilindric gol, de raza interioard r;, raza exterioari r,
avand peretele confectionat dintr-un material conductor electric, de caractenistici p, p.

Se aratd ca timpul de raspuns este:

Gl 31 (157)
pm k=1 X

unde:

- X, sunt radécinile ecuatiei:
J(x)N;(mx) =J,(mx)N, (x), (1.58)
in care N, este functia Bessel de a doua speta, de ordinul 1.

_ Ji(x )Ny (%)= Ny (x,)J 4 (x,)
- J(mx )Ny (x, )= Ny (mx)J o (x,) + mN, (x, )] (mx, ) —J, (x, )N, (mx,)

(1.59)

k

in care Jy, Ny sunt functiile Bessel de prima spetd, respectiv de a doua spetd, ordinul zero.
Relatia (1.57) se scrie sub forma:
PR W
T = M S, (1.60)
pm

unde r este raza interioarad a conductorului, iar:

S= (1.61)

xlp

~

k=1
Alegand ca material tot manganina si exprimand raza interioara r in mm §i timpul
de raspuns in ps se obtine:

_ 40 (m® -1)r’
45m

T

r

S (1.62)
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Pentru diferite valoni ale lui m, s-au obtinut 100 de solutnin ale ecuatiei (2.110),
notate cu by, folosind secventa de program prezentata mai jos:

m =1.1
f(x) =J1(x)'Y1(m-x) - Y1(x)-J1(m-x)

k—1

while k<101
xe—by _ |+ 25
by «—root(f(x) ,x)

ke—k+1
b
k=1..101
c 71 (by ) YO (by) - JO(by ) Y1 (by)
k™ (m-by ) YO (by) - Y1(m-by)-JO(by) + m-Y1(by)-JO(m:by) - J1(by)-YO(m-b,)

Pentru cele 100 de solutii (k=101) s-a calculat suma S.
Din motive constructive, raza interioard r nu poate fi sub cativa centimetri. Din
acest motiv, pentru fiecare valoare a lu1 m, cu relatia (1.62) s-au calculat timpi de

raspuns pentru =30, 40, 60, 80 mm. Rezultatele sunt trecute in tabelul 1.3.

Tabelul 1.3.
m 1.1 1.2 1.32 1.4 145 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
30 | 08 -5 6.6 23 | -112.4 8.9 736 106 | 118 | -345
T, | 30 | -14 | 89 | -11.7 -4 -200 15.9 13-10° | 188 | 210 | -614
ps | 60 | -3.1 | 202 | -26,4 9 450 30.7 | 2.910° | 424 | 473 [ 1.410°
80 | -55 | -356 | 46,9 -16 710 63.5 52:10° | 754 | 841 | 2.8-10°

Este de observat ca pentru m <1,5 suntul este supracompensat, putand aparea
varfuri de tensiune in momentul initial, iar pentru m>1,5 suntul este subcompensat, insa
timpul de raspuns este mult mai mare.

Daca se doreste sa se obtina timpi de raspuns de ordinul microsecundelor se alege
m=1,1+1,3, timpii de raspuns cei mai mici obtinandu-se pentru m=1,1.

Constructia unui astfel de sunt este prezentata in figura 1.5.

Suntul propriu-zis constd din cilindrul de manganina 1 de grosime foarte mica,
care, pentru a reduce efectele de capat este incadrat de cilindrii 2 si 3, de grosime mai
mare, realizate dintr-un material de conductivitate sporita, de exemplu cupru. O borna de
curent A este prevazutd pe cilindrul 3, iar cealaltd, B pe cilindrul 2 i se conecteaza la
masi. Tensiunea de iesire se obtine de la extremititile circulare m si n, ale lui 1, prin

intermediul discurilor conductoare 4 si 5.
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Bormnele de tensiune sunt constituite din firul central al cablului coaxial 6, lipit pe

discul 5 si tresa acestuia lipitd pe cilindrul 4.

6 2 7 i 1
6 2 /l 3 L
// 1]1’/}/ Ll m 4117 IS TSI S /17/”111” 1
o . i ]
[ m
- -J-DA — A
1
; \ Y
T 2z \‘ 1 _11111111}11/ - =
iy \ i /
¢
L 4 5 “ s A
Fig.1.5 Fig.1.6

in interiorul cilindrului, unde se afld bucla de masurare, curentul de masurat i
produce un camp magnetic, teoretic nul, ceea ce inseamnd ci, practic, inductivitatea
mutualad M are valoarea egala cu zero, cand timpul de raspuns al bucle1 de masurare este
cel mai mic.

Pentru a asigura o protectie contra campurilor magnetice exterioare se foloseste
suntul coaxial ecranat, prezentat in figura 1.6. Acesta are in plus un ecran, 7, care este un
cilindru metalic legat la masa, impiedicind astfel patrunderea campurilor magnetice
exterioare intense in interiorul buclei de masurare.

Pentru dimensionarea unui sunt coaxial trebuie avut in vedere ca sectiunea

necesard, ce se va nota cu s este:
s = (r - ) (m —1} (1.63)
care inlocuitd in relatia (1.59), conduce la:

T =
mpom

(1.64)

lar pentru manganina;

_ 40sS
45m

(1.65)

r

Sectiunea necesara s se calculeaza cu relatia:

f
S=— 166
> (1.66)

Cunoscand pe s, impundnd pe T, din (1.64) s-ar putea calcula m, insd suma S

depinde i de m.
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Ca urmare, avand in vedere cele precizate, se impune m, iar din (1.63) se obtine

_ A
;= /”(mz - (1.67)

iar raza exterioara r. i deci grosimea 0 se afla din relatia:

raza interioara:

=, 0=(m-1)r (1.68)

In final, timpul de raspuns se calculeaza folosind relatiile (1.64) respectiv (1.65).

Se dimensioneaza un sunt coaxial, ce urmeaza a fi folosit pentru inregistrarea unui
curent de sudare de valoare efectiva [=500A.

Considerand un sunt coaxial cu ecran, la care conditiile de racire a cilindrului
interior sunt mai dificile, se alege J&=5 A/m’. Din (1.66) se obtine s=100 mm®> Se
impune m=1,1 si din relatia (1.67) se obtine r=12,3 mm, r.=13,5, deci o grosime 6=1,2
mm. Cu relatia (1.65) se calculeazd T.=-0,3 us, care se apropie de valoarea datd in
tabelul 1.2.

Evident ca valoarea obtinutd pentru r trebuie privita ca fiind cea minim necesara,
valoarea constructivd putind fi aleasd mai mare decéit cea calculata.

Pentru ca in interiorul tubului s se poati introduce cablul coaxial r trebuie sa fie
mai mare decidt raza acestwia. Astfel in cazul considerat se alege =30mm, 1 se

recalculeazd m din relatia (1.63):

Se obtine m=1,03 s1 poate fi ales tot m=1,1. Deci r.=34mm §i d=4mm.
La un sunt este foarte important ca variatia rezistentei cu temperatura sd fie cat
mai redusa. In acest scop se defineste raportul:
B=Ap/p (1.69)
unde p este rezistivitatea materialului la temperatura mediului ambiant, iar Ap este
variatia maxima admisa a acesteia.

Se arata ca densitatea maxima admisibila este data de relatia:
Jada/——a'l'ﬂ (1.70)
p-s-a,

- o este transmisivitatea caldurii la suprafata periferica a conductorului

unde
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- a,, este coeficientul termic al rezistivititii matenialului

- | este distanta dintre bornele de tensiune ale suntului, deci, in cazul suntului
coaxial | este distanta dintre cele doua discuri 3 si 4.

Pentru manganina a,=107 1/grad. Se admite ca suntul este racit natural, caz in
care a~12 W/m’grad. Ca sa se asigure o stabilitate cit mai buna a suntului la variatii de
temperatura, se alege pentru 3 o valoare cat mai redusa, cuprinsa intre 0.01 §1 0,02.

in cazul considerat se alege B=0.02 si se presupune ci I=10 cm.

Cu aceste valori din relatia (1.70) se obtine J4= 5,164 A/m’.

Se observi ca valoarea calculata este foarte aproape de cea admisa.

1.4. Divizoare de tensiune

Divizoarele de tensiune se folosesc pentru mésurarea tensiunii la bornele sursei de
alimentare sau a caderii de tensiune pe arcul electric, cu scopul de a reduce valoarea de
varf a tensiunii de masurat la cea corespunzitoare instrumentului de masurare.

n principiy, un divizor de tensiune constd din inserierea a doud sau mai multe
elemente de circuit. La extremitatile lantului astfel format se aplica tensiunea de masurat,
una din extremitdti fiind conectatd la masa. Tensiunea de iesire se obtine intre masi si
unul dintre punctele dintre doud elemente consecutive, rezultind un divizor de tensiune
in una sau mai multe trepte.

In functie de parametrul de baza al elementelor folosite, mai des utilizate sunt trei
tipuri de divizoare de tensiune: rezistive, capacitive §i mixte.

In continuare se va considera separat fiecare dintre acestea si se urmdreste
determinarea timpului de raspuns si a caracteristicii de frecventd, ceea ce implica
stabilirea schemei electrice a divizorului i deci a parametrilor corespunzatori.

in general, parametrii ar trebui considerati distribuiti in lungul fiecirui element,
ceea ce ar conduce la relatii complicate. insa tensiunea de masurat nu depaseste citeva
sute de volti, ceea ce face ca lungimea fiecarui element si fie mult mai micd decat
lungimea de unda a undelor electromagnetice si deci parametrii se pot considera
concentrati.

Insa, trebuie avut in vedere cd, pentru fiecare element, pe linga parametrul de
baza intervin §i parametrii paraziti, care au o influentd foarte mare asupra comportarii

divizorului §i deci trebuie luati in considerare.
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1.4.1. Divizor de tensiune rezistiv

Acesta constd din doud sau mai multe rezistoare electrice conectate in sere.
Pentru simplitate se considera un divizor in doud trepte, format din doua rezistoare, de
rezistente electrice R;, R, conectate in serie. Avand in vedere tofi parametri paraziti ce

ar putea interveni, schema electrica este prezentata in figura 1.7.a..

({:1 - 1 o
! .J_T————
'R, ‘. | '
1 -i' . '.'/ HRI
L, ; —
C2 ._L?-,,-!”‘ | CI: ‘ -t
T T up Rzl:l =Cp |
; - : Uy -
: ]'_Q . | RV o o
U1 u =
S92
A e e L’
2) b)
Fig.1.7

Cu L;, L, s-au notat inductivitdtile propri ale elementelor, cu C,,, C,, capacititile
proprii ale acestora, iar C;, C, reprezintd capacitatile elementelor fatd de masa. De
asemenea, L, este inductivitatea buclei de masurare, iar R; este rezistenta de sarcina.

Daca fiecare element se realizeazd din fir de manganind infasurat bifilar, atunci
scade influenta ce o au L;, L,, C,;, Cp; st deci se pot neglija acesti parametrii. Realizand
legatura cu instrumentul de masurare prin intermediul unui cablu coaxial se poate neglija
si influenta pe care o are L,. Totodata, dacad instrumentul de masurare este un osciloscop
sau un inregistrator, R; este rezistenta de intrare a acestora, care este mult mai mare decat
rezistenta echivalentd a divizorului si astfel se poate admite ci iesirea divizorului este in
pol.

Pe aceasta baza se obtine schema electrica simplificata din figura 1..7.b, ce se va
analiza in continuare. Marimea de intrare este u,(t) cu transformata Laplace U(s), 1ar
marimea de iesire este u,(t) cu transformata Laplace U,(s).

Se poate verifica usor ca este valabila relatia operationala:
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R
U,(s)= 2 U, ( 1.71
= RTR) R C, (171)
cu functia de transfer:
H(s) = R, (1.72)

R, +R, +sR,R,C,
Daci uy(t) este un semnal treapta, in general, de valoare U, atunci U(s)=U,/s si

relatia (1.71) devine:

U ()= 10 (1.73)
s(R, +R, +sR.R,C,)
Aplicand transformata Laplace inversa, se obtine raspunsul indicial:
u,(,):ﬂ[l_ﬁ] (1.74)
0 R, +R,
unde:
T= RR, C, (1.75)
R, +R,
Ca urmare timpul de raspuns este:
r-r=2% o (1.76)
R, +R,

Din relatia (1.76) rezulta ca, pentru a avea un timp de raspuns cat mai redus este
necesar ca R,, R, si aiba valori cidt mai mici. insd, in felul acesta divizorul are o
rezistentd electrica echivalenta comparabild cu cea a arcului electric, cu care este
conectatd in paralel si prin aceasta modificd conditiile de ardere si de stabilitate ale
arcului electric.

Din acest motiv, divizoarele de tensiune rezistive nu se folosesc pentru masurarea
caracteristicilor surselor de sudare s1 ale arcului electric.

1.4.2. Divizor de tensiune mixt

Un astfel de divizor se obtine prin inserierea unor grupuri constituite din
rezistoare si condensatoare. De obicel fiecare grup contine un rezistor si un condensator,
care, la randul lor, pot fi conectate in serie sau in paralel.

Ca aplicatie se considera un divizor de tensiune mixt, cu o singura treapta, ce are

doud grupuri, unul avand parametrii R,, C,, iar celilalt parametrii R,, C,.
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Mai intai se analizeazi un divizor mixt serie, cand rezistorul si condensatorul din

fiecare grup sunt conectate in serie, aga cum se arata in figura 1.8.a.

Fig.1.8

in cazul ca instrumentul de masurare este un oscilograf, la iesirea divizorului se
conecteaza o rezistentd de sarcind R, cu valori cuprinse intre IMQ si 10MQQ.

Analiza divizorului de tensiune se face cu metoda operationald de rezolvare a
circuitelor electrice in regim tranzitoriu. In figura 1.8.b s-a reprezentat schema electrici

operationald a divizorului formata din impedantele operationale:

Z,(s)=R, +CL13, Z,(s)=R, +C%s’ Z,(s)=R
Marimile folosite sunt transformatele Laplace notate cu U(s), [;(s), 12(s), I5(s),
Us(s) ale marimilor reale, respectiv u;(t), 1;(t), 12(t), 13(t), ux(t). Pentru stabilirea relatiilor
necesare s-a folosit un soft matematic adecvat s1 in continuare se prezintd secventele de
program utilizate.

Se arata cd functia de transfer are expresia:

(R,C,s+DRC,s (177)

H(s) = .
(R,C,C,R +R,C,R,C, +RC,R,C,)D* +(RC, +R,C, +R,C,)s +1

Pentru a obtine relatii mai condensate se introduc notatiile:
>¢:R4Ch,‘{=RQCb
Cu acestea, functia de transfer devine:

(Ys+1RC,s

1.78)
(RC,X + XY +RC,Y)s? + (Y +RC, + X+ RC,)s +1 (

H(s) =

Se demonstreaza ca cea mai bund comportare a traductorului in regim dinamic se
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obtine atunci cand Y=X, caz in care:

H(s) = RC:s (1.79)
(X+RC, +RC s +1
Transformata Laplace a raspunsului indicial devine:
F(s) = RC, (1.80)
(X+RC, +RC, s +1
Folosind transformata Laplace inversa, rispunsul indicial este:
t
Uz(t) — RCI e X+RC,+RC (181)

X+RC, +RC,

Se observi ca raspunsul indicial este exponential neamortizat i daca se calculeaza
timpul de raspuns se obtine cd aceasta este infinit. Aceasta confirma faptul ca se poate
folosi timpul de raspuns numai daca raspunsul indicial este amortizat. De fapt, datorita
conectdrii in serie a celor doud conductoare, in regim stabilizat (curent continuu)
tensiunea de iesire este nula.

Din acest motiv, pentru dimensionarea traductorului se foloseste caracteristica de
frecventd, ce se obtine din H(s) in care se face substitutia s=jo.

Se obtine o functie complexd a carui modul este factorul de atenuare, definit ca

functie de frecventa £, prin relatia:

1
4m*f%(X? +2XRC, +2XRC, +R?C2 +2RC,C, +R?C? )+ 1

A(f) = 2nfRC, \/ (1.82)

In continuare se examineazi comportarea divizorului la un semnal sinusoidal de
amplitudine U, i1 frecventd f. Avind in vedere transformata Laplace a unui semnal

sinusoidal se obtine:

U2(s.X,Y,C1,C2, Ul) substitute, Ul=—2 -2 > U1 (X5 + 1) cl
2 2 2 2 (Y XC2+XYCl)ys+XC2+Y-Cl)
s +0 S +0
® Cl
U2(s,0,X,Y,C1,C2,Ul) = (1 + X's) Ul .
2, 2 (XYCZrXYCDs ¥ XC2+ Y CD)
. /

Aplicand transformata Laplace inversa si revenind la parametrii elementelor, se

obtine raspunsul sinusoidal al divizorului

-t

{Z-Cl-n-le-sil(z-x-f-t) + cos(2-x-f+t) - exp{—
(C1(R1+2R))

. + 4-C1-x-fR-sin( 2-%-f't)
invlaplacgs
> 2-UI'RCl'xf

simplify 4nf-ClPRE + 167 £-CI*RIR + 160-£-C12R + 1

U2(s,R,R1,C1,Ul, f)

. -t
2:Cl'nfRI'sin(2-7n-f1) + 4-C1 % FR-sin( 2-7-£'1) + cos(2-71-ft) - exp| ——
. (C1-(R1+2'R))
u2(t,R,R1,C1,U1,f) := 2-fn-C1-R- Ul

A7 CIPRI 167 F-CIPRIR + 160-£-C1VR + 1;
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Dimensionarea divizorului s-a facut pentru regim sinusoidal urmarindu-se
determinarea amplitudinii curentului total si a tensiunii de iesire.

In acest scop s-a folosit constarea ci imaginile in complex simplificat se obtin
din imaginile Laplace prin inlocuirea variabilei complexe s cu numarul pur imaginar jo.

Mersul calculelor se prezinta mai jos

®
(Ir{X+RC2+RCl)o+1)

U2(s, X,C1,C2,R,Ul) substitute s=1j-0 > 11-UIl-R-Cl-

(oX-oRC2-oRCH  iircl - :
[1+(@X+oRC2+0RCT]

U2(e,X,C1,C2,R,Ul) complex = -Ul‘R-Cl-o-

[1 + (0 X+ RC2 +a)-R'C1)2]

a(0,X,C1,C2,R,Ul) = Re(U2(0,X,C1,C2,R,Ul))

Im(U2(0,X,C1,C2,R,Ul))

b(0,X,C1,C2,R,Ul) := l
J

2(0.X,C1.C2.R.Ul) = UL.RCl o2 X+ RCZ+RCH

[(X+RC2+RCI2 a4 1]

b(e,X,Cl1,C2,R,Ul) := UI-R-CI- @

[(X FRC2+RCH 0+ 1]
Cu acestea s-a calculat amplitudinea tensiunii de iesire.

M(0,X,C1,C2,R,Ul):= (a(o),X,Cl,C2,R.Ul))2 +(b(m,X,Cl,C2.R,U1))2

2
®

M(v,X,C1,C2,R,Ul) collect o > UI*R>C1%

2 2 2 2 2 22
[ X +2XC2R+2RCI'X+R-C2"+2:R*“C2:C1 +R™C1” ‘0™ + l]

MU(e,X,C1,C2,R,Ul) :=JM(m,X,C1,C2,R,Ul)

2
o

UIZR%C12,

MU(0,X,C1,C2,R,Ul) =
| X+ 2XC2R+REC22 4 2R2C2-Cl + RECIZ 4 2RCLX 07+ 1

La fel s-a procedat i pentru curentul total

o > Ul(1 + 1iX-0)(1 + 1i Y-0)-Cl-
simplify (1lio-X-Y-C2 + lio- Y-X-Cl + X-C2 + Y-CI)
C2

(It X Y-C2 + lro- X'Y-Cl + X-C2 + Y-Cl)

1(s,X,Y,C1,C2,Ul)

I(@,X,Y,C1,C2,Ul) :=Ul:(1 + liX-0)(1 + 1i Y-0)-Cl-

[Xz-Yz'm4 P et 1]
[ Y222+ 2 XY C2.C1 + 3 YAC1E o + XE-C22 4 2X.C2-Y-Cl + vcr?

NH(m,X,Y,Cl,C2,U1):=JU12-C12~C22-
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Proiectarea s-a facut pentru o amplitudinea a tensiunii de iesire de 5V §1 o
amplitudine a curentului total de 100mA.

Mai intéi s-au ales valori estimative ca mai jos.

f:= 50 R := 10°
o=2nf Ul =60
02314159 6
X:=10" cl1=10"

Sistemul de ecuatit este cel de mati jos:

Y, = 3192107 v, =91210° X=Y, X:319210° Cl=Y, Cl=9.1210"

Given

MI(o.X,C1,C2.R, Ul)=10"
MU(e.X.Cl,C2.R,Ul)=5

Y := Find(X, C1)

Rezolvand s-au obtinut:

R1 :=i R2:=i
Cl C2
R1-3510" C1=91210° R2:-3.192:10° C2:110°

Aceste valon pot fi realizate practic.

1.5. Metoda si aparat pentru masurarea diferentei pantelor

curentului de sudare

1.5.1.Principiul metodei. Schema electrica bloc a aparatului
Calitatea unei surse de sudare cu arc electric in regim dinamic se stabileste prin
analiza curbei de variatie in timp a curentului de sudare. Un criteriu frecvent utilizat

constd in determinarea raportului:

P (1.83)
tgo

unde tga, tgB sunt pantele curentului de sudare din momentul imediat anterior, respectiv
imediat posterior momentului cand curentul de sudare trece prin zero.
Este de notat ca la toate sursele de sudare, intdlnite in practica, tga>tgp, asa ca

intotdeauna A<l si sursa are o calitate cu atit mai buna cu cdt A are o valoare mai
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apropiatd de umtate.

Metoda propune ca in locul raportului sa se determine diferenta:

A=tga — tgf (1.84.)

In acest fel creste precizia de masurare, deoarece la sursele de sudare realizate in
mod corespunzitor, pantele tga, tgB au valon foarte apropiate, asa ca diferenta A,
definitd prin relatia (1.84), are valor foarte apropiate de zero, ce pot fi misurate cu erori
mict, folosind un indicator de nul foarte sensibil.

Sursa de sudare analizatd va fi de cea mai buna performanti, cand indicatorul de
nul are deviatie nula si cu cit se obtin deviafii mai mari, calitatea sursei este mai redusa.

Evident ci pentru aceasta este necesar ca la intrarea indicatorului de nul si se
aplice o tensiune electrica egala sau direct proportionald cu diferenta celor doud pante.

Pentru aceasta, la fiecare trecere prin zero a curentului de sudare, din curba de
variatie in timp a acestuia, se retin numai portiuni dintr-un interval de timp At, de
dinaintea, respectiv de dupd momentul treceri prin zero, asa cum se arata in figura 1.9.a,

unde, pentru simplitatea reprezentirii, s-a admis un curent de sudare sinusoidal.

hy

B
2 U2

a) b)
Fig.1.9

Deci, din curentul de sudare se obtine o succesiune de impulsuri ce sunt diferite
de zero numai in intervalele de timp At din vecinatatea fiecirui moment cand curentul de
sudare trece prin zero, de aceeasi perioada cu acesta. Dacd At se alege suficient de mic,
atunci impulsurile sunt triunghiulare, cu inaltimile h;, h,, direct proportionale cu tga,
respectiv cu tgf.

Insa, pentru a putea face diferenta lor trebuie ca cele doua impulsuri s3 intervind

in aceleasi momente. In acest scop, din curentul de sudare se obtin doud tensiuni

BUPT



32

electrice u,, u,, de aceeasi forma ca si curentul de sudare, insd una, de exemplu u,, in
fazd cu acesta, iar cealaltd, u,, defazatid cu m radiani fati de curentul de sudare. In
continuare se redreseaza alternantele pozitive al lui u; si alternantele negative ale lui u,,
obtinand tensiunile u,, u,, reprezentate in fig.1.9.b. Aceste impulsun intervenind in
aceleasi momente, prin insumarea lor se obtine un impuls triunghiular de inaltime:
h=h —h, =(1ga—-1tgB)At = AN (1.85)

Deci, dacd At este mentinut constant, atunci indltimea impulsului rezultant este
direct proportionald cu marimea de masurat A.

in scopul de a realiza cele mentionate pani acum, se propune un aparat cu schema
electrica bloc prezentata in fig.1.10.

Cu ajutorul suntului S, curentul de sudare I este convertit in tensiunea electrica u,
ce trebuie sa aiba aceeasi forma de variatie in timp ca i 1.

Blocul D permite obtinerea tensiunilor u; si u, mentionate mai sus. Cu redresorul
R; se redreseazd numai alternantele pozitive ale lui u,, iar cu R, se redreseaza numai

alternantele negative ale lui u,, obtinand tensiunile u,, u,, din fig.1.9.b.

i _ul | R1 url 1o kil Derl udl Dvl Ulm
S v | D : Sm & M
pu2 | R2 ur2 Int2 ui2 Der? ud2 Dv2
U2m
Fig.1.10

Circuitele de integrare Int,, Int; permit ca, pentru fiecare dintre cele doua tensiuni,
sd se retind numai cite o portiune, corespunzitoare intervalului de timp At din
vecindtatea fiecarui moment cand curentul de sudare trece prin zero. Astfel tensiumle u;,,
ujz, de la iesirea circuitelor de integrare, au forma unor impulsuri cu duratele At, insi cu o
variatie in timp neliniard, parabolicd. Aducerea lor la forma liniard se realizeaza cu
ajutorul circuitelor de derivare D, Dep; 1 astfel, la iesirea acestora se obtin impulsuri
triunghiulare uy,, respectiv ugz.

Daca acestea s-ar aplica direct la intrarea sumatorului S, atunci la iesirea acestuia
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s-ar obtine tensiunea electrica u.=uy;-ug;. Daca varfurile lui ug,, ug; ar interveni in acelasi
moment, atunci u, ar avea forma unui impuls dreptunghiular a carui indltime ar fi chiar
diferenta inaltimilor lui uy;, respectiv uy,, dect direct proportionala cu h;-h,.

Insda, daca curentul de sudare nu este alternativ simetric si din cauza erorilor
introduse de circuitele de integrare si de derivare, cele doud varfuri nu vor interveni
riguros in aceleasi momente.

Pentru a elimina acest neajuns, intre fiecare circuit de derivare si circuitul de
sumare este intercalat cate un circuit de memorare, ce trebuie astfel proiectat incat la
iesire sa se obtind cite o tensiune continud U, respectiv U,,, egale cu indltimea
(varful) lui uy;, respectiv indltimea (varful) lui ug,. Practic, cele doua circuite de
memorare sunt realizate cu detectoare de varf D, respectiv D,,.
1.5.2.Implementarea si proiectarea aparatului

Functia fiecarui bloc, descrisa mai sus, este realizatd prin schema electrica
prezentata in fig.1.11.

Blocul D este realizat cu un transformator electric cu priza mediand T,. Pentru ca
acesta sa nu produca deformarea curentului de sudare, miezul se confectioneazi dintr-un
material feromagnetic de inaltd calitate i pentru inductia magnetica se aleg valori mai
mici decat la transformatoarele obignuite, de exemplu 1T.

Blocurile R;, R, constau din diodele D,;, D,, alese de tipul 1N4048, cirora li s-au
prevazut rezistente de sarcinid de 100Q.

Celelalte blocuri au la baza amplificatoare operationale de tip A741, pentru care
Ua=12V.

Circuitele de integrare se implementeaza prin amplificatoarele operationale U,
respectiv U,. Dimensionarea lor constd in calculul valorile rezistentelor electrice 1 ale
capacitatilor electrice ce intervin in schema electrica.

Daca se noteaza cu Uj,(At) tensiunea electrica de la intrarea fiecarui amplificator
operational dupd un timp At din momentul trecerii prin zero a curentului de sudare,
atunci se arata [12] ca este valabila relatia:

U, (A1) At
2U,

RC (1.86)

Din motivele mentionate, pentru At trebuie aleasa o valoare cat mai mica, de

exemplu a n-a parte din perioada T a curentului de sudare si se obtine:
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_U,AY-T
2nU ,

RC (1.87)

S-a ales n=40, care, pentru un curent de sudare cu frecventa industriald =50 Hz,
conduce la At=50 ps.

Prin alegerea unui sunt §i a unui transformator in mod corespunzitor, in cazul cel
mai defavorabil, cind curentul de sudare are cea mai mare valoare, se poate considera
Uin(At)=2V. Cu aceasta, din relatia (1.87) se obtine RC=5- 10%s.

Pentru a nu obtine o valoare exagerat de mica a lu1 C, ar trebui ca R si aiba o
valoare relativ redusa, ceea ce ar conduce la o valoare mare a curentului de intrare al
amplificatorului. Punand conditia ca aceasta sd nu depaseascd 40 mA, se obtine R=1kQ,
1ar C=40 nF.

Rezultd ca, pentru schema electrica prezentata se aleg: Ri=R,=1 kQ, C;=C,=40
nF.

Dupd@ cum se aratd in lucrarea [12], rezistentele Ry, au rolul de a preveni
“’agatarea’’ sau *’zdvorarea’’ amplificatorului, ca urmare a tensiunii de decalaj de la
intrare, 1ar rezistentele R, reduc influenta pe care o are decalajul dintre curentii de
polarizare asupra tensiunii de iesire a amplificatorului. De asemenea, valorile acestora se

stabilesc pe baza relatiilor:

R,>>R;, R, :RRR;I; (1.88)
+ 0

Tot in aceeasi lucrare, cu ajutorul unui program de simulare a circuitelor electrice
s-a stabilit valoarea optima Ry=500 kQ), iar din relatia (1.87) a rezultat Rg=1,34 kQ. Deci
s-au ales:

Ro1=Rp>=500 kQ; R,;=R;»=1,34 k€.

Circuitele de derivare sunt realizate cu amplificatoarele operationale Us, respectiv
U,. Rezistentele Ry au rolul de a preveni intrarea in oscilatie a amplificatorului ca urmare
a benzii de frecventd limitate, iar rezistentele R, au acelasi rol ca in cazul circuitelor de
integrare.

Pentru ca circuitele de dertvare sa-si indeplineasca functionarea mentionata,
produsul RC trebuie si aibd aceeasi valoare ca si in cazul circuitelor de integrare. Ca
urmare, s-au ales R;=R,=1 kQ, C3=C;=40 nF.

Deoarece rezistentele Ry influenteaza asupra formei tensiunii de iesire, pentru a
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reduce aceasta influenta trebuie satisfacuta relafia Ry<<R, ceea ce a condus la valoarea
Ry=200 Q, si deci Rp3=R4=200 Q2.

Rezistentele R, satisfac relatia (1.87) din care s-a obtinut R;=16 Q. Insa, folosind
simularea mentionata, s-a stabilit valoarea optima R,=500 €2, si deci R;3=R4=500 Q.

Celelalte doud amplificatoare, din fiecare ramurd, servesc la realizarea
detectoarelor de varf D,,, respectiv D,,. Proiectarea lor s-a facut pe baza relatiilor din
literatura de specialitate, mentionate in lucrarea [12], rezultind valorile rezistentelor si
capacitatilor inscrise in schema electrica.

Circuitul de sumare este realizatd cu amplificatorul operational U, la iesirea
caruia este conectatd o rezistentd de sarcind de 10 kC), prin care se simuleazi
instrumentul de masurare. In lucrarea mentionata se arata ca proiectarea acestui circuit se

face pe baza relatiilor:

U, =2 Uy (1.89)
Rin
R:?ﬁ (1.90)
R-R,
R =~ ‘im 1.91
* 2R+R, (1.51)

unde:

-Ue, este tensiunea de iesire a aparatului;

-Ri, este valoarea comuna a celor doua rezistente de intrare R;;;, Riyz;

-1, este curentul de intrare al amplificatorului operational.

Impunand valorile U=10V, I;,,=1mA, din relatiile de mai sus se obtin: R=10kQ,
Rini=Rin2=2kQ), R,=900Q2, precizate si in schema electrica.

Este de observat ca, daca s-ar fi utilizat intrarea neinversoare a sumatorului s-ar fi
obtinut diferenta h,-h,, insa utilizdndu-se intrarea inversoare se obtine diferenta h;-h,.
1.5.3.Testarea aparatului

Testarea aparatului s-a facut cu programul de simulare §i analizd a circuitelor
electrice mentionate anterior.

Programul dispune de un modul, numit Schematics, cu ajutorul cdruia s-a
reprezentat grafic schema electrica prezentatd. Arcul electric, suntul si transformatorul

s-au inlocuit cu doua surse de tensiune sinusoidald, care furnizeaza cele doud tensiuni
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electrice u,, u,, ce se aplici la intrarile aparatului.

Avand in vedere cele precizate mai sus, in fiecare moment de trecere prin zero a
celor doud tensiuni, panta lui u reprezinta pe tgp, 1ar panta lui u; este tga.

in scopul de a realiza mai multe cazuri de masurare, pentru amplitudinea lui u; s-a
ales o singura valoare de 3V, iar pentru amplitudinea lut u, s-a folosit o listd de patru
valori: 3V, 6V, 9V, 12V, bazandu-se pe capacitatea programului de a realiza o analiza
secventiala (in pasi) pe baza de lista de valorn.

In felul acesta, tgB va avea o singura valoare, iar tgo obtine patru valori distincte,
si deci se obtin 4 cazuri de masurare, fiecare constand din valoarea respectiva a lui tgf, si

cate una dintre cele patru valori ale lui tga.

Folosind modul SPICE al programului se obtin instructiunile programului de
simulare, si apoi s-a declangat simulatorul programului pentru cazul unei analize in timp.

in final, cu modulul PROBE se obtin reprezentarile grafice prezentate in fig.12.

Prima imagine prezintd variatia in timp a lui u; si a lut u, pentru cele 4 cazuri.

in a doua imagine, pentru a nu complica desenul, s-a considerat un singur caz, si
s-au reprezentat cele doud tenstumi redresate u;, u,, precum si tensiunile ug;, ug,
obtinute la 1iesirile celor doud circuite de derivare. Este de observat forma de impulsun
triunghiulare a acestora, ceea ce dovedeste ca proiectarea circuitelor de integrare si
derivare s-a realizat in mod corespunzator.

In a treia imagine sunt prezentate tensiunile ce se aplica la intrarile sumatorului,
1ar in ultima imagine apar tensiunea de iesire a aparatului pentru cele patru cazuri.
Facand abstractie de regimul tranzitoriu, ce apare dupa conectarea aparatului este de
remarcat cd cele patru tensiuni cresc pe misurd ce creste tga, si deci proiectarea

aparatului este corespunzitoare scopului.
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Cap.2. MODEL MICROSCOPIC AL ARCULUI ELECTRIC

2.1. Densititile curentilor electrici din coloana arcului electric

In coloana arcului electric purtitorii liberi de sarcini electrica sunt:
- electronii, avand sarcina electricd q.=-¢ §i concentratia n.,
- ionii pozitivi sau negativi, de obicei monovalenti, avand sarcina
electrica g;=e §1 concentratia n;.
Surse de purtatori liberi de sarcina electrica sunt urmatoarele procese ce se produc
in coloana arcului electric:
- emisia termica si emisia datoratid caimpului electric a unut electrod;
- fotoionizarea §i ionizarea peste nivelul metastabil, ce are loc in co-
loana.

Considerand o ionizare completa cu coloana arculu electric se obtine: n.=n;=n.

De asemenea, dacd q este densitatea de volum a sarcini electrice dintr-un punct
oarecare din coloand, atunci q=qo+qe , insd din punct de vedere macroscopic coloana ar-
cului electric este neutrd, din punct de vedere electric, ceea ce inseamna ca q=0, deci q;=-
Qe=¢t.

Se aratd cd, dependenta concentratiei n, de electroni sau ioni, de temperatura T,
dintr-un punct oarecare al coloanei este data de relatia:

e 2p1/2(kT)1/4(27z,me)3/4 _eU

pEE exp(—, ) 2.1)

unde:
P - presiunea;
k - constanta Boltzman;
h - constanta lui Planck;
m,, € — masa electronului respectiv sarcina electrica elementari;
U; — tensiunea (potentialul) de ionizare a mediului din coloana arcului elec-
tric;
Un calcul mai exact al concentrafiei n se poate face cu ajutorul relatiet lui Saha,

care se scrie sub forma:
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o (4kT)'*(2Tm )" el
et 22)
unde y este gradul de ionizare al mediului din coloana arcului electric, definit prin rela-
tia:
n

=—, (2.3)
n

a

in care n, concentratia atomilor din coloana.
Miscarea ordonata a purtatorilor liberi de sarcind electricd, deci curentul electric
din coloana unui arc electric, poate avea doua cauze.

O prima cauza o constituie fortele electrice, pe care le exercitd campul electric, de

intensitate E, asupra electronilor, respectiv ionilor din coloana arcului electric.
Pe langa miscarea de agitatie termicd, dezordonati, sub actiunea fortelor electrice,
electronii si ionii vor primi $i 0 miscare ordonatd, numitd miscare de drift, cu viteze me-

dii, v, , respectiv v, date de relatia:

ZzlueEl

o]

v,=uE, (2.4)
unde |, 1, sunt mobilitatile electronilor, respectiv ionilor.

in urma migcani de drift ia nastere un curent electric de electroni, cu densitatea

J.z, 1 un curent electric de ioni, cu densitatea TE , date de relatiile:

e,

Jg=n.ev, Jo=nev (2.5)

€.

in relatiile (2.5) se inlocuiesc relatiile (2.4) si se obtine:

Je=newE  Jy=mepE, (2.6)

O a doua cauza o constituie distributia neuniforma a purtitorilor liberi de sarcina
electrica in coloana arcului electric, ceea ce face si existe o variatie spatiala a concentra-
tulor electronilor n., respectiv ionilor n;.

Conform tendintei naturale a oricarui sistem de a evolua spre o stare de echilibru,
apare o deplasare atat a electronilor cat si a ionilor in volumul coloanei arcului electric
din zonele in care n., respectiv n; au valori mai mari, spre cele in care acestea au valori
mai reduse, cu tendinte de a realiza o egalizare a concentratiilor electronilor, respectiv
ionilor, in tot spatiul ocupat de coloana arcului electric.

in felul acesta, in coloana arcului electric apare un curent de electroni, respectiv

ioni, care se numeste difuzia electronilor, respectiv difuzia ionilor in volumul coloanei.
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Difuzia fiind o miscare ordonata, in coloana arcului electric apare un curent elec-
tric de difuzie de electroni de densitate Jp. si un curent de difuzie de ioni, cu densita-
teaJ .

Ca marime caracteristica pentru difuzie, in fiecare punct al coloanei arcului elec-

tric, se defineste densitatea fluxului de electroni, notat cu ,, respectiv densitatea fluxu-

lui de ioni, j, ca fiind numarul de particule care, in unitatea de timp, trec prin unitatea de

suprafata, considerata in jurul acelui punct, intr-o directie bine precizata.
Avand in vedere definitiile marimilor, rezulta:
Joe=q,j,=ej, JIn=q,j=¢j, 2.7)
La aceste relatii se adauga legea lui Fick:
jo=grad(Dn,)  j=grad(Dn) (2.8)
unde D., D; sunt coeficientii de difuzie a electronilor, respectiv a tonilor.
Inlocuind relatiile (2.8) in relatiile (2.7) rezulta:
Je=¢- D,grad(n,) J.=e- grad(Dn,) (2.9)
sau, daca se admite ci D, D; sunt uniform repartizati in spatiu:
Jpe=e-D,grad(n,)  Jp=e-Dgrad(n) (2.10)

A

In i1poteza unei ionizdri complete a spatiului ocupat de arcul electric, relatiile
(2.10) devin:
Joe=e-D.grad(n)  Jpi=- ¢ -Dgrad(n) (2.11)
Pentru calculul coeficientilor de difuzie se pot folosi relatiile lui Einstein:

D= p="1 2.12)

H. H
unde V1= kT/e, poartd numele de potentialul termic la temperatura T, care pentru T=300
K, are valoarea V1= 0,025 V.
In concluzie, in general, in cazul unui regim nestationar, in coloana arcului elec-

tric, exista un curent de electroni, cu densitatea J. si un curent de ioni, cu densitatea J,,

ce sunt date de relatiile:

7e=7eE +7De 7i=jiE +-7Di (2.13)

sau inlocuind relatiile (2.6) respectiv (2.10), rezulta:

Je=n, yeE+eDegrad(ne) Ji =n, ,u,E +eD,grad(n) (2.14)
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sau, in ipoteza unei ionizari complete:
Je=neu E+eDgrad(n) Ji=neu E —eDgrad(n,) (2.15)
Densitatea curentului electric va fi:
J=Je+Ji (2.16)
In cele ce urmeaza se prezinti alte ecuatii ale arcului electric, insi forma pe care o
au acestea depinde de sistemul de referinta ales.
Chiar dacd nu se va mai preciza, trebuie subinteles ca se utilizeaza un sistem de
referintd legat unul dintre electronii arcului electric 1 se admite cé aceste este inertial.
Fatd de un astfel de sistem de referintd coloana arculu electric, in ansamblul sau,
este in repaus, prin care trebuie inteles cd centrul de masa al acestuia este imobil.
Consecinta este cd, in acest caz, in derivatele in raport cu timpul ale marimilor nu
intervin componentele convective, ce ar aparea, daca ecuatiile respective s-ar scrie fatad
de un sistem de referintd in raport cu care coloana arcului, in ansamblul sau, ar fi in mis-
care, adica centrul de masa al acestuia s-ar deplasa cu o anumita viteza.
In concluzie, derivata in raport cu timpul a oricirei marimi de stare se reduce la
derivatd, in general partiala, a acelei marimi in raport cu momentul oarecare t.
Mai trebuie precizat faptul ca toate ecuatiile se stabilesc pentru un volum material
din coloana arcului electric, ce se va nota cu Q*, coincide cu volumul de control, notat
cu Q, care este fix in raport cu sistemul de referinta ales. Din acest motiv, toate ecuatiile

se vor stabili pentru volumul de control €, al carui element de volum se va nota cu dQ.

2.2. Ecuatii de continuitate
O prima ecuatie de continuitate se obtine prin aplicarea legii conservarii sarcinii

electrice libere, pentru volumul de control, care, sub forma globala, se exprima prin rela-

tia:
- d
[dividQ=-=[qdQ (2.17)
0 dty,
Avand in vedere cele precizate, forma locala a legii se va exprima prin relatia:
divy+ = (2.18)
ot

Insd in ansamblul sdu, coloana arcului este neutra din punct de vedere electric,

adica q=0 si relatia (2.18) devine:

BUPT



43

divd =0
sau
di(Ji+Je)=0 (2.19)
O a doua ecuatie de continuitate se obtine prin aplicarea legii conservarii masei
pentru volumul de control Q.
Mai intai se defineste densitatea de masd, dintr-un punct oarecare al coloanei arcu-
lui electric, notat cu py, prin relatia:
Pg=NeM.+n;m;, (2.20)
unde m,, m; sunt masa unui electron respectiv ion.

Se mai defineste viteza de transport a masei, notati cu vm, prin relatia:

o = n.m,+nm,v; , 2.21)

neme + niml

unde ve,v: sunt vitezele electronilor, respectiv ionilor.

Cu aceasta, legea conservarii masei, pentru un punct oarecare, din coloana arcului

electric, se scrie:

div( p,om )+ 222 = g (2.22)

Ct
A treia ecuatie de continuitate se obtine prin aplicarea legii conservirii numarului
de particule de electroni, respectiv de ioni, pentru volumul de control considerat.
Se aratd cd, pentru un punct oarecare din coloana arcului electric, aceasta lege de

conservare se scrie:

-

"1’; — —div(D,gradn,)+G, - R, (2.23)
(%

% = —div(D.gradn)+G, - R ,
C

unde:

G;, G, densitatile de volum ale vitezelor de generare ale electronilor, respectiv io-
nilor si reprezintd numarul de electroni, respectiv ioni generafi in unitatea de timp si in
unitatea de volum din jurul punctului considerat;

R., R; sunt densitatile de volum ale vitezelor de recombinare ale electronilor, res-
pectiv ionilor si reprezintd numarul de electroni, respectiv de ioni, care se recombind, in
unitatea de timp, in unitatea de volum, din jurul punctului considerat.

Admitand cé D,, D, sunt uniform repartizati in spatiu, relatiile devin:
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‘;’:e --DV'n +G, -R, (2.24)

on,
“1=_-DV'n+G -R
at 1 nl H K

2.3. Ecuatii de conservare

O prima ecuatie de conservare se obtine prin aplicarea principiului conservarii
energiei pentru volumul de control, conform céreia, energia dezvoltatd in unitatea de
timp in volumul de control €2, acoperd variatia in unitatea de timp a energiei interne din
Q), energie care, in unitatea de timp, se transferd, prin suprafata ce margineste pe Q, la
mediu din jurul arcului electric.

Se are in vedere ca astfel de transformén de energie au loc: prin conductie termica
insa si prin radiatie ca urmare a radiatiilor ce le emit atomii aflati intr-o stare de excitatie
metastabild, cand revin din starea energetici, fundamentald. De asemenea, au loc
transformari de energie in procesul de ionizare, ce se produce in coloana arcului electric.

Pe baza celor aratate mai sus, pentru un punct oarecare din coloana arcului, se ob-

tine ecuatia:
- == or .. cm o,
(Je+J)-E= pdcTt—dlv(/lgradT)+PR +eU, g—dzv(U,Je), (2.25)
c

unde Py este puterea radiatd de unitatea de volum din jurul punctului considerat, ¢ este
céldura specifica, iar celelalte marimi au semnificatiile precizate pana acum.

O ultimd ecuatie se obtine prin aplicarea principiului al doilea al dinamicii pentru
volumul de central considerat.

Considerand cazul mai general cand, in coloana arcului electric, pe langd cadmpul
electric de intensitate £ existd si un cimp magnetic de intensitate B si neglijand fortele

gravitationale, pentru un punct oarecare din coloana arcului electric, se obtine:

nemeGTv;= ~ne(E+vexB)-Vp+Pa (2.26)
C

5\—11 - = i
nm, % -ne(E+vixB)-Vp+ P, (2.27)

unde p este presiunea din punctul considerat, iar P.,P.. sunt impulsurile cistigate de un
electron in urma ciocnirii cu un ion, respectiv de un ion in urma ciocnirii cu un electron.

Pentru ciocnirile elastice Pe = 0; P, = 0.
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Setul complet de ecuatii ale arcului electric este construit din relatiile (2.9), (2.20),
(2.21), (2.22), (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.27).

Cu ajutorul acestor ecuatii se poate calcula exact toate marimile §i cu acestea se
descrie complet functionarea arcului electric, daca se cunosc valorile limitd §1 valorile
unora dintre marimi. Cum aceste valori, care, in general, depind de temperatura T, presi-
unea p, intensitatea campului electric E, sunt imprecis cunoscute, solutionarea acestui
sistem nu este in general posibila.

Din acest motiv, in continuare, se prezintd modele macroscopice ale arcului elec-
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Cap.3. MODELE MACROSCOPICE ALE ARCULUI ELECTRIC

3.1. Scopul modelirii arcului electric

in cadrul acestei lucriri, arcul electric, ca element component al unei instalatii de
sudare electricid prin topire in mediu de gaz protector, este examinat doar sub aspect
energetic, ca avand rolul de a furniza energia necesara procesului de sudare considerat.

Ca urmare, nu intereseaza procesele ce se produc in coloana arcului electric si in
vecinatatea electrozilor, ci arcul electric este considerat ca un conductor electric parcurs
de curentul de sudare, care este impus. Energia necesard procesului de sudare apare ca
urmare a efectului termic ce se manifesta in intertorul acestui conductor electric.

In concluzie, arcul electric se modeleazi printr-un conductor electric, de o anumi-
ta forma si anumite dimensiuni si se urmareste determinarea caldurii dezvoltatd in unita-
tea de timp si in unitatea de volum, dintr-un punct oarecare al conductorului, ce se va
numi puterea dezvoltata specificd. Deoarece dezvoltarea de caldurd apare ca urmare a
unui proces de naturd electromagneticd, se impune realizarea unui studiu a campului
electromagnetic generat de curentul electric ce stribate acest conductor electric. Din
acest mottv, in continuare se prezintd modelele matematice ale cdmpului electromagne-
tic, din care s3 se poati determina puterea dezvoltata specifica, precum si alte marima,
cum ar fi ciderea de tensiune electric pe arcul electric si intensitatea campului electric
din acesta. In acest scop, trebuie si se cunoasci permeabilitatea magnetica relativa i, si
rezistivitatea electricd p a arcului electric. Se face ipoteza ca arcul electric este un mediu
omogen §i izotrop, ceea ce inseamnd ca cele doud caracteristici de material sunt aceleasi
pentru orice punct din coloana arcului electric. insi, nu se poate neglija dependenta lor
de temperatura T a arculu electric, si deci trebuie sa se cunoasca p(T) si p(T).

Pentru a examina anumite chestiuni legate de functionarea sistemului format de
sursa de alimentare i arcul electric, in ultimul paragraf al acestui capitol se prezinta un
model al arcului electric ca element de circuit electric. Astfel de chestiuni se referd la
stabilitatea sistemului, arderea continui a arcului electric, sau supratensiunile ce apar in
regim dinamic. Modelul urmareste determinarea dependentei dintre tensiunea arcului
electric u, §i intensitatea curentului de sudare i, adicd a functiei u,(is). Din aceasta, im-

punédnd o anumita forma de variatie in timp a uneia, se poate determina variatia in timp a
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celorlalte.

3.2. Modelul legilor teoriei macroscopice a electromagnetismului

3.2.1. Ecuatiile modelului

Acest model se obtine, prin exprimarea locald a legilor de evolutie a campului
electromagnetic.

Legea circuitului magnetic §i legea inductiei electromagnetice se refera la o linie
inchisa I' si la o suprafatd deschisa ce se sprijina pe I, ce va fi notata cu Sr.

Considerand cazul mai general cand cele doud legi se scriu fatd de un sistem de
referinta in raport de care I si St se afla in migcare, matematic, cele doud legi, se expn-
ma prin relatiile:

s+J'pV-d_s+§(5xV)-a (3.1)

r r Sr r

Q.

e,
ct
JE-di=-[ 2. &+ (v xB)-dl, (3.2)

unde notatiile au semnificatiile cunoscute din literatura de specialitate, iarveste viteza
unui punct oarecare de pe I, respectiv de pe Sr, fata de sistemul de referinta considerat.
Termenii din membrul drept al relatiei (3.1) au, respectiv, semnificatiile de: curent
de conductie, curent de deplasare, curent de convectie, curent Rontgen teoretic.
De asemenea, cei doi termemi din membrul drept al relatiei (3.2), reprezinta tensi-
unea electromotoare indusi prin pulsatii, respectiv prin migcare.
Legea fluxului magnetic, se referd la o suprafati inchisa, ce se va nota cu S; si se
exprima prin relatia:
§,B-ds=0 (3.3)
Legea fluxului electric si legea conservirii sarcinii electrice libere se refera tot la
o suprafata inchisd S; i la domeniul (volumul) Q marginit de acesta. Fata de acelasi sis-

tem de referintd, mentionat mai sus, expresiile matematice ale celor doui legi sunt:

§ D-ds=¢§,p-d0 (3.4)

§,J-ds= —§Q%"-dg—§0div(pv)d9 (3.5)

unde d€2 este un element de volum a lui Q. Aplicand transformari de integrare corespun-
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zatoare, se obtin urmatoarele forme locale ale legilor:

rotﬁ=j+%+pV+rot(ﬁxV) (.3.6)
— OB =

rotE = 5 + rot(v x B) (3.7)

divB =0 (3.8)

divD =p (3.9)

div] = —%—div(pV), (3.10)

unde prin rot, div se inteleg operatorii diferentiali rotor, respectiv, divergenta.

Daci la relatiile de mai sus se adauga ecuatiile constitutive ale mediului respectiv,
se obtine sistemul complet al ecuatitlor campului electromagnetic.

Este de observat cd, aceste ecuatii nu sunt independente una de alta.

intr-adevir, daca se aplica operatorul div ambilor membrii ai relatiei (3.6) si se ti-
ne cont ca divergenta rotorului oricdrui camp vectorial este nula, si se are in vedere rela-
tia (3.9), se obtine egalitatea (3.10).

In acelasi mod, din relatia (3.7) se obtine relatia (3.8), daca se face abstractie de o
constantd aditiva independenti de timp.

Rezulta ca intre cele cinci ecuatii de mai sus existd doua relatii de legatura, ceea
ce inseamna cd numai tret dintre ele sunt independente.

Pentru majoritatea aplicatiilor practice se foloseste urmatorul sistem complet de

ecuatii independente:

roﬁ=j+%)+p7+rot(5xV) (3.11)
rotE:—C;t3 +rot(Vx§) (3.12)
divB=0 (3.13)

De asemenea, in cele mai multe aplicatii industriale, se pot neglija densititile cu-
rentilor de convectie 1 Rontgen teoretic, fata de cele ale curentilor de convectie si de de-

plasare, rezultand sistemul:

rotH=J+-— (3.14)

rotE=—%+rot(Vx§) (3.15)
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divB=0 (3.16)

In prezenta lucrare, se presupune ca se studiaza campul electromagnetic dintr-un
domeniu €, fatd de un sistem de referintd, in raport de care punctele domeniului sunt fi-
Xe.

De asemenea, se admite ca in punctele domeniului se poate neglija densitatea cu-
rentului de deplasare fatd de cea a curentului de conductie, adica se face ipoteza ca fe-
nomenele electromagnetice ce se produc in domeniul studiat, se afld intr-un regim
quasistationar anamagnetic.

Ce urmare, sistemul de ecuatii folosit va avea forma:

rotH=1J, +J (3.17)
-~ (B
tE = -

ro = (3.18)

In membrul drept al relatiei (3.17) s-a tinut cont de faptul ci, in general, in medii-
le conductoare ale domeniului considerat, pot exista doua categorii de curenti electrici de
conductie.

O prima categorie o formeaza curentii electrici de aductie, de densitateJ,, care
sunt independenti de fenomenele electromagnetice, ce au loc in domeniul considerat.
Acesti curenti pot fi impusi prin enuntul problemei, cind se da densitatea lorJ, , sau sunt
determinati de cauze exterioare cum ar fi existenta, in portiunile electrice conductoare
respectiv, a unui camp electric coulombian, determinat de tensiunmi electrice aplicate
acestor portiuni. In unele lucrari, se spune ci J, reprezinta densitatea curentului electric
de excitatie.

A doua categorie o formeaza curentii electrici indusi, de densitate ], determinati
de fenomenul de inductie electromagnetica, ce are loc in domeniul considerat, care, in
ipotezele mentionate apare ca urmare a variatiei in timp a inductiei magnetice B .

De asemenea, in ecuatia (3.18) prinE trebuie inteleasi intensitatea campului elec-
tric indus deci nu a celui coulombian. Aceasta deoarece campul electric coulombian este
potential si rotorul sau este nul.

Evident ca nu trebuiesc pierdute din vedere formele locale ale legii fluxului elec-
tric si legii conservirii sarcinii electrice libere, care, in ipotezele mentionate, au forma:

divD =p (3.19)
div(l, +7)=0 (3.20)
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Ecuatia (3.19) va fi utilizata in cazul problemelor de camp electric, iar (3.20) poa-
te fi utilizata ca ecuatie de verificare, sau ca ecuatie a sistemulu, in locul ecuatiei (3.18).

In ceea ce priveste ecuatiile constitutive, se face ipoteza cd in domeniul considerat
se afld un mediu izotrop, omogen pe portiuni i cel mult neliniar din punct de vedere
magnetic.

Ca urmare, din punct de vedere al cdmpului magnetic, se obtine ecuatia constitu-

tiva corespunzatoare:

H=vB-—M (3.21)

unde prin v trebuie inteleasa, in general, functia v(B).

De asemenea, se admite cd, in domeniul considerat, nu existd camp electric im-
primat si, din punct de vedere electrocinetic, mediul este izotrop, omogen pe portiuni si
cel mult neliniar, cand se adauga ecuatia constitutiva:

J=0E, (3.22)
unde, in general, prin o, trebuie inteleasa functia o(E).

Din cele prezentate mai sus, rezultd ca, atait membrul drept al relatiei (3.13) cat si
ecuatia constitutiva (3.21), depind de mediul in care se afla punctul considerat.

in general, domeniul considerat Q, poate fi constituit din trei portiuni distincte din
punct de vedere al proprietétilor fata de campul electromagnetic, prezentate in fig.3.1.

Partea notata cu (), este formata din regiuni ce au permeabilitatea magnetica egala
cu cea a vidulw L, sau foarte apropiatd de aceasta, adici la care p, =1. Se spune ca zone-

le respective sunt nepermeabile din punct de vedere magnetic. De obicei, aceste regiuni

se refera la spatiul liber din jurul celorlalte parti, in care se admite ca se afla aer, pentru
care se poate considera ca | = L $1 este neconductor electric, adica ¢ = 0.

De asemenea, tot din Q, fac parte si regiunile Q, in care exista curenti electrici de
aductie, cu densitateaJ, , numite si surse de curent sau excitatii ale cimpului magnetic.
Acestea constau din conductori de cupru sau aluminiu, pentru care p ~ p,, presupusi a fi

filiformi, astfel incat se poate neglija curentii electrici indusi fatd de cei de aductie. De

exemplu, o astfel de regiune poate fi o bobina de excitatie filiforma.
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Portiunea Q, cuprinde regiunile de materiale ce au p >> p,, adica p, >>1, care se
numesc regiuni permeabile, in care nu existd nici un fel de curenti electrici, insa au o

magnetizare permanenti, caracterizatd local prinM, . Aceste regiuni se referd la magneti

permanenti continuti in domeniul Q2.

Fig.3.1

Portiunea Q, cuprinde toate regiunile conductoare electric, deci din materiale cu
conductivitate electricd o # 0 s1 finitd, care nu pot fi considerate filiforme. De asemenea,
cel putin o parte dintre aceste regiuni pot fi permeabile din punct de vedere magnetic,
adica sunt realizate din materiale ce au p >> p, Y, >>1, cum sunt materialele feromagne-
tice.

Important este faptul cd doar in astfel de regiuni intervin curentii indusi (turbto-
nari) cu densitateaJ , insa, pot exista si curenti de aductie cu densitateaJ, . Ele sunt re-
prezentate de conductorii masivi §i de miezurile din material feromagnetic aflat in do-

meniul Q.

Pentru portiunea (2,, se rezolva aga numita problema a curentilor turbionari.

Pentru portiunea ), deoarece nu intersecteaza campul electric indus, se scrie doar

ecuatia (3.17) sub forma:

rotH=17, (3.23)
la care se adaugd ecuatia constitutiva:
H=v,B (3.24)
Din ecuatiile (1.52), (1.53) se obtine:
rot{v,B)=1, (3.25)
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Rezolvarea ecuatiei (3.21) se poate face cu relatia Biot — Savart — Laplace:

— 1, J xt
H=—/[ =240 (3.26)

27 "% P ’

undeH este intensitatea cimpului magnetic dintr-un punct oarecare P a lui Q, iar inte-
grala se referd la domeniul Q, in care exista curenti de aductie §iT este vectorul de pozi-
tie a lui P fata de un punct oarecare a lui €.

Evident ci J, trebuie sa satisfaca ecuatia (1.49) adica:

divl, =0 (3.27)

Satisfacerea ecuatiei (3.27) trebuie avutd in vedere atunci cind se impune J, prin
enuntul problemei. Insa, daca se impune tensiunile aplicate portiunilor in care exista cu-
renti de aductie, cum ar fi cele aplicate la bornele bobinelor de excitatie filiforme, mai
intai, pentru aceste portiuni se rezolva o problema de conductie electricd, din care se de-
termina J, , care se foloseste ca marime de intrare pentru problema de cdmp magnetic.

Pentru regiunea QQ, se scrie:

rotH =0

H=vB-— WM,
Vo

din care se obtine:

rot(vﬁ) L rot(vﬁp ) (3.28)

Vo
Daca se considerda domeniul obtinut prin reuniunea partilor (y st ), notat cu

Qo+ ), se obtine:

rot(v—E) =J, + 1 rot(vﬁp ), (3.29)

Vo
la care se adaugd ecuatia constitutiva:

H=vB——1—vM (3.30)

Cunoscand J,, M, din (3.29) se poate afla B, iar din (3.30) rezultd H .

Pentru portiunea €, presupunind ca nu exista curenti de aductie se scrie:

roH=1J (3-31)
— 0B
tE = ——

1o o (3.32)
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divi=0, (3.33)
la care se adauga ecuatiile constitutive:
H=vB (3.34)
J=0E (3.35)
Folosind ecuatiile constitutive, se obtine:
rot{vB)=oE (3.36)
rofE = -%?- (337)

A

In principiu, relatiile (3.36), (3,37) formeaza un sistem de 2 ecuatii cu 2
necunoscute §i prin rezolvarea acesteia se pot afla marimile B si E, iar din (3.34),
(3.35)seafla Hsi J.

3.2.2. Conditiile de interfata (de trecere) si de limita

Asa cum se observa din paragraful precedent, fiecare marime necunoscuti in-
tervine intr-o ecuatie cu derivate partiale si prin integrarea acesteia se introduc constante
de integrare, 1ar pentru determinarea acestora trebuie stabilite relatii suplimentare, pe ca-
re sa la satisfacd marimea necunoscuta.

De asemenea, relatille suplimentare sunt necesare pentru ca solufia gisitd sa fie
unica.

Astfel de relatii suplimentare se obtin pe baza conditiilor de interfata (de trecere)
s1 de limita, care fac obiectul prezentului paragraf.

Conditii de interfatd se refera la relatiile dintre valorile marimilor necunoscute in
punctele aflate in imediata vecinatate suprafetei de separatie dintre doud medii cu pro-
prietati diferite, situate de o parte si de cealaltd a acesteia. Astfel de suprafete sunt acelea
care se referd la portiunile mentionate (€, Q;, ).

in fig. 3.2 s-au notat cu 1, 2 cele doua medii, iar cu S, o portiune din suprafata de
separatie dintre acestea:

Pe suprafata S;, se alege un punct curent P, in care se reprezinta versorul n al
normalei duse in P la S;, §i versorul t al tangentei, obtinutd prin intersectia planului
tangent, dus in P la S;,, cu planul determinat de n si de marimea ce se analizeaza. Daca
cu b se noteazi versorul binormalei, atunci: b =txn

in general, sensul lui 1 se poate alege arbitrar, insi este bine si se aleagi ca fiind

agelasi cu sensul de referinta al cdmpului analizat, de exemplu, de la mediul 1 inspre
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mediul 2, cain fig.3.2.
Pe normala se alege punctele P), P,, situate in imediata vecinatate a lui P, cu P, pe

fata lui S;, dinspre mediul 1, iar P; pe fata lui S;, dinspre mediul 2.

Fig.3.2

Valorile marimilor in cele douad puncte se noteaza adiugind la simbolul acelei
marimi indicele 1, pentru P;, respectiv indicele 2 pentru P,. Conditiile de interfata (de
trecere) se referd tocmai la egalitatile pe care le satisfac aceste valori §1 se obtin, prin
scrierea in punctul P a relatiilor prezentate in paragraful precedent.

insa, intruct prin aplicarea operatorilor volumetrici rot, div se obtin nedetermi-
nar1, se folosesc operatorii superficiali (de suprafata) rot,, div,, care, in general, pentru o
marime X au expresiile:

div,. X =X,, -X;, =X, -01-X; 01 (3.38)

rot, X = X, — Xy, =1x X, —1x X;, (3.39)
unde X,, X, sunt valorile componentelor dupd normali ale valorii X,a marimii X in Py,
respectiv valorii X, a marimii X in P,, iar X,,, X,, sunt componentele dupa tangenta
ale aceleiagi valori.

Aplicand legea fluxului magnetic pentru P, se obtine divB=0si, tinand cont de re-
latia (1.67) se obtine: By, = B,,, adica pentru orice suprafatd de separatie componentele
normale ale inductiei magnetice se conserva.

In cazul particular cand mediul 1 este dintr-un material perfect conductor electric
(p1 = 0), aplicand legea conductiei electrice E, =p,J,, intrucit J, #0, p, =0, se obtine
E, =0, iar din legea inductiei electromagnetice dB/dt =rotE, =0, se obtine B, = constant
s1 daca in momentul t, = 0, B, = 0, atunci, pentru orice moment, B; = 0, deci By, = 0 si,

din relatia precedentd B,, = 0.
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Inseamni ca liniile de camp ale inductiei magnetice sunt intotdeauna tangente la
suprafata zonelor din materiale perfect conductoare electric, sau, practic, care au rezisti-
vitate electrica foarte mica, asa cum se aratd in prima dintre figunle 3.3.

Daci in punctul P se aplica legea inductiei electromagnetice se obtine rot,E=0,
din care, conform relatiei (1.68), se obtine: E, =E,, . Deci, pe orice suprafati de separa-
tie componentele tangente ale intensitdtii cAmpului electric se conserva. Dacd mediul 1

este prefect conductor electric, asa cum s-a aritat mai sus, E;, =0, deci Ey, =0.

(perfect conductor magnetic)

Fig.3.3

Deci, liniile de camp al intensititii cimpului electric sunt intotdeauna normale la
suprafetele din materialele ce au rezistivitatea electrica foarte mica, asa cum se observa
din aceeasi figurd, mentionatd mai sus.

Din legea conservirii sarcinii electrice libere, aplicata in P, se obtine div.J=0, din
care cauza J;, = Ji,. Deci, componentele normale ale densititii de curent se conserva in
punctele oricarer suprafete de separatie. Dacd mediul este un conductor electric, iar me-
diul 2 este perfect izolat electric, fiind, de exemplu, izolatia conductorului, atunci J, =0,
Jon = 0 s1 deci relatia precedenta J;, = 0.

Rezulta ca liniile de curent sunt tangente la suprafata mediilor perfect izolate elec-

tric, asa cum se aratd in a doua dintre figurile 3.3.

Dacd, in punctul P, se aplica legea circuitului magnetic, se obtine rot,;H=1J,, unde
T, este densitatea curentilor de suprafata de pe S,,. In caz ci nu exista astfel de curenti, se
obtine rot,H =0, din care rezulta H,, =H,, .

Deci, componentele tangente ale intensitatii cAmpului magnetic se conservi in
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punctele oricarei suprafete de separatie pe care nu exista curenti electrici superficiali.

Daca, pentru o astfel de suprafatd, mediul 1 este dintr-un material perfect conduc-
tor magnetic, adica la care p;—>o, din ecuatia constitutiva H, =B, /p, se obtine H, =0,
H, =0si din relatia precedenta rezultad H,, =0.

Deci, liniile de camp ale intensitatii caimpului magnetic sunt intotdeauna normale
in punctele suprafetei mediilor perfect conductoare magnetic, asa cum s-a aratat in a treia
dintre figurile 3.3. Practic, se pot considera ca medi perfect conductoare magnetic,
miezurile din materiale feromagnetice aflate in spatiu liber.

Conditiile de limita includ atat conditiile initiale cat si cele de frontiera.

Conditiile initiale constau in cunoasterea valorilor marimilor in toate punctele
domeniului in momentul initial t, = 0, adica, in general, a unor functii de varnabile (o,T).
Avand in vedere ecuatiile constitutive, este suficient s se impuna conditiile initiale nu-

mai pentru doud marimi, de exemplu, E(t,7), B(t,7), adica:
E(t,7)=f() B(t7)=o(D), (3.40)

unde t_"(f) st c[(r)sunt functi1 vectoriale ce trebuiesc cunoscute.
Conditiile de frontiera se refera la valorile ce trebuie si le aiba marimile in punc-
tele frontierei S, a domeniului considerat si pot fi de doua tipun:
Conditii de frontierd transversale care constau in:
- peoparte S’ alui S se dd componenta tangenta a intensitatii cAmpu-
lui magnetic, adica:
H,(t,7)=h(t,7),
unde h(t,7)este o functie cunoscuti;
- pe cealaltd parte S” a lut S se da componenta tangentiala a intensita-
ti1 campului electric, adica:
E,(t,7)=¢(t,T),
unde &(t,7) este o functie cunoscuta.
Conditii de frontierd longitudinale, care constau in:
- pe S’ seda:
H,(t,7)=h(t,7)
- pe S” se da valoareca componentei normale a inductiei magnetice,

adica se da:
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B,_(t,r)="b(t,7),
unde b(t,T) este o functie scalara cunoscuta.

Se poate arata ca , fiind date conditiile de interfata s1 de frontiera, mentionate, ori-
care dintre sistemele de ecuatii prezentate au o solutie unici defineste un camp magnetic

(B,H) unic in Q.

3.3. Modelul potentialelor electromagnetice

3.3.1.Ecuatiile modelului

Rezolvarea directd a sistemelor de ecuatii, prezentate in paragraful anterior, este,
in general, dificila. Dac4, insa, se efectueazd o schimbare de variabile, prin introducerea
unor functii auxiliare, in general, spatialo—temporale, denumite potentiale electromagne-
tice, atunci ecuatiile se reduc ca numar §i se pot integra mai simplu. Aceasta rezolvare
indirecta a problemelor de analiza a campului electromagnetic se dovedeste comoda si
lucrativa, indeosebi in cazul problemelor bidimensionale.

Pana in prezent, doud cuplun de potentiale electromagnetice s-au impus in rezol-
varea problemelor de camp electromagnetic, in regim stationar si cvasistationar magne-
tic:

a) potentialul vector magnetic A asociat cu potentialul electric scalar V;

b) potentialul vector electric T asociat cu potentialul scalar magnetic V.

Deoarece este mai des folosit in softurile specializate, in acest paragraf se prezinta
primul cuplu.

Stabilirea modelului porneste de la constatarea ca, intrucét divB =0, inductia mag-
neticd B defineste un camp vectorial solenoidal, si poate fi exprimati ca rotorul unei alte
functii vectoriale A, adica:

B=rotA, (3.41)
unde A = A(t7)se numeste potential vector magnetic sau potential magnetic vector.

Deoarece divergenta unui rotor este nula, se verifica ca vectorul B, dat de relapia
(1.70) verifica ecuatia divB=0.
Cu aceasta forma locala a legii inductiei electromagnetice devine:

ro!{E +6_A-] -0, (3.42)
o
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unde s-a admis comutativitatea operatorilor “rot” gi ‘%
C

Relatia (1.71) arata ca vectorul E+‘%A este irational §i poate fi exprimat prin gradi-
entul unei functii scalare V., adica:
— 0A
E +— = —gradV,
o gr
= 0A
E=—-——gradV,, (3.43)
ot
unde V, =V.(t,r)se numeste potential electrodinamic scalar sau potential scalar elec-
trodinamic.
Relatiile (3.41), (3.43) permit determinarea univocad a vectorilor cimp E,Bdaca
se cunosc marimile A, V..
Se presupune ca, pentru un camp electromagnetic dat, cand marimile E, B sunt
unice, s-au determinat potentialele A, V., care satisfac relatiile (3.41), respectiv (3.42).
insa, acestea nu sunt unice, ci se obtin aceeasi vectori camp B, E , pentru orice alte poten-

tiale A, V., date de relatiile:

A’ = A +grade (3.44)
' ce
V. =V -— 3.45
VS (3.45)

unde e = e(t,T) este o functie scalari arbitrara.

Intr-adevir, facand ipoteza ci , potentialelor A °, V.’ le-ar corespunde B’,E ’ rela-
tile (3.41), (3.43), devin:

B’ = rotA’ (3.46)

agt —gradV, (3.47)

Er=-

Daca din relatia (3.47) se inlocuieste A’ cu expresia data de relatia (3.44) si are in

vedere ca rotorul gradientului oricarei functii scalare este nul, se obtine:
B'= rot(K + grade): rotA = B (3.48)
Din relatiile (3.47) si 3.45) se obtine:
= 0A 0 ce
E'= - — ——(grade)— gradV, + grad| = |;
P at(gra e) gradav, +gra (atj,

sau, adinitdnd comutativitatea operatorului %si grad, rezulta:
C
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Relatiile (3.48), (3.49) confirma cele mentionate mai sus.

Evident cad potentialele A, V. se determind prin rezolvarea ecuatiilor modelului,
ce se vor stabili ulterior in acest paragraf, insd, asa cum s-a aratat mai sus, acestea nu
sunt unice. Din acest motiv, pentru a se asigura univocitatea determindrii potentialelor
A, V., este necesar si se impund doua conditii:

a) In punctele domeniului Q si se cunoasci divergenta de volum a potentialului
vector magnetic, adica:

divA =f(t,7) TeQ (3.50)
unde f(t,T) este o functie vectoriald cunoscuta.

Relatia (1.79) se numeste conditie de etalonare a potentialului vector magnetic.

b) Pe frontiera S a lui (2 s se impunad o conditie de frontierd, de exemplu, compo-
nenta normald a lui A si fie cunoscuta, adica:

A-n=g(7) TeS, (3.51)

unde g(t,T) este o functie scalara ce se de di, iar 7 este vectorul normalei intr-un punct

oarecare a lui S, orientat spre exteriorul domeniului Q, deoarece S este o suprafatd inchi-

-

sd.
Conditiile (3.50), (3.51) trebuie si fie satisfacute de orice potential care satisface
ecuatia (1.70), deci si de unde A ', adica:
divA'=f(t,7), TteQ (3.52)
A n=gt7) TteS (3.53)
Din relatiile (3.50), (3.52), (3.44) rezulta:
div(Z -4 ') =0, div(grade)=0
Ae(t,T)=0 TeQ. (3.54)
unde A este operatorul Laplace (sau laplacianul).
In mod similar, din relatiile (3.53), (3.51), (3.44) se obtine:
(Z—Z')-ﬁ:o; (grade)-7 =0

56—(,(;—):0 fes (3.55)
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Se arata ca, dacd functia scalara e satisface egalititile (3.54), (3.55), ea se reduce

la o0 constanta reala in QUS, adica:
e(t,t)=A TeQuUS, (3.56)
unde A este un numdr real.

In relatiile (3.44), (3.45), se inlocuieste e cu relatia (3.56) si, derivatele unei con-
stante fiind nule, se obtine A= A', V' = V,, adic@ potentialele determinate sunt unice,
daca se impun conditiile mentionate.

Forma functiei f(t,7)se alege astfel incat, ecuatiile din care se determini potentia-
lele A, V., sa fie cat mai simple. Uzual, in cazul unui regim stationar sau cvasistationar,
se alege f(t,T)=0, si conditia (3.50) devine:

divA=0 TeQ, (3.57)
care se numeste conditia de etalonare a lui Coulomb.

Daca se impune ci A sa satisfaca. conditia (3.57), atunci reprezinta un camp vecto-

rial solenoidal si va avea numai componenta solenoidald A, iar relatia (3.42) devine:

E=As _gradv (3.58)

ct

din care se deduce ci, cele doua componente solenoidala Egsi potentiald E, ale lui

E sunt date de relatiile:

_ oA oA
E.=——3 =" 3.59
s o a (3.59)
E, = -gradV, (3.60)

insd, daca se noteaza cu V potentialul electric, atunci, prin definitie:
E, =-gradV (3.61)
Din relatiile (3.60), (3.61) se obtine V. = V +C, unde C este o constantd de inte-
grare. Daca intr-un punct al domeniului se impune potentialul electric de referinta V,=0,
atunciC=0s1 V.= V.
in concluzie, daca se impune ca potentialul vector magnetic sa satisfaca conditia
de etalonare a lui Coulomb, atunci potentialul scalare electrodinamic este egal cu poten-
tialul scalar electric si relatia (3.43) se scrie sub forma:
E= a—;— —gradV (3.62)

Inseamna ci, dacé se impune conditia de etalonare a lui Coulomb, cAmpul electric
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are o componentd solenoidala, reprezentatd de campul electric indus prin pulsatii de in-
ductia magnetica §i o componentd potentiald, reprezentatd de campul electric
coulombian, ce apare ca urmare a existentet in domeniu a unei variatii a potentialului
electric. De exemplu, o astfel de variatie se obtine, daca, din exterior, se aplicd o tensiu-
ne electrica intre doua portiuni ale domentului.

Ecuatiile modelului sunt egalitatile pe care trebuie sa le satisfaca cele doua poten-
tiale, A, V si se obtin, din ecuatiile modelului prezentat in capitolul precedent, care nu

au fost inca folosite pentru definirea celor doud potentiale. Acestea sunt:

rotH = J (3.63)
divi =0, (3.64)
la cere se adauga ecuatiile constitutive:
H=vB-—vM, (3.65)
Vo
J=oE (3.66)
Mai intai, in ecuatia (3.66) se inlocuieste E cu expresia data de relatia (3.62) obti-
nand:
J = -ogradV - ca—;?— , (3.67)

Primul termen din membrul drept al relatiei (3.66) este densitateaJ, a curentului
electric de aductie, 1ar al doilea este densitatea curentului electric indus prin pulsatii ale
campul magnetic.

Ca urmare, relatia (3.67) se scrie sub forma:

7=, —¢%A (3.68)
ct
J, = —ogradVv (3.69)

Se mentioneaza faptul ca intervine J, numai daca in domeniul considerat exista
camp electric coulombian, determinat de sursele exterioare, deci de excitatiile campului
magnetic.

in relatiile (3.63), (3,64) se inlocuiesc Hsi Jcu expresii date de relatiile (3.65),
respectiv (3.68) si se obtin:

oA 1

rot(vrotK) +to——=J, —— rot(vﬁ ) (3.70)
ot Vv, ’
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div(i, —oCA]=o 3.71)
P
J, = —ogradV, (3.72)

la care se adaugi ecuatia de etalonare a lui Coulomb:

divA =0 (3.73)
Pentru cele trei portiuni din fig.3.2. se obtine:
a. Pentru O, + Q:
rot(vrotA )+ o%’%— =J, - v—lo rot(vﬁp ) (3.74)
divA =0 (3.75)
I, =-ogradV (3.76)
divJ, =0 (3.77)

Deci, daci se impune], si M_, ecuatiile (3.74), (3.75), ale potentialului magnetic
vector, impreund cu conditiile de limitd, ce se vor prezenta ulterior, sunt suficiente pen-
tru a rezolva problema de camp magnetic cvasistationar in (2, + QQ;.

Relatia (3.77) este folosita pentru a verifica peJ,, iar relatia (3.76) se utilizeaza
atunci cand se da distributia de potential electric, cum este cazul unei bobine de excitatie
filiforma alimentat3 cu tensiune la bome cunoscuta.

b. Pentru €2,, admitand cd mai existd curenti electrici de conductie, se obtine:
— 5A
rotfvrotA )+ 6 2= = 0 (3.78)
ct

divA =0 (3.79
Ecuatile (3.78), (3.79), impreuna cu conditiile de unicitate aferente sunt suficien-
te pentru a rezolva problema de curenti turbionari din conductorii masivi sau din miez.
3.3.2. Conditii de interfata (de trecere) si de limita
Conditiile de interfatd (de trecere) constau in relatiile pe care trebuie sa le satisfa-
cd cele doud potentiale daca in domeniul Q intervin medii cu proprietati diferite, agsa cum
este suprafata S,, din fig.3.3.
Avénd in vedere relatia (3.79) in punctul P al lui S;», se obfin div A = 0sau:
A= Ay (3.80)

Deci, oricare ar fi suprafata de separatie, componentele normale ale potentialului
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vector magnetic se conserva.

Pentru a stabili relatia dintre componentele tangente A,,, A,,, in jurul punctului P
se considerd un contur dreptunghiular elementar I, cu bazele paralele cu S,,, de lungime
Al si de indltime neglijabila, prin defimtie:

_ A-dl
div A = lim = (3.81)

Al-0 Al

Folosind transformarea de integrala Stokes, se obtine:

jSK-di:jrotK-d‘s“: B-ds=¢, (3.82)
T ST ST

unde Sr este o suprafata de sprijin pe I iar ¢ este fluxul magnetic prin aceasta.

Cu aceasta relatia (3.81) devine:

rOtSK:BE})%:O’ (3.83)
deoarece cand Al - 0, si ¢ — 0.
Pe de alta parte:
rot,A=A, — A, (3.84)
st din (3.83), (3.84), se obtine:
A, =A, (3.85)
sau:
AxA, =fixA, (3.86)

Deci, componentele tangente ale potentialului vector magnetic se conserva pe ort-
ce suprafata de separatie.

Din relatiile (3.80) si (3.85) se obtine:

A, = A, (3.87)

in concluzie, potentialul vector magnetic este continuu la traversarea oricirei su-
prafete de separatie, ca urmare A este o functie continui in domeniul Q. Aceastd propri-
etate constituie un avantaj al folosirii potentialului vector magnetic.

Evident ca pentru celelalte marimi riman valabile conditiile de trecere precizate in

paragraful anterior, insd acestea se vor exprima in functie de cele doui potentiale.

Astfel din nxE, =nxE,, avind in vedere relatia (3.62) se obtine:

C

_ OA _ oA
I X gradVJr-(—j :nx(gradV-k——j (3.88)
( ot ), o ),
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Insa, atat in P, cat si in P,, gradV este coliniar cu fsi din relatia (3.87) se obtine:

_ (6A) _ (oA
nx|-—-— =nXxX|{ —
5).(5)

%(ﬁxxz)zg(ﬁxxl),
(ﬁx_A—z)z(ﬁxXl),
unde s-a tinut cont de faptul cd n este un vector constant.

Se observa ca se obtine tocmai relatia (3.88), deci din conditia conservirii com-
ponentelor tangente ale potentialului vector magnetic, rezulta satisfacerea conditiei de
conservare a componentelor tangente ale intensititii campulu electric.

Se aplicd operatorul divergenta ambilor membrii ai relatiei (3.86), s1 avand in
vedere relatia:

div( x V) = Vrotll - Urotv
se obtine:
n-rotA, =1 rotA,
sau:
n-B,=1-B,, (3.89)
unde s-a folosit observatia ca neste un vector constant in rotn = 0.

Insa, relatia (3.89) reprezinta tocmai conservarea componentelor normale ale in-
ductie1 magnetice §i, deci, daca se impune conservarea componentelor tangente ale po-
tentialului vector magnetic, rezulta si conservarea componentelor normal ale inductie1
magnetice.

Daca pe suprafata de separatie S;,, nu exista curenti superficiali, din conservarea

componentelor tangente ale lui H, adica din egalitatea H,, = H,, sau:

xﬁz =nxH

=]

19

avand in vedere ecuatia constitutiva (3.65) se obtine:

n x {(Vzro'r}:2 - vlrotxl)— —\}—(\/zrotMpz - v,rotMp,) =0,

0
sau, daca nu intervin magnetii permanenti:
Hx(vzrotx2 —vlrotK,): 0 (3.90)

Conditiile inifiale, in general nule constau in a impure:

Alo,7)=a(r), V{E0)=wr), TeQ, (3.91)
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unde a(r), v(r)sunt functii cunoscute.

In ceea ce priveste conditiile de frontierd, in primul rand, pentru a asigura unicita-
tea determindrii lui A, se impune conditii ca pe frontiera S a lui Q sa fie cunoscuta com-
ponenta normald a lui A, adica sa se cunoasca:

n-A=h(r), teS, (3.92)
unde h(r)trebuie si fie o functie scalard cunoscutd, de obicei nula, adica:
n-A=0, te$ (3.93)

La aceasta se mai adauga:

- o conditie de frontiera de tip Dirichlet sau de prima spetd, care cere cunoasterea
componentel tangentiale a potentialului magnetic vector, pe cel putin o portiune S' a lui
S, adica:

nxA=g(f), re$ (3.94)
unde g(r) trebuie si fie o functie cunoscuti.

- o conditie de frontierd de tip Neuman sau de a doua speta, care cere ca, pe cea-
laltd portiune S" a lui S se sa cunoascd componenta tangenta a lui vrotA , adica:

ﬁx(vrotx):g(f), re§’, (3.95)
unde b()este o functie vectoriald cunoscuti.

Daca, ambilor membrii ai relatiei (3.94) li se aplica operatorul divergenta, se obti-

ne:
diviix A)=d(7), (3.96)
unde:
d(F) = div(g(r))
La fel ca mai inainte se obtine:
n-rotA = d(r) (3.97)
sau
n-B=d(r)

Deci, impunerea conditiei de frontierd asupra componentei tangentiale a potentia-
lului vector magnetic este echivalentd cu impunerea conditiei de frontiera asupra com-
ponentel normale a inductiei magnetice.

Astfel, daca se impune conditia:

=]
X
>
I}
o

BUPT



66

rezulta ca:
n-B=0

Deci, conditia ca cel putin pe o portiunea frontierei domeniului, componenta tan-
gentd a lui A si fie nuld este echivalentd cu a impune ca pe acea portiune componenta
normali a lui Bsi fie nuld, adica liniile de cdmp magnetic sa fie paralele cu portiunea
respectivd.

Din acest motiv, in unele programe de modelare si simulare a cAmpulu elec-
tromagnetic, conditia ca potentialul magnetic vector sd aiba componenta tangentiala nu-
13, pe o anumitad portiune a frontierei domeniului problemei, se exprima sub forma “flux
paralel” cu portiunea respectiva.

De asemenea, presupunem ca s-ar impune conditia:

nxB=#%&7T), (3.98)
adica componenta normala a inductiei magnetice si fie cunoscuta.

La fel ca mai inainte, se obtine:

n-A=h(7),
unde. h(7) = div(e(T))

Deci din conditia (3.98) se obtine conditia (3.93).

Lucrurile fiind valabile si invers, rezulta cd impunerea conditiei de frontiera pen-
tru componenta normald a potentialului vector magnetic este echivalentd cu impunerea
conditiei de frontierd pentru componenta tangentiala a inductiei magnetice.

Astfel daca se impune conditia:

A=0,

=1

rezulta:
nxB=0

Deci, conditia ca, cel putin pe o portiune a frontierei, componenta normalé a lui

A sa fie nuld, este echivalentd cu a impune ca pe acea portiune componenta normala a
inductiel magnetice sa fie nuld, adica liniile de camp magnetic sa fie normale la portiu-
nea respectiva.

Pe aceasta baza in programele mentionate mai sus, conditia ca potentialul vector

magnetic sa aibd componentd normald nula, pe cel putin o portiune a frontierei domeniu-

lui, se exprima sub forma “flux normal” cu acea portiune.
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3.4. Modelul arcului electric ca element de circuit electric

3.4.1.Consideratii generale

Un model dinamic trebuie astfel conceput incat sa permitd urmarirea evolutiel in
timp a proceselor ce au loc in arcul electric, prin determinarea dependenter de momentul
oarecare t a marimilor de stare corespunzatoare.

Evident ca in acest scop se impune ca, in ecuatiile generale ale arcului electric sa
se ia in considerare §i termenii ce contin derivatele in raport cu t ale marimilor respecti-
ve.

De exemplu, chiar in cazul ipotezelor simplificatoare ce se fac pentru modelul ci-
lindric, prezentate in capitolul precedent, in regim dinamic ecuatia conservarii energiei

se scrie sub forma:
aT . 2
pd-c-ledzv(/l-gde)+0'-E , (3.99)
C

unde pg4, ¢, o sunt, respectiv densitatea, caldura specificd, conductivitatea electrica ale
mediului din coloana arcului electric, iar T, E sunt temperatura, respectiv intensitatea
campului electric dintr-un punct oarecare al acesteia.

Insa, in general, integrarea ecuatiei (3.99) conduce la calcule laborioase si in plus
impune sa se cunoascd analitic sau grafic dependenta de T a marimilor o, A, adica si se
cunoasca functiile o(T), A(T).

Din acest motiv, in cele ce urmeaza se construieste un model dinamic simplificat,
global, cu ajutorul cdruia sa se poatd urmin evolutia in timp a unor marimi de stare, cu
scopul de a determina conditiile in care se poate produce intreruperea arculw electric si
deci, de a stabili masunle ce trebuie luate pentru a preveni un astfel de fenomen.

Scopul, mentionat mai sus, se realizeaza daci se cunosc evolutiile in timp ale in-
tensitatii curentului electric din coloana arcului si cideri de tensiune electrica pe aceasta.

Insa, daca se cunoaste sau se impune evolutia in timp a uneia dintre cele doud ma-
rimi, dependenta de t a celeilalte se afla daca se cunoaste dependenta de t a conductantei
electrice a coloanei arcului electric, care pentru momentul oarecare t, se noteaza cu G si

se defineste prin relatia:
G=-—, (3.100)

unde 1, u sunt valorile instantanee ale mntensitatii curentului din coloana arcului electric,

respectiv cdderea de tensiune electrica pe aceasta.
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in conclu-zie, in acest paragraf se va stabili ecuatia pe care o satisface conductanta
electricd G a coloanei arcului electric, astfel incat prin integrarea sa s se determine fun-
ctia G(t), in care s@ intervind numai marimi ce S€ Cunosc sau se pot determina exper-
mental.

Cunoscand functia G(t), impunand forma de variatie in timp a uneia dintre cele
doud marimi, din relatia (3.99) se determina dependenta de t a celeilalte marimu.
3.4.2.Ecuatiile modelului

Pe langa notatiile u, 1, G, a caror semnificatie s-a mentionat in paragraful prece-
dent, pentru momentul oarecare t, se mai noteazi cu Q continutul de energie (energie in-
ternd) din coloana arcului si cu p puterea disipatd in aceasta.

Ecuatia modelului se obtine prin aplicarea, sub forma globala, a principiului con-
servarii energiel pentru coloana arculw electric, conform caruia, puterea dezvoltatd in
coloana arcului electric, notata cu py, acopera variatia in unitatea de timp a energiei in-

terne Q a coloanei si puterea p disipatd in aceasta, adica:

== 3.101
Pa=— P ( )

Insi, in coloana unui arc electric se dezvoltd numai putere electricd. Ca urmare,

ps=u-i 1 inlocuind in relatia (3.101) se obtine:

%=u-i—p (3.102)
Din relatia (3.102) rezulta:
dQ=u-1-dt-p-dt (3.103)

Se interpreteaza ecuatia (3.103) intre un moment initial to, pentru care energia in-
terna se noteazad cu Qy s1 momentul oarecare t, pentru care energia interna este Q, si se

obtine:
0=Q,+[u-i-di-[p-at (3.104)

Conductanta electrica este o functie de gradul de ionizare din coloana arcului
electric, care, la randul siu este o functie de temperatura T si deci se poate trage conclu-
zia ca G este o functie de T, G(T). De asemenea, energia interna Q este si ea o functie de
T, Q(T). Daca, se imagineaza ca se elimind T, intre functiile G(T), Q(T), se ajunge la
Q=Q(G)..

Considerand ca in relatia (3.104) Q este o functie implicita de t prin intermediul
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functiei G(t), prin derivare in raport cu t se obtine:

dQ _dQ dG
dt  dG dtf

inlocuind relatia (3.105) in relatia (3.102) rezulti:

d0 dG .
aQ ab i 3.106
aG a TP (3.106)

Relatia (3.100) defineste implicita:
G(t)=G[u(t),1(t)] (3.107)

Derivand aceasta relatie in raport cu t rezulta:

(3.105)

av oG au O 4 (3.108)

i
W G u (3199

la 1 du 3.110
dt u dt u’ dt ( )
Se noteaza:
=090 (3.111)
p d

Se observa ca marimea 1, definiti prin relatia (3.111) are dimensiuni de timp $1 se

numeste constanta de timp a arcului electric.

Din relatia (3.111) se obtine:

@Q_p., (3.112)
dG G
inlocuind relatia (3.112) in relatia (3.105) rezulta
p-t dG ,
— =u-i- 3.113
G g Yi-e ( )
Din care rezulta:
dG u-i
Sog XL 3.114
= P ( )
sau avand in vedere relatia (3.100) rezulta:
.2
@G, G (3.115)
d v p-t

Daci se cunosc p, 1 §i se admite o anumita forma de variatii in timp a lui i, prin
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integrarea relatiei (3.115) se afla functia G(t).

Din acest motiv relatia (3.115) se numeste ecuatia conductantei electrice a arcului
electric.

Pentru a obtine ecuatia ce o satisfac marimile u, 1, in relatia (3.112) se inlocuieste
G cu expresia data de relatia (3.100) si se obtine:

4 z-pu
dG i

In relatia (3.106), se inlocuiesc relatiile (3.109), (3.116) si dupi efectuarea unor

(3.116)

calcule elementare rezulta:

ldi 1 du 1 ui-p

idt udt v p

(3.117)

Daca se cunosc 1, p §1 se impune variatia in timp a lui u sau 1, prin integrarea ecu-
atiei (3.117) se afla forma de variatie in timp a celeilalte marimu.

Din acest motiv, relatia (3.117) se numegte ecuatie diferentiala a arcului electric.
3.4.3. Integrarea ecuatiilor si interpretarea rezultatelor

In cele ce urmeazi se admite ci marimile t, P au valorile constante Ty, Py, care,
pentru simplificarea notatiilor se noteaza cu t, P.

Valoarea constantei de timp t se alege din literatura de specialitate sau se deter-
mina experimental. Deoarece P este puterea electrica dezvoltatd in coloana arcului elec-
tric in momentul cand curentul electric trece prin zero, valoarea sa se poate determina
experimental sau se alege in functie de puterea sursei de alimentare a arcului electric.

Cu alte precizar, ecuatiile ce se vor integra sunt:

.2
a6 G _J (3.118)
dgd t P-r
14 _1dw_wi-F (3.119)
i dt udt P-T
Relatia (3.118) este o ecuatie liniara de tip Bernoulli, avind solutia:
1 ¢ X 1 1
G(t)={rP+T—P_£1 e‘dt}e : (3.120)

Pentru a integra ecuatia (3.119) se admite ci i are o forma de variatie in timp sinu-
soidala, de amplitudine: I,, frecventd f, pulsatia w=2nf. Alegind originea timpulu in
momentul t,=0, cand i trece prin zero, intensitatea i, va avea expresia:

I=,sinot, (3.121)
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din care se obtine:

ﬂ=w1m coswt (3.122)
dt

Inseamna ca, in ecuatia (3.119), singura necunoscuti este functia u(t), ceea ce ne-

cesitd ordonarea ecuatiei in raport cu u, sub forma:

Q_(w.coswt l)u+1m-smwt.u2=0 (3.123)
dt sin@o! T 7-P
sau:
B urbout =0, (3.124)
dt
unde:

(w cos ! lj I, sinwt
a= b=

—~ 3.125
"y (3.125)

sinwt T

Deoarece relatia (3.124) este o ecuatie de tip Bernoulli la care n=2, se face schim-

barea de functie:
u=-, (3.126)
din care se obtine:
@ % (3.127)

Cu aceste schimbarn ecuatia (3.124) devine:

& raz-b-0 (3.128)
dt

In felul acesta s-a ajuns la integrarea unei ecuatii liniare in noua functie z, ce are

coeficienti variabili si a cirei integrare se face prin metoda variatiei constantei de inte-

grare.
Se aratd ca se obtine solutia:
Z@)=—S 7 r_1In | sinQoi+y) (3.129)
sin wt 2Psinwt 1+ (2ot)*

unde @ este dat de relatia:
¢=arctg(2m1)
Pentru determinarea constantei C se admite ca se cunoaste valoarea G, ce o are

conductanta electrici a coloanei arcului in momentul ty=0 cind i trece prin zero.

in acest scop se transformi ecuatia (3.1 17) astfel incat sa intervind functia G(t),
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folosind relatia evidenta Z(r) = l_G(t) sau:
I

Z(t) = G.(t) (3.130)
I, sin wt
Inlocuind relatia (3.130) in relatia (3.129) se obtine:
Loy in (2wt
G(t)-Cle’™ + 1= - Sn(2at o) (3.131)
1+(2a)t)2
Pentru t=t,=0, rezulta:
I 1 :
G,=CIl +—> 1———2—sm¢ , (3.132)
2F 1+(2wt)
sau, avand in vedere expresia lui ¢ se obtine:
I} 2
G0=C[m+?;';cos o, (3.133)
din care se obtine:
C=%+2[—’"Pcosztp (3.134)

m

Expresia lu C, dati de relatia (3.134.) se inlocuieste in relatia (3.129), rezultand:

L in (2wt
w0y=] G e tn o | ot ptn | sn(20010) (3.135)
[, 2P sinwt 2Psinwt 1+(2wr)
z(t)=#.’"— 2P—G7"—cosze e7+1—ﬂ2—9—t+—m (3.136)
2Psinwt I 1+ Qwr)’

Fie At un interval de timp din jurul momentului to, cand I trece prin zero, 1ar I,

Uy, valorile medi ale marimilor I, u, pe intervalul At, adica:

17, . I
I, =— I sinwt=—"-(1-coswAt 3.137
o At;[ " Awt( 08 ) ( )

Daca At se alege suficient de mic se poate considera ci in acest timp marimile u, 1,

sunt constante, egale cu valorile lor medii, Uy, I, si:

G, =2 (3.138)

De asemenea, in aceeasi ipoteza se poate considera ca in timpul At arcul se afla in

dQ

regim stationar, adica, - =0 s1 din relatia (3.102) rezultd p=u-i. Aceasta inseamna c4,
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daci prin P se intelege valoarea medie a puterii p, disipata in coloana arculu electric, in

timpul At, atunci: P=Uyl,, din care se expliciteaza U, si1 inlocuind in relatia (3.138) rezul-

ta:
12
G,= 7? (3.139)
Cu care se obtine:
2 2
2pGo g fo| - 2[113‘5@1) , (3.140)
o\, WAL

unde s-a avut in vedere relatia (3.137).

Se inlocuieste relatia (3.140) in relatia (3.135), rezultand:

2 ¢ . . .
z(t)=1—’f’- [Z(Mj —cosz(p}-e;ﬁ-l—sm(2 ©-1+9) (3.141)
2-P-sinw-t w-f 1+(2-a)-r)2

unde s-a notat B=At.

in final, inlocuind relatia (3.141) in relatia (3.126), se obtine functia cautata:
_2-P-sinw-t 1

I _ A% ot in(2-w-
m L.[l v § ﬂj _COSZ("}e v +1—Sm(2 0 L+9)
w-p 1+(2-0-7)

u(Q)

(3.142)

la care se adauga:
p=arctg(2-»-1) (3.143)

Se face tpoteza ca, deoarece atat 1, cat si  au valori foarte mici, se admite ca
10, B0, din relatia (3.77) rezultind ¢ —> %

Cu aceste simplificari, relatia (3.142) devine:
:2-P-sina)-t. 1

u(t) 7

m

3.144
sin(2-w-t+9) ( )

1—
J1+(2-0-7)

In cele ce urmeaza, pentru exemplificare, s-au ales cazul unui arc electric de cu-

rent alternativ sinusoidal cu frecventa f=50 Hz, iar pentru marimile P, t si B s-au utilizat

valori ce se intdlnesc in practica.

BUPT



74

in figura 3.4. s-a reprezentat grafic relatia simplificati (3.144) avand ca variabili

independenta produsul ot, iar ca parametru produsul wt. Se observa ca tensiunea electri-

ca prezinta doud varfuri, unul la aprindere, pentru care wt=0 s1 altul la stingere, pentru

care ot=r. Aceste varfuri de tensiune sunt cu atit mai mari cu cat o7, si deci, 1 are valori

mai micl.

w(wt.0.125

u(®t,0.25)

u(ext,0.5)

uf mt, 1)

200 {\ | [ [
| ! ! !

160+ H— ' L |
-

120 A\ '

Fig.3.4

Pentru a observa varfurile de tensiuni, in fig. 3.5. s-a reprezentat grafic dependen-

ta lui u de t pentru o valoare impusa a lui .

2007 1T
160 4 e L
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Fig.3.5
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Fig.3.6

In fig. 3.6. s-a reprezentat aceeasi dependentd pentru diferite valori ale lui t. Se

observa si acum o dependentd pronuntatd a vérfurilor de tensiune si un grad de deforma-

re al acestora ce depind de 1.

In ipoteza cd tensiunea electrica oscilanti de restabilire nu este influentata de con-

BUPT



75

ductanta de rest a arcului electric, se poate aprecia cd, dupa trecerea prin zero a curentu-
lui electric, reaprinderea arcului electric are loc daca valoarea conductantet electrice este
in crestere adicda dG/dt >0, iar u1 > P.

Deci puterea dezvoltata in arc trebuie s depaseasca puterea disipata adica:

uw-G>P sau u>\% (3.145)

Deci, reaprinderea si functionarea continua a arcului electric, se produce daca ten-
siunea intre electrozii arcului satisface relatia (3.145). In acest scop sursa de sudare tre-
buie sa furnizeze o tensiune electrica oscilanta de restabilire cel putin egalda cu membrul
drept al relatie1 (3.145).

Daca, pentru G(t) se considera o relatie de forma:

t

G=G,-e* (3.146)
relatia (3.145) devine:
u> |2 e (3.147)
G,

Relatia (3.147) stabileste conditia reamorsarii arcului electric in momentul cand
curentul electric trece prin zero, in ipoteza ca tensiunea oscilantd de restabilire nu este in-

fluentata de ionizarea ce produce dupa trecerea prin zero a curentului electric.
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Cap.4. MODELAREA CAMPULUI TERMIC

4.1. Vectorul densitate de flux termic. Legile transferului de
cildurai.

Se considerd un domeniu, ce poate avea orice forma geometrica, iar in acesta un
punct oarecare P, localizat in spatiu prin vectorul de pozitie r, definit fata de originea O,
a unui sistem de coordonate.

Se admite c&, in general, intr-o zona a domeniului are loc o crestere a energiei in-
terne a acesteia, printr-o transformare ireversibild a unei anumite forme de energie. Im-
propriu, se spune cd in zona respectivid se dezvoltd (degaja) caldura, iar acea zona se nu-
meste sursa (izvor) de cidldura.

Pentru caracterizarea locala a unei surse de caldurd, in fiecare punct al acesteia se
defineste caldura dezvoltata in unitatea de timp intr-un element de volum din jurul acelui
punct, care se numeste densitate de volum a vitezei de generare a caldurii sau densitate
de volum a fluxulw termic dezvoltat, insd, in aceastd lucrare se va folosi denumirea de
putere calorica specifica.

Deci, daci se noteaza cu qq puterea calorica specifica dintr-un moment oarecare t,
intr-un punct oarecare P, atunci caldura dezvoltatd intr-un timp infinit mic dt, intr-un
element de volum dV din jurul punctului P, este un infinit mic, de ordinul doi, notat cu
szd, dat de relatia:

d?Q, = q,dV-dt (4.1)

Pentru o instalatie de sudare cu arc electric se poate considera ca sursa de caldura
este numai coloana arcului electric, in care se produce o transformare a energie1 elec-
tromagnetice in energie interna. Ca urmare, avind in vedere legea transformérii energiei
electromagnetice in procesul de conductie electrica se obtine:

4 =1-E, (4.2)
unde I, E sunt densitatea curentului electric, respectiv intensitatea cdmpului electric din

P.

Considerand coloana arcului electric un mediu izotrop §i omogen, pe baza forme1

locale a legii conductiei electrice se obfine:
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q, =oE*, q, =pJ?, (4.3)
unde o, p sunt conductivitatea electrici, respectiv rezistivitatea electrica a coloanei arcu-
lw electric.

Prin camp termic al domeniului considerat se intelege campul scalar, care, in ge-
neral, este de forma T=T(t, r), unde T se numeste temperatura dintr-un moment oarecare
t, s1 din punctul oarecare P.

Scopul acestui capitol constd in stabilirea ecuatiilor si a conditiilor de frontierd, cu
ajutorul cérora sa se poatd determina campul termic din domeniul considerat.

Datorita existentei unor diferente de temperatura, atét in interiorul domeniului, cat
sl intre acesta §1 exterior, apare un schimb de energie sub forma de caldura.

In general, orice schimb de energie se defineste in raport cu o suprafata si se pro-
duce intre cele doud zone, in care acea suprafatd separd domeniul considerat. Daca
schimbul energetic este determinat de existenta unor diferente de temperatur intre punc-
tele celor doud regiuni, se vorbeste despre cialdura transferata (transmisd) prin suprafata
respectiva. Céldura transferatd in unitatea de timp se va numi flux termic transmis
(transferat) prin aceea suprafata.

Fluxul termic este 0 marime de stare globala (extensivd) care se refera la intreaga
suprafata, 1ar ca marime locala (intensiva), in fiecare punct al suprafetei se defineste flu-
xul termic transferat prin unitatea de suprafata din jurul acelui punct, care se numeste
densitate de flux termic transferat, din punctul considerat.

Daca se noteaza cu qg densitatea de flux termic transferat dintr-un punct oarecare
P al unei suprafete S, atunci cildura transferata in intervalul de timp infinit mic dt, printr-
un element de suprafatd dS, din jurul lui P, este un infinit mic de ordinul doi, notat cu
d’Qs, si este dat de relatia:

d’Qg =q,dS-dt (4.4)

Insa, in fiecare moment t, qs depinde atat de pozitia punctului P pe S, cét si de ori-
entarea in spatiu a lui S, adica qs=qs(t, r, n ), unde s-a notat cu n versorul normalei duse
inPlaS.

Ca urmare, qs nu depinde numai de diferenta dintre temperatura T din P i cea din
punctele vecine lui P, adica qs nu este o caracteristica locala exclusiva a transferului de
caldura din P.

Se defineste vectorul densitate de flux termic, din momentul t i din punctul P, no-
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tat cu q, ca avand valoarea q egald cu densitatea de flux termic prin elementul de su-
prafata din jurul lu P, al izotermei care, in momentul t trece prin P, directia cea a norma-
lei dusi in P la izoterma si sensul acelasi cu al transferului de caldura, adica sensul in ca-
re temperatura scade.

Avind in vedere ci aceasti izoterma depinde doar de t si P, rezulti ci vectorul q
este 0 caracteristica locala a transferului de cédldurd din P, ce depinde doar de t si P, adica
a=dlt.1).

Se arata [12] ca:

i

Qs =%q-n, (4.5)

in care se ia semnul + dacd n se orienteazi in sensul transferului de cildurd prin S, si
sensul invers in caz contrar.

Daca S este o suprafatd inchisa, atunci n se orienteazi spre exteriorul volumului
marginit de aceasta si se numeste versorul normalei exterioare la suprafata S.

De asemenea, daca se face conventia ca sensul de referinta al transferului de cal-
dura sa se aleaga spre volumul marginit de S, adica se presupune ca in acest volum intra
caldura, atunci:

s =—q-N (4.6)

In concluzie, daca se cunoaste vectorul q, din relatia (4.5) se poate determina g,
1ar cu relatia 4.5 se poate determina caldura transmisa prin S in orice interval de timp.

Din acest motiv studiul transferului de cildurd urmareste determinarea campulw
vectorial q = a(t ;).

in acest scop se folosesc anumite legi, specifice fiecirui mod de transfer al cildu-
rii.

in cazul transferului de caldurd prin conductie termica, se foloseste legea lui
Fourier, care, matematic, se scrie sub forma:

q=-AgradT, q=-AVT (4.7)
unde A se numegte conductivitate termica a mediului din punctul P.

In cazul unui mediu izotrop si omogen, A este o caracteristica locald a mediului

Erespectiv, si nu depinde de directia considerata.

! In cazul unui mediu omogen, dar anizotrop, T depinde de directia aleass, §i vecto-
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rul q se descompune dupa trei directii ce trec prin P, care depinde de gradul de anizotro-
pie.

Daca mediul este admis ortotrop, cele trei directii sunt reciproc perpendiculare.
Daca acestea se aleg ca fiind chiar axele x, y, z ale unui sistem de coordonate carteziene,
atunci:

— OT - oT - oT —
q:—kx& —ky—J—kzak, (4.8)

unde i, j, k sunt versorii axelor, iar A, Ay, A, sunt conductivititile termice ale mediului
dupa cele tre1 axe.

Transferul de caldurd prin convectie se referd la schimbul de cildurd dintre un
domeniu solid s1 unul fluid, aflate in contact fizic, cand fluidul se afld in miscare fata de
solid.

Caracterizarea unui astfel de transfer se face cu ajutorul densitatii fluxului termic
dintr-un punct oarecare al suprafeter S de contact dintre solid si fluid, ce se admite ca are
sensul de la solid spre fluid. Valoarea q a acestei densititi de flux termic este data de le-
gea lui Newton:

q=o(Ts-Ty), (4.9)
unde: T este temperatura dintr-un punct oarecare al lui S, Ty este temperatura dintr-un
punct oarecare al fluidului, aflat la o distanta suficient de mare de S, iar a se numeste co-
eficient de schimb de cédldura prin convectie.

Transferul de caldura prin radiatie are loc prin intermediul undelor electromagne-
tice, cu lungimi de unda cuprinse intre 0,1um si 100 um, care sunt emise, absorbite, re-
flectate sau transmise de orice corp ce are o temperaturd T>0 K. in cazul corpurilor soli-
de sau lichide, aceste procese se produc numai intr-un strat foarte subtire de la suprafata
corpurilor , iar in cazul unui gaz, procesele au loc in tot volumul acestuia.

Din acest motiv, in cazul unui corp solid sau lichid, se vorbeste despre radiatia
termica la suprafata corpului. Ca i caracteristica se foloseste densitatea de flux termic
radiant q, dintr-un punct oarecare al suprafetei S a corpului respectiv, care se exprima cu
legea Stefan-Boltzman, sub forma:

q=ecT, (4.10)
unde:

-c este coeficientul de radiatie al corpului absolut negru, numit constanta Stefan-
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Boltzman, care in S.1. are valoarea ¢=5,67-10" W/m?K*;

-¢ este emisivitatea sau coeficientul de emisie sau coeficientul de negreala al su-
prafetei corpului respectiv §i este o caracteristica a acestuia. Emisivitatea este o marime
adimensionala, si are valon subunitare, £<1.

In practica, relatia (4.10) se scrie sub forma:

T 2
q= sc(ﬁj (4.11)
in care ¢=5,67 W/m’K".

4.2. Ecuatiile modelului
4.2.1.Consideratii generale

Studiul termic al unei imbindrn sudate urméreste determinarea evolutiei in timp a
temperaturii din punctele componentelor ce se sudeazi, deoarece de aceasta evolutie de-
pinde atat calitatea imbindrii, cat si structura metalografica a cusaturii.

Ca urmare, scopul final al studiului termic, la care se refera prezentul capitol, con-
sti in aflarea campului scalar nestationar T(t, r).

Arcul electric este privit ca fiind sursa de caldura, ce determina incilzirea compo-
nentelor de sudat.

Din acest motiv, studiul termic al arculu electric nu este un scop in sine. Se im-
pune totusi cunoasterea campului termic din punctele arcului electric, pentru a putea cal-
cula cildura transmisa de la acesta la componentele ce se sudeaza.

Insa campul termic al arcului electric este influentat de gazul de protectie si studi-
ul acestuia se face pentru a putea determina cildura pierduti prin convectie de arcul elec-
tric.

In concluzie, domeniul ce se analizeazi este constituit din componentele de sudat,
arcul electric si gazul de protectie utilizat.

Avand in vedere ca gazul de protectie este in miscare, se va considera cazul cel
mai general al unui fluid , privit ca un mediu continuu, aflat in migcare fata de un sistem
de referinti ce se admite ca fiind imobil.

Ecuatiile modelului trebuie astfel stabilite incat sa permita determinarea campului
termic, dintr-un punct oarecare P al domeniului ocupat de fluid, adica a campului scalar

nestationar T=T(t, r), unde r este vectorul de pozitie al lui P fata de originea unui sistem
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de coordonate, ales astfel incat sa fie fix fata de sistemul de referinta respectiv.

Pentru studiul fluidulur se utilizeazid metoda Euler, ceea ce inseamni ca, in dome-
niul fluidului, sunt definite urmétoarele campun:

- un camp vectorial al vitezelor v = ;(t, ?), unde v este viteza din P;

- un camp scalar al temperaturilor T = T(t, ;), unde T este temperatura din P.

Fluidul se admite a fi un mediu izotrop, cu proprietatile definite prin campurile
scalare, in general nestationare: al densitatii p=p(t, r); al caldurii specifice c=c(t, r); al
conductivititii termice A=A(t, r).

Pentru a realiza un studiu mai exact al transferulwi de caldura prin convectie, de la
arcul electric la gazul de protectie, fluidul considerat se presupune a fi vascos, proprieta-
te caracterizatd prin campul scalar al coeficientului de vascozitate dinamica: n=n(t, r).

In domeniul ocupat de fluid se alege un volum de material V', care, la un moment
oarecare t, coincide cu un volum de control V, mérginit de o suprafata inchisa S, iar P se
presupune a f1 un punct oarecare al volumului de control.

Ecuatiile modelului se obtin prin aplicarea, pentru volumul de material considerat,
a unor legi de conservare, ce se prezintd in cele ce urmeaza.
4.2.2.Ecuatia conservirii energiei (ecuatia energiei)

Acest principiu se aplica intre un moment oarecare t, $i un moment infinit apropi-
at t’=t+dt, sub forma generala:

dU+dE.=dQ+dL (4.12)
unde:

- dU, dE, sunt variatii infinit mici, in timpul infinit mic dt ale energiei interne,
respectiv energiei cinetice ale volumului material considerat;

- dQ este caldura infinit mica, primita in timpul dt de volumul material considerat;

- dL este lucrul mecanic infinit mic, efectuat de toate fortele ce actioneaza asupra
volumului material, ca urmare a deplasérilor ce le au punctele lor de aplicatii, in timpul
infinit mic dt.

Este mai avantajos daca scriem relaia (4.12) pentru un moment oarecare t, ceea
ce se obtine impartind fiecare termen cu dt, rezultand ecuatia:

duU dE, dQ dL
+ =4+
d dt dt dt

(4.13)

Energia internd U si energia cineticd E; ale volumului material V' sunt date de re-
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latiile:

_ . _ 1 2
U= j peTdV; E, == f.pviav (4.14)
\%

In general, caldura dQ pe care volumul considerat o primeste in timpul dt, are do-
ua componente:

a) Caldura dQ; pe care o dezvoltd sursele termice in timpul dt, data de relatia:
dQ, = | q,dV (4.15)
b)Caldura dQ., pe care, in timpul dt, o primeste volumul respectiv datoritd transfe-
rului de caldurd prin conductie, care se exprima prin relatia:

dQ, = -dtfq, -ds, (4.16)

unde q. este vectorul densitate de flux termic conductiv dintr-un punct oarecare a lui S,

iar semnul minus intervine deoarece sensul elementului de suprafati ds este ales spre ex-
teriorul volumului, iar sensul de referinta al transferului de caldura s-a admis spre in-
teriorul acestuia. Folosind transformata Gauss-Ostrogradski si legea lui Fourier se obti-

ne:

dQ, = dt | div(Agrad T}V (4.17)
v

Avand in vedere relatiile (4.16) s1 (4.17), se obtine:
d i
F?' = [ [div(AgradT)+q, kv (4.18)

In ceea ce priveste ultimul termen din membrul drept al relatiei (4.13), presupu-

nand fluidul compresibil, se obtine:

dL = - — -
E=jvf-vc1V+£Tﬂ-v-ds, (4.19)

unde:

- f este, in general, suma vectoriald a densitatilor de volum pentru toate fortele

exterioare ce actioneaza in punctele volumului considerat;

- T, este vectorul tensiune dintr-un punct oarecare M al frontierei S a volumului

de control considerat.
Notatia T, pune in evidentd faptul ci vectorul depinde de orientarea suprafetei,

deci de pozitia normalei n in M la S. Ca urmare, T, nu este o caracteristica exclusiva a
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starii tensiunii di1.1 punctul M.

Se aratd cd starea de tensiune din orice punct al oricirui mediu continuu este
complet caracterizati de trei vectori tensiune, fiecare actionand pe cate o suprafata plana
elementara, ce trece prin punctul respectiv, iar cele trei suprafete, plane elementare, sunt
reciproc perpendiculare si formeaza un triedru drept.

Dacd normalele la cele trei suprafete elementare se aleg axele x, y, z ale unui sis-

tem de coordonate cartezian, cei trel vectori tensiune se noteazi cu f f T, , si este va-
labila relatia:
T, =T, +T,n, +T,n,, (4.20)
unde n,, n,, n, sunt componentele dupi cele trei axe ale normalei n dusiin M la S.
In general, T, f T, nu au directiile axelor respective, si fiecare se descompune
in componente dupa directiile celor tre1 axe, iar valorile acelor componente se noteaza cu
T;;, unde 1 este indicele vectorului respectiv, adica notatia axei normala pe suprafata ele-

mentara pe care actioneazad acea tensiune, iar j este notatia axei pe care se face descom-

punerea. Inseamna ca:
ST l+T,J+T,,k

=T, i+T, j+ T,k (4.21)

—”l;%|;%l

—r 4t i+t K
unde: i, j, k sunt versorii axelor.
inlocuind relatiile (4.21) in (4.20) rezultd componentele T,y Ty, Ty, ale vectoru-

lui tensiune i— dupa axele sistemului de coordonate, ele avand expresiile:

T, =10, +T,0,+1T,0,

T, =t 0, +T,0,+7T,0, (4.22)

T, =t,n, +1,n,+17,n,

Se arata ca:
Ty Txys Tox= Tz Tzy=Tyz (4.23)

Cu ajutorul relatiei (4.20) se obtine:

§T,-vds=fT, -vn, ds+§T,-vn, ds+{T,-vn,ds (4.24)
S S S S
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§T, vnds=§(T, -V} nds=fdiv(T, v-ndv,
S N v

unde s-a utilizat transformata Gauss-Ostrogradski.

De asemenea:
ol )il graa3)- 22 (429)

unde s-a avut in vedere cd i este un vector constant, si divi=0, iar:

grad(T_x.;)= a(]gx' ;)i+ a\T, ;)]+ 8T, ;)E

oy 0z

Ca urmare:

pT, - Von a5 = [ Vgy (4.25)
v 0Xx

S

In mod similar se obtine:

§T_y~\—/-nyds=ja(fa;y.v)dv; §T_z-;-nzds=_[a(T—";)dv (4.26)
S

074

)

v S \%

Pe baza relatiilor (4.25), (4.26), relatia (4.24) devine:

iT_.,-;dFI{A(T_';) o, ) T, V)}v (4.27)

ox oz

v

Tinand cont de relatiile (4.14) se obtine:

2
du, dE. _d jpc T+2% |gy (4.28)
&t | dT  dt 2%

Se defineste o temperatura totald T’, prin relatia:

roT+2 (4.29)
2¢

inlocuind relatia (4.29) in relatia (4.28) si folosind teorema transportului, rezulta:

U dE. _ j[a(P;T') . div(ocr';)]dv (4.30)

dt  dt o

In relatia (4.13) se inlocuiesc relatiile (4.30), (4.18), (4.19), (4.27) si dupa utiliza-

rea teoremel integrale reale rezulta:

%dr)-l-diV(ocT';): div(?&grad'r)Jrqd +p§-;+ a(gx. ;)+ 5(2 ;)+ 5(T_azz ;),

unde s-a considerat ca singura forta exterioara este forta de greutate.
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Din relatia (4.29) se expliciteaza T, si se obtine:
. . . V2
div(AgradT) = div(AgradT') - dlv{lgrad[z—ﬂ (4.32)
c

Al doilea termen din membrul drept al relatiei (4.31) pune in evidenta céldura ca-
re iese din volumul considerat, datoritd miscérii fluidului.
Notind cu vy, vy, v, componentele vitezel dupa axele sistemului de coordonate i

avand in vedere relatiile (4.21) si (4.32), relatia (4.31) devine:

apcT)

. — . N vl
+ dlv(ch'v) =q,+ div(AgradT)- dlvtlgrac{—zz]r pg- VvV +
(4.33)

| )
+T,V, +twvz)+— TeVy T TV, + T2V,

+i(r v +txyvy+t,zvz)+—q(r v p

¥ x yx ¥ x

-unde s-a tinut cont de relatiile (4.23).

Relatiile (4.33) reprezintd forma completd a legii conservani energie1 exprimata in
eforturi unitare, pentru cazul general al unui mediu continuu vascos si deformabil.

Insa, pe langa temperatura si viteza sunt necunoscute si componentele vectorului
tensiune, ceea ce impune exprimarea acestora in functie de marimi caracteristice ale
fluidului respectiv.

in acest scop este necesar ca si se aleagi un model pentru fluidul considerat. Ast-
fel, folosind ipoteza lui Newton asupra fortelor de viscozitate, se obtine modelul de fluid

newtonian, pentru care se obtin urmatoarele relatii constitutive:

T, =-p+2n N +n'div(;)
X

ov _
T, = —p+2n—=+n'div(v) (4.34)
y

1, =-p+ 271& + n'djv(\_/)
Z

T —n(av‘+€v—yj
xy \ay X
(v, 6v,]
T, =M +
\ 0z X
T _nfﬁvy+avzj
yz \az y

unde p este presiunea, iar 1’ este al doilea coeficient de vascozitate, care se exprimi in

functie de n in raport de ipoteza admisa. Asifel, utilizind ipoteza lui Stokes, se obtine:
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-
1

n=-=-n 14145,

J

Insd, pentru multe fluide se poate considera n’~0, chiar in ipote.a ¢a fluidul res.

pectiv este compresibil.

Relatiile (4.34) se inlocuiesc in relafia (4.33) g1 dupa efectuarea derivanlor $t
aranjarea termenilor se obtine:

a T . _ © 1Y) ~
% +d1v(ch‘ v): q, +div(ﬂgradT)—dh{lgrad1/ 1—\1 l N LN LAY -
} | L)t ' (4.36)
+v(u + u)grad (dive) + @
unde:

Av=1Av_+ jAv, + L—gsz .
in care Avy, Avy, Av, sunt operatorii Laplace ai componentelor vitezelor

Cu @ s-a notat functia de disipatie, dati de relatia:

NI Ay N ANt Tea L
cv, v, (&1 L ' Y o Ty oV, oV S
O=2u ~ ol el B e +#'ETL'”"‘:"' =TT o
cx <y ) cz ! AN SR SRV &S ¢ ooy
J L )
+ '( v;)2 3T
n di 43T

Se observa ca al cincilea 1 al saselea termen din membrul al relaver (4 361 repre-
zinta densitatea de volum a puterii dezvoltata de fortele de vascozutate De asemenea. se
poate ardta ca @ reprezinta densitatea de volum a energiet care. in unitatea de tnp, e
transforma ireversibil in caldura, ca urmare a frecanlor mtemge cauzate de tortele de vas-
cozitate.

Se subliniazi faptul ca relatia (4.36) este forma completa. general valabila. a ecua-
tiei energiei si este foarte rar intalnita in literatura de specialitate. iar deducerea sa este ©
contributie proprie.
4.2.3.Ecuatia conservirii masei (ecuatia de continuitate)

Ecuatia de continuitate se obtine pe baza ipotezei ¢ fronticra oncarur valum ma-
terial este impermeabila, adica orice volum material ramane tot umpy' format din ace-

leasi particule materiale.

Fie un volum material V* de volum €2, s1 masa m, date de relanule

. i 4 3
()I avN. o b R (45
» .

Folosind teorema transpox'luhli se obpin:
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dQ .= . dm P (-
e Iv_dlvv dv; " = J'V[E + le(pV)]dV (4.39)
Pe baza ipotezei mentionate se obtine:
ap (-
J.V.[Et— + le(DV):,dV =0 (4.40)
st folosind teorema integralei nule se rezulti:
D ¢ divlpv)=o0 (4.41)
sau:
Dp =
E+pd1vv:0, (4.42)

D . : .
unde —1§ este derivata substantiald a densititii.

Relatia (4.40) este forma locala a legii continuitdtii, iar relatia (4.41) sau (4.42)
reprezinti forma locala a legii.

Un mediu continuu este incompresibil, daca valoarea volumului oricirui domeniu

material nu variaza in timpul miscarii, adica % =0, §i din relatia (4.39) se obtine:

divv =0 (4.43)
iar din relatia (4.42) rezult;
op
P=o 4.44
. (4.44)

Se atrage atentia ci atributul de incompresibil se referd la valoarea volumului si
nu la forma volumului material, adici un mediu continuu poate fi incompresibil si de-

formabil.

De asemenea, relatiile (4.43) sau (4.44) sunt valabile oricare ar fi regimul curgerii
fluidulu.

Relatia (4.44) se scrie dezvoltat sub forma:

%+;gradp 0 (4.45)

Daca mediul continuu este considerat incompresibil si omogen, atunci gradp=0, si
din (4.45) se obtine p=constant, adicd la un mediu incompresibil si omogen, densitatea
este constantd atat in spatiu cat si in timp §1 se spune ci acel mediu este izodens.

Dacd se face ipoteza ca densitatea fluidului este constantd in timp, din relapia
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(4.41) se obtine:
divipv)=0 (4.46)
Dac4, in plus, se admite ca fluidul este omogen, rezulta:
divv =0 (4.47)
Se subliniaza faptul ca relapile (4.46) sau (4.47) sunt valabile indiferent dacd me-
diul continuu este compresibil sau incompresibil; singura ipoteza care se face consta in a
considera ca densitatea fluidului este constanti in timp, respectiv ca mediul este omogen,
ipoteze ce se folosesc in multe aplicatii practice.
De asemenea, daca se impune conditia ca mediul continuu sd fie incompresibil,
este valabila relatia (4.43), indiferent de faptul cd densitatea acestuia variaza in timp §i
spatiu.
4.2.4.Ecuatiile miscarii
Ecuatiile migcirii unui mediu continuu se obtin prin aplicarea teoremei impulsului

pentru volumul material considerat, care se exprima sub forma:

i‘i:j fav +§T,ds. (4.48)
dt N J
unde f, T, au semnificatiile precizate, iar H este impulsul volumului material. defimt
prin relatia:
H={ pv 4.49
H= [ pvdVv (4.49)
Componentele impulsului dupa axele sistemului de coordonate considerat au valo-
rile:
H, = L pv,dv, H, = vaydv; H, = valdv

Deci:

dH -d - d —d 0 .
—_—= 1——[ vpv,‘dv] + JEIUV pvydv] + ka—;[vav,va (4.50)
Se inlocuieste relatia (4.50) in relafia (4.48). Avind in vedere teorema transportu-

lui i procedand la fel cain cazul precedent se obtine:

Q%tg)ﬂ.div(ov,;% jdiv(pvy;)+ Ediv(pvz;): g + %5— + —C;:’— + -%];-’— (4.51)

Daci in relatia (4.51) se inlocuiesc ff T, cu expresiile lor date de relapule

(4.21), se obtin ecuatiile lui Cauchy:
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rdivlov, V)= pg, + T To | Ty

ov,) SN
c _
a:y +diV(DVy V): pgy + a;:y + a;;y + a;;”
0 -
——(g:’)+div6ovzv)=pgl + 6;: + (};; + a;:

pv,)
a

(4.52)

Considerand fluidul newtonian, st avand in vedere ecuatiile constitutive (4.34), re-

. latiile (4.52) devin:

a(pv )+d1v(pv v)= pe. —%+d1V(ngradv )+S +£(n leV)

C("V )+dw(o v)=pg, '%* div(ngradv,)+S, +

C
cz

unde S, S,, S, sunt dati de relatiile:

&( évj ol &, o
Sx:_n-‘ +.\ ‘1. +=

ox\ &x ) ¢ x ) iz

o av‘j a( v, ) @ \
S, =—|n—|+—In—|+=|n=

x o)y &) éal cy}

o ( ov) e v, ¢ avj
S, =—(n— |+ n—|+=In

ox\ ¢z ) cy\ oz ) &2\ &

Condensat, relatiile (4.54) se pot exprima prin:

(v | év av)
S =divin—1| S =divin—1| S. =divyn—
. ("ax] ’ ["ﬂyJ ’ '{"6-/'

C(DV )+div(ovy ;): Pg, —%E+div(ngrad vy)+ S, +§(r|'div ;)

C (n div v)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

Din relatiile (4.55) rezultd ca termenii S, S,, S, reprezinta pierderi de vitezi dato-

rate vascozitafii fluidului.

Se mentioneazi faptul ci ecuatiile (4.53), (4.54) sunt valabile pentru cazul cel mai

general, al unui mediu continuu compresibil, ale carui proprietafi variaza atat in timp cat

s1 in spatiu.

Mai mult, se poate arita ca, daca se foloseste o mediere in timp de tip Favre [12],

ecuatiile sunt valabile si pentru cazul cand fluidul are o migcare turbulenta, cu deosebirea

cd, in ecuatiile (4.53) in locul lui 1 trebuie considerat un coeficient efectiv de vascozitate

dinamica echivalent , notat cu 7., definit prin relatia:
NN,

unde 1, se numeste coeficientul turbulent de vascozitate.

(4.56)
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in literatura de specialitate [10} se prezintd mai multe modele pe baza cérora se

poate determina coeficientul turbulent de vascozitate, pe baza unei relatii de forma:

pk’ .
=G (4.57)

unde: €, k se numesc energia cinetica turbulenta respectiv viteza de disipare a energiei
cinetice turbulente, iar C,, este un coeficient al turbulentei.

Marimile €, k se afld prin rezolvarea unor ecuatii cu derivate parfiale specifice fie-
cdrui model, iar C,, are fie o valoare constanta, fie se determina dintr-o relatie specifica
fiecarui model.

Astfel, in cazul modelului standard C,=0.09, iar k 1 € se obtin prnin rezolvarea

urmatoarelor ecuatii:

c(fk)+div(pk;) —Lgradk |+p P -pe+p P - ps+C‘B“‘§‘gradT (4.58)
&t C, C,
> C.(1-C,)Bpk -
(p)+d1v<p )=div(%'—gradaJ+C,eutE<D—C_,p-e—k—+ i - e ¢ grad T (4.59)

unde @ este functia de disipatie, data de relatia (4.30), iar restul notatiilor sunt coefici-
enti, pentru care se dau urmatoarele valori implicite:
C,=1; C=0; B=0;C=1;C=13; C\:=1.44: C;=1,12; Cs=1.
in cazul particular al unei curgeri laminare, daca se face ipoteza ca n este constant
in spatiu si avind in vedere ecuatia de continuitate, ecuatiile (4.53), (4.54) conduc la

ecuatiile lui Navier-Stokes, care se exprimi vectorial prin relapia:

p%— = pg graa'p+r7Av+(17+r7)grad(d:v ») (4.60)
t

unde Dy este derivata substantiald a vitezei, ce va avea componentele:
Dt

Dv_ Cv

hAEIRY ad v_
Dt ct 4
Dy, X Sgradv, (4.61)
Dt ct
Dv. _ ~5v—+vgradv
Dt Ct

Daci se admite fluidul incompresibil, se obtine:
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p%=p§—gradp+ml; (4.62)

Ecuatiile migcarii sub forma generala (4.53) se vor folosi pentru studiul miscir
gazului de protectie.
4.2.5.Ecuatia radiatiei termice

Prin radiatie termica se realizeazi un schimb de cilduri intre oricare doua dome-
nti aflate 1a temperatun diferite, prin intermediul undelor electromagnetice. Deci, un ast-
fel de schimb de cdldura intervine si cand cele doud domenii nu sunt in contact fizic.

Se considerd un domeniu, 1, marginit de suprafata inchisa S;, aflata la o tempera-
turd T,, s1 avand o emisivitate €;, si un al doilea domeniu 2, marginit de o suprafata in-
chisa S,, aflatd la o temperaturd T, si avand o emisivitate €.

Daca T,>T,, atunci schimbul de cdldura se produce de la domemul 1 la domenmul
2 si se noteaza cu q densitatea fluxului termic dintr-un punct oarecare al lut S, transmis

prin radiatie termicé de la domeniul 1 la domeniul 2.

Considerand cele doui domenii ca §i corpuri cenugii, se aratd ca este valabila rela-

Y (T, ) v
—ee.C I LS .. (4.63)
4= 5E: {(moj (moj })"

unde C, este constanta lui Boltzman, iar ¢, se numeste coeficientul unghiular mediu al

fia:

radiatiei dintre domeniul 1 i domeniul 2 si este dat de relapa:

J'J‘S’E?_(px s ds,ds,

_ 8152 mr’ (4.64)
S,

?y;

in relatia (4.64) prin r se intelege distanta dintre un punct oarecare M, de pe S, st
un punct oarecare M de pe S, 1ar ¢, @z sunt unghiurile ce le face segmentul de dreaptd
ce unegte cele doud puncte cu normalele duse in M,, respectiv M.

in unele lucriri, @2 se numeste factor de vizibilitate al suprafefei S: de pe su-
prafata S;.

Utilizarea practica a relatiei (4.64) este restransa doar la forme particulare ale ce-
lor doud suprafete, pentru care este posibila calcularea celor doua integrale de suprafaia,
ce intervin in relatia (4.64), ceea ce restrange foarte mult aria de folosire a relatiei (4.65).

insi, la ora actuald exista softuri matematice carc permit calculul factorului de
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vizibilitate, oricare ar fi forma celor doua suprafete, prin utilizarea unor metode numeri-

ce iterative de integrare.

4.3. Conditii initiale si de frontieri

Considerand cunoscute proprietitile fizice ale mediului din domeniul considerat,
cele 5 ecuatii ale modelului, prezentate pani acum, permit determinarea a 5 necunoscute:

- valorile componentelor vitezei, adici v =v(t, r), V=V (L, 1), Vv (L r);

- presiunea, adica p=p(t, r );

- temperatura, adica T=T(t, F).

in cazul unui fluid, daca se cunoaste ecuatia barometrica, adica functia scalara
p=p(p), atunci se poate determina si densitatea fluidului, adica p=p (t, r).

Insd, in general, toate ecuatiile modelului se exprima cu ajutorul unor derivate
partiale, ceea ce necesitd ca , pentru rezolvarea acestor ecuatii, sa se efectueze integrarea
lor in timp si spatiu, ceea ce determina aparitia unor constante de integrare.

Pentru determinarea constantelor de integrare si deci obtinerea unor solutii unice.

Conditiile initiale se refera la valorile marimilor in momentul initial t,=0, i in ge-
neral se exprima sub forma:
V(t, D) =V, () =E @) pt.)=p)=F, () Tt =T =F).
unde F,(r), F p(;), F,(r) trebuie si fie funcfii cunoscute.

Conditiile de frontiera constd in a impune ca fiecare manme sa aiba o anumita

distributie in punctele frontierei S a domeniului considerat.

De obicei, pentru viteza §i presiune, conditiile de frontierd sunt de tip Dinchlet,
care, in general, se exprima prin:

v, r| =v,(tr; pl,r) = ps(r), (4.65)

unde v_(1,7), ps(t,r) trebuie sa fie functii cunoscute.

Pentru temperaturd, conditia de frontiera poate fi:
a)De primul tip, cAnd se exprima sub forma:

T(t,r)| =7,0,7r), (4.66)

unde 7,(t, 7) trebuie s fie o funcfie cunoscuta.
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b)De al doilea tip, cind se impune distributia densitatii fluxului termic, transmis

prin conductie prin frontiera S, sub forma:
-neq(t, 1) =q,(t 1), (4.67)
unde q,(t, r) trebuie si fie o functie cunoscuta.

Folosind legea lui Fourier , relatia (4.67) devine:

xg =q,(1, 1) (4.68)

S

¢)De al treilea tip, care se impune cand intervine un schimb de calduri prin con-
vectie, intre domeniul considerat si exteriorul siu. In acest caz, conform legit lui New-

ton:
q,(t, 1) =T, (t, 1) - T,] (4.69)

unde o si Trau semnificatiile precizate.

4.4. Ecuatiile modelului pentru domeniul studiat

Dupa cum s-a precizat, domeniul de studiu este constituit din: electrod, arcul elec-
tric, componentele ce se sudeaza si gazul de protectie. Pentru a reduce volumul de calcul,
s1 avand in vedere scopul prezentei lucrari, se fac anumite ipoteze simplificatoare, ce se
prezinta in cele ce urmeaza.

Se presupune ca electrodul este in stare solida, pe tot parcursul procesului de su-
dare, ceea ce inseamna ca se face abstractie de starea lichidd a metalului din baia de su-
dare si de picdturile de metal lichid ce se formeaza in varful electrodului, si care se
transfera in baia de sudare prin coloana arcului electric.

De asemenea, arcul electric este privit ca un conductor electric perfect flexibil, de
forma cilindrica, cu diametrul egal cu cel al electrodului, iar procesele microscopice ce
se produc in coloana arcului electric se iau in considerare prin intermediul propnetatilor
de material.

Ca urmare, considerand un sistem de referinti legat de una dintre componente §i
presupunand arcul electric fix, intr-o pozitie oarecare din cursul procesului de sudare,
pentru cele teri regiuni (electrod, arc electric, componente), ecuatiile modelului se reduc

la ecuatia energiei, ce obtine forma:

a(PafT) _ divQgradT)+q, (4.70)
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Se poate considera ca mediul fiecareia din cele trei regiuni este 1zotrop si omogen,

1ar ecuatia (4.70) devine:

aT.—

pca——}»AT+q‘i (4.71)

Deoarece toate cele trei regiuni sunt parcurse de curentul electric de sudare, pute-
rea calorica specificd q4#0, pentru orice punct al fiecarei regiuni. Distributia spatiala
precum s§i variatia in timp a lui g4 se determina pe baza modelului potentialelor elec-
tromagnetice al campului electromagnetic mentionat, aplicat pentru ansamblul celor trei
regiuni.

Gazul de protectie este considerat ca un fluid izotrop si omogen, aflat in miscare
‘fatd de sistemul de referintd mentionat. Studiul gazului de protectie urmareste determina-
‘rea coeficientului de transmisie a calduri prin convectie de la coloana arcului electric la
mediul ambiant. In acest scop, pentru regiunea ocupata de gazul de protectie se folosesc
toate ecuatiile modelului, prezentate in paragraful anterior. Insa, la un procedeu de suda-
re in mediu de gaz protector, amorsarea arcului electric se face dupa ce gazul de protec-
tie ajunge intr-un regim de curgere laminara. Pe aceasta baza, s1 neglijand regimul tranzi-
toriu, ce intervine imediat dupa amorsarea arcului electric, ecuatille modelului se vor
particulariza pentru cazul unei curgen laminare.

intrucat gazul de protectie are o curgere exterioard, se va considera cazul general
al unui corp solid, aflat intr-un curent de fluid. Se noteazi cu S suprafata inchisa ce mar-
gineste corpul solid, care se va numi perete, i cu T, temperatura intr-un punct oarecare
M al lui S, ce se va numi temperatura peretelui.

Se defineste regim liber al fluidului situatia in care acesta ocupa intregul domeniu
studiat, adica cand se imagineaza ca nu ar exista corpul solid.

Avind in vedere cele precizate mai sus, se poate admite ci regimul liber al fludu-
lui este un regim stationar §i cd miscarea fluidului este laminara.

In aceste ipoteze, ecuatia de continuitate se reduce la:

divv =0 (4.72)

Se atrage atentia cd relatia (4.72) este valabila si daca fluidul este compresibil.

De asemenea, considerand fluidul izotrop §i omogen, ecuatiile migcarii libere de-
vin:

olv- V] = pg - Vp+nav (4.73)
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In aceleasi ipoteze, ecuatia energiei devine:

chgradT:AAT—;_‘-Av{ (4.74)
ZC

in care s-a presupus ca fluidul nu contine surse de cildura.

Impunénd conditiile de frontiera mentionate, prin rezolvarea sistemului format de
ecuatiile (4.71), (4.72), (4.73) se afld cAmpurile p, = p,(r), v, = v (r); T, = T,(r). unde
Ps V., Trsunt presiunea, viteza, respectiv temperatura dintr-un punct oare care al dome-
niulw studiat, pentru regimul liber sau presiune, vitezi, respectiv temperatura de regim
liber.

In situatia reala, prezenta corpului solid produce modificari ale campurilor menti-
onate, care, in general, devin nestationare, §i pentru acelagi punct oarecare se vor nota cu
p = p(t, 1), v=v(t,r); T=T(r), numindu-se respectiv presiunea reald. viteza reald.
temperatura reald a fluidului.

In primul rind, datoritd aderentei, particulele de fluid aflate pe S vor fi in repaus
fata de corpul solid, i cum acesta este admis fix, fata de sistemul de referinta considerat,
rezultd ca:

7] =0 (4.75)

De asemenea, datoritd vascozitatii fluidului apar forte tangenpale intre stratunle
de fluid care fac ca, in lungul normalei in M la §, valoarea vitezel sa creasca. Prandtl a
emis ipoteza ca vascozitatea fluidului se manifestd numai intr-o zona din jurul punctulw
S, pe care a numit-o strat limita hidrodinamic, in rest fluidul poate fi considerat ideal (fa-
ra vascozitate) si avand o migcare laminara, izostationara (potentiald) Ca urmare, pre-
zenta corpului face ca v #vr.

Deci, in lungul normalei in M la §, viteza creste de la valoarea zero, in M la va-

loarea corespunzitoare campului v (7) dintr-un punct M’, iar in restul punctelor de pe
normala viteza are valoarea cimpului v, din punctele respective. Se noteazi cu &y dis-

tanta dintre M si M/, care se numeste grosime oarecare a stratului limita hidrodinarmc.
Multimea punctelor M’ determind o suprafatd Sy, care este frontiera stratului himita hi-
drodinamic si este valabild condifia:

) =vr, (4 76)

S 3 ~ al N L > N
unde s-a notat cu v, valoarea campulu v,(r) intr-un punct oarecare M' de pe Si.

BUPT



96

in al doilea rand, prezenta solidulw face ca particulele de fluid aflate pe S sa aiba

temperatura T, adica sa fie indeplinita conditia:
1) =T, (4.77)

De asemenea, apare un schimb de caldura intre solid st fluid, care, in ipoteza ca
fluidul nu contine surse de caldura §i ca T,>T;, are sensul de la solid la fluid. Acest
schimb de caldura face sa creasca temperatura fluidului, astfel ca intr-un punct oarecare
al fludului temperatura T este mai mare decat valoarea corespunzitoare campului T r)
.din acel punct.
| Prin analogie cu stratul limitd hidrodinamic, se face ipoteza ca prezenta sohidului
'modifica temperatura fluidului numai intr-o portiune din jurul solidulwi, numita strat h-
‘mitd termic, iar in restul fluidului se poate face abstractie de existenta solidului.

Ca urmare, in lungul normalei dusa in M la S, temperatura scade de la valoarea T,

in M la valoarea corespunzatoare campului ;T(l:) dintr-un punct M", iar in restul puncte-

lor de pe normali temperatura are valoarea corespunzitoare campului T r) din punctele
respective. Distanta 8, dintre M si M" se numeste grosime oarecare a stratului limita ter-
micd. Multimea punctelor M" defineste o suprafatad S, numita frontiera stratului limita

termic, pentru care este valabila conditia:

1.7), =T, (4.78)

t

unde s-a notat cu T valoarea cAmpului T« r) intr-un punct oarecare al lui S;.
Conform legii lui Newton, densitatea de suprafatd g, a fluxului termic transms
prin convectie de la solid la fluid este:
q=o(T,-To) (4.79)
Particulele de fluid de pe S sunt in repaus fata de solid, §i deci prin stratul de fluid

din imediata vecinatate a lui S caldura se transmite prn conductie termica. Deci, daca se

noteazi cu q vectorul densitate de suprafatd al fluxului termic transmis prin conducqe.

atunci:

qs :q.n (480)

b
3

unde 0 este versorul normalei dusa in M la S, orientatd spre interiorul solidului, deci
spre fluid, ceea ce justifica semnul plus din membrul drept al relatiei (4.80).

intrucat este vorba despre un transfer de cilduri prin conductie, este valabila le-
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gea lui Fourier si relatia (4.80) devine:

‘(l"
4. =—kgradTmL =—ko—-{ (481)

énl,
Din egalarea relatiilor (4.79) si (4.81) se obtine:
o1

@l (4.82)
T, - T, T

- A

a=

Relatia (4.82) este folosita pentru calculul lui a.

Mai intéi se impune o anumiti valoare pentru T,, sau, in prealabil, se face un stu-
. diu termic al solidului, folosind ecuatia energiei sub forma (4.71), iar ca si conditie de
frontiera se impune valoarea lui o pe S, care se poate determina din relatia:

a-IN,, (4.83)

unde | este lungimea caracteristica, N, este criteriul Nusselt. iar X este conductivitatea
termica a fluidului.
in cazul considerat, corpul solid este arcul electric, ce s-a admis de forma unui ci-
lindru drept, iar curgerea gazului de protectie are directia axer de simetrie. ceea ce in-
seamna ca | este lungimea arculu electric.
In general, pe baza analizei dimensionale se stabileste relatia:
N, = CR®P!, (4.84)

unde R,, P, sunt criteriile Reynolds, respectiv Prandtl, date de relanile:

R =Exl—; p,:ﬂ, (4.85)
¢ n A'

in care p, ¢, 1, A exprima proprietatile fluidelor iar v este viteza medie a tluidului. pentru
care se poate considera media valorilor cAmpului v, (r) din punctele lui S.

Notatiile C, b, f din relatia (4.84) sunt constante, care trebuie determinate expen-
mental, ins3, intr-o prima aproximatie se poate considera ¢, pentru un gaz, in cazul uni
convectii fortate:

-pentru Re[1; 10°]
0,28
_I‘;’r_] (4.86)

w

N, = 05R>*- P>

TN

-pentru R.e[10% 2:10°):
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i Prin rezolvarea ecuatiei energetice se obtine campul T(t, r) si valoarea acestuia

08

0.28
N, =0,25R>¢. P,“""(-g'—j . (4.87)

- unde Py este criteriul Prandt] pentru solid, dat de relatia:

3
"

c.n )
P“ _:_'_’ 4
. (4.88)

in care c;, n;, A reprezinta proprietifi ale solidului.
Deci, cunoscand proprietitile de material ale fluidului $! solidului, cu relatiile

(4.85) se calculeaza R, Py, iar cu relafia (4.88) se determina P, in functie de valoarea

| obtinuta pentru R. cu relatia (4.86) sau (4.87) se determina N, si din relatia (4.83) se ob-

tine valoarea lui a.

- Intr-un punct oarecare a lui S este T,

Practic pentru T se alege valoarea temperaturii fluidului la o distanta suficient de

" mare de solid, de exemplu temperatura mediului ambiant.

Pentru determinarea expresiei de la numaritorul relatiei (4.82) trebuie cunoscut

: campul termic T=T{(t, r) din stratul limita termic. [n acest scop se foloseste ecuatia ener-

, giei, a cérei expresie depinde de modul in care se produce transmisia caldum in stratul

limitd termic, iar acesta depinde de miscarea ce o are fluidul din stratul hmita hidrod-
namic.

Astfel, in cazul unei curgeni turbulente transferul de céldura se face prin convecte
in stratul limita termic si prin transfer de masa §i amestec de fluid in restul fluidulw. in
cazul unei misciri laminare transferul de caldura este preponderent pnin conductie termu-
ci, aportul miscirii de amestec fiind foarte redus.

Gazele de protectie folosite au P>1, ceea ce face ca 5>°8,, adica stratul himita
termic este mai gros decat cel hidrodinamic §i deci modul de transfer al calduri 31 forma
ecuatiei energiei depind de miscarea fluidului in stratul limita hidrodinamic.

Insa, avand in vedere cele precizate, se poate considera ci in stratul limita hidro-

. dinamic fluidul are o miscare laminar3, ceea ce permite ca ecuafia energict si se scrie

t sub forma prezentati in paragraful anterior, relatia (4.74). Deoarece in aceasta relatie in-

5

ine ca itezei v=vit, r ui si se adauge ecuatia de continuitate si ecuatu-
{f tervine campul viteze1 v = v(t, r) va treb g fn

i le miscarii fluidului, care, in ipoteza mentionatd se scriu sub tormele (4.72), respechiv
) 2

E(4.73).
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Ca si conditii de frontiera pentru campul vitezei se folosesc relapile (4.75), (4.76),
iar pentru campul temperaturii se utilizeaza relatiile (4.77), (4.78).

De asemenea, se mai adauga ca §i condifie de frontiera valoarea presiunii in punc-
tele suprafetei de iesire a fluidului din domentul considerat, care se poate considera egala

cu presiunea atmosferica.

Cu aceste conditii de frontierd, prin rezolvarea ecuatiilor mentionate se determina
campul T=T(t, r), din care se poate calcula Ejl in punctul S, si din relatia (4.82) se afla

cn

a.
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Cap.5. MODELAREA CAMPULUI ELECTROMAGNETIC SI A
CAMPULUI TERMIC CU METODA ELEMENTELOR FINITE,
ASISTATA DE CALCULATORUL ELECTRONIC

3.1. Consideratii generale asupra metodelor numerice de rezolvare

a modelelor matematice

Metoda elementelor finite face parte din categoria metodelor numerice, care se
'bazeazi pe procedeul aproximarii prin discretizare. in principiu, acest procedeu consta in
-a inlocui variatiile in timp §i in spatiu, in general, continue, ale fiecarei manmi, ce in-
tervine in modelul matematic al procesului studiat. cu variatii discrete, formate din mul-
timea valorilor mérimii respective, la anumite intervale de timp, respectiv in anumite en-
titdti geometrice ale domeniului considerat.

Avéand in vedere aceastd discretizare, in continuare se urmareste transformarea
modelului matematic intr-un model numeric, astfel incat acesta s conduca la obtinerea
unui sistem de ecuatii, in care necunoscute sunt tocmai valorile discrete, mentionate mai
sus, ale fiecdrei marimi ce intervine in modelul matematic. in acest scop, s-au dezvoltat
independent, dar nu exclusiv, doui directii de abordare: metoda diferentelor finite 31 me-
toda elementelor finite. Cele doud metode se deosebesc una de alta atat din punct de ve-
dere al entitatilor geometrice, folosite pentru discretizare, cat §1 din punct de vedere al
modului in care se obtine modelul matematic al procesului studiat.

In cazul metodei diferentelor finite, discretizarea in imp a fiecdrei marim se rea-
lizeaza prin valorile acesteia in anumite momente din cursul duratet, in care se anali-
zeazi evolutia temporala a procesului studiat, diferenta dintre doud momente consecutive
numindu-se pas de timp. Discretizarea in spatiu se realizeaz pnn valonle marimu res-
pective, in anumite puncte ce sunt dispuse in varfurile unei retele de discretizare, definite
in domeniul considerat.

Diferenta dintre coordonatele punctelor vecine, de-a lungul fiecdrei axe a sistemu-
lui de coordonate folosit, se numegte pas al retelei in lungul aceler axe.

Pentru a putea folosi metoda diferentelor finite trcbuie sd se dispund de un model

matematic diferential al procesului studiat, care, in gencral confine una sau mar multe
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marimi de stare, ce sunt necunoscutele problemei, precum si derivate partiale, in timp si
in spatiu, pana la un anumit ordin al marimilor respective. Pentru obtinerea modelului
numeric, mai intdi se aplicd modelul diferential pentru fiecare nod al retelei de discreti-
zare, considerdnd, deocamdatd, pentru derivatele partiale in raport cu timpul, valonle
dintr-un moment oarecare.

Fiecare marime se inlocuieste cu valoarea sa din punctul considerat, iar valoarea
in acest punct a fiecarei derivate parpiale a oricarei marimi, in raport cu fiecare coordona-
ta spatiald, se inlocuieste cu o diferentd finitd. Cea mai simpld diferenta finita se expnma
'prin raportul dintre diferenta valorilor marimii din punctul considerat, i dintr-un punct
.vecin si pasul retelei in lungul axet respective.

Pentru a creste precizia metodet, se folosesc diferente finite mai complicate. in ca-
re intervin valorile marimii respective, din mai multe puncte vecine punctulut considerat,
iar pasul retelei, in lungul retelei este variabil de la un punct la altul. In final, fiecare de-
rivatd temporari se inlocuieste tot cu o diferenta finita, care, pentru fiecare moment de
divizare se exprima ca diferenta dintre valoarea marimii din momentul considerat i va-
lorile acesteia, in unul sau mai multe momente anterioare sau posterioare momentului
respectiv, raportate la pasul de timp.

in cazul metodei elementelor finite, mai intai domeniul considerat se divide in mat
multe portiuni, numite elemente finite, fiecare element finit avand aceleagi dimensiunt ca
si domeniul respectiv. Discretizarea in spatiu se face pentru fiecare element fimt $1 con-
std in a inlocui valoarea fiecrei marimi, dintr-un punct oarecare al elementului finit con-
siderat, cu suma produselor dintre valoarea marimit in cate un punct al elementului, nu-
mit nod, si o functie de interpolare, definita in jurul nodului respectiv. De obicer. nodu-
rile oricirui element finit sunt varfurile formei geometrice a acestwia, insi. pentru cregte-
rea preciziei metodei se definesc ca noduri §i puncte dispuse pe laturile sau muchule
formei geometrice respective. Folosirea metodei elementelor finite implica existenta
unui model matematic integral al procesului studiat, care, in general, conjine integrale,
pe domeniul considerat si pe frontiera acestuia, a unor expresii ce au forma mentionata
mai sus, pentru modelul diferential. In continuare, folosind proprietdtile integralelor se
obtin ecuatiile modelului pentru fiecare element finit, de aceeasi forma cu cea a mode-

lului matematic integral, valabila pentru intreg domeniul considerat. in final, in modelul

" fiecarui element finit, valoarca oricirei mirimi, definitd intr-un punct oarecare al ele-
?
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mentului, se inlocuieste cu expresia mentionata. Oricare marime de stare are o singura
valoare spatiala in fiecare nod al elementului, ceea ce inseamna cé este o constanta, pen-
tru operatiile de derivare in spatiu, si deci in aceste operaii vor interveni numai functile
de interpolare. Aceasta permite ca valorile marimilor din nodurile elementulw sa poata fi
scrise in fata integralelor, 1ar integralele fiind definite vor conduce la cate o valoare nu-
mericd, obtindndu-se modelul numeric pentru elementul finit respectiv.

Din cele prezentate pana acum rezultd ci, in cazul metodei diferentelor finite dis-
cretizarea in spatiu a fiecarei marimi se realizeaza pnin valonle acesteia in punctele rete-
lei de discretizare, definitd pentru intregul domeniu considerat, iar in cazul metodei ele-
‘mentelor finite aceastd discretizare se face pentru fiecare element finit, ce este doar o
-portiune a domeniului considerat. Rezultd ci, pentru o aceeasi densitate a retelei de divi-
zare, discretizarea in spatiu se face cu o eroare mai mica. in cazul folosini metode: ele-
mentelor finite, fatd de cazul ca s-ar folosi metoda diferentelor fimte

De asemenea, la metoda diferentelor finite, regiunile din care este formata reteaua
de divizare nu pot avea decat laturi sau muchn rectilinii. Ca urmare, apar dificultat de
realizare a retelei de divizare daca frontiera domeniului considerat are forme curbe. ce
pot fi inlaturate cu ajutorul unor artificii de calcul, care insd sunt valabile numai pentru o
anumiti forma a frontierei.

Astfel de artificii nu mai sunt necesare daca se foloseste metoda elementelor fi-
nite, deoarece se pot defini elemente finite cu laturi sau muchi curbe.

Totodatd, daca se foloseste metoda diferentelor finute, pot apirea numeroase pro-
bleme de convergenti si de stabilitate a solutiilor modelului numeric, ceea ce impune de-
terminarea conditiilor in care intervin astfel de probleme si a posibilitdplor de a le evita,
care insd sunt valabile numai pentru o anumita problema concreta.

Din aceste motive, in aceasta lucrare se va folosi metoda elementelor fintte. insa.
asa cum rezulti din cele de mai sus, aceasta metoda se foloseste doar pentru discretizare
in spatiu. Ca urmare, atunci cand procesul studiat este nestationar, pentry denvata in ra-
port cu timpul a fiecarei mérimi, ce intervine in modelul matematic, definitd pentru un
moment oarecare t, intr-un punct oarecare al fiecdrui element finit, se foloseste o discre-
tizare cu diferente finite.

Fie T o marime scalara, sau valoarea unei componente a unei manmi vectonale,

folositd pentru a descrie procesul studiat. in general, determinarea unci manmi revine la
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aflarea campului scalar nestationar T=T(t, x, y, z), definit in domeniul in care se desfa-
soara procesul respectiv. Acest domeniu se noteaza cu D, si poate fi tndimensional, bi-
dimensional sau unidimensional, in functie de modul de desfisurare in spatiu a procesu-
lui studiat.

Se presupune ca s-au scris ecuatiile modelului matematic al procesului studiat, iar
pentru usurinta exprimarii §i simplificarea expresiilor se admite ca exista o ecuafie in ca-
re singura necunoscut este marimea T. Concentrat, ecuatia se poate scrie sub forma ope-
ratorie:

LT=f (S 1)

In relatia (5.1), cu L s-a notat un operator ce se aplicd marimii T, iar f este o fun-
ctie cunoscutd, ce se obtine pe baza incarcanlor (sarcinilor), la care este supus sistemul
fizic respectiv, si care se impun prin enuntul problemer, in general f=f{t, x, v, 2).

Dupa cum rezulti din capitolele precedente. L este un operator diferential care. in
general, constd dintr-o combinatie a operatortlor: gradient, divergentd s1 rotor, aphcate

marimii T, multiplicata cu marimi ce exprima proprietatile fizice ale mediului din D.

Ca urmare:
( Iy A ~2 - \\
[ o &'
LT =Fle, T, 5= ————1, (5.2)
ox, ox, oy,
or o'T : . T v d -
unde cu FaRrary s-au notat derivatele partiale de ordinul intai, respectiv de ordinu
i i J

doi ale lui T in raport cu coordonatele X, y, z, iar ¢ reprezintd proprietatile de matenal, $i
in general c=c(x, y, 2).

La ecuatia (5.2) se adauga conditiile iniiale si cele de frontiera, ce pot fi:

- de tip Dirichlet, de forma:

T, =st.x.y.2) (5.3)

- de tip Neumann, de forma:

gr_l = h(1,x,v.2), (5.4)
(Mis,

unde Sp, Sy sunt portiuni ale frontierei S a lui D, iar g, h sunt functn cunoscute.

Ideea aproximdrii marimii T pornegte de la descompunerea unut vector dupé

anumite directii, folosita in calculul vectorial.

Se face ipoteza ca toate functiile, cc intervin in modelul matematic sunt funcin
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continue in D, si au derivatele partiale pana la cel putin ordinul doi, de asemenea cont-
nuu in D. Aceastd ipoteza permite ca domeniul D sa se considere ca fiind un subspatiu al
spatiului vectorial real al functiilor continue de clasi 2, notat cu C D). Ca urmare, con-
siderdnd ci spatiul vectorial are dimensiunea n, se poate gisi un sir de n functii continue,
liniar independente, ce formeaza o bazi a spatiului respectiv, §i care se noteazi cu N,

Ny, ..., N,, unde NizN;(t, XY, Z), i=1n.
In raport cu aceastd bazi, marimea T se aproximeazi printr-o combinafie a celor n

functii care se noteazi cu T, adica in locul lui T se considera marimea T. expnimata prin

relatia:
T=YaN,. (5.5)
1=1

unde a; (1=1,n) se numesc coordonatele marimi T in raport cu baza aleasa.

Ca baza se pot alege orice functii, care sa fie liniar independente, si care sa inde-
plineasca conditiile de frontiera mentionate.

Mirimea T se numeste aproximare a marimii reale T. Pentru a nu complica scrie-
rea, in cele ce urmeazd, cand se va face refenre la 0 marime se subintelege c3 este vorba
de aproximarea acesteia, ce se noteazi asa cum este notatd manmea respectiva in mode-
lul matematic.

Deci, marimea considerata se va cauta de forma:

T=YaN, (5.6)
i=}]

Presupunind ci s-au ales functiile N, i= 1,n, determinarea mianmii T revine la

calculul coordonatelor o, i=1,n, in raport cu baza aleasa.

Pentru realizarea acestui calcul, este necesar ca mai intai sd se construiascd un
model integral, exprimat, in general, printr-o integrala pe domeniul D si o integrala pe
frontiera S a acestuia.

in principiu, modelul integral se poate obtine si direct, pornind de la modelul dife-
rential, exprimat prin ecuaia (5.1) si utilizand anumite functii speciale, cum ar fi functi-
ile Green. Insa, pe lingd complicatiile matematice, obinerea modelului integral pnn

acest procedeu se face pentru fiecare problema in parte, si deci nu este posibila o gene-

ralizare a procedurii.
Din aceste motive, de obicei modelul integral se ob{ine printr-o metoda vanatio-
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nala, sau prin metoda rezidiului ponderat, in varianta Galerkin.

In cazul metodelor variationale se urmareste obtinerea unei functionale J(T). in

general de forma:

J(T)= | GdD, (5.7)

unde G este o functie de marimea T §i de derivatele sale partiale.

Funcfia G trebuie astfel determinata incét prin anularea primei variatii a functio-

nalei J(T), deci prin impunerea conditiei

SJ(T)=0 (5.8)
sa se obtina ecuatia diferentiala data i si fie indeplinite conditiile de frontieri de tip Ne-
umann.

Relatia (5.8) se numeste conditia de stationaritate a functionalei J(T) si despre o
functie T care o indeplineste se spune ca realizeaza stationarizarea functionalei.

Rezulté cd o solutie T, ce stationarizeazi functionala J(T) este $1 o solutie a ecua-
tie1 diferentiale (5.1). Aceastd solutie satisface in mod automat conditiille de frontiera de
tip Neumann si se numeste solutie slabd a ecuatiei diferentiale, 1ar o solutie obtinuta prin
rezolvarea directa a ecuatiei diferentiale (5.1) se numesgte solutie tare. sau in sens clasic a
acesteia.

Se poate arita c3 aproximarea de forma (5.6) este solufia slaba ecuape: diferenn-
ale, ceea ce inseamna ci functiile Ny, i=1,n indeplinesc conditia de frontierd de up Neu-
mann, si se numesc functii trial, sau functii test. Trebuie sa se impuna ca aceste funcu sa
indeplineasci conditia de frontiera de tip Dinchlet. Din acest motiv, condititle de fronu-
erdi de tip Neumann se numesc conditii naturale, iar conditiile de frontiera de up
Dirichlet se numesc conditii impuse.

Dupi ce s-a stabilit functionala J(T), asa cum s-a precizat, i s-au ales functile tn-
al (test) in functionala, se intocmeste T cu aproximarea (5.6). Se ajunge la o integrala de

volum definita in spatiul real, in care coordonatele o 1=1 n sunt considerate ca §1 con-

stante. Dupa efectuarea calculelor, functionala devine o functie de aceste coordonate

J=J(oy, ay, ... , a,), care se vor numi parametni variationali. Condifia de stapionaritate
(5.8) se transforma in condifia de minim a functiei J, de vanabilele a;, a3, ... . a,, care

este satisficutd atunci cand:
_@_/__:O,,‘:'{,}] (59
oa
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Dupa calculul derivatelor partiale se obtine un sistem liniar de n ecuatii in n necu-
noscute, care, matricial se scrie sub forma:

[Ki{a]=(F], (5.10)
unde [K] este matricea coeficientilor necunoscutelor a;, oy, ... , o, §i s numeste matri-
cea de ngiditate a problemei.

Daca [K] este o matrice nesingulara, din rezolvarea sistemului se afld a;, a,, ... .
oLy, care inlocuite in (5.6) conduc la aproximatia T a solutiei ecuatiei diferentiale date.

Pentru determinarea functionalei J(T) se folosesc metode variationale cum ar fi
metoda Ritz, sau metoda Rayligh-Ritz, ori metode energetice.

De exemplu, in [4] se aratd ca pentru modelul potentialelor elecromagnetice al
‘zampului electromagnetic, prezentat in capitolul 3 al lucrérii, functionala energetica este
de forma:

s, V)= ([ Do - [ e ) 6% -ov) . 511)
unde notatiile au semnificatiile precizate in capitolul 3.

Metoda reziduurilor ponderate porneste de la ideea ca aproximarea (5.6) nu satis-
face ecuatia dati (5.1) §i deci va aparea o eroare E=LT-f, care se numeste reziduu. Ewvi-
dent ci reziduul E este o functie definiti in acelasi subspatiu vectorial i trebuie stabihte
conditiile ca reziduul si fie minim.

Stabilirea acestor conditii se bazeaza tot pe *’Calculul vectorial’’. conform caruia
un vector este nul atunci cand proiectiile sale pe trei directii necoplanare sunt nule, adica
cind vectorul este ortogonal pe fiecare din aceste trei directii.

in subspatiul vectorial mentionat, produsul scalar dintre doua functu £, g, notat cu
(f, g), se defineste prin relatia:

(¢, g):jofgdo (5.12)

Functia f este ortogonala pe funcia g atunci cand (f, g)=0, adica:

IDf-ngzO (5.13)

.‘ Spatiul vectorial considerat avand dimensiunea n, se poate gasi o bazd formata cu

functiile liniar independente €, €2, ..., €n.
f

Reziduul E va fi minim atunci cind este ortogonal pe fiecare dintre aceste functi,

b deci cand sunt indeplinitc conditiile:
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[e,-EdD=0, j=1n (5.14)

In vananta Galerkin a metodei reziduului ponderat, baza, pe care se proiecteaza

reziduul, se alege aceeasi cu cea folosita pentru exprimarea aproximani, adica e =N,

1=1,n si relatia (5.14) devine:

jDNJ.(LT)dl):LN,.de, j=1Ln, (5.15)
unde rezidiul E s-a inlocuit cu expresia sa si s-a folosit o proprietate a integralelor de vo-
lum.

In relatia (5.15) se inlocuteste T cu aproximarea (5.6) $1 se obtine:

IDNj-L(:ZlaiNidi:LNjde, j=in (5.16)

Admiténd ca operatorul L este liniar, relatia (5.16) devine:

o \' .
IDNJ(éai‘L'Ni}}dD:f,)N;fdu j=1.n (5.17)

unde s-a avut in vedere ca pentru operatorul L coordonatele a; sunt considerate ca si
constante.
Pentru fiecare valoare a lui 1, indicele j este acelast pentru suma di relatia (5.17) ¢

deci se obtine:

IDZ”la,N}g,dD:-J‘DNdeD, (5.18)

unde s-au notat g=LN;, i=1n.
Folosind proprietatea unei integrale de volum, referitoare la integrarea unei sume

si avand in vedere ca o; sunt constante, se obfine:
>a,[NgdD=[ N;fdD (5.19)
i=1 D

Dupi calculul integralelor de volum, pentru o valoare arbitrara a lus j se obfin nu-
merele reale:
K,=[NgdD i=tn F =[N fdD, j=ln
Cu aceasta, relatia (5.19) devine:
Kjjou+ Kjpot ... + Kjnan=F;,, j=1jﬁ (5.20)

Se obtine un sistem de tip Cramer, care se exprima matricial:
[K][a]=(F], (5.21)
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unde [K] este matricea de rigiditate a problemei.

Pana acum nu s-a facut nici o mentiune referitoare la existenta si unicitatea apro-
ximarii (5.6)

Se arata cé, in cazul metodei Galerkin, existi o singurd solupie aproximativa, daca
matricea de rigiditate este nesingulara, iar in cazul metodei Rayleigh-Ritz, daca operato-
rul L este simetric si pozitiv definit, atunci matricea de rigiditate este nesingulara, sime-
trica i pozitiv definitd, iar aproximarea (5.6) exista si este unic determinati. Totodata. in
.aceste conditii, daca se aleg aceleasi functii N;, cele doua metode conduc la aceleasi va-

lori pentru coordonatele o;, i=1,n.

Evident c, oricare ar fi metoda folosita, solutia aproximativa diferi de cea reala s
‘deci se pune problema convergentei solutiei aproximative determinata citre solutia reala
Aceasta convergenta depinde atat de numarul functilor alese. cat si de forma acestora.

Se poate aratat ca, folosind o aceeasi bazi, metodele vanationale au o convergenta
mai buni decat cea a metodei reziduurilor ponderale. Insi, principalul dezavantaj al me-
todelor variationale consti in faptul ca functionala trebuie defimita pentru fiecare model
matematic in parte, pe cand, asa cum rezulta din cele aratate mai sus. metoda reziduunlor
ponderate este valabila oricare ar fi modelul matematic considerat. De asemenea. se poa-
te arita ca metoda reziduurilor ponderate se poate utiliza 1 atunci cand L. este un opera-
tor neliniar. Totodatd, in cazul unui regim nestationar, funcpionala rezuitd de o forma
foarte complicata, incat se ajunge la calcule matematice extrem de labonoase.

Din aceste motive, in prezenta lucrare se va folosi metoda rezzduunlor ponderate
in varianta Galerkin.

Indiferent care ar fi metoda utilizati, convergenta este cu att mai buna cu cat se
alege un numir n de functii de aproximare mai mare. Pe de altd parte, pentru a indephins
conditia ca functiile alese s fie liniar independente, cu cat numarul lor este mai mare ele
devin tot mai complicate, ceea ce duce la calcule matematice tot mai dificile, st deci la @
crestere a necesarului de memorie §i de imp pentru calculatorul electronic, cu ajutorul

ciruia se efectueazi aceste calcule.
f‘ Totodata, functiile de aproximare sunt definite pe tot domeniul D, si trebuie sa he

continue pe D, ceea ce impune anumite restrictii in alegerea acestor funcfit

5.2. Metoda elementelor finite

Dezavantajele mentionate in paragraful precedent sunt eliminate prin folosirea
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metodei elementelor finite, aga cum se va arita in cele ce urmeaza.

In primul rand, daca domeniul D se divizeaza intr-un numdr N de elemente fimte,
ce ocupd domeniile Dy, Dy, ..., D, si daca elementele finite se aleg astfel incat sa fie dis-
juncte, atunci:

D=D/UD,U..UD, (5.22)

Considerand c4, indiferent de metoda utilizati, s-a obtinut modelul integral, avand
in vedere relatia (5.23) si proprietatea integralei de volum, se va obtine cite un model in-
tegral pentru fiecare element finit in parte. Ca urmare, aproximarea (5.6) se face pe do-
meniul fiecarui element finit $i nu pentru intreg domeniul. De asemenea. functiile de
aproximare se definesc pe fiecare din domeniile Dy, k=1,N si trebuie sa fie continue si si
aibd derivatele partiale continue pe fiecare dintre aceste domenii, fiind necesar ca ele sa
fie definite, continue, si sd aiba derivatele partiale continue pe intreg domeniul D.

In domeniul fiecirui element finit se aleg anumite puncte. numite puncte nodale
sau noduri, si apoi se defineste cate o functie de aproximare pentru fiecare nod. Deoarece
expresiile acestor functii de aproximare depind de forma elementului finit. ele se vor
numi functii de forma. Inseamna cd domeniul oricarui element finit se considera ca un
subspatiu vectorial cu dimensiunea egala cu numarul de noduri ale elementului finit res-
pectiv.

Pentru a da o semnificatie fizici parametrilor variationali, acestia se definesc ca
fiind tocmai valorile mirimii respective in nodurile elementului.

intr-o anumitd ordine, elementele finite se noteaza cu 1, 2, 3, ... N. Dintre aces-

tea, se alege un element finit arbitrar, notat cu e, a carui domeniu se noteaza cu D
e=1,N . De asemenea, dacd p este aumirul de noduri ale elementului finit, intr-o anumita

ordine, acestea se noteazicu 1,2, 3, ..., p.

Notatiei fiecirei entitati, definitd pentru elementul finit e, 1 se adauga ¢ ca indice

SUpErior.
Deci, considerand ca P(x, y, z) este un punct oarecare al domeniutui D, 1ar j este

un nod arbitrar, din D, se noteazi cu T° aproximarea miarimii T pentru elementul finit

considerat, care se exprim prin relagia:

P

T =3 NI (5.23)

PR
g

yunde N =N (x,y,z) este functia de forma atasatd nodului j al clementulu fimt ¢, tar 7,
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este valoarea marimii T in acest nod.

Se noteaza cu [N°], [T°] vectorii coloani ai functiilor de forma, respectiv al valo-
rilor mérimilor pentru cele p noduri ale elementulu; finit e, care vor avea dimensiunea
pxl. Cu aceasta, aproximarea (5.23) se scrie matriceal sub forma:

T*=[N'[T°], (5.24)
unde [N°]" este transpusul vectorului [N°], ce va fi un vector linie cu dimensiunea Ixp.

Pentru un punct arbitrar, P(x; y;, z) din D, relaia (5.23) devine:
P
T*(x,2,,2)= YN (x,,y,,z)" (5.25)
J=1

Se presupune ci P; coincide, pe rand, cu cate unul dintre nodurile elementului fi-

{ nit. Deoarece, evident ci T(x,, Yi» Zi)=T°, adica valoarea aproximarii in fiecare nod este

v

]

egala cu valoarea marimii in acel nod, rezulta ca, functiile de forma trebuie astfel defi-
nite inct sa indeplineasca conditia:

Ni(x,,y,.2)=0

0o (5.26)
unde J; este simbolul lui Kroneker.

Ca urmare, functia de forma, atasata fiecarui nod, se defineste astfel incat sa aiba
valoarea unu in nodul respectiv §i valoarea zero in celelalte nodun ale elementului. con-
siderat precum §i in orice punct din exteriorul acestuia. Se spune ca astfel de functin de
forma constituie o baza Lagrange in domeniul D.

Prin aceasta se asigurd ca, atunci cand nodunle se afla pe frontiera S a w1 D, sunt
indeplinite conditiile de frontierd de tip Dirichlet. Totodata, apare posibilitatea ca functi-
ile de formai sd se aleagd ca polinoame de interpolare, definite pe portiuni. constituite din
domeniile elementelor finite, de exemplu polinoame Lagrange sau polinoame Hermite,
de grad relativ mic (cel mult cinci).

In ipoteza ci se foloseste metoda reziduurilor ponderate a lui Galerkin, pentru

elementul finit e considerat se scrie ecuatia:

ey e Yo ¢ .- 7
_[D‘N,.LI‘ dn -J'D'N,.de, i=1p (5.27)

Se inlocuieste T° cu aproximarea (5.23), rezultand:

[ N,’L(i N;T;jdn =[ NifdD, 1=1p (5.28)
S G .

Avand in vedere cele menjionate mai inante, pentru nodul 1 al clementulu finit e
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se obtine ecuatia:

KTy + KTy +  + KT = Fr, (5 29)
unde:
K; = [NILN:dD, j=1,p (5.30)
Df
Fe= J’N;de (5.31)
D,

L4

Pe rand, pentru fiecare nod al elementului finit se atribuje lui 1 o valoare egala cu

‘numarul nodului respectiv, si cu relapiile (3.30), (3.31) se calculeazi coeficientii K 7,

J=1p, respectiv termenii liberi F*. Va rezulta un sistem de p ecuati, cu p necunoscute

VI8, T7,. T, care matricial se scrie sub forma:

[KJ{T]=[F7], (5.32)
unde:
—kﬁ ké k;- (ne1 ?F:?
[Ke]= b b “ ; [T']=ik;I [f]—;[: (5.33)
G e

Sistemul de ecuatii (5.32) se numeste modelul numeric elemental, jar [K°], [(T°.
[F’] se numesc, respectiv, matricea de rigiditate, vectorul valorilor marimii din noduri.
vectorul termenilor liberi pentru elementul finit e.

Este important sa se retind ca fiecare linie a matricei de rigiditate. respectiv a vec-
torului termenilor liberi, se obtine pentru cate un nod al elementului finit considerat, si se
va numi contributia acelui nod la modelul numeric elemental.

Deci, K; reprezinta contributia proprie a nodului considerat, la matricea de rigidi-
tate elementara, si se inscrie in linia i i coloana i, iar K, j =1,/ = 1.p reprezinta contri-
butiile nodului considerat, i, la celelalte nodurni ale elementului e, si se inscrie in linia 1 $1

coloanele j ale matricei de nigiditate.

Se procedeaza ca mai sus pentru fiecare element finit, in care s-a divizat domeniul
D, si se obtine un numér de modele numence elementale egal cu numarul N de elemente
finite. Fiecare model numeric elemental este definit printr-o matrice de ngiditate
elementala si un vector al termenilor liben1 elementali.

In final se urmireste ca, prin imbinarea modelelor numerice elementale, sa se ob-
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| tind un singur model numeric, valabil pentru intregul domeniu D. care se va numi model
- numeric global. Acest proces de imbinare s€ numeste asamblare a modelelor numerice
. elementale, sau, simplu, asamblare §1 pentru realizarea sa se au in vedere cele ce se pre-
zinta mai jos.

in primul rind, deoarece se presupune cd elementele finite sunt conectate intre ele
doar prin intermediul nodurilor, reteaua de discretizare este privita ca fiind o retea de
puncte numite noduri globale, ce sunt conectate intre ele prin intermediul unor lhinii,
drepte sau curbe.

In general, intr-un nod global se pot gasi noduri ce apartin la mai multe elemente
finite si pentru a le deosebi intre ele, nodurile ce apartin fiecarui element finit se numesc
‘noduri locale ale acestuia.

Localizarea in spatiu si numerotarea nodurilor globale, numita numerotare (inde-
xare) globald, se face in raport cu sistemul de coordonate folosit pentru studiul procese-
lor respective. Este foarte important ca indexarea globald a nodunlor sa se faca intr-o
anumita ordine, de exemplu dupa directiile axelor sistemului de coordonate §t in sensul
acestora.

Localizarea si numerotarea nodurilor fiecirui element finit, numita numerotare
(indexare) locald a acestuia, se face in raport cu insusi elementul finit respectiv. In unele
lucrari de specialitate, pentru indexarea locali a fiecarui element finit se folosesc literele
LILK,LLM,N,O,P,Q,R,S, T, ..., ins3, in aceasta lucrare se pastreaza conventia folo-

sitd pana in acest moment. Deci indexarea locald a unui nod arbitrar. a oncarui element
finit se face cu i, i =1,p si se vorbeste despre nodul local i al elementului finit respectiv.

Pentru a face o legiturd cu indexarea locala mentionatd, nodului local t al oncarui ele-
ment finit se inlocuieste cu cifra care ocupa pozifia 1 in strul de litere precizat. De exem-

plu, nodul local 3 al oricdrui element finit se inlocuieste cu litera K.

Pentru indexarea globala a unui nod arbitrar al retelei de discrenzare se va tolost

notatia i i=1Ln, si se vorbeste despre nodul global i .

Este foarte important s se stabileasca o ordine de indexare locald, adica o ordine
in care se numeroteazi nodurile elementelor finite si aceasta ordine trebuie si fie res-
pectati, oricare ar fi elementul finit considerat. Pentru aceasta, sc alege un element finit
de referinti, de exemplu acela carc este situat cel mai aproape de originea sistemului de

coordonate. sau nodul situat in partea stingd jos. Unul dintre nodurile acestuia s alege
2
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ca nod de referinti, de exemplu acela care situat in partea stanga jos, sau nodul care este
situat cel mai aproape de origine. Nodul de referinta se noteaza cu 1, §1, intr-un anumit
sens, de exemplu cel antiorar, restul nodurilor se noteaza cu 2, 3, 4, .., p. in continuare.
pentru fiecare element finit, alegerea nodului de referinta si ordinea numerotarii nodun-
lor se face la fel ca pentru elementul de referinta.

De asemenea, dacd intervin elemente finite, ce au diferite forme geometrice, pen-

tru fiecare forma geometrica se procedeazi asa cum s-a ardtat mai sus.

Numerotarea unui element finit arbitrar se face cu (1), i = L,n, iar ordinea numero-

tarii poate fi aleasa arbitrar.

Pentru exemplificare, in figura 5.1 s-a considerat cazul unui domeniu plan, divizat

. aga cum se observi in cele doua figuri.
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Fig.5.]

Se observa ca, atit pentru numerotarea elementelor, cit si pentru numerotareca
globala, s-au ales directiile si sensurile axelor de coordonate.

Numerotarea locala a nodurilor fiecdrui element finit s-a facut asa cum s-a meng-
onat, 1ar cifrele respective sunt inscrise in domeniul elementului finit respectiv.

In al doilea rand, intr-un punct dat al domeniului D, orice marime de stare are o
singura valoare concretd, si numai una. Ca urmare, in fiecare nod global manmea consi-
derata are o singura valoare, ce se numeste valoarea globali. In continuare. valoarea glo-
bali a marimii din nodul global i se noteazi cu T;, i = 1,n. Valoarea marimii intr-un nod
local i al unui element finit e se va nota conform conventie: folositd pana in acest mo-
ment, adicd cu 7,°, §i se va numi valoarea locald a marimii, din nodul i al elementului e.

Rezulta ci, valoarea locald a marimii din nodul fiecarui element finit, ce se afla

intr-un nod global, este egald cu valoarea globald respectiva.

finit (3) obfin

elementul din fig5la se

De exemplu, pentru
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T =T, T, =T, T} = T,. In general, I'7 =1, , dacd j se afld in nodul global (i)

i R S s S

In matricea de rigiditate a unui element finit e, pentru fiecare coloani j, clemen-

‘{ tele K, i=1n multiplica valoarea locala T, in modelul numeric elemental si se vor

.

it

numi contributiile celorlalte noduri la nodul local J al elementului finit respectiv.

Deci, pentru toate elementele finite, ce au un nod local situat intr-un nod global

(1), contributiile celorlalte noduri la nodul local respectiv multiplica aceeasi valoare T, in
' modele numerice elementale ale acestor elemente finite.
Pe aceeasi baza, se rescriu modelele numerice elementale, asa cum se aratd mai

" jos, pentru elementele finite (2) si (3) din fig.5.1.a.

b

L K, T, +K}, T, +KA4T, = F? K\T, +K), T, +K, T, = F

! K4T, +K3,T, +KLT, = F KiT, +K,T, «KLT, = F,
K;Tz +K§2T4 +K§3T6 = Faz K;T; + Ki:Te * K;T, = F{z

g In concluzie, modelul numeric global trebuie astfel dedus astfel incat sa contina ca
| necunoscute cele n valon globale ale marimu T, care, matricial, se scriu sub forma unw
" vector coloand, notat cu [T], ce se va numi vectorul coloana al necunoscutelor proble-
“mei. Ca urmare, modelul numeric global se va exprima printr-un sistem de tip Cramer,
‘ de n ecuatii cu n necunoscute, §i matricial se scrie sub forma:
(KNI TI=[F], (5.34)
unde:
[K] este matricea coeficientilor i se va numi matricea de ngiditate globala:
[F] este vectorul coloana al termenilor liberi i se va numi vectorul termemlor h-

beri global.
Procesul de asamblare urmareste tocmai determinarea matnicei (K] st a vectoruiu

coloana [F].

In acest scop se imagineaza ca nu ar exista elementele fimite, §i ¢ in domeniul D
s-a ales un numdr de n puncte, ce sunt chiar nodurile globale.

in continuare se procedeaza asa cum s-a arétat in paginile antenoare, inamnte de a
trece la expunerea metodei elementelor finite, adicd se are in vedere relapia (5.15), care

se scrie sub forma:
jNi(LT)dD:jNide, i=12 n, (5.35)
D D

unde cu N: .i =1.2....n s-a notat o bazi de functi definite in D, 1ar T este o aproximare
i Li=12,.,
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arbitrard a marimii considerate.

Avand in vedere relatia (5.22), relapia (5.35) devine:

ijN (LT)D = S°N£dD, i-13, n (5 36)
I=1 De 1=1

Evident ca pentru fiecare element finit, N; este functia de forma atasata nodulu
acestuia care se afla in nodul global i, iar T este aproximarea marimii T pentru elemen-
tul finit respectiv.

Deci, dacid se noteazi cu A nodul local al unui element finit arbitrar ¢. care se afla

in nodul global considerat i, atunci relagia (5.36) se scrie sub forma:

N LHEG TR WA (337)

e=1 De
unde T¢ este data de relatia (5.23).

insa, functia de forma, atagata fiecarui nod local al fiecdrui element finit. este nula
in orice punct din exteriorul domeniului acesteia.

Ca urmare, in ambele sume din relatia (5.37) intervin numai elementele finite ce
au un nod local situat in nodul global considerat i, adica acelea ce sunt amplasate de jur
imprejurul acelui nod global.

Pentru fiecare nod global i, se noteazi cu M, sirul format cu notaile elementelor
finite ce au un nod local situat in nodul global i (ce inconjoara nodul global i) in conti-
nuare notatia unui element finit se va numi indexul acestuia, §i dect M, este girul in-
dexurilor elementelor finite ce inconjoard nodul global i

Cu aceastd conventie, simbolic, relatia (5.37) se scrie sub forma:

1.2..n (5.38)

1}

S [NLT)aD = TN fdD,

eeM; De M,

unde prin e e M, trebuie inteles faptul cé, pe rind, lul e 1 se atribuie o valoare egalad cu
indexul unui element finit, ce inconjoara nodul global i, iar A este nodul local al elemen-

tului finit respectiv, ce este situat in nodul global i.
fnsa, avand in vedere relatiile (5.30) si (5.31) se obtin:
N7 )dD = KTy + KT+ + KL (5.39)

[NyrdD - b (5103
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unde s-a notat cu p numirul de noduri al unuij element finit arbitrar din sirul mentionat.

Folosind relatiile (5.39) si (5.40) relatia (5.38) devine:

S KT+ KLTS + 4 KT )= S Fr, i=12, (5.41)

ecM i ec M‘
sau concentrat:

Z[ZPIKLT,’] = D F; (5.42)

eeM )\ j=1
e - p . -
Se observa ca ZK 51, este linla A a modelului numeric elemental al elementului
Jj=1

finit e, iar F;este linia A a vectorului termenilor liberi ai aceluiasi model numeric

P
elemental. De asemenea ) K, este linia A a matricei de rigiditate elementara a elemen-

p
tului finit respectiv.

Deci, pentru fiecare element finit, ce inconjoari nodul global considerat i, in su-
ma din membrul sting al relatiei (5.42) se scrie linia modelului elemental corespunzi-
toare nodului local ce este situat in nodul global considerat, iar in suma din membrul
drept se scrie aceeasi linie a vectorului termenilor liberi din modelul elemental al acelui
element finit. Cu alte cuvinte, in membrul stang se inscnie contributia nodului local res-
pectiv, la modelul elemental, iar in membrul drept se scrie contributia aceluiasi nod la
vectorul termenilor liberi.

De asemenea, pentru fiecare nod local al oricdrui element finit, 77 se inlocuiegte

cu valoarea globald din nodul global cu care coincide nodul local respectiv.
Pentru a nu scrie un numdr prea mare de ecuatii, ca exemplu, in figura 5.2 s-a pre-

supus ci domeniul D are forma unui triunghi, care s-a divizat in trei elemente finite tri-

unghiulare, notate cu 1, 2, 3.

Numerotarea elementelor, nodurilor globale si a nodurilor locale ale fiecarui ele-
ment finit s-a facut aga cum s-a precizat.
Pentru 1 sirul este format din elementele finite 1 i 3, fiecare avand in 1 nodul lo-
cal 1. Se obtine:
KLT! +KLT) + K}, T3 + K} T) + KT, + KT = F +F (5.43)
Pentru 2 sirul este format din elementele finite 1 si 2, fiecare avand in 2 nodul

local 2. Se obtine:
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KyuT +K5,T) + KL T + K2 T? +K, T +KLT = F} +F} (5.44)

Ty

Fig.5.2

Pentru 3 sirul este format din elementele finite 1, 2 si 3, ce au in 3 nodurile locale
3, respectiv 1, respectiv 2. Se obtine:
K311Tll + Kalszl + K313T3‘ + Kllelz + Klzszz + K123T32 + K231T13 + K232T23 T 1‘:‘37? =

5.45
:F;l +F;2 +F23 ( )

Pentru 4 sirul este format din elementele 2 si 3, ce au in 4 nodurile locale 3. Se
obtine:
KIT? +KL T2 +KLT2 + KT + KL T +KLT) = F2 +F) (5.46)
Se au in vedere relatiile:
T, =T)=T,; T,=T,=T,; 1 =T}=T;=T,; TI=T=T, (547)
Cu acestea, relatiile precedente devin:
K, T, +K,T, +K,, T, +K} T, +K},T, +K},T, =F +F’
K, T, +K,T, +K,, T, +K;, T, +KLT, +K.T, =F) +F; (5.48)
KT, +K,T, +K,T, +KIT, +K.T, +K;. T, +K}, T, +KLT, +K},T, =F +F} +F;
KT, +KLT, +KLT, +K}, T, +KLT, +KiT, =F} +F]
Ecuatiile sistemului (5.48) se ordoneaza dupa valorile globale ale lui T i se obtin:
(K!, +K3)T, +KLT, + (KL + K3 )T, +KLT, =F +F;
KT, + (K., +K3, T, + (KL +KL )T, +KLT, =F! +F (5.49)
(KL +K3 )L + (K, + KT, + (KL, + KL +K3 ), + (K2 +KL )T, = F) +F} +F;
KT, +K4T, + (K2, +K5 )0 +(K2, +K3)T, = F2 4+ F}

Relatiile (5.49) reprezinta un sistem de patru ecuatii ce are ca necunoscute chiar
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valorile marimii T in cele patru noduri globale ale domeniului considerat. inseamna ca

(5.49) este chiar modelul numeric global ce s-a urmarit sa se obtina.

Matricea globala, si vectorul termenilor liberi global vor fi:

(K, +K}, K. K}, +K;, Ki
K]= ‘K;,s K:u+K§2 K'B+,K§, Kj,‘; (5 50)
KSl +K2| K32 +K122 K‘33 +K;l + K;Z K;J M K.ll ;
KL KL KK KK
[ F'+F 1:
[F]= ,F;tpzz 3| (5 51)
F,+F +F) |
| F+F |

Obtinerea practicd, cu ajutorul calculatorului electronic. a matrice [K] §1 a vecto-
rului coloani [F] se poate face prin doui metode, denumite asamblare dupa nodun, res-
pectiv asamblare dupa elemente.

Asamblarea dupa nodun se bazeazi pe observatia ca, asa cum rezulta din sistemul
(5.49), fiecare linie a modelului numeric global s-a obtinut pentru cite un nod global. Ca

* urmare, fiecare linie a matricei de ngiditate globala s a vectorulw termen:lor liben glo-
bal, se obtine pentru cite un nod global, si din acest motiv asamblarea dupa nodun se
mai numeste metoda generarii linie dupa linie (linie de linie) a matncer [K| $1 a vectoru-
lui [F]. Nu se mai calculeaza separat matricile de rigiditate elementale 1 vectorn: terme-
nilor liberi elementali, ci se porneste de la nodul global indexat 1. $1 se baletaza reteaua
de discretizare, in ordinea crescatoare a indexari nodurilor globale. Pentru fiecare nod
global i, se aplicd relatiile (5.39) §i (5.40) i se obfine lima i a lut [K] y1 2 fui [F]. avand
in vedere cele mentionate panad acum.

Mai intai se defineste un tabel de conexiuni dupa nodun, care, in prima coloana,

contine nodurile globale in ordinea crescétoare a indexunilor.
Pentru a infelege ce trebuie sa conin celelalte coloane ale tabelului se face con-

: NPT i ) 1 de
ventia ca liniile si coloanele matricei [K] s& se noteze cu I. 2, .., n, unde 1 corespun

' nodului global cu indexul i, iar coloanele lui [F] se vor afla la fel. Deci. un element arbi-

: trar al matricei [K] si al vectorului [F] se vor nota cu K, respectiv cu F, unde i, j cores-

Pund nodurilor globale cu indexarile 1, respectiv J.
K’ repre-

| Se reaminteste ci, in cazul matricei de rigiditate clementele AL A A

i zinta contributiile la nodul local i al elementului finit ¢, ale tuturor celorlalte nodur: ale
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acestula, 1ar K se numeste contributie proprie nodului local i. Deci. K - este contnbunia

la nodul local 1 a nodului local j.

Dupé cum se observa din matricea din relatia (4.50), hma i este constituitad din
contributiile la nodul local al fiecarui element finit, ce este situat in nodul global 1, ale tu-
turor celorlalte noduri ale elementului finit respectiv.

inscamnd ci, urmatoarea coloand a tabelului este constituita din mai multe
subcoloane, in care se inscriu, in ordine, elementele finite ce inconjoara nodul global co-
respunzator din prima coloanid. Urmeaza a treia coloani a tabelului, cu mai multe
subcoloane, in care, pentru fiecare element finit din coloana precedenta, se inscrie inde-
xul nodului local ce se afld in nodul global din pnma coloana. Este foarte important de
retinut cd, in fiecare linie i, pentru fiecare element finit inscris in a doua coloana, intenvin
contributiile 1a nodul local inscris in a treia coloana, ale tuturor celorlalte nodun locale
ale acelui element finit. Din acest motiv, nodul local inscris in a tre1a coloana se va numi
nod local principal al elementului finit respectiv, pentru linia 1.

Tot din relatia 50 se observa ca fiecare coloana j a liniei 1 se obtine. in general. in-
sumand contributiile la nodul principal din linia i, al fiecirui element a nodului local ce
se afld in nodul global cu indexul j.

Din acest motiv, in a patra coloana se inscriu celelalte nodun locale ale fiecaru
element finit din a doua coloana, si dupa ce s-au scris nodunie locale ale unui element
finit se insereazi un separator, de exemplu, punct $i virgula. Uluma coloana a tabelulu
are mai multe subcoloane, in care, pentru fiecare nod local din coloana precedenta. se in-
scrie indexul nodului global in care este situat acel nod local, ¢i acest mod global desem-
neazi coloana j in acre se inscrie contribupa nodului local respectiv.

Pe baza celor de mai sus s-a obfinut tabelul 5.1.
Tabelul 5.1. Conexiuni dupa nodun

: N “Noduri locaie corespunza-
Nod glo- El te finite Nodqn locale Celelalte nodun locale roare esp
bal emen principale — _— S ———
1 1] 3 1 [ 1 R P ER I DR R AR T RS S
2 1|2 2 |2 BEEEERER NS RN EE S WEES .S
T Tz (312 2] ]2 LL,-_}[L.{},;_J_;,.3.‘;’__-;‘,1_3.;,._4‘ T
4 2 [ 3 B L2 Jj2 | o3 il
Dupi ce s-a intocmit tabelul de conexiuni dupa nodun, pentru calculul elemente-
lor matricei de rigiditate se foloseste relapa:

) |
KU=Z(j:V;l,Nad1)/’[, {5523

e \ N,
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unde e este, pe rand, cate unul din elementele finite din a doua coloana. A este nodul lo-
cal principal al acestuia, iar a este acel nod local, inclustv nodul local principal al ele-
mentului finit respectiv, ce se afla in nodul global indexat cu J

in scopul de a implementa relatia (5.52) pe un calculator electronic, se introduce

1

operatorul Dg;, definit prin relatia:

. [ dacapg=;j .
By~ - . (5 33)

O daca = §
unde, pentru fiecare element finit e, B este pe rind, cate unul dintre nodurile globale. in
care sunt situate nodurile locale ale elementului finit respectiv.

Folosind acest operator, relatia (5.52) devine:

K, = ZI(D;, NNz D (5.54)
T\ h

Implementarea operatorului D} . definit mai sus. se face folosind instructiunea

IF, ce este definita pentru orice limbaj de programare.
Se atrage atentia ca, in relatia (5.54), pentru fiecare element finit e, prin a trebuie
inteles nodul local ce se afla in nodul global B pentru cazul cd B=y.

Elementul din linia i al vectorului termenilor hben se calculeaza cu relapa.

F =3 ([N;fdD), (5 §5)
¢ D,

unde e si A se aleg asa cum s-a precizat mai inainte.
Pentru a verifica dacd relatiile precedente sunt corecte, adica dacd pe baza lor se
obtin relatiile (5.50), respectiv (5.51), se are in vedere cd. in matncea de nditate

elementali si in vectorul termenilor liberi elemental, elementele sunt date de relaule’
Ki =| NiLNdD; F{=[ NifdD (5.56)

Ca urmare, in functie de elementele matricei elementale, i ale vectorulut coloand,
b4

pentru un element finit arbitrar notat cu €, s¢ obtin relatiile:
K, =2 Piki)  F = 2 (5.57)

in care se subliniazi din nou ca prin a trebuie inteles nodul local al fiecarut element finnt

e, ce se afld in nodul global B, pentru care B=.

Pentru aplicarea relafiei, pe rand, se face 1 egal cu catc un nod global din pritha
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* coloana si se obtine linia lui [K], respectiv a lui [F].
! Pentru fiecare linie 1, din a doua coloana a tabelului se stabilesc valonle lw e, $1
pentru fiecare, din a treia coloani se afla valoarea lui A. Se calculeaza imediat T,, cu a
 doua relatie din (5.51).

Spre exemplificare, se consideri doar linia 3, deci 1=3. Din tabel se obtin pere-

‘chile de valori: e=1, A=3; e=2, A=1; e=3, A=1 s1 deci:
i F,=F +F! +F},
"adica linia 3 din (5.52),
Pentru determinarea elementelor matricei de rigiditate din linia i, pe langa cele
;fmengionate mai sus, trebuie ca, pentru fiecare element finit stabilit, si se determine nodul
global ce corespunde fiecirui nod local, inclusiv nodului principal al elementulwi finnt
respectiv.
Conform tabelului se obtin urmatoarele corespondente:
e=1, A=3;333; 131; 2-2;
e=2, A=1; 153; 252, 34
e=3, A=2; 23; 11, 34,
unde, pentru fiecare relatie de corespondentd, prima cifra reprezinta nodul local al ele-
mentului respectiv, iar a doua este nodul global in care acesta este situat.

Pe baza acestor corespondente, pentru fiecare valoare a lui j se aplica operatorul

D, adicd in coloana j intervine contribufia la nodul A al fiecarui element finit. numai

daca acesta are un nod local, inclusiv nodul local principal, care corespunde la un nod
global, indexat cu j. In prima relatie din (5.57), pentru valoarea considerata a lui J, s¢ va
inlocui a cu nodul local astfel stabilit, pentru elementul e respectiv.
Astfel, pentru j=1, intervine nodul global 1, pentru eiementele e= 1, ¢=3. care co-
respunde la nodurile locale 1, respectiv 3, elementul e=1 avand A=3, iar e~3. avand A~ 2.
K,, = Kj, +K;,
Pentru j=2, intervine nodul global 3, pentru e=1, 22 51 e=2, 22 si dect:
K,, =K}, +K},
Pentru j=3, se obtin:
e=1, A=3; 3-»3;
e=2, A:1; 1-3;
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e=3, A=2; 23,
Deci:
K,, =K}, +K;, +K},
Pentru j=4:
e=2, A=1; 34,
e=3, A=2; 3—4;
Deci:
K, =K +K},
Se observa ca expresiile de mai sus, pentru K3, Ki;, Ki3, Ki, sunt cele care in-
tervin in linia 3 a matricei [K] din relatia (5.50).
Pentru a stabili metodologia asamblarii dupa elemente finite, din sistemul (5 49)
se extrag numai ecuatiile care se referd la cate un element finit, ce se identifica dupa in-

dicele supenor al coeficientilor si al termenilor liben.

Se obtin:
pentru e=1
KT, +K,T, +K,T, = F
KT, +KLT, + K,,T, = F,
K. T, +K,T, + KT, =F,
pentru e=2
KLT, +K3T, +K,T, = F;
KLT, +K,T, +K,, T, =F;
KLT, +K4T, +KLT, = F/
pentru e=3

K131T1 + Ki}ZTJ +K133T4 = Fnj

K;Tn + K;2T3 + KisTa = F;

K;ITI + K:ZTJ + K§3T4 = F\!
Fiecare dintre sistemele de ecuatii de mai sus se expandeaza la dimensiunile mo-
delului numeric global, adica, in general, la un sistem de n ecuatii, cu n necunoscute Ty,
T,, ..., T,, iar in cazul considerat, la un sistem de 4 ecuatii cu 4 necunoscute T;, To. Ty,

T,, prin completarea termenilor ce lipsesc cu necunoscutele respectiv inmulfite cu zero.
v

in felul acesta, matricea de rigiditate elementala a ficcaru element fintt va avea

dimensiunile matricei de rigiditate globale [K], §i sc va num matricea de nigiditate ex-
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pandatd a acestui element finit. De asemenea. vectorul termenilor liberi elemental va
avea dimensiunea vectorului termenilor liberi global [F] si se va numi vectorul termeni-
lor liben1 expandat, pentru acel element finit.

Se reaminteste cd, in matricea de rigiditate elementele K s se refera la nodul local

a, iar B este cite unul dintre celelalte noduri. in vectorul termenilor elemental. elementul

F; se refera la nodul local a.

De asemenea, in matricea [K], numerotarea liniilor si coloanelor se face in ordi-
nea crescatoare a indexurilor nodurilor globale si elementul K, se afl in linia corespun-
zitoare nodului global cu indexul i §i in coloana corespunzitoare nodulu global ). in
vectorul [F] numerotarea liniilor se face in ordinea crescatoare a indexunlor nodunlor
globale, iar elementul F; se afld in linia corespunzatoare nodului global cu indexul 1.

Avand in vedere acestea, este usor de observat ca. in matnicea de ngiditate expan-

datd a fiecarui element finit, elementul K, se afla in linia corespunzatoare nodulus glo-

bal in care se afld nodul local a, s1 in coloana corespunzatoare nodulur global in care se
afla nodul local B.

Rezultd cd, pentru a putea obtine matricile de rigiditate expandate §i vectorul ter-
menilor liberi expandat ale elementelor finite trebuie sa se intocmeascd un tabel de co-
respondenti dintre nodurile locale ale fiecarui element si nodunle globale in care acestea
sunt situate, ce se numeste tabel de conexiuni dupa elemente

in prima coloana a tabelului se inscriu, in ordine crescatoare, indexurile elemen-
telor finite.

A doua coloana va avea mai multe subcoloane, in care, pentru fiecare clement fi-
nit din prima coloand, se inscriu indexurile nodunlor locale ale acestuia, in general intr-0
ordine arbitrara, insa este bine ca inscrierea nodurilor locale si se faca in ordinea cres-
citoare a indexurilor lor.

Ultima coloan a tabelului are acelasi numir de subcoloane in care, pentru fiecare
nod local dintr-o subcoloana a coloanei precedente, se inscrie nodul global in care nodul

respectiv este situat.
Ca urmare. tabelul de conexiuni dupa elemente finite pentru exemplul din fig 52

are forma de mai jos.
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Tabel 5.2. Conexiuni dupé elemente finite

fi‘t‘:me“te fi Noduri locale Nodun globale
1 1 2 3 [ 2y
2 1 2 3 3 P
3 1 2 3 L R S
Matricile de rigiditate expandata se noteaza cu [K™}, [K' ] ], [K™). 1ar vectoni co-

loani expandati se noteazi cu [F"], [F?], [F").

Conform celor precizate anterior, amplasarea elementelor matricer de rigaditate
"elementale in matricea de rigiditate expandata i amplasarea elementelor vectorului ter-
' menilor liberi elemental in vectorul termenilor liben expandat, pentru fiecare element fi-
-nit, se face pe baza urmatoarelor corespondente:

Ky =K9, Fi=f", (5 58)
unde i este nodul global care corespunde la nodul local «, 1ar j este nodul global ce co-

- respunde la nodul global B.
Fiecare matrice de rigiditate expandata are dimensiunile 4x4. §1 elementele mam-
cei de rigiditate elementald vor ocupa, in matricea de ngiditate expandata. hnule i co-

loanele ce corespund nodurilor globale, in care sunt situate nodunle locale ale clemen-
tului finit respectiv.

De exemplu, pentru e=2, K, se plaseaza ca element X 132, dect in hnia 3. coloana
3, iar K2, se plaseazi ca element K’ deci in linia 4, coloana 2 ale matnicei de ngyditate
expandate. De asemenea, F’ se plaseazi ca element F®, deciin lima 3.1ar F; se pla-
seazi ca element F®, deci in linia 4 a vectorului coloand expandat.

Pe aceasti baza se obtin:

K, K, K, O io Ko Ko} 1:)-
'0 :1 2t :1
P L s CH (] B D
|k KL Ky O 0 K\ K K.
o 0 0 O] {o K;, K. K!
PKlax 0 K:z Klnsa ‘
o 0 0 0
[Km]— 3 L %
K 0 Ky :;i
K5, 0 K, K]
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F 0 ]

| R
K Fl 0 |

F(l) — 2 . ~ - T, e
[ ] F; ’ [,‘ (2)] f’|2 ’ [ﬁ )]“? "“,] ;
_0 . LF; J [_".35 J

Se verifica ca, prin insumarea matricilor de rigiditate expandate, se obtine chiar
~matricea de rigiditate globala, iar prin insumarea vectorilor termenilor liberi expanda se
obfine vectorul termenilor liberi global, adica:

[KI=(KVHK VK™ (5.59)
[FI=(F T+ (FP+{F ) (5 60)
Pentru determinarea matricei de rigiditate globale si a vectorului termenilor liben
;‘:cu ajutorul calculatorului electronic se parcurg mai multe faze (secvente), de unde $i de-
numirea de asamblare secventiald a metodei
_ Mai intai se definesc: o matrice [K] de dimensiunt nxn si un vector coloana [F] cu
" dimensiunile 1xn, unde n este numdrul total de nodun al retelei de discretizare.
: Se baleiaza elementele finite in ordinea indexdnt lor $1 pentru fiecare se aphica
urmatorul algoritm:
: 1. Se calculeazi elementele matricer de nigiditate elementale g ale vectonlor ter-
| menilor liberi elementali folosind indexarea locald a nodunlor elementulur finit respec-

tiv. Adoptand conventia de notatii anterioara inseamna c& se calculeaza clementeie A7,
respectiv F° cu relatiile (5.30), (5.31), care prnimesc forma:
K 49, NILNSdD, Ff= L, NefdD.

unde o se inlocuieste pe rand cu indexul local al fiecarui nod si pentru fiecare valoare a

lui o, B parcurge toate nodurile locale ale elementului fimit respectiy.

2 Pentru fiecare nod local o se identifica nodul global 1 in care acesta este situat.
adica se stabileste corespondenta a—»i. ceca ce inseamnd cd se defineste tabelul de cone-

xiuni dupi elemente finite, pentru elementul finit respectiv.

3. Pe baza acestor corespondente, indicii clementelor folosii in indexarea locala

t se inlocuiesc cu indexurile nodurilor globale stabiliti prin corespondenta respectivd. In
b

} felul acesta, fiecare element K, al matricei elementale {K°] devine un element K, al
?‘ . M ’ . .. »
; matricei globale [K], i s¢ inscrie in locatia (1, §) & matncet (K] De asemenca, fivinre

' ment | retenn iy (R s1 se inect e i locas
"element F¢, al vectorului [F°] devine un element |, al vectonoln {F] 1 se insene mloc

. a?

‘,
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tia 1 a acestuia.

In ambele cazuri, daci intr-o locatie exista deja elemente, obtinute pentru un ele-
ment finit anterior, noul element se aduna cu continutul locapiel respective.

Se observa ca, in acest caz se construieste matricea de rigiditate expandata si vec-
torul termenilor liberi expandat, pentru elementul finit respectiv. Totodata se realizeaza
insumarea acestora cu cele ale elementelor finite precedente.

Pasii de mai sus se parcurg pana cand s-au baleiat toate elementele finite.

Cénd s-a ajuns la ultimul element finit s-a obginut chiar matricea de rigiditate [K]
si vectorul [F].

In finalul acestui paragraf se face observatia ¢, ambele metode de asamblare au o
aceeasl baza matematica, constituita din relatiile (5.42). Ceea ce le deosebeste este mo-
dul in care se aplica aceste relatii pentru a obtine matricea [K] si vectorul [F}.

Astfel, in cazul asamblarii dupa nodun, calculele nu se mai fac la mivelul fiecaru
element, ci la nivelul nodunlor globale, pentru fiecare obfinandu-se direct cate o lime a
matricei [K], respectiv a vectorului [F], pe baza relatilor (5.54) respectiv (5.55).

In cazul asamblirii dupa elemente finite. calculele se fac la nivelul fiecaru ele-
ment finit si asamblarea consta in rearanjarea elementelor in matricea [K|, respecuv in
vectorul [F], urmati de o insumare a elementelor ce se afla intr-o aceeagt locape.

Se poate arita ca, printr-o indexare globald a nodunlor, facuta intr-un mod juds-
cios, se poate obtine o matrice [K] de tip banda, ceea ce duce la reducerea volumulu de
calcul necesar pentru rezolvarea modelului numeric global (al sistemulwi de n ecuati cu

n necunoscute) fata de cazul ca [K] ar fi o matrice obignuita.

5.3. Implementarea conditiilor de frontieri

Se considera cazul mai general, cind pe o portiune Sp a frontierer S a domentului

considerat D, se impun conditii de frontierd de up Dirichlet, iar pe o alta porfiune Sy se

impun conditii de frontiera de tip Neumann.

Se consideri mai intai condifiile de frontiera de tip Neumann. care, in general, se

exprimi sub forma:
LT, =f,, (5.61)
unde fiy=fn(X, y, z) este 0 functic cunoscutd, impusa prin enuntul problemer gar ) oste
NTIN\A, > ’

I arimii T. | icei, L; este derivata dupa normala dintr-un punct
un operator aplicat marimii T. De obicey, Ly p
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oarecare a lui Sy, adica (5.61) are forma:

Tl
a— = f\ (S 62)
énig
sau.
agrad"l‘-r—{S =f, (5.63)

unde a este marime de material, iar cu n s-a notat versorul normalei exterioare la Sx.

Conditiile de frontiera de tip Neumann nu se pot impune dupi ce s-a obtinut mo-
delul numeric global, ci ele trebuie sa fie incluse in acesta.

Ca urmare, modelul matematic integral trebuie astfel derivat incat in el sa fie in-
globate si conditille de frontiera de tip Neumann. ceea ce, in concret, inseamna ca mo-
delul integral trebuie sd contina §i integrala pe portiunea Sy a functien fi.

Pentru a ardta cum se indeplineste aceastd cenntd, se presupune ca modelul ma-
tematic initial este de tip diferential, exprimat sub forma (5.1). De asemenca. admitand
ca se foloseste metoda reziduunilor ponderate in varianta Galerkin, mai intai se scrie mo-
delul integral pentru intreg domeniul D sub forma:

fN.LTdD = [N fdD. (5.64)
D D

unde N, T sunt functiile de forma dintr-un nod arbitrar al onicarui element fimt. 1ar T es-

te aproximarea mérimii considerate pentru acesta, insi, pentru a usura scrierea nu s-a ma

previzut indicele superior e.
Se cautd un alt operator diferential, astfel incat:
L,(N,LT)=N,LT+LTL;N,, (5.6%)

unde L; este tot un operator diferential.

inlocuind, se obtine:
fN.LTdD = fL,(N.LT)dD - fuTL,N dp
D D D

Operatorul L, trebuie astfel ales incat:
ILZ(NlLT)dD:INxLlesv (S()()\
D 5
adici integralape D a operatorului L; trebuie si fie egala cu integrala pe 5 3 operatorulu
' ce intervine in conditia de frontierd de ti

insa, conditia (5.61) fiind impusé doar pe p

p Neumann, inmulfit cu funcpa de forma N,

‘ otfiunea Sy, inseamna ¢ pe restul din
!

'S functia £y=0 i deci relatia (5.65) devine:
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JL,(N.LT)dD = Nf ds. (567)
D Su,

unde s-a tinut cont de conditia (5.61).

Relatiile precedente conduc la modelul integral:

JLTL,N,dD = JNfeds-[NfdD, (5.68)
D Sn D

Deoarece fy este datd, la fel ca si f, integrala pe Sy a fost trecuti in membrul drept
:al modelului integral §i impreuna cu cealalti integrala conduce la obtinerea vectorului
lcoloanﬁ al termenilor liberi in modelul numenc elemental, deci si in modelul numeric
global.
| Intrucat fy este data numai pe frontiera Sy, modelul integral (5.68) se aplica numai
pentru elementele finite ce au cel putin un nod pe Sy, iar pentru restul elementelor fimte
se utilizeaza forma obisnuita (5.64).

Ca exemplu, se consideri ecuatia transmisiel calduri prin convectie termica. pen-

tru care, relatia (5.61) este de forma:

}tgradT-;ris =q. (569)
unde q este densitatea de suprafatd a fluxului termic schimbat de domensul D) cu exteno-
rul, sau, conform legii lui Newton q=a(T,-Ty), unde notapitle au semnificatnile precizate
in capitolul 4.

Modelul integral (5.64) contine termenul:
A= j N.div(AgradT)dD (S 70)
D

Avand in vedere formulele lui Gauss-Ostrogradski, operatorul L se alege ca fund

tot operatorul div §i se obtine:
div[Ni (}»gradT)] = Nidiv()\gradT) + AgradT - gradN |

deci L; este operatorul grad.

Inlocuind (5.70) se obtine:

=- .gradN dD+ [ N, -AgradTndS,
A= J.D AgradT - gradN, L LAg

unde s-a utilizat formula de transformare mentionata.

Tinind cont de conditia de frontiera (5.69) rezulta:

A _—j ApradT - gradN, diy + j. N, -qdS
H -

Dupi cum se observa, s-2 reusit includerea conditier de fronticrd de tip Newowan
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in modelul integral.

in general, conditia de frontiera de tip Dinchlet se exprima sub forma.

T, = 1o (571
unde fp=fp(X, y, z) este impusi prin enuntul problemei.

Astfel de conditii de frontiera se implementeaza dupa ce s-a obpinut modelul nu-
meric global, s1 de obicei constau in a impune valorile marimii T in nodurile de pe port:-
unea Sp. Daca se impune distributia lui T pe S;,, de exemplu. dandu-se functia £ 4x. V.2
atunci, se calculeazi valorile acesteia in nodurile de pe S,

Deci, dacid se noteaza cu np numarul de nodun globale de pe Sy, din cele n necu-
noscute, un numar np sunt cunoscute, $i deci numarul total de necunoscute devine n-n.,

In principiu, este posibila implementarea conditiilor de frontiera de acest up prn
inlocuirea in modelul numeric global, a valorlor lu1 T din nodunle n;, cu valonie impu-
se, si apoi rescrierea modelului numeric prin trecerea in membrul drept a termemilor ce
contin valorile respective. Insd, aceasta ar insemna modificarea completa atat a matnicel
de rigiditate cat si a vectorului termemilor, ceea ce ar conduce pracuic la reluarea operaties
de asamblare.

Din acest motiv, s-au cautat metode care sa necesite un numar cat mar mic de me-
dificari, care sa poata fi implementate pe un calculator electronic.

In acest scop se utilizeazi doud metode ce sunt prezentate in literatura de specra-
litate si nu prezinta dificultti in ceea ce priveste intelegerea s implementarea lor. nu

mai prezinti in aceastd lucrare.

5.4. Alegerea functiilor de forma. Utilizarea elementelor finite pa-

rametrice.

Pentru a intelege cele ce urmeaza, se subliniaza faptul ca. once elenicnt fimt tre-

buie privit ca fiind o mulfime de puncte, ce constituie nodunle acestwia. 1ar forma gev-

. metrici a elementului finit, deci a domeniulur a
sate elementului fimt respectiv
eald. sunt nodunle oficarul element fint, iar

cestuia, este descrnsd cu ajutorul unor

functii matematice, ce sunt ata

Deci, ceea ce are o existen{a fizicd r

' e Privt cheshune abstracty dest
ica iului trebute privitd ca o ¢
forma geometrica a domeniului acestua
At VIZLL Wals: PCOIRCHICE T
ajutorul unui soft de reprezentare g;raﬁcé:, se poatc vizualizg lonpe peems §

tiva.
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Descrierea formei geometrice se face analitic. cu ajutorul unor functin. ce trebuse
alese incat, daca s-ar face o reprezentare grafica a acestor functit, s& se obiina forma pe-
ometrica doritd, ce trebuie neaparat si treaca prin punctele alese ca nodun. 1ar domenii-

lor elementelor finite disjuncte si fie disjuncte.

Ca urmare, pentru a putea stabili functiile de forma mai intai trebuie realizata re-
teaua de puncte de discretizare §i cunoscute coordonatele acestora. De fapt, prin expresia
existentd fizicd’” a nodurilor trebuie inteleasi existenta coordonatelor acestora. adica
localizarea lor in spatiu, fatd de un sistem de coordonate. ales pentru a studia procesele
respective, ce va fi numit sistem de coordonate global.

in continuare, se realizeaza grupuri de puncte, fiecare grup fiind considerate no-
duri ale unui element finit, precum 1 a tuturor celorlalte elemente finite din jurul sau

Se vor considera ca avand aceeasi forma geometrica toate elementele fimte ce au
acelasi numir de noduri, si cdrora le sunt atasate aceleast funciin de forma. inditerent ca-
re ar fi pozitia in spatiu a punctelor respective. Se observa ca cxpresia “acecay forma
geometrica’’, nu trebuie inteleasd in mod riguros geometric. De exemplu. toate yrupunle
constituite din trei puncte, carora le sunt atasate aceleag: functi de forma. vor fi conside -
rate ca fiind elemente finite triunghiulare, desi. fizic. tunghiunle respective au latun 3
orientdri diferite.

Din aceste motive, in cele ce urmeaza, prin element finit arbitrar se va intelege un

grup de p puncte, ce se vor nota cu 1, 2, ... p. carora It se cunosc coordonatele. de
b

exemplu, fatd de un sistem de refenntd global cartezian, §1 un punct arbitrar j. 1 - Lp %

va numi nod j, iar coordonatele sale se noteaza cu (x,, ¥:. Z,}

Functiile analitice, cu ajutorul carora se descrie forma geometnca a domemulu

i paragraf [ nut Ca
elementar finit considerat, se vor prezenta spre finele acestui paragraf. [:ste de retm

pentru un acelasi numar p de puncte, se pot obtine forme geometnce difente.

Pentru simplificarea desenelor, s¢ va considera forma geometricd obfinuta pnn

tr-un segment de lime dreapta.

unirea punctelor, doud céte doud, prin |
rul cdreia §a se aproxime/c ma-

Pasul urmitor constd in a alege o functie, cu ajuto

rimea considerati T, dintr-un punct oarecare P(x, v, 2) al domeniulur format de grupul de

recizat mat sus. Deci, se sene.

T=g(x. y. 7),

puncte obtinut aga cum s-a p

unde g(x, y, z) este o functic ce trebuic prectzata.
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Prin valoare a marimii T intr- i 3 i {
arimm T intr-un nod J, notata cu T, trebuie inteleasa valoarea fun-

ctiei g in punctul (X;, ¥i, %), adica:

Ti=e(x, yn v j=Tp (5.73)
Presupuniand ca s-a ales expresia analiticd a functiei g, aceasta va confine con-
stante, sub forma unor coeficienti, exponentl, etc., care se determina impunand conditiile

(5.73). Constantele astfel determinate se inlocuiesc in expresia funcpier, care se ordo-

: neaza dupi valorile T), T, ..., T,. Expresia ce multiplica o valoare T, va fi funcpa de

forma N;, atasata nodului j.

De obicei g se alege ca o combinatie liniard de functii liniar independente. de o

. clasd h, adica:

g=2ch,, (S.74)

unde hi=hi(x, y, z) este o functie arbitrara din clasa respectiva, iar ¢, sunt coeficienti. ce
se determind asa cum s-a precizat.

Avand in vedere ca, in modelul matematic intervin o serie de operatii, ce se efec-
tueaza asupra functiei g, si cum acestea se fac cu un volum de calcul mai redus in cazul
polinoamelor, in cele mai multe softuri specializate, functiile b, se aleg ca monoame. sl
deci g va avea forma unui polinom.

Se observa ca lucrurile se prezinta la fel ca in cazul interpolari matemance. cand
se cunosc valorile T; si trebuie aflata functia g, care, in tiecare punct dat (x,. y,. 7,) s aiba
valoarea data de T;. Din acest motiv, g se mai numeste polinom de interpolare. Deosebs-
rea este cd acum, nu se cunosc valorle T;, ci doar punctele respective. Acestea se deter-
mind punand conditia ca functia aleasd g sa satisfacd modelul matemanc al procesului

studiat, obtinind in final un sistem de ecuafi1 in necunoscutele T, care formeaza modelul

numeric global, prezentat in capitolul precedent.
Rezulti ci precizia metodei elementelor finite depinde fundamental de polinomul

de integrare ales.
Desi valorile T; sunt necunoscute, pentru alegerea polinomului de interpolare,

acestea se presupun impuse.
Baza teoretica a interpoldrii o constituie teorema de aproximare a lut Weierstrass,
conform cireia orice functie continua poate fi aproximatd, pe un interval inciie <u o

precizie oricat de buna, printr-un polinom de interpolare, insa teorema nu precizeasi cii-
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teriul practic de alegere a acestuia.

Cu alte cuvinte, impunind ca o functie f(x) sa aiba anumite valon intr-un anumit
numdr de puncte, ce formeazi baza de puncte, existd un singur polinom de interpolare,
care sa reproduca valorile functiei in baza de puncte. Se subliniazi aceasta deoarece sunt
posibile diverse formulari ale polinomului de interpolare, insi se poate arita ca, prin
transformari corespunzatoare ele pot fi aduse la o aceeasi forma.

in aceasti lucrare se folosesc doui forme de prezentare, denumite polinoame de
interpolare Pascal, respectiv polinoame de interpolare Lagrange.

Polinoamele de interpolare Pascal au forma algebrica obignuita a unui polinom. in
general de trei variabile, de un anumit grad n. Denumirea provine din faptul ca, pentru
n=2, termenii pot fi dispusi sub forma triunghiului Pascal. in acest caz, pentru determina-
rea functiilor de forma atasate nodurilor se procedeazi asa cum s-a aratat mai sus.

In cazul folosirii polinoamelor de interpolare Lagrange, pentru o functie de o sin-
gura variabila T(x), daci se impune ca aceasta s aiba valorile T, j = L.p. intr-un numar
de p puncte, de coordonate x;, j = Lp, adicd T(x,)=T;, j= I.p. atunci aproximarea functiei

se face prin relatia:
P L
T=YL,()T,, (575)
i
unde Z;(x) este polinomul Lagrange atagat punctului j, dat de relatia:

Lj(x)zi(("—"—"%, j=1p (5.76)

Se observa ca functia de interpolare a nodului j, notata cu N, este chiar polinomul
Lagrange din punctul j, adica se determina direct:

(x x,) ip (5.77)

m(i"—)

Se verifica ca Nj(x;)=5;; adica functia de forma indeplineste condifia menponata.
insi, fiecare functie de formad N;j(x) este un polinom de gradul (p-1) st deci. daca

se impune ca functiile de forma sa fie de un grad n, atunci p=n+|

Evident cd, pentru a ob{ine 0 aproximare cat mai buna pentru functia T, trebute s&

se foloseascd un polinom de un grad n cit mai mare. In cazul ¢4 p-nt+1 depdgeste numad-

e X e ' an
rul de puncte ale grupului respectiv de puncte alese ca novhis, trebuie $3 se ol agd puncte
ind conectate cu nodurile elemente-

din interiorul domeniului clementului finit, care, nefin
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lor vecine, trebuie suprimate, atunci cand se asambleaza modclele numerice elementale.
pentru a obtine modelul numeric global.

In cazul folosirii polinoamelor de integrare Pascal. procedand asa cum s-a aritat,
se poate obtine ca toate punctele si fie, in extremitdtile, respectiv varfurile formei geo-
metrice precum si in lungul elementului finit ori pe laturile, respectiv muchiile acestuia.
s deci toate nodurile vor fi conectate cu cele ale elementelor finjte vecine.

Acesta este argumentul pe baza céruia in aceasta lucrare se considera doar forme
de interpolare Pascal.

Se considera cazul cel mai simplu a unui grup de doua noduri, 1, 2. unite printr-un
segment de dreaptd, obtindnd un element finit unidimensional. De obicei. acest tp de
elemente finite se folosesc atunci cind domeniul considerat D este unidimensional. deci

are forma unei linii drepte, ce se alege ca axi, ca in fig. 5.3

Yy :
X
-
12 S R
x) |2
. >
X1 - |g l >
Xz *"
b)
a)
Fig.5.3

Pentru cazul din fig.5.3.a, intervine un polinom de interpolare intr-o singura van-
abild x. In general, daci se alege un polinom Pascal de gradul n, acesta se cauta de for-
ma:

T:Zaix,, (5.78)

unde'Q=T(g)
Evident ci (5.78) trebuie sd conducd la un sistem de ecuatii egal cu numarul de

coeficienti aj, care este egal cu n+1. | |
Deci, daci se impune gradul n al polinomului, atunci grupul trebue sa aiba un

numar p=n+1 de puncte (noduri). Invers, dacd s-a ales un numar un nunse p de puncte.

ce reprezintd nodurile, atunci polinomul trebuie si fie de grad n-p-1.
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In cazul considerat, elementul finit are dous nodun, deci p=2, si n=1, adicd man-
mea T se aproximeaza prin polinomul:

T=ax+b (5.79)
Impunénd conditiile (5.76) se obfine:

= L-T X+ hix, -T)x,

T (5.80)
X, — X, X, - X,
Ordonand dupa T, si T, se obtine:
X, - -
T=22"X7 ., X% g (5 81)
X, — X, X, — X,
Daca se noteaza cu 1 lungimea elementului finit, atunci:
T=22"%7 X%y (5.82)

| ' I

Deci:

Nl(x): le—x; N,(x): }:I_L, T=N,T, +N,T,

Fie M punctul situat in mijlocul elementului finit, si se noteaza cu = distanta

orientata de la M la un punct curent P(x), raportata la jumatate din lungimea | a acestuia

Se obtin:
é=2x~(x‘+xz) {5.84)
2(x2 - x,)
Explicitand pe x se obtine:
x=(xz—x,)éer,erZ (5.85)
2
inlocuind in (5.78), rezulta:
=12 NE)- (5 36)
Deci, marimea T, exprimatd in & va fi:
T() = %—é-T. + ]—;—E T, (5.87)

Din relatia (5.84) se observa ca, pentru X=X, se obtine &= -1, 1ar pentru X**xa, re-
zultd £=1, ceea ce inseamna ca & variaza de la valoarea £= -1, ce o are intr-o extremitate,

la valoarea £=1, in cealaltd extremitate, adica & arc valori normite.
Se mai mentioneaza ca, functiile de forma (5.86) se pot obfiic direct, dacd funchia
de aproximare a marimii T se alege de la inceput ca un polinom de gradul intas, in varia-
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bila &, deci de forma:

T=at+b (5.88)

Avand in vedere valorile lui ¢ in nodurile elementului, relaiile 578 devin.

T-1)=T,;; T(1)=T,

Procedind ca mai inainte, rezulta N 1, N2 de forma (5.86).

Pentru a obtine alte expresii ale functiilor de forma, localizarea punctului curent P
se face prin doud variabile, definite in raport cu fiecare dintre cele doua nodun, ca fiind
egale cu distanta de la celalalt nod la punctul P. Acestea se numesc variabile L st daca se
noteaza cu L, pentru nodul 1, respectiv cu L, pentru nodul 2, conform defimtiet de mat

inainte se obtine:

Ly=—i— L,=——" (5 89)

Relatiile (5.83) devin:
Ni=L,, Ny=L,, (5.90)
s1 T exprimata in variabilele L,, L, va fi:
T=L,T,+L:T> {5.91)
Din relatiile (5.89) rezulta ca, pentru x=x; se obtin L,==1, L,=0, 1ar pentru x=x, se¢
obtin L;=0, L,=1, adica variabila L atagata fiecarui nod are valoarea egala cu | in nodul
respectiv si valoarea egald cu zero in nodul opus. Din acest motiv, L, L, se reprezinta
orientate de la nodul opus spre nodul caruia ii este asociata variabila L. respectivd De
asemenea, cu relatiile (5.89) se specifica ca:
Li+Ly=1, {592)
lucru ce era de asteptat, avand in vedere definitia datd acestor variabile.
La fel ca in cazul precedent, daca T se considera ca o functie de doud vanabile L.,

L,, atunci ea se va aproxima ca un polinom de gradul intai, omogen, in aceste vanabile.
>

deci de forma: |
T=al,+bL, {5.93)

Avand in vedere valorile variabilelor L, L, in nodunle elementului 1 notand
T=T(L,, L,) se obtin:
T(1, 0=T:; T(O, 1)=T,
Aceasta conduce 1a a=Ly, b=L, si inlocuind in (5.93) <v obtine chisr relana (S 91).

Daca se compara relatiile (5.87), (5.93) cu relatia (5.82) respectiv relagide (5.80),
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(5.90) cu relatia (5.83) se observa ca, daci se foloseste coordonata £ sau coordonatele | .
L, atat polinomul de aproximare cat si functiile de forma au expresi mult mas ssmple in
ultimele doua cazuri, ceea ce conduce la o scadere considerabila a volumului de calcule.
atunci cand se determina modelul numeric elemental.

De asemenea, sunt posibile situatiile in care intervin elemente finite unidimensio-
nale, chiar dacad domeniul D este o suprafati plana, sau este tridimensional. e exemplu,
daca domeniul D este o suprafata de revolutie, de pilda, tronconici. din motive de sime-
trie, studiul se poate face intr-un plan ce trece prin axa de revolutie, rezultand astfel un
element unidimensional dirijat dupa directia generatoarei din planul considerat. adica un
element finit unidimensional, ce nu mai este paralel cu nict una dintre axele sistemulus
de coordonate utilizat, asa cum se vede in fig.5.3.b.

Evident ca aproximarea marimii T trebuie facutd pnntr-un polinom de doua vana-

bile, x, y care in forma Pascal este dat de relatia:

T(x,y):iia“\'"’y" (5.94)

‘0 1 0
care va fi un polinom de gradul n.

Daca polinomul de interpolare se alege astfel incat toi coeficientn sd tic nenuli.
cand se spune ci se foloseste o forma completa a polinomului de interpolare. atunci nu-
marul total de coeficienti este egal cu (n+1)(n+2)/2.

Pentru a determina acesti coeficienti cu relatile (5.78). numarul de nodurn ale
elementului finit, deci numirul de puncte p al grupului respectiv se alege pe basa relaner

(n+1)n+2) (5.95)
2

Invers, impunand numérul p de noduri, gradul maxim al polinomulut de interpola-

re se afla din relafia:

~3+9786-1) (5 961

Se observi ca intotdeauna n>0, si daca pentru n s¢ obtine un numar natural, atunci

se alege un polinom de interpolare in forma completd. Dacd pentru n nu s¢ obtine un

numar natural. atunci n se alege ca fiind numarul natural imediat superior §t se foloseste
na ,

o forma incomplet astfel incét numdrul termenilor liber 53 fie egal cu p. Formaincom:

. . - - . V. . l. r“ . “:_.' . ‘\')‘,“Q;‘,SE'
A AL GR Qe . gime oa polinomulut Goomterpola .
pleti se alege astfel incdt sa sc asigure simufia p

si fie de gradul n in una dintre variabile.
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In cazul considerat P=1, se obtine n=1, insi fiind vorba numai de doua puncte se

alege forma incompleta:
T(x,y)=ax+by

Se pun conditiile T(x1,y1)=T;; T(x2,y2)=T?, si procedand cum s-a aritat se obtine.

X,y - X el
T(x,y): Yy, T|+ y;X Xyy Tz (597)
XY — Xy, LY XY,
Sl:
X - X X =
N,(x’y):_zu_l__; Nz(X,y):-JLLL (5 98)
Xo¥Y, —XyY;, ¥ Xy,

Este de observat ci, daca elementul finit este paralel cu axa x, aflandu-se la o dis-
tantd d de aceastd axa, atunci y,=y,=y=d, st din (5.97), (5.98) se obtin tocmai relatnle
(5.21), (5.83). De asemenea, daca elementul finit este paralel cu axa y st se afla la o dis-
tantd d de aceasta, atunci x,=x,=x=d, si se obfin aceleasi relafii, doar ca variabila x se in-
locuieste cu variabila y.

in concluzie, functiile de forma (5.83) sunt valabile pentru orice element finit ce
are directia uneia dintre axele de coordonate.

Insi, cele doua puncte fiind pe aceeasi linic dreaptd. se aratd usor cd relapule
(5.98) se reduc la relatiile (5.83), adica functiile de forma se exprima cu o singura vana-
bild, x. aceasta era de asteptat, deoarece y este dependent de X prin ecuatia drepter res-
pective, ceea ce face ca polinomul T(x,y) sa fie de fapt un polinom doar in variabila x

In concluzie, oricare ar fi pozitia unui element finit unidimensional. el nu poate fi
aproximat decat printr-un polinom de o singura variabila.

Se are in vedere ca atat coordonata &, cat $1 coordonatele L. L.- s-au definit in ra-

port cu insusi elementul finit respectiv, motiv ce face ca si se numeasca coordonate loca-

le naturale.
Ca urmare, daca pentru elementul finit umdimensional se folosesc coordonatele

locale naturale, functiile de forma se exprima prin relatile (5.87), respectiv (5.90), indi-
ferent de pozitia spatiald a elementului finit. Trecerea de la sistemul de coordonate local
la cel global se face printr-o transformare de coordonate, ce se va prezenta ultenor.

Fie acum un grup de trei puncte, notate cu 1, 2, 3, de coordonate cunoscute Folo-
sind un sistem de referintd global, definit in planul deterrminat de cele trei puncte. apro-

ximarea se face printr-un polinom de doud vanabile, x, y. Deoarcce p o 30 din (5.96) s¢

obtine n=1, si deci:
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T=ax+by+c (5.99)
Aplicand metodologia utilizata pana in prezent, se obtine:
T=N;T)+N,T#N3 T,y (5.100)
unde:
N, = (Yz —)’3)X+(x3 -Xz)y+x3y} - X,Y,
(xz "X|XY3 —YI)_(X3 ‘X1X.Vz ‘yl)
sz(y3—y,)x+(x,—x3)y+x3y,—x,y3 (5.101)
(xz‘x1XY3“y|)‘(x3 *XIXYz —.VI) '
N, = (YI _Yz)x'*'(xz —xl)y+XIYZ —XHy
(xz "X1XY3 “YI)“(XE —X1XYz ",Vx)
Aceste relatii se pot scrie sub forma:
A A A,
Ny=—1; N, =1, N, == 2
= Ny =S N =S (5.102)
unde:
x, y 1 x y 1] fx v 1 T
A=\x, y, 1, A/=|x, y, 1} Azzix3 IR A‘::"r, »o H(5103)
x; y; 1 X3 Y3 ]_! !Lxu M IJ{ LXJ Y, l’

Daci cele trei puncte sunt colineare, atunci ele definesc un element finit unidj-
mensional cu trei noduri, de exemplu punctele 1, 2 sunt nodurile din extremitaq, iar 3 es-
te un nod mtermediar (fig.5.3.b).

Coordonatele celor trei puncte sunt legate intre ele prin ecuagia dreptei pe care se
afla i se obtin A=0; A,=0, A;=0, A3=0, adica functiile de forma sunt nedeterminate.

Prin alegerea corespunzatoare a unor mixuri de ordinul doi, se obfin functile de
forma similare celor date de relatia (5.83), pentru doua elemente finite, cu cate doud no-
duni, constituite din cite un punct extern, §i un punct intermediar, iar funcfia de forma a
acestuia este identicad pentru ambele elemente finite. De asemenea, prin imbinarea aces-
tora se obtin functii de forma doar pentru punctele extreme, 1ar punctul intermediar nu
are nici o influenta.

Deci, cu trei puncte colineare se poate forma un singur element finit unidimensio-
nal, avand ca noduri cele doud puncte extreme, indiferent care ar fi punctul intermediar
Aceasta decurge si din faptul cé o linie dreapta este perfect determinatd prin doud puncte,
si nu depinde de alte puncte alese pe ca. S-a facut aceasta precizare, deoarcee in unele
lucriri se vorbeste de elemente finite unidimensionale cu tret noduri. De fupt un astiel

de element finit se defineste fafd de un sistem de referinti local, caracterizat prin axa £.
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mentionata mai inainte, iar functia de aproximare se alege ca un polinom de gradul doi in
variabila &, i apoi printr-o transformare de coordonate se revine la sistemul de refennta
global. Dacé cele trei puncte nu sunt colineare, se obtine un element fimit curb. de forma
unei parabole ce trece prin acele puncte.

Daca cele tre1 puncte nu sunt colineare, se defineste un element finit bidimensio-
nal triunghiular (fig.5.4).

Prin analogie cu cazul unui element fimt unidimensional, fiecarui nod 1 se atasea-
za o coordonata L, definitd ca raportul dintre ana triunghiului format de un punct curent

P(x,y) si celelalte doud noduri §1 aria intregului triunghi.

L.=const.

L=const.

)\ (L..L,,L:) L.
(1.0.0) lL‘
\ IS TORNI
L0 |.,=const.

Fig.5.4

Deci. daci se noteazi cu L, coordonata L asociata nodului !, atunci contorm defi-
2

nitiei de mai sus se obtine:
= E,HM (5.104)
' aria(ABC)
Exprimand ariile celor doua triunghiuri in functie de coordonatele varfunilor

avand in vedere relatiile (5.102), (5. 103) se obtine cd L, =Ny. Notand cu L. 11 coordona-

tele L ale celorlalte noduri, in mod similar se obgine L;=N3, L;=N;, adica.

L,=Ni; Lp=Nzp La=Ns (5.105)
De asemenea, rezulta ca:
|
| Li+Ly+Ls=1 {5.106)
I in continvare se prezinta cateva proprietdq ale coordonatelor L, mai puin eviden-

tiate in lucrarile de specialitate, insa foart utile:

Aceste proprietati sc stabilesc pentru coordonata [, §t apot se extind la cclelalte
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doua.

Daca prin P se duce o paralela la latura opusa nodului 1 (fig.5.4.a), atunci. onicare
ar f1 pozitia lui P pe aceasta, trniunghiul PBC va avea aceeasi bazi BC, si aceeasi inalp-
me, §i deci va avea aceeasi arie, iar din relatia (5.104) se obtine L;=const.

Deci, coordonata L, atasata fiecarui nod, are valoarea constanti pe once dreapta

- paralel cu latura opusa nodului respectiv.

Ca urmare, punctul P poate fi ales chiar pe iniltimea AA' din A. Din acest motiv.,
' se obignuieste ca pentru L,, L, L3 sd se aleaga ca directie perpendiculara dusa pe latura
| Opusa.

in acest caz, din relafia (5.104) se obtine:

AP
L, =—— 5.107)
k YA (
Folosind asemanarea triunghiului ADE, ABC relatia (5.107) devine:
=2, B (5.108)
AB AR

Deci valorile coordonatelor L ale unui punct sunt egale cu raportul dintre lung-
mea segmentului, pe care o paralela cu latura opusa nodului ciruia 1 se ataseazi acea co-
ordonata, il taie pe cite una dintre laturile ce se intdlnesc in acel nod si lungimea laturii
respective.

Pe aceastd bazd, in fig.5.4,a s-a reprezentat coordonata L, a lut P. onentata din
nodurile laturii opusa varfului 1, de-a lungul laturilor ce se intalnesc in 1. y1 webuie
subinteles ci este vorba despre raportul dintre lungimea segmentulai respectiv $1 lungi-
mea laturii dupa care este definit.

Folosind coordonatele L pentru localizarea punctului P, acesta devine P(L,, L.,

L) si pentru determinarea valorilor ce le are L, L;, L; se procedeaza asa cum se arati in

fig.5.4,b.
Prin P se duce céte o paralela la fiecare laturd a triunghiului ce reprezinta directis

dupa care coordonata asociatad varfului opus are valoare constantd. Fiecare coordonata
s-a reprezentat prin cite un segment orientat de la unul dintre nodurile latuni opuse var-
fului ciruia ii este atasati acea coordonata, dupa latura ce uneste acel nod cu varful res-
pectiv.

Pe aceastd bazi se verificd usor ca oricare dintre coordommicle 1w aves vubarca

zero in orice punct de pe latura opusd nodulut caruia i s¢ asociaza st valoarea unu i no-
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dul respectiv. Deci, coordonatele L ale nodurilor vor fi 1(1, 0, 0): 2(0, 1, 0).3(0. 0 1),

Folosind coordonatele L, functia de aproximare (5.100) devine:

T=L\T+L,Ty+L,T, (5 109)

Este de retinut ci, daca se folosesc coordonatele L, functia de aproximare pentru
un element finit triunghiular este un polinom de gradul intai in variabilele (L,. L. Ly
ceea ce conduce la o simplificare remarcabili a calculelor.

Cu un grup de patru puncte necoliniare se defineste un element finit bidimensio-
nal de tip patrulater, in general, de o formi oarecare. avand cele patru puncte ca noduri
dispuse in varfurile patrulaterului.

In acest caz, relatia (5.96) conduce la n=2. iar din (5 95) se obtine p=6. Deoarece
p=4 se va folosi un polinom de interpolare in variabilele x. y de gradul 2, insa de o forma
incompleta. Cea mai obisnuita forma este cea a unui polinom de gradul intai in raport cu
fiecare variabila, motiv pentru care se vorbegte despre un element finit patrulater liniar
Deci functia de aproximare se alege de forma:

T=axy+bx+cy+d (3 110)

Procedand ca in cazurile precedente se obtine un sistem de patru ecuatii in necu-
noscutele a, b, ¢, d. Insa, deoarece se obtin expresii complicate. se prefera folosirea unui
element finit parametric, ce se va prezenta in cele ce urmeaza.

Utilizarea elementelor finite parametrice s-a impus din ma: multe motive.

Dupa cum s-a subliniat Ia inceputul acestut paragraf. pentru fiecare element finit.
trebuie stabilite functiile analitice cu ajutorul cdrora si se descrie domenmul clementulu
finit, care vor interveni in calculul integralei pe acest domeniu.

Chiar si in cazul unui element finit wiidimensional, care nu este paralel cu axele
sistemului de coordonate, aceste functii sunt relativ complicate si ele devin 51 mar com-
plicate, de exemply, in cazul unui element finit patrulater, de o forma arbitrard Cu atat
mai mult se complica lucrurile in cazul elementelor finite tridimensionale

De asemenea, daca frontiera domeniului este curbd, pentru a obtine eron cat mau
mici, trebuie si se foloseascd elemente finite curbe, respectiv cu latunle curbe. respectiv
cu muchiile si fetele curbe, iar descrierea unor astfel de domenti este practic imposibila.

Lucrurile devin foarte simple daca s-ar folosi elemente unidimensionale, ce are di-
!

ARSI

rectia unei axe, respectiv elemente finite bidinicn-tonale cu fatecde paralele cae
H >

respectiv elemente finite tridimensionale ce au muchiile si fefele paralele cu axele Deoa-
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rece astfel de elemente finite se descriu in general prin functii de transformare xe(a, b).
yelc, d], ze[e, f] ele se vor numi elemente finite de tip interval. Evident ca acestea ar
implica retele de discretizare rectangulare, ceea ce ar reduce considerabil cazurile in care
se poate aplica metoda elementelor finite, cu precizii satisficitoare.

Ideea este ca, pentru fiecare grup de noduri ce este dat, trebuie s3 se defineasca un
sistem de coordonate local, cu axele notate, in general, cu x;, x,, x;.

Mai intéi, in raport cu sistemul de referinta local, se defineste un element finit, ce
se va numi element finit parinte, care si aibi un numir de noduri egal cu numarul de
puncte din grupul considerat, ins sa fie cu element finit de tip interval.

Elementul finit ce urmeaza a se defini, cu acel grup de puncte. se va numi element
finit real, iar punctele vor fi nodurile acestuia.

Fiecare nod al elementului finit parinte se pune in corespondenta cu un nod al
elementului finit real si este foarte important ca aceste corespondente si se stabileasca
corect. In acest scop se imagineaza, cel puti aproximativ. forma ce se doreste sa o aiba
elementul finit real. Elementul finit parinte va avea aceeasi configuratie geometrica. doar
cd laturile, respectiv muchiile sunt dupa axele sistemului de coordonate local on paralele
cu acestea. Cu alte cuvinte, elementul finit parinte va fi elementul fimt real imaginat ¢a
ar avea nodurile astfel dispuse incat laturile sale sd aiba directiile axelor sistemulur de
coordonate global. Pe aceastd baza corespondenta nodurilor se stabileste relativ ugor.

Dupi ce s-a reprezentat elementul finit parinte, fiecare nod al sdu se noteaza la fel
cu nodul elementului finit real pus in corespondenta cu nodul respectiv. Se stabilesc co-
ordonatele nodurilor elementului finit paninte fata de sistemul de coordonate local.

Se procedeazi la fel ca in cazurile prezentate pana acum, doar ca manmea T se
aproximeazi printr-un polinom in variabile locale, adica T se cautd de forma:

T=T(x), X2, X3) (5.11h

Notéand cu (x; x5, x;) coordonatele unui nod arbitrar al elementulur pannte, coe-
ficientii polinomului de interpolare se afla impunand condiile:

T(x;,x;x;):p, i=lLp (5.112)

Coeficientii astfel determinafi se inlocutesc in (5.111,) care se grupcaza dupa va-
lorile Ty, T, ..., Tp, obtinand:

=Y NT, (5.11%)
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unde Ni=Ni(x,, x,, x3) sunt functiile de forma ale elementulti finit parinte, exprimate in
coordonate locale.

Trecerea de la elementul finit parinte la cel real se realizeaza printr-o transformare
de coordonate, ce se obtine exprimand fiecare coordonata globala ca o functie de coor-

donate locale, deci de forma:

X = x(xl,xz,x:,)
y = y(x,,%,5,%;) (5.114)
z= Z(XI,XZ,X3)

Se observa ca transformarea (5.114) descrie domeniul elementului finit real sub
forma parametrica, parametrii fiind coordonatele locale, de unde provine si denumirea de
elemente finite parametrice.

Transformarea (5.114) se obtine exprimand fiecare coordonata globala printr-o re-
latie simulara cele1 stabilite pentru exprimarea marimii T, deci de forma (5.113), doar ca
in locul valorilor marimii intervin valornle acelei coordonate, pentru nodurile (punctele)

respective ale elementului finit real, adica:

(5.115)

<
i
it M
=
3“~

unde N;=Nj(x;, X, x3) sunt chiar functiile de forma stabilite anterior. Deci, valoarea co-
ordonatei respective a fiecirui nod, fatd de sistemul de referinta global, se multiplica cu

functia de forma atasata nodului respectiv, exprimata in coordonate locale.

'\l

b) c)
Fig.5.5

Ca prim exemplu, s¢ va defini un element finit unidimensional curb. Pentru accas-

ta trebuie ales un grup de trei puncte necolineare, aga cum se arata in fig.5.5.b.
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Se presupun cunoscute coordonatele globale a celor trei puncte, adica se cunosc
(x;, yi), 1=1, 2, 3.

Coordonata locala este coordonata £, prezentata in paginile precedente si deci sis-
temul de coordonate local are o singura axi, axa &. Elementul finit parinte este tot uni-
dimensional, cu lungimea egala cu doua unitati si dispus simetric fata de originea axei &,
asa cum se arata in fig.5.5.a. Deci elementul finit parinte este descris de functia -1<8<1.

Corespondenta nodurilor se stabileste asa cum se arata in fig.5.5.

In unele lucrari se spune ca se utilizeaza un element finit unidimensional rectiliniu
cu trei noduri, doua fiind plasate in extremitati, iar al treilea in centrul de greutate si se
numeste nod median. Insa, asa cum se observi din figura, elementul finit real nu este nici
macar rectiliniu, iar nodul 3 poate fi orice nod necolinear cu celelalte doud, 1 amplasat
intre acestea. De fapt, afirmatiile respective se refera la elementul finit pannte, care, intr-
adevar, este rectiliniu, si are nodul trei ca nod median.

Aproximarea marimii T, fatd de sistemul referinta local, deci in raport cu axa § se
face printr-un polinom in variabila &, care trebuie si fie de gradul doi, deoarece p=3, §i
n=p-1=2. Deci:

T=at*+bé+c (5.116)

Coordonatele nodurilor elementului finit parinte sunt 1(-1); 3(0): 2(1).

Conditiile (5.112) devin T(-1)=T,, T(1)=Tx, T(0)=T;. Impunand ca T(Z). datd de

(5.116), si satisfaca aceste conditii, si dupa ce se grupeaza in raport cu Ty, T, T3, se ob-

tine:

T=N, T +N,T,+N;T;, (5.117)
unde:
&8 NooNE)=5TE N =NE)=1-E (5.118)
N|=N1(§)= P Nz'“Nz(ﬁ)'” 5 N, = ;& g . |
Se verifica céa:
N;+N,+N;=1

Transformarea (trecerea) de la sistemul de referinta local la cel global este data
de:

{x:N,x,+NZX2+N3x3 (5.119)

Yy = lel g Nz)'z B N_‘_\/}

sau, dezvoltat:
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x:'gzz—é_xl+§22+§x2+(1_{;2)x3
2 _ : (5.120)
y=2 > - 2+§y2+(1—§2)y3

Se poate verifica ci, daci ¢ vaniazd intre -1 §i 1, atunci un punct curent P(x.y), ale
carui coordonate sunt date de relatiile (5.120), descrie o paraboli ce trece prin cele trei
puncte (fig.5.5.b). De asemenea, panta acesteia in punctul trei are directia segmentului ce
, uneste punctele 1 §i 2, adica tangenta dusi la parabola in punctul 3 are directia acestu
segment. Ca urmare, daci punctul 3 se alege pe mediatoarea segmentului format din

punctele 1 si 2, atunci parabola va avea varful in punctul 3.

~v

a) b) c)

Fig.5.6
De asemenea, daca punctele sunt alese colineare, atunci P(x,y) va descrie chiar
segmentul ce le uneste si se obtine un element finit unidimensional rectiliniu, prezentat
in fig.5.5.c.
Urmatorul exemplu va ilustra modul in care se defineste un element finit bidimen-

sional patrulater cu laturi curbe. In acest scop se alege un grup de 8 puncte, ce trebuiesc

amplasate ca in fig.5.6.b.
Sistemul de referinta local este definit ca un sistem de coordonate cartezian, cu

axele &, n, iar elementul finit parinte este un patrat cu latura egala cu doua unitafi. dispus
cu laturile paralele cu axele, §1 cu centrul de simetrie in originea sistemului de coordo-
nate, asa cum se aratd in fig.5.6.a. Presupunand ca cele 8 puncte s-au notat ca in
fig.5.6.b, judecind asa cum s-a arétat, s-a obfinut amplasarea nodurilor elementulur finit

" : : Rt TN 1
parinte ca in fig.5.6.a, in care s-au precizat si coordonatele nodurilor, fata de sistenw! de

referintd local.
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Elementul finit parinte va fi descris de functiile --1<E<I; -1<n<1.

Se defineste marimea T ca o functie de coordonatele locale, adica T=T(&,n).

Facand p=8, din relatia (5.96) se afla n=3, insa avand numai 8 puncte, se va folosi
un polinom de interpolare sub forma incompleta, astfel incat sa fie de gradul dot in ra-

port cu fiecare variabild, de unde provine si denumirea de element finit patrulater, patra-

tic, sau de ordinul doi.
Deci, exprimarea marimii se face prin funcfia:
T=a,§2+a2n 2+a3§2n +as€n 2+asEn+acE+an+ag (5.12D)
Prin acelasi procedeu se obtine:
T=N, T+ N,To+ N3T3+ NyTy+ NsTs+ NeTet+ N7T7+ NgTg (5.122)
N o ZEonkeene) (+e)i-n)g-n-1)

4 4
NB:(1+&)(1—2)(&+n—1) N4:—(l—§)(1+4n)({;+n—l) (5.123)

"

e

N7=(1—F;22Xl+n) Nng--am—nl)

2

P

st(l—ézle—n) N _(=2l-n)

Transformarea de coordonate este definita de relatile:

X = iNixi

i=1

unde N;, i = 1,8 sunt functiile de forma date de relafile (5.123)

Se poate verifica ca, pentru fiecare trei puncte de pe o aceeasi latura a elementului
finit parinte, se obtin relatii de transformare similare cu relatiile (5.120). Laturile trebuie
parcurse in sensul axelor de coordonate, iar pentru fiecare laturd se 1mpune conditia ca
una dintre coordonatele locale sé aiba valoarea constanta 1 sau —1.

Ca exemplu, s consideram latura superioard, ale carei nourt se parcurg in sensul

4—7—»3. Deoarece in lungul acestel laturi n=1, relatiile (5.123) devin:

2 1 _ R ~
PJf=O; Iszo; Pq3=:& ;—&; Tq4=:§“5j;; bh:(k h%=0 ]Q7:]-§; IQ3*0.

Relatiile de transformare se reduc la:
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xzszaxf* ;S&+0*$»7

e g (5.124)
y=2—2y 4 . v, +(-£2)y,

Se observa ca se obtin tocmai relagiile (5.120) doar ci punctele 1, 2. 3 se inlocu-
1esc cu punctele, respectiv, 4, 3, 7 ale laturii considerate, parcursi in sensul mentionat.

Deci, cénd & variazi intre -1 i 1, fata de sistemul de referinta global, punctul cu-
'rent P(x,y) va descrie o parabola, ce trece prin nodurile 4, 7, 3 ale elementului finit real,
asa cum se observa din fig.5.6.b.

La fel si pentru celelalte laturi ale elementului finit parinte, impunand conditia ca
una dintre cele doua coordonate locale s aiba valoarea constanti respectiva (-1 sau 1),
pentru valori ale celeilalte coordonate locale, din intervalul [-1,1], fata de sistemul de re-
ferind global, punctul curent descrie o paraboli ce trece prin nodurile corespunzatoare
ale elementului finit real. Se obtine in final un element finit patrulater cu laturi curbe.

De obicei, nu se mai reprezinta elementul finit parinte. ci se scrie direct transfor-
marea de coordonate (5.123). Pentru fiecare grup de trei puncte consecutive, alese ca sa
formeze nodurile elementului finit real, se inscrie valoarea constantd —1 sau 1 a coordo-
natei locale respective, asa cum se aratd in fig.5.6. In acest scop, peste elementul finit
real se suprapune sistemul de referinta local cu originea in centrul de simetrie al acestuia.
iar directiile axelor pot fi alese arbitrar, insa axa £ orientata in sensul axei x, iar axa n
orientatd in sensul axei y. De obicei, direcfia axelor se alege astfel incét si treaca prin
unul din punctele intermediare ale laturii pe care o intersecteaza. Se imagineaza ca ele-
mentul finit ar avea forma unui dreptunghi cu laturile paralele cu axele astfel desenate,
cu latura egala cu doua unitafi, si ca fiecare axa trece prin mijlocul latunii pe care le in-
tersecteaza, unde s-ar afla punctul intermediar de pe acea laturd. Procedand astfel, se sta-
bileste cu usurinta care coordonata locald raimane constanta si valoarea acesteia.

Daca, cele trei puncte ale fiecarui grup sunt colineare. se poate arata ca elementul

finit patrulater are laturile rectilinii, insa de o forma arbitrara (fig.5.6.c).

5.5. Stabilirea modelelor numerice elementale pentru cimpul elec-
tromagnetic i pentru cimpul termic

In acest paragraf sc urmareste determinarea expresiilor clementelor matricei de 1i-

giditate elementale, si ale componentelor vectorutui (ermenilor hiberi elementalt. pentru
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un element finit arbitrar, insz pentru usurinta notatiilor nu s-a mai previzut indicele sy-
perior, €. De asemenea, nu se mai precizeaza expresiile functiilor de forma si numarul
lor, si acestea se vor alege, in functie de tipul de element finit utilizat, asa cum s-a aratat
in paragraful anterior.

Studiul arcului electric revine la studiul campului electromagnetic produs de cu-
rentul de sudare. in acest scop ar trebui folosit modelul matematic al potenfialelor elec-
tromagnetice prezentat in capitolul 4.

{ Insa, modelul geometric utilizat constd dintr-un conductor cilindric, parcurs de cu-
% rentul de sudare §i inconjurat de gazul de protectie, deci de un mediu nemagnetic, de
: permeabilitate magnetica relativa H=1. De asemenea, deoarece coloana arcului electric
* are sectiunea redusa, si avand in vedere ca frecventa curentului de sudare este frecventa
- industriald , deci de valoare redusi, se poate neglija curentul electric indus, ce intervine
. atunci cand curentul de sudare este alternativ.

Ca urmare, pentru studiul arcului electric se foloseste modelul matematic.

thn

rot(rotx): oJs, (5.12%)

unde 4, Jssunt potentialul magnetic vector. respectiv densitatea curentului de sudare

dintr-un punct curent P(x,y,z) al domeniului elementului finit respectiv

Ecuatia (5.125) se mai scrie sub forma:

grad(divA)- AA = 1. (3 126)

Pentru rezolvarea unei ecuatii vectoriale, in care intervine ca necunoscutd o ma-
rime vectoriald, se foloseste metoda descompunerii pe componente. Se obfin trei ecuatii
scalare, in care necunoscute sunt valorile componentelor marimi \»'ecmn'ak respective
dupi axele sistemului de coordonate folosit. Fiecare componenta se aproximeaza printr-o
relatie prezentati in capitolul precedent pentru marimea scalara T.
Deci valoarea fiecdrei componente se va aproxima prin suma proc‘uselor dintre funcya
de forma atasata fiecarui nod al elementului finit §i valoarea componenter dupa axa res-
pectiva a valorii vectoriale a marimii vectonale in acel nod, cu observafia ca funcpa de

forma atasata unui nod este aceeasi in fiecare aproximare.

In continuare, pentru fiecare ecuatie scalara se procedeazi ca in capitolul prece-
dent, si se obtinc cate un model numeric elmental. |

In ecuafia (5.126) sc presupuric cunoscuta Jo, la neCUnoscuti so fmarinea A
Admitand ca se foloseste un sistem dc coordonate cortezienc, sc noteard o A A A
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Jsv Jsy» Jsz valorile componentelor dupd axe ale manmii A tespectiv ale manmn

Evident ca:
K:A"_+A\‘_’+‘Alk‘ (Q ’.\-7)

unde A.i,A,j,A k sunt componentele marimii vectoriale A dupa axe. 1ar A.. .. \, re-

prezinta valorile acestor componente.

Se noteazd cu A, valoarea vectoriala a marimii A intr-un nod arbitrar 4. 1ar A

A,y > A,, Teprezinta valorile componentelor acesteta dupa axele respective. Lvident ca

Al :A'A,\i—+A",\j’A:_,k (S 128‘1

Conform celor precizate anterior, se definesc aproximanle:

iS22

p
s
-1

P r
= AL = AL , NN
A, ENAAM, A, Z\A \, Al

Se exprimi, in coordonate carteziene. operatorn ce intervin m relapa (3 1261 3
apoi se grupeaza termenii ce multiplicd cate unul dintre vectont 1 ok care se epaleasa
cu valoarea corespunzatoare a componentei lu J.. Se obtin astfel cele et ccuap seaiare
mentionate, in care A,, A,, A, se inlocuiesc cu aproximarile (S 129)

Admitind ci se foloseste metoda reziduurifor ponderate a lur Galerkin. e proce:

deazi ca in capitolul precedent si se obtin trei modele numerice elementale. tn care ne-
cunoscutele sunt A, Aiy, Aiz, A =1,p, care se obpin pnn 1. rolvarea modelelor numenye

elementale. In final, se determind valoarea vectoriald A . = 1p. pe baza relaper

(5.128).

fnsi, in scopul de a obtine modele elementale cat mai sunple, se fac anumie
2 ,

transformari ale ecuatiei vectoriale date.

In relatia (5.121), se inlocuiesc relatiile (5.129) §i se obtine’

\| / P ! " 'Y
— [< AR N G INGA L K ¢S 13y
A:(AZNAAM)'I "“;N).fxl)/))';f_; 2 *
=1

e 3 . .

— “—\ H 'q | %
/\ o i i o o ' ‘

) it : Y -("\4_!"\' i
2 oo A e pnfocuiesie Vi CNpEONi 4 e ey

I i 1ald 5), marnuza Ascm 3

In ecuatia vectoriald (5.12‘ .
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are in vedere c3, intrucat A, este un vector constant, orice operator diferential, aplicat lui

A, va da un rezultat nul.

Se considera ecuatia (5.125) si se obtine:

— p _ P _ P
rotd = rot(z NAAA] =Y rot(N,4,)= > (gradN, x 4, + N rotd,)
A=1 A=l

A=1

_ & —
rolAngradNXXAl, (5.132)
A=l

unde s-a tinut cont de cele mentionate mai sus i, deci rord, =0

Deci:

— P _ P
rot(rotA) = rot(z gradN, x A AJ =y rot(gradN XA, )
A=l |

Se foloseste relatia:
rot(@ x V) = ~vdiv + (VW )a + udivv + (Vv

Alegand u = gradN, ,v = A, , se obtine:
rot(grade X KK) = —deiv(gradN )+ (KKV)gradN;w +gradN, divA, +(gradN, V)A N
Pe baza celor precizate mai sus, si deoarece div(gradN, )= AN, se obtine:
N P _
rot(rotA)zZ[(AkV)grade —A,_AN;_] (5.133)
A=t
Se noteaza v = rot(rotA ) si se obtine:
Por/_ _
v=% |, - v)graan, - 4,an |, (5.134)
A=1

iar ecuatia (5.125) devine:

<|
o |

— L (5.135)

Cele trei ecuatii scalare vor fi:

v, =lolgs v, TRl v, =L, (5.136)

Pentru aflarea expresiilor lui vy, vy, V;, se expriméd gradN; in coordonate cartezi-
ene, iar vectorului astfel obtinut i se aplica operatorul A,V exprimat tot in coordonate

carteziene. Grupand termenii, aga cum s-a mentionat, si schimbénd ordinea de derivare

in anumiti termeni se obtine:

p ([ 5 (0N, O (N, o (?N;_]
SN O | AN A, | A e A,
V‘Z{[ax(k) } ™ “x(w' ‘m(* ™
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_w ) 0[N, o { N, d (ON,
v, _é{ayL = jAu “{5;( o j—ANl}A”+5y—( P JAM} (5.137)

Ry R

Implementarea pe calculatorul electronic implic, ca ecuatiile respective sa fie

scrise sub forma condensata si in acest scop se fac schimbari de notatii. Astfel axele se
noteaza cu X, X, X3 §i deci se fac urmatoarele inlocuiri: x— X;, y—> X,, zZ—> X3. Valoarea
oricarel componente se noteazd cu un acelasi indice ca $i axa respectivd, adica se fac
schimbarile de notatie: A,x—>Ax1, Axy—Ax2, Ai2Axs; [k, =1, [ .
Ecuatiile (5.136) devin:
v, =Wl v, =L, vy =l (5.138)

Relatiile (5.138) se transforma in:

e [[ & (eN,) & (&N, o (N ), |
=>4 = “AN, A+ A+ S A,
Y17 {GXI(@X]) *} > [("xz 2o, (*xT3j 2

1

» [ & (eN, & (eN, & (N, L
= —_ A+ — -AN, |A,, +— A, 5.139

1

N 5 (aN 1
S A | — 2 A, ] — - AN, |A,,
Vs Z{@x3[6‘x J “+6’x3(€}x2 +2 &3(&(3 ’/f

1

Pentru fiecare valoare a lui A, necunoscute sunt Asj, Ajz, Ass, 1ar coeficientii lor,

din cele trei relatii (5.139), se noteaza cu C} si se obtin cu relatiile:

C; :—a—(aN*J—%ANL,iJij:lE, (5.140)
ox; | ox,

unde &; este simbolul lui Kroneker.

Cu ajutorul acestor coeficienti relatiile (5. 139) devin:

2 (e A A
Vi = Z(CHAM +CpAy, +C13A).3)

A=

(CAa, +Cha,, +CiA,,) (5.141)

M

Vv, =

>
]

-

(CLA,, +ChA,, +ChA,,)

Vi =
3 -

=L

sau condensat:
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In aceasta relafie, pe rand A ia valorile 1,2,...,p si pentru fiecare dintre aceste va-

lori, mai intéi indicele i obtine cite una dintre valorile 1,2,3 si pentru fiecare dintre ele se

face succesiv j=1,2,3.
De exemplu, pentru elementul finit cel mai simplu, cu doua noduri se obtine:
vi = C:IAH + C:ZAIZ +C:3A13 +CizlA21 +Ci22A22 + CiZJAZB’i = i’—3

In calculul matricial fiecarui vector 1 se asociazd un vector coloana, ale carui

componente sunt valorile componentelor vectorului respectiv.
Deci, daca pentru vectorii v,A4,,J,, vectorii coloand asociati se noteaza cu [v],

[As], [Js], fiecare are dimensiunea 3x1 si expresiile:

Vl A:\]_] (‘]sl_i
[V]: Va s [A).]: A | [Js]: S | (5.143)
V3 Ass ‘]>3J

Aceasta permite ca ecuatiile (5.138) sa se scrie condensat sub forma matriciala:

[v]= w7, ] (5.144)
Vectorul [A,] se defineste cu cele trei necunoscute din nodul A si pentru toate cele
p noduri va rezulta un numir de 3p necunoscute. Pentru ca modelul numeric elementul
sd aibi forma unui sistem de tip Cramer, cele 3p necunoscute trebuie sa fie componen-
tele unui vector coloana cu dimensiunile 3px1. Acesta se numeste vectorul coloana al

necunoscutelor problemei, ce se noteaza cu [A] si se obtine prin concatenarea dupa co-

loane a vectorilor coloand [A,], A =1,p, adica:

[4.]]
4]
—[A, ]ﬂ [A13]
[Az] [Azl ]

A=l |l m (5.145)

) 4,
[1.]
_[Apz L
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Pentru fiecare dintre relatiile (5.141) si pentru fiecare vector [A,], A = 1,p, se defi-
neste cdte un vector linie, ce are ca §i componente coeficientii necunoscutelor care in-
tervin in vectorul [A,]. Acesti vectori vor avea dimensiunile 1x3, se noteazi cu [Cf‘] st au
expresiile:

lcrl=lcicher] i=13, a=ip (5.146)
Se observi ca elementele vectorilor [C,‘] sunt tocmai coeficientii [C,j |, dati de re-

latiile (5.146)
Se noteaza cu [C;], i =1,3, vectorul linie obtinut prin concatenare dupi linii a vec-
. a — s ow.
torilor [Cij , A=1p, adica:

[c)=lci+ci+ . +cr], i=13 (5.147)

Avand in vedere relatiile (5.146), dezvoltat se obtine:

[c.]=lcicLeicicie crerner ], i=13
Fiecare dintre vectorii [C;] are dimenstunea 1x3p si contine toti coeficientii ce in-
tervin in expresia lui v; din relatiile (5.141).
Cu ajutorul vectorului coloana [A], definit prin relatia (5.145) st al vectorilor [C/],
definiti prin relatiile (5.147), matricial, relatiile (5.141) se scriu sub forma:
v, =[C][A]; v, =[G, ]IA] vy =[C;][A] (5.148)

Pentru obtinerea matricel [v], se noteaza cu [C] matricea obtinuta prin concatena-

rea dupi coloane a vectorilor [Ci], i = 1,3, adica:

[c.]

[c]=]]c,] (5.149)
€]
Avand in vedere relatiile (5.147), matricea [C] este:
c},C,,C),C; C}CL. . CPCPCP,
[c]=]|C},Cl,CLCECLCE . CE CPLCe, (5.150)
C},C,,C,,CLChCE, .. CP CE,CY,
Matricea [C] are dimensiunile 3x3p 1 contine toti coeficientii din relatiile (5.141).
Tinand cont de relatiile (5.148), (5.149) se observi, ca metricial, relafitle (5.141)

se scriu sub forma:
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VI=[CI(A] (5.151)
Conform procedurii mentionate pentru metoda elementelor finite a lui Galerkin,
pe rand, pentru fiecare nod, in ordinea crescitoare a indicelui, ecuatia (5.144) se inmul-
teste cu functia de forma a nodului respectiv si se integreazi pe domeniul D al elemen-
tului finit.

Pentru un nod arbitrar o se obtine:

JN. VD= [uN U D a=Tp (5.152)

Se inlocuieste [v] cu expresia data de (5.151) si tindnd cont ¢ elementele matricei

[A] sunt constante, se obtine:

[ [~, [C]dD][A]= [uN oD a=1p (5.153)
b D
Se introduc notatiile:

L LA R A LA A SR (5.154)
Ecuatiile (5.153) se scriu sub forma:

K.][al=[F]  a=Lp (5.155)
Elementele matricei [K,] se obtin inmultind fiecare element al matricei {C] cu N,
si apoi fiecare element astfel stabilit, se integreazi pe domeniul D. Evident ca [K,] are
aceleasi dimensiuni ca si [C], adica 3x3p.
Pentru deducerea vectorului coloana [F,], fiecare element al vectorului coloani
[J,] se inmulteste cu 1N, si apoi, fiecare element astfel obtinut, se integreaza pe dome-
niul D. Vectorul [F,] va avea aceleasi dimensiuni ca si [J;], adicad 3x1.

Se noteaza cu [K] matricea obtinutd prin concatenarea dupd linii a matricelor

[K.], @ =1p sicu [F] vectorul coloand obtinut prin concatenarea dupa linii a vectonlor

[Fol], o =1,p, adica:

[K]= : [F]= (5.156)
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Ecuatiile (5.155) obtin forma matriciala:
[K][A]=[F] (5.157)
Matricea [K] are dimensiunile 3px3p si va fi tocmai matricea de ri giditate
elementald, iar [F] are dimensiunile 3px1 si va fi vectorul termenilor liberi elementali.
Pentru implementarea pe un calculator electronic elementele matricei [C] trebuie

notate in mod obisnuit, adica:

Cll CIZ Cl3 C|4 C15 C16 Cpr
[C] =1Cy Cy Cy Cy Cp Cy CBp (5.158)
Cyi Cyp Cy Gy Cy Cy C33p

Notand cu C,p un element arbitrar al matricei [C] in relatia (5.158) se pune pro-
blema de a stabili valorile lui i, j, A pentru ca elementul C, p si poata fi calculat cu relatia
(5.140).

Se noteaza cu B mod 3 (B modulo 3) restul impartirii lui B la 3.

Comparand expresia (5.158) cu expresia (5.150) se obtin:

1=a
B daca B<3

J=9 3 dacad B mod 3=0 (5.159)
B mod 3 dacad 8 mod 3#0

A= ceilling(g) ,

B B

unde ceilling(?) este o functie de rotunjire superioara §i daci, 3 este un intreg, are va-

loarea egala cu acel intreg, iar in caz contrar valoarea este egald cu a intregului imediat
superior.

Valorile lui i se implementeaza printr-o instructiune de atribuire, valorile lui j cu
instructiunea IF, THEN, ELSE, iar pentru valorile lui A se foloseste functiunea
ceilling(x) pe care o poseda orice limbaj de programare.

Pentru a stabili o relatie, cu ajutorul céreia s se poatd calcula direct elementele
matricei [K], mai intéi, se defineste o matrice [B] cu dimensiunile 3px3p, la care, fiecare
grup de cate trei linii consecutive se obtin inmultind elementele matricei [C] cu N, res-

pectiv cu Ny, respectiv cu N, ..., respectiv cu N, adica:
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NICH NICIZ N1C13 NICM NICIS NlCl6 N1C13p—
N1C21 NlC22 N1C23 N1C24 NICZS N1C26 NIC?.}p
N1C3] NIC32 N1C33 NIC34 N1C35 NlC36 N1C33p

N,C, N.,C,; N,C,; N,C, N,Cs NGy N'.’C3lp
[B]: N2C21 N.C,, N2C23 N,C,, N,Cy; N,C N2C13p (5‘160)
N,C;, N,C;, N,Cy, N,C,, N,Cy N,Cs N2C33p
N,C, NG, N;C; N;,C, N,C5 N,Cy, N3C13p
N,C, NiC N,Cpy NG, N,Cyy N,Cy N3C23p

_N3C3] N3C32 N3C33 N3C34 N3C35 N3C36 N3C33p_J

Folosind notatia obisnuitd, se obtine:

FBH B, By By, By By Bl3p
B, B, By B, By B BZJp
B, By B; By, By By B33p
B, B, B, B, B, B B43p
[B]= B, B, Bs By, By Bg B53p (5.161)
Bg Bge Bg By Bg By B63p
B, B, By By, By, By B73p
By By By By By By BS3p
LB91 By, By By Bgo By B93p

Comparand relatiile de mai sus, rezulta ca un element arbitrar al matricei [B], no-
tat cu By, se obtine dintr-un element arbitrar C,y al matrices [C], cu rela-

tia:B; = N, C,; ,in care:

af >

B:

4 dacd <3
a= 3 dacd ymod 3=0 (5.162)
ymod3 dacd ymod3 =0

k= round(l]
3

Pe baza celor precizate, rezultd cd un element arbitrar al matricei de nigiditate
elementald, notat cu K5, se calculeaza cu relatia:

K, = [NyCpdD, (5.163)
14

unde valorile lui o, B se stabilesc conform relatiilor (5.162). Pentru calculul valorilor lui
Cap, se determina mai intdi i, j, A cu relatile (5.159), si apoi:

)
c.-2 (E’N—l) ~8,N, (5.164)
y ax.l 4/ -

A
Cx,
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Noténd cu F,, @ =13p un element al vectorului [F] acesta se calculeaza cu rela-

fia:
F,=N,F, (5.165)
unde:
a daca a<3
i= 3 daca amod3=0 (5.166)

amod3 dacd amod3 =0

e a
A = ceill =
i mg(3j

in felul acesta se calculeaza direct toate elementele matricei de rigiditate
elementale s1 ale vectorului coloani elemental.

in general, modelul matematic, folosit pentru studiul campului termic, este alca-
tuit din ecuatia scalard a conservirii energiei, ecuatia vectoriald a migcarii §i ecuatia
scalard a conservarii masel.

Primele doua ecuatii se pot scrie sub forma generala:

&cd)

-

+div(cv®) = div(kgrad®)+S, (5.167)

unde:

® este marimea necunoscutd principala i anume temperatura pentru ecuatia ener-
giei, respectiv valoarea unei componente a vitezei v,

S reprezintd densitatea de volum a surselor, ce este cunoscuti pentru fiecare ecua-
tie;

¢, k sunt marimi de material §i anume: pentru ecuatia energiei, ¢ este produsul
dintre densitate si cildura specifica, iar k este conductivitatea termica, respectiv densita-
tea si coeficientul de viscozitate dinamica echivalent, pentru ecuatia migcarii.

Se considera cazul mai general cand toate marimile sunt variabile atéat in spatiu cat
si in timp, adica:

c=c(t,x,y,z); O=D(txy,z); V=V(txy,z); k=k(txy,z); S=S(t,x.y,z);

Functia S este datd prin enuntul problemei.

Aceasta impune ca fiecare marime sa fie discretizata, atat in timp cit §i in spatiu.

Mai intai se facc o discretizare in spatiu, presupunind cd marimea respectiva ra-

mane constauld in tinp, cgald cu valoarca sa dintr-un moment oarecare t.
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Discretizarea in spatiu inseamni definirea aproximarilor:
P P P P
c=>Ngc;; ®=DND,; V=2 Ni¥,; k=) Nk, (5.168)
=1 1 1 Fl
unde:
N;=Nj(x,y,z) este functia de forma atagata nodului j
c; =¢;(t), D;=@;(t); V;=V,(t); k;=k,(t); sunt valorile marimilor respec-
tive dintru-un moment oarecare t.

Pentru un produs, cum este cazul lui pc, acesta se defineste ca reprezentand o sin-

gurd functie W=c®, care se aproximeaza la fel ca orice functie, adica:

Evident ca:
l'I"j:‘“P(t,Xj,yj,ZJ'):C(t,)(J‘,Yj,,Zj)'(I) (t,Xj,yJ',Zj):Cj(Dj
si deci:
P
c®=> Ni,o, (5.169)
il
Se presupune cd, in ecuatia (5.167), fiecare marime este inlocuitd cu aproximarea

respectiva si aplicind metoda reziduunlor ponderate se obtine:

J‘ N, 3c®d)

In continuare se considerd separat fiecare termen, ce se noteaza cu B;, B,, B3, By

dD + | N,din(c®¥)dD - [N div(kgradd)aD = [NSdDi=1p  (5.170)
D D D

si marimile respective se inlocuiesc cu aproximdrile, date de relafiile (5.168).

Se obtine:

B, =jN,-?—(fNjch>jdi = ‘ZUN,NJdD)[—a—(cJCDJ)} i=ip, (5.171)
D Cl\ =i J=E\D ot

unde s-a avut in vedere faptul ca N; nu sunt functii de timp §i c&, pentru un nod dat, j.
¢;d; sunt constante in raport cu integrala pe domeniul D.

Matricial, se obtine:
B, = [K']-gt—([cd)l), (5.172)

unde [K'] este matricea de rigiditate corespunzitoare primului tcrmen, iai
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g(czq)z)

—2([c<b])= (5.173)
_gt-(cpd)p)—

Al treilea termen, notat cu Bj, are o forma ce este dificil de exprimat matricial.
Din acest motiv se aduce la o forma mai simpla, folosind relatia:
div(N kgrad®) = N,div(kgrad®) + kgraddgradN. ,
din care se obtine:
N, div(kgrad®) = div(N kgrad®) - kgraddgradN,

Inlocuind si folosind formula lui Gauss — Ostrogradski

-

B, :§Nikc¢
S

-~

ds - [(gradN, )kgradddD, (5.174)
D

unde S este frontiera lui D, 1ar — este denivata dupé directia normalei intr-un punct oa-
cn

recare a lu1 S.
Primul termen din membrul drept intervine numai pentru elementele finite de pe
c®

-~

an

frontiera S, unde, prin conditii de frontierd de tip Neumann, se cunoaste k st deci

acest termen reprezintd o cunoscutd a probleme si se trece in membrul drept al ecuatiei

(5.176).

Rezultd ca in membrul sting rdmane doar termenul:

~B, = [(gradN, )kgrad®dD  i=1p
D
Se inlocuiesc k si @ cu aproximadrile lor si se obtine:
P P
-B, = I(gradNi > Njkj)grad[z NjCDdeD
D =1 =t

Se noteaza cu [N], [k] vectorii coloand formati cu functiile de forma, respectiv cu

valorile marimii k, adica:
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N, k,
N, k,
[N]= [k]= (5.175)
N, | k, |
Cu aceasta:
P
LNk, = [NJ'[] (5.176)
i
Folosind proprietitile operatorului gradiont 3i tinfd cont o5 ), [~ 5 sunt con-
stante, se obtine:
P P
grad| > Nk, | =D (gradN ), (5.177)
1 1

Se inlocuiesc relatiile (5.176) s1 (5.177) cu relatia (5.175) rezultand:

~
1

B, = ! [(gradNi)[N]'[k]g (gradN, o J}dD

Factorul (gradN,)N]'[k] este o constanti fatd de insumarea in raport cu indicele j
si deci pot fi introdusi sub suma. De asemenea, avand in proprietatile unei integrale refe-

ritoare la o suma §1 deoarece in fiecare integrald @, este o constanta se obtine:

- B, :g{[l(gradNi)[N]'[kkrade}q:j} i=Lp

Se noteaza:
K; = I(gradNi)[N]r [k]pradN, (5.178)
D
si se obtine:
-Bs=Zp:K§<Dj i=Lp (5.179)

Se dau indicelui i toate valorile de 1a 1 la p si matricial, se obtine:
-B, = [K*] [®], (5.180)
unde [K?] este matricea de rigiditate corespunzitoare celui de-al treilea termen, avand
elementele date de relatia (5.178), iar [D] este vectorul coloani al valorilor marimii &.

Membrul drept al ecuatici (5.170) se sciic ma ricial sub forma:
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NsdD = [F] (5.181)

unde [F] este un vector coloana cu dimensiunile px1, ale carui elemente sunt date de re-

latiile:

F,=[NSdD i=1p (5.182)
b
Al doilea termen se descompune intr-o serie de trei termeni:
0 0 0 . =
B, = |N. —(cDv +|{N. —lcPv KD+ |N.—(cdv D 1=1, 5.183
2 ].[ 1ax( x)d‘D '1[ lay( yk I[ laz( z)d p ( )

Pentru pnmul termen, avand in vedere cele precizate cu privire la discretizarea

unui produs, se obtine:

N
Ky =[N, —LdD (5.184)
> X
Matricial se obtine:
B,, =|K**| [ev, @], (5.185)

unde [K*] este o matrice cu dimensiunile pxp ce are elementele date de relatiile (5.184),

1ar:
-Clvxlcbl |
CZVqu)Z
[ev, @)= (5.186)
_vaxp(Dp_
In mod similar se obtin:
B,, = [K* ||ev,®] (5.187)

B,, = IKZZ J [CVZCD],

unde matricelc [K®], [K*] au elementele date de relatiile:
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ON.
LdD,

Ky =[N, —2dD; Ki* =[N, (5.188)
D D
1ar:
(Clvyl(bl ] rClvzlq)l ]
c,v,, P, C,v, P,
v, @)= : fev, @)= (5.189)
‘Cpr(Dpd _cpvzpd)pd
Deci:
B, = [K** | [ev, @]+ [K* | [ov, @]+ [K ] [ov, @] (5.190)

Insa, dupa cum se observi din relatiile (5.173), (5.186), (5.189), in expresiile lui
B,, respectiv B3, nu intervine doar vectorul coloand al valorilor marimii & ci $1 valorile
unor marimi ce se considera cunoscute, pentru fiecare dintre ecuatiile mentionate.

Pentru a separa vectorul coloana al valorilor marimii &, cu ajutorul valorilor ma-
rimilor ¢, vy, Vy V. se defineste cite o matrice diagonald cu dimensiunile pxp, ce au pe
diagonala principald ca elemente chiar valorile marimii respective. Notind aceste matrice

cu [c], [v«], [Vy], [Vv2], ele vor fi:

(¢, 0 O v, 0 0 0
0 ¢, O 0 0 v, O
[C]: 0 0 ¢! [vx]: 0 0 Vi3
0 0 O c, 0 0 O Ve
(v, 0 0 0| v, 0 0 0]
0 v, O 0 0 v, O 0
[Vy]: 0 0 Vys 0 [Vz]: 0 0 v, 0
0 0 0 Vi | (0 0 0 Vo |

Se verifica usor ca:
[c@=[c][®]; [cvi@]=[c][vx][P]; [cvy@]=[c][v,][P]; [cv.PI=[c][v.]IP]

Cu acestea se cbtine:

B, - [K'12 (e} [) (5.191)
IR TN I
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Inlocuind relatile (5.191), (5.192), (5.170), (5.171) in ecuatia (5.190) se obtine

modelul numar elemental:
K12l e v, e e b, Je e b Dol [k o= 71 (5.199)

Pentru discretizarea in timp, durata in care se analizeaza procesul respectiv, se di-
vide intr-un anumit numar N de intervale cu o duratd At, numiti pas de timp. Momentele

divizarii se noteazd cu t,, tj,....ty, 1ar pentru un moment arbitrar se foloseste notatia t,,

n=0,N.

Valoarea oricarei marimi X intr-un nod arbitrar j, in momentul arbitrar t,, se no-
teaza cu Xj,, 1ar matricea [X] formata cu valorile marimii din momentul t, se va nota cu
[X].. Deoarece toate matricele de rigiditate din (5.193) contin numai marimi spatiale,
discretizarea se referd, in general, la celelalte matrice.

Discretizarea in timp se poate realiza cu metoda diferentelor finite sau tot cu me-
toda elementelor finite.

In cazul folosirii metodei elementelor finite, se considera t ca a patra variabili si

se procedeaza ca in cazul unei marimi de o singura variabila.

Un element finit temporal cu doud “noduri” este cate un interval [t,.;, t,], n= 1N,
iar extremitatile sale t,., t, sunt chiar nodurile sale. In acest caz, orice valoare X(t) se
asimileaza printr-o functie de gradul intai i punand conditia Xi(t,.;1)=X|, Xj(t,)=Xjs, dupa

aranjarea termenilor se obfine:

t. —t t—t
X .+ a-!

X =2 , 5.194
oo T oA T ( )
unde s-a avut in vedere ca t,-t,.;=At.
Notind cu 1,1 1, “functiile de forma” temporale, se obtine:

X =10 Xe + 1, X, (5.195)
unde:

t -t t—t

Tn—l = ’ 1 a. ‘*a
At At

Un element finit cu mai multe noduri se obtine grupand mai multe momente suc-
cesive, astfel incat fiecarc grup si contina acelasi numar de momente. Momentele ex-
treme forincaza nodusile extreine, 1ar momentele intenmediare sunt nodurile intermedi-
are. De exemplu, un clement cu trei noduri se obtine formand grupun t,,, t,1, t,
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n=1,N. Aproximarea se va face printr-o functie de gradul dot in variabila t.

Deoarece prin aceastd metoda intervin dificultdti in realizarea convergentei, de
obicel, discretizarea in spatiu se realizeaza cu metoda diferentelor finite.

Ecuatia (5.193) se scrie printr-un moment arbitrar t,, matricele respective primind
indicele n, iar pentru evaluarea derivatei in momentul t,, se foloseste o schema cu deri-

vate finite, dintre care, cea mai simpla, consta in:

E‘a{ Ic]- [o]- [c].[®], —A[tC]..-l [0].., (5.196)

Relatia (5.196) se inlocuieste in relatia (5.193) si intrucdt matricele [c], . [®], .,

sunt cunoscute de la un pas anterior, ele devin cunoscute si trec in membrul drept.

Se obtine:

[Tl fo], +[el (e . L + [k I, ]+ [ v S+ [ o], -
~[FL +lel @l
[ Jie. el Qo1 + e o ]+ o< 1)+ b llel =
=[]+ el @y

Se incepe cu primul moment t,. Din datele initiale se cunosc matricele [c]o, [®]o $t

(5.197)

(5.198)

se obtine un sistem in care necunoscute sunt valorile marimii @ din toate nodurile, in

momentul t;. Se continui la fel si pentru celelalte momente.
Pentru cresterea preciziei, se folosesc scheme cu diferente finite mai complicate,

insa, principial nu apar lucréri noi §i nu se mai prezinta.
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Cap.6. MODELAREA CAMPULUI ELECTROMAGNETIC ST A
CAMPULUI TERMIC LA O IMBINARE SUDATA

6.1. Metodica de lucru

Orice program de proiectare asistatd de calculator implica parcurgerea a trei etape

numite: preprocesare, procesare (solutionare) si postprocesare.

Cu mici diferente de la un program a altul, in fiecare dintre cele trei etape trebuie
parcursi pasii ce se prezinta in cele ce urmeaza.

Etapa de preprocesare

1. Se alege tipul de analiza, care poate fi mecanica (structurald), termica, de cur-
gere electromagneticd sau cuplata.

Unele programe permit ca, pentru fiecare tip de analiza sau numai pentru cea elec-

tromagneticd, sa se aleagd metoda utilizata care poate fi a elementelor nodale sau a ele-

mentelor de frontierd (de muchie).

2. Se aleg tipurile de elemente, care vor fi utilizate si pentru fiecare se definesc
optiunile precum si valorile constantelor reale.

3. Se definesc proprietatile materialelor ce se vor utiliza. Daca acestea se conside-
rd izotrope, liniare, atunci pentru fiecare material se introduc valorile constantelor de ma-
terial specifice tipului de analiza ales.

Pentru o proprietate a unui material neliniar, se stabilesc doud marimi, cu ajutorul
carora se pot determina valorile acelei proprietati si se introduc perechi de valori pentru
cele doud marim.

Unele programe permit alegerea unui anumit material dintr-o biblioteca de mate-
riale.

4. Se construieste modelul geometric al domeniului problemei, fie cu ajutorul
programului respectiv fie cu un alt program specializat in modelare geometrica $i apoi
modelul se importa in programul utilizat.

5. Atribuirea tipului de element §i a materialului, pentru fiecare regiune a domeni-
ului problemei.

Acest pas intervine atunci cand domeniul problemei s-a divizat in mai multe zone,
din matenale diferite sau in care se folosesc tipuri de elemente diferite .

in general in cazul unei analize electromagnetice acestea sunt:
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- regiunile de aer;

- bobinele de excitatie filiforme, ce pot fi alimentate cu curent sau in tensiune;

- miezurile din material feromagnetic:

- regiunile conductoare electric:

- magnetil permanenti.

Fiecarui material si tip de element ales i se atribuie un indicator (pointers), care la
unele programe este un numar natural.

Se selecteazd, pe rand, fiecare regiune si se atribuie indicatorul corespunzator ma-
terialului si al tipului de element stabilit pentru regiunea respectiva.

6. Se stabilesc parametrii retelei de discretizare si tipul de retea ce se va utiliza.

7. Se realizeaza discretizarea domeniului problemet, operatia numiti meshing,

Etapa de procesare

1. Se alege regimul analizei care poate fi stationar (static), sinusoidal (armonic),
nestationar (tranzitoriu).

2. Se stabilesc anumite controale, care depind de programul folosit. De obicei
acestea vizeaza:

— alegerea unel metode numerice pentru rezolvarea sistemului de ecuatii
limare i1 a celei pentru rezolvarea sistemului de ecuatii neliniare, care formeaza
modelul matematic al problemei.

- alegerea unui anumit numir de iterati (pentru problemele neliniare) si a

criteriului de convergenta.

- selectarea marimilor pentru care se stocheaza valorile, in vederea postprocesa-

rii, precum si a numarului de valori ce se stocheaza.

3. Se impun conditiile de frontiera si sarcinile aplicate.

La unele programe aceastd operatie se poate face pentru elemente ale modelului
geometric (linii, suprafete, volume, puncte) sau pentru elemente ale modelului discretizat
(nodun, elemente).

Deoarece inainte de a incepe procesarea programul transferd condititle de frontie-
ri si sarcinile, aplicate pe elementele geometrice, in nodurile modelului discretizat, ope-
ratii ce pot introduce erori, se recomanda ca aplicarea sa se facd direct pe noduri sau pe
elementele finite din regiunea respectiva, care in prealabil se selecteaza.

O chestiune deosebitd este reprezentatd de folosirea marcatorilor (flags) pentru

BUPT



167

calculul fortelor electromagnetice folosind metoda tensiunilor maxwelliene sau metoda
fortelor generalizate (Jacobi)

Ambele tipuri de forte se determina pentru o componentd a modelului, de obicei
din material feromagnetic, care trebuie sa fie inconjurate complet de portiuni de aer.

Pentru determinarea tensiunilor maxwelliene, se selecteaza suprafata, in punctele
careia se doreste calculul acestei tensiuni, careia i se aplica ca sarcina de suprafata, un
marcator ce are diverse denumiri, de exemplu Maxwell Surface (MXVF). Programul
stocheaza valorile tensiunilor in elementele finite din zona de aer adiacenta suprafetei
respective, 1ar in etape de postprocesare se poate calcula rezultanta acestora, ce poate fi
utilizatd intr-o analiza mecanica, pentru a determina deplasarea acelei componente.

Metoda fortelor generalizate este o alternativa la metoda Maxwell s1 se aplica tot

pentru 0 componentd, care trebuie sa indeplineasca conditiile mentionate mai sus.

6.2. Definirea modelului geometric

Pentru a verifica rezultatele obtinute prin folosirea metodei prezentate in aceasta
lucrare, s-au imbinat prin sudare cap la cap doud placi metalice cu latimea L=5 cm, gro-
simea S=10 mm cu rost prelucrat in Y, iar cusétura a avut lungimea de 2m.

Avand in vedere tematica lucrarii, imbinarea s-a obtinut prin procedeul MAG fo-
losind ca gaz de protectie bioxidul de carbon.

S-a folosit o sursa de alimentare de curent continuu, tip RST-400, cu polaritate in-
versd, DC".

Tindnd cont de faptul ca prin procedeul MAG, in mediu protector de bioxid de
carbon se pot suda fara probleme oteluri cu continut redus de carbon, sau slab aliate s-a
folosit ca material de baza un otel de tip OL 37 4K.

S-a ales o sirmi electrod de tip S11Mn2Si, cu diametrul d;=2 mm.

Pentru a obtine un arc de tip spray, curentul de sudare a avut intensitatea [(=395A,
caruia i corespunde o cadere de tensiune pe arc U,=33 V.

S-a lucrat cu o lungime libera a electrodului L,=12 mm si o lungime a arcului
L,=7 mm, iar viteza de sudare a fost V= 47,3 cm/min, la un debit de bioxid de carbon
Q=18 /min.

Pe baza datelor de mai sus s-a obtinut modelul geometric prezentat in fig.6.1.

Deci, domeniul considerat este constituit din urmatoarele subdomenti (regiuni):
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1-componente;

2-arc electric;

3-sarma electrod,

4-diuza pentru gaz;

5-spatiul ocupat de gazul de protectie.

Aceste zone formeaza domeniul principal al analizei, insd dacd nu se cunosc pre-
cis conditiile de frontiera se mai folosesc inca doua regiuni. Cu una dintre ele se mode-
leaza aerul din jurul domeniulw principal si se numeste spatiu liber. Cealalta este folosita
pentru a modela scaderea la zero a inductiel magnetice, respectiv scaderea temperaturii
la o valoare egala cu temperatura mediului ambiant si1 formeaza spatiul infinit al analize:.
Fiecare dintre aceste regiuni este aleasd de forma unui cilindru drept, coaxial cu axa de
simetrie a modelului principal, de raza si inaltime suficient de mare. Pentru a nu compli-

ca desenul, cele doua regiuni nu s-au mai reprezentat in fig.6.1.

Fig.6 1

6.3.Stabilirea proprietitilor de material
Analiza electromagnetici implica ca, pentru fiecare mediu ce intervine, sa se cu-
noasca: permeabilitatea magnetica relativa y, si rezistivitatea electrica resv.
Analiza termicd poate fi realizatd numai daca, pentru mediul din fiecare subdo-
meniu, se cunoagte conductivitatea termica K, in caz ca se admite un regim termic stati-
onar. Pentru a putea studia un regim termic nestationar mai trebuie cunoscute: densitatea,

dens si caldura specifici c. De asemenea, in situatia cd intervin schimbari de faza, trebuie
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cunoscuta si entalpia ent. Pentru studiul curgerii bioxidului de carbon trebuie cunoscut
coeficientul de véscozitate dinamica n si exponentul adiabatic y.

Se subliniaza faptul ca acuratetea rezultatelor obtinute depinde de precizia cu care
s cunosc proprietitile de material mentionate. Totodati, rezultatele obtinute sunt cele
mai apropiate de cele reale, daci se cunosc dependentele acestor proprietiti de tempera-
turd, 1ar in cazul ca intervin subdomenii ce contin materiale feromagnetice trebuie cu-
noscute curba fundamentald de magnetizare a materialelor respective, cel putin prin 5
puncte.

in paragraful urmator se prezintd aceste proprietati pentru mediile mentionate. O
parte din acestea a fost preluata din literatura de specialitate, iar o alta parte au fost de-

terminate experimental de autor, in colaborare cu colegul s.1.ing. Lucian Gruescu.

6.3.1. Proprietitile de material pentru componente
Dupa cum s-a precizat, componentele se realizeaza din OL 37 4K, pentru care

proprietdtile de material se prezinta in tabelele de mai jos.

Tabelul 6.1
T 25,5 160 2915 | 4716 635 698 709 7203 742 761 1000
TR 200 190 182 161 135 104 84 35 17 1 i
Tabelul 6.2
T 0 125 250 375 500 625 750 875 1000
Resv.10’ 1,84 2,72 3,84 5,12 6,56 8,24 10,31 11,52 12
Tabelul 6.3
T 0 100 200 300 400 600 800 1000
K 50,5 475 448 42 394 31 29 22
Tabelul 6.4
T 20 100 200 400 600
C 465 468.9 477,35 515 569 49
Tabelul 6.5
T 20 600

dens 7820 7061

6.3.2. Proprietiiti de material pentru aer

w=1, c=0
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Tabelul 6.6
T 0 20 | 40 | 80 | 100 | 140 | 180 | 200 | 250 { 300 | 350 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 {1000
dens (1,293]1,247]1,128] 1 0,946(0,854/0,77910,746{0,674(0,6150,566/0,524(0,456/0,404(0,362/0,329/0,277
¢ |1005/1005{1005{1009|1009(1013|1022/1026{1038{1047{1059/1068!1093{1114}1135|1156[1185
K-10°24,4 25,1 25,9130,5{32,134,9|37,8(39,3{42,7| 46 149,1(52,1{574/62,2|67,1|71,8|80,7
-10%17,2 18,1(19,1]21,1121,9|23,7(25,3(27,6{27,4(29,7{31,4} 33 136,2(39,1]41,8{44,3| 49

6.3.3. Proprietati de material pentru bioxidul de carbon
w=1, o=0

Tabelul 6.7
T 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
C 815 914 993 1057 1110 1154 1192 1223 1249 1277 1290
K-10° | 14,7 | 22,8 | 30,9 | 391 | 472 | 549 | 62,1 | 688 | 75,1 | 809 | 86,3
’r]-106 14 12,2 22.4 26,4 30,2 339 33,7 41.1 44 6 48,1 51,5

Tabelul 6.8
T 0 300 600 1000
Dens 1,9767 0,944 0,618 0,423

6.3.4. Proprietati de material pentru arcul electric

u=1

in cazul procedeului de sudare considerat, avind in vedere faptul ca amorsarea ar-
cului electric se face dupia ce gazul de protectie a ajuns intr-un regim de curgere lamina-
ra, coloana arcului electric este constituitd din plasmé de bioxid de carbon.

Deoarece determinarea directd a proprietitilor de material este dificila, se utilizea-
za relatiile de calcul bazate pe teorii microscopice ce formeaza *’Fizica plasmei’. Se
presupune ci plasma este neutra si se afla in echilibru termic, ceea ce inseamna ca:

-distributia particulelor este normala

-temperatura electronica nu difera de temperatura particulelor constituente.

Cu exceptia spatiului de inconjoara capatul electrodului, coloana arcului electric
indeplineste aceste conditii i deci se pot folosi relatiile ce se prezinta in cele ce urmeaza.

Mai intai se calculeazi gradul de ionizare o, cu relatia lui Saha:

aZ L _ (sz j3/2 (kT)S/Z 22( e“i% (61)
1-a’ p, h’ P, Z

unde:
m,— masa electronului;

h — constanta lui Plank;
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k — constanta lui Boltzmann;

z,— functia partiala a ionului;

z —functia partiala a ionului neutru;

V; — potentialul de ionizare;

p — presiunea in spatiul din jurul arcului;

Do — presiunea atmosferica.

Functia partiala (de divizare) reprezinta suma energiilor posibile de stare, u;, a

particulelor respective, si se calculeazi cu relatia:

z=Y qe """ (6.2)

unde q; este greutatea statistica egala cu numarul particulelor ce au energia u;.
Pentru atomii excitati electric sau ionizati, se pot consitdera doar primii trei ter-
meni ai relatiei (6.2), adica:
z=q, +q,e " +q,eM (6.3)
La temperatura arcului electric o bunéd aproximatie este:
qo=z=1 (6.4)
Pentru cazul considerat, V;i=14,3 V, iar valorile lui q;, q; sunt date in literatura de

specialitate.

Densitatea se calculeazi cu relatia:

mp
dens = ———— 6.5
ens (l + a)kT (63)

unde m este masa atomica, care pentru bioxidul de carbon are valoarea m=4, iar p=p,.

Caldura specifica se determina cu relatia:
5 Ray Y5 Qf)z
=—Rl+a)+—\-a’ ) =+=| (6.6
c="R(+a)+—>( {2 S| (66)

unde:
R=8,314 J/mol-K este constanta generala a gazelor;
Q; este temperatura caracteristica de ionizare, ce se determina cu relatia:
Q=1,606-10" V, (6.7)
Se determina parametrul A al ciocnirilor cu relatia:
T3/2

z(n.)"’

unde z este nivelul de ionizare, iar n. este concentratia electronilor. Pentru z=1 ionizarea

A=125-107 (6.8)
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se face prin pierderea unui singur electron.

Conductivitatea electrica se poate afla cu relatia:

2 T3/2
o =2632-10 T (6.9)
Calculul conductivitatii termice se face pe baza relatiei:
TI/Z
K =8324-107% —gn (6.10)

unde:

m — masa atomica a gazului;

d — diametrul moleculelor;

() — este un parametru ce variaza lent cu temperatura, si are valori cuprinse in 0,6
pentru T=5.000K s1 0,5 pentru T=10.000K.

In cazul temperaturii mari, se poate folosi relatia:

TS/Z

K =4389.10"
z-InA

(6.11)

Alegénd valor pentru temperatura T, cu relatiile prezentate se pot calcula valorile
corespunzatoare ale proprietitilor de matenal pentru coloana arcului electric.

Regiunea vizibil a arcului electric are o temperatura care creste de la 10" K pe
suprafata exterioard, pana la 2-10° la catod. La asemenea temperatur, intilnirile dintre
particulele incdrcate electric sunt mult mai importante decit intilnirile dintre electroni si
atomii neutri, ce domina la temperaturi joase. Ca urmare, valorile proprietatilor de mate-
rial pentru arcul electric se pot calcula cu relatiile lui Spizer.

De asemenea, proprietitile de material pentru arcul electric se stabilesc pentru

temperaturi incepand cu 5K si sunt date in tabelul de mai jos.

Tabelul 6.9
T Kelvin 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
o 1,03 2,73-10° | 7,49.10° 1,04-10* 1,02-10° 1,09-10* 1,17-10*
dens 0,1 0,05 0,015 0,01 0,009 0,007 0,005
C 1000 2000 7000 5000 7000 8000 6800
K 0,144 0,625 2,417 2,644 3,961 4,936 6,498

6.4. Analiza conductiei electrice

Scopul final al metodei prezentate este determinarea cimpului termic din compo-

nentele ce se sudeaza.

Pentru aceasta, se utilizeaza doua variante.
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in prima varianta arcul electric este privit ca un mediu, aflat la temperatura con-
stantd, fara inertie termica, care dezvolta caldura prin efectul termic al curentului de su-
dare, pe care o transmite, prin conductie termica componentelor si sarmei electrod.

In a doua varianta, se iau in considerare si inertia termica precum si dependenta de
temperatura a proprietatilor de material, pentru arcul electric.

In cazul primei variante, procesele se studiazi separat. Mai intai se determina pu-
terea calorica specifica, la temperatura constanta, care este folositd ca sarcind pentru ana-
liza termica.

Analiza conductiei electrice urmareste tocmai determinarea puterii calorice speci-
fice. Modelul matematic este constituit din ecuatia lui Poisson, pentru care necunoscuta

principala (grad de libertate) este potentialul electric V, din care se determind densitatea
de curent J si puterea calorici specifici g, cu relatia:
] =-ogradV; q=pJ? (6.12)
Modelul geometric este constituit doar din doud componente: arcul electric §i

sarma electrod.

Avand in vedere ca se poate considera ca existd o simetrie plana in lungul cusatu-

g o,

loseste modelul redus la 1/4, prezentat in fig.6.2.

Fig.6.2

Reteaua de discretizare este realizata cu elemente finite 3D, de forma tetraedrala,

cu 10 noduri, ce au forma prezentata in fig.6.3.
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Fig.6 .3

S-a obfinut o retea de discretizare de forma prezentata in fig.6.4.

Fig.6.4

Singura proprietate de material ce intereseazi este rezistivitatea electrica.

Analiza s-a efectuat pentru doud temperaturi ale arcului electric, de 15000K, res-
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pectiv de 25000K, pentru care valorile rezistivitatii electrice s-au ales din tabelul anteri-
or, 7-10~ respectiv, 3,5-10° Q-m.

Avénd in vedere ca ponderea cea mai mare o are cildura dezvoltata in arcul elec-
tric, pentru componente si sirma electrod valoarea rezistivitatii electrice s-a ales cea co-
respunzatoare temperaturti cele mai mari, pentru care se dispune de date, adica
rsv=12-107".

Ca sarcina s-a definit intensitatea curentului de sudare, prin suprafata superioara a
sarmei electrod, la valoarea de 98,75 A, deoarece se utilizeaza un model redus la 1/4.

Ca s1 conditie de frontiera s-a impus valoarea zero pentru potentialul electric pe
suprafata inferioard a componentelor, care, de altfel, sunt conectate la masa.

Deoarece sursa de alimentare este de curent continuu, analiza conductiei electrice
se executd pentru un regim stationar.

Distributia densitdtii de curent, obtinuta pentru cele doud cazuri este prezentata in
fig.6.5.

> » ‘.r\.AA.,‘ ST T s _N‘;m
.780427 .305E+08 .609E+08 .914E+08 .127E+09
.152E+08 .457E+08 .762E+08 .107E+09

Fig.6.5

in fig.6.6 s-a reprezentat variatia densitatii de curent dupa o dreapta ce trece prin

axa de simetrie a arcului electric, in functie de distanta masurata de la suprafata inferioa-

(K10479)
126€.213 -~ [N

1144.293
1022.312

900.331

556.369
534,388
412.407
290.42¢

168.445

BUPT



176

ra a componentelor.

Se observa cid densitatea de curent are valoarea maximai, constantd, egald cu
1,25-10% A/m?, respectiv 125 A/mm?, in coloana arcului electric, valoare ce corespunde
celel indicate in literatura de specialitate, precum si celei calculate.

Distributia puterii calorice specifice in coloana arcului electric, precum §i variatia
sa cu distanta, in lungul dreptei mentionate pentru cele doua cazuri, sunt redate in fig.6.7,
respectiv 6.8.

Pentru T=15000K.

(X10**9)
1106.&39

933.178
879.716
766.254
652.792
539.330
425.868
312.406
198.944

85.482 LI

-27.919

-1108+13 L111E+13 -111B+13 S112B4+13 -113B413
.110E+13 .111%413 -1122+13 1128413 -112B413

Fig.6.7

Pentru T=25000K.

(x10**8)
5%8.445

5323.14%

4717.848

4112.%61

3%07.254

2901.9%7

2296 . 660

1691.363

1086.066

480.769

= ~124.927
.S8SEt12 . S92E+12 .5998+12 . 606E+12 . 613E+12 0 4 8 1.2 1.6 2
. 588E+12 . 995E+12 «602E+12 . 605E+12 .6l6E#1L

Fig.6.8
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Valoarea maxima a puterii calorice specifice intervine in coloana arcului electric,
si se ridica la 1,1-10'* W/kg, pentru primul caz, respectiv la 5,9-10'' W/kg pentru al doi-
lea caz.

Se observi cd si in ceea ce priveste puterea calorici specificd, valorile cele mai
apropiate de cele date in literatura de specialitate se obtin pentru al doilea caz.

Potentialul electric se repartizeaza pe coloana arcului electric, asa cum se prezintd
in fig.6.9.

Fig.6.9

Este de remarcat ca, pentru al doilea caz cdderea de tensiune electrica pe coloana
arcului electric are valoareca cea mai apropiatd de cea impusi la proiectarea imbinarii
(33V).

Toate cele de mai sus conduc la concluzia ci rezultatele obtinute pentru al doilea
caz sunt cele mai apropiate de datele teoretice si experimentale, prezentate in literatura
de specialitate.

Din acest motiv, in cele ce urmeaza, pentru arcul electric, se vor folosi proprietati-

le de material corespunzitoare temperaturii T=25000K, adica resv=3,5-10°Q-m;

¢=7000J/kg-K; dens=5-10"kg/m’, K=TW/mK.
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6.5. Analiza curgerii gazului de protectie

Curgerea gazului de protectie se studiaza cu scopul de a determina coeficientul de
schimb al céldurii prin convectie o, dintre arcul electric si stratul de bioxid de carbon din
Jurul acestuia.

Deoarece intereseazi curgerea gazului de protectie de la iesirea din duza de gaz,
limita superioara a domeniului considerat este suprafata de iesire a duzei de gaz, consi-
derata circulara, cu raza RD=10mm. Aceasta este raza de intrare (inlet) a modelului folo-
sit pentru studiul curgerii, pentru care se impune viteza de intrare V;,, ce s-a calculat cu

relatia:

unde Q este debitul de gaz, iar S este aria suprafetei de iesire a duzei. inlocuind s-a obti-
nut V;;=1 m/s.

in mod riguros, domeniul trebuie sa contind sarma electrod, arcul electric, com-
ponentele, precum si o anumita portiune din spatiul din jurul acestora. insa, deoarece in-
tereseaza doar schimbul de caldura prin convectie dintre arcul electric §i1 gazul de protec-
tie si tindnd cont de posibilititile utilizatorului, limita superioara a domeniului s-a stabilit

la extremitatea superioara a arcului electric, iar limita inferioard pe suprafata superioara a

componentelor.

L4 At 2

Fig.6.10

Din aceleasi motive si avand in vedere ci amorsarea arcului electric se face dupa
ce gazul de protectie a ajuns intr-un regim de curgere stationara, stratul din jurul arcului

electric s-a admis de forma cilindrica, cu raza RD, coaxial cu arcul electric.
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In aceste ipoteze, se poate admite o simetrie coaxiald, si deci se poate lucra intr-un
plan ce trece prin axa de simetrie a arcului electric, domeniul avind forma prezentati in
fig.6.10.

Cu L1 este notata zona cilindrica din jurul arcului electric cu raza RD. Pentru a nu
limita studiul curgerii doar la aceasta zona, s-a prevazut o zona de expansiune, de forma
unui corp de revolutie ce sectiunea axiala trapezoidala, notata cu A2.

Dupa cum s-a precizat in capitolele precedente, studiul transferului de caldura
prin convectie implicd un model matematic ce contine toate ecuatiile prezentate. Aceasta
necesitd folosirea unei analize de curgerea fluidelor cuplata cu o analiza termica si deci
folosirea unor elemente finite, ce au atasate un model elemental format din matricea de
rigiditate si vectorul termenilor liberi, deduse, asa cum s-a aritat, pentru fiecare dintre
urmatoarele ecuatii: ecuatia momentului cinetic, ecuatia de continuitate §i ecuatia con-
servarii energiei.

Se folosesc elemente plane, patrulatere, cu 4 noduri, reteaua de discretizare avand

forma prezentatd in fig.6.11.

1
44

TT

|IREN

inul
1T

Fig.6.11

Ca sarcina se poate introduce puterea calorica specifica din zona arcului electric,
determinati la analiza precedenti. Insa, pentru a putea determina pe o, trebuie sa se defi-
neasci temperatura pe suprafata exterioard a arcului electric, adica temperatura Ts, din
relatiile prezentate. Aceasta impune ca, din domeniul considerat sa se excluda zona ocu-
patid de arcul electric si astfel suprafata exterioard a acestuia devine frontiera pentru
domeniul considerat, si este reprezentata prin linia L,.

In ceea ce priveste mediul domeniului, acesta este constituit din gazul de protec-

tie, care initial se admite ca ocupa zona de razi RD, si aerul in restul domeniului. Insa,
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avand in vedere cd nu exista diferente prea mari intre proprietitile aerului si cele ale bi-
oxidului de carbon, s-a admis ci acesta din urmi ocupa tot domeniul considerat. Fiecare
dintre proprietatile acestuia s-a definit printr-un tabel cu doui coloane, in prima fiind in-
scrise valorile temperaturii, iar in a doua valorile corespunzitoare ale proprietatii respec-
tive.

Ca si conditie de frontierd, impusa de studiul curgerii, se defineste presiunea pe
suprafata de iesire (outlet) a domeniului curgerii, egala cu presiunea atmosferica.

Se poate admite ca, la distant3 suficient de mare de zona curgerii, aerul este linig-
tit. Pentru a fi indeplinitd aceastd conditie, raza zonei de expansiune Re trebuie aleasa cat
mai mare. Practic, conditia este indeplinitd daca se alege Re=2RD. Aceasti ipoteza per-
mite ca, pe suprafata exterioard a zonei de expansiune si se defineascd, ca si conditie de

frontiera presiunea egala cu presiunea atmosferica.

b} {x10*+-2)

Fig.6.12

De asemenea, datoritd aderentei, viteza este nuld in punctul de pe suprafata exte-
rioard a arcului electric, care se impune ca §i conditie de frontierd pe linmia L,, ce este
frontiera a domeniului curgerii.

Ca si sarcina termica se definegte temperatura Ts in punctele liniei L;, pentru care
se aleg valori egale cu temperatura din zona vizibila a arcului electric, mentionate anteri-
or. S-au ales urmatoarele valori: 5.000K, 10.000K, 15.000K, 20.000K, 25.000K,
30.000K, 35.000K.
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Pentru a stabili regimul curgerii, s-a ales ca stare initiala aceea cind in tot dome-
niul considerat temperatura este egald cu cea a mediului ambiant T,=20 °C, iar curgerea
este adiabatica. In fig.6.12 s-au reprezentat rezultatele obtinute pentru: distributia vecto-
rilor viteza, prin sigeti, distributia valorilor vitezei, sub forma de contururi, precum si
profilul vitezei in zona de iesire, dupa o directie radiala, distanta fiind masurata de la su-
prafata arculw electric.

Practic, curgerea se produce numai in domeniul de raza egald cu RD, in care vite-
za are valoarea egala cu V. Insa, din profilul vitezei, rezultd un regim turbulent, mai
ales in zona de iesire din duzd, ceea ce era de asteptat, avand in vedere valoarea criteriu-
lui Reynolds.

Dupa cum s-a mentionat, in cazul de mai sus curgerea s-a presupus adiabatica,
adica s-a facut ipoteza ca temperatura este constanti in tot domeniul curgeni i s-a studi-
at doar migcarea gazului de protectie, determinata de valoarea impusa a vitezei de intra-
re. S-au utilizat doar ecuatiile migcari fluidului.

In continuare se considera ci o curgere termicd, adici se are in vedere variatia
temperaturii in domeniul curgerii, determinatd de temperatura impusa T, pe suprafata

arcului. Pe 1anga ecuatiile miscarii se foloseste si ecuatia conservarii energiet.
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Ca referintd, pentru T, s-a ales o valoare egala cu 50 °C, si, in fig.6.13, pe linga
reprezentirile mentionate mai sus, s-a obfinut si variatia coeficientului a dupi aceeasi di-
rectie radiala.

Dupa cum era de asteptat, se obtin aceleasi rezultate ca in starea inifiala.

S-au realizat mai multe analize, cate una pentru fiecare valoare a lui T, dintre cele
mentionate §i s-au obtinut rezultatele precizate mai sus.

Insa, pentru ca volumul lucririi sa nu fie exagerat de mare, s-au ales numai acele

valori ale lui T pentru care apar modificéri semnificative ale rezultatelor.

Pentru T,=5.000 °C

A CEA
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Fig.6.14

BUPT



183

Pentru T:=10.000 °C
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Fig.6.15

Pentru T.=25.000 °C
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Fig.6.16
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Se observa cd, la temperatura de 5.000 °C, zona de curgere uniforma, cu viteza
constanta egala cu cea de intrare, se restrange spre iegire, creste zona de linga suprafata
arcului electric in care viteza este nula, ceea ce conduce la o crestere a densitatii de flux
termic transmis prin convectie, avand ca efect mirirea coeficientului a. De asemenea,
curgerea se extinde §i in afara domeniului de razi RD.

Pe masura ce creste temperatura, aceste efecte devin tot mai pronuntate, astfel in-
cat la temperatura de 25.000 °C zona de curgere uniforma nu mai ajunge pani la iesire.

De asemenea, graficul vitezei de iesire aratd ca, pentru toate temperaturile, curge-
rea este laminard, zona de vitezd maxima devenind tot mai ingusta.

in tabelul 6.10 sunt date valorile lui a in nodurile de pe suprafata exterioara a ar-
cului electric (linia L1) pentru toate valorile lui T,. Numerotarea nodurilor s-a ficut din-
spre zona de intrare.

Tabelul 6.10

No o 50 5.000 10.000 | 15000 | 20000 | 25.000 | 30000 | 35.000
1 30,59 59,1 60,49 60,38 60,35 60,44 60,5 60,54
2 | 2982 48,71 45,16 51,33 45,39 45,5 45,16 44,88
3 30,59 59,08 60,47 60,35 60,33 60,42 60,48 60,52
4 | 30,62 59,07 60,46 60,35 60,32 60,4 60,46 60,51
5 30,65 59,04 60,42 60,33 60,28 60,37 60,42 60,47
6 | 3068 58,97 60,35 60,29 60,21 60,3 60,36 60,40
7 30,7 58,89 60,27 60,23 60,13 60,21 60,27 59,92
8 30,72 58,8 60,118 60,25 60,03 60,12 60,18 58,12
9 | 30,73 58,7 60,08 60,06 59,04 60,02 60,08 55.4
10 | 30,744 58.6 59,08 59,07 59 84 59.02 59,08 47.17
11 | 30,741 58,5 59,88 59,86 59,74 59,82 59,81 45,19

Valoarea maximi a lui a este de 60,5 W/m °C si apare la temperatura de 35.000
°C, pentru nodul 3.

In literatura de specialitate se precizeazi ci, pentru curgerea fortati a gazelor, va-
lorile lui o sunt cuprinse intre 10 W/m °C, si 300 W/m °C, iar valorile obtinute se inca-

dreaza intre aceste limite.

6.6. Analize termice

in general, la o analizi termica, ca sarcind (marime de intrare) se poate folosi pu-
terea calorica specificd, din zonele in care se produc transformari ale unor forme de
energie in energie intern3, sau valori impuse ale temperaturii in anumite zone ale dome-
niului considerat.

in prezenta lucrare se foloseste prima varianti, si deci ca sarcina se utilizeaza pu-
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terea calorica specifica din zonele conducitoare electric, dar mai ales din coloana arcului
electric. Deoarece aceasta se obtine din analiza conductiei electrice, prin esentd orice
analiza termica este o analiza cuplata.

in cadrul unei analize cuplate se studiazd mai multe procese, care in principiu, pot
fi din orice domeniul al fizicii. Pentru aplicatiile frecvent utilizate in practica industriala,
intervin procese de natura: electricd, magnetica, termicd, mecanica (structurald). Pentru
fiecare proces, se defineste cdte o analiza, iar anumite marimi de iesire (rezultate) ale
unei analize sunt transferate ca marimi de intrare (sarcini) pentru o alt analiza.

in cazul proceselor mentionate, succesiunea analizelor si marimilor ce se transfera

sunt prezentate in fig.6.17.

1L STA T ¢p T
1 Gl il L
ANALIZA CONDUCTIEI A
ELECTRICE
L PS o
TI I
DI Ay g PS 4 D
ANALIZA T ANALIZ{\
MAGNETICA TERMICA A
}JT F Tt
< — »
F T*
ANALIZA
STRUCTURALA
to
< >
Fig.6.17

Se incepe cu analiza conductiei electrice, care se realizeaza pentru o temperatura
egald cu temperatura mediului ambiant, iar ca sarcina se poate folosi fie intensitatea I a
curentului electric printr-o sectiune a unei regiuni conductoare a domentului, fie caderea
de tensiune electricd U, pe una sau mai multe regiuni conductoare. Valorile obtinute pen-
tru densitatea JA a curentului de aductie (de excitatie) sunt transferate ca sarcind pentru

analiza magnetica.
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in general, in cazul unui regim nestationar, prin aceasta analizi se determina den-
sitatea curentilor electrici indugi, care se cumuleazi cu JA obtinand densitatea totala JT,
care este transferatd ca marime de intrare pentru analiza conductiei electrice. Cu aceasta
densitate, prin analiza conductiei electrice, se determind puterea calorici specifica PS,
care este transferata ca sarcina pentru analiza termica, ce incepe cu o temperaturi initiala
Tl. Temperatura T in punctele domeniului, obtinutd in urma analizei termice, este
transferatd ca marime de intrare pentru analiza conductiei electrice si pentru analiza
magnetica. Proprietatile de material sunt reactualizate pentru noua valoare a temperatu-
ri1, §1 in continuare lucrurile se repeta.

Daca se realizeazd §i o analizd structurald, atunci ca midrime de intrare sunt
transferate: temperatura T, obtinuta din analiza termici i fortele magnetice F, obtinute
din analiza magnetica. Prin analiza structurala, se determina deformatiile D ale domeniu-
lui, care sunt transferate pentru celelalte analize.

Din punct de vedere al modelului in care se realizeaza transferul rezultatelor intre
analize, se deosebesc: analize cuplate secvential si analize cuplate directe (simultane).

In prima varianta se executa separat fiecare analizi, in ordinea mentionati. Pentru
fiecare analizd se folosesc elemente finite ce au ca §i necunoscute principale (grade de
libertate) marimile corespunzitoare modelului matematic, ce descrie procesul respectiv,
iar matricea de rigiditate si vectorul termenilor liber trebuie si aiba forma mentionata in
capitolele precedente, pentru modelul matematic considerat.

Este foarte important ca sd se foloseascd elemente finite compatibile, adica cu
aceeasi geometrie de baza.

Separat, pentru fiecare analiza se defineste cate un mediu fizic, constituit din: do-
meniul geometric, retea de discretizare, sarcini specifice (sarcini nominale), ldsand la o
parte sarcinile ce urmeaza a fi transferate de la o altd analiza. De asemenea, se stabileste
regimul procesului ce se analizeaza.

O secventa constd din executarea succesiva a analizelor in ordinea: analiza con-
ductiei electrice, analiza magneticd, analiza termica, analiza structurald, precum si
transferarea rezultatelor unei analize ca sarcini pentru analiza urmatoare, asa cum s-a
precizat mai sus.

De obicei se parcurg mai multe secvente pana cidnd o anumitd marime, de exem-

plu, temperatura, atinge o anumité valoare impusd, care poate fi valoarea maxima a tem-
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peraturii pentru care se cunosc proprietatile de material.

Parcurgerea secventelor se poate face manual de cétre utilizator, sau automat, fo-
losind o instructiune de ciclare, de exemplu FOR, sau DO, la care variabilei de control i
se atribuie un numar de valori egal cu numarul de secvente ce se doreste a se obtine.

in cazul unei analize cuplate directe (simultane) parcurgerea secventelor se face
automat de catre insasi programul respectiv. Evident ci se vor utiliza elemente finite ce
au ca §1 necunoscute principale (grade de libertate) marimile de stare ce intervin ca ne-
cunoscute in modelele matematice ale tuturor proceselor ce intervin. De asemenea, ma-
tricea de rigiditate elementala si vectorul termenilor liberi elemental trebuie si fie consti-
tuite din elemente calculate cu relatiile precizate in capitolele anterioare, pentru fiecare
dintre modelele matematice utilizate.

In cazul de fata, deoarece analiza conductiei electrice se face pentru un regim sta-
tionar (curent continuu), se executd separat o analizd electro-termicd §i una electro-
magnetica.

in concluzie, orice analiza termici ce se prezinti in cele ce urmeaza, este de fapt o
analiza cuplati electro-termica, la care ca sarcini se foloseste puterea caloricd specifica
obtinuta in urma analizei conductiei electrice, prezentata in paragraful 6.4.

Modelul geometric folosit este prezentat in fig.6.18.

Fig.6 .18

Se observa ci, pe langa modelul geometric folosit in analiza conductiei electrice,

intervin inca doud regiuni, prin care se modeleaza aerul din jurul elementelor respective,
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precum si spatiul infinit. Acestea se aleg de forma sfericd, cu razele RS, respectiv RI.
Acuratetea rezultatelor este cu atit mai buni cu cat razele RS, RI au valori mai mari, insa
aceasta duce la cresterea domeniului studiat, precum si la dificultati in realizarea retelei
de discretizare. Din acest motiv, i avand in vedere c in jurul elementelor nu intervin pi-
ese din material feromagnetic, s-a ales RS egal cu lungimea considerati a componente-
lor, 1ar RI=2RS.

Reteaua de discretizare s-a realizat cu elemente de acelasi tip cu cele folosite la
analiza electricd cu restrictia cd, in stratul infinit, pe directia radiala, sa existe un singur

strat de elemente, ca in fig.6.19.

Fig.6.19

O chestiune deosebita o constituie faptul ca arcul electric este o sursi de energie
termicd, mobila, care se deplaseazi in lungul rostului cu viteza de sudare V.

Se va numi zond oarecare in lungul imbindrii o pozitie oarecare a arcului electric
deci o suprafata circularid de razd RA, situatd pe suprafata superioard a componentelor st
dispusi simetric fatd de axa longitudinala a imbinérii. O astfel de zona poate fi conside-
rata ca un singur tot, deoarece, practic, in orice moment, temperatura are aceeasi valoare,
in toate punctele zonei, egald cu temperatura de la baza arcului electric.

O anumita portiune din componente, din jurul fiecirei zone, participa la un ciclu
termic, format dintr-o faza de incilzire, in care temperatura creste pana la o valoare ma-
ximi T,,,¢ ca urmare a apropierii arcului electric de zona considerata, urmati de o faza de
ricire, in care temperatura scade la o valoare minima, T, datoritd indepartari arcului
electric de aceea zona.

Se noteazi cu At; durata fazei de incilzire i cu At, cea a fazei de racire.
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insi cu programul utilizat se pot modela uneori sisteme termice in care sursa de
incalzire este fixa.

Solutia aleasd consta in presupunerea ca, pentru fiecare zond, arcul electric rama-
ne fix in pozitia respectiva §i se executi trei analize termice tranzitorii.

Pentru faza de incélzire se foloseste o singura analiza cu durata At; i, pentru a si-
mula apropierea arcului electric de zona considerata, pe durata At; puterea calorica speci-
ficd creste treptat de la valoarea zero la o valoare maximi egali cu cea obtinuti in urma
analizei conductiei electrice.

Faza de racire s-a divizat in doua subfaze, cu duratele At,;, in care inca se mai face
simtitd influenta arcului electric asupra campului termic di jurul zonei considerate, res-
pectiv At,,, in care arcul electric s-a indepartat suficient de mult acea zona, pentru ca sa
nu mai aiba nici o influenta asupra campului termic din jurul acestuia.

Pentru prima subfazi s-a realizat o a doua analiza termica consecutiva, cu durata
At,1, in care, pentru a simula indepartarea arcului electric, puterea calorica specifica sca-
de treptat de la valoarea maxima, atinsa la finele fazei de incilzire, la valoarea zero.

A treia analiza termicd consecutiva s-a realizat pentru subfaza cu durata At,, in
care, pentru a simula cd arcul electric nu mai are nici o influentd asupra cimpului termic
din jurul zonei considerate, s-a admis ca puterea caloricd specificad rimane constanta la
valoarea zero.

Evident ca durata At,; este cel putin egald cu timpul de sudare, insa o chestiune di-
ficila a constituit-o alegerea duratelor At;, At;, precum si forma de variatie in timp a pu-
terii calorice specifice in cursul acestora.

Insa, pentru procedeul de sudare considerat, viteza de sudare avand o valoare rela-
tiv mare, se poate considera arcul electric ca o sursd termica instantanee de mare viteza.

Aceasta inseamna ci, influenta arcului electric asupra campului termic din jurul
zonei considerate se face simtitd numai intr-un interval de timp At de valoare foarte mi-
ca, teoretic infinit mica.

Pe aceastd baza duratele At;, At,; s-au ales egale cu At/2, si, in fiecare, s-a presupus
ca puterea calorica specifica creste, respectiv scade liniar in timp.

Pentru a stabili valoarea lui At, mai intai s-a analizat numai faza de incilzire.

S-a ales zona situatd la mijlocul lungimii componentelor. Deoarece, la viteza de

sudare folosita, arcul electric parcurge intr-o secunda in jur de 8 mm, s-a admis ca influ-
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enta arcului electric se face simtitd incepand dintr-o pozitie situata la aceastd distanta de
dinainte de a ajunge in zona considerati, si pana intr-o pozitie simetrica, de dupa ce arcul
electric a trecut de zona respectiva. Din acest motiv s-a ales At=0,5 s.

S-au realizat mai multe analize cuplate, electro-termice, atit secventiale cit si di-
recte (simultane).

Pentru fiecare analiza s-a determinat campul termic din componente sub forma de
contururi. S-a reprezentat numai cimpul termic pentru temperaturi mai mari decat o limi-
ta inferioara, impusa de 1300 °C, care este apropiata de temperatura de topire a compo-
nentelor. in felul acesta, linia corespunzitoare temperaturii de 1300 °C delimiteaza zona
in care metalul este in stare topitd, iar pe directia normala pe componente reprezinta chi-
ar adancimea de patrundere.

De asemenea, pentru a stabili dacd dupa timpul At=0,5 s se atinge adancimea de
patrundere estimatd, durata fiecdre1 analize s-a ales dubla, deci de o secunda.

S-a inceput cu o analizd cuplatd secventiald, in care s-a neglijat inerfia termica a
arcului electric.

in fig.6.20 se reprezinta campul termic din componente, obtinut dupa 0,5 s.

1300 6061 10823 15584 21139
3681 8442 13203 17965
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In fig.6.21 se reprezinti acelasi camp termic, obtinut dupi 1s.

1200 13283 25386 37479 51588
7247 19340 31433 43526

Fig.6.21

Din examinarea celor doud figurt de mai sus, rezulta ca dupa o secundi, adanci-
mea de patrundere se extinde pe toatd inidltimea componentelor, iar dupa 0,5 s aceasta se
reduce la jumatate.

Deoarece imbinarea se realizeazd in doui treceni, inseamna ca, aproximativ, la o
trecere adincimea de patrundere este egald cu jumatate din indltimea componentelor, ce-
ea ce se produce chiar dupa timpul At=0,5 s ales la inceput.

De asemenea, dupa timpul At=0,5 s, in zona arcului electric se atinge temperatura
de aproximativ 21.000 °C, care este mai apropiati de valoarea indicati in literatura de
specialitate, fata de valoarea de 52.000 °C la care se ajunge dupa un timp dublu.

In continuare s-a executat aceeasi analizi, insi luind in considerare si inertia ter-
mica a arcului electric. Deoarece constanta de timp termica a arcului electric este mult
mai redusa decit a materialului componentelor, deosebirile sunt neesentiale si nu s-au
mai reprezentat cimpurile termice obtinute.

in fig.6.22.a s-a reprezentat variatia temperaturii dupa indltimea componentelor,
in functie de distanta masuratd de la suprafata superioard a acestora, dupd timpul

At=0,5s.
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Pentru ca desenul si fie mai clar, s-a reprezentat variatia temperaturii numai pe
Jumatate din inaltime, §i deci punctul aflat la distanta de 5 cm este chiar cel care cores-
punde adancimii de patrundere stabilitd anterior pentru At=0,5 s. se observa ci, intr-
adevir, dupd 0,5 s, in acest punct se atinge temperatura de topire.

in fig.6.22.b este reprezentati variatia in timp a temperaturii din acelasi punct, din

care se remarcd ca temperatura ajunge la cea de topire dupa un timp de aproximativ 0,5s.

(x10%*1)
4000

2624.249 2
2375.228 3600
2126.208 3200
1877.188 2800
16268.168 2400
1379.148 2000
1130.128 1600
881.108 1200
632.088 800
383.068 TTMP 400
134.048 (x10*+*-3) 0
0 4 8 1.2 1.6 2 2.4 . .
2 6 ! .4 1.8 2.2 2.5 ’ .08‘16.24‘$2.4 -48.56'64.72'8 .98'961.04
a) b)
Fig.6.22

in scopul de a verifica rezultatele obtinute panid in acest moment, s-a realizat o

analizi cuplati, electro-termica, directa.

1300 5334 9367 . 13401 17434
3317 7350 11384 15417 19451

Fig.6.23
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Ca sarcini se definesc: intensitatea curentului electric prin suprafata superioari a
sarmei electrod, egald cu 98,75 A, temperatura initiala TI, egala cu temperatura mediului
ambiant TA=20 °C si potentialul electric egal cu zero pe suprafata inferioari a compo-
nentelor.

Datorita simulérii spatiului infinit, nu este necesar s se impuna nici o conditie de
frontiera.

Dupa rularea analizei s-au reprezentat distributiile densitatii de curent, puterii ca-
lorice si caderii de tensiune pe arcul electric.

S-a constatat cd acestea sunt foarte apropiate de cele obtinute in urma analizei
conductiei electrice, insa, pentru a nu man volumul lucririi nu se mai prezinta.

in fig. 6.23 se prezinti campul termic din componente.

Se observa ca se obtin aceleasi rezultate ca la analizele precedente, cu remarca ca
temperatura maxima din zona arcului electric ajunge numai la aproximativ 19.000 °C, o
valoare ce este mult mai apropiata de cea precizati in literatura de specialitate.

In fig.6.24, prin sageti, s-a reprezentat vectorul densitate de flux termic, pentru in-

tregul sistem §1 numai pentru componente.

Fig.6.24

In final s-a determinat cAmpul termic pentru intreg ciclul de incalzire si racire.

S-a folosit o analiza cuplatd, directd, electro-termica, care s-a executat in trei faze

(pasi) de incarcare consecutive.

Prima faza de incircare este similara analizei de incilzire precedente, si s-a ales
un pas de timp de 0,05 s, ceea ce permite obtinerea rezultatelor in 10 momente de timp

distincte.
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Pentru a doua faza de incarcare ca sarcina s-a introdus valoarea zero pentru pute-
rea caloricd specifica si durata este tot At=0,5 s. De asemenea, s-a impus ca puterea calo-
rica specificd sd scada liniar in timp, de la valoarea maxima atinsa la finele fazei prece-
dente, la valoarea zero, ce s-a impus ca sarcind. S-au folosit tot 10 pasi de timp. Prin
aceasta faza se realizeaza subfaza de racire cu durata At;,.

in ultima faza de incircare, puterea calorica specifica se mentine la valoarea zero
s astfel se obtine subfaza de racire cu durat At,,, care s-a ales de 3 minute.

Se subliniaza faptul ci nu este vorba despre 3 analize, ci de una singura, formata
din 3 faze de incédrcare. De la o faza la alta difera puterea calorica specifica, modul de
variatie in timp al acesteia i durata.

In mod automat programul parcurge succesiv cele 3 faze, astfel incat rezultatele
finale ale unei faze devin date initiale pentru faza urmatoare.

Totodata, dupa realizarea analizei, se poate obtine orice rezultat, din ornice mo-
ment al oricarei faze.

Deoarece s-a constatat ci, asa cum era de asteptat, rezultatele obtinute in prima
faza sunt similare cu cele obtinute la analiza precedenta, acestea nu s-au mai reprezentat.

Ceea ce prezintd interes este variatia in timp a temperaturii din punctele compo-
nentelor. S-a considerat ca reprezentativ punctul aflat la jumatatea inaltimii componente-
lor dupa zona aleasa.

Variatia in timp a temperaturii din acest punct pentru intregul ciclu este prezentata

in fig.6.25.a.
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Fig.6.25

Pentru claritate, in fig.6.25.b este reprezentati variatia in timp a temperaturii nu-

mai pentru primele doua faze. Datoritd inertiei termice a componentelor, descresterea
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temperaturii nu va incepe chiar in momentul initial al primei subfaze de racire, ci cu o
anumita intarziere.
Tot in scopul claritatii, in fig.6.26 se prezinta variatia temperaturii pentru diferite

subintervale din cursul ultimei subfaze de racire.
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Fig.6.26

Rezulta ci la sfargitul ciclului considerat temperatura scade la 200 °C.
6.7. Analiza magneticd
in principal, prin analiza magnetici s-a urmarit obtinerea fortelor magnetice ce ac-
tioneaza asupra sarmel electrod.
S-a folosit acelasi model geometric ca in cazul analizei termice si elemente finite,
cu aceeasi formi geometrica, insd ce au ca si necunoscute principale valorile componen-

telor Ax, Ay, Az, ale potentialului magnetic vector.

in fig.6.27 se prezinti prin sigeti, vectorii forte magnetice ce actioneazi asupra

sarmeli electrod.
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Fig.6.27
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Componentele axiale fiind orientate in sensul fortei de greutate, iar componentele
radiale avind sensul spre axa de simetrie a arcului electric, se va obtine un transfer prin
arc spray, asa cum s-a admis cand s-a proiectat procesul de sudare.

Se mai pot reprezenta si alte marimi de stare ale cimpului magnetic, cum ar fi in-

ductia magnetica, insa pentru a nu extinde lucrarea, acestea nu se prezinti.

6.8. Verificari experimentale

Pentru a verifica rezultatele obtinute am masurat temperatura dintr-un punct de pe
fata superioara a componentelor situat, aproximativ, la mijlocul lungimii componentelor.

Am folosit un termocuplu tip R 87%Pt-13%Rh/Pt, cu diametrul de 0,5mm, ce
poate misura temperaturi de pana la 1800°C, pe durata scurta.

Pentru a proteja termocuplul de actiunea baii de sudare, 1-am plasat in afara rostu-
lui, la distanta de 3cm de axa longitudinala a imbinarii.

Am inceput masurdrile din momentul ciand arcul electric a ajuns in dreptul termo-
cuplului pe o directie normala la axa longitudinald a cusaturii, ce 1-am ales ca origine a
timpului. Valorile temperaturii le-am citit dupa intervale de timp precizate in tabelul

6.11.

Tabel 6.11
Timp(s) 0 10 20 30 40 50 60 70
T™(CC) 1282 932 812 782 674 612 502 484
TR(’C) 1364 1014 876 824 689 648 546 502
Abatere(%) | 6,4 8,8 7.9 5,4 2,2 5,9 8.8 3,7

Valorile masurate ale temperaturii le-am notat cu TM, iar valorile obtinute prin
aplicarea metodei descrise, sunt desemnate prin TR. Am calculat §i abaterea procentuala
a valorilor TR, fatd de valorile TM.

Se constatd cd abaterea maximi nu depaseste 10%,care se inscrie in limita su-
perioara a erorilor pentru programul folosit.

Consider ca o cauza a erorilor este si faptul ca proprietatile de material utilizate
pentru arcul electric nu corespund intocmai realititii. De asemenea, o altd sursa de erori

este si neluarea in considerare a proceselor ce au loc in baia de sudare.
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Cap.7. CONCLUZIIL. CONTRIBUTII PERSONALE

7.1. Concluzii

1.Lucrarea prezintd modelele matematice complete ale tuturor proceselor ce in-
tervin mai frecvent in practica industriala.

2.Metoda prezentatd permite simularea, analiza si optimizarea dispozitivelor si in-
stalatiilor de natura electromagnetica, mecanica, termica si hidraulica, utilizate in diverse
ramuri industriale.

3.Spre deosebire de majoritatea lucrarilor de specialitate din domeniul sudérii prin
topire, in care arcul electric este studiat doar din punct de vedere termic, in lucrarea de
fata acesta este privit ca un sistem in care au loc simultan procese electromagnetice, ter-
mice §1 de curgere a fluidelor, ce se influenteazi reciproc.

4.Dupa ce s-a proiectat tehnologia de sudare respectiva, prin simularea si determi-
narea campului termic cu metoda ce face obiectul acestei lucrari, apare posibilitatea unei
optimizari. Astfel, se pot stabili curentul de sudare si viteza de sudare, incét sa se obtina
adancimea de patrundere doritd, 1a o trecere, si apot numérul de treceri.

5.Determinarea fortelor magnetice permite stabilirea modului de transfer a picatu-
rilor de metal lichid prin coloana arcului electric. Totodata, printr-un proces de optimiza-
re se pot afla valorile parametrilor tehnologici astfel incat sa se obtind un mod de transfer
dorit.

6.Pe baza ciclului termic, din punctele componentelor ce se sudeaza, se poate de-
termina timpul de racire de la 800 °C la 500 °C, tg;s, care este un indicator asupra calitafii
imbinarii sudate. De asemenea, printr-un proces de optimizare se obtine caldura ce trebu-
ie schimbati cu exteriorul pentru a obtine o valoare impusa pentru acest timp.

7.Prin modelarea conditiilor de frontierad de la infinit, prezentata in lucrare, se pot
studia si sisteme pentru care nu se cunosc conditiile de frontiera termice sau electromag-
netice cu precizie suficient de buna. Aceasta conduce la o crestere a acuratetii rezultate-
lor obtinute.

8.Analiza conductiei electrice ofera posibilitatea determinarii distributiilor densi-
tatii de curent si a puterii calorice specifice in regiuni cu o forma geometricd complexa,

care practic nu pot fi determinate pe alta cale.
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9.Prin utilizarea analizelor cuplate se reduc datele de intrare (incércirile) doar la
cele care se cunosc cu precizie, cum ar fi curentul de sudare sau ciderea de tensiune pe
arcul electric, in cazul de fata.

Totodata, se ia in considerare si dependenta de temperatura a proprietatilor de ma-
terial.

10.Posibilitatea de a putea determina coeficientul de schimb de cildura prin con-
vectie este foarte utild in studiul §i optimizarea procesului de racire a dispozitivelor si in-
stalatiilor electromagnetice cum ar fi maginile si aparatele electrice.

11.Metoda prezentata permite obtinerea proprietatilor de material, si mai ales de-
pendenta lor de temperatura, care nu pot fi determinate direct, experimental, cum ar fi
cele ale arcului electric. Pentru aceasta, se realizeazi sistemul respectiv si se masoara va-
lorile unor marimi, de exemplu, temperatura in anumite puncte. Pentru proprietatile res-
pective se introduc valori initiale, alese de utilizator din literatura de specialitate. Se mo-
deleazi si se analizeazd sistemul prin metoda prezentata. Printr-un proces de optimizare
se obtin valorile proprietitilor astfel incat temperatura in punctele alese si aiba valorile
stabilite experimental.

12.Cu ajutorul analizei electromagnetice, prezentate in lucrare, se poate analiza
campul magnetic al oricdrui dispozitiv electromagnetic, de exemplu o masina electrica.
Folosind un proces de optimizare se pot stabili unele caracteristici geometrice: forma po-
lilor, madrimea intrefierului, astfel incat si se obtind o anumiti distributie a inductiei
magnetice sau a fortelor magnetice.

13.Lucrarea este utila si programatorilor, deoarece prezinta relatiile necesare im-
plementarii pe calculatorul electronic a metodei elementelor finite.

14 Metoda prezentata in lucrare poate fi utilizata de toti cei ce au ca domeniu de
activitate aplicatiile ingineresti ale proceselor fizice.

15.Lucrarea va fi folositd de autor ca bazi pentru studiul altor sisteme §i mai ales
a masinilor electrice. De asemenea, chestiunile teoretice vor fi folosite de autor in activi-

tatea sa didactica.

7.2. Contributii personale

7.2.1.Contributii teoretice

1.Dterminarea expresiei timpului de raspuns al buclei de mésura si stabilirea con-
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ditilor pentru obtinerea unui timp de raspuns minim.

2.Stabilirea mai exactd a timpului de raspuns a unui conductor cilindric plin si a
unui conductor cilindric gol.

3.Deducerea expresiei complete a tensiunii de iegire pentru amplificatoare opera-
tionale utilizate ca circuite de integrare si de derivare

4. Modelarea arcului electric ca parte a unei instalatii de sudare electrica, si, pe ba-
za modelului, determinarea variatiei in timp a curentului de sudare.

5.Definirea mai exacta a constantei de timp a arcului electric.

6.Stabilirea conditiilor complete ce trebuie impuse pentru a asigura univocitatea
solutiei modelului potentialelor electromagnetice.

7.Deducerea conditiilor de frontierd ce trebuie impuse pentru rezolvarea modelu-
lu potentialelor electromagnetice cu metoda elementelor finite.

8.Deducerea formei generale a ecuatiei conservarii energiet.

9.0btinerea formei generale a ecuatiilor migcarii unui mediu continuu, care si fie
valabild §i pentru un regim de curgere turbulenta.

10.Stabilirea unui model cu ajutorul cédruia si se poatd determina coeficientul de
schimb de céldura prin convectie.

11.Stabilirea caracteristicilor ce trebuie sa le posede elementele finite.

12 Justificarea metodelor de asamblare a modelelor numerice elementale in mode-
lul numeric global.

13.Stabilirea relatiilor pentru calculul elementelor matricei de rigiditate si a vecto-
rului termenilor liberi ce intervin in modelul numeric elemental.

14.Introducerea unui operator ce permite scrierea condensata a modelului numeric
elemental.

15.Deducerea modelului numeric necesar pentru realizarea unei analize cuplate.

16.Deducerea setului complet de relatii pentru proiectarea circuitelor de integrare
si a celor de derivare.

17.Stabilirea relatiilor de transformare pentru obtinerea elementelor finite parame-
trice.

18.Folosirea elementelor finite parametrice pentru discretizarea portiunilor curbe
ale domeniului considerat.

19.Justificarea schemei electrice bloc a aparatului pentru masurarea diferentelor
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pantelor curentului de sudare.

20.Stabilirea etapelor de lucru cu metoda elementelor finite.
7.2.2.Contributii experimentale si practice

1.Experimente s1 incercéri in vederea realizarii aparatului de masurare a diferentei
pantelor curentului de sudare.

2.Ajustarea parametrilor aparatului pentru masurarea diferentei pantelor curentu-
lui de sudare.

3.Determinarea experimentala a dependentei de temperaturd pentru permeabilita-
tea magnetica relativa a unor oteluri.

4 Determinarea experimentalda a curbei fundamentale de magnetizare pentru
OL374K, cu ajutorul aparatului Epstein.

5.Determinarea experimentald a ciclului de histerezis dinamic pentru OL374K, cu
ajutorul calculatorului electronic.

6.Determinarea experimentala a rezistivitatii electrice a arcului electric.

7.Determinarea cu precizie ridicata a timpului de raspuns in functie de raza, pen-
tru un conductor cilindric plin, respectiv gol.

8.Proiectarea aparatului pentru misurarea diferentei pantelor curentului de sudare.

9.Testarea aparatului de masurare a diferentei pantelor curentului de sudare cu
ajutorul unui program de simulare a circuitelor electrice.

10.Folosirea unui program de simulare a circuitelor mixte, analog-digitale, pentru
a studia modalitatile care sd conduci la eliminarea *’agétarii’’ circuitelor de integrare si a
intrarii in oscilatie a circuitelor de derivare.

11.Modelarea arcului electric si a sursei de alimentare cu un program de simulare
a circuitelor electrice.

12.Proiectarea unui sunt bifilar pe baza timpulw de raspuns.

13.Proiectarea unui sunt coaxial pe baza timpului de raspuns.

14.Proiectarea unui divizor de tensiune mixt pentru functionarea in regim dina-

mic.

15.Determinarea experimentald a raspunsului indicial la divizorul de tenstumne
mixt.

16.Deferminarea experimentala a raspunsului in frecventd a divizorului de tensiu-
ne mixt.
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17.Determinarea coeficientului de schimb de céaldurd prin convectie intre arcul
electric §i gazul de protectie.

18.Determinarea campului termic la o imbinare sudatd cu metoda elementelor fi-
nite.

19.Determinarea distributiei densititii de curent i a puterii calorice specifice la o
imbinare sudata cu metoda elementelor finite.

20.Determinarea fortelor magnetice ce actioneaza asupra sarmei electrod cu me-
toda elementelor finite.

21.Determinarea variatiei in timp a temperaturii dintr-o imbinare sudata cu meto-
da elementelor finite.

22 Folosirea unor analize cuplate, cu elemente finite, pentru studiul proceselor de

sudare cu arc electric in mediu de gaz protector.
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