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Introducere

I. Introducere

Cele mai simple mijloace de actiune asupra mediului inconjurator sunt miscarea
si manipularea diferitelor obiecte. Vederea oferd informatii asupra mediului, in timp ce
limbajul s1 vorbirea servesc la a stabili relatii cu ceilalti, dar actiunea asupra mediului
inconjurdtor se face prin miscarea subiectului urmadrit sau a obiectelor adiacente: prin
apucare, transport, impingere, etc. Chiar si o sarcina cu grad de complexitate redus, ce
trebuie Indeplinitd de un robot, implicd o combinatie destul de complicatd de miscari.
De aceea, este necesard o abordare mai profundd atdt a modului de reprezentare
corpurilor cat si a miscarii [4], [156], [157].

Sistemele inteligente sunt concepute sd actioneze in acelasi mod ca si subiectii
si/sau de manipulare, atunci una din cele mai importante probleme de rezolvat este de
a le planifica miscarile, ceea ce implicd modelarea spatiului de lucru, cu obstacolele pe
care le contine, si a robotului, ca entitate de forma complexa si variabila

Pe parcursul abordarii problemei planificarii miscérii s-au dezvoltat mai multe
tipuri de reprezentari ale corpurilor din spatiul de lucru, pornind de la cazul simplu al
robotilor mobili reprezentati ca poligoane in spatiul 2D. Ulterior, dezvoltarea
metodelor de grafica computerizata a dus si la dezvoltarea complexitatii reprezentarilor
ierarhizate pe nivele. Aceste studii au facut posibild obtinerea de rezultate importante si
in spatiul 3D, fiind chiar materializate prin obtinerea unor tehnici speciale de prelucrare
a metalelor, de reconstruire a unor parti distruse dintr-un corp a carui geometrie este
cunoscuta doar partial, etc. Astfel, s-au creat modele utilizdnd diverse forme
geometrice elementare (con, cilindru, sferd, etc.) obtindndu-se pe baza utilizarii lor
multe concluzii practice {170], [171].

Planificarea miscarilor fiind o aplicatie fundamentala in robotica a principiilor
inteligentei artificiale, are drept principal scop inzestrarea unui robot autonom cu

capacitdti primare de generare a propriilor miscdri. O prima conditie ar fi evitarea
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Introducere

coliziunii cu posibile obstacole ce se pot afla pe traiectorie. Desi aceasta capacitate este
detinutd de cele mai inferioare animale, si in principiu nu necesita multa inteligenta,
solutia problemei nu este una simpla. Motivatia se afld in faptul ca majoritatea
migscarilor fiintelor vii sunt coordonate In mod inconstient, depinzdnd mai mult de
sistemul de perceptie fara a interveni si procesul logic deductiv [12], [15], [13], [179].

Planificarea miscarilor poate fi consideratd ca problema realizarii algoritmilor
pentru a calcula automat o traiectorie continud pentru o multime de obiecte (posibil
legate) astfel incat s& se mute de la o pozitie la alta evitdnd coliziunile cu alte obiecte
fixe sau avdand miscare proprie. Pentru un robot cu baza fixa problema se poate formula
mai simplu prin alegerea unei traiectorii ferite de coliziuni pentru bratul robotului, intre
doua pozitii, in cazul unul spatiu inchis. Solutia acestei probleme este un pas inainte
spre planificarea actiunilor robotului la nivel de sarcind; aceasta inseamna cad se pot
ignora secventele intermediare ce trebuie urmate pentru realizarea unei sarcini [191],
[192].

Planificarea fard coliziune poate fi calificatd ca o problemd de dezvoltare a
algoritmilor de calcul automat a unei traiectorii continue $i sigure pentru o multime
data de obiecte, astfel incat ele sa se miste fara a se izbi de obstacole [195, [196]..

Se poate spune cd planificarea miscarii este una dintre cele mai complexe
probleme din domeniul roboticii. Complexitatea depinde de raspunsul la doua intrebari:
cine se miscd? si unde se miscd? Cu cat sistemul care se misca este mai complex iar
spatiul in care se miscd mai populat cu alte obiecte, problema are complexitate mai
mare. Insdsi trecerea de la cazul bidimensional la cel tridimensional complicd
problema chiar dacd rdmaéne in studiu acelasi robot mobil in acelasi spatiu de lucru.
Dificultatea studiului sporeste cu atdt mai mult cu cdt robotului ii creste numarul
gradelor de libertate, pentru cd aceasta inseamnd o arhitecturd mai complicatd si o
modelare mai dificild si mai complexa atat a robotului, ca sistem de corpuri, cat si a
spatiului prpriu de lucru definit prin miscarea efectorului final[185], [186].

Este evident cd problema reprezentdrii obiectelor are o importantd cruciald
pentru robotica. In domeniul reprezentarii spatiale, au fost folosite pe parcursul
timpului mat multe tipuri de modele 3D si 2D, mai ales in aplicatiile grafice
computerizate: geometria corpurilor, reprezentarea limitelor, descompunerea in celule

sau sub-spatii de altd naturad decét geometricd, volume acoperitoare, arbori de decizie,

etc.[84], [87].
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In general, ar fi necesar un compromis Intre acuratete si simplitate, un model
prea detaliat putdnd fi prea complex, iar un model prea simplu putdnd fi mai putin
precis.

In functie de structurile de date si de informatiile detinute despre corpuri
modelele de solide sunt complicat de utilizat si prezintd limitari atdt in ceea ce priveste
complexitatea reprezentdrii cat §i a acuratetei geometriei acesteia [91], [92].

Modelele de solide se pot obtine prin urmatoarele tehnici mai frecvente:

e Parametric

o Geometrie constructiva

e Reprezentare a frontierelor
¢ Enumerare spatiala

o Baleiere

e Analitic.

La conceperea lor, formele modelelor solide pot fi gandite in termenii unor
forme geometrice elementare (prisma, cilindru, sferd, con, etc.) sau in termenii unor
forme elementare din punct de vedere al generdrii tehnologice (de rotatie, extrudate,
etc.).

Formele geometrice elementare, necesare pentru construirea unor solide
complexe se pot obtine utilizdnd accesul la forme primitive standard care sunt fie puse
la dispozitie de ciatre un sistem profesional de proiectare, fie pot fi utilizate in
conceperea unor programe originale de constructie 3D 1], [2], [S], [7], [88], .

Utilizarea doar a primitivelor standard poate limita aplicabilitatea sistemului.
De aceea este necesar si se ofere utilizatorului posibilitatea de a defini, dupa necesitati,
entitati geometrice primare. Se pot astfel crea curbe pornind de la puncte, suprafete
pornind de la curbe si volume pornind de la suprafete [10], [11], [19], [22], [23], [25].

Indiferent de modul de obtinere, modelele de solide trebuie si satisfaca mai
multe cerinte:

a Sa fie valide, fiecarui model sd-i corespunzandu-i un obiect real;

a Sa fie universale, aceeasi tehnica putand fi utilizatad pentru orice obiect
3D;

o Sa fie unic interpretabile, unei reprezentari corespunzdndu-i un singur
obiect;

a Si nu fie ambigue, unui obiect dat corespunzandu-i un singur model;
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Introducere

a Sa fie complet, generand in toate cazurile entitdti valide ca operanzi
pentru toate operatiile;
a Sa fie concise, informatia continutd in model fiind minima.

In grafica computerizata s-au dezvoltat diverse metode de reprezentare a
obiectelor tridimensionale. Unele din acestea s-au dedus din aplicatii, iar structura de
date s-a determinat in totalitate prin strategia de modelare. Alte forme sunt determinate
prin algoritmi de proiectare (8], [9], [17], [26], [44].

Factorii pe care orice reprezentare trebuie sd-1 aibad in vedere, in principal, sunt :

e structura de date, forma algoritmilor de procesare si designul programelor

fixe de hardware;

e costul procesarii unui obiect 3D;

o gradul de aproximare al imaginii finale a unui obiect ;

e usurinta editarii formei obiectului.

Dupa importanta si frecventa lor de folosire sunt utilizate patru forme distincte de
reprezentare:

1. Reprezentarea poligonala, in care obiectele sunt aproximate printr-o retea de
poligoane plane .

2. Reprezentarea prin portiuni parametrice, in care obiectele sunt reprezentate
exact prin retele poligoane curbilinii, numite in mod uzual petice. Acestea sunt
exprimate prin polinoame de doua variabile parametrice si, de obicei, sunt cubice.

3. Reprezentarea prin constructia geometrica a solidului, care este folositd in
modelarea exacta a unui solid, printr-o colectie de corpuri geometrice primitive ca:
sfere, cilindrii, poliedre.

4. Reprezentarea prin tehnici de subdiviziune spatiala, ce constd din
reprezentarea unui obiect prin asocierea de celule dintr-un spatiu divizat in celule egale
sau inegale, tehnica de asociere fiind bazatd pe metode selectate din teoria grafurilor
sau pe constructia de arbori.

In prezentarea facutd, 1 si 4 sunt metode ce aproximeaza controlabil forma
obiectului pe care-l reprezinta, iar metodele 2 si 3 sunt reprezentdri exacte. Din punct
de vedere al realizdrii reprezentdrii, 1 s1 2 realizeazd corpul prin reprezentari de

suprafete, care in cazul 2 rezultd din reprezentari de curbe, iar 3 si 4 se obtin direct ca

reprezentari de volum.
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Ocazional, ca modalitate de reprezentare a obiectelor sunt utilizate functiile
implicite. Acestea sunt putin folosite in grafica pe calculator, pentru ci existd un numar
limitat de obiecte care pot {1 reprezentate in acest fel si pentru ca este o forma total
nepotrivitd din punctul de vedere al proiectarii [64], [68], [74], [79], [82], [99].

Prezenta tezd trateazd modelarea corpurilor de forma complexa prin metodele 2,
3 si 4, utilizdnd pentru modelare atat programe originale cét si software profesional.
Metodele 2 si 3 sunt folosite pentru reconstructia unor corpuri complexe (robotii si
spatiile proprii descrise de efectorul lor final), iar metoda 4 a fost utilizatd pentru
rezolvarea unor probleme de planificare, reprezentdndu-se spatiul de lucru in care un
robot mobil evolueaza. Teza a fost ganditd astfel incat si ofere o multitudine de solutii
fezabile pentru reprezentarea de corpuri i spatii complexe, fiind structurata astfel:

Capitolul I, Introducere, este reprezentat de prezenta introducere prin care se
realizeazd expunerea principiald a problemei de rezolvat, importanta sa si enumerarea
continutului capitolelor urmatoare.

Capitolul II, Reprezentarea paramatrica, care se ocupd de reprezentarea
parametricd a curbelor si suprafetelor, expundnd modul de abordare a reprezentarii
curbelor Bézier si B-spline, precum si constructia portiunilor de suprafatd pe baza
acestor tipuri de curbe.

O curbd parametrica e definita printr-o multime discretd de puncte cunoscute ca
puncte de control impreuna cu un set de functii de bazd. Aceastd metoda de specificare
a curbei este complet diferitd fatd de cea matematicd normald, care are forma unei
functii implicite.

Functiile de baza folosite pentru a trasa si aranja punctele de control intr-un
segment de curba pot f1 reprezentate de orice multime formata dintr-un numar oarecare
de functii de bazd cu proprietdti diferite utilizate in grafica computerizata pentru a
controla forma unei curbe printr-o interfatd interactiva. Dintre acestea curbele Bézier
sunt folosite cu succes atat datorita simplitatii lor cét si din cauza ca obiectele pot fi cu
usurintd reprezentate daca sunt utilizate suprafetele Bézier. Curbele Bézier au anumite
dezavantaje care pot fi inldturate folosind curbele B-spline.

In cadrul acestui capitol se prezintd reprezentdrile prin curbe si suprafete
parametrice utilizdnd doud categorii de programe: unele originale create de autoare $i
altele din sistemul profesional de software Matlab. Sunt exemplificate reprezentarile
spatiilor de lucru ale robotilor de mai multe tipuri, pornind de la cel mai simplu

manipulator de tip RT, la un robot complex de tip RRRRRR.

BUPT



Introducere

Capitolul III, Reprezentarea geometrici, trateaza acest tip de reprezentare a
corpurilor de forma complexd, fiind aleasd din motive justificate teoretic si practic
drept primitivd a reprezentarii, sfera. Orice model este compus din doud multimi de
sfere: o multime realizdnd reprezentarea exterioard, ce aproximeaza prin surplus forma
sistemului real prin acoperirea sa cu sfere si o altd multime realizdnd reprezentarea
interioard, compusa din sfere plasate in interiorul sistemului real ce aproximeazi forma
corpului prin deficit.

Prima modalitate de reprezentare este in mod uzual utilizatd la modelarea
corpurilor, cea de-a doua dovedindu-se foarte utild in procesul de detectare a
coliziunilor la problemele de planificare a miscérilor. Problema initiala este de a realiza
modelul spatial al robotilor si al obstacolelor si aceasta se rezolvd prin reprezentare
exterioard, 1ar ulterior aceste modele la care se adaugd reprezentarea interioard sunt
aplicate in problemele de miscare, mai precis in detectarea coliziunilor si planificarea
miscdrilor in 3D. Programele proprii realizate de autoare sunt utilizate la reprezentarea
prin acoperire, stiut fiind faptul cad in problemele de planificare a miscarilor toate
corpurile din spatiul de lucru se aproximeaza prin surplus, pentru evitarea coliziunilor.
Capitolul III, prezinta astfel algoritmi de sfericizare exterioara pentru toate primitivele
geometrice uzuale, cu ajutorul cdrora se poate compune orice sistem complex de
corpurl.

Capitulul III are o justificare teoreticd profunda a alegerii reprezentarii prin
sfericizare, fiind tratatd reprezentarea de acest tip a tuturor celorlate primitive
geometrice (cilindru, con, trunchi de con, etc.). Este astfel evident cd orice alta
reprezentare utilizdnd primitive geometrice de alt tip, se poate transforma in
reprezentare prin sfere dacd se construieste un sistem coerent de teoreme ce asigurd
acoperirea sau umplerea cu sfere a primitivelor respective. Pe baza acestei consideratii,
in acest capitol se realizeazd o expunere exhaustiva a acestui tip de reprezentare, din
punct de vedere geometric §i toplogic. Programele de sfericizare creeate se bazeaza pe
sistemul de teoreme §i consideratii teoretice concepute in acest scop.

Capitolul IV, Reprezentarea prin subdivizare spatiald, se ocupd de
modelarea corpurilor aflate in spatiul de lucru al unui robot mobil in vederea
planificarii miscarii sale. Metoda de reprezentare cuprinde divizarea intregului spatiu in
celule egale sau neegale si aproximarea in acest mod a formei corpurilor. Se prezintd
algoritmi de calcul atdt pentru reprezentarea 2D cét §i pentru reprezentarea 3D, precum

si programele creeate pentru modelare in ambele situatii. Ca si la sfericizare, ideea de
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baza a reprezentdrii a fost cea de acoperire, ceea ce implica aproximarea prin surplus
formei corpurilor si evitarea coliziunilor.

Capitolul V, Concluzii §i contributii originale, prezinta in mod succint tot
ceea ce prezenta teza aduce nou In domeniul reprezentarii corpurilor de forma
complexd, cu aplicatie In robotica. Sunt reluate, pe rand, capitolele tezei si scoase in

evidentd contributiile teoretice si aplicative la cele trei tipuri de reprezentari utilizate.

Autoarea considerd ca in aceste randuri este locul potrivit pentru a multumi
colectivului Departamentului de Calculatoare din cadrul Facultdtii de Automaticd si
Calculatoare, precum si conducerii facultdtii pentru climatul de muncad ce a facut
posibild finalizarea tezei.

Multumesc membrilor comisei de doctorat in speranta cd vor analiza cu rabdare
continutul acestei lucrdri si vor gasi elemente stiintifice care sd merite apreciere
poZitiva..

Alese multumiri 11 se cuvin parintilor mei, Dorina si Bela Rendi, in calitate de
autori morali ai lucrdrii i mai ales aceluia dintre ei care nu mai este i care a contribuit
decisiv la orientarea mea in abordarea acestei tematici. Prietenia care l-a legat de
conducatorul stiintific al tezei, dna. prof.dr.ing. Doina Dragulescu, a fost pentru mine
un imbold in plus in abordarea cercetarii si mi-a intarit dorinta de a o finaliza.

Sotului si fiului meu, care au avut intelegere pentru timpul pe care l-am
consacrat acestel lucrdri, le multumesc si 11 asigur cd vol incerca sa recuperez

momentele pierdute.
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Reprezentarea parametrica

II. Reprezentarea parametrica

Reprezentarea parametrica a solidelor si a curbelor este o unealtd de baza in
grafica pe calculator, in special in proiectarea asistata. Tehnicile ce au fost dezvoltate
initial doar pentru a modela caroserii de automobil si fuselaje de avion sunt in prezent
aplicate in numeroase si variate ramuri ale graficii computerizate. Aceste procedee
sunt folosite astazi in orice proces de modelare a obiectelor, design interactiv si in
animatie. Una din aplicatiile cele mai importante se regdseste in roboticd, domeniul
robotilor mobili fiind in mod special dependent de o corectd modelare a corpurilor.
Toate metodele de planificare a migcarilor, in spatii statice sau dinamice, pretind o
modelare corectd pentru a asigura precizia necesard deplasarii [3]. [24], [31], [32].
[47].

Abordarea uzuala a examinarii reprezentdrilor parametrice incepe, de regula.
cu o descriere a curbelor tridimensionale si continud cu generalizarea acestora la
suprafete. Deoarece proprietatile curbelor se extind si la suprafete, se impune in
primul rdnd tratarea acestora si extinderea procedurilor stabilite la cazul suprafetelor.

In plus, acestea isi au propriul lor loc in grafica computerizata.
I1.1. Prezentare generald a curbelor parametrice

O curba parametrici e definitd printr-o multime discretd de puncte cunoscute
ca puncte de control impreund cu un set de functii de bazad sau functii de
combinare. Aceastd metoda de specificare a curbei este complet diferitd fata de cea
matematica normala, care are forma unei functii implicite.

Functiile de baza folosite pentru a trasa si aranja punctele de control intr-un
segment de curbd pot fi reprezentate de orice mul{ime formatd dintr-un numdr

oarecare de functii de baza cu proprietati diferite utilizate in grafica computerizata
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pentru a controla forma unei curbe printr-o interfatd interactiva. Dintre acestea curbele
Bézier sunt folosite cu succes atdt datorita simplitatii lor cét si din cauza ca obiectele
pot fi cu usurintd reprezentate dacad sunt utilizate suprafetele Bézier. Curbele Bézier
au anumite dezavantaje care pot fi inlaturate folosind curbele B-spline [6], [58], [69].
Se observa din figura II.1 ca patru puncte de control, Py, ..., P3 sunt prelucrate
de un algoritm care genereazi o curba. In acest caz curba trece prin dou din puncte.
Exista cate o functie de bazd definita pe domeniul in care variaza parametrul « pentru
fiecare punct de control, 1ar curba Q(u) este creata folosind punctele de control pentru

a trasa functiile de baza. In figura II.1 functiile de baza sunt functii Bézier. Astfel:
x(u)=)Y P, .B(u) (I1.1.1)
1=0

specifica faptul cd se obtine componenta pe x a lui Q(u) prin insumarea proiectiilor pe

Ox ale fiecdrui punct de control trasat prin valoarea functiei de bazd in #. Analog:

y(u) = ZS:P},,.B, (u) (I1.1.2)
1=0

Sl

z(u) = ZJ:PZI B (u) (IL.1.3)
=0

sau mai exact:

Ou) = i P .B.(u) (I1.1.4)

Gttt etis b}
|
]
!
]

s L

FigIL.1 O curbd Bézier definitd prin patru puncte de control
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Specificarea unui segment de curba (sau a unei portiuni de suprafatd) printr-o
multime de puncte de control este baza unei metode de design interactiv in proiectarea
asistatd de calculator, dupa pozitiile cunoscute ale acestor puncte fiind trasata si
vizualizatd curba. Daca forma sa nu este satisfacatoare, se specifici o noud multime
de puncte si operatiile se reiau. Se pot trasa astfel segmente de curbe care se utilizeaza
ulterior la construirea unei curbe formata dintr-un numar de segmente de curba unite
intre ele pe baza unor conditii de continuitate.

In grafica pe calculator apare tendinta de a folosi curbele cubice. Aceasta se
datoreaza faptului cd prezintd o suficienta flexibilitate a formei pentru cele mai multe
aplicatii, dar si faptului cd o curbd de ordin mai mare introduce $i costuri mai mari.
Ele sunt, de altfel, adevéarate curbe spatiale, spre deosebire de cele patratice care sunt
continute intr-un plan. O curbd formatd din segmente patratice poate f1 numal un set
de segmente bidimensionale pe portiuni. Aceasta situatie nu este satisfacdtoare atunci
cand asemenea segmente sunt utilizate pentru a modela corpuri tridimensionale [73],
[80], [81].

Cand o curba este compusa din segmente de curba, proprietdtile ce exprima
continuitatea depind de modul in care au fost unite segmentele. Simpla unire a doud
segmente printr-un capat comun implicd continuitatea geometrica G’. Daca vectorii
tangenti la fiecare segment de curba in capatul comun au aceeasi directie si module
diferite atunci curba are continuitatea geometrici G'. Daca vectorii tangenti sunt
identici, curba prezinta continuitate de gradul intai sau continuitate C'.

In general, continuitatea parametricd C" este definita astfel:

d"O(u)

Daca directiile si mdrimile derivatelor 0
t

sunt egale pentru cele doud

segmente la capdtul comun, atunci curba prezintd continuitatea C".

I1.2. Reprezentarea parametrica a curbelor tridimensionale
Un exemplu practic al unei curbe tridimesionale este traiectoria unui punct care

se migca in spatiu (figura II.2). Pozitia sa e definitd printr-un vector r, functie de timp

t. Aceasta da o asa-zisa descriere parametricd a curbei, sub forma a trei ecuatii in ¢:
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x = x(¢)
y=y() (IL2.1)
z=1z(1)

h

)

I
r(t:) \
I \

y

Fig.I1.2 Traiectoria 3D a unui punct

Astfel se poate descrie parametric orice curba in spatiu, folosind un parametru

u, curba cubica fiind data de:

x(wy=aw +bu’ +cu+d,
y(u) = ayu3 + byu2 tcu+d, (I1.2.2)

zw)y=aw’ +bu’ +cu+d.

unde: 0 <u < 1.
Existd multiple motive pentru a folosi in grafica pe calculator exprimarea
parametrica in locul functiilor implicite si anume:

e Punctele de pe o curbd pot fi precizate direct, in loc sd fie necesard
rezolvarea unor ecuatii neliniare sub forma implicitd pentru fiecare punct
1n parte

e Curbele parametrice (51 suprafetele) pot fi transformate cu usurintd prin
transformari. Aplicarea unei transformari liniare reprezentarii parametrice
a curbei realizeaza chiar o transformare a curbei.

e Majoritatea aplicatiilor de design folosesc curbe complexe (si/sau
suprafete) care nu pot fi exprimate prin functii implicite simple, pe cidnd
reprezentarea parametricd permite descrierea pe portiuni, iar o curba sau

o suprafatd poate fi datd printr-un set de polinoame pe portiuni.

11
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(Polinoamele de grad mare pot descrie curbe complexe, dar necesita un
numdr mare de coeficienti, ceea ce poate introduce oscilatii nedorite in

curba).

I1.2.1 Curbele cubice Bézier
Formularea Bézier a unei curbe cubice implica specificarea unei multimi de
puncte de control, din care este obtinut polinomul cubic. Aceastd forma rezultd
pornind de la anumite functii de baza sau de combinare.
O metoda simpla de obtinere, presupune rescrierea ecuatiilor (II.2.2) ca o
singura ecuatie vectoriala:

Q(u)=au’ +bu’ +cu+d (11.2.3)

acesta fiind modul normal de exprimare a unui polinom cubic parametric. Folosind

functiile de baza Bézier sau functiile de combinare Bernstein:

(1-u)’° Su(1-u)’ Su(l-u) u’ (11.2.4)
polinomul este exprimat prin aceste functii si patru puncte de control:

Q(u) =P,(1-u)’ +P,3u(1-u)’ + P,3u’(1-u)+P,u’ (11.2.5)

sau sub forma matriceala:

13 -3 10[2
3 -6 3 ol|P
—UBP=[ ] 7 | 2.6
QW) bt i T P, (1120
B 0o of|p

Formularea matriceald este utild cidnd se urmdireste implementarea hardware a

problemei reprezentarii curbelor spatiale prin polinoame de gradul 3.

12
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Figura II.1 prezintd o curba si poligonul sdu caracteristic. Py, P;, P> si P; sunt
patru puncte de control care definesc curba, Py si P; fiind capete. Ele se numesc
puncte de control deoarece prin mutarea lor in spatiu este controlata sau influentata
forma curbet (figura I1.3). Poligonul format prin unirea punctelor de control sc

numeste poligon caracteristic sau de control.

r
*\\\

Fig.I1.3 Efectul mutarii unui punct de control

Daci este necesar sa se reproducd forma unei curbe oarecare, se poate proceda
in felul urmator:

1. Se aproximeaza forma curbei formand un poligon de control

2. Se foloseste acest poligon pentru a desena curba Bézier asociata.
3. Se ajusteazd punctele de control.
4

Se repetd operatiilel. s1 2. pand cand forma obtinutd este satisfacatoare.

Revenind la functia de baza (1I.1.4), lucrand cu polinoame de gradul 3, rezulta
patru functii de baza, corespunzatoare si reprezentarii din figura 1.4, fiecare termen al
sumet fiind produsul dintre un punct de control P, si o functie de combinare B; ; care

este un polinom de gradul trei.

B, \(v) By,(1)

8, 5(u) By ,(v)

Fig.I1.4 Functiile de bazd Bézier pentru curbe cubice
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Pentru o valoare particulara a lui ¥ se insumeaza valorile obtinute de la fiecare
din cele patru functii de combinare. Py are influenta cea mai mare pentru u=0 (B, 3,
B, ; st B;; sunt toate nule in acest punct). Pe masurd ce u creste catre Py, By s1 B
determind in principal forma curbei, B; ; si B;; neavand vreo influentd. Punctele P; si
P; au efect maxim cand u=1/3 respectiv 2/3.

De remarcat este faptul cd prin mutarea oricdrui punct de control este
influentata, in mai mica sau mai mare masurd, forma tuturor partilor curbei. Acest
mod global de control asupra formei curbei este dezavantajul major al curbelor
Bézier.

Un alt punct important este faptul cd reprezentarea parametricd permite curbe
multiplu parametrice. De exemplu, dacad Py=P; atunci curba rezultantad va fi o bucla
inchisa.

Multimea de functii de baza sau de combinare date pentru polinoamele cubice:
By s () =(1-w)’ B, ;(u) =3u(1-w)? B, i (u) =3u’(1-u) B (u)=u>(11.2.7)

este un caz particular de functie de baza de grad ».

Astfel:
3

O(u)=> P B, (u) (I11.2.8)
1=0

unde:

B, (u)=C(ni) -u'-(1-u)"" (11.2.9)

coeficientul binomial fiind:

. n! ,)
C(n,l) = m (II_IO)
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Se remarcd faptul cd numarul de puncte de control creste la n+/. Marirea
numarului de puncte de control introduce dificultiti prin marirea gradului functiilor de
combinare, aceste dificultati reprezentdnd un motiv pentru care se preferd curbele B-
spline. Avantajele unor curbe de ordin mai mare provin din posibilitatea asigurarii
unui grad convenabil de continuitate intre segmentele de curbd. Dar, pe langa
costurile sporite de calcul la utilizarea curbelor de ordin mai mare, mai exista si
dezavantajul c&, in aceste cazuri, corelatia intre poligoanele caracteristice formate de
punctele de control s1 curba devine mai slaba. De aceea, cel mai frecvent utilizate sunt
cubicele pentru ca sunt si rezonabil de simple, dar si suficient de flexibile pentru un
design interactiv [91], [96], [105].

Pe baza celor prezentate este important sd se sesizeze aspectele practice ale
reprezentdrii unei curbe prin puncte de control. Cea mai importantd observatie, in ceea
ce priveste interfata cu utilizatorul, este aceea ca mutarea unui punct de control da o
modificare intuitivd a formei curbei. Adicd, curba mimeazd forma poligonului de
control.

O proprietate importantd din punct de vedere al conceperti algoritmilor ce
realizeaza curbe (si suprafete) este aceea cd o curbd este intotdeauna inchisd in
infasurdtoarea convexd formatd de poligonul de control. Ea provine din faptul ca
suma functiilor de baza are valoarea 1 pentru orice valoare a lui .

Curbele fiind definite ca si combinatii liniare de puncte de control, ele pot fi
transformate prin orice transformare afind in spatiu (rotatie, translatie, etc.), prin

aplicarea transformarii potrivite multimii punctelor de control.

I1.2.2 Unirea segmentelor de curbe cubice Bézier

Segmentele de curba definite prin multimi de patru puncte de control pot fi
unite pentru a forma curbe mai complexe decét cele care pot fi obtinute dintr-o forma
cubica polinomiala, rezultind prin acest procedeu o curba polinomiala pe portiuni.

O metoda alternativd de a reprezenta curbe mai complexe este marirea
gradului polinomului, dar aceasta are dezavantaje matematice i de calcul, fiind mai
simplu sd se Imparta curba in segmente cubice.

Conectarea segmentelor de curbe cubice implica aplicarea unor restrictii in

punctele de jonctiune. Restrictia implicita este G°, care semnifica faptul ca punctul de
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Reprezentarea parametrica

starsit al primului segment coincide cu punctul de inceput al celui de-al doilea.
Continuitatea G’ presupune coliniaritatea marginilor polinomului caracteristic, adica
faptul cd vectorii tangenti la sfarsitul unet portiuni de curba si inceputul celei
urmatoare, sunt coliniari.

Diferentele intre continuitatile G° si G’ pentru segmente de curbd Bézier sunt
prezentate in figurile IL.5 si I1.6.

Daci punctele de control a doua segmente sunt ; si R; atunci continuitatea G

este pastratd, spre exemplu pentru curba din figura I1.6, daca:

0, -0, =k(R, - R,) (IL2.11)

Fig.11.5 Continuitate G Fig.IL.6. Continuitate G'

Folosind conditii de acest tip, o curbd Bézier compusd este construitd usor
adaugind pe rand cate un segment. Totusi, avantajul de a putea construi o forma
compusd din segmente este oarecum diminuat de legdturile care sunt aplicate
punctelor de control pentru a asigura conditiile de jonctiune. Acest dezavantaj poate fi
atenuat numai prin marirea gradului polinomului sau prin fractionarea segmentului in

doud sau mai multe segmente mai mici.

I1.2.3 Proprietati ale curbelor Bézier

Pe baza celor mentionate se remarca unele proprietati ale curbelor Bézier:
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Gradul polinomului este intotdeauna cu unu mai mic decdt numarul punctelor
de control. in grafica pe calculator cele mai interesante s-au dovedit a fi cele
de gradul trei.

Curba urmareste forma poligonului de control i este continuti in
infasurdtoarea convexa formata de punctele de control.

Punctele de control nu exercitd control local. Mutarea oricaruia dintre
punctele de control afecteaza intreaga curba in mai micd sau mai mare
masura.

Primul si ultimul punct de control sunt capetele segmentului de curba.
Vectorii tangenti la curba in capete coincid cu prima si ultima laturd a
poligonului de control.

Curba nu oscileazd fatd de oricare linie dreaptd mai des decat poligonul de
control - aceasta este cunoscutd sub numele de proprietatea diminudrii
variatiel.

Curba poate fi transformatd aplicdnd orice transformare afind (adicd orice

combinatie de transformari liniare) punctelor sale de control.

I1.2.4 Curbele B-spline

Doua neajunsuri majore ale curbelor Bézier (efectul global al modificarii

pozitiei punctelor de control si relatia dintre gradul curbei si numarul de puncte de

control) pot fi inlaturate prin folosirea curbelor B-spline [89], [96], [98], [100].

Initial, florarul (spline) era o unealtd a desenatorilor ce consta dintr-o placa

metalica (sau de lemn) decupata in mod special si folosita pentru a desena curbe prin

anumite puncte fixe. Echivalentul matematic este curba B-spline polinomiala.

Ca si o curbd Bézier, o curbd B-spline nu trece prin punctele de control. Ea

este polinomiald pe buciti, constdnd dintr-un numaér oarecare de segmente de curba.
Pot exista curbe B-spline de orice grad formate din segmente definite pe anumite
intervale, de la un interval la altul schimbandu-se coeficientii. Pentru un singur
segment se poate compara formularea B-spline cu cea Bézier folosind aceeasi notatie

matriceala.

Formularea B-spline este:

2F. 6’9/ ,
| lk«:f{-%ﬁ QIJ /leé;

f el e
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-1 3 =3 1][r,
, 3 -6 3 0|(P

Q,(u):U.B\_.P,=[u3 TR 1]-1- S B (11.2.12)
' 6|-3 0 3 0}|P,
1 1 0] P |

unde Qji(u) este segmentul 7 al curbei, iar P; este o matrice ce contine un set de patru
puncte dintr-o succesiune de puncte de control. Acelasi lucru se poate scrie si sub

forma:

O,w)=Y Py, B o (1) (11.2.13)

unde / este numdrul segmentului, iar k£ este indicele punctului de control local.
Valoarea lui v intr-un segment de curba este 0 < u < 1. El este un parametru local ce
defineste un singur segment de curba B-spline.

Astfel, folosind aceastd notatie, se observda cd o curba B-spline este formata
dintr-o serie de m-/2 segmente de curba notate conventional cu Q3 Q. ..., On,
definite prin m+1 puncte de control Py, Py, ..., P,, m > 3. Fiecare segment de curbd
este definit prin patru puncte de control si fiecare punct de control influenteaza patru
si numai patru segmente de curbd. Aceasta este proprietatea controlului local al
curbelor B-spline, constituind si principalul avantaj asupra curbelor Bézier.

Un singur segment de curbd Bézier este supus unui control global deoarece
mutand un punct de control se afecteaza intreaga curba. Intr-o curba compusa B-
spline, mutarea unui punct de control afecteazd numai cateva segmente de curbd. In
mod corect, comparatia ar trebui facutd intre curbe Bézier multisegment si curbe B-
spline. Diferenta este ca, pentru a mentine continuitatea segmentelor Bézier,
deplasarea punctelor de control trebuie sd satisfacd restrictiile impuse, pe cdnd
punctele de control ale unei curbe B-spline pot fi mutate in orice fel.

O curba B-spline prezinta continuitate pozitionala si continuitate a derivatelor
de ordinul intai si doi, deoarece functiile de baza sunt ele insele polinoame de clasa
C°. O combinatie liniari de astfel de functii de baza va fi de asemenea continui C°. Se

defineste intregul set de segmente ca o curba B-spline in u:
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Ou) = iP, - B,(u) (11.2.14)

unde i reprezintd indicii punctelor de control care nu sunt locale, iar u este, in acest

caz, un parametru global.

I1.2.5 Curbele B-spline uniforme

Relatia (I1.2.13) aratd ca fiecare segment dintr-o curbd B-spline este definit prin
patru functii de baza si patru muchii de control. Din acest motiv exista trei functii de
baza si trei muchii de control in plus fatd de numarul de segmente. Valoarea lui « in
punctul de unire a doua segmente se numeste valoare de nod, iar faptul cd o curba B-
spline este uniformd inseamnd cd nodurile sunt plasate la intervale egale ale

parametrului u.

P /
N y ==/
//_\/_\\ AN s
. // R ‘\," /»\J}Q. //
VA ,, PN
N - B //' O /l /,";
\'::_\J-._,_._‘—-;: /// \ \_Ox// P/ //
4 : s
// //
’ ’
Fig.IL.7 Curbd B-spline formatd Fig.I1.8 Capacitatea de
din trei segmente localizare a
(definitd prin sase puncte de control) curbelor B-spline

Figura II.7 prezinta o curba B-spline definitd prin pozitia a sase muchii,
respectiv puncte de control: Py, Py, ..., Ps. Curbele trasate sunt de grad 2, 3 s1 4
remarcandu-se curba de gradul 3, formata din trei segmente cu capéatul din stanga al
lui QO3 langd Py si capatul din dreapta al lui Qs langa Ps. Se observa cé, spre deosebire
de o curba Bézier,

o curbd B-spline uniforma nu interpoleaza in general punctele de control de la capete.
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Faptul ca segmentele de curba folosesc puncte de control in comun, sta la baza
mecanismului prin care se mentine continuitatea C° intre segmente. Figura I1.8
prezintd efectul schimbarii pozitiei punctului de control P, Deplasarea respectiva
trage segmentul Qs In directia corespunzatoare i afecteaza, intr-o mai mica masura,
segmentul ), (care este si el definit prin P,). Totusi O; nu este afectat, figura
demonstrand importanta proprietate de efect local a curbelor B-spline. In general, un
singur punct de control influenteaza patru segmente de curba.

Fiecare functie de bazd ce defineste curba este nenuld pe patru intervale
succesive in care variaza u (figura I1.9). Ea este, de fapt, o cubica formata la randul ei
din patru segmente. Functia B-spline este nenula intre valorile w,. 1., ..., 0=y §
centratd in u,:». Fiecare punct de control este trasat de o singurd functie de baza, si.
dacd se presupune ca valorile de nod sunt egal distantate, fiecare functie de baza este
o copie sau o translatare a celeilalte. Setul de functii de baza folosit de curba din

figura I1.7 este prezentat in figura I[.10.

3(4,” . As)  Jinh A Ada) e e
/

Fig.IL.9 Functia de bazd B-spline Fig.I1.10 Cele 6 functii B-spline

uniformd utilizate in fig. 7

Daca se studiaza un singur segment al curbei, acesta defineste intervalul [u,
ui+1] in care variaza parametrul u. Functiile de bazd ce sunt active in intervalul
parametric #, de la u; la u;+1, adicd cele ce definesc un singur segment de curba, sunt
prezentate ingrosat in figura II.11.

Aceasta reprezintd o interpretare utila a comportamentului functiilor cand u
variaza. In general, pentru valori ale lui u ce nu sunt valori de nod, exista patru functii
de baza active ce au suma egala cu 1. Cand este atinsa o valoare de nod v = u,, una din
functii este dezactivata si o alta devine activa. Intr-un nod exista doar trei functii a

caror suma este unitara.
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Adw) B 8. Auw)  Bfu)  Bdw)

Fig.IL.11 Cele patru functii B-spline nenule pentru primul

segment de curbd din fig I1.7

Se poate astfel afirma c& o curba B-spline este compusa din m-2 segmente
definite prin pozitia a m+/ functii de baza peste m+J valori de nod. Astfel, curba din
figura 1.7 este formata din trei segmente, sase puncte de control si sase functii de
bazd definite peste zece valori de nod.

In general, o curba B-spline nu interpoleaza nici un punct de control. Ea poate
fi obligatd sa interpoleze puncte de control introducdnd muchii multiple, aceasta
implicand insa o pierdere de continuitate. Influenta unui punct de control ar putea fi
marita prin repetarea sa, curba fiind atrasa cétre acest punct.

Un segment este creat de functiile de baza prin trasarea punctelor de control.
Dacéa un punct de control se repeta, el va fi folosit de mai multe ori pentru evaluarea
unui singur segment. O astfel de tehnicd poate fi folositd pentru a face curba si
interpoleze atdt punctele de control intermediare cit si pe cele din capete - unde
pierderea continuitafii ar putea sd fie mai putin semnificativd. De exemplu,
comparand figura II.12 cu figura II.7, ultimul punct de control din figura II.7 este
repetat de trei ori. Existd astfel cinci segmente, iar Ps5 este folosit o datd In
determinarea lui Qjs, de doud ori in Qs si de trei ori in Q7. Curba este acum definitéd pe

intervalul 3 <u < 8. In punctul =8 curba coincide cu P;.

il
. o
/\ o
T :
. \0_'/ . Q
P, P ]
o/
i
P PP

FigIL.12 Efectul capetelor multiple. P s este triplat
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Figura II.13,a prezintad efectul introducerii de puncte de control intermediare
multiple. In aceasta figura P; a fost dublat. el fiind aproape interpolat, aparand un
segment in plus. Continuitatea se schimba de la C°G’ la C°G'. Fig.II.13,b 1l prezinta
pe P; triplat. De aceasta datd curba interpoleazd punctul de control, devenind o linie

dreapta de fiecare parte a punctului, iar continuitatea se reduce la C°G”.

PP
(2) /\
.
. P,
. ’,'
P,
\_/. '
L] P
P,
o2
_'P PP
» / \
\ .
- \ I
P .-
. 2.

Fig.11.13 Efectul punctelor de control intermediare multiple

a. Pjzeste dublat b. P; este triplat

I1.2.6 Curbele B-spline neuniforme

O curba B-spline neuniforma este aceea pentru care intervalele parametrice
intre valorile de nod succesive nu sunt in mod necesar egale. Aceasta implica faptul
ca functiile de combinare nu mai sunt obtinute prin translatie, ci variaza de la interval
la interval. Forma cea mai intdlnitd a unei curbe B-spline neuniforma este aceea in
care unele intervale dintre valori de nod succesive sunt reduse la zero, prin inserarea
de noduri multiple. Aceasta facilitate este folosita pentru a interpola puncte de control
(capete s1 intermediare) si prezintd anumite avantaje fatad de metoda de introducere a

punctelor de control multiple [95].
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FigI1.14 O curbd B-spline neuniformd ce interpoleazd punctele din

capete folosind vectorul de nod [0,0.0,0,1,2,3,3,3,3]

Fie curba generatd in figura 1I.7. Valorile de nod pentru aceastid curba sunt
u=3,45,6. In domeniul parametric 3 < u < 6 functiile de baza au suma de valoare
unitarad. Intervalul dintre fiecare valoare de nod este 1. Dacd se folosesc valori de nod
neuniforme atunci functiile de bazd nu mai sunt aceleasi pentru fiecare interval
parametric, ci variaza odatd cu u. In figura I1.14 sunt folosite aceleasi puncte de
control ca si in figura II.7 si curba B-spline este incd formata din tre1 segmente.
Totusi, aceastd curba interpoleaza capetele, deoarece au fost introduse noduri multiple
la fiecare capat al vectorului nod; acesta este [0,0,0,0,1,2,3,3,3,3]. Functiile de baza
sunt s1 ele prezentate in figurd, iar curba are acum noud segmente, de la Oy la Qs
Totusi, Oy, O; s1 O, sunt reduse la un singur punct; Oz, Oy st Os sunt definite pe
domeniul 0 < u < 3; Og, Q7 s1 Og sunt de asemenea reduse la un singur punct u=3.

In general, un vector nod este orice secventd crescdtoare de valori de nod, de
la up la u,,-,. Valorile de nod consecutive pot fi egale, iar numarul de valori identice

se numeste multiplicitatea nodului.

Fig.11.15 Influenta interpoldrii multiple a capetelor
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Obligand o curba sa interpoleze capetele folosind muchii de control multiple
nu se obtine acelasi efect ca si la folosirea nodurilor multiple, iar figura [1.15 prezinta
ultimul punct de control P; interpolat prin utilizarea sa ca punct de control multiplu si,
respectiv, folosind un vector nod cu multiplicitatea 4 pentru valoarea de nod finala.

Daci se foloseste vectorul nod [0,0,0,0,1,1,1,1] atunci se obtine un segment de
curba ce interpoleaza pe Py si Ps. In acest caz functiile de bazi sunt cele Bézier, iar
curba rezultanta este o curba Bézier. Rezulta astfel, ca o curba Bézier este doar un caz
particular de curba B-spline neuniforma.

O metoda recursiva de generare a functiilor de baza sau de combinare pentru
curbele B-spline neuniforme este cea cunoscutd sub numele de algoritmul Cox De
Boor capabila sda genereze curbe B-spline uniforme sau neuniforme de orice grad
folosind o singura relatie recursiva. Deoarece functiile nu mai provin prin translatie
una din alta, calculele sunt mai complicate [105], [106], [107], [114].

Pentru o cubicd se poate defini formula recursiva in forma sa desfasurata.
Extinzand notatia la o curbd B-spline pentru a include gradul ca al doilea indice, se
definesc functiile de bazd pentru a evalua punctul de control P; ca B; (1), iar relatiile

de recurenta pentru o curba B-spline cubica sunt:

1 u <u<u,,
Bl‘l(u) = .
0 in rest i
(I1.2.13)
u—u ul+/ —u . -~
B, ,(u)=——8, W)+——B,_, (1) Jj=234
' ul«—j—l 4, ‘ u1+/ _ul+_/~l

Céand nodurile sunt repetate, poate apdrea in definitia Cox De Boor un
coeficient nedeterminat 0/0 si pentru acest caz se impune valoarea 0. Din punct de
vedere al calculului, numaratorul este intotdeauna verificat dacd este zero, 1ar
rezultatul este anulat, indiferent de valoarea numitorului. Alegerea unei multimi
particulare de noduri in sistemele CAD comerciale ce folosesc curbele B-spline este

de obicel o parte predefinita a sistemului respectiv.

I1.2.7 Proprietati ale curbelor B-spline

Unele dintre proprietatile curbelor Bézier se aplici si in cazul curbelor B-spline.

Astfel se pot mentiona:
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e (Curba urmdreste forma poligonului de control si este obligata sd respecte
infasurdtoarea convexa a punctelor de control

e Curba prezintd proprietatea diminuarii variatiel

o Curba este transformata aplicand orice transformare afind punctelor sale de
control.

In plus, ele au o proprietate specifica:

e O curba B-spline este controlata local, datorita faptului ca un punct de control
este legat de patru segmente (in cazul unei cubice) iar prin modificarea

pozitiei sale sunt influentate doar aceste segmente.

I1.3. Editarea curbelor parametrice

Utilitatea curbelor Beézier si B-spline a fost demonstratd de nenumdrate
aplicatii cu finalitate in CAD, existdnd mai multe software-uri profesionale integrate
in astfel de sisteme. In teza este prezentat un program de editare a curbelor Bézier si
B-spline prin adaugare, mutare si stergere de puncte de control [119, [126], [154],
[138], [206], [207].

El este conceput cu pronuntat caracter interactiv afisgdnd meniuri care permit
utilizatorului editarea tipului de curba selectat pe baza principiilor teoretice prezentate
anterior. Astfel, pentru editarea unei curbe B-spline se activeaza meniul Curbe
selectdndu-se tipul B-spline. Se selecteaza in continuare Creare curba noua, operatie
in cadrul céreia se marcheazd cu mouse-ul punctele de control. Operatia Desenare
curba, va trasa curba de tipul ales prin utilizarea punctelor de control asa cum s-a
prezentat in capitolul teoretic respectiv. In continuare pot fi activate optiunile
Modificare curbi, Adaugare puncte de control si Stergere puncte de control, cu
rezultatele previzibile pe baza consideratiilor teoretice anterioare. Exemplificarea
acestor operatil posibile este prezentatd in figurile [1.16, I[.17, II.18 pentru categoria
de curbe B-spline. In figura I1.19 este prezentatd o curbda B-spline complexa realizata
prin considerarea unui numar de 81 de puncte de control.

Meniul Zoom permite micsorarea de pana la patru ori a curbei $i respectiv,

marirea curbel doui ori.
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In acelasi mod, cu aceleasi operatii se poate edita o curbd Bézier. Exemple
sunt prezentate in figurile I1.20 si I1.21. Singura diferenta la editarea curbei in acest
caz este selectarea in meniul Curbe a optiunii Bézier. Restul instructiunilor

functioneaza in acelasi mod ca si la curbele B-spline.

m . Unlied -Cabe

Fset Veudloai Cube Zoom Deme’ 2. Fswr Vizudkzai Cube Zoom 'Demo-2.- -, °
0@ @ ?JSESXIBE‘@XI"mEx] 0@ @|? smeXi8HESE ><+oEx

~ -

\\. ~

| -
///_.—'—" //,’/_/
N
Fig.I1.16 Desenare curbd B-spline Fig.I1.17 Modificarea curbei prin

cu 6 puncte de control schimbarea pozitiei unui

punct de control

CTYYY
ey e T T O DN ERE
R SEOXIBEEX Y Aia — l
N\
/ \
;/“..“‘ I'/ \\; ,,_\”/“\‘ / /-\\
\ : .\‘l ,| ; ! , ‘%
! ' , F I
! ‘ ) " i
( ! [ ! /
'"\.\ \/" \:/K '/\
Fig.11.18 Modificarea curbei prin Fig.I1.19 Curbd B-spline cu 81 de
suprimarea unui punct puncte de control
de control
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o Untitled - Cutbe

\ \
o T T
Fig.I1.20 Curbd Bézier cu 7 Fig.I1.21 Modificarea curbei Bézier
puncte de control prin addugarea de 2 noi

puncte de control

Principalele functii utilizate pentru editarea de curbelor sunt:

/l CurbeView.cpp : implementation of the CCurbeView class

/I Sunt enumerate fisierele ce sunt folosite de cdtre program
#include "stdafx.h"

#include "Curbe.h"

#include "Math.h"

#include "CurbeDoc.h"

#include "CurbeView.h"

4ifdef DEBUG

#define new DEBUG_NEW

#undef THIS FILE

static char THIS FILE[] = _ FILE_
#endif

/l CCurbeView drawing

void CCurbeView: :0OnDraw (CDC* pDC)

// La mutarea ferestrei de lucru, se apeleazd functia onDraw, care pdstreazd
continutul ferestrei negters.

}

/l cCurbeView message handlers

void CCurbeView: :0OnCurbeSplineCreare()

// TODO: Add your command handler code here

// Seteazd modul de lucru pe Creare curbid B-spline §i goleste sirul de
puncte de control.
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void CCurbeView::0nUpdateCurbeSplineCreare (CCmdUI* pCmdUI)
{
// TODO: Add your command update UI handler code here

// Conditiile in care este selectat butonul de creare a unei curbe B-spline

void CCurbeView: :0nCurbeBezierCreare ()

{

// Seteazd modul de lucru pe Creare curba Bézier §i goleste sirul de puncte
de control.

}

void CCurbeView: :0OnUpdateCurbeBezierCreare (CCmdUI* pCmdUI)

{
// TODO: Add your command upcdate UI handler code here

// Conditiile in care este selectat butonul de creare a unei curbe Bézier

void CClurbeView: :OnLButtonDown (UINT n¥Flags, CPoint point)
{

// TODO: Add your message handler code here and/or call default
// Apdsarea butonului stdnga al mouse-ului are efectele urmdtoare:
- daca este activat modul de creare a unei curbe, pe ecran este desenat un punct de
control, care este adaugat la sirul de puncte corespunzdtor
- daca este activat modul de modificare a unei curbe, se verificd dacd am nimerit
un punct de control al curbei si dacd da acesta se memoreazd
- dacd este activat modul de addugare de puncte la curbd, se deseneaza noul punct
de control si se trage o linie de la ultimul punct de control la acesta
- dacd modul de lucru este de stergere de puncte de control, se verificd dacd s-a
nimerit un punct de control, si in caz afirmativ acesta este sters de pe ecran §i din
sirul corespunzdtor

void CCurbeView: :DeseneazaPuncteSpline()

// Realizeaza afisarea punctelor de control si a muchiilor de control
void CCurbeView: :DeseneazaPuncteBezier ()

// Realizeazd afisarea punctelor de control §i a muchiilor de control
void CCurbeView::StergEcran ()

// Sterge ecranul.

void CCurbeView::OnCurbeSplineExecutie()

{
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// TODO: Add your command handler code here
// Sterge ecranul, deseneazd punctele de control si curba B-spline

void CCurbeView: :0nUpdateCurbeSplineExecutie (CCmdUI* pCmdUI)
// TODO: Add your command update UI handler code here
// Pune conditiile de activare a butonului de desenare a curbei B-spline

void CCurbeView::0OnCurbeBezierDesenare ()
// TODO: Add your command handler code here
// Sterge ecranul, deseneazd punctele de control si curba B-spline

void CCurbeView: :OnUpdateCurbeBezierDesenare (CCmdUI* pCmdUTI)

{

// TODO: Add your command update UI handler code here
// Pune conditiile de activare a butonului de desenare a curbei B-spline

void CCurbeView: :0OnCurbeSplineMcdificare ()

// TODO: Add your command handler code here

// Schimba modul de lucru in modificare a curbelor B-spline §i redeseneazd
curba

void CCurbeView: :OnUpdateCurbeSplineModificare (CCmdUI* pCmdUTI)

// TODO: Add your command update UI handler code here

// Pune conditiile de activare si apdsare a butonului de desenare a curbei B-
spline

}

void CCurbeView::OnCurbeBezierModificare()

// TODO: Add your command handler code here

// Schimbd modul de lucru in modificare a curbelor B-spline §i redeseneazd
curba }

void CCurbeView: :OnUpdateCurbeBezierModificare (CCmdUI* pCmdUI)

{

/[ TODO: Add your command update UI handler code here

// Pune conditiile de activare §i apdsare a butonului de desenare a curbei
Bézier

}

void CCurbeView: :OnMouseMove (UINT nFlags, CPoint point)
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//?ODO: Add your message handler code here and/or call default

// In cazul in care la apdsarea butonului stanga al mouse-ului a fost selectat
un punct al curbei, la miscarea cursorului pe ecran, dacd este activat modul de
modificare a curbei, acest punct este mutat §i el

}

void CCurbeView::0OnLButtonUp (UINT nFlags, CPoint point)
// TODO: Add your message handler code here and/or call default

// La eliberarea butonului stanga al mouse-ului este desenatd curba
corespunzdtoare

int CCurbeView::NimeritPunctSpline (CPoint point)

// Se verificd dacd a fost nimerit un punct al curbei B-spline sau nu
int CCurbeView::NimeritPunctBezier (CPoint point)

// Se verificd dacd a fost nimerit un punct al curbei Bézier sau nu
void CCurbeView::MutaPunctSpline (CPoint point)

// Deplaseazd punctul de control selectat al curbei B-spline
void CCurbeView::MutaPunctBezier (CPoint point)

// Deplaseazd punctul de control selectat al curbei Bézier

BOOL CCurpeView::Create(LPCTSTR lpszClassName, LPCTSTR
lpszWindowName, DWORD dwStyle, const RECT& rect, CWnd* pParentWnd,
UINT nID, CCreateContext* pContext)

/l TODO: Add your specialized code here and/or call the base
class

// Initializeazd toate variabilele folosite in program
void CCurbeView::FisierNou()

// Goleste sirurile de puncte de control
}

void CCurbeView: :0nCurbeSplineStergerepuncte ()

{

/l TODO: Add your command handler code here
// Trece in modul de stergere a punctelor de control ale curbei B-spline
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void CCurbeView: :OnCurbeBezierStergerepuncte ()

/[ TODO: Add your command handler code here

// Trece in modul de stergere a punctelor de control ale curbei Bézier
void CCurbeView: :0OnCurbelAdaugarePuncte ()

// TODO: Add your command handler code here

// Selecteaza modul de addugare a punctelor de control la curba

I1.4. Suprafete cubice biparametrice
I1.4.1. Portiuni de suprafata Bézier

Tratarea segmentelor de curba cubicad parametricd prezentatd anterior poate fi
generalizatd la portiunile de suprafatd cubica biparametrica. Un punct de pe portiunea
de suprafatd este dat printr-o functie de doi parametrii, iar pentru fiecare parametru

este folositd o multime de functii de bazad. O suprafatd cubica Bézier e definita astfel:

-
J

O(u,v) = Zipu B (u)-B,(v) (11.4.1)

1=0 ;=0

Matematic, suprafetele tridimensionale sunt generate prin produsul cartezian a
doud curbe. O suprafatd Bézier si punctele sale de control sunt prezentate in figura

I1.22, unde suprafetele sunt reprezentate prin linii izoparametrice.

Fig.I1.22 Realizarea unei suprafete Bézier

a)Un poliedru de control b)Portiunea de suprafatd Bézier obtinutd
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Fig.11.23 Efectul deplasdrii unui punct de control asupra suprafetei

Punctele de control au in cazul reprezentarii unei suprafete acelasi rol ca In
cazul reprezentdrii unei curbe, astfel ca proprietitile curbelor Bézier se extind si in
domeniul suprafetelor. Astfel, se observa din figura [1.23 cd o portiune de suprafatd
poate fi deformatd dacd se modificd pozitia unui singur punct de control, printr-un
mecanism identic cu cel de deformare a curbei prin schimbarea pozitiel punctelor de
control.

Formularea matriceald pentru reprezentarea unei suprafete este:

P(uv)=p’ u* u 1-B-P-BT. (IL.4.2)

unde:
-1 3 -3 1] —Poo B Py P03-
3 -6 3 0 PIO Pu Pn P|3
B= P = ’ (11.4.3)
-3 3 0 0 Py By Py Py
| 0 0 0] _Pso Py Py Psz_
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Este importantd examinarea relatiei dintre punctele de control si vectorii
tangenti in varfurile portiunii de suprafatd. De exemplu, in varful u = v = 0, relatia

intre punctele de control si vectorii asociati cu muchia Py, este:

Qu (O,O) = 3(P10 - Poo)

Q,(0,0) =3(Fy — Fy) (IL.4.4)
0,,(0,0) =9(Fy = Foy = Ko + A1)

In figura I1.24 se pot vedea acesti vectori la coltul unei portiuni de suprafata.
0.(0,0) are directia vectorului tangent la muchia curbilinie Q(0,0) pe directia
parametrului » $i modulul modificat prin inmultire cu o constantd. Analog, O.(0.0)

este un multiplu al vectorului tangent pe directia parametrului v.

Fig.11.24 Vectorul tangent in Py

Derivatele mixte in fiecare punct de control, definesc vectorii de rasucire.
specificand viteza de variatie a vectorilor tangenti in raport cu u $i respectiv. v.
Vectorul de rasucire este un vector normal la planul ce contine vectorii tangenti.

Avantajele folosirii descrierii unei suprafete prin portiuni parametrice nu
constd in faptul cd o coordonatd precisa este disponibild pentru fiecare punct al

suprafetei, ci in faptul cd face mult mai usoara modelarea obiectelor [145].

I1.4.2 Combinarea portiunilor de suprafata Bézier

In majoritatea aplicatiilor este necesar ca din mai multe portiuni de suprafata

sd se modeleze suprafata exterioard complexa a unui corp oarecare. Pentru aceasta
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trebuie ca suprafata realizatd s fie continud, ceea ce in mod firesc impune anumite
restrictii.

Realizarea continuitatii de gradul intdl intre doud portiuni de suprafata se
obtine printr-o generalizare a restrictiilor impuse la unirea segmentelor de curba,
abordarea cea mai simpla fiind cea geometrica.

Fie doua portiuni de suprafatd Q si R, cu continuitate pozitionala (de gradul

zero) avand o muchie comuna. Conditia unei astfel de continuitati este:

O, v) = R(0,v) 0<ve<l (1L4.5)

Aceastd conditie implicd existenta unui poligon caracteristic care sd contind muchia

comunad a celor dou portiuni:

0, =R, i=0,.3 (IL.4.6)

In proiectarea asistatd de calculator, aceastd restrictie este grava atunci cand o
suprafatd compusa este construitd dintr-o multime de portiuni Bézier. De exemplu.
dacad o suprafatd compusa este creatd pornind de la o portiune si adaugand altele in
jurul acesteia, alaturarea a doud portiuni pe o muchie comund implica faptul cd opt
dintre punctele de control ale celei de-a doua portiuni sunt deja fixate, iar alaturarea
unel portiuni la altele doud deja existente presupune existenta a doudsprezece puncte
de control deja fixate [142], [147].

S-a gasit insd o altd conditie, mai putin restrictivad prin care in colturi,
portiunile pot avea o continuitate pozitionald dar nu si continuitate a gradientului
(figura 11.25). Totusi, vectorii tangenti la muchiile ce se intdlnesc intr-un colt trebuie
sa fie coplanari. Chiar si cu aceasta flexibilitate marginald mult mai mare, apar inca
probleme la designul suprafetelor compuse, o solutie fiind folosirea portiunilor de
suprafatd de grad mai mare decét trei [167], [171], [174], [177].

Trebuie mentionat si faptul ca portiunile de suprafatda de forma
dreptunghiurilor curbilinii nu pot fi folosite in reprezentarea oricarei suprafete. Pentru
forme complexe de corpuri portiunile dreptunghiulare trebuie sd fie inlocuite cu

triunghiuri, care pot fi obtinute prin degenerare.
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Fig.I1.25 a) Continuitate pozitionald intre portiuni bicubice Bézier

b) Continuitate tangentiald intre portiuni bicubice Bézier

Se considerd ci principalul motiv pentru care portiunile dreptunghiulare sunt
predominante in sistemele CAD este faptul cd prima lor aplicatie a fost in designul
automobilelor la definirea partilor exterioare ale caroseriei. Aceste parti au o

geometrie rectangulard si este natural sa fie divizate in dreptunghiuri mai mici [178],

[191].
I1.4.3 Portiuni de suprafatid B-spline

Evaluarea unei portiuni de suprafatd B-spline bicubica se realizeaza prin

relatia;

0w, v) =S P - B, (u,v) (114.7)

=0 j=0

35

BUPT



Reprezentarea parametricd

unde P; este un sir de puncte de control, iar B,,(u,v) € o functie de baza de doua

variabile. Aceasta poate fi generata prin:
B,(u,v)=B,(u) B, (v) (11.4.8)

unde B,(u) s1 B,(v) sunt functiile cubice B-spline anterior definite.

Astfel:

n

O(u,v) :Zizz/ -B,(u)- B, (v) (I1.4.9)

=0 ;=0

La fel ca si la curbele B-spline, se considerd cd o portiune de suprafatd B-
spline este formatd din mai multe segmente dreptunghiulare. In spatiul parametrilor
existd doud secvente de noduri, functii de u si respectiv, de v, care considerate
impreund formeaza un tablou [150], [151].

Cel mai simplu mod de abordare considerd portiuni de suprafatd B-spline
uniforme, la care grila valorilor de nod prezintd intervale egale pe directiile
parametrilor u si v.

Fie un segment dintr-o portiune de suprafatd, notiune ce descrie entitatea din
spatiul biparametric analoga unui segment de curbd din spatiul monoparametric.

Astfel, o portiune de suprafata este formata din mai multe segmente. in cazul
unui segment de curbd B-spline era nevoie de patru puncte de control pentru a-l
defini. Extinzand in spatiul biparametric, este necesar un tablou, P;j;, de 4x4 puncte de
control pentru a forma un singur segment de portiune. Aceste puncte de control sunt
precizate prin 4x4 functii de bazd de doud variabile. Astfel, un singur segment de
portiune necesitd un tablou sau o matrice de noduri de 8x8 valori (figura I1.26).
Functiile de baza bivariante au, in fiecare nod marcat, valori bine precizate.

In figura I1.27 se prezintd un segment de portiune B-spline determinat prin
saisprezece puncte de control, segmentul fiind marcat in regiunea din apropierea celor
patru puncte de control centrale. La fel ca si la curbele B-spline, care nu isi

interpoleaza punctele de control, un segment de portiune B-spline nu interpoleaza nici
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cele patru puncte de control interioare, nici vreunul din cele douasprezece puncte
exterioare.

Fig.11.26 16 functii B-spline bivariante Fig.I1.27 Un segment de portiune

precizeazd un segment B-spline

Fig.11.28 Modificarea portiunilor de la marginile

poliedrului de control

Se poate modifica comportarea portiunilor la marginile poliedrului de control
folosind muchii multiple (la fel cum s-au controlat curbele folosind puncte finale
multiple). Aceasta se demonstreaza cu usurintd prin exemplul din figura II.28 in care
s-a triplat o parte din muchiile marginale, rezultdind o matrice de control cu 24 de
puncte. Astfel se formeazd o portiune de suprafata din trei segmente care este atrasa
catre muchiile multiplicate. Se remarcad si faptul cd nici una dintre muchiile din
margine nu este interpolata.

In figura I1.29 s-au triplat doui seturi de muchii marginale, dintre care pe una

din directii exista coliniaritate, obtindndu-se astfel o portiune de suprafatd cu noui
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segmente la care muchiile coliniare sunt interpolate. Daca se tripleaza toate muchiile
marginale rezultd o suprafatd cu 25 de segmente, care va interpola doar punctele din

colturi.

Fig.I1.29 O portiune de suprafata Fig.11.30 Triplarea unui punct
cu noud segmente formatd prin interior de control
triplarea unui rand §i a unei coloane

de puncte de control

Dublarea sau triplarea punctelor de control interioare se foloseste la
producerea unor efecte de modelare mult mai puternice decét cele disponibile pentru o
portiune de suprafatd Bézier. In figura I1.30, s-a reprezentat noua forméa a portiunii de
suprafatd in care poliedrul de control este acelasi ca s1 in exemplele anterioare, dar un
punct interior a fost ridicat.

Si in acest caz, un rand si o coloand de puncte de control au fost triplate. In
cazul coloanei, trei dintre muchiile de control sunt coliniare, ceea ce tace ca suprafata
sd aibd o indoiturd de-a lungul muchiei corespunzatoare din poliedrul de control. La

randul triplat punctele nu sunt coliniare, iar efectul de indoire este mai putin precis.
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In mod evident, aceste efecte pot fi cuprinse intr-un program de modelare in
care randurile si coloanele sunt triplate si toate marginile poliedrului de control sunt

mutate interactiv pentru a crea sau a muta o cutd a suprafetei [159].
I1.4.4. Editarea suprafetelor parametrice

Algoritmii ce editeaza suprafete reprezentate prin portiuni parametrice bicubice

se impart in doud categorii:
e algoritmi ce redau direct suprafata utilizdnd relatiile matematice de
descriere parametricd
e algoritmi ce aproximeaza suprafata prin pasi poligonali folosind poligoane
plane pentru a reda aceastd aproximatie
In prezent, a doua varianta este mai des folosita, fiind cea mai usor de implementat si
mal putin costisitoare din punct de vedere al calculelor.

Editarea directda a suprafetelor definite parametric este dificila, deoarece
proprietatile pasului poligonal, folosit la reprezentarea prin cea de-a doua metoda. nu
sunt disponibile la portiunile definite parametric [160], [161], [163]. Aceste
proprietdti sunt:

e coordonatele maxime si minime pe directia Oy se obtin usor din lista
varfurilor ce contine multimile de coordonate (x,y,.z) pentru fiecare varf,
e pentru a scrie fiecare laturd a poligonului ca o functie de y pot fi folosite

relatii de incrementare;

e tot relatii de incrementare pot fi folosite si pentru a calcula adancimea
reprezentarii z ca o functie de x.

O suprafatd definitd parametric nu posedd nici una din aceste proprietati.
Coordonatele y maxime si minime nu vor fi, in general, situate pe marginile
suprafetei, iar o portiune de suprafatd va prezenta adesea o margine obtinutd prin
scheletizare. O margine scheletizata e definita de acele puncte de pe suprafatd in care
normala la suprafata are componentd nuld pe directia Oz. Marginile scheletizate nu
sunt neaparat marginile reale ale portiunii de suprafatd, ci se obtin prin tehnici

specifice, putdnd chiar acoperi o margine reald [153], [156], [157].
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La suprafetele definite parametric trebuie trasate atat marginile reale cat si cele
scheletizate apardnd complicatii atunci cind cele doud categorii de margini, definite
diferit, se intersecteaza.

In general, o suprafatd definitd parametric, sau o portiune de suprafata, este

specificata prin trei functii de cate doua variabile:

x = X(u,v)
y=Y(u,v) (11.4.10)
z=2Z(u,v)

unde atat u cat s1 v variaza intre 0 s1 1. Limitele unei portiuni de suprafatd sunt astfel
definite de valorile ¥=0, u=1, v=0 s1 v=1.

In cazul portiunilor de suprafatd parametrice bicubice se poate considera un
algoritm ce opereaza cu segmente de curbe formate prin intersectarea planului xOz cu
suprafata. In general, un segment de curba se afla intre doua puncte ce o limiteaza. La
poligoanele plane aceastd curba este o dreaptd, fiind suficientd stocarea punctelor de
capat. In cazul suprafetelor parametrice oarecare, trebuie insd determinate toate, sau
aproape toate, punctele de pe curba de intersectie.

In figurile 1131 si I1.32 sunt prezentate suprafete obtinute prin utilizarea
curbelor parametrice a caror reprezentare este descrisd prin functiile prezentate in

capitolul 1.3 completate cu:

void CCurbeView::Demo ()

// Defineste punctele de control pentru segmentele de curbd ce formeazd sfera
si apeleazd functia de desenare a acestor segmente §i a cilindrului in care este
inscrisa

}

void CCurbeView::PicturabDemo(int par, int k)

{

// Deseneazd segmentele de curbd ce formeazd sfera gi cilindrul in care este
inscrisd

}
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Fig.11.31.Reprezentarea a doud suprafete prin curbe Bézier
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Fig.11.31.Reprezentarea a trei suprafete prin curbe Bézier

I1.5. Reprezentarea parametrica a spatiilor de lucru proprii ale robotilor

prin utilizarea Matlab

I1.5.1. Consideratii generale

Una din cele mai importante aplicatii ale reprezentarii parametrice a sistemelor
este modelarea spatiilor descrise de roboti in timpul efectudrii sarcinii. Deoarece

problema care se pune este In esentd geometricd, abordarea modeldrii acestor
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suprafete 3D se bazeaza pe considerarea modelului geometric (cinematic) al robotilor,
scrierea ecuatiilor cinematice fiind o operatie fundamentala in dezvoltarea oricarei
modelari ulterioare [27], [38], [39], [73], [86], [179], [180], [181], [182] .

S-au abordat mai multe tipuri de roboti, pentru care prin aplicarea conventiei
Denavitt-Hartenberg s-a stabilit modelul geometric si s-au scris matricele de transfer,
prin a caror inmultire rezultd matricea ce exprima pozitia §i orientarea efectorului
final. Elementele matricei de transfer reprezintd cele 12 ecuatii cinematice ale
robotului care sunt functii de variabilele articulare. Acestea la randul lor fiind functii
de timp, rezultd ca ecuatiile cinematice ale robotului sunt ecuatiile parametrice ce
exprimd pozitia i orientarea efectorului final. Reprezentarea lor in spatiul 3D,
conduce la modelarea suprafetelor in interiorul carora se afla in permanenta efectorul
robotului in timpul executarii sarcinii sale de lucru.

Pentru aceste reprezentdri parametrice s-a utilizat pachetul de programe
Matlab (Matrix LABoratry), dedicat calculului numeric §i reprezentarilor grafice in
domeniul stiintific. Performantele deosebite si timpul de instruire redus fac din acest
pachet de programe unul din cele mai agreate medii de lucru pentru o mare diversitate
de utilizatori [18], [123]. [151], [133].

El integreazd analiza numericd, calculul matriceal, procesarea semnalelor si
reprezentdrile grafice, intr-un mediu usor de invatat si folosit, in care enunturile
problemelor si rezolvarile acestora sunt exprimate in modul cel mai natural posibil,
asa cum sunt scrise matematic, fard a fi necesara programarea traditionala [29].

Elementul de bazi cu care opereazd Matlab-ul este matricea. Cu el se pot
aborda si rezolva probleme fdra a fi necesard scrierea unui program intr-un limbaj
specific de programare.

Cea mai importantd caracteristicd a Matlab-ului este usurinta cu care poate fi
extins. De asemenea Matlab-ul include aplicatii specifice, numite TOOLBOX-ur1.
Acestea sunt colectii extinse de functii Matlab (fisiere cu extensia M) care dezvolta
mediul de programare de la o versiune la alta, pentru a rezolva probleme din domenii
variate. Structural, Matlab-ul este realizat sub forma unui nucleu de bazi, cu
interpretor propriu, in jurul cdruia sunt construite TOOLBOX-urile. Pana la aceasta
versiune existd foarte multe TOOLBOX-uri puse in circulatie de firma The
MathWorks Inc.

Versiunea Matlab utilizatd In aceastd lucrare este MATLAB 4.2 sub
WINDOWS.
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MATLAB 4.2 ruleazd sub Windows intr-o prezentare noud, orientatd spre
ferestre $1 meniuri. Aceasta noud versiune, care face posibild vizualizarea mai multor
ferestre grafice in acelasi timp, adaptata stilului de operare sub sistemul Windows,
mentine compatibilitatea cu programe scrise in versiuni anterioare. Fatd de versiunea
Dos, versiunile sub Windows au un numér semnificativ de functii noi, atat pentru
calcul, cat mai ales pentru reprezentdrile grafice. Acestea sunt atit de mult
perfectionate, incat au dezvoltat mediul de programare Matlab péana la posibilitatea de
a-l utiliza la procesarea semnalelor bidimensionale $1 a imaginilor. Partea de
documentare, inclusa in structura Help a produsului este aliniatd sistemului Windows.
Programul se lanseaza in executie din mediul Windows, prin selectia pictogramei
Matlab.

Matlab-ul lucreaza cu doud tipuri de ferestre: o fereastra de comenzi si o
fereastrd pentru reprezentari grafice.

Fereastra de comenzi este prezentatd in figura [[.32. Fiecare comandad din
meniul principal furnizeazi un meniu specific, in cadrul acestuia selectia putandu-se
face fie cu mouse-ul fie cu ajutorul sagetilor prin, deplasarea in zone active.

Selectdnd comanda File din meniul principal se poate deschide o fereastra de
editare sau o fereastra grafica noud selectand New sau se poate deschide o fereastrd
dialog pentru a selecta un fisier care va deveni fisier de lucru selectand Open M-file.

Look For Selected si Open Selected analizeaza fisierele pentru selectare si
deschide pe cel selectat. Save Workspace As... deschide o fereastra de dialog pentru
a salva datele din spatiul de lucru intr-un fisier. Print si Printer Setup sunt comenzi
de tiparire a documentului.

Exit Matlab are ca efect parasirea aplicatiei.

Pot exista mai multe ferestre grafice deschise in acelasi timp, dar numai o
singurd fereastra de comenzi.

Selectarea comenzii File urmatd de comenzile New si Figure sau numai de
New Figure, determina trecere intr-o fereastra grafica noua.

Selectand comanda Edit din meniul principal al ferestrei grafice, apoi
selectdind comanda Copy Metafile sau Copy Bitmap se copiaza figura curentd in
format meta respectiv bitmap in Clipboard.

in fereastra graficd pot f1 reprezentate functii 2D sau 3D, imagini, animatie

etc.
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4 MATLAB Command Window [ _ [O]
Windows Help ~ - R
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Fig.11.32 Fereastra de comenzi Matlab

Matlab-ul lucreaza fie in modul linie de comanda, fie cu programe continute in
fisiere. Aceste doud moduri formeaza impreuna un mediu de programare. Fisierele ce
contin instructiuni Matlab se numesc fisiere-M si sunt programe Matlab. Un fisier-M
consta dintr-o succesiune de instructiuni Matlab. cu posibilitatea apelarit altor fisiere-
M si a apeldrii recursive. Un fisier Script este un fisier extern care contine o secventa
de comenzi Matlab care se executd prin apelarea numelui. Fisierele Script sunt
folosite pentru rezolvarea unor probleme care cer comenzi succesive atdt de lungi.
Incat ar putea deveni greoaie pentru lucrul in mod interactiv, adicd in modul linie de

comanda.

I1.5.2.Functii utilizate in programele Matlab scrise pentru generarea

reprezentirilor grafice

Initial se declarad variabilele folosite in program. In cazul abordat, aceste
variabile sunt variabilele articulare g, ale robotilor, adica unghiul g, la cuplele de
rotatie si deplasarile d, la cuplele de translatie.

Matlab-ul este un limbaj de expresii. Expresiile tiparite de utilizator sunt

interpretate si evaluate. Instructiunile Matlab sunt de cele mai multe ori, de forma:
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variabild = expresie
sau, mai simplu:

expresie

Expresiile sunt compuse din operatori sau alte caractere speciale, din functii si
nume de variabile. Dacd ultimul caracter al instructiunii este ";", aceasta este
executata, dar tiparirea este suprimata.

Deoarece operatiile cu vectori $i matrice sunt executate in Matlab mai repede
cu un ordin de marime decat operatiile compilate/interpretate, se obtine o viteza de
lucru mai mare dacd algoritmii inscrisi in fisierele-M sunt vectorizati (de exemplu:
t=0:.01:10;).

Pentru simplificarea reprezentdrii unele dintre variabilele articulare sunt
vectorizate (de exemplu 8,=0.pi/10:2%pi;), iar celelalte sunt ciclate cu ajutorul

instructiei for. Instructiunea for permite repetarea unui grup de instructiuni din corpul

buclei, de un anumit numdr de ori. Are urmatoarea structurad generala:

for index=expresie
grupul de instructiuni

end
unde :

- index este numele contorului

- expresie este 0 matrice, un vector sau un scalar;

- grupul de_instructiuni este orice expresie Matlab.

In aplicatii expresie este de cele mai multe ori de forma:
k = valocare initiald : pas : valoare finala.

Graficele sunt reprezentate prin trasarea unor curbe in 3D, contindnd toate
punctele pe care le genereaza tripleta p,, p,, p- din solutia modelului geometric direct
al robotului. Reprezentarea este de fapt de acelasi tip ca cea exprimata prin relatia
(I1.2.1) intrucdt grupul de ecuatil parametrice p.= p«(t), py= pu(t), p- = p-(t)

reprezinta traiectoria originii sistemului atasat efectorului final.
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Reprezentarea liniilor in spatiu se face cu functia plot3, care se apeleazi cu

sintaxa:
Plot3(x, vy, 2z)

unde: x, y. z sunt vectori de aceeasi dimensiune, ce reprezinta grafic o linie in spatiul
3D, linie care trece prin punctele ale caror coordonate sunt triplete (x, 3, z). Tripletele
(x, y, z) pot {1 urmate de perechile parametrw/valoare, pentru a specifica proprietati
suplimentare ale liniilor.

Functia Hold pastreaza graficul curent.

HOLD ON pastreaza graficul curent si toate proprietatilor axelor in asa fel
Incat comenzile urmatoare de desenare sunt adaugate graficului existent.

HOLD OFF restabileste modul original in care o comanda plot sterge graficul
precedent §i reseteaza toate proprietatile axelor inainte de desenarea noului grafic.

Toate aceste consideratii sunt prezentate pentru a justifica din ce motive
uneori utilizarea unui software profesional, asa cum este Matlabul. este preferata
credrii unor programe originale. Utilizarea celor din prima categorie mentionatd
asigurd pe langa caracterul de generalitate al aplicatiet si interschimbabilitatea

rezultatelor, absolut necesara in orice cercetare interdisciplinara.

I1.5.3. Modelarea suprafetelor descrise de efectorul final

In proiectarea asistata de calculator se folosesc modelele geometrice
(cinematice) ale structurii mecanice a robotilor pentru analiza caracteristicilor
structurale, a dimensiunilor geometrice, a miscdrii efectorului final, etc. in comanda
miscarii robotilor se folosesc aceste modele la transformarea traiectoriilor din
coordonate operationale (coordonate in care se descrie sarcina robotului - In general
carteziene) in coordonate robot (cilindrice, sferice sau carteziene, care depind de
structura mecanicad a respectivului robot) [28], [30], [34], [35], [37]. [40], 46], [49],
[50].

Indiferent de utilizare si de tipul de robot, modelarea presupune cunoasterea
arhitecturii robotului, aplicarea conventiei de alegere a sistemelor de referinta atasate
elementelor acestuia, scrierea matricelor de transfer si inmultirea lor de la bazi catre

efectorul final. Ultima coloand a matricei ce exprimi pozitia si orientarea sistemului
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de referinta atasat efectorului final in raport cu cel atasat bazei robotului reprezinta

ecuatille de miscare p.= p.(t

referintd atasate §i ale cdror ecuatii parametrice au fost utilizate pentru reprezentarea

v Py=
parametricd a suprafetelor pe care efectorul final se poate deplasa cu orientare
variabila [51], [56], [57], {59], [60], [61], [62], [63], [66], [83], [85], [90], [93]. [102],
[103], {113], [120], [129], [132], [155], [162], [165], [175], [188], [191], [196], [201].

Se prezintd in cele ce urmeaza mai multe tipuri de roboti cu sistemele de

Reprezentarea parametrica

3D a spatiului de lucru propriu al robotului folosind facilitatile Matlab.

» Robotul RT

Schema cinematicd a robotului RT este prezentata in figura I1.33.

Caracteristicile geometrice si variabilele articulare ale robotului se prezintd in

Fig.11.33. Schema cinematicd a robotului RT

Dyt . p- = p-() ce servesc la reprezentarea

tabelul II.
Tabelul II.1
Nr. Variabile I; 6; d; Q; cosQ; sina;
articulare grade cm grade
1 q:-6; 0 6, [ -90° 0 -1
2 q.-d) 0 0° 0 0° 1 0
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Matricea ce exprimd pozitia §i orientarea sistemului de referintd atasat

efectorului final este:

Gzonx’IT2 =

Deci, ecuatiile cinematice ale robotului RT sunt:

Ny = €OSq

ny, = sing
n.=0

0, =10

oy=10

0.= -1

a, = -sing;
a, = cosq;
a-=0
Px=-q2 sinq,
Dy =-q25inq;
p-=1

cl

~sl —q,sl]
cl  g,cl
0 l,
0 1]

Reprezentarea parametrica

Considerand lungimea /; = 10 cm, s-a reprezentat in figura 11.34 suprafata pe

care se afld traiectoriile originii sistemului atasat efectorului final, descrisd prin

instructiunile:

48

BUPT



Reprezentarea parametricd

11=10;

ql=0:pi/30:2*pi;

plot3(0,0,0)

nold on

for g2=10:2:50
plot3(-g2*sin(gl),g2*cos(qgl),0*gl+11l)
end

hold off

20'\\\\>\\\ -
10 — 20

S —~—

. 10
° \\\\ ,/«/’///Er/
210 \/ 10
220

-20

Fig.I1.34. Suprafata proprie de lucru a robotului RT

q)=var, 4>= var.

7 Robotul RRT

Schema cinematica a robotului RRT este prezentata in figura I[.35 iar caracteristicile

geometrice i variabilele articulare ale robotului sunt indicate in tabelul II.2.
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Tabelul 1.2

Nr. Variabile l; 6. d; Q; cos sina;
articulare cm grade cm grade
1 q:-6 ) 0, 0 0° 1 0
2 q_‘) = 92 O 93 O '900 O - 1
3 g3-ds 0 0° d; 0° 1 0
q q
o
qs3
0;
<— ......................... -
/ C; =z
g e~ >
X3 V Y3

Fig.11.35. Schema cinematicd a robotului RRT

Matricea generala ce exprima pozitia si orientarea efectorului final In raport cu

sistemul de referinta fix este:

12 0 —s12 —g,s12+/cl]
G =T, ' Ty Ty = s12.0  cl2  gycl2+/cl
0 -1 0 0
(0 0 0 1 |

si decl, ecuatiile cinematice ale robotului RRT sunt:
ny = cos(q;= q3)
hy, = Sin(q,—:— q_?)

n,=0
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0.=0
0,=0
0-—--1/

a, = -sin(q;+ qz)
ay = cos(q;+ qz)

a.-=0
Dx =-q3sin(q;+ qx)+l;c;
Dy =-q3sin(q;+ qz)+1;s;

p,=0

Pentru valorile /; = 5 cm si respectiv, /; = 0 cm, varlind pe rdnd coordonatele
articulare s-au reprezentat, in figurile I1.36 si I1.37, doud variante diferite de suprafete

proprii de lucru ale efectorului final, conform listelor de instructiuni Matlab:

% Varianta |

11=0;

for g3=0

gl=0:pi/30:2*pi;

ploz3(0,0,0)

hold on

for g2=0:2:20
plot3(-g3*sini{gl+g2)+1ll*cos(ql),a3*cos{gl+g2)+1ll*sin{gl),0*qgl)
end

hold off

s Varianta 2

11=0;

gl=0:pi/20:2*pi;

plot3(0,0,0)

hold on

for g2=0:2:20

for g3=0:pi/20:2*pi
plec3{-g3*sin(gi+g2)+1ll*cos(gl),q3*cos{ql+g2)+1ll*sin(gl),0*ql)
end

end

hold off

gropown

Un:versitater telinied
it M3AR &
51 e Bibliniccs comprug

BUPT



Reprezentarea parametrica

N 5

AV

Fig. 11.36. Suprafara proprie de lucru a robotului RT (Varianta 1)
g;=var. g>=var. q;= 10

20~ a0
0)\\\\\ 4,,/<E;f///<56//

Fig.11.37. Suprafata proprie de lucru a robotului RT (Varianta 2)
qi=var, q=var, gz3= var.

w
[8S]
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» Robotul TRTRT

Schema cinematica a robotului TRTRT este prezentata in figura [1.38 iar

caracteristicile sale geometrice si variabilele articulare sunt indicate in tabelul [1.3.

Tabelul I1.3

Nr. | Variabile | | 7 di |« | cosa | sing
articulare | cm grade cm | grade | f

1 4:-d, 0 0° d 90 o

2 q_'_w= 9_7 O 9_) [[ T /__7 O0 1 O :
J

3 C]3:d3 0 90° [3+d;s 90° 0 1 ;7

4 [1_'4: 0_/ O 9_( /.} _'_[j OO | 1 | O

5 q5-ds 0 0° d;s | 0° I 0

Fig. I1.38. Schema cinematica a robotului TRTRT
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Matricea generala ce exprima pozitia §i orientarea efectorului final in raport cu

sistemul de referinta fix este:

-s2c4 s2s4 c2 (I, +15+qg5)c2
GS:OYVI'ITq'ZT_-;'ST‘l'JTS: S4 C4 O 13+11+CI3 +12
i —c2c4 c2s4 -52 —(l,+l5+q5)s2+q,

0 0 0 1

si astfel ecuatiile sale cinematice sunt:

Ny = -5IiNg> COSq 4
ny, = Singy

n. = -C0Sq>C0Sq 4
O = Sing>singy
0y = €0Sq 4

0- = €0Sq>C0Sq

dy = €0Sq>
a,=0
a, = -sing>

px = (Li+l5+q;5) cosq:
Dy =1l1++13-q3

p-=q-(l4+15+qs) sing;

Pentru diferite valori constante ale lungimilor /; ale elementelor. variind pe
rand coordonatele articulare s-au reprezentat, in figurile 11.39, 11.40, 11.41 si 11.42,
patru variante diferite de suprafete proprii de lucru ale efectorului final, conform

listelor de instructiuni Matlab:
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o Tarianta |

=2
JL=0:101722:100
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Fig.11.39. Suprafata proprie de lucru a robotului TRTRT (Varianta 1)
q;=0, q,=var, q;= 10, q,=var, gs= var.
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< Tarianta 2

LTy
IO D SI AR
SL=0ICL s LDy
- . R -~ N -
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Fig. IL.40. Suprafata proprie de lucru a robotului TRTRT (Varianta 2)
q=var, ¢:=var, q;=var, q;=0, qgs= 0.
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» Varianta 3

5;

=0:p1/25:pi;

plot3(((l4 +15+10) *cos(g2) ), (11+12+13-10+0*g2), (10~
{14+15+10) *sin(qg2)))

nold on

,-,

plot3(((14+15+g5) *cos(g2)), (11+12+13-g3+0~*¢2), (gl-
(14+15+g5) *sin(g2)))

end

end

end

hold off

150+
100+
504

1N
-50
-100 4
-150 4

4% }\. 'A

“(' ‘i (jl }9 h’{ ,1

.‘\' ‘nkﬁllr)\l’t('/’» é{:
"ﬂ

"”lﬁ'

0 -200

Fig. 11.41. Suprafata proprie de lucru a robotului TRTRT (Varianta 3)
qi=var, q,=var, 3= var, q,=0, gs= var.
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< Varianta 4

-
=3;
I N I |
JL=LI01/42100
~i=" s S5 e
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clcT3 0 1A+l sgtirces 32, Ll l2el3-al3-0 oz, ol
- S T J2 A B
R - joge} P -
~ o~ o~
T a
and
I
mfAT A AT
..... oIz

Fig. I11.42. Suprafata proprie de lucru a robotului TRTRT (Varianta 4)
q,= var, ¢>=var, gz=var, q;=var, ;= var.
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> Robotul RRRRRR

valorile parametrilor articulari in tabelul I1.4.

Schema cinematicd a robotului RRRRRR este prezentata in figura [1.43 iar

Reprezentarea parametrici

Tabelul 11.4

Nr. | Variabile l; 6: d; a; cosq; sina;
articulare | cm grade cm grade
I (]/ = 9/ O (’)/ O -900 O - 1
2 q_‘_>= 9_? 1_7 9_? O OO 1 O
3 q_gz 93 13 63 O OO 1 O
4 q4= 94 14 64 O 900 0 1
5 q_)': 95 O 95 O '900 O - 1
6 gs-0s 0 G 0 0° 1 0

Fig.11.43. Schema cinematicd a robotului RRRRRR
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Reprezentarea parametricd

Efectudnd produsul matricelor de transfer rezultd ecuatiile cinematice ale

robotulut :

n.=cl(c234cl c6-s234 56)-s1 53 c6
n,=sl(c234c5 c6-s234 s6)+cl 55 c6
n- =-s234 ¢3 c6-c234 s6

0 =-cl(c234c5s6+s234c6)+sl 53 56
0y, =-s1(c234 ¢35 s6+5234 c6)-cl 53 56
0-= 5234 ¢l s6-c234 cob

a,=-cl c234 s5-s1 ¢3

a,=-sl c234s5+cl ¢5

a.=s234s3
pe=cl(l;c234+13¢c23+1;c2)

Dy =s1(l;c234+13¢c23+1;c2)

p:-= -(1;5234+13523+1552)

Pentru diferite valori constante ale lungimilor /, ale elementelor, variind pe
rand coordonatele articulare s-au reprezentat, in figurile [1.44, 11.45, 11.46, 11.47, 11.48
si 11.49, sase variante diferite de suprafete proprii de lucru ale efectorului final,

conform listelor de instructiuni Matlab:

60

BUPT



LJ
0.0

[

4=5

13=10
12=20
g4=0;
al=0:
o103
nold
Sor &
for g
cloz3
*ZCS
ld~s
end
enc
nola

Reprezentarea parametrica

Varianta |

01/10:2"01;

on

2=0il:pli/10:2%pl

3=pi:pi/10:2*01

{cos({gli~{ld*cos g3+c2+gd)+13~zcos z3~q2'+12~cosizZ’ ,sin’'gl - .4
g3+32+git-137cos(g3-z2) 12 cos {2, 0L~
In{g3sglrgdiri3 sin i g3-g2 L2 sin 32

O
(3
t=1n

Fig.11.44. Suprafata proprie de lucru a robotului RRRRRR (Varianta [)
q1=var, q>=var, gs=var, g;=0, gs= 0, gs=0
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Reprezentarea parametrica

o Varianta 2

b
i

- O O

=W N W
I

]
(. ¢t OO M F W

o}

[ 2 O BN IO T el &

O O O k-

5 : LI

*[ld~cos{g3+g2+gd)+13*ccsi{g3+g2)+1l2*cos /g2, ,sinigl) = 14
4)+13*ccs{g3+g2)+1l2~*cos(g2)),0*gi-
Fg2+gdl+1l3*sin(g3+g2)+1l2*sin{g2)))

D -~~~ %' rh Fn
O I N O I
. Q. = O O by by e
A W or

(]
3

/]5\

4040

Fig. I11.45. Suprafata proprie de lucru a robotului RRRRRR (Varianta 2)
q1=var, q;=var, g;= 0, g,=var, qs= 0, gs=0.
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< Varianta 3

14=5

13=10

12=20

g2=0;

ql=0:pi/10:2*pi;

plot3(0,0,0)

nold on

for g3=pi:pi/1C:2*pi

for gd4=pi:pi/10:2*pil
plot3(cos(gl)*{l4*cos(g3+q2+gd) +13*cos{ag3+q2)+12*cos(g2)},sin{gl)~ (.4
*cos{g3+g2+gd) +13*cos(g3+q2)+12*cos(g2)),0*gl-
(ld*sin(g3+g2+q4)+13*sin(g3+g2)+12*sin{(g2)))
end

end

nold off

20

Fig.11.46. Suprafata proprie de lucru a robotului RRRRRR (Varianta 3)
q;= var, q;=0, q3=var, g,=var, q5= 0, qs=0.
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Reprezentarea parametrica

< Varianta 4

q;=3,
—~ —_ s /1 e D
g2=J:201/10:2%01;
) N oA ~ ~
D3T3 v, L, 0
T
nold on
FAar» ~RA=rmt e ST D e
0T J2FolICl Lol -2
Zor gd=pl:pi/l0:2xpL
- ~~ e o~ R . N~ L \ ~~ e o~ b [ R ~ e
olot3d{cosigl)~ild*ces(33+a2+gd ) +13 z0os{g3+32 +12 08 'z s.0l _=
—~ o S At 3 o 2 N < . i~ T
*C0s5(Qg3+g2-34iv137Ccosg3-q2y~227Ccos (32,0 al-
1 4 ~ Ay N PR \ M = ‘
ld sing3+gZ+gé}+i3 31in{g3+g2)+12*sin{g2))
ESaYe]
end
ar
Jatel
noid c¢fz

40

O
O
;

-20 4

Fig. 11.47. Suprafata proprie de lucru a robotului RRRRRR (Varianta 4)
q;= 0, q:=var, q3= var, g,=var, qs= 0, gs=0.
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2 Varianta 5

'O rh Y
(6]
oot

®

b Q= O O

O 3 ()

o]
@]
th
N

e

104

e -20
40 40

Fig. 11.48. Suprafata proprie de lucru a robotului RRRRRR (Variania 3)
q,=var, ¢>=var, g3= 0, (14=0, q4s5= 0, g6=0.
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 Varianta 6

1d=5;

13=10;

12=20;

gd=0;

gi=0:p1/10:2~p01i;

plot3(C,0,0)

~old on

for gz=0:21/22:2~01L

fcr g3=C:pi/5:2~c1
clot3{cosigl)~{(l4~cos{a3+-g2+gd)+13*cos a3+g2)+12 205 .32 ',sin 1.7 L4
*20s5{33+32+qg4)+1l3~cos(g3+g2)+i2-cosig2),0%qgl~
{ld¥sin(g3+g2+gd)+13"sin{gq3+g2!+12*sin{g2) )
end

and

nold off

Fig. 11.49. Suprafaia proprie de lucru a robotului RRRRRR (Varianta 6)
q;= var, q:=var, qz=var, q;=0, qgs= 0, gs=0.
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Reprezentarea geometrici

III. Reprezentarea geometrica

IIL.1. Generalitati

Motivatia pentru acest tip de reprezentare este facilitarea unui mod interactiv
de modelare a solidului. [deea pe care se bazeaza acest tip de reprezentare este aceea
cd obiectele se realizeaza prin anumite procese tehnologice al caror produs final sunt
corpuri de forme complexe dar care pot fi construite combindnd obiecte elementare
numite primitive geometrice. Aceste primitive sunt sfere, conuri, cilindri sau diverse
poliedre, combinate intre ele prin folosirea operatorilor booleeni si a transformarilor
liniare [14], [15], [29], [36], [88], [91].

Editarea formei complexe este posibila deoarece reprezentarea defineste nu
numai forma obiectului dar si istoria modelari sale. Reprezentarea prin utilizarea de
primitive geometrice este mai simplu de realizat prin metode numerice si de aceea
multe din programele profesionale de constructie a corpurilor 3D utilizeaza aceasta
metoda In detrimentul metodelor de reprezentare parametricd. De exemplu, cresterea
diametrului unei gduri intr-un paralelipiped este o modificare neimportantd, ea
implicdnd doar cresterea razei primitivel, care in acest caz este un cilindru. Aceasta
operatie se realizeazd mai simplu decét in reprezentarea parametrica prin portiuni de
suprafatd care se definesc complicat si care trebuie sd asigure acuratetea si
continuitatea reprezentarii (Capitolul II).

Operatorii booleeni sunt folositi atdt ca formad de reprezentare cat si ca
interfata. Utilizatorul specifica solidele primitive si le combind folosind operatii
booleene. Astfel reprezentarea si modelarea nu sunt operatii separate, ci activitatea de
modelare conduce la reprezentare [100], [111], [118], [122], [127], [133], [134],
[146].
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Intr-un fel, aceastd metoda de modelare este 0 metoda clasica in mecanica,
deoarece principiile sale sunt aceleasi cu cele utilizate la calculul pozitiei centrului de
masa al unui corp complex si al momentelor sale de inertie.

Figura III.1 prezintd o posibilitate de constructie geometrica a solidului prin 3
primitive geometrice: doud paralelipipede si un cilindru. Paralelipipedele sunt
combinate folosindu-se operatorul de unire si se realizeaza corpul asamblat intr-o faza
primarad (asemandtoare unui semifabricat). Prin definirea acestuia si a unui cilindru se
va putea realiza corpul final prin extragerea corpului cilindric din semifabricatul

realizat ca ansamblu celor doud paralelipipede.

Corp asamblat faza 2 cu gaura cilindrica

] 6 Cilindru de extras

Z

Corp s.mbl.t faza 1

[/ ‘ / / Placa |

Placi 2

Fig.I11.1. Realizarea unui corp complex din primitive geometrice

68

BUPT



Reprezentarea geometrica

Desi existd avantaje substantiale in reprezentarea corpurilor solide prin
primitive geometrice, exista i dezavantaje. Acestea s-ar putea rezuma prin:
e timpul relativ lung necesar producerii imaginii ce reprezinta obiectul
e limitarile impuse de metoda relativ la operatiile ce pot fi folosite pentru
a crea $1 modela un solid; operatiile booleene sunt globale, ele afectand
intregul corp si din acest motiv, operatiile locale cu efect limitat nu pot
fi usor implementate.

Strategille de proiectare pentru modelele de corp solid sunt diferite.
Caracteristica distinctivd a unui astfel de model consta in faptul ca ea nu rezulta prin
constructia suprafetelor care marginesc corpul. Baza de date in aceastd reprezentare
este constituitd dintr-o multime de primitive si de operatii booleene. Aceasta
reprezentare faciliteaza o interactivitate puternicd cu utilizatorul, dar strategia de

proiectare este complexa si scumpa.

II1.2. Reprezentarea prin sfere

I11.2.1. Generalitati

Sfera este cel mai simplu obiect geometric, de aceea, multe probleme pot fi
rezolvate numai cu sfere. Doua caracteristici ale sferei it denota simplitatea:

e cunoscand pozitia centrului, ea poate fi definitd cu ajutorul unui singur
parametru, raza;

e fiind precizatd raza, miscarea sferei este descrisd de miscarea unui
singur punct, centrul sdu.

Se pot prezenta avantajele multiple ale reprezentdrii spatiale prin sfere in
robotica, dar in primul rdnd aceastd reprezentare este utilizatd pentru ci are un
caracter general si este extrem de simpla. De exemplu: un robot ca cel din figura III. 2
poate fi reprezentat ca o multime de sfere in figura III. 3.

Orice model este compus din doud multimi de sfere: o reprezentare
exterioard, care face o aproximare excedentard a formei sistemului real invaluindu-l
cu sfere si o reprezentare interioard, compusa din sfere plasate in interiorul

sistemului real care realizeaza o aproximare prin deficit.
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Fig. I11. 3. Reprezentarea prin sfere a robotului din Fig. I1].2

Prima modalitate de reprezentare este In mod uzual utilizatd la modelarea
corpurilor, cea de-a doua dovedindu-se foarte utild in procesul de detectare a
coliziunilor la problemele de planificare a miscdrilor. Problema initiald este de a
realiza modelul spatial al robotilor si al obstacolelor si aceasta se rezolva prin
reprezentare exterioard, iar ulterior aceste modele la care se adaugd reprezentarea
interioard sunt aplicate in problemele de migcare, mai precis in detectarea coliziunilor
si planificarea miscarilor in 3D.

Posibilitatea utilizarii aproximadrii duble a reprezentarii unui corp bazata pe
sfere, a fost conceputad observandu-se cd multe probleme particulare pot fi corect si

exact rezolvate in acest mod, dar cd este destul de dificil de utilizat in cazul general.
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Astfel au fost implementate cateva tehnici euristice noi care au crescut gradul de
precizie al reprezentdrii §i au sporit posibilititile de control curent.

Principalele caracteristici ale modelarii prin sfere sunt:

e Singurele elemente ce iau parte la reprezentare sunt sferele; orice problema se
reduce la sfere; natura particulara a obiectelor poate fi ignorata.

e Modelul se compune intotdeauna din doua grupuri de sfere: sferele din prima
multime, ce constitule reprezentarea exterioard care acoperd suprafata
obiectului, iar sferele din a doua multime ce constituie reprezentarea
interioard, umpland obiectul.

e Pentru fiecare reprezentare este introdus cdte un grup de parametrii care se
reevalueazd pe masura cresterii gradului de precizie a modelului; aceastd
reprezentare ierarhizatd conduce practic la o modelare fara erori.

Primul pas al modelarii astfel abordate, este sfericizarea tuturor obiectelor
relevante pentru problema. Aceasta constad in stabilirea multimii de sfere exterioare
care include in ea suprafetele exterioare ale obiectului si a multimii de sfere interioare
care trebuie sa se afle In interiorul obiectului reprezentat.

In plus fiecare reprezentare trebuie s aiba anumite proprietati:

e sd fie perfectibild adica sa poatd fi realizatd oricand o reprezentare
mai buna ce poate inlocui o alta anterior realizata;

e sd fie echilibratd, adicd erorile pe care le introduce sa nu fie
concentrate In anumite zone ale modelului, ci1 si fie distribuite;

e sd fie optimd in raport cu un anumit criteriu, adica folosind acelasi
numdr de sfere sa nu se poatd obtine o reprezentare mai buna.

Eficienta nu este un factor foarte important in acest stadiu. Toate
reprezentarile sunt calculate o singurd data si apo1 stocate. Considerand procesul de
sfericizare, timpul necesar pentru generarea reprezentdrilor unui grup de obiecte este
neglijabil comparat cu timpul+efortul+cheltuielile pentru orice altd metoda de
modelare geometrica.

Este important de mentionat faptul ca procesul sfericizérii are 0 componenta
euristica importantd din punct de vedere conceptual. Acest lucru se datoreaza
complexitdtii inerente a problemei. Pentru acelasi numir de sfere se pot gasi diferite
solutii de reprezentare a modelului. Aceste solutii vor fi valide in masura in care

definesc corect, ca reprezentdri interioare si exterioare, obiectul de modelat.

1y TN
-
-
M
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II1.2.2. Consideratii matematice asupra reprezentarii prin sfere

II1.2.2.1. Notiuni si relatii fundamentale

Problemele cu caracter aplicativ abordate in teza, impun ca intr-un spatiu
determinat populat cu obiecte de forme si dimensiuni date, indiferent ca sunt
obstacole sau roboti, sa se gdseascd o modalitate unicd de reprezentare a acestora care
sa satisfacd la anumite criterii §i care s poatd aproxima cu o confidentd impusa in
prealabil aceste corpuri, oricat de complexe ar fi ele.

Se vor prezenta, in cele ce urmeaza, citeva notiunt si relatii fundamentale de
geometrie in spatiu precum si proprietdti fundamentale referitoare la sfere, necesare

aplicatiilor si constituind baza teoreticd a programelor realizate pentru sfericizare

[108], [182].

> Aria laterald a unui trunchi de con

Teorema III.1 Aria generatd de un segment de dreaptd, care se roteste in jurul
unei axe situate in acelasi plan cu el §i care nu il intersecteazd, are ca mdsurd
produsul dintre proiectia segmentului pe axd si lungimea cercului cu centru pe axd §i
tangent segmentului in mijlocul sau.

Demonstratie: Aria generatd de un segment de dreapta AB (figura I1[.4), care se
roteste in jurul unei axe Ox, situatd in acelasi plan cu el si care nu il intersecteaza, este
in general aria unui trunchi de con, ale cérui cercuri de bazéd au razele egale respectiv

cu perpendicularele A4’ BB’, coborate pe axa din punctele 4 51 B.

B
B
A
Q_A’ B’ x 0 A B’ x
~
Fig. I11.4. Segment de dreaptd Fig. I11.5. Segment de dreaptdi
generdnd un trunchi de con generdnd un con
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In caz exceptional, trunchiul de con se reduce la un con daca segmentul are o
extremitate pe axa (figura IIL.5), sau la un cilindru dacd segmentul este paralel cu axa

(figura I11.6).

M B
A B 4 —
— ‘
\ H
0 A4’ B’ X O AW M \ B«
Fig. I11.6. Segment de dreapti Fig. I11.7. Definirea elementelor
generdnd un cilindru pentru calculul ariei laterale

a trunchiului de con

Fie M mijlocul lui 4B (figura II1.7) si MM’ perpendiculara coborata din acest
punct pe axa. Aria laterald a trunchiului de con are ca mésurd produsul 27z 4B MM’,
expresie care ramane valabild si atunci cand trunchiul de con este inlocuit fie printr-un
con, fie printr-un cilindru, fie printr-o coroané circulard sau un cerc (daca ABLOx).

Expresia 2mAB. MM'" a ariei se poate inlocul cu alta care este mal avantajoasa.
Se duce prin punctul M perpendiculara pe 4B, care intdlneste axa de rotatie in O. Pe
de altd parte, se considerad paralela dusd prin A la ax&, care intersecteaza BB’ in H.
Segmentul 4H este congruent cu proiectia A'B’ a segmentului 4B pe axa.

Triunghiurile dreptunghice ABH si MM'O sunt asemenea, de unde rezulta:

AB  AH

= AB-MM'=OM - AH (II1.2.1)
oM MM

astfel incat aria generata de AB este:

S =27 -AB-MM'=27n-OM -AH =2m-OM - A'B' (I11.2.2)

{r.con

> Aria zonel sferice

Definitii. Se numegte zond sferica portiunea de suprafaid cuprinsd intre doud

plane paralele (figura I11.8). Cercurile situate in cele doud plane §i care mdrginesc
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zona se numesc baze. Distanta dintre cele doud plane ale bazelor este indltimea
zonei. Una dintre cele doud portiuni determinate pe o suprafatd sfericd prin

intersectia cu un plan se numeste calotd sfericd.

4\ A
., r
4 A’ A A’
a) b)
Fig.I11.8. Zona sferica Fig II1.9. Generarea unei zone sferice

In mod evident, se poate considera calota sfericd drept o zond in care unul
dintre planele de baza este tangent la sfera.

Zona (sau calota) mai poate fi definitd ca suprafata generata prin rotatia unui
arc de cerc 4B (figuralll.9) in jurul unui diametru care nu are puncte comune cu el
(cazul zonet, figura I11.9,a) sau care trece prin una dintre extremitdtile lui (cazul
calotei, figura I11.9,b). Inaltimea este atunci proiectia A'B’ a arcului AB pe axa.

Pentru a defini aria zonei, se inlocuieste intdi arcul AB printr-o linie frantd

ACDERB (figura I11.10), inscrisa in acel arc.

BI

Fig.111.10. Aria generatd de un sector poligonal
Prin definitie, aria zonei va fi limita cdtre care tinde aria generata de aceastd
linie prin rotatie in jurul axei, daca numarul de laturi ale liniei creste indefinit, astfel

ca fiecare dintre ele si tinda citre zero. Existenta acestei limite s1 expresia el rezultd

din urmatoarele doud teoreme:
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Teorema II1.2. Aria generatd de o linie frantd inscrisd intr-un cerc, care se
roteste in jurul unui diametru cu care nu are puncte comune, este egald cu proiectia
liniei frante pe diametru, inmultitd cu lungimea unui cerc a cdrui razd este cuprinsda
intre cea mai mare §i cea mai mica dintre distantele de la centru la laturile liniei
frante.

Demonstratie. Fie linia frantda ACDEB (figura II1.10), inscrisa intr-un cerc de
centru O si care se roteste in jurul diametrului Ox care nu o taie (una dintre
extremitatile liniei frAnte sau ambele putand fi pe Ox). Fie 4’ C', D', E' B’, proiectiile
varfurilor pe Ox.

Perpendicularele pe mijloacele H, K, L, M, ale laturilor liniei frinte sunt

concurente in punctul O, de unde, conform relatiilor (1I1.2.2), rezulta:

Sgener.AC = 27[ ) A'C’OH
S . =21-C'DOK
soner €0 - (II1.2.3)
Sgener.DE = 27[ ) D E OL
S goner 65 = 27 - E' B-OM

Cazul de exceptie al teoremei III.1 nu poate fi prezentat in rationamentul de
fatd, o coarda a unui cerc neputind fi perpendiculard pe un diametru care nu o
intersecteaza.

Aria generata de linia ACDEB are deci ca masura:

S ner scoss = 27+ (A'C-OH +C'D"OK + D' E-OL + E' B-OM) (I11.2.4)

Expresia cuprinsa intre paranteze este egald cu produsul dintre suma A'C’ +
C'D'+ D'E'" + E'B’, adicd A'B’ si o cantitate cuprinsd intre cea mai mare §i cea mai
mica dintre cantitatile OH, OK, OL, OM, ceea ce demonstreaza teorema.

Daca linia franta este regulatd, distantele OH, OK, OL, OM sunt toate egale cu

apotema acestei linii frante.
Corolar. Aria generatd de o linie frantd regulatd, care se roteste in jurul unei

axe din planul ei, care trece prin centrul ei §i nu o intersecteazd, este egald cu

proiectia acestei linii pe axd, inmultitd cu lungimea cercului inscris.
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Teorema IIL.3. Aria generatd de un arc de cerc care se rotegte in jurul unui
diametru ce nu-l taie, este egala cu proiectia arcului pe diametru, inmultitd cu
lungimea cercului intreg.

Sau, aria zonei este egald cu produsul dintre indltimea ei §i lungimea unui
cerc mare.

Demonstratie. Fie arcul 4B, cu centrul O, care se roteste in jurul diametrului
determinat de Ox, A'B’ proiectia lui AB pe Ox. Daca in arcul AB se inscrie linia franta
ACDERB, aceasta, rotindu-se in jurul lui Ox, va genera o arie egald cu produsul dintre
2mA'B' 51 o cantitate intermediard intre cea mai mare $i cea mai mica dintre distantele
de la centru la laturile liniei frante.

Daca va creste nemarginit numarul de latun, astfel ca fiecare dintre ele sa
tindd catre zero, toate distantele precizate mai sus vor tinde catre raza O4 = R a
cerculul.

Asadar, aria generatd are o limitd, independentd de legea dupd care creste
numarul de laturi ale liniei frante (cu conditia numai ca toate aceste laturi sa tinda
catre zero), lar aceastad limita este:

S =27-A'B (11.2.5)

gener lim
Observatie. Rationamentul de mai sus si concluzia sa se aplica si cazului unei
calote sferice.

Corolar. Din teorema precedentd rezultd ca ariile a doud zone ale aceleiasi

sfere sunt proportionale cu indltimile lor.

» Aria sferei

: : 2

Teorema I11.4. Aria sferei cu raza R este 47R".

Demonstratie. Rationamentul din teorema III.3 rdméne valabil si cand arcul
AB devine un semicerc. Proiectia A'B’ are ca méasurd marimea diametrului 2R; zona

generata este sfera intreaga. Suprafata acestei sfere are deci ca masura produsul:

S,..,=27-R-2R=47-R’ (111.2.6)

sfera
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Corolar. Aria sferei este de 4 ori aria unui cerc mare.

Observatie. Raportul dintre ariile a douad sfere este egal cu raportul

patratelor razelor.

» Volumul generat de un triunghi

Teorema IIL.5. Volumul generat de un triunghi care se roteste in jurul unei
axe din planul sdu, care trece prin unul din varfurile sale si nu-l traverseazd, are ca
mdsurd produsul dintre aria descrisd de latura opusd varfului situat pe axd §i o
treime din mdsura indltimii corespunzatoare.

Demonstratie. Dacd A4 este varful situat pe ax4, iar BC latura opusa, aceasta
din urma va genera, in rotatia ei, un trunchi de con (care poate degenera, evident, in
con dacd B sau C este pe ax4, sau in cilindru, dacd BC este paralela cu axa). Volumul
V, care trebuie evaluat, este delimitat de suprafata laterald S a acestui trunchi de con si
de suprafetele laterale ale celor doua conuri generate respectiv de AB si de AC.

In trunchiul de con considerat, se inscrie un trunchi de piramida regulat. in
care BB'C'C, de exemplu (figura III.11) va fi o fatd si in care aria lateralda S’ va
tinde catre S, dacd numarul fetelor va creste nemarginit. ABC s1 AB'C” vor fi doud

pozitii succesive ale triunghiului care se roteste.

CI

Fig.II1.11. Volumul generat de un triunghi
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Suma volumelor diverselor piramide, in general patrulatere, avand varful A
comun $1 ca baze respectiv trapezele (sau eventual triunghiurile sau dreptunghiurile)
BB'C'C, dda un volum V", care va tinde catre volumul V ciutat.

Insi volumul fiecarei piramide patrulatere de felul lui ABCC'B’ are ca masura
produsul dintre aria bazei $i o treime din inaltimea AH, astfel ca suma lor va fi o

treime din produsul ariei laterale S’ cu valoarea comuna a tuturor inaltimilor:

V':S'%AH (II1.2.7)
Pe de altd parte, triunghiurile ABC, 4B'C’ sunt simetrice in raport cu planul bisector al
diedrului format de planele lor; acest plan bisector, fiind un plan de simetrie pentru
piramida patrulaterd, va fi perpendicular pe planul bazei BB'C'C si va contine deci
inaltimea 4H. Dacd numarul fetelor trunchiului de piramida S’ creste nemarginit,
triunghiul AB'C’ va tinde céatre ABC, planul bisector va tinde cétre planul 4BC. iar
segmentul AH, care este mereu perpendicular pe BC, va tinde cdtre indltimea 4+ a
triunghiului dat.

Deci, volumul cautat:

V:S-;AH' (I11.2.8)

S

» Volumul sectorului sferic

Definitie. Se numeste sector sferic figura generatd de un sector circular care
se roteste in jurul unui diametru care nu-l traverseazd. In aceastd migcare, arcul care
este baza sectorului circular genereazd o zond, numitd baza sectorului sferic.

Pentru a defini volumul sectorului sferic, se inlocuieste sectorul circular printr-
un sector poligonal inscris. Prin definitie, volumul sectorului sferic va fi limita cétre
care tinde volumul generat de acest sector poligonal, dacd numarul de laturi ale liniei
frAnte care 1i serveste ca baza creste nemarginit, astfel ca fiecare dintre ele sa tinda

catre zero.
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Urmatoarele doud teoreme aratd existenta acestei limite si dau expresia ei,

independenta de legea dupa care se construiesc liniile frante inscrise.

Teorema IIL.6. Volumul generat de un sector poligonal care se roteste in

Jurul unei axe din planul sdu, ce trece prin centrul acestuia si nu-l traverseazd, este

egal cu o treime din aria generatd de linia frantd care serveste ca bazd sectorului,

inmultitd cu o mdrime cuprinsd intre cea mai mare §i cea mai mica dintre distantele

de la centru la laturile acestei linii.

Demonstratie. Fie sectorul poligonal OACDEB (figura III.12) care se rotese

in jurul unei axe Ox ce trece prin centrul sdu O, axa ce este situatd in planul sau si nu-I

intretaie.

/=

Fig.I11.12. Volumul generat de un sector poligonal

Triunghiurile OAC, OCD, ODE, OEB genereazd fiecare volume a caror

expresie este datd de teorema III.5. Notdnd cu OH, OK, OL, OM, distantele de la

laturile AC, DC, DE, EB la centrul O, rezulta:

gener AOAC

14

gener AOCD

V

Vgener.AOEB =

gener AODE =

]

==3S

3 gener AC

1

=-8

~ "~ gener.CD

S

gener DE

S

gener EB

W= Ww|— o

-OH

-0OK

-OL

-OM

(1I1.2.9)

Efectudnd sumarea volumelor exprimate prin relatiile (II1.2.9), se observa ca

volumul generat de sector este egal cu o treime aria generatd de linia 4CDEB,
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inmultitd cu o cantitate cuprinsa intre cea mai mare si cea mai mica dintre cantitatile
OH, OK, OL, OM.

Corolar. Dacd sectorul poligonal este regulat, liniile OH, OK, OL. OM sunt
toate egale cu apotema liniei frante regulate ACDEB.

Asadar, volumul generat de un sector poligonal regulat care se roteste in jurul
unei axe situate in planul sau, ce trece prin centrul sdu §i nu-l intersecteazd, este egal
cu aria generatd de linia frantd care este baza sectorului, inmultitd cu o treime din

apotemad.

Teorema IIL7. Volumul sectorului sferic este egal cu aria zonei care-i
serveste ca bazd, inmultitd cu o treime din razd.

Demonstratie. Daca numarul de laturi al unei linii frante inscrise in arcul 48
(figura III.12) care genereazd zona de baza, creste nemdrginit $i anume astfel ca
fiecare dintre ele sa tinda catre zero, aria generatd de aceastd linie franta inscrisa tinde
catre aria zonei, in timp ce distantele la centru OH, OK, ... ale diferitelor laturi tind
toate catre razd. Deci, volumul generat de sectorul poligonal respectiv tinde catre

limita mentionata in enunt.

Corolar. Dacd R este raza sferei, h indltinea zonei care este baza sectorului,

: : 2
atunci volumul acestuia este egal cu — 7 - R*-h.
)

Intr-adevér, aceastd expresie este produsul dintre R/3 si aria zonei. obtinuta in

teorema [11.3.

» Volumul sferei

Teorema II1.8. Volumul sferei cu raza R este %7{ ‘R

Demonstratie. Rationamentele anterioare sunt aplicabile figurii generate de
un semicerc care se roteste in jurul diametrului sdu, adica volumului sferei. Trebuie
atunci, in expresia indicata in corolarul teoremei III.7 s& se Inlocuiasca inaltimea A

prin 2R; aceasta operatie va conduce la rezultatul enuntat.
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Corolar. Volumul sferei cu diametrul D este —1-72’ -D*.

Observatie. Volumele a doud sfere sunt proportionale cu cuburile razelor lor

(sau cu cuburile diametrelor lor).

> Volumul inelului sferic

Definitie. Se numegte inel sferic solidul generat prin rotatia unui segment de

cerc in jurul unui diametru care nu-l traverseazad.

Teorema II1.9. Volumul generat de un segment de cerc care se roteste in
Jurul unui diametru ce nu-I traverseazd (volumul inelului sferic) este a sasea parte din
volumul cilindrului a cdarui bazd este coarda segmentului, indltimea flind proiectia
acestei coarde pe axd.

Demonstratie. Fie segmentul de cerc, cuprins intre arcul 4B al cercului O
(figura III1.13) si coarda acestuia, care se roteste in jurul axei Ox ce trece prin O. Fie

A'B' proiectia lut AB pe Ox.

B!

0

Fig.I11.13. Generarea volumului unui inel sferic

Daca figura se roteste in jurul lui Ox, sectorul de cerc OAB genereazd un

volum avand ca masura:

=§,,.0A2 AR (1I1.2.10)

gener.sect OAB
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Pe de altd parte, triunghiul O4B genereazi, in aceleasi conditii, un volum egal

cu:

1 1 2 :
Vgener.AOAB = Sgener.AB ) g OH =2r-A4'B"OH - EOH = 5” -OH"-A'B (lel 1)

Diferenta dintre volumele (I11.2.10) si (II[.2.11) constituie, evident, volumul

inelului sferic. Acesta are deci ca masura:

2 9 2 b] E) 9y
I/lnelsferlc = :”OA- ) A'B'_:ﬂ-'OH- -A'B'= %7[ A’B'(OA- _OH~) (111212)
D ) J

Din triunghiul O4H se observa:

OA” —OH* = 4H’ =ﬁ§i (I11.2.13)
Deci:
2 2 ,
Veisfore =57 A'B" Af = éfr 4B - A'B' (I11.2.14)
J

» Volumul segmentului sferic

Definitie. Se numeste segment sferic portiunea de sferd cuprinsd intre doud
plane paralele, acest volum este marginit, in general, de o zond si de doud (interioare
de) cercuri ale cdror plane sunt paralele (figura II1.8), cercurile fiind numite bazele
segmentului. Segmentul sferic poate avea §i o singurd bazd, adicd sda fie marginit de
un cerc §i de o calotd sfericd (figura II1.14); in aceste conditii, planul celeilalte baze

trebuie considerat ca fiind tangent la sfera. Indltimea segmentului este distanta dintre

planele bazelor.
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Volumul segmentului sferic este egal cu semisuma volumelor celor doi cilindri
care au ca indltime comund indltimea segmentului, iar ca baze, bazele respective ale
segmentului, la care se adund volumul sferei avind ca diametru indltimea.

Fie segmentul sferic generat prin rotatia trapezului mixtiliniu A’AB'B (figura
[I1.15) in jurul axei A'B’ si marginit, pe de o parte, de doud cercuri avand respectiv
razele A'A s1 BB’, iar pe de alta parte, de zona pe care o genereaza arcul 4B. Acest
solid este, evident, suma trunchiului de con generat de trapezul rectiliniu 44'B'B si a

inelului sferic AB.

=
-
=

A A’
Fig.I11.14. Segment sferic Fig.II1.15. Generarea unui
cu o singurd baza segment sferic

Trunchiul de con are volumul:

Vo= én - A'B'(A4" + BB +AA"-BB') (I1.2.13)
J

{r.con

iar inelul sferic:

V ety = é;r - A'B"AB’ (I11.2.16)

It

Suma va {1 deci:

segmsf T

= én . A'B'(AB* +2-AA” +2-BB*+2- AA"BB') (I11.2.17)

Insa AB° se poate exprima cu ajutorul segmentelor A4’ BB'si A'B’. Astfel, din

triunghiul dreptunghic 4BH se obtine:
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AB’ = AH? + BH? (I11.2.18)
1ar:
AH = A4'B' BH = BB'-HB'= BB'-AA' (111.2.19)

Inlocuind (II1.2.19) in (II1.2.18) si expresia obtinutd in volumul segmentului sferic,

relatia (I11.2.17) devine:

V = A'B{A'B” +(BB'-AA)" + 2-44"” + 2-BB”? + 2-AA4'BB’'] =

segm.sf

= A'B'(A'B” + AA"* -2-AA'BB' + BB +2- A'B'"* + 2-AA'BB' + 2-BB'*)
de unde, prin efectuarea reducerilor:

= l;z-A'B'3+L-A'B'(AA'3+BB'2 ) (111.2.20)
6 27

segm.sf

ceea ce reprezintd efectiv suma volumelor sferei si a celor doi semicilindri indicati in

enunt.
in particular, dacd A se afld pe axd (4 = A"), atunci volumul segmentului este
dat de:
= ln ABir L A'B-BB" (II1.2.21)
wend g 2r

» Volumul intersectiei a doua sfere

Teorema II1.10. Volumul intersectiei a doud sfere incidente, avdnd centrele
la distanta d, se calculeazd prin relatia (I11.2.26), unde H §i h sunt respectiv indltimile
segmentelor determinate pe cele doud sfere de planul de intersectie, iar z este raza

cercului de intersectie.
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Demonstratie. Fie date doua sfere S (O,R) si s (o,r), R>r, pentru care distanta

centrelor d = {Oo| verificd relatia: R-r <d < R+r. Volumul intersectiei dintre cele

doua sfere este constituit din volumele a doua segmente sferice, determinate de planul

ce trece prin 44’ s1 este perpendicular pe Oo.

Fig.I11.16. Volumul intersectiei a

doud sfere

Fie x marimea segmentului OB, y a segmentului Bo $i z marimea segmentulul

AB (figura II1.16). Se pot scrie relatiile:

x+y=d zP =R —x* 2 =r =yt (111.2.22)

de unde:

c=d R M Sl (11.2.23)
2 2d 2 2

Astfel, inaltimile segmentelor sunt:

2 2 22
H-pr-|4 R her-|G_R =1 (111.2.24)
2 2d 2 2d
iar ultima din relatiile (I11.2.22) devine:
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P

9 1 2 2 l 2 2 d-
o (R4 - — (R )= 1.2.25
z 2( ) 4d2( r) 2 (1I1.2.25)

Volumul intersectiei este:

inters.sf

1 . )

unde H si A sunt Inaltimile segmentelor sferice iar z este marimea segmentului 45.

Teorema IH.11. Volumul intersectiei a doud sfere de raze egale §i cu centrele
la distanta d < 2R, este egal cu volumul unui con de raza R — d/2 si indltime 4R+d
Demonstratie. In particular, daca cele doud sfere au razele egale, atunci

volumul intersectiei este:

nters sf :lﬂ"H:; +7Z..H'ZZ (111227)
unde:
hr=R—g z' =R? -(1) (111.2.28)
2 2

astfel incat volumul rezulta:

Viressy = %ﬂ(R - gj ‘(4R +d) (I11.2.29)
J

P-4

Daca, in acest caz particular, se face precizarea cd: z 20, -2r <x < Zr,

volumul (1I1.2.29) devine:
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1 ’ ([, 1 ,
V(x):r/,,m,:—n(r—fj +n(r-i]- P e e o3 2 230
73 2 2 12 3

unde x este distanta dintre centre. Se observa ca:

V(0) = in-ﬁ V(2r)=0 (II1.2.31)

J

Punctele de extrem ale graficului se vor obtine prin anularea derivatei:

T -
V'(x):Zx- ~rrt=0 = x=+2r (II1.2.32)
Derivata a doua:

T o le)
V'(x)=—x (II1.2.33)

2
este pozitiva pe intervalul (0,2r).
Graficul functiei este:
\Vimers.sf
-~ - - /
e %7‘[!‘3 /
/ /
/ /r‘
/
/ 7
! ot = -~ ~,
X~

Fig.I11.17. Reprezentarea graficd a volumului

intersectiei a doud sfere
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I11.2.2.2. Reprezentarea exterioara a obiectelor prin sfere

in scopul concretizirii modelelor de aproximare prin sfere a formei exterioare
a corpurilor, se va trata matematic exact reprezentarea exterioard a unor corpuri de
formd geometricd regulatd (cilindrul, conul si trunchiul de con), rezultatele obtinute
stand la baza stabilirii algoritmilor de reprezentare si de realizare a programelor de
modelare a corpurilor si sistemelor de corpuri cu care opereaza robotica si planificarea

miscarilor.

> Acoperirea unui cilindru cu sfere

Se urmareste realizarea unel acoperiri optime a unui cilindru cu sfere, astfel
incat numarul sferelor de acoperire sa nu fie prea mare iar diferenta dintre volumul
acoperirii si cel al cilindrului sa fie suficient de mica. Acest deziderat se poate realiza
prin sfere centrate pe axa cilindrului si cu raze egale a caror utilizare este evident

avantajoasd din punct de vedere al algoritmilor de acoperire [bibliogr. Referat oana]

Teorema II1.12. Fie un cilindru circular drept, de razd r si indltime h cu

proprietatea ca h > 2r. Un astfel de cilindru poate fi acoperit cu o sferd de raza
hZ
R =.r’+ e si cu centrul in centrul de simetrie al cilindrului.

Teorema I11.13. Un cilindru de razd r §i indltime h (h 2 2r) poate fi acoperit

~

1
[ . .. bl
cu doud sfere (cele mai mici) de raze R, =.r +—-— cu centrele pe axa

2° 4
cilindrului §i la indltime h/4 §i respectiv 3.W/4, astfel incdt suma volumelor inelelor
sferice determinate sd fie minimd.

Demonstratie. Fie cilindrul de raza r §i inaltime 4 (figura III.18) si o pereche
de sfere $;(0,,R;) si S2(03R;), cu centrele pe axa de simetrie a cilindrului. Volumul
ocupat de cele doua sfere se compune din patru segmente sferice, dintre care doua,
cele niscute prin rotirea arcelor 4B si CD, formeaza doud volume acoperitoare ale

capetelor, iar alte doua, cele generate respectiv prin rotatia arcelor BF si FC, care
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acopera partea laterala a cilindrului. Suma acestor doua ultime volume este minima,
simultan cu suma volumelor sectoarelor sferice generate de arcele BF si FC, precum
si cu suma volumelor celor doua inele sferice generate prin aceleasi arce, intrucit
oricare ar fi sferele acoperitoare, care se intersecteazad dupa un cerc situat pe cilindru,
ele determind fie patru conuri cu bazele cercuri de raza r (raza cilindrului) in cazul

sectoarelor, fie insdsi cilindrul, in cazul inelelor sferice.

S

R
p—

M

R> 4

Fig.I11.18. Acoperirea unui cilindru cu doud sfere

In aceastd din urma metoda suma volumelor este data de:

3
/4 T h (I11.2.33)

V="(3+y)== X3+(_—xj

2V =y = >
si este minima, daca functia:
3 2 3 2 h3 -
f(x):gh-x +Zh -x—? (111.2.34)
este minima, adica atunci cand derivata sa:

(111.2.35)
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3.,
f’(x):3h-x+zh‘ =0
Aceasta se intampla dacd x = y = /4, ceea ce demonstreazi afirmatia.

Volumul primelor dou segmente sferice este dat, conform relatiei (I111.2.26),

de:
. 3 ’ (111.2.36)
Vsegm.sf = E(RZ —X) +7Z.(R2 —x)-r'

Mai general, are loc:

Teorema II1.14. Dacd un cilindru este acoperit cu n sfere, atunci cele n inele
sferice care acoperd partea laterala au suma volumelor minimd, dacd sferele au raze
. : , 1 A
egale intre ele si egale cu R, = \/r +—- vy
n

Demonstratie. Se face prin inductie matematica.

a) Incazuln=2, afirmatia este adevarata, conform teoremei II1.13.

b) Se presupune ca afirmatia este adevdrata in cazul a n sfere acoperitoare.

c) Se presupune cilindrul acoperit cu n+/ sfere, dintre care primele n,
conform ipotezei b), determind sectoare sferice care se proiecteaza
respectiv pe axa cilindrului dupa segmente de lungime 2x, al (n+/)-lea
dupd un segment de lungime 2y.

Suma volumelor celor n+/ sectoare este:

V.

(n+1)sect

T ,,(h I (I11.2.37)
=n-—-X +—|-—hnXx
3 32

si este minima daca functia:
2

2 2 2 1 ’ A
fx)=n(l-n*)-x° +%n' ch-x® —%n-h‘ -x+§h3 (II1.2.38)

este minima3, ceea ce se Intdmpld cand derivata sa:
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o ) 3 (111.2.43)
f'(x)=3n(l-n")-x"+3n" -h-x—zn-h2 =0

de unde:

h (111.2.40)

X = =
YT 2n+ )

rezultat care demonstreaza teorema.

Observatie. In general pot fi considerate n sfere, de raze R, = \/r +— T
n- :

cu centrele pe axa cilindrului, respectiv la inaltimile (2p +1)- 21 , (p= 0.n-1).
n

Printr-o astfel de acoperire interiorul cilindrului este cuprins in reuniunea

interioarelor celor # sfere.

Definitie. Se numeste numi defect exterior (de acoperire)sl se va nota prin
Def., diferenta dintre volumul ocupat de cele » sfere si volumul cilindrulul.

Expresia sa este:

Defm=§n-7r-Rj—(n—1).Vim_,[.rZ.h (I11.2.41)
J
unde:
d 2
Vit = l”( n ——Lj (4R, +4d,) (111.2.42)
3 2
cud, =h/n.

Def.,, poate fi considerat ca fiind constituit din doud componente, una corespunzitoa-
: . - - Y
re bazelor si alta partii laterale, notate respectiv cu: Def b e 51 Def o Acestea sunt

definite prin:

91

BUPT



Reprezentarea geometricd

! d,\
Def,, =V, = :H(Rn - 7) (4R, +d,) (111.2.43)
si respectiv:

Def! = g”'” R =nV, —xrh (I11.2.44)
J
Def b ot creste odatd cu numdrul sferelor si tinde catre volumul uneia dintre
sfere, daca numarul » al acestora tinde cétre infinit.
Def le,, scade odatd cu cresterea numarului sferelor si tinde catre zero.
O problema care se pune este de a determina numarul » astfel incat Def [e,‘., sa
fie inferior unei anumite marimi dinainte date.

- . - [
Pentru aceasta, se calculeaza efectiv marimea Def ,,,:

nt

4 ; , 1 A1 K K’
Defe{ﬂ::n'ﬂ..R;_n.V —ﬂ-.r-.h:ﬂ..h'( 2- oo 2]:7{-‘”2 (111245)
2 B

-k -k (I1.2.46)

Volumele segmentelor sferice de acoperire a capetelor se exprima prin relatia

(II1.2.36).

Alaturi de sirul razelor {R,}nen, cu lim R,— r, se construieste sirul volumelor

B
Def .., care este {” : —,}
6 n°
: : r-h 1 . <
Fie functia V(x) = — = x € [l,0) a cdrel reprezentare este data in
x
figura II1.19.
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¢ k
0, x

a

Fig.I11.19. Reprezentarea functiei V(x)

3

« y w-h : : .
Dacasedd e ¢ [O, ] si se construieste paralela la axa Ox. la distanta ¢ .

aceasta intersecteaza curba V,=V(x) in punctul 4, de abscisd «. Cel mai mic numar
natural mai mare decdt a este numarul de sfere necesar ca defectul sa fie inferior lui

€.

: 4 ;
Volumul segmentelor de acoperire creste dela Vyla V, = —7-r".
J

» Acoperirea unui con cu sfere

«» Sfera circumscrisa conului

Fie un con circular drept, cu cercul de bazad de raza r si cu inadltimea A, (figurile

HI.19 s1 1I1.20).
Se considera sfera circumscrisd conului, ce trece prin cercul de baza si prin
varf. Existd doud situafii distincte in ceea ce priveste posibilitatea de acoperire a

conului cu o sferd depinzind de realatia dintre A, a, r 51 R.

A
R
B C
Fig.I11.20. Sfera circumscrisd Fig.I11.21. Sfera circumscrisa
conului circular drept cu h 2r conului circular drept cu h <r
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In cazul & 21, relaiile intre elementele R si a, asociate sterei si. respectiv r si

h asociate conului, sunt:

R=Va’ +r’ R=h-a (I11.2.47)

de unde rezulta:

el Rl [11.2.48
2h 2h (HL.24%)
Incazul h < F, atunci:

R=a+h a="" R=rr (I11.2.49)

2h 2h

In ambele cazuri:

=] -
a=|R-H a=—— (I11.2.50)
2h
Pentru volume,sunt valabile relatiile:

Vo =izortn Vs = R =g [T (111.2.51)

3 ‘ 3 3 2h

Dacd se calculeazd marimea segmentului R — a, conform relatiilor (I11.2.48),

ea rezulta:

R-a="__ 111.2.52
P ( )

Defectul de acoperire, ca diferentd dintre volumul sferei acoperitoare si

volumul conului acoperit, indicate in relatiile (II1.2.51) este:
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3
4 [(h*+r’ 1,
Def,,, =:ﬂ-(——] —=mr-h (111.2.53)
D

s1 se compune din doua parti, un defect bazic si unul lateral:

4
w-r

301

Def’ ==——(r*+3h') = Def,'=Def ~Def." (111.2.54)

+* Sferia circumscrisa unui trunchi de con

Fie trunchiul de con, cu raza bazei mari r;, raza bazei mici > si indltimea h. Se
noteaza cu a; si a; distantele de la baza mare, respectiv baza mica la centrul sferei.

Se pot scrie relatiile:

(11.2.35)

b} bl

2 2 ), 2 2
R =a +r’ R =a; +rS a,ta =h

In ultima dintre relatiile (II1.2.55) se considerd semnul + dacd centrul sferei

este intre planele de baza (figura II1.22) si — daca este in afara (figura I11.23).

aj
R R
Fig.111.22. Sfera circumscrisa Fig.II1.23. Sfera circumscrisd
trunchiului de con ce contine trunchiului de con ce nu
centrul sferei contine centrul sferei
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Din relatiile (I11.2.55) rezulta:
2 2\~
ro=r, }
————2= | (II1.2.56
2 2h J ( )
Volumul trunchiului de con este:

{r.con

, 1 o
Ve = =Th-(7 478 +1-1) (I1.2.57)
J

Defectul de acoperire se calculeaza similar cu cazul acoperirii conului:

4 .
=—7-R —;n.h-(rl' rlar ) (1I1.2.58)
2 J

Def ext = VS

era tr.con

Se disting cele doua cazuri posibile:

a. Centrul sferei este situat intre planele de baza (figura I11.22), situatie in care in
relatiile (II1.2.56) la parametrul a; apare primul termen cu semnul + si al
doilea cu semnul -;

b. Centrul sferei este situat in afara planelor de baza (figura II1.23), situatie in
care in relatiile (I11.2.56) la parametrul a; apare primul termen cu semnul — si

al doilea termen cu semnul +.

Observatie.

In cazul a.: Sfera minimi care acoperd trunchiul de con este sfera

circumscrisa trunchiului. Diferenta dintre volumul sferei si volumul trunchiului este
defectul total. Volumul inelului sferic determinat de arcul AD este defectul lateral
exterior iar suma volumelor segmentelor determinate de AB st CD este defectul bazic
exterior.

In cazul b.: Sfera cea mai mica ce acopera trunchiul este sfera de diametru
CD. Defectul total exterior insa este cel mal mic atunci cind sfera este circumscrisa
trunchiului (ca si in cazul a.). Aceasta este situatia care intereseaza in mod deosebit.

Defectul lateral este dat de volumul inelului sferic determinat de AD:
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1 ) ,
Def.,' =g”'h'[H' +(r, —n)‘] (111.2.59)

1ar raza sferel este exprimata prin ultima din relatiile (I11.2.56).
Tinadnd seama de relatia (II1.2.58) in care se introduce expresia razei sferei, se

obtine defectul total:

19

4 h ? - 72 ’ 2 2 b
Def,, =—n-|| = - hoh +r | - ;72’./'1 (r 4+ ) (I11.2.60)
3 2 2h 3

Defectul bazic, exprimat ca diferenta dintre defectul total si cel lateral se obtine prin

utilizarea relatiilor (II1.2.60) si (I111.2.59):

2

4 S, K
Def,,' =—m-R’ —%ﬁ-h (Rt —*hﬂ ) (111.2.61)
J J

«* Trunchiul de con acoperit cu doui sfere

Se considera trunchiul de con de inaltime 4 cu raza bazei mari »; i cea a bazei
mari r; acoperit prin doua sfere incidente, una trecidnd prin cercul bazei mari si
cealaltd prin cercul bazei mici. Ele se intersecteazd dupd un cerc de raza r situat pe

con si paralel cu cercurile de baza (figura 111.24).

Fig.I11.24. Trunchi de con

acoperit cu doud sfere
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Trunchiul de con dat se descompune in doua trunchiuri de con, unul inferior
de indltime x i celalalt superior de iniltime y (evident ca x+y=h).
Se pune problema determinarii marimii razei r in functie de x. Tinind seama

de notatiile mentionate si de notatiile din figura I11.24 se observa:
x
r=r—(rn-r): P’ (111.2.62)

cu respectarea relatiilor:

y AA

= AH = AA'-cos@ AH'=A4 A"cos@
x ‘41 A'l

deducandu-se ca volumele inelelor sferice sunt proportionale cu x~ respectiv y~, suma

lor fiind:

Z Vmel.sfenc - %(xs + y3) ) COSQ (111263)

relatie ce indica faptul cd ea este minimad dacd x = y. Observatia conduce la cazul
cilindrului, care este de fapt un caz particular de trunchi de con.
Daci se calculeaza acum defectul exterior lateral prin particularizarea relatiei

(II1.2.59) la cazul analizat, rezulta:
2] 2 2 1 b
Def!, = 2 h-(h* +(r, =) )(x* —hx + =h’) (111.2.64)
2h° i 3
care exprimat doar ca functie de x devine:

f(x)=K (x* —hx+%h2) (I11.2.65)

al cdrei minim se obtine din conditia de extrem:
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(11.2.66)

F(x)=K-Qx-h)=0 = x

Deci, defectul exterior lateral este minim daca cele doui trunchiuri de con au
inaltimi egale cu jumadtate din inaltimea initiala a trunchiului de con, situatie in care
raza cerculul lor de intersectie se obtine prin particularizarea relatiei (I11.2.62) si are,

evident, valoarea:

) +r,
r=r=(mn) L= (II1.2.67)

«* Conul acoperit cu doud sfere

Se considera conul acoperit cu doud sfere incidente, una trecand prin cercul de
baza si alta prin varf. Ele se intersecteaza dupa un cerc situat pe con si paralel cu

cercul de baza (figura I11.25).

Se noteazid raza cercului de bazd cu r; si pe cea a acercului de intersectie cu r>.

Fig.1I1.25.Acoperirea unui con

cu doud sfere

Daca R, si R; sunt razele sferelor de acoperire si A, h; Indltimile segmentelor,

atunci defectul de acoperire este:

Defe.n =§7Z"(R|3 +R23)_|:%(h12 +h22)+%(h1 +h2)'r22jl_§r2 -h (111.2.68)
J
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S-a obtinut un caz particular de acoperire a unui trunchi de con in care baza

superioara se reduce la un punct.

Observatie finala
In cazul trunchiului de con, acoperit prin cel mai mic numir n de sfere,
defectul exterior lateral minim este obtinut din particularizarea relatiei (I11.2.59) prin

luarea in considerare a unghiului 6:

Defl =T _.p. 111.2.69
fe.r,r, 6-COS-9 }’22 ( )

rezultat care permite calcularea numarului » de sfere de acoperire necesar asfel incat

sa fie inferior unui numar € dinainte dat. Relatia este valabila prin particularizare atat

pentru con cat i pentru cilindru, deci are un caracter general.

II1.2.2.3. Reprezentarea interioara a obiectelor prin sfere

Definitie. Se numeste numi defect interior (de umplere)si se va nota prin
Def,, diferenta dintre volumul ocupat de cele n sfere de umplere si volumul corpului

de reprezentat.

> Reprezentarea interioard a cilindrului prin sfere (Sfere infasurate in

cilindru)

Fata de reprezentarea exterioard, reprezentarea interioard prezintd unele
elemente noi, puniandu-se problema reprezentérii interioare a unut cilindru circular
drept, de razi r si inaltime A, printr-un numar de » sfere si determinarea relatiei intre
numarul de sfere si defectul interior, cu comditia ca acesta sa fie minim.

Conditii de existenti:

1. Raza r a sferei si fie egald cu raza cilindrului. Pentru realizarea unei

conditii de minim a functiei Def,,, se presupune R = r, astfel incat se
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elimind o mare clasd de cazuri, neinteresante; cu respectarea acestei

conditii cele doud volume sunt:
Vay=m-ri-h Vg = =701 (111.2.70)
)

2. Inéltimea A a cilindrului sa verifice inegalitatea h > 2r, iar sferele sa fie

disjuncte, astfel incat diferenta de volume este, in cazul n=1:

L Bh—4r)>0 (L11.2.71)

A
2

4 =

cid ~ 7 sfera —

In cazul limitd 7 =2r, defectul interior:

3 4 2 3 1 A
De-f:“l = 272- T 5” ) r3 = 5” r= —2— stera = 2Vc:l = JVchra (111272)

Daca h este suficient de mare, astfel incat » sfere sd incapa in cilindru, fard sa

se intdlneasca, evident 4 2> 2nr. In acest caz defectul interior:

Def, =V, -n-Vy, = %,, r’(3h—dn-r)> -%—n e’ (111.2.73)
) J
in general:
al — n(zn * l) sfera (111274)
2

In cazul & = 2nr, se realizeazi egalitatea:

Def =—-V

) (111.2.75)
nt 2 sfera
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Daca se realizeaza situatia 2nr < h < 2(n+1)r, atunci introducerea celei de-a
(n+1)-a sfere obligd ca cel putin doua dintre ele si fie incidente.

Se presupune cd n este numarul maxim de sfere posibile din cilindru, cu
intersectia a doud céte doua formata din cel mult un punct, adicd cu respectarea
conditiei precizate anterior: 2nr <h < (2n+1)r.

Pentru studiul acestor cazuri, este necesard demonstrarea urmatoarei teoreme.

Teorema III.15. Fiind date doud sfere cu centre la distanta d<4r, o a treia
sferd, plasatd intre cele doud, determind defectul minim dacd centrul sdau este in
mijlocul segmentului determinat de centrele celor doud sfere.

Demonstratie. Fie situatia din figura II1.27. Se noteazd cu X spatiul ce
marcheazd suma defectelor interioare si care se obtine reconsiderand expresia
(II1.2.33) st cocrborand-o cu (I11.2.59) s1 (Il.2.61), adicd urmand sd se determine

minimul functiei:

Fig.II1.27. 3 sfere infdsurate de un cilindru

(IIL.2.76)

Derivata functiei (I11.2.76) trebuie sa fie nula pentru ca defectul interior sd fie

minim:

Unive:«iintes tehrue
MM 0ARA

Biglinies e —
l 02 “--p..l.‘....,,.‘ L 'ﬂ&'fv{fi‘a
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ol
3( j(d x) 3x.£r_§j (1L.2.77)

<

+ - =0

\/rz—(x—d)z PER

care, evident, se anuleaza pentru x = d/2, ceea ce demonstreaza teorema.

Un rezultat corespunzator celui de la reprezentarea exterioard a cilindrului cu
sfere, ne spune cd dacd un cilindru circular drept este umplut cu n sfere (h<2nr),
acestea determind un defect minim dacéd distanta centrelor a doud sfere consecutive
este aceeasl, oricare ar f1 aceste sfere (observatie confirmata si de teorema [11.15).

Se considerd acum cazul cel mai important pentru aplicatii, al cilindrului de
raza r si indltime A suficient de mare, care va fi reprezentat interior prin »n sfere
identice. Se considerd deci n sfere, care vor umple cilindrul, cele de la capete fiind
tangente bazelor si intregul ansamblu avand centrele distantate cu pas constant d. Are

loc:

Teorema II1.16. Fie dat un cilindru circular drept, de razd r si indltime h,
volumul maxim ocupat de n sfere de razda r, interioare cilindrului, (2r<h), este dat
prin relatia:

4 3 1 ay 1 d ,
N Ca s Rt G

Defectul interior de reprezentare a unui cilindru cu n sfere este minim dacd

sferele sunt echivalente.

/

Fig.I11.27. n sfere infdsurate intr-un cilindru
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Demonstratie. Se considerd 7 sfere interioare, dintre care doua sunt tangente
bazelor cilindrului, §i avand centrele distantate cu un pas constant  (figura 11.27).

Defectul sau interior, Def,,, este exprimat prin:

De-f;nt = Vcrl _Vucup max.
, . 4 ; 1 AN dy | (12.78)
=rx-rih-——nzmr—-m=-D=-rlr-=| +-x-{r-=| p}
3 6 2 2 2

in care:

h_2 9 b d )
d= . p,=r —| — :L\/('_’n-r—h)-(Zn-r-h—élr) (I11.2.79)

n-—1 2 2n—1

cu: llm p, =r

n-—->x

Similar cazului defectelor exterioare, in structura defectului interior (de

umplere) apar doua componente:
. 2 3 . ,
e defectul bazic: Def, = -3—72'-)‘ constant in raport cu numarul » al

sferelor;
e defectul lateral:

2
—7 — 9
Defy =7-r’ 'h_z(ﬁriﬂ)”'runq 1-”'(f‘g].p(r_ﬂ)+p,?]
J

J L

Fiind dat un numar real €, se poate determina un numér » de stere, astfel incat

Def' ., sa fie inferior lui €.

» Reprezentarea interioari a unui cilindru fara baze

In multe situatii este recomandabila reprezentarea unui cilindru circular drept
in asa fel incat defectul de baze, care este invariabil si mare, sia nu apara. In acest
scop, se considera cilindrul de raza r si Inaltime A, in capetele sale inscriidu-se cite o
semisferd (Figura I11.28).

Defectul de umplere, care acum este doar lateral si reprezintd volumul ramas

neocupat, este:
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Defl =V  =r-r* -h——g.¢ (111.2.80)

rest

Este important si se studieze variatia defectului de volum in functie de
distanta dintre centrele unor sfere interioare si centrul unei semisfere de la capete.
Se noteazd cu x distanta dintre centrul uneia din semisferele de la baza

cilindrului si centrul unei alte sfere nscrise in cilindru.

h x/2x/2

Fig. I11.28. Cilindru cu doud semisfere Fig.111.29./ntersectie nevida

inscrise interior la capete dintre semisferd si sferd

Se considerd deci, o alta sferd (de razd r) inscrisd in cilindru, in urmatoarele
situatii:

a) 0<x<2r

Cele doua sfere se intersecteazd dupd un cerc (eventual de razd nuld) situat
intr-un plan la distanta x/2 de fiecare centru (Figura II1.29).

Daca se noteaza:

4
e Volumul sferei: V :Eyr-r3

sfera

. . 3 1 )
e Volumul intersectiei celor doud sfere: V, . = 37[ H+n-H-z*

x X
unde: H =r—— z=,rt ="
2 V 4
e Volumul semilunei determinata de cele doua sfere: V, = Vgera = Viners
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Se presupune 4 suficient de mare (h > 4r ) si se impun: conditia de existenta a
. . . .2 2 . .. . e ey g .
intersectiel z 20, adicd x” <4r° (-2r <x < 2r) si conditia neinscriptibilitate a sferei
in spatiul cilindrului (mai putin cele doui sfere) x > 0.

Calculul volumului intersectiei conduce la:

Vimers :_;E'(xs—12"2"r)'*'i7z"r3 (II1.2.81)
12 3

astfel incat volumul semilunei:

2 xZ
v, :n.x(r- _Ej (111.2.82)

ale carui valori sunt:

V,(0)=0 V»\.,(r)zll—;zz-r3 V,(2r) =§7r-r3 (1I1.2.85)
2 3

Defectul de umplere lateral al reprezentarii interioare, ca diferentd intre

volumul cilindrului si cele ale semisferelor si semilunei, este:

Def}., =n-r2-h—n-x~[%—r2j (111.2.84)

b) 2r <x < h-2r:

tora = wrt -h—gﬂ-ﬁ = const. (I11.2.85)
' 3

Def! =V

int cil

-2V

¢) h-2r <x < h: volumul semilunei scade intr-o maniera similara cu cresterea

de la varianta a).

Reprezentarea graficd a variatiel defectului reprezentdrii intericare a

cilindrului in functie de x, tindnd seama de diferitele variante studiate anterior pentru

x&[0,h], conform relatiilor (I111.2.80), (II1.2.84) si (II1.2.85), conduce la curba din

figura II1.30.
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Defin

h-2r

2r

Fig.I11.30.Reprezentarea graficd a defectului interior lateral la reprezentarea unui
cilindru prin sfere

> Reprezentarea interioarid a unui con prin sfere

hl -~ . -~
a =— . Se inscrie in con 0

Fie un con circular drept, avand ca baza cercul de raza r;, si inaltimea A,
gl

(figura II1.31). Unghiul de la bazi este o, dat de relatia: 1g

<

sferd de raza R, a cérei valoare este evident: R, =r, -1g
- R 5
= . rezulta:

%4
. - e b 2 . .
Generatoarea conului are méarimea: g =/~ —r ,lardin: == 2
’
1 !

(111.2.86)

R - rh _ nsina
L 2 2 -
ro+AhE Jl+cosa

Un plan paralel la bazi, la distanta 2R; de aceasta, determind in con un alt con, de

inaltime h, =h, - 2R, side raza r; = ry % a
I 1

Continuand procedeul, se pot insera oricéte sfere S, se doreste, ele formand un

sir, evident convergent, ai caror termeni sunt volumele:
(111.2.87)

- f‘”'-R? =V 'QgB%E

J

v,
BUPT
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h;

2R,

r

Fig.Il1.31.Reprezentarea interioard a conului prin sfere

Defectul de reprezentare interioard se va aborda la fel ca in cazul cilindrului,
dar tindndu-se seama de faptul ci sferele de umplere nu mai sunt identice ci, volumele
lor se afla in relatia (I11.2.87) dacé ele sunt tangente. Daca se intersecteaza, problema
devine mult mai complicatd pentru ca volumele de intersectie ale sferelor de raze
diferite nu mai sunt identice ca in cazul cilindrului, chiar daca pasul de asezare de-a

lungul axei conului este acelasi.

> Reprezentarea interioara a unui trunchi de con prin sfere

++ O sfera in interiorul trunchiului de con

Fie trunchiul de con circular drept, cu cercurile de baza de raze r; si r> si cu

inadltimea h. Fie a unghiul format de generatoare, cu planul bazei (figura I11.32). Se
pune conditia ca: /4> 2r, -tg—czE . Este evidentd relatia: h=(r, —r,) -1ga .

Fie o sfera de razd R, tangentd generatoarelor, al cdrei centru este situat la
distanta x de baza mare si y de baza micd, » fiind raza cercului de contact dintre sfera
si trunchi iar u distanta, masurata pe axa trunchiului, dintre centrul cercului ce contact

si centrul sfere.
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ry

Fig.I11.32. O sferd inscrisd intr-un trunchi de con

Au loc relatiile:

: ro xX+u
x+y=h r=Rsina u=Rcosax - = =
u r-r
' _ (111.2.88)
r-sina — R R-r,sina .
X=—"t-" = y=—— x+y=(rn,-Rsina) tga
cosa cosa

Defectul de umplere se obtine ca diferentd intre volumul trunchiului de con si

cel al sferei:

Def,, =V, ., -V

tr.con sfera

=l7z.h-(rl2 +r22 +r -rz)—gzr-R3 =
3 3 (I11.2.89)

1 1 2 2 3
=§7r.x-(rl3+r2+rl-r)+§7r.y-(r +ry+r -rz)—gﬂ.R

in care dacad se utilizeaza relatiile (II1.2.88) se poate obtine expresia defectului ca
functie de distanta variabild x. Ca in alte cazuri precedente se poate calcula distanta x

pentru care defectul interior este minim, prin anularea derivatei functiei Def,(x).
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¢ Sfera inscrisa in trunchiul de con

In acestcaz x = R, y = R si deci:

R=" ;rz sinar (111.2.90)

Lo

expresia defectului interior obtinandu-se ca particularizare a relatiei (111.2.89).

s* Doui sfere inscrise in trunchiul de con

Se Inscriu doud sfere in trunchiul de con cu cercurile de baza de raze r; si > si
cu indltimea # in care o este unghiul format de generatoare cu planul bazei. Una
dintre sfere are raza R, fiind tangenta bazei mari si generatoarelor, iar cealalta are raza
R> 51 este tangenta bazei mici st generatoarelor. Centrele sferelor sunt plasate in O; s
respectiv, O, pe axa trunchiului de con (figura 1I1.33).

Este evident:

R, =r-tg a+f=nx h=(r—nr)tga (IL.2.91)

o

o R
R
It
o
oq

r

Fig.111.33. Doud sfere inscrise intr-un trunchi de con
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Defectul de umplere:

1 2 p) 4 4
Def‘int = l'/{r.con - steral - V\fcra?_ = };’Th ) (rl- + rZ- + rl ’ rl) - 5” ’ R13 - 3‘7[ * R; (111292)

putdnd fi exprimat doar in functie de parametrii conului si fiind o marime constanta.

I11.2.3. Consideratii topoplogice asupra reprezentarii prin sfere

Abordarea topologicd a problemei reprezentarii prin sfere se realizeaza pe
baza consideratiilor matematice expuse in capitolul II.2.2. si in scopul de a detecta

algoritmi de reprezentare ce vor fi utilizati la programare [16], [36]. [76], [77, [78].

II1.2.3.1. Reprezentarea exterioara

Fie o multime de m obiecte geometrice si un numdr intreg n. Se doreste
definirea unei multimi de » sfere astfel incat sd nu existe nici un punct P apartinand

frontierei unui obiect ce nu este continut in interiorul a cel putin unei sfere din

reprezentare.

Adica:
VPeBO, 35 eSPeS, (111.2.93)
unde:

O={0, i=1, ...., n} este multimea tuturor obiectelor;

S={S, j=1. ......, njeste multimea tuturor sferelor din reprezentare;

BO; este frontiera (marginea) obiectulut O,.

» Cazul plan

Se considera cazul mai simplu de reprezentare a corpurilor in spatiul 2D.
Obiectele vor fi poligoane convexe pentru cd existd metode cunoscute de a rezolva
problema impartirii unui poligon oarecare intr-o multime de poligoane convexe.
Problema devine insa complexa daca se urmareste Impartirea optima, spre exemplu,

obtinerea unui numar minim de poligoane convexe.
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Dat fiind obiectivul urmirit, de reprezentare a corpurilor printr-un corp de
forma unicd, in particular prin sfere, se studiazd modul in care se pune problema

acestei reprezentari la structuri plane, adica la acoperirea poligoanelor convexe prin

cercurl.

¢+ Acoperirea unui poligon cu un cerc

Se pune problema gasirii unui cerc ce acopera toate varfurile poligonului.
Pentru a fi optim, cercul trebuie si fie cdt mai mic posibil. Aceastd definitie
corespunde problemei cu un singur centru ce poate fi rezolvatd cu un algoritm ce
foloseste diagrama Voronoi si care este mult utilizat in problemele de modelare pentru
planificarea miscérilor [70], [71], [72], {110}, {112].

Se poate insa folosi 0 metoda mai simplad bazata pe faptul cd cel mai mic cerc
trece prin cel putin doua varfuri ale poligonului. Astfel, se cauta cel mai mic cerc ce
include un poligon, existdnd, prin aplicarea acestei variante, posibilitatea de

accelerare a procesului de cautare (figura II1.34).

E

/Cmax

Fig.IIL. 34. Limitele razei celui mai mic cerc circumscris

Intr-un prim pas este calculatd perechea cea mai indepartatd de multimi de
varfuri. Aceasta pereche defineste diametrul d al poligonului si evident, dacé cercul
trece prin doua varfuri, diametrul va fi si cel al cercului si se va limita la punctele A s

B ce realizeazi perechea respectiva.
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Fie R=5 raza cercului. Dacd celelalte varfuri sunt continute de cerc,

problema este rezolvatd. Dacd nu, cel mai mic cerc circumscris va taia cel putin trei
varfuri, ale poligonului iar raza sa va avea valori in intervalul (Ry/3,R).

Limita inferioard este data de diametrul poligonului. Limita superioara
corespunde razei unui cerc Cpq, cu centrul in mijlocul dreptei AB si care trece prin
punctele £ si F. Acest cerc acopera toate punctele dar nu este optim.

Este evident cd un varf al poligonului in exteriorul cercului nu poate sa
existe daca distanta de la 4 la B este mai mare decét d pentru ci in felul aceste ar fi
contrazisad definitia diametrului poligonului.

In faza urmatoare, se incepe cautarea unei solutii din cadrul tuturor multimilor

de trei de varfuri posibile (triade). Fiecare triada defineste un cerc ce poate fi cel

optim. Mai intéi se verificd dacd raza r indeplineste conditia: R<r < R__ in care

<
Ry = RY3.

Daca nu se indeplineste aceastd conditie, solutia este respinsi. Daca se
indeplineste, atunci se verifica dacd toate varfurile sunt acoperite. In acest din urma
caz Rnq 1a valoarea razei ultimului dintre cercurile acceptate, care va reprezenta
cercul solutie cu cea mai micd dintre razele gasite pana la etapa respectiva. Repetarea
acestui proces de mai multe ori va conduce la solutia finala.

In principiu, pentru valori »<20 numdrul de triade de varfuri care se
cerceteazd pe parcurs are expresia: (n’- 3n’ +2n)/16. Pentru valoarea n=20 se obtin
1140 de operatii, ceea ce este perfect acceptabil.

J

¢ Acoperirea unui poligon cu mai multe cercuri

Problema care se urmaireste este gradul de acoperire. Problema se poate
formula astfel:

Se dau n puncte intr-un plan. Sa se gaseascd p puncte inlocuitoare, oriunde in
plan, astfel ca sa se minimizeze distanta maximd de la un punct dorit la cel mai
apropiat inlocuitor al sdu.

Rezolvarea ia in considerare modificarea enuntului, pe baza unei probleme
mai restrictive din teoria grafurilor §i anume:

La o multime datd de puncte §i cercuri in plan sd se determine modul de

aranjare a cercurilor astfel incdt sd acopere toate punctele.
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Se urmdreste deci gésirea unei reprezentari exterioare pentru un poligon prin
intermediul unei multimi de » cercuri. Razele si localizarea cercurilor trebuie alese
astfel incét reprezentarea rezultatd si acopere marginile poligonului, adica laturile
sale. Pentru aceasta se vor imparti laturile poligonului pentru a se obtine n zone
disjuncte sl se va acoperi fiecare zond cu un singur cerc. O astfel de zona a frontierei
este definitd printr-o multime de puncte numite /istd de puncte. Fiecare punct al listei
trebuie sd fie varf al poligonului cu exceptia capetelor listei care pot fi puncte oriunde
pe o latura.

Pentru a acoperi una din aceste liste cu un singur cerc, tot ce trebuie facut este
de a aplica algoritmul descris in cazul cercului unic.

Metoda prezentatd este secventiald si urmdreste calculul reprezentarii
exterioare a unui poligon folosind un numér » de cercuri. Aceastd reprezentare se face
prin modificarea reprezentdrii a n-/ cercuri. Lista cea mai defavorabila este selectata
si impartita in alte doud subliste. Noua reprezentare, a n-a, este formatd prin inlocuirea
cercului reprezentat de lista veche necorespunzdtoare cu cele doud cercuri
corespunzand noilor subliste. Fiecare noud reprezentare va trebui sd fie mai buna
decét cea precedenta (figura II1.35).

Problema alegerii celei mai defavorabile liste este o problema de decizie ce
implica definirea unui criteriu care si evalueze reprezentarea $i si decida continuarea

divizarii In alte subliste sau nu.

</

Fig. I11.35. Sirul reprezentarilor celor mai defavorabile liste
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% Algoritmul acoperirii poligonului

Odatd realizatd reprezentarea exterioard prin includerea frontierelor,
metoda se poate extinde la intregul poligon, ce poate fi acoperit cu o multime de

cercurl.

ol

x\/“—/—’//

(
6

N Z ,/—\“/“ \

S A

Y ¢S
(= (%

N

Fig I11.36. Sirul reprezentdrilor celor mai defavorabile cercuri

Pentru aceasta, se imparte intregul poligon in n zone convexe. Fiecare zona va
fi acoperitd cu un cerc prin algoritmul cercului unic. Realizarea reprezentarii cu un
numdr dat de » cercurl urmeaza aceeasi procedurd secventiald ca in cazul anterior: n
cercuri se obtin imbunétatind varianta cu n-/ cercuri.

Se incepe cu un singur cerc, se imparte poligonul in 2 parti, se obtin 2 sub-
poligoane ce sunt acoperite cu 2 cercurl formand Apoi, se selecteaza cel mai
defavorabil dintre aceste sub-poligoane, care se divide in alte doud sub-poligoane, si
se continua in acelasi mod.

in figura II1.36 se poate urmari acest proces pentru un poligon oarecare. In
fiecare desen este indicat cercul care acopera cel mai defavorabil poligon.

Se observd ca acest caz este tratat ca si cel anterior pentru reprezentarea
exterioard. Doar ci in cazul precedent algoritmul de referd la /iste iar in acest caz, la
poligoane. Metodele se diferentiaza atat prin criteriul de alegere a listel, respectiv al

poligonului cel mai defavorabil cét si prin metoda de divizare folosita.
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> Extensia algoritmului de acoperire in 3D

Problema acoperirii spatiului prin intermediul sferelor se refera, in principal, la
acoperirea completd a spatiului §i nu la utilizarea unei sfere ca mijloc de reprezentare
aproximativd a unui obiect geometric. Din studiul geometric al acoperirii diferitelor
tipuri de corpuri s-a observat ca cel mai general caz a fost cel al cilindrului, din care
prin relatii specifice se pot studia si alte forme de corp. De aceea studiul topologic cu
cel mai inalt grad de generalitate se refera doar la cilindru. De altfel si programele

create pentru reprezentarea prin sfere dezvoltd alte forme de corpuri pomind de la

cilindru [148], [149].

s Acoperirea unui corp solid cu un cilindru

In teoria multimilor, sistemul de multimi S, S5, ... se presupune ca acopera

multimea O, dacé:

NS 50 (11.2.94)

adica, daca orice element al lui O apartine cel putin uneia din multimile S;, S», ...

Se considerda O o multime de puncte in spatiul euclidian tridimensional si se
restrdnge conceptul de acoperire obligand multimile Sy, S», ..., s@ formeze un sistem
finit de translatate ale unei multimi unice K. Multimea tuturor punctelor formei k+a,
unde k e K iar a este un vector fix, este translatata lur K de vector a. Se nota aceasta
translatatd cu K+a.

Definitie. Un sistem de translatate K+a; (i=1, 2, ...) al unei multimi K prin
sirul de vectori ay, as, ... formeazd acoperirea unei multimi O, dacad fiecare punct al
lui O se afld in cel putin 0 multime a sistemului.

Daca vectorii aj, as, ... sunt o enumerare de puncte ale unei retele, acoperirea
se numeste refea de acoperire sau refea. Pentru simplificare se numeste o acoperire
cu K orice acoperire cu translatate ale lui K.

S-a demonstrat [7] ca: O retea de acoperire in spatiul (n+1)dimensional se

poate obtine dintr-o retea in spatiul n-dimensional.
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Daca acoperirea in acest spatiu este alcatuitd din translatate ale multimii C,
acoperirea in spatiul (n+/) dimensional este construitd prin intermediul cilindrilor
generalizati avnd-o pe C ca baza. Ulterior cilindrii sunt inlocuiti cu sfere si astfel se
obtine o acoperire avand ca multime generatoare pe K, compusi numai din sfere.

Conceptul de cilindru vine de la conceptul de produs cartezian a doua multimi.
Astfel, dacd F este o multime in spatiul m-dimensional, iar G o multime in spatiul n-
dimensional produsul cartezian intre F 5i G este definit in spatiul (n+m)- dimensional,

se noteaza cu F'x G, iar multimea punctelor sale este: (x,,x,,...x, , ¥, ¥,,.....y, ) unde

(x),%5,.x,) € F (Vs Vyr¥)EG.

Se poate numi acest produs cartezian, cilindru generalizat, deoarece urmeaza
procedeul de construire a unui cilindru.

Se presupune cd multimea corpurilor ce urmeaza a fi reprezentate se poate
descompune intr-o noud multime formatd din obiecte mai simple: (O, i=1, .., m} ,
astfel incat fiecare obiect poate f1 generat de translatia prin baleiere a unei multimi
convexe plane.

Astfel, un obiect O; este produsul cartezian B, x H,, , unde B, este un poligon
convex, lar H; este un segment de dreapta perpendicular pe planul lut B, si avand un
capdt in acest plan. Se subintelege cd se atribuie numele de obiecr. acestui tip
particular de constructie.

Conform definitiei, o reprezentare exterioard a obiectului solid O trebuie sa
acopere suprafata care il limiteaza. In cazul translatiei prin baleiere, aceasta suprafata
numitd acoperire constd din doud categorii de suprafete: suprafata multimii
generatoare 2D notatad cu B si noile suprafete laterale generate in timpul translatani
prin baleiere a lui B. Cele doua suprafete formatoare sunt denumite: baza obiectului,
respectiv margini.

O prima observatie legata de solutia constructiva poate {1 interpretata astfel:

Marginile obiectului  sunt rezultatul translatiei laturilor poligonului
generator, deci, dacd existd o multime de cercuri care acoperd toate laturile in plan,
procesul de baleiere va produce acoperirea marginilor obiectului tridimensional prin
cilindrii ce au aceste cercuri ca baze.

Astfel, prin generalizare se poate stabili, cd fiind dat un poligon convex B si 0
acoperire C pentru frontierele sale, solidul generat prin translatia de baleiere a acestui

poligon realizeazi o acoperire a suprafetelor laterale a corpului prin acoperirea
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reprezentata de cilindrii ce au pe C ca bazi. In mod identic se poate gasi o acoperire

pentru intregul volum corespunzitor lui B.

*» Acoperirea cilindrilor cu sfere

S-a reusit acoperirea frontierelor unui obiect prin cilindrii, dar scopul final este
sé se utilizeze numai sfere. In plus, apare o alta problema legata de faptul ca cele doua
capete ale obiectului, inferior §i superior, nu sunt inci acoperite.

Se urmareste modalitatea de acoperire a cilindrilor cu sfere.

=
V
<

( a/?&/
G

NS

Fig.111.37. Acoperirea unui cilindru cu sfere

O multime de cilindri a fost definitd pentru a acoperi suprafetele laterale ale
unui obiect. Obiectul are ca elemente generatoare un poligon B si un segment de
dreaptd H. Toti cilindrii au acelasi segment generator /, dar fiecare isi are propriul
cerc generator C;. Pentru a acoperi doar un singur cilindru cu un numar » de sfere, se
poate proceda astfel conform figurii II1.37:

Fie r; raza cerculut de bazd C;, 4 ndltimea sa (care reprezinta lungimea

. h
segmentului H), .4; un punct localizat la distanta d = > de centrul C, pe segmentul
n

H, iar a vectorul cu originea in C; si capatul in 4,.
Astfel poate fi definita sfera S; cu centrul in A4; si raza R, ce satisface relatia:

R? = r,2 +d* . Se poate usor demonstra ca sistemul de translatate S,+a; (j=/, 2, .., n)

{
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formeaza o refea ce acoperd cilindrul cu S,, unde sirul de vectori {a;} este definit de
vectorul a ca: aj=(2j-/)a, (j=1, 2, ...n).

Ca si corolar al acestui rezultat, se poate stabili urmitoarea consecinta:

Frontiera laterald a unui obiect translatat prin baleiere este acoperiti de
sistemul K+aj, unde K este multimea compusa in intregime din sfere {S, i=1, 2,..m}.
Vectorul a; si sfera S; sunt definite ca mai sus, fiecare S, fiind asociat cu un cilindru si
un cerc C; din multimea { C,, i=/, 2, ...m} care formeaza acoperirea 2D a poligonului
generator B.

Se observd cd a si secventa a; sunt aceleasi pentru toti cilindrii chiar daca
sferele S; au raze diferite. Numdrul total de sfere acoperitoare este m.n.

Pentru cazul cind se utilizeazd o singurd sfera pentru acoperirea marginilor
unui obiect (m=n=1), se poate arata simplu ca aceasta sfera include integral obiectul.
Prin definitie, ea acoperd marginile obiectului. De fapt, aceasta insecamna ca sfera
include cilindrul definit de C;, iar acesta include toate suprafetele laterale. Dar,
deoarece in plus, C; include poligonul generator al obiectului, inseamna ca el include
intreg obiectul, chiar si cele doua capete inferior $i superior, ceea ce revine la a afirma

ca sfera acopera intregul solid.

s Reprezentarea capetelor (superior si inferior)

Problema care se pune este de a acoperi suprafetele de bazé ale obiectului, cea
superioard si cea inferioard. Acestea fiind echivalente din punct de vedere al
constructiei, referirea se va face doar la cea superioara.

Frontiera superioara a unui volum translatat este suprafata inchisa de laturile
poligonului convex generator. Cum o acoperire cu un set de cercuri {C, i=/, 2, ..m}
este valabild pentru intregul poligon, o acoperire pentru frontiera superioard a
solidului poate fi simplu obtinutd cu un set de sfere, in locul fiecarui cerc C;
considerdndu-se sfera cu acelasi centru §i aceeasi raza.

Acoperirea frontierelor superioard si inferioard, aldturi de acoperirea celor
laterale, completeaza reprezentarea exterioara.

Dar, in anumite cazuri, pentru a pastra cele trei caracteristici ale acoperirii si
anume si fie perfectibild - echilibratd - optimd, un nou tip de acoperire trebuie
introdusa.

In locul acoperirii frontierelor unui obiect cu un singur sistem de translatate de

K+a;, se impart fetele laterale in trei zone §i se acoperd independent fiecare dintre ele.
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Se acordd mai multd atentie zonelor adiacente cu cele doud capete ale corpului,
impartindu-se obiectul prin tdiere cu doua plane paralele cu cele doua capete sale si pe
care le vor inchide. Astfel, se definesc doua fasii, care vor fi numite caperele
obiectului. Se va studia doar unul singur dintre ele, presupunidnd ca ceea ce este
valabil pentru unul este valabil si pentru celilalt.

Astfel, reprezentarea exterioard este compusa din trei acoperiri diferite (figura
I11.38), cdte una pentru cele doud capete (superior si inferior) si una pentru suprafetele
laterale. Reprezentarea pentru capete este identicd cu cele descrise deja pentru
obtinerea reprezentarii frontierelor laterale. Este evident ca cele doud acoperiri difera
intre ele prin sistemele K+a;. Adicd, multimile lor de sfere {S, i=/, .., m}, multimile

lor de cercuri {C; i=1, .., m} si vectorii lor din retea a; sunt diferiti.

Fig. I11.38. Exemplu de reprezentare exterioard

> Calitatea unei reprezentari

In teoria matematicd singurul parametru pentru determinarea calitétii
acoperirii este densitatea. Pentru acoperirea unui spatiu prin sistemul K+aj, densitatea

p(K+a;) este descrisd ca limita raportului dintre suma masurilor acelor multimi
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apartindnd sistemului de translatate cere se afla intr-un cub urias si masura acestui
cub, daca el tinde spre infinit..

Poate fi ardtat ca: daca multimea K este mdrginitd si are mdsura pozitiva, si
daca sistemul de translatate K+a; formeazd o acoperire, atunci: p (K+aj) >/

Densitatea oferd insd, doar informatii despre cat de optima este acoperirea,
adicd, cu cét densitatea este mai mare, acoperirea este mai compacta, iar numarul
sferelor este mai mare.

Problema care intereseaza este si ct de bine este aproximatd forma obiectului
prin intermediul sferelor. Ideea de baza , pe care se sprijind toate notiunile si
definitiile ce urmeaza este aceea ca: calitatea unei reprezentdri se poate aprecia din
madsura multimii eroare E.

Aceastd multime se compune din punctele Q ce apartin unei anumite sfere a
acoperirll, dar nu sunt continute in nici unul din obiectele reale. Adica: QeF daca si

numai daca:

38eS8/Q0e§;s1 Vi(i=1,2, .m) Qg Q. (111.2.95)
Sau mai simplu: QeSs1 Q0 £ 0

Sau doar: £=S-0

unde:

O=(0, i=1,...m) este multimea tuturor obiectelor

S=(S;, j=1....n) este multimea tuturor sferelor din reprezentare.

Ideea intuitivd pe care se bazeazd aceastd definitie a lui £ este aceea ca
multimea erorilor caracterizeazd discrepanta dintre reprezentare si obiectele reale,
astfel incdt o masurd a dimensiunii sale serveste la cuantificarea calitétii reprezentarii.
Este evident cd cu cat reprezentarea contine mal multe puncte care nu apartin in
realitate obiectului, cu atdt este mai grosolana calitatea reprezentérii. Cea mai exacti
reprezentare ar fi cea in care multimea erorilor ar fi nula [6], (8], [15, [16.

Cand se cautd o masurd a multimii £, foarte intuitiv ar fi un volum potrivit
necesitatilor reale. Totusi, unele volume nu oferd siguranta cd s-a realizat o
reprezentare cu un grad inalt de confidentd. Astfel, pot exista doud reprezentéri cu
acelasi volum al erorii, dar care sd difere semnificativ in privinta calitatii

reprezentdrii.
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Spre exemplu, in cazul (a) din figura I11.39, forma obiectelor este mai putin

bine aproximatd decat in cazul (b), desi multimea erorilor are volume similare.

/f\> e
N4
~_

(a) (b)

Fig.J11.39. Volumul, ca mdsurd a erorii

Motivul acestui aparent paradox este ca, desi dimensiunile obiectelor sunt
comparabile, formele lor sunt total diferite, ceea ce face ca reprezentarea lor, cu un
singur cerc in ambele cazuri, s aibd calitati diferite.

In locul volumului, ca masurd a multimii erorii, s-a introdus coeficientul &
avand unitati de lungime. Coeficientul de acoperire & poate fi descris ca raportul

dintre volumul multimii eroare si suprafata frontierei acoperite a obiectului:

_ Vol(E)
- Supraf (BO,)

(LI1.2.96)

unde:

E; este multimea erorilor corespunzétoare obiectului BO;

BO; este frontiera exterioard a obiectului ce se acopera.

Aceastd definitie corespunde erorii medii a distantei cdnd se aproximeaza
frontiera exterioara a obiectului real fatd de frontiera reprezentaril.

Definitia (I11.2.96) a lui 6 poate fi folositd si pentru acoperirea partiald a unui
obiect. Daca se considera fiecare portiune in care obiectul a fost impartit asa cum s-a
prezentat anterior, si se determind acoperirea pentru fiecare din ele, atunci in fiecare

caz in parte se poate aplica conceptul & pentru a obtine céte o acoperire partiald.

122

BUPT



Reprezentarea geometrica

In plus, dacd se asociazi fiecdrei portiuni din suprafata solidului céte o
multime de sfere care o acoperd, atunci se poate usor defini multimea eroare pentru
aceastd acoperire locald prin intermediul coeficientului & care di informatii asupra
calitdtii sale. Aceasta capacitate de a defini partial calitatea reprezentirii este esentiala
atunci cdnd se urmdreste realizarea unei reprezentiri echilibrate, adica ofera
posibilitatea de a decide care dintre partile reprezentrii contribuie mai mult la eroarea
de reprezentare .

O altd problema care se pune este de a preciza de ce nu s-a considerat o
marime adimensionald, in locul coeficientului de acoperire &, care sd nu depindi de
dimensiunile reale ale corpului. Aceasta alegere poate fi argumentata prin faptul ca 6,
care are dimensiuni de lungime, poate oferi informatii absolute §i nu relative asupra
marimii obiectului. Deci, un obiect mai mare va f1 asociat cu un & de valoare mai
mare decét un obiect mai mic, chiar daca ambele reprezentari sunt la fel de precise in
raport cu formele reale ale fiecarui obiect in parte.

Ceea ce se doreste nu este realizarea unei reprezentari absolute a unui obiect
izolat, ci madrirea preciziel reprezentdrii unut obiect, acest lucru depinzidnd de
legdturile sale cu restul obiectelor inconjurdtoare. Dacd se priveste din punct de
vedere al planificarii miscarii, rezultd cad in reprezentare sunt foarte importante
distantele absolute dintre obiectele-roboti si obiectele-obstacole, aceste distante
influentand reprezentarea unui anumit obiect la un anumit moment.

Totusi pentru a sti in ce mésurd obiectul se apropie de reprezentarea sa fara sa
se ia in considerare dimensiunile sale, ar trebui definit un parametru de apreciere
adimensional prin impartirea lui 6 cu o distantd care sa fie caracteristicd marimii
obiectului in cauza (aceasta distanta ar putea fi consideratd diametrul celei mai mici

sfere circumscrise).

» Erorile reprezentarilor plane

Este evident cad definitia multimii erorilor £, introdusd pentru cazul
acoperirilor prin sfere, poate fi adaptatd oricérui tip de obiecte, indiferent care este
natura lor si figura geometricad ce std la baza multimii de acoperire. Deci, daca
definitia lui & este extinsa la cazul plan, trebuie consideratd o suprafatd ca masurad a
multimii erorilor si si se impartd marimea sa la lungimea frontierei acoperite,

rezultand o relatie similar cu (I11.2.96) dar avand la numaérator o arie iar la numitor o
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lungime. Coeficientul de acoperire astfel introdus pentru un obiect plan O; care ale

frontiera BO; s multimea erorilor E; pentru reprezentare, se noteaza &

. Supraf (E))

= [11.2.97
Lung(BO,) ( )

Un coeficient local de calitate € .oy poate fi considerat pentru a masura
calitatea unei acoperiri partiale prin intermediul unui singur cerc pentru o portiune a

frontierei poligonului (figura I11.40):

Elocal = F (111.2.98)
Lung listei( ABCD)

unde:
F este suprafata din figurad

AB+BC+CD este lungimea listei de puncte

Fig.I11.40. Coeficientul de calitate € jocal

Pentru un poligon intreg, coeficientul se calculeazd in mod identic
(figuraIll.41), adunand diferitele suprafete eroare §i impartind cu perimetrul
poligonului. Deoarece se foloseste aceasta masurd atat pentru reprezentarea
frontierelor laterale cét si pentru extremitati, se vor folosi in continuare pentru acestea

e . C . b
notatii similare cu cele de la reprezentarea geometrica: & ex, respectiv € gy .
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Fig.II1.41. Coeficientul de calitatee pentru un poligon complet

+* Erorile reprezentirii suprafetelor laterale si capitului superior

Acoperirea suprafetei laterale pentru un obiect tridimensional s-a prezentat
anterior. Pentru calculul calitatii acestei acoperiri se considerd coeficientul d,.4 pentru
o multime de sfere apartindnd unui singur sistem de translatate S,+a; (j=1/, 2. ...n)
corespunzand unui cilindru cu cercul de baza C..

Sunt insi necesari si alti doi parametrii:

e Erorile datorate cilindrului ce acopera frontierele laterale (figura I11.42);

e Erorile datorate sferelor sistemului Si+aj, ce acopera cilindrul (figura [11.43).

-/

/

[ B By

Fig.II1.42. Erori datorate cilindrului ce acopera suprafetele laterale

Eroarea de reprezentare este cuantificatd prin coeficientul local al calitatii.

Acest coeficient este definit ca raportul dintre multimea erorilor cilindrilor (figura
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II1.42) si suprafata laterala a corpului. Se poate simplu percepe ca acest coeficient
este coeficientul £ pentru C,. In acest caz particular, addugind dimensiunea 4 relatiei

de definitie a lui &, aceasta conduce la €. Astfel, acesta devine &',

. ! .

Un alt parametru local, numit § ', se introduce pentru a calcula eroarea care
existd intre sfera acoperitoare si cilindrul acoperit (similar studiului geometric al
acoperirii). Acesta poate fi de asemenea definit ca raport dintre multimea de erori a

sferelor (considerate acoperirea cilindrului) si suprafata laterala a cilindrului acoperit

(figura I11.43):

5 - F-L R*-r

, =
o h-l 3r

(I11.2.99)

in care: F este suprafata prezentata in figura
L este lungimea curbei descrisé@ de centrul sdu de greutate G
[ este lungimea segmentului de cerc prezentat
R este raza sferelor S,
r este raza lui C.
De mentionat cd acest & ! care este un parametru cu caracter local, nu se modifica

daca se iau in considerare toate sferele din sistemul S,+a;.

Fig.111.43. Erori datorate sferelor din S,+ay, ce acoperd cilindrul

Pentru intreaga acoperire a frontierelor laterale & ’e_v, este practic echivalent cu

¢ din cazul plan, fiind dat de:
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(111.2.100)

ambele sume din relatia (II[.2.100) fiind extinse la intregul sistem de multimi {S,+a;,
i=1, 2, .m j=1, 2 ..n}.

Toti acesti coeficienti pot fi definiti exact in acelasi mod pentru capitul
superior. Ei caracterizeazd in egald masura reprezentarea diferitelor portiuni. Este si
aceasta o cale de a aprecia contributia componentelor reprezentarii la calitatea totala a
acesteia.

Se vor utiliza astfel pentru reprezentarea frontierelor laterale 51”,- tar pentru

capatul superior & bsup .

+* Eroarea reprezentirii capatului inferior

Acoperirea capatului inferior este caracterizatd printr-un parametru distinct
numit o b'"fex, ce cuantificd calitatea reprezentdrii sale. Se poate determina in mod
similar cu definirea generala a lui 6. Uneori acest parametru poate conduce la
rezultate incorecte. Spre exemplu, dacd acoperirea frontierei laterale sau a capatului
superior al obiectului acoperd partial si capatul inferior, atunci se produce un efect
nedorit.

In acest caz, eroarea de reprezentare este datd de acea parte din reprezentarea
acoperirilor pentru suprafetele laterale sau/si a capdtului superior care acopera si
capatul inferior i nu din reprezentarea propriu-zisa a acestuia. Pentru a rezolva acest

5% virtual )

inconvenient, se introduce un nou cuplu de coeficienti locali
virtual, care isi mentin definitiile generale dar care se referd doar la sferele care
acopera partial capatul inferior.

Procesul descris justificd introducerea reprezentdrii specifice pentru capatul
superior si poate fi perceput din figura II1.44. mbunatatirea acoperirii frontierelor

laterale prin folosirea mai multor sfere conduce la inrdutitirea acoperirii capatului

inferior.
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<
p_

/ﬁ\ //—\\‘/\

-
>
N
Fig.I11.44. [mbundtdtirea acoperirii suprafetelor laterale prin folosirea mai multor

sfere inrdutdteste acoperirea capdtului inferior

De fapt, cu cat mai buna este prima acoperire, cu atat mai deficienta este cea

de a doua.

co)y, T
W =
= )
o

-

Fig.I11.45. Acoperirea suprafetelor laterale §i a capetelor

Unica solutie pentru remedierea acestei deficiente este addugarea mai multor
sfere multimii generatoare K pentru sistemul K+aj, dar astfel s-ar produce o falsa
crestere a numdrului sferelor din reprezentare. Solutia ar putea fi utilizarea unor

acoperiri speciale pentru capete, caz in care numdrul sferelor s-ar reduce, dar

acoperirea ar fi imbunatatita (figura I11.45).
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<+ Eroarea totala

Este evident cd este necesar un parametru ce poate evalua calitatea ansamblului
reprezentdrii. In acest scop este utilizat coeficientul & 1, definit ca raportul dintre
multimea erorilor pentru toate sferele reprezentdrii si intreaga suprafatd exterioara a
obiectulul. Acest parametru poate fi utilizat si pentru a verifica convergenta unui gir
de reprezentdri care tinde spre limita de eroare zero.

Definitiile marimilor anterior introduse pentru caracterizarea unei acoperiri sunt
destul de simple cu exceptia calcului volumului reuniunii sectoarelor de sfere. fapt
care a fost scos in evidentd la prezentarea geometricd din capitolul II1.2.2. Pentru
acesta a fost elaboratd o metoda simpla de calcul al coeficientilor de acoperire.

Si anume, pentru acoperirea frontierei laterale si a capatului superior problema a
fost rezolvatd prin impartirea multimii eroare in doud submultimi: una care contine
toate punctele din interiorul cilindrilor si cealalta care contine restul punctelor.
Volumul multimii acoperire poate fi simplu calculat pentru cd se observa ca ultima
din cele doud submultimi este formatd din sectoare sferice care nu se intersecteaza
intre ele si deci calculul volumului se realizeaza simplu.

Pentru calculul coeficientilor de calitate a acoperirii pentru capétul inferior se
foloseste o metoda aproximativa. In loc sa se lucreze cu multimea eroare reala, se
calculeazd volumul unei multimi noi imaginare. Aceasta este definita ca o compactare
extrem de densd a acelorasi sectoare care compun multimea originala. Volumul sau
este mai mic decat reuniunea volumelor sectoarelor componente reale, dar mai mare
decat suma lor. Este important de mentionat ca notiunea de compactare exclude prin
definitie intersectiile si considera densitatea unitard, ceea ce este echivalent cu
neglijarea totald a spatiilor inter-sectoare. Prin acest procedeu, suprafata acoperire este

in mod corespunzator largita, dar pastreaza valoarea lui 6 jorar

> Sistemul expert de sfericizare

Se pune problema modului in care o reprezentare exterioara poate fi

imbunatatita astfel incdt si rezulte o precizie mai mare §i o reprezentare mai
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echilibrata dar sd@ se mentina in acelasi timp numarul sferelor constant. Procedeul este
euristic in ceea ce priveste tehnica utilizatd pentru impartirea poligoanelor.

Se utilizeazd un principiu secvential in sensul cd fiecare noua reprezentare o
imbunatateste pe cea precedentd. Efectul unei astfel de actiuni este de a substitui unei
multimi de sfere o alta, cu un numar mai mare de sfere noi, care si micsoreze
portiunea din reprezentare careia ii era asociata prima multime si astfel sa produca o
reprezentare mai corecta.

Deci, problema se pune in principiu astfel: considerdnd pentru inceput o
reprezentare caracterizatd de o mulfime de coeficienti de calitate, sa se aleagd aceea
dintre toate actiunile posibile, care va duce la cele mai bune reprezentiri. Solutia
propusd se bazeaza pe un sistem euristic, numit sistem expert de sfericizare a carui

sarcind este sd decida ce actiune este mai eficienta intr-o situatie data.

«* Cazul bidimensional

Au fost prezentate doud metode de calcul a acoperirilor prin cercuri ale
marginilor unui poligon si a intregii sale suprafete. Ambele metode sunt bazate pe
divizarea in portiuni si sub-divizarea 1n continuare a acelor portiuni considerate cele
mai defavorabile.

In cazul impartirii conturului poligonului, detalierea acestui procedeu presupune
impartirea acestuia in laturi eficace, care inlocuiesc laturile lor reale. Daca unghiul
dintre doua laturi vecine este mai mare decit o anumita valoare (spre exemplu 135%in
exemplul considerat) aceste laturi sunt considerate ca facand parte din aceeasi latura
eficace.

Pentru a justifica aceastd decizie trebuie sd se considere ca valabila afirmatia ca:
Dacd se atribuie 0 anumitd eroare suprafetei unei pdrti dintr-un poligon in 2D, va
trebui atribuitd aceeagi eroare fiecdrei laturi a poligonului.

De asemenea trebuie sa se {ind seama de faptul ca atunci cand este manevrat un
obiect operatorul nu se informeaza despre toate laturile, laturile sau fetele sale, ci ii
este suficient daca are informatii despre un model global al obiectului respectiv.

Este important si se mai facd o observatie: procesul de construire a unei
imagini pentru un obiect dat este un proces ierarhizat, ceea ce revine la a hotari daca
este necesara o reprezentare foarte complexa sau doar una care satisface necesitatilor

reale.
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Pentru exemplul din figura 111.46, poligoanele (a) st (b) au forme foarte
asemanatoare, dar (a) este un triunghi iar (b) are unsprezece laturi, ceea ce indica
faptul cd nu exista o relatie foarte stransa intre forma obiectului s numarul laturilor
sale. Rezultd ca pare a fi un criteriu bun acela de a asocia 0 zona de eroare pentru
fiecare laturd a triunghiului ca in figura I11.46 (c), dar se pune problema eficacitatii
desemndrii acestor zone pentru toate cele unsprezece laturi din figura 111.46 (b).

Prin introducerea notiunii de latura eficace vor rezulta numai trei astfel de laturi,

(figura I11.46 (e)).

(b)L ©
NN
NEAINYY. Y,

(d) 7 (e)

Fig.111.46. Laturi eficace

N
\

\

}

Deci, conceptul de laturd eficace permite dezvoltarea notiunii de zond lateralc a
unui poligon, care este independentd de numarul laturilor sale.

Aceastd problema devine esentiald in cazul poligoanelor generalizate (ale caror
laturi sunt linii curbe), deoarece laturile curbe se vor aproxima printr-o multime de
laturi drepte si varfuri.

Un grup de laturi eficace definesc o /istd, fiecare din acestea fiind acoperitd de
un singur cerc. Pentru fiecare laturd eficace existd o zona circulard asociata, in sensul
cd aceastd zona acopera latura respectiva.

Existind o anumitd acoperire pentru intregul poligon, este definita lista cea mai
favorabila ca fiind aceea care contine cea mai rea latura eficace. Aceastei laturi 1i este
asociata portiunea de cerc de suprafatd maxima. Lista selectatd va fi impartitd prin

tiiere, prin acel punct al laturii celei mai defavorabile care este definit de jumatatea
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unghiului corespunzitor arcului de cerc subintins de latura respectiva in calitate de

coarda.

Fig.I11.47. Alegerea primelor doud puncte de taiere

In figura I11.47 exista o singura lista, cele mai defavorabile laturi eficace fiind
nr. [ (G, A, B) sinr.3 (D, E, F). Cum prima lista este circulard, sunt necesare doua

puncte de taiere: H si /.

Fig.II1.48. Noua selectare si impdrtire

Astfel rezultd noi sub-liste (figura 111.48): (H, B, C, D, E. Dsi (I, F, G, A, H)
acoperite cu 2 cercuri. Cea mai defavorabila listd este acum (/, F, G, H) deoarece cea

mai defavorabila latura eficace este (B, C, D). Punctul J defineste o noua subdiviziune

st deci o noua reprezentare.
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Algoritmul laturii eficace da in general rezultate bune S-a demonstrat ca se
implementeazad in mod nesatisfacadtor pentru poligoane regulate cu numarul de laturi
n>8. La un astfel de poligon este simplu de observat ci toate unghiurile dintre doua
laturi adiacente sunt mai mari ca 135°.

Deci, conform definitiei laturii eficace, intregul perimetru al poligonului,
formeaza o singurd astfel de latura. Ori, pentru a implementa algoritmul este necesar
sa existe cel putin doua laturi pentru a putea incepe procesul de impartire.

Ar putea f1 analizatd posibilitatea de a micsora valoarea acestui unghi limita de

-~ Q

360

135" dar aceasta ar insemna sd se considere un unghi [ =180" - care ar

n
conduce la un numér de laturi eficace egal cu », fiecare cu multimea eroare aferenta.
In orice caz, poligoanele regulate cu multe laturi se adapteazd cel mai bine
reprezentarii prin cerc unic, ceea ce face sd nu fie necesard utilizarea mai multor
cercuri.

Pentru stabilirea algoritmului acoperirii suprafetei unui poligon, metoda este

identica (figura I11.49).

v

()

B E

Fig. 111.49. Procesul impdrtirii in algoritmul acoperirii suprafetei poligonului

e

-

In acest caz cercul cel mai defavorabil este cel cu raza cea mai mare. Fiecare
sub-poligon este impartit printr-un segment definit de doud puncte. Aceste doua
puncte se afla pe cele mai defavorabile laturi eficace, care sunt acoperite de cercurile

cele mai defavorabile.

% Cazul tridimensional

Cazul este evident mult mai complex, incepandu-se cu o singurd sferd

exterioara si generdndu-se o secventa de acoperiri pentru fiecare reprezentare.
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S-a constatat la analiza anterioara a reprezentdrii exterioare a obiectelor in 3D
ca fiecare corp se reprezinta prin mai multe zone corespunzitoare frontierelor laterale
si capetelor,ceea ce s-a realizat §i geometric in capitolul 111.2.2. Astfel sistemul expert
de sfericizare trebuie sa ia decizii referitoare la secventa reprezentirilor.

Existd urmatoarele tipuri de acoperiri:

1. Acoperirea frontierelor laterale exprimata prin sistemul de translatate:
(Kewtay j=1, 2, .0y} (II1.2.101)

unde: K.y, este multimea sferelor de acoperire exterioard K{ex,={S[,,' i=1, 2 ..my iar

vectorul a'j este definit ca:

a'j=(2j-1ar+h; .u (111.2.102)
A h,
incare: a, = —u.

2n,

In aceste expresii, u este versorul directiel segmentului A prin a carui
translatie de baleiere se genereaza obiectul iar A reprezintd indltimea suprafetel
laterale.

In plus, multimea de cercuri {C'; i=1 2 ..myj reprezintd acoperirea
frontierelor poligonului care serveste drept baza pentru constructia acoperirii 3D.

N este numarul total de sfere din acoperirea laterald cu sistemul {Krka'i}. Este

evident ca :
NFEmny (I11.2.103)
2. Acoperirea capdtului superior se realizeaza in mod similar prin:

(K+a%; j=1, 2, ..ny) (I11.2.104)
unde: K;={S";; i=1, 2, ...mg}, iar:

a%=(2j-1)ag+hs.u (1I1.2.105)
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Multimea de cercuri de acoperire este: {C°, i=/, 2, ..m,}. N, este numirul

total de sfere din acoperirea capatului superior cu sistemul {K,+a*;}. Este evident ca :
Ni=m,. n, (111.2.106)

3.Acoperirea capatului inferior se realizeazd in mod similar cu cel descris

pentru capatul superior prin:

(K+a';j=1 2, ..ny} (11.2.107)
unde: K,={S'; i=1, 2, ...m;}, iar:

a'{=(2j-1)aj+h;.u (111.2.108)

cu:ra, =——u h =h +h,
2n
i

Multimea de cercuri de acoperire este: /C',; i=1, 2, ...m,}. N este numarul total

de sfere din acoperirea capatului superior cu sistemul {K,»+aii}. Este evident ca :
N,=m;.n; (II1.2.109)

In figura II1.38 sunt exemplificate diferite multimi de sfere care pot compune
o reprezentare, rezultdnd cad pentru realizarea unei reprezentdri oarecare este necesar
sa se deruleze urmatoarea succesiune de actiuni:

. Introducerea acoperirilor pentru capdtul inferior. In prima reprezentare o
singura sfera defineste K; iar N;= N,= 0 cu n;= my= /. Dupd un anumit timp
poate incepe procesul de acoperire {Kk+aki} (cu semnificatia k=i pentru
capatul inferior §i k=s pentru capatul superior).

. Introducerea acoperirilor pentru capdtul superior. In mod similar, la un

anumit moment acoperirea {K +a’)) poate fi introdusa. Aceasta revine la
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impdrtirea frontierei exterioare a obiectului in trei regiuni diferite: doua
capete si o parte centrala; {Kﬂ-a'j Ava fi redefinita.

) Modificarea multimii K;. Aceasta constd in marirea numarului de sfere din
multimea generatd pentru acoperirea frontierelor laterale. Aceasta actiune
este echivalentd cu modificarea multimii {C"}.

J Modificarea multimii K. Aceasta consta in marirea numarului de sfere din
multimea generatd pentru acoperirea capatului superior. Aceasta actiune este
echivalentd cu modificarea multimii {C°}}.

e  Modificarea multimii K,. Aceasta constd in marirea numarului de sfere din
multimea generatd pentru acoperirea capatului inferior. Aceastd actiune este
echivalentd cu modificarea multimii {C',}.

J Modificarea secventei {a'j}. O noud secventd de acest tip este definita.
crescand numarul vectorilor ce compun sistemul de translatate {K/+alj;j:],
2,”Jﬂ}.

J Modificarea secventei {a’}. O noud secventd de acest tip este definita.

crescidnd numarul vectorilor ce compun sistemul de translatate {K+a%; j=/,

2, ..ns .

+3» Structura sistemului expert de sfericizare

Realizarea unei reprezentari echilibrate si optime se poate obtine prin
detectarea zonei cu cea mal necorespunzdtoare reprezentare in scopul imbunatatiru
sale si a asigurarii posibilitatii de de a realiza o reprezentare cat mai exacta. Este de
mentionat faptul cd in timp ce reprezentarea unei zone se imbunatiteste, se poate
inrdutdti reprezentarea altei zone a obiectului. De aceea sfericizatorul trebuie sa
functioneze in structura unui sistem cu reguli riguroase.

Sfericizatorul foloseste principiul detectarii ariei reprezentarii cu cea mai slaba
calitate, pentru ca ulterior reprezentarea sa fie redefinitd. Coeficientii de calitate care
contribuie la luarea deciziilor sunt: &ex si &ew pentru frontierele laterale, 6%,y si
&P pentru capatul superior, respectiv 6", 5i &,y pentru capitul inferior §i S
care caracterizeaza intreaga reprezentare exterioara.

Procesul de sfericizare foloseste un algoritm pas cu pas, realizdnd generatii de

noi reprezentari ce sunt imbunatatiri ale celor anterioare. Prima reprezentare este cea
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in care intregul obiect este inclus intr-o singurd sferd. A doua reprezentare se va
obtine din aceasta aplicdnd una dintre reguli.
II1.2.3.2. Reprezentarea interioara

O sfera interioara este definitd ca fiind complet continuta de obiectul ce este

reprezentat. Adica:

VPeS, 30,e0PeO, (I1.2.110)
unde:

0={0, i=(l, ..., m)}este multimea obiectelor

S={S; j=(1, ...., n)} este multimea sferelor de reprezentare.

Se urmaéreste definirea unei multimi » de sfere interioare astfel incét ele sa
poatd fi privite ca o reprezentare interioard a multimii de m obiecte O. Reprezentarea
poate fi imbunatatita, astfel ca umplerea sa devina echilibratd si cea mai potrivita
pentru sistemul dat.

Aceasta definitie poate fi considerata o generalizare a conceptului de acoperire

cu sfere, daci este inlaturati conditia de intersectare:

NS, o0 S,nS, =C, (II.2.111)

unde multimea Cj poate fi vida sau nu.

Se vor presupune aceleasi restrictii asupra naturii corpurilor ca si in cazul
reprezentarii exterioare. Deci, in mod similar se va preciza sistemul de translatate {K
+ aj; j=1, 2,...} pentru a fi definitd reprezentarea interioard generalizatd, cdreia i se
asociaza notiunea de densitate pentru un obiect : p( K + a;).

Tinand seama de aceleasi restrictii ca In cazul acoperirii se poate scrie ca:

p ( K + a;) <1 fiind definita ca raport al masurii reuniunii multimilor de umplere si

masura obiectului.
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» Cazul plan
Problema mai simpla este cea a umplerii in spatiul bidimensional. Se poate
preciza existenta unei umpleri generalizate pentru poligoane prin intermediul

cercurilor, printr-un procedeu similar cu cel al acoperirii.

%+ Segmentele Voronoi si cercurile maxime

Pentru a realiza reprezentérii interioare este necesara prezentarea conceptului
de Diagramd Voronoi. Initial, o astfel de diagrama a fost realizatd numai pentru
distribuirea punctelor in spatiu in felul urmator:

Se presupune ca se studiazd multimea de puncte a;, a, st cd existd un
numdr pozitiv R astfel incat pentru orice punct x din spatiu se poate preciza un punct
a, din sirul anterior, a carui distanta |x-a,| fatd de x este mai mica decat R.

Fiecdrui punct a; 1 se asociazd multimea /J(a,) a tuturor punctelor x a caror
distantd de la a; este egald cu distanta minima la punctele lui {a}. In acest caz [Tay

este multimea punctelor x care satisfac relatia:
\x—a,|<‘x—al! J#i (111.2.112)

Se poate ardta ca multimea /7(a;) astfel definita, reprezintd un poliedru convex,
iar fiecare punct din spatiu care apartine cel putin unui astfel de poliedru s1 cel mult la
doud sau mai multe poliedre, este situat pe frontierele lor.

Astfel, diagrama Voronoi precizatd de sirul {a;} defineste o impartire a
spatiului in regiuni /7(a) care sunt asociate fiecarui punct ¢ astfel incdt regiunea
respectivd contine toate acele puncte din spatiu care sunt mai apropiate de a; decat
orice punct apartinnd sirului {a;} (figuralll.50).

Utilitateadiagramei Voronoi este evidentd pentru numeroase aplicatii. Astfel
pentru n puncte plasate intr-un plan real, a fost gasit pentru determinarea sa un
algoritm simplu, bazat pe metrica euclidiana. precizdnd cercul de diametru minim
care le cuprinde. Prin intermediul sdu se pot rezolva si alte probleme de geometrie:

cea mai apropiatd pereche de puncte, cel mai apropiat punct vecin, etc.
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Fig.I11.50. Diagrama Voronoi pentru o multime de puncte

In domeniul planificarii miscérii robotilor mobili, aplicatiile bazate pe
diagrama Voronoi sunt multiple. Pe baza sa s-a rezolvat problema drumului optim al
unui punct intre obstacole poliedrice; de asemenea ea este folositd la planificarea
traiectoriilor unui obiect Intr-un plan aplicand criterii euristice pentru a decide daca
miscarea optima este o translatie, o rotatie sau o miscare plan-paralela.

In domeniul reprezentérii corpurilor important este tipul de diagramd Voronoi
generalizatd. Pentru n laturi ale unui poligon convex, aceasta poate f1 definita ca
impartire a poligonului in » regiuni disjuncte /7, fiecare dintre ele fiind asociatd unei
anumite laturi L; a poligonului astfel incat toate punctele P care apartin acestei regiuni

sa se afle pe cea mai apropiata laturd. Adica:
II={P, d(P, L)< d(P, L), j=1, 2, ..., n} (IIL.2.113)
in care: d(P, L) reprezinta distanta euclidiand de la punctul P la dreapta suport a
laturii L.

Trebuie notat ca in cazul general unde succesiunea {L,} poate reprezenta orice
multime de segmente, se poate defini d(P,L,) ca distanta dintre P $i proiectia sa Q pe
dreapta suport a lui L;, dacd Q apartine lui L,; in caz contrar ea trebuie definita ca:

d(P, L) = min( d(P, 4), d(P, B)) (LI1.2.114)

unde: 4 si B sunt capetele segmentului L.
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Daca segmentele succesiunii L;, L, ...,L, formeazi laturi adiacente ale unui

poligon convex, definitia data pentru d(P,L,) este suficient.

Fig.111.51. Diagrama Voronoi pentru doud segmente

O alta diferenta intre cazul general si cel al poligoanelor este aceea ci in
ultimul caz regiunile Voronoi vor fi poligoane convexe. iar in cazul general anumite
portiuni ale frontierelior vor fi curbe. Conform definitiei parabolei, este evident ca
portiunile de diagramd corespunzatoare unui segment de dreaptd apartindnd unui

poligon si unui varf al altui poligon sunt segmente de parabola (figura II1.51).

. puncti .

N\

f‘?'-'- .

A
segment

e

—_—

Fig.I11.52. Diagrama Voronoi generalizata pentru un poligon convex

Dreapta comuna a doua regiuni Voronoi se numeste un segment Voronoi (V)

iar punctul comun a trei laturi punct Voronoi (figura II1.52). In cazul unui poligon

convex toate /7; sunt poligoane convexe
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Diagrama Voronoi are o proprietate importanta: multimea finitd de puncte

Voronoi este locul geometric al centrelor tuturor cercurilor tangente la cel putin trei

laturi ale poligonului.

Aceste cercurl sunt denumite cercuri maxime C;. Fiind calculate aceste centre,

segmentele Voronoi sunt ugor de gasit prin conectarea lor cu alte segmente de dreapta.

Teoremalll.17: Fiind dat un poligon convex, o multime finitd de segmente

din interiorul poligonului poate fi definita astfel incdt sd fie verificate conditiile:

1.

[\ 9]

LI

Pentru fiecare punct P apartindnd unuia dintre segmente, existd un cerc
C(P) cu centrul in P si tangent la cel putin doua laturi ale poligonului;
in plus acest cerc se afla complet in interiorul poligonului {cu exceptia
punctelor de tangenta).

Multimea infinitd de cercuri obtinute prin precizarea cite unui cerc
C(P) pentru fiecare punct P al segmentelor verificd faptul cid exista o
acoperire a poligonului prin intermediul cercurilor care sunt interioare
poligonului.

Aceasta este reprezentarea exterioard (acoperirea) perfectd si ea poate
f1 considerata limita unei reprezentari interioare (umpleri) generalizate

cu cercuri, cdnd numarul acestora tinde la infinit.

Definitie: Segmentele Voronoi reprezinta locul geometric al tuturor punctelor

interioare ce se afld la aceeasi distantd de cel putin doud laturi.

Segmentele Voronoi au urméatoarele proprietati:

1.
2.

(U8

Toate sunt portiuni ale bisectoarei a doua laturi de poligon.

Doua laturi de poligon adiacente definesc un segment Voronoi cu
originea in varful comun, care se va numi segment terminal.

Daca doud laturi nu sunt adiacente si deci nu se intersecteaza intr-un
varf comun, bisectoarea lor poate sau nu si contind un segment
Voronoi.

Segmentele Voronoi se intersecteazd in punctele unde se intdlnesc cel
putin frei segmente. Aceste puncte reprezintd centrele cercurilor

tangente la cel putin trei laturi de poligon.

Algoritm:

Pentru a construi un segment Voronoi se poate utiliza un algoritm bazat pe

urmatoarele considerente:
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Fie dat un poligon convex definit de cele p laturi ale sale L}, L,, ... ... L,

Pentru toate combinatiile posibile de trei laturi se cauti cercul tangent la

laturile respective. Centrul siu este punctul de intersectie al celor trei

bisectoare construite pentru trei perechi de laturi.

Se verificad cercurile astfel determinate pentru a se stabili care dintre ele se

afla in interiorul poligonului §i se elimini cele care nu sunt. Aceastad prima

multime de cercuri interioare va fi multimea de cercuri maxime C"={C, i=I,

2, ..my} si cu ajutorul ei se vor defini segmentele Voronoi. Centrele acestor

cercuri coincid cu intersectiile a cdte trei segmente Voronoi.

Deoarece fiecare centru al unui cerc maxim este asociat la trei bisectoare ce-1

definesc, iar un segment corespunde intotdeuna unei portiuni de bisectoare,

fiecare centru al unui cerc maxim corespunde intersectiei a trei segmente

Voronoi.

O bisectoare nu poate contine mai mult de un segment Voronot, existdnd doua

situatii posibile:

a) Daca bisectoarea incepe la un varf al poligonului, segmentul marginit de
un centru al unui cerc maxim are proprietatea ca cercurile tangente la
ambele laturi L, si L, nu pot fi mérite, fiind marginite de latura a treia L;

(figura 1I1.55)

Fig.II1.53. Segment mdrginit de centrul unui cerc maxim B si varful A al

poligonului
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b) Daca bisectoarea corespunde la doua laturi ne-adiacente, originea lor va fi
in punctul de intersectie O care nu este un varf al poligonului iar cercurile tangente
ambelor laturi vor fi cu atdt mai mari cu cat centrul este mai departe de originea
mentionatd. Multimea acestor cercuri va avea doui limite: una reprezentand cercul cel
mai mic $i una reprezentdnd cercul cel mai mare (figura 1I1.54). Convexitatea
poligonului garanteaza faptul ca pot exista numai cercurile interioare cu centrele pe un

interval continuu apartinind unei bisectoare.

cerc mare

/
cerc mic

Fig.I11.54. Segment mdrginit de centrele a doud cercuri C si D

5. Conform ultimului rezultat, bisectoarea ce corespunde laturilor ne-adiacente
va avea ori doud centre de cercuri maximale ori nici unul. Daca are doua, ele
vor defini un segment care nu va fi ultimul. Un caz limitd poate aparea cand
ambele centre coincid intr-un singur punct. Pot apérea de asemenea cazuri ale
unor poligoane regulate cu multe laturi cénd diferite cercuri maximale au
acelasi centru si atunci toate trebuie calculate ca fiind unic.

6. Bisectoarea a doua laturi adiacente ale unui poligon va conduce la un segment
terminal ale cdrui capete sunt varful comun al laturilor i respectiv, centrul
cercului maximal asociat bisectoarel.

7. Bisectoarea a doud laturi ne-adiacente va defini un segment numai in cazul

cind pe ea exista doud centre de cercuri maximale.
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Astfel, pentru un poligon dat existi o multime de segmente Voronoi §i o
multime de cercuri maxime. Figura II1.55 prezinta exemple pentru diferite poligoane.
Este clar ca diagrama Voronoi obtinuta prin reprezentarea segmentelor este in mod

sigur digrama generalizata pentru laturile poligonului si pentru cercurile maximale

A
A\

care au centrele chiar in punctele Voronoi.

Fig.I11.55. Exemple de digrame Voronoi si cercuri maximale

Alte rezultate importante pot fi deduse din situatiile analizate anterior:

1. Nu poate exista nici un cerc interior unui poligon mai mare decat cel cu cea mai
mare raza continut in multimea C™ = {C;; i=1,2, ... mp}.

2. Pentru un segment dat ¥}, elementele multimii de cercuri cu centrele pe segmentul
dat si tangente la laturile ce definesc segmentul {C(P), P e V.}, au o limita
superioard si inferioara C(4,) si C(B), luand razele ca masuri ale cercurilor, unde
A; si B; sunt capete ale segmentului V;. Cand segmentul este terminal, 4; va
coincide cu un varf al poligonulut §i raza cercului C(4,) este nuld. O prima
reprezentare interioard este obtinutd prin acoperirea generalizatd formatd de
multimea de cercuri maximale C” . Aceastad reprezentare are o caracteristica
interesantd: ea wumple interiorul poligonului astfel incat toate cercurile care

realizeaza aceastd reprezentare interioard sunt tangente la cel putin trei laturi.
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+* Umplerea perfecta

Daca un cerc C(P) este atribuit fiecarui punct al unui segment Voronoi, astfel
incét centrul séu sa fie in acest punct si el sa fie tangent la doua laturi ale poligonului,
se obtine o umplere perfectd a poligonului prin cercuri interioare definite de multimea

completd Cy a tuturor cercurilor atribuite puncetlor de pe toate segmentele Voronoi

(figura I11.56):

Co= {C(P);PeV; i=12 .,v (IIL.2.115)

unde v este numarul de segmente Voronoi.

C, este 0 acoperire corespunzatoare pentru poligon deoarece fiecare punct al
poligonului este continut cel putin intr-unul din cercuri. Densitatea sa este unitara,
reprezentarea fiind in acelasi timp §i exterioara si interioara (si acoperire si umplere).
Se observa ci umplerea generalizatd este o acoperire cand atinge perfectiunea, adica
in cazul in care densitatea sa este unitara.

Intr-adevar, dacd se defineste multimea C,, ca un sir Co= C;,Cs, ... §1 0
submultime a sa C(m) = {C,,C,,...C,}, atunci definitiile valabile pentru C, si.

respectiv, densitatea sa sunt :

Co = im0 C(m) 51 p(Cu) = liMpms0 p(C(m)) = 1 (LIL.2.116)

Fig.I11.56. Trei variante ale unor umpleri aproape perfecte
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< Constructia reprezentirii interioare

Umplerea perfecta definitd prin relatiile (II1.2.115) nu este totusi foarte
potrivitd pentru scopuri practice, deoarece ea se compune dintr-un numir infinit de
cercurl. Este necesar un procedeu euristic pentru a selecta in cadrul acestei multimi
infinite, un numar m de cercuri ce reprezintd cel mai bine poligonul. Figura II1.57
propune o schema constructiva.

Problema aceasta poate fi enuntata astfel:

Este necesard o astfel de submultime C;,, C,..., C, .. din cadrul lu C, incat
impachetarea C(m) compusa din primele m elemente C;,C,,...C,, ale lui C. sa devind o
reprezentare interioara cu m cercuri care sa fie echilibratd si optima pentru numarul
respectiv de cercuri, dar care se se poate imbunétati prin adaugarea elementelor C,,-/,
Cm—z.n.

Primele elemente ale lui C,, vor fi luate din multimea de cercuri maximale
C™"={C, i=1, 2,..., m, } astfel incat C(m,) = C”. In plus, trebuie mentionat: r, >r,

(i< j <m,), unde r; este raza cercului C..

Fig.II1.57. Constructia reprezentdrii interioare
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Pentru m > m,, daca se numeste C(¥,) submultimea lui C,, compusa din acele cercuri

ce au centrul in ¥}, excluzindu-le pe cele maximale, atunci:
C,=C"U{C(,)i=12,..,v} (1I1.2.117)

Elementele infinite ale C(¥,) sunt notate cu C;;, C,, ... astfel incat elementele in
fiecare din acestea sunt selectate convenabil.

Pentru a defini C(m) se porneste de la C(m,) si m=m, si se selecteaza cel mai
nefavorabil segment V,, adaugdnd primul element C,; din multimea sa de cercuri
asociate C(¥,) pentru a obtine C(m,,+/) astfel incat: C,,-; = C,;.

In aceastd etapd, cel mai nefavorabil segment V; este selectat din nou si un
anumit numdr k de cercuri din C(¥}) sunt adaugate la C(m) pentru a se obtine C(m+k).
Procedeul se repeta pentru orice C(m).

Rezulta astfel ca o reprezentare interioara se reduce la urmatoarele probleme:

e (Cum sa se aleagd elementele in multimea C(V));

e Cum sa se selecteze cel mai nefavorabil segment intr-un moment dat al

procesului;

e Ce numdr k de cercuri din C(V)) sa se selecteze astfel incit sa apartina la

C(m+k).
Este astfel evidenta diferenta dintre reprezentarea exterioard si cea interioara: la cea
din urma imbunétatirea reprezentarii nu se face prin substituirea unor cercuri cu altele
avand alte raze, ci prin addugarea de cercurl no.

Trecerea la cazul tridimensional se face pe aceleasi principii la umplere ca si
la acoperire. Se incepe cu generarea cdte unui cilindru pentru fiecare cerc C,
apartindnd umplerii generalizate pentru poligonul generator al obiectului spatial.
Apoi, pentru fiecare astfel de cilindru se realizeazd o umplere cu sfere, astfel ca
densitatea impachetarii sa fie cat mai micd. Criteriile de realizare a unei impachetari
echilibrate si optime sunt aceleasi ca si la acoperire.

Un criteriu euristic aditional corespunzdtor schemei de reprezentare se bazeaza
pe faptul ci fiecare cerc din multimea C, este tangent la cel putin doud laturi ale

poligonului. Atunci existd doud sau trei cercuri care sunt tangente la aceleasi laturi ale
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conturului poligonului generator original, ceea ce constituie o garantie ca

impachetarea are calitatea corespunzatoare.

> Imbunititirea reprezentirii

Reprezentarea interioard se imbunititeste prin adaugarea de noi sfere (sau
cercuri) interioare la umplerea deja realizatd intr-o etapd precedentd. Metodologia

folosita pentru selectarea celor mai potrivite sfere (sau cercuri) din ansamblul tuturor

«¢* Cazul bidimensional

Fiecarui segment Voronoi V, i se va asocia un numdr intreg m, astfel incat
initial m;= 1, i = 1,2,...,v. Aceste m; vor fi functie de valoarea lui m pentru ultima

reprezentare calculatd astfel incét pentru un m dat:

-1
C,eClm), j =1,2,...,1"—'% (11.2.117)

unde Cj; este elementul j din C(V)).
Daca V; este un segment terminal, un alt parametru d, este de asemenea asociat

cu el (figuralll.58) fiind definit ca:
d=min[dA, Dy—-ry =12 .. m-l] (II1.2.118)

unde: A, este capatul lui V; care este si un varf al poligonului
ry este raza lui Cy
Dj; este centrul lui Cj.
Segmentul Voronoi cel mai defavorabil este ales utilizand urmatoareea

succesiune de operatii:

: . d
1. Este selectat segmentul terminal cu cea mai mare valoare pentru raportul —-:
m

{

0= max{i—; i= 1,2,...,p} (I11.2.119)
m

1
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unde p este numdrul de segmente terminale. Fie ¥, un segment astfel selectat, ca

fiind cel mai defavorabil (i = ).

Fig.II1.58. Parametrul d; asociat segmentuui terminal

2. Se selecteaza segmentul ne-terminal cu cea mai mare valoare pentru —— :
m

!

[

6=max[—’—; i=p+lLp+2,...,v—p (I11.2.120)
m

I

unde: [; = d(A,B) este lungimea lui V,. Fie V; cel mai defavorabil segment ne-
terminal (i = s).

3. In final, daca:
d>k-g (I11.2.121)

atunci ¥, este cel mai defavorabil segment Voronoi; daca nu, atunci este V.

k este un coeficient subunitar care favorizeaza alegerea cu prioritate a unui
segment terminal, datoritd faptului cd segmenetele neterminale devine mai tarziu
aparente decét cele terminale.

O dati selectat cel mai defavorabil V,, se majoreaza cu o unitate m, si astfel k =
m; —1 cercuri sunt addugate la C(m). Centrele lor sunt distribuite intr-un anume mod
de-a lungul lui V; intre 4; si B; . Pentru a defini aceastd distributie, trebuie precizate

doud cazur:
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e Dacd segmentul este V;, neterminal, centrele sunt distribuite omogen de-a lungul

: : [
segmentului la distantele ¢ = —=-.
n

5

* Daca segmentul este V), terminal, centrele sunt localizate la distante succesive date

de regula:
o, =1, -log(l + %J k=12,.,m-1 (1I1.2.122)

aceste distante fiind masurate incepadnd de la B,, care este capatul segmentului si

reprezintd un punct Voronoi (figura I11.59).

Fig.I11.59. Distributie de cercuri in segmentul terminal

Pentru a justifica ultimele afirmatii este necesar sa se revada criteriul euristic
care le motiveazd. Distinctia intre segmentele terminale si neterminale este o
consecintd a faptului cd numdrul de cercuri ce trebuie plasate pe un segment
neterminal pentru a obtine o reprezentare bund este mai mic decat cel pentru un
segment terminal cu aceeasi lungime pentru ca:
e Segmentele terminale sunt mereu in interiorul poligonului, departe de varfuri si

laturi;

e (Ca o consecinta a afirmatiet anterioare, cercurile centrate pe ele vor avea

comparativ razele mai mari.
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Rezulta c& vor fi indeajuns de putine cercuri pentru umplerea unei importante
parti a poligonului. Factorul & foloseste la selectarea celor mai defavorabile segmente

terminale; in plus, criteriile pentru selectarea celui mai defavorabil segment sunt:

d : 1
—- pentru cel terminal §i — pentru cel neterminal.
m

1 nl

O ultima observatie este legata de criteriul euristic utilizat pentru a evidentia
cercurile localizate in apropierea vérfurilor poligonului (figura II1.59), deoarece in
aceste zone cercurile trebuie s fie mai mici si vor umple o portiune mai mica din
interiorul poligonului. Aceasta se produce deoarece s-a utilizat o distributie uniforma
pentru cercurile segmentelor neterminale si una logaritmicd, mai potrivitd. pentru

cazul celor terminale.

+* Cazul tridimensional

Pentru o cdt mai corectd reprezentare a fost ales un criteriu ce favorizeaza
umplerile distribuite uniform in volumul corpului. S-a dat insa atentie si faptului ca
zonele inconjurdtoare varfurilor si laturilor obiectului trebuie sa fie corect
reprezentate.

S-a ales o schem@ mai putin complexd decdt cea pentru reprezentarea
exterioara, realizdnd o impdrtire a corpului in diferite zone si atribuind cate o umplere
partiald fiecareia, astfel incdt mai tarziu, prin utilizarea sistemului expert de
sfericizare, sa se poata decide care dintre actiunile posibile este cea mai potrivita.

Acest mod de a aborda problema a permis sa se aleaga pentru reprezentare cea
mai putin complexa metoda. Nu trebuie pierdut din vedere faptul cd reprezentarea
interioard este oarecum subordonata celei exterioare. Aceasta afirmatie este sustinuta
si de observatia cd sferele exterioare sunt cele care servesc la garantarea evitarii
coliziunilor. Pentru a impiedica obiectele sd se loveascd unul de altul, este nevoie sa
se asigure inexistenta coliziunilor posibile, ceea ce va accelera luarea unei decizii.

Conform celor afirmate, in primul rdnd este calculatd o multime C(m)
corespunzitoare. Sistemul de translatate: {S, + ay, j =/, 2, ...n; i=1,2 .m}
este generat din el; aceasta actiune va realiza o impachetare completd pentru obiect.
Pentru o valoare dati a lui i, sistemul {S, + aj;} va fi compus din n, sfere.

Asa cum s-a prezentat in capitolul anterior, »,; depinde A, r, (este raza lui S, ) si
1. Deoarece h nu se schimba daca 4 este mentinut constant, numarul de sfere pentru

sistemul generat de S; este invariabil.
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Deci, pentru a imbunatati o reprezentare interioara tridimensionala, se aplici
un procedeu de rafinare umplerii generalizate pentru poligonul generator al corpului
conform schemei prezentate. Adica, se mareste C(m) prin pasi succesivi in C,. Pentru
fiecare S; nou, sunt generate sferele din sistemul (S, + a;}. Coeficientul de densitate /
se mentine invariabil pentru toate reprezentirile obiectului, schimbandu-se doar in

cazul in care se doreste o optimizare a sistemului.

» Convergenta si ierarhizare

Dubla reprezentare a oricdrui obiect are importanta proprietatea de a fi
convergentd. Acest concept trebuie inteles In cadrul schemei secventiale ce permite
definirea unei succesiuni de reprezentari astfel incat fiecare o imbunatiteste pe cea
precedentd. Rezultatul este ca o reprezentare cu o eroare atat de mica cat se doreste. se
poate obtine cu ajutorul altor elemente din succesiunea de reprezentari. Astfel se
poate defini o dubla ierarhizare a reprezentarilor pentru a descrie corpul cu diferite
nivele de precizie.

Convergenta e foarte importanta, deoarece ea este trasatura caracteristicd a
modului de reprezentare cu sfere care il diferentiazd de alte moduri de reprezentare.
Este insi, obligatoriu s se observe cé reprezentarea sferica este interesanta din multe
puncte de vedere, dar nu este exhaustivd, pentru ca nu se preteaza la absolut toate
corpurile. Totusi, cu anumite limite, modelul reprezentarii prin sfere, este aproape
general, practic orice obiect putdnd fi astfel abordat cu precizia impusa. Toata
problema este cat de multe sfere implica reprezentarea. Aceasta afirmatie este probata
de modul in care a fost conceput programul de sefricizare pentru corpuri geometrice
de diferite forme clasice, ce in fond pot aproxima suficient de bine corpurile reale,
astfel incét o problema de reprezentare in vederea planificarii miscérilor fara coliziuni

sa fie corect rezolvabila.

¢ Convergenta reprezentirii exterioare

Fiecare pas din procesul de sfericizare produce doua serii de date. Prima serie
cuprinde trei categorii de date ce descriu actiunea desfagurata:
a) numdrul reprezentdrii sau al pasului din proces;
b) codul ce identificd regula aplicatd,

¢) scurta descriere a actiunii §i scopului regulii,
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A doua serie, include date ce caracterizeaza fiecare reprezentare: diomi Aiaterar Ni
N, s Ns: my, m, ms n, n;, ng o [exb (5bsupexb 0 bi"fexb € bsupexh £ bmfexl- £ [ext,etc-

Din exemple practice, pentru care algoritmul de reprezentare a fost aplicat ca atare
atdt pentru acoperire cdt §i pentru impachetare, se poate conclude ca secventa de
reprezentdri obtinuta este rezultatul unei aplicéri repetate a regulilor sistemului expert
de sfericizare care converge spre o reprezentare practic lipsitd de erort.

Adica, daca un sir de numere reale este definit ca fiind compus din valori ale
lui J1ora pentru reprezentdri succesive: {0 wiainf = { 9 1ot Otz O to3, -}, AtUnci acest
sir este la limitd convergent spre zero: lim/ ,.>« ototal , = 0

Sirul {3 rotal ,} nu este totusi monoton deoarece nu este indeplinitd conditia:
Sroi = Oroi=s, Vi =1, 2, ....Acest fapt nu este important deoarece el este in mod clar un

sir Cauchy. Intr-adevar pentru orice numar real ¢ oricat de mic, exista cu sigurantd o

reprezentare n, astfel incat:
| Srotali - Ototaatj | < € Vi Zno, j 21, (111.2.123)

Acesta este si motivul pentru care in succesiunea de reprezentdri. valorile lui
drorat devin din ce 1n ce mai apropiate.

S-a constatat prin incercari de reprezentare prin sfere ale diferitelor corpuri ca
se poate obtine o eroare mai mica de 10% cu o reprezentare exterioard compusé din
mai putin de 20 sfere. Acesta reprezentare corespunde primului minim al
coeficientului de calitate 0.

De aceea de cele mai multe ori un obiect va fi reprezentat prin mat putin de 20
de sfere. Doar in cazuri speciale e nevoie de mai multe sfere, deoarece modelul nu
limiteaza numarul maxim de sfere.

La realizarea efectivd a programului de reprezentare se impune o eroare de
reprezentare si rezultd numdrul de sfere pentru acoperire si umplere, astfel incét sa fie

satisficut acest criteriu.

< Convergenta reprezentarii interioare

Un rezultat similar se poate stabili pentru sferele interioare. In cazul

reprezentarii bidimensionale convergenta este evidenta ca un corolar direct al faptului
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ca generarea in acest caz conduce la o umplere perfectd (cu densitatea de impachetare
egala cu unitatea).

Multimea eroare E poate fi definitd pentru a caracteriza o reprezentare
interioard, la fel ca in cazul exterior: O € E daca si numai dacd 70, € O/Q € O, si
Qe S, VjG=1 2 .. Sau, maisimplu:Q € Osi Q £, in care:

0={0;i=1,....,m}este multimea tuturor obiectelor iar S = { S, j = 1, ..,n} este
multimea tuturor sferelor din reprezentare.

In cazul plan convergenta este evidenta, deoarece s-a ardtat deja existenta unei
reprezentari perfecte: Co = liml 5w C(M).

Daca se noteazd cu E/C(m)] multimea eroare asociatd cu cea de-a m-a

reprezentare este evident ca:
lind s E[C(m)] = E[liml s C(m)] E[C] = & (111.2.124)

rezultand astfel un sir care este st monoton: £/C(m)] > E[C(m+1)] Vm=1 2, ..
Concluzia imediatd este cd adaugarea de sfere suplimentare conduce la o
umplere finald aproape perfecta.
Extensia la cazul tridimensional indica din nou convergentd, dar reprezentarea

capetelor necesita un tratament special similar acoperirii.

I11.2.4. Program de sfericizare

Programul realizeazd modele spatiale ale robotilor $i obstacolelor. Acestea
vor f1 ulterior aplicate in probleme de migcare, mai precis in detectarea coliziunilor si
planificarea migcarilor in 3D [205].

Planificarea miscarilor fiind o aplicatie fundamentala in roboticd a principiilor
inteligentei artificiale, are drept principal scop inzestrarea unui robot autonom cu
capacititi primare de generare a propriilor miscari [13], (21], [54], [106], [144]. O
primd conditie ar fi evitarea coliziunii cu posibile obstacole ce se pot afla pe
traiectorie.

In cazul reprezentdrii robotului si obstacolelor prin multimi de sfere,

detectarea coliziunilor se realizeazd simplu, prin intersectii ale spatiilor astfel
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construite, ceea ce reduce numdrul calculelor la minim posibil §i se bazeaza pe o
evaluare euristicd a functiilor si a procesului de cercetare [142], [145], [163], [168],

[176], [198], [199] .

II1.2.4.1.Prezentarea interfetei si utilizarea programului

Interfata programului se prezintd sub forma unei ferestre plutitoare de
dimensiunmi 640x480 pixeli ce contine o suprafatd de desenare, butoane si zone de
afisare a indicatiilor §i a informatiilor cu privire la starea programului, dispuse in

modul prezentat in figura II1.60 .

Steric 2000 B
‘Creaza un fisier nou. ' " ' 373 s =N (e
L 812 | i@
B A 4 f { : -
' p e g ,_ .
——"  as|n
, H [ - ;
= — =
7 : b d
/ Al
. ’ . Nou|
3 [Supﬂflti de dcsmarcj @utoan- - _-s.nz.a f @ : O h &
- SR
= Butoane de¢ sistem N
ey > i &i
i g =
4 Buton de sfericizare :_:‘J> %G —
15 e i

(rPreclzle —~———-

R ) .
Elemente de coatrol :_—\—J> ‘ " Procente l l
a preciziel B B
[ {
[ |
’ Scalare:NU I !
; )
i (
L J

Fig I11.60. Aspectul interfetei grafice

Suprafata de desenare este zona in care se sintetizeazd obiectul, cu ajutorul
butoanelor de desenare, din corpuri geometrice regulate reprezentate prin sectiunea
transversald centrala. Desenul ce se obtine constitue un plan de reprezentare a
obiectului.

Programul contine algoritmi de sfericizare pentru opt corpuri geometrice
prestabilite din care se pot compune obiecte de forma neregulatd. Aceste corpuri sunt:

cilindrul, paralelipipedul, conul, trunchiul de con, tetraedrul, prisma triungiulara, sfera
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si calota sfericd. Fiecarui corp geometric ii corespunde cate un buton de desenare, cu
ajutorul cdruia se adauga corpul la obiectul deja existent. Pentru aceasta, trebuie sa se
selecteze un punct pe suprafata de desenare, dupa ce in prealabil s-a creat un fisier
special cu butonul Nou, ce va reprezenta centrul bazei inferioare a corpului, apoi se
activeazd butonul de desenare corespunzitor. Va apdrea o succestune de casete de
dialog ce permit introducerea dimensiunilor corpului si unghiul de inclinare a

obiectului. Numarul acestora depinde de corpul geometric in cauza.

Fig.I11.61. O reprezentare 2D prin sfericizare a robotului din fig. [1l.2

Odata incheiata aceastd operatiune, daca dimensiunile au fost corect corelate,
va apirea pe ecran varianta 2D a obiectului, reprezentata prin sectiunea sa
transversald. Conventia de culori utilizata pentru reprezentare este:

e verde inchis = cilindru

e albastru inchis = paralelipiped

e galben =con

e albastru deschis = trunchi de con
e maro = tetraedru

e mov = prisma triunghiulard

e verde deschis = sfera

e rosu = calota sferica.

Aceste culori se pastreaza si la vizualizarea 3D a obiectelor sfericizate. Un
exemplu este prezentat in figura IL.61 ce reprezintd un robot compus dintr-un

paralelipiped, cinci cilindri si trei trunchiuri de con.
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Dupa ce s-a creat obiectul dorit in 2D, se stabilesc parametrii sfericizarii
reprezentati de procentul de acoperire (minim 20% $i maxim 100%) si de o marime
booleand scalara care are doud valori D4 si NU. Cu cit procentul de acoperire este mai
mare cu atat sfericizarea este mai buna. Setarea lui D4 conduce la obtinerea unei
sfericizari bune din punct de vedere ai parametrilor de calitate mentionati la capitolul
[[1.2.3. Cu desenul creat si parametrii setati la valoarea doritd, se apasa butonul de
sfericizare .

Pentru a crea imaginea 3D a obiectului s-a folosit setul de instructiuni VRML
pentru citirea cdruia se foloseste programul GLVIEW. Aceste precizari 1i sunt ascunse
utilizatorului, programul scriind automat intr-un fisier codul VRML pentru obiectul
respectiv, apoi apeland interpretorul de VRML. Utilizatorul va observa pe ecran doar
imaginea 3D a obiectulul.

In limita resurselor disponibile ale sistemului, obiectul poate fi rotit si marit
apeland la functiile puse la dispozitie de GLVI/EW prin meniurile $1 butoanele

acestuia.

Fig.I11.62. Robotul plan din fig.1I1.61 reprezentat 3D cu o precizie de 20%

Pentru a reveni la interfata programului de sfericizare se inchide fereastra
GLVIEW ca oricare alta fereastra Windows. In figurile I11.62 si II1.63 sunt prezentate
sfericizari 3D vizualizate in GLVIEW, la o precizie de 20% si respectiv, 100%.

Dupa finalizarea unei reprezentdri, desenul se poate continua urmand a se
apela ulterior o noud sfericizare sau se poate salva §i inchide folosind butoanele
sistem Salveazd si Inchide aflate in partea dreaptd a ecranului. O noua reprezentare se

poate realiza deschizand un fisier nou cu butonul Now sau se poate redeschide un
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fisier creat anterior si salvat, cu ajutorul butonului Deschide. In cazul in care se
doreste eliminarea unor corpuri din desen se pot utiliza butoanele: Sterge pentru a

sterge ultimul corp desenat si Sterge tor pentru a sterge toate corpurile desenate.

Fig.111.63. Robotul plan din fig. II1.61 reprezentat 3D cu o precizie de 100%

Interfata mai contine inca trei zone de afisare pe langd suprafata de desenare,
butoanele de desenare, de stergere si de sistem:

e Prima zona joacd rolul de Help contextual completind informatiile
oferite de program prin indicatori de butoane, titluri de ferestre, etc.,
explicind mai pe larg functiile diverselor butoane, operatiile ce trebuie
efectuate sau erorile aparute;

¢ A doua zona de afisare aflatéd in dreapta sus indica coordonatele la care
se afla mouse-ul pe suprafata de desenare. in cazul in care cursorul
mouse-ului nu se afld pe suprafata de desenare, aceastd fereastrd va
contine coordonatele ultimului punct peste care a trecut mouse-ul cand
a iesit din suprafata de desenare;

e Ultima zond de desenare afiseaza valoarea curentd in procente a

preciziei ce poate fi modificata de la butonul Procente.

I11.2.4.2.Algoritmi de sfericizare

Pentru calcularea coordonatelor centrelor si razele sferelor s-au utilizat
consideratiile teoretice prezentate in capitolul I11.2.2. Calitatea sfericizarii este functie

de precizia dorita si exprimata in procente, calitatea minima fiind aleasa la precizia de

158

BUPT



Reprezentarea geometrica

reprezentare de 20%, reprezentarea aproape perfecta corespunzand preciziei de 100%.
Algoritmii permit §i o precizie mai mare ca 100% dar este ineficient deoarece
numarul de sfere creste foarte mult astfel incat nu mai pot fi reprezentate 3D, placa
grafica nesuportand chiar zeci de mii de sfere.

De altfel, nici chiar algoritmii pur matematici nu permit o sfericizare perfecta,
fapt care a fost scos in evidenta prin calculul erorilor de reprezentare in capitolul
II1.2.2. In plus, la reprezentarea prin programul de sfericizare, perfectiunea nu poate fi
atinsa si datoritd faptului cé orice dimensiune este un numar intreg de pixeli. Astfel,
intre sfera de razd 3 si sfera de razd 2 nu pot exista sfere de razd intermediara si deci
acestea se rotunjesc prin lipsd sau adaos.

Programul foloseste ca unitate de masura pixelul si astfel pot aparea erori de
rotunjire vizibile dacd se urmareste reprezentarea unor corpuri de dimensiuni mici.
Daca dimensiunile depdsesc 20 de pixeli erorile de aproximatie devin tot mai putin

vizibile.

> Structurarea algoritmilor

Algoritmii de sfericizare sunt structurati pe procedurile:
- procedure scriewrml(yrot,zrot,xc,yc,zc,X,y,z,raza:integer; unghi:real; var fis:text,
var nr:integer);

in timpul calculelor intermediare se folosesc coordonate relative la centrul
bazei figurii. De aceea in procedura scriewrml! se trece la coordonate absolute si se
efectueaza rotatia, deoarece utilizatorul poate specifica inclinarea obiectelor fata de
axa Ox (teoretic algorimii permit orice rotatie in spatiu, dar reprezentarea initiala 2D a
obiectelor impune limitarea doar la rotatia in planul monitorulut).
- procedure IntCilindrubaza(yrot,zrot,xc,yc,zc,h,r,e:integer; unghi:real; var fis:text;
var nr:integer);
- procedure IntCilindruLateral(yrot,zrot,xc,yc,zc,h,r,e:integer; unghi:real; var fis:
text, var nr:integer);
- procedure IntConBaza(xc,yc,zc,h,r1,dcO:integer; proc,alfa,unghi:real; var fis:text;
var nr:integer);
- procedure IntTrunchiConSus(yrot,zrot,xc,yc,zc,h,r2,dcO:integer; proc, alfa ,unghi

- real; var fis:text; var nr:integer);
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- procedure IntTrunchiConMic(xc,yc,zc,h,r1,r2:integer; proc,alfa,unghi:real; var
fis: text; var nr:integer);
- procedure IntTrunchiConLateral(xc,yc,zc,h,r1,r2:integer; proc,unghi:real; var fis
: text; var nr:integer);
- procedure IntConLateral(xc,yc,zc,h,r:integer; proc,unghi:real; var fis:text; var nr:
integer);
- procedure IntCalotasf(yrot,zrot,xc,yc,zc,h,r,dcO:integer; proc,unghi:real; var fis :
text; var nr:integer).

Urmatoarele trei proceduri nu sunt algoritmi de sfericizare, dar sunt folosite de

acestia aproape tot timpul, astfel incat sunt necesare pentru descifrarea codului.

procedure scriewrml (yrot, zrot, Xc,yc, zc,X,Y,2,raza:integer;

unghi:real; var fis:text; var nr:integer);
{x,y,z sunt coord relative la centru (xc,yc,zc) dar rotatia nu se
face totdeauna in jurul centrulul bazei ci in jurul altul ounct...de

ex pt baza de sus a cilindrului...}
var nrsfera:string(10];
sferey:integer;

begin
nr:=nr+l;
str(nr,nrsferaj;
X:=X+XC;
y:i=y+tycs
z:=z+zC;
sferey:=y;
y:=round(y*cos (unghi)- z*sin(unghi)+yrot-yrot*cos (unghi)

+zrot*sin{unghi));
z:=round(sferey*sin(unghi)+ z*cos{unghi)+zrot-yrot*sin(unghij-
zrot*cos (unghi));

writeln(fis,' DEF Sphere'+nrsfera+' Separator {');
writeln(fis,' Translation {');

writeln(fis, ' translation ',vy,"' ',z,' ',xi;:
writeln(fis, ' } #Translation');

writeln(fis,’ Sphere (');

writeln(fis,' radius ', raza);:

writeln(fis,' } #Sphere');

writeln(fis, ' } #Sphere'+nrsfera+' Separator');

{in wrml avem ox si oy n plan si oz perpendicular pe planul
monitorului, iar in calcule s-a considerat sistemul Oxyz clasic cu oz
sus..asa ca schimbam aici coord}

{pt tiparirea in sectiunea transversala}
circle(y+200,200-z,raza);
{in sectiunea bazei}
circle(y+400,200-%,raza);
end;

procedure aflapas(h:integer; var nr,pas:integer);
begin
if (h<0) or (pas=0) then nr:=0
else
if h mod pas=0 then
nr:=h div pas -1
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else begin
nr:=h div pas;
pas:=h div (nr+l);
end;
end;

function arcsin{x:real) :real;
begin
if x=1
then arcsin:=pi/2
else if x=-1
then arcsin:=-pi/2
else

arcsin:=arctan (x / sqrt (l-sqr(x)));
end;

*+ Rotatia figurilor si alegerea reperelor

Reprezentarea figurilor rotite se realizeaza prin operatia de rotatie in jurul unui

centru in planul yOz:

Xrot=x;
yrot= y*cos(u) - z*sin{u) +yc -yc*cos{u) +zc*sin(u) (II1.2.123)
zrot= y*sin{(u) + z*cos(u) +zcCc -yc*sin{u) - zc*cosi{u)

Pe parcursul implementdrii s-au folosit trei sisteme de coordonate, insa
transformairile de coordonate si relatiile de legatura dintre ele sunt realizare automat
de program, astfel incat utilizatorul nu intdmpina nici o problema. Au fost necesare
mai multe sisteme pentru cd s-au folosit mai multe limbaje de programare, iar
programele sunt definite fiecare in propriul sistem.

Algoritmii de sfericizare au folosit sistemul cartezian de coordonate cu planul
yOz planul monitorului. In acest sistem se scriu coordonatele in fisierul rezultant cu
extensia .sft.

In cadrul interfetei Delphi la prezentarea 2D a obiectelor s-a folosit sistemul
conventional al monitorului xOy (cu originea in coltul stdnga sus).

Pentru reprezentarea spatiald in wrml s-a folosit sistemul acestuia, adica
sistemul cartezian cu planul xOy in planul monitorului si originea in coltul din stanga

jos.

> Sfericizarea cilindrului

Asa cum s-a prezentat in cadrul capitolului II1.2.2. parametrii ce definesc

cilindrul sunt raza bazei r si indl{imea A.
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%+ Acoperirea laterali
Pentru scrierea programului s-au luat in considerare:

o Pasul ca distantd dintre centrele sferelor: pas= 2*r *20/precizie;

e Precizia minima asiguratd atunci cand sferele sunt tangente exterior: pas=2+r;
pasul scade si numdérul de sfere creste proportional cu precizia; ulterior pasul

se adapteazd astfel incdt prima si ultima sfera sa fie tangente bazelor

ctlindrului;

e Relatiile utilizate sunt:
rsfera=rcilindru
xsfera=xcentru

ysfera=ycentru (I11.2.126)
zsferaz=zcentru+rcilindru
zsfera.=zsfera;,.. + pas

zsfera,=zcentru+h-rcilindru.

Algoritmul implementat in Pascal este:

procedure IntCilindrulateral {yrot, zrot,xc,yc,zc,h,r,e:integer;
unghi:real; var fis:text; var nr:integerj;

var i,nrlocal,pas:integer;
begin
if h<2*r then
IntCilindruBaza(yrot, zrot,xc,yc,zc,h,r,e div 2,unghi, £is,nr)
else
begin
pas:=e;
aflapas(h-2*r,nrlocal,pas);
2:=r;
scriewrml (yrot, zrot, xc,yc,zc,0,0,z,r,unghi, fis,nr);
for i:=nr+2 to nr+nrlocal+l do
begin
z:=2+pas;
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, z¢c, 0,0, z, r,unghi, fis,nr);
end;
z:=h-r;
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, zc,0,0, z, r,unghi, fis,nr);

if e>1 then
begin
IntCilindruBaza(yrot, zrot, xc,yc,z+zc,r,r,e div
2,unghi, fis,nr);
IntCilindruBaza(yrot, zrot, xc, yc, zc,r,r,e div
2,unghi, fis,nr);
end;
end
end;

162

BUPT



Reprezentarea geometrica

** Acoperirea bazei

Baza se considera de la punctul de tangentd al ultimei sfere de acoperire cu

cilindrul, deci are parametrii: r si & = r, sau poate fi un cilindru cu h<r.

Fig.111.64. Primul pas al sfericizarii bazelor cilindrilor

Procesul decurge astfel:
o Initial se sfericizeazd raza bazei prin considerarea unor sfere de razi A/2 cu

centre ce se plaseazd pe cercurl concentrice in functie de precizie (figura

111.64):

raza=h/2

pasr=raza*20/prec (precizia bazel e dubld fata de a suprafatei
laterale)

distcentrug=r-raza

distcentru;=discentru;.,-pasr

arc=pasr {(arcul de deplasare pe cerc)
alfa=arc/distcentru (unghiul la centru in radiani)

n=2*pi/alfa +1 (numarul de sfere cu centrele pe acelasi cerc)
centrele sferelor : z=yc+h/2

x=xc+distcentru*cos{alfa*j
y=zc+distcentru*sin(alfa+*j)

e In pasul urmitor se sfericizeaza lateral baza impértind inaltimea in functie de

pas, si de fiecare datd se deplaseazd sferele pe cercuri concentrice pentru a

ocupa suprafata laterald (figura II1.65).
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rsfera=pash
zjos=zc+pash
zsus=zc+h-pash

Fig.111.65.Pasul al doilea in sfericizarea bazelor cilindrilor

Procedure IntCilindrubaza{yrot, zrot, xc,vc,zc, h, r,e:inteqger;

unghi:real; var fis:text, var nr:integer);

var i,7j,K,n,dc,hlocal,pash,pasr,nrstrat,nrcerc,raza:integer;
alfa,aux:real;
begin
raza:=h div 2;
if e>2*raza then e:=e*2*raza div r;
pasr:=e; {si pasr in functie de h}
hlocal:=0+raza;
{ se traseaza pe linia mediana cercurile concentrice de sfere...,.
pt a se acoperi bazele...apol se acopera doar suprafata laterala}
aflapas(r-raza,nrcerc,pasr);
nrcerc:=nrcerc+l;

z:=hlocal;
scriewrml (yrot, zrot, xc,yc,zc,0,0,z,raza,unghi, fis,nr);

dc:=r-raza; {dist de la centru la centrul cercului}
for k:=1 to nrcerc do
if dc>0 then
begin
if e>2*raza then aux:=2*raza
else aux:=e;
alfa:=aux/dc;
n:=round(2*pi/alfa)+1l;
alfa:=2*pi/n;
for j:=1 to n do
begin
x:=round(dc *cos(alfa*j)):
y:=round(dc *sin(alfa*j))
z:=hlocal;
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, z¢, X, y, z,raza,unghi, fis, nr);
end;
dc:=dc-pasr; {pt cercurile concentrice de pe baza}
end;
pash:=¢e;
aflapas(h div 2,nrstrat,pash);
for i:=1 to nrstrat do
begin
hlocal:=i*pash;
raza:=i*pash;
dc:=r-raza;
if e>2*raza then aux:=2*raza
else aux:=e;
alfa:=aux/dc;
n:=round(2*pi/alfa)+1;

?
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alfa:=2*pi/n;
for j:=1 to n do
begin
x:=round(dc *cos{alfa*j));
yi=round(dc *sin{alfa*j));
z:=hlocal;
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, z¢, X, y, 2, raza,unghi, fis, nr) ;
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, z¢, X, y, h-
i*pash, raza,unghi, fis,nr);
end;
end;
end;

NN

o

Fig.I11.66.Reprezentdri de cilindrii prin sectionare

Pe baza programului astfel realizat se reprezintd corpuri cilindrice la precizii
diferite (figura II11.66). Pentru o mai clard vizualizare a modului de sfericizare a
suprafetei laterale si a bazei s-au reprezentat alaturat sectiunile prin cilindrii realizate

cu plane verticale si orizontale
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Fig.II1.67. Diferite etape in reprezentarea 3D a cilindrilor

Pentru o vizualizare 3D este prezentat un model de cilindru obtinut cu un plaver de

wrml.

> Sfericizarea conului si a trunchiului de con

Parametrii geometrici ai conului sunt: raza bazei r si indltimea A, iar parametrii

trunchiului de con sunt: raza bazei mari r/, raza bazei mici r2 si inaltimea A.

<+ Reprezentarea exterioara laterala
P

In conformitate cu relatiile stabilite in capitolul II1.2.2, programul de

reprezentare exterioara laterald contine:

a Pentru con:

procedure IntConlLateral (xc,yc,zc,h,r:integer; proc,unghi:real; var
fis:text; var nr:integer);
var zn,znn,rn,htr,r2:integer;
alfa,rnn:real;
begin
yrot:=yc;
zrot:=zc;
alfa:=arctan (h/r):

166

BUPT



Reprezentarea geometricd

zn:=trunc( r* tan(alfa/2));
rn:=zn;

{coord pt trunchiul de con prin care se va sfericiza baza mai

exact}
htr:=2*rn;

while (h-zn-rn>0) and (rn>0) do

begin
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, zc¢,0,0, zn, rn,unghi, fis, nr) ;
znn:=zn;
ran:= rn*{(h-zn-rn) / (h-zn+rn));

{daca sfera urm ar fi exact tang la actuala}
zn:=round( {(rn+rnn) *20/proc) ;
zn:=znn+zn;
if zn=znn then zn:=zn+l;
rn:=trunc( rn* ((h-zn)/(h-znn)) +0.25);
end;
IntConBaza (xc,yc,zc,htr,r,0,proc,alfa,unghi, fis, nr);
end;

a Pentru trunchiul de con:

procedure IntTrunchiConlateral (xc,yc,zc,h,rl,r2:integer;
proc,unghi:real; var fis:text; var nr:integer);
var zn,znn,rn,htr,hcon:integer;
alfa,rnn:real;
begin
{fiind un trunchi in general poate avea h>>rl}
yrot:=yc;
zrot:=zc;
alfa:=arctan (h/(rl-r2));
zn:=trunc( rl* tan(alfa/2));
rn:=zn;
htr:=2*rn;
hcon:=trunc( rl*tan(alfa));
if h<2*rn then
IntTrunchiConMic (xc, yc, zc,h,rl, r2,proc,alfa,unghi, fis, nr)
else
begin
IntConBaza (xc, yc,zc,htr,rl,0,proc,alfa,unghi, fis, nr);
{ rn raza din varf}
while (rn>0) and (h-zn-rn>0) do
begin
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, z¢, 0,0, zn, rn,unghi, fis, nr);
znn:=zn;
rnn:= rn*((hcon-zn~rn)/ (hcon-zn+rn));
{daca sfera urm ar fi exact tang la actuala}
zn:=zn+ round{( {(rn+rnn) *20/proc);
rn:=round({ rn* {(hcon-zn)/(hcon-znn)));
end;
scriewrml (yrot, zrot, xc,yc,zc,0,0,h-rn, rn,unghi, fis,nrj;

IntTrunchiConsus (yrot, zrot, xc, yc, zc+h-
2*rn,2*rn,r2,0,proc,alfa, unghi, fis,nr);
end;
end;
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** Reprezentarea exterioara a bazelor

Q Pentru con

procedure IntConBaza(xc,yc,zc,h,rl,dc0O:integer; proc,alfa,unghi:real;
var fis:text; var nr:integer);
var dc,dh,n, j:integer;
beta, aux, hnext,dr:real;
begin
yrot:=yc;
zrot:=zc;
dh:=h div 2;
dc:=dc0;
hnext:= dh * (l-sin(alfa/2))/(l+sin(alfa/2));
{daca urm sfera ar fi tangenta la anterioara}
dr:=(dh+hnext) *20/proc;
dh:=dh-round(dr*sin(alfa/2));
dc:=dc+trunc(dr*cos(alfa/2)});
aux:=2*dh*20/proc;

while (rl-dc-dh>0) and (dh>0) do
begin
if aux>2*dh then aux:=2*dh;
beta:=aux/dc;
n:=trunc(2*pi/beta)+1;
beta:=2*pi/n;
for j:=1 to n do
begin
x:=round(dc *cos(beta*j));
y:=round(dc *sin(beta*j));

’

z:=dh;
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, z¢, x,y, z,dh,unghi, fis, nr);
end;

hnext:= dh *(l-sin(alfa/2))/(l+sin{alfa/2));
{daca urm sfera ar fi tangenta la anteriocara}
dr:=(dh+thnext)*20/proc;
if (dh<h div 8) and (alfa<0.78) or {(dh<h div 12)
then if proc<40 then dr:=dh+hnext
else dr:=dr*2;
if trunc(dr*cos(alfa/2))=0 then dr:=dr+2;
dc:=dc+round(dr*cos (alfa/2));
dh:=round(dh- dr*sin{alfa/2)});
end;
end;

Q@ Pentru trunchiul de con

procedure IntTrunchiConSus{yrot, zrot, xXc,yc,zc,h,r2,dcl0:integer;
proc,alfa,unghi:real; var fis:text; var nr:integer);
var dc,dh,n,j:integer;

beta, aux, hnext,dr:real;

begin
dh:=h div 2;
dc:=dc0;

alfa:=pi-alfa;

hnext:= dh *(l-sin(alfa/2))/(l+sin(alfa/2));
{daca urm sfera ar fi tangenta la anterioara}
dr:={(dh+hnext) *20/proc;

dh:=round( dh-(dr*sin(alfa/2)));
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dc:=dc+round(dr*cos(alfa/2));
aux:=2*dh*20/proc;

while (r2-dc-round(dh*cos(alfa/2))>0) and (dh>0) do
begin
if aux>2*dh then aux:=2*dh;
beta:=aux/dc;
n:=trunc(2*pi/beta)+1;
beta:=2*pi/n;
for j:=1 to n do
begin
x:=round(dc *cos(beta*j));
y:=round(dc *sin(beta*j));

z:=h-dh;
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, zc, x, y, z,dh,unghi, fis, nr) ;
end;

hnext:=dh *(l1-sin(alfa/2))/(1l+sin(alfa/2));
{daca urm sfera ar fi tangenta la anterioara}
dr:=(dh+hnext) *20/proc:;
if (dh<h div 8) and (alfa<0.78) or (dh<h div 12)
then 1f proc<40 then dr:=dh+hnext
else dr:=dr*2;
if trunc(dr*cos({alfa/2))=0 then dr:=dr+2;

dh:=round(dh-dr*sin(alfa/2));
dc0:=dc;
dc:=dc+round(dr*cos(alfa/2));

if dc=dcO then break;
end;
end;

procedure IntTrunchiConMic(xc,yc,zc,h,rl,r2:integer;
proc,alfa,unghi:real; var fis:text; var nr:integer);
var dc,dc0,raza,nrcerc,pasr,k,j,n:integer;

beta, aux:real;
begin

yrot:=yc;

zrot:=zc;

raza:=h div 2;

dc:=trunc ( (rl+r2 =~ sgrt(sqr(rl-r2)+sqr(h)) ) /2) ;

dc0:=dc;

{dist de la centru la centrul cercului}

pasr:=round(raza*2*20/proc);
aflapas(dc,nrcerc, pasr);
nrcerc:=nrcerc+l;

scriewrml (yrot, zrot, xc,yc, z¢,0,0,raza, raza,unghi, fis, nr);

for k:=1 to nrcerc do
if dec>0 then
begin
aux:=pasr;
beta:=aux/dc;
n:=round(2*pi/beta)+1;
beta:=2*pi/n;
for j:=1 to n do
begin
x:=round (dc *cos(beta*j));
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y:=round(dc *sin(beta*j)};
scriewrml(yrot,zrot,xc,yc,zc,x,y,raza,raza,unghi,fis,nr);

end;
dc:=dc-pasr; {pt cercurile concentrice de pe baza}
end;

IntConBaza(xc,yc,zc,h,rl,ch,proc,alfa,unghi,fis,nr);
IntTrunchiConsus(yrot,zrot,xc,yc,zc,h,r2,ch,proc,alfa,unghi,fis,nr);

end;

in figura I11.68 sunt prezentate diferite reprezentari de conuri in 2D si 3D cu diferite

precizii de reprezentare.
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Fig.I11.68.Diferite reprezentdri de conuri §i trunchiuri de con
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> Sfericizarea calotelor sferice

Parametril geometrici ai reprezentdrii sunt: raza calotei r si indtimea calotei A.

Relatiile utilizare pentru algoritmul de reprezentare sunt cele determinate la capitolul
H1.2.2.

procedure IntCalotasf {yrot, zrot,xc,yc,z¢,h,r,dcl:integer;

proc,unghi:real; var fis:text; var nr:integer);
var n,j,rsf,dc,yp, zp:integer;
beta, aux, t,arc,arcmax, tmax:real;
begin
rsfera:=h div 2;
rsf:=round(h/2+(xr/(2*h))*r);
{raza sferei din care provine calota}
arc:=round(3/2*rsfera*20/proc);
t:=arc/rst;
yp:=round(rsf*sin(t));

zp:=round(rsf*cos(t)) -{rsf-h);
rsfera:=round(zp*tan(t/2)/sin(t));
:=rsfera;

y:=dcO+round((rsf-rsfera) *sin(t));

tmax:=arcsin(r/rsf);
arcmax:=tmax*rsf;

while (rsfera>l) and (arc-rsfera<arcmax) do
begin
aux:=2*rsfera*20/proc;
beta:=aux/y;
n:=trunc(2*pi/beta)+1;
beta:=2*pi/n;
dc:=y;
for j:=1 to n doC
begin
:=round (dc *cos(beta*j));
y:=round{dc *sin(beta*j));
scriewrml (yrot, zrot, xc, yc, zc, x,Y, z,rsfera,unghi, fis,nr);
end;
arc:=arc+round(3/2*rsfera*20/proc);
t:=arc/rsf;
yp:=round(rsf*sin(t));

zp:=round(rsf*cos(t))- (rsf-h};
rsfera:=round(zp*tan{t/2)/sin(t));
:=rsfera;

y:=dcO+round( (rsf-rsfera)*sin(t));
if y=dc then Dbreak;
end;
end;

in figura I11.69 sunt prezentate materializari ale programului de sfericizare a calotelor

sferice.
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Fig.II1.69. Sfericizari de calote sferice

> Sfericizarea prismelor drepte

Procesul de sfericizare constd in acoperirea prismelor cu cilindrii care ulterior se
sfericizeazd conform metodologiei precizate anterior. Astfel, se acoperd cu cercuri
baza prismei (triunghi, dreptunghi, patrat, etc.) si pe fiecare cerc se ridica un cilindru
ce se sfericizeaza. In aplicatia prezentatd, au fost sfericizate prisma triunghiulard
regulatd dreaptd si paralelipipedul drept, deci s-au folosit ca baze triunghiul echilateral

st dreptunghiul.

procedure Tforml.intprismatriunghiulara(x,y,lat,h,un:longint);
var baza:textfile;
pas, r,aux:longint;
unghi:real;
xc0, yc0,zc0:longint;
begin
xc0:=0;
yc0O:=x-xcentru;
zcO:=ycentru-y;
unghi:=un+*pi/180;
bazaprismatriunghiulara(proc, lat);
assignfile(baza, 'triunghi.txt');
reset (baza);
while not eof (baza) do

begin
readln(baza, yc,xc,r);
XC:=—XC;
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xc:=xc0+xc;

yc:=ycO+yc;
zc:=zc0;
yrot:=yc0;

zrot:=zc0;
pas:=round(2*r*20/proc);
if pas>0 then

Reprezentarea geometricd

IntCilindrulateral (yrot, zrot, xc, yc, zc, h, r, pas,unghi, fw,nr) ;
end;
closefile(baza);

end;

procedure Tforml.bazaprismatriunghiulara(proc:integer;n:longint);

var centx,centy,sx,sy,djx,djy,sjx,sjy,step:longint;

f1l:

textfile;

procedure desenl;

begin

writeln(f1,0,"

end;

I’O,l

procedure desen?Z;
var 1i,raz,k:longint;
aux,a:real;

begin
i:=1;
k:=0;
aux:=0.99;
repeat
aux:=aux*aux;
a:=l-aux;
raz:=1 div 2;
if (raz<>0)and({raz<>k)
‘,yraz);

until i>=round(n*sqrt(3)/3);

end;

k:=raz;
i:=i+round(a*step);

procedure desen3;

var i,raz,x,y:longint;
aux,a:real;
k:longint;

begin
i:

=1;

aux:=0.99;

k:

repeat

',raz);

until i>=round(n*sqrt(3)/3);

end;

aux:=aux*aux;
a:=l-aux;
raz:=i div 2;

x:=round(sjx+i*cos(pi/6));
y:=round(sjy-i*sin(pi/6));
if (raz<>0)and(raz<>k) then writeln(fl, x-centx,’

k:=raz;
i:=i+round({a*step);

then writeln(f1,0,"'

',round{(n*sqrt(3)/6));
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procedure desend;
var i,raz,x,y,k:longint;
aux,a:real;

begin
aux:=0.99;
i:=1;
repeat
aux:=aux*aux;
a:=l-aux;
raz:=i div 2;
x:=round(djx-i*cos(pi/6));
y:=round(djy-i*sin{(pi/6));
if (raz<>0)and(raz<>k) then writeln(fl, x-centx, ',centy-
y.,' ',raz);
k:=raz;

i:=i+round(a*step);
until i>=round{n*sqrt(3)/3);

end;

begin
step:=10*round (500/proc) ;
assignfile(fl, 'triunghi.txt');
rewrite(£f1l);
centx:=640 div 2;
centy:=(480 div 3)*2;
sx:=centx;
sy:=centy-round(n*sqrt{3)/3);
djx:=centx+(n div 2);
djy:=centy+round(n*sqrt (3)/6);
sjx:=centx-(n div 2);
sjy:=centy+round{n*sgrt (3)/6);
desenl;
desen2;
desen3;
desend;
closefile(£fl);

end;

Cele doud proceduri de mai sus reprezinta algoritmul de sfericizare a prismei
triunghiulare si, respectiv, de acoperire cu cercuri a triunghiului echilateral. Pentru

paralelipiped se procedeaza in mod similar, deci procedurile vor fi aproape identice.

> Sfericizarea tetraedrului regulat

Parametrul geometric al reprezentarii este latura tetraerdului /.
Algoritmul de sfericizare consta din urmatorii pagsi:

e se plaseaza o sferd in centrul de greutate al tetraedrului, astfel incateasa fie
tangentd bazei acestuia,

e pornind din fiecare varf al tetraedrului, se plaseaza sfere astfel incat acestea sa

fie tangente celor trei laturi ce se Intdlnesc in respectivul varf;
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e mairind distanta dintre varf §i centrul sferei cu un pas calculat in functie de
precizia cerutd de utilizator, sfera se deplaseaza spre interiorul tetraedrului;
e algoritmul a ajuns la sfarsit iIn momentul in care s-a realizat acoperirea
necesara a suprafetei tetraedrului.
Reprezentdri ale tetraedrelor sunt prezentate in figura III.70 iar procedura ce

realizeaza operatiile de reprezentare este:

procedure Tforml.inttetraedru(x0,y0,n,un:longint;var fis:textfile);
var centx,centy,sx,sy,djx,djy,sjx,sjz,sjy,step:longint;
alfa,beta,unghi:real;
index:longint;
nrsfera:string;

procedure scrievrml2(nrsfera:string;raza,x,y,z:integer);
begin

writeln(fis, ' DEF Sphere'+nrsfera+' Separator {');
writeln(fis, ' Translation {');
writeln(fis,' translation ',y,' ',z,' ',x):
writeln(fis, ' } #Translation');
writeln(fis,' Sphere {');
writeln(fis, ' radius ', raza);
writeln(fis, ' } #Sphere');
writeln(fis, ' } #Sphere'+nrsfera+' Separator');
append (ft);
writeln(ft,x div coefcon,' ',y div coefcon,' ',z div coefcon,'

',raza div coefcon);
closefile(ft);

end;

procedure desenl;

var sferey:longint;

begin
X:=XC;
y:i=ycC;
z:=zc+round{n/sqrt(6)/2);
sferey:=y;
y:=round (y*cos (unghi)- z*sin(unghi)+yrot-

yrot*cos (unghi)+zrot*sin(unghi));

z:=round (sferey*sin{unghi)+ z*cos(unghi)+zrot-yrot*sin(unghi)-
zrot*cos (unghi));

nr:=nr+1;

str(nr,nrsfera);

scrievrml2 (nrsfera,round(n/sqrt(6)/2),x,y,2};
end;

procedure desen2;

var i,raz,x,y,z,k:longint;
aux,a:real;
sferey:longint;

begin

i:=1;
k:=0;
aux:=0.99;
repeat
aux:=aux*aux;
:=1-aux;
raz:=round(i*sin(beta));
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y:=round(-djx+i*cos(beta) *cos(pi/6));
x:=round(djy-i*cos(beta) *sin(pi/6));
z:=round(i*sin(beta)};

X:=X+XC;

y:=ytyc;

z:=z+zC;

sferey:=y;

y:=round(y*cos(unghi)- z*sin(unghi)+yrot-

yrot*cos (unghi)+zrot*sin(unghi));
z:=round(sferey*sin(unghi)+ z*cos(unghi)+zrot-yrot*sin(unghi)-
zrot*cos (unghi));
1f (raz<>0)and(raz<>k) then
begin
inc(index);
str(index,nrsfera);
scrievrml2 (nrsfera, raz,x,y,z);
end;
k:=raz;
i:=i+round{a*step);
until i>round(n/sqrt(6)/2/sin(beta));
end;

procedure desen3;
var i,raz,x,y,z:longint;
aux,a:real;
k:longint;
sferey:longint;
begin
i:=1;
aux:=0.99;
k:=0;
repeat
aux:=aux*aux;
a:=l-aux;
raz:=round(i*sin(beta));
y:=round(djx-i*cos (beta) *cos(pi/6)};
x:=round (djy-i*cos(beta) *sin(pi/6));
z:=round(i*sin(beta));

X:=X+XC;

yi=y+yc;

z:1=z+z2C;

sferey:=y;

y:=round (y*cos (unghi)- z*sin(unghi) +yrot-

yrot*cos (unghi)+zrot*sin(unghi)):;
z:=round (sferey*sin(unghi)+ z*cos(unghi)+zrot-yrot*sin(unghi)-
zrot*cos{unghi));
if (raz<>0)and(raz<>k) then
begin
inc (index) ;
str{index,nrsfera);
scrievrml? (nrsfera,raz,x,vy,2);
end;
k:=raz;
i:=i+round(a*step);
until i>round(n/sqgrt(6)/2/sin(beta)):
end;

procedure desend;
var i,raz,X,y,k,z:longint;

sferey:longint;
aux,a:real;
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begin

aux:=0.99;

i:=1;

repeat
aux:=aux*aux;
a:=l-aux;
raz:=round(i*sin(beta));
x:=round(sy+i*cos(pi/6));
z:=round(i*sin(beta));

X:=X+XC;

y:i=yC;

z:=2+2C;

sferey:=y;

y:=round(y*cos (unghi)~ z*sin(unghi)+yrot-

yrot*cos(unghi)+zrot*sin(unghi));
z:=round(sferey*sin(unghi)+ z*cos(unghi)+zrot-yrot*sin(unghi)-
zrot*cos (unghi) ) ;
if (raz<>0)and(raz<>k) then
begin
inc{index);
str(index,nrsfera);
scrievrml2 (nrsfera, raz,x,y,z);
end;
k:=raz;
i:=i+round(a*step);
until i>round(n/sqrt(6)/2/sin(beta));
end;

procedure desenb5;

var i,raz,x,y,k,z,h:longint;
sferey:longint;
aux,a:real;

begin

aux:=0.99;

i:=1;

h:=round(n*sqrt (6)/3);

k:=0;

repeat
aux:=aux*aux;
a:=l-aux;
raz:=round(i*sin{beta));

X:1=XC;

y:i=yc;

z:=h-itzc;

sferey:=y;

y:=round(y*cos (unghi)- z*sin(unghi)+yrot-

yrot*cos (unghi)+zrot*sin(unghi));
z:=round(sferey*sin(unghi)+ z*cos{unghi)+zrot-yrot*sin(unghi)-
zrot*cos (unghi));
if (raz<>0)and(raz<>k) then
begin
inc(index) ;
str(index,nrsfera);
scrievrml2 (nrsfera,raz,x,y,z):

end;
k:=raz;
i:=i+round(a*step);
until i>round(n/sqrt(6)/2/sin(beta));
end;
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begin
xcentru:=forml.imagel.width div 2;
ycentru:=forml.imagel.height div 2;
xc:=0;
yc:=x0-xcentru;
zc:=ycentru-y0;
yrot:=yc;
zrot:=zc;
unghi:=un*pi/180;
append(fis);
step:=trunc(99/proc) +1;
alfa:=arctan(sqrt(2))/2;
beta:=arctan(l/sqrt{2)/2);
centx:=640 div 2;
centy:=(480 div 3)*2;
SxX:=centx;
sy:=-round(n*sqrt (3)/3);
djx:=n div 2;
djy:=round(n*sqrt (3)/6);
sjx:=centx-(n div 2);
sjy:=centy+round(n*sqrt(3)
sjz:=centy+round(n*sqrt (3)
desenl;
index:=nr;
desen?2;
desen3;
desend;
desenb5;
nr:=index;
closefile(fis);

end;

Tot din cadrul acestei proceduri se realizeaza transformarea fisierului .sfr in
fisier .vrl, in ceea ce priveste tetraedrele. In acest scop este scrisd procedura

scrievrlm?2.

Fig.I11.70. Sfericizarea tetraedrelor regulate
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Un exemplu de reprezentare complexa prin sfericizare a robotulut Scorbot din
cadrul Laboratorului de Roboticd al Catedret OMM din Facultatea de Mecanica, prin

programul de reprezentare astfel realizat, este prezentat in figura 1I1.71, cu diferite

precizii de reprezentare .

a. Robortul Scorbot in realitate

b.Reprezentarea 2D c.Reprezentarea 3D
a robotului Scorbot a robotului Scorbot cu

precizie de 25%
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c.Reprezentarea 3D d.Reprezentarea 3D
a robotului Scorbot a robotului Scorbot
cu precizie de 50% cu precizie de 75%

d.Reprezentarea 3D

a robotului Scorbot cu

precizie de 100 %

Fig.I11.71. Robotul Scorbot reprezentat prin sfericizare
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IV. Reprezentarea prin subdivizare spatiala

IV.1. Consideratii generale

Metodele de reprezentare a sistemelor de corpuri prin tehnici de subdivizare
spatiala sunt utilizate frecvent pentru rezolvarea uneia dintre problemele foarte
importante ale roboticii: planificarea miscarilor [44], [45], [48], [70], [101], [104],
[109], [110], [117], [140], [143].

In general, robotul inteligent trebuie si fie capabil sa-si planifice propriile
miscari, si anume sa decida automat ce migcari sd execute pentru a realiza o sarcini
specificatd prin aranjamentul initial si final al obiectelor din spatiul de lucru. Crearea
robotilor autonomi este o problema cu mari aplicatii si, din acest punct de vedere
constituie un obiectiv important in roboticd. S-a constatat cd este mai util si mai
economic sd se doteze robotii cu dispozitive de planificare automata a miscarilor in
sistemele de programare off-line, decat sa i se incorporeze sisteme de recunoastere,
respectiv de vedere artificiald. Pentru ca, in fond, robotul trebuie sa realizeze miscarea
dorita si sa-si activeze diferitele mecanisme in acord cu sarcina ceruta.

Planificarea miscarilor unui robot prezintd o varietate neasteptata de aspecte
dificile de calcul. De fapt, inteligenta operativa pe care oamenii o utilizeaza
inconstient pentru a interactiona cu mediul inconjuritor, necesard perceptiei si
planificarii miscarii, este foarte dificil de reprodus intr-un program de calcul. Astfel, o
problema importantd in planificarea migcérilor este complexitatea algoritmilor de
calcul [20], [33], [40], [41], [42], [43], [136], [137], [139], [141], [154], [163], [168],
[169], [171], [172], [183], [188], [200], [201], [202].

Asa cum s-a precizat, planificarea migcarii este o problema in functionarea
robotilor autonomi, dar nu este singura. Aceasta se coroboreaza cu alte probleme
importante, proprii structurii insdsi a robotului, ca: analiza cinematicd directa si

inversa, modelarea dinamicd directd §i inversd, generarea traiectoriilor, controlul
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migcdril in timp real, sistemul si planificarea sarcini, etc., dar mai cu seama cu
necesitatea de a modela cdt mai corect spatiile in care evolueaza robotul si spatiul
propriu pe care il descrie efectorul sau final in timpul executiei sarcinii [53], [55],
[94], [101], [104], [115], [116], [121], [124], [125], [128], [130].

in capitolele II st IIl se prezintd cateva principii si metode de modelare
aplicabile atat structurii mecanice complexe care constituie robotul cét si spatiului sau
propriu de evolutie, reprezentat de suprafata infasuratoare descrisa de efectorul final
in timpul executiei sarcinii. Aceleasi metode se pot aplica si pentru modelarea
corpurilor care constituie obstacolele din spatiul in care robotul evolueaza.

Aceastd modelare a obstacolelor este unul din obiectivele ce trebuie rezolvate
in orice metoda de planificare a miscarii. Deoarece planificarea implica o succesiune
de etape, un timp de calcul relativ lung si operatii complexe, se urmireste ca
modelarea obstacolelor si se realizeze in cea mai simpla manierd posibila pentru ca
timpul de realizare a modelului sa fie optimizat prin minim. S-a constatat ca cea mai
simpld modalitate de reprezentare se obtine prin divizarea spatiului in celule, cu forme
si dimensiuni optionale, dependente de:

e forma initiald a sistemului de corpurt si amplasarea lor in spatiu;
e timpul de lucru considerat potrivit pentru aplicatia respectiva,

e necesitatea abordarii bi sau tri-dimenionale;

o performantele calculatoarelor pe care se ruleaza aplicatia, etc.

Cea mai elementara problema de planificare presupune c@ doar robotul se afla
in miscare 1n spatiul de lucru, abordarea realizdndu-se doar cinematic, caracteristicile
dinamice nefiind interesante pentru programator la aceastd etapd de studiu. Se
considerd de asemenea cd robotul nu intrd in contact cu obiectele inconjuratoare,
evitind astfel problemele legate de interactiunea mecanicd dintre doud obiecte fizice.
Aceste consideratii transforma problema planificarii fizice a miscarii intr-o problema
pur geometrica.

Pentru a satisface restrictiile mentionate in problema de planificare (in special
non-coliziunea), robotul trebuie fie modelat prin infasurarea intr-o suprafata care sa-I
cuprind in intregime. Aceasta operatie se poate realiza pe doud cai:

e robotul sa fie infasurat in intregime intr-o suprafata sferica in 3D, care

il acopera complet;
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e robotul sa fie modelat printr-o reuniune de primitive geometrice
(posibilitate prezentata in capitolul III);

e reprezentarea robotului sa coincidd cu suprafata descrisa in mod real
de efectorul sau final in miscare (posibilitate prezentatd in capitolul
IL.5).

Varianta cea mai costisitoare, din punct de vedere al timpului de lucru, este
cea de modelare a robotului prin primitive geometrice, asa cum s-a prezentat in
capitolul III.2 unde robotul a fost reconstruit geometric prin sfericizare. Indiferent de
varianta de modelare, in problemele de planificare, acest model al robotului in
ansamblu se considera ca un singur solid rigid.

Problema este uneori extinsd, in sensul ca reprezentarea realizatd in
modalitatile descrise, va fi invaluita intr-o suprafatd identica, dar mai mare, care si
asigure certitudinea existentel unel zone tampon si deci sa inldture orice posibild
coliziune.

Pe de altda parte, obstacolele pot fi si ele modelate prin aceleasi metode ca si
robotii, dar timpul de lucru suplimentar impus de reprezentarea unel structuri
complexe a spatiului de lucru, nu se justifica. Aceasta afirmatie se datoreaza in primul
rand faptului ca in planificare conditia esentiala este s nu existe coliziune intre robot
si obstacole si astfel problema se simplificd adoptdnd pentru spatiul populat cu
obstacole o structurd celulara, exactd sau aproximativa, fiecare obstacol fiind acoperit
de o reuniune oarecare a celulelor respective. Important este sd se realizeze o astfel de
descompunere in celule a spatiului, incat sa poata fi identificatd o succesiune de celule
libere in care s se inscrie traiectoria robotului.

Cu aceste precizari, problema de baza a planificdrii traiectoriilor unui robot se
poate formula astfel:

e Fie robotul 4 un solid rigid (obtinut prin modelare) care se misca intr-un
spatiu de lucru 2D sau 3D, migcarea lui nefiind limitatd de nici o restrictie
cinematica.

e Fie B, mai multe obstacole considerate obiecte rigide fixe (incapsulate in
celule) distribuite in pozitii bine determinate in spatiul de lucru.

o Cunoscand pozitia §i orientarea robotului, la momentul initial $i cel final, sa se

genereze O traiectorie, care sd specifice o secventd continud de pozitii si
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orientdri ale lui 4, pornind de la configuratia (pozitie si orientare) initiala,
evitdnd contactul cu obstacolele B, si oprindu-se in configuratia finala.

¢ Daca o astfel de traiectorie nu existd, atunci fie se cautd aplicarea unei alte
metode de modelare care sa permitd efectuarea miscirii, fie se renuntd la
cdutarea unei traiectorii, migcarea fara coliziuni nefiind posibila.

Este evident cd, desi problema de bazd a planificdrii este extrem de
simplificata fatd de cazurile puse de realitate, ea este totusi o problema dificila cu mai
multe solutii si cu extensii directe spre probleme mai complicate.

Formularea problemei de bazd a planificarii traiectoriilor se bazeazd pe
anumite presupuneri care limiteaza semnificativ utilizarea solutiilor. Este foarte dificil
sd se reducd o problema reald de roboticd la problema de bazi, sd se rezolve aceasta
problema si sd se adapteze solutiile obtinute astfel incat sa se potriveascd conditiilor
problemei reale. De multe ori insd, solutia furnizatd de aplicarea problemei de baza
este satisfacatoare, caci deseori doar robotul este unicul mobil intr-un spatiu populat
cu obstacole fixe cunoscute a priori.

Problema de bazi a planificarii traiectoriei presupune céd robotul parcurge cu
exactitate traiectoria generatd de planificator. De asemenea, se presupune cd, atat
geometria robotului, cdt si geometria §i pozitille obstacolelor sunt cunoscute cu
exactitate.

In realitate, nici o problema de planificare nu satisface aceste ipoteze. Mai
mult, comanda robotilor si modelele geometrice ale acestora nu sunt exacte. In
conditiile in care robotul nu detine informatii initiale despre spatiul de lucru, acesta
trebuie s se bazeze, in timpul executie, pe sistemul sau senzorial pentru inregistrarea
informatiilor necesare realizarii sarcinii. Se impune astfel explorarea spatiului de
lucru si rezolvarea problemei de planificare cu incertitudini.

Deoarece obiectul acestei teze il constituie modelarea sistemelor complexe de
corpuri, etapd ce intervine ca prim obiectiv in planificarea miscarii, se prezintd
consideratii legate de planificare doar in masura in care acestea ilustreaza o altd cale

aleasa pentru modelare.
I1V.2. Modelarea spatiului cu obstacole

Stabilirea unor cii de navigare in spatiul de lucru se poate face fie independent

de orice actiune a robotului prin memorarea unei configuratii date, fie pe baza
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informatiilor inregistrate de sistemul senzorial. Se alege prima variantd de modelare
obstacolelor si a spatiului liber ramas in spatiul de lucru, pentru ca obiectivul tezei
este prezentarea de modele.

Pe baza cunostintelor acumulate despre spatiul de lucru, acesta se imparte in
celule independente. Aceste celule reprezintd zonele admise respectiv interzise pentru
robot. Aceastd operatie se numeste modelarea spatiului de lucru al robotului, pe care
se bazeaza procesul propriu-zis de planificare a miscarilor.

Avand reprezentate obstacolele in forma in care ele se iau in considerare, se
poate proceda la impdrtirea spatiului de lucru in zone accesibile §1 zone interzise.
Exista mai multe metode pentru realizarea modeldrii spatiului: metoda grilel
omogene, metoda arborelui, metoda grilet neomogene, metoda poligoanelor convexe.
metoda punctelor de trecere, etc. Toate metodele enumerate au ca principiu
investigarea de tip arbore si luarea deciziilor de forma admis-respins, sau accesibil-

1naccesibil.

Fig.1V.1. Imagine din Laboratorul de Robotica
pentru care se va studia modelarea spatiului
liber in reprezentare 2D si 3D
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Un grup de metode ce imbina simplitatea reprezentirii unui spatiu complex cu
o vitezd destul de mare de decizie in privinta stabilirii traiectoriei, se bazeaza pe
descompunerea aproximativa in celule a spatiului de lucru. Aceasta descompunere
poate fi realizatd aproximativ utilizdnd celule de dimensiuni egale, motiv pentru care
metoda de planificare a traiectoriei se numeste metoda grilei omogene, sau in celule
neegale, conducand la metoda grilei neomogene.

Ambele metode sunt exemplificate pentru spatiul de lucru existent in
Laboratorul de Robotica din cadrul catedrei de Organe de Masini si Mecanisme, din

care este prezentatd o imagine in figura IV.1.

IV.2.1. Modelarea 2D a spatiului de lucru
IV.2.1.1.Metoda grilei omogene

Metoda grilei omogene este 0 metoda de descompunere aproximativa a unui
spatiu. Cele mai multe metode de descompunere celulard aproximativa permit ca
dimensiunea celulelor s3 fie in concordantd cu geometria obstacolelor. A prestabili
dimensiunea celulelor poate insd conduce la dificultati: o dimensiune mare a celulei
poate avea ca efect negasirea vreunui drum, in timp ce o dimensiune prea mica are ca
efect un timp de calcul prea mare. De aceea, cele mai multe metode se bazeaza pe un
procedeu ierarhic, generdnd initial o descompunere mai grosoland, cu precizie de
reprezentare scazuti, pentru ca in etape ulterioare sa se realizeze rafinarea celulelor si
sa se obtind o descompunere mai precisa [52], [63], [65], [70], [97], [198].

Ratiunile pentru standardizarea formei celulelor sunt:

e obtinerea unei descompuneri a spatiului prin iteratii simple;

e stabilirea unei metode de reprezentare insensibild la aproximarea
numerica;

e implementari simple;

e controlul direct al marimii spatiului liber de-a lungul unei cai generate

prin setarea unei dimensiuni minime impusa celulelor.
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Metoda grilei omogene tine seama mai putin de structura matematicid a
spatiului §i chiar poate da gres la gasirea unui drum pentru robot, chiar si atunci cand
acesta exista.

Considerand spatiul de lucru W, acesta se trateaza ca o multime finita de
celule patrate {k;}i=1,..r.

O celuld k; poate fi:

1. liberd, dacd §i numai daca interiorul sdu apartine in intregime
spatiului liber;

2. ocupatd, dacd si numai dacd interiorul sdu apartine in intregime
obstacolelor;

3. mixtd, al cérei interior apartine partial unui obstacol si partial unei zone
libere.

Doua celule sunt adiacente daca si numai dacd au o laturd comuna.

Fiind datd o descompunere a lui W, se defineste un canal ca o secventd de
celule libere si/sau mixte, astfel incat orice doud celule consecutive sunt adiacente.
Un canal care contine numal celule /ibere este cu sigurantd utilizabil pentru o
traiectorie fard coliziuni, iar un canal care contine si celule mixte, mai trebuile studiat
prin rafinarea descompunerii pentru a stabili daca poate contine o traiectorie, sau nu.

Programul ce realizeazd descompunerea celulard aproximativd a unut spatiu
dat, in celule patrate identice, a fost scris in echivalentul sub mediu WINDOWS a
limbajului de programare Borland Pascal, DELPHI.

S-a ales WINDOWS -ul ca mediu de dezvoltare a aplicatiei, pentru a
satisface tendinta normald de migrare spre medii mai performante care dispun de
facilitati grafice puternice precum si de o interfata prietenoasa cu utilizatorul.

Programarea in acest mediu a permis folosirea ferestrelor pentru dialogul cu
utilizatorul, meniurile selectabile cu mouse-ul, un mini-help eficient bazat pe buline

de help, care directioneaza utilizatorul.

> Structura programului
Ca structura, programul se compune din fereastra principala care contine si
meniul principal. Selectarea oricdrei optiuni a meniulul principal are ca rezultat
deschiderea altei ferestre in care se realizeazd functia doritd. Astfel, optiunile

meniului principal sunt:
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Info
Consideratii teoretice
Crearea unui nou spatiu
Descompunerea unui spatiu dat

legire

“ Info
Selectarea acestei optiuni duce la afisarea pe ecran a unei ferestre in care se

dau unele informatii suplimentare privitoare la program.

*» Consideratii teoretice
In urma activarii cu mouse-ul a butonului cu aceastd inscriptie din meniul
principal, se deschide o fereastrd ce permite citirea consideratiilor teoretice care au

stat la baza realizarii programului [158].

% Crearea unui nou spatiu
Aceastd optiune a meniului lanseazi in executie modulul de realizare grafica a
spatiului de lucru pentru robot, care urmeaza a fi descompus celular. Spatiul gol initial
s1 care urmeaza a fi populat cu figuri geometrice pentru redarea suprafetei pe care
robotul urmeaza a evolua, este reprezentat de o suprafata de desen avand dimensiunile
320x320 pixeli. Pe aceasta se vor plasa obstacolele prin selectarea elementelor grafice
din lista prezentata alaturat acestei suprafete si prin indicarea cu mouse-ul a locului
unde se doreste pozitionarea obstacolului.
Spatiul poate fi populat cu obstacole poligonale si de aceea utilizatorul are la
dispozitie urmatoarele elemente grafice:

0 Dreptunghi, avand laturile liber modificabile prin intermediul unor casete de
introducere de date; Prin aceastd metodd se pot desena si pitrate, alegind
dimensiunile laturilor egale;

a Triunghi de dimensiuni date de catre utilizator; pentru acesta se vor specifica
dimensiunile pentru doua laturi alaturate i unghiul dintre ele;

o Poligon oarecare, construibil cu mouse-ul, avand practic un numdr nelimitat
de laturi; se vor desena laturile, atatea cate se doresc, apol se va actiona asupra
butonului drept al mouse-ului pentru inchiderea si umplerea conturului

poligonal;
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a Cerc, de raza variabil, care se poate introduce la valoarea dorita.

In cazul in care s-a facut o greseald de reprezentare, ea se poate corecta cu
ajutorul gumei de sters care curata de pe suprafata de lucru cate un patrat de latura de
10 pixeli.

Stergerea Intregii imagini se face actionind butonul Stergere imagine, resetand
astfel suprafata de lucru.

In urma crearii spatiului, imaginea va fi salvatd prin actionarea butonului
Salvare. In acest moment se deschide o fereastri de alegere a numelui fisierului si
locului in care acesta se va salva. Se pot alege directorul si unitatea de disc dorita.

Fisterul este de tip bitmap avand extensia .BMP.

< Descompunerea unui spatiu dat
In cazul in care existd spatii create anterior, acestea pot fi incarcate si
modificate prin apelarea butonului /ncdrcare. Procedura se deruleaza asemanator

proceduril de salvare. Si aceste spatii deja create, sunt salvate tot cu extensia .BMP.

o lIesire

Prin selectarea butonului de iesire se revine la meniul principal dupa ce,
utilizatorul 1si da acordul asupra acestei actiuni, pentru a nu se iesi din greseala si de
a pierde eventual cele lucrate pdna in momentul respectiv.

In prima etapa de aplicare a algoritmului de modelare a spatiului prin metoda
grilei omogene, s-a urmarit realizarea modelului unei sectiuni plane a unei portiuni a
spatiului Laboratorului de Robotica populat cu obstacole. S-a selectat optiunea
Crearea unui nou spatiu si s-a incercat o reprezentare cit mai apropiata de cea reala.

Pentru construirea spatiului, conform celor precizate, se utilizeazd figurile
geometrice aflate alaturi de suprafata ce urmeaza a fi reprezentatd (figura I'V.2).

S-a realizat portiunea din suprafata laboratorulut care interesa pentru modelare
si s-a salvat sub denumirea de lab.bmp. Apoi s-a activat optiunea Descompunere
celulard care pind la aceastd etapd era neselectabild si care acum este gata de
activare. Programul oferad facilitatea alegerii dimensiunii dorite a celulelor, adica a

gradului de rafinare a reprezentarii.
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Fig.IV.2.Posibilitatile oferite de program pentru crearea unui spatiu ce

urmeazd a fi descompus

In urma selectdrii cu mouse-ul, descompunerea celulard aproximativa propriu-
zisd incepe, In partea de jos a ferestrei apdrdnd un mesaj care roaga utilizatorul sa
astepte. Aceasta asteptare este de fapt timpul in care se cfectueaza calculele necesare

realizarii descompunerii celulare aproximative si a reprezentarii celulelor.

T+ Descompunere celulard

Alegere spatiu ||

Descompunere
celulara

Pozltii robot
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Fig.I1V.3. Reprezentarea 2D a spatiului de lucru din Laboratorul de Roboticd

destinatd aplicarii metodei grilei omogene
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In figura IV.3 este reprezentatd portiunea selectatd a laboratorului unde se
doreste modelarea obstacolelor si trasarea traiectoriei, alegindu-se cea mai fina
reprezentare a celulelor pe care o poate oferi programul. In timpul descompunerti
celulare se pot observa celulele care apar pe méasura analizei spatiului. Celulele de
diferite tipuri sunt reprezentate cu diferite culori:

- celulele goale sunt colorate in albastru;

- celulele pline sunt colorate in rosu;

- celulele mixte sunt hasurate cu alb, avand chenar galben.

Finetea descompunerii poate fi modificatd, o valoare mai mare avand ca
rezultat 0 eroare mai micd, adicd o aproximare mai bund a impartirii spatiului in

celule pline si goale, in celulele mixte fiind cuprinséd o suprafatd mai micé din spatiu.

> Reprezentarea traiectoriei

Dupa ce descompunerea celulara a fost realizata, devine activabil butonul cu
inscriptia Drum robor. In urma selectarii acestei optiuni se indica cu mouse-ul celula
initiala si cea de destinatie a robotului, acesta urmand sa-si gaseasca drumul numai in
spatiul liber determinat de succesiunea celulelor goale. Intre aceste doua celule date.
programul incearcd sa gaseascd o succesiune numal de celule goale adiacente.

In cazul in care nu exista un asemenea drum utilizatorului i se comunica acest
lucru, iar in caz contrar se afiseazd drumul printr-un canal format din celule adiacente.
in figura IV.4 este indicat un astfel de canal pentru spatiul de lucru descompus in
figura IV.3 si pozitiile initiala si finald, mentionate.

Canalul ales este cel cu lungime minima, aceasta fiind solutia aleasd de
program din multimea canalelor libere posibile intre cele doua celule de la capete.

Este evident cd metoda de modelare prezentatd presupune implicit ca robotul
are el insusi dimensiunea unei celule. Deci, un criteriu de alegere a dimensiunii
celulei si implicit de precizie a metodei de modelare este cea impusa de dimensiunile
robotului.

Apelarea butonului de Jegire cere confirmarea utilizatorului pentru pdrasirea

descompunerii celulare si, in cazul acordului acestuia, se revine la meniul principal.
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Fig.IV.4. Un canal in care se poate afla traiectoria robotului pentru pozitiile initial

si finald impuse
IV.2.1.2. Metoda grilei neomogene

Metoda presupune toate obstacolele de torma dreptunghiulara. Dacad ¢le nu au

aceastd forma se vor aproxima printr-un dreptunghi acoperitor. Existand » obstacole in
spatiul de lucru, acesta se imparte printr-o grild rezultatd din prelungirea laturilor
obstacolelor, obtindndu-se (2n+])’7 dreptunghiuri sau, altfel spus. 2n+/ benzi orizontale
si 2n+/ benzi verticale (figura [V.5).
Fiecare regiune din grila este reprezentatd prin doud lanfuri binare de cdte 2n+/ bit,
dintre care unul reprezintd pozitia relativa pe orizontald, iar celalalt pozitia relativa pe
directia verticala. Un bit are valoarea / dacd celula este liberd $i 0 in caz contrar [67],
[70], [184].

Modelarea se realizeaza in sase ctape (exemplificarile pe etape find valabile

pentru spatiul prezentat in figura IV.5):
< Etapa I: Reprezentarea fiecdret benzi orizontale prin doud lanturt de bii.
Primul lant contine 2n+/ bitl respectand succesiunea celulelor grilei si
marcandu-se cu valoarea / dacd celula este liberd si cu ) in caz contrar.
Un al doilea lant contine un singur / care corespunde la pozitia verticala

a benzii.
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Fig.IV.5. Acoperirea unui spativu cu doud obstacole printr-o grild

neomogend

+ Etapa 2: Determinarea tuturor benzilor orizontale continue rezultate din

separarea primului lant in mai multe, fiecare avand o suitd continud de /.

De exemplu:
11101 00010
devine:
11100 00010
00001 00010

< Etapa 3: Gruparea lanturilor generate in etapa a doua, astfel:
e ele si fie regrupate in raport cu benzile care le-au generat;

¢ grupele si fie ordonate in raport cu pozitia verticald a benzilor generatoare.

<+ Etapa 4: Generarea unei noi liste pornind de la cea precedenta conform
urmatoarelor reguli:
e noua grupi i de lanturi este generaté prin combinarea fiecdrui lant din vechea grupa
cu fiecare lant din vechea grupa i+/ (i=1,2,...);
e doui lanturi sunt combinate printr-un SI logic pentru lanturile din stinga si SAU
logic pentru lanturile din dreapta; dac toti bitii sunt nuli, lantul respectiv se elimina.

daca nu, se include pe lista;
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e de fiecare datd cand un lant este addugat la noua lista se elimina lanturile de pe lista

precedenta care sunt acoperite de aceastd adaugare; un lant S; este acoperit de catre S,

daca un SAU logic intre ele conduce la S,.
% Etapa 5: Se repeta etapa 4 dacd noua listd are doud sau mai multe grupe.

% Erapa 6: Se stabilesc lanturile neeliminate de pe liste care reprezintd o

zona fara obstacole

Pentru spatiul cu doud obstacole din figura IV.5 derularea etapelor mentionate
conduce la stabilirea unor zone libere marcate in figura [V.6, prin ale caror intersectii se
obtin portiunile prin care traiectoria robotului poate fi trasatd. Ca si in cazul precedent se
realizeaza un canal de celule adiacente, iar rezultatul cercetdrii acestui canal si al trasérii

grafului de conexiuni va conduce, dupa modelare, la posibilitatea de trasare a traiectoriei.

Fig.IV.6. Etape ale deruldrii metodei de modelare a spatiului 2D

prin grild neomogena

Succesiunea de liste de date si de etape ale calcului este:
Lista 1 (Etapa 1)
1111110000
1011101000
11111001060
1110100010
1111100001

194

BUPT



Lista 2 (Etapa 2+3)
1111110000 (A)

1000001000
0011101000

1111100100 (B)

1110000010
0000100010

1111100001 (C)

Lista 4 (Etapa 5)
1000011100
0011111100 (D)

1000001110
0010001110
0000101110

1110000111 (E)
00001 00111

Metodei astfel descrise i se poate asocia un graf ale carui noduri sunt zonele fara
obstacole (figura IV.7). La fiecare grup de liste unde s-a putut deja stabili cu exactitate

celula liber3, notatia corespunzatoare nodului din graf este prezentata aldturat listei

respective.
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Lista 3 (Ftapa 4)
1000011000
0011111000

1000001100
0011101100

1110000110
0000100110

1110000011
0000100011

Lista 5 (Etapa 5)
1000011110
0010011110
00001 11110

1000001111

0010001111
0000101111

Lista 6 (Etapa 5)

10000 11111(F)
00100 11111(G)
00001 11111 (H)
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Reprezentarea prin subdivizare spatiala

Arce  Noduri Intersectii
a AF 10000 10000
b AG 00100 10000
c AH 00001 10000
d HF 10000 00100

e BG 00100 00100
£ BH 00001 00100
g AD 00111 10000
h BD 00111 00100
i GD 00100 00111
j HD 00001 00111
k BE 11100 00100
1 CE 11100 00001

m FE 10000 00111
n GE 00100 00111
0 DE 00100 00100

p CF 10000 00001

q CG 00100 00001

r CH 00001 00001
R T T 9

e B He
77'““’"“\."'”—‘“’.‘{'\
L
~— ! - — K L

~

e

,'//

~— e
— e

Fig.IV.7. Graful de conexiuni corespunzdtor spatiului modelat

prin grild neomogena
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» Utilizarea programului
Pentru a lucra in modul 2D se creeaza un nou spatiu bidimensional de lucru

sau se incarcad unul deja existent.

Pentru un nou spatiu trebuie specificate citeva optiuni fereastra de dialog din
figura [V.8:

ar

r

Tip Teren
iy e 1A R - 3 n i -

Fig.1V.8. Fereastra de dialog pentru exprimarea optiunilor de aplicare a

descompunerii neomogene

Litimea si indltimea specificd dimensiunile spatiului bidimensional, cuprinse
intre 100 si 800 de pixeli, iar grilajul presupune afisarea in cadrul terenului a unor
puncte de referinta din » in n pixeli, unde 10 < n <350.

Dupa exprimarea dimensiunilor dorite si a optiunii de reprezentare 2D sau 3D,
programul afiseaza spatiul in care se vor plasa obstacolele, sub forma din figura [V.9.

Editarea obstacolelor se realizeazd cu mouse-ul prin fixarea unor puncte ce
reprezintd colturile unui obstacol printr-o apasare pe butonul sting. Unirea primului
punct cu ultimul si definitivarea obstacolului se realizeaza prin apdsare pe butonul
drept. Acelasi spatiu bidimensional prezentat si in figura IV.3 si descompus prin grila
omogend este prezentat in figura IV.10 in vederea descompunerii prin grila
neomogena.

Dupi terminarea editdrii existd posibilitatea salvdrii spatiului sau inceperii
derulirii etapelor procedurii de descompunere. Pentru a aplica metoda de gésire a

drumului minim intre doud puncte alese ale terenului trebuie actionat butonul de
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forma unui bec, marcat printr-o curba nercgulata in figura IV.9, pe bara de unelte

plasatd sub meniul programului.

¥ Planificarea Miscarii Robotilor - Metoda Grilt

S Planificarea Miscarii Robotilot - Metoda Grilei Neomogene -
Fle Edt Amdow Hefp

[y P

Rswn] EepAw’. | e | __juejor| [[Fe |GIILT sar

Fig.IV.10. Spatiul ce urmeazd a fi descompus prin grild neomogena
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In continuare se vor urmari pasii metodei de calcul, urmand ca dupi fiecare
pas sa se apese butonul de continuare, aflat in dreapta ecranului alaturi de suprafata de
descompus, din cadrul ferestrei de comandi a metodei. in figura I[V.11 este

reprezentatd grila ce acopera spatiul de studiat §i de la care incepe procesarea prin

scrierea lanturilor de biti.

RS
o A e TN e TN e MR
A N T e A T ol AT e a )

Fig.IV.11. Grila neomogend pentru spatiul populat cu obstacole

Pasul urmitor al algoritmului de modelare, acoperd obstacolele cu

dreptunghiuri formate din reuniuni de celule intregi, reprezentarea fiind prezentata

in figura IV.12.

LA

Fig.IV.12. Acoperirea obstacolelor cu dreptunghiuri formate din

celulele ocupate ale grilei
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In continuare se solicita introducerea punctului de plecare si a celui de sosire

ale robotului, operatie care se realizeaza printr-o simpli fixare a doud puncte in spatiul

de lucru bidimensional (figura IV.13).

¥ Editare 2D - lab

||l o

T

O [Frr

Punct plecare

T1

Punct
sosire

Fig.IV.13. Spatiul de lucru cu obstacolele acoperite cu celule

avdnd marcate punctele de capdt ale traiectoriei

Se urmiresc apoi benzile de libera trecere a robotului printr-o animatie a

acestora, benzi ce sunt prezentate si sub forma lanturilor intr-o fereastra plasata sub

spatiul de lucru si care se prezintd dupd cum urmeaza:

Lista : 1

11111111111
10000000000
00000001111
11111111111
11111111000
00000000011
11111000000
00000011000
00000000011
11000000000
00000000001
11000000000

10000000000 O

01000000000
01000000000
00100000000
00010000000
00010000000
00001000000
00001000000
00001000000
00000100000
00000100000
00000010000
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00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11111111111

Lista: 2

10000000000
00000001111
10000000000
00000001111
11111111000
00000000011
11111000000
00000011000
00000000011
11000000000
00000000001
11000000000
00060000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001

Lista: 3

10000000000
00000001111
10000000000
00000001000
00000000011
11111000000
00000011000
00000000011
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001

00000010000
00000001000
00000001000
00000000100
00000000100
00000000010
00000000010
00000000001

11000000000
11000000000
01100000000
01100000000
00110000000
00110000000
00011000000
00011000000
00011000000
00001100000
00001100000
00000110000
00000110000
00000011000
00000011000
00000001100
00000001100
00000000110
00000000110
00000000011
00000000011

11100000000
11100000000
01110000000
01110000000
01110000000
00111000000
00111000000
00111000000
00011100000
00011100000
00001110000
00001110000
00000111000
00000111000
00000011100
00000011100
00000001110
00000001110
00000000111
00000000111

(6]
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Lista: 4

10000000000
00000001000
00000000011
10000000000
00000001000
00000000011
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001

Lista: 5

10000000000
00000001000
00000000011
10000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001

Lista: 6

10000000000
00000000001
10000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001

11110000000
11110000000
11110000000
01111000000
01111000000
01111000000
00111100000
00111100000
00011110000
00011110000
00001111000
00001111000
00000111100
00000111100
00000011110
00000011110
00000001111
00000001111

11111000000

11111000000 7
11111000000 8

01111100000
01111100000
00111110000
00111110000
00011111000
00011111000
00001111100
00001111100
00000111110
00000111110
00000011111
00000011111

11111100000
11111100000
01111110000
01111110000
00111111000
00111111000
00011111100
00011111100
00001111110
00001111110
00000111111
00000111111

Reprezentarea prin subdivizare spatiala
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Lista : 7

10000000000
00000000001
10000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001

Lista: 8

10000000000
00000000001
10000000000
00000000001
11000000000
00000000001
11000000000
00000000001

Lista: 9

10000000000
00000000001
10000000000
00000000001
11000000000
00000000001

Lista: 10
10000000000
00000000001
10000000000
00000000001
Lista : 11

10000000000
00000000001

Alaturi de lanturile de biti din dreapta, sunt afisate si nodurile grafului asociat

11111110000
11111110000
01111111000
01111111000
00111111100
00111111100
00011111110
00011111110
00001111111
00001111111

11111111000
11111111000
01111111100
01111111100
00111111110
00111111110
00011111111
00011111111

11111111100
11111111100
01111111110
01111111110
00111111111
0011111111

11111111110
11111111110
01111111111
01111111111

11111111111 10
11111111111 11

metodei de reprezentare.

Reprezentarea prin subdivizare spatiald

In etapa urmatoare, va fi afisat graful si drumul minim pe graf (figura [V.14).
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"I'> Calcul Rezuitate ‘ ' ;

Procesare Date ..........
Trasare Brila ..... ... &

Af isare Moua 6rila ......
Punctul De Start ? _____.
Punctul De Sosire ?
BDeterninare Benzi ._.... A
Rfisare Benzi ........... \ '

\
Desenare Craf ........... ’ 3
....... 7 @ \ \

o

ﬁsmnli@i‘:ﬂ(«z}vlil e | RS GBS s39pm

Fig.IV.14. Graful asociat metodei de descompunere prin grild neomogend

in 2D cu indicarea succesiunii de zone libere 8-1-10

Dupa terminarea calculelor se solicita apdsarea pentru ultima data a butonului
de continuare care are ca efect inchiderea tuturor ferestrelor deschise, inclusiv a

spatiului bidimensional pe care s-a lucrat.
IV.2.2. Modelarea 3D a spatiului de lucru

in principiu modelarea se deruleaza insa la fel ca in spatiul 2D. cu aceleasi
etape, functie de metoda adoptata. Se prezintd metoda descompunerii spatiului prin
grila neomogena, care se deruleaza la fel, dar in fereastra de dialog din figura IV.8 se
va alege optiunea 3D.

Pentru a lucra in modul 3D se creeaza un nou spatiu tridimensional de lucru
sau se incarcd unul deja existent. In sistemul de referintd plasat in coltul din stinga
ecranului sus se afla un cub curent cu ajutorul caruia se realizeazad obstacolele reale.
Scena de lucru este reprezentatd in figura IV.15, unde se afld o vedere partiald a
spatiului de lucru din Laboratorul de Roboticd, cu céteva obstacole din jurul unui stalp

de sustinere a halei.
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In coltul din stdnga sus, se observa cubul curent cu ajutorul caruia se

construlesc obstacolele.

2 Planificarea Miscarii Robotilar - Metoda Grilei Neomogena 7+ - el Diar e SN TS ST ET
Fite Edit Window Help

Editare 3D - NoName1 e e

Fig.1V.15. O portiune din spatiul de lucru modelat in 3D

prin metoda grilei neomogene

Editarea obstacolelor se realizeazi cu mouse-ul si cu tastele, prin reuniunea
mai multor cuburi pina la realizarea obstacolelor reale, astfel:
e printr-o apdsare pe butonul stdng al mouse-ului se pozitioneazd un nou cub
curent la coordonatele 0,0,0 sau se aduce cubul curent la aceste coordonate;
e cubul curent se poate misca pe axa Ox cu tastele sdgeatd stanga $1 sdgeatd
dreapta;
e cubul curent se poate misca pe axa Oy cu tastele sdgeatd sus i sageatd jos,
o cubul curent se poate misca pe axa Oz cu tastele PageUp si PageDown;,
e printr-o apdsare pe butonul drept al mouse-ului se valideaza cubul la
coordonatele dorite ca obstacol.
Dupa terminarea editdrii exista posibilitatea salvarii spatiului sau a inceperii
lucrului in acest spatiu. Pentru a aplica metoda descompunerii prin grild neomogena a
spatiului trebuie apasat acelasi buton sub forma de bec de pe bara de unelte plasata

sub meniul programului, ca in cazul spatiului 2D.
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Reprezentarea prin subdivizare spatiald

In continuare se urmeaza pasii metodei de calcul, urmand ca dupa fiecare
pas sa se apese butonul de continuare din cadrul ferestrei de control a metodei. In
figurile IV.16 si IV.17 sunt prezentate doua etape diferite de evidentiere a benzilor

libere in spatiul creat.

# Planificarea Miscarii Robotilor - Metoda Grilai Neomogena' =7 < S 27 & ot ey A N L BT
Eite gdn wm;mv RHelp

i =1 bl I B Td BN Y | _——

alZlx| H & Calcul Razul L=

Pratesare ol

Catcalare Cr1
iDetorminare i.
iRtisare Benzi ...,
j

i
H
i
1

fison] EmAV el | | | | |9r/DF @]  BIIST suem

Fig.IV.16. Evidentierea unei benzi libere in purtea de sus stanga

a spatiului de lucru

2 Planificarea Miscarii Robotilor - Metoda Gritei Neomogene

Fig.IV.17. Evidentierea unei benzi libere in partea din dreapta

lateral a spatiului de lucru
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Aceste benzi libere sunt puse in evidenta printr-o structuri de liste binare la fel

ca cele prezentate in modelarea 2D.

In continuare se solicita introducerea punctului de plecare si a celui de sosire
ale robotului, operatie care se realizeaza printr-o simpla fixare a doud noi cuburi in

spatiul de lucru, In pozitiile dorite (figura IV.18).

# Planificarea Miscarii Robotilor - Maetoda Grilei Neomagane = ° ¥ AT UL REqeD
Ble Edt Window Help

ms.;,,v[j P g;;g] ») 1} OleMain... | | ®)gdten.. | JyExplar | [[@Ptan.. (GBS s51PM

Fig.IV.19. Graful asociat descompunerii spatiului de lucru

prin grild neomogend in 3D cu indicarea succesiunii de zone libere 3-9-5

e e o e e I
e e et

Univeisiieied tehinicd
27 TIMIYOARA

L 8 ST IeL ] gfsﬁyswg’

T
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Reprezentarea prin subdivizare spatiald

Dupd aceastd reprezentare va fi afisat graful atasat descompunerii, cu
indicarea celulelor libere prin care poate trece traiectoria unui robot aflat in intregime
intr-un cub curent (figura IV.19).

La terminarea calculelor se solicita apasarea pentru ultima datd a butonului de
continuare Next, care are ca efect inchiderea tuturor ferestrelor deschise, inclusiv a
spatiului in care s-a lucrat.

Toate metodele de reprezentare prin subdivizare sunt mari consumatoare de
memorie, mai ales la spatii cu configuratii complexe cind se urmareste o reprezentare
cat mai apropiata de realitate.

De cele mai multe ori insd, pentru aplicatii practice, reprezentarile foarte
exacte nu se justificd, deoarece oricum modelarea initiald este aproximativa si se

lucreaza cu tolerante destul de largi pentru a pastra certitudinea non-coliziunii.
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V. Concluzii si contributii originale

Problema reprezentarii obiectelor §i a combindrii acestor reprezentari prin
diferite tehnici computerizate a luat practic, locul desenului tehnic, deoarece din ce in
ce mai multe ramuri industriale folosesc aceste tehnici de reprezentare in locul
metodelor clasice de proiectare si desenare. Este astfel evident ca robotica, stiinta
complexd si multidisciplinard, nu poate face abstractie de acest mod de abordare a
reprezentdrii sistemelor complexe de corpuri, care permit dezvoltarea imaginativa a
structurii robotilor si a spatiilor in care acestia evolueaza.

In domeniul reprezentarii spatiale, au fost folosite pe parcursul timpului mai
multe tipuri de modele 3D si 2D, mai ales in aplicatiile grafice computerizate. In
functie de structurile de date si de informatiile detinute despre corpuri, modelele
prefabricate de sisteme de corpuri solide sunt dificil de utilizat si prezinta limitari atat
in ceea ce priveste complexitatea reprezentarii cdt §i a acuratetei geometriei acesteia.
De aceea se impune gasirea unor solutit cat mai elastice §i universale de reprezentare
a corpurilor indiferent de forma lor si de structura de date pe care reprezentarea
respectivi o implica.

Factorii pe care orice reprezentare trebuie sd-1 aibd in vedere, sunt:

e structura de date impuséd, forma algoritmilor de procesare si designul

programelor fixe de hardware;

e costul procesarii unui obiect si al unui sistem de obiecte 3D;

e gradul de aproximare al imaginii finale a unui obiect ;

e usurinta editarii formei obiectului.

Teza de doctorat trateazd modelarea sistemelor de corpuri de formd complexa
prin metodele reprezentdrii parametrice, utilizarii de primitive geometrice $i prin
subdivizare spatiala, utilizind pentru modelare atat programe originale cat §i software
profesional. Aceste metode sunt folosite pentru reprezentarea unor corpuri complexe

(robotii si spatiile proprii descrise de efectorul lor final), precum si pentru spatiul de
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lucru in care un robot mobil evolueazd, cu precizarea erorilor impuse pentru

reprezentare.

Principalele contributii originale ale autoarei se pot sintetiza pe capitole dupa

cum urmeaza:

v' Capitolul II : Reprezentarea parametrici, contine :

* O sintezd bibliografica consistentdi a metodelor de reprezentare a
curbelor si suprafetelor in spatiul 3D prin utilizarea curbelor Bézier si
B-spline;

* Programe originale de reprezentare a curbelor Bézier si B-spline prin
utilizarea punctelor si a muchiilor de control;

* Programe originale de reprezentare a suprafetelor 3D prin intermediul
curbelor parametrice;

» Calculul modelului geometric direct st evidentierea ecuatiilor
cinematice pentru 4 tipuri de roboti cu structurd in lant cinematic
deschis, pe baza utilizédrii conventiei Denavitt-Hartenberg;

= Reprezentarea suprafetelor proprii de lucru pentru tipurile de roboti la
care s-au calculat ecuatiile cinematice, utilizand facilititile pachetului
de software Matlab; aceste reprezentdri sunt utile la planificarea
miscarii robotilor cu baza fixa intr-un spatiu de lucru de geometrie

cunoscuta.

v"  Capitolul Il : Reprezentarea geometrici, contine:

= Justificarea reprezentarii corpurilor de forme complexe prin utilizarea
sferei, ca primitiva unica,

= Introducerea conceptului de sfericizare la reprezentarea exterioara si
interioara a oricarui corp 3D;

= Construirea unui sistem original si coerent de 16 teoreme, cu
corolarele aferente, care sd permitd reprezentarea prin sfericizare a
altor primitive geometrice (cilindru, con, trunchi de con, sector sferic,
etc.) prin intermediul cdrora se poate realiza constructia oricarui

sistem complex de corpuri;
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* Evidentierea, la fiecare tip de primitivd reprezentatd prin sfere, a
erorilor de reprezentare interioard si exterioard, urmarindu-se ca
aceste erori sa fie minime;

* O sinteza bibliografica complexa a abordarii sfericizirii din punct de
vedere topologic, cu prezentarea unor algoritmi utilizati la crearea de
programe de reprezentare;

* Realizarea de programe originale de sfericizare pentru primitivele
geometrice mentionate §i reconstructia, prin utilizarea acestor
programe, a unor modele de roboti din Laboratorul de Robotica al

Catedrei de Organe de Masini si Mecanisme al facultatii de Mecanica.

v Capitolul IV : Reprezentarea prin subdivizare spatiald, contine:

* Abordarea problemei de bazd a planificarii robotilor mobili intr-un
spatiu de lucru, prin prisma posibilitdtit de modelare prin tehnica de
subdivizare spatiald §1 pe baza unor algoritmi de navigare din
literaturd;

* Prezentarea a doud metode de planificare compatibile cu tehnica de
reprezentare aleasd pentru spatiul Laboratorului de Roboticad in care
evolueaza un robocar automobil;

» Realizarea unor programe de modelare 2D si 3D a spatiului
Laboratorului de Robotica prin metoda grilei neomogene;

» Realizarea unor programe de modelare 2D a spatiului Laboratorului

de Robotica prin metoda grilei omogene.

Aceastd prezentare succintd a contributiilor autoarei in domeniul abordat
relevi faptul ca prezenta teza reprezintd o etapd dintr-un domeniu vast, ce constuie de
mai multi ani preocuparea colectivului de cercetare aflat sub conducerea dnei. prof.
dr.ing. Doina Dragulescu. Cercetérile au inceput cu modelarea analiticd a robotilor
(cinematica, diferentiala §i dinamicd), continudnd cu probleme complexe de
planificarea migcarii robotilor mobili, de interactiune a robotilor cu mediul prin
vedere artificiala si dezvoltdndu-se cu abordari de modelari din ce in ce mai complexe

de roboti mobili printre obstacole mobile.
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Etapa care se finalizeaza prin aceastd tezd are rclul de a oferi suportul
matematic riguros problemelor de modelare a structurilor complexe, prezentand
modalitéti de rezolvare aproape universal valabile pentru orice structuré.

Teza deschide drumul unor studii de planificare a miscarii in laboratoare
virtuale, pentru roboti virtuali, neexistdnd decat piedica propriei imaginatil a

utilizatorului.
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