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Introducere 
''Dacă dorim să obţinem standarde pentru lungime, 
timp şi masă ce vor fi absolut permanente, trebuie să 
le căutăm nu în dimensiunea, mişcarea sau masa 
planetei noastre ci în lungimea de undă, perioada de 
vibraţie şi masa absolută a acestor nepieritoare, 
nealterabilc şi perfect similare molecule" trad. aut/ 

James Clerk Maxwell, 1870 

în 1960, cea de a unsprezecea Conferinţă Generală de Metrologie adopta Sistemul 
Internaţional de Unităţi (SI), sistem care, începând cu acea dată, avea să fie acceptat la nivel 
mondial. Sistemul este bazat pe şapte unităţi de bază, unităţi alese din raţiuni istorice şi practice. 
Toate unităţile de măsură fizico-chimice derivate pot fi exprimate prin combinarea unităţilor de 
bază. Dintre unităţile de bază stabilite în 1960 doar trei rămân determinate independent la ora 
actuală: este vorba de kilogram, secundă şi Kelvin. Figura II schiţează interdependenţele ce există 
între unitătile de bază. 

Figura II -preluată din [18| 

mv^tsigm 

Cele 7 unităţi de haza ale SI împreună cu sistemul de 
interdependente existente intre acestea 

Figura 12 -preluată din [18] 
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Unităţile de bază ale SI, constantele fizice fundamentale 
şi gradul de incertitudine în cunoaşterea valorii exacte a 
acestora 

O caracteristică metrologică fiandamentală a acestor unităţi de bază este gradul de 
incertitudine în cunoaşterea valorii absolute a acestora relativ la fenomenul fizic utilizat în definirea 
lor. Figura alăturată 12, prezintă acest grad de incertitudine pentru aceste unităţi şi o serie de 
constante fizice fundamentale împreună cu legăturile de interdependenţă între acestea. Analiza 
atentă a acestei diagrame relevă încercarea de a construi un sistem de măsură universal plecând de la 
singura mărime relativistic constantă şi considerată a fi cunoscută apriori exact -viteza luminii în 
vjd. 

Nivelul ştiinţific şi tehnologic actual permite cunoaşterea cu cea mai mare precizie a unităţii 
de măsură pentru timp: 10"'" .̂ Gradul de certitudine în cunoaşterea celorlahe două unităţi 

'7/we msh to ohtain standards oflenght, time and mass which shall be ahsolutely permanent, w^e must seek them not 
in the dimension or motion, or the mass ofour planet, but in the wavelenght, the period ofvihration and the absolute 
mass ofihese imperisable, unalterable and perfectly similar molecules" 
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independente de bază, kilogramul şi Kelvinul, este cu mult mai mic comparativ cu secunda- 6-7 
ordine zecimale de mărime. Această diferenţă uriaşă între gradul de cunoaştere al timpului, vis a-vis 
de incertitudinea existentă în determinarea unităţilor de masă şi temperatură, apare probabil datorită 
incapacităţii actuale de a lega definirea kilogramului şi gradului Kelvin de un fenomen cuantic cu 
efecte macroscopice stabile şi măsurabile aşa cum s-a reuşit în cazul standardelor atomice pentru 
timp sau a joncţiunii Josephson cu efect Hali cuantic pentru rezistenţa electrică. Previziunea asupra 
necesităţii căutării în domeniul atomic a fenomenelor fizice de definire a unităţilor metrologice 
fundamentale, previziune enunţată acum mai bine de un secol de către Maxwell, se dovedeşte a fi 
veridică. 

Nivelul de incertitudine al cunoaşterii unităţilor fundamentale ale SI oferă o margine 
superioară pentru stabilitatea temporală a fenomenelor fizice ce concură la definirea acestor unităţi -
un fenomen fizic ce va fluctua impredictibil cu 10"^ relativ Ia valoarea sa de echilibru, nu va putea fi 
utilizat în a defini o unitate de măsură cu precizie mai bună de 10"^. Din acest punct de vedere, 
standardele metrologice de timp secundare (ceasurile pe baza dezexcitării stimulate a atomilor de 
Cesiu sau Rubidiu) sau chiar oscilatoarele electronice pilotate cu dispozitive piezoelectrice de cuart, 
ating nivele de stabilitate superioare gradului de incertitudine al majorităţii unităţilor din SI şi 
implicit al fenomenelor fizice ce definesc aceste unităţi. Motivaţia efortului ştiinţific şi tehnologic 
depus în ultima jumătate a acestui secol de a traduce şi a măsura o multitudine de mărimi fizice în 
domeniul timp-frecvenţă, devine în acest sens evidentă. 

Utilizarea unui rezonator piezoelectric la măsurarea unor mărimi fizice altele decât timpul 
sau frecvenţa face inerent apel la studiul influenţei acestor mărimi asupra frecvenţelor proprii de 
vibraţie ale dispozitivului. Pentru a specifica influenţa stabilităţii temporale foarte bună a acestor 
oscilatoare asupra preciziei de calcul necesare a fi atinse în proiectarea unui astfel de traductor, vom 
considera următorul exemplu generic. Presupunem un rezonator piezoelectric având frecvenţa 
proprie de vibraţie cu o stabilitate relativă de 5 ( / )< pentru intervalele de timp comparabile 

cu timpul de desfăşurare al experimentului. Supus unei mărimi fizice exterioare X ce acţionează 
brusc la momentul de timp /^cu amplitudinea A, rezonatorul îşi va modifica frecvenţa proprie de 
vibraţie cu o valoare A ^ / . Stabilitatea relativă în frecvenţă o presupunem nemodificată pentru 
acesta stare: După cum arată şi graficul 13 vom putea decela cu confidenţă de 100% 
acţiunea mărimii fizice X dacă acesta conduce la o modificare a frecvenţei de rezonanţă de 

.A 

Figura 13 
Modificarea frecvenţei de rezonanţa sub acţiunea mărimii fizice perturbatoare X 
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Acum, să presupunem că prin calcul avem posibilitatea de a afla frecvenţa proprie /o atât în 
absenţa mărimii perturbatoare Xcât şi în prezenţa ei, cu precizia relativă de . Pentru a estima cu 
acelaşi grad de precizie ca şi în cazul experimentului fizic, prezenţa sau absenţa mărimii fizice A'cu 
amplitudinea A, este necesar ca S^ < . Valorile tipice pentru stabilitatea relativă S^^ pe termen 
de =100 secunde, la rezonatoarele cu undă de volum ( BAW^) pe substrat piezoelectric, sunt 
cuprinse între 10"^ -10"^ . Acest interval de valori reprezintă zona de precizie în care ar trebui adusă 
proiectarea oricărui traductor de acest tip pentru a aduce o informaţie fiabilă asupra comportării 
spectrale a respectivului rezonator sub acţiunea mărimii de perturbaţie X, 

Cu excepţia unor modele aproximative foarte simple ce permit soluţii analitice, calculul 
frecvenţelor proprii de vibraţie pentru rezonatoarele piezoelectrice, face apel la metode numerice de 
minimizare variaţională a funcţionalei Lagrange ataşată sistemului de ecuaţii piezoelectrice. 
Structura tridimensională a problemei, anizotropia cristalină, cuplajul de câmp electroelastic, 
condiţiile neomogene pe frontieră şi geometria volumului rezonatorului, conferă acestei funcţionale 
o complexitate deosebită ce conduce la eforturi computaţionale greu sustenabile cu tehnica actuală 
de calcul, cu scopul de a atinge ordine de precizie, în determinarea frecvenţelor proprii, comparabile 
cu cele ale stabilităţii fizice a acestor rezonatoare. 

Analiza comportării frecvenţelor proprii de vibraţie în funcţie de mărimea de interacţiune X 
este totuşi posibilă, teoretic, cu o precizie oricât de bună, pentru o vecinătate restrânsă în jurul 
valorilor/, neperturbate, presupuse a fi cunoscute în acest caz. Această analiză se realizează cu 

ajutorul metodelor matematice de perturbaţie, aplicarea acestora în domeniul analizei senzorilor 
piezoelectrici fiind adeseori singura metodă de abordare. 

Metodele de perturbaţie au o dezvoltare formală riguroasă şi au fost aplicate frecvent în 
calculul evoluţiei vectorilor şi valorilor proprii ale operatorilor autoadjuncţi în funcţie de o 
modificare ' 'mica ' a unui parametru al ecuaţiei. Acest tip de operatori şi probleme, apar adeseori în 
teoria câmpului electromagnetic, teoria solidului elastic, mecanica cuantică. Dinamica câmpului 
electro-elastic în solidul piezoelectric este guvernată de un sistem de trei ecuaţii hiperbolice cuplate 
cu o ecuaţie eliptică; 

de d jc. 

d Ui 
dx 

+ 
k d Xj 

^kij 
d 0 
dx, ] 

0 = 
d X; 

d d d u, 
' d x , dx 

/ = 1,2,3 componentele elongaţiei elastice 
0 potenţialul electric 
p densitatea masică 

' ^ cu i j . k j e {1,2,3} tensorii de 

material 

Această formă este nestandard în ecuaţiile fizicii matematice, sistemul nu poate fi adus la o 
ecuaţie funcţională abstractă de tipul: v/ = I i / / , cu L un operator autoadjunct; forma tipică, de 
exemplu, în cazul modelării dinamicii elastice liniare în solidul fară proprietăţi de cuplaj electro-
elastic sau magnetoelastic. 

Această situaţie este parţial rezolvată în 1977 prin dezvoltarea unei teorii de perturbaţie 
pentru ecuaţiile piezoelectrice de către B. Sinha şi H.F.Tiersten, însă modul de deducere permite 
practic doar o estimare a frecvenţelor proprii perturbate de ordinul 1 (aproximaţia liniară). După 

Bulk Acustic Wavcs 
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cunoştiinţele automlui nu există până Jn prezent un formalism riguros de deducere a relaţiilor de 
perturbaţie de ordin superior, pentru ecuaţiile de dinamică electroelastică în solidul piezoelectric. 

Relaţiile de perturbaţie Sinha-Tiersten, deşi de un potenţial teoretic important, nu au fost 
folosite frecvent în studiul aplicaţiilor concrete datorită complexităţii de prezentare a acestora; multe 
din fenomenele de modificare a frecvenţei de rezonanţă sub acţiunea a diverse excitaţii fizice 
externe sunt în schimb explicate pe baza unor modele de calcul aproximative, simplificate, 
dezvoltate în mod specific pentru a furniza date de predicţie conforme cu un anumit experiment, o 
anumită mărime fizică de interacţiune. Dacă aceste modele de calcul, chiar multiple şi specifice, ar fi 
acoperitoare pentru situaţiile întâlnite în proiectarea şi analiza senzorilor piezoelectrici, un efort de 
dezvoltare şi unificare teoretică ar rămâne o problemă de estetică. Situaţia este însă alta. 
Simplificarea regăsită cvasigeneral în aceste modele este ignorarea spaţialităţii fenomenelor de 
vibraţie şi interacţiune cu factorii fizici externi de perturbaţie. Soluţia exclude ah iuitio orice tratare 
a unor perturbaţii fizice având o distribuţie spaţială neuniformă în volumul sau pe suprafaţa 
rezonatorului: câmpuri termice sau de stress mecanic, impedanţe distribuite electrice sau mecanice, 
în acest sens, o serie de fenomene cărora repetabilitatea experimentală le-a conferit statutul de 
regulă sau teoremă - legătura între energia de vibraţie la suprafaţa rezonatorului, zona de încărcare 
maximă preponderentă şi deviaţia de frecvenţă, spre exemplu - nu au o explicaţie sau o relaţie de 
predicţie riguroasă. 

Explicarea şi predicţia influenţei perturbaţiilor fizice neuniform distribuite în volumul sau 
suprafaţa rezonatorului pe baza unitară a teoriei de perturbaţie liniară, împreună cu dezvoltarea unui 
nou formalism teoretic pentru ecuaţiile câmpului electroelastic în solidul piezoelectric, formalism ce 
va permite deducerea relaţiilor de perturbaţie de ordin superior, sunt cele două direcţii principale de 
dezvoltare a acestei teze. 

Structura lucrării este următoarea. 

In primul capitol sunt prezentate principalele rezultate teoretice referitoare la analiza ecuaţiilor 
electroelastice clasice pentru un domeniu piezoelectric tridimensional finit. Sunt tratate teorema de 
conservare a energiei în ipoteza condiţiilor pe frontieră variaţionale, funcţionala Holland-EerNisse 
de tip Lagrange asociată mediului piezoelectric şi teoria de perturbaţie Sinha-Tiersten. Studiul 
funcţionalei Holland-EerNisse reliefează importanţa deosebită a acesteia ca fiind singura metodă 
riguroasă ce permite calculul spectrului de vibraţie piezoelectric dar şi o serie de discrepanţe 
(subliniate chiar de autori) între proprietăţile acesteia şi proprietăţile funcţionalelor Lagrange clasice. 
Teoria de perturbaţie Sinha-Tiersten este analizată plecând de la o formulare abstractă, 
demonstrându-se imposibilitatea practică de a deduce, pe baza acesteia, relaţiile de estimare a 
frecvenţelor perturbate pentru ordine superioare celui liniar. 

In capitolul doi se propune un model unidimensional local, pentru estimarea impedanţelor de undă 
elastice la suprafaţa solidului piezoelectric, considerat a fi în contact cu un film subţire urmat de un 
mediu exterior infinit. Se reia cursul demonstraţiei teoriei de perturbaţie, propusă de Auld [1] şi se 
generalizează rezultatele existente prin renunţarea la ipoteza câmpului electric irotaţional, admiţând 
prezenţa pierderilor energetice la suprafaţa rezonatorului. Relaţiile de estimare liniară a frecvenţelor 
proprii complexe sunt utilizate pentru a studia efectele principalilor factori de perturbaţie 
(temperatură, câmpuri electrice şi mecanice staţionare, sarcini electromecanice de suprafaţă) asupra 
spectrului electroacustic al dispozitivului piezoelectric. Se insistă cu precădere asupra explicării unor 
fenomene legate de caracterul de neuniformitate spaţială a acestor mărimi de perturbaţie precum şi a 
generalizării relaţiilor deduse anterior pe baza unor modele unidimensionale mai simple. 

BUPT



Cel de al treilea capitol propune un-formalism de studiu a dinamicii electro-elastice în solidul 
piezoelectric pe baza renunţării parţiale la aproximaţia câmpului electric cvasistaţionar. Se obţine un 
sistem de patru ecuaţii hiperbolice cuplate, ale cărui rezultate de modelare sunt validate din punct de 
vedere al concordanţei câmpului electroelastic în regiunea acustică de cele obţinute prin utilizarea 
ecuaţiilor clasice. Sistemul permite o abstractizare sub forma y/= Ly/ cu L un operator pozitiv 
definit cu invers compact şi încadrarea într-un caz cvasi-standard de studiu matematic. Deducerea 
riguroasă a relaţiei de perturbaţie în aproximaţia liniară şi cea patratică, pe baza unui model standard 
pentru acest caz matematic, altul decât cel utilizat de Sinha-Tiersten, este o consecinţă firească a 
acestei situaţii. 

Demonstraţiile matematice lungi ce ar fi fragmentat cursul tezei au fost grupate într-un capitol de 
complemente matematice în finalul lucrării. Parte din aceste demonstraţii oferă un suport riguros 
unor relaţii direct utilizate în lucrare (relaţiile de perturbaţie pentru operatorul L - spre exemplu), 
altele încearcă să ofere o bază de studiu ulterioară în acest domeniu (teorema de existenţă şi unicitate 
pentru ecuaţia piezoelectrică staţionară în aproximaţia energiei cubice - spre exemplu). 
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Capi to lu l 1 Asupra modelării undelor electroelastice într-un volum 
piezoelectric finit prin ecuaţiile liniare clasice 

Sunt prezentate principalele rezultate teoretice referitoare la analiza ecuaţiilor 
electroelastice clasice pentru un domeniu piezoelectric tridimensional finit. Cele 
trei paragrafe tratează teorema de conservare a energiei în ipoteza condiţiilor pe 
frontieră variaţionale, funcţionala Holland-EerNisse de tip Lagrange asociată 
mediului piezoelectric şi teoria de perturbaţie Sinha-Tiersten. Studiul funcţionalei 
Holland-EerNisse reliefează importanţa deosebită a acesteia ca principala metodă 
riguroasă ce permite calculul spectrului de vibraţie piezoelectric dar şi o serie de 
discrepanţe (unele subliniate chiar de autori) între proprietăţile acesteia şi 
proprietăţile funcţionalelor Lagrange clasice. Teoria de perturbaţie Sinha-Tiersten 
este analizată plecând de la o formulare abstractă demonstrăndu-se 
imposibilitatea practică de a deduce pe baza acesteia relaţiile de estimare a 
frecvenţelor perturbate pentru ordine superioare celui liniar. 
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§ 1 . 1 Ecuaţiile generale de modelare ale câmpului elastic şi electromagnetic în solidul 
piezoelectric 

Acest paragraf introduce ecuaţiile generale de modelare a câmpului elastic şi 
electromagnetic în solidul piezoelectric împreună cu legile de material şi 
principalele ipoteze simplificatorii ce vor fi utilizate în lucrare. Prezentarea este 
făcută introductiv, asupra unor noţiuni ce sunt formalizate într-o manieră 
diferită de cea clasică, se va reveni cu argumente şi detalii pe parcursul tezei. 

Piezoelectricitatea^ este un fenomen fizic ce cuplează variabilele macroscopice ale câmpului 
elastic cu cele de câmp electromagnetic în materialele solide anizotrope în care nu se manifestă 
proprietăţi centro-simetrice locale. Explicit acest cuplaj se face prin dependenţa polarizaţiei electrice 
de câmpul electric şi de deformaţiile mecanice - fenomenul direct. Există reciprocitate, câmpul 
electric prezent în solidul piezoelectric producând tensiuni şi deformaţii elastice. Spre deosebire de 
electrostricţiune şi magnetostricţiune ce prezintă deasemenea proprietăţi de cuplaj elasto-
electromagnetic, patratice însă, piezoelectricitatea este un fenomen preponderent liniar. 
Piezoelectricitatea a fost întotdeauna asociată fazelor solide de agregare (monocristaline, ceramice, 
polimeri), există însă un fenomen similar (de intensitate mult mai slabă), flexoelectricitatea, ce se 
manifestă în diverse faze de ordonare a cristalelor lichide atât liotrope cât şi termotrope. în această 
lucrare vor fi tratate în exclusivitate fenomene legate de piezoelectricitatea mediilor solide. 
In cele ce urmează vom formula ecuaţiile de modelare a câmpului elastic şi electromagnetic în solidul 
piezoelectric. O atenţie deosebită se va acorda relaţiilor de material ce cuplează mărimile electrice cu 
cele mecanice, forma de aproximare a acestui cuplaj impunând practic includerea sau ignorarea unei 
caracteristici a dinamicii electroelastice: de exemplu ne liniaritatea sau pierderile energetice în volum. 

Ecuaţiile de câmp electromagnetic 

d i i ^ - (eml) 
=VxR 

dt 
^ dD ^ (em2) 

dt 

(em3) 

V S = 0 (em4) 

E vectorul intensităţii câmpului electric, D vectorul inducţiei câmpului electric 
B vectorul inducţiei câmpului magnetic, H vectorul intensităţii câmpului magnetic 
p̂ , densitatea volumică a sarcinii electrice 

/ vectorul densităţii de curent electric 

^ piezein (gr.)=a apăsa, presiune 
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Ecuaţiile câmpului gl^ştic 

Legea de conservare a impulsului mecanic: 
d 
dl ' dt 

(ell) 

Legea de conservare a masei: 

A 
dp 
dt d t j = O (el2) 

noi 

= (matl) 

u, componentele elongaţiei elastice 

T̂ j tensorul simetric al tensiunilor elastice, / forţele de volum externe, {l,2,3} 

p„ densitatea masică 

Relaţiile de material 

A. Introducerea clasică 

Fenomenul piezoelectric implică existenţa unor legături de forma. 

T, = t:,) = ^ M ^ i ^ f ' k ) 1 {du^ dl, ' 
( \ sau / N cu X, = — - r— + — 

neliniari, continui, cauzali ce acţionează 

asupra istoriei temporale a variabilelor de definiţie. 
Se urmăreşte aproximarea parametrică a acestor operatori pentru a permite scrierea ecuaţiilor 

de câmp electromagnetic şi elastic într-o formă solvabilă şi cât mai comodă de rezolvare. Modalitatea 
clasică de introducere a relaţiilor de material porneşte de la expresia de conservare a energiei într-un 
solid piezoelectric în următoarele ipoteze: 

• Mediul este presupus a fi fară pierderi energetice în volumul său - matematic această ipoteză 

revine la aproximarea operatorilor ( .V^^£J,D,(.V^^,£J sau prin 

funcţii ce acţionează asupra valorilor instantanee ale mărimilor de definiţie: Ef.{t)) spre 
exemplu. 

• Transferul energetic elastic şi electromagnetic prin frontiera acestui mediu este presupus a fi nul. 
• Deformaţiile elastice sunt presupuse suficient de mici pentru a considera constantă geometria 

corpului în cursul acestora. 
• Câmpul electric este presupus irotaţional: E = -V(/), 0 potentialul electric . 

Variaţia temporală a energiei electroelastice se determină a fi [52]: 0 - T^jS^j + E^D^ 

Se defineşte entalpia electrică: H ^ = U - EJ)^. 

Variaţia temporală a acesteia este: H^ "̂ T îĵ ij " Ş̂  implică o dependenţă H^ = ) cu 

BUPT



Aproximarea parametrică a acestor flincţii se face prin dezvoltarea lor în serie Taylor în jurul 
originii. în teoria piezoelectricităţii liniare această aproximare se limitează la termenii de ordinul 1: 

n - p -^lH^s 

Entalpia electrică H^ şi energia electroelastică U au, în aceasta situaţie, următoarele expresii: 

cu = ^ ^ ^ = — ^ tensorul elastic d'H, ^ ^T.j ^ dP, 
dsdE, dE, ^hj - ~ = ~ ~ TT:^ tensorul piezoelectric 

e„ = --——^ = — ^ tensorul dielectnc 
dE^dEj dEj 

Cu aceste notaţii relaţiile de material se scriu astfel; 
(mat2) 

Intr-un mod analog se pot determina relaţiile ce consideră câmpul electric şi tensiunile elastice ca 
mărimi primare plecând de la entalpia mecanică: = U - T^jS^j 

^ij ~ '"^ijki Tki^ ^kji ̂ ^k 

In situaţiile fizice reale tensorii , ,eijk sunt funcţii de clasă cel puţin C'(O.) în 

volumul piezoelectric, local fiind îndeplinite următoarele relaţii de simetrie: 
i) = = , ŝ j,, = ŝ ji, = 21 componente independente 

ii) £ij = Eji 6 componente independente 

iii) eijif. = eii(j 18 componente independente 

i'v) 18 componente independente 
Tensorii de material sunt daţi în raport cu axele cristalografice (100), (010), (001). O 

schimbare ortonormală a bazei duce la modificarea acestor tensori după regula: 
fmnpq = (̂ m'̂ i'̂ loL^q ftjki CU cc'̂  matricea de trecere de la vechea bază la noua bază. 

O aproximare mai bună a funcţiilor T (s şi se obţine prin 
âE, 

considerarea şi a termenilor patratici în dezvoltarea în serie Taylor - sunt acoperite în acest mod 
efectele electrostrictive spre exemplu. 
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_ ( d ' H , d ' H , 1 B 'H, d ' H , 1 d ' H , 

Utilizând o notaţie tensorială, relaţiile anterioare se scriu sub forma: 

r ~ . c _ , r V ^ ^ c r - l r r (mat3) 

A- ^ fkjmn^j^mn ^ Skijmn^ij^mn 

d^H d'T 
c ,, = ^ = — tensorul elastic de ordinul doi 

£, = — = ^ tensorul dielectric de ordinul doi 
'' dE.dE^dE, dEjdE, 

d'H^. ^ a x 

a''//,. a x a^D, 

p ,, = ^̂  = — = '•— tensor electrostrictiv 

f , , = ^ = — = ^ tensor electrostrictiv 

Energia piezoelectrică are în această aproximare următoarea expresie: 

U = -c S„+-e E E +-C ,, S S„S +-e,EEE, 
2 IJ^'I IJ kl IJ i J 2 U^'if^n IJ kl nin ^ ' ^ 

Această formă cubică a energiei piezoelectrice asigură o aproximare mai fină a fenomenului 
piezoelectric însă ridică o serie de probleme de ordin teoretic întrucât ea este pozitiv definită doar 
pentru valori ''mici" a valorilor de câmp elastic şi electric. Implicaţiile acestui aspect asupra existenţei 
şi unicităţii soluţiei sistemului de ecuaţii stationare (echilibrul piezoelectric) va fi studiat în paragraful 
4.3 al capitolului de complemente matematice 

Dependenţa de tip funcţie utilizată pentru a aproxima relaţiile E,),D.{Sj,,e) sau 

jk^^^i) presupune un răspuns imediat, o concomitentă între apariţia unei schimbări 

în mărimile considerate primare ( ş i E^ spre exemplu) şi apariţia răspunsului materialului S,̂  şi 

D^. Chiar dacă nu evident, această situaţie conduce la neputinţa cuprinderii pierderilor energetice în 
volumul materialului piezoelectric - pierderi existente întotdeauna. Pentru a se reuşi modelarea 
acestui aspect, se introduc termeni suplimentari în relaţiile parametrice de material (matl) , (mat2) sau 
(mat3), termeni ce forţează o dependenţă ce ţine cont şi de istoria temporală a mărimilor primare. 
Ecuaţia cu derivate ordinare de ordinul 1 următoare se consideră a fi suficientă pentru a modela 
pierderile energetice în mediul piezoelectric în domeniul acustic al vitezelor de undă electroelastice. 
Motivaţia alegerii acestei forme nu este imediată, ea ţine cu precădere de posibilitatea identificării 
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experimentale a tensorului de vâscozit&te şi de obţinerea unor date de modelare conforme cu cele 
experimentale [8] 

dSj^i __ vâscozitatea elastică (mat4) 

Forma algebrică complexă a relaţiilor de material liniare ce ţin cont de pierderi se obţine prin 
aplicarea transformatei Fourier ecuaţiilor (mat2) şi (mat4): 

t j Uo)h [c\j,i Uo)h Jcon,,! C / ^ K , , A 0 ^ ) 

A Ocoh e^j Ej {jo))^ e^.^S,^ (jco) 

Dacă pentru cazul liniar forma termenului de vâscozitate în manieră clasică poate fi uşor 
dedusă şi argumentată nu aceeaşi este situaţia dacă se doreşte modelarea simultană a fenomenelor 
neliniare şi de pierderi energetice. Intuitiv, în domeniul timp ecuaţia (mat4) impune o legătură de tip 
convoluţional cu nucleu exponenţial descrescător (figura 1.1) între mărimile considerate primare şi 
cele de răspuns pentru material. Plecând de la această observaţie propunem o metodă de formalizare 
a legilor de material piezoelectrice utilizând seriile convoluţionale Volterra. Pentru aceasta există o 
teorie bine pusă la punct de determinare a nucleelor convoluţionale neliniare ce aproximează astfel de 
fenomene fizice neliniare de tip cauză-efect. 

\ 

\ 

Figura 1.1 Forma tipică pentru un coeficient de material văzut ca un nucleu convoluţional de 
relaxare 

B. Metoda de introducere relaţiilor de material în solidul piezoelectric utilizând formalismul 
Volterra 

Dependenţele puse în evidenţă în mod experimental 

şi văzute din punct de vedere matematic sub forma unor operatori au următoarele proprietăţi: 

i. continuitate în raport cu mărimile de definiţie - presupuse de energie finită 
ii. neliniaritate 
iii. memorie temporală descrescătoare 

Intuitiv, această ultimă proprietate semnifică dependenţa predominantă a valorii prezente 
l]j[t) de valorile prezente sau din trecutul imediat al variabilelor de definiţie E^.) şi mult atenuată 

faţă de valorile trecutului îndepărtat. Pentru clasa foarte largă de operatori ce posedă proprietăţile i-iii 
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Boyd şi Chua în 1985 [9] au demonstrat-posibilitatea aproximării parametrice a acestora cu o precizie 
oricât de bună prin serii de convoiuţie Volterra. Pentru cazul specific studiat această descompunere se 
prezintă sub forma (este scrisă desfăşurat doar descompunerea pentru Z), {Sj,. . ^ j ) ) 

Sau compact: 

D, = + * .V^, (* A', + (* + ( * +... 

respectiv 

= •V,,/ * + * + (* * ) / ; , + (* * ) £ , + (* 
I), = e,^ * + d,^, * 7;, + (* *)/;, + (* A; + (* 

A fost păstrată o formă similară de scriere cu cea dedusă anterior prin metoda clasică a 
funcţiilor de entalpie electrică sau mecanică întrucât la limită, dacă se ignoră efectul istoriei temporale 
a mărimilor primare asupra mărimilor de răspuns a materialului, vom gasi o formă identică cu cea 
dedusă (mat2). în acest caz, nucleele Volterra se identifică cu tensorii de material deduşi în 
următoarea manieră: 

Sâv O ) ) cu (5 (/) distribuţia Dirac 
Din punct de vedere fizic relaţiile de material (mat5) ar acoperi cu fineţe atât caracterul 

neliniar al cuplajului electroelastic cât şi fenomenele de pierderi energetice. Determinarea 
experimentală generală a nucleelor Volterra este însă dificilă dacă nu imposibilă iar tratarea 
matematică a ecuaţiilor de câmp electroelastic ar ridica serioase probleme de natură teoretică. 
Renunţarea la neliniaritate aduce o simplificare majoră. 

ll^^jkiO - t K ( t V r - j , / / - z)E,{t)cJt = E, 

Pentru mărimile fizice ce intuitiv se află într-o relaţie de tip cauză-efect, tensiuni elastice-stress 
mecanic sau intensitate electrică-inducţie electrică, forma tipică pentru nucleele convoluţionale este 
una de relaxare exponenţială. Ea modelează dependenţa efectului de istoria temporală a cauzei (cu 
memorie descrescătoare) şi implicit o anumită retardare a acestuia faţă de cauză. 

In domeniul vitezelor acustice interacţiunile electrice pot fi considerate cu o foarte bună 
aproximaţie ca fiind instantanee faţă de cele elastice. Gradul mic de cuplare electroelastic permite 
deasemenea neglijarea vâscozităţii piezoelectrice faţă de cea elastică. în consecinţă. 
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Această ultimă observaţie împreună cu forma de variaţie exponenţială pentru nucleul tensorial 
de convoluţie (/) sugerează o forma echivalentă de scriere a relaţiilor de material: 

A = + . E^J , G R 

lij ^^ijkl ^kî '^^ijkl ^^ f'^k ^ijkl ' ^ijkl ^ ^ 

rî jf̂ .f tensorul de vâscozitate elastică 

Am regăsit astfel relaţiile (mat 4) introduse anterior pe baza unor considerente de altă natură. 
Aceste ultime relaţii sunt cel mai adesea folosite în modelarea fenomenlor piezoelectrice 

întrucât oferă, în majoritatea aplicaţiilor, un compromis acceptabil între complexitatea ecuaţiilor de 
câmp şi acurateţea rezultatelor de modelare. 

Datorita slabei cuplări a fenomenelor elastice cu cele magnetie în solidul piezoelectric, din 
punct de vedere magnetic, mediul poate fi presupus a avea proprietăţi izotrope, liniare şi fară 
histerezis: 

cu ^ un scalar (mat6) 

Ecuaţiile de modelare a câmpului elastic şi electromagnetic în solidul piezoelectric - principalele 
aproximaţii folosite în lucrare 

Setul de ecuaţii generale pentru câmpul elastic şi cel electromagnetic împreună cu forma generală 
(mat5) pentm relaţiile de material sunt prea complicate pentru a fi utilizate în mod eficient la analiza 
acestor câmpuri în solidul piezoelectric. în flincţie de cazul concret analizat o serie de aproximaţii 
s-au impus ca şi compromisuri între complexitatea analizei matematice a ecuaţiilor rezultate şi 
concordanţa cu datele experimentale a rezultatelor de predicţie. Prezentăm pe scurt principalele 
sisteme de ecuaţii utilizate în lucrare împreună cu ipotezele simplificatorii ce au fost presupuse. 
Următoarele două supoziţii sunt comune: 

• deformaţiile elastice sunt presupuse suficient de mici pentru a considera constant volumul 
corpului şi densitatea masică p^în cursul acestora 

• solidul piezoelectric este presupus a fi un dielectric perfect cr = O 

Ecuaţiile de câmp elasto - electromagnetic de ordinul întâi 

Variabilele de stare în această situaţie sunt alese a fi v̂  = ' ^ ^ t • 

Relaţiile de material sunt presupuse a fi liniare şi independente de istoria procesului fizic. O notaţie 
compactă pentru aceste relaţii este următoarea \S-d.E + s\T , D = e.E + c/ : T. Ea permite scrierea 
compactă a ecuaţiilor de câmp sub forma matricială: 

O V. O O 

Va 0 0 0 
0 0 0 - V x 

O O V x O 
A 

T 
H 
K 

( p . 0 0 / \ 
V 

0 .V: 0 d. 3 T 0 
f 

0 0 0 dl H 0 

0 
\ 

d: 0 £ , E 
\ / 

0 
\ / 

(ec 1) 
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Relaţiile de divergenţă nulă pentru vectorul inducţiei electrice D şi cel al inducţiei magnetice B 

du, 
sunt impuse ca şi condiţii prealabile asupra spaţiilor de definiţie a variabilelor de stare v, = , T,̂ , 

Acest formalism propus de Auld [IJ este utilizat în cel de al doilea capitol pentru studiul 
relaţiilor de perturbaţie a frecvenţelor proprii de vibraţie în aproximaţia de ordinul 1. 

Ecuaţiile electroelastice clasice 

Ipoteza de lucru suplimentară utilizată în această situaţie este cea a câmpului electric 
irotaţional: . Relaţiile de material considerate sunt cele liniare, dependente de istoria 
procesului fizic (pentru mărimile de câmp elastic). Ceea ce se obţine este o ecuaţie de evoluţie de 
ordinul doi pentru deplasarea elastică u cuplată cu ecuaţia de divergenţă nulă divD = O. 

d'ii^ d 
dl' dx, 

duj diii d0 
dXj. ^ dXf. ^ ^^k 

(ec 2) 

d 
dx, 

/ \ 

' d x , '^dx, =0 

Aproximaţia câmpului electric irotaţional conduce la ignorarea fenomenelor de cuplaj între 
câmpul elastic şi cel electromagnetic, ceea ce se obţine fiind în fapt o undă acustică însoţită de un 
câmp electric ce are o variaţie temporală suficient de lentă astfel încât câmpul electromagnetic de 
radiaţie generat are o energie neglijabilă în raport cu energia acustică. Această supoziţie este pe deplin 
acoperită din punct de vedere al concordanţei între datele experimentale şi cele de calcul însă conduce 
la o analiză matematică dificilă a sistemului şi la rezultate mai slabe decât cele similare obţinute în 
studiul ecuaţiilor clasice ale undelor elastice sau electromagentice liniare. 

Ecuaţiile de câmp electroelastice hiperbolice 

Acest sistem modelează dinamica electroelastică în aceleaşi variabile de stare precum 
cel clasic prezentat anterior. Ne vom rezuma doar a-1 aminti în acest paragraf introductiv. El este 
propus de autor ca un model alternativ de studiu celui clasic. Asupra motivaţiei, deducerii şi 
rezultatelor obţinute pe baza acestuia ne vom referi în detaliu pe parcursul tezei, cu precădere în 
capitolul trei. 

d'n, d~if, d'cţ) 
dr "^'""dx^dx, '""dx^dx'^' 

(ec 3) 

. d 
JJ^^'' dx^dx, ' dx^dx, 
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^̂ ^ _ 1̂1 ^ valoarea medie a'tensorului piezoelectric în sistemul de axe în care acesta are o 

formă diagonală. 

Forma staţionară neliniară pentru ecuaţiile piezoelectrice 

în condiţiile în care dinamica piezoelectrică a încetat, este studiată situaţia de echilibru neliniar 
obţinut prin impunerea unor anumite condiţii statice pe frontiera solidului. Este un caz oarecum 
tangent scopului central al lucrării, el serveşte în principal pentru demonstrarea unei teoreme de 
existenţă şi unicitate pentru ecuaţiile piezoelectrice staţionare în situaţia aproximării energiei 
piezoelectrice printr-o formă cubică (paragraful 4.4). Această demonstraţie autorul nu a găsit-o în 
literatura de specialitate şi o considerăm utilă întrucât stabileşte un cadru riguros şi general de studiu 
pentru determinarea câmpului electroelastic neliniar. Amintim că un astfel de câmp staţionar este un 
factor de perturbaţie a frecvenţelor proprii de vibraţie pentru rezonatoarele piezoelectrice. Acest 
subiect este abordat pe parcursul paragrafelor 1.2 şi 2.3.2. 

a/: 'j _ 

dl). 

= 0 

J __ 

av. 
= 0 

dx. 
du, 

d(t) 
+ £ 

d(p d(p du ^ 

= 0 

(ec 4) 

dx, ' ' dx, dx^ dx, 
=0 

Cursul demonstraţiei va conduce la punerea în evidenţă a unei limite energetice pentru 
condiţiile pe frontiera solidului piezoelectric pentru a putea fi folosită aproximaţia cubică a energiei 
piezoelectrice. 

Geometria mediului piezoelectric şi condiţiile pe frontieră 

Din punct de vedere geometric, pe parcursul tezei, mediul piezoelectric se presupune a fi 
localizat într-un domeniu Q c finit, conex şi convex având frontiera frO. netedă. Situaţiile când 
aceste supoziţii nu sunt îndeplinite vor fi descrise în mod explicit. 

Figura 1.2 Forma generală a unui dispozitiv piezoelecnic 

Solidul piezoelectric este considerat a fi în contact cu un număr arbitrar de medii fizice 
externe pasive (suprafeţele haşurate din figură sugerează aceste zone de contact). Transferul 
energetic între solidul piezoelectric şi mediile de contact este modelat prin condiţiile pe frontieră 
impuse câmpului elastic şi electromagnetic pe frontiera frQ.. 
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Condiţiile pe frontiera solidului piezoelectric 

Pentru mediile externe ce intră în contact cu solidul piezoelectric se presupun a fi îndeplinite 
următoarele proprietăţi: 
i) nu au proprietăţi de cuplare a câmpului elastic cu cel electromagnetic - piezoelectrice, 

electrostrictive, magnetostrictive. 
ii) relaţiile de material sunt liniare pentru mărimile de câmp elastic şi electromagnetic 

Două ipoteze suplimentare sunt utilizate întotdeauna în ceea ce priveşte câmpul 
electromagnetic radiat din solidul piezoelectric în mediile de contact: 

i) câmpul electric este presupus a fi irotaţional E = pe frO.. 
ii) mediile de contact sunt presupuse a avea constanta dielectrică mult mai mică decât a materialului 

piezoelectric astfel încât sarcina electrică la suprafaţă poate fi aproximată astfel: 

întrucât fenomenul piezoelectric stabileşte o legătură directă doar între componenta electrică 
a câmpului electromagnetic şi mărimile elastice, ecuaţiile ce descriu dinamica câmpurilor cuplate 
elastic şi electromagnetic în zona acustică a vitezelor de propagare vor neglija în general partea de 
interacţiune magnetică. în consecinţă va fi suficientă formularea condiţiilor de continuitate pentru 
componentele câmpului elastic, deplasări sau tensiuni mecanice, a potenţialului electric 0 şi a 
componentei normale a inducţiei electrice pe frontiera ft'Q.: 

Condiţiile de continuitate 

li. piezoelectric 

piezoelectric j 

exterior 0 piezoelectric 0 

Modelarea transferului energetic la suprafaţa solidului piezoelectric ar necesita cunoaşterea 
exactă a valorilor de câmp elastic şi electric pe frontiera frO. - ceea ce evident este imposibil farâ 
rezolvarea în prealabil a ecuaţiilor elastice şi electromagnetice într-un mediu compozit solid 
piezoelectric - medii de contact cu condiţii de anulare la infinit a câmpurilor. Această abordare ce 
evită practic enunţarea explicită a relaţiilor pe frontiera frO. (condiţii pe frontieră transparente) are o 
acurateţe de modelare a situaţiei reale foarte bună însă conduce la dificultăţi majore de abordare 
matematică atât formală cât mai ales computaţională. Două căi de compromis s-au impus în acest caz: 

A. valorile de câmp elastic şi electric sunt impuse pe suprafaţa de frontieră; de exemplu tensiune 
mecanică nulă, scurtcircuit electric. 

B. componentele de câmp elastic respectiv electric respectă o lege de variaţie temporală pe frO. 
impusă de o ecuaţie diferenţială ordinară. 
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Prima metodă are avantajul unei tratări matematice facile însă neglijează schimbul de energie 
pasiv prin suprafaţa de frontieră. Cea de a doua aproximează acest schimb energetic, alegerea 
ecuaţiilor diferenţiale ordinare ca model, având argumentaţie teoretică şi experimentală. Dificultăţile 
acestei metode rezidă în modelarea matematică fiabilă a proceselor fizice de interacţiune la suprafaţa 
rezonatorului. întrucât o mare parte a acestei lucrări va fi dedicată investigării influenţei perturbaţiilor 
locale de suprafaţă asupra spectrului de vibraţie electro-elastic vom utiliza preponderent cea de a 
doua metodă, prima fiind prin definiţie inutilizabilă în acest gen de probleme. 

în finalul acestui paragraf vom da definiţiile noţiunilor matematice ce le considerăm necesare 
pentru o parcurgere facilă a primelor trei capitole ale tezei. Capitolul de complemente matematice a 
fost conceput într-o manieră autonomă faţă de partea principală a lucrării, noţiunile matematice, cu 
precădere din analiza fiancţională, ce le utilizăm, sunt definite şi folosite strict local. 

spaţiul Hilbert al funcţiilor vectoriale w-dimensionale de patrat integrabil pe CI 

= V//,vG [/."(Q)J produsul scalar pe acest spaţiu 

spaţiul Sobolev de ordinul / ? , / ; > O pentru funcţiile vectoriale w-dimensionale. 

nor 

// G 7 ^ / / = Î G A < P 

a fiind un mulţi-index cu |a| = a^ + , a, > O 

= n I" produsul scalar pe acest spaţiu Hilbert 

Spaţiile Sobolev H ^ i f l ) constituie o extindere naturală a spaţiilor liniare ale fiancţiilor de clasă 

ele reprezentând închiderea acestei mulţimi în 1} (Q). 

Pentru o suprafaţă S ^ O. de clasă C^ şi o flincţie u e H^ (Q) se defineşte urma funcţiei u pe S 

ca f i i n d = wl̂ . Imaginea operatorului liniar y^iH^Q,)-^ (5) se notează cu H^^^(S). Acesta 

este spaţiul Banach cu norma: (p „m^.s- iî f U //'(U) • 

Analog, pentru o suprafaţă S eQ de clasă C^ şi o flincţie // g se defineşte urma 

du 
derivatei după direcţia versorului v a funcţiei // pe S: y^u = 

dv 

3 ^ 3 ^ 
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§ 1 . 2 Influenţa factorilor de perturbaţie fizici asupra frecvenţelor de rezonanţă - o analiză 
calitativă 

Este prezentat într-o manieră calitativă modul de acţiune al temperaturii, al 
câmpului elastic şi electric stationar, al radiaţiilor X şi al mediilor vecine 
solidului piezoelectric asupra parametrilor ce determină frecvenţele proprii de 
vibraţie ale rezonatorului. 

Experimental se constată că frecvenţele proprii de vibraţie ale unui rezonator elastic sau 
electromagnetic depind întotdeauna de următoarele caracteristici: 

i. Geometria volumului în care apar fenomenele de oscilaţie 
ii Legile de material: D^.{Ej.,S^j), {Sj^i.^k)^ ^X^i) ~ ^P^^ exemplu 
iii Comportarea câmpului elastic sau electromagnetic pe frontiera rezonatorului 

Descrierea matematică a dependenţei frecvenţelor proprii de oscilaţie de caracteristicile 
fizice i-iii enumerate necesită ca un prim pas parametrizarea acestora. Pentru geometria volumului 
rezonatorului se poate găsi întotdeauna o descriere parametrică. Legile de material se aproximează 
uzual prin descompuneri polinomiale. Cea de a treia caracteristică poartă însă o nedeterminare 
intrinsecă: valorile câmpului la frontiera rezonatorului nu pot fi aflate precis decât prin rezolvarea 
ecuaţiilor de câmp elastic şi electromagnetic pe un domeniu Q ' c Q ce include domeniul 
rezonatorului, considerat suficient de mare pentru a se putea presupune anularea câmpului la 
frontiera sa. Aceasta ar conduce implicit şi la aflarea frecvenţelor proprii de oscilaţie. Condiţia iii 
pare din acest punct de vedere nepotrivită. Din acest punct de vedere ea ar trebui înlocuită cu 
specificarea mediilor fizice aflate într-o anumită vecinătate a rezonatorului. Motivele pentru care 
foarte rar se utilizează acest formalism al studiului rezonanţei (metoda condiţiilor la frontieră 
transparente) într-o vecinătate largă a domeniului propriu Q ţin de dificultăţi de ordin teoretic şi mai 
ales computaţional. Calea aleasă în majoritatea aplicaţiilor este de a găsi apriori o aproximaţie a 
comportării câmpului pe frontieră. Matematic situaţia cea mai convenabilă este de a impune 
valoarea câmpului sau a derivatelor acestuia pe frontieră. Fizic, în cazul rezonatoarelor 
piezoelectrice aceasta revine la a considera situaţii de tensiune mecanică nulă sau încastrare 
respectiv scurt circuit electric sau gol electric. Metoda este complet inutilizabilă în cazul studiului 
efectului mediilor de contact asupra frecvenţelor de vibraţie a rezonatorului, analiza acestui fenomen 
fiind încă o problemă deschisă cel puţin pentru rezonatoarele piezoelectrice. Paragraful 2.1 al tezei 
propune un model de aproximare al comportării câmpului electroelastic la frontiera solidului 
piezoelectric pe baza rezolvării ecuaţiilor de câmp electroelastic într-o aproximaţie unidimensională 
locală pentru o structură compozită mediu piezoelectric-film subţire-mediu semi-infmit (o problemă 
cu condiţii la limită transparente unidimensională). Relaţiile găsite pe această cale sunt apoi 
considerate ca fiind impuse câmpului electro-elastic pe frontieră în problema reală tridimensională. 
Metoda pune în evidenţă o ecuaţie diferenţială de ordinul doi în raport cu timpul existentă între 
tensiunea mecanică şi stress. O ecuaţie similară poate fi considerată ca fiind suficientă pentru a 
modela legătură între sarcina electrică pe o suprafaţă metalizată şi potenţialul electric. Coeficienţii 

18 

BUPT



acestor ecuaţii vor fi consideraţi ca şi parametrii ai celei de a treia caracteristici fizice din descrierea 
de început a dependenţei frecvenţelor proprii de rezonanţă. 

Dacă notăm generic cu: 
mulţimea parametrilor geometrici 

/^mulţ imea parametrilor specifici relaţiilor de material 
mulţimea parametrilor specifici condiţiilor pe frontieră 

vom putea descrie matematic spectrul rezonatorului ca depinzând de aceste mulţimi de parametrii: 

Influenţa factorilor fizici precum temperatura, câmpul elastic sau electric staţionar supra-
impus oscilaţiei, asupra frecvenţelor proprii de rezonanţă este posibilă în acest sens în două etape 
distincte: prima se referă la analiza efectului acestor factori fizici asupra parametrilor de geometrie, 
material şi condiţii pe frontieră; cea de a doua vizează studiul propriuzis al dependenţei spectrului de 
rezonanţă de mulţimile de parametrii în acest paragraf ne vom referi pe scun asupra 
influenţei factorilor fizici consideraţi de interes asupra parametrilor rezonatorului. 

Temperatura 

Temperatura influenţează întotdeuna parametrii geometrici şi cei de material ai corpului 
piezoelectric. Volumul se modifică prin dilatare sau contracţie termică iar legile macroscopice de 
material E^.) depind de temperatură datorită influenţei temperaturii asupra 

mărimilor microscopice ce concură la definirea valorilor mediate E sau . Pentru a avea o 

descriere analitică a acestor afirmaţii să presupunem o deformaţie elastică , x — g e n e r a t ă 
termic, prezentă în solidul piezoelectric. Pentru intervalele tehnic uzuale (-125...+500 grade C) 
dependenţa deformaţiilor elastice cu temperatura în materialele monocristaline folosite frecvent în 
aplicaţii piezoelectrice poate fi considerată a fi foarte bine aproximată de o lege de variaţie cubică: 

ie )=a:; > (0 - )+al; ̂  {d - d, f + ' {d - d, y 

cu a , c o e f i c i e n ţ i i termici de ordinul 1, 11 şi 111. Temperatura de referinţă ^^^ste în general 

considerată a fi 20 grade Celsius. 
Efectul deformaţiei elastice ^ asupra unui volum infinitezimal dv = dx^dx.dx. din solidul 

' i i nedeformat este: dv^ = det 
dx. 

dv = (\Qi\s,j\iv = Jdv, unde prin Jv^ s-a notat volumul 
j 

infinitezimal deformat iar prin J Jacobianul transformării ^ . 
Legea de conservare a masei face ca densitatea materialului după deformaţie să fie 

Dilatarea sau contracţia materialului după direcţia unui versor arbitrar n = (//j, a/. , 7/3) se face 

dupa relaţia: Jxf = S dx. sau dxfn^ = \dx\, prin \dx\ s-a notat modulul vectorului infinitezimal 
poziţionat după direcţia Ti. 

Cunoaşterea acestor mărimi diferenţiale face posibilă cunoaşterea volumului şi formei 
corpului dupa deformaţia ţ, în măsura în care sunt cunoscuţi parametrii de expansiune termică 

ai materialului şi diferenţa de temperatură 6 - 6 , , . Ordinul de mărime a acestor 
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tarea cubică generală pentru aceşti tensori are forma: 

coeficienţi pentru materialele piezoelectricce monocristaline este de: 10 , 1 0 si 10 " pentru 
respectiv 

Dependenţa cu temperatura a legilor de material , ^ ^ ) este descrisă 

considerând că tensorii de material ^ ' îjkimn̂ îjk̂  fijkiSijkim sunt funcţii polinomiale cubice 
de temperatură. Coeficienţii acestor dezvoltări sunt determinaţi cu acurateţe pentru tensorii ce 
descriu comportarea piezoelectrică liniară , , ' pentru cei patratici 

măsurătorile sunt mult mai aproximative - standardul IEEE de piezoelectricitate spre exemplu nu 
face referire la aceste valori. 

Dezvo 

Parametrii condiţiilor pe frontieră se modifică în măsura în care temperatura afectează 
semnificativ caracteristicile de material ale mediilor aflate în contact cu solidul piezoelectric. Dacă 
proprietăţile electrice pot fi considerate constante în intervale largi de temperatură pentru majoritatea 
materialelor de contact întâlnite în practică, proprietăţile mecanice se pot modifica mult pe intervale 
mici de temperatură (grade Celsius). Este situaţia tranziţiilor de fază în filmele subţiri de polimeri 
depuse la suprafaţa rezonatorului în aplicaţii de senzori chimici. 

Câmpul elastic şi electric staţionar 

Să presupunem o solicitare mecanică cu o variaţie temporală de forma unei trepte unitate 
exercitată pe o regiune a suprafeţei unui domeniu piezoelctric aflat într-o stare de echilibru 
manifestată prin absenţa deformaţiilor mecanice şi a câmpului electric macroscopic intern. 
Asimptotic, mărimile mecanice şi cele electrice vor atinge o nouă stare de echilibru în care sunt 
prezente deformaţiile mecanice şi un câmp electric în interiorul cristalului. O situaţie similară apare 
dacă considerăm că asupra corpului se aplică un câmp electric extern cu o aceeaşi variaţie în timp. 
Vom nota cu indicele 7 mărimile corespunzătoare acestei stări şi cu O cele corespunzătoare stării 
fundamentale. Pentru o mică perturbaţie în jurul noii stări de echilibru 7 vom aproxima relaţiile de 
material Z);. , S^j), T̂^ fe^, E^) în două moduri: 

1. printr-o dezvoltare în serie Taylor (patratică) într-o vecinătate a stării de echilibru fundamentale 
(mat 3): 

1 o C C j_ " C /T ^ 
ijklm'^kl'^mn Snnjkl^kl^m ~ 

2. printr-o dezvoltare în serie Taylor (liniară) într-o vecinătate a stării de echilibru y : 

, E,) = 7 ; { S I + cl,,(S, - SI)- el, {E, - E f ) 
= + -S],) 

. .. dZ 

^ijkl^kl ^kij^^k ^^ijklm^kl^nm Sniijkl^kl^m ^ fijkl^k^'-'l 

CU c' , , = (S^ E^) e^ = ^ r V / r r \ - /cy L^yx ^Y _ ( o r p-Yx 
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Rescrierea acestor relaţii de definiţie pentru tensorii de material în starea /considerând 
relaţiile de material patratice (mat 3) conduce la următoarele expresii: 

^ ijkl ^ ijkl ^ ^ ijklnm mn ^ ^ ijklm ^ m 

« _ cY . fo E Y . zrr _ e 
^kji ^kijlm'-^lni Jtjkl^^l ^kjt ^ J kmij ^m ^kjnm'^. kijlm'- hjkl kji ' kmij kjnin ̂  mn 

py -p'' -L^'» f y + cr 
^ki ^^kj ^^kji^', ^ Jkjini'^mi 

Valorile tensorilor c!! cunoscute cu suficientă precizie pentru 

materialele monocristaline piezoelectrice de uz aplicativ. Problema dificilă în estimarea concretă a 
modificării tensorilor liniari este aflarea câmpului electroelastic intern în starea de echilibru 7 . 
Pentru aceasta este necesară rezolvarea ecuaţiei piezoelectrice staţionare neliniare. în acest paragraf 
doar vom formula această problemă, paragraful 4.3 oferind un studiu riguros al acestei ecuaţii. Un 
rezultat important al acelei analize este o limită energetică pentru condiţiile pe frontieră ce pot fi 
impuse pentru a se garanta existenţa şi unicitatea soluţiei. Din acest punct de vedere aproximarea 
patratică a relaţiilor de material este mai fină însă nu conduce necondiţionat la o problemă bine pusă 
matematic. O situaţie similară este cunoscută în teoria elasticităţii neliniare [7]. Intuitiv fenomenul 
apare datorită faptului că energia elastică sau electroelastică în formă cubică nu mai este pozitiv 
definită pentru valori oricât de mari ale câmpului elastic respectiv electroelastic. Sistemul de ecuaţii 
în volumul piezoelectric Qcq trebuie rezolvat este următorul: 

dui 
o jki 

du, dii^ d(t> 
c H --^e —— ijklnm dx,. dx^. dx,. 

= 0 

30 d(t> d(p 
dx, '"''dx, dx^ 

-e jki dx, 
=0 

Din motive de simplitate a abordării matematice cât şi datorită efectelor neliniare negijabile 
aduse de tensorii /Ĵ ./ s-a ignorat efectul acestra. Tensorul intră în aceeaşi categorie, el a 

fost păstrat doar pentru a marca o simetrie în sistem între componentele elongaţiei elastice şi 
potenţialul electric. 

Tensorii de material ^ijkl ^^tjklmn ' ^kjt jk ^^kji sunt funcţii reale de clasă C^ pe domeniul 

Q e R^ mărginit, conex, cu frontiera frO. regulată. 

Condiţiile pe frontieră 

Câmpul elastic: 
• zona în care sunt specificate tensiunile mecanice: 

frCl CU T R funcţie continuă 

• zona în care sunt impuse deplasările elastice 

-«"<} ^^ n^, '-^n ^ funcţie contiună 

X ^ u Z r = /ra 
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Câmpul electric: 

• zona echipotenţială electric în care există un strat infinit subţire de conductor ideal 

potenţialul electric impus 

i r -Cj) - llyyQ 

sarcina electrică impusă: 

J 

o = o 
5 . P 

' met 

'G Dnds=-,Q 

• zona dielectrică 
impusă o funcţie de potenţial 

'dU = j S t e frO. =* 0 1 < 0 •'5'i R o funcţie continuă 

impusă o distribuţie de sarcină electrică superficială 

jG :Sj R O funcţie continuă 

^ die 
'CT cu i ' - ' ^ z r ^ x r ' 

Această ecuaţie a fost formulată în ipoteza unei modificări de volum datorită solicitărilor 
mecanice şi elastice pe frontieră ce pot fi neglijate. 

Abordarea rezolvării numerice a acestui sistem de ecuaţii este de dată foarte recentă - 1999, 
[29] - şi a fost posibilă doar prin utilizarea unor sisteme de calcul paralel masive. încercările de 
estimare anterioare s-au realizat pe baza unor aproximaţii simplificatoare precum: ignorarea 
efectului piezoelectric, ipoteza de izotropie a materialului, geometrii particulare a plăcuţei 
piezoelectrice [50] sau [60]. Chiar în aceste ipoteze mai puţin precise rezultatele au fost foarte bune, 
permiţând de exemplu predicţia teoretică a unei tăieturi cristalografice pentru rezonatoarele de cuarţ 
foarte puţin sensibilă în frecvenţă la apariţia stressului elastic în planul de vibraţie - tăietura SC, 
197* EerNisse [17]. 

Câmpul electroelastic staţionar ce se stabileşte în material este, în general, 

neuniform, această neuniformitate implicând variaţia constantelor elastice , ̂ ^^, £ î n funcţie de 

vectorul de poziţie (xj.xj^xs). 
Dacă în cristal se generează unde electroelastice ca o perturbaţie de mică amplitudine peste 

starea de echilibru 7 , ele vor fi soluţie, în volumul corpului, pentru un sistem de ecuaţii de formă 
identică cu cel obişnuit pentru dinamica electroelastică (ec 2), paragraful 1.1: 

d 
/ 

\ 

dîl, t 1 
dr -dx, 

/ 

\ 

HA 
,r 

\ cu notatiile: 
/7 = //. - / / ^ 
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în relaţiile anterioare am folosit supraindexul /pentru a marca şi modificarea densităţii 
corpului în noua stare de echilibru y\ Modificarea geometriei şi implicit a densităţii masice şi a 
volumului în funcţie de solicitările electrice sau elastice pe frontieră este o problemă foarte delicată. 
Problema de echilibru neliniar anterior enunţată ar trebui reformulată cu condiţii pe o frontieră de 
echibru necunoscută pentru a găsi funcţia de deplasare x y{x) din starea fundamentală O în starea 
de echilibru 7-situaţie foarte dificil de formalizat matematic. Dacă pentru corpurile cristaline 
masive modificările geometrice induse de solicitările electrice sau mecanice au un rol semnificativ 
sau nu asupra frecvenţelor de rezonanţă este o problemă discutabilă şi în general dependentă de 
specificul aplicaţiei; nu acelaşi lucru se poate afirma despre efectul unor astfel de solicitări asupra 
filmelor subţiri piezoelectrice, structuri a căror mecanism senzitiv rezidă tocmai în astfel de 
modificări. Asupra acestui aspect se va mai reveni pe parcursul tezei în paragraful dedicat studiului 
influenţei perturbaţiilor geometrice asupra frecvenţelor de rezonanţă. 

în ceea ce priveşte efectul câmpului electroelastic {sj^^El) asupra parametrilor ce descriu 

condiţiile pe frontieră pentru vibraţiile supraimpuse stării de echilibru / aces ta este dependent de 
specificul fiecărei aplicaţii într-o măsură prea mare pentru a se încerca o tratare generală; de 
exemplu, modificarea PSF^ oricărui circuit electric neliniar din circuitul oscilatorului aduce o astfel 
de alterare a condiţiilor pe frontieră, însă o tensiune mecanică manifestată într-o zonă de vibraţie 
inactivă a rezonatorului poate fi considerată ca fiind total neutră din acest punct de vedere. 

Razele X 

Expunerea unui monocristal la radiaţii electromagnetice având o lungime de undă 
comparabilă cu distanţele interatomice din celula cristalografică de bază poate conduce la modificări 
structurale importante în zonele în care apar defecte de la ordinea cristalină - predominant dislocaţii. 
Aceste alterări ale structurii cristaline în zonele de defecte se manifestă la nivel macroscopic prin 
modificarea locală a proprietăţilor elastice, piezoelectrice şi dielectrice. Modificările cristaline 
structurale sunt puternic dependente de doza de radiaţie şi timpul de expunere. Distribuţia aleatoare 
a defectelor de dislocaţie şi gradul lor de stabilitate energetică face imposibilă stabilirea unei legi 
deterministe de estimare a modificării tensorilor de material în funcţie de iradierea X. 

în măsura în care mediile de contact a corpului piezoelectric au o structură internă alterabilă 
la iradiere X, parametrii condiţiilor pe frontieră vor depinde şi ei de prezenţa sau absenţa acestui tip 
de radiaţie. Este situaţia filmelor subţiri organice folosite ca şi acoperiri senzitive în aplicaţii ale 
rezonatoarelor piezoelectrice ca şi senzori chimici sau biochimici. 

Geometria corpului cristalin nu este modificată prin iradiere X. 

In acest paragraf am atins doar principalii factori fizici ce influenţează setul de parametrii 
Condiţiile pe frontieră cu precădere sunt influenţate de o multitudine de alţi factori 

fizico-chimici (umiditate, gradul de interacţiune chimică a filmelor subţiri de acoperire cu gazul 
ambiant, parametrii circuitelor electrice exterioare rezonatorului); această influenţă ţine însă de 
comportarea mediilor de contact ale corpului piezoelectric în funcţie de aceşti factori. 

' Puncl Stalic dc Funcţionaro 
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§ 1 . 3 Ecuaţiile electroelastice clasicp în variabilele de stare u şi (p 

Paragraful prezintă rezultatele de bază privind modelarea câmpului 
electroelastic în solidul piezoelectric pornind de la ecuaţiile în variabilele de 
stare u şi (p. Sunt detaliate condiţiile pe frontiera corpului piezoelectric şi 
sunt expuse trăsăturile principale de rezolvare numerică a acestor ecuaţii prin 
calculul punctelor critice pentru funcţionala de tip Lagrange asociată mediului 
piezoelectric. 

în prima parte a acestui paragraf urmărim formularea ecuaţiilor clasice de modelare a 
câmpului electroelastic în solidul piezoelectric în ipoteza condiţiilor pe frontieră impuse. Vom 
preciza fară a demonstra, principalele rezultate obţinute prin studiul acestor ecuaţii: teorema de 
unicitate a soluţiilor şi teorema de ortogonalitate a modurilor elastice. Prin admiterea unor relaţii pe 
frontieră mai generale, de tipul unei ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul doi, se vor pune în 
evidenţă particularităţile ce apar faţă de cele enunţate în cazul clasic. Acesta va constitui subiectul 
celui de al doilea subparagraf 

în paragraful precedent s-a admis pe baza unor considerente de ordin intuitiv că, pentru un 
anumit nivel de aproximare, spectrul propriu de vibraţie al unui rezonator piezoelectric depinde de 
mulţimea a parametrilor geometrici, de material şi ai condiţiilor pe frontieră. Ultimul 

subparagraf pune în evidenţă în mod explicit această dependenţă prin prezentarea metodei de calcul a 
spectrului cu ajutorul funcţionalei Lagrange asociată mediului piezoelectric. Sunt discutate 
deasemenea o serie de particularităţi teoretice şi de ordin computaţional a acestei metode. 

§ 13 1 Ecuaţiile piezoelectrice clasice în situaţia condiţiilor pe frontieră impuse 

în primul paragraf al tezei au fost detaliate ipotezele simplificatorii ce conduc la forma clasică 
a ecuaţiilor electroelastice într-un solid piezoelectric (ec 3). Menţinem în continuare aceste ipoteze 
pentru volumul Q. al dispozitivului. 

d'ir d 
dr dx^ 

dui d(l> 
dx, ' dx, 

0= ' 
dx. 

d<l> du, 
yxe a 

F — e 

dx, dx, 

Condiţiile pe frontieră le vom considera a fi impuse atât pentru componentele câmpului 
elastic cât şi pentru cele electrice. Materialul piezoelectric este presupus a avea un tensor dielectric cu 
valori mult mai mari decât cel al mediilor exterioare astfel încât condiţia de continuitate a vectorului 
D pe frO. o vom aproxima prin : D^^n^ ,̂ =-0"^, cr̂  fiind densitatea sarcinii 
electrice superficiale. 

Detaliem aceste condiţii pe frontieră şi vom păstra notaţiile introduse în cele ce urmează 
întotdeauna când vom face referire la o situaţie similară. Pentru a evita rescrierea acestor relaţii pe 
parcursul lucrării şi pentru a face distincţie între acest tip de comportare pe suprafaţa de frontieră şi 
cel prezentat în următorul subparagraf vom nota generic aceste relaţii cu (A)(,) 
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Fie n^^ îi = ' Sj e frQ. frO'' o partiţie a suprafeţei de frontieră a domeniului; 

pe orice suprafaţă Sj e sunt specificate una din următoarele combinaţii de mărimi fizice: 

-potenţial electric - tensiune mecanică 
-potenţial electric - deplasare elastică 
-inducţie electrică - tensiune mecanică 
-inducţie electrică - deplasare elastică 

• valorile impuse poartă un superscript "bară", de exemplu: O , u-
• apartenenţa unei mărimi de frontieră la o suprafaţă S^ e frQ, se marchează cu un subscript 
stânga, de exemplu:, O 

(A)(t) 

1. Condiţiile electrice 

• zona echipotenţială electric în care există un strat infinit subţire de conductor ideal 

= j s , G frQ , cD(r) g C ' (O , o funcţie arbitrară 

Pentru această zonă se impune : 

- fie potenţialul electric: = 1 ^^ ^ 

- fie sarcina electrică: = ' G frQ 

• zona de sarcină electrică superficială nulă 

-die 

Dhds =-rQit) e C ' ( 0 , oo), <D, 

G / r Q D.n =0 s. 

2. Condiţiile mecanice 

zona în care sunt specificate tensiunile mecanice externe 

• zona în care sunt impuse deplasările elastice 

Pentru a obţine o problemă matematică bine pusă în studiul evoluţiei temporale a câmpului 
electroelastic în solidul piezoelectric este necesară precizarea condiţiilor iniţiale: 

u,ix,0) = U,ix) ^ ( x , 0 ) = r,(x) VjceQ 

0(x,O) = OCjf) ^ ( x , 0 ) = E(jf) V X G Q 
ut 
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f / , c D , r , H sunt flincţii definite pe volumul Q ce sunt presupuse a avea o energie finită şi o anumită 
regularitate. 

Utilizând următoarele notaţii putem reformula ecuaţiile piezoelectrice într-o formă abstractă. 

condiţii pe frontiera (/4).„ 

U(0) = = 

(1) 

cu: 
/ 

, A / = 
« 3 

U; \ 

= 4 şi = 4 şi 

i c D j \ ^ / 

O O O 
o o o 
o o o 
0 0 0 0 

^ijkl. 
3 d 

^Sjkl dx, 

Simpla observare a acestui sistem relevă o anumită particularitate matematică ce constă în 
cuplarea ecuaţiilor de ordinul doi asociate câmpului elastic cu o ecuaţie independentă ce provine din 
condiţia de divergenţă nulă a inducţiei electrice. Formal această situaţie se regăseşte în matricea 
singulară M 

Deşi este probabil ca un studiu matematic sistematic asupra ecuaţiilor (1) să fi fost efectuat, 
un astfel de demers nu este cunoscut autorului, o teoremă de existenţă şi caracterizare a soluţiilor 
nefiind cunoscută în literatura de specialitate de largă circulaţie. Studiul matematic al acestui sistem 
este dificil datorită formei singulare a matricii M care face imposibilă situarea acestuia într-un caz 
clasic al ecuaţiilor de undă ce apar în fizica matematică. 

Prezentăm în continuare, fară a da şi demonstraţia, relaţia de conservare a energiei 
electroelastice în solidul piezoelectric. Această relaţie are un caracter general şi nu ţine cont de modul 
de alegere a condiţiilor pe frontieră. 

2dt 

dt 

fra 
o— 

dt 
ds 

(2) 

+ ^EL + ^ES = IEL + ( 

1 

ES 

W'el =2p'r 

L 

V 

H EL -

1 

'el = Re 

= - Re 

Tji^v.ds 
fril 'J ' ' 

' dDl O ' 
/Kî dt * 

ds 

densitatea volumică de energie cinetică, elastică 

densitatea volumică de energie potenţială elastică 

densitatea volumică de energie electrostatică 

fluxul energiei elastice în unitatea de timp 

fluxul energiei electrice în unitatea de timp 
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Dacă fluxul energetic elastic şi electric prin frQ este nul pentru orice moment de timp t^O , 
energia se conservă rămânând egală x u energia din momentul iniţial t^O. Această ipoteză este 
îndeplinită pentru condiţiile pe frontieră (A)(t) omogene, condiţii întotdeauna utilizate în studiul 
fenomenelor de rezonanţă 

Pe baza relaţiei de conservare a energiei se demonstrează unicitatea soluţiilor ) 
ecuaţiei (1) până la o constantă arbitrară pentru potenţialul electric sau o mişcare de translaţie sau 
rotaţie rigidă pentru elongaţiile //,. Vom da această demonstraţie în subparagraflil următor pentru 
cazul mai general în care condiţiile pe frontieră sunt de tip diferenţial. 

O simplificare majoră în studiul ecuaţiei (1) este adusă prin admiterea decuplării componentei 
spaţiale de cea temporală şi presupunerea variaţiei armonice a acesteia din urmă (ipotezele Fourier) : 

Se obţine astfel o ecuaţie independentă de timp pentru componenta spaţială ^̂  . 

condiţii pe frontiera {A)^^ 

(A)(s) 
(pentru a nu complica şi mai mult notatiile nu s-a mai trecut subscriptul ''s'' pentru a marca faptul că 
este vorba doar de componentele spaţiale ale variabilelor) 

j^met _ ^ y^Q ^^ _ CS?{js) E C O constantă complexă arbitrară 

S r = 6 frCl 

i r = {Sr e frn 

i r = E frCl 

ir = [s. e frQ 

(t]̂  6 C 

D.E =0 S. 

O consecinţă imediată a teoremei de conservare a energiei este următoarea proprietate: dacă 
fluxul energiei electroelastice prin suprafaţa de frontieră frO. este nul la orice moment de timp atunci 
parametrul .v nu poate avea decât valori reale. 

Dacă admitem această ipoteză (de exemplu, presupunem a fi nule toate valorile impuse 
componentelor elastice şi electrice pe frontieră) energia iniţială a sistemului se conservă şi rezolvarea 
ecuaţiei (3) ar furniza stările staţionare pentru câmpul electroelastic. Ecuaţia (3) nu poate fi însă pusă 
sub forma unei probleme clasice de valori şi vectori proprii ( - s '^^ = A/"'Lj^.^^) întrucât matricea M 

nu este inversabilă. Pentru calculul stărilor staţionare proprii sistemului (3) a fost necesară descrierea 
unei funcţionale de tip Lagrange ale cărei puncte critice sunt soluţii ale sistemului. întrucât această 
metodă de calcul este singura riguroasă şi aplicabilă pentru orice configuraţie geometrică şi condiţii 
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pe frontieră o vom detalia în subparagrafiil final al acestei părţi a lucrării. în plus, ea demonstrează 
existenţa şi caracterul numărabil al stărilor staţionare asociate sistemului (3). O relaţie generală în 
care intervine produsul scalar între componentele elastice asociate la două stări staţionare distincte 
(notate m şi /;) este următoarea: 

în ipoteza enunţată a condiţiilor pe frontieră omogene este evidentă relaţia de ortogonalitate 

în fmal, vom sumariza rezultatele obtinute (cele cunoscute autorului) prin studiul sistemelor 
de ecuaţii (1) printr-o comparaţie faţă de proprietăţile soluţiilor ce apar în cazul unei ecuaţii abstracte 
^ = K^ cu operatorul K un operator autoadjunct, pozitiv definit, cu invers compact. La acest tip de 
ecuaţie abstractă pot fi aduse majoritatea situaţiilor în care se studiază fenomene de rezonanţă în 
domeniul elasticităţii liniare sau a electromagnetismului într-un volum finit. 

Teorema de existenţă a soluţiilor pentru condiţii iniţiale arbitrare 
Nu există Există 

Există o teoremă de unicitate a soluţiilor în ambele cazuri 

Caracterizarea spectrală 

Mulţimea valorilor proprii este infinit numărabilă in ambele cazuri 

Mulţimea vectorilor proprii generează un subspaţiu liniar dens în spaţiul de definiţie al problemei 
Nu Da 
rezultatul lui Lewis preluat în [25] pag 134 

Ortogonalitate între subspaţiile liniare asociate la două valori proprii distincte 
Relaţie de ortogonalitate doar pentru componentele Da 
câmpului elastic 

Aceste diferenţe, oarecum neaşteptate, apar datorită aproximării irotaţionale a câmpului 
electric. Din punct de vedere al caracterizării spectrale prin metode de perturbaţie a fost imposibilă 
utilizarea metodei clasice (partea finală a paragrafului 4.1) fiind necesară dezvoltarea unui model 
aparte, restrâns însă practic doar la aproximaţia liniară. Acest aspect va constitui subiectul 
următorului paragraf 

§ 1.3.2 Ecuaţiile piezoelectrice clasice în situaţia condiţiilor pe frontieră guvernate de o ecuaţie 
diferenţială ordinară 

Aşa cum am precizat în primul paragraf al tezei, impunerea comportării câmpului 
electroelastic pe suprafaţa de frontieră a solidului piezoelectric conduce la imposibilitatea abordării 
problemelor ce ţin de estimarea influenţei mediilor exterioare asupra frecvenţelor proprii de vibraţie 
ale rezonatorului. Pentru a putea face o astfel de estimare este necesară modelarea interacţiunii între 
unda piezoelectrică şi mediile externe la suprafaţa solidului piezoelectric într-o manieră mai generală. 
In mod uzual această interacţiune se admite a fi aproximată de o ecuaţie diferenţială ordinară între 
componentele de câmp elastic respectiv electric. Dacă pentru câmpul electric acest gen de 
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aproximare este natural, el revenind la a descrie comportarea circuitului electric exterior (cu 
parametrii concentraţi) la bornele dispozitivului piezoelectric, nu aceeaşi este situaţia pentru câmpul 
elastic unde dezvoltarea unui astfel de model este mult mai dificilă. In paragraful 2.1 al tezei va fi 
dezvoltat şi discutat un astfel de model. Ordinul ecuaţiei diferenţiale ordinare ce guvernează 
comportarea câmpului electroelastic pe frontieră se presupune a fi mai mic sau egal cu doi; această 
alegere s-a făcut cu precădere ca un compromis între acurateţea rezultatelor obţinute prin teoria 
perturbaţiei şi dificultăţile de ordin matematic ce apar dacă se admite un ordin superior. 

Condiţiile pe suprafaţa de frontieră în această situaţie sunt următoarele (păstrăm aceleaşi 
notaţii pentru suprafeţele partiţiei FI 

(B)(t) 
pentru^, g I ' ^ ' : 

DMs r = 
C 

pentru o suprafaţă S^ g 
/3(x,/)//(x) = 0 

Parametrii electrici C\R şi L sunt cei obişnuiţi în teoria circuitelor electrice şi aproximează 
comportarea circuitului electric văzut la bornele dispozitivului (suprafeţele de metalizare) cu un 
circuit RLC serie. Parametrii mecanici k, v si m modelează comportarea elastică, vâscoasă şi inerţială 
a frontierei, descrierea în detaliu a rolului acestora o vom prezenta în paragraful 2.1 al tezei. 

Este de remarcat faptul ca situaţia condiţiilor pe frontieră impuse (A)(t) reprezintă o 
particularizare a cazului (B)(t) pentru o alegere particulară (valori nule sau infinite) a parametrilor 
ecuaţiilor diferenţiale. 

Cu aceleaşi notaţii utilizate în subparagraful precedent, putem scrie în mod abstract problema 
de dinamică electroelastică în solidul piezoelectric având condiţii pe frontieră de tip (B)(t) astfel: 

condiţii pe frontiera (4) 

Vom reformula teorema de unicitate a soluţiilor şi relaţia de ortogonalitate a componentelor 
elastice pentru modurile staţionare în aceasta nouă ipoteză a condiţiilor frontieră. 

Să presupunem că funcţiile de excitaţie l'(t) şi M(t) sunt nule iar solidul piezoelectric este la 
momentul iniţial într-o stare iniţială sau nenulă. Relaţia (2) a conservării energiei rămâne 
valabilă, fluxul electric şi cel elastic pot fi rescrise ţinând cont de ecuaţiile diferenţiale pe frontieră. 

//.:/, = Re T j i v as = —— 
tril " ' ' 2(9/- ' ' '" 

dDl 
/,,, = - Re 0 —^n,ds = - Re Y 

dt 

li, uy 

Hi.ds 

29 

BUPT



Relaţia de conservare a energiei devine: 

( < : / / , / / ; / / , / / ; V.V+ 

Id! 

frCi 

1 d ^^^ 
+ - — S C f ' rqr^+rL . ) = " J ^ , V, //, " ^ . 

Interpretarea acestei relaţii este imediată: alături de energia electroelastică în volumul 
piezoelectric există înmagazinată energie şi la suprafaţa rezonatorului (situaţie diferită faţă de cazul 
anterior studiat când această energie era întotdeauna nulă) în parametrii reactivi ai ecuaţiilor 
diferenţiale ce guvernează dinamica pe frontieră. Pierderile energetice se manifestă deasemenea la 
suprafaţa volumului piezoelectric şi apar datorită disipării în rezistenţa electrică şi vâscozitatea 
mecanică asociate mediilor exterioare. Condiţia de conservare a energiei sau de rezonanţă implică ca 
aceste pierderi să fie nule: ,v, u, u'ds-T,^ jfiii 

r 

Relaţia de conservare a energiei sub această formă, alături de aceste precizări, conduce la o 
importantă observaţie în legătură cu modul de studiu al rezonanţei în această situaţie vis-a-vis de 
modul clasic al condiţiilor pe frontieră impuse. în această ultimă situaţie, proiectarea unui oscilator 
electronic stabilizat în frecvenţă cu un rezonator piezoelectric trece prin următoarele două mari etape 
distincte: 
• Analiza frecvenţelor de rezonanţă pentru dispozitivul piezoelectric într-un mod ideal presupunând 
impedanţe electrice nule sau infinite la nivelul electrozilor; stabilirea unui model electric echivalent 
cu parametrii concentraţi ce aproximează comportarea rezonatorului piezoelectric în jurul unei 
frecvenţe proprii de vibraţie 
• Proiectarea unui oscilator electronic având ca model pentru dispozitivul piezoelectric circuitul cu 
parametrii concentraţi amintit. 

Frecvenţa de oscilaţie reală se va găsi întotdeauna între o frecvenţă de rezonanţă serie (scurt-
circuit electric) şi una paralel (gol electric) în funcţie de impendanţa electrică a circuitului electronic 
ce apare la bornele dispozitivului. Sursa de eroare în stabilirea precisă a frecvenţei reale de oscilaţie 
este în acest caz sistematică şi apare datorită cunoaşterii exacte numai a două puncte (rezonanţa serie 
şi cea paralel) în traiectul frecvenţei de rezonanţă, frecvenţa de oscilaţie ce apare din calcul fiind o 
interpolare între aceste două valori în funcţie de impedanţa circuitului electronic în acel punct, 
interpolare ce poate fi bună sau mai puţin bună. 

în cazul în care proiectarea pleacă de la cunoaşterea impedanţei circuitului electronic la 
bornele dipozitivului piezoelectric (situaţia condiţiilor pe frontiera (B)(t) ) această eroare sistematică 
nu mai apare, frecvenţa de rezonanţă fiind calculată direct, în funcţie de această impedanţă. Devine 
vizibil din acest punct de vedere rolul jucat de rezistenţa electrică negativă simulată de componenta 
activă a circuitului electronic, rezistenţă ce preia pierderile energetice atât în volumul cât şi la 
suprafaţa rezonatorului. 

Relaţia de conservare a energiei în forma (4) permite formularea unei teoreme de unicitate a 
soluţiilor (în ipoteza că ele există). 

Teoremă 
Dacă u^ ^R ^q^q* > O şi parametrii C L k şi m sunt pozitivi, atunci ecuaţia (4) are 

r 

cel mult o soluţie. 
Demonstraţie: 

Presupunem existenţa a două soluţii respectiv ^^ , ^^ ^ ^^ pentru ecuaţia (4). Notăm cu 

X = - ^ h diferenţa dintre aceste soluţii. întrucât ecuaţia (4) este liniară, X este soluţie pentru o 
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ecuaţie descrisă identic în volumul domeniului Q dar având condiţii pe frontieră (B)(t) omogene şi 
stări iniţiale nule (0) = O , i : (0) = O ' 

condiţii pe frontiera (B)^,) omogene 

U ( 0 ) = 0,;f(0) = 0 

Suma dintre energia în volumul şi pe suprafaţa solidului pieoelectric este o cantitate pozitivă 
ce devine nulă doar dacă soluţia % ̂ ste identic nulă pe domeniul Q 

Cum , V, w, it'ds - T . r ' ^ r^A' ar rezulta că energia soluţiei % este o funcţie monoton jfia ^ 

descrescătoare. întrucât;|f(0) = O şi ;t:(0) = 0 singura posibilitate de îndeplinire a relaţiei de 
conservare a energiei este ca soluţia % să fie identic nulă pe domeniului Q.; ceea ce este evident în 
contradicţie cu ipoteza de plecare în demonstraţie. 
• 

Observaţie: Dacă ^<7//* > O atunci fiancţionala 
r 

este o funcţională 
r 

Lyapunov pentru sistemul (4) şi singurul punct de stabilitate asimpototică este funcţia identic nulă pe 
domenniul Q . 

(6) 

Cu ipotezele Fourier pentru un regim armonic permanent, sistemul de ecuaţii (4) devine: 

condiţii pe frontiera(5)(^) 

(B)(s) 
.S; G I ' ^ ' : 

+Us)^R -s\Llqip)=/{Js) 

S, e 

D.n = 0 

Pentru condiţii (B)(s) omogene, se demonstrează precum în paragraful precedent o relaţie de 
ortogonalitate ce există între componentele câmpului elastic asociate la două stări staţionare distincte 
ale sistemului (6). 

pS^I - s i ) l u : u : d n + J («; T; - uP t ; )n,ds + J ( D ; r - D; r)njds = o de aici rezultând 

irirJQ. = o . u 
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§1.3.3 Funcţionala Lagrange asociată mediului piezoelectric 

Formulate sub forma sistemului (1) încă de la începutul acestui secol în lucrările fizicianului 
francez Langevin, ecuaţiile ce descriu dinamica electroelastică într-un solid piezoelectric nu au avut 
până relativ recent (1969) o metodă variaţională de studiu şi calcul numeric; aceasta în situaţia în care 
pentru ecuaţiile câmpului elastic sau electromagnetic astfel de formulări au fost în mod natural 
dezvoltate plecând de la teoria funcţionalelor Lagrange şi Hamilton într-o fază incipientă a descrierii 
câmpului elastic sau electromagnetic. Motivul pentru care o astfel de formulare variaţională a fost 
mult mai dificilă s-ar putea să fie legat deasemenea de imposibilitatea integrării acestor ecuaţii în 
cazul standard de studiu al ecuaţiilor de undă liniare într-un domeniu finit; facem referire aici la 
ecuaţia abstractă ^ = K^qw operatorul K autoadjunct şi pozitiv definit. Funcţionala dezvoltată de 
Holland şi EerNisse în 1969 are caracteristica principală a unei funcţionale Lagrange clasice, 
punctele sale critice sunt soluţii ale sistemului de ecuaţii (1), însă îi lipsesc o serie de alte proprietăţi 
ale aceluiaşi gen de funcţionale. 

Scopul acestui paragraf este de a pune în evidenţă aceste particularităţi şi de a descrie pe scurt 
metoda de calcul numeric asociată formalismului variaţional. Pe această cale, afirmaţia făcută în cel 
de al doilea paragraf conform căreia frecvenţele proprii de vibraţie sunt funcţii de ansamblul 
parametrilor ( l ^ . J^^J^ ) va avea o argumentaţie explicită. 

Forma de definire a funcţionalelor Hamilton şi Lagrange în mecanica teoretică este 
următoarea. 

" ^rounuaia + r̂.neuca funcţionala Hamilton 

^cneuca - potenuaia ^ funcţionala Lagrange 
ni 

încercarea de a utiliza aceste definiţii şi a le particulariza pentru cazul piezoelectric este de la 
început nepotrivită întrucât ele conduc la expresii în care termenii de cuplaj piezoelectri dispar 
(datorită antisimetriei operatorului I^^în constantele ); densitatea energiei electroelastice 
potenţiale nu depinde de tensorul piezoelectric. = 

Dar, soluţiile sistemului de ecuaţii (1) sunt cunoscute ca depinzând şi de aceste valori. în 
consecinţă, punctele critice pentru o fiancţionalâ precum următoarea nu vor fi soluţii pentru ecuaţiile 
piezoelectrice. 

L = 

~ 2 

'"'(w -W \lt = 
cinetica potentiala A^*" 

tini 

2 
Punctul de plecare în deducerea unei funcţionale ale cărei puncte critice să fie soluţii ale 

ecuaţiilor piezoelectrice în regim armonic permanent având condiţii pe frontieră de tip A(s) sau B(s) 
este observaţia că prima variaţie a funcţionalei următoare se anulează pentru o soluţie a ecuaţiilor 
piezoelectrice cu condiţii Dirichlet pe frontieră. 

J_ 
2 U K. - = - ) - P . s ' u ; = (7) 

dO. 
du, du, du, (90 (90 
dx, dx, dx, dx, " dx, dx^ J 

fiind densitatea volumică a entalpiei electrice. 

-P.s'u! 
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Întrucât entalpia electrică nu este o funcţională pozitiv definită o serie de proprietăţi ale 
funcţionalelor Lagrange clasice nu mai apar. Ne referim concret la faptul că punctele critice ale 
relaţiei (7) nu sunt puncte şa iar frecvenţa fundamentală nu minimizează funcţionala următoare (câtul 
Rayleigh): 

hda 
(8) 

întreprins la o dată mult mai recentă, un studiu prezentat în [59] reia problema caracterizării 
variaţionale a dinamicii electroelastice şi găseşte două funcţionale similare celei construită de 
Holland şi EerNisse pe baza entalpiei electrice. Prima dintre acestea foloseşte entalpia mecanică iar 
cea de a doua energia potenţială internă. Aceasta din urmă are forma şi proprietăţile funcţionalei 
Lagrange clasice însă ecuaţia divD = O nu mai apare explicit ca o condiţie pentru punctele critice ale 
funcţionalei ci este presupusă a fi îndeplinită automat de către funcţiile din spaţiul de definiţie al 
problemei. 

/ = i 
2 u potenliala 

divD = O 
De remarcat că în această situaţie, frecvenţa fundamentală minimizează câtul Rayleigh, 

energia potenţială fiind pozitiv definită. 

s- =inf 

u 
divD = o 

Abordarea numerică a expresiei de mai sus este însă greu abordabilă întrucât funcţiile 
^ = din spaţiul de test ar trebui să îndeplinească condiţia corespunzătoare divergenţei 
nule a inducţiei câmpului electric: 

l 
—e ,]k dx. dx. 

Revenind la construcţia propusă de Holland şi EerNisse, pentru a obţine şi condiţiile pe 
frontieră generale, funcţionalei (7) acesteia i se ataşează o serie de integrale pe suprafaţă. 

2 u 

m P ' r l-

(9) 

sau desfaşurat: 

/ = i 
2 

-I 

il dx^ dx, dx^ dx, dx, dx^ 
du. d0 (90 

L_\ 
/ 

-ps-u; dQ-

du, <90 
dx, dx, ••̂ifi 
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p 

d i f , 
F —^— e 

' d x . bj 

S/ 
d(b. du, 

F — — 

Funcţionala / este definită pe [ / / ' ( Q ) / U C ' ş i ia valori în C; K reprezintă numărul 

suprafeţelor metalizate S^ pe care este impusă valoarea sarcinii electrice. 
Pentru a estima punctele critice ale acestei funcţionale să considerăm o suită de mulţimi 

aproximante X„ pentru spaţiul de definiţie [ / / ^ (Q) ] ' 'UC^ . Structura acestor mulţimi este 
următoarea: 

cu 

r; c N'(Q) 

un subspaţiu liniar de dimensiune M 

un subspaţiu liniar de dimensiune JV 

Spaţiile r„"si F / sun t alese astfel încât, la limita pentru M —> <>= şi y V ^ reuniunea lor 

constituie un spaţiu liniar dens în / / ' ( Q ) A c e s t o r spaţii aproximante le asociem o bază astfel: 

={//.; a E l . . M } pentru r ; 

/5el...N} p e n t r u r ; 

Proiecţia unei funcţii arbitrare e / / ' ( Q ) / p e F" u T / o notăm cu 
M 

a=l 
N 

r=Y^bira a=l 

Notăm cu raproximanta funcţionalei / , . Expresia acesteia în funcţie de 

funcţiile bazelor , Bl şi necunoscutele 0'^este următoarea: 

2 a=l P=\ 
M N 

a=\ p=\ 

PELiCC^P) = 
dul du, 

dx^ dx, 
kp 

tlQ. matricea potenţială elastică 

matricea cinetică elastică 
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J(OC,P) = 

" " dx, dx. 
matricea potenţială electrostatică 

" dx^ dx. 
matricea de transfer piezoelectrică 

M M 

a=l =̂1 
du "ka , n —X ds + 

N M 

a = l j3=l n 

<90 
a = l m 

matricea de frontieră elastică 
M N N N 

a=\ P=\ dx a=l =̂1 s^^' d . 
M N 

n:=l /3=1 r dx. 

N N d€ 
a=l p=\ dXj '' 

0) matricea de frontieră electrică 

Prin înlocuirea în expresiile matricilor de frontieră a relaţiilor de legătură corespunzătoare 
condiţiilor B(t) dependenţa frecvenţelor de rezonanţă de parametrii ecuaţiilor diferenţiale ce 
guvernează dinamica electroelastică la suprafaţa solidului devine imediat vizibilă. Punctele critice 

dl 

pentru funcţionala /" se află printre soluţiile sistemului liniar: 

da: 
= 0 ,a = \..M 

dl 
db2 

^ = 0 ,I5 = \...N 

dl n = 0 = 

Pentru cazurile de interes practic s-a demonstrat [25] că rezolvarea sistemului anterior revine 
la rezolvarea unei probleme de vectori şi valori proprii pentru o matrice simetrică deci întotdeauna 
diagonalizabilă. De aici, prin trecere la limită pentru n rezultatul important al existenţei 
soluţiilor sistemelor de ecuaţii (1) sau (3). 
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§1 .4 Modelul de perturbaţie Sinha-Tiersten 

Se prezintă deducerea expresiei de perturbaţie liniare prin utilizarea relaţiilor de 
reciprocitate a ecuaţiilor piezoelectrice şi cea a potenţialelor Green. Această 
metodă din urmă este analizată în detaliu pe un caz abstract pentru a i se reliefa 
dificultăţile în determinarea estimatorilor de ordin superior pentru frecvenţele 
proprii perturbate. 

în paragraful precedent s-au reliefat o serie de particularităţi ce apar în studiul ecuaţiilor 
electroelastice în solidul piezoelectric, particularităţi ce se datorează formei nestandard a acestora ca 
şi ecuaţii de undă. Această formă nestandard conduce deasemenea la imposibilitatea aplicării teoriei 
de perturbaţie spectrale specifică fenomenelor clasice ondulatorii. Din acest motiv, pentru studiul 
influenţei ce o are uşoara alterare a parametrilor de material şi suprafaţă asupra spectrului de 

rezonanţă al unui rezonator piezoelectric a fost dezvoltată o metodă teoretică specifică de către Sinha 
şi Tiersten la sfârşitul anilor 70 [56]. Punctul de pornire al construcţiei acestui model de studiu îl 
constituie o metodă generală de analiză a perturbaţiilor în operatorii specifici mecanicii cuantice, 
metodă bazată pe formalismul funcţiilor Green [38]. Principalul neajuns al acestui model de 
perturbaţie îl constituie imposibilitatea deducerii practice a unei relaţii de estimare de ordin superior 
celui liniar pentru spectrul de vibraţie alterat al rezonatorului piezoelectric. Demonstrarea explicită a 
acestei ultime afirmaţii va constitui subiectul principal al acestui paragraf 

Ipotezele de lucru utilizate în articolul lui Sinha şi Tiersten pot părea dintr-un punct de vedere 
strict matematic, extinse asupra unor rezultate insuficient cunoscute (ne referim aici la cele discutate 
în paragraful precedent, pagina 26) însă relaţia finală obţinută este, în limitele aproximaţiei câmpului 
electric irotaţional, corectă. Această siguranţă provine din concordanţa cu rezultatul ce provine din 
relaţiile de reciprocitate obţinute pentru ecuaţiile elasto-electromagnetice în solidul piezoelectric, 
relaţii [1] obţinute anterior modelului de perturbaţie Sinha-Tiersten. Aceste relaţii de reciprocitate se 
pot deduce uşor plecând şi de la ecuaţiile electroelastice în materiale piezoelectrice, însă modul de 
deducere comportă în începutul raţionamentului o ambiguitate majoră. Vom începe acest paragraf 
prin a prezenta pe scurt această deducere. încercăm pe această cale să motivăm interesul pentru 
ridicarea neclarităţilor specifice acestor metode clasice prin reformularea ecuaţiilor electroelastice 
într-o manieră compatibilă cu teoria clasică a fenomenelor ondulatorii. Aşa cum am precizat în 
paragraful introductiv al tezei, capitolul trei va fi dedicat acestei teme. 

Relaţia de reciprocitate pentru ecuaţiile electroelastice: 

Păstrăm notaţiile utilizate în paragrafele precedente şi scriem ecuaţiile electroelastice în 
volumul piezoelectric Q. în ipoteza unui regim armonic permanent. Condiţiile pe frontieră le 
considerăm arbitrare însă liniare şi nu le vom specifica în mod explicit. 

— = 0 

V x G f î (1) 

^ A- =0 

Să presupunem că materialul şi condiţiile pe frontieră suferă o modificare uşoară astfel încât 
noile frecvenţe proprii de vibraţie rămân apropiate de valorile originale. Domeniul Q. şi densitatea 
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masică p„ rămân invariante. Mărimile specifice acestor noi stări staţionare ale sistemului le vom nota 
cu superscriptul 

d ^ 

dx, 
' VxeQ (2) 

Prima operaţie necesară în deducerea reiaţilor de reciprocitate corecte este arbitrară. Este 
vorba de înmulţirea cu - l a ecuaţiei ce provine din relaţia de conservare a sarcinii electrice divD = O. 
în continuare, relaţia (1) se înmulţeşte scalar cu ^ iar relaţia (2) cu ^ = (//^ ,0). 

(3) 

(4) 

Prin scăderea relaţiei (3) din relaţia (4) şi utilizarea aproximaţiilor liniare pentru tensiunile 
mecanice şi inducţia electrică se obţine următoarea relaţie aproximativă pentru deviaţia relativă a unei 
frecvenţe de vibraţie asociate unei stări staţionare a sistemului perturbat. 

cu: 

Pr ş Pr + Pş 
w 

(5) 

Py = 

Ps = 

w = "cm 

AV = ? - .9, AC,̂ ,, = - , = E,̂^ - E,̂ ,̂ = -

^^ ACy^., $1S^, - Ae^j (5 * E/^ + El)- Ae ^^ E^ El iO. termenul perturbaţiei de volum 

(/y/'^^i* - V ' y " ' * ) * ~ ^k^h^ ' ) ^^ termenul perturbaţiei de suprafaţă 

]dQ. energia cinetică pentru starea neperturbată 

energia totală W = 

In cursul deducerii (o prezentare în detaliu se găseşte în [1] sau [52]) nu se fac presupuneri 
referitoare la forma de ''apropiere" dintre stările staţionare originale şi perturbate ci doar se consideră 
că această distanţă este suficient de mică pentru ca relaţia (5) să aibă o valoare de adevăr suficientă, 
încercarea de a deduce această formă de apropiere pe baza unui formalism de perturbaţie polinomială 
relevă însă imediat că relaţia (5) este veridică doar pentru o vecinătate de tip liniar între stările 
staţionare ale sistemului. 

Am afirmat că această demonstraţie are în începutul raţionamentului o operaţie arbitrară. Dacă 
înmulţirea cu - l a relaţiei de conservare a sarcinii electrice nu se face şi se procedează într-un mod 
analog celui descris, se obţine un rezultat de perturbaţie eronat ce nu conţine termenii de cuplaj 
electroelastic Relaţia (5) poate fi scrisă sub următoarea formă sugestivă din punct 

de vedere al comparaţiei cu cea regăsită în cazul relaţiei de perturbaţie liniară specifică ecuaţiilor 
generale de undă. 
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— = _ ^ ^ ^ _ ^ notându-se diferenţa între valoarea entropiei electrice specifice 
s W 

celor două stări staţionare. 
Pentru ecuaţiile generale de undă relaţia de perturbatie are următoarea formă: 

Av + r , ' 
AW fiind diferenţa între energiile potenţiale specifice celor două stări 

staţionare. 
Regăsim astfel o situaţie similară celei întâlnite în deducerea funcţionalei Lagrange când 

energia potenţială este înlocuită cu entalpia electrică. 

Teoria de perturbatie Sinha-Tiersten 

Ideea demonstraţiei utilizate de cei doi cercetători americani provine de la o metodă de 
perturbaţie utilizată în mecanica cuantică [38]. Prezentăm punctele principale ale acestei metode 
adaptate pentru o ecuaţie abstractă similară celei piezoelectrice şi particularizăm cele obţinute pentru 
cazul concret piezoelectric doar în faza finală a demonstraţiei fară a relua deducerea clasică a 
acesteia. Din modul de construcţie al estimatorului pentru o flincţie proprie perturbată vom pune în 
evidenţă ineficienţa acestei metode în determinarea corecţiilor de ordin superior celui liniar. 

Există ipoteze matematice în cele ce urmează ce nu sunt explicit specificate. întrucât scopul 
urmărit este de a demonstra dificultatea utilizării acestei metode în construcţia estimatorilor de ordin 
superior vom insista asupra unor argumente aplicabile relaţiei finale şi nu vom insista asupra 
rigurozităţii matematice. 

Fie A : D{A)ci H H \xr\ operator liniar cu valori într-un spaţiu Hilbert H de funcţii definite 
pe un domeniu Q a R . Presupunem că acest operator are un spectru discret a{A) = {?î  e Şi 

că mulţimea combinaţiilor linare ale funcţiilor proprii ataşate acestui operator i//^ constituie un 
subspaţiu dens în H. în plus, admitem existenţa unei soluţii, în sensul distribuţiilor pentru VA e , a 
ecuaţiei funcţionale: 
(A-ĂI)(},{X)=S, (6) 

S^^ funcţionala Dirac "poziţionată'' într-un punct arbitrar R în domeniul Q . 
Distribuţia(/^(X)= O presupunem de tip funcţie şi reprezintă potenţialul Green, 

translatat în punctul /?, al operatorului A, 
Descompunem funcţia de potenţial G după mulţimea funcţiilor proprii y/^: 

J 

Aplicarea egalităţii funcţionale (6) asupra unei funcţii proprii y/^ duce la următoarea relaţie 

pentru coeficienţii descompunerii ^ / A ) : jf^.(A)- ^ în ipoteza că setul de funcţii proprii 
- A 

i//^este ortonormat. 

Să considerăm în continuare un operator A^ având caracteristici similare operatorului A. 

Operatorul se presupune a fi ^'apropiat" de operatorul A în sensul existenţei unui relaţii de 

apropiere între valorile şi funcţiile proprii corespunzătoare acestor doi. Următorul raţionament ce 

38 

BUPT



porneşte de la egalitatea flincţională (6) şi identitatea spectrală {a^ - A^) / /^ = O determină o relaţie 

utilă în construcţia unui estimator liniar pentru valorile proprii Aj" în funcţie de A^. 

{A - A/)G, (A)^//^}- {{A^ - XuV,, G , iX))^ = yfl (R) 

Subscriptul R ataşat unei funcţii proprii înseamnă translatarea acesteia cu vectorul R: 

Y ^ g M i i ^ V ^ Y p ) ^ r e l a ţ i i adevărate pentru 
J 

VAe /?-C7{/l} 

Sealege A = -(.I^V^^ J (7) 
A - A ; j j ^ 

Operatorul perturbat îl scriem în forma: = A + £P,£e (0,l) cu P operatorul de perturbaţie 

aditivă, iar valorile proprii A'' şi funcţiile proprii y/̂  le considerăm a avea o dependenţă analitică de 

parametrul e : 

a ; = Â  + eA; ̂  + £ +. . £ A '̂'') +.. . 

i//; = i//^ + + ^ + + ••• 

Expresia (7) devine: 

(8) 

Superscriptul ! aplicat ultimei egalităţi marchează îndeplinirea ipotezei de simetrie a 
operatorului A; simetrie întotdeauna prezentă în cazul operatorilor de tip Hamilton din fizică însă 
absentă în cazul ecuaţiilor piezoelectrice. Simetria în acest caz apare doar pentru componentele 
câmpului elastic. 

Termenul drept al egalitătii este o fijnctie raţională de e de tipul ^ ^ c u Q ş\R polinoame de 
R{£) 

acelaşi grad. Teoretic această funcţie raţională poate fi rescrisă sub o formă polinomială însă forma 
complicată a dezvoltării împiedică orice manipulare ulterioară a coeficienţilor (ne referim aici cu 
precădere la cazul specific al ecuaţiilor piezoelectrice) pentru a fi format un sistem util în evaluarea 
corecţiilor şi ••• ^^ră a recurge la această descompunere explicită, 

există o metodă simplă de aflare a corecţiei de ordinul întâi pentru Etapele acestei metode sunt 

următoarele: 
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i. valoarea proprie perturbată A;^este considerată suficient de apropiată de valoarea iniţială 

+ ev/'J)+e -y/^) + ...), y/"A 
Â . pentru ca în suma — n tă)— termenii corespunzători la 

j ^ k sl. poată fi ignoraţi 

ii. = 

m. 

Să revenim acum Ia situaţia concretă a sistemului de ecuaţii electroelastic clasic pentru solidul 
piezoelectric în ipoteza absenţei oricăror pierderi în volumul sau pe suprafaţa rezonatorului. Se 
consideră sistemul într-o stare staţionară armonică cu pulsaţia (O. 

. d ^ du. d(p "l . d 
^ijki 3 

=0 

= 0 

V x e Q 

în forma abstractă {(0'M+ L ,̂. menţinem notaţiile utilizate în paragraful precedent, 

întrucât s-a presupus că fluxul energetic la suprafaţa rezonatorului este nul. 

Relf 7;/?,v'c/.sf-Re' \ t , a 1 ' J liii O dDl 
Js = 0 

între componentele câmpului elastic există relaţia de ortonormalitate precizată în paragraful 
precedent: = • 

Pe baza supoziţiei că mulţimea combinaţiilor liniare ale părţii elastice a funcţiilor proprii -

y/-' = generează un subspaţiu dens în Z,"(Q)'Sinha şi Tiersten construiesc o metodă 

de perturbaţie pentru ecuaţiile piezoelectrice urmând o cale similară algoritmului prezentat. Ecuaţiile 
funcţionale de la care demonstraţia porneşte sunt următoarele; 

L,. +d)lMp-=0 

Relaţia finală (forma concretă a relaţiei 7 corespunzătoare ecuaţiilor piezoelectrice) de la care 
se pleacă în evaluarea estimatorului liniar pentru pulsaţia perturbată cb se deduce a fi: 

fril 
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Variaţia de ordinul 1 a pulsaţiei perturbate se obţine din ecuaţia: — = ^ ^^^^ P™ ^m ^ o m 

variaţia entalpiei electrice în starea staţionară m. 

Ţinând cont că: 0)1 -ft;; , ~ expi"esia finală pentru deviaţia liniară a pulsaţiei 
este identică cu cea obţinută în cazul deducerii prin metoda relaţiilor de reciprocitate: 

fi) -(w rn TTi ___ j 

'2.0)1 m m ^^^ 

m 
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§1 .5 Concluzii 

Piezoelectricitatea este un fenomen ce cuplează componenta electrică a câmpului 
electromagnetic cu câmpul elastic în cristalele ce nu au o celulă cristalografică centro-simetrică. 
Ipotezele simplificatoare ce sunt acceptate pentru a ajunge la un set de ecuaţii ce poate fi analizat 
matematic cu o relativă uşurinţă sunt aproximaţia câmpului electric irotaţional şi invarianţa 
geometriei solidului piezoelectric în cursul mişcării. Acest prim capitol a fost dedicat precizării 
cadrului actual de studiu în care este abordată modelarea dinamicii electroelastice în solidul 
piezoelectric admiţând ipotezele simplificatoare amintite. 

întrucât subiectul tezei necesită o formulare precisă a chestiunilor legate de analiza spectrului 
de vibraţie în rezonatoarele cu undă de volum, am descris ce determină acest spectru şi cum îl putem 
calcula. Mai precis, legile de material, comportarea câmpului electroelastic pe frontieră şi forma 
geometrică a rezonatorului fiind caracteristicile ce definesc în mod exclusiv acest spectru am 
convenit să le privim sub forma a trei mulţimi de parametrii , şi fiecare dintre acestea 

contribuind la aproximarea după o anumită legitate a fenomenului sau realităţii fizice ce le-a 
generat. 

Parametrii de material sunt cei ce provin din modelarea legilor piezoelectrice de 
interdependenţă între S^ ,̂ , Ê  siD,. în ipoteza în care între aceste mărimi considerăm a exista o 
simultaneitate de tip cauză-efect, relaţiile de aproximare general acceptate şi utilizate sunt cele 
polinomiale. în măsura în care se doreşte un nivel mai fm de acoperire a realităţii fizice, de exemplu 
pierderile energetice în volumul piezoelectric, această ipoteză de simultaneitate nu mai poate fi 
aplicată, retardarea cauză-efect este strict necesar a fi luată în calcul iar relaţiile de legătură trebuie 
scrise în această situaţie sub forma ecuaţiilor diferenţiale ordinare. Faţă de acest tip de aproximare 
clasic, propunem unul alternativ bazat pe seriile convoluţionale Volterra. Această manieră de a 
modela legile de material privindu-le ca operatori neliniari continui cu memorie descrescătoare (de 
exemplu {S .̂l, )si D, [S^^. )) Şi ^poi de a-i aproxima printr-o dezvoltare trunchiată într-o serie 

convoluţională Volterra, a fost folosită în teoria elasto-plasticităţii şi a câmpului electromagnetic ea 
făcând vizibilă matematic relaţia fizică generală de retardare între fenomenele de tip cauză-efect. 

Parametrizarea geometrică nu am tratat-o întrucât reprezintă un fenomen bine cunoscut şi 
studiat, în plus pentru cele urmează nu are o relevanţă deosebită. 

Condiţiile pe frontieră am convenit să le privim sub forma unor ecuaţii diferenţiale ordinare 
de ordin maxim 2 între mărimile de câmp elastic respectiv electric. Motivaţia acestui model am 
prezentat-o intuitiv ca fiind legată de interacţiunile de tip elastic, disipativ şi inerţial sau 
corespondenţele lor electrice ce există între unda electroelastică la suprafaţa de contact între solidul 
piezoelectric şi mediile externe. Un studiu riguros de motivare a acestei alegeri pentru componentele 
elastice este întreprins în paragraful 2.2 al celui de al doilea capitol. 

Problema spectrală a fost formulată în această manieră a dependenţei de cele trei seturi de 
parametrii , şi întrucât în capitolul următor efectul factorilor fizici externi de perturbaţie 
(temperatură, câmpuri elastice sau electrice staţionare supraimpuse vibraţiilor piezoelectrice, 
modificări ale mediilor de contact) a fost privit ca alterând în primul rând aceşti parametrii, 
perturbarea frecvenţelor proprii de vibraţie fiind o consecinţă. Studiul problemei spectrale în acest 
mod decorelat sperăm să fie unitar şi să aducă un plus de claritate întrucât de la un anumit nivel al 
analizei nu mai interesează ce factor fizic a modificat parametrii , I^ şi ci doar efectul lui 
asupra acestora. 
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Pentru calcului spectrului de vjbraţie al unui rezonator piezoelectric am prezentat metoda 
funcţionalei Lagrange asociată dinamicii electroelastice liniare propusă de Holland şi EerNisse 
aceasta fiind probabil unica metodă aplicabilă problemelor tridimensionale fundamentată teoretic 
riguros. 

Paragraful din finalul capitolului este dedicat teoriei de perturbaţie Sinha-Tiersten. Modul în 
care am redat această teorie este diferit de cel prezentat în articolul original al lui Sinha şi Tiersten 
întrucât şi scopul urmărit este altul. Am reluat întreaga construcţie teoretică la un nivel abstract, şi 
am arătat pe această cale că este imposibilă practic construcţia estimatorilor de ordin mai mare ca cel 
liniar pornind de la aceasta teorie. 

Ceea ce a fost expus în acest capitol este în mare măsură cunoscut în literatura de 
specialitate, efortul autorului fiind îndreptat cu precădere în a identifica zonele în care teoria clasică 
a dinamicii electroelastice în solidul piezoelectric este incertă în comparaţie cu rezultatele similare 
clare ce sunt oferite de studiul ecuaţiilor de undă abstracte într-un domeniu fizic finit -ecuaţiile 
electromagnetice sau ale elasticităţii fară pierderi de exemplu. Este vorba concret, de absenţa unei 
teoreme de existenţă generală pentru soluţiile ecuaţiilor piezoelectrice, de lipsa unui rezultat în ceea 
ce priveşte completitudinea spaţiului liniar generat de modurile proprii de vibraţie, o formă 
neobişnuită a funcţionalei Lagrange (partea energiei potenţiale electroelastice este înlocuită cu 
entalpia electrică, o funcţională ce nu este pozitiv definită), imposibilitatea practică de a construi 
estimatori spectrali de ordin superior (patratic sau cubic) pentru teoria de perturbaţie asociată acestor 
ecuaţii (teoria Sinha-Tiersten sau Auld). Motivul acestor neajunsuri poate fi intuit a fi legat de 
asimetria prezentă în operatorul de unda piezoelectric şi de forma sistemului de ecuaţii 
electroelastice clasice în care cele trei ecuaţii de tip hiperbolic corespunzătoare legii de conservare a 
impulsului mecanic în solidul continuu sunt cuplate cu o ecuaţie independentă de timp ce provine 
din legea lui Gauss în electrostatică. 

Ridicarea parţială a acestor nederminări prin formularea problemei de dinamică 
elastoelectrică în solidul piezoelectric cu ajutorul unui set de ecuaţii hiperbolice în aceleaşi variabile 
/ / - elongaţiile elastice ş\ (p- potenţialul electric ca şi abordarea clasică este subiectul celui de al 
treilea capitol. 
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Capi to lu l 2 Aplicarea teoriei de perturbaţie liniară în situaţii de alterare 
neuniformă spaţial a parametrilor ce definesc spectrul de vibraţie 
al rezonatoarelor piezoelectrice cu undă de volum 

Se propune un model unidimensional local pentru estimarea impedanţelor de 
undă elastice la suprafaţa solidului piezoelectric considerat a fi în contact cu un 
film subţire urmat de un mediu exterior infmit. Se reia cursul demonstraţiei 
teoriei de perturbaţie propusă de Auld [1] şi sunt generalizate rezultatele existente 
prin renunţarea la ipoteza câmpului electric irotaţional admiţând prezenţa 
pierderilor energetice la suprafaţa rezonatorului. Relaţiile de estimare liniară a 
frecvenţelor proprii complexe sunt utilizate pentru a studia efectele principalilor 
factori de perturbaţie (temperatură, câmpuri electrice şi mecanice staţionare, 
încărcări electromecanice de suprafaţă) asupra spectrului electroelastic al 
dispozitivului piezoelectric. Se insistă cu precădere asupra explicării unor 
fenomene legate de caracterul neuniform spaţial al acestor mărimi de perturbaţie 
precum şi a generalizării relaţiilor deduse anterior pe baza unor modele 
unidimensionale mai simple. 
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§2.1 Relaţia de perturbaţie obţinută pe baza relaţiei de reciprocitate a ecuaţiilor de câmp 
elastic şi electromagnetic. 

Paragraful reia deducerea relaţiei de perturbaţie de ordinul unu plecând de la 
ecuaţiile câmpului elasto-electromagnetic într-un solid piezoelectric şi oferă o 
extindere a cazului clasic admiţând existenţa pierderilor pe suprafaţa 
rezonatorului 

Demonstraţia originală a teoremei de perturbaţie Sinha-Tlersten consideră mediul 
piezoelectric ca neavând pierderi în volum sau pe suprafaţă. Această presupunere uşurează scrierea 
relaţiilor matematice necesare raţionamentului întrucât se lucrează cu funcţii reale. Transpunerea 
acestei teorii în cadrul mai general al funcţiilor cu valori complexe este fără îndoială posibilă însă nu 
este o extindere trivială. Modelul de perturbaţie Sinha-Tiersten a fost folosit pentru predicţia 
efectelor de atenuare a undelor electroelastice în [56] sau [1] însă în cazuri particulare ale condiţiilor 
pe frontieră, cazuri în care această extindere este posibilă datorită unei foarte bune intuiţii fizice a 
fenomenului analizat. In acest sens, este un fapt de interes deducerea unei expresii de perturbaţie 
care să fie veridică într-o situaţie cât mai generală a condiţiilor pe frontieră, pierderile pe suprafaţă 
fiind cele ce ridică probleme de modelare mult mai delicate decât cele în volum. Pentru deducerea 
unei astfel de expresii, mai uşoară din punct de vedere al complexităţii calculelor algebrice 
implicate, este reluarea demonstraţiei propusă de Auld [1] pentru relaţiile de reciprocitate ale 
câmpului cuplat elasto-electromagnetic în cazul în care variabilele fizice se consideră a avea valori 
în corpul complex. Relaţiile de reciprocitate deduse de Auld plecând de la forma generală a 
ecuaţiilor lui Maxwell nu prezintă acea ambiguitate a înmulţirii cu - l a ecuaţiei de conservare a 
sarcinii electrice, ambiguitate prezentă în deducerea clasică pentru ecuaţiile electroelastice. 

Aşa cum am precizat în primul paragraf, variabilele de stare pentru ecuaţiile câmpului cuplat 
du, 

elastic-electromagnetic sunt alese a fi v, = , T^-, //, şi E- şi sunt presupuse a avea valori într-o 

submulţime a spaţiului funcţiilor complexe de energie finită pentru care sunt întotdeauna adevărate 
relaţiile: divD = O şi divB = O . Vom nota cu F in continuare această mulţime de definiţie. Relaţiile 
de material se presupun a fi liniare şi independente de istoria procesului fizic (deci fară pierderi în 
volumul piezoelectric); cu o notaţie compactă pentru aceste relaţii, 5 = + 5: T , 
D = e.E + d : T putem scrie următoarea ecuaţie matricială: 

O 

Vi 

O 

o 

V. 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

V x 

o 
o 

- V x 

o 

V N V 0 0 
/ \ 

V 

T 0 s: 0 d. d T 1 0 

H 0 0 M 0 dt H 
r 

0 

0 
\ 

d. 0 
} 

0 
\ / 

(1) 

Pentru uşurinţa şi claritatea expunerii vom reformula ecuaţia (1) sub o formă abstractă 

= (2) 

A,^ + O 

Modul de definiţie al variabilei globale şi a operatorilor de volum M ş\ L este imediat 
vizibil prin comparaţie cu ecuaţia (1); operatorii A^ si sunt operatori ce stabilesc condiţiile pe 
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frontieră. întrucât forma explicită a acestor relaţii pe frontieră nu este de mare importanţă în cele ce 
urmează nu vom exemplifica o formă particulară a acestor operatori. O teoremă de existenţă şi 
caracterizare a soluţiilor pentru ecuaţia (1) nu există în literatura de specialitate cunoscută de autor, 
presupunerile ce vor fi făcute în continuare asupra existenţei unor soluţii decuplate de tip 
Fourier(^(jc,r) = ^^'4(x) se bazează exclusiv pe argumente fizice. în acest caz, componenta spaţială 
a acestor soluţii satisface ecuaţia: 

(3) 

Proprietăţile demostrate în următoarea propoziţie caracterizează din punct de vedere 

energetic operatorii M şi L. Produsele scalare sunt considerate a fi în spaţiul Hilbert Z," (Q) '̂  acesta 
fiind spaţiul ce conţine mulţimea de definiţie V 

Propoziţia 1: 
Operatorii L şi M au următoarele proprietăţi; 

i) operatorul M este simetric (Mi//", = (v^ , M ^ 

ii) operatorul M este inversabil cu invers mărginit j i ^ < {m^ , ^ < ^ 

iii) Re{(L^ , = (e x H')nds^ 

Demonstraţie: 
i), ii) 

( A / f , = v ; + s , T ; + D ^ E : + = 

^''i+c^ĂSli-e^jS^jEl + fiH,H;)ciQ 

în consecinţă: 

a 

energia elastică 

+ S j ; + D^E: + 

+ e^E^E: + = + 

1 

(4) 

c/Q energia electromagnetică fTg^ = — ^£-jEjE- + n H 

Produsul scalar [ m ^ , reprezintă energia câmpului elastic şi electromagnetic 
înmagazinată în mediul piezoelectric şi este întotdeauna o mărime reală şi pozitivă pentru ^ 

Pentru energia elastică respectiv electromagnetică, sunt demonstrate în [3] şi [6] relaţii de 
tipul: 

Ci J J v f + 7-l)jQ< W,, < C j j v / + 

j J i ^ ^ F + ^ ^ +i//r Va 
Devine evidentă în acest caz relaţia f m i n ( c l + C ^ ) < (Mg , < m a x ( C , + C Z )|| 
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Ţinând cont de simetria matricii de definiţie a operatorului M şi de proprietatea de mai sus, 
este adevărată o inegalitate mai "fină":' 

cu JJ.^^, valorile minimă respectiv maximă a valorilor proprii pentru matricea M 
iii) 

, 1 r^v , 
— 

+ — 1 
.Q dx, ' 2 dx, dx^ 

} \ J * / 

— 

1 
— + — i F n 2 

t'-VxE.H' + VxH.E' ciQ 

t,-VxE\H + VxH\E JQ. 

(5) 
m + ^y = 2 = 2 Re. > - 2 RC{1 W{E X H^Q} 

= 2 + 2 ( £ x = 2/, , + 2/,^ 

unde: = R e | fluxul de energie elastică prin frontiera mediului 

Ip^ = R e | ^ H j-Â/c/'?! fluxul de energie electromagnetică prin frontieră 

dĂ 
Dacă presupunem câmpul electric ca fiind cvasistationar £" = + = - V 0 , o formă 

aî 
alternativă de scriere a fluxului de energie electromagnetică poate fi obţinută făcând apel la 
următoarea identitate: 

V - ( - V 0 x / / ) = / / - V x ( - V 0 ) + V 0 - V x / / = / / - V x ( - V 0 ) + V 0 - V x / / = V0 - ^ ^ 
dl 

V x ( - V 0 ) = O 

Um 
dD] 

(p——n:ds 
fr^^ dt ^ 

fluxul de energie electrică 

Relaţia de conservare a energiei elasto-electromagnetice în solidul piezoelectric poate fi uşor 
dedusă plecând de la proprietăţile demonstrate 

1 
12J pm 

+ Re 

dt 

[Lf'^M 

(6) 
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Sau, în varianta aproximaţiei câmpului electric cvasi staţionar: 

d 1 

dt ' 2 - Si Pm V. 1 -dCl> = Re fra t^jv'n^ds-
dD 

.n 
/ / 

0-
dt 

ds + 

+ Re 
/ o. fy.dQ. 

' ext V Q lucrul mecanic efectuat de forţele de volum în unitatea de timp 

Observaţie 
Relaţia de conservare a energiei în solidul piezoelectric este identică cu relaţia de conservare 

pentru un material fară proprietăţi piezoelectrice. Lipsa unor termeni energetici care să înglobeze 
energia de interacţiune piezoelectrică e^jS^jE^ sugerează caracterul "reactiv" al acestei interacţiuni. 

Perturbaţia ce o vom presupune apare atât în parametrii materialului piezoelectric cât şi în 
condiţiile impuse pe frontieră. Pentru cele ce vor fi expuse, convenim să utilizăm superscriptul 
pentru mărimile ce corespund ecuaţiei perturbate. 

• perturbarea caracteristicilor de material revine la o modificare a operatorului A/; notăm cu 
M acest operator. 

M = M + p^ = 

Pm 
O 
O 
O 

O 

s. 

O 

d. 

O 

O 

fi-

O 

O 
d. 
O 
e. 

Pn. 
O 

O 

O 

O 
s: 
O 

d: 

O 
O 
M 
O 

O 
d. 
O 

+ 

Pp. 
O 
o 
o 

o 
Ps 
o 

Pd 

o 
o 

p,-
o 

o 
Pd 
o 

Pe 
• perturbaţia de frontieră o punem în evidenţă prin modificarea operatorilor de frontieră A^ şi Bf ; 

Aj- şi Bf îi presupunem a rămâne operatori liniari 

Pentru ecuaţia perturbată presupunem de asemenea existenţa soluţiilor decuplate: 

^ ( x j ) = . Acestea sunt soluţii pentru: 

^A^^ + fi^f = 0 

Atât pentru ecuaţiile de bază cât şi pentru cele perturbate considerăm pentru început condiţii 
de frontieră ce conduc la un operator L conservativ. In această ipoteză ecuaţiile ce vor fi prelucrate 
sunt: 

(7) 

Şl 

(8) 

Pentru ecuaţia de bază considerăm o soluţie y/CQ corespunde valorii proprii co iar pentru 
ecuaţia perturbată soluţia v^corespunzătoare valorii proprii co. Perturbaţia este considerată a fi 
"mică" astfel încât d) şi ^prov in din o) respectivi//-. Ordinul de multiplicitate se consideră a fi 1 
atât pentru valorile proprii de bază cât şi pentru cele perturbate. Pentru a nu complica notaţiile 
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renunţăm la a indica în mod explicit în relaţiile următoare că avem în vedere un anume mod de 
vibraţie. Vom face această precizare doar în formula finală desemnând cu v modul nostru ipotetic. 

Punctul de plecare în deducerea expresiei de perturbaţie îl constituie înmulţirea scalară 
"încrucişată" a ecuaţiilor de volum corespunzătoare ecuaţiilor (7) respectiv (8). 

{L\fr,\j/) = J(o{M\i/ , \j/) = jo){\f/, M\j/) 

{lw ,\if) =-j(o{\if ,Mw) =-Jo){M¥ ^w) 

{Ly/ ,\i/) = jQ){M\i/ ,y/} 

însumăm egalităţile anterioare: 

{ly/ ,\{/) + {l\i/ ,\i/) = j(o{M\if,\ff)-j(o{MŞ,\if) (9) 

Această ultimă relaţie va fi prelucrată astfel încât să poată fi pusă în evidenţă o relaţie 
explicită pentru Ao) = 0 ) - 0 ) . 

Explicităm termenii implicaţi în egalitatea (9): 

{Ly/,şy = 

{Lij/ ,\i/) = 

/ -N * 

il V Z -WxE'.H + WxH'.E dQ. 

n 
dt, ^ dv. , 

•v' - V x E . H ' + V x H . E ' 
dx, 

dQ 

Utilizăm ipoteza diferenţei mici între soluţia de bază i//" şi cea perturbată ^ pentru a 
aproxima produsul scalar anterior astfel: 

- =(MV., r ) + ^ 

p j , v; + si, - e j , El + +e^E^E;+PH .H'^Q. = 

p j . v* + s ; - e^S^ El + + e^^EjE* + ^ fi . + 

Această egalitate o aproximăm pe baza aceleaşi ipoteze de apropiere între y/si Xf/. 

u 

u 
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{ m Ş , w ) = J J P . v . V; + - e^^S.El + c^^S^^E; + e^^E^ E l + ^ H + 

= (MV. , r ) + v* + p J , E : + p^^ E^ E; + p J . 

Suma termenilor din membrul stâng al egalităţii (9) este următoarea. 

{Ly/ ,y/) + {Ly/ ,\p)' = 

'^^{-Vxi.H* +VxR.E'-VxE'.H +VxH\E = 

il 
da = 

frii 
ds 

Rescriem egalitatea (9) ţinând cont de aproximaţiile făcute şi obţinem relaţia de perturbaţie 
liniară pentru ecuaţiile elasto-electromagnetice: 

{M\i/,y/) 
j{0)-0)) = 

-jco-

frii 

p^yy. - p.,Si^s'j+p,^^ + s ^ , E ; + E ^ E ; + P ^ H ' H ) j q 

ExH .h 
\ 

^E'xHA^ ds 

-jO) 

(10) 

Pentru problemele în care interesează zona acustică a spectrului de vibraţie se admite ipoteza 
câmpului electric irotaţional. Relaţia de perturbaţie se rescrie astfel; 

fril 

/ _ * \ / 

O - - .n 
dt 

O ^—.n 
dt 

ds 

-jO) 

(11) 

Aceasta este relaţia generală de perturbaţie cunoscută în literatura de specialitate pentru 
operatorii L şi L presupuşi conservativi. în cursul demonstraţiei nu s-a făcut în nici un loc vreo 
referire la "modul" de apropiere al stărilor staţionare perturbate şi a valorilor proprii 5 de 
mărimile similare originale. încercarea de a folosi o dezvoltare polinomială a mărimilor perturbate 
în jurul mărimilor originale în funcţie de un parametru scalar: 
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o) = ci) + £ + + I - • 
= + £ A,v/' + e-A,v/' + ... 

relevă imediat faptul că relaţiile (10) sau (11) reprezintă corecţia liniară A,(y şi că mai departe teoria 
nu este aplicabilă. 

în continuare vom renunţa la ipoteza conservării energiei în volumul piezoelectric ^ şi vom 
admite că pe frontieră pot apare pierderi energetice. Perturbaţia externă vom presupune că afectează 
doar condiţiile pe frontieră lăsând neschimbat setul parametrilor de material . 

{ i r = si {My/" , v^")' = / (M^" , r ) 

Prin sumarea egalităţilor anterioare se obţine: 

cr = 

Folosind proprietăţile demonstrate în Propoziţia 1 este imediat rezultatul: 

2{Mxif\r) 

Acr^ + yAft)^ = 

în consecinţă. 

fiii 
+ JAco^ « 

/ _ + \ 
( a ^ ^ ^ -AO n dD S\ O A-—.n ds 

dt 
\ / 

dt 
\ / _ . V (12) 

Această ultimă relaţie aproximează liniar modificarea frecvenţei proprii de vibraţie şi a 
atenuării în funcţie de alterarea valorilor câmpului electroelastic pe frontiera solidului piezoelectric. 
Ea reprezintă un rezultat pe care autorul nu 1-a găsit sub această formă generală în lucrările de 
specialitate. Particularizarea acestei expresii în cazul stabilirii unor relaţii algebrice între 
componentele spaţiale ale câmpului elastic (z,̂  ,//,) şi electric ) va permite estimarea variaţiilor 

Ao^ şi Aco^ în funcţie de parametrii acelor relaţii, parametrii notaţi generic în paragrafele 

anterioare cu I^. 
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§2 .2 Condiţiile elastice pe frontiera unui solid piezoelectric în contact cu un mediu compozit 
de tip film subţire-mediu semiinfmit. 

Paragraful oferă un model unidimensional de estimare a impedanţelor de 
undă acustice pentru un mediu compozit film subţire - mediu semiinfinit. 
Legătura între tensiunile şi deplasările elastice la suprafaţa solidului 
piezoelectric se demonstrează a fi suficient de bine aproximată (în acest 
model) printr-o ecuaţie diferenţială liniară ordinară de ordinul 2 

în paragrafele precedente s-a argumentat necesitatea estimării şi parametrizării relaţiei ce 
există între tensiunile şi deplasările elastice respectiv potenţial electric şi sarcina electrică de suprafaţă 
în studiul influenţei ce o au diverse medii de contact asupra frecvenţelor proprii de vibraţie ale unui 
rezonator piezoelectric. Fără a argumenta în mod riguros, am considerat că aceste relaţii de legătură 
sunt de forma unei ecuaţii diferenţiale de ordinul 2. Pentru potenţialul şi sarcina electrică la suprafaţa 
unei metalizări a dispozitivului o astfel de lege de variaţie temporală este intuitivă întrucât ea se 
rezumă Ia aproximarea impedanţei circuitului electric exterior (care este în general specificat utilizând 
parametri concentraţi) printr-un circuit RLC serie sau paralel. Principial, un raţionament similar ce 
face apel la modelarea impedanţelor de undă elastice la suprafaţa solidului piezoelectric şi apoi 
aproximarea acestora cu un polinom de ordinul doi (aproximarea se referă la un regim armonic 
permanent) este aplicabil şi componentelor câmpului elastic. Dificultatea unui astfel de demers constă 
în deducerea impedanţelor de undă într-o situaţie cât mai generală, care să acopere cât mai mult din 
configuraţiile şi natura mediilor exterioare ce apar în situaţii de interes. Scopul principal al acestui 
paragraf este de a descrie un astfel de model pentru un caz în care mediul de contact se prezintă sub 
forma unui film subţire de grosime variabilă urmat de un mediu omogen solid, lichid sau gazos 
semiinfmit. 

în prima parte vom preciza o serie de rezultate referitoare la propagarea undelor elastice în 
medii nemărginite cu diverse proprietăţi fizice, rezultate ce sunt apoi folosite pentru deducerea 
expresiilor impedanţelor acustice. Vom începe cu un solid elastic având proprietăţi piezoeletrice. 
Relaţiile de material sunt presupuse a fi liniare şi independente de istoria procesului electroelastic. 

dr dx. 
du, d(b c e —— 
dx, dx, 

0 = ^ 
d(p du, 

e , . - ^ — e . 
"dx. '' d dx, 

Clasa de soluţii F = (//, , (j)) pentru aceste ecuaţii se determină sub forma undelor plane ce se 
propagă într-o direcţie definită de versorul n . 

= Pi.fd ) V 
r ii 

^ = — ) cu / o funcţie reală continuă arbitrară. 
V 

înlocuirea acestor relaţii în ecuaţiile de mai sus conduce la următorul sistem liniar 

riPi-£^o=o 
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în care Fji (tensorul Christoffelson elastic), şi e sunt tensori definiţi astfel: 

r,/ = c^^n^n, 7. = £ = e^^n^n, 
Eliminarea potenţialului electric 0o în relaţiile (1) conduce la ecuaţia seculară: 

(2) 
e 

Relaţiile generale de simetrie pentru constantele de material generează un tensor simetric y y 
Ŷ pteszo _ (tensorul Christoffelson piezoelectric). Din consideraţii energetice (paragraful 

8 
2.1) el este şi pozitiv definit. 

Consecinţele acestor proprietăţi ale tensorului sunt următoarele: 
i) valorile sale proprii sunt strict pozitive => viteze de undă reale, propagare fară atenuare. 
ii) în cazul de multiplicitate 1 al fiecărei valori proprii există trei vectori proprii ortogonali trei 
unde elastice cu viteze distincte şi polarizaţii ortogonale. 
iii) în cazul în care una din valorile propri este rădăcina dublă a ecuaţiei apare un subspaţiu vectorial 
Vj propriu acesteia de dimensiune 2 o undă cu polarizaţie ortogonală pe Vj şi o altă undă cu 
polarizaţie arbitrară în planul 1̂2 ; situaţie similară cazului elastic al solidului isotrop când apar două 
unde cu viteze distincte: cea longitudinală şi cea transversală, aceasta din urmă fiind polarizată 
arbitrar în planul perpendicular direcţiei de propagare. 

Fiecare din cele trei unde elastice poate fi însoţită de o undă de potenţial electric cu 
YiPL 

amplitudinea (p̂  = ' . Cuplarea potenţialului electric cu câmpul elastic este determinată de 

vectorul = 
Cele trei unde elastice sunt cunoscute, în general, astfel: 

• unda cu polarizaţia cea mai apropiată de versorul ^este unda cvasi-longitudinală sau modul A\ 
este unda cea mai rapidă ; p^ în figura 1.1 

• unda pentru care proiecţia polarizaţiei pe versorul «are valoare minimă este unda cvasi-
transversală lentă sau modul C\ este unda cea mai lentă; p^ în figura 1.1 

• cea de a treia undă este unda cvasi-transversală rapidă sau modul B\ p^ în figura 1.1 

Figura. 1 
Polarizaţiile ortogonale pentru cele trei moduri de propagare ale undelor de volum 

Soluţia generală sub forma undelor plane ce se propagă în direcţia versorului ii pentru 
ecuaţiile electroelastice poate fi scrisă sub forma generală: 

3 / ^ \ ^ A* // 
//;(/,r) = t 7 p[ este proiecţia versorului de polarizaţie p^ pe axa / 

.T=l V / 

(l){t,r) = ^u,{t,r) 
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Pentru un sistem cartezian având versorii axelor identici cu versorii polarizaţiilor p̂  relaţia 
are o formă mai simplă; 

——\ r n 
t -

V 
/ 

Vom nota acest sistem cartezian particular, în continuare, cu Sp. 

Utilizând această ultimă relaţie, se determină o relaţie de proporţionalitate existentă între 
tensiunile elastice ce apar într-o suprafaţă perpendiculară direcţiei de propagare şi vitezele undei 
electroelastice. 

d(t> 

= Pif âx,, V 
d(ţ>{tj) d r, . . n, 7, 

•u,{t,r) = -—ai—pif 

/ - - \ 
r n 

t - — 
V 

d Xu 

I . = -

dx, £ 

/ ^ \ r n 

7/7. 
£ ) 

f 
/ - \ r n 

f -

y y / In sistemul cartezian Sp tensorul r p " ^ = + — a r e forma diagonală p( v ' ) şi deci, 
£ 

7/7. 
£ } 

(^IPl 
/ ^ — \ 

/ -
/ • n 

= -pva,p:f 
/ - — \ r ti 

= -pv 
St 

(3) 

= pv' impedanţa acustică pentru unda electroelastică ce se propagă cu viteza v' 

Reamintim că aceste calcule au fost făcute pentru un sistemul de axe particular Sp determinat 
de versorii polarizaţiilor. Pentru un reper cartezian arbitrar (notat Sa), relaţia (3) devine: 

m^^ este matricea de trecere de la Sp la Sa 

p ^ni^j este matricea impedanţelor acustice în Sa 
noi 

ni.. 

O proprietate a matricii Z,^ ce va fi folosită pe parcursul lucrării este următoarea: 

p min(v' ^ u.Z^m^ < p max(v' ue R^ 
1 = 1,2,3 ^^ ^ ' = 1 ^ 

Vom explicita în aceeaşi manieră impedanţa acustică pentru un mediu elastic în care apar 
pierderi prin vâscozitate. Ecuaţia de dinamică pentru acest caz este: 
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d'u. d'u, d'ii, 

U; 

/ \ rn 

"V 
jO) 

= p,e ' 
rn 

pv 'p , = 

l -
r n 

= A 
JO) t ^ v'+/v 

rn j 
(v' ^ p € 6 - p ^-afn^jiwt-pfn) 

a = (0 > O factorul de atenuare 

vie 
P '= — — T T > o factorul de fază 

+(v;J 
pentru o undă ce se propagă cu atenuare în sensul versorului //. 
Z^ = p^v' complexă 

Pentru cazul specific al unui fluid vâscos, compresibil: 

d e d x . d x , 3 d x . d x , • ' " ^ d ^ x , 
X este coeficientul de compresibilitate longitudinal 
jU coeficientul de vâscozitate al lichidului 

2n\ 
A - j ( 0 — tensorul Christoffelson 

j / 

Valorile proprii ale acestuia sunt: 

A + ,2j(0}X =-{X,2jco/i, 2ya)^)pentru / i « A 

viteza şi impedanţa de undă longitudinală 

v^ = + /) (undă cu atenuare în sensul versorului a/), Z^ = -^coiLip{l + j) 

viteza şi impedanţa de undă transversală 
Aceste expresii ne vor fi utile în deducerea relaţiilor pentru impedanţele de undă la suprafaţa 

solidului piezoelectric pentru structura film subţire-mediu semiinfmit. Următoarele presupuneri 
definesc mai exact situaţia fizică concretă ce dorim să o modelăm. 

Filmul subţire se consideră a fi perfect aderent solidului pieoelectric, omogen şi isotrop şi nu 
prezintă proprietăţi piezoelectrice sau magnetostrictive. Grosimea acestui film subţire este variabilă 
(eventual zero) însă întotdeauna va fi cu mult mai mică ca lungimile de undă ale undelor elastice ce 
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sunt aşteptate a se propaga în film. Mediul exterior semiinfinit este deasemenea omogen şi izotrop, 
fară proprietăţi de cuplaj electroelastic sau magnetoelastic. Vom căuta să determinăm impedanţa 
mecanică locală la suprafaţa substratului piezoelectric pentru undele acustice ce se deplasează în 
direcţia versorului normalei exterioare acestei suprafeţe. Fie n^ versorul normalei exterioare într-un 

punct arbitrat jc şi fie FI planul tangent suprafeţei frQ, în acel punct. Pentru o vecinătate suficient de 

restrânsă a punctului x planul n .̂ aproximează bine suprafaţa frQ. iar undele elastice ce se propagă 

în cilindrul cu bază în această vecinătate şi generatoarea dată de versorul n^ le vom aproxima ca fiind 

unde plane, singura variaţie spaţială semnificativă fiind pe direcţia . 

solid 
pi ezoelectnc 

mediu exterior 

film de 
contact 

Figura 2 
Geometria locală a structurii solid piezoelectric-film suhţire-mecliu exterior semiinfinit 

Sistemul cartezian în care vom lucra este unul local şi coincide cu sistemul de referinţă Sp în 

care polarizaţiile undelor elastice ce se propagă în filmul subţire au forma canonică. Expresia generală 
a undelor plane ce se propagă în filmul subţire este următoarea: 

rn 
JW— 

/ 

rn 
-J0>— 

py 

rn 
j(0— 

p^ - amplitudinea undei emergente "i" 

/ / - amplitudinea undei divergente "i' 

Impunem continuitatea elongaţiilor elastice şi a tensiunilor la suprafaţa de separaţie film 
subţire-mediu exterior şi determinăm expresiile polarizaţiilor în funcţie de valorile pe frontieră si 

r: 
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TM=T: 

u^{r) = M" COS 

A = 

p: = 

jO 
* 1*1 

u?-

jOiP^f ) 

7-0 
im 

jCOpv^ 

rn 
(O- + • 

jo 
* in 

(opv\ 
•sin co-

rn 

\ / \ 

rn ^̂  n fn 
0) , +7;: cos (0 

^ / J [ ^ / J 
TSr) = -u-[(opv)y\n 

Pentru mediul exterior presupus semiinfmit, avem o singură undă emergentă: 

pentru: - j cop , , , = - jcoZ^.u ' ; 

Făcând raportul între şi şi ţinând cont de legătura dintre M°si impusă de 

caracteristica de propagare în mediul exterior semiinfmit obţinem; 

S - t ' " - ' ) -

Sin co-

cos co-

rn 
" / j cos 

rn 
0) , 

Vr \ J J 
> / \ 

rn 
' r , 

sin 
rn 

\ J J 

Particularizăm această expresie pentm r = - h n , aceasta fiind distanţa la care se află interfaţa 
cu solidul piezoelectric. 

TA-hn) 

uX-hn) 

- s i n 
1 

h 
(0 — 

i ^̂  
+ j cos 

7 ' 
h 

; (0— 

i 
cos 

< \ 

h 1 co— 
/ 

Z' 1 
+ j sin 

7 ' 

^ \ 

h 1 co— 

not 

(4) 

Aceasta este expresia generală a impedanţelor de undă elastice pentru mediul compozit 
analizat în sistemul de referinţă particular Sp. Pentru un sistem cartezian oarecare, relaţiile între 

tensiuni şi elongaţii au forma: 

cu m„ matricea de trecere de la vechiul la noul sistem cartezian. 

Din considerente de claritate a expunerii vom păstra ca reper cartezian de lucru sistemul 
particular în care matricea / / " a r e forma diagonală. După cum a fost menţionat, spaţiul fizic în care 

facem aceste aproximaţii este unul local (planul tangent la suprafaţa de frontieră a solidului 
piezoelectric), sistemul cartezian 5^ fiind deci dependent de punct. Pentru evaluarea globală a 

flmcţiilor/y.J" ar fi necesară cunoaşterea matricilor de rotaţie m„de la acest sistem local la reperul 

cartezian în care sunt scrise ecuaţiile electroelastice. Anumite particularităţi ale geometriei 
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rezonatoarelor cu undă de volum uzuale în practică (suprafeţe mari cu versorul normalei constant în 
orientare) conduc însă la uşurarea acestui efort de calcul al funcţiei / / f . 

Vom exprima funcţia //" ' în funcţie de variabilele următoare, variabile ce fac uşor vizibile 
aproximaţiile ulterioare motivate de considerente de ordin fizic: 

nor 7 ' ^ext h h h ^ ^ ^ ^ ^ ' i y ex 

/ 

- sm 
noi / 

2k + 7CC0S iK 
h 

V. f 

cos iK 
/ \ 
in" 

f 

Funcţiei complexe//,"'de argument real (D\\ corespunde în domeniul timp o funcţie definită 
pentru valori / > O. Această afirmaţie se verifică uşor întrucât: 

L h 
/ \ 

- s i n cos 

cos IK h_ 

C 

/ \ funcţie pară de frecvenţă 

In cos A', 

/ \ 
2 . " 

/ y / ) 

funcţie impară de frecvenţă 

Graficele următoarele prezintă partea reală şi cea imaginară a funcţiei H"^ pentru valori ce 
h 

sunt de aşteptat în aplicaţiile practice. Prin a s-a notat raportul — 
A 

1; 
08: 
riR-
0 4-
0 2-

o 

01 o 

partea imaginara 

-o 7: 
-n 6-
-0 5-
-0 4' 
-O 3-
-0 2-

-O I-
O n 

04 7Pf30 6 

partea reală 

Figura 3 Graficul funcţiei / / i n funcţie de OL si ^ 
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Din acest punct de vedere putem privi legătura temporală dintre tensiuni şi elongaţiile elastice 
ca fmd de tip convoluţional: T-̂  = h^ *//.cu nucleul //"'cauzal. Aproximării optime a acestui tip de 

relaţie în domeniul timp (ecuaţii diferenţiale liniare ordinare) sau în frecvenţă (funcţii raţionale în 
variabila co) îi sunt dedicate numeroase studii amănunţite. în cele ce urmează ne vom mărgini a face 
o serie de consideraţii de ordin general plecând de la aproximarea acestei relaţii pe baza dezvoltării în 
serie Taylor în jurul unei pulsaţii de referinţă cô^ şi de a prezenta forma particulară ce o ia partea reală 

şi cea imaginară a expresiei pentru cazurile aşteptate a fi întâlnite în practică. 

Să presupunem o vecinătate a pulsaţiei de referinţă cô^ suficient de restrânsă pentru a 

aproxima expresia (4) cu seria sa Taylor asociată, trunchiată la ordinul 2: 

v 2 

H r i c o ) ^ ; J '\co-co,) = 

<Jo) dco-

dco' 

dHricoj, 
dCO dO)- dCO' 

. dH'l'io),) d-H';'{(0,) , 
dct) do)-

+ ^ (O,. 

Notăm cu: A:, (a)„) = 

d(0 dO)-

dCO-
Dependenţa între tensiuni şi elongaţii va fi descrisă de: 

- o dependenţă polinomială de ordinul doi în domeniul pulsaţiilor 
-T;{ia))={ja))-ni, (wj+ytyv, {(o,)+k, {coji, (jco) 
- o ecuaţie diferenţială ordinară de ordinul doi în timp 
-Tr(l)=ni, (coJl (0+v, (coj), (t)+k, (6)„>/, ( / ) 

(5) 

Observaţii: 
• Sensul fizic al parametrilor m,, v, si k̂  este, după cum se va vedea în continuare, bine definit, 

m, - aproximează efectul inerţial al mediului extern asupra undei de polarizarizaţie 

v̂  - aproximează efectul disipativ al mediului extern asupra undei de polarizarizaţie 

k̂  - aproximează efectul elastic al mediului extern asupra undei de polarizarizaţie 

• Puterea dominată a variabilei în expresiile {jo),, fm^ {co,,), (yo),, V; ( ^ u ( ^ o ) ^^te 

constantă şi egală cu 2 

Pentru majoritatea cazurilor întâlnite în practică nu este nevoie să se recurgă la metoda 
descompunerii polinomiale a fijncţiei caracteristicile fizice ale filmului subţire şi ale mediului 
exterior făcând posibilă o aproximare directă a părţii reale şi imaginare a acestei funcţii. 

• ^ext = O suprafaţă mecanică liberă pentru solicitările mecanice ce se manifestă pe direcţia " 

"X-hn) 
In h_ 

X. 
==0)-p,h daca h « X ) 
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• oo suprafaţă mecanică încastrată pentru solicitările mecanice ce se manifestă pe direcţia 

uX-hn) 

/ \ h 
(O — 

V / 
IK 

X 7 

v M 
h dacă h « X \ 

• Sâ presupunem că filmul subţire are o grosime h mult mai mică decât lungimea de undă a undei 
electroacustice ce se propagă în acesta h « iar impedanţa de undă are valori semnificativ mai 

mari decât cele ale impedanţei de undă a mediului exterior « 1. 

(6) 

Rezultatele obţinute până la acest punct au presupus ca propagarea în filmul subţire şi în 
mediul exterior se face fară pierderi energetice <=> ^ ' g . în situaţia în care spre exemplu mediul 
exterior este un lichid sau filmul subţire este un polimer aflat într-o fază cu proprietăţi de vâscozitate 
puternice această ipoteză nu mai poate fi menţinută. Scriind = ^ ^ ^ ^ ^ ^ şi CL reali, 

obţinem următoarele relaţii pentru partea reală şi imaginară a funcţiei H ^ : 
\ 

h 
/ \ 

Ij ^ 
/ \ u 

sin 
V f J 

+ ./C.COS " A 
\ j / 

- C c o s iTt 
X' f J 

cos 2k 
h 

X\ f y 
+ ./C.sin 2k 

X' -jQm sin 2k 

. def 
CL = 

- sin 

H:=[coz))-

+ . / C c o s iK 
x\ f; 

cosi M 

cos 2 n ^ + (p 
A f 

+ y C s i n 2n 
X\ f y 

cosi ( f ) 

- s m 
h 

4;r — + 2® 
x\. 

+ ( C j s i n An h_ 

K-
cos 

cos' 2K — + (p + 271 cos 

cos 

l m { w : } = ( a . z ; ) c 

COS 27: 
h 

X\ f 
zo s((p) + sin 

^ f 

\ / 

sin 2k 
X\ f 

zo <9) 

cos • t e r s i sin 2k h 
X\ f 

cos W 
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Aproximaţia « \ utilizată rn cazul mediilor de contact nedisipative rămâne şi în această 

situaţie valabilă pentru materialele ce sunt de aşteptat a constitui filmul subţire şi mediul exterior. în 

consecinţă: fg{(p) = (p 

i 

(7) 

l + 2 ; r — i + In 
X\ f y 

întrucât în lucrare vom analiza în amănunt influenţa caracteristicilor de vâscozitate ale unui 
lichid presupus a fi mediul exterior semiinfinit, vom specifica relaţiile anterioare pentru o undă 
evanescentă de polarizaţie transversală pe direcţia versorului ti ce se propagă în lichid: 

r̂c /̂n; — z\ 
(8) 

Următorul grafic şi tabel oferă argumentele numerice pentru aproximaţia ' « 1 utilizată în 

cele prezentate. Datele vor fi utilizate în experimentele de simulare a unor experimente fizice de 
perturbaţie a fi-ecvenţelor proprii de rezonanţă pentru un rezonator piezoelectric. 

.. . •• 300 

Figura 4 
Impetlanţa de unda pentru modul transversal lent (C) in cuarf, pentru tăieturile cristalografice Y rotite 

kg 
ni's 
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Constante de material specifice propagării undelor acustice (date preluate din [31]) 

TI Medii solide 

material 

10^ IcR 
m 

v'- = 
i 

'1111 

ni / s 

^2323 

V 
[m / 5 

10' 2 1 0 ' 
\ kg] 

2 m _m s_ 

Al 2.69 6417 3045 17.3 8.2 

Cu 8.93 5013 2276 44.6 20.2 

10.40 3662 1611 38.1 16.7 
Au 19.30 3274 1215 63.1 23.4 

Tungsten 19.40 5200 2900 101 56.3 
sticlă = 2.3 = 5000 = 2.8 = 12 = 6 

T2 Medii lichide şi gazoase 

fluid 

kg 
m 

A 

10' 
N 
m 

P-

10 - 6 Ns 
m 

kg 
10 

ni^s 

Re 

kg co = \MHz, 
rn^s 

aer 1.21 0.1422 18.22 0.414 4.7 
apă 1000 2190 1000 1480 1000 
alcool 790 1760 1800 950 1192 
mercur 13530 28447*10' 1560 19600 4594 
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§2.3 Utilizarea relaţiei de perturbaţie de ordinul întâi în estimarea influenţei perturbaţiilor 
locale asupra spectrului de vibraţie al rezonatoarelor piezoelectrice 

Va fi studiat efectul ce îl are perturbarea parametrilor de material , ai 
condiţiilor pe frontieră şi ai geometriei rezonatorului asupra 
frecvenţelor proprii de rezonanţă utilizându-se relaţiile descrise în paragraful 
precedent. Fiecare din aceste cazuri va fi acoperit cu exemple de simulare şi 
predicţie a datelor experimentale obtinute de autor sau existente în literatura 
de specialitate. Se va insista asupra cazurilor ce nu au un model teoretic de 
explicare, acestea fiind cu precădere cele în care distribuţia perturbaţiilor în 
volumul sau suprafaţa rezonatorului nu este uniformă. 

In această parte introductivă a paragrafiilui vom preciza o serie de ipoteze şi notaţii ce le 
utilizăm pe parcursul acestuia. în plus, vom detalia expresiile de calcul ce apar prin înlocuirea 
condiţiilor pe frontieră de tipul ecuaţiilor diferenţiale ordinare de ordinul 2 în relaţia de perturbaţie 
(12) dedusă în paragraflil 2.1 pentru cazul pierderilor energetice la suprafaţa solidului piezoelectric. 
întrucât perturbaţii le de geometrie ale volumului piezoelectric le vom echivala printr-o perturbaţie a 
parametrilor de material vom clasifica, pentru început, perturbaţiile ca fiind fie ale constantelor 
de material fie ale parametrilor de suprafaţă. Notaţiile referitoare la operatori ce au fost utilizate în 
paragrafijl 2.1 le menţinem şi în continuare. 

Perturbaţii locale ale constantelor de material 

Luăm în considerare doar alterarea operatorului M, condiţiile pe frontieră rămânând nealterate 

M = M + = 

Pn, 
O 

O 

O 

O 

? : 

O 

d: 

O 

O 

U 
O 

O 

d. 
O 

e. 

O 

o 
o 

o 
.s-: 

O 

d-. 

O 

O 

O 

O 

d. 
O 

e. 

+ 
O 

O 

O 

o 
O 

ăd-. 

O 

O 

A/i. 

O 

O 

ăd. 
O 

şi detaliem perturbaţia de material astfel: 

V / W = s.ju + = + « i , respectiv (x) = c,^,, + Ac,̂ ,, = c,̂ ,, + a j , , 

= respectiv = 

(X) = + Ae,^ = + (X)£,J 

P™ W = P. + = p„, + a" (x)p„, 
Asupra funcţiilor de perturbaţie» vom face câteva precizări în finalul paragrafului. 

Observaţie 
Perturbaţia magnetică nu este luată în considerare întrucât vom utiliza aproximaţia câmpului 

electric cvasi-staţionar. Ca şi observaţie vom nota totuşi că o perturbaţie magnetică a coeficientului 
de permeabilitate ji influenţează frecvenţele de rezonanţă, însă foarte slab. O explicare acestui 
fenomen, cel puţin calitativă, ar face apel la forma generală a relaţiei de perturbaţie dedusă în 
paragraful 2.1. 
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Variaţia relativă a pulsaţiei de rezonanţă pentru un mod v este estimată liniar astfel: 

[ y - A p y ; + + 

V 'dQ. 
(1) 

Perturbaţii ale condiţiilor pe frontieră. 

Relaţia de plecare este cea dedusă în paragraful 2.1 în ipoteza existenţei pierderilor 
energetice pe suprafaţa rezonatorului. 

a<7^ + = 

( A / , ) + (/,; Av,//^)- A ^ ^ ^ -AO .// 
dt 

o A n 
dt 

ds 

. pil 

/ ^ -f \ 
AO n 

dt 
\ / 

— o A .// 
dt 

\ 

• V 

ds 

2.v; ' irdQ, .o. ' 

(2) 

Vom dezvolta această expresie ţinând cont de relaţiile formale pe frontieră existente între 
tensiunile şi deformaţii elastice respectiv potenţial electric şi sarcina electrică de suprafaţă. 
• partea elastică /,„ (x,s) = -H",' (x,s)i , (r, s) sau //, (x ,s) = -G"/ { x , ( j r , s) 

• partea electrică cD„(.0 = -/ / ;(5)7„(.s) sau -G:(.î>D„(5) 
înlocuim aceste expresii în relaţia (2) şi efectuăm o serie de aproximaţii rezonabile fizic. 

= A / / ; ( x , 5 > / , +u:H:;(x,s)Aii,)-sAu,{H:;{x,s)Ju: = 

= ( / / > / / ; (x, .v>/,)- A//, Re{//;' (x,.)}/; (v + / ) = A / / ; (x, jco >/,) 

în calculele anterioare am folosit succesiv următoarele supoziţii: 
? îî, = s Avw, = su, 

lm{s] » Re{.v} iar de aici, H"/ (x, .v) = Re{//,7 (x,.v)} 

Această ultimă ipoteză de aproximaţie, mai puţin evidentă, este veridică datorită caracterului 
predominant conservativ energetic al relaţiilor pe frontieră (partea reală a impedanţei) faţă de 
pierderi (partea imaginară a impedanţei). 

Un raţionament analog conduce la exprimarea în funcţie de admitanţele mecanice a 
factorului elastic din relaţia de perturbaţie. 

(A/,̂  )+(/,; Av',/,^) = -.v^ A/,„ ( ( ; ; (x, s)J c - c ( j g ; (x, .v)7;„ - .vg; (x, )= 

= - . v * A / , „ ( G ; (x, s)Jf: - .v(/:ag; (X,.V>,„ + / :G ; (X,.V)A/, ) = - j c o C a g : (X, JcoX, 
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Pentru partea electrică urmăm aceeaşi cale de deducere. Toate mărimile ce apar şi poartă 
subscriptul n se referă la o suprafaţă de'metalizare S„ e frO. 

/ _ • \ 

AO .// 0 A—- n 
dt 

\ / 

dt 
\ / _ 

Sau, pentru o legătură 

5' k AO J + o ; {sq„ - sq„)=-^'Ao^ (g; (5)>i>; - 5cd; (g: - g : t>D 

Cele patru forme echivalente în care se prezintă relaţia de perturbaţie în funcţie de modul de 
exprimare al condiţiilor pe frontieră sunt următoarele: 

+ - jo). frn 
V 

/ da V //, / dQ 
(3) 

Acr̂  + jAco^ = /ft). /Hi 

V //, / dQ V //, l dO. 

A(7^ + JAo)^ = jo)^ tril 

(4) 

n u. dO. 
* 

V 

• a 
1 

da 
(5) 

A(7^ + JAco^ = JO), 
'j:AG:;(j(o)jds 

n 

'da 'da 
(6) 

în cele ce urmează, vom înţelege şi apela în mod global funcţiile aj^, , a l j , a ' ' precum 

şi variaţiile impedanţelor sau admitanţelor mecanice sau electrice prin funcţii de perturbaţie. Pentru 
a pune în evidenţă în mod explicit legătura ce există între zona de manifestare preponderentă a unei 
perturbaţii fizice, energia electroelastică de vibraţie din acea zonă şi deviaţia frecvenţelor de 
rezonanţă se va dovedi util să considerăm că funcţiile admit o reprezentare de forma: 

iV-l 
X ) P"" fost notată o funcţie de perturbaţie arbitrară de suprafaţă sau 
/=n 

volum. f{x) reprezintă funcţia de localizare a cărei alură generală este prezentată în figura 1, x, 
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sunt punctele de localizare a acestor funcţii iar p- amplitudinile acestora. O astfel de reprezentare are 
sens din punct de vedere al clasei de funcţii ce este generată prin combinaţia liniară a funcţiilor de 
formă poziţionate în punctele x,. Amintim în acest sens reprezentările de tip scară ce se obţin prin 
utilizarea ca şi funcţii de formă a impulsurile dreptunghiulare sau spaţiile generate în teoria analizei 
multirezoluţie de funcţiile "mamă". 

Funcţia de formă este presupusă a avea o foarte bună localizare în jurul unui punct x ^ e Q , , 
sau x„ G frQ vecinătatea pe care ele sunt presupuse a avea valori semnificative find mult mai 

mică decât volumul sau suprafaţa activă a rezonatorului. Figura 1 prezintă alura generală a 
funcţiilor de formă. 

Figura 1. Alura generală a funcţilor de localizare. 

Această descriere calitativă a măsurii volumului sau suprafeţei în care valorile semnificative 
ale funcţiei de formă sunt concentrate va fi explicată prin compararea cu ''detaliile" spaţiale ale 
funcţiilor proprii de vibraţie în paragrafele următoare. 
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§ 2 . 3 . 1 Perturbaţii termice neuniforme 

în acest subparagraf este pusă în evidenţă în mod explicit corelaţia ce există 
între punctul de aplicaţie al unei perturbaţii termice cu o bună localizare în 
volumul rezonatorului, densitatea energiei de vibraţie în zona perturbată şi 
deviaţia frecvenţei de rezonanţă. Relaţiile teoretice sunt folosite pentru estimarea 
modificării frecvenţelor proprii de vibraţie şi compararea cu datele experimentale 
în cazul unui rezonator pe substrat de cuarţ încălzit neuniform de un fascicol 
laser de mică putere. 

In paragraful 1.2 a fost discutată influenţa temperaturii asupra constantelor de material, 
condiţiilor pe frontieră şi geometriei unui rezonator piezoelectric. Evaluarea cantitativă precisă a 
acestor efecte termice este însă foarte dificilă în cazul aplicaţiilor în care apar distribuţii de 
temperatură neuniforme. In cele ce urmează nu ne vom referi la efectul temperaturii asupra 
condiţiilor pe frontieră, acesta fiind specific fiecărei aplicaţii în parte, ci vom urmări doar o parte din 
efectele pe care temperatura Ie produce în volumul cristalului. 
O distribuţie termică neuniformă în interiorul cristalului piezoelectric conduce întotdeauna la un 
câmp de tensiuni şi deformaţii elastice neuniform iar geometria volumului piezoelectric este alterată 
într-o manieră mult mai neregulată decât în cazul încălzirii uniforme. în consecinţă, constantele de 
material se modifică nu doar dupa legea polinomială descrisă în paragraful 1.2 (valabile doar în 
cristalul infinit) ci şi în funcţie de câmpul elastic şi electric generat termic în solidul piezoelectric prin 
cuplaj neliniar. Teoretic, în situaţia cunoaşterii distribuţiei de temperatură şi a transformării de 
material indusă termic aceste efecte sunt convertibile (pentru funcţii de deformaţie ^ 
''mici'') în modificări ale coeficienţilor de material prin aplicarea unei transformări inverse 
transformării termice ^ scrierea ecuaţiilor electroelastice în noile coordonate curbilinii şi revenirea la 
geometria iniţială a volumului piezoelectric. Această abordare este deosebit de încărcată, ea a fost 
utilizată doar în situaţia încălzirii uniforme a cristalului şi pentru tăieturi cristalografice particulare, în 
plus cu o serie de aproximaţii importante [54][55]. întrucât acest subparagraf încearcă să ofere o 
explicaţie în primul rând calitativă unor fenomene de încălzire locală a căror distribuţie termică este 
intuibilă ca formă dar nu măsurabilă cu precizie, nu vom urma această cale atât datorită caracterului 
ei greoi matematic cât şi datorită imposibilităţii validării certe a rezultatelor. în plus, situaţiile ce le 
vom investiga prin simulare se referă în exclusivitate la încălziri locale ale cristalului cu maxim 1 
Kelvin şi gradienţi termici rezonabil, ceea ce face posibilă neglijarea, într-o primă aproximaţie, a 
efectele neliniare şi de modificare geometrică. Aceste efecte le vom trata în mod individual în 
paragrafele următoare fară a ţine cont neapărat de mărimea fizică ce le-a provocat. 

Pentru funcţiile de perturbaţie oc-jki^^kji^^kj^^^ vom admite o dependenţă liniară de 

temperatura 6 - Q , , (0„este temperatura de referinţă, uzual 20 grade C) şi o distribuţie spaţială 

oarecare p(a'): Q [ o , l ] ( 7 fiind coeficienţii liniari de expansiune termică) 
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Presupunând funcţia de perturbaţie decompozabilă într-o combinaţie liniară de funcţii de 
.v - l 

forma / ( x - x ): p W ^ - ^ p . f i x - x ^ ) vom evalua pentru început relaţia (1) din începutul acestui 
/=0 

paragraf pentru o funcţie de perturbaţie identică cu o flincţie de formă poziţionată într-un punct 
r , arbitrar din interiorul domeniului Q 

(a. ICOl 

Dacă ţinem cont de buna localizare a funcţiei de formă / pe vecinătatea V̂ ^ aplicând teorema 

de medie integralei de volum din relaţia anterioară obţinem pentru deviaţia de frecvenţă 
corespunzătoare modului propriu v următoarea expresie: 

(0^ 
=-{e-eJ 

n PJ'-ci^ 

- { e - e j 
2(o: ii 

în aceasta ultimă aproximaţie am utilizat ipoteza conform căreia localizarea funcţiei de formă 
/ e s t e mult mai bună decât cele mai fme detalii ce le aşteptăm pentru modul de vibraţie investigat. 

F 

co,. 2co;\ py-dQ 
(1) 

Concluziile imediate ce se desprind din simpla analiză calitativă a acestei ultime relaţii sunt 
următoarele: 
• deviaţia de frecvenţă relativă este proporţională cu variaţia temperaturii 
• existenţa unei corelaţii ( prin funcţia F[v/'(x)J) între deviaţia de frecvenţă relativă şi amplitudinea 
de vibraţie în punctul de aplicaţie Xo al perturbaţiei termice. 

Pentru cunoaşterea formei de variaţie a funcţiei F ^ " (x)j sunt necesare expresiile analitice 

sau estimările numerice pentru modul de vibraţie y/" neperturbat. Expresii analitice aproximative 
există pentru rezonatoarele BAW pe substrat de cuarţ ( sau izomorfe, AIP04, GaP04 ) cu excitaţie 
transversală în tăietura Y rotită în următoarele ipoteze simplificatoare: 
i) plăcuţă piezoelectrică are feţele plan paralele 
ii) câmpul elastic şi cel electric se presupun a se anula la marginile metalizărilor 
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E ® 
Rezonator BAW cu electrozi circulari 

zoyw activa de 
vibraţie 

do 

Rezonator BAW cu electrozi dreptunghiulari 

Secţiunea transversală Axele cristalografice relativ la geometria rezonatorului 
Tăietură cristalografică Y 

Figura 1 Rezonatoare BAW cu excitaţie transversală 

întaicât pentm tăieturile Y rotite este excitabil un singur mod piezoelectric, modul transversal 
B sau C, câmpul elastic poate fi descris printr-o singură funcţie de elongaţie elastică 
expresia generală pentru aceasta fiind următoarea: 

m 
(2/; + l>r 

X, 

setul de numere naturale {mkn) stabilind modul propriu de vibraţie 

Componenta activă piezoelectric Uy este orientată întotdeauna dupa axa rotită X (cu unghiul 
© faţă de direcţia cristalografică X=(100) a cristalului). în această situaţie, frecvenţele proprii de 
vibraţii pentru modurile fundamentale (0,077)sunt bine aproximate de relaţia: 

n co,={2n + \)-

== COS" 0 + sin ' © + 2c,,,,c3333 cosQsin 0 
(s-a ignorat cuplajul piezoelectric) unde superscriptul - marchează constantele elastice din sistemul 
cristalografie canonic. 

Concret, pentru o geometrie rectangulară sau circulară a electrozilor elongaţia elastică 
IIy"'" (x,, , X3) ia următoarea formă: 

kmn 

(2m + \)K 
cos 

{2k + \)n 
sm 

{ln + \)n •X. pentru electrozi de 

formă dreptunghiulară. 
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kmn 
Sk R 

sin 
{2n + \)n X. pentru electrozi de formă circulară. 

J„ este funcţia Bessel de ordinul m iar s. este rădăcina de ordinul k. m * K 

Expresiile anterioare reprezintă de asemenea o foarte bună aproximare pentru cazul tăieturilor 
dublu rotite având un mod C cvasi-transversal foarte aproape de cazul modului transversal pur; este 
cazul tăieturii cristalografice 5C. 

Figura următoare prezintă modurile (0,0,n), (0,l,n), (1,0,n) şi (1,1 yn) pentru geometria 
circulară: 

Figura 2 Modurile (0,0,n), (O, l,n), (l,0,n) şi (1, in) pentru geometria circulară 

Pentru rezonatorii cu undă de volum cu geometrie uzuală (figura 1) grosimea plăcuţei 
cristaline este întotdeauna mult mai mică decât celelate două dimensiuni. Această inegalitate conduce 
la preponderenţa componentelor de stress transversal (pentru modurile având valori k, m n 
apropiate) ' '̂22 ^32 ^^ celelate componente ale tensorului de stress elastic. Ŝ ^ 

Dacă ignorăm efectele cuplajului piezoelectric şi ţinem cont de inegalitatea existentă între 
componentele de stress, putem aproxima funcţiaf[//J™{x^ )J astfel: 

sin (2n + \)—x. -y' Qos' (2// + 1) 
K 
d. 

Să presupunem acum câmpul termic în interiorul rezonatorului a avea o distribuţie ce se poate 
descompune în forma: 

(1) 
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Această descompunere permite-scrierea relaţiei de perturbaţie astfel: 

rd/2 
-JH PJ f sm' 

«1//2 
-dl 2' 

sm (2« + l) 
n 

= -A0 
•C//2 

pA^i. / " s i n ' cos^ c/x̂  

(3) 

prin am notat una din suprafeţele metalizate ale rezonatorului. 

Analiza acestei ultime relaţii duce la următoarele concluzii teoretice în ceea ce priveşte 
efectul perturbaţiilor termice de forma (2) asupra rezonatoarelor BAW investigate. 

• factorul . — pune în evidenţă în mod explicit corelaţia ce există între 

•'•̂ stip 

forma de variaţie a perturbaţiei termice la suprafaţa rezonatorului şi distribuţia energiei de 

vibraţie pe suprafaţă g ' (xj, X3) 
• pentru o distribuţie termică transversală constantă regăsim, cu suficientă precizie, tăieturile 
cristalografice pentru care există compensaţie termică: = . 

Relaţia (3) o vom utiliza în continuare pentru a valida concluziile mai sus amintite şi a explica 
fenomenul de deviaţie a frecvenţei de oscilaţie pentru tipul amintit de rezonatoare la baleierea unei 
suprafeţe a electrodului cu un fascicol laser de mică putere. Fenomenul are o dinamică aparent 
surprinzătoare pentru tăieturile AT unde se constată salturi de frecvenţă pozitive deşi o încălzire 
uniformă a acestor rezonatoare este în general însoţită de o uşoară scădere a frecvenţelor proprii de 
vibraţie. 

Datele experimentale preluate din [10]: 
Rezonator de cuarţ, AT, geometrie cilindrică. 
Raza electrozilor /?=7 mm, frecvenţa modului fundamental este de 4.27MHz la 24 grade Celsius 
Un electrod al rezonatorului este încălzit în centru cu un laser cu: HeNe (632.8nm) de lOmW 
Diametrul fascicolului laserului la incidenţa pe electrodul rezonatorului aproximativ Imm 

Influenţa grosimii electrozilor asupra fenomenului este sumarizată în următorul tabel. 

Grosimea electrodului de Ag Frecvenţa de rezonanţă 
(modul fundamental) 

Variaţia absolută a 
frecvenţei de rezonanţă 

Scade 
4,264 MHz 2Hz 

Scade 4,268 MHz 8Hz Scade 
4,274 MHz l l H z 
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0 0 0 6 -O 0 0 4 - 0 3 0 2 O F O 0 0 2 0 0 0 4 O 0 0 6 

Figura 3 Profilul termic în lungul diametrului electrodului 
'date experimentale şi calcul [10] 

Ca O observaţie importantă notăm faptul că la o încălzire globală şi uniformă a rezonatorului 
piezoelectric, frecvenţa de rezonanţă scade cu aproximativ 0.25ppm/C. 

Trecem acum la prelucrarea acestor date experimentale cu ajutorul relaţiei (3) în situaţia unui 
mod de vibraţie fundamental. Pentru o iluminare în centrul electrodului, factorul 

are valoare de 0.7 şi scade pentru funcţii de distribuţie termică 
d. 

) ce nu sunt poziţionate în centrul metalizării. 

Rezultatele simulării (încălzire centrală a electrodului) 
întrucât pentru distribuţia termică transversală nu dispunem de date experimentale sau de 

calcul am considerat câteva cazuri diferite (fizic posibile) pentru a pune în evidenţă rolul profilului 
acestei distribuţii în deviaţia de frecvenţă relativă ce apare. 

1-

\ 

\ • 0.8: 
\ 

\ 

\ 
^ C6-

\ X 

0̂4-

0 2-

15 ppni 

0 5 

O 

-0 5-

-1 

35.5 -35 4 -35 3- - 3 5 2 
theta^ 

-35 1 -35 

-nnnm'^ -nnom -nnnno^ o onnnos onoo i o n c o i ^ 
X 

profilul distribuţiei termice transversale pd 
Figura 4 

variaţia frecvenţei pentru © E — 3 5 5 . 3 f 

Linia verticală punctată marchează unghiul 0 pentru care expresia (3) se anulează 
(compensare termică). 
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o dispunere total diferită a .deviaţiilor de frecvenţă ar apare în cazul unei orientări 
cristalografice Y rotite necompensată termic. în această situaţie efectul termic asupra densităţii 
masice şi asupra coeficientului elastic echivalent este cumulativ. Figura următoare prezintă datele de 
simulare pentru un astfel de caz. Unghiul de rotaţie ©este presupus a lua valori între - 5 . . . + 5 grade. 

ppni 
110 

100 

90-

70-• 

60' 
50 

"•40. 
theta 

Figura 5 I ariaţia frecvenţei pentru 0 E —5. .5 

O primă concluzie ce o putem formula se referă la influenţa majoră ce o are distribuţia 
termică transversală asupra deviaţiei de frecvenţă în astfel de situaţii. Acest efect este suplimentar 
celui pus în evidenţă şi explicat de A. Budura în [10] ca datorându-se în principal neuniformităţii 
termice la suprafaţa rezonatorului. în acest sens, o sursă de eroare certă în acest model de predicţie 
apare datorită ignorării influenţei temperaturii asupra componentelor de stress lateral din formula de 
estimare (3). 

în modelul prezentat aici fenomenul de modificare a deviaţiei de frecvenţă la baleierea 
electrodului cu spotul laser apare prin modularea efectului gradientului termic transversal de către 

factorul 

Vom compara în cele ce urmează o serie de date experimentale cu rezultatele de 
predicţie ce le-am obţinut utilizând ca bază de calcul relaţia (3). Următoarele grafice, (preluate din 
[10] şi [13]) sunt pentru rezonatoare AT şi SC cu excitaţie transversală baleiate cu un fascicol laser 
HeNe de lOmW. Rezonatoarele au o geometrie lenticulară pentru a facilita efectul de concentrare a 
energiei de vibraţie către centrul electrozilor. Pentru această geometrie, măsurători precise efectuate 
prin topografie în raze X au relevat o distribuţie a amplitudinilor de vibraţie apropiată de clopotul 
gaussian pentru modurile fundamentale de oscilaţie. 
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Axele carteziene precizează următoarele mărimi: 

axa X - poziţia spotului laser 

axa Y - deviaţia de frecvenţă a rezonatorului 

/ 
/ 

/ 

/ 15 

/ 
/ IO 

/ 
S \ 

4 2 0 b 2 4 

Figura 6.a 

Date experimentale pentru un rezonator BAW pe 
substrat de cuarr în tăietură SC, mod (0,0,0) scanat cu 
un fascicul laser in lungul unui diametru; frecvenţa de 
rezonanţă neperturbată a fost de 4 989 768 Hz 

Dimetrul electrodului 9mm 

Figura 6.b 

Date experimentale pentru un rezonator BAIV pe 
substrat de cuarţ în tăietură AT, mod (0,0,0) scanat cu 
un fascicul laser în lungul unui diametru; frecvenţa de 
rezonanţă neperturbată a fost de 4 273 235 Hz 

Diametrul electrodului 7mm 

35= 

/ " 
/ \ 

20-
15-

/ / 10-
5-

-2 1 0 h 1 2 3 

12-"N 
\ 

/10- \ 
/ , \ \ / \ / 6- \ / ^ v / / 4- \ / 2- \ o D 

Figura 6.c Figura 6.d 

Date experimentale pentru un rezonator BAW pe Date experimentale pentru un rezonator BAW pe 
substrat de cuarţ in tăietură AT, mod (0,0,1) scanat cu substrat de cuarţ in tăietură AT, mod (0,1,0) scanat cu 
un fascicul laser in lungul unui diametru; frecvenţa de 
rezonanţă ne perturbată a fost de 11 125 556Hz -
armonica a treia 

un fascicul laser in lungul unui diametru; frecvenţa de 
rezonanţă ne perturbată a fost de 4 347 665Hz 

Graficele prezentate au fost obţinute prin medierea mai multor scanări şi prin interpolare. 
Aceste grafice împreună cu valorile obţinute prin simulare în situaţia iluminării centrale conduc la 
concluzia că prin modelul propus de explicare a acestui fenomen se reuşeşte o bună estimare a 
formei de variaţie a deviaţiei relative de frecvenţă şi plasarea mărimii acestor modificări de 
frecvenţă în acelaşi ordin de mărime cu datele experimentale. 
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§2.3.2 Perturbarea constantelor de material prin efect neliniar datorită câmpului elastic sau 
electric staţionar supraimpus Vibraţiilor piezoelectrice 

Este prezentat un studiu calitativ al influenţei ce o au câmpurile elastice sau 
electrice staţionare neuniforme asupra spectrului de vibraţie al unui rezonator 
piezoelectric. Ipoteza ce permite utilizarea relaţiei de perturbaţie pentru 
descrierea acestei influenţe este aceea a invarianţei domeniului piezoelectric la 
solicitările mecanice sau electrice externe. Ultima parte a paragrafului renunţă 
la această ipoteză şi calculează pe baza unui model simplificat unidimensional 
modificarea de frecvenţă la apariţia unei solicitări mecanice. 

Să presupunem că la suprafaţa unui rezonator piezoelectric considerat iniţial a fi într-o stare 
de echilibru se exercită presiuni mecanice sau apare un câmp electric exterior. Forma de variaţie 
temporală a acestor încărcări mecanice şi electrice pe frontiera solidului piezoelectric o considerăm a 
fi de tip treaptă unitate. Aflarea riguroasă a noii stări de echilibru a solidului piezoelectric ar necesita 
rezolvarea ecuaţiilor electroelastice neliniare în ipoteza unei frontiere de material ce se modifică în 
cursul dinamicii electroelastice. Rigiditatea foarte mare a cristalelor piezoelectrice precum şi 
solicitările mecanice sau electrice de mică intensitate ce sunt de aşteptat în aplicaţii au condus la 
ignorarea modificărilor geometrice ce apar în astfel de situaţii. Noua stare de echilibru se poate afla 
în acest caz prin rezolvarea numerică a ecuaţiilor neliniare staţionare pe un domeniu identic cu cel 
iniţial în consecinţă, spectrul frecvenţelor de rezonanţă pentru solidul piezoelectric aflat în 
aceasta nouă stare de echilibru se presupune ca s-a modificat doar datorită alterării coeficienţilor de 
material prin mecanismul neliniar ce a fost explicat în paragraful 1.2. Motivaţia ipotezei de 
ignorare a modificărilor geometrice se sprijină exclusiv pe intuiţia fizică şi concordanţa rezultatelor 
de predicţie cu datele experimentale. Un calcul matematic pentru o structură tridimensională nu a fost 
făcut în cazul admiterii unei frontiere mobile. Teoretic, aceasta influenţă a modificării geometrice a 
domeniului piezoelectric asupra spectrului de vibraţie este posibilă şi a fost făcută într-o serie de 

articole de Tiersten şi Sinha, însă numai cu prezumţia cunoaşterii apriori a funcţiei Q-^Q' ce 
descrie transformarea domeniului iniţial Q. [54],[55]. în modul de analiză propus de aceştia efectele 
modificărilor geometrice sunt traduse în expresiile tensorilor piezoelectrici atât liniari cât şi neliniari 
(construcţia tensorilor Piola-Kirchoff) şi apl icarp apoi a relaţiilor clasice de perturbaţie. Eleganţa 
teoretică a acestei abordări are inconvenientul unui formalism destul de greu aplicabil unor situaţii 
concrete. în plus, această tratare simultană a efectelor geometrice cu cele neliniare maschează 
influenţa fiecăruia asupra spectrului de vibraţie, cunoaşterea lor decorelată putând fi foarte utilă în 
măsurători ale constantelor piezoelectrice neliniare sau a proiectării optimale a suprafeţelor 
rezonatorului (acest subiect va fi atins în paragraful 2.3.3). 

în cele ce urmează, nu vom urma aceeaşi cale de studiu ca a articolelor mai sus citate ci vom 
trata aceste efecte separat Acest paragraf se va focaliza asupra a două aspecte. Primul dintre acestea 
pune în evidenţă, într-o manieră principal calitativă, efectul câmpurilor electroelastice neuniforme 
asupra spectrului de vibraţie utilizând relaţia de perturbaţie de ordinul întâi; cel de al doilea dă o 
motivaţie prin calcul (pe un model unidimensional simplificat) regulei acceptate, că la aplicarea unor 
tensiuni mecanice sau câmpuri electrice rezonabile spectrul de vibraţie se modifică în principal 
datorită cuplajului neliniar şi doar într-o mică măsură datorită alterării geometrice. Simplificările 
admise în acest model vor releva însă şi limita de aplicabilitate a acestui studiu în situaţii reale 
tridimensionale. 
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Pentru a fixa cadrul concret de analiză vom considera următoarele: 

Ecuaţiile electroelastice generale pe domeniul piezoelectric Q 

a.x, 
PJH = ^ t ; 

(11) 
0 = 

Condiţiile pe frontieră generale (prin superscriptul se notează valorile impuse extern): 

Câmpul elastic 

i r = K ^ n I ( 7 / I cu J^' (x,r) X ( o , 0 0 ) c o n t i n u ă 

cu continuă 

Cr,rK f^u {A^f Mf (jc,0 cu Mf {x^î): Y^Z x ( ( ) , o o ) R fi^ncţii continue 

yme.c r-i 

Câmpul electric: 

frQ D'nds=-,Q 

funcţie continuă de timp pe X" 

p<I)®(r) funcţie continuă 

rQ^{t) funcţie continuă 

= i E n (c-^ ) ^ (t)] cu ^ (O continuă 

= D'Ms 

Z f = ; o' > s. j 

x(0,<^) ^ / ? continuă 

R continuă 

Să presupunem că mărimile impuse pe frontieră ,/V//, ^O^ ^ şi ^CT^au 

toate următoarea formă generică de variaţie în timp: X^{t)= jc(r)cu X o valoare constantă în 

timp, h{t) treapta unitate iar x(t) o funcţie continuă pe (O,^) cu proprietatea că ^ x{t)dt = O. 

Efectul saltului în origine X/2(r) asupra mărimilor de stare ale câmpului electroelastic în 
volumul piezoelectric se stinge asimptotic către datorită pierderilor energetice în volumul 
piezoelectric. Practic, după un timp mai mare ca 4 -5 constanta de relaxare a nucleelor de convoluţie 
pentru parametrii elastici (definiţi în paragraful 1.1) dinamica câmpului electroelastic în solidul 
piezoelectric este guvernată exclusiv de fijncţia generică x{t). Media nulă acestei fiancţii face ca 
vibraţiile piezoelectrice să se desfaşoare în jurul noilor poziţii de echilibru impuse de mărimea 
constantă X. 
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Aceste consideraţii permit scriecea mărimilor de stare a câmpului electroelastic în forma: 
//f (/)=(//?(/)+//^ =<t>h{t)-\-(p{t) şî descompunerea sistemului de ecuaţii iniţial în două sisteme 
distincte. 

9 

a. 
a . , 

+ condiţiile pe frontieră impuse de mărimile staţionare X 

b. + condiţiile pe frontieră impuse de funcţiile x{t) 

Rezolvarea primului sistem de ecuaţii (neaparat neliniar, altfel nu apare o modificare a 
coeficienţilor de material în cel de al doilea sistem presupus uzual liniar) va ftirniza nouă stare de 
echilibru ( s j Coeficienţii liniari de material în această stare se modifică conform relaţiilor (mat 

3) prezentate în paragraful 1.1. Analiza spectrală a rezonatorului în aceasta nouă stare revine la 
studiul sistemului celui de al doilea sistem de ecuaţii în ipoteza unui regim armonic permanent şi a 
anulării funcţiilor x{f). 

Sistemul de ecuaţii staţionare este analizat din punct de vedere al condiţiilor de existenţă şi 
unicitate ale soluţiei în paragraful 4.3 al capitolului de complemente matematice admiţându-se o 
neliniaritate patratică în aproximarea tensiunilor elastice şi a inducţiei electrice de tipul următor: 

^ij ~ ^ijkl^ki "^fcij^k '^^ijklmn^kl^nm 

Cel de al doilea sistem de ecuaţii este sistemul ecuaţiilor electroeiastice clasice: 

Pn,'^'"", = dx. 
du, d(}> 

Ujkl dx. ' dx 

0 = e , 
90 
dx. 

-e kj, 
di^ 
dx. 

^ mn 

cu: 
c'' =c" +c" S' + p" E' 
^ ijkl ^ <jkl ^ ^ ijkinm ^ nm ^ 6 ijklm ^ m 

e'' =e" - e-" S '' + f" f =e" + /"" F' - S' 
'^kji Skijlm'-^lm ^ Jijkl^l ^ kji ^ J kmijm fykjmn'-^n 

pp =e" +£" F'' + f" S'' ^kj^^kji^i ^Jkjiw'^irr, 
tensorii de material liniari în noua stare de echilibru. 

în ipoteza amintită a invarianţei domeniului Q deviaţia frecvenţelor de rezonanţă este 
aproximată de relaţia de perturbaţie de ordinul întâi: 

O) 20)' II. 
(2) 

dQ. 

Ar =r" S' + p" E'' 
ijkl ^ nklnm ^ mn ^ 6 ijklm m •ijkh ijklm 
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Atv = + fH^El = f l , E l -g l^SL (3) 

Problemele de ordin computaţional ce apar în calculul stării de echilibru au făcut ca 

această relaţie să fie foarte puţin utilizată deşi ea oferă o explicaţie riguroasă, tridimensională unor 
rezultate ce au fost deduse pe baza unor modele de calcul unidimensionale simplificate - este vorba 

în principal de studiile [16],[17] legate de tăietura cristalografică SC pentru care == (̂ Ikimn̂ L 

situaţia unui stress mecanic Sĵ  conţinut în planul electrozilor plăcuţei piezoelectrice. 
Relaţia (2) împreună cu (3) relevă în mod clar dependenţa pulsaţiilor de rezonanţă de 

neuniformităţile câmpului de echilibru {şlj însă un rezultat mai uşor analizabil nu se poate da în 
această situaţie generală. O expresie de calcul mai directă există numai pentru câmpuri de stress 
uniform în cazul particular al rezonatoarelor de cuarţ în orientare Y rotită. Pentru rezonatoarele de 
acest tip, s-a constatat experimental că între deviaţia de frecvenţă şi mărimea solicitării mecanice 
există o dependenţă liniară până aproape de 95% din limita de rupere a cristalului [16]. O formulă 
aproximativă pentru variaţia relativă a frecvenţelor de oscilaţie pentru o geometrie de disc a 
rezonatorului (figura 1) este următoarea: 

^ = (4) 
f 2hD 

unde: f este forţa ce se aplică radial rezonatorului 
D este diametrul rezonatorului 
2h este grosimea rezonatorului 
rj un factor de proporţionalitate ce ţine cont de direcţia de aplicare a forţei F (orientarea 

cristalografică a plăcuţei piezoelectrice - după unghiul 6 ) 

^ Rezonator 
piezoelectru 

Figura 1 
Senzor piezoelecîric rezonant BA W pentru solicitări mecanice 

Efectul maxim (7] maxim) se obţine atunci când direcţia de aplicare a forţei F este coliniară cu 
axa A'a cristalului. 

Un rezuhat calitativ în ceea ce priveşte legătura dintre energia vibraţională locală şi deviaţia 
relativă de frecvenţă putem obţine în ipoteza ca flincţia de distribuţie a stressului staţionar Sĵ  (acesta 

are o influenţă mult mai mare decât câmpul electric £ / ) are forma unei funcţii de formă cu o bună 

localizare spaţială în jurul unui punct din volumul piezoelectric: 

= ^^ax ( s i )f{x - X J . în consecinţă. Ac ., - c . max [s^^ ) / (x - x , ) xeO. 
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Această distribuţie a stressului permite aproximarea deviaţiei relative de frecvenţă astfel: 

(D dQ 2(0' a' u. da 
(5) 

cu = Jir 
Să presupunem că rotim sistemul de referinţă în care sunt exprimaţi tensorii de material astfel 

încât orice element An acest caz putem scrie relaţia anterioară astfel: 

Aco 
co 

^ijkl 

2co'\ Jn Pn, ^dO. 
(6) 

Scriind această relaţie în acest fel am încercat să evidenţiem dependenţa deviaţiei relative de 
frecvenţă de termenii aceştia definind densitatea volumică a energiei potenţiale 

elastice în punctul . 
în continuare, vom calcula şi compara frecvenţele de vibraţie longitudinale ale unei bare 

elastice încastrată la o extremitate în două poziţii de echilibru. în prima, un capăt al barei este liber, 
în cea de a doua, se exercită o solicitare axială statică ce modifică lungimea barei. Problema o vom 
trata strict unidimensional în lungul axei Ox - figura 2. încercăm prin acest model simplu să 
analizăm cât greşim calculând frecvenţa de rezonanţă în bară luând în calcul doar câmpul elastic 
neliniar nu şi modificarea lungimii şi implicit a densităţii. 

Figura 2 
Bara elastică supusa unui efort longitudinal 

Să precizăm pentru început mărimile şi notaţiile ce le vom utiliza. 

= (O,a)domeniul iniţial al barei 
//(x) elongaţia pentru vibraţiile elastice în lungul axei Ox 

/r," coeficientul de elasticitate liniar şi cel patratic pentru poziţia de echilibru cu domeniul 
T] vâscozitatea elastică ce o considerăm foarte mică 
X f{x) funcţia de modificare a domeniului Q„ datorită solicitării mecanice statice 
Q. = (o,/(a)) noul domeniu al barei 
^{x)= f{x)-'x elongaţia elastică datorată solicitării mecanice statice 
(p{xj) = ̂ {x)-\'u{xj) elongaţia elastică compusă 

dv 2 dx 
+ ri—(p{x) tensiunea elastică în bară 

ât 
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2a \ p„ 
k? 

frecvenţa fundamentală de vibraţie pentru domeniul 

Relaţia de conservare a impulsului în bară are următoarea expresie. 

d'f dx 
k +k ^ 

' - a x 
d-(p d' 

r + rj-
dx' dx' 3/ 

cu kl'+ki' u d(p 
dx ' dx ax 'ax 

Pentru t ^ această ecuaţie o putem descompune în două ecuaţii independente, cea a 
echilibrului static şi cea a micilor vibraţii liniare; vom ignora în continuare efectul vâsozităţii elastice. 
Următoarele ecuaţii sunt valabile în domeniul Q . 

d't 
d'u 

' - ax 

dx' 
(7) 

dx' 

Să presupunem în continuare că flincţia f(x) are această formă simplă: f{x)=ex cu f o 
constantă pozitivă apropiată de 1. 

Ecuaţia ce se obţine pentru micile vibraţii în domeniul H este următoarea: 

Densitatea elastică se va modifica conform legii de conservare a masei: p = = — . 
Jj. e 

d't p„ dx' 

Efectuăm o schimbare de variabilă y(x)= / ~ ' ( x ) pentru a reveni în domeniul iniţial (0,<7) 

d' d'y d 
dx' dx' dy dx 

d' d' 
t = £ 

dy a r 

In consecinţă. 
d'u k. k, d'u 
d't p„ £ dy' 

fundamentală a acestei ecuaţii este: u{xj)= s in(2;r/)sin 

De aici, frecvenţa de oscilaţie 

pentru domeniul iniţial Q^,. O soluţie 

/ \ 71 
— X 
a 

ilaţie/- = ^ & 
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In această situaţie, deviaţia relarivă de frecvenţă are următoarea expresie: 

2 k 
(11) 

Dacă presupunem că modificarea barei s-a datorat unei forţe F ~ = (e - l)a atunci. 

Reluăm acum deducerea acestei deviaţii relative de frecvenţe ignorând de această dată efectul 
alungirii asupra densităţii şi a domeniului (atunci când calculăm în final frecvenţa de rezonanţă) 
şi luând în seamă doar efectul modificării coeficientului de elasticitate prin cuplaj neliniar. în aceste 
ipoteze, 

= pentru x e (0,a) 
d ' / dx" 

iar pentru deviaţia de frecvenţă obţinem expresia: 

f - L ^ (9) 

Comparând cele două expresii (8) şi (9) se observă că ele sunt foarte apropiate, dubla 
aproximare ce am facut-o neglijând modificarea lungimii barei şi a densităţii a condus la un rezultat 
foarte apropiat de cel corect. Această situaţie se datorează efectului contrar ce îl au asupra 
frecvenţelor de rezonanţă modificarea densităţii şi a lungimii barei. 

Această scurtă prezentare nu constituie însă o demonstraţie că într-o situaţie tridimensională 
şi pentru un câmp electroelastic staţionar ( s j , E l ) cu o distribuţie neuniformă în volumul 
piezoelectric va exista întotdeauna o situaţie similară. Ea poate fi utilizată ca argument doar acolo 
unde dinamica electroelastică poate fi aproximată ca fiind asemănătoare celei dintr-o bară 
unidimensională. 
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§2 .3 .3 Echivalarea mîcro-deformaţjilor geometrice cu perturbaţii ale constantelor de material 

Pe parcursul acestui paragraf vom prezenta o metodă de analiză a influenţei 
perturbaţiilor geometrice asupra frecvenţelor de rezonanţă prin echivalarea 
acestor perturbaţii cu modificări ale parametrilor de material Î j în volumul 
piezoelectric iniţial. Cursul raţionamentului va conduce la deducerea formei 
optimale (după un criteriu de ecart între modul fundamental şi modurile 
adiacente parazite) pentru suprafeţele active ale rezonatoarelor BAW pe 
substrat de cuarţ într-o orientare cristalografică 7 rotită. 

Creşterea sau scăderea temperaturii mediului piezoelectric duce la modificarea volumului Q 
printr-un fenomen de expansiune sau contracţie termică. Câmpurile electrice sau mecanice acţionând 
pe frontiera dispozitivului provoacă de asemenea deformaţii de geometrie ale volumului Q . în 
paragrafele precedente am prezentat motivele pentru care vom trata efectul deformaţiilor geometrice 
separat de cauza ce le-a produs. O vom face în acest paragraf prin revenirea în domeniul iniţial şi 
echivalarea deformaţiei geometrice (presupusă a nu avea o componentă neliniară importantă) cu o 
alterare a coeficienţilor de material . 

Din punct de vedere matematic, transformarea domeniului Q, în Q.' revine la aplicarea unei 
funcţii ^ R^ inversabile asupra punctelor (x̂  ,x'2 imaginea acestora prin 
transformarea ^ reprezentând noul domeniu Q' 

Dacă fenomenul ce conduce la modificarea domeniului Q. are o dinamică temporală mult 
mai lentă decât vibraţiile electroelastice din interiorul volumului piezoelectric, aplicaţia ^ poate fi 
considerată ca fiind independentă de timp. In cele ce urmează, vom considera această ipoteză ca 
fiind îndeplinită. 

Ecuaţiile electroelastice clasice le scriem iniţial pentru domeniul O! presupunând că tensorii 
de material , e \ j au valori constante în acest domeniu. 

p 

p' -=c' , + e' 

0 = £' 

(1) 

d (j) d'u, 
'"dx^dx^ ""'dx^dx^ 

Rescriem ecuaţiile de mai sus pentru variabilele (x, , ,3^3) e Q urmând ca în ipoteza 

îndeplinirii unei inegalităţi de variaţie asupra funcţiei de transformare să determinăm relaţiile de 

transformare pentru , £ \ j din sistemul (x'i ,^'3) în (xi ,^3). 

Presupunem aplicaţia ca fiind de clasă . 
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Operatorul diferenţial 

dx^ dx, d^ 

^ • în {x\ ,X2 are următoarea formă în (x^ 
oX .aX 

d'x, d 

dx\dx\ dx\ dx\ dx^dx, dx\dx\ dx^ 

Dacă funcţiile de transformare îndeplinesc următoarea inegalitate: 
ăx, dx^ 

dx\ 
» 

dx\dx\ 

(11) 

(3) 

dxj dx, d' 
relaţia (2) se poate aproxima astfel: ^^^^^^ 

în consecinţă, tensorii de material în sistemul (xj ,x2,x^) se vor transforma dupa următoarea 
lege similară unei transformări liniare: 

c..,, = , . * c'. 
dx\ dx\ 

e — ^e 
'' dx\ dx\ 

£ ~ —E 
dx\dx' " 

p <1 

(4) 

Relaţia de modificare a densităţii materialului se obţine din legea conservării masei la 

trecerea din sistemul [x\ ,jc'2 ,x'3) în [x^ '^3)-

a' 

1 2 3)'-^2 1 2 1 2 3)) 1 det 1 det dv' 

P m Pm det det (5) 

Ecuaţiile (2) în noile variabile (xj ,^3) devin: 

'^de 

0 = 

jki 

d'0 

d'u, 
d xjdx, J 

\ / 
+ 

1 d xdx, ) 
\ J / 

d'<j) 

(6) 

d'u. 
d x,dx, \ y * / 

tensorii de material , fiind în acest caz flincţii de (r^ .Xj . 

în concluzie, fenomenul fizic a provocat o deformare uşoară a geometriei domeniului Q. prin 
funcţia de transformare deformare ' îndreptata ' de aplicarea unei transformări de variabilă 
domeniului imagine Q! şi revenirea în domeniul iniţial Q.. Relaţia de perturbaţie pentru deviaţia 
relativă de frecvenţă va fi aplicată pe acest domeniu între starea iniţială neperturbată şi starea finală 
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obţinută prin echivalarea perturbaţiei geometrice cu o alterare a parametrilor de material 
Ciju.̂ k/i ' ^k, si Pm i formal, expresia obţinută este identică cu cea pentru perturbaţiile de material: 

ă(0 

(0 u. dn 
(7) 

întrebarea firească ce apare este dacă în mulţimea funcţiilor ce îndeplinesc inegalitatea (3) se 
găsesc funcţii de deformaţie posibil de întâlnit în situaţii practice. Un prim răspuns la această 
chestiune poate fi dat observându-se că toate funcţiile analitice / • : Q -> semnificativ liniare (a 
căror dezvoltare în serie Taylor au termenul liniar dominant faţă de cei neliniari) îndeplinesc relaţia 
de inegalitate (3). Această clasă de funcţii poate fi semnificativ lărgită dacă renunţăm la geometria 
foarte generală a volumului piezoelectric Q şi vom specifica că avem în vedere doar plăci foarte 
subţiri, plan paralele. Pentru o astfel de geometrie undele electroelastice de volum vor avea variaţii 
semnificative doar după direcţia axei perpendiculară suprafeţelor de bază. O aproximaţie uzuală ce 
conduce însă la ignorarea totală a spaţialităţii fenomenului ondulatoriu este nesocotirea în ecuaţia 
undelor piezoelectrice a termenilor ce conţin derivate după direcţii conţinute în planul suprafeţelor 
de bază (ipoteza plăcii infinite). Aproximarea ce o propunem nu este atât de drastică ci ignoră doar 
derivatele de ordinul doi după direcţiile conţinute în respectivul plan. Să notăm cu X^ axa reperului 
cartezian ce este colineară cu normala la suprafeţele de bază ale plăcii. Relaţiile ce redau 
aproximarea ce o vom folosi sunt următoarele: 

/ - O pentru V/ = 1,2,3 şi j , k = l 3 (8) 
dxjdx, 

Să construim un exemplu ce transformă un domeniu iniţial având o geometrie de placă plan 
paralelă într-unui cu geometrie lenticulară. Deformaţia ^ o vom considera de următoarea formă: 

h h 

2 ' 2 
, h fiind grosimea plăcii piezoelectrice plane (9) x^ =X2\\ + ap{x^xj)\, O < a « 1, XjG 

x,=x, 

Funcţia p{xix^) este de clasă C^ pe intersecţia domeniului Qc u planul {x̂  ,X3)(vom nota 

ĥaza această suprafaţă), nulă pe frontieră şi cu max p{x i ,x^ )= \ . Daca suprafaţa de bază a 

cilindrului este un disc de rază r iar p(x^x^)= ^ — se obţine geometria uzuală a unei 

lentile parabolice. 

CT:' 

Placa piezoeledricâ necleformatâ Q 

Figura 1 

Suprafaţa x\ {x, ) = y[l + ). 

a plăcii piezoelectrice deformate Q! 
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Relaţiile de transformare inversă ^ ' sunt următoarele: 

.Y, = X , 

JC, = 

1^3 = 3 
Derivatele ce intră în inegalităţile (3) sunt: 

(11) 

, ^ I / \ • ^ n ^ ^P — = - o r . — — , = 1 - apyx,, x J ş i = O, = - a — — , 

p fiind egal cu 1 sau 3 
Inegalităţiile (3) necesare echivalării perturbaţiei geometrice cu o perturbaţie a parametrilor 

de material sunt satisfacute într-o zonă \x\ \>e cu £ oricât de mic pentru un a suficient de mic 

întrucât funcţia este mărginită şi are derivatele parţiale de ordinul I mărginite pe suprafaţa 

baza ' 

Cu aceste aproximaţii, matricea transformării inverse ^ ' devine: 

1 o o ^ 
ax, ax\ 

dx\ ] + ap{x\x'.) 'dx', 
O 0 1 

(12) 

iar în ipoteza acceptată, că 

f d x . 

a 
dp « l + a/7(x, i = l3 

jacobianul J = det 
dx' 

(13) 

în consecinţă, parametrii de material perturbaţi vor avea următoarele expresii (superscriptul 
- marchează la fel ca în paragrafele anterioare valorile perturbate): 

(14) 

^ijkl ~ ^ ijkl ^kji - ^ kji 

Cr.2, = 
1 

1 

\ + ap{x^,Xy\ 
1 

1 

1 

[l + a/7(x„x3)p 
e„ = 

Tensorii de material c\ji., e\j, p'„ în domeniul deformat au aceleaşi valori precum 

y^ki si Pm îri domeniul Q - aceasta fiind supoziţia că perturbaţia geometrică ^ alterează doar 

forma volumului piezoelectric nu şi constantele sale de material. 
Pentru valori |ap(x,, x̂  ) | « 1 variaţia constantelor de material se poate exprima mai simplu 

utilizând aproximările: 

(15) ' = 1 - X şi -—Î-— = 1 - 2x pentru O < x « 1 
1 + x 
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j\k = U 

Scrierea sub această formă a funcţiilor de perturbaţie permite reefectuarea cu uşurinţă a 
calculelor pentru estimarea deviaţiei de frecvenţă într-o manieră similară celei prezentate în situaţia 
aproximării influenţei termice localizate asupra spectrului de vibraţie a rezonatoarelor BAW plan 
paralele în tăietura Y rotită. înainte de a trece la această chestiune, vom face două remarci calitative 
referitoare la influenţa acestor perturbaţii geometrice asupra frecvenţelor proprii de vibraţie. Aceste 
remarci sunt intuibile fizic, relaţia de perturbaţie (4) împreună cu expresiile (14) sau (15) aducând 
doar o demonstraţie analitică a lor. 
• pentru o dilatare locală O a volumului piezoelectric va avea loc o scădere a 

frecvenţei relative de rezonanţă; 
• între vecinătatea maximului funcţiei a/?(xţ,x3)) şi energia de vibraţie în acea zonă există o certă 

corelaţie. 
Acest fenomen poate duce, de exemplu, la estomparea efectului de creştere a frecvenţei de 

oscilaţie în experimentele de scanare cu fascicul laser a rezonatoarelor BAW plan paralele. 
Reamintim acum principalele ipoteze utilizate în lucrare pentru studiul perturbaţiilor 

parametrilor de material în rezonatorii BAW pe substrat de cuarţ, tăietura cristalografică rotită: 
'(2// + l>r 

unda elastică transversală excitabilă electric 

setul de numere naturale (mh?) stabilind modul propriu de vibraţie 
• Frecvenţele proprii de vibraţii pentru modurile fundamentale (0,07?) sunt bine aproximate de 

relaţia: 
K 

(0„={2n + \ ) -

~ 1̂212 COS" 0 + C23,3 s i n ' 0 +2c,,,2^2333 cosGsin 0 (s-a ignorat cuplajul piezoelectric) 
superscriptul - marchează constantele elastice din sistemul cristalografie canonic 
• Preponderenţa componentelor de stress transversal (pentru modurile având valori k, m şi ti 

apropiate) si S^. faţă de celelate componente ale tensorului de stress elastic. 

Cu aceste precizări expresia deviaţiei relative de ft^ecvenţă pentru un mod arbitrar veste 
următoarea: 

\ / 

n Ap„,sm-
^ ' h -

-Ac,o,, cos" (2« + I ) - x , 
h • 

Ao) 1 
= — o 

0) 2 

2P„ 

Efectuând calculele obţinem; 

rh 1 . , 

sm" dx. ' 
J-h 2 

(16) 

(17) 

•^bnza 
Pentru cazul trivial în care regăsim un rezultat ce poate fi obţinut prin calcul 

direct, cel al alungirii uniforme a cilindrului cu a (finalul paragrafului 2.3.2). 
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Această ultimă relaţie face uşor interpretabilă (pentru acest tip de rezonatoare şi în ipotezele 
acceptate) legătura ce există între forma perturbaţiei geometrice şi distribuţia energiei de 
vibraţie la suprafaţa rezonatorului. 

Vom analiza în continuare situaţia întrutotul similară în care volumul piezoelectric Q. nu are 
o forma lenticulară datorită unei perturbaţii, ci această geometrie a fost dorită din fabricaţie. Sunt 
bine cunoscute avantajele acestei geometrii de lentilă convexă în confmarea energetică a modurilor 
proprii de vibraţie în zona centrală a volumului piezoelectric şi mărirea ecartului între frecvenţa unui 
mod fundamental (OOn) şi modurile secundare (mkn). Aflarea frecvenţelor proprii pentru aceste 
geometrii este posibilă însă doar prin metode numerice şi acestea dificil de aplicat datorită 
suprafeţelor curbe ce trebuie bine aproximate de rastrul punctelor de calcul. Apare utilă, cel puţin 
din această perspectivă, utilizarea relaţiei de perturbaţie dedusă pentru estimarea deviaţiilor de 
frecvenţă ce apar prin trecerea de la o geometrie plană la una lenticulară. 

Dacă în relaţia (17) funcţia de perturbaţie privim ca fiind un element arbitrar al 
unei mulţimi de funcţii o întrebare firească este pentru care dintre aceste funcţii deviaţia relativă de 
frecvenţă are un punct de extrem. Răspunsul la această întrebare depinde în primul rând de modul de 
definire al mulţimii funcţiilor de perturbaţie. Să notăm cu P această mulţime; vom formula această 
problemă pentru trei situaţii în care mulţimea P este o submulţime a spaţiului Hilbert 
spaţiul funcţiilor de energie finită construit pe o suprafaţă de bază a rezonatorului. 

a) m^x p { x , ^ x , ) < m \ 

c) P,=\ps L- {S^^^) I , x, ) = ^ j ' sunt constante pozitive 
^ bozn ' 

Modul de definire al mulţimilor încearcă să ţină cont de constrângerile ce pot fi 
impuse practic la prelucrarea suprafeţelor cristalului piezoelectric. Cu siguranţă însă, pentru o 
aplicaţie concretă acest spaţiu de definiţie este mai restrictiv, ceea ce urmărim prin aceste definiţii 
este doar prezentarea unor situaţii generale, uşor de analizat matematic. 
Cazul a) corespunde căutării unei funcţii de perturbaţie a cărui maxim are o valoare mai mică cel 
mult egală cu o valoare prestabilită m. Se limitează astfel abaterea maximă admisă faţă de 
planeitatea plăcii piezoelectrice. 

Maximul funcţionalei (17) se obţine pentru următoarea flincţie de perturbaţie: 

, (18) 
max 

In această situaţie, deviaţia relativă a frecvenţei de rezonanţă este: 

Ao) a m Li 
(19) 

0) 2 max 

Cazul b) este cel în care energia funcţiei de perturbaţie o limităm la o anumită valoare n. 
Punctele critice în acest caz le aflăm prin diferenţierea următoarei funcţionale: 

X este un multiplicator Lagrange (20) 
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Efectuând calculele vom afla un punct de extrem pentru P h = 4 n - g: (21) 

Deviaţia relativă de frecventă maximă se obţine ca fiind: -
O) 2 

(22) 

în cazul c) se impune o condiţie de limitare a energiei gradientului funcţiei de perturbaţie. 
încercăm pe această cale să găsim funcţii de perturbaţie cu un grad de regularitate mai mare (mai 
netede) decât distribuţia energiei g{x^,x^). 

Diferenţierea următoarei funcţionale G{p)=(p,g;) , --^(jv/?!" - d ) oferă soluţia acestui 

ultim caz analizat ca fiind dată de ecuaţia cA^ = gv^ c fiind o constantă pozitivă de scalare a soluţiei 

astfel încât ||V/; \ = d . Condiţiile naturale pe frontiera suprafeţei sunt de tip Dirichlet. 

Relaţiile anterioare definesc funcţiile de perturbaţie pentru care deviaţia relativă de frecvenţă 
a unui mod arbitrar v este maximă. Nu ştim însă ce se întâmplă (fară un calcul separat) cu modurile 
apropiate acestui mod v . în proiectarea rezonatoarelor piezoelectrice unul din criteriile majore de 
performanţă este distanţa în frecvenţă între un mod fundamental de vibraţie şi modurile adiacente 
parazite. Relaţia (7) ne va permite descrierea suprafeţei active a unui rezonator pentru care această 
distanţă este maximizată. 

Să definim pentru aceasta ecartul dintre frecvenţa unui mod fundamental (0,0ji) şi primele N 
1 

frecvente adiacente secundare (ni.kn) ca fiind = ^ f m k n - Pentru o geometrie plan 

Ntt 
paralelă a rezonatorului acest ecart are o valoare bine stabilită e'̂ .̂ Dorim să ajungem la o funcţie de 

perturbaţie geometrică , X3 )care să maximizeze dupa un anumit criteriu această diferenţă. 

Să notăm cu = Xn^ ^fmkn ^cartul corespunzător volumului piezoelectric cu geometria 
^ m.k 

alterată. 

^n (/<)t)/7 foon ) , r ^^ (/mÂTi fmkn ^n foOn^fmn ^ ^ ^ f mkn^fmkn ^n 
^ m.k n/.Â-

(23) 

întrucât modul fundamental are frecvenţa cea mai joasă mărimea - — ^ f!!,kr,̂ f„,k, 
^^ m.k 

este întodeauna negativă pentru situaţiile ce au un sens aplicativ. în consecinţă, ecartul va avea o 
valoare negativă maximă atunci când funcţionala următoare atinge un minim. 

N 

mkn 

noi f" 

h . 
00 n 

gn^JcnW 
(24) 

Această funcţională are o formă similară cu cea analizată anterior (relaţia 17) pentru cele trei 
cazuri de definiţie a spaţiului funcţiilor de perturbaţie geometrică. Nu mai reluăm aceste calcule, ci 
vom preciza doar expresia ce se obţine pentru o limitare uniformă (cazul a) a amplitudinii funcţiei 

în această situaţie, ecartul maxim de frecvenţă se obţine pentru funcţii de tipul: 
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Ik OOf 

(25) 

fiind o constantă pozitivă arbitrară ce ţine cont de limitarea impusă amplitudinilor funcţiei de 
perturbaţie. 

Figura următoare prezintă forma suprafeţei ce ar trebui (conform relaţiei 25) să asigure un 
ecart de frevenţă maxim între modul fundamental (0,0,n) şi modurile adiacente parazite 
(lyO.n), şi (LLn) pentru un rezonator cu o geometrie iniţial cilindrică cu feţe plan paralele (moduri 
ilustrate în figura 2, paragraful 2.3.1). 

Figura 2 
Forma suprafeţei ce ar asigura un ecart maxim de frecvenţă intre modul fundamental (0,0,n) şi modurile adiacente 
parazite (O, in), (LOji), (I, in), (2,0,n) şi (2, in) pentru un rezonator cu o geometrie iniţial cilindrică cu feţe plan 

paralele 

în cele ce urmează vom încerca să analizăm cantitativ rezultatul teoretic al suprafeţei 
optimale pentru ecartul de frecvenţă. Pentru aceasta, vom face o comparaţie între ecartul de 
frecvenţă provocat de o deformaţie clasică a suprafeţei de bază sub forma sferică şi o deformaţie de 
tip optimal. Vom presupune că rezonatorul în stare de bază neperturbată are o geometrie plan 
paralelă iar funcţiile de perturbaţie ale suprafeţei sunt fie {x^.x^), deformaţia optimală, fie 

P"̂  ), o deformaţie uzuală sferică. 

= a'^ - x f - j c j ) - deformaţia sferică (26) 

Pentru a face o comparaţie rezonabilă între ecartul de frecvenţă provocat de cele două 

perturbaţii trebuie stabilit un criteriu de alegere al parametrilor de scalare a"^ şi a^^. întrucât 

modul de definire al funcţiei de perturbaţie optimală asigură întotdeauna o integrală pe 

suprafaţa de vibraţie egală cu ecartul de frecvenţă al rezonatorului nepertubat e^ vom considera 

această proprietate ca şi criteriu de definire şi a fijncţiei de perturbaţie sferică p"^ {x^yx^)^ 

(27) 

Figura alăturată prezintă graficele funcţiilor radiale p'^^'ir) şi p"^ (r) pentru o rază unitară a 

suprafeţei de vibraţie şi un ecart (ipotetic) de e l = 0 . Amplitudinea maximă a fost aleasă prin 
similitudine cu valorile întâlnite tehnologic în rezonatoarele cu geometrie cilindrică - la o rază de 
Icm a electrodului corespunzând o abatere sferică maximă de zeci de microni. 
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Profilul raclial pentru funcţia de perturhaţie 
optimala (jCj, X^ ) 

Profilul raclial pentru funcţia de perturbare sferică 

Figura 3 

O observaţie utilă, ce poate fi imediat demonstrată printr-un calcul simplu, este că diferenţa 
dintre ecartul rezonatorului perturbat printr-o geometrie optimală ê ^^ şi una sferică e ' / nu depinde 

de valoare ecartului nepertubat e^. Evaluarea integralei (24) pentru cele două cazuri propuse 

(optimal şi sferic, e] = 0 ) furnizează următoarele valori : 

= < - 1 3 . 2 9 * 1 0 - / 1 

=< ' -13 .10*10^^ / : , , , 

sau, =-0 .19*10"^/ ,„„ , o valoare foarte mică în comparaţie cu valorile ce Ie putem 
considera a fi uzuale în rezonatoarele BAW pentru ecartul de frecventă neperturbat: 
< = - 1 0 - , . 1 0 - / , , ' UUa7 

În încheierea acestui paragraf, e necesar să menţionăm că rezultatele numerice obţinute 
trebuie privite doar ca o încercare de stabilire a ordinului de mărime pentru fenomenul discutat şi o 
minimă verificare numerică a celor prezise teoretic. Criteriul de alegere al parametrilor de normare 
a'- şi poate fi ales un altul, însă, în opinia autorului, pentru situaţiile abordabile tehnologic 
diferenţa dintre ecartul de frecvenţă corespunzător unei suprafeţe optimale şi respectiv sferice va fi 
nesemnificativ. Pe această cale am demonstrat quasi-optimalitatea formei lenticular sferice din 
punctul de vedere al ecartului de frecvenţă, rezultat ce nu era cunoscut în literatura de specialitate. 
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§2 .3 .4 Perturbaţii ale condiţiilor pe'frontieră mecanice 

Paragraful prezintă rezultatele de predicţie cu privire la comportarea frecvenţelor 
proprii de rezonanţă în situaţia modificării impedanţelor mecanice de frontieră 
prin încărcare masică neuniformă. Sunt analizate concret situaţii de scufundare 
a rezonatorului într-un lichid vâscos şi atingere a suprafeţei active de vibraţie cu 
un fir elastic. Datele de simulare sunt comparate cu rezultatele experimentale 
proprii sau existente în literatura de specialitate. 

Acest paragraf împreună cu următorul studiază influenţa perturbaţiilor ce afectează condiţiile 
pe frontiera rezonatorului piezoelectric. După cum am precizat pe parcursul tezei, modificarea 
condiţiilor pe frontieră o vom considera la nivelul setului de valori ce parametrizează comportarea 
câmpului electroelastic la suprafaţa solidului piezoelectric. întrucât relaţiile de perturbaţie ce le 
utilizăm (expresiile 2-5 din §2.3 ) sunt liniare iar mediile externe le-am presupus a nu avea 
proprietăţi de cuplaj electroelastic putem trata decorelat influenţa factorilor de perturbaţie mecanici 
de cei electrici. Pe parcursul acestui paragraf vom analiza partea mecanică a acestei probleme. 
Relaţia generală de la care vom pleca este cea obţinută prin particularizarea expresiei generale de 
perturbaţie a condiţiilor pe frontieră (relaţia 12 §2.1) în situaţia păstrării neschimbate a comportării 
câmpului electric la suprafaţă frO. 

Aa^ + JAco^ -
2a;: a ' dQ 

(1) 

Modelarea propagării undelor elastice în mediile externe solidului piezoelectric printr-o 
ecuaţie diferenţială ordinară permite rescrierea acestei relaţii în funcţie de diferenţa coeficienţilor 
acestor ecuaţii; aceste calcule au fost efectuate în paragraful 2.3, relaţiile următoare păstrează aceleaşi 
notaţii. 

Aa,+JAco, =J 
fra 

2(0: Q Pn. c/Q 

frCl 
(t:AG:;{x,coyJds 

2(o; ^Pm u dQ. 

(2) 

(3) 

Aceste relaţii le vom utiliza pentru a explica o parte din fenomenele legate de distribuţia 
spaţială neuniformă a funcţiilor de perturbaţie sau AG,7(x,<y) la suprafaţa rezonatorului. 
Atât calculele teoretice cât şi verificările experimentale sunt realizate pe rezonatoare cu excitaţie 
transversală sau laterală având una din dimensiunile plăcii piezoelectrice mult mai mică decât 
celelalte două. Pentru aceste rezonatoare, este întotdeauna posibilă descompunerea elongaţiilor 

elastice în forma: u^ = //J*"'") = gf"'^(x,, X3 >/;" (x,) = (x,, jc, )sin 
d. 
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Pentru început nu vom particulariza natura perturbaţiei ce duce la modificarea funcţiilor 
AH",'{x,(o) sau Vom presupune doar că această alterare poate fi scrisă sub forma 

AH",'(x,0)) = -0);af{x-x,^) cu / o funcţie de localizare pe suprafaţă de genul celei prezentate în 

paragraful 2.3 figura 1 iar a amplitudinea perturbaţiei. înmulţirea cu co^ este motivată de cele 
convenite şi motivate în paragraful 2.2 (relaţia 5 şi observaţia ulterioară) de a utiliza o ecuaţie 
diferenţială de ordinul 2 pentru legătura între tensiunile şi deformaţiile elastice: 

T"'{/Q))=-^coyni {o)o)+ jcov, (^y,,)]', 0 ^ ) în care puterea dominată a variabilei O)^ în 

expresiile (/fy„)" m, {co^), (jco^, V, (ft)„), k̂  (co^) este constantă şi egală cu 2. 

Modificarea frecvenţelor de rezonanţă în această situaţie depinde aproape punctual de energia 
de vibraţie în punctul în jurul căruia se află suportul funcţiei f { x - x , ^ ) . Această afirmaţie devine 
imediat vizibilă în expresia următoare: 

co.. U dQ 
(4) 

unde ) este aria suprafatei de suport a flincţiei / ( x - ). 

Acesta este motivul pentru care sunt de aşteptat profile ale sensibilităţii de frecvenţă în funcţie 
de o modificare punctuală a impedanţei elastice de forma densităţii energiei de vibraţie la suprafaţa 
rezonatorului. Figurile următoare prezintă aceste densităţi de energie pentru rezonatoarele 
convenţionale având o geometrie circulară a electrozilor. 

25000-

200004 

Modul fundamental {0,0jî)normat 

n n n f l 
-O 004 

O 002 
, , y O 0 0 2 ^ ^ - - ^ , . - - ^ 002 ^ , , 

V m 0 0 004 X m 
^ ' ' O OCb U.006 ' 

Modul (0,l,//)AZ(9rmar 

Normarea se referă la condiţia ca: V 

/ 

Figura 1 

6/a = i 

Vom analiza în continuare principalele fenomene ce pot fi modelate ca şi cazuri de încărcare 
mecanică neuniformă a rezonatoarelor piezoelectrice. Studiul se va limita la situaţiile în care mediile 
externe solidului piezoelectric pot fi considerate a fi de forma unui strat subţire urmat de un mediu 
semiinfinit. Vom folosi astfel rezultatele paragrafului 2.2 în care am studiat propagarea undelor 
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elastice într-o astfel de structură. Pe această cale, vom încerca să oferim expresii de calcul, utilizând 
această abordare generală de perturbaţie, unor fenomene ce nu au o descriere analitică sau ale căror 
relaţii de predicţie au fost deduse pe baza unor modele mai simple, cel mai adesea unidimensionale. 

încărcarea masică 

Scăderea fmă a frecvenţelor de vibraţie a rezonatoarelor piezoelectrice cu undă de volum prin 
depunerea de masă pe electrozii de excitaţie este metoda principală şi adeseori singura utilizabilă 
industrial de calibrare a acestor rezonatoare. Creşterea grosimii metalizărilor conduce însă 
întotdeauna la o disipare energetică mărită pe aceste suprafeţe, fenomen datorat în special frecărilor 
mecanice în stratul adiţional de metal. O soluţie parţială la acest neajuns o constituie depunerea unei 
mase suplimentare doar în centrul suprafeţei electrodului; aceasta duce la modificări ale frecvenţei de 
oscilaţie comparabile cu cele obţinute printr-o depunere uniformă având o masă sensibil mai mare şi 
implicit pierderi mai mari. Deşi acceptată, verificată experimental şi utilizată intensiv această metodă 
nu are în literatura de specialitate (după cunoştiinţa autorului) o motivaţie explicită, analitică. Ceea ce 
se ştie cu siguranţă este că între energia de vibraţie la suprafaţa electrozilor şi sensibilitatea locală în 
frecvenţă la depuneri punctiforme de masă există o proporţionalitate. Graficul din figura alăturată 
preluat din [37] prezintă acest factor de proporţionalitate pentru rezonatoare cu excitaţie transversală 
oscilând în modurile fundamentale (0,0,n), 

\ / 

\ 
\ 
\ 

j 
/ i 

\ / / 
,| A f 1 

Figura 2 
Sensibilitatea locala in frecvenţă pentru depuneri punctiforme de masă 

în continuare, vom demonstra concordanţa acestor date experimentale cu rezultatele de 
predicţie oferite de modelul de perturbaţie utilizat în teză pentru un rezonator BAW. Pentru început, 
să precizăm două ipoteze ce le folosim în calculele ce urmează; prima se referă la adoptarea unui 
sistem de referinţă în care matricea ^^^ forma diagonală iar cea de a doua consideră că 
depunerea masică este suficient mică pentru a putea aproxima modificarea funcţiei de transfer 
mecanice la suprafaţă ca fiind: p p ^ e s t e densitatea filmului metalic depus 

(doar pe o suprafaţă activă a rezonatorului) iar h{x) grosimea acestui film. 
înlocuirea acestei ultime relaţii în expresia de perturbaţie (2) conduce la următorul rezultat de 

estimare a deviaţiei relative de frecvenţă: 

~7 " Slip SUP 

J-d^/2 JS^ su^ (5) 

P md 2 L f^! (^1 > -«3 P'n 
•'̂ ŝup 

cu -̂ sup di" suprafeţele active de vibraţie ale rezonatorului. 
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Renunţând la aproximarea funcţiei de transfer mecanice la suprafaţă prin CO'Pjh{x) şi 

considerând expresia dedusă în paragraful 2.2 pentru această situaţie H " =-{ţ j )p 

obţinem următoarea expresie de estimare a deviaţiei relative de frecvenţă: 

h 
(O — 

V / 

/ \ 
h 1 

ig (0 — f 

4/- " ' " / J 4/- " ' " / J •̂nip (0 

0) 

(6) 

Pentru o încărcare masică uniformă: h=constant, Lu şi Lewis au dezvoltat în [37] un model 
de calcul direct a deviaţiei relative de frecvenţă pe baza aproximării unidimensionale (transversale) a 
fenomenelor oscilatorii într-o plăcuţă piezoelectrică de cuarţ într-o orientare cristalografică Y rotită. 

La pagina 41 în [37] este dedusă următoarea relaţie de legătură între mărimile 

p,h . Aco Af Af 
M = —— Şl /• = — 

pd. 

arctg 

./o f 

Z 
tg[nF) 

M = — 
f 

^ / 

(7) 

Z^ este impedanţa acustică a modului excitabil electric ce se propagă în substratul piezoelectric 

Z , este impedanţa acustică a undei transversale ce se propagă în filmul metalic 

Această expresie de calcul a dat rezultate de predicţie foarte bune - erori sub 1% pentru 
greutăţi ale stratului de metal depus uniform de până la 70% din greutatea rezonatorului de cuarţ. 

Z 

Compararea relaţiilor (5) şi (6) cu expresia (7) relevă o foarte bună concordanţă pentru valori F— 

apropiate de zero. 

Graficele următoare prezintă curbele de variaţie pentru curbele F{m) construite plecând de 
la modelul Lu-Lewis şi de la relaţia de perturbaţie (6) pentru un rezonator de cuarţ în tăietura AT 
având frecvenţa iniţială (h=0) / = 6*10^ / / r . Grosimea plăcuţei piezoelectrice este de aproximativ 
d^=0.277mm 
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0 25 

a)Modelul Lu-Lewis 

-0 3 -0 25 -0 2 -0 15 -0 1 -0 05 

b)Modelul de perturbaţie utilizat in lucrare 

Mi:=[(O pv))g 
\ h 

(O — 

Figura 3 
Deviaţia frec\'enţei fundamentale de rezonantă la o încărcare masică uniformă 

Pentru predicţia comportării în frecvenţă a unui rezonator încărcat masic neuniform vom 
pleca de la relaţia generală: 

şi vom încerca să dăm o explicaţie analitică profilului factorului de proporţionalitate existent între 
depunerile punctuale de masă şi deviaţia relativă de frecvenţă - figura 1. Pentru aceasta, presupunem 
o depunere uniformă pe coroane circulare de lăţime r^ poziţionate la o distanţă arbitrară faţă centrul 
electrodului - figura 4. înălţimea de depunere pentru o astfel de coroană circulară este de 

h = m 

Pf ^ 

Această formă a depunerii de masă nu perturbă geometria cilindric circulară (o presupunem 
astfel) a rezonatorului. 

Concret, se consideră depusă o masă de I fig, Ag cu lăţimea de: 
i\) 02R, (2) /; = 0.3/?, (3) r, = 05R. 

Linia marcată cu O serveşte ca referinţă şi reprezintă înălţimea de depunere în cazul unei 
depuneri uniforme - /?„ = 0.85//W 
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depunerea de material în coroane circulare 

Figura 4 

o 0 0005 0 001 0 0015 0.002 0 0025 O C03 * 

profilul înălţimii de depunere 

Efectuând calculele obţinem următoarea relaţie generală pentru acest caz. 
m 

:{a)Ja 

pd ag;(a)da 
(8) 

cu m masa de substanţă depusă. 
Această expresie pune explicit în evidenţă proporţionalitatea ce există între sensibilitatea 

masică locală a deviaţiei relative de frecvenţă şi energia de vibraţie la suprafaţa rezonatorului. 
Graficele următoare prezintă curbele de variaţie pentru deviaţia relativă de frecvenţă la 

depunerea de masă în coroane circulare pentru modul fundamental (0,0,1) şi pentru modul adiacent 
parazit (0,1,1). Rezonatorul piezoelectric a fost presupus a fi pe substrat de cuarţ în tăietură AT cu o 
rază a electrozilor de 3cm. 
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Figura 5 

Alura acestor grafice este uşor interpretabilă, ea este similară profilului factorului de 
proporţionalitate obţinut experimental şi prezentat în figura 1. Pentru modul fundamental valorile 
deviaţiei de frecvenţă prezise sunt în acelaşi ordin de mărime cu cele prezentate în [10] sau [57] ; 
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pentru modul parazit însă, nu au fost găsite date experimentale, datele graficului ramând din acest 
punct de vedere doar o predicţie. 

Este vizibilă din aceste grafice o sursă de erori majore ce apare în aplicaţiile de măsură a 
masei de substanţă depusă în cazul depuneri unui strat subţire de material a cărui uniformitate nu este 
cunoscută. 

Contactul cu un fluid vâscos 

Vom fi interesaţi în acest caz atât de modificarea părţii imaginare a pulsaţiilor proprii de 
rezonanţă cât şi de scăderea factorului de calitate al rezonatorului. Să presupunem pentru aceasta că 
rezonatorul este situat iniţial (starea neperturbată) într-un mediu exterior cu care nu schimbă energie 
electroelastică Scufundarea acestuia într-un lichid vâscos va conduce la apariţia unei 
impedanţe complexe nenule dedusă în paragraful 2.2: 

Im{zco^JcojJ ,p^^^ cu jU coeficientul de vâscozitate al lichidului newtonian considerat şi 

p̂ f̂ densitatea sa masică. 

Modificarea părţii reale şi imaginare a pulsaţiilor proprii de rezonanţă este dată de relaţiile: 

0) 
J-J 2 JS^,^ 

(9) 

Ao) ~ -2 =A(T= -2 -
pd pd 

Relaţiile obţinute generalizează cele deduse pe baza unui model unidimensional transversal 
pentru plăci piezoelectrice Y rotite în cristale izomorfe cu cuarţul [44]: 

A/ = _ r ] = 2 ^ relaţia din articolul [44] (10) 
{ln+\)yjn?i cP 

.L = 

Ţinând cont de modul de definire al frecvenţelor proprii de rezonanţă pentru astfel de plăci: 

2// + 1 Xr 
— tieN 

2c/ M p 

( 2 
2 n / 2 2 ^ \ e^ ( 2 2 . \ 1^2 + ej4n2n3 

pVc = ^C = ( ̂ 66^2 + C44n3 + 2c,41X2/13 J+ — ={ ^66^2 + C44n3 + 2ci4n2n3 + 2 2~ 
£ eiin2+£33n3 

echivalentă cu relaţia (9) dedusă prin utilizarea relaţiei de perturbaţie generale devine imediată. 
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Relaţia 10 a fost utilizată pentm a prezice modificarea frecvenţei de oscilaţie a unui rezonator 
piezoelectric scufundat în lichide cu diverse proprietăti vâscoelastice. Erorile de predictie raportate au 
fost sub 0.3% [44J. 

Modelul utilizat în articolul citat nu ia în considerare modificarea factorului de calitate 

O = ^ datorită pierderilor energetice în lichid la suprafaţa rezonatorului. în aplicaţii de măsură 
2Aa 

factorul de calitate are o importanţă majoră întrucât stabilitatea în frecvenţă a oscilatorului în ipoteza 
unor condiţii de funcţionare staţionare este invers proporţională cu acest factor. Figura următoare 
prezintă formele curbelor de rezonanţă pentru un rezonator pe substrat de cuarţ în tăietura SC 
oscilând în aer (1), cu o faţă activă imersată în apă (2) şi scufundat complet în apă (3). 

n 

r 

Figura 6 
Curbele de rezonanţa pentru oscilatorul SC 

Scăderea pronunţată a factorului de calitate, mult mai pregnantă decât în cazul rezonatoarelor 
cu undă pur transversală AT sau BT se datoreşte existenţei unei proiecţii longitudinale în unda 
electroelastică ce apare în rezonatoarele SC, aceasta ducând la disipaţii energetice importante în 
lichid. Graficele următoare prezintă datele de simulare pentru un rezonator AT având frecvenţa 
fundamentală de rezonanţă / = 6*10^7/2 în funcţie de modulul undei transversale evanescente 
generate în lichidul în care este scufundat oscilatorul 

Figura 7 
I ariaţia frecventei de rezonanţa 

98 

BUPT



7eMJ0Sr 

6e400&j 

504006-

4e006-

394006-

294006-

194006-

22000-

200C0-

180C0-

160G0-

140CO' 

120CO \ , / ^P^ 
1GGC0 

8GC0 

60C0 

4000 P M 

50 

zona fluid gazos p IU ^ 

100 

-6 
zona fluid lichid P / / G (O.l . .^) 

Figura 8 
Graficul variaţiei factorului de calitate - aceleaşi date de rezonator 

Atingerea cu fir elastic 

Contactul 'Tin'' dintre un fir foarte subţire cu bune proprietăţi elastice cu suprafaţa vibrantă a 
unui rezonator piezoelectric conduce întotdeauna la un salt pozitiv de frecvenţă proporţional cu 
energia de vibraţie a punctului de contact. Această constatare experimentală a condus la utilizarea 
acestei metode simple pentru a investiga forma distribuţiei de energie elastică la suprafaţa 
rezonatorului şi implicit investigarea modurilor proprii de vibraţie [10],[57]. Amintim că investigarea 
modurilor proprii de vibraţie este posibilă pentru undele transversale doar prin utilizarea topografiilor 
în raze X, o tehnică ce necesită o aparatură complexă. Până în prezent nu a fost dat un model de 
predicţie capabil să explice şi să confere rezultate de simulare conforme cu cele experimentale. 
Dificultatea acestei modelări constă parţial în necunoaşterea certă a naturii interacţiunii ce apare între 
suprafaţa vibrantă (elongaţia elastică este conţinută în planul suprafeţei şi are valori tipice de ordinul 
zecilor de nm) a dispozitivului piezoelectric şi firul elastic. Concret, nu se poate afirma cu siguranţă 
ce fel de mişcare guvernată de vibraţia piezoelectrică execută capătul firului: este aderent suprafeţei 
rezonatorului, nu aderă şi acţionează ca un element de frecare, execută o mişcare cvasi-aleatorie 
guvernată de micro-excrescenţele rugoase în mişcare de oscilaţie aflate pe suprafaţa cristalului sau a 
electrodului - se agaţă din când în când de acestea. Cea mai probabilă este o situaţie intermediară 
acestor trei, dependentă de presiunea de contact a firului elastic pe suprafaţa vibrantă. în sprijinul 
acestor afirmaţii oferim datele experimentale prezentate în [10] pentru un rezonator pe substrat de 
cuarţ în tăietură AT supus unei atingeri cu presiune variabilă cu un fir elastic de tombac. 

Tabelul T2. 
Dreapta Frecvenţa rezonatorului 

' MHz 
Deviaţia relativă 

de frecvenţă ia presiunea maximă 
(1) 4.247 = 22*10^ 
(2) 11.152 = 28*10"^ 
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Figura 9 
InPuenţa presiunii de contact asupra deviaţiei Jrecx^enţei de rezonanţă într-un experiment de atingere cu fir elastic. 

Graficele următoare reprezintă rezultatele experimentale obţinute în exper imente de scanare a 
suprafeţei electrodului pentru rezonatoare de cuarţ în tăietură AT şi SC. 

Figura lO.c 

Date experimentale pentru un rezonator BAWpe 
substrat de cuarţ în tăietură SC, mod (0,0,0) scanat cu 

un fir elastic in lungul unui diametru; frea^enţa de 
rezonanţă neperturhată a fost de 4 9H9 MHz, diametrul 

electrodului 9mm 

\ 

Figura lO.a 

Date experimentale pentru un rezonator BAW pe 
substrat de cuarţ in tăietură AT, mod (0,0,0) scanat cu 

fir elastic in lungul unui diametru; fren^enţa de 
rezonanţă ne perturbată a fost de 4.273 M Hz, diametrul 

electrodului 7mm 

Figura lO.b 

Date experimentale pentru un rezonator BAW pe substrat 
de cuarţ in tăietură AT, mod (0,1,0) scanat cu fir elastic in 
lungul unui diametru; fi'eci'enţa de rezonanţă neperturbată 

a fost de 4.283 M Hz, diametrul electrodului 7mm 

Figura lO.d 

Date experimentale pentru un rezonator BA W cu excitape 
laterală pe substrat de cuarţ in tăietură SC, scanat cu un fir 

elastic in lungul unui diametru; fi^ec\'enţa de rezonanţă 
neperturbată a fost de 4 999800 Hz, lungimea traseului de 

scanare 6mm 

Figura lO.d prezintă datele obţinute la scanarea cu fir elastic a suprafeţei active de vibraţie 
pentru un rezonator SC cu excitaţie laterală în lungul liniei —' ' marcată în figura 11. 
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Figura 11 
Explicativă la experimentul de scanare cu fir elastic a unui rezonator SC cu excitaţie laterală 

Graficele prezentate au fost obţinute prin medierea mai multor scanări şi prin interpolare spline. 

Toate aceste date experimentale sugerează considerarea unei alterări a impedanţei elastice Zf 

de forma AZ,7(x,a))= presupusă în începutul acestui paragraf cu a o valoare negativă 
ce ţine cont de natura interacţiei fir elastic-suprafaţă vibrantă. Cele ce urmează vor presupune că firul 
elastic este aderent suprafeţei vibrante şi vor utiliza relaţiile de calcul deduse în paragraful 2.2 
considerând firul elastic ca mediu semi-inifinit. Rezultatele obţinute se încadrează ca sens şi ordin de 
mărime în datele experimentale şi oferă o descriere, adevărat parţială, a constantei de interacţiune a. 
Modelul de bază în simulare este cel al rezonatoarelor de cuarţ Y rotite cu o geometrie circulară a 
electrozilor având un reper cartezian în care elongaţia elastică a undei este coliniară cu axa a 
rezonatorului - situaţie identică cu cea din paragraful dedicat perturbaţiilor termice. 

Să considerăm pentru început că rezonatorul este situat într-un fluid având caracteristici de 
încărcare neglijabile: aer, Ar, etc. Variaţia impedanţei mecanice de suprafaţă este de forma: 

A(Re{z;' , )}) = - ( i - (x,, X3 ))p,h(0' + p^ho)' = C; (x,, )p.M-

Deviaţia relativă de frecvenţă: 

J—J,'2 ^ ^ J.^ ' ' 'Jîiin 

Pfh 
pd 

(11) 

K̂UP 

O in rest 

Pentru flincţii g{xi,x^) cu simetrie radială şi S, « S . ^ ^ relaţia anterioară ia o formă mai 

simplă: 

Ao) Prh p,h 
•iCr 7 5 7 7 ^ — r n ^ — 7 " ^'va/ — 7 7 7 " " ^ ^ (O pd iit 

o 
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Pentru simulare considerăm următoarele date de concrete: 
frecvenţa fundamentală f=4.34MHz • 
Raza R=6mm, grosimea plăcuţei de cuarţ d=OAmm, raza de contact cu firul elastic r^ =0. / mm, 
grosimea depunerii electrodului de Ag h=O.L. .0,5{Mn 

Graficele alăturate prezintă datele de simulare pentru scanarea suprafeţei unui astfel de 
rezonator cu un fir de sticlă şi altul de tungsten. De remarcat saltul net superior de frecvenţă în 
situaţia firului de tungsten, salt datorat caracteristicilor elastice superioare ale acestuia. 

-o 006 

r [m] ' 0 002 0 1R007 h l m j O 002 rfmj O 004 

atingere cu fir de sticla 

r Im] 
'0 002 ^ , -

0 0C6 

^fi nn7 4e-C07 3e-007 2P-Gn7 . , , 1e-007 ^ /'"/ 
r [ m ] 

' h [m] 

Figura 12 
atingere cu fir de Tungsten 

O situaţie interesantă apare în cazul în care rezonatorul este situat într-un fluid având 
caracteristici de încărcare apreciabile: apa, alcool, etc. Pentru un astfel de experiment de scanare într-
un lichid vâscos se constată o deviaţie de frecvenţă sensibil mai mare decât în situaţia plasării 
experimentului în aer. Graficul următor preia din [44] datele experimentale obţinute în urma unui 
astfel de experiment. 

Caracteristicile rezonatorului: 

• tăietura AT electrozi de Au 
• Raza electrodului:/?=/(9 mm 
• Frecvenţa fundamentală/=/OM//z 

Materialul firului elastic este tungstenul 
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0 01 0 008 0 006 0 004 0 002 O D 0 002 0 004 0 006 0 008 0 01 

Figura 13 
Graficul comparativ al experimentului de scanare în aer şi apă ~ după [44J 

Simularea experimentului: 

Raza suprafeţei de contact între suprafaţa electrodului şi firul elastic =0.1 mm 

A(Re{zr (x,, x,)}) = -(pf h(0 - + 

ARc{z:(x,.x.,)}= 

Aco 
O) 

p / f ' ^ ' i c : L + V ^ w ^ C - v , • 'S;, [o 

Pd val (Opd 
(13) 

(Hzj 

[Hz] 

0 01 -0 0Q3-0 606 i 004-0.002 Ob 0 002 0 004 O ±16 0 008 0.01 -O b 1 -o 0 0 8 -O 006 -O 004 -O 002 O 

atingere cu fir de sticlă 
Figura 14 

Graficele datelor de simulare 

atingere cu fir de tungsten 

Simularea efectuată pe baza ipotezelor şi relaţiilor deduse în paragraful 2.2 relevă inegalitatea 
ce apare între cele două curbe ale deviaţiei de frecvenţă însă la o scară mult mai redusă. Veridicitatea 
modelului utilizat în această situaţie pentru estimarea interacţiunii elastice între suprafaţa vibrantă a 
dispozitivului piezoelectric şi firul elastic nu este decât parţială. 
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§ 2 . 3 . 5 Perturbaţii ale condiţiilor pe.frontieră electrice 

Paragraful prezintă o analiză în principal calitativă a influenţei condiţiilor pe 
frontieră electrice asupra frecvenţelor de rezonanţă. Rezultatele acestei analize 
sunt comparate cu cele obţinute prin calculul clasic al frecvenţelor de vibraţie 
penru un oscilator Colpits stabilizat cu un rezonator piezoelectric. 

Perturbaţiile ce le vom trata în acest paragraf vor influenţa doar setul de constante electrice al 
mulţimii ce parametrizează comportarea câmpului electroelastic pe frontiera rezonatorului. 

Parametrii de material Î ^ precum şi cei geometrici îi vom considera invarianţi. Situaţiile practice în 
care această ipoteză este în mod rezonabil acoperită sunt cele ale modificării parametrilor circuitului 
electric în care este plasat dispozitivul piezoelectric. în acest caz nu vom avea de studiat perturbaţii 
cu o distribuţie neuniformă la suprafaţa metalizărilor rezonatorului întrucât conductivitatea acestora 
este suficient de mare pentru a distribui în mod uniform, practic instantaneu, sarcina electrică 
schimbată cu circuitul extern. O cu totul altă situaţie apare atunci când mediul exterior aflat în 
contact direct cu suprafaţa cristalului piezoelectric are proprietăţi ce nu mai permit o condiţie pe 
frontieră de tipul Pentru rezonatorii cu undă de volum acest mecanism senzitiv al 
parametrilor mediului extern este foarte slab întrucât, în general, regiunile suprafeţei unde energia de 
vibraţie are valori semnificative sunt regiunile acoperite de metalizări. Recent, un astfel de senzor 
bazat pe un rezonator cu excitaţie laterală a fost investigat [33] însă sensibilitatea atinsă este mult mai 
slabă decât cea a senzorilor similari bazaţi pe rezonatoare cu undă de suprafaţă. în cele ce urmează, 
vom trata doar modificările parametrilor concentraţi ai circuitului electric extern acestea fiind de 
aşteptat a avea o influenţă sesizabilă asupra frecvenţelor proprii de vibraţie. Cursul expunerii va 
conduce la demonstrarea inegalităţii ce există între frecvenţa de rezonanţă în gol electric şi cea în 
scurtcircuit. Această inegalitate dedusă prin calcul pentru modelul simplificat al plăcii piezoelectrice 
infinite a fost acceptată ca o regulă pentru orice structură piezoelectrică tridimensională însă nu avea 
o argumentare explicită. 

Să notăm cu suprafaţa rezonatorului unde există depuneri metalice şi JJ^^ suprafaţa de 
contact cu medii dielectrice; frO. = u l '^ '^ . Dispunerea geometrică a suprafeţelor respectiv 

Yf"̂  pentru rezonatorul perturbat rămâne identică cu aceea a rezonatorului de bază. Vom analiza 
influenţa modificării impedanţelor electrice ce corespund fiecărui electrod în parte în două situaţii 
distincte: 

S - impedanţele sunt aproximate printr-un circuit serie LC\ frecvenţa de rezonanţă a 
dispozitivului piezoelectric în această situaţie o vom considera a fi foarte aproape de frevenţa critică a 
circuitului LC. Vom simula în acest mod situarea rezonatorului (sau doar a unei metalizări) într-un 
punct de impedanţă foarte mică însă diferită de zero. 

P - impedanţele sunt aproximate printr-un circuit paralel LC\ similar cazului S frecvenţa de 
rezonanţă a dispozitivului piezoelectric o presupunem apropiată de frecvenţa critică a circuitului 
paralel LC deci într-un punct de impedanţă foarte mare. 
Partea rezistivă se neglijează sau se consideră compensată de rezistenţa negativă introdusă de 
componentele active ale circuitului. 
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Cazul S 
• pentru o suprafaţă conexă S„ g Z""' condiţiile electrice pe frontieră se presupun a fi de forma: 

rezonatorul de bază 
cLXf) = -]DMs C„>0,L„,>0 

r ~ ~ rezonatorul perturbat 
q J f ) = - p M s C„>0,L„>0 

Pentru un regim armonic permanent cu o variaţie temporală de forma e'^ diferenţa dintre 
potenţialul electric pe suprafaţă Ŝ ^ va fi: 

A0„,Cv) = -A//„V/„,(.v) 
Pentru a ajunge la expresia anterioară s-a făcut apel la aproximaţia, ' ^ ^ „ { s ' L ^ O 

întrucât am presupus că în cazul S pulsaţia de rezonanţă se află aproape de frecvenţa serie a 
circuitului L„,C„. ni m 

• pentru admitem ca şi condiţie electrică pe frontieră inexistenţa sarcinii electrice adevărate 

0 = - D.Ms 

Cazul P 
• e I""" 

qAf) = -\DMs / ; ' > 0 , C „ > 0 
rezonatorul de bază 

rezonatorul perturbat 

Din raţiuni analoage celor explicate cazului S cu distincţia că ne aflăm cu frecvenţa de 
rezonanţă aproape de frecvenţa paralelă a circuitului P am putut folosi aproximaţia: 

• pentru admitem de asemenea ca şi condiţie electrică pe frontieră inexistenţa sarcinii electrice 

adevărate, O = - DMs 

Aceste condiţii electrice pe frontieră conduc în ambele cazuri la conservarea energiei 
electroelastice în solidul piezoelectric (în ipoteza unui flux de energie elastică nul prin frontiera 

domeniului Q ) întrucât: Re 
frn 

0-
dD' 

ds = 0. 

înlocuirea relaţiilor anterioare în expresiile de perturbaţie (3-6) deduse în paragraful 2.3 
conduce la următoarele estimări pentru deviaţia de frecvenţă; 
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O),. 

Aco. 

O)., 

V //, Ju / dO. 

m 
V u, l 

cazulS 
dO. 

(1) 

* 
V 

Ji2 / dQ 
• 

V //, i 
cazulP 

dO. 
(2) 

Simpla analiză calitativă a acestor relaţii permite formularea următoarelor observaţii: 
pentru o variaţie de inductanţă nulă AL = 0 la terminalele dispozitivului, creşterea capacităţii 
(AC > O) provoacă întodeauna o scădere a frecvenţei de rezonanţă 
pentru o variaţie de capacitate nulă AC = O la terminalele dispozitivului, creşterea inductanţei 
A/, > O duce întodeauna la o scădere a frecvenţei de rezonanţă. 
dacă presupunem că impedanţa externă rezonatorului piezoelectric este pur capacitivă, frecvenţa de 
rezonanţă serie ( 0 = 0 ) apare atunci când C iar frecvenţa de rezonanţă paralel {q = 0) atunci 
când C O. 

Aceste observaţii oferă o explicaţie analitică rezultatului bine cunoscut în practică referitor la 
inegalitatea existentă între frecvenţa de rezonanţă serie/ , ( 0 = 0 ) şi cea paralel f p iq = 0): f ^ . 

Relaţiile (1) şi (2) nu pot fi însă utilizate pentru a prezice global forma de variaţie a frecvenţei de 
rezonanţă în funcţie de mărimea impedanţei externe întrucât ele aproximează doar panta liniară locală 
în jurul valorilor neperturbate c/sau 0 . O estimare numerică precisă a expresiilor (1,2) este dificil de 

dat întrucât termenul ^ u ] 'dQ. face apel la amplitudinea de vibraţie elastică, mărime greu 

măsurabilă şi care diferă în limite destul de largi de la un rezonator la altul. în exemplul ce îl 
prezentam în continuare vom verifica prin analiza unui oscilator Colpitts doar cele afirmate, în 
observaţiile anterioare, ce se referă la semnul variaţiilor de frecvenţă în funcţie de creşterea sau 
scăderea impedanţei externe. 

Schema simplificată a unui astfel de oscilator este următoarea: 

Zq 

Figura 1 
Schema de baza pentru un oscilator Cotpils cu rezonator piezoelectric 

Pentru schema de semnal mic a circuitului, tranzistorul bipolar este modelat prin rezistenţa sa 

de emitor şi transconductanţa g^ = — ^ . Impedanţa rezonatorului piezoelectric este aproximată 
li BE 

prin circuitul clasic serie-paralel (fară pierderi: Zq= — 
l 

/(O 
c + c 

106 

BUPT



Co este capacitatea serie iar C cea paralel 

C D s niUbe 

O » 

Ca 

1 
-C, :: The 

Figura 2 
Schema de semnal mic pentru oscilatorul Colpits 

Pentru o scriere compactă a ecuaţiilor de stare ale circuitului, notăm cu: Z^^ = 'BE 
X + jaJrBEC, 

impedanţa corespunzătoare electrodului al dispozitivului piezoelectric. 
Sistemul cu parametru fw obţinut prin metoda potenţialelor la noduri pentru necunoscutele V̂  

şi l \ este următorul: 

1 
^m y 

i+-
z 

e 
\ 

Bl-: 

z Q y 

/ \ 

z, Q 

O) 

K=0 

Valorile pulsaţiilor O) pentru care determinantul acestui sistem este nul reprezintă pulsaţiile 
proprii de oscilaţie ale circuitului. 

1 

1 + 
= 0 

Să presupunem, pentru simplitatea calculului, că valorilor componentelor de circuit 
C 

,Cf , ,g^ şi r^p sunt alese astfel încât g j g ^ această situaţie, determinantul caracteristic 
^ b 

sistemului este nul pentru: = 0 (4) 
• + C + Co 

Frecvenţa proprie de rezonanţă este în acest caz: 

1 

r r 

C + ( , o 
- a ' ^ h 

cu ( = 
echiv 

(5) 
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Funcţia Q /̂uv ' Q ) este strict crescătoare, cazurile extreme conducând la situaţiile de 
rezonanţă paralel respectiv serie: 

= 0 
cc\ 

^ echtv ^ 

corespunzător frecvenţei de rezonanţă paralel <7 = 0 

corespunzător frecvenţei de rezonanţă serie 0 = 0 

In figura 3 prezentăm graficul frecventei de rezonantă funcţie de capacitatea paralelă 

f paralel 

Frecventa 
de 

rezonanta 

f serie 
1e-1716 e-15 e-14 e-13 e-12 e-11le-10 e-09 e-08 e-07 e-06 e-05 0001.001 / .ww=10,92029558A'// /r 

= 10.90000084M//Z 
Figura 3 

graficul frecvenţei de rezonanţă funcţie de capacitatea externă C^ 

Valorile concrete ale componentelor circuitului au fost: 
Tranzistorul bipolar: g^ - rgl 

Rezonatorul piezoelectric: Q = 2 . 2 p F , C = 8.2* 10"'- F , I = 0.026// (rezonator clasic 
BAW, pe substrat de in tăietura.47)- datele sunt preluate din [8]. 

Am probat astfel, cei puţin calitativ, printr-un calcul direct bazat pe modelarea clasică 
unidimensională a impedanţei electrice a rezonatorului în jurul unui dublet de rezonanţă f s - f p 

predicţia ce am formulat-o cu privire la comportarea frecvenţelor de rezonanţă în funcţie de valoarea 
impedanţei externe. Să remarcăm însă că relaţiile de perturbaţie ( l ) şi (2) sunt generale ele putând fi 
aplicate vibraţiilor tridimensionale. 
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§2 .4 Concluzii 

Acest capitol constituie partea centrală a tezei. El abordează problema influenţei 
perturbaţiilor cu o distribuţie spaţială neuniformă asupra spectrului de vibraţie al rezonatoarelor 
piezoelectrice cu undă de volum utilizând ca model de studiu teoria de perturbaţie liniară existentă. 
Literatura de specialitate consacrată acestui subiect recurge adesea la o serie de simplificări, cea mai 
frecventă fiind cea a neglijării caracterului tridimensional al vibraţiei şi al distribuţiei perturbaţiei în 
volumul şi pe suprafaţa rezonatorului. Această ipoteză, a reducerii dimensiunii spaţiului problemei 
la una sau două dimensiuni, permite un calcul direct al spectrului, adesea teoria de perturbaţie 
nefiind necesară. Principalul dezavantaj al acestor metode este însă imposibilitatea analizării şi 
predicţiei corelaţiilor stabilite experimental ce există între neuniformitatea câmpului de perturbaţie şi 
distribuţia energetică a modului rezonant. Ne referim concret aici la fenomene precum încărcarea 
masică, încălzirea neuniformă, scufundarea parţială într-un fluid vâscos sau microdeformaţiile 
geometrice. Un domeniu pe care l-am considerat deasemenea insuficient tratat este cel al 
comportării câmpului electroelastic pe frontiera solidului piezoelectric, în situaţiile când acesta se 
află în contact cu diverse medii. Menţionăm că, pentru uşurinţa analizei matematice, ipotezele unor 
condiţii pe frontieră de tip Dirichlet sau Neuman sunt frecvent folosite, însă acestea anulează din 
start orice încercare de estimare a influenţei mediilor externe asupra frecvenţelor de rezonanţă. Ceea 
ce s-a încercat, şi sperăm reuşit, în acest capitol, este tratarea unitară a majorităţii fenomenelor de 
perturbaţie neuniformă de volum sau suprafaţă prin utilizarea exclusivă a teoriei de perturbaţie 
spectrală liniară în forma sa generală, tridimensională. Rezultatele obţinute sunt în parte originale, 
de exemplu cazul încărcării masice, al microdeformaţiilor geometrice, sau generalizează relaţiile de 
calcul obţinute pe baza aproximărilor uni sau bidimensionale pentru perturbaţii cu o distribuţie 
uniformă; aceasta este situaţia contactului cu un lichid vâscos, cu un fir elastic sau al încărcării 
electrice. Pentru a duce la bun sfârşit acest studiu, au fost necesare o serie de extensii teoretice în 
ceea ce priveşte relaţiile de perturbaţie pentru condiţii pe frontieră disipative de tipul ecuaţiilor 
diferenţiale de ordinul 2 precum şi construcţia unui model de estimare al comportării câmpului 
electroelastic la frontiera dintre solidul piezoelectric şi un corp compozit de tip film subţire-mediu 
exterior semi-infmit. 

Relaţiile de calcul obţinute pentru estimarea influenţei unor factori fizici diverşi, acţionând 
ca perturbaţii în volumul sau pe suprafaţa rezonatorului piezoelectric, pe baza unitară a teoriei de 
perturbaţie liniare, furnizează o demonstraţie analitică unui raţionament fizic intuitiv verificat 
experimental în multe situaţii. Este vorba de următoarea concluzie: 

Deviaţia frecvenţei de rezonanţă a unui rezonator piezoelectric cu undă de volum, datorată 
unui factor perturbator extern, este o funcţie (adesea liniară) de corelaţia ce există între 
distribuţia perturbaţiei distribuţia energiei de vibraţie a modului respectiv, în volumul sau 
suprafaţa cristalului. 
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Prezentăm în continuare desfăşurarea pe paragrafe şi principalele rezultate obţinute în acestea. 

Primul paragraf al capitolului are ca punct de plecare ecuaţiile cuplate elasto-
electromagnetice în solidul piezoelectric, urmează o cale similară celei propusă de Auld pentru 
construcţia relaţiei de reciprocitate electro-elastice, regăseşte expresia de perturbaţie ce derivă din 
aceasta şi extinde rezultatul asupra cazului când condiţiile pe frontieră sunt energetic dispative. 

Cel de al doilea paragraf a fost dedicat în exclusivitate formulării unui model parametric care 
să aproximeze suficient de bine comportarea câmpului elastic la suprafaţa de contact dintre solidul 
piezoelectric şi un film subţire de grosime neuniformă urmat de un mediu omogen semi-infmit, fară 
a genera însă dificultăţi matematice majore de tratare a dinamicii electro-elastice. Studiul propagării 
undelor acustice, într-o aproximaţie local unidimensională şi un regim armonic permanent, pentru o 
astfel de structură compozită, a permis deducerea relaţiilor de legătură între tensiunile şi deplasările 
elastice generate de aceste unde la interfaţa dintre solidul piezoelectric şi filmul subţire. O serie de 
aproximaţii rezonabile, relativ la grosimea filmului subţire şi impedanţa mediului exterior, au permis 
simplificarea acestor relaţii până la un polinom de ordinul 2 în pulsaţia regimului armonic. Trecerea 
în domeniul timp relevă o dependenţă între tensiuni şi deplasări de forma unei ecuaţii cu derivate 
ordinare de ordinul doi ai cărei coeficienţi sunt uşor de interpretat fizic: 

(/)+ a?;,, tensorul inerţial, v,̂  tensorul disipativ 

şi ^ / tensorul elastic. O relaţie similară poate fi considerată a modela comportarea câmpului electric 

pe frontieră: 0 +4// + + = O 

Mulţimea valorilor a?;,̂  , v̂ ^ , k^i şi R, U C constituie setul de parametrii cu ajutorul cărora 
se aproximează comportarea câmpului elastic la suprafaţa solidului piezoelectric. 

Ceea ce se studiază în detaliu pe parcursul paragrafului 2.3 este situaţia în care parametrii ce 
influenţează spectrul rezonatorului , şi Iq devin, datorită unor perturbaţii fizice neuniform 
distribuite în volumul sau suprafaţa rezonatorului, funcţii de coordonatele spaţiale. Concret, sunt 
analizate perturbaţiile neuniforme datorate câmpului termic, elastic sau electric staţionar, condiţiilor 
pe frontiera şi deformaţiilor geometrice slabe. Pentru fiecare din acest caz sumarizăm în cele ce 
urmează trăsăturile esenţiale. 

a) perturbaţia termică neunifotwă - este afectat setul parametrilor de material 
Este dedusă expresia generală de perturbaţie corespunzătoare acestei situaţii şi particularizată pentru 
rezonatoarele pe substrat de cuarţ (sau izomorfe) în tăietura Y rotită. Se demonstrează astfel 
influenţa distribuţiei termice transversale ca un factor suplimentar de perturbaţie alături de 
gradientul termic lateral, caz analizat de A. Budura în [10]. 

b) perturbaţiile generate neliniar de câmpuri elastice sau electrice staţionare supra-impuse 
vibraţiilor electroelastice este afectat setul parametrilor de material I^j 
A fost pusă în evidenţă expresia generală de perturbaţie ce apare în acest caz, ca fiind o funcţie de 
distribuţia câmpului staţionar în volumul cristalului şi de tensorii de material neliniari. 
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c) perturbaţii ale con Jitiilor pe frontier-ă - este afectat setul parametrilor de material 
c\)parametrii mecanici 

cil) depunerea masică neuniformă 
Se demonstrează analitic regula acceptată empiric ce definea senzitivitatea locală în fi-ecvenţă pentru 
depunerile suplimentare de masă pe suprafaţa activă de oscilaţie a rezonatorui ca fiind proporţională 
cu densitatea energiei de vibraţie la fi-ontiera solidului piezoelectric. 

cl2) contactul cu un fluid vâscos 
Sunt deduse relaţiile ce estimează modificarea fi-ecvenţei de oscilaţie şi factorul de calitate al unui 
rezonator aflat în contact total sau parţial cu un fluid. Este regăsită şi generalizată pe această cale o 
expresie de estimare a deviaţiei frecvenţelor de oscilaţie pentru rezonatoare pe substrat de cuarţ într-
o orientare cristalografică, expresie dedusă în [44] pornind de la un model de calcul direct 
unidimensional. 

cl3) contactul cu un fir elastic 
Este explicată analitic, într-o manieră preponderent calitativă, corelaţia, pusă în evidenţă 
experimental, între zona de contact a firului, densitatea energiei de vibraţie în acea zonă şi deviaţia 
frecvenţelor proprii de oscilaţie. 

c2) parametrii electrici 
Perturbarea condiţiilor pe frontieră electrice poate fi socotită a fi preponderent uniformă pentru 
frecvenţele uzuale de lucru. Paragraful dedicat acestui subiect a fost introdus pentru a demonstra 
concordanţa şi în această situaţie a rezultatelor de predicţie obţinute cu ajutorul relaţiilor de 
perturbaţie liniară cu datele experimentale. S-a demonstrat pe această cale relaţia de inegalitate ce 
există între frecvenţa de oscilaţie corespunzătoare unui scurtcircuit electric şi cea proprie golului 
electric. Relaţia este larg acceptată în practică, este aproximată de modelul unidimensional al 
plăcilor piezoelectrice însă, după cunoştiinţa autorului, nu avea o explicaţie analitică generală pentru 
o geometrie tridimensională. 

d) perturbaţii generate de modificarea uşoară a geometriei rezonatorului - este afectat setul 
parametrilor de material 
Această situaţie este abordabilă prin aplicarea unei schimbări curbilinii de variabila domeniului 
piezoelectric deformat şi revenirea, ca domeniu de calcul, în volumul iniţial, neperturbat. Pentru 
deformaţii având o parte neliniară mult mai mică decât cea liniară (dar nu neglijabilă) se echivalează 
prin această schimbare de variabilă perturbaţiile geometrice cu perturbaţii ale parametrilor de 
material . Analiza de perturbaţie ce se efectuează pentru un rezonator pe substrat de cuarţ în 
orientare / rotită pentru deformaţii ale suprafeţei de tip lenticular, duce la concluzii ce, calitativ, sunt 
în concordanţă cu intuiţia fizică a fenomenului de capcană energetică. Expresia de perturbaţie astfel 
dedusă apare ca o funcţională dependentă de deformaţia suprafeţelor active de vibraţie. Această 
funcţională face posibil un calcul ce vizează maximizarea deviaţiei de frecvenţă pentru un anumit 
mod de oscilaţie precum şi aflarea suprafeţei optime din punct de vedere al ecartului între o 
frecvenţă fundamentală de oscilaţie şi modurile adiacente parazite. Calculul comparativ al ecartului 
de frecvenţă efectuat pentru o suprafaţă optimală şi una uzuală, lenticular sferică, a furnizat diferenţe 
nesemnificative, demonstrând pe această cale quasi-optimalitatea formei lenticular sferice. 
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Capi to lu l 3 Studiul ecuaţiilor electroelastice hiperbolice şi teoria de 
perturbaţie asociată acestora 

Pe parcursul acestui capitol, se va introduce un sistem de ecuaţii hiperbolice 
pentru studiul dinamicii electroelastice în solidul piezoelectric. Vom ajunge la 
această formă de analiză alternativă sistemului clasic prin renunţarea parţială la 
ipoteza câmpului electric irotaţional. 

Studiul acestei ecuaţii într-un mediu piezoelectric infinit va demonstra 
concordanţa foarte bună a soluţiilor (undele plane) din domeniul acustic cu cele ce 
se obţin prin rezolvarea ecuaţiilor electroelastice clasice. 

Analiza acestui sistem de ecuaţii într-un domeniu piezoelectric finit având condiţii 
pe frontieră ce nu au un caracter dinamic relevă situarea acestuia într-un caz 
quasi-clasic al ecuaţiilor fizicii matematice pentru care există o teoremă de 
existenţă şi unicitate a soluţiilor in domeniul timp. 

Caracterizarea spectrală a operatorului electroelastic specific sistemului de ecuaţii 
având condiţii pe frontieră de tip variaţional (B), conduce la dezvoltarea unei teorii 
de perturbaţie riguroasă şi completă ce permite scrierea explicită a estimatorilor de 
ordin superior pentru frecvenţele proprii perturbate. 
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§3 .1 Motivaţia acestui capitol 

Modul de definire al dipolului electric elementar în celula cristalină pune imediat în evidenţă 
dependenţa acestuia de distanţele inter-atomice ce structurează unitatea cristalografică. Orice 
deformare a celulei ce este însoţită de o variaţie accelerată în timp a dipolului electric generează o 
excitaţie cuantică colectivă în reţeaua cristalină - polaritonul - sub forma unei unde cuplate elasto-
electromagnetice. Aceasta se întâmplă la un nivel microscopic de analiză. O condiţie suficientă 
pentru ca acest cuplaj să aibă coerenţă la scară microscopică este ca celula cristalină să nu posede o 
simetrie cu centru de inversie. Această proprietate cristalografică este definitorie pentru fenomenul 
de piezoelectricitate. Datorită gradului foarte mic de interacţiune între partea elastică şi cea 
electromagnetică a undelor cuplate, atât la nivel microscopic cât şi macroscopic, o aproximaţie 
comodă din punctul de vedere al analizei matematice o constituie ignorarea cuplajului şi studiul 
decorelat al câmpurilor. Privită din perspectiva interesului preponderent către ramura acustică sau 
electromagnetică a câmpului sau a concordanţei între rezultatele modelării şi datele experimentale, 
această ipoteză este în marea majoritate a cazurilor motivată. Atunci când însă, o astfel de 
aproximaţie nu este rezonabilă sau este exclusă din start de natura problemei ce se studiază (de 
exemplu dispozitivele piezoelectrice sau polaritonii) analiza matematică devine deosebit de 
complexă şi greoaie. în astfel de situaţii se speculează diverse proprietăţi precum caracterul quasi-
irotaţional al câmpului electric pentru partea acustică a dinamicii electroelastice sau diverse 
proprietăţi geometrice ce reduc caracterul tridimensional al problemei. Abordarea generală a 
problemei de elasto-electromagnetism în solidul piezoelectric, fară a recurge la simplificări, este de 
dată recentă [58] sau [27] şi ea nu reuşeşte să treacă de un anumit nivel abstract. în aceste studii 
legătura între partea matematică şi cea fizică a analizei este mult mai puţin vizibilă decât în cazul 
elastic sau electromagnetic. Formalismul propus de Mindlin sau Auld şi prezentat în primul paragraf 
al celui de al doilea capitol este intuitiv fizic, permite deducerea unor rezultate importante precum o 
teoremă de reciprocitate sau unicitate a câmpului cuplat şi relaţiile de perturbaţie liniare. 
Dezavantajul major al acestei abordări îl constituie includerea relaţiilor divD = O şi divB = O în 
mulţimea de definiţie a problemei din acest motiv o analiză mai fină sau dezvoltarea unor algoritmi 
numerici nu este posibilă. O serie de rezultate fundamentale precum ortogonalitatea modurilor 
elasto-electromagnetice, o funcţională Lagrange sau caracterul simetric al operatorului de undă se 
deduc în [58] dar, în opinia autorului, modul de definire al variabilelor de stare face greu intuibile 
semnificaţiile fizice ale modelui iar dezvoltarea unui algoritm numeric dificilă datorită dimensiunii 

foarte mari a spaţiului de lucru al ecuaţiei - o submulţime a lui Redăm în cele ce urmează 
definirea ecuaţiei de piezoelectromagnetism aşa cum este ea prezentată în [58] pentru un regim 
armonic permanent de pulsaţie s, 

^ (1) 

cu notaţiile: 

, du, 
dx. dx. 

divD-E-VipJ-VxÂ-VxH, 

a z 9 5 a z 
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Funcţia de entalpie a procesului piezoelectromagnetic se defineşte astfel: 

De remarcat că operatorul M nu este inversabil, această particularitate prezentă şi în cazul 
ecuaţiilor piezoelectrice clasice face improbabilă continuarea analizei matematice mai departe de 
rezultatele amintite. Să amintim că ecuaţiile necuplate ale elasticităţii liniare sau ale 
electromagnetismului într-un volum finit pot fi ambele privite sub forma abstractă i// = Ii/ / , cu L un 
operator autoadjunct şi pozitiv definit. Pentru această ecuaţie există dezvoltată o teorie completă 
plecând de la teorema de existenţă şi terminând cu relaţiile de perturbaţie de ordin superior celui 
liniar. 

Fie că se abordează studiul câmpurilor cuplate în maniera propusă de Mindlin şi Auld fie se 
încearcă prin ecuaţiile anterioare, dificultăţile atât teoretice cât şi numerice sunt imediate şi o metodă 
generală şi facilă de a le trata încă nu există. De ce totuşi interesul pentru acest domeniu al 
piezoelectromagnetismului chiar pentru aplicaţii în care interesează predominant partea acustică a 
fenomenului'^ în această situaţie, aproximaţia câmpului electric quasi-staţionar împreună cu ecuaţiile 
clasice în //̂  şi 0 dau rezultate de predicţie excelente. Răspunsul, în opinia autorului, este că, alături 
de un nivel evident mai fin de cunoaştere a realităţii fizice, o serie de aspecte teoretice incerte 
asociate modelului electroelastic clasic de studiu motivează găsirea unor modele de analiză care să 
apropie abordarea dinamicii cuplate elasto-electromagnetice de ecuaţia abstractă amintită a undelor. 
Referindu-ne acum la aspectele teoretice mai puţin clare, ele pun în discuţie concret, absenţa unei 
teoreme de existenţă a soluţiilor, incertitudinea completitudinii spaţiului liniar generat de modurile 
proprii de vibraţie electroelastice, modul de deducere al funcţionalei Lagrange şi dificultăţile legate 
de construcţia relaţiilor de perturbaţie de ordin superior. 

Prin cele expuse am reuşit, sperăm, să motivăm interesul pentru dezvoltarea unui set de 
ecuaţii de modelare a câmpului elasto-electromagnetic în solidul piezoelectric, ecuaţii care să 
reprezinte o soluţie de mijloc între uşurinţa interpretării fizice, a analizei matematice implicate şi a 
posibilităţii de a dezvolta algoritmi numerici. Fără îndoială, există mai multe soluţii la acest 
deziderat. întrucât subiectul tezei este legat în general de manifestarea în domeniul acustic a 
vibraţiilor piezoelectrice studiul ce îl vom desfăşură în acest ultim capitol este dedicat găsirii unui 
compromis între a nu neglija total cuplajul elasto-electromagnetic şi a ajunge totuşi, printr-o serie de 
aproximaţii rezonabile fizic, la un sistem de ecuaţii comprehensibil matematic şi compatibil cu 
condiţiile pe frontieră uzuale. Pe această cale, vom reuşi formularea unui sistem de ecuaţii hiperbolic 
în aceleaşi mărimi de stare //, si (p precum sistemul clasic, sistem ce admite o exprimare sub forma 
unei ecuaţii abstracte \j/ = I i / / , cu L un operator pozitiv definit. Faptul că acest model de analiză 

conduce la rezultate corecte în ceea ce priveşte comportarea câmpului electroelastic în zona 
vitezelor de undă acustice ne conferă confidenţa în sensul său fizic cel puţin pentru acest domeniu de 
viteze al undelor cuplate. Principalul avantaj al acestui model teoretic constă în posibilitatea 
integrării studiului ecuaţiilor de dinamică electroelastică în formalismul cunoscut al ecuaţiilor de 
undă uzuale. Deducerea unei funcţionale utile în analiza spectrală şi formularea expresiilor de 
perturbaţie de ordinul I (aceasta identică cu cea clasică) şi II sunt cele două consecinţe majore ale 
acestei integrări. 
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§3 .2 Ecuaţiile electroelastice de tip hiperbolic 

în acest paragraf este propusă şi motivată fizic o formă hiperbolică pentru 
ecuaţiile electroelastice într-un solid piezoelectric. Aceste ecuaţii le vom deduce 
renunţând la ipoteza câmpului electric irotaţional, admiţând doar necuplarea 
câmpului elastic cu potenţialul magnetic vector. 

Pentm claritatea expunerii reluăm legile fundamentale pentru câmpul electromagnetic şi cel 
elastic (notaţiile sunt identice cu cele utilizate pe parcursul lucrării): 

Ecuaţiile de câmp electromagnetic Ecuaţiile câmpului elastic 

dB 
dt 

d f 
dt ^ 

- dD ^ ^ 
/ + — = V X // 

dt 
dp. 
dt 

VB=0 

' dt 

+ V 
du] 
St) 

= 0 

Vibraţiile elastice le vom presupune suficient de mici pentru a ignora deformaţiile de volum 
induse. Aceasta implică neglijarea legii de conservare a masei şi considerarea densităţii masice ca 
fiind constantă în timp 

Relaţiile de material le admitem a fi liniare şi independente de timp (fară pierderi): 
dUf. du, 
dx, 

\ ' ^ / 

Pentru început, vom deduce ecuaţiile cuplate pentru câmpul elastic şi câmpul electromagnetic 
utilizând ca variabile de stare elongaţiile elastice //, şi potenţialele câmpului electromagnetic0 şi A : 

dÂ - -
/ ' ;=-V0 , B-VxA considerând ca şi sistem canonic de referinţă sistemul în care tensorul 

dt 
dielectric are forma diagonală. 

Pentru partea electromagnetică a relaţiilor cursul expunerii urmează calea clasică a deducerii 
ecuaţiilor în variabilele de potenţial pentru mediile izotrope fară proprietăţi piezoelectrice [41]. 

d'u dT ' 
a) relaţia iniţială — 

df dXj 

dx, dx, ' dx, dx. dt 
J J J 

a) relaţia finală 
d-ti, d .dA, d'u, d-(p 
dt' dt'd. dx^dx, ' dxjdx, 

(1) 
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bl relaţia iniţială VxB = ^i + fi^^ 
dl 

dD 

^ dA^ du ^ 
F F -A-P 
^dx^ ' dt " " d x , 

V X V X /} = -AA + grad{divA) = fjJ + n 
ot 

d^A, , d du^ d dA, 

d^Aj 1 ej^ d d II 1 d(t> j. 
dt' ^ dx, dt dt 

O etalonare Lorentz clasică nu este posibilă în solidul anizotrop. Ea ar implica satisfacerea 
simultană a următoarelor trei condiţii distincte pentru cazul general (clasa cristalografică trigonală): 

d(p 
div A+ue„ — = 0 

" dt 

Consideram insa adevarata relaţia: divA+ae„, -—= O cu = == 
dt 3 

b) relaţia finală 

Aj 1 d du, \ d0 1 1 jj 
A 4. - — 3 — + ( div A + 3 ^ ) +[( )divA]=-^ 2 

dt' ^ dx, dt dt //e^ M f . £jj 

c) relaţia iniţială V D 

j 
d'0 _ d dA d'u, 

J J y * 

J J ^ J 

sau, cu etalonarea admisă: 
c) relaţia finală 

în consecinţă, sistemul de ecuaţii ce descrie câmpurile cuplate elastic-electromagnetic are 
următoarea formă: 
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d'n, , S d dhi, f , 
dr dt p„dx^dx, f)„dx^dx, p„ 

d'A. 1 
-AA. •jh 

dr ^e^ ' e^ dx, dt ^e^ ^e 

d'u. 

-)divA=^ (11) 

dr iieldx] ^eldx^dx, dt dx^ jie 

Un caz remarcabil este cel al cristalelor piezoelectrice cu simetrie cubică: GaAs, InSb, Te care 
din punct de vedere al tensorului dielectric sunt izotrope: e,, = = ^33- Pentru acestea, sistemul de 

ecuaţii anterior ia o formă mult mai simplă: 
dA,.. 

dt' p„dXj dt p„.dxjdx, p„dx^dx, p„ 

d'A 

dt' 
-AA. 'Jh 

e„ dx,. dt e 
JJ 

(5) 

<9-0 ^^ V d ' u , 
JJ 

Pe 
dr ^eldx] ^eldxdx, 

Pentru cristalele din clasa tetragonală precum cuarţul sau izomorfe ale acestuia AIP04 şi 
GaP04, două dintre valorile tensorului dielectric în forma diagonală sunt egale. Prima aproximaţie ce 
o vom impune ecuaţiilor (4) constă în neglijarea termenilor corespunzători etalonării Lorentz ce 
provin din existenţa a trei valori distincte e^ . După cum vom demonstra în continuare această 

aproximaţie va avea o foarte mică influenţă asupra ramurii acustice a undelor cuplate; ea va afecta 
doar partea optică a acestora prin ''izotropizarea" materialului în domeniul optic. Cele ce urmează vor 
clarifica aceste afirmaţii. 

Relaţiile ce se obţin prin neglijarea existenţei valorilor distincte în tensorul dielectric diagonal 
sunt identice cu cele exacte pentru clasa cubică cu singura diferenţă de notatie s 

Vom căuta soluţiile sistemului (5) sub forma undelor plane ce se deplasează în direcţia 

Jj Pe versorului n = {n^.n^ji^) în ipoteza excitaţiilor de volum nule: 

/ -
rn 

V 
^A-P.f 

rn 
t -

rn 
t - func ţ i a / fiind funcţia de undă 

Sistemul în necunoscutele vectorilor de polarizaţie(/?,' pi p\ p] p\ p^) este 

următorul: 

a: 
H j f f , 

Pl- ^Jul'IL 
Pn. V 

j th , 
PA-——PU-

1 n 
V 

P^ 

pe^ V 

Pl-

(6) 

Hjfh P,= 0 
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Soluţiile nenule pentru acest sistem se obţin dacă determinantul acestuia este nul. Rezolvarea 
ecuaţiei (7) oferă vitezele de undă pentru excitaţiile cuplate elasto-electromagnetice. 

1 -

p y 
py-

f „ V 

f - V 

1 -

py-

p y 

y 

py 
py 1 -

e„v 
l i i i^t . 

1 -

O 

o 

O 

O 

1 -
1 

o 

P.v p y 

Pn.^ P.v- p y 

p y 
1 0 

1 - ' , 

0 0 
y 

0 

1 - ' , 

0 0 

0 

0 

1 - ' , 0 0 

1 -
1 

= o (7) 

Vom analiza calitativ ecuaţia seculară (7) pentru a descrie spectrul de viteze al excitaţiilor 

elasto-electromagnetice. Să presupunem pentru început că v = 
l 

In această situatie 

determinantul este nul întrucât ultima linie poate fi scrisă ca şi o combinaţie liniară a precedentelor 
trei linii: 

MV e„v ney 
Să presupunem că pentru această valoare proprie pe care convenim să o notăm cu v̂  undele 

plane ce se propagă sunt pur electromagnetice: p[ = O. Verificăm dacă această ipoteză conduce la 
soluţii nenule pentru componentele câmpului electromagnetic. Sistemul de ecuaţii ce se obţine este 
următorul: 

(8) 

Soluţiile acestui sistem sunt k "k • 1 
Pa=— Şl P0 

în consecinţă, în cristal va exista o undă electromagnetică pură, necuplată cu câmpul elastic, 

ce se propagă cu v,̂  şi polarizatiile p^ = - l în orice direcţie. Să remarcăm coincidenţa 
v„ 

acestui rezultat cu cel ce se obţine în studiul propagării undelor electromagnetice într-un mediu fără 
proprietăţi piezoelectrice. Neglijarea valorilor distincte e^ pentru tensorul dielectric în expresia 

provenită din etalonarea Lorentz a condus la un caracter izotrop al cristalului pentru aceasta ramură 
pur optică a soluţiilor sistemului (7). Această undă, evident ipotetică, s-ar propaga în cristal ca o 
medie între cele trei unde electromagnetice reale existente în cristalul anizotrop. 

Găsirea celorlalte valori proprii nu mai este posibilă pe cale analitică; în cazul cel mai general 
vom avea 6 valori distincte pentru undele cuplate elasto-electromagnetic. Considerând efectul 
piezoelectric ca fiind o perturbaţie a cazului pur elastic şi electromagnetic se pot exprima însă aceste 
valori în funcţie de viteza optică v,, şi valorile proprii ale matricii acustice 
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py 
py-

Pn/' 

1 -
Pn.^-

Pr,y-

py 
py 

1 -

(9) 

Să notăm cu cele trei viteze pur elastice ce apar. Dacă privim determinantul 
matricii (7) ca fiind o funcţie de valorile tensorului piezoelectric pentru o direcţie de propagare n 
bine definită, vom obţine rădăcinile polinomului caracteristic sub forma: v' = cu r=1...7. O 
formă alternativă în care putem exprima aceste funcţii este următoarea: 

— cu ^^ g ( o , e J (10) 

Vectorul vitezelor în absenţa cuplajului piezoelectric este v(o)= ( v ^ , v i t e z a 

optică fiind o rădăcină quadruplă. O expresie analitică mai explicită pentru ) este însă dificil de 

găsit dacă nu imposibil chiar făcând apel la programe de calcul simbolic. Prin diagonalizarea 
numerică a matricii (7) pentru câteva cristale piezoelectrice uzuale într-o orientare cristalografică 
arbitrară se constată apariţia a 6 valori proprii distincte în afara celei corespunzătoare undei 
electromagnetice pure (piezoelectricitatea ridică degenerarea rădăcinii optice quadruple) şi gruparea 
vitezelor de undă în două zone distincte. Prima zonă este cea în care 3 unde colective elasto-

electromagnetice se propagă cu viteze superioare însă apropiate vitezelor acustice ^j)- Cea de 

a doua zonă se află în vecinătatea vitezei electromagnetice v^, mărginită superior de aceasta. Dacă în 

locul tensorului piezoelectric în matricea (7) înlocuim aceste valori cu e - ) şi 

diagonalizăm matricea astfel obţinută se determină pentru exemplele investigate o margine 
superioară şi inferioară de localizare pentru vitezele de undă : 

vitezele cvasi-acustice v' g 
/ / 0 \ \ / 

/y " 
\ 

v' v' 1 + p şi vitezele cvasi-optice g 1 p 
\ 

c 
\ / / \ 

c 
\ / / 

De notat că un rezultat similar apare în teoria polaritonilor [38]. 
Figura 1 prezintă intuitiv dispunerea vitezelor de undă pentru excitaţiile colective elasto-

electromagnetice în raport cu vitezele acustice şi viteza optică. 

mmmmmmmmmmmm zon^ optică 

Zona cvasi-optica 

Zona cvaa-acustică « 10^ ^ / s : 

] Zona acustică 

Figura 1 11 tezele de unda ale excitaţiilor colective elasto-electromagnetice intr-im cristal piezoelectric 

119 

BUPT



Această distribuţie a vitezelor feste în concordanţă cu rezultatele obţinute în [38]; în această 
lucrare, punctul de plecare în analiză este însă un sistem de ecuaţii în variabilele 

Modelului teoretic prezentat este necesar a i se face o importantă corecţie întrucât undele 
corespunzătoare ramurii cvasioptice a spectrului de viteze sunt practic inexistente pentru frecvenţele 
uzuale în electronică. Această discrepanţă apare datorită ignorării pierderilor energetice în volumul 
piezoelectric. Renunţând la această ipoteză şi privind relaţiile de material ca fiind convoluţii, pentru 
un regim armonic permanent am obţine prin analiza determinantului (7) o imagine mult mai veridică 
asupra propagării undelor cuplate elasto-electromagnetic. Rezultatul acestei analize este intuitiv şi nu 
mai reluăm un raţionament similar cu cel expus până acum: ramura corespunzătoare regiunii 
cvasioptice a spectrului de viteze este atenuată până la dispariţie întrucât vibraţiile elastice nu pot 
urmări fară pierderi foarte mari dinamica electromagnetică în aceasta zonă de viteze. Mai concret, 
dacă considerăm a fi dispersivă doar legătura între tensiunile şi stressul elastic, 

S,.i-ej^^jE,^., pentru vitezele de variaţie specifice propagării electromagnetice T,. = ^ijki '^'Hijki dt 
dS 

termenul disipativ - z f - ar fi net dominant faţă de cel proporţional. 
ot 

Să revenim acum la sistemul (5) în forma sa generală şi să încercăm să suprimăm într-o 
manieră artificială, fară a recurge la exprimarea convoluţională a relaţiilor de material, undele 
cvasioptice. Acest artificiu îl putem realiza doar dacă renunţăm la cuplajul între potenţialul magnetic 
vector şi câmpul elastic. Această supoziţie chiar dacă matematic pare a fi pentru început arbitrară ea 
poate fi motivată fizic, fenomenul piezoelectric fiind un fenomen ce cuplează direct doar componenta 
electrică a câmpului electromagnetic de câmpul elastic. Ceea ce obţinem sunt două sisteme de 
ecuaţii. Primul, în aceleaşi variabile (//, ,0 ) precum sistemul clasic de ecuaţii piezoelectrice va 
modela cu acurateţe comportarea câmpului electroelastic în domeniul acustic iar cel de al doilea 
sistem redă corect caracteristicile de propagare ale câmpului electromagentic în cristalul anizotrop. 

d'uj 
dr dxdx^. dx,dx. 

(10) 

2 d '^cf) d^cp 
dx^dx, ' dx^dx, 

şi ^ (11) 
dr ^e^ e^ 

Sistemul (10) este identic cu sistemul ecuaţiilor piezoelectrice clasice până la termenul 
d'(t> 

f i e l — r , termen ce îl putem privi din punct de vedere strict matematic ca un termen de perturbaţie 
dl-

d'd) d'u 
foarte mic adăugat ecuaţiei -e ^ - — - — — P , ce se obţine din relaţia de conservare a 

sarcinii electrice în ipoteza câmpului electric quasi-stationar. Rămâne să demonstrăm că soluţiile 
acestui sistem redau corect realitatea fizică cel puţin în zona acustică a fenomenelor electroelastice. 
Pentru aceasta, consideram un mediu piezoelectric infinit şi comparăm undele plane ce le obţinem ca 
şi soluţii ale acestui sistem cu soluţiile ecuaţiilor piezoelectrice clasice. 
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în ipoteza excitaţiilor de volum / nule şi a propagării undelor plane într-o direcţie 

arbitrară dată de versorul ii = soluţiile sistemului (10) sunt de forma: 

= Puf 
rn t- <l> = P^f 

rn t- funcţia/f i ind funcţia de undă. 

Sistemul de ecuaţii liniar în necunoscutele vectorilor de polarizaţie (pi ) este 

următorul: 

Pm P'u - Ctjki Pu - ^kji = O 

njn„ rijn^ 
(12) 

Anularea determinantului caracteristic acestui sistem furnizează vitezele şi polarizaţiile 
undelor electroelastice. Să comparăm acest determinant cu cel ce oferă vitezele şi polarizaţiile 
undelor electroelastice în cazul ecuaţiilor piezoelectrice clasice. 

-e 

^ kji 
2 

V • V 

determinantul sistemului (12) 

Pm-c , 

'kn 

N ^ N , 

'JKL 2 ^KJI 2 
V V 

N ^ N . 

2 ^KJ 2 
V V 

determinantul sistemului clasic 

Valorile mărimii 
1 

V 
pentru care determinantul sistemului clasic se anulează sunt 

O, 
1 

vitezele v, fiind vitezele celor trei unde electroelastice ce le-am descris la începutul 

paragrafului 2.2. Termenul j i e ^ ^ c t apare în plus în determinatul sistemului (12) are o valoare 
foarte, foarte mică relativ la celelalte valori ale determinantului; privit ca o simplă perturbatie a 

^ 1 ^ 
determinantului clasic acesta va conduce la o alterare insignifiantă a valorilor O," 

V, 
. In general, ne 

aşteptăm la apariţia a 4 valori distincte pentru rădăcinile \ şi anume 
J _ 1 

d m cu: 

1 

lA '.a 

ramura corespunzătoare domeniului optic 

ramura corespunzătoare domeniului acustic 

Calculele numerice efectuate pentru un cristal de cuarţ şi GaAs relevă o foarte bună 
concordanţă ce există între valorile vitezelor electroelastice calculate pe baza acestui sistem şi cele 
clasice. Figura următoare prezintă valorile vitezei electroelastice pentru modul transversal lent C ce 
se propagă într-un cristal de cuarţ, valori calculate pe baza ecuaţiilor clasice şi alăturat diferenţa ce 
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există între acestea şi vitezele calculate utilizând determinantul sistemului (12). Domeniul unghiurilor 
de orientare cristalografică 6 şi (p acbperă complet cristalul. Forma de variaţie a acestei diferenţe 

precum şi valoarea sa predominantă de aproximativ 10"' relevă mai degrabă erorile cvasialeatoare ale 
algoritmului numeric decât o eroare semnificativă şi sistematică. 

I 10 

I 'itcza modului transversal lent in cuart 

ungh ui f - 2 0 0 -20C 
unghiul t 

Diferenţa între viteza modului C calculată prin cele două 
metode 

Figura 2 

O clarificare din punct de vedere al sensului fizic al sistemului (10) vom obţine printr-o 
schimbare de variabilă. Pentru început, să rescriem acest sistem sub o formă alternativă operatorială 
similară celei utilizate în situaţia ecuaţiilor piezoelectrice clasice. 

(13) 

cu:?] = 

/ \ 
"l 'fA / 

f . ^ x = h 
, M = ^ x = h 

[K \ 

O 
O 
O 

O 

O 
O 

O O 

O O 

P . O 
O 

^ijkl ^ijkl 

Czjkz 
^ijkZ 

- V -

Făcând schimbarea de variabilă: r\=M ' , se obţine următoarea ecuaţie funcţională: 

cu (14) 

matricile având următoarea expresie generală: 
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jk\ ejkx 

Pn. Pm Pm' 

Pn, Pm 

ik\ ^3;* 2 jki 

Pm Pm Pm 

ell^ 

va.jn 

Va2jk2 
^azjki 
-v^jki 

De remarcat faptul că dimensional valorile acestei matrici sunt patrate de viteze: zona 

superioară stânga reprezintă zona vitezelor acustice, termenul viteza optică, iar linia respectiv 

coloana de bordură a zonei acustice este ocupată de elementele de cuplaj piezoelectric ce pot fi scrise 

I ^ ~ IKl ~ IIKI 
sub forma: 

-jh 'ijki - primul factor este chiar tensorul factorului de cuplaj 
|̂c,;a£m V P- V̂ -M 

piezoelectric, cel de al doilea sugerează o viteză acustică iar ultimul este viteza optică. 

Cu aceste notaţii, ecuaţia (14) în variabila ^ poate fi pusă într-o formă similară ecuaţiei 
electroelastice clasice: 

7=1,2,3 

y = 1,2,3 

cu 
Dl = ve,„ 

dx, "'"dx 
(15) 

Se poate uşor verifica că legătura între valorile reale ale tensiunilor elastice şi inducţiei 
electrice T" ,̂ D^ şi mărimile corespunzătoare variabilei ^ , T^j şi o f este dată de următoarele relaţii: 

T^ = , Df = (16) 

Am obţinut şi sperăm, argumentat, un sistem de ecuaţii alternativ pentru studiul dinamicii 
electroelastice în solidul piezoelectric. Aşa cum aminteam în paragaraful ce motiva acest capitol 
avantajul acestuia constă în similaritatea ce o are cu ecuaţia abstractă uzuală a undelor elastice sau 
electromagnetice. Paragrafele următoare vor demonstra caracterul hiperbolic al acestui sistem şi vor 
atinge aspectele importante ale analizei acestuia pentru situaţia unui volum piezoelectric finit. 
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§ 3 . 3 Studiul ecuaţiilor electroelastice de tip hiperbolic pe un domeniu piezoelectric finit 

Paragraful atinge următoarele aspecte în studiul ecuaţiilor electroelastice de tip 
hiperbolic pe un domeniu finit: existenţa şi unicitatea soluţiilor, caracterizarea 
spectrală şi formularea unei funcţionale biliniare utile în calculul modurilor 
proprii de vibraţie. Aceste chestiuni sunt tratate fără a recurge la o dezvoltare 
matematică laborioasă, o serie de rezultate intermediare ce sunt folosite sunt 
demonstrate în capitolul de complemente matematice al tezei. 

Ecuaţiei electroelastice din precedentul paragraf; cu 

^ valabile în volumul piezoelectric, îi vom ataşa pentru început condiţii pe 
dx: '"dx, 

\ / 

frontieră în variabilele şi ^sub forma unor relaţii liniare între acestea fară a avea însă şi 

expresii conţinând derivatele lor. Domeniul piezoelectric Q e î l presupunem fmit, simplu conex 
şi cu frontiera frO. regulată. Vom demonstra că sistemul de ecuaţii electroelastice hiperbolice 
împreună cu aceste condiţii pe frontieră aparţine unui tip de ecuaţii de evoluţie de ordinul doi studiat 
în ecuaţiile fizicii matematice, pentru care există o teoremă de existenţă şi unicitate a soluţiei şi o 
teoremă de caracterizare spectrală care, spre deosebire de cazul clasic, nu face apel la o desfăşurare 
numerică a problemei. 

Notaţiile folosite pentru noţiunile ce au fost definite sau utilizate în capitolele precedente sunt 
neschimbate. 

Condiţiile pe frontieră: 

Fi^ ^frLi = Wy ^ fr^ = ( o partiţie a suprafeţei de frontieră a domeniului. 
l J' 

Câmpul elastic: 
• zona în care sunt specificate tensiuni mecanice nule: 

• zona în care sunt impuse deplasări elastice nule 

• zona legăturii variaţionale de tip elastic. 
ym^c T-T 

T^j {x)n{x) j + (x)u, (x, r) = O, k^^ (x) este o matrice simetrică şi pozitiv definită 

Câmpul electric: 
• zona echipotenţială electric în care există un strat infinit subţire de conductor ideal 
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Pentru această zonă se impun : 
- fie potenţial electric nul 

i r 
V 

0 = 0 

- fie sarcina electrică nulă: 

frCl bfids = O ^ 

- fie o legătură de tip capacitiv între potenţialul şi sarcina electrică: 

I ^ ' = £ e + )= 0} Q > o 

q = - b jids 

• zona dielectrică 
Sunt impuse fie un potential nul fie o sarcină electrică superficială nulă: 

= 0 } 

I F = E FRO. 

Precizarea condiţiilor pe frontiera domeniului Q. pentru câmpul electroelastic conduce la 
delimitarea următoarelor suprafeţe: 

i r ^ ^ r ^ ^ r = • - câmpul elastlc 

u l ^ ^ = frO. - câmpul electric cu = i r u l ^ ^ ^ , = I f u l f 

Sumarizăm formal aceste relaţii în următoarea expresie: Z^^77=Ounde este un operator 

liniar ce acţionează asupra valorilor pe frontieră ale funcţiei T] = (//̂  ,0 ) . Aplicând transformarea de 

variabilă din paragraful anterior: ri=M~^ şi ţinând cont de relaţiile (16) din finalul paragrafului 

precedent ajungem la o ecuaţie funcţională pe frontieră în variabila ^ : A^^ = 0 cu Â ^ = B j M ' 

Concret relaţiile pe frontieră se modifică astfel. 

r - l 2 

partea mecanică: 
P m 

C -1 
• partea electrică: ^ a + q I — — = O u n d e « J = - D^tids 

Cu aceste precizări, ecuaţiile ce determină evoluţia temporală a câmpului elastic şi a 
potenţialului electric în solidul piezoelectric se pot formula astfel: 

(1) 

funcţiile (^„si fiind condiţiile iniţiale ale ecuaţiei. 
Acest sistem de ecuaţii se demonstrează (paragrafele 1 şi 2 ale capitolului 4) a fi echivalent cu 

o ecuaţie funcţională abstractă: 

^ + (2) 

operatorul T fiind identic cu pe submulţimea funcţiilor ^ ce îndeplinesc pe frontieră relaţia 
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Problema spectrală ataşată sistemului (1) se obţine prin anularea funcţiei de excitaţie % şi 
separarea variabilei = î'ntr-o parte temporală şi una spaţială. 

sau Vy/ = Al// (3) 

Caracterizarea soluţiilor ecuaţiei (2) este legată aproape în exclusivitate de proprietăţile 
operatorului . Datorită caracterului specific al acestei analize precum şi implicarea oarecum 
colaterală a acesteia în subiectul tezei o vom prezenta în capitolul de complemente matematice. 

Pentru acest paragraf vom reţine trei rezultate importante referitoare la acest operator: 
i. Operatorul V este liniar şi pozitiv definit: oricare ar fi o funcţie ^ nenulă din 

spaţiul de definiţie al problemei; această proprietate defineşte caracterul hiperbolic al 
sistemului de ecuaţii (1) 

ii. Spectrul operatorului V este finit sau infinit numărabil cu ^ singurul punct de acumulare al 
spectrului (teorema Riesz-Schauder prezentată în paragraful 4.2) 

iii. Funcţionala biliniară ataşată acestui operator v{g ,7])= (V^ ,7]) este pentru (^=7] dublul 

energiei potenţiale asociată undei electroelastice în volumul şi pe suprafaţa domeniului Q, 

4- (p.)"' J... K> Cv, -s-vg, Vfe: }ia + [el^ y X c ; ' r t Vfe:) 
Sc^Z^qO 

sau, după ce revenim în variabilele iniţiale ,0 ) : 

Z Z ^ ^Tu Ĉ  ̂ m̂rt 2 2 

^ Ţ J r - - ~ " energia potenţială doar în volumul piezoelectric 

da 
Sc 

Această proprietate a funcţionalei v de a fi pozitiv definită conduce imediat la unicitatea 
soluţiilor pentru sistemul (3). Daca operatorul F a r fi şi simetric, (absenţa acestei proprietăţi este uşor 
vizibilă în forma matricilor f ), am avea de a face cu ecuaţia abstractă clasică a undelor. Această 

lipsă a simetriei nu conduce însă din punct de vedere al analizei matematice pentru ecuaţia (2) la 
probleme teoretice deosebite, o serie de lucrări dintre care cităm [35] sau [49] oferă o teoremă de 
existenţă şi unicitate a soluţiilor pentru acest tip de ecuaţii abstracte. Marele neajuns, dacă ne putem 
exprima astfel, al acestei asimetrii rezidă în faptul că operatorul F nu este autoadjunct şi de aici 
incertitudinea în ceea ce priveşte o serie de proprietăţi referitoare la spectrul său. Reamintim că în 
cazul operatorilor autoadjuncţi specifici propagării undelor elastice sau electromagnetice spectrul 
acestora este infinit numărabil cu singurul punct de acumulare iar setul funcţiilor proprii 
generează prin combinaţii liniare o submulţime ce aproximează oricât de bine spaţiul de definiţie al 
problemei. în această situaţie a ecuaţiei (2) nu putem afirma decât că spectrul este nevid, finit sau 
infinit numărabil - proprietatea ii. Lipseşte deci certitudinea, foarte utilă într-o serie de dezvoltări 
teoretice (teoria perturbaţiei de exemplu), că funcţiile proprii operatorului V sunt o bază pentru 
spaţiul de definiţie al ecuaţiei. 
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Vom trece în cele ce urmează la analiza ecuaţiilor electroelastice de tip hiperbolic admiţând 
ca şi condiţii pe frontieră ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul 2 între şi (p de forma celor 

ce le-am utilizat pe parcursul capitolului precedent. Pentru a păstra o expunere concisă vom da aceste 
condiţii pe frontieră direct în mărimile corespunzătoare variabilei ^ . 

Condiţiile pe frontieră: 

Câmpul elastic: 

=oj 
' mec 
"u 5. e n fra 

Câmpul electric: 

I 

I f = is^ G frQ 

-o] 

Relaţiile impuse câmpului electroelastic pe frontieră pot fi formulate astfel; 

operatorii liniari M , Ni- si K , fiind uşor de identificat din relaţiile de mai sus. 

Cu aceste notaţii sistemul de ecuaţii electroelastic va avea următoarea formă; 

(4) 

Acest tip de ecuaţii (ecuaţii vâsco-elastice abstracte) este investigat în detaliu în [49] sau [35], 
o serie de rezultate ce le-am considerat utile sunt reluate în paragraful l şi 2 al capitolului 4. Pentru 
un operator de vâscozitate pe frontieră nul Nj- = O este posibilă echivalarea sistemului (4) cu o 

ecuaţie funcţională de tipul Ş + Wy/ = f însă între spaţiul de definiţie al funcţiilor y/ şi valorile reale 
(//, ,</)) nu mai există o legătură fizică intuitivă aşa cum exista în cazul prezentat anterior când nu 
interveneau derivatele temporale ale mărimilor de câmp pe frontieră. Cu mai multă uşurinţă se poate 
face însă analiza spectrală a sistemului de ecuaţii (4), această problemă fiind în fapt o generalizare a 
celei descrise în cazul anterior -relaţia (3). Suntem conduşi astfel la o ecuaţie de valori proprii care 
pentru un regim armonic cu pulsaţia .v este identică formal cu ecuaţia (3); 
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V,y/ = X (5 V 

^ / ( •vV = 0 

(\ not 

Un astfel de regim armonic permanent cu o pulsaţie s] = -A^. va avea o flincţie proprie 1//̂  ce 
reprezintă partea spaţială pentru soluţiile ecuaţiei (soluţiile de relaxare): 

Primul şi cel de al doilea paragraf al capitolului de complemente matematice demonstrează 
echivalenţa problemei de valori proprii (3) cu următoarea ecuaţie funcţională: 

V ( ^ , 7 7 e r , r fiind mulţimea de funcţii inclusă în [ I " ( Q ) | pentru care 

problema este bine definită: 

r = ^ e [//, (a)] 
r e i r 

<^,=0 xGif'Kjr; 

/ / , (Q) / e s t e spaţiul Sobolev de ordinul 1 pentru funcţii vectoriale cu 4 componente. 

dT]] d^, dTi; 
' dxjdx,. 

dldri: 
dx dx, dx dx, 

\ ^ ^ / 

dn+ 

^ - • 
da 

met 

(6) 

cu: H:;{x,s)= [k,{x) + v,{x)s-^m,{x)s\ 

) = restricţia funcţiilor ^ pe frontieră - 7 este operatorul de urmă 

Căutarea valorilor şi vectorilor proprii acestei funcţionale nu poate fi făcută decât prin metode 
numerice. înainte de a trece la detalierea acestei metode de căutare numerică, să notăm faptul că faţă 
de metoda Lagrange există un rezultat teoretic referitor la structura discretă a spectrului acestei 
funcţionale (anterior oricărei desfăşurări numerice) pentru situaţia în care coeficienţii de material ce 
modelează pierderile de suprafaţă Rş\ v sunt nuli. în acest caz, pentru rj funcţională veste reală 

şi există cu siguranţă un interval real co^^^) pentru care această funcţională este pozitiv definită; 
pulsaţia a în această situaţie este pur complexă 5 = jco. Ne aflăm în această situaţie în ipotezele 
teoremei Riesz-Schauder ce a fost utilizată şi în caracterizarea spectrală operatorului din ecuaţia 
(3) a începutului paragrafului. 

Metoda de căutare a valorilor şi vectorilor proprii este standard, ea revine la scufundarea 
problemei infinit dimensionale (6) într-un spaţiu finit dimensional a V şi rezolvarea sistemului 

liniar ce rezultă. Cu cât complementul spaţiului în spaţiul V este mai mic cu atât aşteptăm o 
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îndeplinirea condiţiilor pentru funcţiile aparţinând mulţimii V 

aproximaţie mai bună a vectorilor şi valorilor proprii căutaţi. întrucât prin desfăşurarea problemei în 
spaţiul aproximam sunt puse în evidenţă o serie de particularităţi ale acestei metode numerice 
vis-a vis de metoda clasică Lagrange vom expune în detaliu algoritmul de construcţie al matricii 
rezolvente pentru aceasta metodă. 

Să facem o primă observaţie asupra mulţimii de definiţie V şi a spaţiului aproximant F^. 

implică necesitatea ca funcţiile din spaţiul aproximant V^ să se anuleze pe suprafeţele de frontieră 
precizate mai sus. Amintim că în cazul funcţionalei tip Lagrange (§1.3.2) asociată mediului 

piezoelectric mulţimea de definiţie Fera întreg spaţiul Sobolev H^ (Q) / şi nu o restricţie a acestuia 
precum în situaţia de faţă. Din acest detaliu, apare un avantaj al metodei Lagrange întrucât asupra 
funcţiilor ce definesc spaţiul de aproximaţie nu este necesară impunerea niciunei condiţii referitoare 
la comportarea lor pe frontieră. Pentru funcţionala v acest dezavantaj poate fi evitat prin lărgirea 

spaţiului de definiţie la întreg \ Această lărgire necesită impunerea oarecum artificială 
(''oarecum artificială" întrucât din punct de vedere fizic condiţii de încastrare mecanică sau 
scurtcircuit perfect nu sunt posibile) a unor condiţii pe frontieră de tipul: 

pentru XG I Ţ ' 

pentru XG ' met 

"0 

CU valori foarte mari ale coeficienţilor ^^ şi C j astfel încât să impunem valori reduse ale 
deplasărilor elastice respectiv a potenţialului electric în aceste zone. 

Să considerăm o bază • ^ ^ a spaţiului . Un vector arbitrar ^ G V^^ în acest spaţiu se 

N 

scrie ca: = X Pa^ " ' ecuaţia funcţională în spaţiul F^ fiind echivalentă cu următorul sistem liniar 
a=\ 

de ecuaţii: 

a=] 

N 

a = l 
n va 

ydx, dxj dx, dXj , 
+ vo,. 

dxi^ dxj 
ciQ + 

«=i 

.V 

«=1 a = l 

Notaţiile următoare permit o scriere condensată a acestui sistem astfel: 

u dx, dXj 
+ ve kj, dx^ dXj dx;. dXj 

+ V0,. 
'' dx. dx. 

not 

Xrf̂ - + p-jLH^ix.sM^rWnds = KI(s) 
.SVel"" 
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= 0 sau, CU O notaţie matricială: tV^(s}-s'/ = 0 (7) 
a = l 

întrucât spaţiul are o structură cuadridimensională (w,^) , = u F ^ u F ^ uT^ pentru 

componentele elastice şi cea electrică nefiind impuse condiţii la frontieră similare, un mod comod de 
definire a unei baze pe este de a construi o bază separată pentru partea elastică şi o alta pentru 
potenţialul electric. Acest mod de definire a bazei pentru spaţiul F^ conduce la o structură de matrice 
mai simplă pentru fV^. Prin adoptarea unei notatii multiindex pentru numerele a şi termenii nuli 
în structura elementelor şi vor deveni uşor vizibili: 
a = s m = sn\m2m^ 5 = 1...4 = 1...7 
P= rn = sn^rijn^ 

cuantifică structura cuadrimensională a spaţiului F^ 

{nî  modelează structura tridimensională a domeniului Q, 

"7" este numărul de aproximare pe o dimensiune a spaţiului . 

Cardinalul bazei în funcţie de aceste dimensiuni este: 47^ 

Elementele bazei vor fi de forma: 

}'",0,0,0) pentru componenta elastică //̂  - ^ baza pentru F^ 

pentru componenta elastică û  - baza pentru 

( o , O , o ) pentru componenta elastică û  - baza pentru F^ 

(0,0,0,(^4'") pentru componenta potenţialului electric (t> - baza pentru 

ii ^ dx, dXj ' " dx, dXj 
J 

.. •'•̂ r •'in, 

Această detaliere a construcţiei matricii W^ relevă structura de matrice rară a acesteia precum 
şi transmiterea vizibilă a proprietăţilor de cuplaj ale fenomenului elastic de cel electric prin 
intermediul coeficienţilor vt?̂ ,̂, din problema reală (6) formulată în spaţiul V asupra problemei de 

aproximare (7) din spaţiul V^. 
Din punctul de vedere al calcului numeric problema este întrutotul comparabilă cu metoda 

Lagrange, construcţia matricii rezolvente fV̂ ^ este însă mai directă şi facilă. 
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§ 3 . 4 Analiza de perturbaţie a operatorului electroelastic 

în acest paragraf sunt deduse relaţiile generale de perturbaţie pentru ecuaţiile 
electroelastice hiperbolice folosind o metodă specifică ecuaţiilor clasice de undă 
în ipoteza acţiunii perturbaţiei asupra parametrilor de material IM şi ai celor de 
suprafaţă Is. Este regăsită expresia de calcul pentru estimatorul liniar din teoria 
Sinha-Tiersten şi se construieşte în mod explicit cea pentru estimatorul patratic. 

în paragraful 1.4 dedicat prezentării teoriei clasice de perturbaţie Tiersten-Sinha, demonstram 
incapacitatea practică de a ajunge pe baza acestei metode la expresia estimatorilor de ordin superior 
pentru frecvenţele proprii de vibraţie perturbate. Găsirea unui formalism alternativ de descriere a 
dinamicii electroelastice, echivalent cu cel clasic în zona vitezelor acustice, care să permită deducerea 
acestor estimatori într-o manieră cât mai clară şi concisă a fost unul din motivele principale ce au 
generat studiul întreprins în acest capitol. în cele ce urmează, prezentam raţionamentul ce conduce la 
construcţia estimatorului de ordinul întâi şi doi pentru ecuaţiile electroelastice hiperbolice, 
raţionament în care folosim ideea metodei clasice de perturbaţie aplicabilă în cazul ecuaţiilor de undă 
uzuale. Diferenţa majoră ce apare faţă de această situaţie este necesitatea utilizării şi a operatorului 
electroelastic adjunct şi a flmcţilor sale proprii, aceasta datorită absenţei simetriei în operatorul F. 
Pentru a nu încărca excesiv acest paragraf cu un material matematic ce nu este imediat necesar unei 
înţelegeri corecte a analizei ce o propunem, vom deduce în finalul paragrafului 4.1 al capitolului de 
complemente matematice expresiile estimatorilor liniar şi patratic pentru funcţionale biliniare eliptice 
într-o formă generală. în cele ce urmează ne vom concentra cu precădere asupra prelucrării şi 
particularizării acestor expresii în cazul concret al operatorului electroelastic. 

Toate mărimile la care vom face referire în cele ce urmează sunt reale, inclusiv spaţiul Hilbert 

/ / ( Q ) / al flincţiilor vectoriale în care vom aplica rezultatele analizei de perturbaţie dezvohată în 
paragraful 4.1. Această supoziţie este echivalentă cu ignorarea pierderilor în volumul şi pe suprafaţa 
rezonatorului însă a fost necesară întrucât teoria construită în paragraful 4.1 este construită pentru 
funcţionale biliniare reale. 

Să considerăm următoarea problemă de perturbaţie asociată ecuaţiei de vectori şi valori 
proprii (3) din paragraful precedent: 

(1) 

Superscriptul O marchează problema originală, neperturbată iar superscriptul p cea perturbată. 
Alterarea coeficienţilor de material se regăseşte în perturbaţia operatorului . 

d d 

^ jk -
vaS , 

,9. 

va 
va 
va 
- ve 

\jki 
(0) 
ijki 
(0) 

(0) 
jkl 

va 
va 
va 
- ve 

k 
(0) 

(0) 

(0) 
3;̂  3 

(0) 

ve 
ve 
ve 
vo 

(0)̂  
kj\ 
(0) 

(0) 
kj-i 
(0) 

V^ = 
^ Jk 

va 
va' 
va 

2jk\ 
P 3./Â-1 

- ve jk\ 

r{p) ^ c 
5 

\ / 

P \ 

- v e ; . -
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Perturbarea condiţiilor pe frontieră impuse câmpului electroelastic la suprafaţa solidului 
piezoelectric o presupunem a fi parafnetrizată în modificarea funcţiilor transfer mecanic / / J şi 

electric / / ^ Topografia suprafeţelor de metalizare şi geometria volumului piezoelectric le 

considerăm a rămâne invariante de la starea originală la cea perturbată. Formal, am marcat această 
perturbaţie a parametrilor Is în operatorul de frontieră Aj-. 

Ecuaţiile operatoriale ale valorilor proprii (1) sunt echivalente cu următoarele ecuaţii 
funcţionale: 

Vt; e V spaţiul de definiţie al problemei 

Funcţionalele biliniare şi sunt definite astfel: 

dl dTl, ' ,^(0) i i r ^ i i ^ ^ (0) 
" ""dx,dx, ' dxdx, dx,dx, dxdx, K J J K y J K J K J 

mrt 
UlO 

dx^ dx, 
d^.dv, didri. 

ds 

(3) 

(4) 
dx^ dxj. dXj dxj^ 

Deducerea relaţiilor de estimare ale valorilor proprii 

în funcţie de cele originale 

porneşte de la scrierea funcţionalei în flincţie de funcţionala originală şi un 

parametru real /?€ (0,l) astfel: = v̂ "̂  + M v ^d^.dri, dldTi,^ 
'k ^ ^ j 

+ 

dx^dx^ dXjdXi. 

^Tii a ^Vntft '^c 

(5) 

Valorile şi funcţiile proprii perturbate sunt descompuse într-o sumă de puteri ale acestui 
parametru h\ 
X A /7A ; V A ... + Z;'''A ... (6) 

Deducerea expresiilor de calcul pentru coeficienţii Â "̂̂  şi /7=7,2..., în funcţie de 

mărimile presupuse cunoscute în problemă, modificările parametrilor de material şi cei ai 
condiţiilor pe frontieră, urmează paşii unei metode binecunoscute în teoria perturbaţiei aplicată 
operatorilor autoadjuncţi cu invers compact. întrucât funcţionalele v nu sunt simetrice este necesar 
însă să recurgem şi la funcţiile proprii funcţionalei adjuncte (valorile proprii sunt 
comune): 

(1) 
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între aceste funcţii şi cele ale funcţionalei originale existând o relaţie de biortogonalitate 

strict necesară dezvoltării teoriei de perturbaţie: ( " 

Aşa cum aminteam în începutul paragrafului vom prezenta în detaliu această metodă de 
perturbaţie pentru funcţionalele biliniare şi eliptice în paragraful 4.1 al capitolului de complemente 
matematice, în cele ce urmează preluăm doar rezultatele teoretice generale şi le particularizăm pentru 
funcţionala v. 

Estimatorul de ordinul unu şi cel de ordinul doi al problemei de perturbaţie enunţate au 
următoarele expresii: 

(9) 

;(o) .(o) 

Argumentul major în utilitatea practică a acestor relaţii îl constituie posibilitatea aflării foarte 
uşoare a fijncţiilor proprii adjuncte V Ĵ"̂  în funcţie de funcţiile proprii Cele ce urmează vor 
lămuri această chestiune. 

Să scriem desfăşurat funcţionala adjunctă: 

dx, dx^ '' dx^ dx, 
dn, ^ di dn. 

dxdx, dxdx, J K J ^ 

(11) 

Ecuaţiei funcţionale " corespunde următorul sistem de 

ecuaţii: 

(12) 

Pentru a sesiza cu uşurinţă modificările ce apar în mărimile adjuncte faţă de cele originale le 
scriem alăturat pe ambele: 

o •V (n) 

dx, ' " dx, 
(0) va ' 

f C ) -
'^Jk -

va 
va 

1 jkl 
(0) 
2Jk\ 

(0) 
3 jkl 

_,„<»' -ye"> - re"" "<-ikl "-HI '"ik ) 

O dx. '' dx. 

va 

^ Jk ^ 
(o) 

van , 

j 
(u) 

/o) 

(0) 
\jki 
(0) 
Zjkl 
(o) 

va 

ijki 

{o)^ kj\ 
- t i 

(0) 
kji 

(0) 
Jk 

-ve 
ve 

-ve 
vo 

Aceşti operatori provin din relaţiile: t—7], , - ^ D 
dXj ' dXj ' 

d * d * 
respectiv : - — T , — D 

dx^ dx^ 

^ ij "" ̂ ijkl^kl ^kij^'^k- T"* L"'*' 
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Relaţiile pe frontieră (le vom sgrie pentru un regim armonic permanent de pulsaţie 5; acestea 
sunt formal identice însă în variabilele specifice fiecărui caz în parte: 

Câmpul elastic: 

u. = 0 

= 0 

Câmpul electric: 

i r 

i r = .SVen 

frCl 

nil Dncls = O 

<D . = 0 
^ o 

b*nds = O 

DMs D\rids 

= 0 

=0 

Motivul pentru care am detaliat şi condiţiile pe frontieră este de a face vizibil în mod explicit 
acelaşi spaţiu de definiţie V comun atât ftincţionalei v̂ "̂  cât şi Acesta este un subspaţiu al 

spaţiului Sobolev [ / / ' ( Q ) | c u proprietatea suplimentară că funcţiile lui se comportă pe frontieră 

astfel: i r = k ^ = = ^ ^ 4 " ^ = 

Această proprietate împreună cu forma particulară a matricilor V̂ j. ne permite să demonstrăm 

următoarea propoziţie. 

Propoziţie 

Dacă V î̂'̂  = este o funcţie proprie a funcţionalei atunci funcţiile proprii ale 

funcţionalei adjuncte sunt de forma i/zj'̂ ^ = O', . 

Demonstraţia este imediată. 
Să presupunem îndeplinită relaţia V77 = (t]^,7],,773,77Je V 

Forma particulară a funcţionalei v face ca pentru = ' relaţia 

să fie echivalentă cu relaţia presupusă adevarată. Cum funcţia 77 

a fost aleasă arbitrar propoziţia este demonstrată. • 

Cu această determinare a funcţiilor proprii funcţionalei adjunctei, estimatorii liniar şi cel 
patratic vor avea următoarele expresii: 
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1 

. dilj diY ^ 
^ ' ' I Ave,.̂  

JXj 
d f diT, di 

^ N 

dx^ dx^. dx^ dx^ 
d f d f ^^ 
dx. âx^ 

+ — 
P 

ds 
Sc 

Am notat cu funcţiile transformate: u = ^fpu <p = £„yfjl(p. Pentru variabilele originale 

{u,,<p) regăsim relaţia de perturbaţie liniară obţinută în teoria Sinha-Tiersten. 

- y ac;*'"' <!>'"'" o'"*" / ^ C C C ds - (13) 

Pentru estimatorul de ordinul doi se deduce următoarea expresie: 

X*V 

1 
\ 

n (o) n (o) 
A ^ ^ X 

+ 

(14) 

Expresia corecţiei de ordinul doi (14) pentru valorile proprii perturbate nu era disponibilă, 
după cunoştiinta autorului, pentru cazul general tridimensional al ecuaţiilor ce modelează dinamica 
electroelastică în solidul piezoelectric. Teoria prezentată în paragraful 4.1 poate fi extinsă pentru a 
furniza şi estimatorul de ordinul 3, expresia acestuia este disponibilă pentru funcţionale biliniare 
eliptice şi simetrice [30] sau [38] însă pentru cazul specific al ecuaţiilor piezoelectrice acesta ar 
rămâne credem, un rezultat teoretic, fiind foarte greu de aplicat. 

Două observaţii se impun la sfârşitul acestui paragraf Prima este legată de dificultatea 
utilizării relaţiei estimatorului patratic pentru cazul general tridimensional al problemelor de 
rezonanţă piezoelectrică cel puţin pentru capacitatea de calcul numeric actuală. Motivul este uşor 
vizibil şi îl constituie necesitatea aflării funcţiilor proprii teoretic pentru toate modurile posibile, 

practic pentru cele decelabile în spaţiul aproximam V^ finit dimensional pe care se proiectează 
problema generală şi apoi calculul expresiei (14). Pentru cazul unidimensional problema este 
abordabilă din punct de vedere computaţional însă irelevantă întrucât pentru aproximaţia 
unidimensională există soluţii analitice pentru vibraţiile electroelastice. 

Cea de a doua observaţie subliniază rolul formei funcţiilor proprii conjugate V Ĵ'̂  = (u, . 

O analiză atentă sugerează de ce a fost necesară înmulţirea cu - l a relaţiei = 0 pentru 

deducerea relaţiei de perturbaţie plecând de la formula de reciprocitate a ecuaţiilor piezoelectrice 
clasice, s-a ajuns astfel la o formă a ecuaţiei electroelastice clasice similară celei adjuncte din acest 
paragraf O situaţie întrutotul similară apare în deducerea funcţionalei Lagrange. 
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§ 3 . 5 Concluzii 

In paragraful de început al acestui capitol descriam motivele ce au condus la studiul efectuat 
în această parte finală a tezei şi prezentam uşurinţa înţelegerii matematice ce ar decurge din 
reformularea ecuaţiilor ce modelează dinamica electroelastică în solidul piezoelectric într-o formă 
compatibilă cu ecuaţia abstractă a undelor staţionare Y/ = LY/CU L un operator autoadjunct cu invers 
compact. Dacă este posibilă o astfel de reformulare rămâne o întrebare deschisă. Sistemul de ecuaţii 
hiperbolice în necunoscutele la care am ajuns în urma raţionamentului expus în paragrafele 
3.2 şi 3.3 a avut ca idee de pornire găsirea unui compromis între a nu neglija complet cuplajul 
elasto-electromagnetic şi a ajunge totuşi printr-o serie de aproximaţii fizice rezonabile la un sistem 
de ecuaţii comprehensibil matematic şi compatibil cu condiţiile pe frontieră uzuale. S-a ajuns pe 
aceste considerente la un sistem ce are expresia abstractă \J/ = VY/ cu V un operator eliptic cu invers 
compact căruia îi lipseşte însă proprietatea de simetrie. Să reamintim etapele principale ce au condus 
la definirea şi validarea acestui model de studiu pentru vitezele electroelastice din domeniul acustic: 

a) au fost formulate ecuaţiile cuplate elasto-electromagnetice în solidul piezoelectric în 
variabilele//,, Ă (potenţialul magnetic vector) şi 0 . 

b) prin renunţarea la cuplajul dintre partea magnetică şi cea elastică s-a ajuns la sistemul de ecuaţii 
electroelastice hiperbolice 

c) s-a demonstrat echivalenţa până la o diferenţă neglijabilă a vitezelor de undă, din domeniul 
acustic, prezise de acest sistem şi cel clasic. 

Revenind la absenţa simetriei în operatorul de undă V ea se datorează fenomenului 
piezoelectric acesta doar cuplând câmpul elastic şi cel electric. Prin intermediul lui, cele două 
câmpuri schimbă dinamic energie între ele. Nu excludem însă posibilitatea ca, apelând la o 
schimbare de variabilă, operatorul V să poată fi simetrizat. O astfel de simetrizare ar ridica 
incertitudinea ce există asupra generării sau nu a unei mulţimi de funcţii densă în spaţiul de definiţie 
al problemei de către setul de vectori proprii operatorului V. Amintim că o astfel de incertitudine 
face ca atât teoria de perturbaţie clasică dezvoltată de Sinha şi Tiersten cât şi cea propusă în 
paragraful 3.4 pentru sistemul ecuaţiilor electroelastice hiperbolice să fie riguros valabile doar în 
ipoteza în care vectorii proprii perturbaţi se află în subspaţiul liniar generat de vectorii proprii ai 
ecuaţiei originale. 

Alături de o certă uşurinţă teoretică a analizei soluţiilor electroelastice în domeniul timp 
pentru acest sistem de ecuaţii hiperbolice vis a-vis de cazul clasic, proprietăţile operatorului V şi ale 
funcţionalei sale asociate permit calculul numeric al spectrului de vibraţie prin metoda clasică 
Galerkin. Efortul computaţional este similar celui necesar în situaţia utilizării funcţionalei de tip 
Lagrange. Pe această cale este oferit un instrument teoretic de analiză spectrală alternativ singurei 
metode riguroase existente până în prezent. Teoria de perturbaţie construită pe baza acestei 
funcţionale este similară celei dezvoltate pentru funcţionalele eliptice şi simetrice corespunzătoare 
operatorilor clasici de undă ea permiţând deducerea practică a estimatorilor pentru frecvenţele 
proprii alterate de ordin superior celui liniar. în acest sens, în paragraful 3.4 a fost dedusă expresia 
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concretă pentru estimatorul patratic, iar cea pentru estimatorul liniar s-a demonstrat a fi identică cu 
cea cunoscută din teoria Sinha-Tiersten-. 

Vom sintetiza rezultatele obţinute prin teoria ecuaţiilor piezoelectrice hiperbolice în 
comparaţie cu cea clasică şi cea a ecuaţiilor de undă clasice în următorul tabel. 

Proprietăţi Ecuaţiile 
piezoelectrice clasice 

Ecuaţiile piezoelectrice 
hiperbolice 

Ecuaţia clasică a 
undelor elastice 

sau 
electromagnetice 

Teoremă de existenţă 
a soluţiilor 

nu da da 

Teoremă de unicitate 
a soluţiilor 

da da da 

Operatorul de undă 
M - ' L 

M nu este inversabil Continuu, eliptic, invers 
compact 

Autoadjunct cu 
invers compact 

Spectrul Infinit numărabil Infinit numărabil Infinit numărabil 
Funcţiile proprii 

operatorului de undă 
Există ortogonalitate 
între componentele 

câmpului elastic; 
completitudine incertă 

Nu există ortogonalitate; 
există biortogonalitate cu 

funcţiile proprii 
operatorului adjunct; 

completitudine incertă 

Există 
ortogonalitate şi 
completitudine 

în fmal, două observaţii importante se impun referitoare la estimatorii de perturbaţie 
construiţi pe baza acestei teorii. Prima se referă la rolul operatorului de undă adjunct V* în această 
teorie de estimare spectrală şi a formei funcţiilor proprii conjugate V̂ J'̂ ^ = ca unică 

modalitate de a trata proprietatea inerentă de asimetrie a câmpului piezoelectric. Cea de a doua 
subliniază dificultatea utilizării relaţiei estimatorului patratic pentru cazul general tridimensional al 
problemelor de rezonanţă piezoelectrică cel puţin pentru capacitatea de calcul numeric actuală. 
Motivul este uşor vizibil şi îl constituie necesitatea aflării funcţiilor proprii Y j teoretic pentru toate 

modurile posibile, practic pentru cele decelabile în spaţiul aproximam finit dimensional pe care se 
proiectează problema generală. 
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Capi to lu l 4 Complemente Matematice 

Această ultimă parte a lucrării grupează o serie de demonstraţii şi noţiuni 
matematice ce au un caracter colateral subiectului tezei însă au fost folosite ca şi 
rezultate intermediare pe parcursul celor trei capitole anterioare. Este vorba de 
echivalarea sistemelor de ecuaţii eliptice cu o ecuaţie variaţională, existenţa şi 
unicitatea soluţiei ecuaţiei piezoelectrice liniare staţionare, teoria de perturbaţie 
pentru funcţionalele biliniare eliptice şi un studiu asupra soluţiilor ecuaţiei 
piezoelectrice staţionare neliniare de tip patratic. Toate aceste subiecte, cu 
excepţia celui dedicat ecuaţiei neliniare, există într-o formă mai mult sau mai 
puţin apropiată în referinţele de bibliografie matematică citate, efortul şi atenţia 
autorului fiind îndreptate spre a le modifica şi adapta cazului specific al ecuaţiilor 
piezoelectrice. Analiza ecuaţiei staţionare neliniare reprezintă o excepţie şi este un 
studiu pe care autorul nu 1-a găsit in literatura de specialitate, studiu ce îl 
considerăm util întrucât oferă limita maximă a energiei câmpului elastic şi electric 
impus pe frontiera solidului piezoelectric pentru care există o soluţie unică a 
ecuaţiei şi deci aproximaţia cubică a energiei poate fi folosită. 
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§ 4 . 1 Ecuaţii eliptice abstracte 

Prezentăm principalele rezultate în ceea ce priveşte existenţa şi unicitatea 
soluţiilor pentru sistemele de ecuaţii eliptice pe spaţii Hilbert. Acestea reprezintă 
o abstractizare a ecuaţiilor de valori proprii din teoria elasticităţii liniare, a celei 
electromagnetice sau piezoelectrice, sisteme ce pot fi echivalate cu ecuaţii 
variaţionale în care intervine o funcţională biliniară continuă şi eliptică. în final, 
ne vom referi la caracterizarea spectrală a acestor funcţionale şi prezentăm 
teoria de perturbaţie asociată acestora, ducând analiza până la deducerea 
estimatorilor de ordinul întâi şi doi pentru valorile proprii perturbate. 

Cele ce urmează reprezintă ipoteze pentru teorema lui Green generalizată. Această teoremă 
ne va permite definirea riguroasă a operatorilor eliptici abstracţi ce înglobează atât ecuaţiile în 
volum cât şi cele pe suprafaţa de frontieră pentru modelele de studiu ale rezonanţei elastice, 
electromagnetice sau piezoelectrice. 

Fie Tşi H două spaţii Hilbert astfel încât: 
• aplicaţia injectivă canonică V H este continuă 
• r este dens î n / / 
O consecinţă a acestor proprietăţi este următoarea triadă Hilbert: V (z. H = I-Tcz V" 
Fie 7 fi o aplicaţie liniară, continuă şi surjectivă definită pe Fcu valori într-un spaţiu Hilbert B 
astfel încât: 
• Ker{y } = T,, , V^ c V un subspaţiu închis al lui V, Fodens în H 
• aplicaţia definită pe spaţiul cât 7 B păstrează norma = 

/ "/o B 
între spaţiile V^ şi H se poate stabili deasemenea o triadă Hilbert: V^ cz H = f f c : V^' 

Fie a{u,v) :V xV ^Co funcţională sesquiliniară şi continuă. 

Se defineşte ,v) = flO/,v) VveFo, A^ :d(a^)H cu 

D(A,) = {u€v\ \a{u,v)\ < K'Mh - Vv e V,] 

Explicaţie: a{u,v) cu v e V^ pentru un u e V arbitrar ales este o funcţională ce aparţine lui V^. 
Din întreg spaţiul de definiţie T pentru u se selectează doar aceia pentru care a{u,v) e f f . Această 
selectare se rezumă la continuitatea funcţionalei a(u,v) în raport cu norma spaţiului H liniaritatea 
fiind implicită. în această situaţie, o{u,) se identifică Riesz cu un element A^usH. Legătura 

A, 

este liniară. 

7/ Teorema ha Green getieralizată 

în ipotezele ce au fost făcute pentru un u e arbitrar ales are loc egalitatea: 

a{u,v)-{A^u ,v) = d{u){Yv) V v e T , aplicaţia d -.Dq-^B' fiind liniară. 

Demonstraţia teoremei este dată în [49] pag. 135 
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Această teoremă este utilizată pentru a demonstra o teoremă de echivalare a unei ecuaţii 
eliptice abstracte având condiţii pe frontieră variaţionale cu o ecuaţie funcţională. 

Fie b(x,y):BxB-^C sesquiliniară şi continuă. Se defineşte operatorul liniar şi 

continuup{x) p(x)(y) = b{x,y) ^yeB. 

Pi Propoziţie 
Presupunem că există şi este unică soluţia ecuaţiei eliptice abstracte: 

= / / e / / 
[d{u) + l3{ru)-g geB' 

Atunci această soluţie îndeplineşte şi ecuaţia funcţională: 
a{u,v) + h[y u,yv) = {/,v) + ̂ (y v) V v e F 

Demonstraţie 
, v) = ( / , v ) pentru un v e F arbitrar ales 

Relaţia d{u){x) + u ) ( x ) = g(x) scrisă pentru un x = yv şi ţinând cont de modul de definire al 
operatorului p devine:^(M)(7v)+ /?(/«,7m)= ^(yv). 
Prin sumarea celor două egalităţi se obţine ecuaţia fiancţională: 
a{u, v) + h(y //, 7 v) = ( / , v) + v) V v e F 
• 

Observaţie: dacă există, soluţia ecuaţiei eliptice abstracte aparţine domeniului Z)(/<o) 

P2 Propozi/ie 
Presupunem că soluţia ecuaţiei funcţionale există, este unică şi aparţine domeniului d{a^). 

a{ii, v) + h[y I/, 7 v) = ( / , v) + g{y v) V v € F iar î/ e d{Aq ) 
Atunci această soluţie este soluţie şi pentru ecuaţia eliptică abstractă: 

d{u) + l5(ri^)=g geB' 

Demonstraţie 
Pentru V v e V̂  ecuaţia funcţională devine: 
a{u,v) = { f , v ) « (a^u - f , v ) = O^A^u = f întrucât F̂  este dens în H 

u^O(Ao) 
Prin înlocuirea ultimei egalităţi în ecuaţia funcţională se obţine: 
a{u,v)- v) + h(Y u,yv) = g(7 v) V v e F 
d{u)(yv) + b(yu,yi^=g[yv) 
întrucât aplicaţia 7 este surjectivă la parcurgerea spaţiului Teu variabila v se acoperă în întregime 
spaţiul B. Această observaţie permite scrierea egalităţii fijncţionale anterioare sub forma 
operatorială: 
diu) + l5{ru) = g 
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P3 Propoziţie 
O condiţie necesară şi suficientă ca soluţia ecuaţiei funcţionale (dacă există): 

V v e să aparţină domeniului d(a^) (operatorul A'este 
definit în cursul demonstraţiei) este ca g = O 

Demonstraţie 
i. g = 0=>ue D(A') 

a(i^,v)-hfy(yu,yv) = (/,v} V v e F Existenţa unei soluţii pentru această ecuaţie implică apartenenţa 

funcţionalei a (u , ) -hb(yu, )e / f . 

întrucât aplicaţia y a fost presupusă a fi continuă, funcţionala v)este continuă şi pe V x F : 

6(7«.7v) |<rJ | r« | | J | rv |L ^ ^vQllî^lUlvl 
"ie/ 

In consecinţă funcţionala: a'{u,v) = a{u,v)+b[Yii,yv) este sesquiliniară şi continuă pe F x V. 
Se definesc operatorii: 

D ( ) = e F I v)| < K^. ||vl|^ , Vv e v ] 

{A^u,v) = a'{u,v) V v e F , A^ : d{a^) ^ H cu Z)(/lo^) = {/̂  g F | < ||v||^ , V v e F o } 

Relaţia |a'0/,v)|< este adevărată pentru Vv e V deci implicit şi pentru V^ => d ( / 4 ' ) c d(a^) 

întrucât a'iu,v) = a{u,v) Vv e V^ => A^ = A^ şi deci d(-4o) 

ii. ue g = 0 

Pentru uelM^A^) ecuaţia funcţională a{u,v) + b[Yu,Yv) = {f,v) + g[Yv) are forma echivalentă: 

(^'î/,v) = ( / , v ) + g(7v). Această egalitate ar implica apartenenţa funcţionalei(go7 ) : F C la H' -

dar: funcţionala {g°Y)^Vo' este identic nulă pe V̂  şi ITaV^'. în consecinţă g = 

Propoziţiile Pi, P2, P3 demonstrează teorema următoare: 

T2 Teoremă 
Din punct de vedere al existenţei şi unicităţii soluţiilor ecuaţia eliptică abstractă 

d{u) + p(Yu) = 0 
este echivalentă cu ecuaţia funcţională: 
o{u,v) + h{Yu,Yv)= '{f ,v) V v e T 

Lema următoare oferă o condiţie suficientă de existenţă şi unicitate a soluţiilor pentru ecuaţia 
funcţională a{u,v) + h[Yn,Yv) = {j\v) V v e F 
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Li Lema Lax-Mi!gram 

O condiţie suficientă pentru existenţa şi unicitatea soluţiei ecuaţiei funcţionale: 

este ca funcţionala a'{u,v):V xV -> C biliniară şi continuă să fie coercitivă pe V: 

o demonstraţie a acestei leme se găseşte în [49] sau [24]. • 

Cursul demonstraţiei acestei teoreme conduce la o serie de rezultate importante referitoare la 
caracterizarea operatorilor A^siA' definiţi anterior. 

i. d{A') este dens î n / / 

ii. R g ( A ' ) ^ H 

iii. este continuu. 

Următoarea propoziţie stabileşte o condiţie suficientă de identificare a operatorului A' cu 

restricţia operatorului la domeniul zX^) = e 0 ( 4 ) p(yii) = oY 

P4 Propoziţie 
Dacă funcţionala a'{u,v)\V xV C biliniară şi continuă este coercitivă pe V atunci A'= A 

operatorul A fiind restricţia operatorului domeniul D{A) = [u e d(a^) du + p(yu) = o} 

Demonstraţie 

A^u = Au 

d{t,)+p{ru) = o' 
Prin sumarea lor se obţine: o'(u,v) = (.4w,v) 

Această ultimă egalitate implică; a'(u,)€ H'<^a'(ii,v) = {AUi,v). 

în consecinţă: A' = A pentru D{A)^d{a") 
ii. Pentru n e d(A' ) lema Lax-Milgram asigură o corespondenţă biunivocă între domeniul d ( a ' ) şi 

H prin operatorul A': A'u ^ f , f e H 
Teorema de echivalare T2 stabileşte următoarea implicaţie: 

A'u = /' => i , , / X Au = f Această ultimă relaţie conduce la identificarea operatorilor 

A şi / l ' p e domen iu l d{a')<^D{A). 

Propoziţia P4 demonstrează următorul corolar: 

C/ Corolar 
Pentru o funcţională a'{u,v):V xV ^ C biliniară, continuă şi coercitivă pe F există echivalenţă între 
ecuaţiile: 

\ u + Xu = f / \ / \ 
, , . ^ Au + Xu= f Şl A'u + Xu= f<=^a'{u,v)+{Xu,v) = {f,v)'^veV 

3{ii) + I5[yti) = 0 
pentru / € / / s i X :D{X)<^ D{A)H un operator oarecare. 
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Un studiu detaliat, pentru cazul ecuaţiilor piezoelectrice, se va face pe parcursul paragrafelor ce 
urmează în cazurile particulare 1 şi 2: 
1. X = O - situaţia va corespunde ecuaţiilor piezoelectrice liniare staţionare 
2. X un operator neliniar ce provine din partea cubică a energiei piezoelectrice: 

def 

{ X u , v ) = x{u,u,v) V V G F , CU x{u,v,m)\V x V x V R funcţională liniară şi continuă pe 

r X r X r ; în această situaţie operatorul de frontieră /3 (7 uj va fi considerat nul. 

3. X = /LeD(A) ' / = ceea ce corespunde analizei spectrale pentru operatorul A 

In ceea ce priveşte caracterizarea spectrală a operatorului A ce provine din ecuaţiile 
piezoelectrice hiperbolice am indicat în paragraful 3.3 metoda de calcul asociată acestei probleme. 
Cele două teoreme ce le prezentăm în continuare oferă o imagine calitativă asupra valorilor şi 
vectorilor proprii operatorului A fară a face apel la aproximarea lor printr-o desfăşurare numerică. 

Ty Teorema de caracterizare spectrală a operatorilor compacţi (Riesz-Schauder) 
Fie S un operator compact definit pe spaţiul Hilbert // . Atunci: 
i. Spectrul operatorului S, A{S) este finit sau numărabil; O aparţine lui G{S) şi este singurul punct 

de acumulare al spectrului 
ii. Dacă jue cr (5) - {0} atunci ordinul de multiplicitate al valorii proprii ^es te finit; Rg{s- iJ,l) este 

închis şi de dimensiune egală cu ordinul de multiplicate al lui /j, 
O demonstraţie a acestei teoreme se găseşte în [48] paginile 79-80. • 

Un caz remarcabil, din punct de vedere al spectrului operatorului S, apare atunci când acesta este 
autoadjunct. 

Tx Teorema de caracterizare a operatorilor compacţi, autoadiuncti 
Fie S un operator compact, autoadjunct definit pe spaţiul Hilbert H, Atunci 
i. Spectrul operatorului S, cj(S)este finit sau numărabil; O aparţine lui G{S) şi este singurul punct 

de acumulare al spectrului 
ii. Dacă jug (j(S) - {O} atunci ordinul de multiplicitate al valorii proprii ji este finit; Rg{s- ^l) este 

închis şi de dimensiune egală cu ordinul de multiplicate al lui ji 
00 

iii. W ^ ® W. este dens în H 
k = 0 

cu Wi, subspaţiul invariant ataşat valorii proprii /i^. 

Demonstraţia se găseşte în [6], pag. 100 

în cazul unui operator ce provine dintr-o funcţională biliniară, continuă şi eliptică dar nu şi 
simetrică, nu avem certitudinea că mulţimea combinaţiilor liniare construite pe setul vectorilor 
proprii este densă în spaţiul V. Această consecinţă ce apare prin compararea celor două teoreme face 
ca dezvoltarea teoriei de perturbaţie ce o propunem în continuare pentru funcţionalele 

- y x y - ^ R biliniare, continue şi eliptice pe spaţiul de definiţie să fie riguroasă doar pentru 
vectorii proprii perturbaţi ce se află în mulţimea combinaţiilor liniare generată de vectorii proprii 
funcţionalei originale. Cursul expunerii urmează etapele metodei clasice de construcţie a 
estimatorilor polinomiali pentru vectorii şi valorile proprii specifici funcţionalelor simetrice; acesta 
este cazul obişnuit pentru ecuaţiile câmpului elastic sau electromagnetic. Absenţa simetriei, cu 
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ipoteza suplimentară enunţată mai sus, va implica recurgerea la vectorii proprii funcţionalei 
adjuncte, între aceştia şi cei ai funcţionalei originale existând o relaţie de biortogonalitate. Să 
presupunem în continuare două sisteme de ecuaţii abstracte ce îndeplinesc ambele condiţiile 
corolarului CL Valorile proprii ale acestor ecuaţii sunt apropiate în măsura în care să putem 
presupune că unul dintre acestea descrie o situaţie fizică originală iar celălalt o uşoara perturbaţie a 
acesteia. Mărimile sistemului original convenim să le marcăm cu superscriptul (0) iar cele ale 
sistemului perturbat (p). 

Ambele sisteme pot fi echivalate cu ecuaţia variaţională asociată. Pentru a rămâne concişi, 
nu mai marcăm cazul original (0) sau cei perturbat (p), ele fiind formal întrutotul identice: 
a ^ { l r i ) = a { ^ . r i ) + b ( r ^ , r r i ) (2) 

Operatorii ce se definesc plecând de la funcţionala şi de la funcţionala adjunctă 

) sunt următorii: 

= (3) 

Problema de valori proprii (1) poate fi exprimată astfel: 
sau r (4) 

Similar, poate fi formulată problema de valori asociată funcţionalei adjuncte: 
sau Vr^e T (5) 

întrucât funcţionala a"nu este simetrică, setul de funcţii proprii V̂^ nu este ortogonal, o 

proprietate de biortogonalitate apare cu setul de funcţii proprii funcţionalei adjuncte. 

{^ 'Wj ) = A ) = { ¥ j A ' V , ) = ) = (6) 
Să presupunem în continuare că ftincţionala perturbată depinde de cea originală după cum 

urmează: 

a:{^,r]) = aU^,r])+hAa'(lr])cu hs (0,l) (7) 

iar 
serie 

flmcţiile şi valorile proprii y/j {h), Xj(h) admit o aproximare oricât de bună prin o dezvoltare în 

ie de puteri a parametrului mic h. 

A ;= A hX + ... (8) 

y/ "= \f/ /? V • • • + - (9) 

înlocuirea acestor relaţii în (7) conduce la următoarele egalităţi: 
Ordinul zero: .t? ) = A .r?) 

Ordinul 1: )+ Aa '̂ )= + X ^ Y i ^ i l ) 

Ordinul! : a l M ; \ r i h 
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o prelucrare algebrică simplă a-acestora conduce la găsirea valorilor pentru ^I^Ky/J^ şi X p̂ 
după cum urmează: 

Perturbaţia de ordinul 1: 

k 
Se alege ri = y/f^ 

i c î . H „ ( v î ' v r ' - ) + V ' V f - ) 
k k 

iar de aici: 

= (10) 

Se alege rj = xţ/Ţ l j 

Perturbaţia de ordinul 2: 

A « = < v ' f O - A f ( v ' ! ' v r ^ ) = 1 4 ' i ' ^ ' - ( v ' i " v r ^ ) - ( r r v r v f 
k 
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§4 .2 Ecuaţia piezoelectrică staţionară liniară 

Acest paragraf prezintă o demonstraţie a teoremei de existenţă şi unicitate a 
soluţiei pentru ecuaţia piezoelectrică staţionară liniară cu condiţii pe frontieră 
variationale. Cursul expunerii urmează următoarele puncte: 
• Ecuaţia piezoelectrică staţionară liniară - forma concretă 
• Condiţiile pe frontieră 
• Ecuaţia piezoelectrică liniară - forma abstractă 
• Existenta şi unicitatea soluţiei pentru ecuaţia funcţională piezoelectrică 

liniară 
• Metoda numerică de calcul a câmpului electroelastic staţionar 

Ecuaţia piezoelectrică staţionară liniară - forma concretă: 

Vom porni de la sistemul de ecuaţii ce descriu echilibrul electroelastic în solidul piezoelectric. 

dif, d(p \ 

dx 

d X. d X. 
\ ^ ^ / 

^ du^ diţ) ̂  

= 0 

(1) 

= 0 

Tensorii de material ĉ ,̂ îi considerăm a fi flincţii reale de clasă C ' pe domeniul 

Q g R ^ mărginit, conex, cu frontiera J rQ regulată. 

Condiţiile pe frontieră: 

Fie riy^n = ^ Sj e frO. KjSj = frO. ^ o partiţie a suprafeţei de frontieră a domeniului. 
l •''• 

Precizări: 
• valorile impuse poartă un superscript "bară", de exemplu: O , w, 

• apartenenţa unei mărimi de frontieră la o suprafaţă S, e fl^^ji se marchează cu un subscript 

superior, de exemplu: O' 

Câmpul elastic: 

i r = {v„, e n = j c u ^ R flincţii continue 

= |s'^ e n = Jî"} cu îi"-. S„ R funcţie continuă 

'l\^{x)n{x)^+k,,{x)u,{xJ) = M,{x) cu M,,^,, : R funcţii continue 

A',, (.r) este o matrice simetrică şi pozitiv definită 
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(\impul electric: 

o, 

, DMs = -q' 

= n^n|,<I> + ^ / ( / ) ( C " ' y ' = r ^ } u n d e q'' =-\b.nds , V &R şi C^ > O 

I^'" = {v, e = 0 ' I <p':S, ^ o ftincţie continuă 

, ^ R o funcţie continuă 

Precizarea condiţiilor pe frontiera domeniului €1 pentru câmpul electroelastic conduce la 
delimitarea următoarelor suprafeţe: 

i r ^ i r ^ i r = • - campul elastic 

u = frO. - câmpul electric 

cu = şi 

Ecuaţia piezoelectrică staţionară liniară - forma abstractă 

Spaţiile Hilbert abstracte H, V, Vq, B din paragraful precedent le particularizăm pentru 
ecuaţia concretă asfel: 

7/7 i r = 0 , 7 0 = 0 , 7 0 

Operatrul 7 fi se identifică cu aplicaţia de urmă pentru spaţiul Sobolev [// ' (Q)]^pe 
spaţiul V. Astfel definite spaţiile Hilbert şi aplicaţia 7 îndeplinesc condiţiile teoremei Green 
generalizate prezentate în paragraful anterior. Pentru domeniul Q considerat teorema de 
scufijndare Sobolev [21] asigură compacitatea aplicaţiei injective V H. 

Operatorul A^ h [/.^(Q)]'* este definit în modul următor: 

= 

L 
dX; dx, 

\ J * / 

(2) 

jki 

^ I j k l 

Aplicaţiile d B' şi [5{y^):B B', ge B' nu le scriem în mod explicit, ele se 
identifică cu uşurinţă direct din condiţiile pe frontieră. Se obţine astfel o formă abstractă a ecuaţiei 
identică cu cea analizată în paragraful precedent. 
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(3) 
= f f s H 

+ geB' 

Pentru a evita situaţia condiţiilor pe frontieră neomogene efectuăm o schimbare de 

variabilă aditivă cu o funcţie de omogenizare 0:^ = ^ + 0 V(^eV ogD(Ao) astfel încât: 

dio) + Ş{'yo) = g . Se obţine astfel: 

f e H 
cu notaţia f = f - A^o (4) 

Teorema de existenţă şi unicitate a soluţiei pentru ecuaţia funcţională piezoelectrică liniară 

Paragraful precedent a demonstrat echivalenţa acestui tip de ecuaţie cu ecuaţia funcţională 

Forma concretă a funcţionalei a''((^,r])în cazul studiat devine: 

(90 du^ dy/ dilj d\\ d(t> dy/ 
dx,dx. dx,dx, \ j f^ j j 

^^^ (c.ju -e,, E, n^ )>,ds + j ( - E^ - e,^ )i,\ifds 

dfi, d^ dy/ c ^ —̂l-f 
d^ d\\ du^ dy/ 
dx^dx^ dxjdx^ 

X mec 
Tu 

ds 
Sc 

dx^.dxj ^ dXjdXj. 

Pi Propoziţie 
Funcţionala a''{^,7]) este continuă şi eliptică pe V xV 

a' (l-n)= -iAl'n )+ fiiii)+ h(yl 777) 
Demonstraţie: 

Studiem pe rând termenii funcţionalei ,77̂  

• Funcţionala energetică patratică pentru solidul piezoelectric 

dQ+ 

du, dv d<l> dXjf 
âx.âx^ dxjdx, 

Proprietăţi: 
simetrică: 
continuă pe V xV : 

n 
du. dv, 1 d(p dy/ C 1 

(5) 

da<K ekist 
M u V 

pozitiv definită: - el ost 
' mm u u \ \ 

Funcţionala de energie ''reactiva' : 

d(p dv, du, dy/ 
dx, dx,. dx, dx,. 

ja 
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Proprietăţi: 
antisimetrică; r{^,T]) = r { r i 4 ) = 0 
continuă pe V x V 

r{^,ri) <max Q 
<90 dv, 

dxj dx, 
diti dy/ 
dxj dx^ 

J Q . < 2 max •kji u 
w'(n) 

• Funcţionala de frontieră: 

h[yt 71 = ds 
Sc 

Proprietăţi: 

simetrică; b[y^,yri) = b{YTi,y 
continuă pe Bx B : 

^rii e cV»' 
r O' XJ/c ds < 

Sr 
A rUK k ds + 

max 1 
XJ/c ds < sup A r (;c) U. ds +max C"' 

<l9 . e l -
c/5 

H^ifrCl) r V 

A este cea mai mare dintre valorile proprii tensorului k̂^ (x) 

eliptică pt Bx B 

pentru continuitate 

- şirul inegalităţilor urmează o cale analogă celei utilizată 

Continuitatea şi elipticitatea funcţionalei a " b { y ^ , y r i ) ] pe V xV se 
verifică cu uşurinţă pe baza proprietăţilor demonstrate pentru fiecare din termeni şi a continuităţii 
aplicaţiei 7 . 

Proprietăţile de continuitate şi elipticitate pe F x F a l e funcţionalei a^'i^^rj) asigură, prin 
lema Lax-Milgram, existenţa şi unicitatea soluţiei ecuaţiei funcţionale, 

= ^ f eH pentru şi implicit a sistemului: ^ . 

Reamintim un rezultat imponant al paragrafului precedent: 

D{A') = {ueD{A,)\du + p{ru) = 0} 

Metoda numerică de estimare a câmpului electroelastic stationar 

Metoda clasică de rezolvare numerică a ecuaţiilor funcţionale de tipul = 

este de a proiecta funcţiile într-un spaţiu finit dimensional V^ (zV şi de estimare a unei 

soluţii în acest spaţiu. Pentru funcţionale 77) continue şi eliptice se poate demonstra într-

o manieră similară cazului infinit dimensional, existenţa şi unicitatea soluţiei problemei puse în 
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spaţiul aproximant V'̂ ^ precum şi convergenţa şirului soluţiilor parţiale ĉ v Pentru iV —> ^ către 
soluţia din l \ în continuare se va prezenta aplicarea metodei în cazul concret al funcţionalei 
piezoelectrice liniare urmărindu-se a se evidenţia similaritatea formală de abordare a acestei 
probleme numerice cu aceea a analizei spectrale a operatorului electroelastic, analiza făcută în 
paragraful 3.3 

Să consideram o bază | ^ ^a spaţiului . Un vector arbitrar ^ e V ^ în acest spaţiu 

N 

se scrie ca: ^ = ^ P a ^ ^ ^ ecuaţia funcţională în spaţiul fiind echivalentă cu următorul sistem 
a=l 

liniar de ecuaţii: 

(6) 
a=l 

Acest sistem ia forma particulară următoare pentru funcţionala piezoelectrică liniară: 

a=l dxj^ dXj dx. dx; dx. dx, \ * j * j j dx^ dXj 
JQ + 

N 

Notaţiile următoare permit o scriere condensată a acestui sistem astfel: 

(7) 

•f 

dx,^ dXj 

.s-.si: 

^dx, dXj dx, dXj ^ dx, dXj 

not 

dQ = 

met 

ds + 
not 

f.(<T + = f p sau, cu o notaţie matricială: W, P, = F, (8) 

întrucât spaţiul V are o structură cuadridimensională (m , ^ ) , ^ = 

pentru componentele elastice şi cea electrică nefiind impuse condiţii la frontieră similare, un mod 
comod de definire a unei baze pe el este de a construi o bază separată pentru partea elastică şi o 
alta pentru potenţialul electric. Fiecare din aceste baze are o structură tridimensională datorată 
domeniului Q . Acest mod de definire a bazei pentru spaţiul conduce la o structură de matrice 
mai simplă (matrice rară) pentru ff^ . Prin adoptarea unei notaţii multiindex pentru numerele a şi 
P , termenii nuli în structura elementelor h;"^"" şi w'^y^"'" devin uşor vizibili: 

a= sm = srr\m2_m^ ^=1.. .4 m , = l . . T 

(5= rn = sn^n2n^ 
".s" cuantifică structura cuadrimensională a spaţiului V 

"(/??, modelează structura tridimensională a domeniului Q 

"7" este numărul de aproximare pe o dimensiune a spaţiului V. 

Cardinalul bazei în funcţie de aceste dimensiuni este: 
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m 

Figura 1 Explicativă pentru structura bazei spaţiului aproximant V M 

Elementele bazei j vor fi de forma: 

((^{'",0,0,o) pentru componenta elastică Wi - baza pentru V^ 

pentru componenta elastică//2 - baza pentru V^ 

(0,0, 3'",0) pentru componenta elastică//3 - baza pentru V^ 

(0,0,0,(^4'") pentru componenta potenţialului electric 0 - 4'" baza pentru V̂  

Desenul din figurai sugerează prin haşura un element al bazei |(^^'"}nenul pentru 5 şi m 

fixaţi. Elementele constitutive ale matricii Ŵv devin în această situatie: 

n âx. dx, dx. dx + 

+ ^^r 

J 

nof 

d^=H^r 

Principalul dezavantaj al acestei metode faţă de abordarea calcului numeric cu ajutorul 
funcţionalei piezoelectrice de tip Lagrange constă în necesitatea ca funcţiile bazei spaţiului 
aproximant să îndeplinească condiţiile de definiţie ale spaţiului V: 

7/7 = 0 , 7 0 

Acest dezavantaj poate însă ridicat cu uşurinţă utilizând metoda indicată în paragraful 3.3 
în cazul analizei spectrale a operatorului elastic. Este vorba de lărgirea spaţiului de definiţie la 

întreg / / , ( Q ) / prin impunerea unor condiţii pe frontieră de tipul: 

7]^(x)n{x)^ = 0 p e n t r u x E 

pentru I ^ ' ^ u l ^ 

cu valori foarte mari ale coeficienţilor k̂^ şi astfel încât să forţăm valori reduse ale 
deplasărilor elastice respectiv a potenţialului electric în aceste zone. 

în afara unor configuraţii de geometrie şi metalizări simple pentru dispozitivul 
piezoelectric care să conducă la situaţii de condiţii omogene pe frontieră (în aceste situaţii pot fi 
utilizate baze armonice, Bessel, Chebisev, etc) problema necesită baze de aproximare de tip 
element finit. Efortul de calcul, chiar pentru discretizări modeste ale domeniului, Qeste însă 
deosebit de mare. Pentru un T 10 spre exemplu matricea rezolventă W^^ are 4000*4000 
elemente. 
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§4 .3 Ecuaţia piezoelectrică staţionară patratică 

în acest paragraf este demonstrată existenţa şi unicitatea soluţiei pentru 
ecuaţia piezoelectrică neliniară ce apare prin aproximarea cubică a energiei 
piezoelectrice. Condiţiile impuse pe frontiera solidului piezoelectric sunt 
presupuse a nu depăşi un prag energetic determinat explicit în cursul 
demonstraţiei. 

Pentru a putea utiliza teoria de perturbaţie piezoelectrică liniară în situaţia unor câmpuri 
elastice sau electrice staţionare supraimpuse oscilaţiilor electroelastice de mică amplitudine este 
necesar calculul acestor câmpuri staţionare în situaţia aproximării legilor de material , ), 

D, {S;.i, E j ) prin polinoame de un grad mai mare ca unu. Un compromis acceptabil între modelarea 

cât mai precisă a fenomenului fizic şi complexitatea matematică îl constituie aproximările patratice 
ale acestor legi: 

^ A-/ " ^ ^ ^ijklm ^ kl ^ nm ^mijkl ^ kJ'^m ( ^ ) 

Din punct de vedere fizic, neliniaritatea de tip par a fenomenului piezoelectric apare în 

proporţie covârşitoare datorită termenului de cuplaj patratic elastic ^s tu l termenilor 

conducând la efecte mult mai slabe şi fiind de obicei neglijaţi; aceste consideraţii au fost discutate 
mai în detaliu în paragrafele 1.2 şi 2.3.2. Cu precădere din raţiuni de simetrie matematică a 
funcţionalelor ce sunt utilizate în cursul demonstraţiei vom introduce explicit şi termenul de cuplaj 

electric ^e^j^EjE, Relaţiile de aproximare a fenomenului electroelastic iau în această situaţie 

forma: 

A. 

Densitatea de volum a energiei electroelastice corespunzătoare acestor relaţii este identică 
cu cea ce s-ar obţine prin considerarea şi a termenilor de cuplaj g^njkî kî m Ş̂  fknuj^m^ij • 

w = —c ,,S S,, 4-—£ E E S S.,S -^—e ,E E E, 
ijkl !j kl ^ U ' J ^ ijklnin ij kl mn ^ ijk i j k 

Înainte de a începe cursul propriuzis al demonstraţiei este necesar să facem o observaţie 
imediată şi deosebit de importantă asupra acestei forme polinomiale. ea nu este pozitiv definită 
pentru orice valori ale variabilelor şi S,j asa cum este cazul în situaţia aproximării liniare. 
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Această aproximaţie cubică reuşeşte o aproximare mai bună în jurul originii însă pierde proprietatea 
esenţială oricărei forme energetice de a: fi pozitiv definită. Aceasta particularitate va provoca absenţa 
unei teoreme de existenţă şi unicitate a soluţiilor în situaţia unor condiţii pe fi-ontieră arbitrare; 
intuitiv aceste soluţii se vor găsi într-un interval energetic cuprins între origine şi un prag aflat în 
strânsă corelaţie cu zona de pozitivitate a acestei forme energetice. 

în consecinţa acestei scurte introduceri, ecuaţia neliniară staţionară patratică ce o vom studia 
pe parcursul acestui paragraf este următoarea: 

dx. 

dx. 

dui 

du 

+ c i jk Imn = 0 

-e 
<90 

pk + e 
30 

(3) 

dx^. '^'dXf. ''^"'dxj.dx 
=0 

Tensorii de material ĉ w sunt presupuşi a fi funcţii reale de clasă C ' pe 

domeniul Q.e R^ mărginit, conex, cu frontiera frO. regulată. 
Acestei ecuaţii îi vom asocia un set de condiţii pe frontieră pentru câmpul elastic şi electric, 

acestea fiind considerate având valori impuse pe diferite suprafeţe frO. - condiţii mixte Neuman-
Dirichlet 

Condiţiile pe frontieră 

Câmpul elastic. 
• zona în care sunt specificate tensiunile mecanice: 

i r = r j c u flincţii continue 

• zona în care sunt impuse deplasările elastice 
= e n ^ ^ = /T; } cu : -> funcţie continuă 

Câmpul electric: 
• zona echipotenţială electric în care există un strat infinit subţire de conductor ideal 

= {v, G n <D|,_=cD'e/?j 
potenţialul electric impus 

i r 

sarcina electrică impusă: 
•J o 

i r = l̂ sv e n frO. Sr Dnds = -0' ^ I 
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• zona dielectrică 
impusă fie o funcţie de potenţial 

l ; ' " = G = I ^ ^ o funcţie continuă 

impusă fie o distribuţie de sarcină electrică superficială 

I i " e g'.SJ R o funcţie continuă 

uZ"*^ = frO. 
-die 
-a 

Ecuaţia piezoelectrică staţionară patr^tică - forma abştractă 

Pentru a demonstra existenţa şi unicitatea soluţiei ecuaţiei (3) împreună cu condiţiile pe 
frontieră expuse vom abstractiza această problemă într-un mod consecvent cu cel utilizat pe 
parcursul acestui capitol. Următoarele noţiuni se definesc şi sunt notate identic cu cele din 
paragraful 4.2: 
i. spaţiile Hilbert abstracte //, Fq. B 
ii. operatorii L^ şi y :V ^ B 

Spaţiul r se defineşte astfel: 

Aplicaţiile d :Dq —> fi' şi ge B' se identifică cu uşurinţă direct din condiţiile pe frontieră. 

Operatorul neliniar 0 = d{q) este definit astfel: 

Q^ = 

dx, 

'1 jk]ni\ 

dx 

O 

k \ 

'l jK\m2 7Â'3m3 
Zjklml ^Zjklml 

^yjkymS 
0 0 

/ \ // 

O 
O 
O 

'\}km 

(4) 

(5) 

matricea corespunzătoare cuplajului patratic 
Cu aceste notaţii putem formula după cum urmează ecuaţia abstractă: 

\d{^)=g geB' 
(6) 

Pentru a evita situaţia condiţiilor pe fi-ontieră neomogene facem o schimbare de variabilă 

aditivă cu o funcţie de omogenizare o, ^ = ^ + o V^ e V , o € H^iCl) ^ astfel încât: d{o) = g . 
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iniţială. 
Această schimbare de variabilă conduce la apariţia unor termeni suplimentari în ecuaţia 

dx. dx, 
d 

+ J -dx^ dx, •if'n^yj 

dx. 

dx, 

dx, 

d 

0 
+ • 

dx. jkm 

r \ 
o . 

+ • 

}km 

d 

f - \ u. 

U JJ 

jkm 

/ \ 

dXf, 
(uA 
U"J dx^ dx, jkm (7) 

Sistemul de ecuaţii la care ajungem după această schimbare de variabilă este următorul: 

d{ri)=o 
cu notaţia f = f - ^o - Qo (8) 

Procedăm în maniera descrisă în primul paragraf pentru a ajunge la ecuaţia variaţională 
echivalentă cu acest sistem de ecuaţii (produsele scalare ( ) sunt în spaţiul H). 

a(U)=/{UVr'"{lc)+q(lU) 

Explicit, componentele funcţionalei sunt următoarele: 
• funcţionala piezoelectrică biliniară 

^d^dQ dîudC 

(9) 

du, di: 

' j -^^k 
funcţionala piezoelectrică triliniară 

K m j 

dx. dx. dx- dx. 
\ J * J k J 

d^ dri, dC 

dQ (10) 

(11) 

funcţionala piezoelectrică ce apare din omogenizarea condiţiilor pe frontieră cu ajutorul funcţiei o 
poate fi rescrisă într-o formă redusă datorită simetriei existente în matricile 

(12) 

Următoarele proprietăţi pentru funcţionalele / şi q au fost demonstrate în paragraful 4.2 sau 
sunt uşor vizibile şi nu mai recurgem la demonstrarea lor. 
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i) Funcţionala este continuă şi eliptică pe V xV 

a 

ii) Funcţionala triliniară :V x V x V -» Reste continuă pe V xV x V 

= Q :V ^ rcont inuu 

iii) Funcţionala biliniară , :V x V —> R este continuă şi eliptică pe V x V 

>K1 o 

V 

În consecinţă, fijncţionala a((^,i^)este continuă: 

(13) 

Putem defini astfel un operator continuu neliniar A :V V plecând de la funcţionala a 

= (14) 

Pentru demonstrarea teoremei de existenţă a soluţiilor vom face apel la teorema lui Browder. 

Teorema lui Browder [21] sau [35] 
Fie A. —> l ]^ im operator neliniar continuu pe un spaţiu liniar l \ finit dimensional. 

Dacă pentru orice ^ e cu proprietatea că \ = p> O şi orice ^ e V^ are loc inegalitatea 
n 

> O afund există cel puţin un (^e \\cu proprietatea că < ppentru care 

Teorema poate fi privită ca o generalizare infinit dimensională a teoremei lui Darboux pentru 
funcţii continue. 

Fie r^un subspaţiu liniar, închis, finit dimensional al spaţiului de definiţie V pentru 

funcţionala a. Notăm cu ^^ proiecţia unei funcţii ^ e V în acest spaţiu şi cu proiecţia termenului 

liber/(privit ca o funcţională din / / ' c F ' ) . 
Verificăm condiţiile teoremei lui Browder pentru funcţionala a în spaţiul V^ făcând apel la 

următoarele inegalităţi: 

f 

v̂ min ^min IHIr / ''nil- ~ ^max II''n llc "" ''nil-

şi deci. 
P- + >0 (15) 

Inegalitatea (15) este valabilă dacă g ) , valorile şi fiind definite 

astfel: 
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Pmm 2K'L 
1 - . 1 - 4 - KL+kzM 

1 + . 1 - 4 -
^^max Â 

kL+K: om 
mm O 

- X - i â 

spaţiul V^: 

Figura 1 
Ilustrativă pentru inegalitatea (15) 

Condiţia ca intervalul (Pm.n̂ Pmax ^^ ^̂ ^ ^^^ Şi condiţia de existenţă a soluţiilor în 

o + K 
om 
mm V / (16) 

4K' 
ma\ 

Revenind acum la teorema Browder se poate trage următoarea concluzie: alegând un 
P ^ (/̂ mm /̂̂ max) i^^^ltă că în intep/alul {0,p) există cel puţin o soluţie pentru ecuaţia funcţională 

în spaţiul r „ . 

Pentru a demonstra unicitatea soluţiei, vom presupune existenţa a două soluţii distincte 
^ 11/ 2/ Această ipoteză implică satisfacerea următoarei relaţii: 

(17) 

Alegem sol 

ik îl .n)- /fe 2 .n)+ fe w .r,)- /"" fe 2 .-7)+ î f e ÎLl 2 fl)- 2 2 .n)= 

= / f e 2 ) + (l 2 . ' î )+ î f e 2 2 ) + î f e « 2 - 1 2 . i ) ^ 

^ ( ' ^ L + ' ^ I i m i , 

hi; . 

hll; - h k i 2 . 1 ] - b f e > {KL. + KZIHI, It^ll;. - 2 / - - . . ^ 
'<1 
' max 

(\ + o ) 

, II ^ ) rs r^q V ^ m m ^ mm yj 
mm + ^ mm | P ^ ^ T ^ T ^ 

^ ^ ^ max 

1 -

i 
1 - 4 

K' 
r m v 

( C n 
on/ 
mm o\\ 

IU' (18) 

=IWI;.( k ' llo J , 
1 

1 - 4 >0 

157 

BUPT



Această ultimă relaţie infirmă ipoteza celor două soluţii distincte, unicitatea soluţiei pentru 
intervalul energetic e {0,p) fiind demonstrată. 

Să analizăm mai în detaliu mărginirea acestei soluţii. O inegalitate ce este necesar a fi 
îndeplinită de funcţia ^̂ ^̂  este următoarea: 

+ K z INI,, k » , - K L K II;, S . ) + ) ] + . )= 

= ( / . . « „ , ) , <I/,IUI«„,II,. 

(^min ^.sol r ^ ^min O y ^ max (19) 

Această inegalitate este adevărată dacă ^ 

Această ultimă relaţie stabileşte intervalul în care există o soluţie pentru ecuaţia fiincţională 

ca fiind 

Dacă considerăm în continuare o iterare a problemei n)= { f n X n ) într-un spaţiu 

V„d\n ce în ce mai amplu vom obţine un şir mărginit în spaţiul V. întrebarea uzuală în acest 
punct al demonstraţiei este dacă acest şir tinde la o soluţie pentru ecuaţia funcţională analizată în 
spaţiul ra tunci când spaţiile aproximante tind la o acoperire densă a spaţiului 

Mărginirea şirului în Fş i proprietatea acestui spaţiu de a fi scufundat în spaţiul pivot 
H printr-o aplicaţie injectivă compactă conduc la următoarele două proprietăţi [21]: 
i) convergenţa acestuia în topologia *slabă pe V 

ii) din şirul infinit mărginit în Fse poate extrage cel puţin un subşir convergent în // . 

Mai rămâne să demonstrăm că limita şirului este o soluţie pentru ecuaţia studiată. 

Fievv^ elementele unei baze în \ \ . Funcţiile ^ ^̂^ sunt mărginite în Tiar relaţiile următoare 

sunt o consecinţă a continuităţii funcţionalelor / q: 

4.sol ^ ) - ^{^sol - 4 sol ^ ) + ^ f e l 4 sol - ^"sol ^ ) 
< (21) 

<2K" 
max 

Printr-un argument întrutotui similar celui prezentat în relaţiile (17-18) limita este 
unica. 

în final să reamintim un rezultat important al acestei demonstraţii şi anume inegalitatea energetică ce 
trebuie îndeplinită pentru ca soluţia ecuaţiei (14) să existe şi să fie unică: 

f-L„o-Oo 
Ki , r^om 

mm mm O < o (22) 
max 

Având în vedere modul în care a fost definită funcţia de omogenizare o (energia acestei funcţii este 
întotdeauna mai mare decât energia funcţiilor impuse pe frontiera solidului piezoelectric), devine 
evidentă implicarea energiei condiţiilor pe frontieră în această inegalitate. 
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Concluziile tezei 

In acest paragraf final vom rezuma parcursul tezei, reliefând contribuţiile pe care aceasta le 
aduce, în opinia autorului, la analiza influenţei factorilor fizici externi asupra frecvenţelor proprii de 
vibraţie ale rezonatoarelor piezoelectrice cu undă de volum, prin metode generale de perturbaţie 
spectrală. întrucât studiul acestui subiect specific a generat o serie de rezultate originale ce vizează 
domeniul mai larg al modelării dinamicii electroelastice în solidul piezoelectric, le vom descrie pe 
scurt şi pe acestea. 

Piezoelectricitatea este un fenomen ce cuplează componenta electrică a câmpului 
electromagnetic cu câmpul elastic în cristale ce nu au o celulă cristalografică centro-simetrică. 
Ipotezele simplificatoare ce sunt acceptate pentru a ajunge la un set de ecuaţii ce poate fi analizat 
matematic cu o relativă uşurinţă sunt aproximaţia câmpului electric irotaţional şi invarianţa 
geometriei solidului piezoelectric în cursul mişcării. în primul capitol sunt prezentate trăsăturile 
esenţiale ale analizei ecuaţiilor piezoelectrice clasice în aceste ipoteze. 

întrucât subiectul tezei necesită o formulare precisă a noţiunilor legate de analiza spectrului 
de vibraţie în rezonatoarele cu undă de volum, am descris mărimile fizice ce determină acest spectru 
şi cum anume îl putem calcula. Mai precis, legile de material, comportarea câmpului electroelastic 
pe frontieră şi forma geometrică a rezonatorului, fiind caracteristicile ce definesc în mod exclusiv 
acest spectru, am convenit să le privim sub forma a trei mulţimi de parametrii , I^ şi ' fiecare 

dintre acestea contribuind Ia aproximarea după o anumită legitate a fenomenului sau realităţii fizice 
ce le-a generat. 

Parametrii de material sunt cei ce provin din modelarea legilor piezoelectrice de 
interdependenţă între S^ ,̂ , şi I)^. în ipoteza în care între aceste mărimi considerăm a exista o 
simultaneitate de tip cauză-efect, relaţiile de aproximare general acceptate şi utilizate sunt cele 
polinomiale. în măsura în care se doreşte un nivel mai fin de acoperire a realităţii fizice, de exemplu 
pierderile energetice în volumul piezoelectric, această ipoteză de simultaneitate nu mai poate fi 
aplicată. Este strict necesar de a lua în calcul retardarea cauză-efect iar relaţiile de legătură trebuie 
redate în această situaţie sub forma ecuaţiilor diferenţiale ordinare. Faţă de acest tip de aproximare 
clasic, propunem unul, alternativ, bazat pe seriile convoluţionale Volterra. Această manieră de a 
modela legile de material, privindu-le ca operatori neliniari continuui cu memorie descrescătoare (de 
exemplu şi D , , / i ' J ) şi apoi de a-i aproxima printr-o dezvoltare trunchiată într-o 

serie convoluţională Volterra, a fost folosită în teoria elasto-plasticităţii şi a câmpului 
electromagnetic. Ea face vizibilă matematic relaţia fizică generală de retardare între fenomenele de 
tip cauză-efect. 

Parametrizarea geometrică nu am tratat-o întrucât reprezintă un subiect bine cunoscut şi 
studiat. în plus, în desfăşurarea tezei el nu are o relevanţă deosebită. 

Am convenit să privim condiţiile pe frontieră sub forma unor ecuaţii diferenţiale ordinare de 
ordin maxim doi, între mărimile de câmp elastic, respectiv electric. Motivaţia acestui model am 
prezentat-o intuitiv ca tlind legată de interacţiunile de tip elastic, disipativ şi inerţial sau 
corespondenţele lor electrice ce există între unda electroelastică la suprafaţa de contact între solidul 
piezoelectric şi mediile externe. în paragraful 2.2 al celui de al doilea capitol este întreprins un 
studiu riguros de motivare a acestei alegeri pentru componentele elastice. 

Problema spectrală a fost formulată în această manieră, a dependenţei de cele trei seturi de 
parametrii , şi , întrucât în capitolul următor, efectul factorilor fizici externi de perturbaţie 
(temperatură, câmpuri elastice sau electrice staţionare supraimpuse vibraţiilor piezoelectrice, 
modificări ale mediilor de contact) a fost privit ca alterând în primul rând aceşti parametrii. 
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perturbarea frecvenţelor proprii de vibraţie fiind o consecinţă. Studiul problemei spectrale în acest 
mod decorelat sperăm să fie unitar şi să aducă un plus de claritate întrucât de la un anumit nivel al 
analizei nu mai interesează ce factor fizic a modificat parametrii I^ , şi ci doar efectul lui 
asupra acestora. 

Pentru calcului spectrului de vibraţie al unui rezonator piezoelectric am prezentat metoda 
funcţionalei Lagrange asociată dinamicii electroelastice liniare propusă de Holland şi EerNisse, 
aceasta fiind probabil unica metodă aplicabilă problemelor tridimensionale ce este fundamentată 
teoretic riguros. 

Paragraful din finalul capitolului este dedicat teoriei de perturbaţie Sinha-Tiersten. Modul în 
care am redat această teorie este diferit de cel prezentat în articolul original al lui Sinha şi Tiersten 
întrucât şi scopul urmărit este altul. Am reluat întregul raţionament la nivelul unor ecuaţii abstracte 
de tipul celor piezoelectrice şi am demonstrat că este imposibilă practic construcţia estimatorilor de 
ordin mai mare ca cel liniar pornind de la aceasta teorie. 

Ceea ce a fost expus în acest capitol este în mare măsură cunoscut în literatura de 
specialitate. Efortul autorului a fost îndreptat cu precădere în a identifica aspectele care în teoria 
clasică a dinamicii electroelastice în solidul piezoelectric sunt incerte în comparaţie cu cele similare 
ce sunt oferite de studiul ecuaţiilor de undă elastice sau electromagnetice într-un domeniu fizic finit. 
Concret, este vorba de: absenţa unei teoreme de existenţă generală pentru soluţiile ecuaţiilor 
piezoelectrice, de lipsa unui rezultat în ceea ce priveşte completitudinea spaţiului liniar generat de 
modurile proprii de vibraţie, o formă neobişnuită a funcţionalei Lagrange (partea energiei potenţiale 
electroelastice este înlocuită cu entalpia electrică, o funcţională ce nu este pozitiv definită) şi 
imposibilitatea practică de a construi estimatori spectrali de ordin superior (patratic sau cubic) 
pentru teoria de perturbaţie asociată acestor ecuaţii (teoria Sinha-Tiersten sau Auld). Motivul acestor 
neajunsuri poate fi intuit a fi legat de asimetria prezentă în operatorul de undă piezoelectric şi de 
forma sistemului de ecuaţii electroelastice clasice. Reamintim că în acest sistem cele trei ecuaţii de 
tip hiperbolic corespunzătoare legii de conservare a impulsului mecanic în solidul continuu sunt 
cuplate cu o ecuaţie independentă de timp ce provine din legea lui Gauss în electrostatică. 

Subiectul celui de al treilea capitol îl constituie ridicarea parţială a acestor nederminări prin 
formularea problemei de dinamică elastoelectrică în solidul piezoelectric cu ajutorul unui set de 
ecuaţii hiperbolice în aceleaşi variabile (//, - elongaţiile elastice ş\ (p- potenţialul electric) ca şi 
ecuaţiile clasice. 

Cel de al doilea capitol constituie partea centrală a tezei. El abordează problema influenţei 
perturbaţiilor cu o distribuţie spaţială neuniformă asupra spectrului de vibraţie al rezonatoarelor 
piezoelectrice cu undă de volum utilizând ca model de studiu teoria de perturbaţie liniară existentă. 
Literatura de specialitate consacrată acestui subiect recurge adesea la o serie de simplificări, cea mai 
frecventă fiind cea a neglijării caracterului tridimensional al vibraţiei şi al distribuţiei perturbaţiei în 
volumul şi pe suprafaţa rezonatorului. Această ipoteză, a reducerii dimensiunii spaţiului problemei 
la una sau două dimensiuni, permite un calcul direct al spectrului, adesea teoria de perturbaţie 
nefiind necesară. Principalul dezavantaj al acestor metode este însă imposibilitatea analizării şi 
predicţici corelaţiilor stabilite experimental ce există între neuniformitatea câmpului de perturbaţie şi 
distribuţia energetică a modului rezonant. Ne referim concret aici la fenomene precum încărcarea 
masică, încălzirea neuniformă, scufundarea parţială într-un tluid vâscos sau microdeformaţiile 
geometrice. Un domeniu pe care l-am considerat de asemenea insuficient tratat este cel al 
comportării câmpului electroelastic pe frontiera solidului piezoelectric, în situaţiile când acesta se 
află în contact cu diverse medii. Menţionăm că, pentru uşurinţa analizei matematice, ipotezele unor 
condiţii pe frontieră de tip Dirichlet sau Neuman sunt frecvent folosite, însă acestea anulează din 
start orice încercare de estimare a influenţei mediilor externe asupra frecvenţelor de rezonanţă. Ceea 
ce s-a încercat, şi sperăm reuşit, în acest capitol, este tratarea unitară a majorităţii fenomenelor de 
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perturbaţie neuniformă de volum sau -suprafaţă prin utilizarea exclusivă a teoriei de perturbaţie 
spectrală liniară în forma sa generală, tridimensională. Rezultatele obţinute sunt în parte originale, 
de exemplu cazul încărcării masice, al microdeformaţiilor geometrice, sau generalizează relaţiile de 
calcul obţinute pe baza aproximărilor uni sau bidimensionale pentru perturbaţii cu o distribuţie 
uniformă, aceasta este situaţia contactului cu un lichid vâscos, cu un fir elastic sau al încărcării 
electrice. Pentru a duce la bun sfârşit acest studiu, au fost necesare o serie de extensii teoretice în 
ceea ce priveşte relaţiile de perturbaţie pentru condiţii pe frontieră disipative de tipul ecuaţiilor 
diferenţiale de ordinul 2 precum şi construcţia unui model de estimare al comportării câmpului 
electroelastic la frontiera dintre solidul piezoelectric şi un corp compozit de tip film subţire-mediu 
exterior semi-infmit. 

Relaţiile de calcul obţinute pentru estimarea influenţei unor factori fizici diverşi, acţionând 
ca perturbaţii în volumul său pe suprafaţa rezonatorului piezoelectric, pe baza unitară a teoriei de 
perturbaţie liniare, fiirnizează o demonstraţie analitică unui raţionament fizic intuitiv verificat 
experimental în multe situaţii. Este vorba de următoarea concluzie: 

Deviaţia frecvenţei de rezonanţă a unui rezonator piezoelectric cu undă de volum, datorată 
unui factor perturbator extern, este o funcţie (adesea liniară) de corelaţia ce există între 
distribuţia perturbaţiei ^i distribuţia energiei de vibraţie a modului respectiv, în volumul sau 
suprafaţa cristalului. 

Prezentăm în continuare desfăşurarea pe paragrafe şi principalele rezultate obţinute în 
acestea. 

Primul paragraf al capitolului are ca punct de plecare ecuaţiile cuplate elasto-
electromagnetice în solidul piezoelectric, urmează o cale similară celei propusă de Auld pentru 
construcţia relaţiei de reciprocitate electro-elastice, regăseşte expresia de perturbaţie ce derivă din 
aceasta şi extinde rezultatul asupra cazului când condiţiile pe frontieră sunt energetic dispative. 

Cel de al doilea paragraf a fost dedicat în exclusivitate formulării unui model parametric care 
să aproximeze suficient de bine comportarea câmpului elastic la suprafaţa de contact dintre solidul 
piezoelectric şi un film subţire de grosime neuniformă urmat de un mediu omogen semi-infmit, fară 
a genera însă dificultăţi matematice majore de tratare a dinamicii electro-elastice. Studiul propagării 
undelor acustice, într-o aproximaţie local unidimensională şi un regim armonic permanent, pentru o 
astfel de structură compozită, a permis deducerea relaţiilor de legătură între tensiunile şi deplasările 
elastice generate de aceste unde la interfaţa dintre solidul piezoelectric şi filmul subţire. O serie de 
aproximaţii rezonabile, relativ la grosimea filmului subţire şi impedanţa mediului exterior, au permis 
simplificarea acestor relaţii până la un polinom de ordinul 2 în pulsaţia regimului armonic. Trecerea 
în domeniul timp relevă o dependenţă între tensiuni şi deplasări de forma unei ecuaţii cu derivate 
ordinare de ordinul doi ai cărei coeficienţi sunt uşor de interpretat fizic: 

(/) = 0 cu m̂^ tensorul inerţial, v,, tensorul disipativ 

şi k̂ j tensorul elastic. O relaţie similară poate fi considerată a modela comportarea câmpului electric 

pe frontieră: L / i ^ R J i ^ C ' J q ^ O 
Mulţimea valorilor ni^^.v^^ , k^^ şi R, L, C constituie setul de parametrii I ̂  cu ajutorul cărora 

se aproximează comportarea câmpului elastic la suprafaţa solidului piezoelectric. 
Ceea ce se studiază în detaliu pe parcursul paragrafului 2.3 este situaţia în care parametrii ce 

influenţează spectrul rezonatorului I^^, I^ şi devin, datorită unor perturbaţii fizice neuniform 
distribuite în volumul sau suprafaţa rezonatorului, funcţii de coordonatele spaţiale. Concret, sunt 
analizate perturbaţiile neuniforme datorate câmpului termic, elastic sau electric staţionar, condiţiilor 
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pe frontieră şi deformaţiilor geometrice slabe. Pentru fiecare din acest caz sumarizăm în cele ce 
urmează trăsăturile esenţiale. 

a) pcrinrhaţia termică neuniformă - este afectat setul parametrilor de material 
Este dedusă expresia generală de perturbaţie corespunzătoare acestei situaţii şi particularizată pentru 
rezonatoarele pe substrat de cuarţ (sau izomorfe) în tăietura Y rotită. Se demonstrează astfel 
influenţa distribuţiei termice transversale ca un factor suplimentar de perturbaţie alături de 
gradientul termic lateral, caz analizat de A. Budura în [10]. 

h) perturbaţiile generate neliniar ele câmpuri elastice sau electrice staţionare supra-impuse 
vibraţiilor electroelastice este afectat setul parametrilor de material I^^ 
A fost pusă în evidenţă expresia generală de perturbaţie ce apare în acest caz, ca fiind o funcţie de 
distribuţia câmpului staţionar în volumul cristalului şi de tensorii de material neliniari. 

c) perturbaţii ale condiţiilor pe frontieră- este afectat setul parametrilor de material I^ 
c 1) parametrii mecanici 

cil) depunerea masică neutuformă 
Se demonstrează analitic regula acceptată empiric ce definea senzitivitatea locală în frecvenţă pentru 
depunerile suplimentare de masă pe suprafaţa activă de oscilaţie a rezonatorui ca fiind proporţională 
cu densitatea energiei de vibraţie la frontiera solidului piezoelectric. 

cl2) contactul cu un fluid vâscos 
Sunt deduse relaţiile ce estimează modificarea frecvenţei de oscilaţie şi factorul de calitate al unui 
rezonator aflat în contact total sau parţial cu un fluid. Este regăsită şi generalizată pe această cale o 
expresie de estimare a deviaţiei frecvenţelor de oscilaţie pentru rezonatoare pe substrat de cuarţ într-
o orientare cristalografică, expresie dedusă în [44] pornind de la un model de calcul direct 
unidimensional. 

cl 3) contactul cu un fir elastic 
Este explicată analitic, într-o manieră preponderent calitativă, corelaţia, pusă în evidenţă 
experimental, între zona de contact a firului, densitatea energiei de vibraţie în acea zonă şi deviaţia 
frecvenţelor proprii de oscilaţie. 

c2) parametrii electrici 
Perturbarea condiţiilor pe frontieră electrice poate fi socotită a fi preponderent uniformă pentru 
frecvenţele uzuale de lucru. Paragrafijl dedicat acestui subiect a fost introdus pentru a demonstra 
concordanţa şi în această situaţie a rezultatelor de predicţie obţinute cu ajutorul relaţiilor de 
perturbaţie liniară cu datele experimentale. S-a demonstrat pe această cale relaţia de inegalitate ce 
există între frecvenţa de oscilaţie corespunzătoare unui scurtcircuit electric şi cea proprie golului 
electric. Relaţia este larg acceptată în practică, este aproximată de modelul unidimensional al 
plăcilor piezoelectrice însă, după cunoştiinţa autorului, nu avea o explicaţie analitică generală pentru 
o geometrie tridimensională. 

(I) perturbaţii generate de modificarea u^joară a geometriei rezonatorului - este afectat setul 
parametrilor de material 
Această situaţie este abordabilă prin aplicarea unei schimbări curbilinii de variabila domeniului 
piezoelectric deformat şi revenirea, ca domeniu de calcul, în volumul iniţial, neperturbat. Pentru 
deformaţii având o parte neliniară mult mai mică decât cea liniară (dar nu neglijabilă) se echivalează 
prin această schimbare de variabilă perturbaţiile geometrice cu perturbaţii ale parametrilor de 
material Î ^ . Analiza de perturbaţie ce se efectuează pentru un rezonator pe substrat de cuarţ în 
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orientare Y rotită pentru deformaţii ale suprafeţei de tip lenticular, duce la concluzii ce, calitativ, sunt 
în concordanţă cu intuiţia fizică a fenomenului de capcană energetică. Expresia de perturbaţie astfel 
dedusă apare ca o funcţională dependentă de deformaţia suprafeţelor active de vibraţie. Această 
funcţională face posibil un calcul ce vizează maximizarea deviaţiei de frecvenţă pentru un anumit 
mod de oscilaţie precum şi aflarea suprafeţei optime din punct de vedere al ecartului între o 
frecvenţă llindamentală de oscilaţie şi modurile adiacente parazite. Calculul comparativ al ecartului 
de frecvenţă efectuat pentru o suprafaţă optimală şi una uzuală, lenticular sferică, a flirnizat diferenţe 
nesemnificative, demonstrând pe această cale quasi-optimalitatea formei lenticular sferice. 

în paragraful de început al celui de al treilea capitol descriem motivele ce au generat studiul 
efectuat în această parte finală a tezei şi prezentăm uşurinţa înţelegerii matematice ce ar decurge din 
reformularea ecuaţiilor ce modelează dinamica electroelastică în solidul piezoelectric într-o formă 
compatibilă cu ecuaţia abstractă a undelor staţionare Y/ = I i / /cu L un operator autoadjunct cu invers 
compact. Dacă este posibilă o astfel de reformulare rămâne o întrebare deschisă. Sistemul de ecuaţii 
hiperbolice în necunoscutele la care am ajuns în urma raţionamentului expus în paragrafele 
3.2 şi 3.3 a avut ca idee de pornire găsirea unui compromis între a nu neglija complet cuplajul 
elasto-electromagnetic şi a ajunge totuşi printr-o serie de aproximaţii fizice rezonabile la un sistem 
de ecuaţii comprehensibil matematic şi compatibil cu condiţiile pe frontieră uzuale. S-a ajuns pe 
aceste considerente la un sistem ce are expresia abstractă -V\\f cu V un operator eliptic cu invers 
compact căruia îi lipseşte însă proprietatea de simetrie. Să reamintim etapele principale ce au condus 
la definirea şi validarea acestui model de studiu pentru vitezele electroelastice din domeniul acustic: 
a) au fost formulate ecuaţiile cuplate elasto-electromagnetice în solidul piezoelectric în 
variabilele//^, A (potenţialul magnetic vector) şi 0 . 
b) prin renunţarea la cuplajul dintre partea magnetică şi cea elastică s-a ajuns la sistemul de ecuaţii 
electroelastice hiperbolice 
c) s-a demonstrat echivalenţa până la o diferenţă neglijabilă a vitezelor de undă, din domeniul 
acustic, prezise de acest sistem şi cel clasic. 

Revenind la absenţa simetriei în operatorul de undă V ea se datorează fenomenului 
piezoelectric acesta doar cuplând câmpul elastic şi cel electric. Prin intermediul lui, cele două 
câmpuri schimbă dinamic energie între ele. Nu excludem însă posibilitatea ca, apelând la o 
schimbare de variabilă, operatorul V să poată fi simetrizat. O astfel de simetrizare ar ridica 
incertitudinea ce există asupra generării sau nu a unei mulţimi de funcţii densă în spaţiul de definiţie 
al problemei de către setul de vectori proprii operatorului V. Amintim că o astfel de incertitudine 
face ca atât teoria de perturbaţie clasică dezvoltată de Sinha şi Tiersten cât şi cea propusă în 
paragraful 3.4 pentru sistemul ecuaţiilor electroelastice hiperbolice să fie riguros valabile doar în 
ipoteza în care vectorii proprii perturbaţi se află în subspaţiul liniar generat de vectorii proprii ai 
ecuaţiei originale. 

Alături de o certă uşurinţă teoretică a analizei soluţiilor electroelastice în domeniul timp 
pentru acest sistem de ecuaţii hiperbolice vis a-vis de cazul clasic, proprietăţile operatorului V şi ale 
funcţionalei sale asociate permit calculul numeric al spectrului de vibraţie prin metoda clasică 
Galerkin. Efortul computaţional este similar celui necesar în situaţia utilizării funcţionalei de tip 
Lagrange. Pe această cale este oferit un instrument teoretic de analiză spectrală alternativ singurei 
metode riguroase existente până în prezent. Teoria de perturbaţie construită pe baza acestei 
funcţionale este similară celei dezvoltate pentru fijncţionalele eliptice şi simetrice corespunzătoare 
operatorilor clasici de undă ea permiţând deducerea practică a estimatorilor pentru frecvenţele 
proprii alterate de ordin superior celui liniar. în acest sens, în paragraful 3.4 a fost dedusă expresia 
concretă pentru estimatorul patratic, iar cea pentru estimatorul liniar s-a demonstrat a fi identică cu 
cea cunoscută din teoria Sinha-Tiersten. 

163 

BUPT



Vom sintetiza rezultatele obţinute prin teoria ecuaţiilor piezoelectrice hiperbolice în 
comparaţie cu cea clasică şi cea a ecuaţiilor de undă clasice în următorul tabel. 

Proprietăţi Ecuaţiile 
piezoelectrice clasice 

Ecuaţiile piezoelectrice 
hiperbolice 

Ecuaţia clasică a 
undelor elastice 

sau 
electromagnetice 

Teoremă de existenţă 
a soluţiilor 

nu da da 

Teoremă de unicitate 
a soluţiilor 

da da da 

Operatorul de undă 
M - ' L 

M nu este inversabil Continuu, eliptic, invers 
compact 

Autoadjunct cu 
invers compact 

Spectrul Infinit numărabil Infinit numărabil Infinit numărabil 
Funcţiile proprii 

operatorului de undă 
Există ortogonalitate 
între componentele 

câmpului elastic; 
completitudine incertă 

Nu există ortogonalitate; 
există biortogonalitate cu 

funcţiile proprii 
operatorului adjunct; 

completitudine incertă 

Există 
ortogonalitate şi 
completitudine 

In fmal, două observaţii importante se impun referitoare la estimatorii de perturbaţie 
construiţi pe baza acestei teorii. Prima se referă la rolul operatorului de undă adjunct F* în această 
teorie de estimare spectrală şi a formei funcţiilor proprii conjugate = (//̂  ca unică 

modalitate de a trata proprietatea inerentă de asimetrie a câmpului piezoelectric. Cea de a doua 
subliniază dificultatea utilizării relaţiei estimatorului patratic pentru cazul general tridimensional al 
problemelor de rezonanţă piezoelectrică cel puţin pentru capacitatea de calcul numeric actuală. 
Motivul este uşor vizibil şi îl constituie necesitatea aflării funcţiilor proprii y/j teoretic pentru toate 

modurile posibile, practic pentru cele decelabile în spaţiul aproximam finit dimensional pe care se 
proiectează problema generală. 

Ultimul capitol grupează o serie de demonstraţii şi noţiuni matematice ce au un caracter 
colateral subiectului tezei însă au fost folosite ca şi rezultate intermediare pe parcursul celor trei 
capitole anterioare. Este vorba de echivalarea sistemelor de ecuaţii eliptice cu o ecuaţie variaţională, 
existenţa şi unicitatea soluţiei ecuaţiei piezoelectrice liniare, teoria de perturbaţie pentru 
funcţionalele biliniare eliptice şi un studiu asupra soluţiilor ecuaţiei piezoelectrice staţionare 
neliniare ce provine din aproximarea cubică a energiei interne electroelastice. Toate aceste subiecte, 
cu excepţia celui dedicat ecuaţiei neliniare, există într-o formă mai mult sau mai puţin apropiată în 
referinţele de bibliografie matematică citate, efortul şi atenţia autorului fiind îndreptate spre a le 
modifica şi adapta cazului specific al ecuaţiilor piezoelectrice. Analiza ecuaţiei staţionare neliniare 
reprezintă o excepţie. Este un studiu ce nu a fost găsit în literatura de specialitate, studiu ce îl 
considerăm util întrucât oferă limita maximă a energiei câmpului elastic şi electric impus pe 
frontiera solidului piezoelectric pentru care există o soluţie unică a ecuaţiei şi deci aproximaţia 
cubică a energiei poate fi folosită. 
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