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Introducere

“Dacd dorim sd obtinem standarde pentru lungime,
timp st masa ce vor fi absolut permanente, trebuie sa
le ciutam nu in dimensiunea, migcarea sau masa
planetci noastre ci in lungimea de unda, perioada de
vibratic §i masa absolutd a acestor nepieritoare,

ncalterabilc si perfect similare molecule” trad. aut.”
James Clerk Maxwell, 1870

In 1960, cea de a unsprezecea Conferinti Generali de Metrologie adopta Sistemul
International de Unitati (SI), sistem care, incepand cu acea datd, avea sa fie acceptat la nivel
mondial. Sistemul este bazat pe sapte unitdti de baza, unitati alese din ratiuni istorice §i practice.
Toate unitatile de masurd fizico-chimice derivate pot fi exprimate prin combinarea unitdtilor de
baza. Dintre unitdtile de bazd stabilite in 1960 doar trei raiman determinate independent la ora
actuala: este vorba de kilogram, secunda si Kelvin. Figura I1 schiteazi interdependentele ce exista
intre unitatile de baza.

Figura 11 —prcluata din [18] Figura 12 —prcluata din {18]

Cele 7 unitdti de baza ale SI impreund cu sistemul de Unitatile de baza ale SI, constantele fizice fundamentale
interdependente existente intre acestea si gradul de incertitudine in cunoasterea valorii exacte a
acestora

O caracteristici metrologicd fundamentala a acestor unitdti de bazd este gradul de
incertitudine in cunoasterea valorii absolute a acestora relativ la fenomenul fizic utilizat in definirea
lor. Figura alaturata 12, prezinta acest grad de incertitudine pentru aceste unitati si o serie de
constante fizice fundamentale impreuna cu legaturile de interdependentd intre acestea. Analiza
atentd a acestei diagrame releva incercarea de a construi un sistem de masura universal plecand de la
singura marime relativistic constantd si considerata a fi cunoscuta apriori exact —viteza luminii in
vid.

Nivelul stiintific §i tehnologic actual permite cunoagsterea cu cea mai mare precizie a unitatii

de masura pentru timp: 107", Gradul de certitudine in cunoasterea celorlalte doud unitati

1 : . . .

“If we wish Lo obtain standards of lenght, time and mass which shall be absolutely permanent, we must seek them not
in the dimension or motion, or the mass of our planet , but in the wavelenght, the period of vibration and the absolute
muss of these imperisable, unalterable and perfectly similar molecules”
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independente de bazd, kilogramul $i Kelvinul, este cu mult mai mic comparativ cu secunda- 6-7
ordine zecimale de marime. Aceastd diferentd uriasa intre gradul de cunoastere al timpului, vis a-vis
de incertitudinea existentd in determinarea unitatilor de masa si temperatura, apare probabil datorita
incapacitatii actuale de a lega definirea kilogramului §i gradului Kelvin de un fenomen cuantic cu
efecte macroscopice stabile §i masurabile asa cum s-a reusit in cazul standardelor atomice pentru
timp sau a jonctiunii Josephson cu efect Hall cuantic pentru rezistenta electrica. Previziunea asupra
necesitatii cautdrii in domeniul atomic a fenomenelor fizice de definire a unitatilor metrologice
fundamentale, previziune enuntatd acum mai bine de un secol de catre Maxwell, se dovedeste a fi
veridica.

Nivelul de incertitudine al cunoasterii unitdtilor fundamentale ale SI ofera o margine
superioara pentru stabilitatea temporald a fenomenelor fizice ce concuri la definirea acestor unitati -
un fenomen fizic ce va fluctua impredictibil cu 107" relativ la valoarea sa de echilibru, nu va putea fi

utilizat in a defini o unitate de masurd cu precizie mai bund del10”’. Din acest punct de vedere,
standardele metrologice de timp secundare (ceasurile pe baza dezexcitarii stimulate a atomilor de
Cesiu sau Rubidiu) sau chiar oscilatoarele electronice pilotate cu dispozitive piezoelectrice de cuart,
ating nivele de stabilitate superioare gradului de incertitudine al majoritatii unitétilor din SI si
implicit al fenomenelor fizice ce definesc aceste unitdti. Motivatia efortului stiintific si tehnologic
depus n ultima jumatate a acestui secol de a traduce §i a masura o multitudine de marimi fizice in
domeniul timp-frecventa, devine in acest sens evidenta.

Utilizarea unui rezonator piezoelectric la masurarea unor marimi fizice altele decat timpul
sau frecventa face inerent apel la studiul influentei acestor marimi asupra frecventelor proprii de
vibratie ale dispozitivului. Pentru a specifica influenta stabilitatii temporale foarte bund a acestor
oscilatoare asupra preciziei de calcul necesare a fi atinse in proiectarea unui astfel de traductor, vom
considera urmdtorul exemplu generic. Presupunem un rezonator piezoelectric avand frecventa
proprie de vibratie f,cu o stabilitate relativd de 8(r)< o_. pentru intervalele de timp comparabile

cu timpul de desfdsurare al experimentului. Supus unei marimi fizice exterioare X ce actioneaza
brusc la momentul de timp ¢, cu amplitudinea A, rezonatorul isi va modifica frecventa proprie de

vibratie cu o valoare A, f . Stabilitatea relativa in frecventd o presupunem nemodificata pentru
acesta stare: 6(f)<S__ . Dupa cum arati si graficul I3 vom putea decela cu confidentd de 100%
actiunea marimii fizice X dacd acesta conduce la o modificare a frecventei de rezonantd de

A.J-f > 25mnx.ﬁ) .

igura I-
Modificarea frecveniei de rezonanta sub actiunea mdrimii fizice perturbatoare X'

[09]
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Acum, sa presupunem cd prin calcul avem posibilitatea de a afla frecventa proprie f, atdt in
absenta marimii perturbatoare X cdt si in prezenta ei, cu precizia relativd de , . Pentru a estima cu

acelasi grad de precizie ca si in cazul experimentului fizic, prezenta sau absenta marimii fizice X cu
amplitudinea A, este necesar ca d,, <J_, . Valorile tipice pentru stabilitatea relativd &_,, pe termen

de =100 secunde, la rezonatoarele cu undi de volum ( BAW?) pe substrat piezoelectric, sunt

cuprinse intre 10° —107 . Acest interval de valori reprezintd zona de precizie in care ar trebui adusi
proiectarea oricarui traductor de acest tip pentru a aduce o informatie fiabila asupra comportarii
spectrale a respectivului rezonator sub actiunea marimii de perturbatie X.

Cu exceptia unor modele aproximative foarte simple ce permit solutii analitice, calculul
frecventelor proprii de vibratie pentru rezonatoarele piezoelectrice, face apel la metode numerice de
minimizare variationald a functionalei Lagrange atasata sistemului de ecuatii piezoelectrice.
Structura tridimensionala a problemei, anizotropia cristalind, cuplajul de camp electroelastic,
conditiile neomogene pe frontierd i geometria volumului rezonatorului, conferd acestei functionale
o complexitate deosebitd ce conduce la eforturi computationale greu sustenabile cu tehnica actuald
de calcul, cu scopul de a atinge ordine de precizie, in determinarea frecventelor proprii, comparabile
cu cele ale stabilitatn fizice a acestor rezonatoare.

Analiza comportarii frecventelor proprii de vibratie in functie de miarimea de interactiune X
este totusi posibild, teoretic, cu o precizie oricat de bund, pentru o vecinitate restransi in jurul
valorilor f, neperturbate, presupuse a fi cunoscute in acest caz. Aceastd analizd se realizeazi cu

ajutorul metodelor matematice de perturbatie, aplicarea acestora in domeniul analizei senzorilor
piezoelectrici fiind adeseori singura metodad de abordare.

Metodele de perturbatie au o dezvoltare formala riguroasa si au fost aplicate frecvent in
calculul evolutiei vectorilor §i valorilor proprii ale operatorilor autoadjuncti in functie de o
modificare “micd” a unui parametru al ecuatiei. Acest tip de operatori si probleme, apar adeseori in
teoria campului electromagnetic, teoria solidului elastic, mecanica cuantici. Dinamica campului
electro-elastic in solidul piezoelectric este guvernata de un sistem de trei ecuatii hiperbolice cuplate
cu o ecuatie eliptica:

5 u, =123 componentele elongatiei elastice
d°y, d u, 0 d ¢ : :
p—= Cii + € ¢ potentialul electric
ot ox, J x; 9X, P densitatea masica

. material

' dx,

3
5 57, Cor» € €, CU i, j k.l € {1,2,3} tensorii de
e,
Ic J axk a ki i

X,

Aceasta formd este nestandard in ecuatiile fizicii matematice, sistemul nu poate fi adus la o
ecuatie functionald abstractd de tipul: ¥ =Ly, cu L un operator autoadjunct; forma tipica, de
exemplu, in cazul modelarii dinamicii elastice liniare in solidul fara proprietati de cuplaj electro-
elastic sau magnetoelastic.

Aceasta situatie este partial rezolvatd in 1977 prin dezvoltarea unei teorii de perturbatie
pentru ecuatiile piezoelectrice de catre B. Sinha si H.F.Tiersten, insd modul de deducere permite
practic doar o estimare a frecventelor proprii perturbate de ordinul 1 (aproximatia liniard). Dupa

2 Bulk Acustic Waves
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cunostiintele autorului nu existd pana in prezent un formalism riguros de deducere a relatiilor de
perturbatie de ordin superior, pentru ecuatiile de dinamica electroelastica in solidul piezoelectric.

Relatiile de perturbatie Sinha-Tiersten, desi de un potential teoretic important, nu au fost
folosite frecvent in studiul aplicatiilor concrete datoritd complexitatii de prezentare a acestora; multe
din fenomenele de modificare a frecventei de rezonantd sub actiunea a diverse excitatii fizice
externe sunt in schimb explicate pe baza unor modele de calcul aproximative, simplificate,
dezvoltate in mod specific pentru a furniza date de predictie conforme cu un anumit experiment, o
anumita marime fizica de interactiune. Daca aceste modele de calcul, chiar multiple si specifice, ar fi
acoperitoare pentru situatiile intdlnite in proiectarea si analiza senzorilor piezoelectrici, un efort de
dezvoltare si unificare teoreticd ar rdmdne o problemd de estetica. Situatia este insd alta.
Simplificarea regasita cvasigeneral in aceste modele este ignorarea spatialititii fenomenelor de
vibratie si interactiune cu factorii fizici externi de perturbatie. Solutia exclude ab initio orice tratare
a unor perturbatii fizice avand o distributie spatiala neuniforma in volumul sau pe suprafata
rezonatorului: campuri termice sau de stress mecanic, impedante distribuite electrice sau mecanice.
in acest sens, o serie de fenomene carora repetabilitatea experimentala le-a conferit statutul de
reguld sau teorema — legdtura intre energia de vibratie la suprafata rezonatorului, zona de incarcare
maxima preponderentd si deviatia de frecventd, spre exemplu — nu au o explicatie sau o relatie de
predictie riguroasa.

Explicarea si predictia influentei perturbatiilor fizice neuniform distribuite in volumul sau
suprafata rezonatorului pe baza unitara a teoriei de perturbatie liniard, impreuna cu dezvoltarea unui
nou formalism teoretic pentru ecuatiile cAmpului electroelastic in solidul piezoelectric, formalism ce
va permite deducerea relatiilor de perturbatie de ordin superior, sunt cele doud directii principale de
dezvoltare a acestei teze.

Structura lucrarii este urmatoarea.

in primul capitol sunt prezentate principalele rezultate teoretice referitoare la analiza ecuatiilor
electroelastice clasice pentru un domeniu piezoelectric tridimensional finit. Sunt tratate teorema de
conservare a energiei in ipoteza conditiilor pe frontiera variationale, functionala Holland-EerNisse
de tip Lagrange asociatd mediului piezoelectric si teoria de perturbatie Sinha-Tiersten. Studiul
functionalei Holland-EerNisse reliefeaza importanta deosebitd a acesteia ca fiind singura metoda
riguroasd ce permite calculul spectrului de vibratie piezoelectric dar si o serie de discrepante
(subliniate chiar de autori) intre proprietatile acesteia i proprietatile functionalelor Lagrange clasice.
Teoria de perturbatie Sinha-Tiersten este analizatd plecind de la o formulare abstractd,
demonstrandu-se imposibilitatea practica de a deduce, pe baza acesteia, relatiile de estimare a
frecventelor perturbate pentru ordine superioare celui liniar.

In capitolul doi se propune un model unidimensional local, pentru estimarea impedantelor de unda
elastice la suprafata solidului piezoelectric, considerat a fi in contact cu un film subtire urmat de un
mediu exterior infinit. Se reia cursul demonstratiei teoriei de perturbatie, propusi de Auld [1] si se
generalizeaza rezultatele existente prin renuntarea la ipoteza cdmpului electric irotational, admitand
prezenta pierderilor energetice la suprafata rezonatorului. Relatiile de estimare liniard a frecventelor
proprii complexe sunt utilizate pentru a studia efectele principalilor factori de perturbatie
(temperaturd, cadmpuri electrice §i mecanice stationare, sarcini electromecanice de suprafatd) asupra
spectrului electroacustic al dispozitivului piezoelectric. Se insista cu precadere asupra explicarii unor
fenomene legate de caracterul de neuniformitate spatiala a acestor marimi de perturbatie precum si a
generalizarii relatiilor deduse anterior pe baza unor modele unidimensionale mai simple.
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Cel de al treilea capitol propune un-formalism de studiu a dinamicii electro-elastice in solidul
piezoelectric pe baza renuntirii partiale la aproximatia cimpului electric cvasistationar. Se obtine un
sistem de patru ecuatii hiperbolice cuplate, ale carui rezultate de modelare sunt validate din punct de
vedere al concordantei campului electroelastic in regiunea acustica de cele obtinute prin utilizarea
ecuatiilor clasice. Sistemul permite o abstractizare sub forma ¥ = Ly cu L un operator pozitiv

definit cu invers compact si incadrarea intr-un caz cvasi-standard de studiu matematic. Deducerea
riguroasa a relatiei de perturbatie in aproximatia liniara §i cea patratica, pe baza unui model standard
pentru acest caz matematic, altul decat cel utilizat de Sinha-Tiersten, este o consecintd fireasca a
acestel situatii.

Demonstratiile matematice lungi ce ar fi fragmentat cursul tezei au fost grupate intr-un capitol de
complemente matematice in finalul lucrdni. Parte din aceste demonstratii oferd un suport riguros
unor relatii direct utilizate in lucrare (relatiile de perturbatie pentru operatorul L - spre exemplu),
altele incearca sd ofere o baza de studiu ulterioara in acest domeniu (teorema de existenta si unicitate
pentru ecuatia piezoelectricd stationard in aproximatia energiei cubice — spre exemplu).
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Capitolul 1 Asupra modelirii undelor electroelastice intr-un volum
piezoelectric finit prin ecuatiile liniare clasice

Sunt prezentate principalele rezultate teoretice referitoare la analiza ecuatiilor
electroelastice clasice pentru un domeniu piezoelectric tridimensional finit. Cele
trei paragrafe trateaza teorema de conservare a energiei in ipoteza conditiilor pe
frontiera variationale, functionala Holland-EerNisse de tip Lagrange asociata
mediului piezoelectric si teoria de perturbatie Sinha-Tiersten. Studiul functionalei
Holland-EerNisse reliefeaza importanta deosebita a acesteia ca principala metoda
riguroasa ce permite calculul spectrului de vibratie piezoelectric dar si o serie de
discrepante (unele subliniate chiar de autori) intre proprietatile acesteia si
proprietatile functionalelor Lagrange clasice. Teoria de perturbatie Sinha-Tiersten
este analizata plecand de la o formulare abstracta demonstrandu-se
imposibilitatea practica de a deduce pe baza acesteia relatiile de estimare a
frecventelor perturbate pentru ordine superioare celui liniar.
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§ 1.1 Ecuatiile generale de modelare ale cAimpului elastic si electromagnetic in solidul
piezoelectric .

Acest paragraf introduce ecuatiile generale de modelare a campului elastic si
electromagnetic in solidul piezoelectric impreuna cu legile de material si
principalele ipoteze simplificatorii ce vor fi utilizate in lucrare. Prezentarea este
facuta introductiv, asupra unor notiuni ce sunt formalizate intr-o maniera
diferita de cea clasica, se va reveni cu argumente $i detalii pe parcursul tezei.

Piezoelectricitatea' este un fenomen fizic ce cupleazi variabilele macroscopice ale campului

elastic cu cele de camp electromagnetic in materialele solide anizotrope in care nu se manifesta
proprietdti centro-simetrice locale. Explicit acest cuplaj se face prin dependenta polarizatiei electrice
de campul electric §i de deformatille mecanice - fenomenul direct. Existd reciprocitate, campul
electric prezent in solidul piezoelectric producand tensiuni i deformatii elastice. Spre deosebire de
electrostrictiune §i magnetostrictiune ce prezintd deasemenea proprietati de cuplaj elasto-
electromagnetic, patratice insd, piezoelectricitatea este un fenomen preponderent liniar.
Piezoelectricitatea a fost intotdeauna asociata fazelor solide de agregare (monocristaline, ceramice,
polimeri), exista Insd un fenomen similar (de intensitate mult mai slaba), flexoelectricitatea, ce se
manifesta in diverse faze de ordonare a cristalelor lichide atat liotrope cat si termotrope. in aceasta
lucrare vor fi tratate in exclusivitate fenomene legate de piezoelectricitatea mediilor solide.
In cele ce urmeazi vom formula ecuatiile de modelare a campului elastic si electromagnetic in solidul
piezoelectric. O atentie deosebitd se va acorda relatiilor de material ce cupleaza marimile electrice cu
cele mecanice, forma de aproximare a acestui cuplaj impunand practic includerea sau ignorarea unel
caracteristici a dinamicii electroelastice: de exemplu neliniaritatea sau pierderile energetice in volum.

Ecuatiile de cAmp electromagnetic

—a—B=V><E (eml)
dt

j+ 8—5— =V xH (em2)

T dt

VD =p, (em3)

VB =0 (em4)

I+ vectorul intensitatii campului electric, D vectorul inductiei cdmpului electric
B vectorul inductiei campului magnetic, H vectorul intensitatii campului magnetic
p, densitatea volumica a sarcinii electrice

J vectorul densitatii de curent electric

1 . . o .
plezein (gr.)=a apdsa, presiune
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Ecuatiile campului elastic

Legea de conservare a impulsului mecanic:

d du (ell)
—|p,— EVT +
a’ [p"l 8’ } l] -f;
Legea de conservare a maset:
ap, i
o1 +V(P-a—,]=° (e12)

u componentele elongatiei elastice
T, tensorul simetric al tensiunilor elastice, f, fortele de volum externe, 7, j € {1,2,3}

p,, densitatea masica

Relatiile de material

A. Introducerea clasica

Fenomenul piezoelectric implica existenta unor legaturi de forma:
L=10 k) S =81k (9, o

_\ sau cu s, == V"u
D,zl),(bﬂ_,kj) D,-=D‘-(T,,5,E,-) 2 8x 8v

T, (Sk,,lzk) l)(S/k,F ),SU(T,(,,f ) D(T/k,E,-)operatori neliniari, continui, cauzali ce actioneaza

asupra istoriel temporale a variabilelor de definitie.

Se urmadreste aproximarea parametrica a acestor operatori pentru a permite scrierea ecuatiilor
de camp electromagnetic si elastic intr-o forma solvabild si cat mai comoda de rezolvare. Modalitatea
clasica de introducere a relatiilor de material porneste de la expresia de conservare a energiei intr-un
solid piezoelectric in urmatoarele ipoteze:

¢ Mediul este presupus a fi fard pierderi energetice in volumul sdu — matematic aceasta ipoteza
revine la aproximarea operatorilor T(Sk,,E ) D(SJ,‘,F ) sau Sij(T,L,,E,‘),Di(Tjk,EI.) prin
functii ce actioneazi asupra valorilor instantanee ale marimilor de definitie: (S,,(¢), E,(¢)) spre

exemplu.

¢ Transferul energetic elastic si electromagnetic prin frontiera acestui mediu este presupus a fi nul.

¢ Deformatiile elastice sunt presupuse suficient de mici pentru a considera constantd geometria
corpului in cursul acestora.

(matl)

e Campul electric este presupus irotational: £=-V¢, ¢ potentialul electric .
Variatia temporala a energiei electroelastice se determina a fi [52]: U = TUSU +ED
Se defineste entalpia electrica: H,=U —FE D, .

Variatia temporala a acesteia este: H, = I, SU D E si implica o dependenta H,=H (S,},E )
e e aH . oH,
IU(‘Su‘["I«') (Slj’hk)z—gfg—-

iy
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Aproximarea parametricd a acestor functii se face prin dezvoltarea lor in serie Taylor in jurul
originii. In teoria piezoelectricitatii liniare aceastd aproximare se limiteaza la termenii de ordinul I:

r-9H g OH o
' 38,38, 3S,9E,
p - ZH p OH. s,

COE.E,’ 3ES,

Entalpia electrica H, si energia electroelastica U au, in aceasta situatie, urmatoarele expresi:
1 1
He - EcukIS:jSkI - eln]Elchj - EEUEiEj

1 1
U= ECU“’SUS“ + EguE' Ej

C — a : H e a’TU
#0505, 9S,
0°'H, _ 91, D,

e/l'l_[ v - - v
3S,F,  OE, 98,

tensorul elastic

tensorul piezoelectric

£, =T —— =0 tensorul dielectric
o, o~ ol
J J J
Cu aceste notatii relatiile de material se scriu astfel:
I, =Sy — el (mat2)
D, =e,S, +€,F

intr-un mod analog se pot determina relatiile ce considera campul electric si tensiunile elastice ca
marimi primare plecand de la entalpia mecanica: H, =U T S

yy
Sij = Sjulu +dyiFy
D = €l +d T

gk © gk

A

In situatiile fizice reale tensorii ¢y, Sy . €€k >y, sunt functii de clasa cel putin C'(Q) In

volumul piezoelectric, local fiind indeplinite urmatoarele relatii de simetrie:
D Cu =Cju = Cuy> Sju =S =Sw; 21 componente independente

) g;=¢€ 6 componente independente
) e = ey 18 componente independente
V) dy =d,, 18 componente independente

Tensorii de material sunt dati in raport cu axele cristalografice (100), (010), (001). O
schimbare ortonormala a bazei duce la modificarea acestor tensori dupa regula:

] N 2 ] . - -
Snpg = 00070 0, fuy cu @, matricea de trecere de la vechea baza la noua bazi.
oH,

v
[

O aproximare mai buna a functiilor 7, (SU, Ek)z si D, (S

U,Ek)=—%He se obtine prin

1y i
considerarea §i a termenilor patratici in dezvoltarea in serie Taylor — sunt acoperite in acest mod
efectele electrostrictive spre exemplu.
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o°H, O°H, 1 &H, L] o'H 1 J’H

T =—=—258,+ 0S8 A==t S E +———t—FEF
Y 95,95, i S OF, OFE, " 20598,0S, “ ™ T3S OS,0L, " 208 0E0E, "

J°H J°H 1 OJ'H J*H 1 J’H
D, =- ~FE + ~S +——r---r-+—L L +—FS +———"F—3S53S
¢ ok E, ' OES, 7 20EJEQE ' ' OJLOESS, '™ 20E0S0S,, "™

Utilizind o notatie tensoriala, relatiile anterioare se scriu sub forma:

. , o1 , | . (mat3)
I, = Com Su— € L, + -2"0 Ulrlmn‘SkIS o T & UI(InIS,kIE‘m - Efuu L E,

)

. 1 1
DA‘ = EI\'_]E_] + eI\‘USIj + Eekp EJ E + j;qnm EjSmn - —2_ gl\'ljmnSlj Snm
; 3T
Coatmm = oH, _ _ - tensorul elastic de ordinul doi
! aS 1y aS ki aS mn aS ki aS mn
£, =- 7‘8’ h? — = ajD“, tensorul dielectric de ordinul doi
" QL0 dI oL JF,
O'H, 0T, o°D, .
8 im = = = - tensor electrostrictiv
dS,0S,,0E, ER JOF as * Ay
o*H, 0T, 0°D. -
o = = tensor electrostrictiv

" 9S,0S,0E,  OE,E, 0S,IE,

Energia piezoelectrica are in aceastd aproximare urmatoarea expresie:

Us=Lc,S,S,+re EE +c, S5, +e,EEE,
2 > 2 6

1}L1mn 1y kY mn

Aceasta forma cubicd a energiei piezoelectrice asigurd o aproximare mai find a fenomenului
piezoelectric insd ridica o serie de probleme de ordin teoretic intrucat ea este pozitiv definitd doar
pentru valori “mici” a valorilor de camp elastic si electric. Implicatiile acestui aspect asupra existentel
s unicitatii solutiei sistemului de ecuatii stationare (echilibrul piezoelectric) va fi studiat in paragraful
4.3 al capitolului de complemente matematice

Dependenta de tip functie utilizatd pentru a aproxima relatiille 7 (Sk,,F ) ,-(S Py j) sau

S‘j(n,,lik),l),.(ﬂk,E j) presupune un raspuns imediat, 0 concomitenta intre aparitia unei schimbari
in marimile considerate primare (7, si £, spre exemplu) si aparitia raspunsului materialului S, §i
1), . Chiar daca nu evident, aceasta situatie conduce la neputinta cuprinderii pierderilor energetice in
volumul materialului piezoelectric — pierderi existente intotdeauna. Pentru a se reusi modelarea
acestui aspect, se introduc termeni suplimentari in relatiile parametrice de material (matl), (mat2) sau
(mat3), termeni ce forteazd o dependenta ce tine cont si de istoria temporald a marimilor primare.

Ecuatia cu derivate ordinare de ordinul | urmatoare se considerd a fi suficientd pentru a modela

pierderile energetice in mediul piezoelectric in domeniul acustic al vitezelor de unda electroelastice.
Motivatia alegerii acestei forme nu este imediatd, ea tine cu precadere de posibilitatea identificari
. g t p p

10
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experimentale a tensorului de vascozitate i de obtinerea unor date de modelare conforme cu cele
experimentale [8] -

25y
8, kij

M, Vascozitatea elastica (mat4)

¢ ‘SAI +T’l_//rl

ki

Forma algebrica complexa a relatiilor de material liniare ce tin cont de pierderi se obtine prin
aplicarea transformatei Fourier ecuatiilor (mat2) si (mat4):

I (jok o, Go)+ jon,, (jo)b., (o)e, £ (jo)

D(jwkxe, k, (jo)+e, S, (jo)

Daca pentru cazul liniar forma termenului de vascozitate in manierd clasica poate fi usor
dedusa s argumentatd nu aceeasi este situatia dacd se doreste modelarea simultand a fenomenelor
neliniare si de pierderi energetice. Intuitiv, in domeniul timp ecuatia (mat4) impune o legatura de tip
convolutional cu nucleu exponential descrescator (figura 1.1) intre marimile considerate primare §i
cele de raspuns pentru material. Plecand de la aceastd observatie propunem o metodd de formalizare
a legilor de material piezoelectrice utilizdnd seriile convolutionale Volterra. Pentru aceasta existd o
teorie bine pusa la punct de determinare a nucleelor convolutionale neliniare ce aproximeaza astfel de
fenomene fizice neliniare de tip cauza-efect.

Figura 1.1 Forma tipica pentru un coeficient de material vazut ca un nucleu convolutional de
relaxare

B. Metoda de introducere relatiilor de material in solidul piezoelectric utilizind formalismul
Volterra

Dependentele 7, (Sy. %, ), DS 4 E, ). S, (T £, ), D.(1, E, ) puse in evidenta in mod experimental
si vazute din punct de vedere matematic sub forma unor operatori au urmatoarele proprietati:

i continuitate in raport cu marimile de definitie — presupuse de energie finita

1. neliniaritate

1. memorie temporald descrescdtoare

Intuittv, aceastd ultimad proprietate semnifici dependenta predominantd a valorii prezente
I (1) de valorile prezente sau din trecutul imediat al variabilelor de definitie (S,,, £, ) §i mult atenuata

fatd de valorile trecutului indepartat. Pentru clasa foarte larga de operatori ce poseda proprietatile i-iii

11
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Boyd si Chua in 1985 [9] au demonstrat posibilitatea aproximarii parametrice a acestora cu O precizie
oricat de buni prin serii de convolutie Volterra. Pentru cazul specific studiat aceastd descompunere se
prezintd sub forma (este scrisd desfasurat doar descompunerea pentru D, (S Py ) )

= [[6, (=), )+ 2, (=), @ + 2 [ [, (-7 =2, (0 (e, e, +
1 ¢rer i . . ‘ ‘
- 5 i Bt (, BAE )S * (T' )'5["' (Tz )LI'Tld‘E: + .[).[rf'l“ (’ —TIT )E; (Tl )‘Su (T: )dfldfz *.

Sau compact:

g~ ~ N
lu cull Skl - el\'l] * ]Lk + -; Ullnm ( )S“LS’"” + guklm ( )‘SAI[‘ Ij“ ( *)Ek E[ + ... (matS)

e

D, = El, ¥+ E,,A- * S +g.,l.- (* *)E, k. + §,Ayln, (* *)~S 6O+ j;JkI (* *)E, Su ..
respectiv

‘S‘IJ =9 r/ll [LI + d ll“k + ql/lx‘lmn (* )fl.l rnm + ’Ul«I ( )]41\ f’l +w ki ( *)T]I( EI +..
I)l = Erj * ["_/ + dI]A' * 7_;A + Zil]k/m (* *)7JL llnl + ’r_]L ( ’ )1"‘1 I"k + "VUA'I ( )T]k El T

A fost pastratd o forma similara de scriere cu cea dedusd anterior prin metoda clasica a
functitlor de entalpie electricd sau mecanica intrucat la limita, dacé se ignora efectul istoriel temporale
a marimilor primare asupra marimilor de raspuns a materialului, vom gasi o forma identicd cu cea
dedusad (mat2). In acest caz. nucleele Volterra se identifici cu tensorii de material dedust in
urmatoarea maniera:

Cl)=c,,6() cu &(¢) distributia Dirac

Din punct de vedere fizic relatille de material (mat5) ar acoperi cu finete atdt caracterul
nelimar al cuplajului electroelastic cat si fenomenele de pierderi energetice. Determinarea
experimentald generald a nucleelor Volterra este insi dificild dacd nu imposibild iar tratarea

matematicd a ecuatiilor de camp electroelastic ar ridica serioase probleme de naturd teoretica.
Renuntarea la neliniaritate aduce o simpliﬁcare majoré.

D (= J.’e,“ -7)S,, )a’r+J'£ E (Tt =e, *S, +€ *E,
l (’) J Ukl(’ T) S1:1 (T){r J. ekt/(’ - T)P (r)dT ljkl LSlcl _ekij * Ek
§,(0)= [ s, = D)2t + j A1 =) E(OMT = 5,5 Ty + dy ¥ E,

I),(/):J(;eu.(/—r)l;‘j(r)dt+_[)d,.jk(/—r)*'l),(() g* I, +d,

¥ T
Pentru marimile fizice ce intuitiv se afla intr-o relatie de tip cauza-efect, tensiuni elastice-stress
mecanic sau intensitate electrica-inductie electrica, forma tipici pentru nucleele convolutionale este
una de relaxare exponentiala. Ea modeleaza dependenta efectului de istoria temporala a cauzei (cu
memorie descrescdtoare) si implicit o anumita retardare a acestuia fata de cauza.
In domeniul vitezelor acustice interactiunile electrice pot fi considerate cu o foarte buna
aproximatie ca fiind instantanee fata de cele elastice. Gradul mic de cuplare electroelastic permite

deasemenea neglijarea vascozititii piezoelectrice fati de «cea elastica. In consecint,
£,()=¢,6(r),e,(1)=¢,06(1) € ,e,eR

ik
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Aceastd ultima observatie impreuna cu forma de variatie exponentiald pentru nucleul tensorial
de convolutie ¢, (+) sugereaza o formi echivalenta de scriere a relatiilor de material:
. d S8y .
1,',' =Cijk Sk + N 91 € E, Cijig » Thj € R

iy o €y €R

N, tensorul de vascozitate elastica

Am regasit astfel relatiile (mat 4) introduse anterior pe baza unor considerente de alta natura.

Aceste ultime relatii sunt cel mai adesea folosite in modelarea fenomenlor piezoelectrice
intrucat ofera, In majoritatea aplicatiilor, un compromis acceptabil intre complexitatea ecuatiilor de
camp si acuratetea rezultatelor de modelare.

Datorita slabei cuplari a fenomenelor elastice cu cele magnetie in solidul piezoelectric, din
punct de vedere magnetic, mediul poate fi presupus a avea proprietdti izotrope, liniare §i fard
histerezis:

B=uH cu U un scalar (mat6)

Ecuatiile de modelare a campului elastic_si _electromagnetic in solidul piezoelectric - principalele
aproximatii folosite in lucrare

Setul de ecuatii generale pentru campul elastic si cel electromagnetic impreuna cu forma generala
(matS) pentru relatiile de material sunt prea complicate pentru a fi utilizate in mod eficient la analiza
acestor campuri in solidul piezoelectric. In functie de cazul concret analizat o serie de aproximatii
s-au impus ca §i compromisuri intre complexitatea analizei matematice a ecuatillor rezultate si
concordanta cu datele experimentale a rezultatelor de predictie. Prezentdm pe scurt principalele
sisteme de ecuatii utilizate in lucrare impreuna cu ipotezele simplificatorii ce au fost presupuse.
Urmatoarele doud supozitii sunt comune:

e deformatiile elastice sunt presupuse suficient de mici pentru a considera constant volumul
corpulut §i densitatea masica p, in cursul acestora

¢ solidul piezoelectric este presupus a fi un dielectric perfect ¢ =0

Ecuatiile de cAmp elasto — electromagnetic de ordinul intai

L L du,
Variabilele de stare in aceasta situatie sunt alese a fi v, = 8_1 Tu ,
Relatiile de material sunt presupuse a fi liniare §i independente de istoria procesului fizic. O notatie
compacta pentru aceste relatii este urmatoarea : S =d E+s: 7T , D=¢€ E+d :T. Ea permite scrierea

compactd a ecuatiilor de camp sub forma matriciala:

H st E,.

0 V. 0 0 Vv p, O 0 O 1 -f
Vs 0 0 0 / 0 s: 0 d |d|T 0
— (ec 1)
0O 0 0 -Vx|H 0O 0 u O |ditH 0
0 0 Vx 0 Il 0 d: 0 e £
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Relatiile de divergenta nuld pentru vectorul inductiei electrice D si cel al inductiei magnetice B

d ) . d
a—x(guﬁj +€,kj.5kj)=0,a—x'-([lH,)=O

H

du,
sunt impuse ca §i conditii prealabile asupra spatiilor de definitie a variabilelor de stare v, = TR T,
H. sikE,.
Acest formalism propus de Auld [1] este utilizat in cel de al doilea capitol pentru studiul
relatiilor de perturbatie a frecventelor proprii de vibratie in aproximatia de ordinul 1.

Ecuatiile electroelastice clasice

Ipoteza de lucru suplimentard utilizatd in aceastd situatie este cea a campului electric
irotational: E =—-V¢ . Relatiile de material considerate sunt cele liniare, dependente de istoria

procesului fizic (pentru marimile de cdmp elastic). Ceea ce se obtine este o ecuatie de evolutie de
ordinul doi pentru deplasarea elasticd # cuplatad cu ecuatia de divergenta nula divD =0.

m,_9d | ou a[/,w 99
P ol o | o, . T o,
) (ec 2)
0 [, 20, on
ax,

—e, ~ =0
ax g ox,

J

Aproximatia campului electric irotational conduce la ignorarea fenomenelor de cuplaj intre
campul elastic si cel electromagnetic, ceea ce se obtine fiind in fapt o unda acusticd insotitd de un
camp electric ce are o variatie temporala suficient de lentd astfel incat cdmpul electromagnetic de
radiatie generat are o energie neglijabild in raport cu energia acusticd. Aceasta supozitie este pe deplin
acoperita din punct de vedere al concordantei intre datele experimentale i cele de calcul insa conduce
la 0 analizd matematica dificila a sistemului si la rezultate mai slabe decit cele similare obtinute in
studiul ecuatiilor clasice ale undelor elastice sau electromagentice liniare.

Ecuatiile de camp electroelastice hiperbolice

Acest sistem modeleaza dinamica electroelastica in aceleasi variabile de stare (u,,q)) precum

cel clasic prezentat anterior. Ne vom rezuma doar a-1 aminti in acest paragraf introductiv. El este
propus de autor ca un model alternativ de studiu celui clasic. Asupra motivatiei, deducerii st

rezultatelor obtinute pe baza acestuia ne vom referi in detaliu pe parcursul tezei, cu precddere in
capitolul trei.

d'u,  d'w, 99 _
S TR P PR
1 (ec 3)
#E:I a—? 8 k 8“¢ = e k1 a-lll = pe

dr " dxdx, "dxdx,
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RR}

€, +E. tE,

e valoarea medie a’tensorului piezoelectric in sistemul de axe in care acesta are o

m

forma diagonala.

Forma stationari neliniard pentru ecuatiile piezoelectrice

In conditiile in care dinamica piezoelectrici a incetat, este studiati situatia de echilibru neliniar
obtinut prin impunerea unor anumite conditii statice pe frontiera solidului. Este un caz oarecum
tangent scopului central al lucrérii, el serveste in principal pentru demonstrarea unei teoreme de
existentd si unicitate pentru ecuatile piezoelectrice stationare iIn situatia aproximarii energiei
piezoelectrice printr-o forma cubicd (paragraful 4.4). Aceastd demonstratie autorul nu a gasit-o in
literatura de specialitate 1 o consideram utild intrucat stabileste un cadru riguros si general de studiu
pentru determinarea campului electroelastic neliniar. Amintim ca un astfel de camp stationar este un
factor de perturbatie a frecventelor proprit de vibratie pentru rezonatoarele piezoelectrice. Acest
subiect este abordat pe parcursul paragrafelor 1.2 $12.3.2.

2}

(_”-:0 _&— Cl lu‘/-aicl /\‘Inm+ 81“ 3”” +el~‘l 8¢ :O

ox, dx | " dx. " dx, dx, " dx, (ec 4)
= ec

n, . 15 L 00, 2000 o)

ox, dx,| "dx, Mox, dx, M ox,

Cursul demonstratiei va conduce la punerea in evidentd a unei limite energetice pentru
conditiile pe frontiera solidului piezoelectric pentru a putea fi folositad aproximatia cubicd a energiel
piezoelectrice.

Geometria mediului piezoelectric si conditiile pe frontierd

Din punct de vedere geometric, pe parcursul tezei, mediul piezoelectric se presupune a fi
. N . 3 . . o . o . .. A
localizat intr-un domeniu Q < R’ finit, conex si convex avand frontiera fQ neteda. Situatiile cand
aceste supozitii nu sunt indeplinite vor fi descrise in mod explicit.

Mediu
piezoelectric

Figura 1.2 Forma generala a unui dispozitiv piezoelectric

Solidul piezoelectric este considerat a fi in contact cu un numir arbitrar de medii fizice
externe pasive (suprafetele hasurate din figurd sugereazd aceste zone de contact). Transferul
energetic intre solidul piezoelectric si mediile de contact este modelat prin conditiile pe frontiera
impuse campului elastic si electromagnetic pe frontiera Q.

BUPT



Conditiile pe frontiera solidului piezoelectric

Pentru mediile externe ce intra in contact cu solidul piezoelectric se presupun a fi indeplinite
urmatoarele proprietati:
i) nu au proprietati de cuplare a campului elastic cu cel electromagnetic - piezoelectrice,
electrostrictive, magnetostrictive.
ii) relatiile de material sunt liniare pentru marimile de camp elastic si electromagnetic

Doud ipoteze suplimentare sunt utilizate intotdeauna in ceea ce priveste campul
electromagnetic radiat din solidul piezoelectric in mediile de contact:

i) campul electric este presupus a fi irotational £ =-V¢ pe fQ.

1) mediile de contact sunt presupuse a avea constanta dielectrici mult mai micd decat a materialului
piezoelectric astfel 1incdt sarcina electrici la suprafatd poate fi aproximatd astfel:

o, = (D»‘m _ Dpiewni): —(D,piew)

] 13 13

intrucat fenomenul piezoelectric stabileste o legaturd directd doar intre componenta electrica
a campului electromagnetic si marimile elastice, ecuatiile ce descriu dinamica campurilor cuplate
elastic §i electromagnetic in zona acustica a vitezelor de propagare vor neglija in general partea de
interactiune magnetica. In consecinta va fi suficientd formularea conditiillor de continuitate pentru
componentele campului elastic, deplasari sau tensiuni mecanice, a potentialului electricg s a

componentei normale a inductiei electrice pe frontiera f€2:

Conditiile de continuitate

o, piezoelectric U;| exterior

exterior

In,
¢

O-S

prezoelectric = ]:'j ”j

piezoelectric — ¢ exterior

= ( Diexl _ D‘_piezo ni) - _( Dipiezo)

Modelarea transferului energetic la suprafata solidului piezoelectric ar necesita cunoasterea
exacta a valorilor de camp elastic si electric pe frontiera frQ2 - ceea ce evident este imposibil fard
rezolvarea in prealabil a ecuatiilor elastice §i electromagnetice intr-un mediu compozit solid
piezoelectric - medii de contact cu conditii de anulare la infinit a campurilor. Aceastd abordare ce
evitd practic enuntarea explicita a relatiilor pe frontiera frQ (conditii pe frontiera transparente) are o
acuratete de modelare a situatiei reale foarte bund insd conduce la dificultiti majore de abordare
matematica atdt formala cat mai ales computationala. Doua cidi de compromis s-au impus in acest caz:

A. valorile de camp elastic si electric sunt impuse pe suprafata de frontierd; de exemplu tensiune
mecanica nuld, scurtcircuit electric.

B. componentele de camp elastic respectiv electric respecta o lege de variatie temporald pe fQ
impusa de o ecuatie diferentiala ordinara.

16

BUPT



Prima metoda are avantajul unej tratari matematice facile insd neglijeaza schimbul de energie
pasiv prin suprafata de frontiera. Cea de a doua aproximeazad acest schimb energetic, alegerea
ecuatiilor diferentiale ordinare ca model, avand argumentatie teoretica si experimentala. Dificultatile
acestel metode rezida in modelarea matematica fiabila a proceselor fizice de interactiune la suprafata
rezonatorului. Intrucit o mare parte a acestei lucrari va fi dedicata investigarii influentei perturbatiilor
locale de suprafatd asupra spectrului de vibratie electro-elastic vom utiliza preponderent cea de a
doua metoda, prima fiind prin definitie inutilizabild in acest gen de probleme.

In finalul acestui paragraf vom da definitiile notiunilor matematice ce le consideram necesare
pentru o parcurgere facild a primelor trei capitole ale tezei. Capitolul de complemente matematice a
fost conceput intr-o maniera autonoma fatd de partea principald a lucrarii, notiunile matematice, cu
precadere din analiza functionald, ce le utilizdm, sunt definite si folosite strict local.

[L: (Q)]"' spatiul Hilbert al functiilor vectoriale m-dimensionale de patrat integrabil pe Q2

(N,"’>[,;(.Q)r = J.Qu, (x)v (x)dQ Vu,ve [L:(Q)]m i=1..m, produsul scalar pe acest spatiu

[H g (Q)]m spatiul Sobolev de ordinul p, p =0 pentru functiile vectoriale m-dimensionale.
: . ot 0y .

HY(Q)| =3u, € L°(Q), D%, = ' e 17(Q),

@ ={n e £ @ e T @

¢ fiind un multi-index cu lof =, + o, +.. 4@, , &, 20

aISp

<""’>[/m ol = 2<D“11,D“ ‘)>[L:(Q)]" Vu,ve [H ? (Q)]m produsul scalar pe acest spatiu Hilbert

lal<p

Spatiile Sobolev H ?(Q) constituie o extindere naturala a spatiilor liniare ale functiilor de clasi
(?(Q) ele reprezentand inchiderea acestei multimi in L ().

Pentru o suprafata S € Q de clasa C'si o functie v € H'(Q) se defineste urma functiei « pe S
ca fiind y,u= uls . Imaginea operatorului liniar )/O:H1 (Q) = [2(S) se noteazi cu H'"*(S). Acesta

este spatiul Banach cu norma: "(p” oo = Anf i1 g, -
: H?(S)  yu=p (£2)

Analog, pentru o suprafata S € Q de clasi C*si o functie v € H*(Q) se defineste urma
du

derivatei dupa directia versorului V a functiei # pe S: y,u = vl
v
S
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§ 1.2 Influenta factorilor de perturbatie fizici asupra frecventelor de rezonanta — o analiza
calitativi ]

Este prezentat intr-o maniera calitativa modul de actiune al temperaturii, al
campului elastic si electric stationar, al radiatiilor X si al mediilor vecine

solidului piezoelectric asupra parametrilor ce determind frecventele proprii de
vibratie ale rezonatorului.

Experimental se constata ca frecventele proprii de vibratie ale unui rezonator elastic sau
electromagnetic depind intotdeauna de urmatoarele caracteristici:

i. Geometria volumului in care apar fenomenele de oscilatie
it Legile de marerial: D, (F,,S), T, (S, E.), H(B) - spre exemplu

i Comportarea campului elastic sau electromagnetic pe frontiera rezonatorului

Descrierea matematicd a dependentei frecventelor proprii de oscilatie de caracteristicile
fizice i-1ii enumerate necesitd ca un prim pas parametrizarea acestora. Pentru geometria volumului
rezonatorului se poate gasi intotdeauna o descriere parametrica. Legile de material se aproximeaza
uzual prin descompuneri polinomiale. Cea de a treia caracteristica poartd insd o nedeterminare
intrinsecd: valorile cdmpului la frontiera rezonatorului nu pot fi aflate precis decdt prin rezolvarea
ecuatiilor de camp elastic §i electromagnetic pe un domeniu Q'c Q ce include domeniul
rezonatorului, considerat suficient de mare pentru a se putea presupune anularea campului la
frontiera sa. Aceasta ar conduce implicit i la aflarea frecventelor proprii de oscilatie. Conditia ii
pare din acest punct de vedere nepotrivita. Din acest punct de vedere ea ar trebui inlocuita cu
specificarea mediilor fizice aflate intr-o anumitd vecindtate a rezonatorului. Motivele pentru care
foarte rar se utilizeaza acest formalism al studiului rezonantei (metoda conditiilor la frontiera
transparente) intr-o vecinatate larga a domeniului propriu Q tin de dificultati de ordin teoretic §i mai
ales computational. Calea aleasd in majoritatea aplicatiilor este de a gési apriori o aproximatie a
comportarii campului pe frontierd. Matematic situatia cea mai convenabild este de a impune
valoarea campului sau a derivatelor acestuia pe frontierd. Fizic, in cazul rezonatoarelor
piezoelectrice aceasta revine la a considera situatii de tensiune mecanica nuld sau Incastrare
respectiv scurt circuit electric sau gol electric. Metoda este complet inutilizabild in cazul studiului
efectulul mediilor de contact asupra frecventelor de vibratie a rezonatorului, analiza acestui fenomen
fiind incd o problema deschisa cel putin pentru rezonatoarele piezoelectrice. Paragraful 2.1 al tezei
propune un model de aproximare al comportdrii cdmpului electroelastic la frontiera solidului
piezoelectric pe baza rezolvarii ecuatiilor de camp electroelastic intr-o aproximatie unidimensionala
locald pentru o structura compozitd mediu piezoelectric-film subtire-mediu semi-infinit (o problema
cu conditii la limita transparente unidimensionald). Relatiile gasite pe aceastd cale sunt apoi
considerate ca fiind impuse cadmpului electro-elastic pe frontiera in problema reala tridimensionala.
Metoda pune in evidentd o ecuatie diferentiald de ordinul doi in raport cu timpul existentd intre
tensiunea mecanicd §i stress. O ecuatie similara poate fi consideratd ca fiind suficientd pentru a
modela legatura intre sarcina electrica pe o suprafatd metalizata si potentialul electric. Coeficientii
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acestor ecuatii vor fi considerati ca i parametrii ai celei de a treia caracteristici fizice din descrierea
de inceput a dependentei frecventelor proprit de rezonanta.

Daca notam generic cu:
I, multimea parametrilor geometrici

I,, multimea parametrilor specifici relatiilor de material

[, multimea parametrilor specifici conditiilor pe frontierd
vom putea descrie matematic spectrul rezonatorului ca depinzand de aceste multimi de parametrii:
oc=o0(l;.1,.1;).

Influenta factorilor fizici precum temperatura, campul elastic sau electric stationar supra-
impus oscilatiei, asupra frecventelor proprii de rezonantd este posibild in acest sens in doud etape
distincte: prima se refera la analiza efectului acestor factorn fizici asupra parametrilor de geometrie,
material §i conditii pe frontierd, cea de a doua vizeaza studiul propriuzis al dependentei spectrului de
rezonantd de multimile de parametrii (/,.7,,.1.). In acest paragraf ne vom referi pe scurt asupra

influentei factorilor fizici considerati de interes asupra parametrilor rezonatorului.

Temperatura

Temperatura influenteazd intotdeuna parametrii geometrici §i cei de material ai corpului
piezoelectric. Volumul se modifica prin dilatare sau contractie termica iar legile macroscopice de

material D (F,,S,), T, (S,.E.) depind de temperatura datorita influentei temperaturii asupra

marimilor microscopice ce concura la definirea valorilor mediate £ ,D,SU sau 7 . Pentru a avea o

i
descriere analitica a acestor afirmatii si presupunem o deformatie elastica &, x — &(x) generatd
termic, prezentd in solidul piezoelectric. Pentru intervalele tehnic uzuale (-125...+500 grade C)
dependenta deformatiilor elastice cu temperatura in materialele monocristaline folosite frecvent in
aplicatii piezoelectrice poate fi considerati a fi foarte bine aproximata de o lege de variatie cubica:

S,0)=0."0-6,)+o©-6,) +(0-6,)

cu aé‘),au,a(‘)coeﬁciengii termici de ordinul 1, If si 1ll. Temperatura de referintd 6,este in general
considerata a fi 20 grade Celsius.

Efectul deformatiei elastice & asupra unui volum infinitezimal dv = dx,dx,dx; din solidul

nedeformat este: dv® =det 35 dv—det[ U}iv=Jdv, unde prin @°s-a notat volumul
X

infinitezimal deformat iar prin J Jacobianul transformarii & .

Legea de conservare a masei face ca densitatea materialului dupad deformatie sa fie
p,=J"p,.

Dilatarea sau contractia materialului dupa directia unui versor arbitrar 7 = (,,n,,n,) se face

dupa relatia: dx* =S, ,dx, sau dxtn, = =S, hnn j|dx|, prin |a’x| s-a notat modulul vectorului infinitezimal

pozitionat dupa dlrecgla .
Cunoasterea acestor marimi diferentiale face posibild cunoasterea volumului §i formei

corpului dupa deformatia & in masura in care sunt cunoscuti parametrii de expansiune termica

,5‘),0:,],0:() ai materialului §i diferenta de temperaturdi 6 —6,. Ordinul de marime a acestor
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coeficienti pentru materialele piezoelgctricce monocristaline este de: 107°, 10”si 10™* pentru

W .z : (3)
a,’.o, respectiv .

Dependenta cu temperatura a legilor de material D, (£,.S,)), T, (S,.E,) este descrisi
considerand ca tensorii de material ¢;,.€,,,€, $1 Cppnr € > for & i SUNL functii polinomiale cubice

de temperaturd. Coeficientii acestor dezvoltari sunt determinati cu acuratete pentru tensorii ce

descriu comportarea piezoelectrica liniard ¢, €, ,€, , pentru cei patratici ¢,,...€ .. . & m

masuratorile sunt mult mai aproximative — standardul IEEE de piezoelectricitate spre exemplu nu
face referire la aceste valori.
Dezvoltarea cubica generala pentru acesti tensori are forma:

a(@) = a(9,e_,-)ll +o'(0-6,,)+a’(6-6,) +a’ 6 -6, y ]
o = 1 Jda@,,) o = 1 ala(,emf) o = 1 33H(9,ef)
“ a@,) 06 ° 2a@,) 9 ' 3a@,) 8’

Parametrii conditiilor pe frontiera se modificd in mdsura in care temperatura afecteaza
semnificativ caracteristicile de material ale mediilor aflate in contact cu solidul piezoelectric. Daca
proprietatile electrice pot fi considerate constante in intervale largi de temperatura pentru majoritatea
materialelor de contact intdlnite in practicd, proprietdtile mecanice se pot modifica mult pe intervale
mici de temperatura (grade Celsius). Este situatia tranzitiilor de faza in filmele subtiri de polimeri
depuse la suprafata rezonatorului in aplicatii de senzori chimict.

Campul elastic si electric stationar

Sa presupunem o solicitare mecanica cu o variatie temporald de forma unei trepte unitate
exercitatd pe o regiune a suprafetei unui domeniu piezoelctric aflat intr-o stare de echilibru
manifestatd prin absenta deformatiilor mecanice §i a campului electric macroscopic intern.
Asimptotic, marimile mecanice si cele electrice vor atinge o noud stare de echilibru in care sunt
prezente deformatiile mecanice §i un camp electric in interiorul cristalului. O situatie similara apare
dacd consideram cd asupra corpului se aplicd un camp electric extern cu o aceeasi variatie in timp.
Vom nota cu indicele ¥ marimile corespunzatoare acestei stari si cu 0 cele corespunzitoare starii

fundamentale. Pentru o mica perturbatie in jurul noii stari de echilibru ¥ vom aproxima relatiile de
material D,(E,,S,), T, (S,,E,) in doud moduri:

1. printr-o dezvoltare in serie Taylor (patraticd) intr-o vecinatate a starii de echilibru fundamentale
(mat 3):

, 1
7 = (’UI«[ S e/(lj[ +- 2 C SAISmn + gnn}LI‘SUE %) f;jlulb [‘1

ykim

oL E+ f,

kji

“FS—— S S

Dl« 1 +"I‘ S +2£ kmy S m™y 2 Injmn y“ mn

2. printr-o dezvoltare in serie Taylor (liniard) intr-o vecinitate a starii de echilibru 7y:
7;, (SA-/ » ["‘k) (S“, ry )+ c:ﬂ.l (*Su S ) eu/. (E‘A 4/. )

DS, )= D(ST E)+ €1 (E, = E)+ e/, (S, = ST)
aT, a7, aD, . oD
cu CZH:&SAJ[ (SH.ET), e, =~ f (S‘I,FY)—B—S—(SA,,PJZ), £ = o (S;,EY)

)
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Rescrierea acestor relatii de definitie pentru tensorii de material in starea 7 considerdnd
relatiile de material patratice (mat 3) conduce la urmitoarele expresit:

Y _—_ 0 Y
Cl_/kl - Cull IJLInrnS ljl\lmE

Y — ' Y Y — “ Y Y
e/\'jl - A_u gl;ulm Slm + UAI EI el\ﬂ + /}mnjE glsjmn‘smn
y _ 0 orcY 0 b4
Elr] - EA‘] + 8"]’ 1‘ + f;pmSlm

0

Valorile tensorilor c),...€,, 8 - foy SUNt cunoscute cu suficientd precizie pentru

materialele monocristaline piezoelectrice de uz aplicativ. Problema dificila in estimarea concreta a
modificarii tensorilor liniari este aflarea cdmpului electroelastic intern in starea de echilibru y.

Pentru aceasta este necesard rezolvarea ecuatiei piezoelectrice stationare neliniare. in acest paragraf
doar vom formula aceastd problema, paragraful 4.3 oferind un studiu riguros al acestei ecuatii. Un
rezultat important al acelei analize este o limita energeticd pentru conditiile pe frontiera ce pot fi
impuse pentru a se garanta existenta §i unicitatea solutiei. Din acest punct de vedere aproximarea
patratica a relatiilor de material este mai fina insd nu conduce neconditionat la o problema bine pusa
matematic. O situatie similard este cunoscutd in teoria elasticititii neliniare [7]. Intuitiv fenomenul
apare datoritd faptului cd energia elasticd sau electroelasticd in formd cubicd nu mai este pozitiv
definita pentru valori oricat de mari ale cdmpului elastic respectiv electroelastic. Sistemul de ecuatii
in volumul piezoelectric €2 ce trebuie rezolvat este urmatorul:

[ o ou, , 9u, du, 20
IAI lA'lnln +e/\'l

8xl "ox, Y dx, dx, T ox,

0 X, ¢ do¢ du,

£, ——+¢€ —e,
dx, | *ox, Mox, dx, " Ix,

=0

0

Din motive de simplitate a abordarii matematice cat $i datoritd efectelor neliniare negijabile
aduse de tensorii g,,. f,, s-a ignorat efectul acestra. Tensorul €, intra in aceeasi categorie, el a

fost pastrat doar pentru a marca o simetrie in sistem intre componentele elongatiei elastice i
potentialul electric.

.. - 1 3
Tensorii de material ¢, .C, €, € € Sunt functii reale de clasi ¢ pe domeniul

Q € R’ marginit, conex, cu frontiera fQ regulati.

Conditiile pe frontiera

Cdampul elastic:
¢ zona in care sunt specificate tensiunile mecanice:

X = {Sm ell ’ (TL-,"Z,-)|S =,,,Tl} cu T:S_ — R functie continui
¢ zona in care sunt impuse deplasarile elastice
e = {5,. ell,, ‘ ui|sm=ng‘} cu ,u, S, — R functie contiuna

XTUX™ = frQ
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Cdmpul electric:

e zona echipotentiala electric in care exista un strat infinit subtire de conductor ideal

2 ={Si el | @ =l.<beR}

potentialul electric impus

2a ={Sp eIl g

sarcina electricd impusa:

S = {S, el jS, Diids =—,§}

e zona dielectricd
impusd o functie de potential

> 4 :{Sk € frQ % =, (17} .9:S, — R o functie continud

impusé o distributie de sarcini electrica superficiala

> e :{S/ € frQ _D‘”ls =; 0} ,0:S, = R o functie continud
zrnel Uzdie - er
cu zrnel — ge{ Uz:er ; zdie — E:;xe UZ?e

Aceasta ecuatie a fost formulata in ipoteza unei modificari de volum datoritd solicitarilor
mecanice si elastice pe frontiera ce pot fi neglijate.

Abordarea rezolvarii numerice a acestui sistem de ecuatii este de data foarte recentd — 1999,
[29] - si a fost posibilda doar prin utilizarea unor sisteme de calcul paralel masive. Incercarile de
estimare anterioare s-au realizat pe baza unor aproximatii simplificatoare precum: ignorarea
efectului piezoelectric, ipoteza de izotropie a materialului, geometrii particulare a placutei
piezoelectrice [50] sau [60]. Chiar in aceste ipoteze mai putin precise rezultatele au fost foarte bune,
permitand de exemplu predictia teoretica a unei taieturi cristalografice pentru rezonatoarele de cuart
foarte putin sensibild in frecventd la aparitia stressului elastic in planul de vibratie — téietura SC,
197* EerNisse [17].

Campul electroelastic stationar (S:,EZ ) ce se stabileste in material este, in general,

neuniform, aceastd neuniformitate implicdnd variatia constantelor elastice c/,,.e;,, €/ in functie de
vectorul de poazitie (x;,x5,x;).

Daca in cristal se genereaza unde electroelastice ca o perturbatie de mica amplitudine peste
starea de echilibru y, ele vor fi solutie, in volumul corpului, pentru un sistem de ecuatii de forma
identicd cu cel obignuit pentru dinamica electroelastica (ec 2), paragraful 1.1:

, 0%, 9 (9, ., d¢

pm 2 cl' +e'l
or dx | "adx, ¥ ax,
s N cu notatiile:

0= o ! o0 —-e) o, 6=0-¢’

n=u—u’
1 H
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In relatiile anterioare am folosit supraindexul ypentru a marca si modificarea densittii
corpului in noua stare de echilibru ¥ Modificarea geometriei si implicit a densitatii masice §i a
volumului in functie de solicitarile electrice sau elastice pe frontierd este o problema foarte delicata.
Problema de echilibru neliniar anterior enuntatd ar trebui reformulata cu conditii pe o frontierd de
echibru necunoscuta pentru a gasi functia de deplasare x — ¥(x) din starea fundamentala 0 in starea
de echilibru v -situatie foarte dificil de formalizat matematic. Dacd pentru corpurile cristaline

masive modificirile geometrice induse de solicitarile electrice sau mecanice au un rol semnificativ
sau nu asupra frecventelor de rezonantd este o problema discutabild si in general dependenta de
specificul aplicatiei; nu acelasi lucru se poate afirma despre efectul unor astfel de solicitari asupra
filmelor subtiri piezoelectrice, structuri a cdror mecanism senzitiv rezida tocmai in astfel de
modificari. Asupra acestui aspect se va mai reveni pe parcursul tezei in paragraful dedicat studiului
influentei perturbatiilor geometrice asupra frecventelor de rezonanta.

in ceea ce priveste efectul cimpului electroelastic (S’jE[ ) asupra parametrilor ce descriu

conditiile pe frontierd pentru vibratiile supraimpuse stédrii de echilibru y acesta este dependent de

specificul fiecarei aplicatii intr-o masurd prea mare pentru a se incerca o tratare generald, de
exemplu, modificarea PSF' oricarui circuit electric neliniar din circuitul oscilatorului aduce o astfel
de alterare a conditiilor pe frontierd, insd o tensiune mecanicd manifestata intr-o zona de vibratie
inactiva a rezonatorului poate fi considerata ca fiind total neutra din acest punct de vedere.

Razele X

Expunerea unui monocristal la radiatii electromagnetice avand o lungime de unda
comparabila cu distantele interatomice din celula cristalografica de baza poate conduce la modificari
structurale importante in zonele in care apar defecte de la ordinea cristalina — predominant dislocatii.
Aceste alterari ale structurii cristaline in zonele de defecte se manifestd la nivel macroscopic prin
modificarea locala a proprietitilor elastice, piezoelectrice si dielectrice. Modificérile cristaline
structurale sunt puternic dependente de doza de radiatie si timpul de expunere. Distributia aleatoare
a defectelor de dislocatie si gradul lor de stabilitate energeticd face imposibila stabilirea unei legi
deterministe de estimare a modificarii tensorilor de material in functie de iradierea X.

In masura in care mediile de contact a corpului piezoelectric au o structura interna alterabild
la iradiere X, parametrii conditiilor pe frontiera vor depinde si ei de prezenta sau absenta acestui tip
de radiatie. Este situatia filmelor subtiri organice folosite ca §i acoperiri senzitive in aplicatii ale
rezonatoarelor piezoelectrice ca si senzori chimici sau biochimici.

Geometria corpului cristalin nu este modificata prin iradiere X.

In acest paragraf am atins doar principalii factori fizici ce influenteaza setul de parametrii
(1,.1,,.1.). Conditiile pe frontiera cu precadere sunt influentate de o multitudine de alti factori
fizico-chimici (umiditate, gradul de interactiune chimica a filmelor subtiri de acoperire cu gazul
ambiant, parametrii circuitelor electrice exterioare rezonatorului); aceastd influentd tine insa de
comportarea mediilor de contact ale corpului piezoelectric in functie de acesti factori.

" Punct Static de Functionarc
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§ 1.3 Ecuatiile electroelastice clasicg in variabilele de stare i si ¢

Paragraful prezinta rezultatele de baza privind modelarea campului
electroelastic in solidul piezoelectric pornind de la ecuatiile in variabilele de
stare # si ¢. Sunt detaliate conditiile pe frontiera corpului piezoelectric si
sunt expuse trasaturile principale de rezolvare numerica a acestor ecuatii prin
calculul punctelor critice pentru functionala de tip Lagrange asociata mediului
piezoelectric.

In prima parte a acestui paragraf urmiarim formularea ecuatiilor clasice de modelare a
cdmpului electroelastic in solidul piezoelectric in ipoteza condititlor pe frontierd impuse. Vom
preciza fara a demonstra, principalele rezultate obtinute prin studiul acestor ecuatii: teorema de
unicitate a solutiilor i teorema de ortogonalitate a modurilor elastice. Prin admiterea unor relatii pe
frontiera mai generale, de tipul unei ecuatii diferentiale ordinare de ordinul doi, se vor pune in
evidentd particularitatile ce apar fatd de cele enuntate in cazul clasic. Acesta va constitui subiectul
celui de al doilea subparagraf.

In paragraful precedent s-a admis pe baza unor considerente de ordin intuitiv ¢a, pentru un
anumit nivel de aproximare, spectrul propriu de vibratie al unui rezonator piezoelectric depinde de
multimea (/,,7,,./;) a parametrilor geometrici, de material si ai conditiilor pe frontiera. Ultimul

subparagraf pune in evidentd in mod explicit aceastd dependentd prin prezentarea metodei de calcul a
spectrului cu ajutorul functionalei Lagrange asociatd mediului piezoelectric. Sunt discutate
deasemenea o serie de particularitati teoretice si de ordin computational a acestei metode.

§ 1.3.1 Ecuatiile piezoelectrice clasice in situatia conditiilor pe frontiera impuse

In primul paragraf al tezei au fost detaliate ipotezele simplificatorii ce conduc la forma clasica
a ecuatiilor electroelastice intr-un solid piezoelectric (ec 3). Mentinem in continuare aceste ipoteze
pentru volumul € al dispozitivului.

o'u, 9 8ll,+e 29
“ox,

pm > Cl C
Jdr- dx, Hox,
d do du,
"o oy, 43
X, X, X,
Conditiile pe frontierd le vom considera a fi impuse atdt pentru componentele campului

elastic cat si pentru cele electrice. Materialul piezoelectric este presupus a avea un tensor dielectric cu
valori mult mai mari decat cel al mediilor exterioare astfel incat conditia de continuitate a vectorului

VxeQ
0

\

D pe firQ (DH, ——Dm)ﬁe,, =0, o vom aproxima prin :D_#,, =-0,, o fiind densitatea sarcinii
electrice superficiale.

Detaliem aceste conditii pe frontierd §i vom pastra notatiile introduse in cele ce urmeaza
intotdeauna cand vom face referire la o situatie similara. Pentru a evita rescrierea acestor relatii pe
parcursul lucrarii si pentru a face distinctie intre acest tip de comportare pe suprafata de frontiera si
cel prezentat in urmatorul subparagraf vom nota generic aceste relatii cu (A),
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Fie I, = {S j € frQ | WM j:= er} o partitie a suprafetei de frontierd a domeniului,
jr

pe orice suprafata §; € H s Sunt specificate una din urmdtoarele combinatii de marimi fizice:

-potential electric - tensiune mecanica
-potential electric - deplasare elastica

-inductie electrica - tensiune mecanica
-inductie electrica - deplasare elastica

e valorile impuse poarta un superscript “bard”, de exemplu: @, i,
e apartenenta unei marimi de frontierd la o suprafatd S, € frQ2 se marcheazd cu un subscript
stinga, de exemplu: @

(A

1. Conditiile electrice

e zona echipotentiald electric in care existd un strat infinit subtire de conductor ideal

yomet = {S‘. € frQ (Dls. =l.(D(t)} D(r) e C*(0, o) o functie arbitrara

Pentru aceastd zona se impune :

- fie potentialul electric: X g = {Sp € frQ ‘ (D|s =p6(t) eC*(0, oo)}

- fie sarcina electrica: 23" = {s, e frQ ’ L Diids =— Q1) € C*(0, ), D, =,c1>(z)}
e zona de sarcind electrica superficiala nula

> de ={Sj € frQ

D.i, =0
=)

2. Conditiile mecanice

¢ zona in care sunt specificate tensiunile mecanice externe

)i ={S,,, € frQ (Tgn,-)ls =T, () e C2(0,°°)}

e zona in care sunt impuse deplasarile elastice
2= {s € .ﬁ'Q’u,IS =,u,(1)e Cl(o,oo)}

Pentru a obtine o problema matematica bine pusa in studiul evolutiei temporale a campului
electroelastic in solidul piezoelectric este necesard precizarea conditiilor initiale:

u (x.0)=U (x) %(x,O)-—-V,(x) Vxe Q

#(x.0) = D(x) %(X,O)=E(x) Vxe Q
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U ,®,1",= sunt functii definite pe volumul £ ce sunt presupuse a avea o energie finitd st o anumitd
regularitate.
Utilizand urmatoarele notatii putem reformula ecuatiile piezoelectrice intr-o forma abstracta.

ME=1L,¢E

conditii pe frontiera (4),, (1)

§(0)=¢,.£(0)=¢,

cu:
U, p. 0 0 O Cim Gk Ciks €k

£= U, M= 0 p, 0 O L, = d | Ca1 Caxz Caps €42 | O
Uy 0 0 p, O axj Cijmi Cixz  Cips  €y3 |0 X,
¢ 0 0 00 Ty TCy Tey &y

U, Vi

vl o, n

(]3 _é)sl 1'3 —él

b =

Simpla observare a acestui sistem relevd o anumitd particularitate matematicd ce constd in
cuplarea ecuatiilor de ordinul doi asociate campului elastic cu o ecuatie independentd ce provine din
conditia de divergentd nuld a inductiei electrice. Formal aceastad situatie se regdseste in matricea
singulard M.

Desi este probabil ca un studiu matematic sistematic asupra ecuatiilor (1) sa fi fost efectuat,
un astfel de demers nu este cunoscut autorului, o teorema de existenta si caracterizare a solutiilor
nefiind cunoscuta in literatura de specialitate de larga circulatie. Studiul matematic al acestut sistem
este dificil datoritd formei singulare a matricii M care face imposibild situarea acestuia intr-un caz
clasic al ecuatiilor de unda ce apar in fizica matematica.

Prezentam in continuare, fard a da §i demonstratia, relatia de conservare a energiei
electroelastice in solidul piezoelectric. Aceasta relatie are un caracter general $i nu tine cont de modul
de alegere a conditiilor pe frontiera.

1 0 2 . . . oD,
55, Q(plv,.l +Cy SusS; +£kjEkEj)dQ= Re J.mﬁjn}.v,. ds}—Re fm 4y 5; ds
; (2)
— | (wir + Wi +ws )dQ =1, +1
a[ Q EL EL ES EL ES

cin 1 2 . I . . R .o
Wer =7 P |vl.| densitatea volumica de energie cinetica, elastica
wrl = > o SuS; densitatea volumica de energie potentiala elasticd
Wy = EE"’ I, Lj densitatea volumica de energie electrostatica
/;, =Re J/ o 7:/111.\):(1'.& fluxul energiei elastice 1n unitatea de timp

JD,
l.c =—Re Jfrg((b 8/k n, |ds fluxul energiei electrice in unitatea de timp
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Daca fluxul energetic elastic si electric prin frQ2 este nul pentru orice moment de timp -0 ,

energia se conserva ramanand egald -cu energia din momentul initial 1=0. Aceastd ipoteza este
indeplinitd pentru conditiile pe frontiera (A)y omogene, conditii intotdeauna utilizate in studiul
fenomenelor de rezonanta

J’Q(WET + WL +WES),dQ= J.Q(WECZl +W +WES),=0dQ

Pe baza relatiei de conservare a energiei se demonstreaza unicitatea solutiilor (uf‘”,(l)"”)
ecuatiei (1) pana la o constanta arbitrard pentru potentialul electric sau o miscare de translatie sau
rotatie rigida pentru elongatiile #,. Vom da aceastd demonstratie in subparagraful urmator pentru

cazul mai general in care conditiile pe frontierd sunt de tip diferential.
O simplificare majora in studiul ecuatiei (1) este adusa prin admiterea decuplarii componentet
spatiale de cea temporala si presupunerea variatiei armonice a acesteia din urma (ipotezele Fourier) :

Ex,t)=E(x)e”™ seC
Se obtine astfel o ecuatie independenti de timp pentru componenta spatiala &, .
-s*ME =L ,E,
conditii pe frontiera (A)
(A)s) .

(pentru a nu complica §1 mar mult notatiile nu s-a mai trecut subscriptul “s” pentru a marca faptul ca
este vorba doar de componentele spatiale ale variabilelor)

(3)

(5)

2 = {S‘. € frQ2 l qs_zi(b(js)} ,D(js)eC o constantd complexa arbitrard

)N ={sp € frQ I 9, =,®(js) e c}

i {5, € frQ ‘ L Diids =—,—Q—(js),qs,=,<b(js)eC}

{s,efrfz ‘ 5.7713 =0}
e ={5m € frQ ’ (T"fnf)|s =,,f(js)eC}

Zdje

D ={S,, € fr | wys =% (js) EC}

O consecinta imediata a teoremei de conservare a energiei este urmatoarea proprietate: daca
fluxul energiei electroelastice prin suprafata de frontierd f+2 este nul la orice moment de timp atunci
parametrul s nu poate avea decit valori reale.

Dacd admitem aceastd ipotezd (de exemplu, presupunem a fi nule toate valorile impuse
componentelor elastice §i electrice pe frontierd) energia initiala a sistemului se conserva si rezolvarea
ecuatiel (3) ar furniza starile stationare pentru cdmpul electroelastic. Ecuatia (3) nu poate fi insd pusa

sub forma unei probleme clasice de valori §i vectori proprii (=s°§, =M ™'L «&,) intruct matricea M

nu este inversabild. Pentru calculul stérilor stationare proprii sistemului (3) a fost necesara descrierea
unei functionale de tip Lagrange ale cérei puncte critice sunt solutii ale sistemului. Intruct aceasta
metoda de calcul este singura riguroasa si aplicabild pentru orice configuratie geometrica §i conditii
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pe frontiera o vom detalia in subparagraful final al acestei parti a lucrarii. In plus, ea demonstreaza
existenta si caracterul numdrabil al starilor stationare asociate sistemului (3). O relatie generald in
care intervine produsul scalar intre componentele elastice asociate la doua stéri stationare distincte
(notate m 1 n) este urmatoarea:

[ (55 -5 )J-Q P, udQ + Jﬁn (11," I =u"T’ )I}ds + Jﬁn (D,"'q) "=D'o” )zjds =0

In ipoteza enuntata a conditiilor pe frontiera omogene este evident relatia de ortogonalitate
J;; p,ulu"dQ2=0.

In final, vom sumariza rezultatele obtinute (cele cunoscute autorului) prin studiul sistemelor
de ecuatii (1) printr-o comparatie fatd de proprietatile solutiilor ce apar in cazul unei ecuatii abstracte
& = K& cu operatorul K un operator autoadjunct, pozitiv definit, cu invers compact. La acest tip de

ecuatie abstractd pot fi aduse majoritatea situatiilor in care se studiaza fenomene de rezonanta in
domeniul elasticitatii liniare sau a electromagnetismului intr-un volum finit.

ME=L¢& §=K§
Teorema de existenta a solutiilor pentru conditii initiale arbitrare
Nu exista Exista

Exista o teorema de unicitate a solutiilor in ambele cazuri

Caracterizarea spectrala
~s*ME=LE —-s§=K¢
Multimea valorilor proprii este infinit numarabild in ambele cazuri

Multimea vectorilor proprii genereaza un subspatiu liniar dens in spatiul de definitie al problemei
Nu Da
rezultatul lui Lewis preluat in [25] pag 134

Ortogonalitate intre subspatiile liniare asociate la douc valori proprii distincte
Relatie de ortogonalitate doar pentru componentele Da
campului elastic

Aceste diferente, oarecum neasteptate, apar datoritd aproximarii irotationale a campului
electric. Din punct de vedere al caracterizérii spectrale prin metode de perturbatie a fost imposibila
utilizarea metodei clasice (partea finald a paragrafului 4.1) fiind necesard dezvoltarea unui model

aparte, restrans insd practic doar la aproximatia liniard. Acest aspect va constitui subiectul
urmatorului paragraf.

§ 1.3.2 Ecuatiile piezoelectrice clasice in situatia conditiilor pe frontieri guvernate de o ecuatie
diferentialia ordinara

Asa cum am precizat in primul paragraf al tezei, impunerea comportédrii cdmpului
electroelastic pe suprafata de frontierd a solidului piezoelectric conduce la imposibilitatea abordarii
problemelor ce tin de estimarea influentei mediilor exterioare asupra frecventelor proprii de vibratie
ale rezonatorului. Pentru a putea face o astfel de estimare este necesara modelarea interactiunii intre
unda piezoelectricd si mediile externe la suprafata solidului piezoelectric intr-o maniera mai generala.
In mod uzual aceastd interactiune se admite a fi aproximata de o ecuatie diferentiald ordinara intre
componentele de camp elastic respectiv electric. Daca pentru campul electric acest gen de
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aproximare este natural, el revenind la a descrie comportarea circuitului electric exterior (cu
parametrii concentrati) la bornele dispozitivului piezoelectric, nu aceeasi este situatia pentru campul
elastic unde dezvoltarea unui astfel de model este mult mai dificila. In paragraful 2.1 al tezei va fi
dezvoltat si discutat un astfel de model. Ordinul ecuatiei diferentiale ordinare ce guverneaza
comportarea campului electroelastic pe frontiera se presupune a fi mai mic sau egal cu doi; aceastad
alegere s-a facut cu precadere ca un compromis intre acuratetea rezultatelor obtinute prin teoria
perturbatiei i dificultatile de ordin matematic ce apar dacd se admite un ordin superior.

Conditiile pe suprafata de frontiera in aceastd situatie sunt urmdtoarele (pastrdm aceleasi
notatii pentru suprafetele partitiei I ., ).

(B)w
pentru§, € X™:
p(D(t)+pq(t)Pl"+p(}(t)pR+p2j(t)PL=pV(f)

= _ 1
p(](’) = _J-SMD.”(jS pr = —?

P
o, 0 0n(x) + o, () kO i, (x, 1), v (0 i (x,0) ,m, (x)= M (1)
pentru o suprafati S, € X%
D(x,0)ii(x)=0
e 0n(x) + o, (x 0,k (o), (x,0), v, (0)+ i (x,n), m ()=, M (1)

Parametrii electrici (,R §i L sunt cer obisnuiti in teoria circuitelor electrice §i aproximeaza
comportarea circuitului electric vdzut la bornele dispozitivului (suprafetele de metalizare) cu un
circuit RL(C serie. Parametrii mecanici &, v si m modeleazd comportarea elasticd, vascoasa si inertiala
a frontierei, descrierea in detaliu a rolului acestora o vom prezenta in paragraful 2.1 al tezei.

Este de remarcat faptul ca situatia conditiilor pe frontiera impuse (A)y reprezintd o

particularizare a cazului (B)(, pentru o alegere particulara (valori nule sau infinite) a parametrilor
ecuatiilor diferentiale.

Cu aceleasi notatii utilizate in subparagraful precedent, putem scrie in mod abstract problema
de dinamica electroelastica in solidul piezoelectric avand conditii pe frontiera de tip (B) astfel:

Mg. = ijé
conditii pe frontiera (B),,, (4)

£(0)=4¢,. §(0)=¢,
Vom reformula teorema de unicitate a solutiilor si relatia de ortogonalitate a componentelor
elastice pentru modurile stationare in aceasta noud ipoteza a conditiilor frontiera.
Sa presupunem ca functiile de excitatie }'(#) si M(1) sunt nule iar solidul piezoelectric este la
momentul initial intr-o stare initiala &, sau & nenuld. Relatia (2) a conservarii energiei ramane

valabila, fluxul electric si cel elastic pot fi rescrise tinind cont de ecuatiile diferentiale pe frontiera.

Y 1 & L3 . o . oW
! =ReJ T nyv d.s'=———j (1/ u k +auun m')fs—J nnv . ds
MY /"2 ] J 1 2 a, ﬂQ 1 il ! ] 1 1 "S) H 1 1

oD
)

/. =—Re j,m¢ 3

dD; .
h,.ds =—Re2(r¢ g a," nAds)z Rez 9.9 =
1 d

=-3 (r q.q+1L ,q,.c'f)-"z,R 4,9
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Relatia de conservare a energiet devine:

% o (WLII" Wl W )IQ'*'%% ﬁn(}f, wu +motin )I.s'+ )
1 d * . . . L . i
+E:/7 (rr 9.9 +.L .q.9 )=—JﬁQ,V,u,u,ds—2rR 4,4

Interpretarea acestei relatii este imediata: alaturi de energia electroelasticd in volumul
piezoelectric exista lnmagazinata energie si la suprafata rezonatorului (situatie diferitd fata de cazul
anterior studiat cand aceasta energie era intotdeauna nuld) in parametrii reactivi ai ecuatiilor
diferentiale ce guverneaza dinamica pe frontierd. Pierderile energetice se manifestd deasemenea la
suprafata volumului piezoelectric si apar datoritd disiparii in rezistenta electricd §i vascozitatea
mecanici asociate mediilor exterioare. Conditia de conservare a energiei sau de rezonantd implici ca

aceste pierderi s fie nulezj Vo ds - R g.q¢ =0.
p PR Z .4,

Relatia de conservare a energiei sub aceastd forma, alaturi de aceste precizari, conduce la o
importanta observatie in legiturd cu modul de studiu al rezonantei in aceasta situatie vis-a-vis de
modul clasic al conditiilor pe frontierd impuse. In aceasta ultima situatie, proiectarea unui oscilator
electronic stabilizat in frecventa cu un rezonator ptezoelectric trece prin urmatoarele doud mari etape
distincte:

* Analiza frecventelor de rezonanta pentru dispozitivul piezoelectric intr-un mod ideal presupunand
impedante electrice nule sau infinite la nivelul electrozilor; stabilirea unui model electric echivalent
cu parametrii concentratl ce aproximeazad comportarea rezonatorului piezoelectric in jurul unei
frecvente proprii de vibratie

¢ Proiectarea unui oscilator electronic avind ca model pentru dispozitivul piezoelectric circuitul cu
parametrii concentrati amintit.

Frecventa de oscilatie reala se va gasi intotdeauna intre o frecventa de rezonanta serie (scurt-
circuit electric) si una paralel (gol electric) in functie de impendanta electrica a circuitului electronic
ce apare la bornele dispozitivului. Sursa de eroare in stabilirea precisd a frecventei reale de oscilatie
este in acest caz sistematica i apare datoritd cunoagterii exacte numai a doua puncte (rezonanta serie
st cea paralel) in traiectul frecventei de rezonantd, frecventa de oscilatie ce apare din calcul fiind o
interpolare intre aceste doud valori in functie de impedanta circuitului electronic in acel punct,
interpolare ce poate fi buna sau mai putin buna.

in cazul in care proiectarea pleaci de la cunoasterea impedantei circuitului electronic la
bornele dipozitivului piezoelectric (situatia conditiilor pe frontiera (B)« ) aceasta eroare sistematicd
nu mai apare, frecventa de rezonanti fiind calculata direct, in functie de aceastd impedantd. Devine
vizibil din acest punct de vedere rolul jucat de rezistenta electrica negativa simulatd de componenta
activd a circuitului electronic, rezistentad ce preia pierderile energetice atdt in volumul cat si la
suprafata rezonatorului.

Relatia de conservare a energiei in forma (4) permite formularea unei teoreme de unicitate a
solutitlor (in ipoteza cd ele existd).

Teorema

Daca I,m AR I):ds—z ,R G.q" 20 si parametrii C, L, k si m sunt pozitivi, atunci ecuatia (4) are

cel mult o solutie.
Demonstratie:
Presupunem existenta a doua solutii &, respectiv §, , & #¢&, pentru ecuatia (4). Notdm cu

x =& —&, diferenta dintre aceste solutii. Intrucit ecuatia (4) este liniara, y este solutie pentru o
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ecuatie descrisi identic in volumul domeniului € dar avand conditii pe frontierd (B)« omogene si
stari initiale nule ¥ (0)=0, () =0 -

Mi=L,x
conditii pe frontiera (B),, omogene
2(0)=0,2(0)=0

Suma dintre energia in volumul si pe suprafata solidului pieoelectric este o cantitate pozitiva
ce devine nuld doar daci solutia ¥ este identic nuld pe domeniul Q

L (n,‘:',’ +w W )jQ +J'er (k, uu +mo; )fs + 2(, U .qq9+L .44 )> O intrucat y #0
Cum jﬁﬂ V.o uds— z R _¢.¢" 20 ar rezulta ci energia solutiei x este o functie monoton

descrescitoare. Intrucit ¥(0)=0 si #(0)=0 singura posibilitate de indeplinire a relatiei de
conservare a energiei este ca solutia y si fie identic nuld pe domeniului €; ceea ce este evident in

contradictie cu ipoteza de plecare in demonstratie.
*

Observatie: Dacd J'm v, zkfds'—z R _¢,¢" >0 atunci functionala

L (wzjl’f +w Wy )jQ +J,m (k, uul+m )Js + Z(r L q.q+L ,q,q*) este o functionald

Lyapunov pentru sistemul (4) si singurul punct de stabilitate asimpototica este functia identic nula pe
domenniul Q.

Cu ipotezele Fourier pentru un regim armonic permanent, sistemul de ecuatii (4) devine:
—sTMS, = 1L,¢8,
conditii pe frontiera(B)

(B)s)
S,eX™:

p(D(./'S)+[,,r +(js),R =5 L Lq(j,g):pp’(js)
,40js) == D(js)ids

1, jsn(x) + u, (x, js)- lpk, + s v, —som, J=pM,(js)

(6)

(s)

~ S
c—
1
o

x’js)"(x)j-i_rux(x’ jS)‘Lk’ +ervi —Sr:’"l erMl(jS)

Pentru conditii (B), omogene, se demonstreaza precum in paragraful precedent o relatie de

ortogonalitate ce exista intre componentele campului elastic asociate la doud stari stationare distincte
ale sistemului (6).

pm(s,zl - s,i)L w udQ+ Jm (u[' T —uT; )rzjds + J;,g (D"" ®" —-D; q)"')vz,-ds =0 de aici rezultdnd
J-n w u'dQ=0.
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§1.3.3 Functionala Lagrange asociatd mediului piezoelectric

Formulate sub forma sistemului (1) inca de la inceputul acestui secol in lucrarile fizicianului
francez Langevin, ecuatiile ce descriu dinamica electroelastica intr-un solid piezoelectric nu au avut
pana relativ recent (1969) o metoda variationala de studiu si calcul numeric; aceasta in situatia in care
pentru ecuatiile cdmpului elastic sau electromagnetic astfel de formulari au fost in mod natural
dezvoltate plecand de la teoria functionalelor Lagrange si Hamilton intr-o faza incipientd a descrierii
campului elastic sau electromagnetic. Motivul pentru care o astfel de formulare variationald a fost
mult mai dificila s-ar putea si fie legat deasemenea de imposibilitatea integrérii acestor ecuatii in
cazul standard de studiu al ecuatiilor de unda liniare intr-un domeniu finit; facem referire aici la

ecuatia abstractd & = K& cu operatorul K autoadjunct si pozitiv definit. Functionala dezvoltata de
Holland si EerNisse in 1969 are caracteristica principald a unei functionale Lagrange clasice,
punctele sale critice sunt solutii ale sistemului de ecuatii (1), insa 1i lipsesc o serie de alte proprietati
ale aceluiasi gen de functionale.

Scopul acestui paragraf este de a pune in evidentd aceste particularitéti si de a descrie pe scurt
metoda de calcul numeric asociata formalismului variational. Pe aceasta cale, afirmatia facuta in cel
de al doilea paragraf conform careia frecventele proprii de vibratie sunt functii de ansamblul
parametrilor (/,,7,,./,) va avea o argumentatie expliciti.

Forma de definire a functionalelor Hamilton s Lagrange in mecanica teoretica este
urmatoarea.

g it . ]
H= J: ﬂ (Wpolenliala + Wr:inetir:a )l’ fUnCtlonala Hamilton

wntrerd

finod .
L = (Wr:inelma _Wpotemiala hl functlonala Lagrange

{

inined

Incercarea de a utiliza aceste definitii i a le particulariza pentru cazul piezoelectric este de la
inceput nepotrivitd intrucat ele conduc la expresii in care termenii de cuplaj piezoelectri dispar

(datoritd antisimetriei operatorului L, in constantele e, ); densitatea energiei electroelastice

=cC 7 SA'[‘Szj +£lchlrEj

potentiala ik

Dar, solutiile sistemului de ecuatii (1) sunt cunoscute ca depinzand si de aceste valori. In

consecinta, punctele critice pentru o functionald precum urmatoarea nu vor fi solutii pentru ecuatiile
piezoelectrice.

‘ﬁl"ll ( )j
L= j Wm'neu'ca —Wpolemiala =

Iumml

- _;_-‘;z (p'" v = r,S,-D,L, )IQ - %J.Q (prn V= CorSuSy — €, LK, )’jQ

Punctul de plecare in deducerea unei functionale ale carei puncte critice sa fie solutii ale
ecuatiilor piezoelectrice in regim armonic permanent avand conditii pe frontierd de tip A sau By
este observatia ca prima variatie a functionalei urmatoare se anuleazi pentru o solutie a ecuatiilor
piezoelectrice cu conditii Dirichlet pe frontiera.

l 2 Ll - 2
L==], I —p stuhio= > [ 175, -D,E )-p, 5% b= (7)
1 du, du, du, 3 dd Jd

potentiale nu depinde de tensorul piezoelectric. w

- —+2e,. —€, -0 s*u’ |dQ
20 (""’8)(} 0 x, € dx; dx, ¥ dx Jdx, P 3 1

h, fiind densitatea volumicd a entalpiei electrice.
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Intrucat entalpia electrici nu este o functionald pozitiv definiti o serie de proprietati ale
functionalelor Lagrange clasice nu mai apar. Ne referim concret la faptul cd punctele critice ale

relatiei (7) nu sunt puncte sa iar frecventa fundamentald nu minimizeaza functionala urmatoare (catul
Rayleigh):

N il (8)

intreprins la o dati mult mai recentd, un studiu prezentat in [59] reia problema caracterizarii
variationale a dinamicii electroelastice §i1 gaseste doud functionale similare celei construitd de
Holland si EerNisse pe baza entalpiei electrice. Prima dintre acestea foloseste entalpia mecanica iar
cea de a doua energia potentiala internd. Aceasta din urma are forma si proprietatile functionalei
Lagrange clasice insd ecuatia divD =0 nu mai apare explicit ca o conditie pentru punctele critice ale

functionalei ci este presupusad a fi indeplinitd automat de catre functiile din spatiul de definitie al
problemei.

1 [ s A l’
/ = E Q u’pnlentmla - pm S ": Q
divD =0
De remarcat ca in aceastd situatie, frecventa fundamentala minimizeaza catul Rayleigh,
energia potentiala fiind pozitiv definita.

=inf J.Q W mren,,‘,,adQ
"’ J- P, Il'dQ

divD=0

Abordarea numericad a expresiei de mai sus este insd greu abordabild intrucdt functiile
E=(.£,.&,.&,) din spatiul de test ar trebui si indeplineasci conditia corespunzitoare divergentei
nule a inductiei campului electric:

d
L, (26,95 |, %

. =0
2 8xj ox v axj

H

Revenind la constructia propusa de Holland si EerNisse, pentru a obtine si conditiile pe
frontierd generale, functionalei (7) acesteia i se ataseaza o serie de integrale pe suprafata.

l——j [( iSi DkE,()—pszu‘»ui ]a’Q—ZL In(u, —,,u‘)] ds —
ZL Tu, )Ll'b—z_" (D, (@, ) s —Z{j D,n, (@ @) Ys+,7 @ }

%)

sau desfasurat:

[=l du, 8uk+2 du, 0P e 0d 0D il |40
2 o) UAI 8)( 8xl Azj ax aXl‘ 1j 8x, axj p

du, P —
_;Js:: i o 82‘: * o dx; }q o )} ds_g’-[%( u s

!
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0d 0 .
+2Js° €k 32‘—(?“]% "A-((D_p(D) }15+

14 4 J

8¢ du, _
+2 J‘ x‘ —eh] ax] ’k ((D_r(D) S+rq r(D

J

Functionala / este definitd pe [H‘(Q)]JUCK si ia valori in C; K reprezintd numdrul

suprafetelor metalizate S, pe care este impusa valoarea sarcinii electrice.
Pentru a estima punctele critice ale acestei functionale si consideram o suiti de multimi

. : . a .
aproximante X, pentru spatiul de definitie [HZ(Q)] UC*. Structura acestor multimi este
urmatoarea:

X =rfurtuck

cu ' e [HI (Q)T un subspatiu liniar de dimensiune M
Ve o [H' (Q)] un subspatiu liniar de dimensiune N

Spatiile }7*si }7°sunt alese astfel incit, la limita pentru M — o si N — = reuniunea lor
constituie un spatiu liniar dens in [H‘ (Q)]ﬂ Acestor spatii aproximante le asociem o bazi astfel:

B! = {u[; oe 1...M} pentru } "

B,?={¢t;‘ ﬂel...N} pentru}’’

Proiectia unei functii arbitrare & € [H‘ (Q)T pe I LI’ o notim cu &”.
M
u'= ) ayu

a'lia
a=1

N
0" =D badl
a=l

Notam cu /" aproximanta functionalei /, /":M_ — C. Expresia acesteia in functie de

functiile bazelor B, B’ si necunoscutele ¢’ este urmitoarea:

Il

8| —

N N
2. biby Ps(er, B)

a=] B=I

| -

Y.y aray[ P (e, B) -5 Cp (e, B)]-

a=1 =1

N
zaabg.l(a, B+ F (0, B) + Fig (e, B.9,)

Mz

+
=18

Q

, all‘-"a a“:p O . ‘e C
Py (a,pB)= J Cy 3y W matricea potentiala elastica
J 1}

Cp (a,B) = JIQ Pl 1 5 dQ matricea cinetic elastica
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995 - : :
P(a,B) = J E; 8 8 —240 matricea potentiala electrostatica
l
09; : : .-
J,pB)= Je,al Ep 8_de matricea de transfer piezoelectrica
k

P;EL(a’ﬁ) -

alﬁl

iélb,, Y

ZJ. |iqu a&" H, (U,g ,,u,)}/_s+
I, “n. (u‘ﬂ nu‘)]ds za ZJ;T( )d

Fy, (a, B) matricea de frontiera elasticd

Fyp=-3Ya "b"Zj e, g"‘ n (@3- (D)d5+22bb Zj £,

a=1 B=1 a=1 f=1

M N
du
_ZZa;b[;ZJ‘S’ebj 8131(‘ nk(CD @ s+22b b"ZJ €,

a=1 B

I (o, B,, ) matricea de frontiera electrica

nk( 3 p-(_ﬁ)ds

nk((D CD)ds+q )

Prin inlocuirea in expresiile matricilor de frontierd a relatiilor de legaturd corespunzétoare
conditiilor B, dependenta frecventelor de rezonantd de parametrii ecuatiilor diferentiale ce
guverneazi dinamica electroelasticd la suprafata solidului devine imediat vizibild. Punctele critice

(01
—=0,0=1..M
da,
. n - . oy . . . . 81'1
pentru functionala /” se afla printre solutiile sistemului liniar: < EYY =0 ,B=1.N
B
al
~—=0 ,r=1.K
J,

Pentru cazurile de interes practic s-a demonstrat [25] c& rezolvarea sistemului anterior revine
la rezolvarea unei probleme de vectori §i valori proprii pentru o matrice simetricd deci intotdeauna
diagonalizabild. De aici, prin trecere la limitd pentru » — oo rezultatul important al existentei

solutiilor sistemelor de ecuatii (1) sau (3).
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§1.4 Modelul de perturbatie Sinha-Tiersten

Se prezinta deducerea expresiei de perturbatie liniare prin utilizarea relatiilor de
reciprocitate a ecuatiilor piezoelectrice si cea a potentialelor Green. Aceasta
metoda din urma este analizata in detaliu pe un caz abstract pentru a i se reliefa
dificultatile in determinarea estimatorilor de ordin superior pentru frecventele
proprii perturbate.

in paragraful precedent s-au reliefat o serie de particularititi ce apar in studiul ecuatiilor
electroelastice in solidul piezoelectric, particularitéti ce se datoreaza formei nestandard a acestora ca
si ecuatii de unda. Aceastad forma nestandard conduce deasemenea la imposibilitatea aplicdrii teoriei
de perturbatie spectrale specifica fenomenelor clasice ondulatorii. Din acest motiv, pentru studiul
influentei ce o are ugoara alterare a parametrilor de material /,, si suprafata /; asupra spectrului de

rezonantd al unui rezonator piezoelectric a fost dezvoltata o metoda teoretica specifica de catre Sinha
si Tiersten la sfarsitul anilor 70 [56]. Punctul de pornire al constructiei acestui model de studiu il
constituie 0 metodd generald de analiza a perturbatiilor in operatorii specifici mecanicii cuantice,
metodd bazatd pe formalismul functiilor Green [38]. Principalul neajuns al acestui model de
perturbatie il constituie imposibilitatea deducerii practice a unei relatii de estimare de ordin superior
celui liniar pentru spectrul de vibratie alterat al rezonatorului piezoelectric. Demonstrarea explicita a
acestel ultime afirmatit va constitui subiectul principal al acestui paragraf.

Ipotezele de lucru utilizate in articolul lui Sinha §i Tiersten pot parea dintr-un punct de vedere
strict matematic, extinse asupra unor rezultate insuficient cunoscute (ne referim aici la cele discutate
in paragraful precedent, pagina 26) insi relatia finald obtinuti este, in limitele aproximatiei cdmpului
electric irotational, corectd. Aceastd sigurantd provine din concordanta cu rezultatul ce provine din
relatiile de reciprocitate obtinute pentru ecuatiile elasto-electromagnetice in solidul piezoelectric,
relatii [1] obtinute anterior modelului de perturbatie Sinha-Tiersten. Aceste relatii de reciprocitate se
pot deduce usor plecdnd si de la ecuatiile electroelastice in materiale piezoelectrice, insd modul de
deducere comporta in inceputul rationamentului o ambiguitate majord. Vom incepe acest paragraf
prin a prezenta pe scurt aceasti deducere. Incercim pe aceastd cale si motivim interesul pentru
ridicarea neclaritatilor specifice acestor metode clasice prin reformularea ecuatiilor electroelastice
intr-o manierd compatibild cu teoria clasicd a fenomenelor ondulatorii. Asa cum am precizat in
paragraful introductiv al tezei, capitolul trei va fi dedicat acestei teme.

Relatia de reciprocitate pentru ecuatiile electroelastice:

Pastram notatiile utilizate in paragrafele precedente si scriem ecuatiile electroelastice in
volumul piezoelectric Q 1in ipoteza unui regim armonic permanent. Conditiile pe frontierd le
consideram arbitrare insa liniare si nu le vom specifica in mod explicit.

-

pms'u,‘+i7;J =0
dx
! VxeQ (1)
15
—D, =0
\ x/l‘

Sa presupunem ca materialul si conditiile pe frontierd suferd o modificare ugoard astfel incat
noile frecvente proprii de vibratie raman apropiate de valorile originale. Domeniul € si densitatea
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masica p,, raman invariante. Marimile specifice acestor noi stari stationare ale sistemului le vom nota
cu superscriptul ~. ’

pm?:rr:-*_aTi:lj = O

{ 3 / VxeQ (2)
5 D, =0

[d x,

Prima operatie necesard in deducerea relatilor de reciprocitate corecte este arbitrard. Este
vorba de inmultirea cu —1 a ecuatiei ce provine din relatia de conservare a sarcinii electrice divD =0.
In continuare, relatia (1) se inmulteste scalar cu € = (u,. N ) iar relatia (2) cu & = (u, ,9).

- —~ a -~ a -~
<pmS-lll,H,>+ ETIJ,U, —<—é;:Dk,¢>=O (3)
. 0 =~ d ~
<pm.§~ “u, ,Il,>+ KT'J U, —<5;:Dk ,¢> =0 4)

Prin scaderea relatiei (3) din relatia (4) si utilizarea aproximatiilor liniare pentru tensiunile
mecanice §i inductia electricd se obtine urmatoarea relatie aproximativa pentru deviatia relativa a unei
frecvente de vibratie asociate unet stari stationare a sistemulut perturbat.

As D P, P.+ P,

- - = (5)
s 2 2w W

cin cn

cu:

As=s—5, Acyy =Cyy —Cpy» Dy, =€, —e, , Ag, =€

€

Ik

P. = L [AcU“S,;S,d —Ae,, (S; E, +S,E, )— Ae E E; }z’Q termenul perturbatiei de volum

P, = jm [(r‘.jnjﬁ‘.' ~ L, ) +(Dn, 8" - 5k11k¢*)]cis termenul perturbatiei de suprafata
2 2 . . .o -
Wew = |, (pm v }iQ =5’ JQ( o,/ )dQ energia cinetica pentru starea neperturbata
2 . * 2 * - . -
W= L(pmix)i l +S,;T; + D, E, }1’9 = jn(pm|\)i| +CuSuS; € EE, )dQ energia totala

in cursul deducerii (o prezentare in detaliu se gaseste in [1] sau [52]) nu se fac presupuneri
referitoare la forma de “apropiere” dintre starile stationare originale si perturbate ci doar se considera
cd aceastd distantd este suficient de mic@ pentru ca relatia (5) sa aibd o valoare de adevar suficienta.
Incercarea de a deduce aceasta forma de apropiere pe baza unui formalism de perturbatie polinomiala
releva insa imediat cé relatia (5) este veridicd doar pentru o vecinatate de tip liniar intre starile
stationare ale sistemului.

Am afirmat ca aceastd demonstratie are in inceputul rationamentului o operatie arbitrara. Daca
inmultirea cu —1 a relatiei de conservare a sarcinii electrice nu se face si se procedeaza intr-un mod
analog celui descris, se obtine un rezultat de perturbatie eronat ce nu contine termenii de cuplaj

electroelastic Ae, (S;Ek +§, E,:) Relatia (5) poate fi scrisda sub urmatoarea forma sugestiva din punct

de vedere al comparatiei cu cea regésita in cazul relatiei de perturbatie liniara specifica ecuatiilor
generale de unda.
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As AH + P, . . : . . : )
—= ——W—S prin AH = I, notandu-se diferenta intre valoarea entropiei electrice specifice
s

celor doua stari stationare.
Pentru ecuatiile generale de unda relatia de perturbatie are urmatoarea forma:
As AW+ P

—=-—"—= AW, fiind diferenta intre energiile potentiale specifice celor doua stiri
s w »

stationare.
Regasim astfel o situatie similara celei intdlnite in deducerea functionalei Lagrange céand
energia potentiala este inlocuitd cu entalpia electrica.

Teoria de perturbatie Sinha-Tiersten

Ideea demonstratiei utilizate de cei doi cercetdtort americani provine de la o metodd de
perturbatie utilizatd in mecanica cuanticd [38]. Prezentam punctele principale ale acesteir metode
adaptate pentru o ecuatie abstractd similara celei piezoelectrice si particularizim cele obtinute pentru
cazul concret piezoelectric doar in faza finala a demonstratier fard a relua deducerea clasicad a
acesteia. Din modul de constructie al estimatorului pentru o functie proprie perturbatd vom pune in
evidentd ineficienta acestet metode in determinarea corectiilor de ordin superior celui liniar.

Exista ipoteze matematice in cele ce urmeazi ce nu sunt explicit specificate. Intrucat scopul
urmarit este de a demonstra dificultatea utilizarii acestei metode in constructia estimatorilor de ordin
superior vom insista asupra unor argumente aplicabile relatiei finale si nu vom insista asupra
rigurozitatii matematice.

Fie A: D(A)c H — H un operator liniar cu valori intr-un spatiu Hilbert H de functii definite
pe un domeniu Q < R . Presupunem ci acest operator are un spectru discret o(4)= {/1, € R},EN, $i
cd multimea combinatiilor linare ale functiilor proprii atasate acestui operator Y ’constituie un

subspatiu dens in H. In plus, admitem existenta unei solutii, in sensul distributiilor pentru VA e R, a
ecuatiei functionale:

(A-Ar);,(A)=46, (6)
0, functionala Dirac “pozitionatd” intr-un punct arbitrar R in domeniul Q.
Distributia G, (x)=G(x— R) o presupunem de tip functie si reprezintd potentialul Green,
translatat in punctul R, al operatorului A.
Descompunem functia de potential G dupd multimea functilor propri Yy’

GR)=Y e, AW

Aplicarea egalitatii functionale (6) asupra unei functii proprii ¥ duce la urmitoarea relatie

_— . “(0 : . ,
pentru coeficientii descompunerii gj(/l): g, (/l)z—w—(—) in ipoteza ca setul de functu propru

A —A
v’/ este ortonormat.
Sa consideram in continuare un operator A, avind caracteristici similare operatorului A.
Operatorul 4 se presupune a fi “apropiat” de operatorul A in sensul existentei unui relatii de

apropiere intre valorile §i functiile proprii corespunzitoare acestor doi. Urmitorul rationament ce
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porneste de la egalitatea functionald (6) si identitatea spectrala (A , — A )y ; = 0 determind o relatie
utild in constructia unui estimator liniar pentru valorile proprii A? in functie de 4, .

(A= A1, (AW} }= 8,1}

(4, -0 .G, (1), =

(4206, W 1=((4, - 213 .G, (1), = vy (®)

Subscriptul R atasat unei functii proprii inseamna translatarea acesteia cu vectorul R:
vi()=wi(x-R)

>g, (fl)KA Vi J/’f,)H —<A,,W§ ,W£>H +( —lxll/'; ,W,§>J=wf,(R) relatii  adevdrate  pentru
-
Ve R-o{4}

Sealege =4 =y, (R)= Z A“’ (A),,k viwt), (4wt | M

Operatorul perturbat 11 scriem in forma: 4, = A+¢€P €€ (0,1) cu P operatorul de perturbatie

aditiva, iar valorile proprii A’ si functiile proprii Y ?le considerdm a avea o dependenta analitica de
parametrul € :
A=A +edV + e A+ gmA) 4

W;} = l//j + EV/d) + E:l//(l:) + ...SmW(m) +
Expresia (7) devine:

(0 ' ' -
v (R)+ew(y(R)+ € w(,(R Zl O +Zl(‘)(+)ell(3)+ )[<Al//,é,(l//‘ +3W(‘n)+8"/’(kz)+~~)>
j A -

]=Zw o\ e(Ply* +ewly+ewly+.) vi),

—((A+ePYu* +ewl, +e3wh, +
<( )(‘l’ Votevp A}—()Lk+sﬂ.f_’ +£2 A% + )

(8)

Superscriptul ! aplicat ultimei egalitdti marcheazd indeplinirea ipotezei de simetrie a
operatorului A; simetrie intotdeauna prezenta in cazul operatorilor de tip Hamilton din fizicd insa

absenta in cazul ecuatiilor piezoelectrice. Simetria in acest caz apare doar pentru componentele
campului elastic.

e e .. Ole : .
Termenul drept al egalitatii este o functie rationala de € de tipul —“}’2 E ;cu Q si R polinoame de
€
acelasi grad. Teoretic aceastd functie rationala poate fi rescrisd sub o formd polinomiald inséd forma
complicatd a dezvoltarii impiedicd orice manipulare ulterioard a coeficientilor (ne referim aici cu
precadere la cazul specific al ecuatiilor piezoelectrice) pentru a fi format un sistem util in evaluarea

0t (1) (2) (3) : J J J - = - C
corectilor A, A7, A7 si Wi, Wi, WY, ... Fard a recurge la aceastd descompunere explicitd,
existd o metoda simpld de aflare a corectiei de ordinul intai pentru A)”. Etapele acestei metode sunt
urmatoarele:
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1. valoarea proprie perturbata AJ este consideratd suficient de apropiatd de valoarea initiald

e(Ply* +ewly+ewly+.) vi) ) o
] £ termenii corespunzatori la

A, pentru ca in suma (0 —
P zj“w ( A - +erd) +e22% +

J # k sa poata fi ignorati
Pyt vt
il. W‘.(R)zwk(0)<—wlﬁ)w_}?> VRe Q
k

. A = <Pu/" w,ﬁ>

Sa revenim acum la situatia concreta a sistemului de ecuatii electroelastic clasic pentru solidul
piezoelectric in ipoteza absentei oricaror pierderi in volumul sau pe suprafata rezonatorului. Se
considera sistemul intr-o stare stationard armonicd cu pulsatia @ .

| o u’+ J c Al +e o9 =0
pm ! (9XJ Uk[&xk ki an

d e ¢ e, du, 0
dx, | "dx, 7 ox,

Vxe Q

in forma abstracta (a)zM +L, )‘,::O mentinem notatiile utilizate in paragraful precedent.

Intrucdt s-a presupus ca fluxul energetic la suprafata rezonatorului este nul,

2D,
Re{[ 7Unjv,ds {Lﬂ(d) afk n, }Js}:O

intre componentele campului elastic existd relatia de ortonormalitate precizatd in paragraful
precedent: J.pmu"'u”dQ O,

Pe baza supozitiei cd multimea combinatiilor liniare ale partii elastice a functilor proprii -

v/ o= (ul’ Judul ol ) genereazd un subspatiu dens in [L: (Q)} Sinha si Tiersten construiesc o metoda

de perturbatie pentru ecuatiile piezoelectrice urmand o cale similard algoritmului prezentat. Ecuatiile
functionale de la care demonstratia porneste sunt urmatoarele:

[lfjk + @M =0 L,=L,+P
ll,jk +0°M k}R kb,

Relatia finala (forma concretd a relatiei 7 corespunzatoare ecuatiilor piezoelectrice) de la care
se pleaca in evaluarea estimatorului liniar pentru pulsatia perturbata @ se deduce a fi:

i (R)= z(—)U 8, S2 (87 (e = R) = e, (S (e= R (x)+ 7 ()E (e~ R))- Ae B (v)Ez (x— RYQ

#1077 = R =77 o= R )+ (07 (0§ (= R)= D! (x = g™ ()i
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Variatia de ordinul | a pulsatiei perturbate se obtine din ecuatia: (—+) =1 unde prin H,_ s-a notat
’ 0, -,

variatia entalpiei electrice in starea stationara m.

H,=[ 8,808, te, (S7ED +5,E )-de (ETEaQ+ [Lalymir =T7n )+ (Drn, 6™ - Drn,om Vs

Tinand cont ci: @’ —@. =2, (CT)," —a)m) expresia finald pentru deviatia liniard a pulsatiei
este identica cu cea obtinuta in cazul deducerii prin metoda relatiilor de reciprocitate:

B, -0, JAcuSES, —bey, ST E +8,E - he E B

m

- +
0 20,

m

[ lzm@r =)+ (O™ - Drnom s
R

%)

20,
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8§1.5 Concluzii

Piezoelectricitatea este un fenomen ce cupleazd componenta electrica a campului
electromagnetic cu campul elastic in cristalele ce nu au o celuld cristalograficd centro-simetrica.
Ipotezele simplificatoare ce sunt acceptate pentru a ajunge la un set de ecuatii ce poate fi analizat
matematic cu o relativd usurintd sunt aproximatia campului electric irotational §i invarianta
geometriei solidulut piezoelectric in cursul migcarii. Acest prim capitol a fost dedicat precizarii
cadrului actual de studiu in care este abordatd modelarea dinamicii electroelastice in solidul
piezoelectric admitdnd ipotezele simplificatoare amintite.

Intrucat subiectul tezei necesiti o formulare precisa a chestiunilor legate de analiza spectrului
de vibratie in rezonatoarele cu unda de volum, am descris ce determind acest spectru si cum il putem
calcula. Mai precis, legile de material, comportarea campului electroelastic pe frontierd si forma
geometricd a rezonatorului fiind caracteristicile ce definesc in mod exclusiv acest spectru am
convenit s& le privim sub forma a trei multimi de parametrii /,,, /; i /, fiecare dintre acestea

contribuind la aproximarea dupd o anumitd legitate a fenomenului sau realitatii fizice ce le-a
generat.

Parametrii de material sunt cei ce provin din modelarea legilor piezoelectrice de
interdependentd intre S, , 7, , £,siD,. in ipoteza in care intre aceste marimi consideram a exista o

simultaneitate de tip cauza-efect, relatiile de aproximare general acceptate §i utilizate sunt cele
polinomiale. In masura in care se doreste un nivel mai fin de acoperire a realitatii fizice, de exemplu
pierderile energetice in volumul piezoelectric, aceastd ipoteza de simultaneitate nu mai poate fi
aplicata, retardarea cauza-efect este strict necesar a fi luata in calcul iar relatiile de legatura trebuie
scrise in aceastd situatie sub forma ecuatiilor diferentiale ordinare. Fata de acest tip de aproximare
clasic, propunem unul alternativ bazat pe seriile convolutionale Volterra. Aceastd manierd de a
modela legile de material privindu-le ca operatori neliniari continui cu memorie descrescatoare (de
exemplu 7, (S, E.)si DS K )) si apoi de a-1 aproxima printr-o dezvoltare trunchiata intr-o serie

convolutionala Volterra, a fost folositd in teoria elasto-plasticitatii §i a cimpului electromagnetic ea
facand vizibila matematic relatia fizica generala de retardare intre fenomenele de tip cauza-efect.

Parametrizarea geometrica nu am tratat-o intrucat reprezintd un fenomen bine cunoscut §t
studiat, in plus pentru cele urmeazd nu are o relevantd deosebita.

Conditiile pe frontierd am convenit sd le privim sub forma unor ecuatii diferentiale ordinare
de ordin maxim 2 intre marimile de camp elastic respectiv electric. Motivatia acestui model am
prezentat-o intuitiv ca fiind legatd de interactiunile de tip elastic, disipativ §i inertial sau
corespondentele lor electrice ce existd intre unda electroelastica la suprafata de contact intre solidul
piezoelectric 51 mediile externe. Un studiu riguros de motivare a acestei alegeri pentru componentele
elastice este intreprins in paragraful 2.2 al celui de al doilea capitol.

Problema spectrala a fost formulatd in aceastd manierd a dependentei de cele trei seturi de
parametrii /,,, I si I, intrucdt in capitolul urmator efectul factorilor fizici externi de perturbatie
(temperaturd, campuri elastice sau electrice stationare supraimpuse vibratiilor piezoelectrice,
modificari ale mediilor de contact) a fost privit ca alterdnd in primul rdnd acesti parametrii,
perturbarea frecventelor proprii de vibratie fiind o consecintd. Studiul problemei spectrale in acest
mod decorelat speram sa fie unitar si sa aduca un plus de claritate intrucat de la un anumit nivel al
analizei nu mai intereseaza ce factor fizic a modificat parametrii /,,, I/, si [, ci doar efectul lui
asupra acestora.
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Pentru calcului spectrului de vibratie al unui rezonator piezoelectric am prezentat metoda
functionalei Lagrange asociatd dinamicii electroelastice liniare propusa de Holland §i EerNisse
aceasta fiind probabil unica metoda aplicabild problemelor tridimensionale fundamentati teoretic
riguros.

Paragraful din finalul capitolului este dedicat teoriei de perturbatie Sinha-Tiersten. Modul in
care am redat aceastd teorie este diferit de cel prezentat in articolul original al lui Sinha si Tiersten
intrucat si scopul urmarit este altul. Am reluat intreaga constructie teoreticd la un nivel abstract, si
am aratat pe aceasta cale cd este imposibila practic constructia estimatorilor de ordin mai mare ca cel
liniar pornind de la aceasta teorie.

Ceea ce a fost expus in acest capitol este in mare masurd cunoscut in literatura de
specialitate, efortul autorului fiind indreptat cu precadere in a identifica zonele in care teoria clasica
a dinamicii electroelastice in solidul piezoelectric este incertd in comparatie cu rezultatele similare
clare ce sunt oferite de studiul ecuatiilor de undad abstracte intr-un domeniu fizic finit -ecuatiile
electromagnetice sau ale elasticitatii fard pierderi de exemplu. Este vorba concret, de absenta unei
teoreme de existentd generald pentru solutiile ecuatiilor piezoelectrice, de lipsa unui rezultat in ceea
ce priveste completitudinea spatiului liniar generat de modurile proprii de vibratie, o forma
neobisnuitd a functionalei Lagrange (partea energiei potentiale electroelastice este inlocuitd cu
entalpia electrica, o functionald ce nu este pozitiv definitd), imposibilitatea practicd de a construi
estimatori spectrali de ordin superior (patratic sau cubic) pentru teoria de perturbatie asociatd acestor
ecuatii (teoria Sinha-Tiersten sau Auld). Motivul acestor neajunsuri poate fi intuit a fi legat de
asimetria prezentd in operatorul de unda piezoelectric si de forma sistemului de ecuatii
electroelastice clasice in care cele trei ecuatii de tip hiperbolic corespunzatoare legii de conservare a
impulsului mecanic in solidul continuu sunt cuplate cu o ecuatie independentd de timp ce provine
din legea lui Gauss in electrostatica.

Ridicarea partiala a acestor nedermindri prin formularea problemei de dinamica
elastoelectrica in solidul piezoelectric cu ajutorul unui set de ecuatii hiperbolice in aceleasi variabile
u,- elongatiile elastice §i ¢ - potentialul electric ca si abordarea clasicd este subiectul celui de al

treilea capitol.
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Capitolul 2 Aplicarea teoriei de perturbatie liniarid in situatii de alterare
neuniforma spatial a parametrilor ce definesc spectrul de vibratie
al rezonatoarelor piezoelectrice cu unda de volum

Se propune un model unidimensional local pentru estimarea impedantelor de
unda elastice la suprafata solidului piezoelectric considerat a fi in contact cu un
film subtire urmat de un mediu exterior infinit. Se reia cursul demonstratiei
teoriei de perturbatie propusa de Auld [1] si sunt generalizate rezultatele existente
prin renuntarea la ipoteza campului electric irotational admitdnd prezenta
pierderilor energetice la suprafata rezonatorului. Relatiile de estimare liniara a
frecventelor proprii complexe sunt utilizate pentru a studia efectele principalilor
factori de perturbatie (temperatura, campuri electrice si mecanice stationare,
incarcari electromecanice de suprafatda) asupra spectrului electroelastic al
dispozitivului piezoelectric. Se insista cu precadere asupra explicarii unor
fenomene legate de caracterul neuniform spatial al acestor marimi de perturbatie
precum s$i a generalizarii relatiilor deduse anterior pe baza unor modele
unidimensionale mai simple.
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§2.1 Relatia de perturbatie obtinuta pe baza relatiei de reciprocitate a ecuatiilor de camp
elastic si electromagnetic.

Paragraful reia deducerea relatiei de perturbatie de ordinul unu plecand de la
ecuatiile campului elasto-electromagnetic intr-un solid piezoelectric si ofera o

extindere a cazului clasic admitand existenta pierderilor pe suprafata
rezonatorului

Demonstratia originala a teoremei de perturbatie Sinha-Tiersten considera mediul
piezoelectric ca neavand pierderi in volum sau pe suprafatd. Aceasta presupunere usureaza scrierea
relatiilor matematice necesare rationamentului intrucat se lucreazi cu functii reale. Transpunerea
acestei teorii in cadrul mai general al functiilor cu valori complexe este fara indoiala posibild insd nu
este o extindere triviald. Modelul de perturbatie Sinha-Tiersten a fost folosit pentru predictia
efectelor de atenuare a undelor electroelastice in [S6] sau [1] insd in cazuri particulare ale conditiilor
pe frontierd, cazuri in care aceastd extindere este posibild datoritd unei foarte bune intuitii fizice a
fenomenului analizat. In acest sens, este un fapt de interes deducerea unei expresii de perturbatie
care sa fie veridica intr-o situatie cdt mai generald a conditiilor pe frontierd, pierderile pe suprafata
fiind cele ce ridica probleme de modelare mult mai delicate decat cele in volum. Pentru deducerea
unei astfel de expresii, mai ugoard din punct de vedere al complexitatii calculelor algebrice
implicate, este reluarea demonstratiei propusa de Auld [1] pentru relatiile de reciprocitate ale
campului cuplat elasto-electromagnetic in cazul in care variabilele fizice se considera a avea valori
in corpul complex. Relatiile de reciprocitate deduse de Auld plecind de la forma generald a
ecuatiilor lu1 Maxwell nu prezinta acea ambiguitate a inmultirii cu —1 a ecuatiei de conservare a
sarcinii electrice, ambiguitate prezenta in deducerea clasica pentru ecuatiile electroelastice.

Asa cum am precizat in primul paragraf, variabilele de stare pentru ecuatiile cdmpului cuplat

du,
elastic-electromagnetic sunt alese a fi v, =—=—, T,, H, siE; §i sunt presupuse a avea valori intr-o

at’
submultime a spatiului functiilor complexe de energie finitd pentru care sunt intotdeauna adevarate

relatiile: divD =0 si divB=0. Vom nota cu }"in continuare aceasta multime de definitie. Relatiile
de material se presupun a fi liniare si independente de istoria procesului fizic (deci fard pierderi in
volumul piezoelectric); cu o notatie compactd pentru aceste relatii,S=dE+s:T ,
D =¢€ [+ d : T putem scrie urmatoarea ecuatie matriciala:

0 V. 0 0 v p, 0 O O v) (- f
Vs 0 O 0 T 0 s: 0 d|o|T
0 0 0 -Vx|H[|0o 0o w olo|H]|]| O
0O 0 Vx 0 E 0 d: 0 e E
Pentru usurinta si claritatea expunerii vom reformula ecuatia (1) sub o forma abstracta
ME=1E+y
§(0)=8,el (2)
A,6+B,E=0
Modul de definitie al variabilei globale & si a operatorilor de volum M si L este imediat
vizibil prin comparatie cu ecuatia (1); operatorii 4,si B, sunt operatori ce stabilesc conditiile pe

(D
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frontiera. Intrucat forma explicita a acestor relatii pe frontiera nu este de mare importanta in cele ce
urmeazd nu vom exemplifica o formd particulard a acestor operatori. O teoremd de existentd si
caracterizare a solutiilor pentru ecuatia (1) nu existd in literatura de specialitate cunoscutd de autor,
presupunerile ce vor fi facute in continuare asupra existentei unor solutii decuplate de tip

Fourier&§(x,r) = €& (x) se bazeazd exclusiv pe argumente fizice. In acest caz, componenta spatiala
a acestor solutii satisface ecuatia:

s&=M"LE 3)
s4,&+ B, =0
Proprietatile demostrate in urmadtoarea propozitie caracterizeaza din punct de vedere

energetic operatorii M si L. Produsele scalare sunt considerate a fi in spatiul Hilbert [L2 (Q)]6 acesta
fiind spatiul ce contine multimea de definitie }°

Propozitia 1:
Operatorii L si M au urmatoarele proprietdti:

i) operatorul M este simetric <Mw , §> = <!;/ : Mé)

el

i) operatorul M este inversabil cu invers marginit “é ”2 [T <M <, §> <UL
i) Re{<L§ , C}} = Re{Jf&t‘jvi‘njds} + Re{Jm— (E xH" )ﬁa’s}

Demonstratie:

i), ii)

(ME .&)={ (o7 v/ +5,T; + DE +pi o paa =

I (p Vv, +CUUS S, e,u-lgijE,: +e

S,E +€,F E + pf H 1o

ikj* [

= ";l(p,,.'\i- v +CuS; Sy +&EE +/.1HiHi')dQ= <§ , M§>

in consecinta:

(ME &)= J (pm|v| +S,77 + D.E; + uH[ )le—

(4)
= [Pl + S, 85 €, B4 P i = 20, + W)

1
energia elasticd Weg = J p,.|v l l +¢,yS,8,dQ
energia electromagneticd Wey = 5-[9 gE, E + ,u|H IZdQ

Produsul scalar <M§ ,ij) reprezintd energia campului elastic §i electromagnetic
inmagazinata in mediul piezoelectric §i este intotdeauna o marime reala si pozitiva pentru & #0.

Pentru energia elastica respectiv electromagnetica, sunt demonstrate in [3] st [6] relatii de
tipul:

CrnJo (v + T3 QW <L [ (v 477 i
[ (7 +HP PR < W, <24 [ (1EF +1HF )

Nel

Devine evidenta in acest caz relatia “5 ” min C " +C EM) (M ¢, é) < max(C o

max max
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Tinand cont de simetria matricti de definitie a operatorulut M si de proprietatea de mai sus,
este adevarata o inegalitate mai “fina”:"

K& M <K ME 1) < (& )

cu y__, M. valorile minima respectiv maxima a valorilor proprii pentru matricea M.
iii)

at, . A, L L
<L5’5>=L[atu vt (j‘ a_vj]’x;‘vxE~H'+V><H.E'}/Q
X, X, X;

J

*

. 8/' av. avj — = Y =
<L§,§> =J;{ax +“—(ax '5;T]w'—V)(E J7+‘7Xf{.E}ﬂ}

J i

(L, &) +(LE, &) =2Re{(LE, &)} = 2Re{j—— U‘)dQ} 2Re{j V(E E’)dQ}

(3)
=2 Re{jf 1V, njds} +2 Re{j —(Ex H‘)ﬁds} =21, +21,
unde: /, = Re{Jf 1V njds} fluxul de energie elastica prin frontiera mediului
[ey = Re{jﬁﬂ— (E x H ) ﬁa’s} fluxul de energie electromagnetica prin frontierd
Daca presupunem campul electric ca fiind cvasistationar E = -V¢ +80.?—1? ~-V¢, o forma

alternativd de scriere a fluxului de energie electromagneticd poate fi obtinutd facand apel la
urmatoarea identitate:

d
V-(—V¢XH)=H-Vx(-—V¢)+V¢>-VxH=H-Vx(—V¢)+V¢-VxH=V¢-a—l[)
x(—V¢):O
oD .
I =1 =—Re m<p 3 n;ds fluxul de energie electricd
¢

Relatia de conservare a energiei elasto-electromagnetice in solidul piezoelectric poate fi ugor
dedusa plecand de la proprietatile demonstrate

L2 e g) = Hre g+ (reey e Llre)+ (e

55(/\4@5) Re(LE.8)+Re(x.£)

d

s o )
+ Re{L f,.v{dQ}

)
E(WEL +Wen ) =g +lew +1 (6)
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Sau, in varianta aproximatiei cdmpului electric cvasistationar:

. | ‘ - ) aD" ) _
TS Lol s, Si e, B, b i} =Re | pinas—| 05 | e
+Rejn £y dQ

/. = Reﬂ'Q f,v,'dQ} lucrul mecanic efectuat de fortele de volum in unitatea de timp

Observatie
Relatia de conservare a energiet in solidul piezoelectric este identica cu relatia de conservare
pentru un material fard proprietdti piezoelectrice. Lipsa unor termeni energetici care sa inglobeze

energia de interactiune piezoelectrica e, S; £, sugereaza caracterul “reactiv” al acestei interactiuni.

Perturbatia ce o vom presupune apare atdt in parametrii materialului piezoelectric cét si in
conditiile impuse pe frontierd. Pentru cele ce vor fi expuse, convenim s utilizim superscriptul “~”
pentru marimile ce corespund ecuatiei perturbate.

e perturbarea caracteristicilor de material revine la o modificare a operatorului M ; notim cu
M acest operator.

g, 0 0 0 P, 0 0 0) (p, O 0 O

N 0 5 0 d. 0 s 0 d 0 -0 .
M=M+p, = Y _ N Ps P4
: 0 0 i O 0 0 u O 0 0 p,. O

0 d 0 € 0 d 0 e 0 p; 0 p,.

* perturbatia de frontierd o punem in evidenta prin modificarea operatorilor de frontierd A4, 1 B;;

A, sl B ; 1i presupunem a rdmane operatori liniari
Pentru ecuatia perturbatd presupunem de asemenea existenta solutiilor decuplate:
5(x,t) = ef'g(x). Acestea sunt solutii pentru:
SE=M"LE
SAE+B,E =0
Atét pentru ecuatiile de baza cat §i pentru cele perturbate consideram pentru inceput conditii

de frontierd ce conduc la un operator L conservativ. In aceastd ipotezi ecuatiile ce vor fi prelucrate
sunt:

jwb =M"LE, ;
joA £ +B,E =0 ()
si
](D'és' = M_ll‘é:
(8)

J@OA, &+ B & =0
Pentru ecuatia de baza considerdm o solutie y ce corespunde valorii proprii @ iar pentru
ecuatia perturbatd solutia Y corespunzatoare valorii proprii @. Perturbatia este considerati a fi

“mica” astfel incat @ si ¥ provin din @ respectivy . Ordinul de multiplicitate se considera a fi 1
atat pentru valorile proprii de bazd cat si pentru cele perturbate. Pentru a nu complica notatiile
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renuntam la a indica in mod explicit in relatiile urmatoare ca avem in vedere un anume mod de
vibratie. Vom face aceasta precizare doar in formula finala desemnéand cu v modul nostru ipotetic.

Punctul de plecare in deducerea expresiei de perturbatie il constituie inmultirea scalara
“Incrucisata” a ecuatiilor de volum corespunzétoare ecuatiilor (7) respectiv (8).

(Lw W)= jo(My )= joly, M)

(Ly W) ==joly , M) =-jo(M7 )

(L7 w)= j@ (817 ,y)
insumam egalitatile anterioare:

(L7 )+ (Ly . 9) = @517, v)- jo(MT. v) ©)
Aceasta ultima relatie va fi prelucratd astfel incat sd poatd fi pusd in evidentd o relatie

explicitd pentru Aw=0-.
Explicitam termenii implicati in egalitatea (9):

- at. a\ ~ — .~
Ly W) = v -—VXE H+VXH.E Q2
’ < v W> L’(&xj N 07x }/

g a? * W - = ] = -
e (LY ,y)= Ly, +——1,-VXEH +VXHE {dQ
< W w> Jg(axj vl ax i }

J

(M, v) = J (pm\’ v, +ST +D'E +uH H }iQ:
=Jﬂ(p ‘) V +C‘J“S 'S ek‘!S E +elk;5kjEi +E"}'E;E‘- +u§‘i}}>’Q=
=4‘;2(p +c‘!le S S F +elk}Sk;L; +€ F E +#ﬁ.ﬁPQ+

+].{p..8:5.~p., S;E. )dQ

Utilizam ipoteza diferentei mici intre solutia de bazid y si cea perturbatdi ¥ pentru a
aproxima produsul scalar anterior astfel:

(Mu'i ,w)t =j (pm Vi +CuS; Sy — ey S E, + ey SyE, +€,EE, +/.1H’.1§>z’§2+
(PS80, S E, )dﬂ My )+ [ SiSu- p i)

<A7Iu/,u/>=jﬂ(pmv v +S,T +DE +uH H)dQ—

Aceasta egalitate 0 aproximam pe baza aceleasi ipoteze de apropiere intre y si ¥/ .
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<A7!u7 ’ W> = J.n(p,,,vi v, +CuS,Su — ew‘fguE; +e,SyE +€,E E +p H .Fl.)iQ+
+J.$2(ppmi7i vi +p¢,~skjE: +pg"EjE,' +p# H .H }19:
=(My, W)+L,(pp,ﬁ v, + p%'S},—E[ +p, EE +p,H .H‘)ag

Suma termenilor din membrul stang al egalitatii (9) este urmatoarea:

(Lv7,w>+(w’v7>‘=£z[atu e B 2 V. P2, }dm

vl i i
o'?xj 8xj 8xj 8x,

+L(-VxE.H‘+Vx1§.1§‘-VxE‘.f1 +VxHE Wo-=

= u(gi—j('t;v:) +8ij(t,;\7,-)—V(E X H')—V(E' X ﬁ)}i =

= jﬂzl:(f;v:nj) +(1,%.n;) - (E x H‘.ﬁ)—(E* X ﬁ.ﬁ)]ds

Rescriem egalitatea (9) tinand cont de aproximatiile facute si obtinem relatia de perturbatie
liniard pentru ecuatiile elasto-electromagnetice:

o~ __(LW,W>+<Lw;Wy

JO-w)= [y ) _
. JQ([JPMV,V“ B pc.,ug’dsi; tP., E"S; + P, §jk Ei' +p., EJE." + P#ﬁtﬁ)dQ

— a) _
’ (My,w)

J'm[(?ljv:nl.)+(I;Vinj)—(gxﬁ'.ﬁ)—(ﬁ' x[fl.ﬁﬂds
) 2Wp +Wey )
L(ppm\”)‘,.v: — pcqug,dS; +p., ES; + pe"t.’S:jkE[ +p, E.E + p#I:I'ﬁ)iQ
2We + Wy )

Pentru problemele in care intereseaza zona acustica a spectrului de vibratie se admite ipoteza
campuluti electric irotational. Relatia de perturbatie se rescrie astfel:

_ . v (=0 ) (..0D .
Lru (tvin)+ (@t vn;)— CDa—t n=l e 8—t.n ds

j (T)v _wv = v
I ) 2(W g + Wy ), (D
w J;z(pp,,giv: - pc"ugkls; + pe,u‘ EkSl; + pe”kgjkE: + peu EjEi‘ )V dQ
-J
2(”/IL +WEM )v
Aceasta este relatia generalda de perturbatie cunoscuta in literatura de specialitate pentru

operatorii L si L presupusi conservativi. In cursul demonstratiei nu s-a facut in nici un loc vreo
referire la “modul” de apropiere al starilor stationare perturbate W si a valorilor proprii @ de

marimile similare originale. Incercarea de a folosi o dezvoltare polinomiala a marimilor perturbate
in jurul marimilor originale in functie de un parametru scalar:

(10)

_jw
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G=w+€ Aw+e°Aw+..
V=y+e AW+ A+
relevd imediat faptul ca relatiile (10) sau (11) reprezintd corectia liniard A, @ si ca mai departe teoria
nu este aplicabila.

In continuare vom renunta la ipoteza conservarii energiei in volumul piezoelectric € si vom
admite ca pe frontierd pot apare pierderi energetice. Perturbatia externd vom presupune ca afecteazi
doar conditiile pe frontierd lasand neschimbat setul parametrilor de material /,, .

Ly'=s My’
Ly =35 My"’
(Ly* ") =s;(My” ") =5 (M ")
(Ly" w")=5,(MF" ,y")
Prin sumarea egalitatilor anterioare se obtine:
(Lg v )+ (Ly” 7)) =5 (MG, ") +s. (M7, v*)=(20, + Ao, + jAw, (MG, v*)

Folosind proprietatile demonstrate in Propozitia 1 este imediat rezultatul:
CRe(Ly ') Ly )+ (Lyt )
o=
<MWV’WV> 2<MII/V’II/V>

in consecint,
(L@ ~v") ")+ (7 -v").Ly")
(My" y")

Ao, + jAw, =

,, * dD" | [ ger 0D -
Im (At,v,n )+ (1,Av,n ;) - A(DE n —(CD A—a—t—.n} ds
- (12)

Ao, + jAw, =
2(VVE'L + WE]\/I )v

Aceasta ultima relatie aproximeazd liniar modificarea frecventei proprii de vibratie si a
atenudrii in functie de alterarea valorilor cdmpului electroelastic pe frontiera solidului piezoelectric.
Ea reprezintd un rezultat pe care autorul nu l-a gésit sub aceastd forma generald in lucrérile de
specialitate. Particularizarea acestei expresii in cazul stabilirii unor relatii algebrice intre
componentele spatiale ale cimpului elastic (IU ,u,) si electric (¢, D,) va permite estimarea variatiilor

Ao, si Aw, in functie de parametrii acelor relatii, parametrii notati generic in paragrafele

anterioare cu /.
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§2.2 Conditiile elastice pe frontiera -unui solid piezoelectric in contact cu un mediu compozit
de tip film subtire-mediu semiinfinit.

Paragraful ofera un model unidimensional de estimare a impedantelor de
unda acustice pentru un mediu compozit film subtire — mediu semiinfinit.
Legatura intre tensiunile si deplasarile elastice la suprafata solidului
piezoelectric se demonstreaza a fi suficient de bine aproximata (In acest
model) printr-o ecuatie diferentiala liniara ordinara de ordinul 2

In paragrafele precedente s-a argumentat necesitatea estimarii si parametrizarii relatier ce
exista intre tensiunile si deplasarile elastice respectiv potential electric si sarcina electrica de suprafata
in studiwl influentet ce o au diverse medii de contact asupra frecventelor proprii de vibratie ale unui
rezonator piezoelectric. Fard a argumenta in mod riguros, am considerat ca aceste relatit de legatura
sunt de forma unei ecuatii diferentiale de ordinul 2. Pentru potentialul si sarcina electrica la suprafata
unei metalizdri a dispozitivului o astfel de lege de variatie temporald este intuitivd intrucdt ea se
rezuma la aproximarea impedantei circuitului electric exterior (care este in general specificat utilizand
parametri concentrati) printr-un circuit RLC serie sau paralel. Principial, un rationament similar ce
face apel la modelarea impedantelor de unda elastice la suprafata solidului piezoelectric §i apoi
aproximarea acestora cu un polinom de ordinul dot (aproximarea se referd la un regim armonic
permanent) este aplicabil §i componentelor campului elastic. Dificultatea unui astfel de demers consta
in deducerea impedantelor de unda intr-o situatie cat mai generald, care si acopere cat mai mult din
configuratiile si natura mediilor exterioare ce apar in situatii de interes. Scopul principal al acestul
paragraf este de a descrie un astfel de model pentru un caz in care mediul de contact se prezinta sub
forma unui film subtire de grosime variabila urmat de un mediu omogen solid, lichid sau gazos
semiinfinit.

In prima parte vom preciza o serie de rezultate referitoare la propagarea undelor elastice in
medii nemarginite cu diverse proprietdti fizice, rezultate ce sunt apoi folosite pentru deducerea
expresiilor impedantelor acustice. Vom incepe cu un solid elastic avand proprietati piezoeletrice.
Relatiile de material sunt presupuse a fi liniare §i independente de istoria procesului electroelastic.

2’u, 0 du, L)
P, - =5 | 6 o te, T
dr- dx | "dx, Vdx,

J

J d¢ du,

= g, —e,
dx, | "dx, 7 dx,

0

Clasa de solutii /- = (u‘» ,¢) pentru aceste ecuatii se determind sub forma undelor plane ce se
propaga intr-o directie definita de versorul 7 .

L PR
W= pf(t——)
v

rn . 5 e
¢ =¢,f(t——) cu fo functie reald continua arbitrara.
v

Inlocuirea acestor relatii in ecuatiile de mai sus conduce la urmatorul sistem lintar
,
pv pi = Typ +vi®y

(1)
Yipi—EPy=0
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in care I'j; (tensorul Christoffelson elastic), }; si € sunt tensori definiti astfel:
. B -
r,= Cijuahl 1 Y. = eyn;n, E=En;n,
Eliminarea potentialului electric ¢, in relatiile (1) conduce la ecuatia seculara:

Yt Top, )

Relatiile generale de simetrie pentru constantele de material genereaza un tensor simetric

pvzp, =(I, +—

rre =(T, + Y 7,) (tensorul Christoffelson piezoelectric). Din consideratii energetice (paragraful
£

2.1) el este st pozitiv definit.
Consecintele acestor proprietiti ale tensorului I}/ sunt urmitoarele:

i) valorile sale proprii sunt strict pozitive = viteze de unda reale, propagare fara atenuare.
i) in cazul de multiplicitate 1 al fiecarei valori proprii existd trei vectori proprii ortogonali = trei
unde elastice cu viteze distincte §1 polarizatii ortogonale.
ii1) in cazul in care una din valorile propri este radacina dubld a ecuatiei apare un subspatiu vectorial
}', propriu acesteia de dimensiune 2 = o unda cu polarizatie ortogonala pe }’, si o altd unda cu
polarizatie arbitrara in planul }’ ; situatie similara cazului elastic al solidului isotrop cand apar doua
unde cu viteze distincte: cea longitudinald §i cea transversala, aceasta din urma fiind polarizata
arbitrar in planul perpendicular directiei de propagare.

Fiecare din cele trei unde elastice poate fi insotita de o undd de potential electric cu
amplitudinea ¢, = }/_Ep,_ Cuplarea potentialului electric cu campul elastic este determinata de

vectorul y, =¢e,,n,n,.
Cele tre1 unde elastice sunt cunoscute, in general, astfel:

e unda cu polarizatia cea mai apropiata de versorul 7 este unda cvasi-longitudinald sau modul 4;
este unda cea mai rapida ; p, infigura 1.1

e unda pentru care proiectia polarizatiei pe versorul 7are valoare minimd este unda cvasi-
transversala lentd sau modul (’; este unda cea mai lentd; p, in figura 1.1

¢ cea de a treia unda este unda cvasi-transversald rapida sau modul B; p, in figura 1.1

Figura. 1
Polarizatiile ortogonale pentru cele trei moduri de propagare ale undelor de volum

Solutia generala sub forma undelor plane ce se propag in directia versorului 7 pentru
ecuatiile electroelastlce poate fi scrisd sub forma generala:

rhn . . T
u(1,F) = Za p.f (I ——s-) p. este proiectia versorului de polarizatie p, pe axa /

¢(l,7)=-£—lu,(t,7)
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Pentru un sistem cartezian avand versorii axelor identici cu versorii polarizatiilor p; relatia
are o forma mai simpla:

. rn
u (1.F)= l)l.f(’ _""T)

Vom nota acest sistem cartezian particular, in continuare, cu Sp.

Utilizdnd aceastd ultima relatie, se determind o relatie de proportionalitate existentd intre

tensiunile elastice ce apar intr-o suprafatd perpendiculara directiei de propagare §i vitezele undei
electroelastice.

I, =101n = c,-j-k,iljbk, +en;

v dx,
out,F) n , rn
al—:_ l:al p.f (t__z
X, v v
84’([’;) J 7, - n, Y .( Fﬁ)
dx, OJx, € e, 7) = v’ % e Pt v

Y o F i
1, = —(ril + 1, )( 1],)1 }.f'(’ - #)
£ v Vv

in sistemul cartezian Sp tensorul T/ = (T, + M) are forma diagonala p( V! )Zd, si deci,
£
- VY | &b ri i s i O (1,7)
7 =—|T, +—} ——|f'l1- =—pvioa. p f'lt——|=—-pv
n ( i € )( \"[ )f ( vl ) p‘ al pL f ( ‘): ) p‘ 8[
- du.(1,F)
T = —pv's ——~~ 3
in PV o, —, (3)

7% = pv' impedanta acustica pentru unda electroelastici ce se propaga cu viteza V'

Reamintim c@ aceste calcule au fost facute pentru un sistemul de axe particular Sp determinat
de versorii polarizatiilor. Pentru un reper cartezian arbitrar (notat Sa), relatia (3) devine:
du du
T (= i 9/, = 9(, =
1a07)= [ (08, Iy |5 0.F) = 2, H0.F)

ot
ni este matricea de trecere de la Sp la Sa

not

— i . . . N .
Z —[mm (p V'8, )mqj] este matricea impedantelor acustice in Sa

O proprietate a matricii Z,, ce va fi folositd pe parcursul lucrérii este urmétoarea:

. i 2 , i 2 3
p 'rzrll‘lzr}(v )|u| Sul u, <p ‘Tl.:;)g(v )|u| VueR

Vom explicita in aceeasi manierd impedanta acustica pentru un mediu elastic in care apar
pierderi prin vascozitate. Ecuatia de dinamica pentru acest caz este:
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u, 2% u, N 2% u,
(o o1l = Cijki ax,'axk N dx dx,

,—: ﬁ jm[r—:‘]
v

nlt——|=pe

V
,2 _ r(:
pv p,=1,p
I = (Ct;kl + JONy )n iM%

o - b
v —‘re +.]‘im

ol N —a#‘i j w“Wé:;_‘;ﬁ
rma_ ,jw(' v:’.+/v:,..) _ (i el [ (vi )+ (%)’ ] _ . e j(w-pFi)
i, t—v‘. =p,e =pe e =pe e

vi
o' = w——"—= >0 factorul de atenuare

13 13
(Vre) +(vim)

‘/i

B'=w = > 0 factorul de faza

() + ()
pentru o unda ce se propaga cu atenuare in sensul versorulut #.
7% = p_v'complexi
Pentru cazul specific al unui fluid vascos, compresibil:
82ui_/1 9’ u, 2u 9% u, o 2% u,
P g T 9% 0x 3 ox,0x  Ho'x
A este coeficientul de compresibilitate longitudinal
p coeficientul de vascozitate al lichidului

2
re = ( A-jw T‘U)nk n, +2jowud, tensorul Christoffelson

Valorile proprii ale acestuia sunt:

4
(l+jw—3y-,2jwu,Zja),u)z(l,zj'a)u,iju)pentru U<<Ai

A
vk = ; , 7t = \JAp viteza si impedanta de unda longitudinala

= "w% (1+ ) (unda cu atenuare in sensul versorului ), Z" = —\Joup (1+ )

viteza s impedanta de unda transversala

Aceste expresii ne vor fi utile in deducerea relatiilor pentru impedantele de undi la suprafata
solidului piezoelectric pentru structura film subtire-mediu semiinfinit. Urmatoarele presupuneri
definesc mai exact situatia fizica concretd ce dorim si o modelam.

Filmul subtire se considera a fi perfect aderent solidului pieoelectric, omogen si isotrop §i nu
prezintd proprietdti piezoelectrice sau magnetostrictive. Grosimea acestui film subtire este variabila
(eventual zero) insa intotdeauna va fi cu mult mai mica ca lungimile de unda ale undelor elastice ce
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sunt agteptate a se propaga in film. Mediul exterior semiinfinit este deasemenea omogen si izotrop,
fara proprietati de cuplaj electroelastic sau magnetoelastic. Vom cauta sa determinim impedanta
mecanicd locald la suprafata substratului piezoelectric pentru undele acustice ce se deplaseaza in
directia versorului normalei exterioare acestei suprafete. Fie 7, versorul normalei exterioare intr-un

punct arbitrat x si fie I1  planul tangent suprafetei fQ2 in acel punct. Pentru o vecinatate suficient de
restransa a punctului x planul Il aproximeaza bine suprafata f€2 iar undele elastice ce se propagi
in cilindrul cu baza in aceasta vecinatate st generatoarea data de versorul #_ le vom aproxima ca fiind

unde plane, singura variatie spatiala semnificativa fiind pe directia #_.

solid - | mediuexterior
prezoelectnic i

g .," :BL.:' §

ra,

“ | —+ film de
contact

Figura 2
Geometria locald a structurii solid piezoelectric-film subtire-mediu exterior semiinfinit

Sistemul cartezian in care vom lucra este unul local si coincide cu sistemul de referintd §, in

care polarizatiile undelor elastice ce se propaga in filmul subtire au forma canonica. Expresia generala
a undelor plane ce se propaga in filmul subtire este urmatoarea:

nm n
—_;w—l j(l)T
u(F)=ple " +pe p’ - amplitudinea undei emergente “i”
i Fn
e L. O 2o . . . )
I Fl=jwp v,|—pe ' +pe "’ »" - amplitudinea undei divergente “i”’
m . ot ! 1 i

Impunem continuitatea elongatiilor elastice §i a tensiunilor la suprafata de separatie film
subtire-mediu exterior §i determindm expresiile polarizatiilor in functie de valorile pe frontiera u'si
1"

m
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Y, T )
T=—lu .
u(0)=u’ Pr=a\ jopv;

(

= <
— 70 0
Iﬂ(())—”:n p+ _l 0_ 7211 :
\ ] 2 i jwpvf
N ) T . FA
u(rF)=u cos| o— |+ —sin| 0 —
v, | wpvy vy

— ——

i . rn rn
T.(F)= —uf’(a)pv})sm[a) — |+ T2 cost w—
Vv

[

Vs
Pentru mediul exterior presupus semiinfinit, avem o singurd unda emergenta:
’I;n(F) = —.]w pzx( v:xlui (F)
pentri:F =0 =T, =—jwp,, v

P00 _ i 0
exlux __jwzexlui

Facind raportul intre T)(F) si «’(F) si tindnd cont de legatura dintre usi T, impusa de

caracteristica de propagare in mediul exterior semiinfinit obtinem:

, i Z, Fii

~ SInf @—~ |+ J—=Cos| W
T,(F) (a)pv‘ ) Vv, Z; v,
-y T f — i ——
u,(7) rn Z,, . rn
cos| w— —jZ‘ sin| W—

Vs f Vy

Particularizam aceasta expresie pentru ¥ = —hn , aceasta fiind distanta la care se afla interfata
cu solidul piezoelectric.
i
ext

i h . h
—sin| @ — |+ j—=>-cos| 0 —

I

— hn ) 1% v not
T,( hil)=—(a)pv‘f) 7 / LTy @
u, (- hn) h zZ h
cos| w— |+ j—==sin| w
Vi ) Z; Vi

Aceasta este expresia generald a impedantelor de unda elastice pentru mediul compozit
analizat in sistemul de referintd particular S , - Pentru un sistem cartezian oarecare, relatiile intre

tensiuni si elongatii au forma:
T, (- hit) = =(H78, )u, (= hid)

(= hii) = ~|m, (176, Yy, \u, (= hi?) = ~HZu, (= hi)

-"‘qu
cu m, matricea de trecere de la vechiul la noul sistem cartezian.

H” = [mLt(Hi'"dj )mqj]

sq

Din considerente de claritate a expunerii vom pastra ca reper cartezian de lucru sistemul
particular in care matricea H, are forma diagonald. Dupd cum a fost mentionat, spatiul fizic in care

facem aceste aproximatii este unul local (planul tangent la suprafata de frontierd a solidului
piezoelectric), sistemul cartezian S, fiind deci dependent de punct. Pentru evaluarea globala a

functitlor H' ar fi necesard cunoasterea matricilor de rotatie m, de la acest sistem local la reperul

cartezian in care sunt scrise ecuatile electroelastice. Anumite particularitati ale geometriei
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rezonatoarelor cu unda de volum uzuale in practica (suprafete mari cu versorul normalei constant in
orientare) conduc ins3 la usurarea acestui efort de calcul al functiei H.

Vom exprima functia H in functie de variabilele urmatoare, variabile ce fac usor vizibile

aproximatiile ulterioare motivate de considerente de ordin fizic:

h h h not not 7!
w—‘—:ZE—l—l, l_i=a19 C‘ = e‘-l
Vs f s Z;
) h _ h
—sin| 2r— |+ j{ cos| 2mn ——
not _ lf l,
H =(wZz}) -
2n—— |+ jC sin| 2m——
cos o j&. sin i

Functiei complexe /" de argument real @i corespunde in domeniul timp o functie definitd

pentru valori 7 > 0. Aceasta afirmatie se verifica usor intrucat:

—sin 27zi, cos 27ri

_ A
Re{H }=(1-¢ 2 oz ¥ ' ! functie para de frecventa
cos’| 2m — [+{sin? 27ti
A, A
m{ __ i Cl s - -
Im{ H, } =0Z; functie impara de frecventa
2 2 -2
cos’| 2m—— |+ & sin"| 2 —
A & A

Graficele urmatoarele prezintd partea reald si cea imaginard a functiei H ™ pentru valori ce

. N : : h
sunt de asteptat in aplicatiile practice. Prin & s-a notat raportul -
s

-1 61

partea imaginard partea reald
Figura 3 Graficul functiei H,'" in functie de O si {
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Din acest punct de vedere putem privi legatura temporala dintre tensiuni i elongatiile elastice
ca find de tip convolutional: 7,, = A" *u, cu nucleul A" cauzal. Aproximarii optime a acestui tip de

relatie in domeniul timp (ecuatii diferentiale liniare ordinare) sau in frecventd (functii rationale in
variabila @) ii sunt dedicate numeroase studii amanuntite. In cele ce urmeaza ne vom margini a face
o serie de consideratii de ordin general plecand de la aproximarea acestei relatii pe baza dezvoltarii in
serie Taylor in jurul unei pulsatii de referintd @, si de a prezenta forma particulara ce o ia partea reald

§l cea imaginard a expresiei pentru cazurile asteptate a fi intalnite in practica.

Sa presupunem o vecinatate a pulsatiei de referintd @, suficient de restransd pentru a
aproxima expresia (4) cu seria sa Taylor asociatd, trunchiata la ordinul 2:

dH™ (o d*H o
Hw) = Him(wo)"'%o)(w_wo)"'o'S%(w_wo)z =

_ [ ()~ 9 @), | d7H (@, )wz} _j{dH,’" @), £H @), }(]_w)_ 05 HI @) 0y

: do ! dw? " dw dw* dw*

Notam cu: k, (a)(,)z[[-[,’" (a)“)—dH'—(w”)w(, LH—(a)—’)a),:|
dw dw-
m Il: m
v, @)=~/ dH,) 4K, (w @,
dw dw-
d°H (w,)

m, (a)(,)z—().S n

da
Dependenta intre tensiuni si elongatii va fi descrisa de:
- 0 dependenta polinomiala de ordinul doi in domeniul pulsatiilor

—17(jo)=(jo) m, (@,)+ jov, @)+ @), (o) (5)
- o ecuatie diferentiala ordinara de ordinul doi in timp

1) =m (w,)i ()+v, (@, ), )+ (0, )

Observatii:

e Sensul fizic al parametrilor m,, v, si k, este, dupa cum se va vedea in continuare, bine definit.
m, - aproximeaza efectul inertial al mediului extern asupra undei de polarizarizatie “i”

v, - aproximeaza efectul disipativ al mediului extern asupra undei de polarizarizatie “i”

k, - aproximeaza efectul elastic al mediului extern asupra undei de polarizarizatie “i”’

e Puterea dominata a variabilei @, in expresiile (jo, )’ m (@,), (o, ¥V, (@,), k, (©,) este
constantd si egala cu 2

Pentru majoritatea cazurilor intdlnite in practicd nu este nevoie sa se recurgd la metoda
descompunerii polinomiale a functiei H (), caracteristicile fizice ale filmului subtire si ale mediului
exterior facand posibild o aproximare directa a partii reale i imaginare a acestei functii.

e 7., =0 suprafatd mecanica libera pentru solicitarile mecanice ce se manifesta pe directia i "
Iln (_ h") — i

___(wp\vv»’,.)g a)vi’ =(wpv’,)g 2n 3
!

=w’p h daca h<< A’
u, (= hit) P, Gac d

1
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e Z.. — eosuprafatd mecanicd incastratd pentru solicitarile mecanice ce se manifestd pe directia
tll' LA -

- - !
u, (- hit) ¥ A,
e Sa presupunem ca filmul subtire are o grosime 4 mult mai mica decat lungimea de unda a undei
electroacustice ce se propaga in acesta # << A iar impedanta de unda are valori semnificativ mai

mari decat cele ale impedantei de unda a mediului exterior { << 1.

o

Re{H} = ~(1-¢2) p, heo? (6)
Im{H}=¢ Z w=2Z!, @

Rezultatele obtinute pand la acest punct au presupus ca propagarea in filmul subtire si in
mediul exterior se face fara pierderi energetice < '€ R. In situatia in care spre exemplu mediul
exterior este un lichid sau filmul subtire este un polimer aflat intr-o faza cu proprietati de vascozitate
puternice aceastd ipotezd nu mai poate fi mentinutd. Scriind (' =) +i{; cu §! si (. reali

m

obtinem urmatoarele relatii pentru partea reald i imaginara a functier H":

i 27 [+ 2 ol 20 £ cos| 2 d
- Sin A COS| LM — | — COS| LT :
A’} / re llf m 0 A’l[

Hr::QDZ}) h h h
(:os[Zir/1 } ]+j . 51n[2nE]—j o sm(znﬂ)
 def
Ci‘m =189
' h 4 h
—sm[Zﬂ’ i +go]+j -~ cos[Zﬂ-—‘—}cos(q))
. A f A f
H” = (a) Zf) ; P
005[271:1} +(p]+j . Sm(zﬂl‘f )cos(go)
—sin| 4z -~ +2¢ [+(¢ ] sin 47‘4 cos*(p)
m\__ 1 \ l’ A',‘
RC{HI }_—(wz
2 > L, h
cos 27r—,+(p}+(C,‘e)'sm'[Zﬂ—]cos‘((p)
'1./‘ /’Llf
cos(ZnLiﬂp Ccos 27rL‘. cos(qo)+sin 27ril.+(p sin| 27 h‘ cos((p)
m 3 f A f l f A’ / A‘ /
im{H}=(wz: ). -
cos’| 2m—+¢ +({,"e)2 sin’ 27:L cos*(¢)
Al A
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Aproximatia |C ‘I <<1 utilizata in cazul medilor de contact nedisipative ramane i in aceasta

situatie valabila pentru materialele ce sunt de asteptat a constitui filmul subtire si mediul exterior. In
consecinta: lg(qo) =

Re{H} ~ ~{0Z;) 2ﬂ%(l—(§‘;)z)+§‘m (7)
2
m) _ iy L L
Im{H"} (wz,k;1+2nl}g,+znl}

Intrucdt in lucrare vom analiza In amanunt influenta caracteristicilor de vascozitate ale unui
lichid presupus a fi mediul exterior semiinfinit, vom specifica relatiile anterioare pentru o unda
evanescentd de polarizatie transversald pe directia versorului » ce se propagid in lichid:

VOUP,,

C. =8, =" <<1
¢ i Z ’

Re{H} z—(wzpfh+w,/wupw) (8)

m{H} = oJoup.,

Urmatorul grafic si tabel oferd argumentele numerice pentru aproximatia l§ '| <<l utilizatd in

cele prezentate. Datele vor fi utilizate In experimentele de simulare a unor experimente fizice de
perturbatie a frecventelor proprii de rezonantd pentru un rezonator piezoelectric.

180 —

210

270

Figura 4
Impedanta de undda pentru modul transversal lent (C) in cuart, pentru tdieturile cristalografice Y rotite

ZT = pv' 106[1‘—?]

m-s
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Constante de material specifice propagérii undelor acustice (date preluate din [31])

T1 Medii solide

material P o Cun r _\/E Zt = pvt 7T = poT
) | d * | *| BT o]
m [m / s] [m / s] m’s m’s
Al 2.69 6417 3045 17.3 8.2
Cu 8.93 5013 2276 44.6 20.2
Ag 10.40 3662 1611 38.1 16.7
Au 19.30 3274 1215 63.1 23.4
Tungsten 19.40 5200 2900 101 56.3
sticld =2.3 = 5000 =2.8 =12 =
T2 Medii lichide si gazoase
fluid P A H zt=Jpi Rc{ZT}:m
[k_g} o| N 107 [&} k B
m’ 10 [?] e 10’[%} o= IMHZ,[ ﬂ
m°s
aer 1.21 0.1422 18.22 0.414 4.7
apd 1000 2190 1000 1480 1000
alcool 790 1760 1800 950 1192
mercur 13530 28447*10° 1560 19600 4594
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§2.3 Utilizarea relatiei de perturbatie de ordinul intii in estimarea influentei perturbatiilor
locale asupra spectrului de vibratie al rezonatoarelor piezoelectrice

Va fi studiat efectul ce il are perturbarea parametrilor de material /,,, ai
conditiilor pe frontiera [/, si ai geometriei rezonatorului /; asupra

frecventelor proprii de rezonanta utilizandu-se relatiile descrise in paragraful
precedent. Fiecare din aceste cazuri va fi acoperit cu exemple de simulare si
predictie a datelor experimentale obtinute de autor sau existente in literatura
de specialitate. Se va insista asupra cazurilor ce nu au un model teoretic de
explicare, acestea fiind cu precadere cele in care distributia perturbatiilor in
volumul sau suprafata rezonatorului nu este uniforma.

in aceasta parte introductiva a paragrafului vom preciza o serie de ipoteze si notatii ce le
utilizam pe parcursul acestuia. In plus, vom detalia expresiile de calcul ce apar prin inlocuirea
conditiilor pe frontierd de tipul ecuatiilor diferentiale ordinare de ordinul 2 in relatia de perturbatie
(12) dedusa in paragraful 2.1 pentru cazul pierderilor energetice la suprafata solidului piezoelectric.
intrucat perturbatiile de geometrie ale volumului piezoelectric le vom echivala printr-o perturbatie a
parametrilor de material /,, vom clasifica, pentru inceput, perturbatiile ca fiind fie ale constantelor
de material fie ale parametrilor de suprafatd. Notatiile referitoare la operatori ce au fost utilizate in
paragraful 2.1 le mentinem si in continuare.

Perturbatii locale ale constantelor de material

Lud@m in considerare doar alterarea operatorului M, conditiile pe frontiera ramanand nealterate
p. 0 0 0) (p, 0 0 O0Y(Ap, O O O

~ 5.0 d. 0 s: 0 d. 0 As: 0 Ad.
M=M+p,= N = +

‘ 0O u O 0 0 wu O 0 0 Au. O

0 d: 0 £ 0 d: 0 e 0 Ad: 0 Ae

si detaliem perturbatia de material astfel:
EU/(/ (x)= St Asukl =St a,j/d (x)s,ﬂd respectiv Eukl (x)= Cor T ACUL—/ =Cu t a,jm (x)c,,kl
d,(x)=d,, +AMd,, =d,, +al (x)d
€,(x)=¢, +Ae, =¢, +a, (x),
P, (x)=p, +Ap, =p,+a’(x)p,

Asupra functiilor de perturbatiex vom face cateva precizari in finalul paragrafului.

3 ey — — e
. i Tespectiv e (x)=e¢,, +Ae,, =¢, +a, (X)e,

Qbservatie

Perturbatia magnetica nu este luatd in considerare intrucdt vom utiliza aproximatia cimpului
electric cvasi-stationar. Ca si observatie vom nota totusi ca o perturbatie magnetica a coeficientului
de permeabilitate u influenteaza frecventele de rezonantd, insa foarte slab. O explicare acestui

fenomen, cel putin calitativa, ar face apel la forma generald a relatiei de perturbatie dedusa in
paragraful 2.1.
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Variatia relativa a pulsatiei de rezonanta pentru un mod v este estimata liniar astfel:

Ao, L (@ Ap,u7 = AcyySuS) +be E.S, +8e, S E + 0, E E ) dQ
[4))

v

n

(1)
zpﬂl

- v :
v Q Il!
Perturbatii ale conditiilor pe frontiera.

Relatia de plecare este cea dedusd in paragraful 2.1 in ipoteza existentei pierderilor
energetice pe suprafata rezonatorului.

J (A1, " D+, Avn A(Daa—lt) n |- (DAa—Dn ds

dt
Ao, + jAw, =

W +Wg B
A ) . )

- - aD . 8D
jri&! (A’U v, ”j ) + (’u Avr”j) Aq)? H (D AE— H) ds

2s; J.Q u>dQ

Vom dezvolta aceastd expresie tindnd cont de relatiile formale pe frontierd existente intre
tensiunile si deformatii elastice respectiv potential electric si sarcina electrici de suprafata.

e partea elastica 7, (x,s)=~H (x,sk,(x,s) sau u (x,5)=-G7 (x,s), (x,s)
e partea electrica @ (s)=—H:(s)g,(s) sau q,(s)=-G:(s)P, (s)

Inlocuim aceste expresii in relatia (2) si efectudam o serie de aproximatii rezonabile fizic.

(At,v n )+ (1, Avn )= [— Hr (x, ¥, + H" (x, sk, ]3'*11,* - (H,'," (x, s))* w (St —su )=
= —s*(u,*AH,’," (x, sk, +u H™ (x,s)Au, )— sAu, (H,’," (x, s))*u,* =
= —.s'*(u,*AH,’,” (x, s ), ) Au Re{H (x,s) } (s+s*)= _ja)(u:AH,’,” (x, ja))u,)
In calculele anterioare am folosit succesiv urmitoarele supozitii:
Su =su,+Asu, = si

Im{s} >> Re{s} iar de aici, H} (x, s) = Re{H,’," (x, s)}

Aceastd ultima ipoteza de aproximatie, mai putin evidentd, este veridica datorita caracterului

predominant conservativ energetic al relatiilor pe frontiera (partea reald a impedantei) fatd de
pierderi (partea imaginard a impedantei).

Un rationament analog conduce la exprimarea in functie de admitantele mecanice a
factorului elastic din relatia de perturbatie.

(A1, v,*nj )+ (l;Av,nJ y=-s"Ar ((},'," (x, s))‘t;x (s G (e, s)n —sGo (x,s X, )
= —.\'*A/, ((1’" ( )) ’l:\ - S([;rAG:’I" (x" S)ln + ’;G!’/" (X, S)A’ln ): —/wt;AG:’In (x, jwyln
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Pentru partea electrici urmam .aceeasi cale de deducere. Toate marimile ce apar si poartd
subscriptul n se referd la o suprafata de'metalizare S, € frQ

{ {Ad)‘;—D ﬁ]—[(b A%—?nﬂ =s'(qA, 102 (55, - s9,)=

t

s (8 (Yo |+ LA ()Ag, )-s8q, H (5, =
= —.s'*AH,‘,’(Slqnl: -Agq, Re{H;’ (s }1,, (s+s )= ijH:(/a) )q"r

Sau, pentru o legituri ¢, (s)=-G:(s)D, (s)
5'g,00,)+ @, (7, - 59,)~ -5"80, (G; ()] - 5@, (G: (s)B, -G (), )=
= (5" + s, RelG: (9)@;, - sAG: (s}, | = - jwaG: (s)o, |

Cele patru forme echivalente in care se prezinta relatia de perturbatie in functie de modul de
exprimare al conditiilor pe frontierd sunt urmatoarele:

—J (7 8k ook, ) ds 2 (AH;’ Geoaf )
Ao, + jhw, = jo,| == SRS : 3)
o; | | 2pma)j'|.9|u,“"d§2

-

J,o (r‘AG:’ o) }Z(AH:(/‘wW

AO-v +/va = ja)v —— 4 (4)
P, “ 2pm Y H
Jya ("*AH,T(/w)u ) ds Z(AG: (,-w1¢|2)“
AG, + jAw, ~ j,| > 3 )
Py |, Ju P, u
Jye (,,,,Ac;m o, (AGE(/w bt Y
Ao, + jAw, = jo,|— st ©

II II

m V m V

In cele ce urmeazd, vom intelege i apela in mod global functiile e, , ctg; , ¢y , & precum

si variatiile impedantelor sau admitantelor mecanice sau electrice prin functii de perturbatie. Pentru
a pune in evidenta in mod explicit legatura ce exista intre zona de manifestare preponderentd a unei
perturbatii fizice, energia electroelastica de vibratie din acea zonda si deviatia frecventelor de
rezonantd se va dovedi util s& considerdam ca functiile admit o reprezentare de forma:

N~
p(x)= Z pf (x - x,) unde prin p(x)a fost notatd o functie de perturbatie arbitrara de suprafatd sau

volum. f(x) reprezinta functia de localizare a carei alura generald este prezentatd in figura 1, x
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sunt punctele de localizare a acestor functii iar p, amplitudinile acestora. O astfel de reprezentare are

sens din punct de vedere al clasei de functii ce este generatd prin combinatia liniara a functiilor de
formd pozitionate in punctele x, . Amintim in acest sens reprezentarile de tip scarda ce se obtin prin

utilizarea ca §1 functii de forma a impulsurile dreptunghiulare sau spatiile generate in teoria analizei
multirezolutie de functiile “mama”.

Functia de forma este presupusa a avea o foarte buna localizare in jurul unui punct x, € Q,

sau x, € frQ) vecinitatea }, pe care ele sunt presupuse a avea valori semnificative find mult mai

mica decdt volumul sau suprafata activd a rezonatorului. Figura 1 prezinti alura generald a

functiilor de forma.

Figura 1. 4/ura generald a functilor de localizare.

Aceasta descriere calitativd a masurii volumului sau suprafetei in care valorile semnificative
ale functiei de forma sunt concentrate va fi explicatd prin compararea cu “detaliile” spatiale ale

functiilor proprii de vibratie in paragrafele urmétoare.
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§ 2.3.1 Perturbatii termice neuniforme

In acest subparagraf este pusid in evidentd in mod explicit corelatia ce exista
intre punctul de aplicatie al unei perturbatii termice cu o buna localizare in
volumul rezonatorului, densitatea energiei de vibratie in zona perturbata si
deviatia frecventei de rezonanta. Relatiile teoretice sunt folosite pentru estimarea
modificarii frecventelor proprii de vibratie si compararea cu datele experimentale
in cazul unui rezonator pe substrat de cuart incalzit neuniform de un fascicol
laser de mica putere.

in paragraful 1.2 a fost discutatd influenta temperaturii asupra constantelor de material,
conditiilor pe frontierd §i geometriei unui rezonator piezoelectric. Evaluarea cantitativd precisa a
acestor efecte termice este insd foarte dificila in cazul aplicatiilor in care apar distributii de
temperaturd neuniforme. In cele ce urmeazi nu ne vom referi la efectul temperaturii asupra
conditiilor pe frontierd, acesta fiind specific fiecarei aplicatii in parte, ci vom urmari doar o parte din
efectele pe care temperatura le produce in volumul cristalului.
O distributie termicd neuniformd in interiorul cristalului piezoelectric conduce intotdeauna la un
camp de tensiuni si deformatii elastice neuniform iar geometria volumului piezoelectric este alteratd
intr-o maniera mult mai neregulatd decat in cazul incilzirii uniforme. In consecinti, constantele de
material se modificd nu doar dupa legea polinomialda descrisi in paragraful 1.2 (valabile doar in
cristalul infinit) ci st in functie de cadmpul elastic si electric generat termic in solidul piezoelectric prin
cuplaj neliniar. Teoretic, in situatia cunoasterii distributiei de temperaturd si a transformari de
material indusi termic x — &(x), aceste efecte sunt convertibile (pentru functii de deformatie &
“mici”) in modificari ale coeficientilor de material prin aplicarea unei transformdri inverse
transformarii termice € scrierea ecuatiilor electroelastice in noile coordonate curbilinii si revenirea la
geometria initiald a volumului piezoelectric. Aceastd abordare este deosebit de incércata, ea a fost
utilizatd doar n situatia incélzirii uniforme a cristalului si pentru taieturi cristalografice particulare, in
plus cu o serie de aproximatii importante [54][55). Intrucat acest subparagraf incearcd sa ofere o
explicatie in primul rand calitativa unor fenomene de incalzire locald a caror distributie termica este
intuibild ca formd dar nu masurabila cu precizie, nu vom urma aceasta cale atat datorita caracterului
ei greoi matematic cat si datorita imposibilitatii validarii certe a rezultatelor. In plus, situatiile ce le
vom investiga prin simulare se refera in exclusivitate la incalziri locale ale cristalului cu maxim 1
Kelvin si gradienti termici rezonabil, ceea ce face posibila neglijarea, intr-o primd aproximatie, a
efectele neliniare §i de modificare geometrici. Aceste efecte le vom trata in mod individual in
paragrafele urmatoare fara a tine cont neaparat de marimea fizica ce le-a provocat.

Pentru functiile de perturbatie o, ,0; , 0, ,0” vom admite o dependenta liniard de

temperatura € —0, (6, este temperatura de referintd, uzual 20 grade C) si o distributie spatiald
oarecare p(x): Q — [0.1] (¥ fiind coeficientii liniari de expansiune termica)

0y (x.0) = 75, (6 =6, )p(x)
oy (x.0)=7;,6~6,)p(x)
o, (x.0)=7:(0-6,)p(x)
o™ (x,0)=y" (6 -6,)p(x)
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Presupunand functia de perturbatie decompozabild intr-o combinatie liniara de functii de

N-]
forma f(x—x): p(x)= Z p,f(x—x,) vom evalua pentru inceput relatia (1) din inceputul acestui

i=0
paragraf pentru o functie de perturbatie identicad cu o functie de forma pozitionata intr-un punct
x, arbitrar din interiorul domeniului

Aa)v _ (6 - 9(1 )J-,Q f(xxy o wv ﬁ)mut2 - Ytjklculrl Skl LS‘[; + 7:,1 ekﬂ Ek ‘g; + yzﬂekp Sjk Er‘ + szgp EJ El' hQ

v 20, L p,u’dQ

w

Daci tinem cont de buna localizare a functiei de forma f pe vecinatatea V, aplicand teorema

de medie integralei de volum din relatia anterioard obtinem pentru deviatia de frecventa
corespunzatoare modulut propriu v urmatoarea expresie:

o)

Om sy 2 2 * - - £ B »
l:f(é X}/ a)v pm”z - }/1jk1cljk'l Sk/ LS'I] + Y:p ekﬂ Ek SU + ‘J/:]leklejlt' El + Yﬂgﬂ E‘j Ex )Cel"

10

A
= -(0-6,) M
o, 20, J;) p,u dQ

Pm s M c v e * e v * £ *
l(y a)v pm“l - }/x}l.'l(’le(l SI.‘I‘S iy + ykylekjl Ek S:j + ykjlel\'jl 'S I El + }/ﬂgjl Ej EI )J

| voli”, )
20, J‘Q pmufdQv

In aceasta ultima aproximatie am utilizat ipoteza conform cireia localizarea functiei de forma
f este mult mai buna decat cele mai fine detalii ce le asteptam pentru modul de vibratie investigat.

not

[4‘[1//‘/ (X)]: (y P w‘;—‘ pm”f - YSI.'ICUA'I AS'lcl S'I; + y;:jtel(]t Ek 5'1; + YtheAyr S’_JI\' El* + ‘}/jxgﬂ E} El' Xx) .
Flyt W,
v =_(0 _ 9”) [W(r())]vo ( Xp )

5 -~

(D
@, 20, J;; p,u dQ

Concluziile imediate ce se desprind din simpla analiza calitativd a acestei ultime relatii sunt
urmadtoarele:

¢ deviatia de frecventa relativa este proportionald cu variatia temperaturii
¢ existenta unei corelatii ( prin functia F [u/(x)]) intre deviatia de frecventa relativa si amplitudinea
de vibratie in punctul de aplicatie x, al perturbatiei termice.

Pentru cunoasterea formei de variatie a functiei F[l;/"(x)] sunt necesare expresiile analitice

sau estimarile numerice pentru modul de vibratie y" neperturbat. Expresii analitice aproximative
exista pentru rezonatoarele BAW pe substrat de cuart ( sau izomorfe, AIPO4, GaPO4 ) cu excitatie
transversala in taietura Y rotitd in urmatoarele ipoteze simplificatoare:

1) placuta piezoelectrica are fetele plan paralele

i) campul elastic si cel electric se presupun a se anula la marginile metalizarilor
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Rezonator BAW cu electrozi circulari Rezonator BAIV cu electrozi dreptunghiulari
A
4 zova activa de p
/ vibrafie
£ 4
d, o
4
Sectiunea transversald Axele cristalografice relativ la geometria rezonatorului

Tdietura cristalograficd Y

Figura 1 Rezonatoare BAW cu excitatie transversali

Intrucét pentru taieturile Y rotite este excitabil un singur mod piezoelectric, modul transversal
B sau C, campul elastic poate fi descris printr-o singurd functie de elongatie elastica u, (x,,x,,x;)
expresia generald pentru aceasta fiind urmatoarea:

2n+1)r ‘

5

setul de numere naturale (mkn) stabilind modul propriu de vibratie

mkn

T (x,,xz,x;): g"’k (xl,x3 )sin R

Componenta activa piezoelectric v, este orientatd intotdeauna dupa axa rotita X (cu unghiul
© fatd de directia cristalografici X=(100) a cristalului). In aceasta situatie, frecventele proprii de
vibratii pentru modurile fundamentale (0,0.)sunt bine aproximate de relatia:

T [Clayn
W, =(2n+1)= |22

m
Ciays = Cpapy €08° O+ L.y, sin° O+ 2,50, COsOsin O

(s-a ignorat cuplajul piezoelectric) unde superscriptul - marcheaza constantele elastice din sistemul
cristalografic canonic.

Concret, pentru o geometrie rectangulara sau circulard a electrozilor elongatia elastica
u™(x,,%,,%,) ia urmitoarea forma:

, 2m+ )1 2k+ 1)1 . [ 2n+
”)l\lnm (xl . x.' , x; )= zamlm COS Lxl COS gx; Sln Mr_x1
i ' knmin dl d: - d3 )
forma dreptunghiulara.

pentru electrozi de
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cmin \/x2+:r2 . | 2n+Drm
"(l" (xl *x:‘_»XS): zamlm‘l SL ) 1 . sin ( )

-lmm nr . R d 2

J,, este functia Bessel de ordinul m iar s, este radacina de ordinul 4.

x, | pentru electrozi de forma circulara.

Exprestile anterioare reprezintd de asemenea o foarte bund aproximare pentru cazul tdieturilor
dublu rotite avdnd un mod C cvasi-transversal foarte aproape de cazul modului transversal pur; este
cazul taieturii cristalografice SC.

Figura urmatoare prezinta modurile (0,0,n), (0,1,n), (1,0,n) si (1,1,n) pentru geometria
circulara:

Figura 2 Aodurile (0,0,n), (0,1,n), (1,0,n) si (1,1,n) pentru geometria circulard

Pentru rezonatorii cu unda de volum cu geometrie uzuala (figura 1) grosimea placutei
cristaline este intotdeauna mult mai mica decat celelate doua dimensiuni. Aceasta inegalitate conduce
la preponderenta componentelor de stress transversal (pentru modurile avand valori £, m si n
apropiate) §,,,5,, §i §;, fatd de celelate componente ale tensorului de stress elastic. S,

Daca ignoram efectele cuplajului piezoelectric si tinem cont de inegalitatea existentd intre
componentele de stress, putem aproxima functia F [u‘""’ (x,.x,. x, )| astfel:

kmn — 2 Pm : - Cikt v v
[ [“ (xl ’XZ’XS )]_ (wvy pm ui| y cukl‘slu'131 )_

— 3 2as P 2 NG ~ Pm T VAS 2 =
_wv‘y pm”l y ! l]ll‘sll‘slj w y pmul y e cl 1"L 127

~w,p,| 7" sin’ (2n+l)dlx: —¥¢cos’ (2n+1 R g (x,,x,)

5

Sa presupunem acum campul termic in interiorul rezonatorului a avea o distributie ce se poate
descompune in forma:

l)(xlxzxs): pd(XZ)ps(xl’XB) @)

70

BUPT



Aceastd descompunere permite scrierea relatiei de perturbatie astfel:

/2 . T . T
ij )y (x2 {y" smz[(ZnH)d— X, )—}' 1 cosz((2n +1)d— x, de”--[s D, (x1 , % )gz(xl,x3 )dx,d,\cj

2 2

@, diT y/4
2.[ /2smz((2n + l)d—z \)szj;m pmgz(xl’ X3 Mxldx’j

J‘, ps(xlax:s)gz(xl’xfiyxldx}
:—Aer/z 1y (x, {y” sinz[(2n+l)-§--x2 ]— YC”“COSZ((ZH+1)-dlx2 ):la/x,z Zop

—d /2 2 2 dZJ; pmgz(xl7x3)1x1dx3

(3)

prin §_, am notat una din suprafetele metalizate ale rezonatorului.

Analiza acestei ultime relatii duce la urmatoarele concluzii teoretice in ceea ce priveste
efectul perturbatiilor termice de forma (2) asupra rezonatoarelor BAW investigate.

D, (xl , Xy )g - (xl L X5 )dxldx3

e factorul — - pune in evidentd in mod explicit corelatia ce existd intre
d, JIS P8 (xl > X3 MxldXS

sup

forma de variatie a perturbatiei termice la suprafata rezonatorului p,(x,,x,) si distributia energiei de
vibratie pe suprafata g~ (x,,x,)

e pentru o distributie termicd transversald constantd regasim, cu suficientd precizie, taieturile
cristalografice pentru care existd compensatie termica: y°~ =y .

Relatia (3) o vom utiliza in continuare pentru a valida concluziile mai sus amintite §i a explica
fenomenul de deviatie a frecventei de oscilatie pentru tipul amintit de rezonatoare la baleierea unei
suprafete a electrodului cu un fascicol laser de micd putere. Fenomenul are o dinamica aparent
surprinzatoare pentru tiieturile AT unde se constatd salturi de frecventd pozitive desi o incélzire

uniforma a acestor rezonatoare este in general insotitd de o usoard scidere a frecventelor proprii de
vibratie.

Datele experimentale preluate din [10]:

Rezonator de cuart, AT, geometrie cilindrica.

Raza electrozilor R=7 mm, frecventa modului fundamental este de 4 27MHz la 24 grade Celsius
Un electrod al rezonatorului este incalzit in centru cu un laser cu: HeNe (632.8nm) de 10mW
Diametrul fascicolului laserului la incidenta pe electrodul rezonatorului aproximativ 1mm

Influenta grosimii electrozilor asupra fenomenului este sumarizata in urmatorul tabel.

Grosimea electrodului de Ag Frecventa de rezonanta Variatia absoluta a
(modul fundamental) frecventei de rezonantad
4,264 MHz 2Hz
Scade l 4,268 MHz 8Hz
4,274 MHz 11Hz
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Figura 3 Profilul termic in lungul diametrului electrodului
-date experimentale si calcul [10]

Ca o observatie importantd notam faptul ca la o incalzire globala si uniforma a rezonatorului
piezoelectric, frecventa de rezonantd scade cu aproximativ 0.25ppm/C.

Trecem acum la prelucrarea acestor date experimentale cu ajutorul relatiei (3) in situatia unui
mod de wvibratie fundamental Pentru o iluminare 1in centrul electrodului, factorul

L p.(x,,x,)g” (x,, x, Jx,dx,

d:L pmg:(xl’x,‘v )‘]xldxz

p.(x,.x,) ce nu sunt pozitionate in centrul metalizirii.

are valoare de 0.7 §i scade pentru functii de distributie termica

Rezultatele simuldrii (incdlzire centrald a electrodului)
Intrucat pentru distributia termica transversala nu dispunem de date experimentale sau de

calcul am considerat cateva cazuri diferite (fizic posibile) pentru a pune in evidenta rolul profilului
acestei distributii in deviatia de frecventa relativa ce apare.

\\._ufh\\“\\‘%j 151 ppm |
N el . _’_'__,_,/‘-"—/
N Tl .,0_87\ D e
\\ LT
\\ : 05
N 06 :
~ s
~ — .
~ 01355 354 353 352 351 3
~, theta~
‘\\\ 05 - ;;/
~ o
02 \\‘ e ,—//
\\E '/
0078 n0dn1 -0 onnos N 0onons 00001 DOt
profilul distributiei termice transversale py variatia frecventei pentru ©€-335. -3¢
Figura 4

Linia verticald punctatd marcheazd unghiul © pentru care expresia (3) se anuleaza
(compensare termica).
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O dispunere total diferitd a .deviatiilor de frecventd ar apare in cazul unei orientiri
cristalografice Y rotite necompensati termic. in aceastd situatie efectul termic asupra densitatii
masice §1 asupra coeficientului elastic echivalent este cumulativ. Figura urmatoare prezintd datele de
simulare pentru un astfel de caz. Unghiul de rotatie © este presupus a lua valori intre —5...+ 5 grade.

] 2 0

=
“theta

Figura 5 I ariatia frecventei pentru ©e 5.5

O prima concluzie ce o putem formula se referd la influenta majord ce o are distributia
termica transversala asupra deviatiei de frecventa In astfel de situatii. Acest efect este suplimentar
celui pus in evidentd si explicat de A. Budura in [10] ca datordndu-se in principal neuniformitatii
termice la suprafata rezonatorului. In acest sens, o sursa de eroare certa in acest model de predictie
apare datorita ignorarii influentei temperaturii asupra componentelor de stress lateral din formula de
estimare (3).

in modelul prezentat aici fenomenul de modificare a deviatiei de frecventd la baleierea
electrodului cu spotul laser apare prin modularea efectului gradientului termic transversal de catre

ps(xl’xl)gz(xl’x3 )dxldxs
factorul —= -
dBJ.S‘..p pmg“(xl,x3)dxldx3

Vom compara in cele ce urmeazd o serie de date experimentale cu rezultatele de
predictie ce le-am obtinut utilizand ca baza de calcul relatia (3). Urmitoarele grafice, (preluate din
[10] st [13]) sunt pentru rezonatoare AT si SC cu excitatie transversald baleiate cu un fascicol laser
HeNe de 10mW. Rezonatoarele au o geometrie lenticulara pentru a facilita efectul de concentrare a
energiei de vibratie catre centrul electrozilor. Pentru aceastd geometrie, masuratori precise efectuate
prin topografie in raze X au relevat o distributie a amplitudinilor de vibratie apropiata de clopotul
gaussian pentru modurile fundamentale de oscilatie.
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Axele carteziene precizeaza urmatoarele marimi:

axa X - pozitia spotului laser

axa Y - deviatia de frecventa a rezonatorului

o
[N}
[«
o
N
a

Figura 6.a

Date experimentale pentru un rezonator BAW  pe
substrat de cuart in taieturd SC, mod (0,0,0) scanat cu
un fascicul laser in lungul unui diametru; frecventa de
rezonan{d neperturbatd a fost de 4 989 768 Hz

Dimetrul electrodului 9mm

Figura 6.c

Date experimentale pentru un rezonator BAW  pe
substrat de cuart in tdieturd AT, mod (0,0,1) scanat cu
un fascicul laser in lungul unui diametru; frecventa de
rezconantd neperturbatd a fost de 11 125 556Hz -
armonica a treia

124
104
B+
/

3

/ ‘

e 2

3 2 1 0 i 2 3

Figura 6.b

Date experimentale pentru un rezonator BAI pe
substrat de cuart in taieturd AT, mod (0,0,0) scanat cu
un fascicul laser in lungul unui diametru; frecventa de
rezonantd neperturbatd a fost de 4 273 235 H:z

Diametrul electrodului 7mm

VA

~_"

Figura 6.d

Date experimentale pentru un rezonator BAI pe
substrat de cuart in tgieturd AT, mod (0,1,0) scanat cu
un fascicul laser in lungul unui diametru; frecventa de
rezonantd neperturbatd a fost de 4 347 665Hz

Graficele prezentate au fost obtinute prin medierea mai multor scanari §i prin interpolare.
Aceste grafice impreund cu valorile obtinute prin simulare in situatia iluminarii centrale conduc la
concluzia ca prin modelul propus de explicare a acestui fenomen se reuseste o buna estimare a
formei de variatie a deviatiei relative de frecventd si plasarea marimii acestor modificari de
frecventa in acelasi ordin de marime cu datele experimentale.
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§2.3.2 Perturbarea constantelor de material prin efect neliniar datoriti cimpului elastic sau
electric stationar supraimpus vibratiilor piezoelectrice

Este prezentat un studiu calitativ al influentei ce o au campurile elastice sau
electrice stationare neuniforme asupra spectrului de vibratie al unui rezonator
piezoelectric. Ipoteza ce permite utilizarea relatiei de perturbatie pentru
descrierea acestei influente este aceea a invariantei domeniului piezoelectric la
solicitarile mecanice sau electrice externe. Ultima parte a paragrafului renunta
la aceasta ipoteza si calculeaza pe baza unui model simplificat unidimensional
modificarea de frecventa la aparitia unei solicitari mecanice.

Sa presupunem ca la suprafata unui rezonator piezoelectric considerat initial a fi intr-o stare
de echilibru se exercitd presiuni mecanice sau apare un camp electric exterior. Forma de variatie
temporald a acestor incarcédri mecanice §i electrice pe frontiera solidului piezoelectric o considerdm a
fi de tip treapta unitate. Aflarea riguroasa a noii stdri de echilibru a solidului piezoelectric ar necesita
rezolvarea ecuatiilor electroelastice neliniare in ipoteza unei frontiere de material ce se modifica in
cursul dinamicii electroelastice. Rigiditatea foarte mare a cristalelor piezoelectrice precum si
solicitdrile mecanice sau electrice de mica intensitate ce sunt de asteptat in aplicatii au condus la
ignorarea modificarilor geometrice ce apar in astfel de situatii. Noua stare de echilibru se poate afla
in acest caz prin rezolvarea numerica a ecuatiilor neliniare stationare pe un domeniu identic cu cel
initial Q'=Q . In consecinta, spectrul frecventelor de rezonantd pentru solidul piezoelectric aflat in
aceasta nouad stare de echilibru se presupune ca s-a modificat doar datorita alterarii coeficientilor de
material /,, prin mecanismul neliniar ce a fost explicat in paragraful 1.2. Motivatia ipotezei de

ignorare a modificarilor geometrice se sprijind exclusiv pe intuitia fizicd §i concordanta rezultatelor
de predictie cu datele experimentale. Un calcul matematic pentru o structurd tridimensionald nu a fost
facut in cazul admiterii unei frontiere mobile. Teoretic, aceasta influenta a modificarii geometrice a
domeniului piezoelectric asupra spectrului de vibratie este posibila i a fost facutd intr-o serie de

¢

articole de Tiersten si Sinha, insd numai cu prezumtia cunoasterii apriori a functiei Q—>Q' ce
descrie transformarea domeniului initial Q [54],[55]. In modul de analiza propus de acestia efectele
modificérilor geometrice sunt traduse in expresiile tensorilor piezoelectrici atat liniari cat §i neliniari
(constructia tensorilor Piola-Kirchoff ) si aplicarga apoi a relatiilor clasice de perturbatie. Eleganta
teoretica a acestei abordari are inconvenientul unui formalism destul de greu aplicabil unor situati
concrete. In plus, aceastd tratare simultani a efectelor geometrice cu cele neliniare mascheaz
influenta fiecaruia asupra spectrului de vibratie, cunoasterea lor decorelatd putand fi foarte utila in
masuratori ale constantelor piezoelectrice neliniare sau a proiectirii optimale a suprafetelor
rezonatorului (acest subiect va fi atins in paragraful 2.3.3).

In cele ce urmeaza, nu vom urma aceeasi cale de studiu ca a articolelor mai sus citate ¢1 vom
trata aceste efecte separat Acest paragraf se va focaliza asupra a doud aspecte. Primul dintre acestea
pune in evidentd, intr-o manierd principal calitativa, efectul campurilor electroelastice neuniforme
asupra spectrului de vibratie utilizdnd relatia de perturbatie de ordinul intai; cel de al doilea da o
motivatie prin calcul (pe un model unidimensional simplificat) regulei acceptate, ca la aplicarea unor
tensiuni mecanice sau campuri electrice rezonabile spectrul de vibratie se modifici in principal
datoritd cuplajului neliniar §i doar intr-o mica masura datoritd alterarii geometrice. Simplificarile

admise in acest model vor releva insd §i limita de aplicabilitate a acestui studiu in situatii reale
tridimensionale.

) ‘!;‘\-,L,rsi\ﬁ,YCi‘- t?hﬂ."ﬁk %
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Biblieteca c‘cau-‘gﬁ

BUPT



Pentru a fixa cadrul concret de analizd vom considera urmatoarele:

Ecuatiile electroelastice generale pe domeniul piezoelectric Q

( 0
- Tx
P, o N
{
d
0==——DF
ox,

N

Conditiile pe frontierd generale (prin superscriptul  se noteaza valorile impuse extern):

Campul elastic

i —{5 € Hm‘(Tg ) ,,,T,g} cu T.(x,t} S, x(0,00) > R continud
¥ e :{5 e I ,4|u, LT"} cu ,iz%:S5, x(0,%0) > R continua
’FZC enfrsz

T2 (x,0n () + ky (e (ot)=M 2 (x,1) cu M2 (x,1): e x(0,0) = R functii continue

Campul electric:
> = {S‘ € 4| PP, =, P (t)} ,®*(r) functie continua de timp pe 3™

Yo = {Sp € 1,4 Pfs, =, D* (t)} ,®*(¢) functie continui

L D®ids = Q¢ (t)} 0 *(r) functie continui

:lné“ = %C € n | c ).|.ng (t)c ((j_1 ) =C‘—/_g (I)J cu C‘—/—g ([) ContinUé
.q* =~[ D" jids

25 = {S, el g

z:ie ={Sk c erl¢g|S* =, (i)-g} k(f)ZSk X(O,W)—)R continua
)i :{S,e frQd—-

Neg = _ =&
D .nls =,0 }

1

;6%:5,%x(0,50) > R continua

Sa presupunem ci marimile impuse pe frontiera T, ME, 53 O, VE 0 s ,0%au

toate urmitoarea forma generica de variatie in timp: X 2 (t)= Xh(t)+ x(t)cu X o valoare constanta in

’nl

timp, A(r) treapta unitate iar x(z) o functie continua pe (0,) cu proprietatea ca J:) x(e e =

Efectul saltului in origine XA(t) asupra marimilor de stare ale campului electroelastic in

volumul piezoelectric se stinge asimptotic cdtre +oo datoritd pierderilor energetice in volumul
piezoelectric. Practic, dupd un timp mai mare ca 4~5 constanta de relaxare a nucleelor de convolutie
pentru parametrii elastici (definiti in paragrafull.1) dinamica campului electroelastic in solidul
piezoelectric este guvernatd exclusiv de functia generica x(r). Media nuld acestei functii face ca

vibratiile piezoelectrice sa se desfasoare in jurul noilor pozitii de echilibru impuse de marimea
constanta X.
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Aceste consideratii permit scrietea marimilor de stare a campului electroelastic in forma:
ut ()= U,h(t)+u! 9% = Dh(t)+¢(r) si descompunerea sistemului de ecuatii initial in doua sisteme
distincte.
(2
—1,
ax

a. < + conditiile pe frontiera impuse de marimile stationare X

b. < ’ + conditiile pe frontierd impuse de functiile x(¢)

Rezolvarea primului sistem de ecuatii (neaparat neliniar, altfel nu apare o modificare a
coeficientilor de material in cel de al doilea sistem presupus uzual liniar) va furniza noud stare de

echilibru (SU E ) Coeficientii liniari de material in aceast stare se modificd conform relatiilor (mat

3) prezentate in paragraful 1.1. Analiza spectrald a rezonatorului in aceasta noud stare revine la
studiul sistemului celui de al doilea sistem de ecuatii in ipoteza unui regim armonic permanent §i a
anularii functiilor x(r).

Sistemul de ecuatii stationare este analizat din punct de vedere al conditiilor de existentd si
unicitate ale solutiei in paragraful 4.3 al capitolului de complemente matematice admitdndu-se o
neliniaritate patratica in aproximarea tensiunilor elastice si a inductiei electrice de tipul urmator:
yklmn S Kl S

mn

. 1
I, =cyS,y—e, b+ -2'0

1
D =g |k +e, S5 + 2ekJ,E E,

Cel de al doilea sistem de ecuatii este sistemul ecuatiilor electroelastice clasice:

. du d
pm s “1 = CUI;'I l + elgr ¢
dx dx, Jdx,

J

Jd{ ,9¢ , du

,

A

0= € el
ky kji
ax, dx, dx,
cu:
[ — r !
Clj“ C:JAI + CleIn:prsnxpr x}l«lmE

_ 2 0 r 3] 2 ¥
ekjr - el\jl glujlm Slm + /; E ekﬂ + .f;muE gAjn1n Snm

T / 0oof
85 - Elq + £ApE‘ + ./;quS
tensorii de material liniari in noua stare de echilibru.

In ipoteza amintitd a invariantei domeniului €Qdeviatia frecventelor de rezonanta este
aproximata de relatia de perturbatie de ordinul intai:
ro (- Ac, SuS: + A E,S, + e, S E +Ae, E E }Q .
) 2 2
207 | P, dQ

Ac \ E’

UU - r]AImn mn ljl\lm
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s — — o v f 0 g~f _ g0 ~f 0 f
A‘k;‘i = gkx’jlm‘slm +fquE1 = lam'jEm —gkjmnSmn (3)
— N ff 0 v f
Agp =€ L + f.S

im = im

Problemele de ordin computational ce apar in calculul starii de echilibru (S,f Ef,) au facut ca

aceasta relatie sa fie foarte putin utilizatid desi ea ofera o explicatie riguroasd, tridimensionald unor
rezultate ce au fost deduse pe baza unor modele de calcul unidimensionale simplificate — este vorba

in principal de studiile [16],[17] legate de tdietura cristalograficd SC pentru care Ac,, = S, in

1kimn" mn
situatia unui stress mecanic S,f continut in planul electrozilor placutei piezoelectrice.

Relatia (2) impreunda cu (3) relevd in mod clar dependenta pulsatiilor de rezonantd de

neuniformitatile cimpului de echilibru (Suf E ) insa un rezultat mai usor analizabil nu se poate da in

aceastd situatie generald. O expresie de calcul mai directd exista numai pentru cadmpuri de stress
uniform in cazul particular al rezonatoarelor de cuart in orientare Y rotitd. Pentru rezonatoarele de
acest tip, s-a constatat experimental cd intre deviatia de frecventd si marimea solicitarii mecanice
existd o dependenta liniara pani aproape de 95% din limita de rupere a cristalului [16]. O formula
aproximativd pentru variatia relativa a frecventelor de oscilatie pentru o geometrie de disc a
rezonatorului (figura 1) este urmatoarea:

A yox10- 10

7 2hD
unde: F este forta ce se aplica radial rezonatorului
D este diametrul rezonatorului
2h este grosimea rezonatorului
71 un factor de proportionalitate ce tine cont de directia de aplicare a fortei F (orientarea
cristalografica a placutei piezoelectrice - dupa unghiul 8)

(4)

Rezonator
piezoelectric

N

Figura 1
Senzor piezoelectric rezonant BAWV pentru solicitdri mecanice

Efectul maxim (7 maxim) se obtine atunci cind directia de aplicare a fortei F este coliniara cu
axa X a cristalului.

Un rezultat calitativ in ceea ce priveste legitura dintre energia vibrationald locala si deviatia
relativa de frecventa putem obtine in ipoteza ca functia de distributie a stressului stationar S (acesta

are o influentd mult mai mare decat cAmpul electric £') are forma unei functii de forma cu o bund

localizare spatiala in jurul unui punct x, din volumul piezoelectric:

mn mn

v = v 1 - =~ v f
‘S (X) - nv}saﬂ';( (LS )./(x - X, ) In ConseCInta’ Acl_/kl - cljklmn n‘]ea‘é( (LS n’m )f(x —-X,

78

BUPT



Aceasta distributie a stressului permite aproximarea deviatiei relative de frecventa astfel:
. r » of . .
Aa) J‘Q ¢ UI(ImSmn Skl Sij dQ cljk]m x{}gahx (Smn )gkl (XO )gl] (x0 ) (]

@ 2(:)2"‘Q Pl |2d§2 ) 2602me|14, |2dQ
cu Vn = J;lf(x—xo)jg

S& presupunem ca rotim sistemul de referinta in care sunt exprimati tensorii de material astfel
incét orice element ¢, # 0. In acest caz putem scrie relatia anterioard astfel:

(5)

- oS
¢ ijkim nxl%\ (ks mn )

- [C:jkl Su (x 0 )S,; (xo )}/o
Aw ykl

- : (6)
@ 20° jﬂ pmlu, | dQ

Scriind aceasta relatie in acest fel am incercat sd evidentiem dependenta deviatiei relative de
frecventa de termenii ¢, S, (x(,)S',: (x,) acestia definind densitatea volumica a energiei potentiale
elastice in punctul x,,.

In continuare, vom calcula si compara frecventele de vibratie longitudinale ale unei bare
elastice incastrata la o extremitate in doud pozitii de echilibru. In prima, un capit al barei este liber,
in cea de a doua, se exercitd o solicitare axiala staticd ce modifica lungimea barei. Problema o vom
trata strict unidimensional in lungul axei Ox — figura 2. Incercam prin acest model simplu sa
analizam cat gresim calculand frecventa de rezonanta in bard luand in calcul doar campul elastic
neliniar nu §1 modificarea lungimii si implicit a densitatii.

a &a

AL

Figura 2
Bara elasticd supusd unui efort longitudinal

Sa precizam pentru inceput marimile §i notatiile ce le vom utiliza.

Q, =(0,a)domeniul initial al barei

u(x) elongatia pentru vibratiile elastice in lungul axei Ox

k|, k. coeficientul de elasticitate liniar i cel patratic pentru pozitia de echilibru cu domeniul €,;
N vascozitatea elastica ce o consideram foarte mica

x = f(x) functia de modificare a domeniului Q, datorita solicitarii mecanice statice

Q= (0. f(a)) noul domeniu al barei

E(x)= f(x)—x elongatia elastica datorata solicitirii mecanice statice

@(x.1)=E(x)+u(x,r) elongatia elastica compusi

'I'(x)=k,a(p—(x)+—]—k3 % +nigo(x) tensiunea elasticd in bara
ox 2 | ox ot
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1 |k : o :
fo = P — frecventa fundamentala de vibratie pentru domeniul €,
<a p()

Relatia de conservare a impulsului in bara are urmatoarea expresie.

p8<p or _ kka(pa(p na_a_q;
01 ax ox Jox’ ox” | o1

cu kl"+k§’a—(p =k,”+k”a§+k“ﬂ~k“ k“ﬁ
 Ox ox ox © dx

Pentru r — o aceastd ecuatie o putem descompune in doud ecuatii independente, cea a
echilibrului static i cea a micilor vibratii liniare; vom ignora in continuare efectul vasozitatii elastice.
Urmatoarele ecuatii sunt valabile in domeniul Q.

p o ’u Py 0 0E 0
< o ax Jox* o
kI“ + () aé a 6 O
> ox Jox®

Sa presupunem in continuare ci functia f{x) are aceastd formd simpla: f(x)=£€x cu € o
constantd pozitiva apropiatd de 1.

Densitatea elastica se va modifica conform legii de conservare a masei: p = Po_Po
; €
Ecuatia ce se obtine pentru micile vibratii in domeniul € este urmatoarea:

' _ c (k, +(e—1)k, ) 0%u
0’1 P, ox”

Efectuam o schimbare de variabila y(x)= 7' (x) pentru a reveni in domeniul initial (0,a)

P ) M
k?.
k] azll

b k) k] _g . )
ox~ odx  dy \ox | dy oy~
o’u  k ( e=1)
in consecinta, L —  pentru domeniul initial €,. O solutie
a’t p, £ oy

5 : . : (T
fundamentali a acestei ecuatii este: u(x,#)=sin(2x f)sm(—x)
a

1+(g—1)1l‘(i]

De aici, frecventa de oscilatie f = — |- ( !
2a \ p, £
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In aceasta situatie, deviatia relativi de frecventa are urmitoarea expresie:

k. 1 k,

1+(e-1)= ~(e-1)=2

f-1 _ (+(E )/ﬂ)_l:HZ(E 1)k1 _1 (8)
7, € Je

Daca presupunem ci modificarea barei s-a datorat unei forte F = k,£(a)=k, (e —1)a atunci,

1+—
f—.f;u_ kla kl

ﬁ’ 1+_f;
ka

Reluam acum deducerea acestei deviatii relative de frecvente ignorand de aceasta dati efectul
alungirii asupra densitatii si a domeniului € (atunci cand calculam in final frecventa de rezonanti)

si luand in seama doar efectul modificarii coeficientului de elasticitate prin cuplaj neliniar. in aceste
ipoteze,

U

o u 3 0"
ox"

P =+ e~ 1)

pentru x e (O,a)

iar pentru deviatia de frecventa obtinem expresia:

k'.l
k]

.f_./;lz 1+(8_1)k2 —1:‘—%(8_1) (9)

S k,

Comparand cele doud expresii (8) si (9) se observd cd ele sunt foarte apropiate, dubla
aproximare ce am facut-o neglijand modificarea lungimii barei §i a densitétii a condus la un rezultat
foarte apropiat de cel corect. Aceastd situatie se datoreazd efectului contrar ce il au asupra
frecventelor de rezonantd modificarea densitatii si a lungimii barei.

Aceasta scurtd prezentare nu constituie insd o demonstratie ca intr-o situatie tridimensionala

si pentru un cidmp electroelastic stationar (S,J’EU’) cu o distributie neuniformd in volumul

piezoelectric va exista intotdeauna o situatie similard. Ea poate fi utilizata ca argument doar acolo

unde dinamica electroelasticdi poate fi aproximatd ca fiind asemanatoare celei dintr-o bard
unidimensionala.
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§2.3.3 Echivalarea micro-deformatiilor geometrice cu perturbatii ale constantelor de material

Pe parcursul acestui paragraf vom prezenta o metoda de analiza a influentei
perturbatiilor geometrice asupra frecventelor de rezonanta prin echivalarea
acestor perturbatii cu modificari ale parametrilor de material /,, in volumul
piezoelectric initial. Cursul rationamentului va conduce la deducerea formei
optimale (dupa un criteriu de ecart intre modul fundamental si modurile
adiacente parazite) pentru suprafetele active ale rezonatoarelor BAW pe
substrat de cuart intr-o orientare cristalografica Y rotita.

Cresterea sau scaderea temperaturii mediului piezoelectric duce la modificarea volumului
printr-un fenomen de expansiune sau contractie termica. Campurile electrice sau mecanice actionand
pe frontiera dispozitivului provoacd de asemenea deformatii de geometrie ale volumuluif2. In
paragrafele precedente am prezentat motivele pentru care vom trata efectul deformatiilor geometrice
separat de cauza ce le-a produs. O vom face in acest paragraf prin revenirea in domeniul initial si
echivalarea deformatiei geometrice (presupusa a nu avea o componentd neliniard importantad) cu o
alterare a coeficientilor de material /,, .

Din punct de vedere matematic, transformarea domeniului € in €' revine la aplicarea unei
functiit £: R’ — R’ inversabile asupra punctelor (x1 , X, ,x3)e €2, imaginea acestora prin
transformarea £ reprezentand noul domeniu Q'

5
(x,,x,,x,)e Q=(x' x',,x",)e Q.

Daca fenomenul ce conduce la modificarea domeniului Q are o dinamicad temporald mult
mai lentd decat vibratiile electroelastice din interiorul volumului piezoelectric, aplicatia £ poate fi
considerata ca fiind independenta de timp. In cele ce urmeaza, vom considera aceast ipotezi ca
fiind indeplinita.

Ecuatiile electroelastice clasice le scriem initial pentru domeniul €' presupunand cé tensorii
de material ¢, e'y; , €', p', au valoriconstante in acest domeniu.

o 8311,_c, 2°u, g 2°¢
"ot A x',ox, e 8x'p8x'q
? (1)
O = E"IP la (p [ e"ll” a"-"' '
dx paxq Jdx paxq

\

Rescriem ecuatiille de mai sus pentru variabilele (xl ,xz,x3)eQ urmand ca in ipoteza
indeplinirii unei inegalititi de variatie asupra functiei de transformare £~ sa determinam relatiile de
transformare pentru ¢'y, ', , € P, din sistemul (x'1 X' ,x'3) in (x1 )X, ,x3).

Presupunem aplicatia &' ca fiind de clasa (*(9Q).
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2

Operatorul diferential ————
peratorul diferentia 3%, 8x'q

in (x', , X' ,x’3) are urmatoarea forma in (x1 VX, ,x3):

3 _9x ox 0 N ’x; 9 2
dx',dx', dJx',dx, dxdx, Jx,dx Jdx,
Daci functiile de transformare indeplinesc urmatoarea inegalitate:
9%, 9x| | % |
ox, 9%, |ox, £y .| ®

dx',0x, Jx',dx, dxdx,
In consecintd, tensorii de material in sistemul (x1 , X, ,x3) se vor transforma dupa urmatoarea
lege similard unet transformari liniare:

relatia (2) se poate aproxima astfel:

c ~ 8x} axk C'
1kl p xv P x- 1pql
~ dx, dx
elx’jl a X a xl‘ qp (4)
a X 8 xA '

£ —€
k X
’ ax ox', "
Relagla de modificare a densitdtii materialului se obtine din legea conservarii masei la
trecerea din sistemul (x'1 X', ,x’3) in (x1 X, ,x3):

[0 ey 0yt lv= [ [ v =
Jx,

J- [ X' ,x,,x, )xz(x'l,x'z,x'3),x3(x'1,x'z,x'3))]det FYe
xP

5 ox;
P'n= Pndet) == ()
X

P

av'

Ecuatiile (2) in noile variabile (x1 . X, ,x3) devin:

_ u | 2%y, e 2% ¢
=|¢.,,—— e, ——
Prar =\ g xax, | %9 xax,
(6)
. 0 o u
0=|g, =20 | |5 L4
d x;0x, d x,0x,

tensorii de material ¢, €, , £, fiind in acest caz functii de (x,,x, ,x3) :

In concluzie, fenomenul fizic a provocat o deformare usoara a geometriei domeniului £ prin
. A sy . . . - . e -1
functia de transformare &, deformare “indreptata” de aplicarea unei transformari de variabild &

domeniului imagine Q' si revenirea in domeniul initial Q. Relatia de perturbatie pentru deviatia
relativa de frecventa va fi aplicatd pe acest domeniu intre starea initiald neperturbata §i starea finala
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obtinutd prin echivalarea perturbatiei geometrice cu o alterare a parametrilor de material
Cju . €yi » €y S1 P, formal, expresia obtmuté este identica cu cea pentru perturbatiile de material:

Ao L 1 (Ap,,, )" = Ac,uSuS, +Ae S, +Ae,S LE] +Ae E E] )19 -
@ 20° [ p,Ju,| 40

Intrebarea fireasci ce apare este dacd in multimea functiilor ce indeplinesc inegalitatea (3) se
gasesc functii de deformatie posibil de intdlnit in situatii practice. Un prim raspuns la aceastd
chestiune poate fi dat observandu-se ca toate functiile analitice y,:€2 — R semnificativ liniare (a

caror dezvoltare in serie Taylor au termenul liniar dominant fata de cei neliniari) indeplinesc relatia
de inegalitate (3). Aceasta clasa de functii poate fi semnificativ largita dacd renuntdm la geometria
foarte generala a volumului piezoelectric € si vom specifica ca avem in vedere doar placi foarte
subtiri, plan paralele. Pentru o astfel de geometrie undele electroelastice de volum vor avea variatii
semnificative doar dupa directia axei perpendiculara suprafetelor de baza. O aproximatie uzuala ce
conduce insa la ignorarea totala a spatialitatii fenomenului ondulatoriu este nesocotirea in ecuatia
undelor piezoelectrice a termenilor ce contin derivate dupa directii continute in planul suprafetelor
de baza (ipoteza placii infinite). Aproximarea ce o propunem nu este atdt de drastica ci ignora doar
derivatele de ordinul doi dupd directiile continute in respectivul plan. S& notam cu X, axa reperului
cartezian ce este colinearda cu normala la suprafetele de bazad ale placii. Relatiille ce redau
aproximarea ce o vom folosi sunt urmatoarele:
2 %u,

dx,0x,

S& construim un exemplu ce transforma un domeniu initial avand o geometrie de placa plan
paraleld intr-unul cu geometrie lenticulard. Deformatia & o vom considera de urmatoarea forma:

=0 pentru Vi=1,2,3si jk=1,3 (8)

X, =X,
. h h : . T :
X, =X, 1+ ap(x,x, ), 0<a<<l1, X, € (-—5—2—) h fiind grosimea placii piezoelectrice plane  (9)
X =X
Functia p(x,x,) este de clasi C* pe intersectia domeniului Qcu planul (x, ,X; )(vom nota

cu S,,. aceasta suprafatd), nuld pe frontierd si cu max p(x,,x;)=1. Daca suprafata de baza a
baa

2.2
(r*-x-x})

2
r

cilindrului este un disc de raza r iar p(xx,)= se obtine geometria uzuald a unei

lentile parabolice.

-I‘,,f \\\
- /.‘-"’ \\\\
- T
TS
> o> i 5 Q) . h
Placa piezoelectrica nedeformata Suprafata x, ( x,0,5h Xg) - [1 +a p(xl Xg)]
- ’ b Y 2

a pldcii piezoelectrice deformate €'
Figura 1
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Relatiile de transformare inversa £~ sunt urmitoarele:

X, =X,
x', , C
<x:=1+a[)();", X, zx:[l—ap(x1x3)] (11)
(X3 = X'y
Derivatele ce intra in inegalitdtile (3) sunt:
J = —ax', Ip : 9 =l-ap(x,, x,) si 82,:0, A ) :
ax', Tdx', dx, ax'; dx',dx', ax',

p fiind egal cu 1 sau 3
Inegalitdtiile (3) necesare echivalarii perturbatiei geometrice cu o perturbatie a parametrilor
de material sunt satisfacute intr-o zona |x'3 > € cu g orict de mic pentru un a suficient de mic

intrucat functia p(x,,x, ) este marginita si are derivatele partiale de ordinul I marginite pe suprafata
S

baza *

Cu aceste aproximatii, matricea transformarii inverse £ ™' devine:
3 1a 0 0a
x
— |= | ax', ‘[') ! ——  ax', —L‘)— (12)
ox', ox',  l+ap(x', x',) ox',
0 0 1

dp
a&x

1

iar in ipoteza acceptatd, cd <<|l+ap(x, x,) i=13

1
|l + ap(x] , x3]

0
jacobianul J™ =det( o ) (13)
ox',

In consecinta, parametrii de material perturbati vor avea urmatoarele expresii (superscriptul
~ marcheaza la fel ca in paragrafele anterioare valorile perturbate):

.= o 1+ apls,x, (18
% = C'ijld Ekji = e'kji E}.k = e'jk j. k=13

-~ 1 ~ 1 -~ 1

G = l+0p(,\‘],x3)C'II:I = l+ap(x1-x3)e':" T 1+ap(x1,x3)£'z’ =t

- 1 , - 1 \ ~ 1 ,

Cou = [l N ap(xl,x3 )]: C o € = me AT €. = [1+ ap(xl,x3 )} €n

1

. €€y P, In domeniul deformat Q'au aceleasi valori precum

Tensorii de material ¢
Ciu i » €4 S1 P, in domeniul € - aceasta fiind supozitia ca perturbatia geometrica & altereaza doar

forma volumului piezoelectric nu si constantele sale de material.
Pentru valori |ap(x,,x, )<< variatia constantelor de material se poate exprima mai simplu

utilizand aproximarile:

! =]-x $i—l—,=l—2xpentru0<x<<1 (15)
1+ x (1+x)
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Ac,.y = —ap(xl - X k::kl Ae,., = _ap(xl » X3 )')k 2 Ag,, = _ap(xn X3 )Skz ,

. k=13
Ac.,:/ = _ap(xrx:« k//ZI Ae:,, =—ap(x‘,x3 )?: i AE:, = _ap(xwxs kz;
Ac .y = _2‘71’(-\’1 » X3 )Cx:y Ae,,, = —Zap(x, » X3 k:z. Ae., = _2ap(xl > Xy )gzz

Scrierea sub aceastd forma a functiilor de perturbatie permite reefectuarea cu usurinta a
calculelor pentru estimarea deviatiei de frecventd intr-o maniera similara celei prezentate in situatia
aproximarii influentei termice localizate asupra spectrului de vibratie a rezonatoarelor BAW plan
paralele in tédietura Y rotita. Inainte de a trece la aceastd chestiune, vom face doui remarci calitative
referitoare la influenta acestor perturbatii geometrice asupra frecventelor proprii de vibratie. Aceste
remarci sunt intuibile fizic, relatia de perturbatie (4) impreuna cu expresiile (14) sau (15) aducand
doar o demonstratie analiticd a lor.

e pentru o dilatare locali ap(x,,x,)>0 a volumului piezoelectric va avea loc o scidere a

frecventei relative de rezonanta;
e intre vecinitatea maximului functiei ap(x,.x,)) si energia de vibratie in acea zoni exista o certi
corelatie.
Acest fenomen poate duce, de exemplu, la estomparea efectului de crestere a frecventei de
oscilatie in experimentele de scanare cu fascicul laser a rezonatoarelor BAW plan paralele.
Reamintim acum principalele ipoteze utilizate in lucrare pentru studiul perturbatiilor
parametrilor de material /,, in rezonatorii BAW pe substrat de cuart, taietura cristalografica ! rotita:

nkn (2" + 1)7[

) , .. . :
o u(x,x,,x,)= g™ (x,,x, )sin (—h———x3 ) unda elastica transversala excitabild electric

setul de numere naturale (mkn) stabilind modul propriu de vibratie
e Frecventele proprii de vibratii pentru modurile fundamentale (0,0.7) sunt bine aproximate de
relatia:

o, =(2n+1)£ Gz
n\ p,

Clajr = Cpyys €O O+ Ty, 5in’° O+ 2C,,C,50; c0sOsin®  (s-a ignorat  cuplajul  piezoelectric)

superscriptul — marcheaza constantele elastice din sistemul cristalografic canonic

e Preponderenta componentelor de stress transversal (pentru modurile avand valon &, m §1 n
apropiate) S,,S,,si §,, fatd de celelate componente ale tensorului de stress elastic. S,

Cu aceste precizari expresia deviatiei relative de frecventd pentru un mod arbitrar v este
urmatoarea.

JQ[Ap", sin” ((2n + 1)% X, )— Ac,,,. cos® ((Zn + 1)% X, ﬂgv (x,, x, Mdx, dx,dx,

Aw, (16)
wv h2 2 ¥4 5
2p, _, :sm [(2n+])2}":jshm 8v (xl’x,z )dxldxs
Efectuand calculele obtinem:
plx,,x; )gy O, x, s
o1 et N

R a “hazn
@ 2 Lb_ g (x,, x, ¥s

Pentru cazul trivial in care p(x,,x,)=1 regisim un rezultat ce poate fi obtinut prin calcul
direct, cel al alungirii uniforme a cilindrului cu a (finalul paragrafului 2.3.2).
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Aceasta ultima relatie face usor interpretabila (pentru acest tip de rezonatoare si in ipotezele
acceptate) legatura ce existd intre forma perturbatiei geometrice p(x,,x,) si distributia energiei de
vibratie la suprafata rezonatorului.

Vom analiza in continuare situatia intrutotul similara in care volumul piezoelectric 2 nu are
o forma lenticulara datoritd unei perturbatii, ci aceastd geometrie a fost doritd din fabricatie. Sunt
bine cunoscute avantajele acestei geometrii de lentila convexa in confinarea energeticd a modurilor
proprii de vibratie in zona centrald a volumului piezoelectric §i marirea ecartului intre frecventa unui
mod fundamental (00n) si modurile secundare (mkn). Aflarea frecventelor proprii pentru aceste
geometrii este posibila insd doar prin metode numerice §1 acestea dificil de aplicat datoritd
suprafetelor curbe ce trebuie bine aproximate de rastrul punctelor de calcul. Apare utila, cel putin
din aceastd perspectivd, utilizarea relatiet de perturbatie dedusd pentru estimarea deviatiilor de
frecventa ce apar prin trecerea de la o geometrie pland la una lenticulara.

Daca in relatia (17) functia de perturbatie p(x,,x, )o privim ca fiind un element arbitrar al

unei multimi de functii o intrebare fireasca este pentru care dintre aceste functii deviatia relativa de
frecventa are un punct de extrem. Raspunsul la aceasta intrebare depinde in primul rand de modul de
definire al multimii functiilor de perturbatie. Sa notdm cu P aceastd multime; vom formula aceasta

problema pentru trei situatii in care multimea P este o submultime a spatiului Hilbert L*(S, . )-
spatiul functiilor de energie finitd construit pe o suprafatd de baza a rezonatorului.

a>zz={pezmxmn(nmx ple )< m}

R
(s, )<}

b) B =1pe L(Sum)iplrx L
C) ])c = {[)E L: (Sbaza)l "Vp(x IL

} , m,n,d sunt constante pozitive

Modul de definire al multimilor P, , £, P, incearca sa tina cont de constrangerile ce pot fi

impuse practic la prelucrarea suprafetelor cristalului piezoelectric. Cu siguranta insd, pentru o
aplicatie concreta acest spatiu de definitie este mai restrictiv, ceea ce urmarim prin aceste definitii
este doar prezentarea unor situatii generale, ugor de analizat matematic.
Cazul a) corespunde cautarii unei functii de perturbatie a cdrui maxim are o valoare mat mica cel
mult egald cu o valoare prestabilita m. Se limiteaza astfel abaterea maximd admisd fatd de
planeitatea placii piezoelectrice.

Maximul functionalei (17) se obtine pentru urmitoarea  functie de perturbatie:

> (x,, x,
px.x)=m & T ) ) (18)
max X, X,
(xl x.!ksba.xz gv ]
In aceasta situatie, deviatia relativa a frecventei de rezonantd este:
Aw  a m & ELA’-
o 2 my sl |g],

Cazul b) este cel in care energia functiei de perturbatie o limitim la o anumitd valoare .
Punctele critice in acest caz le aflam prin diferentierea urmatoarei functionale:

F(p)= <p, g; >1.§. - /l("anZ - n) A este un multiplicator Lagrange (20)
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Efectudnd calculele vom afla un punct de extrem pentru p, = Jn M -. (21)

lex|
_ o g C : ) Aw a 1
Deviatia relativa de frecventa maxima se obtine ca fiind: —=——+/n - (22)

w 2 l

&,

In cazul ¢) se impune o conditie de limitare a energiei gradientului functiei de perturbatie.
Incercam pe aceastd cale sa gasim functii de perturbatie cu un grad de regularitate mai mare (mai
netede) decat distributia energiei g(x,,x,).

Diferentierea urmatoarei functionale G(p)= < D, gj)L2 —/lmVp"zz —d) oferd solutia acestui
s 5

ultim caz analizat ca fiind dati de ecuatia cAp = g, c fiind o constanti pozitiva de scalare a solutiei
astfel incat |Vp| . =d . Conditiile naturale pe frontiera suprafetei S,,., sunt de tip Dirichlet.
S

Relatiile anterioare definesc functiile de perturbatie pentru care deviatia relativa de frecventa
a unui mod arbitrar v este maxima. Nu stim insa ce se intdmpla (fard un calcul separat) cu modurile
apropiate acestui mod v . In proiectarea rezonatoarelor piezoelectrice unul din criteriile majore de
performantd este distanta in frecventd intre un mod fundamental de vibratie si modurile adiacente
parazite. Relatia (7) ne va permite descrierea suprafetei active a unui rezonator pentru care aceasta
distanta este maximizata.

Sa definim pentru aceasta ecartul dintre frecventa unui mod fundamental (0,0,n) si primele N

WZ /.., - Pentru o geometrie plan
m.k

paraleld a rezonatorului acest ecart are o valoare bine stabilitd ¢ . Dorim s3 ajungem la o functie de

frecvente adiacente secundare (m,k,n) ca fiind e, =

J oo

perturbatie geometrica p(xl , X5 )care si maximizeze dupa un anumit criteriu aceasta diferenti.

o~

Sa notam cu e, = f, _Wz“f"'k" ecartul corespunzator volumului piezoelectric cu geometria
m.k
alterata.
en = (,f;llln - O(m) (fml.n - an) UUnafJ()n - 2 ml.néfmlm n (23)
nt. A m.k
intrucat modul fundamental are frecventa cea mai joasi marimea £y, & fo,, — Z fo O i
m.k

este intodeauna negativa pentru situatiile ce au un sens aplicativ. In consecinta, ecartul ¢, va avea 0
valoare negativd maxima atunci cand functionala urmatoare atinge un minim.

[f(p): s f(m gn(Jn Z f gmkn( lvxs)p(xwxs)dxldx: (24)
i “g()(ln ngmkn

Aceasta functionala are o forma similard cu cea analizatd anterior (relatia 17) pentru cele trei
cazuri de definitie a spatiului functiilor de perturbatie geometricd. Nu mai reluam aceste calcule, ci
vom preciza doar expresia ce se obtine pentru o limitare uniforma (cazul @) a amplitudinii functiei
plx,,x,). In aceasti situatie, ecartul maxim de frecventa se obtine pentru functii de tipul:
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opl( )__ opt f()(())n 2 _'L & fn?kn 2
p \x,x)=a g()()n(-xl’x3) . Z - 8m(x1’x3) (25)
"goon N ni "gmkn"

a”" fiind o constantd pozitiva arbitrara ce tine cont de limitarea impusa amplitudinilor functiei de
perturbatie.

Figura urmatoare prezintd forma suprafetei ce ar trebui (conform relatiei 25) sa asigure un
ecart de freventd maxim intre modul fundamental (0,0,n) si modurile adiacente parazite (0,1,n),

(1,0,n), si (1,1,n) pentru un rezonator cu o geometrie initial cilindricd cu fete plan paralele (moduri
ilustrate in figura 2, paragraful 2.3.1).

Figura 2
lorma supraferei ce ar asigura un ecart maxim de frecventd intre modul fundamental (0,0,n) si modurile adiacente
parazite (0, 1.n), (1.0n), (1,1,n), (2,0n) 5i (2,1.n) pentru un rezonator cu o geometrie initial cilindricd cu fete plan
paralele

in cele ce urmeazi vom incerca si analizim cantitativ rezultatul teoretic al suprafetei
optimale pentru ecartul de frecventad. Pentru aceasta, vom face o comparatie intre ecartul de
frecventa provocat de o deformatie clasicd a suprafetei de baza sub forma sferici si o deformatie de
tip optimal. Vom presupune ci rezonatorul in stare de bazd neperturbati are o geometrie plan

paralela iar functiile de perturbatie ale suprafetei sunt fie p°(x,,x,), deformatia optimald, fie

p7 (x,,x,), o deformatie uzuala sferici.

p? (x,,x)=a” (b7 —x? - xf) - deformatia sferica (26)
Pentru a face o comparatie rezonabild intre ecartul de frecventd provocat de cele doua

perturbatii trebuie stabilit un criteriu de alegere al parametrilor de scalare a”,b7 si a”. Intrucat

modul de definire al functiei de perturbatie optimalda p”' (x,,x,) asigura intotdeauna o integrald pe
suprafata de vibratie egala cu ecartul de frecventd al rezonatorului nepertubat e. vom considera
aceastd proprietate ca si criteriu de definire si a functiei de perturbatie sferica p¥ (x,,x, ).
sf _ 0 _ 0
. P (xl’x3 Yx, dx, = L p™ (xl’x3 ﬂxld’x:; =€, (27)
“bara Ybaza

Figura alaturati prezintd graficele functiilor radiale p”(r) si p” (r) pentru o razi unitara a

suprafetei de vibratie si un ecart (ipotetic) de e, =0. Amplitudinea maximi a fost aleasd prin

similitudine cu valorile intalnite tehnologic in rezonatoarele cu geometrie cilindricd — la o raza de
lcm a electrodului corespunzand o abatere sfericd maxima de zeci de microni.
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Figura 3

O observatie utila, ce poate fi imediat demonstrata printr-un calcul simplu, este cd diferenta
dintre ecartul rezonatorului perturbat printr-o geometrie optimald € si una sferici ¢ nu depinde

de valoare ecartului nepertubat e’ . Evaluarea integralei (24) pentru cele doud cazuri propuse

(optimal si sferic, e = 0) furnizeazd urmitoarele valori :

< opt

e =~e'—13.29%107 £

Xin

¢’ =e, ~13.10*107 £

(i

-~

e’ ~¢¥ =-0.19*%107 f, . o valoare foarte mici in comparatie cu valorile ce le putem

sau,
n
considera a fi uzuale in rezonatoarele BAW pentru ecartul de frecventd neperturbat:
0 =2 -4
e, =—107...107 £,
In incheierea acestui paragraf, e necesar sda mentiondm cd rezultatele numerice obtinute
trebuie privite doar ca o incercare de stabilire a ordinului de marime pentru fenomenul discutat si o
minima verificare numerica a celor prezise teoretic. Criteriul de alegere al parametrilor de normare
a” ,b" si a” poate fi ales un altul, insa, in opinia autorului, pentru situatiile abordabile tehnologic
diferenta dintre ecartul de frecventa corespunzator unei suprafete optimale si respectiv sferice va fi
nesemnificativ. Pe aceastd cale am demonstrat quasi-optimalitatea formei lenticular sferice din
punctul de vedere al ecartului de frecventa, rezultat ce nu era cunoscut in literatura de specialitate.
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§2.3.4 Perturbatii ale conditiilor pe frontiera mecanice

Paragraful prezinta rezultatele de predictie cu privire la comportarea frecventelor
proprii de rezonanta in situatia modificarii impedantelor mecanice de frontiera
prin incarcare masica neuniforma. Sunt analizate concret situatii de scufundare
a rezonatorului intr-un lichid vascos si atingere a suprafetei active de vibratie cu
un fir elastic. Datele de simulare sunt comparate cu rezultatele experimentale
proprii sau existente in literatura de specialitate.

Acest paragraf impreuna cu urmatorul studiaza influenta perturbatiilor ce afecteazd conditiile
pe frontiera rezonatorului piezoelectric. Dupd cum am precizat pe parcursul tezei, modificarea
conditiilor pe frontierd o vom considera la nivelul setului de valori /; ce parametrizeaza comportarea

campului electroelastic la suprafata solidului piezoelectric. Intrucit relatiile de perturbatie ce le
utilizam  (expresiile 2-5 din §2.3 ) sunt liniare iar mediile externe le-am presupus a nu avea
proprietati de cuplaj electroelastic putem trata decorelat influenta factorilor de perturbatie mecanici
de cei electrici. Pe parcursul acestui paragraf vom analiza partea mecanicd a acestei probleme.
Relatia generala de la care vom pleca este cea obtinuta prin particularizarea expresiet generale de
perturbatie a conditiilor pe frontiera (relatia 12 §2.1) in situatia pastrarii neschimbate a comportarii
campului electric la suprafatd frQ2

N I A R (1)
Gv + ] wv = — .
20} [ p, [ 0

Modelarea propagirii undelor elastice in mediile externe solidului piezoelectric printr-o
ecuatie diferentiald ordinard permite rescrierea acestei relatii in functie de diferenta coeficientilor
acestor ecuatii; aceste calcule au fost efectuate in paragraful 2.3, relatiile urmatoare pastreaza aceleasi
notatii.

i [ lramy (e, ) ds
Ao, + jAw, = j Q2 : 2 N
20, Igp", u'| dQ
[ (a6 (x0), ) ds
AO-V +./.va = _/ _m ﬁ (3)
20; [ p,Ju;| a2

Aceste relatii le vom utiliza pentru a explica o parte din fenomenele legate de distributia
spatiald neuniforma a functiilor de perturbatie AH 7 (x,@) sau AG” (x,®) la suprafata rezonatorului.
Atat calculele teoretice cat si verificarile experimentale sunt realizate pe rezonatoare cu excitatie

transversald sau laterald avand una din dimensiunile placii piezoelectrice mult mai micd decat
celelalte doua. Pentru aceste rezonatoare, este intotdeauna posibild descompunerea elongatiilor

elastice in forma: v’ = u*™) = g (x x,Jr"(x.)= g (x, . x, )sin|:(2n+ 1)5‘)‘:}-

Y

91

BUPT



Pentru inceput nu vom particulariza natura perturbatiei ce duce la modificarea functiilor
AH" (x.w) sau AGT (x,w). Vom presupune doar ca aceastd alterare poate fi scrisi sub forma
AH" (x,)=-wlaf(x—x,) cu f o functie de localizare pe suprafati de genul celei prezentate in
paragraful 2.3 figura 1 iar a amplitudinea perturbatiei. Inmultirea cu @?este motivatd de cele

convenite §i motivate in paragraful 2.2 (relatia 5 $1 observatia ulterioard) de a utiliza o ecuatie
diferentiala de ordinul 2 pentru legatura intre tensiunile $1 deformatiile elastice:

" (ja))=—l(jw): m, (a)o)+ jov, (0, )+k, (o, )}1, (jw) in care puterea dominata a variabilei w, in

expresiile (jo, )i m (o, ), (/'a)u )v, (w(,), k, (a)o) este constanta §i egala cu 2.

Modificarea frecventelor de rezonanta in aceasta situatie depinde aproape punctual de energia
de vibratie in punctul x, in jurul ciruia se afld suportul functiei f(x—x,). Aceasta afirmatie devine
imediat vizibild in expresia urmatoare:

va _1_ a(g'(k’")): (xn )A (an ) (4)
®, 2[ pfu| a2

unde A(Sx ) este aria suprafatei de suport a functiei 7 (x—x, ).

0

Acesta este motivul pentru care sunt de asteptat profile ale sensibilitatii de frecventd in functie
de o modificare punctuald a impedantei elastice de forma densitatii energiei de vibratie la suprafata
rezonatorului. Figurile urmadtoare prezintd aceste densitdti de energie pentru rezonatoarele
conventionale avand o geometrie circulara a electrozilor.

80CO:

25000 P 600C0

152003 ' = : 40,C0

200C01

U VU0

—~ el 0
mIOOUd \-/"ﬁl{ X x [m] y [m] uooa

b
0004 x [m]

el
0.C06 0.006 0.0Cs U.006
Modul fundamental (0,0, n)normat Modul (O, 1, n) normat

Figura 1

Normarea se refera la conditia ca: LIH," l'a’Q =1

Vom analiza in continuare principalele fenomene ce pot fi modelate ca si cazuri de incarcare
mecanicd neuniforma a rezonatoarelor piezoelectrice. Studiul se va limita la situatiile in care mediile
externe solidului piezoelectric pot fi considerate a fi de forma unui strat subtire urmat de un mediu
semiinfinit. Vom folosi astfel rezultatele paragrafului 2.2 in care am studiat propagarea undelor

92

BUPT



elastice intr-o astfel de structurd. Pe aceasta cale, vom incerca sa oferim expresii de calcul, utilizand
aceastd abordare generala de perturbatie, unor fenomene ce nu au o descriere analitica sau ale caror
relatii de predictie au fost deduse pe baza unor modele mai simple, cel mai adesea unidimensionale.

Incarcarea masica

Scédderea fina a frecventelor de vibratie a rezonatoarelor piezoelectrice cu unda de volum prin
depunerea de masa pe electrozii de excitatie este metoda principald si adeseori singura utilizabila
industrial de calibrare a acestor rezonatoare. Cresterea grosimii metalizarilor conduce insa
intotdeauna la o disipare energeticd marita pe aceste suprafete, fenomen datorat in special frecarilor
mecanice in stratul aditional de metal. O solutie partiala la acest neajuns o constituie depunerea unei
mase suplimentare doar in centrul suprafetei electrodului; aceasta duce la modificari ale frecventei de
oscilatie comparabile cu cele obtinute printr-o depunere uniforma avand o masa sensibil mai mare si
implicit pierderi mai mari. Desi acceptata, verificatd experimental si utilizata intensiv aceasta metoda
nu are In literatura de specialitate (dupd@ cunostiinta autorului) o motivatie explicita, analitica. Ceea ce
se stie cu siguranta este ca intre energia de vibratie la suprafata electrozilor si sensibilitatea locala in
frecventd la depuneri punctiforme de masad existd o proportionalitate. Graficul din figura aldturata
preluat din [37] prezintd acest factor de proportionalitate pentru rezonatoare cu excitatie transversala
oscilind in modurile fundamentale (0,0,n).

Figura 2
Sensibilitatea locald in frecventd pentru depuneri punctiforme de masd

In continuare, vom demonstra concordanta acestor date experimentale cu rezultatele de
predictie oferite de modelul de perturbatie utilizat in tezd pentru un rezonator BAW. Pentru inceput,
sd precizam doua ipoteze ce le folosim in calculele ce urmeaza; prima se refera la adoptarea unui

sistem de referinta in care matricea H ] are forma diagonald iar cea de a doua considerd cd
depunerea masicd este suficient mica pentru a putea aproxima modificarea functiei de transfer
mecanice la suprafatd ca fiind: AH(w,x)=w?p, h(x), p,este densitatea filmului metalic depus

(doar pe o suprafatd activa a rezonatorului) iar A(x) grosimea acestui film.

inlocuirea acestei ultime relatii in expresia de perturbatie (2) conduce la urmatorul rezultat de
estimare a deviatiei relative de frecventa:

Af ”Z(dz/z)_[s pfh(x17x3)gi2(xl’x3)dxldx3 Py _L h(xl’XS)giz(xl’x3Mxldx3

! 2pm,|._d;2//22 tr? (x2 )dxl .L 8 (xl » X3 )dxldx3 Pnd, J;m g! (xl ' X3 )dxldxs )
2
- pfh(él Ny )J;u 8 (xx ,x3)dxldx3 _ pfh(él,é)
P md zL glz(xl’x3)dxldx3 Pnd;
cu €, ,€,)e S, una din suprafetele active de vibratie ale rezonatorului.
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Renuntdnd la aproximarea functiei de transfer mecanice la suprafati prin @’p ,.h(x) si

e : .. L h
considerand expresia dedusa in paragraful 2.2 pentru aceastd situatie H =—(a)p fv’f)g w—
s

obtinem urmatoarea expresie de estimare a deviatiei relative de frecventa:

' 1 h(gl ’63)
Af Py me . —4g’ (xl . X )dx,dxs P,y iglw %
f p’"d?-,[g g:(x]’x_;)!x]dx?’ wpmd:

Pentru o incarcare masicd uniforma: h=constant, Lu si Lewis au dezvoltat in [37] un model
de calcul direct a deviatiei relative de frecventd pe baza aproximarii unidimensionale (transversale) a
fenomenelor oscilatorii intr-o placutd piezoelectrica de cuart intr-o orientare cristalograficd Y rotita.
La pagina 41 in [37] este dedusd urmétoarea relatie de legatura intre méarimile

Pk Be_ &
M= Y, T T
b 0 JO
Z
arctg[ 7q tg(fc P)]
M=-— 7” (7)
r==(1+F)
Zy

Z , este impedanta acusticd a modului excitabil electric ce se propaga in substratul piezoelectric

Z ,este impedanta acustica a undei transversale ce se propaga in filmul metalic

Aceastd expresie de calcul a dat rezultate de predictie foarte bune — erori sub 1% pentru
greutat ale stratului de metal depus uniform de pana la 70% din greutatea rezonatorului de cuart.

Compararea relatiilor (5) si (6) cu expresia (7) releva o foarte buni concordanta pentru valori F—-

;
apropiate de zero.

Graficele urmitoare prezintd curbele de variatie pentru curbele £(A) construite plecand de
la modelul Lu-Lewis si de la relatia de perturbatie (6) pentru un rezonator de cuart in taietura AT
avand frecventa initiala (h=0) f =~ 6*10° Hz. Grosimea plicutei piezoelectrice este de aproximativ
d>=0.277mm
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Figura 3
Deviatia frecventei fundamentale de rezonantd la o incdrcare masicda uniformad

Pentru predictia comportarii in frecventd a unui rezonator incarcat masic neuniform vom
pleca de la relatia generala:

Af _ p_/' ‘me h(xl » X3 k,: (Xl X3 )dxl dxs

/ pmd:L g;:(xl’x} )dxldxs

sup

si vom incerca sd ddm o explicatie analitica profilului factorului de proportionalitate existent intre
depunerile punctuale de masa si deviatia relativa de frecventd — figura 1. Pentru aceasta, presupunem
o depunere uniforma pe coroane circulare de latime r. pozitionate la o distantd arbitrara fatd centrul

electrodului — figura 4. Inaltimea de depunere pentru o astfel de coroana circulara este de

m

oy i) ]

h=
Aceastd forma a depunerii de masa nu perturbd geometria cilindric circulard (o presupunem
astfel) a rezonatorului.

Concret, se considera depusa o masa de / pg, Ag cu latimea de:
() r.=02R,(2) r,=03R,(3) r. =05R.

Linia marcatd cu 0 serveste ca referintd si reprezintd inaltimea de depunere in cazul unei
depuneri uniforme - A, =0.85nm
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Figura 4
Efectuand calculele obtinem urmatoarea relatie generald pentru acest caz.

m r+r. -
A._/"w_p_/"_[\,mh(xpxs)gz—(x]ax;}jxldXS __ﬂ,'h(r-i-r(‘):—rzjj‘r ag, (a)fa (8)
/ de;, g,: ()(l X )dxi dx_; pd‘[’R ag’: (a)da

cu m masa de substanta depusa.
Aceasta expresie pune explicit in evidentd proportionalitatea ce existd intre sensibilitatea
masica locala a deviatiei relative de frecventa si energia de vibratie la suprafata rezonatorului.
Graficele urmatoare prezintd curbele de variatie pentru deviatia relativd de frecventd la
depunerea de masa in coroane circulare pentru modul fundamental (0,0,1) si pentru modul adiacent
parazit (0,1,1). Rezonatorul piezoelectric a fost presupus a fi pe substrat de cuart in taieturd AT cu o
razd a electrozilor de 3cm.
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Figura 5

Alura acestor grafice este usor interpretabila, ea este similard profilului factorului de
proportionalitate obtinut experimental §i prezentat in figura 1. Pentru modul fundamental valorile
deviatiei de frecventa prezise sunt in acelasi ordin de marime cu cele prezentate in [10] sau [57] ;
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pentru modul parazit insd, nu au fost gésite date experimentale, datele graficului raimand din acest
punct de vedere doar o predictie. .

Este vizibild din aceste grafice o sursd de erori majore ce apare in aplicatiile de masura a
masel de substanta depusa in cazul depuneri unui strat subtire de material a carui uniformitate nu este
cunoscuta.

Contactul cu un fluid vascos

Vom fi interesati in acest caz atat de modificarea partii imaginare a pulsatiilor proprii de
rezonanta cat §i de scaderea factorulut de calitate al rezonatorului. Sa presupunem pentru aceasta ca
rezonatorul este situat initial (starea neperturbatd) intr-un mediu exterior cu care nu schimba energie

electroelastica -Z" =0. Scufundarea acestuia intr-un lichid vidscos va conduce la aparitia unei
impedante complexe nenule dedusa in paragraful 2.2:

Re{z” }= ~wjoup.,

Im{Z,"'}: w\oup,, cu pcoeficientul de viscozitate al lichidului newtonian considerat si
p.. densitatea sa masica.

Modificarea partii reale §1 imaginare a pulsatiilor proprii de rezonanta este data de relatiile:

po  Oonp., (er(d / z))L"p g (g .x Medy, o

- Sed 2, R == 0 5d )
w Zpa)'j_d‘:n'“(x3)dxsj; g7 (x,, x. Jdx, dx, 2dpw

NOHPe o S NOH e
pd

pd

Aw = -2

Relatiile obtinute generalizeazd cele deduse pe baza unui model unidimensional transversal
pentru placi piezoelectrice Y rotite in cristale izomorfe cu cuartul [44]:

f P

Af =— =2 relatia din articolul [44 (10)
f (n+ DT Aop n=2u , [44]

Tinand cont de modul de definire al frecventelor proprii de rezonanta pentru astfel de placi:

_ 2n+1 )._C N
fn =" p ne

5
r4

2
2 2 ) ¢ 5 2 (6’11’12 + 614"2"3)
pve = '1C = (c‘66n2 + CqqNn3 +2c',4n2n3)+?= (6‘66n2 + Cyqn3 + 26,4n2n3)+

2 2
Erny +E33n3

echivalenta cu relatia (9) dedusa prin utilizarea relatiei de perturbatie generale devine imediata.
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Relatia 10 a fost utilizata pentru a prezice modificarea frecventei de oscilatie a unui rezonator

piezoelectric scufundat in lichide cu diverse proprietati vascoelastice. Erorile de predictie raportate au
fost sub 0.3% [44].

Modelul utilizat in articolul citat nu ia 1n considerare modificarea factorului de calitate

0=-2
- 2A0

datorita pierderilor energetice in lichid la suprafata rezonatorului. in aplicatii de masura

factorul de calitate are o importanta majora intrucat stabilitatea in frecventd a oscilatorului in ipoteza
unor conditii de functionare stationare este invers proportionald cu acest factor. Figura urmatoare
prezinta formele curbelor de rezonantd pentru un rezonator pe substrat de cuart in taietura SC
osciland in aer (1), cu o fata activa imersata in apa (2) si scufundat complet in apa (3).

omeya

Figura 6
Curbele de rezonantda pentru oscilatorul SC

Scaderea pronuntatd a factorului de calitate, mult mai pregnantd decét in cazul rezonatoarelor
cu unda pur transversala AT sau BT se datoreste existentei unei proiectii longitudinale in unda
electroelastica ce apare in rezonatoarele SC, aceasta ducand la disipatii energetice importante in
lichid. Graficele urmatoare prezinta datele de simulare pentru un rezonator AT avand frecventa
fundamentalad de rezonanti f =6*10°Hz in functie de modulul undei transversale evanescente
generate in lichidul in care este scufundat oscilatorul

0 a5 1 15 2
o
-sooi pu [%%]
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-1500
-2000]
-2500]
-3000] \\
-3500] o i \

Figura 7
Iariatia frecventei de rezonantd

68

BUPT



74005} 0 22000{ €
20000
60+0067
180C0
5040061 16000
el \ 140C0
49
\ aer 12000 apa
36+006 100C0
\
N N 80C0
~ 8000
194006 e N o o 4000 pu
! 50 100 1 2 ‘ 3 4 5
. *10°° P
zona fluid gazos p e l...100)*10 zona fluid lichid pue(\0.1..5
Figura 8

Graficul variatiei factorului de calitate - aceleasi date de rezonator

Atingerea cu fir elastic

Contactul “fin” dintre un fir foarte subtire cu bune proprietiati elastice cu suprafata vibranta a
unui rezonator piezoelectric conduce intotdeauna la un salt pozitiv de frecventd proportional cu
energia de vibratie a punctului de contact. Aceastd constatare experimentald a condus la utilizarea
acestei metode simple pentru a investiga forma distributiei de energie elasticd la suprafata
rezonatorului si implicit investigarea modurilor proprii de vibratie [10],[57]. Amintim c& investigarea
modurilor proprii de vibratie este posibila pentru undele transversale doar prin utilizarea topografiilor
in raze X, o tehnicd ce necesitd o aparaturd complexa. Pana in prezent nu a fost dat un model de
predictie capabil sid explice si sa confere rezultate de simulare conforme cu cele experimentale.
Dificultatea acestei modelari consta partial in necunoasterea certd a naturii interactiunii ce apare intre
suprafata vibranta (elongatia elasticd este continutd in planul suprafetei si are valori tipice de ordinul
zecilor de nm) a dispozitivului piezoelectric si firul elastic. Concret, nu se poate afirma cu siguranta
ce fel de miscare guvernatd de vibratia piezoelectricd executd capatul firului: este aderent suprafetei
rezonatorului, nu aderd si actioneaza ca un element de frecare, executd o miscare cvasi-aleatorie
guvernatd de micro-excrescentele rugoase in migcare de oscilatie aflate pe suprafata cristalului sau a
electrodului — se agatd din cand in cand de acestea. Cea mai probabila este o situatie intermediara
acestor trei, dependenti de presiunea de contact a firului elastic pe suprafata vibranta. In sprijinul
acestor afirmatii oferim datele experimentale prezentate in [10] pentru un rezonator pe substrat de
cuart in taieturd AT supus unei atingeri cu presiune variabild cu un fir elastic de tombac.

Tabclul T2.
Dreaptal| Frecventa rezonatorului Deviatia relativa
MHz de frecventd la presiunea maxima
(1) 4.247 =~ 22%107°
(2) 11.152 =28*107°
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Influenta presiunii de contact asupra deviatiei frecventei de rezonantd intr-un experiment de atingere cu fir elastic.

Graficele urmatoare reprezintd rezultatele experimentale obtinute in experimente de scanare a
suprafetei electrodului pentru rezonatoare de cuart in taieturd AT si SC.
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Figura 10.a Figura 10.b
Date experimentale pentru un rezonator BAW pe Date experimentale pentru un rezonator BAW pe substrat
substrat de cuart in tdieturd AT, mod (0,0,0) scanat cu  de cuart in tdieturd AT, mod (0, 1,0) scanat cu fir elastic in
fir elastic in lungul unui diametru; frecventa de lungul unui diametru; frecventa de rezonantd neperturbatd
rezonantd neperturbatd a fost de 4.273 M Hz, diametrul a fost de 4.283 M Hz, diametrul electrodului 7mm

electrodului 7mm

S AN
s \\‘ - .
Figura 10.c Figura 10.d

Date experimentale pentru un rezonator BAW pe Date experimentale pentru un rezonator BAW cu excitatie
substrat de cuart in tdieturd SC, mod (0,0,0) scanat cu  laterald pe substrat de cuart in tdaieturd SC, scanat cu un fir

un fir elastic in lungul unui diametru; frecventa de elastic in lungul unui diametru: frecventa de rezonantd
rezonantd neperturbatd a fost de 4 989 MHz, diametrul  neperturbatd a fost de 4 999800 Hz, lungimea traseului de

electrodului 9mm scanare 6mm

Figura 10.d prezinta datele obtinute la scanarea cu fir elastic a suprafetei active de vibratie
pentru un rezonator SC cu excitatie laterala in lungul liniei “----“ marcatd in figura 11.
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Traseulde scanare

—

vedere frontala vedere laterala
Rezovator BAW cu
excitatie laterala

Figura 11
Explicativd la experimentul de scanare cu fir elastic a unui rezonator SC cu excitatie lateralda

Graficele prezentate au fost obtinute prin medierea mai multor scanari si prin interpolare spline.

Toate aceste date experimentale sugereaza considerarea unei alterdri a impedantei elastice Z”

de forma AZ7 (x,@)=w;af (x—x,) presupusi in inceputul acestui paragraf cu a o valoare negativa

ce tine cont de natura interactiei fir elastic-suprafata vibrantd. Cele ce urmeaza vor presupune ca firul
elastic este aderent suprafeter vibrante §1 vor utiliza relatiile de calcul deduse in paragraful 2.2
considerand firul elastic ca mediu semi-inifinit. Rezultatele obtinute se incadreaza ca sens st ordin de
marime in datele experimentale si oferd o descriere, adevdrat partiald, a constantei de interactiune a.
Modelul de bazad in simulare este cel al rezonatoarelor de cuart Y rotite cu o geometrie circulard a
electrozilor avand un reper cartezian in care elongatia elasticd a undei este coliniard cu axa X, a

rezonatorului — situatie identicd cu cea din paragraful dedicat perturbatiilor termice.
Sa considerdam pentru inceput ci rezonatorul este situat intr-un fluid avand caracteristici de
incdrcare neglijabile: aer, Ar, etc. Variatia impedantei mecanice de suprafati este de forma:

A(Re{zl’" (xl X3 )}): _(1 - 4,2 (xn » X3 ))pfha): + pfhw2 = g’: (xl » X3 ).thw2

Deviatia relativa de frecventa:

Af p_’.hJ‘SwCT2 (x,,x, )7 (x,, x, Mx,dx, ) pch‘S#up & (x,, x, )g 7 (e, x, Mdx, dx,

S i ZPJ_JL:’,:,”':(xz)dx:J.S g (x],x3 )jxldXS i de-sm g (x"x3 Mxldx3
gxz(él’é)sc
val J;m giz(xl,x3)dxldx3

(51')\,41 (xl ,x3) €S,

0 inrest

Pk
-0 (e) (11

éT(xl ’xz) =

Pentru functii g(xl,x3) cu simetrie radiald §i S, << §,,, relatia anterioard ia o forma mai
simpla:
J g-z(x x )dx dx 2 2
A_C()_~P/h( 2) s ot 3~pfh 2) gi(r)”rc
o pd T (R 2 pd > Ta R,
JO J:) rg. (r,9)a’rd9 271'_[) rgl(r)dr

cu: S =xnrl (12)
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Pentru stmulare consideram urmatoarele date de concrete:
frecventa fundamentala f=4.34MHz -

Raza R=6mm, grosimea placutei de cuart d=0.4mm, raza de contact cu firul elasticr. =0.1 mm,

grosimea depunerii electrodului de Ag h=0.1...0.5um

Graficele alaturate prezintd datele de simulare pentru scanarea suprafetei unui astfel de
rezonator cu un fir de sticld si altul de tungsten. De remarcat saltul net superior de frecventa in
situatia firului de tungsten, salt datorat caracteristicilor elastice superioare ale acestuia.

Af {Hz)

Q.
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Q
Q
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o 00: S
0 00s 4 0006 ~—
S e St Ot o00T g T ook (m
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r m] 0.004 0008 1e-007 r (m] 0 oc4 0.0 19-007

Figura 12
atingere cu fir de Tungsten

O situatie interesanta apare in cazul in care rezonatorul este situat intr-un fluid avand
caracteristici de incarcare apreciabile: apa, alcool, etc. Pentru un astfel de experiment de scanare intr-
un lichid vascos se constata o deviatie de frecventd sensibil mai mare decdt in situatia plasarii
experimentului in aer. Graficul urmator preia din [44] datele experimentale obtinute in urma unui
astfel de experiment.

Caracteristicile rezonatorului:

e taietura AT electrozide Au
e Raza electrodului:R=10 mm
e Frecventa fundamentala f=/0MH:z

Materialul firului elastic este tungstenul
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Figura 13
Graficul comparativ al experimentului de scanare in aer i apd — dupd [+4]

Simularea experimentului:

Raza suprafetei de contact intre suprafata electrodului si firul elastic »,=0.1mm

Rl (e r = —lpy 0’ s oompn ). 1= ) o e, +o o +ogoipn),

|

P

A Re {Z,m (xl X, )}: p_fhw— (C . )‘,-u/ twyoup,, (xl - X3 )e "Sc
0 (x,.x,)e S,

[ 2
Aw~ pfh(Cz) + wupexl 8. (xl"x:!)SC (13)
- T /val 2
®w |pd wpd L g2(x,, x5 )dx,dx,
SUp
A aer——‘oo
apa >
yan
Vs
./v’
/
/.// 14 N
S \ r(m]
s r (m] S ) S
001 00050006 56040003 05 0002 0004 0% 0308 01 01000 A0 .0004-con2 Ob 0002 0004 0006 0COB 101

atingere cu fir de sticld atingere cu fir de tungsten

Figura 14
Graficele datelor de simulare

Simularea efectuatd pe baza ipotezelor si relatiilor deduse in paragraful 2.2 releva inegalitatea

ce apare intre cele doud curbe ale deviatiei de frecventa insé la o scard mult mai redusa. Veridicitatea

modelului utilizat in aceastd situatie pentru estimarea interactiunii elastice intre suprafata vibranta a
dispozitivului piezoelectric si firul elastic nu este decat partiala.
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§2.3.5 Perturbatii ale conditiilor pe.frontiera electrice

Paragraful prezinta o analizd in principal calitativd a influentei conditiilor pe
frontiera electrice asupra frecventelor de rezonanta. Rezultatele acestei analize
sunt comparate cu cele obtinute prin calculul clasic al frecventelor de vibratie
penru un oscilator Colpits stabilizat cu un rezonator piezoelectric.

Perturbatiile ce le vom trata in acest paragraf vor influenta doar setul de constante electrice al
multimit /g ce parametrizeazd comportarea campului electroelastic pe frontiera rezonatorului.

Parametrii de material /,, precum si cei geometrici i1 vom considera invarianti. Situatiile practice in

care aceastd ipoteza este in mod rezonabil acoperitd sunt cele ale modificarii parametrilor circuitului
electric in care este plasat dispozitivul piezoelectric. In acest caz nu vom avea de studiat perturbatii
cu o distributie neuniforma la suprafata metalizérilor rezonatorului intrucat conductivitatea acestora
este suficient de mare pentru a distribui in mod uniform, practic instantaneu, sarcina electrica
schimbatda cu circuitul extern. O cu totul altad situatie apare atunci cand mediul exterior aflat in
contact direct cu suprafata cristalului piezoelectric are proprietdti ce nu mai permit o conditie pe

frontiera de tipul D?“ii=0. Pentru rezonatorii cu undd de volum acest mecanism senzitiv al
parametrilor mediului extern este foarte slab intrucat, in general, regiunile suprafetet unde energia de
vibratie are valori semnificative sunt regiunile acoperite de metalizari. Recent, un astfel de senzor
bazat pe un rezonator cu excitatie laterald a fost investigat [33] insa sensibilitatea atinsa este mult mai
slaba decat cea a senzorilor similari bazati pe rezonatoare cu undi de suprafata. in cele ce urmeazi,
vom trata doar modificarile parametrilor concentrati ai circuitului electric extern acestea fiind de
asteptat a avea o influenta sesizabild asupra frecventelor proprii de vibratie. Cursul expunerii va
conduce la demonstrarea inegalitdtii ce existd intre frecventa de rezonantd in gol electric si cea in
scurtcircuit. Aceastd inegalitate dedusa prin calcul pentru modelul simplificat al placii piezoelectrice

infinite a fost acceptata ca o regula pentru orice structurd piezoelectrica tridimensionald insd nu avea
o argumentare explicita.

Sa notdim cu X" suprafata rezonatorului unde exista depuneri metalice i X* suprafata de
contact cu medii dielectrice; frQ=ZX" UZ Dispunerea geometrici a suprafetelor X™' respectiv

3% pentru rezonatorul perturbat rimane identici cu aceea a rezonatorului de bazi. Vom analiza
influenta modificérii impedantelor electrice ce corespund fiecdrui electrod in parte in doud situatii
distincte:

S - impedantele sunt aproximate printr-un circuit serie LC, frecventa de rezonantd a
dispozitivului piezoelectric n aceasta situatie o vom considera a fi foarte aproape de freventa critica a
circuttului £.C'. Vom simula in acest mod situarea rezonatorului (sau doar a unei metalizari) intr-un
punct de impedanta foarte mica insa diferita de zero.

P - impedantele sunt aproximate printr-un circuit paralel (', similar cazului S frecventa de
rezonantd a dispozitivului piezoelectric o presupunem apropiatad de frecventa criticd a circuitulul
paralel /.C’ deci intr-un punct de impedanta foarte mare.

Partea rezistivd se neglijeazd sau se considera compensatd de rezistenta negativd introdusd de
componentele active ale circuitului.
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Cazul S

* pentru o suprafatd conexa S, € Z™ conditiile electrice pe frontiera se presupun a fi de forma:
0. (1 +4q,(NC, +§,(NL, =0

- ¢ | d b 3
4 (’) = Dﬁ(jh C > 0’ L S O rezonatorul ae paza
 m K i )

0,(N+, (N, +§, (L, =0
- < ~ ~ rezonatorul perturbat
q,(t)= —LD.nd.s‘ C,>0,L,>0

Pentru un regim armonic permanent cu o variatie temporald de forma e* diferenta dintre
potentialul electric pe suprafatd S, va fi:

6.()-0,)=-IC' -7 )+ 52 (L, - 1, g () =6 + 5°8L, ), 5)
Ad)m (\) = —AH:: qm (S)
Pentru a ajunge la expresia anterioard s-a facut apel la aproximatia, Aq, (ssz +C) )z 0

intrucat am presupus cd in cazul S pulsatia de rezonantd se afla aproape de frecventa serie a
circuitului 7 C_.

e pentru X% admitem ca si conditie electrici pe frontierd inexistenta sarcinii electrice adevirate
0= —LD. nds

Cazul P
° LS‘” e Z”I(.’/

q, O+ (NC, +¢ (L' =0

- . . rezonatorul de baza
q, ()= —LD.nds L'>0,C, 20

§,(0+8,(0C, +6,(0; =0
G.(1)= —Lf)ﬁds ['>0,C 20
7.6)-4,6)=-[C, - )+ s*(E; - L), 6)=—(ac, +5°aL b, (5)

Aqn (S) = _A(}:¢n (S)

rezonatorul perturbat

Din ratiuni analoage celor explicate cazului S cu distinctia ca ne aflam cu frecventa de
rezonantd aproape de frecventa paralela a circuitului P am putut folosi aproximatia:
A(Pn (S:[‘t_rl +("n )z O

e pentru Y% admitem de asemenea ca si conditie electrici pe frontierd inexistenta sarcinii electrice
adevarate, 0 = —-_[ D nds
S,

Aceste conditii electrice pe frontierdi conduc in ambele cazuri la conservarea energiei
electroelastice in solidul piezoelectric (in ipoteza unui flux de energie elastica nul prin frontiera

. ID;
domeniului Q) intrucat: Re LQ ¢7t—n’ dst=0.

Inlocuirea relatiilor anterioare in expresiile de perturbatie (3-6) deduse in paragraful 2.3
conduce la urmétoarele estimari pentru deviatia de frecventa:
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ro | 2l Go Y ) | B lacs -wzar, o ]

el - == - cazul S (1)
@, 2p,0; jﬂ u’| dQ 2p, 0] L u'| dQ
| ZBGGeNE) | Slac, -wiar )

e - = - cazul P (2)
o, 20, @, J‘Q u'l"dQ 2p,0, J'Qlufl'dQ

Simpla analiza calitativd a acestor relatii permite formularea urmatoarelor observatii:

e pentru o variatie de inductantd nula AL =0 la terminalele dispozitivului, cresterea capacitatii
(AC > 0) provoaca intodeauna o scadere a frecventei de rezonanta

e pentru o variatie de capacitate nula AC =0 la terminalele dispozitivului, cresterea inductantei
AL > 0 duce intodeauna la o scadere a frecventei de rezonanta.

e dacd presupunem ca impedanta externd rezonatorului piezoelectric este pur capacitivd, frecventa de
rezonantd serie (¢ = 0) apare atunci cand (' — oo iar frecventa de rezonantd paralel (¢ =0) atunci
cind C - 0.

Aceste observatii oferd o explicatie analitica rezultatului bine cunoscut in practicd referitor la
inegalitatea existentd intre frecventa de rezonanta serie f; (¢ =0) si cea paralel /, (¢=0): f, < f,.

Relatiile (1) si (2) nu pot fi insa utilizate pentru a prezice global forma de variatie a frecventei de
rezonanta in functie de marimea impedantei externe intrucat ele aproximeaza doar panta liniara locala
in jurul valorilor neperturbate ¢ sau ¢ . O estimare numerica precisd a expresiilor (1,2) este dificil de

dat intrucdt termenul J‘le/fl_dQ face apel la amplitudinea de vibratie elastici, marime greu

masurabild si care difera in limite destul de largi de la un rezonator la altul. in exemplul ce il
prezentam In continuare vom verifica prin analiza unui oscilator Colpitts doar cele afirmate, in
observatiile anterioare, ce se referda la semnul variatiillor de frecventd in functie de cresterea sau
scdderea impedantei externe.

Schema simplificata a unui astfel de oscilator este urmatoarea:

3

1
|
Y

Figura 1
Schema de baza pentru un oscilator Colpits cu rezonator piezoelectric

Pentru schema de semnal mic a circuitului, tranzistorul bipolar este modelat prin rezistenta sa

. . I, .o . . .
de emitor ry,. si transconductanta g, =——. Impedanta rezonatorului piezoelectric este aproximata

13
o . o l 1-0’LC
prin circuitul clasic serie-paralel (fara pierderi: Z, = .
JolC+Cy) 2y LG
C+C,
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(', este capacitatea serie iar C cea paralel

2mUbe ;1; r
! be

Figura 2
Schema de semnal mic pentru oscilatorul Colpits

i . . . . _ T'se
Pentru o scriere compacta a ecuatiilor de stare ale circuitului, notdam cu: Zy,, = ————
1+ jawyC,
impedanta corespunzatoare electrodului “5” al dispozitivului piezoelectric.
Sistemul cu parametru @ obtinut prin metoda potentialelor la noduri pentru necunoscutele

a
$1 }, este urmatorul:

2n —i}; +(jwC, ), =0

7z
: ° 3)
Zar Z
1+i}; +(—i}; =0
Z, Z,

Valorile pulsatiilor @ pentru care determinantul acestui sistem este nul reprezintd pulsatiile
proprii de oscilatie ale circuitului.

1
_—— 'a)
Em Z, J
=0
1+ ZBE _ ZBE
Sa presupunem, pentru simplitatea calculului, ca wvalorilor componentelor de circuit
C,,C,,g. siry suntalese astfel incat g _ry. = C—" In aceasta situatie, determinantul caracteristic
b
B e
. . 2 Ca + Cb °
sistemului este nul pentru: 1-w’L e =0 4)
a“b
—+C+C
C, +C, °
Frecventa proprie de rezonanta este in acest caz:
hj (wa(ﬁb + (V(w
; 1 ;o C,+C, 0 5)
=—F/—— Cu v = v
. v echiv ( (
27‘[ [4( echiv - a é)‘ + (1+ (VO
~a b

107

BUPT



Functia C,,, (C,,C,) este strict crescatoare, cazurile extreme conducdnd la situatiile de
rezonantd paralel respectiv serie:

c,C, CC ,
———=0 = C(,,, =-T—— corespunzitor frecventei de rezonanti paralel g =0
C,+C, C+C,

(Wa(‘b A A v - M - .
(’_—F—F_ >>(C, = (o =C corespunzator frecventei de rezonanta serie ¢ =0

a b

in figura 3 prezentim graficul frecventei de rezonanti functie de capacitatea paralela
(’a = (‘b = Cx

[ paralel \

Frecventa
de

ezonanta

S~ [serie
le-1716 e-15e-14 e-13 e-12 e-111e-10 e-09 e-08 e-07 e-06 -05 0001.001
P.S

S rarater = 10,92029558MH:z

foone =10.90000084MHz
Figura 3

graficul frecventei de rezonantd functie de capacitatea externa C

Valorile concrete ale componentelor circuitului au fost:
Tranzistorul bipolar: g_=r,,

Rezonatorul piezoelectric: €, =22pF,C=82*10""F,L=0026H (rezonator clasic
BAW, pe substrat de in taietura A7)- datele sunt preluate din [8].

Am probat astfel, cel putin calitativ, printr-un calcul direct bazat pe modelarea clasicd
unidimensionald a impedantei electrice a rezonatorului in jurul unui dublet de rezonantd f,- f,

predictia ce am formulat-o cu privire la comportarea frecventelor de rezonanta in functie de valoarea

impedantei externe. Sa remarcam insi cd relatiile de perturbatie (1) si (2) sunt generale ele putdnd fi
aplicate vibratiilor tridimensionale.
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§2.4 Concluzii

Acest capitol constituie partea centrala a tezei. El abordeazd problema influentei
perturbatiilor cu o distributie spatialda neuniformd@ asupra spectrului de vibratie al rezonatoarelor
piezoelectrice cu undd de volum utilizind ca model de studiu teoria de perturbatie liniard existenta.
Literatura de specialitate consacratd acestui subiect recurge adesea la o serie de simplificari, cea mai
frecventa fiind cea a neglijarii caracterului tridimensional al vibratiei si al distributiei perturbatiei in
volumul si pe suprafata rezonatorului. Aceasta ipoteza, a reducerii dimensiunii spatiului problemei
la una sau doui dimensiuni, permite un calcul direct al spectrului, adesea teoria de perturbatie
nefiind necesard. Principalul dezavantaj al acestor metode este insd imposibilitatea analizarii si
predictiei corelatiilor stabilite experimental ce exista intre neuniformitatea cdmpului de perturbatie si
distributia energeticd a modului rezonant. Ne referim concret aici la fenomene precum incédrcarea
masica, incdlzirea neuniformd, scufundarea partiald intr-un fluid vdscos sau microdeformatiile
geometrice. Un domeniu pe care l-am considerat deasemenea insuficient tratat este cel al
comportdrii campului electroelastic pe frontiera solidului piezoelectric, in situatiile cand acesta se
afla in contact cu diverse medii. Mentionam c&, pentru usurinta analizei matematice, ipotezele unor
conditii pe frontierd de tip Dirichlet sau Neuman sunt frecvent folosite, insd acestea anuleaza din
start orice incercare de estimare a influentei mediilor externe asupra frecventelor de rezonanta. Ceea
ce s-a incercat, §i speram reusit, in acest capitol, este tratarea unitara a majoritdtii fenomenelor de
perturbatie neuniforma de volum sau suprafatd prin utilizarea exclusivd a teoriei de perturbatie
spectrald liniard in forma sa generald, tridimensionald. Rezultatele obtinute sunt in parte originale,
de exemplu cazul incédrcarii masice, al microdeformatiilor geometrice, sau generalizeaza relatiile de
calcul obtinute pe baza aproximarilor uni sau bidimensionale pentru perturbatii cu o distributie
uniforma; aceasta este situatia contactului cu un lichid vascos, cu un fir elastic sau al incarcarii
electrice. Pentru a duce la bun sfarsit acest studiu, au fost necesare o serie de extensii teoretice in
ceea ce priveste relatiile de perturbatie pentru conditii pe frontierd disipative de tipul ecuatiilor
diferentiale de ordinul 2 precum si constructia unui model de estimare al comportédrii campului
electroelastic la frontiera dintre solidul piezoelectric si un corp compozit de tip film subtire-mediu
exterior semi-infinit.

Relatiile de calcul obtinute pentru estimarea influentei unor factori fizici diversi, actionand
ca perturbatii Tn volumul sau pe suprafata rezonatorului piezoelectric, pe baza unitard a teoriet de
perturbatie liniare, furnizeazd o demonstratie analitici unui rationament fizic intuitiv verificat
experimental in multe situatii. Este vorba de urmatoarea concluzie:

Deviatia frecventei de rezonantd a unui rezonator piezoelectric cu unddi de volum, datorati
unui factor perturbator extern, este o functie (adesea liniard) de corelatia ce existd intre
distributia perturbatiei gt distributia energiei de vibratie a modului respectiv, in volumul sau
suprafata cristalului.
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Prezentam in continuare desfasurarea pe paragrafe si principalele rezultate obtinute in acestea.

Primul paragraf al capitolului are ca punct de plecare ecuatille cuplate elasto-
electromagnetice in solidul piezoelectric, urmeaza o cale similard celet propusd de Auld pentru
constructia relatiei de reciprocitate electro-elastice, regaseste expresia de perturbatie ce deriva din
aceasta §1 extinde rezultatul asupra cazului cand conditiile pe frontiera sunt energetic dispative.

Cel de al doilea paragraf a fost dedicat in exclusivitate formularii unui model parametric care
sa aproximeze suficient de bine comportarea campului elastic la suprafata de contact dintre solidul
piezoelectric i un film subtire de grosime neuniformad urmat de un mediu omogen semi-infinit, fara
a genera insa dificultdti matematice majore de tratare a dinamicii electro-elastice. Studiul propagarii
undelor acustice, intr-o aproximatie local unidimensionala i un regim armonic permanent, pentru o
astfel de structurd compozitd, a permis deducerea relatiilor de legatura intre tensiunile si deplasarile
elastice generate de aceste unde la interfata dintre solidul piezoelectric si filmul subtire. O serie de
aproximatii rezonabile, relativ la grosimea filmului subtire si impedanta mediului exterior, au permis
simplificarea acestor relatii pand la un polinom de ordinul 2 in pulsatia regimului armonic. Trecerea
in domeniul timp relevd o dependentd intre tensium si deplasdri de forma unei ecuatii cu derivate
ordinare de ordinul doi ai cdrei coeficienti sunt usor de interpretat fizic:
Iy, +m, (o, )i, (0)+v, (@, ()+k, (@, 3, ()=0cu m, tensorul inertial, v, tensorul disipativ
si k, tensorul elastic. O relatie similard poate fi consideratd a modela comportarea campului electric
pe frontierd: @+ L G+ R.g+C'g=0

Multimea valorilor m,,v, , k, st R, L, C constituie setul de parametrii / cu ajutorul cérora
se aproximeaza comportarea campului elastic la suprafata solidulut piezoelectric.

Ceea ce se studiazd in detaliu pe parcursul paragrafului 2.3 este situatia in care parametrii ce
influenteaza spectrul rezonatorului /,,, /5 s1 /; devin, datoritd unor perturbatii fizice neuniform
distribuite in volumul sau suprafata rezonatorului, functii de coordonatele spatiale. Concret, sunt
analizate perturbatiile neuniforme datorate cdmpului termic, elastic sau electric stationar, conditiilor

pe frontiera si deformatiilor geometrice slabe. Pentru fiecare din acest caz sumarizdm in cele ce
urmeaza trasaturile esentiale.

a) perturbatia termica neuniforma - este afectat setul parametrilor de material [,

Este dedusa expresia generala de perturbatie corespunzitoare acestei situatii §i particularizatd pentru
rezonatoarele pe substrat de cuart (sau izomorfe) in tdietura Y rotitd. Se demonstreaza astfel
influenta distributiei termice transversale ca un factor suplimentar de perturbatie alaturi de
gradientul termic lateral, caz analizat de A. Budura in [10].

b) perturbatiile generate neliniar de cdmpuri elastice sau electrice stationare supra-impuse
vibratiilor electroelastice- este afectat setul parametrilor de material 1,

A fost pusa in evidenta expresia generald de perturbatie ce apare in acest caz, ca fiind o functie de
distributia campului stationar in volumul cristalului §i de tensorii de material neliniari.
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c) perturbatii ale conditiilor pe frontierd — este afectat setul parametrilor de material [

cl) parametrii mecanici

cll) depunerea masica neuniforma
Se demonstreaza analitic regula acceptatd empiric ce definea senzitivitatea locala in frecventa pentru
depunerile suplimentare de masa pe suprafata activa de oscilatie a rezonatorui ca fiind proportionala
cu densitatea energiei de vibratie la frontiera solidului piezoelectric.

c12) contactul cu un fluid vdscos
Sunt deduse relatiile ce estimeazad modificarea frecventei de oscilatie si factorul de calitate al unui
rezonator aflat in contact total sau partial cu un fluid. Este regasita si generalizatd pe aceastd cale o
expresie de estimare a deviatiei frecventelor de oscilatie pentru rezonatoare pe substrat de cuart intr-
o orientare cristalografica, expresie dedusd in [44] pornind de la un model de calcul direct
unidimensional.

c13) contactul cu un fir elastic
Este explicatd analitic, intr-o maniera preponderent calitativd, corelatia, pusid in evidenta
experimental, intre zona de contact a firului, densitatea energiei de vibratie in acea zona si deviatia
frecventelor proprii de oscilatie.

c2) parametrii electrici

Perturbarea conditiilor pe frontiera electrice poate fi socotitd a fi preponderent uniformd pentru
frecventele uzuale de lucru. Paragraful dedicat acestui subiect a fost introdus pentru a demonstra
concordanta §i in aceasta situatie a rezultatelor de predictie obtinute cu ajutorul relatiilor de
perturbatie liniard cu datele experimentale. S-a demonstrat pe aceasta cale relatia de inegalitate ce
existd intre frecventa de oscilatie corespunzidtoare unui scurtcircuit electric i cea proprie golului
electric. Relatia este larg acceptatd in practica, este aproximatd de modelul unidimensional al
placilor piezoelectrice insd, dupd cunostiinta autorului, nu avea o explicatie analiticd generala pentru
o geometrie tridimensionala.

d) perturbatii generate de modificarea usoard a geometriei rezonatorului - este afectat setul
parameirilor de material 1

Aceastd situatie este abordabild prin aplicarea unei schimbari curbilinii de variabila domeniului
piezoelectric deformat si revenirea, ca domeniu de calcul, in volumul initial, neperturbat. Pentru
deformatii avand o parte neliniara mult mai mica decét cea liniard (dar nu neglijabild) se echivaleaza
prin aceasta schimbare de variabila perturbatiile geometrice cu perturbatii ale parametrilor de
material /,, . Analiza de perturbatie ce se efectueaza pentru un rezonator pe substrat de cuart in

orientare Y rotitd pentru deformatii ale suprafetei de tip lenticular, duce la concluzii ce, calitativ, sunt
in concordanta cu intuitia fizica a fenomenului de capcani energeticd. Expresia de perturbatie astfel
dedusa apare ca o functionala dependentd de deformatia suprafetelor active de vibratie. Aceasta
functionald face posibil un calcul ce vizeaza maximizarea deviatiei de frecventd pentru un anumit
mod de oscilatie precum si aflarea suprafetei optime din punct de vedere al ecartului intre o
frecventd fundamentala de oscilatie §i modurile adiacente parazite. Calculul comparativ al ecartului
de frecventd efectuat pentru o suprafatd optimala si una uzuala, lenticular sfericd, a furnizat diferente
nesemnificative, demonstrand pe aceasta cale quasi-optimalitatea formei lenticular sferice.

111

BUPT



Capitolul 3 Studiul ecuatiilor electroelastice hiperbolice si teoria de
perturbatie asociata acestora

Pe parcursul acestui capitol, se va introduce un sistem de ecuatii hiperbolice
pentru studiul dinamicii electroelastice in solidul piezoelectric. Vom ajunge la
aceasta forma de analiza alternativa sistemului clasic prin renuntarea partiala la
ipoteza campului electric irotational.

Studiul acestei ecuatii intr-un mediu piezoelectric infinit va demonstra
concordanta foarte buna a solutiilor (undele plane) din domeniul acustic cu cele ce
se obtin prin rezolvarea ecuatiilor electroelastice clasice.

Analiza acestui sistem de ecuatii intr-un domeniu piezoelectric finit avand conditii
pe frontierd ce nu au un caracter dinamic releva situarea acestuia intr-un caz
quasi-clasic al ecuatiilor fizicii matematice pentru care existda o teorema de
existenta si unicitate a solutiilor in domeniul timp.

Caracterizarea spectrala a operatorului electroelastic specific sistemului de ecuatii
avand conditii pe frontiera de tip variational (B), conduce la dezvoltarea unei teorii
de perturbatie riguroasa si completa ce permite scrierea explicitd a estimatorilor de
ordin superior pentru frecventele proprii perturbate.
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83.1 Motivatia acestui capitol

Modul de definire al dipolului electric elementar in celula cristalind pune imediat in evidenta
dependenta acestuia de distantele inter-atomice ce structureazd unitatea cristalografica. Orice
deformare a celulei ce este insotitd de o variatie acceleratd in timp a dipolului electric genereazd o
excitatie cuantica colectiva in reteaua cristalina - polaritonul - sub forma unei unde cuplate elasto-
electromagnetice. Aceasta se intamplda la un nivel microscopic de analizd. O conditie suficientd
pentru ca acest cuplaj sd aibd coerentd la scard microscopica este ca celula cristalind sa nu posede o
simetrie cu centru de inversie. Aceastd proprietate cristalografica este definitorie pentru fenomenul
de piezoelectricitate. Datorita gradului foarte mic de interactiune intre partea elasticd §i1 cea
electromagnetica a undelor cuplate, atdt la nivel microscopic cat §i macroscopic, 0 aproximatie
comoda din punctul de vedere al analizei matematice o constituie ignorarea cuplajului si studiul
decorelat al cdmpurilor. Privitd din perspectiva interesului preponderent catre ramura acustica sau
electromagneticd a cdmpului sau a concordantei intre rezultatele modelarii §i datele experimentale,
aceastd ipotezd este in marea majoritate a cazurilor motivatd. Atunci cdnd insd, o astfel de
aproximatie nu este rezonabild sau este exclusd din start de natura problemei ce se studiazd (de
exemplu dispozitivele piezoelectrice sau polaritonii) analiza matematicd devine deosebit de
complexa si greoaie. In astfel de situatii se speculeaza diverse proprietati precum caracterul quasi-
irotational al campului electric pentru partea acusticd a dinamicii electroelastice sau diverse
proprietati geometrice ce reduc caracterul tridimensional al problemei. Abordarea generala a
problemei de elasto-electromagnetism in solidul piezoelectric, fara a recurge la simplificéri, este de
datd recenta [58] sau [27] si ea nu reuseste sa treacd de un anumit nivel abstract. In aceste studii
legatura intre partea matematica si cea fizica a analizei este mult mai putin vizibild decat in cazul
elastic sau electromagnetic. Formalismul propus de Mindlin sau Auld si prezentat in primul paragraf
al celui de al doilea capitol este intuitiv fizic, permite deducerea unor rezultate importante precum o
teoremd de reciprocitate sau unicitate a campului cuplat si relatiile de perturbatie liniare.

Dezavantajul major al acestei abordari il constituie includerea relatiilor divD=0 si divB=0 in
multimea de definitie a problemei din acest motiv o analizi mai find sau dezvoltarea unor algoritmi
numerici nu este posibila. O serie de rezultate fundamentale precum ortogonalitatea modurilor
elasto-electromagnetice, o functionala Lagrange sau caracterul simetric al operatorului de unda se
deduc in [58] dar, in opinia autorului, modul de definire al variabilelor de stare face greu intuibile
semnificatiile fizice ale modelui iar dezvoltarea unui algoritm numeric dificila datoritd dimensiunii

. . . . . . . B! 0 - - -
foarte mari a spatiului de lucru al ecuatiei - o submultime a lui [L‘ (Q)T Redam in cele ce urmeaza

definirea ecuatiei de piezoelectromagnetism asa cum este ea prezentatd in [58] pentru un regim
armonic permanent de pulsatie s.

LE = sME (1)

cu notatiile:

E=,v.1,,D,.H,.9,4,S, LB}

N P
LE =1divT —p,v,.S, ——| ==+ |divD,-E-V¢ B-VxA -VxH,
2| dx, ox,
7;—8 =D, —a—“H _%E
T8 E a8,

1y !

ME={p u  p,v 0.4,00,D 000}
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Functia de entalpie a procesului piezoelectromagnetic se defineste astfel:

1

=(s,.5.B,)= ~CwS,Su—e

g ik

, 1 1
E’LSJL_ —Eg'JE'Ef +5u B‘B‘

De remarcat ca operatorul M nu este inversabil, aceastd particularitate prezentd si in cazul
ecuatiilor piezoelectrice clasice face improbabild continuarea analizei matematice mai departe de
rezultatele amintite. S& amintim cd ecuatiile necuplate ale elasticitatii liniare sau ale
electromagnetismului intr-un volum finit pot fi ambele privite sub forma abstractd W = Ly, cu L un

operator autoadjunct si pozitiv definit. Pentru aceastda ecuatie existda dezvoltatd o teorie completd
plecand de la teorema de existentd si terminand cu relatiille de perturbatie de ordin superior celui
liniar.

Fie cd se abordeaza studiul campurilor cuplate in maniera propusa de Mindlin i Auld fie se
incearcd prin ecuatiile anterioare, dificultatile atat teoretice cat si numerice sunt imediate $i 0 metoda
generald si facild de a le trata incd nu existd. De ce totusi interesul pentru acest domeniu al
piezoelectromagnetismului chiar pentru aplicatii in care intereseazd predominant partea acusticd a
fenomenului? In aceasti situatie, aproximatia cimpului electric quasi-stationar impreuna cu ecuatiile
clasice in u, si ¢ dau rezultate de predictie excelente. Raspunsul, in opinia autorului, este ca, alaturi

de un nivel evident mai fin de cunoastere a realitatii fizice, o serie de aspecte teoretice incerte
asociate modelului electroelastic clasic de studiu motiveaza gasirea unor modele de analiza care sa
apropie abordarea dinamicii cuplate elasto-electromagnetice de ecuatia abstracta amintitd a undelor.
Referindu-ne acum la aspectele teoretice mai putin clare, ele pun in discutie concret, absenta unel
teoreme de existentd a solutiilor, incertitudinea completitudinii spatiului liniar generat de modurile
proprii de vibratie electroelastice, modul de deducere al functionalei Lagrange si dificultatile legate
de constructia relatiilor de perturbatie de ordin superior.

Prin cele expuse am reusit, speram, sa motivam interesul pentru dezvoltarea unui set de
ecuatii de modelare a campului elasto-electromagnetic in solidul piezoelectric, ecuatii care sa
reprezinte o solutie de mijloc intre usurinta interpretarii fizice, a analizei matematice implicate si a
posibilitatii de a dezvolta algoritmi numerici. Fard indoiala, exista mai multe solutii la acest
deziderat. Intrucat subiectul tezei este legat in general de manifestarea in domeniul acustic a
vibratiilor piezoelectrice studiul ce il vom desfasura in acest ultim capitol este dedicat gésirii unui
compromis intre a nu neglija total cuplajul elasto-electromagnetic si a ajunge totusi, printr-o serie de
aproximatii rezonabile fizic, la un sistem de ecuatii comprehensibil matematic $i compatibil cu
conditiile pe frontierd uzuale. Pe aceasti cale, vom reusi formularea unui sistem de ecuatii hiperbolic
in aceleasi marimi de stare u,si ¢ precum sistemul clasic, sistem ce admite o exprimare sub forma

unei ecuatii abstracte ¥ = Ly, cu L un operator pozitiv definit. Faptul ca acest model de analizd

conduce la rezultate corecte in ceea ce priveste comportarea campului electroelastic in zona
vitezelor de unda acustice ne conferd confidenta in sensul sau fizic cel putin pentru acest domeniu de
viteze al undelor cuplate. Principalul avantaj al acestui model teoretic constd in posibilitatea
integrarii studiului ecuatiilor de dinamicd electroelastica in formalismul cunoscut al ecuatiilor de
unda uzuale. Deducerea unei functionale utile in analiza spectrala §i formularea expresiilor de
perturbatie de ordinul I (aceasta identicd cu cea clasicd) si II sunt cele douid consecinte majore ale
acestel integrari.
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§3.2 Ecuatiile electroelastice de tip hiperbolic

In acest paragraf este propusa si motivata fizic o forma hiperbolicid pentru
ecuatiile electroelastice intr-un solid piezoelectric. Aceste ecuatii le vom deduce
renuntand la ipoteza campului electric irotational, admitand doar necuplarea
campului elastic cu potentialul magnetic vector.

Pentru claritatea expunerii reludm legile fundamentale pentru campul electromagnetic si cel
elastic (notatiile sunt identice cu cele utilizate pe parcursul lucrérii):

Ecuatiile de camp electromagnetic Ecuatiile cdmpului elastic
o B - d du,

—-—=VxE VT +
Jt ot [ Pn En ot

. aD B,

Jj+—=VxH P, P, — 9u =0

Jt dt T
VD =p,
VB=0

Vibratiile elastice le vom presupune suficient de mici pentru a ignora deformatiile de volum
induse. Aceasta implica neglijarea legii de conservare a masei §i considerarea densitatii masice ca

fiind constanta in timp
Relatiile de material le admitem a fi liniare si independente de timp (fara pierderi):

: . Y Jdu, Jdu,
Tr,l = CIJA'I‘SA-I —elﬂjElr ) LS/(I :E(a_xldl-x

D.=e,S, +€,L
Pentru inceput, vom deduce ecuatiile cuplate pentru campul elastic si cdmpul electromagnetic

utilizdnd ca variabile de stare elongatiile elastice «, si potentialele cAmpului electromagnetic¢ i 4

dA

I ==V¢—==, B=VxA4 considerand ca si sistem canonic de referinta sistemul in care tensorul
t

dielectric are forma diagonala.
Pentru partea electromagneticd a relatiilor cursul expunerii urmeaza calea clasica a deducerii

ecuatiilor in variabilele de potential pentru mediile izotrope fara proprietati piezoelectrice [41].

a°u, 37,,
a) relatia initiald p,,
ot* 8xj
(9'/‘ ao dA,
&x _—x(‘.,u ki e/.,,[‘k) 1(01//.15/.1'*'3/\,,axk+ekﬂ &,A)
a) relatla finala
o u 0 JdA 2°u, 279

=0 (1)

p_ﬂl—-—‘j, ( )

l e'l
"or o dx, M Ix o,
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—

b relatia initiala Vx 5 = 1 + 1 22

dt
VxVsz—Aﬁ+grad(din)=uj+u88—D
!
d°A, 0 0 oo JdA du
—AA + i +u—Ie E +e S )= +u—¢€ - L4 ]
T oxax, U HarEsE venSa)= 4 #81( v o e Ry,
0’ A, 9 du_ 9 JA, 09
e g —hA ke g o) Y ax Loy, THE G 1=
L VR ew 0 Oy 1 20 J,
A 4, O (——dv A+ S =
t° UE; g, dx, 01 HE, dr’ g

O etalonare Lorentz clasicd nu este posibila in solidul anizotrop. Ea ar implica satisfacerea
simultand a urmatoarelor trei conditii distincte pentru cazul general (clasa cristalograficé trigonald):

J
divA+UE, —¢=0

+E.,. +E&,,
Considerdm insa adevarata relatia: divA+ue, aa—‘f=0 Cug, = fu E; £
b) relatia finala
82A/-_ 1 AA €y O 8ui)+( 1 Ji A+§£)+[( 1 1 di A]——ZL 2
arr  pe, U g dx, Ot ue V0T oy LE; ME, v g
c) relatia initiala VD =p,
d
E(E’j E, +ej,u-S,u-)=pe
J
. 2> ¢ . 0 (8A)+ o’ u B
Pox; Mox, dr e dx;dx, =P
d°¢ o u d ., .. ¢ .0%¢ 0 dA
—€ e —€ divA+pe —)+ue. ——+—{(e —€ L=
Yox: "'8x}8xk "'E( H "'Br) H "ot 51_[( v '")ij] P
sau, cu etalonarea admisa:
¢) relatia finala
) 2%u ,0%0
—-€ +e Lt +—(e —€ = 3
”8,\*3 "'8x18xk " ot? ytl( 4 '")8x Fp. ©)

J

In consecintd, sistemul de ecuatii ce descrie campurile cuplate elastic-electromagnetic are
urmatoarea forma:
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(0%u, ¢, 9 QA Cu O'u, € 39 _f
o p,dx, 3t p,dxdx, p,oxdx, p,
0° A '
Y 1 v €, 0 (c?zl,)+( 1 1 )divA=-j—’-
dt-  UE, £,0x, dt° uE, Ue, £
2°¢9 €, 0%9 €, Ju L8r8ﬂ.—8mo7A! P,
dr’ ue, dx’ pe)dx dx, ot uel dx, " e

(4)

¥

\

Un caz remarcabil este cel al cristalelor piezoelectrice cu simetrie cubica: GaAs, InSb, Te care
din punct de vedere al tensorului dielectric sunt izotrope: €,, = €,, = €,,. Pentru acestea, sistemul de

ecuatii anterior ia 0 forma mult mai simpla:
8211' ,ehj a /3Ak_\ C,J/.-/ alll] ehj a:¢ _.f,
or* p,dx, 3t p,dxdx, p,oxdx, p,
0" A e 0 '
M R S A (5)
dr- UE, £,0x, dI" g,
0°¢ €,0°¢9 ¢, Ju . p,
dr* ue, dx; pe,dx dx,  UE,

Pentru cristalele din clasa tetragonald precum cuartul sau izomorfe ale acestuia AIPO4 si
GaP04, doud dintre valorile tensorului dielectric in forma diagonald sunt egale. Prima aproximatie ce
o vom impune ecuatiilor (4) constd in neglijarea termenilor corespunzitori etalonarii Lorentz ce
provin din existenta a trei valori distincte £, . Dupd cum vom demonstra in continuare aceasta

aproximatie va avea o foarte micd influentd asupra ramurii acustice a undelor cuplate; ea va afecta
doar partea optica a acestora prin “izotropizarea” materialului in domeniul optic. Cele ce urmeaza vor
clarifica aceste afirmatii.

Relatiile ce se obtin prin neglijarea existentei valorilor distincte in tensorul dielectric diagonal
sunt 1dentice cu cele exacte pentru clasa cubicd cu singura diferenta de notatie € =€

Vom cauta solutiile sistemului (5) sub forma undelor plane ce se deplaseazd in directia
« . — — -~ . . e JJ pe
versorului 7 = (n,,n,,n, ) in ipoteza excitatiilor de volum | f =~ —<

£ e,

nule:

rn . rn rn . : : y
u, = p, f(f ——}, A =p, f(t ——-), o= p¢f[t——j functia f fiind functia de unda
v v v
Sistemul in necunoscutele vectorilor de polarizatie (p,’, p. op.op. py P pp) este
urmatorul;
[ ¢, ., nn e, N e, Hhn
' rpkl Tk ! kg J k kp ]k _
p. PP Pe=0
p’" v pm ‘) pm \’
€on B, 1 Hi
Vi pm Py =0 (©
E v UE, V*
e, HH, E.. MM,
p,+——Lt - —L—L 2 p =0
#Em v ,UE,” v

117

BUPT



Solutiile nenule pentru acest sistem se obtin daca determinantul acestuia este nul. Rezolvarea
ecuatiei (7) ofera vitezele de unda pentru excitatiile cuplate elasto-electromagnetice.

- Cy a1, Cy ol Ny Cy a1, e _eyun, _eyan, €y N
2 2 2 2
P v Py Py Py Py PV PV
Cyg 1 N, ]_C:,n",”x Cyuil N, _ean €N, €3, _eyann,
)2 »2 )2 2
PV P v Py Py PV PV Pnv
Cami, Cy w2l 1y = Suws? M _ &, _ &2l _ & pn, €y,
2 2 ] . .2
p’"\ pmv pm" pmv M\' pmv pm‘/
2] td 44
oM Cip My €M - 1 0 0 0 -0 7
— —_—
E,V £V E Vv ue v*
e, n €, N €, n 1
k2" k k22 &k k23 k 0 1 - - 0 0
E, v £,V gV MHE Vv°
€3 ST €xn 0 0 1 - 1 0
£,V £,V £ v ue v’
e, n.n e,n.n e n 1
k"t ik 2Tk ki3 ] k
N Y 2 0 0 0 - —
UE v ME v He v Ue v

Vom analiza calitativ ecuatia seculard (7) pentru a descrie spectrul de viteze al excitatiilor

. . . . 1 - .. i
elasto-electromagnetice. Sa presupunem pentru Inceput cd v=_|—— . In aceastd situatie
HE,
determinantul este nul intrucat ultima linie poate fi scrisd ca §i 0 combinatie liniard a precedentelor
trei linii:

1,

€, + h, €.,n, N h, €31, _ €, H,

uv g v uv €v UV EV UE V-
Sé@ presupunem ca pentru aceasta valoare proprie pe care convenim s3 o notam cu v, undele

plane ce se propagd sunt pur electromagnetice: p. =0. Verificdim daci aceasta ipotezd conduce la

solutii nenule pentru componentele campului electromagnetic. Sistemul de ecuatii ce se obtine este
urmatorul:

e, n . e, hn
_L_J_p/‘{ ki j_,l‘ pd,:O (8)
pﬂl v pm v-
. .. . n .
Solutiile acestut sistem sunt p = —}i st p, =—1.

0
In consecinta, in cristal va exista o unda electromagnetica purd, necuplatd cu campul elastic,

3 : o n, . s - o
ce se propagd cu v, si polarizatiile p =-%, p, =—1 in orice directie. S& remarcam coincidenta
v()

acestui rezultat cu cel ce se obtine in studiul propagarii undelor electromagnetice intr-un mediu fard
proprietati piezoelectrice. Neglijarea valorilor distincte € pentru tensorul dielectric in expresia

provenitd din etalonarea Lorentz a condus la un caracter izotrop al cristalului pentru aceasta ramura
pur opticd a solutiilor sistemului (7). Aceastd undd, evident ipotetica, s-ar propaga in cristal ca o
medie intre cele trei unde electromagnetice reale existente in cristalul anizotrop.

Gasirea celorlalte valori proprii nu mai este posibilad pe cale analitici; in cazul cel mai general
vom avea 6 valori distincte pentru undele cuplate elasto-electromagnetic. Considerdnd efectul
piezoelectric ca fiind o perturbatie a cazului pur elastic i electromagnetic se pot exprima insd aceste
valori in functie de viteza opticd v, si valorile proprii ale matricii acustice
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I it 1, Cy 2l 1y Ci 3l 1,
PV’ PV PV
C:]“NJHA_ - czj“njnk C:,k_%","/.- (9)
PV Pnv’ PV
Cy My Cy 2 1, 1— € i,y
PV’ PV PV’

Sa notdm cu (vL,vj,vi) cele trei viteze pur elastice ce apar. Dacd privim determinantul
matricii (7) ca fiind o functie de valorile tensorului piezoelectric pentru o directie de propagare #
bine definita, vom obtine radacinile polinomului caracteristic sub forma: v = v’(ekﬂ) cur=/..7.0

forma alternativa in care putem exprima aceste functii este urmatoarea:
ov"

vr(el\'ﬂ ): v’ (O)+——(§kﬂ )"A—ﬁ cu gkﬂ € (O’ekﬂ) (10)

de,.,
Vectorul vitezelor in absenta cuplajului piezoelectric este v(0)= [(vf,,vj,vj ) (v, )4] viteza
optica fiind o radacind quadrupla. O expresie analiticd mai explicitd pentru v’ (ekﬂ ) este 1nsa dificil de

gasit dacd nu imposibil chiar facdnd apel la programe de calcul simbolic. Prin diagonalizarea
numerica a matricii (7) pentru cateva cristale piezoelectrice uzuale intr-o orientare cristalografica
arbitrard se constatd aparitia a 6 valori proprii distincte in afara celei corespunzdtoare undei
electromagnetice pure (piezoelectricitatea ridica degenerarea radacinii optice quadruple) si gruparea
vitezelor de unda in doud zone distincte. Prima zond este cea in care 3 unde colective elasto-

electromagnetice se propaga cu viteze superioare insa apropiate vitezelor acustice (v“),vz v ) Cea de

a-’

a doua zond se aflad in vecindtatea vitezei electromagnetice v, marginita superior de aceasta. Daca in
locul tensorului piezoelectric e,, In matricea (7) inlocuim aceste valori cu e = sign(ekﬂ. )n(laic qek ’ ‘) S
by

diagonalizim matricea astfel obtinutd se determind pentru exemplele investigate o margine

superioara si inferioara de localizare pentru vitezele de unda :
2 2

: : L D e o Y e :

vitezele cvasi-acustice v, € | v, v| 1+— || si vitezele cvasi-opticev. €| v,| 1—— v, | i=1,2,3.
£ E

De notat ca un rezultat similar apare in teoria polaritonilor [38].

Figura 1 prezintd intuitiv dispunerea vitezelor de unda pentru excitatiile colective elasto-

electromagnetice in raport cu vitezele acustice §i viteza optica.
A

Zona opticd = 108 [ma' S]

Zana cvasi-opticd

Zona cvasi-acustic ss 10° [mf S]

Zona acusticd

Figura 1 litezele de undd ale excitatiilor colective elasto-electromagnetice intr-un cristal piezoelectric
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Aceastd distributie a vitezelor éste In concordantd cu rezultatele obtinute in [38]; in aceasta
lucrare, punctul de plecare in analizi este insa un sistem de ecuatii in variabilele («, ,E, , B, ).

Modelului teoretic prezentat este necesar a i se face o importanta corectie intrucdt undele
corespunzatoare ramurii cvasioptice a spectrului de viteze sunt practic inexistente pentru frecventele
uzuale in electronica. Aceasta discrepanta apare datoritd ignorarii pierderilor energetice in volumul
piezoelectric. Renuntand la aceastd ipoteza si privind relatiile de material ca fiind convolutii, pentru
un regim armonic permanent am obtine prin analiza determinantului (7) o imagine mult mai veridica
asupra propagarii undelor cuplate elasto-electromagnetic. Rezultatul acestei analize este intuitiv si nu
mai reludm un rationament similar cu cel expus pana acum: ramura corespunzitoare regiunii
cvasioptice a spectrului de viteze este atenuata pana la disparitie intrucit vibratiile elastice nu pot
urmari fara pierderi foarte mari dinamica electromagnetica in aceasta zond de viteze. Mai concret,
dacd consideram a fi dispersive doar legdtura intre tensiunile §i stressul elastic,

I, =|cu +Mu w — €, L., pentru vitezele de variatie specifice propagdrii electromagnetice

ot
L A . 3 :
termenul disipativ 77, EVR ar fi net dominant fatd de cel proportional.

Sa revenim acum la sistemul (5) in forma sa generald §i sa incercim sd suprimam intr-o
manierd artificiald, fard a recurge la exprimarea convolutionala a relatitlor de material, undele
cvasioptice. Acest artificiu 1l putem realiza doar daca renuntdm la cuplajul intre potentialul magnetic
vector §i campul elastic. Aceastd supozitie chiar dacd matematic pare a fi pentru inceput arbitrara ea
poate fi motivata fizic, fenomenul piezoelectric fiind un fenomen ce cupleaza direct doar componenta
electrici a campului electromagnetic de campul elastic. Ceea ce obtinem sunt doud sisteme de
ecuatii. Primul, in aceleasi variabile (v, @) precum sistemul clasic de ecuatii piezoelectrice va

modela cu acuratete comportarea campului electroelastic in domeniul acustic iar cel de al doilea
sistem reda corect caracteristicile de propagare ale cdmpului electromagentic in cristalul anizotrop.

-

2 u du 0°
P, =3 Cu : € 0 =1,
a1 dx,dx, dx,ox,
) (10)
.00 2°¢ °u,
€, =€, Fe =p,
H "9t ¥ ox,dx, Fr ,0x, —P
974, ]
§i — 1 a4 =20 (11)
- HE, p
Sistemul (10) este identic cu sistemul ecuatiilor piezoelectrice clasice pand la termenul
ue;, -

art’
2°¢ d°u,

foarte mic adaugat ecuatiei —€ , 5 +e,, = p, ce se obtine din relatia de conservare a
x,0x, dx dx,

sarcinii electrice in ipoteza campului electric quasn-stationar. Rimane si demonstram ca solutiile

acestul sistem redau corect realitatea fizica cel putin in zona acusticd a fenomenelor electroelastice.

Pentru aceasta, consideram un mediu piezoelectric infinit §i comparam undele plane ce le obtinem ca

s1 solutii ale acestui sistem cu solutiile ecuatiilor piezoelectrice clasice.
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In ipoteza excitatiilor de volunt | f,, p‘z nule §i a propagarii undelor plane intr-o directie
’ £

m

arbitrara dati de versorul 7 = (n,,n,,n, ), solutiile sistemului (10) sunt de forma:
(T o o
u =p, f(t - ’;—) ¢=p, f(t - T) functia f fiind functia de unda.

. .. - - . . . 1 2 .3
Sistemul de ecuatii lintar in necunoscutele vectorilor de polanzagle(pu ps D. pq,) este
urmatorul:

. n.n n-n
i J 7k ! j 'tk
PmPu=Cijri =3 PuCkji = P¢:O
v \%
(12)
n.-n . n.n
2 ]k i ]k _
HEL P, +ekji_v2—pu_£kj_vz_p¢_‘0

Anularea determinantului caracteristic acestut sistem furnizeaza vitezele §i polarizatiile
undelor electroelastice. S& comparam acest determinant cu cel ce oferd vitezele $1 polarizatiile
undelor electroelastice in cazul ecuatiilor piezoelectrice clasice.

Pm_cukznj—?k' _ek/iili’;—k pm—ci/kl% —€i n/;lk
% % v
"kn% HEn, 2_5k1f‘j";—k ekli% Exj ank
v v %
determinantul sistemului (12) determinantul sistemului clasic
: .1 . . : : -
Valorile marimii 7 pentru care determinantul sistemului clasic se anuleazd sunt

1. : . : . : .
0,— |vitezele v, fiind vitezele celor trei unde electroelastice ce le-am descris la inceputul
v

t

paragrafului 2.2. Termenul p &, *ce apare in plus in determinatul sistemului (12) are o valoare
foarte, foarte mica relativ la celelalte valori ale determinantului; privit ca o simpla perturbatie a

determinantului clasic acesta va conduce la o alterare insignifianta a valorilor | 0,—

i

. In general, ne

< . g U S 1 1
asteptdm la aparitia a 4 valori distincte pentru rdddcinile — si anume | —-,7 cu:
v vcn vi ca
1 3 o
— =€, U ramura corespunzatoare domeniului optic
1)(:0
1 1 y C .
Ay ramura corespunzatoare domeniului acustic
v" V

I3 ca L

Calculele numerice efectuate pentru un cristal de cuart si GaAs releva o foarte buna
concordanta ce exista intre valorile vitezelor electroelastice calculate pe baza acestui sistem §i cele
clasice. Figura urmatoare prezintd valorile vitezei electroelastice pentru modul transversal lent C ce
se propaga intr-un cristal de cuart, valori calculate pe baza ecuatiilor clasice si alaturat diferenta ce
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exista intre acestea si vitezele calculate utilizind determinantul sistemului (12). Domeniul unghiurilor
de orientare cristalograficd 6 si ¢ acoperd complet cristalul. Forma de variatie a acestei diferente

precum §i valoarea sa predominanti de aproximativ 107" relevd mai degraba erorile cvasialeatoare ale
algoritmului numeric decat o eroare semnificativa si sistematica.

VART o ras il

Viteza modului transversal lent in cuart

« 10
14
5054
v
s
% 04
=
e
&
5 05
A
200 ~
1CN 0
4} 1C0
! S~ 0
ungh-ul § e ungnl t
Diferenta intre viteza modului C calculatd prin cele doud
metode
Figura 2

O clarificare din punct de vedere al sensului fizic al sistemului (10) vom obtine printr-o
schimbare de variabila. Pentru inceput, sa rescriem acest sistem sub o forma alternativa operatoriala
similard celei utilizate 1n situatia ecuatiilor piezoelectrice clasice.

M n+1‘jk 81/: TI:X

i, A p, O
u, Al

cun=| ° |, x= /> LM = 0 P
i, /s 0 0
¢ P. 0 0

(13)
0 Cl}kl ijk?_ cl]k3 ek]l
0 sif = Cami Copr Capy €
.2 N
0 Cym Capz Caps €3
e U € TEh TE€y €y

Facand schimbarea de variabila: n=M "' *£ | se obtine urmitoarea ecuatie functionala:

M LM )9, E =My

ExVE=M"y cu V' =V,0,

JK

(14)

matricile }7, avand urmatoarea expresie generala:
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Ciji Cijk2 Cijes. € i1
pm p"‘ p’" gm Vp#
v - Pm P Pom E NPHU [PV VAyp Va3,  Vayps Ve,
Jk ] -
C3jn C3jk2 C k3 € jk3 VAs,  Vay,,  Vayps Ve,
Pm Pm Pn E,.VPH Ve TVE€h, TVE€ps VO,
€ b Gy € i
2
E.NPH E.\pPU €.\ PU oy

De remarcat faptul cd dimensional valorile acestei matrici sunt patrate de viteze: zona

C e : . Ep . C e :
superioard stanga reprezinta zona vitezelor acustice, termenul 2’ viteza opticd, i1ar linia respectiv
€.l
coloana de bordura a zonei acustice este ocupatd de elementele de cuplaj piezoelectric ce pot fi scrise

Ciu 1

€ i
‘\’ cijldgm p”' Emlu

piezoelectric, cel de al doilea sugereaza o viteza acustica iar ultimul este viteza optica.

sub  forma: - primul factor este chiar tensorul factorului de cuplaj

Cu aceste notatii, ecuatia (14) in variabila & poate fi pusa intr-o formd similard ecuatiei
electroelastice clasice:

E

. AT} P o8
;= - i,j=1273 T,;:va. ———l--—vg - 4
6 axj ] 1] qklax/c kij an (15)
cu
. oD} e 98 J¢,
= i=12 D; =ve, +vo,;
54 axj j=123 k kij axj kj axj

Se poate usor verifica ca legatura intre valorile reale ale tensiunilor elastice §i inductiei
electrice T, , D, si marimile corespunzitoare variabilei £, T, f si D} este dati de urmatoarele relatii:

iy
= ———Dk
et

T,
T; =—F=.D;

e

(16)

Am obtinut $i sperdm, argumentat, un sistem de ecuatii alternativ pentru studiul dinamicii
electroelastice in solidul piezoelectric. Asa cum aminteam in paragaraful ce motiva acest capitol
avantajul acestuia consta in similaritatea ce o are cu ecuatia abstractd uzuald a undelor elastice sau
electromagnetice. Paragrafele urmatoare vor demonstra caracterul hiperbolic al acestui sistem §1 vor
atinge aspectele importante ale analizei acestuia pentru situatia unui volum piezoelectric finit.
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§3.3 Studiul ecuatiilor electroelastice de tip hiperbolic pe un domeniu piezoelectric finit

Paragraful atinge urmatoarele aspecte in studiul ecuatiilor electroelastice de tip
hiperbolic pe un domeniu finit: existenta si unicitatea solutiilor, caracterizarea
spectrala si formularea unei functionale biliniare utile in calculul modurilor
proprii de vibratie. Aceste chestiuni sunt tratate fara a recurge la o dezvoltare
matematica laborioasa, o serie de rezultate intermediare ce sunt folosite sunt
demonstrate in capitolul de complemente matematice al tezei.

Ecuatiei  electroelastice ~ din  precedentul  paragraf: E+V,E=M""y cu
d 0 - . N R .
V, €= a_ija—— valabile in volumul piezoelectric, i1 vom atasa pentru inceput conditii pe
X; X
J k

frontierd in variabilele u,,T;,¢ si gsub forma unor relatii liniare intre acestea fard a avea insa si

expresii continand derivatele lor. Domeniul piezoelectric Q2 < R’ il presupunem finit, simplu conex
si cu frontiera fr{) regulatdi. Vom demonstra cad sistemul de ecuatii electroelastice hiperbolice
impreund cu aceste conditii pe frontierd apartine unui tip de ecuatii de evolutie de ordinul doi studiat
in ecuatiile fizicii matematice, pentru care existd o teoremd de existenta si unicitate a solutie1 §i o
teorema de caracterizare spectrald care, spre deosebire de cazul clasic, nu face apel la o desfasurare
numerica a problemei.

Notatiile folosite pentru notiunile ce au fost definite sau utilizate in capitolele precedente sunt
neschimbate.

Conditiile pe frontiera:

Fie T1,, = {Sj € frQ I S, = er} o partitie a suprafetei de frontiera a domeniului.
jr

Campul elastic:
¢ zona in care sunt specificate tensiuni mecanice nule:

mec l
27 ={S‘me I, (Tl.jnj)sm =0
e zonain care sunt impuse deplasari elastice nule

Z;m:{Sne n[r(l

e zona legaturii variationale de tip elastic:
mec
Tu € n[rQ

tys, =0

T,(x)n(x); +k, (Ou, (x,t) =0, k,;(x) este o matrice simetrica §i pozitiv definita

Campul electric:
e zona echipotentiald electric in care exista un strat infinit subtire de conductor ideal
Zm‘:{gienfrﬂcb ———(D‘ER}

I8,
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Pentru aceasta zond se impun :
- fie potential electric nul

me!_{S EH q)lb :O}
- fie sarcina electrica nula:
Z""” —{S ell, ands = }

- fie o legatura de tip capacitiv intre potentialul si sarcina electrica:
£ = 5, < [1,ul0, 9,007 )=0} €. >0
q, = —LDﬁds

e zona dielectrica
Sunt im{puse fie un potential nul fie o sarcin electrica superficiala nula:

ng = S‘k (S ﬁQ ¢lsk = O}
Yo = {Sl e Q- D.ﬁ|s = o}

1

Precizarea conditiilor pe frontiera domeniului £ pentru campul electroelastic conduce la
delimitarea urmatoarelor suprafete:

2ITULFUXTE = frQ. - campul elastic
YUY = frQ - cdmpul electric cu ™ = XgrUEM U X =X UL
Sumarizdm formal aceste relatii in urmatoarea expresie: B, 7] =0unde B, este un operator
liniar ce actioneaza asupra valorilor pe frontierd ale functiei 1= (1, ,¢). Aplicind transformarea de
variabila din paragraful anterior: n=M "' ¢ si tinand cont de relatiile (16) din finalul paragrafului
precedent ajungem la o ecuatie functionald pe frontierd in variabila §:4,§ =0 cu 4, = B, M o
Concret relatiile pe frontierd se modifica astfel.

. k
e partea mecanica: T,f (In(x), +—=(x)€,(x,1)=0
-1
; =0 unde qf = —J D% Fids
€U s

m

e partea electrica: &+ qf

Cu aceste precizdri, ecuatille ce determind evolutia temporalda a cdmpului elastic 1 a
potentialului electric in solidul piezoelectric se pot formula astfel:

E+lE=M"y
A,6=0 (1)
é(O)zén ,5(0)=§1

functiile &,si &, fiind conditiile initiale ale ecuatiei.

Acest sistem de ecuatii se demonstreaza (paragrafele 1 si 2 ale capitolului 4) a fi echivalent cu
o ecuatie functionala abstracta:

E+vE=M"" (2)
operatorul }” ﬁmd identic cu }, pe submultimea functiilor £ ce indeplinesc pe frontierd relatia
AE=0.
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Problema spectrald atasata sistemului (1) se obtine prin anularea functiei de excitatie ¥ si
separarea variabilei &(x,7)=a(/ )y(x) intr-o parte temporali si una spatiala.
Vw =24y
sau Vy =Ay 3)
Ay=0

Caracterizarea solutiilor ecuatiei (2) este legata aproape in exclusivitate de proprietatile
operatorului }*. Datoritd caracterului specific al acestei analize precum s§i implicarea oarecum
colaterald a acesteia in subiectul tezei o vom prezenta in capitolul de complemente matematice.

Pentru acest paragraf vom retine trei rezultate importante referitoare la acest operator:

i. Operatorul }~ este liniar si pozitiv definit: (P&ﬁ) > 0 oricare ar fi o functie £ nenula din

spatiul de definitie al problemei; aceastd proprietate defineste caracterul hiperbolic al
sistemulut de ecuatii (1)

ii. Spectrul operatorului }” este finit sau infinit numarabil cu e singurul punct de acumulare al
spectrulut (teorema Riesz-Schauder prezentata in paragraful 4.2)
iii. Functionala biliniard atasatd acestui operator v(§,17)=(}¢ n) este pentru & =7 dublul

energiei potentiale asociatd undei electroelastice in volumul si pe suprafata domeniului Q

T VO

"ox,dx, " dx dx,
o, ) | A (.)€, g Ha +(en) 2.C. e, Jda

S.eXe

WG vay, Loy, 98295 o,

sau, dupa ce revenim in variabilele initiale (i, ,¢):

W"’"ﬂ =%\)(€75)=—J‘ CU“LS S”+€ EE dQ++j 1( X S)’ i, da + Z(ﬁ ]|(D| Jda

pot
SEXE

W = ( £.6)= J CurS,S +€,EE dQ - energia potentiald doar in volumul piezoelectric

Aceastd proprietate a functionalei v de a fi pozitiv definitd conduce imediat la unicitatea
solutiilor pentru sistemul (3). Daca operatorul Jar fi si simetric, (absenta acestei proprietéti este ugor
vizibild in forma matricilor }7, ), am avea de a face cu ecuatia abstractd clasicd a undelor. Aceasta

lipsd a simetriei nu conduce insd din punct de vedere al analizei matematice pentru ecuatia (2) la
probleme teoretice deosebite, o serie de lucrari dintre care citdm [35] sau [49] oferd o teoremd de
existentd si unicitate a solutiilor pentru acest tip de ecuatii abstracte. Marele neajuns, dacd ne putem
exprima astfel, al acestei asimetrii rezidd in faptul ca operatorul }” nu este autoadjunct si de aici
incertitudinea in ceea ce priveste o serie de proprietdti referitoare la spectrul siu. Reamintim ca in
cazul operatorilor autoadjuncti specifici propagarii undelor elastice sau electromagnetice spectrul
acestora este infinit numadrabil cu o singurul punct de acumulare iar setul functiilor proprii
genereaza prin combinatii liniare o submultime ce aproximeaza oricat de bine spatiul de definitie al
problemei. In aceasta situatie a ecuatiei (2) nu putem afirma decat c@ spectrul este nevid, finit sau
infinit numarabil — proprietatea i1. Lipseste deci certitudinea, foarte utild intr-o serie de dezvoltari
teoretice (teoria perturbatiei de exemplu), ca functiile proprii operatorului }* sunt o bazi pentru
spatiul de definitie al ecuatiei.
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Vom trece in cele ce urmeaza la analiza ecuatiilor electroelastice de tip hiperbolic admitand
ca §i conditii pe frontierd ecuatii diferentiale ordinare de ordinul 2 intre «,,T;; si ¢,q de forma celor

ce le-am utilizat pe parcursul capitolului precedent. Pentru a pastra o expunere concisa vom da aceste
conditii pe frontiera direct in marimile corespunzatoare variabilei & .

Conditiile pe frontier3:

Campul elastic:

z;""" = {S‘m € I_Ier

spe={s, eM,, | &4 =0}
’7"':6 € I_Ier 7:1‘: (x)n(x)j + p;r] I!nxl (xg.l +v(x)xl 51 + kll (xg i J= O

Campul electric:
! ={Sp ell,, l Es, =o}
o= {S, E H»m‘Lrﬁ‘fﬁds = o}
S = { e M,alé 4 le2u)' 1.5+ R5 +C¢¢ = of
Yde = {Sk e frQ l &5, 0}
3 e = {SJ c ,ﬁQl— B, = o}

Relatiile impuse campului electroelastic pe frontierd pot fi formulate astfel:
ME+NE+K E=0,

operatoril liniari M ,, N, si K, fiind usor de identificat din relatiile de mai sus.

Cu aceste notatii sistemul de ecuatii electroelastic va avea urmatoarea forma:
E+1E=M""y
}\/lfé +N,E+K,5=0 4)

5(0)26(, »5(O)=¢1

Acest tip de ecuatii (ecuatii vasco-elastice abstracte) este investigat 1n detaliu in [49] sau [35],
o serie de rezultate ce le-am considerat utile sunt reluate in paragraful 1 si 2 al capitolului 4. Pentru
un operator de vdscozitate pe frontierda nul N, =Oeste posibild echivalarea sistemului (4) cu o
ecuatie functionala de tipul ¥ + Wy = f insa intre spatiul de definitie al functiilor y si valorile reale
(,.¢) nu mai existd o legaturd fizica intuitivd asa cum exista in cazul prezentat anterior cind nu

interveneau derivatele temporale ale marimilor de camp pe frontierd. Cu mai multd usurintd se poate
face insa analiza spectrald a sistemului de ecuatii (4), aceasta problema fiind in fapt o generalizare a
celei descrise in cazul anterior —relatia (3). Suntem condusi astfel la o ecuatie de valori proprii care
pentru un regim armonic cu pulsatia s este identica formal cu ecuatia (3):
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P =24 (sl
Af(s)y =0
cu: (sszs +5N , + Kj.)‘j z A (sk

Un astfel de regim armonic permanent cu o pulsatie s; =—A, va avea o functie proprie ¥, ce
reprezinta partea spatiala pentru solutiile ecuatiei (solutiile de relaxare):

Siék +1,6=0
Af(sgk =0 cu g, (f)=e'"ll/k &)
£(0)=¢,.£(0)=s¢,

Primul si cel de al doilea paragraf al capitolului de complemente matematice demonstreazi
echivalenta problemei de wvalori proprii  (3) cu urmatoarea ecuatie functionala:

ve(E.n)= /l(é,n)[L:(Q)]' Vvé,nmel”, 7 fiind multimea de functii inclusid in [L:(.Q)]d pentru care

problema este bine definita:

éﬁ’é ) 0 xe Zmu
, — O xe zgu UE;M

el @l | (

[h’1 (Q)T este spatiul Sobolev de ordinul 1 pentru functii vectoriale cu 4 componente.

O, o’ o9&, on’ 9€,9n,  9¢, In]
_+ + . -
v(€.m)= _[ 23y ox 8 VO 4 8x ax_ Ve, 3x axk 8xjc9xk

+(p, )" fﬁ&SWéW()m+@m)lZHﬂwaWﬁmw
S.erry ‘
cir  H"(x,s)=k, (x)+v (x)s+m (x)s*]

He(s)= (Cc +R s+ Lcs:)

r€)=¢ sa  Testrictia functiilor & pe frontierd - y este operatorul de urma

Q+ (6)

Zm{(

Cautarea valorilor §i vectorilor proprii acestei functionale nu poate fi facutd decat prin metode
numerice. Inainte de a trece la detalierea acestei metode de ciutare numerica, si notdm faptul ca fatd
de metoda Lagrange exista un rezultat teoretic referitor la structura discretd a spectrului acestei
functionale (anterior oricarei desfasurari numerice) pentru situatia in care coeficientii de material ce
modeleazi pierderile de suprafatd R si v sunt nuli. In acest caz, pentru 7 =& functionald v este reald
sl existd cu sigurantd un interval real (a)mm w_. ) pentru care aceasta functionala este pozitiv definita,
pulsatia s in aceastd situatie este pur complexd s= jw . Ne aflim in aceastd situatie in ipotezele
teoremei Riesz-Schauder ce a fost utilizata si in caracterizarea spectrald operatorului V', din ecuatia
(3) a inceputului paragrafului.

Metoda de cdutare a valorilor §i vectorilor proprii este standard, ea revine la scufundarea
problemei infinit dimensionale (6) intr-un spatiu finit dimensional }", < }” si rezolvarea sistemului

liniar ce rezulta. Cu cat complementul spatiului }', in spatiul }” este mai mic cu atdt asteptim o
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aproximatie mai buna a vectorilor §i valorilor proprii cautati. Intrucat prin desfasurarea problemei in
spatiul aproximant }’, sunt puse in evidentd o serie de particularititi ale acestei metode numerice

vis-a vis de metoda clasicd Lagrange vom expune in detaliu algoritmul de constructie al matricii
rezolvente pentru aceasta metoda.

Sa facem o primd observatie asupra multimii de definitie }” si a spatiului aproximant V.

s o J€.6..8)=0 xe X" . - o
Indeplinirea conditiilor i . pentru functiile apartinand multimii F
. =0 Xe Zw’“uZ;"’

implica necesitatea ca functiile din spatiul aproximant }’,, sa se anuleze pe suprafetele de frontiera
precizate mai sus. Amintim cd In cazul functionalet tip Lagrange (§1.3.2) asociatd mediului

piezoelectric multimea de definitie }” era intreg spatiul Sobolev [H | (Q)]'1 si nu o restrictie a acestuia

precum in situatia de fatd. Din acest detaliu, apare un avantaj al metodei Lagrange intrucat asupra
functiilor ce definesc spatiul de aproximatie nu este necesard impunerea niciunei conditii referitoare
la comportarea lor pe frontierd. Pentru functionala vacest dezavantaj poate fi evitat prin largirea

spatiului de definitie la intreg [Hl (Q)]'l Aceasta largire necesitd impunerea oarecum artificiald
(“oarecum artificiala” intrucat din punct de vedere fizic conditii de incastrare mecanici sau

scurtcircuit perfect nu sunt posibile) a unor conditit pe frontierd de tipul:
T, (m(x), +k, (), (x,1)=0 pentruxe 3™
D + qu(f)((’c’l )= 0 pentruxe X4 UX

1

cu valori foarte mari ale coeficientilor 4, si (_ astfel incdt si impunem valori reduse ale

deplasarilor elastice respectiv a potentialului electric in aceste zone.

Sé consideram o baza {Jj a} . spatiului }*, . Un vector arbitrar £ €V, in acest spatiu se
a=1..

scrie ca: &= Epaé *, ecuatia functionala in spatiul }’y fiind echivalentd cu urmitorul sistem liniar

de ecuatii:

ipa[v“(é“,é")—s:(éa,é”}]:oﬁ=1...N
pj[‘ a@“af:" ve”(a;“ o8 _oe 8&") 25 98

a, +vo
9 dx, dx;, dx, dx Y9x, Ox

dQ +

a=1

ipaL P HT(x, s)y(é,) (a5 +Y 3 lezu) H: (swles We?) )[ts ~s (: £F)

a=1 a=l 5 el

+

Notatiile urmatoare permit o scriere condensata a acestui sistem astfel:

9&r 3¢/ 0&r 98" 0&r ¢! 985 IEY | o™
-[2 Va i axk ax/ tve,, aX,‘. axj axk 8Xj +V0U 8Xk ax dQ2= Wap
lean) X e W ds + o7 [ HI (sl (8 (€ )as = wep(s)

~ d
SeXlrd
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N .
Z( 2+ w (s)= 5784 )pe =0 sau, cu o notatie matriciala: W, (s)}-s/ =0 (7)

a=|

Intrucdt spatiul }" are o structurd cuadridimensionald (ﬁ ,¢), V=V, bV, ol UF, pentru
componentele elastice §i cea electrica nefiind impuse conditii la frontiera similare, un mod comod de
definire a unei baze pe }', este de a construi o bazd separata pentru partea elastica §i o alta pentru
potentialul electric. Acest mod de definire a bazei pentru spatiul /", conduce la o structurd de matrice
mai simpld pentru W), . Prin adoptarea unei notatii multiindex pentru numerele « si 3, termenii nuli
in structura elementelor w3 si w5 vor deveni usor vizibili:
a=sm=smmm, s=1.4 m=1.T
B=rn=snn,n,

‘¢

s” cuantificd structura cuadrimensionala a spatiului J',
(ml ,mz,m3) modeleaza structura tridimensionald a domeniului Q
“T” este numarul de aproximare pe o dimensiune a spatiului }',..

Cardinalul bazei &, in functie de aceste dimensiuni este: 47T
Elementele bazei {5"”’} vor fi de forma:
(£1",0,0,0) pentru componenta elastica «, - & ™ baza pentru b
(O,é i"“,0,0) pentru componenta elasticd u, - £ 2” baza pentru .
(0,0,3"0) pentru componenta elastica u, - £ 3™ baza pentru b,
(

0,0,0,& 3™ pentru componenta potentialului electric ¢ - & i baza pentru J,

6 a 5 4 sz vol

+ve e
dx, dx "

86.\‘5} aglrﬁ 86;711 86"1 agsm 854
L V040, 8);—8)@ | ox, 7x, ——0,,0, W(S S,y [+v0,0,,0,, ———=—

J

) S H68.8,. 70 Wer fds + o) [ H (x55,8, 76 W Hs = wia (s

D 34

Aceasta detaliere a constructiei matricii /¥, releva structura de matrice rard a acesteia precum

si transmiterea vizibila a proprietatilor de cuplaj ale fenomenului elastic de cel electric prin
intermediul coeficientilor ve,, , din problema reald (6) formulata in spatiul }” asupra problemei de

aproximare (7) din spatiul }',

Din punctul de vedere al calcului numeric problema este intrutotul comparabild cu metoda
Lagrange, constructia matricii rezolvente ¥, este insd mai directa si facila.
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§ 3.4 Analiza de perturbatie a operatorului electroelastic

In acest paragraf sunt deduse relatiile generale de perturbatie pentru ecuatiile
electroelastice hiperbolice folosind o metoda specifica ecuatiilor clasice de unda
in ipoteza actiunii perturbatiei asupra parametrilor de material Iy si ai celor de
suprafata Is. Este regasita expresia de calcul pentru estimatorul liniar din teoria
Sinha-Tiersten si se construieste in mod explicit cea pentru estimatorul patratic.

In paragraful 1.4 dedicat prezentirii teoriei clasice de perturbatie Tiersten-Sinha, demonstram
incapacitatea practica de a ajunge pe baza acestei metode la expresia estimatorilor de ordin superior
pentru frecventele proprii de vibratie perturbate. Gasirea unui formalism alternativ de descriere a
dinamicii electroelastice, echivalent cu cel clasic in zona vitezelor acustice, care s permitd deducerea
acestor estimatori intr-o maniera cat mai clard $i concisa a fost unul din motivele principale ce au
generat studiul intreprins in acest capitol. In cele ce urmeaza, prezentam rationamentul ce conduce la

constructia estimatorului de ordinul intdi si doi pentru ecuatiile electroelastice hiperbolice,
rationament in care folosim ideea metodei clasice de perturbatie aplicabild in cazul ecuatiilor de unda
uzuale. Diferenta majord ce apare fatd de aceasta situatie este necesitatea utilizdrii §i a operatorulut
electroelastic adjunct §i a functilor sale proprii, aceasta datoritd absentei simetriet in operatorul }"
Pentru a nu incdrca excesiv acest paragraf cu un material matematic ce nu este imediat necesar unei
intelegeri corecte a analizei ce o propunem, vom deduce in finalul paragrafului 4.1 al capitolului de
complemente matematice expresiile estimatorilor liniar §i patratic pentru functionale biliniare eliptice
intr-o forma generala. in cele ce urmeazi ne vom concentra cu precidere asupra prelucrarii si
particularizarii acestor expresti in cazul concret al operatorului electroelastic.

Toate marimile la care vom face referire in cele ce urmeaza sunt reale, inclusiv spatiul Hilbert
[[, (Q)}A al functiilor vectoriale in care vom aplica rezultatele analizei de perturbatie dezvoltatd in
paragraful 4.1. Aceasta supozitie este echivalentd cu ignorarea pierderilor in volumul §i pe suprafata

rezonatorului insa a fost necesard intrucdt teoria construitd in paragraful 4.1 este construitd pentru
functionale biliniare reale.

Sa consideram urmdtoarea problemd de perturbatie asociatd ecuatiei de vectori si valori
proprii (3) din paragraful precedent:

V(“)é ) = l(")é o)
A,E(-])é (R

-

Lo g ;{(p)é(p

(1
A}p)é =g

Superscriptul 0 marcheaza problema originala, neperturbata iar superscriptul p cea perturbata.
Alterarea coeficientilor de material se regéseste in perturbatia operatorului V,

Lr(u)é — a I/ ((1) 8 (p)é L,(p 8
dx, k 9x. * dx,
‘.
(0) (0) (0) ,.,(0) oy P p vy P
VA Vi, YAigs Ve, vay "aU/v vay s velql
0 0 0 0
3O _ ‘agjll ‘ag,iz ‘a§j13 ‘e/E;Z) yo = vay, o ovai,, vai,; veg,
% = © (©) (0) © i ‘
Vs, Vdip,  VAyuy  Ve3 “73,/\-1 va; k2 VQsus Ve,
(0) (o) _ ., (0) () p p p p
—vey, Ve 4 ey VO, —vel, —vef. —vel, voi
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Perturbarea conditiilor pe frontierda impuse campului electroelastic la suprafata solidului
piezoelectric o presupunem a fi parainetrizatd in modificarea functiilor transfer mecanic H] si

electric H°. Topografia suprafetelor de metalizare §i geometria volumului piezoelectric le

consideram a ramane invariante de la starea originala la cea perturbati. Formal, am marcat aceast
perturbatie a parametrilor /s in operatorul de frontierd A4, .

Ecuatiile operatoriale ale valorilor proprii (1) sunt echivalente cu urmitoarele ecuatii
functionale:

O () n)_ 7@ /£0) (PHE() n)= 2 /£ (P
4 (5 ,TI)— A’ <§ ’n>[L:(Q)]‘ 4 (5 vn)_ A’ g <§ ’T’>[L3(Q)]‘ (2)
Vnel” spatiul de definitie al problemei
Functionalele biliniare v (£,77) si v (£,1) sunt definite astfel:

) ) 61 817, (0)854 1, + ) 854 817 8§ 9774 0
) =| Vv -+ e, 3
VO] v 5 xR ox ax, )\ 3x,ax, ox,0x, [ 2

+(p,, )" JW,H”'(" sk m,s +leu) 3 HO()E ). (). [« 5 ds

S. el
L) (98,9, (;»)354 oM, 0| 98:9m 96 dn, | 4
c.m= J o 8 8 dx, dx, o dx, dx, Jdx, dx, ¥ @
+(p, )" [ H xs)é,n,s+(£;,#) > H: (e ).fn). s
S.€ 70

Deducerea relatiilor de estimare ale valorilor proprii A% in functie de cele orginale

A" porneste de la scrierea functionalei v?/E 1) in functie de functionala originala vOE ) siun

parametru real #e (0,1) astfel: v?) = v + Ay

JE dé,dn,  , ~ 98,0n, dé,9n, _dg, In,
A"(é*”)‘LzA""wWmoﬂWJ’AW‘W ox dx, ax ox, | ®)

+(p, )" jm (e.s)m,s +e2u)" SEEZ‘,W{&H"(”) (s)¢. ). jds

Valorile si functiile proprii perturbate sunt descompuse intr-o sumi de puteri ale acestul
parametru A:

AP=29% pA O+ A0+ 4724 ©)
W=y Dy iy s ey 7

Deducerea expresiilor de calcul pentru coeficientii /1(”) si Wﬁ"), n=12..., in functie de

marimile presupuse cunoscute in problema, /1(“) ( ) modificarile parametrilor de material §i cei ai

conditiilor pe frontierd, urmeaza pasii unel metode binecunoscute in teoria perturbatiei aplicata
operatorilor autoadjuncti cu invers compact. Intrucat ﬁmctlonalele v nu sunt simetrice este necesar

insd s& recurgem si la functiile proprii functionalei adjuncte v )'(éj,n)= (”)(n,é) (valorile proprii sunt
comune):

)= 20 ) ®
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intre aceste functii si cele ale functionalei originale v(")(y/f”),n) existand o relatie de biortogonalitate
strict necesara dezvoltarii teoriei de perturbatie: < v, wj‘”')hz(n)r =0,

Asa cum aminteam in inceputul paragrafului vom prezenta in detaliu aceasta metoda de
perturbatie pentru functionalele biliniare si eliptice in paragraful 4.1 al capitolului de complemente
matematice, in cele ce urmeaza preluim doar rezultatele teoretice generale si le particularizam pentru
functionala v.

Estimatorul de ordinul unu si cel de ordinul doi al problemei de perturbatie enuntate au
urmatoarele expresit:

A0= Avly )y ) ©)
. Av(w(") l/f (¢ )Av(y/("),w(")' )
A (J~)= ; lk(o)__ A Eo) - (10)
* ,l 3

Argumentul major in utilitatea practica a acestor relatii il constituie posibilitatea aflarii foarte
usoare a functiilor proprii adjuncte u/f”)' in functie de functiile proprii u/fo). Cele ce urmeaza vor
lamuri aceastd chestiune.

Sa scriem desfasurat functionala adjuncta:

v Em= v ({.€)

v Em=] va

9§, 9n, 0 95:9M | _95.91m, 9§ In,
,/./ Vo , +ve, +
" dx, dx, " dx, dx; | dx,dx, dx, dx,

+(p )1 H,’,”(“ (x.s¥m,s +(£3,/.t) ZH“(“ )(ij J'ds

}..;:r S, Ezmel

Q+ (11)

{O)*

Ecuatiei functionale v(“)“(wj ,n)= 2.(1‘.’)<u/3”)',77>[ﬁ(m], ii corespunde urmitorul sistem de

ecuatii:
I‘r(())’ — l((l) (o)
it (12)
Au(w(n)‘)z 0
J J

Pentru a sesiza cu usurintd modificarile ce apar in méarimile adjuncte fatd de cele originale le
scriem aldturat pe ambele:

po |9 w9 por [ 9 por 9
! 8x] K dx, ! 8x * ox,
(0) (0) (0) (0) (@) (u) ®) ()
V@i Vo Vg Ve, Va o VA VA T Ve
(0) (0) (0) (0) (©) (©) ©) ., (0)
L) Vay 4 Vaypa Vg Ve, o Vay ) Vay i, Vs, T Ve
= (0 (0) (0) (0) Jk ©) () ©) (0)
YAy Vyp,  VQyps Ve, ‘a’i/kl YAy VAyps  —Veus
(0) (0) ., (0) (0) ®) ) o ©) (0)
—Vey, —Veu, —Veyy VO, Vel veys  vey; Vo, )
) ) .. .. 0 0 ) 0 0
Acesti operatori provin din relatiille: —7, ,—D,  respectiv: —7:, , D
ax 8 axj ax
7;1 =Cu Sy~ € I, Tu =Cy S, + €4, E,
[)J = el"'S'k + 81/" f;/‘ Dj = _e_/lﬂ Sln +£jk Ek
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Relatiile pe frontiera (le vom sgrie pentru un regim armonic permanent de pulsatie s; acestea
sunt formal identice insa in variabilele specifice fiecdrui caz in parte:

Campul elastic:

27 = {S'm ell,q

(Tu”JX :O} ’(Tu.";}s =0

2= {s eI qlu,; = o} Ns, =0

Ta € nfrn

T,(on(x), + H7(x,s)u,(x,5)=0 T, (x)n(x), + H7 (x,8)u; (x,5)=0
Cdampul electric:

o =98,ell 4 =0 b =0

|55 15,

25 —{s el ,q } . s =

S =is.ell ,,Qlcb +q.0(C.)=0} ] +H:gl()=0
q, = -—L[).nds q. = —J;/ﬁ)* s
) —{s € frildg, _o} ¢7ls, =0
Sy = {SJ e _ﬁ‘Q‘ D7, = o} D', =0

Motivul pentru care am detaliat si conditiile pe frontierd este de a face vizibil in mod explicit
acelast spatiu de definitie }” comun atdt functionalei v cat si v Acesta este un subspatiu al

spatiului Sobolev [H ‘(Q)]'1 cu proprietatea suplimentara ci functiile lui se comportd pe frontierd
asifel: 37 =15, € T g, =0}, T3 —{5 €M ,o®, =o} si 3 =15, e #9lo, =0

Aceasta proprietate impreund cu forma particulara a matricilor }’, ne permite sd demonstram
urmatoarea propozitie.

Propozitie

Daci l,l/E“)=(II,,¢)J. este o functie proprie a functionalei v’(¢,1) atunci functiile proprii ale
functionalei adjuncte v*” (€,77) sunt de forma I/IE”)' =, ~¢ )J.

Demonstratia este imediata.

Sa presupunem indeplinita relatia v(”)(l;lin),n)= lﬂ‘”(wi"),n)[ @) vn=0.1,1,.1,)eV

Forma particulara a functionalei v face ca pentru 0" =(@,n,.7,,-1, Jel”, relatia
pl )'(\//;") ) /1(“ < “rn >[ @) sa fie echivalenta cu relatia presupusa adevaratd. Cum functia 7]

a fost aleasa arbitrar propozitia este demonstrata.
[ J

Cu aceastda determinare a functiilor proprii functionalei adjunctei, estimatorii liniar i cel
patratic vor avea urmatoarele expresii:
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A 5‘): A\)(win)’w oy )

AV A AV 3 Ay ‘v
A0=[ Ava,, iy I, Ave, 0" i LA B ‘a¢ 9" 40+
Q dx, dx, "l dx, dx, dx, dx, ° dx, dx,
+lj_mAH,( iVt ds
p o E usevmr

Am notat cu ~ functiile transformate: u= \/E u d; = em\/ﬁ ¢. Pentru variabilele originale
(1, ,¢) regasim relatia de perturbatie liniara obtinuti in teoria Sinha-Tiersten.

A0=[ B, SO S - bey, (EY SO + 50 EOY ) Ae  EOY EPY a0+ + o A (Y0 ds
= . AG™ oY o [ds - (13)

SEeXy
Pentru estimatorul de ordinul doi se deduce urmatoarea expresie:
102 Z ( vy )Av ("’i wr)

(') ©)
= 1 - ¢

v

2 1 Ul i) 0 0 0 { 0 ~{(
10=% s [ Ac,, SI¥SEE_ A, (ECY §0% £ SOV EOR)_pe  ECY EPAQ +
x=v

+ o A (Y u M ds = 3 AG™ 01 0 [ds (14)
2 S.eLy

Expresia corectiei de ordinul doi (14) pentru valorile proprii perturbate nu era disponibila,
dupé cunostiinta autorului, pentru cazul general tridimensional al ecuatiilor ce modeleazd dinamica
electroelastica in solidul piezoelectric. Teoria prezentatd in paragraful 4.1 poate fi extinsa pentru a
furniza si estimatorul de ordinul 3, expresia acestuia este disponibild pentru functionale biliniare
eliptice §1 simetrice [30] sau [38] insa pentru cazul specific al ecuatiilor piezoelectrice acesta ar
ramane credem, un rezultat teoretic, fiind foarte greu de aplicat.

Doud observatii se impun la sfarsitul acestui paragraf. Prima este legatd de dificultatea
utilizdrii relatiei estimatorului patratic pentru cazul general tridimensional al problemelor de
rezonanta piezoelectrica cel putin pentru capacitatea de calcul numeric actuald. Motivul este usor

vizibil si il constituie necesitatea afldrii functiilor proprii l//f“) teoretic pentru toate modurile posibile,
practic pentru cele decelabile in spatiul aproximant }°, finit dimensional pe care se proiecteazad

problema generala si apoi calculul expresiei (14). Pentru cazul unidimensional problema este
abordabila din punct de vedere computational insa irelevantd intrucdt pentru aproximatia
unidimensionald exista solutii analitice pentru vibratiile electroelastice.

Cea de a doua observatie subliniaza rolul formei functiilor proprii conjugate l,l/fo)u = (, ,—¢)/ :

. 9 < - . .. 0
O analiza atentd sugereaza de ce a fost necesara inmultirea cu -1 a relatiei —D, =0 pentru

X,

deducerea relatiei de perturbatie plecand de la formula de reciprocitate a ecuatiilor piezoelectrice
clasice; s-a ajuns astfel la o forma a ecuatiei electroelastice clasice similara celei adjuncte din acest
paragraf. O situatie intrutotul similard apare in deducerea functionalei Lagrange.
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83.5 Concluai

In paragraful de inceput al acestui capitol descriam motivele ce au condus la studiul efectuat
in aceastd parte finala a tezei si prezentam usurinta intelegerii matematice ce ar decurge din
reformularea ecuatiilor ce modeleazd dinamica electroelastica in solidul piezoelectric intr-o forma
compatibila cu ecuatia abstractd a undelor stationare ¥ = Ly cu L un operator autoadjunct cu invers

compact. Daca este posibila o astfel de reformulare raimane o intrebare deschisa. Sistemul de ecuatii
hiperbolice In necunoscutele (u,,¢) la care am ajuns in urma rationamentului expus in paragrafele

32 st 3.3 a avut ca idee de pornire gasirea unui compromis intre a nu neglija complet cuplajul
elasto-electromagnetic si a ajunge totusi printr-o serie de aproximatii fizice rezonabile la un sistem
de ecuatii comprehensibil matematic §1 compatibil cu conditiile pe frontierd uzuale. S-a ajuns pe
aceste considerente la un sistem ce are expresia abstracta {/ =}y cu V un operator eliptic cu invers

compact caruia i lipseste ins@ proprietatea de simetrie. Sa reamintim etapele principale ce au condus
la definirea si validarea acestui model de studiu pentru vitezele electroelastice din domeniul acustic:

a) au fost formulate ecuatiile cuplate elasto-electromagnetice in solidul piezoelectric in
variabilele#,, 4 (potentialul magnetic vector) 51 ¢.

b) prin renuntarea la cuplajul dintre partea magnetica si cea elasticd s-a ajuns la sistemul de ecuatii
electroelastice hiperbolice

c) s-a demonstrat echivalenta pani la o diferentd neglijabila a vitezelor de unda, din domeniul
acustic, prezise de acest sistem si cel clasic.

Revenind la absenta simetriei in operatorul de undi V ea se datoreaza fenomenului
piezoelectric acesta doar cupland campul elastic si cel electric. Prin intermediul lui, cele doua
campuri schimba dinamic energie intre ele. Nu excludem insi posibilitatea ca, apeland la o
schimbare de variabild, operatorul V sia poatd fi simetrizat. O astfel de simetrizare ar rnidica
incertitudinea ce existd asupra generarii sau nu a unei multimi de functii densa in spatiul de definitie
al problemei de catre setul de vectori proprii operatorului V. Amintim cd o astfel de incertitudine
face ca atat teoria de perturbatie clasicd dezvoltatd de Sinha §i Tiersten cdt §i cea propusa in
paragraful 3.4 pentru sistemul ecuatiilor electroelastice hiperbolice si fie riguros valabile doar in
ipoteza in care vectorii proprii perturbati se afla in subspatiul liniar generat de vectorii proprii ai
ecuatiei originale.

Alaturi de o certd usurintd teoretica a analizei solutiilor electroelastice in domeniul timp
pentru acest sistem de ecuatii hiperbolice vis a-vis de cazul clasic, proprietatile operatorului V si ale
functionalei sale asociate permit calculul numeric al spectrului de vibratie prin metoda clasica
Galerkin. Efortul computational este similar celui necesar in situatia utilizdrii functionalei de tip
Lagrange. Pe aceasta cale este oferit un instrument teoretic de analiza spectrala alternativ singurei
metode riguroase existente pand in prezent. Teoria de perturbatie construitd pe baza acestei
functionale este similard celei dezvoltate pentru functionalele eliptice §i simetrice corespunzatoare
operatorilor clasici de undd ea permitand deducerea practici a estimatorilor pentru frecventele
proprii alterate de ordin superior celui liniar. In acest sens, in paragraful 3.4 a fost dedusi expresia
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concretd pentru estimatorul patratic, iar cea pentru estimatorul liniar s-a demonstrat a fi identicd cu

cea cunoscuta din teona Sinha-Tierstemn.

Vom sintetiza rezultatele obtinute prin teoria ecuatiilor piezoelectrice hiperbolice in

comparatie cu cea clasicd §i cea a ecuatiilor de unda clasice in urmatorul tabel.

Proprietiti Ecuatiile Ecuatiile piezoelectrice Ecuatia clasica a
piezoelectrice clasice hiperbolice undelor elastice
sau
electromagnetice
Teorema de existentd nu da da
a solutiilor
Teorema de unicitate da da da

a solutiilor

Operatorul de unda
M™'L

M nu este inversabil

Continuu, eliptic, invers
compact

Autoadjunct cu
invers compact

Spectrul

Infinit numarabil

Infinit numarabil

Infinit numarabil

Functiile proprii
operatorului de unda

Existd ortogonalitate
intre componentele
campului elastic;
completitudine incerta

Nu existd ortogonalitate;
existd biortogonalitate cu
functiile proprii
operatorului adjunct;
completitudine incertd

Exista
ortogonalitate si
completitudine

in final, doui

modalitate de a trata proprietatea inerenta de asimetrie a cdmpului piezoelectric. Cea de a doua
subliniazd dificultatea utilizarii relatiei estimatorului patratic pentru cazul general tridimensional al

observatii importante se impun referitoare la estimatorii de perturbatie
construiti pe baza acestei teorii. Prima se referd la rolul operatorului de unda adjunct V" in aceasta
teorie de estimare spectrala si a formei functiilor proprii conjugate l//E.”)' =(u,,,—¢)] ca unicd

problemelor de rezonantd piezoelectricd cel putin pentru capacitatea de calcul numeric actuala.

Motivul este usor vizibil si il constituie necesitatea aflarii functiilor proprii ¥, teoretic pentru toate

modurile posibile, practic pentru cele decelabile in spatiul aproximant finit dimensional pe care se

proiecteazd problema generala.
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Capitolul 4 Complemente Matematice

Aceasta ultima parte a lucrarii grupeaza o serie de demonstratii si notiuni
matematice ce au un caracter colateral subiectului tezei insa au fost folosite ca si
rezultate intermediare pe parcursul celor trei capitole anterioare. Este vorba de
echivalarea sistemelor de ecuatii eliptice cu o ecuatie variationald, existenta si
unicitatea solutiei ecuatiei piezoelectrice liniare stationare, teoria de perturbatie
pentru functionalele biliniare eliptice si un studiu asupra solutiilor ecuatiei
piezoelectrice stationare neliniare de tip patratic. Toate aceste subiecte, cu
exceptia celui dedicat ecuatiei neliniare, exista intr-o forma mai mult sau mai
putin apropiata in referintele de bibliografie matematica citate, efortul si atentia
autorului fiind indreptate spre a le modifica si adapta cazului specific al ecuatiilor
piezoelectrice. Analiza ecuatiei stationare neliniare reprezinta o exceptie si este un
studiu pe care autorul nu l-a gasit in literatura de specialitate, studiu ce il
consideram util intrucat ofera limita maxima a energiei campului elastic si electric
impus pe frontiera solidului piezoelectric pentru care existd o solutie unica a
ecuatiei si deci aproximatia cubica a energiei poate fi folosita.
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§ 4.1 Ecuatii eliptice abstracte

Prezentam principalele rezultate in ceea ce priveste existenta si unicitatea
solutiilor pentru sistemele de ecuatii eliptice pe spatii Hilbert. Acestea reprezinta
o abstractizare a ecuatiilor de valori proprii din teoria elasticitatii liniare, a celei
electromagnetice sau piezoelectrice, sisteme ce pot fi echivalate cu ecuatii
variationale in care intervine o functionala biliniara continua si eliptica. In final,
ne vom referi la caracterizarea spectrala a acestor functionale si prezentam
teoria de perturbatie asociata acestora, ducand analiza pana la deducerea
estimatorilor de ordinul intai i doi pentru valorile proprii perturbate.

Cele ce urmeaza reprezinta ipoteze pentru teorema lui Green generalizatd. Aceastd teorema
ne va permite definirea riguroasd a operatorilor eliptici abstracti ce inglobeazd atdt ecuatiile in
volum cat si cele pe suprafata de frontierd pentru modelele de studiu ale rezonantei elastice,
electromagnetice sau piezoelectrice.

Fie " si H doua spatii Hilbert astfel incat:

e aplicatia injectiva canonicd }J' — H este continud

o [|'estedensin H

O consecinti a acestor proprietati este urmatoarea triada Hilbert: ' c H= H'c}”

Fie y:V — B o aplicatie liniard, continuad si surjectiva definitd pe }” cu valori intr-un spatiu Hilbert B
astfel incat:

d Ker{y } =}, , V, <V unsubspatiu inchis al lut 1", V,dens in H

e aplicatia definita pe spatiul cat y :VVO — B pastreazd norma " "%0 = “ "B

Intre spatiile 1/, si H se poate stabili deasemenea o triada Hilbert: }, c H= H'c V'

Fie a(u,v):} x¥ — Co functionali sesquiliniar §i continua.
def
Se defineste (Aﬂu , v> =alu,v) VeV, 4, :D(Ao)—> H cu

D(AO) = {u eV a(u,v)l <KM, .Wve VO}
Explicatie: a(u,v)cu v el pentru un u e} arbitrar ales este o functionald ce apartine lui 7.
Din intreg spatiul de definitie }” pentru u se selecteazd doar aceia pentru care a(u,v) € H'. Aceastd

selectare se rezuma la continuitatea functionalei a(u,v) in raport cu norma spatiului A liniaritatea
fiind implicitd In aceastd situatie, a(x,) se identifica Riesz cu un element A4ue H. Legatura

4 Ce
u> Ao este liniara.

T; Teorema lui Green generalizatd
in ipotezele ce au fost facute pentru un u € D(4, ) arbitrar ales are loc egalitatea:
a(u,v) = (Agu . v) = ()yv) Vvel ,aplicatia 9 :D, —» B fiind liniara.

Demonstratia teoremei este data in [49] pag. 135
[ ]
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Aceastd teorema este utilizatd pentru a demonstra o teorema de echivalare a unei ecuatii
eliptice abstracte avand conditii pe frontierd variationale cu o ecuatie functionala.

Fie b(x,y):BxB—aC sesquiliniara §i continud. Se defineste operatorul liniar si

continuu 3(x):B — B', ﬁ(x)(y)d;fb(x,y) VyeB.

P; Propozitie

Presupunem ca existd si este unica solutia ecuatiei eliptice abstracte:
Au=f feH
8(11)+ﬁ(yu)=g ge B

Atunci aceastd solutie indeplineste si ecuatia functionala:

a(u,v)+b(yu,‘yv)= (f,v>+ g(yv) VveV

Demonstratie

<A0u,v> =(/.v) pentru un v € V" arbitrar ales

Relatia d(u)(x)+ B(y u)(x)= g(x) scrisd pentru un x=yv §i tindnd cont de modul de definire al
operatorului 8 devine: 9 (u)(y v) +b (y u,y u) = g(y v) :

Prin sumarea celor doud egalitdti se obtine ecuatia functionala:

a(u,v)+b(y u,y v) = (f, v>+ g(}/ v) Vvel

Observatie: daca exista, solutia ecuatiei eliptice abstracte apartine domeniului D(Ao)

P; Propozitie
Presupunem ci solutia ecuatiei functionale exista, este unica si apartine domeniului D(AO).
a(u,v)+h(}' u,y v) = <f,v>+ g(y v) Vvel iar ue D(AO)
Atunci aceastd solutie este solutie §i pentru ecuatia eliptica abstracta:
Au=f feH
o) +Blyu)=g geB

Demonstratie
Pentru Vv eV, ecuatia functionala devine:

a(u,v)=(f,v) 4:(» )(Aou—f,V>=0=> Ayu = f intrucét } este dens in H
ue D{ Ay

Prin inlocuirea ultimei egalitati in ecuatia functionald se obtine:

alu,v)- <A0u,v>+ b(y u,y v) = g(y v) Vvel

dw(yv)+b(yu.yu)=glyv)

Intrucat aplicatia y este surjectiva la parcurgerea spatiului " cu variabila v se acoperd in intregime

spatiul B. Aceasta observatie permite scrierea egalitdtii functionale anterioare sub forma
operatoriala:

dw)+PB(yuy=g
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P; Propozitie .
O conditie necesara si suficienta ca solufia ecuatiei functionale (dacd existd):

a(u,v)+h(yu,yv)=(fv)+glyv) YveV sa apartina domeniului D(4°)c D(4,) (operatorul A°este
definit in cursul demonstratiei) este ca g =0

Demonstratie
. g=0=>ue D(A°)

alu,v)+b(yu,yv)= ( S/ ,v> V vel” Existenta unei solutii pentru aceastd ecuatie implicd apartenenta
functionalei a(u, )+b(yu,)e H' .

Intrucat aplicatia y a fost presupusi a fi continud, functionala b(x, y) este continua i pe ¥V xV

Iy o, < &,

b(yuyv)< Clyal Wil < K2C,ld, M,

a .. ] def e e o . ;
In consecintd functionala: a*(u,v) = a(u,v)+b(y u,yv) este sesquiliniara si continua pe V' xV’.
Se definesc operatorii:

def

<A°u , v) a“(u,v) Vvel, A :D(AC)—> H cu

I)(Ac) = {u € V| Iac(u,v)l <K, M, . vve V}
<A§u ,v)d;[a‘(u,v) Vvel’, 4; :D(Ag)—a H cu D(Aé):{ueVl lac(u,v)‘< Kf{ ||v|IH ,‘v’veVO}

Relatia |a*(u,v)| < K IV, este adeviratd pentru Vv eV deci implicit si pentru 1, = D(A°) < D(4;)
Intruct a¢(u,v) = a(u,v) Vvel, = AS = A, sideci = D(A°)c D(4,)

1. 1461)(AC):>gEO

Pentru « € I A°) ecuatia functionald a(u,v)+b(yu,yv)={/v)+g(yv) are forma echivalenta:

(Acu,v) =<f,v>+g(y v). Aceasta egalitate ar implica apartenenta funcgionalei(goy ):V —Cla H' -
dar: functionala (goy )e ¥, este identic nula pe ¥, si H'c V. in consecinta g=0.

Propozitiile Py, P2, P3 demonstreaza teorema urmatoare:

T; Teorema

Din punct de vedere al existentei §i unicitatii solutiilor ecuatia eliptica abstracta
Au=f feH

{a(u) + B(yu) =0

este echivalentd cu ecuatia functionala:

a(u.v)+h(’yu,yv) = (fv> Vvel

Lema urmatoare oferd o conditie suficientd de existentd si unicitate a solutiilor pentru ecuatia
functionala a(u,v)+b(yu,y v): <f,v> VveV
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L; Lema Lax-Milgram
O conditie suficienta pentru existenta $I unicitatea solutiei ecuatiei functionale:

a“(u,v)= (f,v) feH, VeV
este ca functionala a°(x,v):}" x}" — C biliniara si continua sa fie coercitiva pe V-
|a°(u.u)| > C:,‘"|u|[,,2, Yuel .

O demonstratie a acestei leme se gaseste in [49] sau [24].
[

Cursul demonstratiei acestei teoreme conduce la o serie de rezultate importante referitoare la
caracterizarea operatorilor 4, si A° definiti anterior.

i D(4°)estedensin H
ii. Rg(A’)=H

iii. (A‘)_l este continuu.

Urmatoarea propozitie stabileste o conditie suficientd de identificare a operatorului 4° cu
restrictia operatorului 4;la domeniul D(A)={ue D(Ao)l 8u+[3(yu)=0}_

P4 Propozitie

Dacd functionala a°(u,v):}"x} — C biliniard si continud este coercitivd pe } atunci A° = 4

operatorul A fiind restrictia operatorului 4,la domeniul X 4) = {u € D(Ao)l du+ ﬁ(y u) = 0}

Demonstratie

) e u= Au u,v) = Au,v

1. Egalitatile {AO = <A° > ( > Vvel’ suntadevirate Vue D(A).
a(ll)+ﬁ(71‘)=0 (9(14)(yv)+b(yu,yv)=0

Prin sumarea lor se obtine: a°(u,v) = {Au,v)

Aceasta ultimi egalitate implicd: a‘(u,) € H' & a(u,v) = (A‘u,v).

In consecintd: A° = A pentru D(A4)c D(A‘)

ii. Pentru u e [ 4°) lema Lax-Milgram asigurd o corespondenti biunivoci intre domeniul D{4°) si
H prin operatorul A“: Au=f,feH

Teorema de echivalare T stabileste urmatoarea implicatie:

Au=f . : L :
Au= = { & Au= f Aceastd ultimi relatie conduce la identificarea operatorilor

(9(1()+[3(}’u)=0
A si A°pe domeniul D{4°) < D(A4).

Propozitia P4 demonstreaza urmétorul corolar:

C, Corolar
Pentru o functionald a°(s,v):}" x}" — C biliniard, continud §i coercitiva pe }” existd echivalenta intre
ecuatiile:

A+ Xu=f
9(11)+ﬁ(yu)=

pentru /e Hsi X :D(X) < D(A) — H un operator oarecare.

< Au+ Xu= [ Sl Au+ Xu= fea(u,y) +(Xu,v> = (f,v) YveVlV

142

BUPT



Un studiu detaliat, pentru cazul ecuatiilor piezoelectrice, se va face pe parcursul paragrafelor ce
urmeaza in cazurile particulare 1 i 2:

1. X =0 - situatia va corespunde ecuatiilor piezoelectrice liniare stationare
2. X un operator neliniar ce provine din partea cubici a energiei piezoelectrice:
def ] . e e o . .
(xuv) = x(u,u,v) YveV, cu x(uv,w)¥ x}x¥ — R functionali liniari si continui pe
I} x}"; in aceasta situatie operatorul de frontiera ,B(y u) va fi considerat nul.
3 X=-

wn(a) » J =0, ceea ce corespunde analizei spectrale pentru operatorul A

In ceea ce priveste caracterizarea spectrald a operatorului 4 ce provine din ecuatiile
piezoelectrice hiperbolice am indicat in paragraful 3.3 metoda de calcul asociata acestei probleme.
Cele doua teoreme ce le prezentam in continuare oferd o imagine calitativd asupra valorilor si
vectorilor proprii operatorului 4 fard a face apel la aproximarea lor printr-o desfasurare numerica.

T, Teorema de caracterizare spectrald a operatorilor compacti (Riesz-Schauder)

Fie § un operator compact definit pe spatiul Hilbert H. Atunci:

1. Spectrul operatorului S, o(S) este finit sau numarabil, O apartine lui o (S) si este singurul punct
de acumulare al spectrului

ii. Dacd pe o(S)~-{0}atunci ordinul de multiplicitate al valorii proprii ueste finit; Rg(S— /) este
inchis st de dimensiune egald cu ordinul de multiplicate al lui u

O demonstratie a acestei teoreme se gaseste in [48] paginile 79-80.
[ J

Un caz remarcabil, din punct de vedere al spectrului operatorului S, apare atunci cind acesta este
autoadjunct.

T. Teorema de caracterizare a operatorilor compacti, autoadjuncti

Fie § un operator compact, autoadjunct definit pe spatiul Hilbert H. Atunci

1. Spectrul operatorului S, o(S)este finit sau numarabil; O apartine lui ¢ (S) si este singurul punct
de acumulare al spectrului

ii. Daci pe o (S)-{0}atunci ordinul de multiplicitate al valorii proprii u este finit; Rg(S— 1) este
inchis si de dimensiune egala cu ordinul de multiplicate al lui u

. w=o@ w, este dens in H
k=0

cu W; subspatiul invariant atasat valorii proprii g, .
Demonstratia se gdseste in [6], pag. 100

o

In cazul unui operator ce provine dintr-o functionald biliniara, continui si eliptica dar nu si
simetrica, nu avem certitudinea cad multimea combinatiilor liniare construite pe setul vectorilor
proprii este densa in spatiul }. Aceastd consecinta ce apare prin compararea celor doud teoreme face
ca dezvoltarea teoriei de perturbatie ce o propunem in continuare pentru functionalele
a(&.n):1"x}" — R biliniare, continue si eliptice pe spatiul de definitie sa fie riguroasi doar pentru
vectoril proprii perturbati ce se afla in multimea combinatiilor liniare generata de vectorii proprii
functionalet originale. Cursul expunerii urmeaza etapele metodei clasice de constructie a
estimatorilor polinomiali pentru vectorii §1 valorile proprii specifict functionalelor simetrice; acesta
este cazul obignuit pentru ecuatiile cdmpului elastic sau electromagnetic. Absenta simetriet, cu
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ipoteza suplimentard enuntatd mai sus, va implica recurgerea la vectorii proprii functionalei
adjuncte, intre acestia i cei ai functionalei originale existand o relatie de biortogonalitate. Sa
presupunem in continuare doud sisteme de ecuatii abstracte ce indeplinesc ambele conditiile
corolarului C/. Valorile proprii ale acestor ecuatii sunt apropiate in masura in care si putem
presupune cd unul dintre acestea descrie o situatie fizica originala iar celilalt o usoara perturbatie a

acestela. Marimile sistemului original convenim sd le marcam cu superscriptul (0) iar cele ale
sistemului perturbat (p).

{A},"’g =2 0¢ {A(f”)é — l(”)é

(1)
90 (5)+p (15) 0 9+ B (r8)=0

Ambele sisteme pot fi echivalate cu ecuatia variationald asociata. Pentru a ramane concisi,
nu mai marcam cazul original (0) sau cel perturbat (p), ele fiind formal intrutotul identice:

a“(€.n)=alg.n)+b(y€, ) )

Operatorii ce se definesc plecand de la functionala a°(£,7n) si de la functionala adjunctd

a“ (€.,n)=a’(n,&) sunt urmatorii:

a*(E.n)=(AEn) a”(€.n)=(4"¢n) (3)
Problema de valori proprii (1) poate fi exprimata astfel:

Ay, =4y, sau ac(u/j,n)zlj>u/1,n<\7ne 2 4)
Similar, poate fi formulatd problema de valori asociata functionalei adjuncte:

ATy = Ay, sau a” (u/;,n)= l}(w;,n> Vnel” (5)

Intrucat functionala a‘nu este simetrica, setul de functii proprii ¥ ,nu este ortogonal, o

proprietate de biortogonalitate apare cu setul de functii proprii functionalei adjuncte.
(4w, Y =A (v, w))=(v, 47w )= A v, v )=y, vi) =6, (6)

Sa presupunem in continuare cd functionala perturbatd depinde de cea originald dupd@ cum
urmeaza.

a,&.n)=a;€n)+hra‘(En)cu he (01) (7

iar functiile si valorile proprii ¥ (h), A ; (h) admit o aproximare oricit de bund prin o dezvoltare in
serie de puteri a parametrului mic A.

Ar=2% pA O A0 a0y (8)
yr=y" +h1//(1')+h y/(J)+...+h"’q/j 9)

Inlocuirea acestor relatii in (7) conduce la urmatoarele egalititi:
Ordinul zero: af, (wﬁn) N ) =2 (.°’<u/f.°) ,n>
Ordinul 1:  af,lwn)+ Aa* b ®m )= 20w m) + 10y " 1)
Ordinul 2: a‘(,)(l;/j“ ,n)+ At (W(‘) 77) /1(“ <l// >+/1(' < >+/1( <l;/(” T]>
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s = : 0,0
O prelucrare algebrica simpla a-acestora conduce la gasirea valorilor pentru A7/, y;
dupd cum urmeaza:

Perturbatia de ordinul 1:
(\) ZC(;)VG(O)
J

Se alege 1 =y
et )= AT ) A )
.

iar de aici:
AD = Agfy @y @) (10)
Sealege n=y" [+

ZC;A ag) (‘»"A“ ((])‘)"'Aa (‘an)"/’z(oy) ’1(1)2 Slk)<u’k "Vl(n)*>

k
o_ Ay )

(’Jl - A(j”) 150 (11)
Perturbatia de ordinul 2:
n=y"r
aiy O w T o aa )= 20y Dy )+ A0y O Wf")*>+/1”( v
AP=q (u,(n) w o )- /1(‘)<!V(‘) oy > ch)[Aa( 0y r )- Aa® u)*XW(u) (o)
{©) . () u (n

() _ (ll/ Wy )Aﬂ (% : )
z —Z 70 (12)

si /'L(f)
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§4.2 Ecuatia piezoelectrica stationari liniari

Acest paragraf prezinta o derhonstratie a teoremei de existenta si unicitate a

solutiei pentru ecuatia piezoelectrica stationara liniara cu conditii pe frontiera

variationale. Cursul expunerii urmeaza urmatoarele puncte:

e Ecuatia piezoelectrica stationara liniara - forma concreta

e Conditiile pe frontiera

e Ecuatia piezoelectrica liniara - forma abstracta

e Existenta si unicitatea solutiei pentru ecuatia functionala piezoelectrica
liniara

e Metoda numerica de calcul a campului electroelastic stationar

Ecuatia piezoelectrica stationara liniara - forma concreta:

Vom porni de la sistemul de ecuatii ce descriu echilibrul electroelastic in solidul piezoelectric.

% du, 29
- — 1t - — =0
dx, c”“o“?xk Co dx,
ﬁ J J L) v
"
—i = —+ =0
ox, | ox, TFax,

. . A . - o - 1 .
Tensorii de material ¢, ,e,; €, i consideram a fi functii reale de clasa (" pe domeniul

Q e R’ marginit, conex, cu frontiera fQ regulata.

Conditiile pe frontiera:

Fie I1,, = {S ; € frQ | US; = er} o partitie a suprafetei de frontierd a domeniului.
Jr

Precizari:
e valorile impuse poartd un superscript “bara”, de exemplu: @, i,
e apartenenta unei marimi de frontierd la o suprafatd S, e Il,, se marcheazi cu un subscript

superior, de exemplu: @'

Cdmpul elastic:

z;wc _ {Svm c nﬁg = 7_‘,”' } cu T—,'"; S, — R functii continue

(7, )S

m

" S . o
2 = {S',, eIl qlu,, =u"fcuu, .S, — R functie continui
e €Mlgg
I (on(x), +k, (o, (x, 1) =M, (x) cu Mk, 27 — R functii continue

k,(x) este o matrice simetrica i pozitiv definita
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Campul electric:
Zmel = {S" (3 nf’ﬂl(bb‘. = (D' (S R}

zgel —_ {Sp [= nﬁﬂ (D|SP = 6’}

Soe = {S, S nﬁg‘ [, Ditcs = —a'}

2:;;;' = {8'6 € Hﬁg' C<D+q”(1)(('_')c = l_'c} unde ¢° = —LDﬁds , °eR siC >0

T = {S’,‘_ € g, =5"} ¢":S, = R o functie continua

e = {Sj p ﬁ“Q‘_ D'ﬁ|s. = 51} 0’.§, = R o functie continud

Precizarea conditiilor pe frontiera domeniului € pentru campul electroelastic conduce la
delimitarea urmatoarelor suprafete:

DTEUXEURTE = frQd. - campul elastic
SrUR® = frQ - cAmpul electric
cu Zmel — zr;er Uz;net Uz:g $1 Edle - zjie Uzj‘e

Ecuatia piezoelectrica stationara liniara - forma abstracta

Spatiile Hilbert abstracte A, I’ },, B din paragraful precedent le particularizim pentru
ecuatia concretd asfel:

H={1Q)]
Vo= {é € [HI(Q)]4 l y ii

Vo=[a@]", B=[r" ()]
Operatrul 7 :V — B se identificd cu aplicatia de urma pentru spatiul Sobolev [H l(Q)rpe

spatiul }" Astfel definite spatiile Hilbert si aplicatia y indeplinesc conditiile teoremei Green

generalizate prezentate in paragraful anterior. Pentru domeniul € considerat teorema de
scufundare Sobolev [21] asigura compacitatea aplicatiei injective }” — H.

Operatorul 4, {H2(Q)]" = D(4,) = [12(Q)]" este definit in modul urmitor:

s =0, Y@l ppu5u=0,79

)= h;eR arbitrare}

S elzpm v

A@:(; L, j )5 vée|H Q) (2)
X; X,
€k Clik2 Criks  Cr
_ C ki Caz  C2u3 Ciz
R Cy ikl C3 k2 Cips €43
€ TCur TC€uy £

Aplicatiile d :D, = B' si ﬁ(yé‘):B — B', ge B nu le scriem In mod explicit, ele se
identifica cu usurintd direct din conditiile pe frontierd. Se obtine astfel o forma abstracta a ecuatiei
identica cu cea analizata in paragraful precedent.
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2(£)+p(rE)=g geB ®

Pentru a evita situatia conditillor pe frontiera neomogene efectudm o schimbare de

{A(,é =f feH

variabila aditivi cu o functie de omogenizare 0:& = 5 +0 VéeV oe D(Ao) astfel incat:
d(o)+ B(y 0) = g . Se obtine astfel:

Af=f feH

{8 )+ Bl¢)=

cu notatia f = f — A0 (4)

Teorema de existenta si unicitate a solutiei pentru ecuatia functionald piezoelectricd liniard

Paragraful precedent a demonstrat echivalenta acestui tip de ecuatie cu ecuatia functionala
a*(€.n)=alG.n)+b(yé,ym)=(f.m), V=0 v,,v,,w)e V.
Forma concreta a functionalei a‘(&,7n)in cazul studiat devine:

o, v 09 oy ¢ dv, Ju Oy
+€ +e ' Q
a*&m= J" P L OX, " dx,dx, dx, dx, 3x}8xk ’
+ er(cU“ —e,, E n )uds +J ( ek,,é,, )I‘_st
diui, dv, 99 Jy d¢ dv.  du Jdy
+e, - Q 5
@& m= J P L 0x, T dx, dx, e"'[ax dx, dx, dx, T ©)

- k (x)u vds — 2(“4) e jds

e Serly
Ps Propozitie
Functionala a°(&,7) este continua si eliptica pe }” x}”
a* (€)=l n )+ rlEn)+ oyl m))
Demonstratie:

Studiem pe rand termenii functionalei ac(é ,n)

¢ Functionala energetica patratica pentru solidul piezoelectric
: du, dv, ¢ oy
w(icn)=] c. —+€ dQ
(©.m -[9 "ox, dx, " dx dx,
Proprietiti:
simetrica: w(&n)=w(n.%)
continud pe J* x}":

> 812 81}, IJ‘l a¢ aWI elas eec!
wEamfsf e 5 R TN T il ot st + K5[0 g W
e i mexli 22 K2 )] B,
pOZitiV definita: |W(§’é)|2Kr:l:{w u"[:,,l(g)}‘+ K;’::’ ¢”[2Hl(g)r > min (K;I;;Y{K;ﬁ’lu"i
¢ Functionala de energie “reactivd” :

e 99 dv, _du, dy
rEm=- e ‘f'(a ox, ox ox |
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Proprietati:
antisimetrica: r(&,n)=r(n,§)= r(£,£)=0
continud pe }' x}’ )
|6’¢ v, |+|8u‘. al,lll
|8xj axk| I&xj axk|

|’(§ ’n)l <2 maXIekﬁlué "v "77 "v

Ir(é‘ ,n)| < max|ékji Uﬂ dQ <2 max‘e,‘jiluu "[H'(n)]’

v ”[H*(n)]’ |¢ ||[H‘(Q)]||W H[H‘(Q)]

¢ Functionala de frontiera:
b(yé,yn)= jw k, (x¥i,v ds chcbcwﬁsfis

S.elg
Proprietati:

simetrica: b(}' &, yn ) = b()’ n.v§ )
continua pe Bx B:
s + Z

(&)< [ i Gob, X [l fets < ...
max‘(”‘l 2 J-a’s < sup|/1 ff,“"(x)”\m Iu‘ ||vllds +max|(’”' Z |(D”| Ids
¢ S,EZ,T"Z;’ S zez;:c Ln ¢ 3 et S
oy &) < K5y ey YOl ey 17 &l ey S max( Ko s )

S el D
A 2*'(x) este cea mai mare dintre valorile proprii tensorului &, (x)

max

Cede

A (), Hvi |ds +

¢C \{[C l}[(_‘

b/ ‘“ HY( fr2)  F K;Iecl 14 é”g “y T]ll‘
[#'(s2)]

eliptica pe Bx B
plre.ve )z min(kien, ki)
pentru continuitate

2 . . e - - . . -
yé"s - sirul inegalitatilor urmeaza o cale analogd celei utilizatd

Continuitatea si elipticitatea functionalei a“(€.n)=—-[wEn)+rEn)+bFE. 1)} pe V xV se

verificd cu usurintd pe baza proprietatilor demonstrate pentru fiecare din termeni si a continuitatii
aplicatiel v .

Proprietdtile de continuitate §i elipticitate pe }"x} ale functionalei a° (cf ,n) asigura, prin
lema Lax-Milgram, existenta i unicitatea solutiei ecuatiei functionale,

ac(é—,n) = <j,T]>H V feH pentru §e D(AC) st implicit a sistemului: {A“” =/

d(u)+ Blm)= ¢

Reamintim un rezultat important al paragrafului precedent:

D(A7)= {u € D(Ao)l du+PB(yu)= O}
Metoda numerica de estimare a campului electroelastic stationar

Metoda clasica de rezolvare numericd a ecuatiilor functionale de tipul ac(é,n) = (f,n)H
este de a proiecta functiile §,7, f intr-un spatiu finit dimensional }, }” si de estimare a unei

solutii &, in acest spatiu. Pentru functionale a‘(é,n) continue §i eliptice se poate demonstra intr-
o maniera similara cazului infinit dimensional, existenta si unicitatea solutiei problemei puse in
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spatiul aproximant V precum si convergenta sirului solutiilor partiale&, pentru N — oo catre
solutia din } In continuare se va prezenta aplicarea metodei in cazul concret al functionalei
piezoelectrice liniare urmarindu-se a se evidentia similaritatea formald de abordare a acestei

probleme numerice cu aceea a analizei spectrale a operatorului electroelastic, analiza facuta in
paragraful 3.3

Sa consideram o baza {5“} ,2 spatiului }7, . Un vector arbitrar £ € V,, in acest spatiu

na=l..

se scrie ca: £ = Z p.£%. ecuatia functionald in spatiul }*, fiind echivalentd cu urmitorul sistem

a=1

liniar de ecuatii:
2 pea’(£7.6%)=(1.8"), B=1.¥ (6)

Acest sistem ia forma particulard urméatoare pentru functionala piezoelectrica liniara:

$pulle 2808, (08 08 oeo)  oa og
= ”Uax c?x "\ 9x, dx; Ix, dx, k’c?xk dx,

J

dQ + (7)

+Zpa oo G (DG E s b3S oty () (& ) s =(7.&")

a=1§ qu

Notatiile urmatoare permit o scriere condensata a acestui sistem astfel:

B @ B a £ x not
J‘ .‘uaé 8& +ekji aéi aé _aé ag-‘l +€[q aé a {Q: ,t\;oﬂlum
" dx, dx, dx, dx;, dx, 8xj dx, dx,
+ 2(”}/54 54 jds +I k,(xE? Cﬂds S”p"”""
RAED N
(r.7)=
N
Z(WVOAM +w;“,g'°f“) P = [ Sau, cu o notatie matriciala: Wy P, = F (8)

a=]

Intrucat spatiul 17 are o structurd cuadridimensionald (ﬁ,q)), V=r, b, b, Vi,

pentru componentele elastice $i cea electrica nefiind impuse conditii la frontierd similare, un mod
comod de definire a unei baze pe el este de a construi o baza separatd pentru partea elastica §1 o
alta pentru potentialul electric. Fiecare din aceste baze are o structurd tridimensionald datorata
domeniului Q. Acest mod de definire a bazei pentru spatiul }’ conduce la o structurd de matrice
mai simpla (matrice rard) pentru W, . Prin adoptarea unei notatii multiindex pentru numerele o s
B , termenii nuli in structura elementelor w ;7™ si w3 §#* devin usor vizibili:

oa=sm=smmm, s=1..4 m=1.T

B=rn=snn,n,

5" cuantifica structura cuadrimensionala a spatiului }’

“(m1 NN ,m3) ” modeleaza structura tridimensionald a domeniului Q

“1” este numarul de aproximare pe o dimensiune a spatiului }"

Cardinalul bazei &, in functie de aceste dimensiuni este; 4T
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Figura | Explicativa pentru structura bazei spatiului aproximant V',

Elementele bazei {5”’"} vor fi de forma:
( }"',O 0 O) pentru componenta elasticiu, - £ ™ baza pentru Ve,
( 0,0) pentru componenta elasticiu, - £ 2 baza pentru V.
(O 0, C ) pentru componenta elasticiu, - €)™ baza pentru V.,

0,0,0, 54’") pentru componenta potentialului electric ¢ - £ ;™ baza pentru V,

Desenul din figural sugereaza prin hasura un element al bazei {5’”‘} nenul pentru s 1 m

fixati. Elementele constitutive ale matricii W, devin in aceasta situatie:

a é.wiz a ér’i a éxm 8 ém 8 ém‘: 8 érn a é_yn‘z a é"i volom
o5 5 - | Q = w'o
J t;k16s15n a xk a xj + e ( a xk a x 6:4 & xk a x} 6n 6r4 + Ek/ 5:46r4 a xk & x}- d W smra

+ ZC 5:46r47 m' 7 J.d? J- k,(x)5,8, &7 ds —wS”pf”ﬁ”"

smrn
s € zmrl

Principalul dezavantaj al acestei metode fatd de abordarea calcului numeric cu ajutorul
functionalei piezoelectrice de tip Lagrange constd in necesitatea ca functiile bazei spatiului
aproximant }’,, sa indeplineasca conditiile de definitie ale spatiului }~

vu rpoge = 0,70 s ez urme)

= {éj e[H' @) e =0,79

Acest dezavantaj poate insa ridicat cu usurinta utilizind metoda indicata in paragraful 3.3
in cazul analizei spectrale a operatorului elastic. Este vorba de largirea spatiului de definitie la

= hj € R arbitrare}

intreg [H | (Q)r prin impunerea unor conditii pe frontierd de tipul:

T, (n(x), +k, (), (x,1)=0 pentruxe X"

d +q.0C)=0 pentruxe Y& UL

cu valori foarte mari ale coeficientilor k, si C.' astfel incit si fortim valori reduse ale

deplasarilor elastice respectiv a potentialului electric in aceste zone.

in afara unor configurati de geometrie si metaliziri simple pentru dispozitivul
piezoelectric care sa conduca la situatii de conditii omogene pe frontiera (in aceste situatii pot fi
utilizate baze armonice, Bessel, Chebisev, etc) problema necesitd baze de aproximare de tip
element finit. Efortul de calcul, chiar pentru discretizari modeste ale domeniului, Qeste insi
deosebit de mare. Pentru un 7-/0 spre exemplu matricea rezolventda W, are 4000*4000
elemente.
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§4.3 Ecuatia piezoelectrici stationara patratica

In acest paragraf este demonstrata existenta si unicitatea solutiei pentru
ecuatia piezoelectrica neliniara ce apare prin aproximarea cubica a energiei
piezoelectrice. Conditiile impuse pe frontiera solidului piezoelectric sunt

presupuse a nu depasi un prag energetic determinat explicit in cursul
demonstratiei.

Pentru a putea utiliza teoria de perturbatie piezoelectrica liniard in situatia unor cdmpuri
elastice sau electrice stationare supraimpuse oscilatiilor electroelastice de micd amplitudine este
necesar calculul acestor campuri stationare in situatia aproximarii legilor de material 7, S,.E.),

D, (S‘_,,E j) prin polinoame de un grad mai mare ca unu. Un compromis acceptabil intre modelarea

cat mai precisa a fenomenului fizic si complexitatea matematica il constituie aproximarile patratice
ale acestor legi:

]11 = CUA'I

1
v 0 e Uy . -
‘S K ehj Ek + Ectﬂclm ‘S klLS nmn + gnnj/d LS ki f‘m ( 1)

ﬁ‘] bx + .flmnj Em‘su

. co
D, =g [ +e,S, +58""

Din punct de vedere fizic, neliniaritatea de tip par a fenomenului piezoelectric apare in

. A s : : : .1 :
proportie covarsitoare datorita termenulur de cuplaj patratic elastic Ec S,;S,, restul termenilor

gkimn

conducénd la efecte mult mai slabe si fiind de obicei neglijati; aceste consideratii au fost discutate
mai in detaliu Tn paragrafele 1.2 i 2.3.2. Cu precddere din ratiuni de simetrie matematicd a
functionalelor ce sunt utilizate in cursul demonstratiei vom introduce explicit si termenul de cuplaj

electric Ee,f’ﬁ L E. Relatiile de aproximare a fenomenului electroelastic iau in aceasta situatie

forma:

ykim SkI Smn (2)

- , 1
1:] = CUI«‘I ‘S I eki] El\' + Ec

. 1 .
D =g [ +e,S, +53A-,,E,E.

Densitatea de volum a energiei electroelastice corespunzitoare acestor relatii este identica
cu cea ce s-ar obtine prin considerarea §i a termenilor de cuplaj g,,., Sy E, §t fin, E.S

m>y

1 I 1

1
w=—cU‘_,S,/SA_,+;)-eUE,EJ+gc S,SuSmt=E

mn 1k
6 J

EEE,
L

yklmn

Inainte de a incepe cursul propriuzis al demonstratiei este necesar si facem o observatie
imediatd si deosebit de importantd asupra acestei forme polinomiale: ea nu este pozitiv definitd

pentru orice valori ale variabilelor /5 i §, asa cum este cazul in situatia aproximarii liniare.
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Aceasta aproximatie cubicd reuseste o aproximare mai buna in jurul originii insd pierde proprietatea
esentiald oricarei forme energetice de a fi pozitiv definitd. Aceasta particularitate va provoca absenta
unei teoreme de existentd i unicitate a solutiilor in situatia unor conditii pe frontierd arbitrare;
intuitiv aceste solutii se vor gasi intr-un interval energetic cuprins intre origine si un prag aflat in
stransa corelatie cu zona de pozitivitate a acestei forme energetice.

In consecinta acestei scurte introduceri, ecuatia neliniara stationara patratica ce o vom studia
pe parcursul acestui paragraf este urmatoarea:

_ 0 . du, iy du, du, N do _ 0
axj :jklaxk t jklmn axk 8x’" kiy axk (3)
P ou, 3¢ 90 3¢
—€ . ~+E,. + 0
| dx, “ dx, Ebaxk “mox, dx,

.. . . .. - 1
Tensorii de material ¢ ,Cjpm-€4i-€» €y SUNt presupusi a fi functii reale de clasa ¢ pe
domeniul Q € R’ mirginit, conex, cu frontiera fQ regulati.

Acestei ecuatii i1 vom asocia un set de conditii pe frontierd pentru campul elastic si electric,
acestea fiind considerate avand valori impuse pe diferite suprafete f{2 - conditii mixte Neuman-
Dirichlet

Conditiile pe frontierd

Campul elastic:
¢ zona in care sunt specificate tensiunile mecanice:

Zr = {5,,, € nﬁ{), (T,,-"j)sm =T, }Cu ™S, — R functii continue

e zona in care sunt impuse deplasirile elastice

200 = {S’n € nfrﬂl"'lsm =u {cu u":S, — R functie continud

2TEVUX™ = frQ)

Campul electric:
¢ zona echipotentiala electric in care existd un strat infinit subtire de conductor ideal
X = {S', ell ,|P, =D € R}
potentialul electric impus
ol ={Sp eIl ,q q)is,, = 5”}
sarcina electricd impusa:

25" = {S, € g |, Diids = _(j}

l S:
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¢ zona dielectrici .

impusa fie o functie de poteritial

Z;”"’ = {S‘k € ’ﬁQ‘¢|SE = q_)_‘} ¢*: S, = R o functie continui
impusa fie o distributie de sarcini electrica superficiala

Y = {S} c er‘_ [)_,‘,IS = 51} G’:§, = R o functie continua
Zmer Uzdiz - er
me me me die die die
z ‘= ¢luquaz =zo UZO

Ecuatia piezoelectrica stationard patratica - forma abstracta

Pentru a demonstra existenta si unicitatea solutiei ecuatiei (3) impreuna cu conditiile pe
frontierd expuse vom abstractiza aceastd problemd intr-un mod consecvent cu cel utilizat pe
parcursul acestui capitol. Urmatoarele notiuni se definesc §i sunt notate identic cu cele din
paragraful 4.2:

1. spatiile Hilbert abstracte 4,1, B
ii. operatorii L, st y:V = B
Spatiul }” se defineste astfel:

b= {5 € [HI(Q)]J’ }’(ﬁjzm =0, y(¢jw,uz;ﬁ,= 0, y(q)* ym=h € R arbirrare}

Aplicatiile d :D, — B' si g€ B' se identificd cu usurinta direct din conditiile pe frontiera.

Operatorul neliniar Q :[HZ(Q)]4 = D(0)— [LZ(Q)]4 este definit astfel:

8 a ”n 4
O\é)=— w0 )L VE=\u,u,, u. 0)elH(Q 4
0 )= |5 0] W5 o)<l o
Cigim  Crpimz Cijisms 0
0, = Caprmt Copam:  C2i3m> 0 (5)
' Cijim  Capimz Camims 0
0 0 0 &,
matricea corespunzatoare cuplajului patratic
Cu aceste notatii putem formula dupa cum urmeaza ecuatia abstracta:
LS+06=0
[igros=o
f)=g geB

Pentru a evita situatia conditiilor pe frontierd neomogene facem o schimbare de variabila

aditiva cu o functie de omogenizare o, & = Zf +o0 VéeV,o0e [HZ(Q)]4 astfel incat: d(o)=g.
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Aceastd schimbare de variabila conduce la aparitia unor termeni suplimentari in ecuatia
initiala. .

0 J /. - u +o0 J b - M
_— ) z "= —= 7 I
axj |:ax/. (”1+01’¢ +04X—j"’"[¢+04 )jl ax|:ax‘ (I[’¢bjkm(¢ ]}'*‘

Jd | d ", Jd | d - 0, Jd | o 0,
+E|iax1‘. (01,04 X’)jkm(d; ]}-*—ax] |:an (“[v¢pjkm[0 ] + ax &xk (01’04 p}km[o ):|

0 0 u, J J . Op V1™ L om
3% [g(om )Q,-b,.[ ; ﬂ+g[ o, (u,,¢)Q,-m(0 ﬂ— Lmé @)

4

Sistemul de ecuatii la care ajungem dupa aceastd schimbare de variabila este urmatorul:

{L0?+L S+05=f JeH cu notatia f = f — Lo —Qo (8)
d(a)=0

Procedam in maniera descrisd in primul paragraf pentru a ajunge la ecuatia variationalad
echivalenta cu acest sistem de ecuatii (produsele scalare ( > sunt in spatiul /).

(Lo &)+ (€L} +(08.8)=(F L) VE eV
ae.¢ =1 i g Jale )
a.c)=(7.c)

9)

Explicit, componentele functionalei a(é{ ) sunt urmatoarele:

e functionala piezoelectrica biliniard
ou, 3¢ 09 I 00 9¢ du, ¢,
/ =| ¢, ——+€ LdQ - . ——— dQ 10
Erfen dx, dx, * dx,ox, Jaes Jx,dx, 9, dx, 4o
functionala piezoelectrica triliniara
9§ 9n, 9§ d& 9n, 9¢,

M6 )= ¢, : —+€, dQ 11

9(5:1.6) jﬂc"“’"" dx, dx, dx, fem dx; dx, dx, (1

functionala piezoelectrici ce apare din omogenizarea conditiilor pe frontiera cu ajutorul functiei o

poate fi rescrisd intr-o forma redusé datoritd simetriei existente in matricile

I""(&,8)=q(0,8,8)+q(&,0,)=2q(0,5,0) (12)

Urmatoarele proprietati pentru functionalele / §i ¢ au fost demonstrate in paragraful 4.2 sau
sunt usor vizibile s nu mai recurgem la demonstrarea lor.
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i) Functionala /(£,{) este continui si eliptica pe V' xV/

1€.Ok Kn ], 11,

€L KL IEL ]

ii) Functionala triliniard ¢(&,7n,{) :}”x}" x}” — Reste continud pe }" X}V xV
lg&.7.0l < &2, Ml I, Iet,

g(&.6,8) = <Q(§),C>V Q:}" — I continuu

iii) Functionala biliniara /°"(&, §) :}"x}” — Reste continud si eliptica pe J' X}’
& O < 2k8, ol ), Iel,

1 GOR Kool Il K1,

Q

in consecinta, functionala a(&,{ )este continua;

6.0 K LKL .
K:\nx = max (Kr{nm\' ’ZK:m\; 0"1' ’ K:\:L‘( )

Putem defini astfel un operator continuu neliniar 4:}” =}~ plecand de la functionala a
a(¢.0)=(4¢.¢), (14)

Pentru demonstrarea teoremei de existenta a solutiilor vom face apel la teorema lui Browder.

Teorema lui Browder [21] sau [35]
Fie AV —1V un operator neliniar continuu pe un spatiu liniar V' finit dimensional.

Daca pentru orice E€ V. cu proprietatea ca ||§Hl =p>0 §i orice { el are loc inegalitatea

(Aé( >I, —(f N4 >;-' >0 atunci existd cel putin un €€V cu proprietatea cd ”‘5"; < p pentru care

AS=f
Teorema poate fi privitd ca o generalizare infinit dimensionald a teoremei lui Darboux pentru
functii continue.

Fie J' un subspatiu liniar, inchis, finit dimensional al spatiului de definitie }” pentru
functionala a. Notdm cu & proiectia unei functii £ € J* in acest spatiu si cu f, proiectia termenului
liber f(privit ca o functionala din H'c }™").

Verificam conditiile teoremei lui Browder pentru functionala a in spatiul »/, facand apel la
urmatoarele inegalitati:

a, &)~(F,.&,)> 1€, )+, .8,)-1aC,.&,.6,)-|7.] le.l. >

> (ke + Kol e b - ke 7] el

si deci,

-k e+ K+ kel el 7] >0 (15)

), valorile Pom $i P fiind definite

min ’[)max

Inegalitatea (15) este valabila dacd |, ] < (p

astfel:
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Kb + K2, KLl | KLk, Kl
pmm= - 1- 1—4 . $l pma‘(— - l+ 1_4 >
2K K. +Kd, 2K, Krnt Kb,

-k Ll + K Jel,

/ \

/ el

Figura |
Hustrativa pentru inegalitatea (15)

Conditia ca intervalul (p__.p__)sa nu fie vid este §i conditia de existentd a solutiilor in
(i(nun + ifnun l )
4Kn’1ax

Revenind acum la teorema Browder se poate trage urmatoarea concluzie: alegdnd un
pe(p. ., p.. ) rezults ci in intervalul (0, p) existd cel putin o solutie pentru ecuatia functionala

a€,.¢,)=(7,.¢,) in spatiul ¥,.

Pentru a demonstra unicitatea solutiei, vom presupune existenta a doud solutii distincte
(‘) 6(2) Aceasta ipoteza implica satisfacerea urmatoarei relatii:

spatiul }7 :

AR

(16)

atVn)-alt®n)=0 vnev, (17)

Alegem n=E®-¢£W

sol sol

HEQ n)-1E )+ 1m0 m) -1 )+ g6 eV n)-qle D £8n)=
= /g0 n )+/”"'(¢<'> £ n)+qleD-0 @ n)rgle® Q-0 n)>
> (ki + k2ol Il -l Q) -la€ O mn) > &, + ko )|n|| —2po Kl =

1 on
||n||;.{(l<:m+1<;7; JETR e ')1—\[1—4 ey Il}
FRTEN 8

: KL, :
-k (k. + k2ol ) \/1-4 il

min

()
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Aceasta ultima relatie infirma ipoteza celor doui solutii distincte, unicitatea solutiei pentru
intervalul energetic Iém, . € (0,p) fiind demonstrata.

Sa analizam mai in detaliu marginirea acestei solutii. O inegalitate ce este necesar a fi
indeplinita de functia & , este urmatoarea:

( r[mn + K;’x’rlm 0";-' )ésol : - K:'Aax ésol :r < [l(é.wl ’ ésol )+ [0’" (()’ éso} ’éml )]+ q(ésol » ésol ’ ésol )=
= (fosbunde <Al ]l
N

- K1

14 max

min I min 0";.' )ésol Esol

Aceasta inegalitate este adevaratd daca

, I, <o (19)

5:0[ v € (O’pmin)u(pmax ,oo) (20)
Aceastd ultima relatie stabileste intervalul in care exista o solutie pentru ecuatia functionalad

a¢,.¢,)=(7,.¢,) cafiind (0, p,).

Daca consideram in continuare o iterare a problemei a(é, .¢ )=< f..¢ n> intr-un spatiu

I”_din ce in ce mai amplu vom obtine un sir {&_, }n marginit in spatiul I Intrebarea uzuala in acest
punct al demonstratiei este daca acest sir tinde la o solutie pentru ecuatia functionala analizata in
spatiul I atunci cand spatiile aproximante }’, tind la o acoperire densa a spatiului }".

Maérginirea sirului {51 }” in }si proprietatea acestui spatiu de a fi scufundat in spatiul pivot
H printr-o aplicatie injectivd compactd conduc la urmatoarele doua proprietéti [21]:
i) convergenta acestuia in topologia *slaba pe 7
ii) din sirul infinit {€_,} marginit in }"se poate extrage cel putin un subsir convergent in H.

Mai raméne si demonstrim ci limita sirului {§_, } este o solutie pentru ecuatia studiata.

Fiew, elementele unei baze in ', . Functiile £ ,,& ", ,w, sunt marginite in }"iar relatiile urmatoare
sunt o consecintd a continuitati functionalelor / §i ¢:

/(;m/ Wy )_ /(é sol Wi )= [(ésol —C oo Wi )S Ko |6 =6 ol
lq(éml oo Wi )_ ‘I(;:ﬂ Lot Wi 1 = lq(ésol —& oot St Wi )+ (I(és':)/ St ~S i Wi ] = ¢4y
<S2K; é mz_é :ol 5 sol

Printr-un argument intrutotul similar celui prezentat in relatiile (17-18) limita &, este
unica.

Ml =0

A il ]l =0

In final sa reamintim un rezultat important al acestei demonstratii i anume inegalitatea energetica ce
trebuie indeplinita pentru ca solutia ecuatiei (14) sa existe §i sa fie unica:
Koo+ Kool

”f - [‘(10 - QO",» - min 41<qm|n

max

Avand in vedere modul in care a fost definitd functia de omogenizare o (energia acestei functii este
intotdeauna mai mare decat energia functiilor impuse pe frontiera solidului piezoelectric), devine
evidenta implicarea energiei conditiilor pe frontiera in aceasta inegalitate.

<0 (22)
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Concluziile tezei

In acest paragraf final vom rezuma parcursul tezei, reliefand contributiile pe care aceasta le
aduce, in opinia autorului, la analiza influentei factorilor fizici externi asupra frecventelor proprii de
vibratie ale rezonatoarelor piezoelectrice cu unda de volum, prin metode generale de perturbatie
spectrala. Intrucat studiul acestui subiect specific a generat o serie de rezultate originale ce vizeaza
domeniul mai larg al modelarii dinamicii electroelastice in solidul piezoelectric, le vom descrie pe
scurt §l pe acestea.

Piezoelectricitatea este un fenomen ce cupleazd componenta electricdi a campului
electromagnetic cu campul elastic in cristale ce nu au o celuld cristalograficd centro-simetrica.
Ipotezele simplificatoare ce sunt acceptate pentru a ajunge la un set de ecuatii ce poate fi analizat
matematic cu o relativd usurintd sunt aproximatia campului electric irotational §1 invarianta
geometriei solidului piezoelectric in cursul miscarii. In primul capitol sunt prezentate trasaturile
esentiale ale analizei ecuatiilor piezoelectrice clasice in aceste ipoteze.

intrucat subiectul tezei necesita o formulare precisi a notiunilor legate de analiza spectrului
de vibratie in rezonatoarele cu unda de volum, am descris marimile fizice ce determina acest spectru
st cum anume il putem calcula. Mai precis, legile de material, comportarea campului electroelastic
pe frontiera si forma geometrica a rezonatorului, fiind caracteristicile ce definesc in mod exclusiv
acest spectru, am convenit sa le privim sub forma a trei multimi de parametrii /,,, /; st [, fiecare
dintre acestea contribuind la aproximarea dupa o anumita legitate a fenomenului sau realitatii fizice
ce le-a generat.

Parametrii de material sunt cei ce provin din modelarea legilor piezoelectrice de

interdependenta intre S, 7, , I, si D, Inipoteza in care intre aceste marimi considerdm a exista o

simultaneitate de tip cauza-efect, relatiile de aproximare general acceptate si utilizate sunt cele
polinomiale. In masura in care se doreste un nivel mai fin de acoperire a realitatii fizice, de exemplu
pierderile energetice in volumul piezoelectric, aceastd ipoteza de simultaneitate nu mai poate fi
aplicata. Este strict necesar de a lua in calcul retardarea cauza-efect iar relatiile de legatura trebuie
redate in aceasta situatie sub forma ecuatiilor diferentiale ordinare. Fatd de acest tip de aproximare
clasic, propunem unul, alternativ, bazat pe seriile convolutionale Volterra. Aceastd maniera de a
modela legile de material, privindu-le ca operatori neliniari continuui cu memorie descrescétoare (de
exemplu 7, (S,.E)si D (S'JA,,IJJ)) si apoi de a-i aproxima printr-o dezvoltare trunchiatd intr-o

serie convolutionald Volterra, a fost folositd in teoria elasto-plasticitatii si a campulul
electromagnetic. Ea face vizibila matematic relatia fizica generald de retardare intre fenomenele de
tip cauza-efect.

Parametrizarea geometricd nu am tratat-o intrucét reprezinta un subiect bine cunoscut i
studiat. In plus, in desfasurarea tezei el nu are o relevanta deosebita.

Am convenit sa privim conditiile pe frontiera sub forma unor ecuatii diferentiale ordinare de
ordin maxim doi, intre marimile de camp elastic, respectiv electric. Motivatia acestui model am
prezentat-o intuitiv ca fiind legatd de interactiunile de tip elastic, disipativ si inertial sau
corespondentele lor electrice ce exista intre unda electroelastica la suprafata de contact intre solidul
piezoelectric si mediile externe. In paragraful 2.2 al celui de al doilea capitol este intreprins un
studiu riguros de motivare a acestei alegeri pentru componentele elastice.

Problema spectrala a fost formulatd in aceastd maniera, a dependentei de cele trei seturi de
parametrii /,, . [, si [, . intrucat in capitolul urmator, efectul factorilor fizici externi de perturbatie

(temperaturd, campuri elastice sau electrice stationare supraimpuse vibratiilor piezoelectrice,
moditicari ale mediilor de contact) a fost privit ca alterand in primul rind acesti parametrii,
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perturbarea frecventelor proprii de vibratie fiind o consecintd. Studiul problemei spectrale in acest
mod decorelat speram sa fie unitar §i sd aducad un plus de claritate intrucat de la un anumit nivel al
analizei nu mai intereseazd ce factor fizic a modificat parametrii /,,, [, si I, cidoar efectul lui
asupra acestora.

Pentru calcului spectrului de vibratie al unui rezonator piezoelectric am prezentat metoda
functionalei Lagrange asociatd dinamicii electroelastice liniare propusd de Holland s1 EerNisse,
aceasta fiind probabil unica metoda aplicabila problemelor tridimensionale ce este fundamentata
teoretic riguros.

Paragraful din finalul capitolului este dedicat teoriet de perturbatie Sinha-Tiersten. Modul in
care am redat aceastd teorie este diferit de cel prezentat in articolul original al lui Sinha si Tiersten
intrucdt si scopul urmarit este altul. Am reluat intregul rationament la nivelul unor ecuatii abstracte
de tipul celor piezoelectrice si am demonstrat ca este imposibild practic constructia estimatorilor de
ordin mai mare ca cel liniar pornind de la aceasta teorie.

Ceea ce a fost expus in acest capitol este in mare masurd cunoscut in literatura de
specialitate. Efortul autorului a fost indreptat cu precadere in a identifica aspectele care in teoria
clasica a dinamicii electroelastice in solidul piezoelectric sunt incerte in comparatie cu cele similare
ce sunt oferite de studiul ecuatiilor de unda elastice sau electromagnetice intr-un domeniu fizic finit.
Concret, este vorba de: absenta unei teoreme de existentd generala pentru solutiile ecuatiilor
piezoelectrice, de lipsa unui rezultat in ceea ce priveste completitudinea spatiului liniar generat de
modurile proprii de vibratie, o forma neobignuita a functionalei Lagrange (partea energiei potentiale
electroelastice este inlocuitd cu entalpia electrica, o functionald ce nu este pozitiv definitd) si
imposibilitatea practici de a construi estimatori spectrali de ordin superior (patratic sau cubic)
pentru teoria de perturbatie asociata acestor ecuatii (teoria Sinha-Tiersten sau Auld). Motivul acestor
neajunsuri poate fi intuit a fi legat de asimetria prezenta in operatorul de unda piezoelectric si de
forma sistemului de ecuatii electroelastice clasice. Reamintim ¢ in acest sistem cele trei ecuatii de
tip hiperbolic corespunzatoare legii de conservare a impulsului mecanic in solidul continuu sunt
cuplate cu o ecuatie independenta de timp ce provine din legea lui Gauss in electrostatica.

Subiectul celui de al treilea capitol il constituie ridicarea partiala a acestor nedermindri prin
formularea problemei de dinamica elastoelectrica in solidul piezoelectric cu ajutorul unui set de
ecuatii hiperbolice in aceleasi variabile (u, - elongatiile elastice si @ - potentialul electric) ca §i
ecuatiile clasice.

Cel de al doilea capitol constituie partea centrala a tezei. El abordeaza problema influentei
perturbatiilor cu o distributie spatiald neuniforma asupra spectrului de vibratie al rezonatoarelor
piezoelectrice cu undd de volum utilizdnd ca model de studiu teoria de perturbatie liniard existenta.
Literatura de specialitate consacrata acestui subiect recurge adesea la o serie de simplificdri, cea mai
volumul si pe suprafata rezonatorului. Aceastd ipotezi, a reducerii dimensiunii spatiului problemei
la una sau doud dimensiuni, permite un calcul direct al spectrului, adesea teoria de perturbatie
nefiind necesard. Principalul dezavantaj al acestor metode este insd imposibilitatea analizarii si
predictici corelatiilor stabilite experimental ce exista intre neuniformitatea cdmpului de perturbatie i
distributia energetica a modului rezonant. Ne referim concret aici la fenomene precum incércarea
masica, incalzirea neuniforma, scufundarea partiala intr-un fluid vascos sau microdeformatiile
geometrice. Un domeniu pe care l-am considerat de asemenea insuficient tratat este cel al
comportarii campului electroelastic pe frontiera solidului piezoelectric, in situatiile cand acesta se
atla in contact cu diverse medii. Mentionam c¢a, pentru usurinta analizei matematice, ipotezele unor
conditii pe trontiera de tip Dirichlet sau Neuman sunt frecvent folosite, insd acestea anuleaza din
start orice incercare de estimare a influentei mediilor externe asupra frecventelor de rezonanta. Ceea
ce s-a incercat, §i speram reusit, in acest capitol, este tratarea unitard a majoritatii fenomenelor de
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perturbatie neuniformd de volum sau-suprafatd prin utilizarea exclusivd a teoriei de perturbatie
spectrala liniard in forma sa generald, tridimensionald. Rezultatele obtinute sunt in parte originale,
de exemplu cazul incarcarii masice, al microdeformatiilor geometrice, sau generalizeaza relatiile de
calcul obtinute pe baza aproximarilor uni sau bidimensionale pentru perturbatii cu o distributie
uniformi; aceasta este situatia contactului cu un lichid vascos, cu un fir elastic sau al incarcarii
electrice. Pentru a duce la bun sfarsit acest studiu, au fost necesare o serie de extensii teoretice in
ceea ce priveste relatille de perturbatie pentru conditii pe frontierd disipative de tipul ecuatiilor
diferentiale de ordinul 2 precum si constructia unui model de estimare al comportarii campului
electroelastic la frontiera dintre solidul piezoelectric §i un corp compozit de tip film subtire-mediu
exterior semi-infinit.

Relatiile de calcul obtinute pentru estimarea influentei unor factori fizici diversi, actiondnd
ca perturbatii in volumul sdu pe suprafata rezonatorului piezoelectric, pe baza unitard a teoriei de
perturbatie liniare, furnizeazd o demonstratie analiticd unui rationament fizic intuitiv verificat
experimental in multe situatii. Este vorba de urmatoarea concluzie:

Deviatia frecventei de rezonantd a unui rezonator pieioelectric cu undai de volum, datoratd
unui fuctor perturbator extern, este o functie (adesea liniard) de corelatia ce existd intre
distributia perturbatiei si distributia energiei de vibratie a modului respectiv, in volumul sau
suprafata cristalului.

Prezentam in continuare destasurarea pe paragrafe si principalele rezultate obtinute in
acestea.

Primul paragraf al capitolulut are ca punct de plecare ecuatiile cuplate elasto-
electromagnetice in solidul piezoelectric, urmeazi o cale similara celei propusd de Auld pentru
constructia relatiei de reciprocitate electro-elastice, regaseste expresia de perturbatie ce deriva din
aceasta si extinde rezultatul asupra cazului cand conditiile pe frontiera sunt energetic dispative.

Cel de al doilea paragraf a fost dedicat in exclusivitate formularii unui model parametric care
sa aproximeze suficient de bine comportarea campului elastic la suprafata de contact dintre solidul
piezoelectric si un film subtire de grosime neuniforma urmat de un mediu omogen semi-infinit, fara
a genera insa dificultiti matematice majore de tratare a dinamicii electro-elastice. Studiul propagarii
undelor acustice, intr-o aproximatie local unidimensionala st un regim armonic permanent, pentru o
astfel de structurd compozitd, a permis deducerea relatiilor de legitura intre tensiunile §i deplasarile
elastice generate de aceste unde la interfata dintre solidul piezoelectric si filmul subtire. O serie de
aproximatii rezonabile, relativ la grosimea filmului subtire si impedanta mediului exterior, au permis
simplificarea acestor relatii pana la un polinom de ordinul 2 in pulsatia regimului armonic. Trecerea
in domeniul timp releva o dependentd intre tensiuni si deplasdri de forma unei ecuatii cu derivate
ordinare de ordinul doi ai cdrei coeficienti sunt wusor de interpretat fizic:

1y, +m (e, i, (0)+v, (@, )i, )+ k, (@, ), (1)=0 cu m, tensorul inertial, v, tensorul disipativ
si k, tensorul elastic. O relatie similara poate fi considerata a modela comportarea cadmpului electric
pe frontierd: @+ L .G+ R g+ '¢=0

Multimea valorilor m,,v, , k, si R, L, C constituie setul de parametrii /, cu ajutorul carora

se aproximeazd comportarea campului elastic la suprafata solidului piezoelectric.

Ceea ce se studiaza in detaliu pe parcursul paragrafului 2.3 este situatia in care parametrii ce
influenteaza spectrul rezonatorului /,,, 7, si /, devin, datoritd unor perturbatii fizice neuniform
distribuite in volumul sau suprafata rezonatorului, functii de coordonatele spatiale. Concret, sunt
analizale perturbatiile neuniforme datorate campului termic, elastic sau electric stationar, conditiilor

161

BUPT



pe frontierda si deformatitlor geometrice slabe. Pentru fiecare din acest caz sumarizam in cele ce
urmeaza trasaturile esentiale. .

a) perturbatia termicd neuniforma — este afectat setul parametrilor de material I,
Este dedusa expresia generala de perturbatie corespunzatoare acestei situatii i particularizata pentru
rezonatoarele pe substrat de cuart (sau izomorfe) in tdietura Y rotitd. Se demonstreaza astfel

influenta distributiei termice transversale ca un factor suplimentar de perturbatie aldturi de
gradientul termic lateral, caz analizat de A. Budura in [10].

b) perturbatiile generate neliniar de campuri elastice san electrice stationare supra-impuse
vibratiilor electroelastice - este afectat setul parametrilor de material 1,

A fost pusi in evidenta expresia generald de perturbatie ce apare in acest caz, ca fiind o functie de
distributia campului stationar in volumul cristalului si de tensorii de material neliniart.

c) perturbatii ale conditiilor pe frontierd- este afectat setul parametrilor de material [
cl) parametrii mecanici

cl ) depuncrea masica neuniforma
Se demonstreaza analitic regula acceptatd empiric ce definea senzitivitatea locala in frecventa pentru
depunerile suplimentare de masa pe suprafata activa de oscilatie a rezonatorui ca fiind proportionala
cu densitatea energiei de vibratie la frontiera solidului piezoelectric.

c12) contactul cu un fluid vascos
Sunt deduse relatiile ce estimeazd modificarea frecventei de oscilatie si factorul de calitate al unui
rezonator aflat in contact total sau partial cu un fluid. Este regasita si generalizatd pe aceasta cale o
expresie de estimare a deviatiei frecventelor de oscilatie pentru rezonatoare pe substrat de cuart intr-

o orientare cristalografica, expresie dedusid in [44] pornind de la un model de calcul direct
unidimensional.

c13) contactul cu un fir elastic
Este explicatd analitic, intr-o manierd preponderent calitativa, corelatia, pusd in evidentd
experimental, intre zona de contact a firului, densitatea energiei de vibratie in acea zond si deviatia
tfrecventelor proprii de oscilatie.
c2) parametrii electrici

Perturbarea conditiilor pe frontierd electrice poate fi socotita a fi preponderent uniforma pentru
frecventele uzuale de lucru. Paragraful dedicat acestui subiect a fost introdus pentru a demonstra
concordanta si in aceastd situatie a rezultatelor de predictie obtinute cu ajutorul relatiilor de
perturbatie liniard cu datele experimentale. S-a demonstrat pe aceasta cale relatia de inegalitate ce
existd intre frecventa de oscilatie corespunzitoare unui scurtcircuit electric si cea proprie golului
electric. Relatia este larg acceptatd in practicd, este aproximatd de modelul unidimensional al

placilor piezoelectrice insa, dupa cunostiinta autorului, nu avea o explicatie analiticd generald pentru
o geometrie tridimensionala.

d) perturbatii generate de modificarea usoard a geometriei rezonatorului - este afectat setul
parametrilor de material 1,

Aceasta situatie este abordabila prin aplicarea unei schimbari curbilinii de variabila domeniului
piezoelectric deformat si revenirea, ca domeniu de calcul, in volumul initial, neperturbat. Pentru
deformatii avand o parte neliniard mult mai mica decat cea liniard (dar nu neglijabila) se echivaleaza
prin aceastd schimbare de variabila perturbatiile geometrice cu perturbatii ale parametrilor de
material /,, . Analiza de perturbatie ce se efectueaza pentru un rezonator pe substrat de cuart in
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orientare Y rotitd pentru deformatii ale suprafetei de tip lenticular, duce la concluzii ce, calitativ, sunt
in concordanta cu intuitia fizica a fenomenului de capcand energetica. Expresia de perturbatie astfel
dedusa apare ca o functionald dependentd de deformatia suprafetelor active de vibratie. Aceastd
functionala face posibil un calcul ce vizeaza maximizarea deviatiei de frecventd pentru un anumit
mod de oscilatie precum st aflarea suprafetei optime din punct de vedere al ecartului intre o
frecventd fundamentald de oscilatie si modurile adiacente parazite. Calculul comparativ al ecartului
de frecventd efectuat pentru o suprafatd optimald si una uzuald, lenticular sferica, a furnizat diferente
nesemnificative, demonstrand pe aceasta cale quasi-optimalitatea formei lenticular sferice.

in paragraful de inceput al celui de al treilea capitol descriem motivele ce au generat studiul
efectuat in aceastd parte finald a tezet i prezentam usurinta intelegerii matematice ce ar decurge din
reformularea ecuatiilor ce modeleazd dinamica electroelastica in solidul piezoelectric intr-o forma
compatibild cu ecuatia abstractd a undelor stationare { = Ly cu L un operator autoadjunct cu invers

compact. Dacd este posibild o astfel de reformulare raimane o intrebare deschisd. Sistemul de ecuatii
hiperbolice in necunoscutele (i ,¢) la care am ajuns in urma rationamentului expus in paragrafele

3.2 si 3.3 a avut ca idee de pornire gdsirea unui compromis intre a nu neglija complet cuplajul
elasto-electromagnetic §i a ajunge totusi printr-o serie de aproximatii fizice rezonabile la un sistem
de ecuatii comprehensibil matematic i compatibil cu conditiile pe frontiera uzuale. S-a ajuns pe
aceste considerente la un sistem ce are expresia abstractd ¥ =}y cu V un operator eliptic cu invers

compact caruia i1 lipseste insd proprietatea de simetrie. S reamintim etapele principale ce au condus
la definirea si validarea acestui model de studiu pentru vitezele electroelastice din domeniul acustic:
a) au fost formulate ecuatiile cuplate elasto-electromagnetice in solidul piezoelectric in

variabilele w | A (potentialul magnetic vector) si ¢ .

b) prin renuntarea la cuplajul dintre partea magnetica si cea elastica s-a ajuns la sistemul de ecuatii
electroelastice hiperbolice

c) s-a demonstrat echivalenta pana la o diferentd neglijabila a vitezelor de unda, din domenul
acustic, prezise de acest sistem si cel clasic.

Revenind la absenta simetriei in operatorul de unda V ea se datoreazd fenomenului
piezoelectric acesta doar cupland campul elastic si cel electric. Prin intermediul lui, cele doud
campuri schimba dinamic energie intre ele. Nu excludem insa posibilitatea ca, apeland la o
schimbare de variabila, operatorul V sa poata fi simetrizat. O astfel de simetrizare ar ridica
incertitudinea ce exista asupra generarii sau nu a unei multimi de functii densa in spatiul de definitie
al problemei de catre setul de vectori proprii operatorului V. Amintim c o astfel de incertitudine
face ca atat teoria de perturbatie clasicd dezvoltatd de Sinha si Tiersten cat si cea propusa in
paragraful 3.4 pentru sistemul ecuatiilor electroelastice hiperbolice si fie riguros valabile doar in
ipoteza in care vectorii proprii perturbati se afla in subspatiul liniar generat de vectorii proprii ai
ecuatiei originale.

Alaturi de o certd usurinta teoretici a analizei solutiilor electroelastice in domeniul timp
pentru acest sistem de ecuatii hiperbolice vis a-vis de cazul clasic, proprietatile operatorului V si ale
functionalei sale asociate permit calculul numeric al spectrului de vibratie prin metoda clasica
Galerkin. Efortul computational este similar celui necesar in situatia utilizarii functionalei de tip
Lagrange. Pe aceasta cale este oferit un instrument teoretic de analiza spectrald alternativ singurei
metode riguroase existente pani in prezent. Teoria de perturbatie construitdi pe baza acestel
functionale este similard celei dezvoltate pentru functionalele eliptice si simetrice corespunzatoare
operatorilor clasici de unda ea permitdnd deducerea practicd a estimatorilor pentru frecventele
proprii alterate de ordin superior celui liniar. In acest sens, in paragraful 3.4 a fost dedusd expresia
concreta pentru estimatorul patratic, iar cea pentru estimatorul liniar s-a demonstrat a fi identica cu
cea cunoscuta din teoria Sinha-Tiersten.
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Vom sintetiza rezultatele obtinute prin teoria ecuatiilor piezoelectrice hiperbolice in

comparatie cu cea clasica si cea a ecuatiilor de unda clasice in urmatorul tabel.

Proprietati Ecuatiile Ecuatiile piezoelectrice Ecuatia clasicd a
piezoelectrice clasice hiperbolice undelor elastice
sau
electromagnetice
Teorema de existenta nu da da
a solutiilor
Teorema de unicitate da da da
a solutitlor
Operatorul de unda M nu este inversabil | Continuu, eliptic, invers Autoadjunct cu
ML compact invers compact
Spectrul Infinit numarabil Infinit numarabil Infinit numarabil

Functiile proprii
operatorului de unda

Exista ortogonalitate
intre componentele

Nu existd ortogonalitate;

Exista

existd biortogonalitate cu
functiile proprii
operatorului adjunct;
completitudine incerta

ortogonalitate si
campului elastic; completitudine

completitudine incerta

In final, doui observatii importante se impun referitoare la estimatorii de perturbatie
construiti pe baza acestei teorii. Prima se referd la rolul operatorului de undd adjunct }** in aceasta
teorie de estimare spectralda si a formei functiilor proprit conjugate I/IE”)" =(“,~_¢), ca unica

modalitate de a trata proprietatea inerentd de asimetrie a campului piezoelectric. Cea de a doua
subliniaza dificultatea utilizarii relatiei estimatorului patratic pentru cazul general tridimensional al
problemelor de rezonanta piezoelectricad cel putin pentru capacitatea de calcul numeric actuala.

Motivul este usor vizibil si il constituie necesitatea afldrii functiilor proprii ¥/, teoretic pentru toate

modurile posibile, practic pentru cele decelabile in spatiul aproximant finit dimensional pe care se
proiecteaza problema generala.

Ultimul capitol grupeaza o serie de demonstratii $i notiuni matematice ce au un caracter
colateral subiectului tezei insa au fost folosite ca §i rezultate intermediare pe parcursul celor trei
capitole anterioare. Este vorba de echivalarea sistemelor de ecuatii eliptice cu o ecuatie variationala,
existenta §i unicitatea solutiel ecuatiei piezoelectrice liniare, teoria de perturbatie pentru
functionalele biliniare eliptice §i un studiu asupra solutiilor ecuatiei piezoelectrice stationare
neliniare ce provine din aproximarea cubica a energiei interne electroelastice. Toate aceste subiecte,
cu exceptia celui dedicat ecuatiei neliniare, existd intr-o forma mai mult sau mai putin apropiata in
referintele de bibliografie matematica citate, efortul si atentia autorului fiind indreptate spre a le
modifica si adapta cazului specific al ecuatiilor piezoelectrice. Analiza ecuatiei stationare neliniare
reprezintd o exceptie. Este un studiu ce nu a fost gasit in literatura de specialitate, studiu ce il
consideram util intrucat oferd limita maxima a energiei campului elastic si electric impus pe

frontiera solidului piezoelectric pentru care exista o solutie unicd a ecuatiei si deci aproximatia
cubica a energiel poate fi folosita.
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