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INTRODUCERE

Scopul tezei

L 4

Pe parcursul lucrarii sunt abordate aspecte fundamentale ale teoriei si probleme
ale tehnicui de utilizare a transformatorului de curent, aducandu-se unele precizari
asupra comportamentului acestuia in regim tranzitoriu al retele1 in care functioneaza ca

traductor.

Obiectivul tezei cstc de a obtine raspunsul transformatorului de curent,
considerat ca un dispozitiv neliniar cu histereza st pierderi, la un curent de defect al
sistemului electroenergetic. Deoarece acest curent constituic o marime de intrare in
calcule, el trebuie cunoscut (fie ca expresie analiticd, fic ca forma experimentala de
variatie).

Desi intrat in practicd de peste un secol, transformatorul de curent (pe tot
parcursul textului va fi identificat prin sigla TC), fiind un dispozitiv tehnic ce contine
elemente neliniare este departe de a fi cunoscut exhaustiv. Existd multe aspecte
neabordate analitic, cu toate ca experienta de exploatare sugereazd uneori abordari

calitative.

In teza se prezinta o metoda analitica de descriere a caracteristicii magnetice
neliniare a TC tinandu-se cont de pierderile in miczul feromagnetic datorate curentilor
turbionari. Determinarea curentului secundar si a erorit TC in conditiile saturarii
miezului sdu magnetic si tinand seama de pierderile mentionate pe timpul regimului
tranzitoriu sunt abordate pe baza unor metode numerice adecvate, folosind functiile
spline. Se prezintd, pentru comparatie, caracteristici magnetice calculate cu alte

metode, precum si determinari experimentale.
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Introducere

Studiul TC cste aprofundat pe directie verticald, ca subiect in sine, dar contine
st abordari pe directie orizontald, dcoarcce, oricdt de specializat ar fi, el reprezintd o
componentd functionala in cadrul sistemului electroenergetic §i necesita cunoasterea
comportarii tuturor echipamentclor implicate in producerea, transportul si distributia

energiei electrice.

Teza incearca abordarca analizer comportamentulut TC in regim tranzitoriu pe
baze analitice, cu scopul de a oferi .un raspuns cit mai complet asupra acestei
problematici s1 asupra mmplicatiilor produse prin luarca in considerare concomitent a
neliniaritdtit caracteristicii magnetice, a pierderile din miezul feromagnetic s1 a
raspunsului TC la excitatii caracteristice multor cazuri de exploatare, in care apare o
componentd periodicd peste care se suprapune o componentd aperiodicd amortizatd

[37], [62], [91], [105], [112], [143], [187].

Pentru a avea o finalizare concreta a studiului, s-a luat in considerare
participarea TC in cadrul protectici prin relee a sistemului electroenergetic. Aceasta
reprezintd o parte vitala a oricdrei retele de putere; rolul sau este aproape neglijabil in
timpul functionarii normale, dar devine foartc important atunci cand apar avarii,

defectiuni sau regimuri anormale de functionare.

Raspunsul TC nu poate fi folosit pe deplin fard o cunoastere a functionarii
intregului sistem, atat in conditii normale, cat i in timpul avariilor. Adaugate acestor
mnformatii, rezultatele obtinute pe baza contributitlor din tezd ar putea constitul
fundamentul unor studii specializate in unele domenii de interes, cum ar f1 exploatarea,
dezvoltarea sau managementul sistemului electroenergetic. Abordarea unei arii de
cunostinte atat de extinse nefiind posibila in cadrul tezei, am luat in calcul, dintre toate
avarille care pot apare in retea, numai regimuri tranzitorii de tipul scurtcircuitului.
Acestea constituie in mod nemijlocit regimuri ale caror componente aperiodice pot
avea o influentd importantd asupra functionarii corecte a TC, considerat ca traductor

pentru protectia prin relee [37], [58], [59].

BUPT



Planul lucrarii

Teza este structurata in trei capitole. Primul dintre ele este dedicat prezentarii
ecuatiilor TC, a modului de luare in considerare a caracteristicii magnetice neliniare a
acestuia, a pierderilor prin curenti turbionart in miczul sau feromagnetic, precum si a
schemei echivalente aferente. Este prezentatd analiza liniara a TC in regim tranzitoriu
al retelei si o discutie privind influenta caracteristicilor sistemulut in care acesta este
introdus asupra plajer de valori luate in considerare la calculul coeficientilor de
supraincarcare. Stadiul actual al metodelor de calcul folosite in domeniu a fost
concretizat intr-un referat de doctorat, in teza fiind avansate unele solutit de sinteza
noi.

Capitolul al doilea se refera la modelarca fenomenclor de saturatie s1 histereza
magnetica, pornind de la analiza unui numadr mare de exemple de calcul analitic
intalnite in literaturd. Fireste ci tentativa de abordare a acestei chestiuni a debutat cu o
incercare de sinteza 1 ordonare a cunostintelor actuale in domeniu; rezultatele care au
finalizat etapa preliminard a studiului sunt prezentate intr-un alt referat de doctorat.
Majoritatea abordarilor au fost facute asupra unor cercetdri care permit generalizarl.
Existd 1n acest sens cateva lucrari care pot fi considerate clasice — [7], [49], [95], [96],
[182]. Modelele uzuale intilnite neputidnd modela caracteristica magneticd a TC pe
domeni extinse, este efectuat un studiu asupra posibilitdtilor de a descrie caracteristica
magneticd neliniard a miezului TC cu ajutorul mair multor metode bazatc pe functii

spline, exploatand la maximum informatiile oferitc de datele experimentale.

in ulimul sfert de secol, teoria precum si practica functiilor spline in diferite
compartimente ale analizetr numerice au cunoscut o dezvoltare considerabila. Aparitia
unor cercetdri noi, impreuna cu aplicarea altora mai vechi in diverse ramuri ale tehnicii
s1 stiintelor naturii face ca numarul lucrarilor accesibile in domeniu sa se cifreze la
ordinul muilor. De aceea, incercarea de a face o sintezd ordonatd din punct de vedere
ingineresc a rezultatelor cu caracter aplicativ a presupus un efort serios, amplificat, pe
de o parte de necesitatea explorarii multor domenii in care teoria functiilor spline si-a

gasit aplicatit multiple, st pe de alta de faptul ca exista directii in care aceasti teorie nu

6
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este (inca) completd. Aceste functii constituic ustensile adecvate aproximadrii optime a
datelor experimentale. In incheicerea capitolului se prezintd o metoda originala de
calcul a raspunsului TC cu saturatic si picrdert pentru regimul tranzitoriu de
scurtcircuit din retcaua in care este concctat.

Capitolul al treilea prezinta calcule si verificar: experimentale, rezultatul obtinut
cu ajutorul lantului de programe elaborate fiind validat prin utilizarea expresiei
analitice a solutiet pentru cazurit particulare. Se fac studii functionale asupra
dependenter crorni 1 sc cvidenfiaza consideratin referitoarc la  alegerea unui
transformator dupa criteriul de asigurare a preciziei in regim tranzitoriu.

Metoda originala de analiza si simularc a TC care face obiectul tezei se preteaza
ca adecvare si relevanta la a fi folositd g1 in alte domenii care contin elemente
neliniare. Lantul de programe utilizat poate fi intrebuintat la obtinerea solutier oricaret
ecuatii diferentiale neliniare, reducand in acest fel numarul problemelor care nu pot fi
rezolvate in intregime si satisfacdtor. Metodele originale de descriere a caracteristicii
magnetice pe domenii extinse pot fi preluate in orice domeniu unde acest lucru este
necesar (Masini electrice, Automatica, etc.), in functie de datele existente, constrangeri

st precizia dorita a rezultatului.

Citatele care deschid capitolele ca motto marcheaza recunoasterea adevarului ca
nu existd cunoastere finald, ca orice aprofundare deschide o noud problematica,
precum si faptul ca dualitatea abordarii, atat analitica cdt 1 numerica, poate conduce la
o constructie coerentd printr-o abordare in esentd discontinud. Cele doua fatete
complementare ale fenomenului, una fatalistd si alta constructiva sunt bazate pe

aceeasi structurd discretd a realitatii percepute sub forma de continuu.

Lucrarea este insotitd de o bibliografie de doud sute de titluri (care insumeaza
tratatele, monografiile si articolele consultate pentru cercetare), de un index de nume
citate 51 de anexe. Este adoptat sistemul zecimal anglo-saxon al numerotérii capitolelor
si al diviziunilor acestora introdus de Peano. Notatiile matematice utilizate sunt

explicate in Anexa nr. 1.
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Daca posibilitatca dc a gresi cste
mereu prezentd, explorarca csle
potenjial  nclimitatd.  Accasla
indcterminarc a cunoasicrii noastre
umplicd o oarccarc imprecizic.

Charles S. Peirce, 1984 [127]

Capitolul 1

ECUATIILE DE FUNCTIONARE ALE
TRANSFORMATORULUI DE CURENT

1.1 GENERALITATI

Primul brevet de inventie avand ca obiect un transformator de curent dateaza
din anul 1882, iar prima tezd dc doctorat cu un subicct din acest domeniu a fost

sustinutd in anul 1909, conform [50].

Transformatorul de curent este un dispozitiv electromagnetic de largd utilizare
in regim permanent sinusoidal, care serveste la extinderea domeniului instrumentelor
de masurd, avand un raport de¢ transformare cunoscut i mentinut cu mare precizie,
putand fi realizat cu erori mici, atat de modul cat si de fazd. De asemenea, el reprezinta
un mijloc de separatie galvanica, izoland circuitele de masurd si protectie de cele de

inalta tensiune in care circula curentii care trebuie masurafi.

Tindnd seama de aceste avantaje, este fireasca dorinta de a utiliza TC i in
evaluarea caracteristicilor curentilor tranzitorii din rctele, aparate si masini electrice,
pentru a cerceta functionarea acestora in diferite regimuri.

O situatie asemandtoare exista s1 in cazul TC folosite ca traductoare pentru

echipamentele de protectie cu actiune rapida din retelele de inaltd tensiune. Aceste

9
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

cchipamente au rolul sa sesizeze si sd inlature defecte in intervale de timp foarte
scurte, atingand in uncle conditii valort mai mici decat doua perioade ale tensiunii
alternative de frecventa industriala, incepand cu momentul aparitici defectului (timp in
care este inclusd sesizarea avarici §1 comanda intreruptorului principal din circuit,

declansarea acestuia depinzand de inertia echipamentului fizic existent).

Intre TC pentru echipamentele de protectie cu actiune rapidi si acelea pentru
protectie cu actiune intarziata exista, cvident, o diferentd importantd. In timp cc pentru
ultimele timpul de intarziere al protectiei (peste 1s) este atat de mare incat componenta
apertodicd a curentului primar de scurtcircuit se amortizeaza inainte ca protectia sa
actioneze, la TC pentru echipamentele de protectie cu actiune rapida comportarea lor
sub actiunea componentei aperiodice are un rol esential, in special daca principiul de
lucru se bazeaza pe diferenta sau suma curentilor, cum este cazul protectiei diferentiale

sau a celei de distanta [37], [91].

Problema comportarii TC in regim tranzitoriu a fost abordata pana in prezent de
obicei pe baza unor aproximatii simplificatoare, in ipoteza unei caracteristici de

magnetizare liniare s1 a neglijarii pierderilor in miezul feromagnetic [62], [112].

Pe langa aceste aproximatii, unit autori simplificd i mai mult studiul,
divizandu-l1 in doud probleme partiale $1 suprapunand apoi solutiile particulare
obtinute. Astfel, sunt considerate separat comportarile TC in regim permanent periodic
la frecventd industriald si in regim aperiodic amortizat, aceste situatii suprapuse dand
tocmai regimul tranzitoriu corespunzitor unui scurtcircuit in cazul teoriet liniare [143].
In cazul idealizat al regimului liniar se poate obtine o rezolvare analitica a problemei
functionarii TC in regim tranzitoriu de scurtcircuit [112], a erorilor care apar §i a
parametrilor ce intervin in alegerea sau dimensionarea transformatorului destinat sa

functioneze in regimuri de scurtcircuit [105].

10
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1.2 PRINCIPIUL DE FUNCTIONARE

TC este format dintr-un circuit fcromagnetic (3) pe care se gisesc plasate cele
doua infasurari, primara (1) si secundara (2), conform figurii nr. 1.1. Infasuririle sunt
strabatte de fl'x»l magr. tic

comun ¢, fiecare dintre ele

prezentand si un flux de dis-

persic, ¢, si respectiv ¢, .

TC alimenteazi un consuma-

tor cu caracter inductiv.

In tot cuprinsal tezei
Figura nr. 1.1 se va considera ca TC func-

Reprezentarea schematicd a TC tioneaza in regim cvasistatio-

. o : : -  OF y :
nar, adica se neglijeaza densitatea curentului de deplasare J, = v fata de densitatea

curentului de conductie J =clk . In metale, presupunerca este admisibili la frecvente de
lucru f<<10" Hz [180]. Frecventa industriala ( /=50 Hz), la care lucreaza TC,

justifica abordarile care tin seama de aceasta ipoteza.

In secundar, infasurarca fiind realizatd din conductor cu scctiune mica, influenta
efectului pelicular este neglijabila, fiind posibila acceptarea ipotezei repartitiel
uniforme a curentului pe sectiunea acestuia. Supraincircarea TC se considerd a fi in
mod practic de scurtd duratd, in asa fel incat se poate neglija modificarca rezistentei
infasurarii in raport cu temperatura. Se neglijeaza, deasemenca, pierderile suplimentare
in izolatia TC. Se presupunec ca in apropierea TC nu existd piese feromagnetice prin

care sa se inchida linii din campul magnetic de dispersie al acestuia.

Pentru precizarea ecuatiilor de functionare ale TC vom folosi notatiile din

figura nr. 1.1, tensiunile, curentii si fluxurile fiind exprimate in valori instantanee.

11
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

Legea inductiei electromagnetice, aplicata pe un contur care merge de-a lungul
firului infasurdrni secundare si s¢ inchide de la un capat la altul dupa o hnie a tensiunii

la borne, se poate scrie:

— dd dW/
E-dl=-n 2212 1.1
J dr dr (I.1)

in care Y, este fluxul magnetic total carc strabatc infasurarea sccundara. Integrala de

linie a intensitatii campului clectric de-a lungul acestei curbe, intre punctele k st 1, este

*

chiar tensiunea la borne, adica:
|
k

Considerand relatiile (1.1) si (1.2) si aplicand teorema a doua a lui Kirchhoff in

r..

c-dl =u,. (1.2)

secundarul TC, se obtine:

_d¥,

R,i,+u, = , Sau. 1.3

2°2 2 d{ ( )
R,i, +u,=u_, ,unde (1.4)
u -_d¥, (1.5)

c2 d,
reprezinta tensiunea electromotoare indusd de fluxul magnetic total ce strabate

infasurarea secundara.

Fluxul magnetic total care traverseaza infasurarca secundarda poate fi

descompus dupa cum urimcaza:
V=W, tWa,, (1.6)
unde W,.; este fluxul magnetic util, care traverseaza ambele infasurari, 1ar W4, este

fluxul magnetic de dispersie secundar, care traverseaza numai infasurarea secundara.

Calea dc inchidere a fluxului de dispersie fiind prin aer, prezintd o reluctanta
magnetica de valoare mare §i practic constantd [180]. De aceea, acest flux este
proportional cu curentul care il genereaza si permite definirea unei inductivititi de
dispersie, de asemenca constantc:

Wi =L/, (1.7)

12
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In cazul in care amandoua infasurarile sunt parcurse simultan de curenti, fluxul

magnetic rezultant comun ambelor, ¢, se numeste flux magnetic principal sau flux
magnetic rezultant util [180].
Notand cu R, rezistenta infasurarii secundare a TC intre bornele k si I st tinand

seama de (1.3), (1.6), (1.7) st de faptul ca:

di .
w, =L—2+Ri, 1.8
2 d’ 2 , ( )
se poate scrie ecuatia circuitului secundar al TC:
di | dd
(L+L2)d_;+(R+R2)’z:_nzaa (1.9)

L si R reprezentand parametrii sarcinit.

Pe de alta parte, legea circuitului magnetic aplicatd de-a lungul unei linii de flux
magnetic principal (vezi figura nr. 1.1) conduce la:

fﬁ-azn,iﬁnzizznll}o. (1.10)
Curentul echivalent /, este o marime uzual folosita in literatura de specialitate ([50],

[125], [129], [130]). Ea este introdusd in principal din ratiuni de calcul si are
semnificatia unui curent care trecand prin infasurarea primara ar produce aceeasi stare
de magnetizare ca §i 1n situatia reald, in care cele doud infasurdri sunt parcurse de

curentii /, $i respectiv /,.
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1.3 CARACTERISTICA MAGNETICA
A CIRCUITULUI FEROMAGNETIC

Deoarece circuitul magnetic al TC contine un miez feromagnetic, caracteristica
de magnetizare nu ecste liniard. Legdtura intre ccuatile (1.9) s1 (1.10) este data de
proprietatile circuitulur feromagnetic pe baza caracteristicii magnetice neliniare, cireia
i1 corespund relati1 de forma:

fio = ’.10[(1)0’(b(’)’d)’(’)’q)”(’)""’D”(D(’)]' (1.11)

Formula scoate in cvidenta faptul ca valoarca momentand a curentului cchivalent i,

depinde de valoarea initiala a fluxului magnctic, de valoarca lui momentana si de
modul sau de variatie in timp (aceasta din urma fiind luata in considerare in formula in

ipoteza cd ¢(¢) este o functie derivabild de # ori).

In literatura existd si relatii similare cu (1.11), dar in carc dependenta este

inversa, flux — curent, [49], [571, [75], [84], [87], [90].

in cazul TC, regimului permanent periodic al curentului primar ii corespunde
un regim permanent periodic de magnetizare a miezului. Ridicand experimental
caracteristica (1.11) corespunzatoare acestui regim, se obtin cicluri de magnetizare care
pot fi simetrice sau nesimetrice, dupa cum magnetizarea miezului are loc in acelagsi fel
in ambele sensuri, sau nu. Magnetizarea periodica nesimetricd a TC poate fi cauzata de

0 magnetizare remanentd importanta a miezului sau [19], [165].

La un circuit feromagnetic dat, aspectul si dimensiunile ciclurilor de
magnetizare depind de frecventa si de forma de variatie in timp a fluxului magnetic

[90], [180].

Un studiu al fenomenului neliniar legat de prezenta in circuit a miezului TC
necesitd o expresie analiticd a ciclului de magnetizare. Foarte multi autori au propus un
numar imens de relatit cu accasta finalitate [49], [50], [57], [75], [84], [87], [122], [124],

[136], [152], [166], [189]. Bazandu-ne pe toata accasta bibliografie, extinsd pe mai mult
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de un secol, se poate obtine o formuli de tip (1.11) care generalizeaza rczultatele
cunoscute, fiind totodati simpld, usor dc aplicat, precisd, coeficientii necesari

calculandu-se 1mediat din sctul de date experimentalc.

Pentru a putea descric analitic pierderile prin curenti turbionart care apar in
miezul feromagnetic al TC vom porni de la o analiza simplificatda aproximativa a

relatie1 (1.10), care poate fi pusd sub forma:
ezfﬁ-&zﬁ-/, . (1.12)

unde A este intensitatca campulut magnetic din miez, presupusd constantd pe
sectiunea acestuia, iar / cstc lungimea linici de camp mijlocii. In regim stationar,
aceasta solenatie este datorata curentului echivalent:

=0, =n,,. (1.13)

In regim variabil, la solenatia O, a infisurdrii primare trebuic adiugata
contributia curentilor turbionari indusi in miezul feromagnetic de variatia in timp a
fluxului magnetic. In cazul TC, miezul fiind alcatuit din tole subtiri, izolate intre ele i
dispuse longitudinal fatd de liniile de camp magnetic, céile de inchidere ale curentilor
turbionari, care sunt situate in planuri transversale, prezintd o rezistentd de valoare
mare. La frecventa industriala, reactantele acestor cai de inchidere sunt neglijabile in
raport cu rezistentele lor, iar curentil turbionari rezultd proporttonali §1 aproape
sinfazici cu tensiunea electromotoare indusi in miez [180]. De aceea, contributia lor la
magnetizarea miezului este practic cchivalenta cu o solenatic, O, in faza si

proportionald cu tensiunea electromotoare corespunzatoare fluxului fascicular util:

9, - x40 __Kkd¥ (1.14)
ds n, df

unde k>0 este o constantd proportionald cu lungimea circuitulul §i invers
proportionald cu rezistivitatea materialului miezului. Tindnd seama de aceasta
solenatie suplimentard, legea circuitului magnetic (1.12) se poate scrie:

J
9=95+9r=n,iw——k—£:f/-/ , sau: (1.15)

n, df
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ngo=H- 1+~ (1.16)

Din relatia (1.16) se poate obscrva ca din cauza curentilor turbionarn ciclul de

magnetizare este mai lat decat cel ridicat in prin puncte: daca di/dr>0 si deci
d¥/dr >0, la curentul i, = H-//n, se adauga o cantitate pozitivd. Varfurile ciclului isi
pastreaza locul, deoarece fiind puncte de extrem dW/dr =0 si curentul este egal cu cel
corespunzdtor ridicarii prin puncte a ciclului de histereza al matenialului, i, = H-//n, .

Conform acesteil analize rezultd ca ciclul de magnetizare al TC depinde de
frecventa (este cu atat mai lat cu cét frecventa ¢ mai mare, respectiv cu cat |d'V/df| e
mai mare) 1 de modul de variatie in timp a fluxului magnetic.

Aceastd prima aproximare poate fi imbunatatitd, luand in calcul neliniaritatea
caracteristicii de magnetizare. Cu ajutorul ciclului de magnetizare al miezului se poate

determina curentul echivalent. In regimul permanent periodic sinusoidal simetric de

magnetizare a miezului, din cauza pierderilor in fier, curentul echivalent i, nu este in
faza cu fluxul ¢ ; el se poate descompune intr-o componenta in faza cu fluxul:

how =h0, (1) (1.17)
numitd componentd de magnetizare (sau reactivd) $i 0 componentd ortogonald cu

fluxul:

hoa =h0a 1), (1.18)
numita componenta activa (sau distpativa). Unghiul dintre 7, si ¢ se numeste unghi
de pierderi, marimea lui depinzand de calitatea materialului magnetic si de inductia

maxima in miez [191].

Relatia (1.17) corespunde caracteristicii de magnetizare a circuitului magnetic al

TC, 1ar relatia (1.18) rezulta cunoscand dependenta:

pe=0:0,..0) (1.19)
a pierderilor prin curenti turbionari in miez in functiec de pulsatie, cu amplitudinea

fluxului ca parametru.
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

Daca fenomenul de histereza nu ar avea loc, curba (1.17) s-ar putea construi
usor, determindnd pe caracteristica de magnetizare pentru ficcare valoare a fluxului
valoarea corespunzatoare a curentului cchivalent si asezand aceasta valoare a lui 4, pe
aceeasl ordonatd cu fluxul magnetic. Unind extremitatile acestor ordonate se obtine
curba curentulul magnetizant; ¢a este cu atat mai ascutitd cu cat saturatia miezului este
mai mare. Atunci cand are loc fenomenul de histereza constructia este mai complicata,
dar se face in mod similar, aparand in plus si o distrugere a sumetriei curbei pe
sferturile de perioada. Ca urmare a fenomenului apar pierderile prin histereza, p,, in
miezul feromagnetic al TC. Acestea sunt proportionale cu aria suprafeter delimitate de

ciclul de histereza determinat prin puncte [129], [180], [191].

Caracteristica fundamentala de magnetizare [191] a circuitulur feromagnetic al
TC se poate aproxima analitic prin polinoame impare [49], [75]. Componenta activa

corespunzatoare pierderilor prin curenti turbionari in miez are expresia [50]:

- _a,qdy
i = , 1.20
10a o df ( )

astfel incat ajungem la aproximarea ciclului de magnetizare printr-o expresie de forma:

. a, d\ .
'm(\lf)z—dd—vﬂl\l”am»\l/“ L (1.21)

o al

Determinarea coeficientului a, trebuie si se faca tinandu-se cont de ambele

componente ale curentulut J,:

)= 0+ (0)=0 0L =710, 0). (122)
Atunci cand fluxul se anuleaza, curentul /,, are valoarea corespunzitoare campului
coercitiv al circuitului feromagnetic al TC, adica:

i,(0)=i, ;1in acest caz, relatia (1.22) devine: (1.23)

i, =i, (0)+a,0,, - (1.24)
Intrucat caracteristica fundamentald de magnetizare trece prin originea axelor de

coordonate, inseamna ¢ i,,,(0)=0, §i deci:

a() = ic/(bm ‘ (125)

pr5heFiie
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

Valorile optime ale cocficientilor a, si a,,,, din aproximarea analitica (1.21) se
determind prin metoda crorii relative patratice minime [8], cunoscand coordonatele a

cel putin doua puncte de pc curba fundamentald de magnetizare (1.17).

Rationand in acelasi mod si utilizand rezultate obtinute in [49], [50], [75], [87],
[90], [123], [182] sc poatc obtinc o gencralizarc a acester formule. Ca o prima

observatie, expresiile in care amplitudinea fluxulut in miez, ¢;

m?

nu apare explicit nu
pot fi luate in considerare decit pentru’ o anumitd valoare a lui ¢_ . Desi acest lucru

este cunoscut, de multe ort nu cste aplicat conform. Daca se doreste reprezentarea

caracteristicii magnetice printr-o functie analiticd, in afara argumentului ¢ aceasta

trebuie sa contina si fluxul maxim ¢, ca parametru.

m

Adoptand ipoteza fluxului armonic [50], [63], [170], putem scrie:
d=¢_cosol. (1.26)

Tindnd seama si de cele precizate anterior, ciclul de magnetizare este o curba
periodicd i simetrica, deci curentul i, poate fi exprimat printr-o serie Fourier

incompletd de forma [181]:

=§aksin(2k—l)o)1+§bkcos(2k—1)wt. (1.27)

Daca in aceasti relatie se exprima armonicile ca puteri ale pulsatiel o se obtine,

conform [50]:

_ZZ m—l 2,,,.| an—lmt cosz{pﬁn)wt +ii(_ l)m lb C;m_z Slﬂ 2(m-1) of cos}(ﬁ-m)ﬂmt (1 28)

k=1 n=l k=1 m=1

Se poate afirma ca ecuatia (1.26), impreuna cu una din relatiile (1.27) sau (1.28)
reprezinta ecuatiile parametrice ale ciclului de magnetizare. Elimindnd variabila timp,
se poate obtine o relatie de tip (1.11). Pentru a realiza acest lucru, relatia (1.26) se scrie
sub forma:

2 m-]

sin "ot = 1—((%) Z(- 1yCl '[ ¢¢ j n (1.29)
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Substituind functiile circulare date de relatiile (1.26) si (1.29) in ecuatia (1.28), se obtine

in final:

m n gl

— ZZZ{(' )uL 1C2n1 CJ 1 ZLZ;':II}H} ¢2L Jn) +

n=1 j=1 k=0 m

; m n ke lCZM lcj 1 Zn 1 2(k-j+n)
V m ZZZ ]) 2/-1 2{k—y+n) ¢

n=1 y=1 k=0 m

(1.30)

Ecuatia (1.30) reprezintd in principiu ciclul de magnetizare. Desi este relativ
complexd, ea poate fi sumplificata in diverse moduri. Experimental se¢ constatd ca
termenii din parantezele pitrate depind numai de natura materialului magnetic, fiind
independenti de ¢_ [152]. In aceste conditii si bazandu-ne pe o consecintd a teoremei
lui Weierstrass-Stone (vezi Anexa nr. 2), care afirma ca o functie continud poate fi

aproximata cu orice precizic printr-un polinom ([19], [64]), relatia (1.30) devine:
n n-1
10 :ZCZk—ld)ZH mapy i, _¢sz2k¢2k > (1.31)
k=1 k=0

in care coeficientii ¢, ,, k=1Ln st d,, A=0,n—1 sunt obtinuti din combinatiile
termenilor din parantezele patrate ale relatiei (1.30).

2
m

.« " 1/2 .
Se observa ca ¢_ apare doar in factorul ( —(bz) . Semnul acestuia este
pozitiv pentru valorile crescatoare ale fluxului magnetic si negativ pentru cele
descrescdtoare, corespunzind celor doud ramuri ale ciclului de magnetizare. Intr-un

mod mai sintetic, relatia (1.31) poate fi scrisa sub forma:

= £()£VoL -4 £, (), (1.32)

unde f,(9) si fp(d)) sunt polinoame impare $i respectiv, pare.

Pentru a rezolva problema dublului semn din fata radicalului, care face ca
expresia (1.32) sa fie mai complicata si deci mai greu de utilizat, se deriveazd ecuatia
(1.26) in raport cu variabila o/ §i prin combinarea cu ea insdsi, pentru eliminarea

functiilor circulare, se obtine:

(1.33)

4o _ e
d(cot) - "
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

Substituind rezultatul obtinut in relatia (1.32), rezulta in final:
: 1 (
=A@+ LA 0). (139

Aceastd ecuatie are avantajul de a nu mai contine explicit dublul semn, el fiind
inclus implicit in factorul d¢/dr. Fenomenologic, primul termen din relatia (1.34)
poate fi interpretat ca un curent carg strabate o bobina neli-
niara ideala, in timp ce al doilea corespunde unui curent
printr-un rezistor neliniar. Aceastd observatie permite folo-

sirca schemei echivalente din figura nr. 1.2, in care i =
= l(d)) $i R:(D/fp((b)-

In cazurile practice, datoritd circuitului magnetic e-

Figura nr. 1.2

. 5 xecutat tehnologic cu precautii deosebite, se pot obtine pre-
Schema echivalenta a TC & b ’ > 5P I P

cizii bune utilizand un numar mic de termeni in polinoame-
le expresiei (1.34). In Anexa nr. 3 se indicd modalitatea concretd de identificare a

polinoamelor £(¢) si fp(d)) din datele experimentale existente. Pentru polinoame cu

numai doi termeni este posibild determinarea coeficientilor direct din punctele
caracteristice ale ciclului de histercza al materialului, date furnizate de producétorul

miezului feromagnetic.
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1.4 ANALIZA FUNCTIONARIL!
TRANSFORMATORULUI DE CURENT IN
REGIM TRANZITORIU

Modul de calcul al raspunsulut TC cu saturatie si pterderi ca element al
sistemului electroenergetic nu este de regula abordat, pentru ¢i nu a fost posibila pana
in prezent evidenftierea unet solutii analitice. Pentru un caz concret dat $1 anumite
ipoteze simplificatoare ar putca fi abordatd o modelare numecrica a dispozitivului, cu
ajutorul unor pachetc de programc specializate dc Teoria sistemclor (Simulink,

Matlab/Control, s.a.) [125].

Pentru a avea o referintd, vom analiza mai intai comportamentul TC considerat
ca dispozitiv liniar si fara a tine scama de pierderi. Ulterior, vom putea puncta mai
usor modificarile care apar in functionarea sa prin luarca in considerare a acestor
elemente suplimentare si totodata va rezulta daca luarea in calcul a lor este utila sau

nu, influenta acestora relevandu-se a fi semnificativa sau neglijabila.

In caracterizarea TC, privit ca traductor, nu intereseaza numai curentul secundar
ci si eroarea lui in raport cu cel primar. Din legea circuitului magnetic aplicatd
circuitului TC (figura nr. 1.1) avem:

ng,+n,i,=H-I. (1.35)

Plecand de la conditia satisfacutd in transformatorul 1deal:

i+22j =0, (1.36)
n,
se poate defini 0 masura a erorii absolute sub forma:
Y e (1.37)

10u
1

modul de notare (corelat cu (1.17)) fiind ales astfel deoarece (1.37) reflectd, de fapt, o
masura a intensitatii cdmpului magnetic in miezul TC (corelata cu (1.35)), adica:

iy =1/n,-H . (1.38)
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Introducand in (1.37) exprestile curentilor primar si secundar, se obtine masura
erorii absolute introduse de TC. Pentru aprecicrea mésurii erorii relative totale, aceasta
va fi definitd prin raportul /i, /7, , cvitindu-sc raportarea la valoarea instantance a
curentului primar, ceea ce ar duce la valori infinite pentru momentele in care acesta se

anuleaza.

TC fiind un element larg folosit in sisemul electroenergetic, ni s-a parut util de
a nu-l 1zola de context, adica de a-l trata numai ca traductor in sine. De aceea, vom
folosi, ori dec catc ori cste nccesar, aceasta referintd, atat pentru a obtine informatii
suplimentare, cat si pentru a transpune concluzii trase in urma identificarii unui anume

tip de comportament specific al TC.

In figura nr. 1.3 s-a reprezentat o schema echivalenta a circuitulut in care este

montat primarul TC, unde «, este tensiunea retelei de putere, iar R" si respectiv L’

sunt parametrii echivalenti ai circuitului, dependenti de surse,

RY,
1 L*
TC

linii i receptoarele din retea, in regimul normal de functiona-

re. Se considerd ci la un moment dat (¢=0) se produce o
schimbare de regim. In aceste conditii, ccuatia diferentiald a
circuitului este:

Figura nr. 1.3 L (:i—ll‘+ Rl =L

sin(of + o), (1.39)

Im

TC montat in retea
unde L) si R] reprezintd inductivitatea i respectiv rezistenta

echivalente ale retelei in care este conectat primarul TC dupa ce s-a produs avaria, £,
fiind amplitudinea tensiunii de faza initiala « a retelei in aceleasi conditii §1 poate fi
pusa sub forma:

di, 1

Y DS
+—i, = —=sinlof +a), 1.40)

1
in care T, =L} /R; reprezintd constanta de timp a circuitului primar. Aplicand ecuatiei

diferentiale (1.40) transformarea Laplace, se obtine:

A'J(i.)—i.(0)+$l“sﬁ(i,)= TSSO e unde, (1.41)
1

- 2
L1 SZ +w
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P SINGTO 08 (0) - am (s sim o cosa) + (57 +02)40)

J(il): SN )1 _ L : . (1.42)
st (S + EL](SZ + 0)2)
T L

1 1

Expresia obtinuti este de forma unei fractii rationale #A(s)/g(s), in care ridicinile
numitorulut sunt distincte; se¢ poatc aplica deci tecorema dezvoltarii a lut Heaviside,

obtinandu-se ca original pentru 7, o expresie de tipul:

i(t)= Z:((SS))CS“ , unde: ' (1.43)

s, =—R;/L} sis,,=+jo. In urma calculelor, rezultd pentru i, expresia generala:

Im

i) = l,m{sin(m/ +p)- (sin B— I'[(—O)j 6—“} , In care: (1.44)

500 i [3:OL—0L1, (15)

el A A AAA AR AN T
TR YY) o e weebeta/Ri), o

yvyyvyeses e vt/ #(0) reprezinta valoarea cu-

05 0 05 3 15 2 25 3

o

=1000

_ rentului in circuitul primar la
Figuranr. 1.4 _ . _
. momentul imediat anterior a-
Curentul de defect in reteaua de putere dat de (1.44)

paritiei schimbarii de regim.
——] A
| — iy In figura nr. 1.4 este

05 0 05 1 15 2 235 3

il a[A]

=500

Figura nr. 1.5 prezentatd forma de variatie
Componenta aperiodici a lui /() data de (1.44) in si-

tute cove e —fvo. b (B=7/2)

560
IALP[A/)] /\ [\ /\ /\
0 ,ﬁﬁ/\j U V } si presupundnd cd, daca initial curentul in retea era de

L L L 100 A, dupa aparitia defectului, curentul de regim perma-
Figura nr. 1.6 nent s-a marit de cinci ori; calculul a fost facut pentru
Componenta periodica T, =0,1 s, ceea ce corespunde unui raport X'/R"=315.

Se observa cd exista o componentad aperiodica suprapusid peste cea de regim

permanent, amandoua fiind redate si separat in figurile nr. 1.5, respectiv nr. 1.6.
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Pentru a caracteriza comportamentul TC vom folosi ca si semnal primar un

curent de tipul (1.44), calculdand raspunsul acestuia, respectiv erorile introduse.

Aplicarea legii inductiei electromagnetice §1 a teoremei a doua a lui Kirchhoff

in secundarul TC (vezi figura nr. 1.1) conduce la ccuatiile:

: \[J :
R,i, +u, = ——ddllz N, =, H i, =0n,0+ Ly,
, din care rezulta:  (1.46)

", = L%u Ri,

*

9y ®R+R,), =W, 40 (1.47)

L+L )
(L Z)dt ds 2 de

Pe de alta parte, legea circuitului magnetic si legea fluxulur magnetic conduc la

relatiile aproximative (1.35) si:

b=B-S=uHS, (1.48)
pe care, utilizandu-le in (1.47), aceasta ia forma:

(L+L2)%— +(R+R,)i, = —HZ%(pSWJ, (1.49)
sau, dupa gruparea termenilor:

[L+LZ+“H;SJ%+(R+RZ)1'2 :—f‘“—'lr‘—2§%'[—'. (1.50)

Introducénd notatiile:

2
n,S . . )
L, = 222 inductivitatea de magnetizare;
[
L+L,+L . . )
e T,=——2 " _ constanta de timp globala a circuitului secundar;
R +R,
n, L, . :
e n, =———+—— —raportul corectat al numarului de spire,

¥ T n, L+L, +L,
ecuatia diferentiald (1.50) primeste urmatoarea forma simpla:

1, :—nu%. (1.51)

AT,

Se observa aparitia constantei de timp T,, asupra cdreia este greu sa ne pronuntam
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aprioric in ceea ce priveste plaja de valori in care ar putea sa se situeze. Pentru a
remedia aceastd lipsa dc informatic si a obtinc uncle indicatii utile am folosit unele
reglementari metrologice [72] si STAS 4324-62 (Anexa nr. 4), care indicd erorile
tolerate ale TC in regim permanent.

in regim sinusoidal dc pulsatie o poate fi folosit calculul cu marimi complexe.
Inlocuirile formale d/d/ —jo, i, >/, si i, -/, in (1.51) conduc la:

?[,l_lz +J“”£z = -j“mlex- ’ (1.52)

2

Pentru aprecierea preciziel TC ca traductor de curent se defineste eroarea:

y=2L 100= Lt Kals o014k, L2100, (1.53)
Ll Ll ll

formula in care sunt incluse atit eroarea de modul ¢, cat §i cea de unghi &; k,

m

. Kals P z pr Inminl rnsfirm re 1 TC. Se
0 I poate scrie, deci:
_kmlzzll(l’*‘“e—jeﬁa (1.54)
Figura nr. 1.7 100

Definirea erorii globale a TC  notatiile fiind asociate conform figurii nr. 1.7.

Introducand (1.54) in (1.53), rezulta:

7= 1—(1+—5—)ei5 -100= 1—(1+‘—’j(coss+jsmas) -1005—[L+j5)1oo,(1.55)
100 100 100

formula in care s-au neglijat infinitii mici de ordin superior, considerdndu-se coss=1 §i

sin 3=, data fiind valoarea mica a unghiului 8 (minute).

Pe de altd parte, combinand (1.52) cu (1.53), rezulta:

: 1 (o
v=|1-k,n,, —2>— 100 =|1-k,n,, = 22( _J® ) 100, (1.56)
/T, +jo 0T, +1
astfel incét erorile ¢ s1 & sunt date de relatiile:
22 ) ) T
e=-2 1 (kz*"’l‘l D1 00 6] ; &= k";"‘j“’ 2= L ), (1.57)
o T, +1 0T, +1 T,

considerand T, >>1 1 k,n,, =1.
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In acest mod devine posibild aprecicrea constantei de timp globale a circuitului
secundar al TC. Spre cxcmplu, pentru un TC dc clasd 0,1 crorile normalizate sunt
e=0,1% st $=6", pentru [,/ =1+12 st Z,/Z, =025+1 la cos¢=08 (Anexa nr.

. . 0
4), rezultind 5 =6'=0,1" = 0,|— = 0,17453 rad, deci: T. = 1118
180 2 w5 100n 0,ln

=1,82378 s.

Pe baza ccuatiilor (1.44) si (1.51), care exprima cxpresia generald a curentului
in cazul unui regim tranzitoriu in retcaua in care se afla conectat primarul TC si,
respectiv, legdtura dintre curentit 4 si i,, se obtine ecuatia de functionare a

transformatorului in acest regim:

- | (o
di ; S [S—L}Q .
IZ H Im -T‘
—>+—i, =-n,/ cos(wl/ +p)+——™=-C " 1.58
dt T, 2 124m| @ (‘" f) T, ( )
Prin aplicarea transformatei Laplace, aceasta ccuatic ia forma:
sin B—i—‘(—o)
’ 1 ’ y ' I/ 1
S~L(i2)—-i2(0)+—‘l¢(iz)=—nnI,m “’5 COS?+O)ZSm i + = HE (1.59)
Tz S +o T1 P
1
sau:
T I T S eespaes WY 3
- 3
i (o) s+ (52 + 02 )-on../ $COSf3+wsin | LI
E 2( { zj( ® ) Ol JEIN T, E
I . |
': sin [3—"#)—) E
. I: _an[lm = (S2 + (‘02) :l
R0 I e ) (1.60)

Expresia (1.60) este de tip fractie rationald A(s)/g(s), numitorul avand toate
radacinile distincte. In acest caz se poate aplica teorema dezvoltarii a lui Heaviside,

originalul find de forma:

)= 20 g

, (1.61)
(=Y (Sk)

, unde:
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I Lcuatiile de functionare ale transformaltorului de curent

s, ==1T,, s,==1/T, si s,, =+jo. Efectuand calculele, pentru curentul secundar se

obtine expresia:
A (0 )
sin 3 — - (—)

i,(0)=i,0)e = -n, 7 I|T, -—T—%(e‘ —€ " )-cosssin(3+3)€ ™ +|(1.62)
1 b

+ cosd sin{of +p+3) |

=

Solutia (1.62) este nedeterminati pentru T, =T, = T. In acest caz sc calculeazi lim i, (¢)
T, T,

*

si prin utilizarea teoremei lui /’Hopital se ajunge la expresia:

! Sin [5 N III(O) ! t
I (t): L)€ " —n,,1, #h"‘ 1€ T —cosd sin(p +3) €T+, (1.63)
+ cosd sin(wl +p+3) |
* A in care /,(0) reprezinta valoa-

/\ A N Ala A A A als

LA TR e surensstst i sssancan
V UTIWU U U U vv u a momentul imediat an

5 s terior aparitiei schimbarii de

g
| ae——"]
c::__ﬁ‘_

05 0 05 15 2

Figura nr. 1.8 . B}
Curentul in secundarul TC, dat de (1.62) regim (I(O ) )-

Luand in considerare

CREAT P~

E— 4 un TC cu k,=1000/5 si
¢ 05 ¢ 05 1 15 2 25 3
Figura nr. 1.9 T, =1s, in figura nr. 1.8 s-a

Componenta aperiodica dependenta de T,

trasat /,(¢) dat de (1.62), pen-

AN ttu p==/2 s1 T,/T,=0,1. Cu-

M'I',

03 0 05 ! 13 2 25 3 rentul prezintda doud compo-
Figuranr. 1.10

Componenta aperiodica dependentd de T,

nente aperiodice, care sunt
reprezentate in figurile nr.

" [ f\ [\ {\ [\ 1.9 sinr. 1.10 si una de regim permanent (figura nr. 1.11).

JAVVAY

17 \]U U U U/’r& Introducind in (1.37) expresiile (1.44) si (1.62) ale

—0.5 Q 0

. curentilor /i, si /7, s¢ 1 xXpresia masurii erorii pentru
Figura nr. 1.11 urentilor J; si /,, se ob{ine expresia masurii erorii p
Componenta periodicd  cyrentul de avarie:
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

sinfor +3) - Sinlﬂ—ll—(o—) ch ——n—znp L sin[i—ﬂ X
Ih" nl ) T‘I —TZ ]Im

() =101 21, (0)€ . (1.64)
} )

{ { {
_, : ‘.. -_' ‘“ . nl
x(e h-¢ ':)*cosdsin([iwté)c " cosdsinfor +p+5)

.

Pentru a simplifica expresia analitica a marimii erorii, data de (1.64), se poate

. . n . cea . . . .o
admite ca—%n, = ﬁ =1, neglijand prin aceasta influenta dispersiei secundare
+L, +
2 H

1 .
st inductivitatea de sarcina fata de inductivitatea de magnetizare, ceea ce in aceasta
faza de aproximarc o acceptim ca fiind posibild, in ipoteza caracteristicii liniare. In
afara de aceasta, observand ca sin(w/+p)—cosdsin(w/+p+3)=sind cos(ws +p+3) si ca

cosd sin (3 +58)=sin B +sin dcos(3+35), termenii se restring, pentru ca in final si se

obtina:
B
. | - _eh_en
1o, (t): l,.|sind cos(o>t+[3+6)—sm 3 cos([3+6)€ " + T, sinp T T +
17 12
. (1.65)
t !
L T T, LR
+i,0)€ "+ T, (0) LS v My o) e
TI _Tz n,

Efectudnd 1in aceleasi conditii calculele pentru T,=T,=T, dupd ndicarea
nedeterminarii relatiei (1.65), rezulta expresia:

fro, =1, [sin 5 cos(wl +p+8)—sin b cos(p+3) er +%sin B C"'] +
(1.66)

-2 / L
+i(0)e T(1+—j+32—12(0)e l
T) n,
Expresiile (1.65) si (1.66) se simplifica daca se considera nule conditiile initiale:
i,(0)=0, 4,(0)=0, deci i,(0)=0, aproximatie justificata de faptul ca /,, depaseste in
general cu cel putin un ordin de marime orice valoare a curentului /, de dinainte de

aparitia scurtcircuitului. In acest caz, eroarea de curent poate fi exprimata sub una din

formele urmatoare:
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

B ' t

e _eh

™ (r) =1, | sind coslof + 3+ b‘)—sin d cos(}i +o‘) C " +Tsinp——-—-I| (1.67)
17 t2

sau, respectiv, pentru cazul incare T, =T, =T:

I1o, (1) =/,,|smnd cos(mr + B+ o‘) —sind cos([& + o‘) C Ty %ﬁ C_"‘J . (1.68)

In conditiile exemplului de calcul anterior, in care curentii in primar si
secundar, dati de (1.44) s1 (1.62) sunt reprezentati in figurile nr. 1.4 si nr. 1.8, aspectul

erorii, a caret marime o descrie (1.65), este ardtat in figura nr. 1.12.

0.05 = 0.05 -
1o f10p/T1m
0.04 A 0.04 =
|
0.03 .-’_'/—H 0.03
0.02 0.02
0.01 0.01
2N ¢iT,
0 0.5 1 1.5 2 0 6.25 12.5 18.75 25

Figuranr. 1.12
Variatia erorii relative a TC pentru exemplul de calcul considerat
Pe baza celor prezentate panda acum se pot trage cadteva concluzii privind

functionarea TC in regim tranzitoriu de scurtcitcuit:

e croarca de curent arc doud componente: una alternativd, datd de primul
termen din (1.67) sau (1.68) si una aperiodica amortizata, data de ceilalti doi termeni,
dintre care ultimul are ponderea cea mai mare, luand in considerare valoarea mica a
unghiului &. Neglijand deocamdatd primii doi termeni, pentru eroarea de curent

rezulta expresiile:

T, . . ! ,
o (1) 2 10y e =/1mﬁsm B (e h_¢h , respectiv: (1.69)

ilOu (t) = ilOuapcr = Ilm T > (1 70)
Ty=T,=T
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

e componenta apcriodica a crorii de curent depinde de faza initiald g a
curentulut de scurtcircuit din primar, fiind maximd pentru p=o-«,, dect cand

a=n/2+a,. Aceasta poate fi o cauzd a functiondrilor incorecte ale TC din unele
circuite de protectice [112];

e pc de altd parte, acccasi componcnta aperiodica variazia in timp, avand
maximul la timpul 7=t

m >

obtinut din anularca primei derivate, de unde rezulta:

T T i Lt
b o D2 g2 , Sl respectiv: (1.71)
1 Tz - Tl Tl
Iim T} Tfi" ":1- (1.72)
= =10 1,=T,=T
O,] T2 . - )
T Pentru aceste valorn rezulta marimea erorii a-
1

){ 7 =1 periodice maxime:

1
0,05
/ ﬂ f\

_ T, L
A ITOPJP'GI"HT ’:"[im (T—]}] T K (1’73)
I o 2
Tz N ’

\ [ care depinde de raportul T,/T,, variind intre
T,

3 Y5 (0+1),, atunci cind T,/T, ia valori intre O si

. oo. Pentru T, =T, =T se obtine:
Figuranr. 1.13

(o)

. Al
Variatia erorii relative a TC Hopapam = €71

m =0,367881 - (1.74)
In figura nr. 1.13 s-au reprezentat citeva curbe ivou /1,m In functie de ¢/T, pentru

diferite valori ale raportului T,/T,. Componenta de curent alternativ este figurata

numati local, pe curba corespunzitoare raportului unitar al constantelor de timp;

o pentru valori foarte mici ale timpului, eroarea este nula, i,,,|_, =0, 1ar pentru

valor1 mari, ea se reduce la termenul periodic lim i/ ‘

s 10p = /10“~ = [lm Sin ) COS((Dt + B)
Amplitudinea e1 fiind iy, ., =

I, /0T, , rezultd ca depinde doar de T,, scizand odata
cu cresterea acestela;

e croarea relativd maximi nu apare la inceputul procesulur tranzitoriu, ci dupa
un anumit timp, aproximativ egal cu t_, care depinde, de asemenea, de raportul T,/T, .
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

L. figura nr. 1.14 s-au repre-

’ e —,0,8
R I | 2 o = = = 3 o p i I R .
| ' — :=;:_,,0,7 zentat curbele iy, /i $1
; | i O A0.6 . :
I o E | TRR =:0,5 t,/T, in coordonate semilo-
4] 0.4 . .
St O”’ garitmice; t_scade aproxima-
B S e
T :- 0,2 tiv proportional cu logaritmul
s B . .
A P i nryorwer _;QJ% zecimal al raportului T, /T, .
10° 10
’ Din cele expuse rezulta

Figuranr. 1.14 3 . e
cd prezinta interes situatiile in

Variatia timpului relativ de aparitie a eroriit maxime la TC

carc T,>T,, sau cand T, in
sine are valoare absolutd mare. Pentrtu TC din sistemul electroenergetic, la modul
practic, T, are valori cuprinse intre 0,1 si 0,6 secunde, turbogeneratoarele avand
T=(0,1+0,25)s, iar hidrogeneratoarcle T =(0,15+0,6) s [112]. Calculdnd valorile lui

T, cu a doua relatie din (1.57) pentru clasele de precizie uzuale ale TC, se obtine (la

f=50Hz):
clasa de precizie 0,05 0,1 0,2 0,5 1 3 5 10
T, [ms] 3647,6 | 1823,8 | 1094,3 | 364,8 | 182,4 | 61 | 36,5 | 18,2

Practic, T, are valori mai mari decat T,, mai ales in cazul infasurarilor de masura ale
TC. Pentru infasurdrile de protectie, insi, T, are valori mici, de ordinul a (20+
+200) ms. In cazul unei retele cu o constantd de timp T, foarte micd, spre exemplu

50 ms, rezulta (figura nr. 1.14) ca eroarea aperiodicd maximd poate avea valort de

(15+55)% si apare la timpul t_ =(0,6+185)/,, =(0,03+0,1) s. Dacd T, este mai mare,

Im

spre exemplu 0,2 s, erorile maxime cresc la (75+100)%, iar timpul la care apar creste,
deasemenea, la (0,05+1) s. Accastd comportarc explicd suficient unele functionari

incorecte ale TC din circuitele de protectie cu actiune rapida (t =(0,02+0,1) s), in

protecic
special dacd este vorba de o protectie diferentiala sau de distanta [37], [91].
Fluxul magnetic maxim in miczul TC poate fi calculat pe baza relatiilor (1.38) st

(1.48), obtinandu-se (in modul):
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I Izcuatiile de functionare ale transformatorului de curent

Doy N .
¢III:HSHI’“:“S IIIOL :_-L'LI

o 10pm *
2

(1.75)

Din figura nr. 1.13 si relatiile (1.64) si (1.71) se constatd ca i, poate avea, in cazul

limita al coincidentei maximelor componentelor sale, valoarea:

1 1
. , (T e . T h &
sin & cos| o/ +  + 3] +sin B'-—'— T, =/ |sind+ —l]l T |, 1.76
{ LT
) :

— fim T2 J

llOpm = [lm

max

care, pentru T,>T, §1 sind =3 = 1/w/, devine:

T nT, + 1 .
Fopm =11 —1-—+—‘ =1, ©h T . Daca T,=T,=T se obtine: (1L.77)
oT, T, oT,
(,OT
11 et
fiopm = 1im| —= +~j =1, —— ,care, fata de (1.77), cste mai mare.  (1.78)
oT € o

Fluxul alternativ maxim in regim permanent sinusoidal ajunge la valoarea:

¢ = n—'ZL“impm = n—;Lullm L , rezulta: (1.79)
n, 2 oT,
¢_=¢_(oT +1) ,iarin cazulin care T,=T,=T: (1.80)
oT
0. E¢m~—e_‘ (1.81)

Se constata ca fluxul maxim creste odata cu T,. Valoarea factorului k =oT, +
+1, pentru ©=100xrad/s st T,=50ms este k=16,7=20, 1ar pentru T,=0,ls, k=324=
=30. Rezulta cid fluxul magnetic maxim datorat componentei aperiodice il depdseste
pe cel datorat componentei alternative. Aceastd crestere importantd a fluxului
magnetic maxim in miczul TC constituic cauza principald a erorilor care apar la

functionarea acestuia in regim tranzitoriu.

Daci conditiilc initiale nu sunt nule, adicd /,(0)#0 si ,(0)#0, din (1.37) rezulta:

i1, (0)=1i,(0)+ D2 (0)=0 , iarin baza relatiei (1.76): (1.82)
n]
$(0) = 21—L“im“ (0) , relatie care exprimi fluxul remanent in miez. (1.83)
nZ
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1.5 CONCLUZII

S-a aratat ca croarea care aparc in regim permanent este depasitd cu mult de
eroarea din regimul tranzitoriu, conditiofiatd dc componenta apertodicd a curentului
tranzitoriu, dacd constanta dc timp sccundard ecstc mica fatd de cea primara si, in

special, dacd transformatorul este saturat. In acest caz, ipoteza L, = constant nu mai

este valabild, inductivitatca scazind rapid o datd cu aparifia saturatiei si facand prin

aceasta sa creasca mult curentul /,,, , adica eroarea TC, in acele intervale de timp cand

10p >

curentul primar /, are valori mari, care satureaza miezul.

Fenomenul este indeosebi pronuntat atata timp cit componenta aperiodica a

curentului /, produce un flux magnetic destul de mare pentru ca, adunandu-se cu cel

alternativ, sa mareasca saturatia. Dupa ce componenta aperiodicd scade sub o anumita
valoare, saturatia incetcaza (in ipoteza cd fluxul alternativ maxim nu produce, el
singur, aceastd saturatie) si functionarea redevine normald, curentul secundar fiind din
nou imaginea destul de fidela a celui primar, 1ar eroarea TC scade mult, rdmanand,

totusi, mai mare decét in regimul normal de functionare.

In ceea ce priveste ccuatiile stabilite, acestea sunt deduse pe baza unor ipoteze
simplificatoare, dar care permit sesizarea calitativd a fenomenelor ce intervin atunci
cand un curent de avarie trece prin primarul TC. La cercetarea functionarii
transformatorului in regimuri in care miczul acestuia este saturat se impune stabilirea
unor ecuatii neliniare care sa descrie analitic caracteristica sa magnetica. Numai dupa
aceastd etapa se poate trece la rezolvarea sistemului de ecuatii care descrie
functionarea TC pentru a putea identifica raspunsul acestuia la un semnal de intrare

(curent primar) dat.
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

In consecinta, pentru a putca modela matematic functionarea TC, trebuie
obtinutd o expresie analitica pentru caracteristica sa magnetici, relatie care sa fie
simpla, usor de calculat, de derivat, iar erorile de aproximare obtinute prin utilizarea ei
sa fie cel mult de acelasi ordin de marime cu cel al preciziet de determinare a punctelor

caracteristicii neliniare experimentale.

Functionarea TC este descrisd de ccuatiile (1.9) si (1.10), legatura dintre ele

facand-o relatia (1.11):

( N/, +n,i, =n,

J jIO :f((b’d)m)_ (184)
di, . d

(L) o), =0, 8

In cadrul sistemului (1.84), ecuatia centrala, care descrie caracteristica de magnetizare

a miezului TC, dedusa in § 1.3:

. 2k-1 1 e 2k dd)
ho = Zalk—lq) +—Za2k¢ d_ (1.35)
k=1 O k=0 {
reprezinta o generalizare a formulelor cu care se opereaza curent in domeniu (relatiile

(1.16) [180] si (1.21) [50]).

Se apreciaza ca formula (1.85), carc descric caracteristica de magnetizare a
miezului TC este destul de simpld, neutilizand decat polinoame, spre deosebire de
altele [49], [87] ce folosesc functii putere complicate, functii trigonometrice sau
transcendente. Polinoamele fiind functii care pot fi ugor tratate matematic 1 numeric,
integrate, derivate, etc. fac din (1.85) o relatie usor de implementat in programe de
calcul, cu atit mai simplu cu cat poate asigura precizia doritd pentru un numar relativ
mic de termeni. Se poate afirma, deci, ca sistemul (1.84) caracterizeaza comportarea

TC in orice regim, tindnd cont si de campul magnetic generat de curentii turbionart.

Evaluarea pierderilor prin histereza presupune cunoasterea datelor constructive
ale TC, cu ajutorul carora s-ar putea calcula inductia magneticd B in miez, precum $i
intensitatea cAmpului magnetic /. Exprimand H = f(B) in maniera indicatd in Anexa
nr. 3 (formula (A.11)), este posibil calculul pierderilor de energie asociate ciclului de

3 l P
[NV O IR e
. .
L JRENN
" L3

—— AT
'
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I Ecuatiile de functionare ale transformatorului de curent

histcreza, sub forma p, = ::— fHdB J/m?/ciclu. Folosind relatia (A.10), acestc picrderi
1

-B,,

pot fi puse sub forma p, = { I f(B)B + I fl(b’) :_pt)dB } Deoarcce f,(B)=

n

= a,, 8" sunt polinoame impare, prima dintre integrale este nula si tinand scama
k.,

n a1 * o, |
ca f (B) Llaszﬂ\ rezulta Py = (Zau 2‘j in care 1“ — J'sz(Blzn_Bz)',de.

-B,,

: . . 2k -
Integrala poate fi evaluata folosind relatia de recurentd I,, = ( 1) Bol,, ., cul,=
AR+

T Coe . . . . A . .. .
=—B2 . Cu aceste precizari, pierderile prin histereza in functie de parametrii a,, si B
” m 5 2k m

n (f;/{_])ll

pot fi calculate sub urmatoarea forma: p, = { Z B“]. Rezultatele

(’7/» +'>)H 24P
obtinute pe aceastd cale reflecta o foarte bund concordantd cu cele obtinute din

determinarea ariei ciclurilor de histereza prin integrare, folosind un procedeu de tip

Simpson.

Nu am folosit aceastd dezvoltare pentru ca nu exista garantia cunoasterii datelor
tehnice constructive ale TC in exploatarea curentd (numar de spire al infasurarilor,

dimensiuni geometrice, etc.).
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Aproximarca  spline  conjinc
paradoxul dclicios al Simfonici
Clasicc a lut Prokofiev: parc scrisi
cu mulle sccole in urmi, dcsi,
fircslc, acesl lucru nu ¢ posibil.

Philip Davis, 1963 [70]

Capitolul 2

CALCULUL TRANSFORMATORULUI
DE CURENT CU SATURATIE §I
PIERDERI IN REGIM TRANZITORIU

2.1 GENERALITATI

Sunt prezentate incercari $i modele matematice ale caracteristicii magnetice

ncliniare a TC, precum si raspunsul transformatorului in regim tranzitoriu.

In unele calcule sunt folosite functii spline polinomiale. In principal, este
urmarita reprezentarea functiilor sp/ine ca si combinatii liniare de B-spline, facandu-se
referiri doar la aspecte teoretice care sunt utile calculelor ce vor fi efectuate. Selectia
literaturit de specialitate date in bibliografie este facutda dupd aceleasi criterii,
continand doar titluri la care se fac referiri in text pentru un rezultat preluat sau pentru
demonstratii ori informatii suplimentare, fard a fi reprezentativd pentru acoperirea
domeniului respectiv. Pentru o imagine completd a teoriei functiilor spline trebuie
consultate tratate care oferd prezentari cxhaustive, [1], [47], [48], [83], [121], [134],
[154], [162], [163].
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2 Calculul TC cu saturatic yi picrderi in regim (ranziloriu

Anexa nr. 1 cuprinde o listd detaliatd a tuturor notatiillor matematice utilizate,

majoritatea fiind cele uzualc.

in Matematicile moderne exista doud directii in definirea functiilor spline.
Prima se bazeazid pe proprictatea functiei spline de a fi solutia unei probleme
variationale de minim cu anumite restrictii precizate. Abordarea este esential mai
abstractd si prezinta un numdr de avantaje in precizarca condititlor de existenta si
unicitate a solutiei. A doua dircctie sc bazeaza pe notiunea intuitiva ca o functie spline
este formatd din mai multe functii definite pe segmente adiacente, care apartin unor
anumite clase precizate i care sunt racordate in noduri intr-un anume fel. Aceasta
abordare are mai mult un caracter algebric §1 a fost preferatd pentru faptul ca

favorizeaza obtinerea mai rapida a unor rezultate care sa poata fi exploatate practic.

O mare parte din literatura existentd referitoare la functiile spline sc bazeaza pe
faptul ca ele reprezintd solutii ale unor probleme variationale. Acest aspect nu este
prezentat aproape deloc in teza, cu exceptia unor consideratii facute asupra ajustarii
prin functii spline utilizatd in cadrul metodei celor mai mici patrate (§2.2.2.4),
deoarece nu a fost folositd, in mod practic, proprictatea respectiva. Aceeasi afirmatie
poate fi facuta si pentru aproximarea optimala a functionalelor liniare, care incepand
cu Golomb & Weinberger [82] si Sard [154] a produs multe exprimari elegante,
folosind tehnici matematice dintre cele mai avansate, in special in domeniile legate de
cvadratura optimala. De asemenea, functiile spline generalizate, care sunt o consecinti
fireasca a aspectului variational al functiilor spline [121] nu si-au gasit locul in ceea ce
am selectionat, cu exceptia unor sumare referiri la functii segmentar exponentiale si

rationale.

Este destul de dificil de explicat omiterea aproximdrii optimale in alte norme
decat aceea a metodei celor mai mici patrate, atdta timp cit existd o teorie complet
pusa la punct a aproximadrii optimale prin functit sp/ine cu noduri fixe si flotante in
norma uniforma |¢]:= max{d)(x)“angb}[Ml], in afara concluziei practice cd pentru
majoritatea covarsitoare a aplicatiilor, aproximantii spline polinomiali obtinuti prin

interpolare au dat rezultate satisfacitoare. In plus, precizia suplimentara obtinuta prin
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2 Calculul TC cu saturatic si pierderi in regim tranziloriu

folosirea unei aproximari optimale in locul uneia bune nu justifica efortul considerabil

de a o construl.

Caracterul strict aplicativ al tezei nu a permis abordarea multor aspecte ale
teoriel functiilor spline, o parte dintre ele ramanand chiar neamintite, desi fac obiectul
unui numar insemnat de articole si lucrari de specialitate. In schimb, au fost prezentate
sumar, dar consistent, proprietdti de baza, structurale si intrinseci ale multimilor de
functit spline ce formeaza un spatiu liniar g1 mai ales aplicarea functillor spline la
procesele de interpolare, la aproximarea optimald a unor functionale liniare si la

rezolvarea numericd a unor clase de ecuatii diferentiale.

Functiile spline cubice au beneficiat de o mare mediatizare, afirmandu-se ca pot
modela o bandi elasticd ce este constransd sa treaca prin anumite puncte din plan
[161]; de fapt, ele pot face acest lucru doar pentru curburi mici, solutia problemer in
conditii oarecare fiind oferitd numai de functiile spline care nu formeaza un spatiu
liniar (denumite in mod impropriu functii sp/ine neliniare) [111]. Nu am explorat acest
domeniu, nici pe cel al aproximarii cu constrangeri, pentru ca in problemele de interes
practic abordate am obtinut rezultate satisfacatoare utilizand functit spline liniare. De
altfel, acest domeniu este presdrat cu dificultdti majore, atit matematice, cat si de
calcul. Spre exemplu, nu numai ca este greu de definit din punct de vedere matematic
o aproximare ,reusitd”, dar chiar proprietati de baza al acesteia, cum ar fi monotonia
sau convexitatea, nu sunt de loc usor de controlat. Cateva aspecte legate de aceste

afirmatii pot fi urmarite in §2.2.2.5.

Datorita caracterului lor polinomial, functiile spline prezintd din punct de
vedere aplicativ avantajul de a permite ducerea pana la capit a calculelor, programarea

algoritmica la calculator facandu-se fara dificultate.

Pe tot parcursul tezei, acolo unde se apreciaza ca este necesar, vor fi prezentate,
in majoritatea cazurilor fard demonstratie, notiuni de bazd despre functii spline,
interpolare polinomiald si calcul cu diferente divizate. Procedeele prin care este

abordat domeniul sunt constructive.
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2.2 MODELAREA FENOMENELOR DE SATURATIE
SI DE HISTEREZA MAGNETICA

Miezul magnetic al TC este neliniar, caracteristica sa fiind reprezentati de
relatia (1.11). O analizd a acestui fcnomen cvidentiazd doud aspecte fundamentale:
saturafia §1 histereza, ele putand fi considerate global pe baza unor depedente
functionale neliniare (un exemplu este rclatia (1.34)). Acestea sunt relatii neunivoce,
dar uneori, cand efectele histerezei pot {i neglijate, se poate lua in considerare cxclusiv
fenomenul de saturatie. In acest caz, dependenta ncliniard este o functic univoca,

obtinuta prin restrictia ciclului de histereza la curba de magnetizare.

Functie de caracterul concret al aplicatiei, regimul de functionare s1 materialul
magnetic al miezului, se adoptd o reprezentare a fenomenului de neliniaritate care sa
corespunda optim cerintelor. Intr-unul din referatele de doctorat au fost prezentate cele
mai reprezentative modele matematice deterministe clasice ale saturatiei §1 ale

histerezei magnetice, precum si aspecte legate de practica utilizirii lor.

Vor fi detaliate, in cele ce urmcaza, rczultatele practice referitoarce la modelarea
matematica a caracteristicii magnetice nelimare a TC, plecand de la formule clasice s
pand la modele obtinute prin prisma folosirii aspectelor fundamentale ale functiilor

spline polinomiale.

2.2.1 Modele de tip clasic ale caracteristicii de magnetizare

Modelul matematic cel mai simplu al caracteristicii de magnetizare este
dreapta. Daca, pentru un interval mai extins, aproximatia introdusa este mare, solutia
poate fi imbunatatita folosind aproximarea liniara pe portiuni [50]. Dezavantajul

esential al procedeului este faptul ca modelul nu e o curba netedd, punctele
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caracteristici fiind legate prin secgmente de dreapta. Consccinta imediata este
imposibilitatea evaluarn corecte a derivatelor, ncccsard rezolvarn  ccuatiilor
diferentiale sau algebrice neliniare.

Caracteristica de magnetizare a miezului TC este cunoscuta prin 28 de perechi
de puncte, determinate experimental (valorile numerice se gisesc in § 3.2, tabelul
nr. 3.1). Pentru cd functionarea TC va fi descrisd de sistemul de ecuatit (1.84),

dependenta marimilor luate in considerare este i = f(¢).

Pentru modelarea matematica a caracteristicilor de magnetizare au fost propuse
un numar considerabil de expresii, bibliografia consacrata acestur subiect
extinzandu-se pe o perioadd mare de timp. Din punct de vedere istoric, prima formula
de acest tip a fost data de Frohlich, conform [87].

In ideea une1 reprezentari care sa iba

£

if[a] 5
0,1 1 l . . - -
i} ma) i avantajele unui efort mic de evaluare, prima
! I eqr A .
3 ,' ) tentativa a fost facutd utilizand relatia [49]:
} !
j 5 i=aC". (2.1)
2 : Cocficientii, detcrminati prin metoda celor
E mai mici patrate, au valorile:
et B / i (a=1,580487932-10™ 22
N :' b=59310814 ’ '
/ ¥ =E iar rezultatul este reprezentat in figura nr. 2.1.
0 250 300 [mWb], )
/ In fata evidentelor carente ale acestei
reprezentdri, urmatoarea incercare s-a facut
Sl ¥ . cu o formuli utilizatd in proiectare [93]:
0 0,5 1 [Wh]
. . = . 23
--- - curba rezultatd din masuratori i =ash by (2:3)
— - curba calculata : . .
Experimentand metodologia de calcul
Figura nr. 2.1 a constantelor propusd de autori nu poate fi
bV, - . . . . . -
i=aC™;asibdatide(2.2) obtinutd o aproximatie satisficatoare pe tot

domeniul de interes. Prin aplicarea metodei celor mai mici patrate, valorile fiind:
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[4]

—

(2.4)

?

{a = 4,666812267-10™

0,1 1
b =5,274880589

“[mA]

~,

s¢ obtine o modelare satisfacatoare, cu ex-

(3]

ceptia zonei de saturatie, in care erorile de-

! Deoarece cste relativ frecvent facu-

0,05 | ta afirmatia ca o functie continud poate fi

aproximata cu orice precizie printr-un poli-

:

|

|

|

i

4

l

i vin considerabile (figura nr. 2.2).
|

|

]

i

1

i

I . .. - -

! nom, baza aserfiunii constituind-o teorema
|

¢, ﬂl'f
250 500 [mWo]!

0
1| [A]

\ud

0 0.5 1 [Wo)
--- - curba rezultatd din masuratori

— - curba calculata

Figura nr. 2.2 0,1 1

i=ash bW ;asib datide (2.4)

lui Weierstrass-Stone, redata in Anexa nr. 2,
am experimentat posibilitatea redarii carac- 0,051

teristicit de magnctizare in acest mod. Tre-

cand peste alte modele cu un numar mai re-

dus de termeni, dar care furnizeaza precizii v///
b

msuficiente, in figura nr. 2.3 -edatd o a- . .
ente, gura este redatd o a g s Fove]
proximare facuta printr-un polinom complet - curba rezultati din misurrori
de gradul zece: — - curba calculata

10 ] .

i:Zak\IIA ) (2.5) Figura nr. 2.3
k=1 10
k
. i=)>Y a W ;a datide (2.6)

cu coeficientir: ; ‘

41

BUPT



2 Calculul TC cu saturatic si picrderi in regim (ranzitoriu

a, =1,0285827-107%; a, = —58,487878;
a, =—-18656523-10"; a, = -36,64546;

fa; =2,1562117; a, = 2,194966-10%; (2.6)
a, =-13,319591; a, =-2,554106-107%

a, =43,221678, a,, =1,7052074-10*

determinati prin metoda celor mai mici patrate. Se vede ca rezultatul nu corespunde
din punct de vedere calitativ. O precizie de ordinul ==10" se obtine prin insumarea a

circa doua sute de termeni, ceea ce face ca formula sa nu prezinte interes practic.

11 In [75] se afirmi ca, pentru a avea o
[A]
0,1 1

precizic satisfacdtoare pentru modelarea ca-
racteristicii de magnetizare, gradul polinomu-
lui de aproximare trebuic si fie ridicat. In
[50], autorul, citand acest lucru, precizeaza
ca, respectand accasta indicatie, se pot obtine
aproximari analitice suficient de precise prin

polinoame cu numai doi termeni:
0,05 -
i=aW+a, VWV, 2.7

valorile optime ale coeficientilor fiind deter-

minate prin metoda erorii relative patratice
minime. Am facut acest lucru pentru cazul

luat in considerare, obtinand (pentru 4 =4):

(2.8)

a, =3,878960978-107
0 0,5 [Wol a, =1,326737359-10"

--- - curba rezultatda din masuratori

. rezultatul cste evidentiat in figura nr. 2.4.
— - curba calculata

: Am mai testat g1 alte formule cunoscu-
Figura nr. 2.4

_ o _ te si frecvent utilizate, fara a obtine o aproxi-
i=aW+aVW’;a, as dati de (2.8)
mare satisfacatoare pe domenii mari de varia-

tie a marimilor. Concluzia care se inpune din acest studiu este cd o caracteristicd de

magnetizare nu poate fi aproximatd in bune conditii pe domenii extinse, toate aceste
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2 Calculul TC cu saturatic i picrderi in regim tranzitoriu

formule didnd rezultate corespunzatoare doar pentru abateri relativ mici fatd de un
punct static de referinta. In proiectarca masinilor clectrice, de multe ori, acesta este
cazul, punctul nominal de functionare fiind fixat undeva pe curbd (in zona cotului
curbel de magnetizare la transformatoarele de putere si in portiunea liniara la TC), in
situatii normale de utilizare ncfiind vizate decat intervale restranse din vecinatatea
acestuia, pentru care oricare dintre formulele mentionate mai sus poate oferi deplina

satisfactie.

Pentru cazul care ne intereseazi, insd, se¢ doreste aproximarea in conditii de
precizie suficientd a unui domeniu extins, sau a intregii caracteristici de magnetizare.
Aceasta se poate obtine numai cu formule mai sofisticate §i mai greoaie la utilizare, ale

caror coeficienti se obtin dificil din datele ex-
L3

~,

[4] perimentale. Prezentim cateva dintre ele,

pentru a da o idee asupra celor afirmate.

0,04 Pentru o eroare relativa standard de or-
}.: dinul ¢=4-10", pot fi folosite urmatoarele
/;' formule:
/ i=27 b¥ , In care: (2.9)
27 1+cV
1] ——,—/ ¥ -
0,5 I [Wy] =1,1599667-10*
7 b=2,0601864-10", (2.10)

c=-1,1650839

(¢ =4,586-107) si:

00 i=a+bW*, in care: (2.11)
--- - curba rezultata din masuratori
— - curba calculatd a=3,6810058-107
_ b=8,3773357-10" , (2.12)
Figura nr. 2.5 ¢ = 76851014
i= a+bl ; a, b si c dati de (2.10)

Y (e =4,208-107), reprezentarile lor putand fi

urmarite in figurile nr. 2.5 si, respectiv, nr. 2.6.
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2 Calculul TC cu saturatic §i pierderi in regim tranzitoriu

Pentru o precizie de doud ori mai

buna, formulele devin mai complexe, cum

ar fi, spre exemplu:

A bW W+ dy?, (2.13)
1
(£=1,992-10"), in care:
[a=2,9701821-10°
b=-1,0355821-10 .
g ,sau;  (2.14)
c=13053008-10"
|d =-5,8494013-10°
l_:a+lbW+Cl?VW (2.15)
i n
(£=1,987-107), in care:
yfA]
0,04
0,02
v_
0 1 [Wb]
-0,024

--- - curba rezultata din masuratori
— - curba calculata

Figura nr. 2.7

s bWacW?+d¥’; a b, ¢, d dati de (2.14)

1

44

[N

[A]

0,031

--- - curba rezultata din masuratori
— - curba calculata

Figura nr. 2.6

i=a+bW";a, bsicdatide (2.12)

b=11,772122
[c=-2.061805-107

a=239,370792
J i (2.16)
reprezentdrile asociate acestora putand fi
urmdrite in figurile nr. 2.7 gt nr. 2.8. A-
ceste ormule sunt cele ma s mple care
oferd o asemenea precizie, fiind de prefe-
rat altora, mai greoaie, care aduc doar
imbunatatiri nesemnificative (spre exem-
plu:

;= a+bW
I+cy +dy’

, in carc (2.17)

[(a=-9,5201449
4 b=11,102214

c=0,10116385
| d=-1,4314774

(2.18)
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i[A]
0,04'
0,024
|
0
|
|
-0,02
--- - curba rezultatd din masura ori
— - curba calculata
Figura nr. 2.8
l: a+ b + ¢ln Y ; a,b,c,d dati de (2.16)
i InVY Yy

(£=1,729-107), cu reprezentarea in figu-

ranr. 2.9).

0,05

vt dy

Se pare ca pragul =107 reprezinta o li-

mitd pentru o aproximare analititicd rezonabila

prin formule clasice, orice tentativa de a coborl

sub el implican = exprim 1i §i calcule fasti ‘i0a-

se. Ultimul exemplu pe care il ddm pentru ilus-

trare, cu =107,

5

i=>(a, In*W-b, In*W)  in care:

oy
a, =7,145258-10" b, =8936-10"
a, =3,9265067-10" b, =6,204-10"
a, =4,5496091-10" b, =4,855-10"

<a3 =2,0359529-10" b, =1,764-10"
a, =4,193089-107% b, =3,03-107°

la, =3,2828977-107° by =1,98-107°

este (figura nr. 2.10):

(2.19)

45

(2.20)

(Al

1[WDb]

--- - curba rezultata din masuratori
— - curba calculata

Figura nr. 2.9
a+bVW

0,04t

o

- a,b,c,d dati de (2.13)

Al

x10°

--- - curba rczultata din
masuratori
— - curba calculata

Figura nr. 2.10

i=3 (2, In*W-b, In"*W);
k=0

ar, b, k =0,5dati de (2.20)
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2 Calculul TC cu saturatie si picrderi in regim tranzitoriu

Din analiza rezultatelor practice ale incercarilor precedente se desprinde ideea
cd nici o formuld de tip clasic nu este adecvata pentru aproximarea corectd a
caracteristicii de magnetizare pe domenii largi; deasemeneca, determinarea parametrilor
este o operatie dificila si e foarte putin probabil ca la un alt set dc date s3@ nu fie mai
indicate cu totul alte expresii, ceea ce insecamna cd nu pot fi trase concluzii cu caracter
general, fiecare caz in parte trecbuind tratat separat (cele zece cxpresii prezentate
anterior sunt selectionate ca fiind ccle mai potrivite din totalul unui mare numar
analizate). In plus, formulele care oferd o precizie acceptabild nu sunt cele mai
adecvate pentru o evaluare repetata a valorut functiei st a derivatelor acesteia.

Pe aceasta cale se ajunge la necesitatea utilizarii functiilor segmentar
polinomiale s1 de aceea am abordat cu prioritate metode locale de obtinere a functiilor
splin¢ polinomiale, care asigurd o precizic bund in aproximarea caracteristicii de
magnetizare, indiferent de plaja de variatie a marimilor. Pentru a exemplifica afirmatia,

in figura nr. 2.11 prezentam o aproximare facutd cu functii spline cubice. Se observa o

05

LA i[A]

J 04

04

6.3

03 t

0.2

02
|

! 0.1

D

PUBON QUG S,

0
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 ;:IEW%D 0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 OVBI[W{J)_;
--- - curba rezultatd din masuratori === - curba rezultata din masuratori
— - curba calculata —— - curba calculata
Figuranr. 2.11 Figura nr. 2.12
Aproximare prin functii spline cubice  Aproximare prin functii spline de gradul
sase
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2 Caleulul TC cu saturatic i picrderi in regim tranzitoriu

oarecare dificultate in reproduccrea portiunii liniare din zona de saturatic a curbei. In
figura nr. 2.12, accastda deficientda este rezolvata prin folosirca unor polinoame dc
gradul sase (suprapuncrea estc atat de buna, incat am folosit o ingrosarc a liniei
punctate a determinarilor experimentale pentru a le putea evidentia fata de curba de

calcul).

2.2.2 Interpolare prin functii polinomiale pe portiuni

Pentru calculele carec urmeazid, vom considera caracteristica de magnetizare
exprimata prin relatia (2.9), aceasta fiind o expresie de tip Frdhlich, una dintre cele mai
utilizate in practicd [95]; compararea valorilor obtinute prin interpolare se va face cu
valorile obtinute astfel. Acest lucru este folosit doar pentru exemplificare, ulterior
demonstrandu-se capacitatea functiilor sp/ine de a aproxima orice functie neteda, deci
si pe aceea continutd in mod implicit de setul discret de date obtinute experimental

pentru caracteristica de magnetizare.

Primele incerciri de a interpola intre valori determinate experimental s-au facut
utilizdnd polinoame clasice de interpolare (Lagrange, Newton, Cebdsev, etc.). Din
rezultatele obtinute este vizibila tendinta interpolantilor de a avea intre puncte oscilati
care pot fi foarte mari. Folosind formula (2.9) avem la dispozitic valori de referinta
continue, nu un referenfial discret; in acest mod putem evalua abaterea formulei de
interpolare in orice punct din intervalul de interes. Se pot lua astfel in considerare
interpolanti care utilizeaza puncte echidistante sau nu, precum §i comportarea lor cand
distributia punctelor de interpolarc cste foarte inegald, existdnd distante mari intre
unele dintre acestea. Dupa fixarea concluziilor asupra interpolantilor, acestia vor putea
fi folositi asupra oricdrui set de date experimentale, avand certitudinea unui anumit

comportament §1 garantia preciziei de estimare.
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Se presupune ca toaie punctele de interpolare sunt ordonate in asa fel incat
punctcle multiplc apar succesiv. Accst lucru face posibild calcularca tabelei de
diferente divizate coloand cu coloand, incepand cu datele furnizate, fiecare
componenta fiind calculatd din cele doua anterioare invecinate.

Ca un exemplu dec utilizarc a polinomului de interpolare al lui Newion si a
obtincrii  cocficicntilor accstuia  din tabclul  difcirentelor  divizate, pentru

. 115597107 +2,06019-10 "W
' 1-1,6508 W/

vom estima i(0,35) prin numarul p,(0,35), p, fiind

poiinomui cubic care coincide cu /() in puncteie 0,3, 0,3, 0,4, 0,4 (adica existd o
coincidentd a valorilor celor doud functii si a primel tor derivate in punctele 0,3 st 0,4.

-1 . |

Tavelul corespunzator diferentelor divizate este:

W (W) 1dd 2 dd 3dd
0,3 | 1,12849-107

6,25939-107
0,3 | 1,12845-i07° ~5,62734-107°

6,3205-10°* 1,26949-1072
0,4 | 1,176054-107 7,06759-107

7,69964-107°

2

0,4 | 1,176054-107°

Tabelul nir. 2.1

Diferentele divizate pentru / =

De remarcat este faptul cé prima si a treia valoare din coloana primei diferente

divizate trcbuic introdusc ca date dc intrarc datoritd coincidentei punctclor considcrate

et
.

in calcul. Ludnd diagonala superioari a tabelului, putem scrie:

40
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£,(x)=1,1249-107 + (V¥ -0,3)-6,25939-10 * + (W - 0,3)’ (- 5.62734- 10‘3)+ .
oo ' , ‘ ‘ (2.21)
+HW-03)" (W -0,4)-1,26949-10

41343-107 =i{0,35). (2.22)
Se vede cd se impune, alaturi de evaluarea polinomului in anumite puncie, si

calculul derivatei (derivatelor) acestuia. Deoarece aceasta cstc metoda caie va fi

LoV 2z ~

folositd in continuare, voiil emmplmua modul de calcul al derivatelor unui polinom

sciis sub forma Newior. Sc foloscste un algoritm dc multiplicarc in scric {42] pentru a

adduga tabelului diferentelor divizate trei diagonale suplimentare, utilizand de fiecare

X

data punctul 0,35 ca fiind nou - introdus. In aceste conditii, ultima diagonala calculata

confine derivatele scalate ale lui p, in punctul 0,35, adicd coeficientii seriei 7aylor

trunchiate. La modul practic, tabelul de calcul are wrmatoarea aparenta:

Yy i(W) 1dd 2 dd 3 dd
0,35 | 1,4258-107°

5,66492-107°
0,35 1,4258-107° ~4,9926i-107

5,66492-107° 1,26949-107
0,35 1,4258-107° ~5,62735-107°

5,94629-107 1,26949.107°
0,3 1,12849.107° -6,26209-107

6,25939-107° 1,26949-10°*
0,3 1,12849-10° -5,62734-107

6,3205-107* 1,26949-107
0,4 | 1,i76054-107° 7,06759.107°

7,69964-107
0.4 | 1,176054-107

Exemplificare pentru algoritmul de multiplicare in serie

dcplasarc a originii pentiu polinoamcle scrisc sub forma canonica.
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Polinomul de interpolare poate fi scris, in aceste conditii, sub forma:

P, =1,4258-107 +5,66492-107 (W - 0,35) - 4,99261-10* (W - 0,35)" +

: (2.23)
+1,26949-1072 (W - 0,35)

2.2.2.2 Interpolare segmentar polinomiald cubica

Interpolantul polinomial pe portiunt (pp) cubic a fost unul dintre cele mai
mediatizate mijloace de calcul cu ajutorul functiilor spline. Pentru a testa capacitatea
sa de modelare in cazul caractceristicii de magnetizarc a fost construit un program, scris
in Fortran, care calculeaza interpolantul cubic spline - Alfa. Acesta acceptd ca si
conditit pe frontiera valori ale primei sau ale celet de-a doua derivate; daca nu
dispunem de nici un fel de informatii de acest tip se utilizeaza condifia ,,not-a-knot“
[39] (primul si ultimul nod interior nu sunt active [38]). Ca o anticipare a dezvoltarilor

ulterioare, cel de-al /-lea segment polinomial, p,, este scris sub forma:

px (x) = Cl,i +CZ,1 (X_Ti)+c3.l (X—T‘)Z/:Z’*" C4,l (x_11)3/6 : (224)

Rezultatele rularii programului sunt reprczentate de valorile ¢, ,, i=14, j=

=1,n-1, acestea constituind de fapt coeficientii interpolantului spline cubic cu

nodurile interioare t,,t, ,. Mai exact, in intervalul (<), functia spline f este datd

de relatia:
fl)=c, +h-(c,, +h-(c,, +h-c,, /3)/2) ,in care: (2.25)
h=x—'c(i). (2.26)

Atat pentru evaluarea functiei f sau a derivatelor acesteia, cat si pentru scopurl
ulterioare, a fost scris un program in Fortran, Beta (Anexa nr. 5), care foloseste pentru

evaluarea derivatei de ordinul ; a functiei f relatia:

D"f(x)=Zcm+,.i (e=2.)" [lm- ). (2.27)

Programul furnizeazid valoarea derivatei de ordinul ; a functiei f in punctul x.
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Indicele 7 al intervalului in care se gaseste x este identificat cu ajutorul unui
subprogram - Gama (Anexa nr. 5), apelat de functia Beta, pentru ca apoi derivata si fie
evaluata conform formulei:

D f)=c, ., +hle,, +h-Colepy, +hoc, )ik j-D)/k-j=2)- )21 (228)
prin algoritmul de multiplicare in serie.

Alegerea derivatelor C, =D""f (x,*) in locul cocficientilor polinomiali ¢, =
=D’ f(x )/(j-1)! in reprezentarea pp gonducc la o tratare uniforma a functiei f sia
tuturor derivatelor sale in timpul evaluarii. Daca intereseaza numai valoarea functiei f

este mai eficientd utilizarea coeficientilor polinomiali uzuali ¢, acest lucru divizand

Jii?
munca in doud prin evitarea calculelor repetate si a impartirii cu numerele 1,4 1. Pe

de alta parte, evaluarea derivatei de ordinul ; (j>0) devine mult mat dificila:

k-1
D' f(x)=>c,..x=e )" -mf(m—-j) g <x<g,,. (2.29)

ni=j

Pentru a caracteriza modul in care interpolantul pp cubic descrie caracteristica
de magnetizare, reprezentarca grafica nu mai este adecvata, erorile fiind in general
mici. De aceea, trebuic imaginat un proccdeu care sa ofere indicatii asupra preciziei de

modelare. Intuitiv, ne putem astepta ca eroarea maxima:
e = max|f(x)—[4f(x) (2.30)

sa tinda la zero atunci cind numarul punctelor interioare creste. Eroarea maxima |

eﬂ

ell

poate fi estimatd ca fiind valoarea absolutd a diferentei f-/,f(x) in 20 de puncte

echidistante din interiorul fiecaruia din cele n—1 intervale [t ,,7,] ,i=2,n. Am ficut

, luatd ca si functie de n, tinde la zero similar cu gn®, o §i B

/

exponentul de diminuare din doud erori cu ajutorul formulei:
o = (lg| )/1g(n/m). (2.31)

A fost construit un program care calculeaza pe aceastd cale exponentul de diminuare

presupunerea ci |

eﬂ

fiind constante (a<0). Daca |e,|=pn®, atunci |e,|/|e.|=|n/m| si putem estima

el'l

- lg” eml

din erorile maxime succesive. Rezultatul obtinut in urma rulérii sale este prezentat mai
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—

Jjos. Se observa cd eroarea scade cu marirea numarului de puncte n. Aceastd scadere

este, insd, insuficieritd atunci cdnd dorim o precizie buni. Se vede ci, pentru cazul

n  er. max  exp. | = const-n"? . Daca se impune o eroare de ordinul a
2 3.92291E-91 .8@8 i . .

4 3.22487E-81 -.283 10 5 aceasta inseamna €a.

6 2.92181E-81 -.243 ' -

8 2.68868E-81 -.289 3 _ _q . ~(n/20Y"2.

5 2.GaaoeE a1 .29 107 = e, ] = (e, [/lezo])-Jeso| = (n/20) ™ -0,18595 (2.32)
12 2.31766E-81 -.382 .

14 2.18787E-81 -.374  adica:

16 2.86911E-91 -.418

18 1.95999E-81 -—.468 aQY~ 106 | ' 10

18 195950k n/20=10°-(0,18595)" =3,45774-10* (2.33)

*

Cu alte cuvinte, pentru realizarea acestui obiectiv, n = 35.000, ceea ce nu prezintd nici

un interes din punct de vedere practic.

N er. max  exp. Daca reludm calculul, punctele nemaifiind repartizate e-
2 4.89674E-83 . 888 t 1 . AL AL = SRR . . . .
4 1.17916E-82 1.525 chidistant, ci astfel incat sd coincida cu zerourile polinomului lui
6 2.02827VE-62 1.338

8 2.53518E-82 775 5 1.

1B S eaeemas T Cebdsev, conform formulei:

12 2.49296E-82 -—.332 -

14 2.21498E-82 -—.767 = —{q — i 0] ‘: 2
16 3 amoan s 1 o T (a+b (a b)COS((.._] e, (2 n))) /2 I,n (2.34)
18 1.55536E-82 -1.626

28 1.25902E-82 —2.828

se obtine rezultatul aldturat. Se vede cd eroarea maxima |

1]
€|l
descreste acum cu n’, ceea ce este satisfacator. Totusi, in general, este dificil ca

determindrile experimentale sa fie facute strict in aceste puncte.

2.2.2.3 Interpolare prin functii spline

Am folosit reprezentarea functiilor pp sub forma de B-spline. Relatia de

recurenta [39]:

xL(Y) t,‘“ t‘Bl,Ll(x) Eﬁlgi—],kl(x) (2'35)

conduce nemijlocit la un algoritm pentru generarea simultand in punctul x a celor

functii B-spline de ordinul % ce pot fi nenule.

Sa presupunem ci t,<t,, si xelt,t,,]. Valorile tuturor functiilor B-spline

nenule in punctul x pot fi aranjate sub forma triunghiulard urmitoare (in care s-a notat
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0 in mod simplificat B, , in loc de
0 : .
B J(x). Sirul de zerouri care
lji kil k
0 B, margineste prezentarea alaturata
0 B, y.2a reaminteste faptul ca toate cele-
0 B... Boiisin lalte functii B-spline (de ordin
Bi—l,Z et Bifkd,k N .
< k), in afara celor din tabel, se
Bx 1 131 1,3 . '
B : anuleaza in punctul x.
i,2 eee . .
0 B, B, Structura  triunghiulara
0 Biix poate f1 generata coloana cu co-
0 B, : : :
o B loana, prima dintre ele fiind ob-
i’k o . .
0 tinuta din relatia:
0 l,dacat, <x<t,,
B = : (2.36)
70, altfel
Tabelul nr. 2.3 ’

. , . Este evident ca la obtinerea
Functiile B-spline nenule in punctul x e [t,,tm]

functilor B, , si B, se 1a in

—J+l,y

considerare faptul ca un termen invecinat este nul. Daca ca am calculat cele j numere

B_,., (x),B, (x) in vectorul b:=(b) si vectorul b':=(p)" contine cele j+1 numere

B, .(x),B . (x) ale coloanci urmatoare, atunci din (2.35) rezulti:
b, =b,, =0

b: = (x - t1—j+r—l) b’

!

(2.37)

t t

ivr-1 1= j+r-1 i~j+r

Introducédnd notatiile & :=x—t,_,,, si 8=t —x, r=1,k—1, (2.37) se scrie sub forma:

+r

. b -1 b
bl = 85_ . r : +6D—I ’r_:l, ‘+1. (238)
SRS TR ’

Datoritd ipotezei adoptate (t, <t,,), nici unul din numitorii expresiei (2.38) nu se
anuleazi, oricare din ei avand cel putin valoarea at,. Modul de calcul al valorilor (¢)
din () precizat in rclatia (2.38) este urmitorul: in memoria calculatorului, 4 se

stocheazd peste b, utilizdnd o locatie de salvare temporard; pornind cu j—1, caz in
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care b are o singurd valoare, b, =1, repetarea ciclului: b, =1
forj=1,k-1do
8 =t,, - x
. . . ~ . 'S-_ —_
din algoritm introduce in vectorul b valorile celor & numere i)érﬁ_p)f— (}VN
. ) A . forr=1,jdo
B,.%,,k(x),B,._k@. Algoritmul prezentat a fost scris in Fortran sub  ,._ b, /(69 5%,

: : . . b, =temp +3° *a
forma unei subrutine - Delia, continute in Anexa nr. 6. temp:=5°  *a

J-r+td
b, =temp
Cu aceste pregdtiri preliminare, a fost scris in Fortran un
program - [:psilon (Anexa nr. 7), care construicste reprezentarea pp a unei functii f pe

baza descrierii ei cu ajutorul functiilor B-spline.

In cele ce urmeaza, vor fi prezentate cateva idei de baza ale aproximarii locale,
cu scopul de a preciza cat de bine poate fi modelatd o functiec neteda prin functii
polinomiale de un anumit ordin.

n+k

Se da secventa de noduri t=(t,)"", cu t,<t,, ,Vi §i t,=---=t, =a, t,, ==
=t,., =b, astfel incat [a,b]=]t,,t,,,]. Ne intereseazi aproximarea unei functii g pe

intervalul [a,b] prin functii spline polinomiale de ordinul & , avand secventa de noduri

‘= max g(x] si

a<xsb

t, adica prin elemente ale spatiului liniar $,,. Vor fi folosite norma |g

modulul de continuitate o(g;h):= max{g(x)—g(y)\“x~y|sh, x,ye[a,b]} al functiei g.
(Pentru notatii vezi Anexa nr. 1.)

Fiind dati secventa fortuita < <---<t, pe intervalul [a,b], vom considera

aproximarea prin functii spline polinomiale de ordinul + a functiei continue g pe

[a,b], Ag , construita in felul urmator:

Ag = Z gk)B  pefa,b]. (2.39)

Transformarea A conserva constantele, adica Ag = g, in cazul in care g este functia
constantd g(x)=c ,Vx e[a,b]. Acest lucru este posibil datorita proprietatii functiilor B-
spline de a fi partitii ale unitatii; adaugandu-le pe acelea de a fi nenegative si de a avea
suport redus, putem stabili un estimator al erorii in formula (2.39), rezultand [40]:

t]). (2.40)

dist (g, 8. ):: min {“g - .s“ |s e, }s const, - m(g;
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Daca adoptam < =t =(t,, +t.,)/(k-1),Vi, transformarea A (2.39) devine

metoda de aproximare V a lut Schoenberg prin ajustare [16]. O analizd sofisticata a

erorii g —Vg [114] produce urmatorul rezultat:

dist (g, $,‘.’l) < < co(g; min {(Zk -2)",

care leagd ordinul functici sp/ine dc marimea retelei sccveniei de noduri

(k/12)" ), (2.41)

t

t

§-Vg

, stabilind o

conexiune intre estimatorul (2.39) si tcorema lui Jackson [141]. -

Estimatorul (2.40) demonstrcaza ‘ca distanta oricarer functii continue g fata de

8, tinde spre zero odata cu micgorarea marimii retelei, |t|. Aceasta inseamna c orice

functie continua poate fi aproximata oricat de precis prin functi sp/ine de ordin impus,
dacid avem libertatea de a alege numarul de noduri. De asemenea, formula (2.40) arata

ca dist(g,Sk,‘) tinde spre zero cel putin la fel de repede pe cat o face modulul de

) al functiei g cu sciderea lui |t].

continuitate m(g;

Estimarea distantei unei functii netede fatd de 8,, poate fi facuta in mat multe
feluri. Cea mai rapida este urmatoarca [41]. Distanta unei functii g fata de 8$,, este
acecasi cu distanta functiei g —~s fatd de $,,, s fiind o functie spline de ordinul + cu

secventa de noduri t, adica:

dist(g,8,,)=dist(g - s,%,,) ,Vse$,,. (2.42)
In aceste conditii, din (2.40) rezulta:
dist( ,Sk,,)s const,, -w(g -, t) ,Vse$, N C[a,b]. (2.43)

Adaugiand unele informatii din teoria aproximarii functiilor continue in sensul lu

Lipschiiz, putem scrie:

o(g—s;h)<h-|g’ - Ds|, (2.44)
dacd g si s sunt functii suficient de netede. Urmeaza ca:
dist(g,8, ) < const, |- |g’ - Ds| ,vse8, NCla,b], (2.45)

la care, adaugand functia s astfel incat sa micsoram atdt cat este posibil limitele s1

amintind ca:
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S = {Dsl se8,, ﬂC[a,b]pc [a,b]}, (2.46)
in final se obtine estimarea:

dist (g,S,m)g const, |t|- dist(g',SH_t), (2.47)
in 1poteza ca g are o derivatd continud pe portiuni.

Bineinteles, formula (2.40) poate fi utilizata din nou, dc data aceasta pentru a

estima dist(g',Sk_,,t), dacd g’ este o functie continua, obtinand:

dist(g,Sk,l)s const), -|t|-co(g'; t), . (2.48)

in care const, = const, -const,,. Dacd functia g o permite si daca k£ —1>1, putem repeta
procedura, pentru a gasi ca:

. ” 2 n

dlst(g,Sk_l)s const; |t| -m(g ;

in care const; = const, -const, .

(), (2.49)

Se poate ardta ca eroarca facutd in aproximarea functier g prin Ag nu este, in
. .o ~ 2 © A - :
general, mai mica decat O(M ) oricat de neteda este functia g [39].
Din ratiuni practice, am urmarit influenta plasarii nodurilor asupra acuratetei

tehnic realizabile la o aproximarc prin functii spline polinomiale. Anterior am folosit

formulele care exprima limitarea erorii doar pentru a descrie dist(g,$,,) in termenii
masurii (globale a) retelei |t|=maxat,. In literatura de specialitate existd insd si
informatii specifice care pot conduce la alegerca secventei [tf| in asa fel incat
marginirea s fie redusa.

Prelucrand date obtinute in [103], se poate obtine limitarea:

k

(2.50)

b4

(k)i

|8~ Agll,,.j < const, (L[ g, .
in care I, semnifica intervalul [t jokezot H._IJ, 1ar \I j| lungimea acestuia.Este evident ca

alegand intervalul I, relativ mic putem reduce limitarea, dacad derivata de ordinul 4 a

functiei g prezinta variatii mari, dar modul exact in care trebuie procedat este destul

de incert.
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u+k

Minimizarea formulei (2.50) ca si functic de t=(t,)

pentru n fixat este o
operatiune destul de dificila. Problema poate fi abordatd si in alt mod, incercand sa
determindm t pentru n fixat, astfel incat dist(g,$k‘,) sa fie cea mai micd posibil. Si
aceastd chestiune este delicata si merita efortul doar daci dist(g,$,,) este sensibila la
plasarea tuturor, sau a unora dintre noduri; pe de altd parte, este de dorit ca functia g
sa poata fi bine aproximata printr-o functic sp/ine cu un numar cat mai mic de noduri.
In orice caz, nu putem gasi o plasare optimala a nodurilor decat in ipoteza ca functia

g-f

este suficient de bine cunoscuta pentru a putca cvalua

In situatiile practicc tipice, funcfia g cste cunoscutd doar aproximativ sau
implicit, motiv pentru care nu poatc fi claborata o strategic de plasare optimald a
nodurilor. Cel mai bun lucru pe care-l putem spera este de a gasi o distributie optimala
a nodurilor. Pentru aceasta, vom propune niste 1poteze de plasare a nodurilor,
care sa facd mai ugoard analiza (aceastd simplificare nu afecteazd semnificativ
rezultatele, o analiza riguroasi putind fi urmdriti in [18]). Nodurile din intervalul (a,b)
vor fi impartite in grupuri de & -1 fiecare, in cadrul fiecarui grup admitand ca nodurile
se contopesc intr-unul singur, cu ordinul de multiplicitate £ -1 (daca numnarul total de
noduri nu este un multiplu exact dek -1, pur s1 simplu se adauga atatea cate mai sunt

necesare). Fie aceste puncte in care au fost grupate si contopite nodurile &, <---<&_

(continute in intervalul (a,b)), punand ¢, :=a si £,,,:= =b. Cu acestea, $,, coincide

m+l * T

pe [a,b] cu P, NCla,b], iar formula (2.50) devine:

st Lj=Lm. 2.51)

ug o Ag”[épéju] = const, - ”g(k) le:85]

Formula obtinutd sugereaza o tentativi de a plasa ¢,,...,£, In asa fel incat sa
minimizam;

k

g (2.52)

max A
J [@jvﬁju] CU

Deoarece s(a,p):= “g(““[u B]| B—ulk estc o functie continui de variabilele « §i B

(daca g'*) este continud) si monotona, crescatoare in f si descrescatoare in o, formula
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(2.52) este minimizatd (pentru m fixat) dacd ¢,,....z sunt alese astfel incat

(*) - T
g A% | =const ,/j=1m.

J

kr%u]

Determinarea cxactd a punctelor &,,...,5 cstc o sarcind grea si nu este

Jjustificatd, datoritd ipotezelor pe care le-am adoptat si pentru ca, in mod obisnuit nu

avem informatii despre derivata de ordinul 4 a functiei g .

(

Sin b , o
| yg(“(xj‘“dx:i [lg“(Y " dx ,j=Tm, aceeasi distributie fiind produsa sub forma
£, lna

O abordare echivalentd dectermindrii punctelor &,,...,z  astfel incat

*

(k)

1/k
g - ]) A%, =const, j=1,m constd in dcterminarca accstora dc aga maniera incat
j o+l

asimptotica.
Ultima formulare este mai usor de rezolvat, mai ales daca inlocuim functia lg(" )‘

printr-o aproximare constantd pe portiuni /=

g"|. Cu acestea, G(x):= f (h(s))"* ds

devine o functie continua si monoton crescitoare segmentar liniard, ugor de evaluat.
Ramane de stabilit cum se poate obtine o aproximare constanta pe portiuni 4 a

functiei |g(")[. O solutie este propusa in [53], si anume aceea de a calcula mai intéi o

aproximare pp de ordinul 4-+1 a functiei g (utilizind orice combinatie convenabila

pentru punctele de racordare) si de a utiliza valoarca absoluta a derivatei de ordinul £
a acesteia pentru aproximarea 4. O altd variantd este propusd in [185] §1 constd in

construirea functiei /# dintr-o aproximare pp curentd f de ordinul 4 a functier g, asa

cuin urmeaza.

Din punct de vedere practic, nu exista nici o diferentad intre modul in care este

construitd functia constantd pc portiuni A~ sau functia liniard pe portiuni
H(x):= Ih(s)ds, oricare dintre ele putdnd fi usor obtinuta din cealaltdi. Daca A

aproximeazi  functia (k)

g, integrala e, H, va aproxima functia
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var[,_x]g““)::.[ g“')(s)ids, aceasta putand fi calculatd (in principiu) din denvata de

ordinul k-1 a functier1 g; cu alte cuvinte, putem calcula o aproximatie a ci dintr-¢
aproximatie a functiei g"".

Mai concret, sd presupunem ca avem o aproximare pp f de ordinul 4 a functiei

g¢ . Derivata ei de ordinul £ -1, D%V f este o functic constantd pe portiuni si poate fi
I

scrisa sub forma (D“Vf)(x)=q, 3 (-2 J)‘i , in care £=()" este secventa
J=2

punctelor de racordare a functiei /. Numdrul o, reprezintd saltul functiei D“f in

punctele de racordare ¢, ,j =2,/. Variatia totald a functiei D" f, considerati ca o
I

aproximatie a functiel var[,,x]g(“"), fiind var[a,x]D("")f = Z‘a,‘(x—é ,)_.i , S¢ poate construl
j=2

functia spline de ordinul doi 4 ca fiind o aproximare a functiei var, D% f. Concret,

vom face alegerea /1=H'eP,, astfel incit pentru e, e..,] se ia ca valoare panta in

&1, a parabolei care interpoleaza functia var[,_x]D“'") f inpunctele &_,,, &, §1 .3,
2|80y, | /s ~5) pelz,.g,]

h(x) = l(Pi—l/ZI/(éHl - éi—l)_’- ‘Pi+1/z‘/(§i+z - gl) pe [gném] A=2,0-1, (2.53)
2IA(P1—1/2|/(§1+1 - él—l) pe [épém]

in carc (P1+l/2 = D(k_l)f pe [E.u')E.n’H] ’VI .

In baza acestui algoritm de plasare optimali a nodurilor a fost construit
programul Zeta (Anexa nr. 8). Testele facute aratd ca aceasta tehnicd aduce numai
imbunatatiri de relativ micd importantd. Am reluat programul folosit anterior pentru
constructia interpolantului spline cubic. Schema inifiald, care se bazeaza pe o secventa
uniforma de n puncte, este urmatd de un ciclu: interpolantul curent este folosit in Zeta
pentru a obtine o posibild distributic mai bund a nodurilor, iar pe baza acesteia se
calculeaza in A/fa un nou interpolant spline cubic. Ciclul poate fi repetat de un numar

specificat de ori.
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cicluri prin cicluri prin cicluri prin cicluri prin -
cota = B Jolurl pri pota s T leluri pe) Rezultatele
N er.max. exp. n er.max. exp. n er.max. exp. n cr.max. exp. alf[[ul'atc pl‘ezinta
Z .392 . 888 2 .392 .ppQ Z  .392Z . Bug 2 .492 .poe : . L
4 .322 -.283 4 .318 -.384 4 .31 -.341 4 .385 -—.362 croar¢ca maxima
6 .292 -.243 6 .381 -.132 6 .388 -.916 6 .385 .882
¢ .269 -.289 8 .279 -.269 g8 .201 -.317 8 .267 ~.463 . e .
16 .248 —.353 18 768 —.338 18 .758 —.382 18 .39 _.spe dC interpolare,
12 .232 -.382 12 .239 -.439 12 .238 -.441 12 .223 -.384
14 .219 -.374 14 .221 -.584 14 .219 -.548 14 .198 -.7?3  calculata functi
16 .287 -—.418 16 .205 -.562 16 .283 -.504 16 .1?73 -.994 He
18 .19 —.468 18 .189 -.784 18 .186 -—.721 18 .162 -.547 .
28 .186 -.588 28 .176 —-.679 28 .172 -.722 28 .148 -.s95 de numarul de

puncte date, atdt pentru puncte echidistante, cat si pentru alte distributii, imbunatatite
prin apelarea repetatd a subprogramului Zefa. Pentru cazul punctelor echidistante,

exponentul de scidere este (~0,5), in concordanti cu (2.40) (rcamintim din exemplul

anterior ci pentru functia datid i(v) (2.9), modulul de continuitate este wf(j;4)=h"?).
Chiar dupa repetarea de 12 or1 a lui Zeta, exponentul de scadere este in jurul lui
(-0,9), in timp ce asteptirile noastre (conform [39], [53], [117] si [157]) erau ca acestea
sd fie de ordinul (-4), exponentul tipic pentru aproximarea de ordinul patru (cubicd).
Fara o analiza atentd, nu este clar de ce cxistd aceasta neconcordantd. Zeta foloseste
salturile in cea de-a treia derivata a functiel pentru a estima derivata a patra, un salt
important determinand plasarea unui numir mare de noduri in proximitatea sa. In
cazul functiet (2.9), derivata sa de ordinul patru creste catre sfarsitul intervalului, in
zona de saturatie, si aici ar fi trebuit plasate cele mai multe puncte. In urma unor
determinari se vede ca Zeta nu a facut acest lucru, pentru faptul cid in Alfa conditia
,hot-a-knot“ forteaza primul si ultimul salt in cea de-a treia derivatd la valoarea zero,
situatie ce a creat interpretareca de cétre Zela ca derivata de ordinul patru este de

valoare foarte mica in zonele de frontierd, deci inclusiv in portiunea saturata.

In urma multor incercari, folosind alte functii de descriere a caracteristicii de
magnetizare §i diferite conditii de frontiera, se constata ca pentru n>4 aproximarea
,»optimizata“ poate sa fie de calitate mai proastd decat cea cu noduri echidistante.
Obtinerea sistematicd a unor erori mai mari decat cele avansate teoretic sugereaza o

explicatie cu caracter general. Alaturi de interpolantul spline cubic I,g al functiei g,

vom introduce norma procesului de interpolare, definitd dupa cum urmeaza:

L= max{Lsl/|f]].f <€ L f] =0}, (2.54)
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Pentru orice functie fe$,, 1,/ = £, iar de aici:
g-Lg=(g-/)-1(g-/) . V/e8, ,deci: (2.55)
g = fl+lle =N <lg =1+ Lf-lg - A1 (2.56)

Alegind f 8, pentru a minimiza termenul din dreapta, obtinem urmatoarea conditie

<

g’Lg

de marginire a erorii;

< (1+]1])-dist (2.8,). . (2.57)

g-Lg

Cu cat secventa punctelor este mhai neuniformad, cu atat numarul |I,| este mai

mare. Fireste ca acest lucru nu atrage dupi sine in mod automat cresterea erorii de
interpolare, pentru ca (2.57) estc numai o limita, dar cxplica de ce croarea poate deveni

mare in anumite conditii.

Pe de alta parte, este intuitiv faptul ca daca |I,| devine din ce in ce mai mare,

procesul de aproximare devine din ce in ce mai putin local. Prin aceasta afirmatie
intelegem, printre altele, faptul cd croarea intr-un punct poate depinde de
comportamentul functiei pe tot domeniul [a,b]. Dar, din moment ce schema de
aproximare are aceastd proprictate, adaptarea secventei de noduri la comportamentul
local al functiei isi pierde sensul. Cu alte cuvinte, plasarea optima a nodurilor bazata
pe comportamentul local al functiei care se aproximeaza are sens numai daca utilizaim
un procedeu de aproximare care este local, adicd, pentru care obtinem (cel putin

aproximativ) o marginire de forma (2.50).
Legatura dintre ncuniformitatca repartitici punctelor in secventa de date si
marimea numdrului [I| este destul de nebuloasi. Pentru a putea evalua cantitativ

aceasta influenta, am folosit un program special conceput. Luand aceeasi functie (2.9),

valorile i= f(¥) au fost perturbate cu erori de o anumitd marime; am luat n=7 si
1, <---<1, egal distantate pe domeniul [0,0,855], cu exceptia lui At, = h, care initial

este egal cu 1/6, dar care ulterior se modifica.

Pentru a putea trece la utilizarea unor scheme de interpolare spline de ordin

arbitrar, a fost conceput un subprogram - [£fa (Anexa nr. 9), care foloseste functiile
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B-spline. Concret, t=(t,)]'* reprezinta secventa nedescrescitoare a nodurilor, cu t, <
<t,., ,Vi,iar (B) este sccventa corespunzitoare de B-spline de ordinul & . Spatiul ci
liniar, span (B,)!, este n-dimensional (8,.) [121]; de aceea, in general, pot f1 satisfacute
n condifii de interpolare. Dacd notdm prin « = (-, secventa strict crescatoare a datelor

furnizate, atunci functia spline coincide cu functia g (definitd prin valorile obtinute

experimental in punctele (¢, ) ) dacd, si numai daca:

L 4

iajB,(f,Fg(f,) J=Ln. (2.58)

Relatia reprezintd un sistem liniar dc n ecuatil, in care o= («,) este vectorul

n-dimensional al necunoscutelor, iar (Bj(r, ) reprezintd matricea coeficientilor. Totala

pozitivitate a matricii (BJ (<, )) [97] este intcresantd, pentru cd s-a demonstrat cd un

sistem de ecuatnn liniare care poseda o matrice (inversabild) a coeficientilor total
pozitiv definita poate fi rezolvat prin eliminare gaussiand fara pivotare [78]. Deoarece

(BJ.(t,. )) este, deasemenea, o matrice banda, sistemul de ecuatii (2.58) poate fi rezolvat

utilizand eficient st spatiul de stocare pentru cele 24—1 benzi posibil nenule.
Subprogramul I7a formeaza sistemul de ccuatin liniare (2.58), atunci cand se dau t §1

t s1 1l rezolva prin procedeul precizat, utilizand doua rutine (Anexa nr. 9).

Cu aceste precizari, prezentam datele obtinute in urma ruldrii programului

utilizat pentru evidentierca modului in carc ncuniformitatea distributiei nodurilor

amplitudinea zgomotului = .B81 amplitudivea zgomotului = .81 amplitudinea zgomotului = .1

h eroarea maxima h eroarea maxima h eroarea maxima
.17 Z.68E-81 .17 2.48E-081 .17 2.48E-81
8.33E-02 Z.63E-01 8.33E-82 2.76E-01 8.33E-02 4. 19E-81
4, 17E-82 Z.68E-81 4, 17E-02 Z2.43E-81 4.17E-02 6.79E-01
2.88E-92 Z.64E-81 2.088E-02 2.87E-01 2,.88E-82 1.58E+608
1.04E-02 Z.57E-01 1.84E-82 3.45E-61 1.084E-82 3.42E+88
S.Z1E-83 Z.69E-01 5.21E-83 7.18E-91 5.21E-83 7.1ZE+88
2.60E-03 Z2.48E-01 2.68E-A3 1.46E+00 2.68E-83 1.45E+81
1.38E-83 2.92E-81 1.38E-A3 Z.94E1+808 1.30E-83 2.94E+01
6.51E-84 5.94E-81 6.51E-04 5.91E+08 6.51E-684 5.91E+81
3.26E-84 1. 18E+00 3.26E-p4 1. 18E+81 3.26E-84 1. 19E+B2

influenteaza eroarea maxima. Se vede ca amplificarea ,,zgomotului“ introdus este

remarcabild, aceasta fiind de ordinul 1/h, ceea ce confirma faptul ca marginea

inferioara pentru |l [40]:
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min {t.”‘__l ’ (tj e )ﬂ (r,,7,.,)# O}

At

1

1] = const,, max (2.59)

este corectd. Teorema originala a lui Schoenberg st Whitney (1953) ia in considerarc
functii putere trunchiatd si nu B-spline. O demonstratie elementard a ei, care nu
foloseste ca intrument matematic decat teorema lui Rolle poate fi gisitd in [55]. Intr-o
forma foarte simplificata, fenomenele care se petrec sunt urmatoarele: Derivarca

numerica poate fi considerata ca o functionala liniara:

A g = gla+ hl)_ 5(a) ,Vg e Cla,b], (2.60)
1

a carel norma este:

[Au]) = max{r, g|/|g]| g « Cla,b]\ 0} = 2/h. 2.61)

/

Se observa cd norma poate deveni oricat de mare atunci cand se micsoreaza h; acest

&

aspect corespunde relatiei (2.59). Pentru o functie continuu diferentiabila g insa,

lim A, =g'(2) siin acest caz, chiar dacd ]hi”})“}\h |=o0, pentru o functie neteda g, [A,g|

este marginit [42].

Pe langd accasta, valorile calculate ale functiei sunt afectate s1 de erorile
datorate impartirii trunchiate cu virguld mobild din calculatorul numeric. Atunci cand
setul de date este afectat de perturbatii, valoarca calculata A,g devine A, g +c/h, ¢
reprezentand ,,zgomotul® rezultant in valorile calculate. Cu micsorarea lui h, A,g se
mareste, dar rimane marginit, fecnomenul perturbator dominant fiind cel datorat

afectaru datelor de intrare.

Dupa lamurirea acestei chestiuni, putem finaliza i cercetirile legate de

cicluri prin cicluri prin cicluri prin  algoritmnul de plasare optima a no-
zeta = 0 zeta = 1 zeta = 2

n er.max.  exp. n er.max. exp. n er.max. exp.  durilor, Zeta. Pentru aceasta, vom
4 .332 .008 4 .332 .888 4 .33z .@@@ .- il e -

4 .33z .omm & .33z .00 4 332 .ooa folosi interpolarea spline cubica cu
8 .258 -.535 8 .2086 —1.868 8 .178 —-1.659 ] . 5
18 .217 -.631 18 .145 -1.568 18 .@95 -2.621  valori medii, care are o norma re-
12 .191 -.714 12 .186 —-1.722 12 .@44 —4.208
14 .169 -.787 14 .875 —-2.243 14 .@19 -5.389 - ) .
16 (151 -.g53 16 .85z -2.768 16 888 —6.531  dusd [40], rezultatele fiind prezen-
18 .139 -.710 i8 .B36 —-3.898 18 .PB4 —6.717

precizeze valoarea initiala si cea finala pentru numarul n de puncte de date care vor fi
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utilizate. Pentru fiecare n, nodurile sunt initial plasate echidistant, pentru ca apoi sa fie

afectate de ifermx cicluri prin Zeta; rezultatele sunt prezentate pentru n=4,20 si

itermx =0, 1 s1 2. Este cdt se poate de evident, de aceastd data, ca pe masura ce Zela

este utilizat se imbunata(esc atdt crorile, cat si coeficientul de diminuare a acestora.
Dificultatca majora in ccea ce priveste intcrpolarea cu valori medii este faptul
cd, in general, nu putem alege sccventa t pentru valori () date. In principal pentru
aceasta ratiune au fost abordate diverse tf:lulici de interpolare optimala.
In materialul prezentat pani acum au fost cvidentiate mai multe exemple de

estimare a erorii, sub forma:

(#) (2.62)

“g -SgHS const _{lg""'ll,

in care S reprezintd diverse metode de aproximare. Micchelli, Rivlin s1 Winograd au

determinat (1976) o metoda de interpolare S pentru secventa de date «, la care const
din formula (2.62) este cca mai mica posibila [119].

Interpolarea se face pe secventa de date « prin functii spline polinomiale de

R ~ . +k . - - - .
ordinul #, avind secventa de noduri t=(t)""* determinati dupi cum urmeazi. Fie

~

[a,b]ZZ[‘t,,’Cn], cu t,=---t,=a si t,, =---t,,=b. Cele n-& puncte t,,---,t, in

n+l

intervalul [a,b] se aleg ca fiind punctele de racordare ale functiei treaptd univoc

determinate /, pentru care [#(x)=1 ,Vxe[a,b], cu ha')=1. Functia 4 are mai putin de
b
n—k schimbiri de semn pe intervalul [a,b] si j F)A(x)dx =0 ,vfe8,,.

Exista s1 o abordare independentd a acestei chestiuni, datoratd lui Gaffney si
Powell (1976) [79]. Termenul de ,interpolare optimald“ le apartine de fapt acestora,
Micchelli, Rivlin g1 Winograd folosindu-1 pe acela de ,,distribuire optima“ ("optimal
recovery”). Gaffney si Powell ajung la aceasta finalitate pe filiera infasurdtorilor,
facand legdtura intre notiunile de baza ale interpolarii optimale prin functii spline st

ideea ca o functie poate fi facutd mai neteda micsorandu-i variatia derivatei.
In mod practic, am construit un program - 7efa (Anexa nr. 10), care calculeaza

04

BUPT



2 Calculul TC cu saturatic §i picrderi in regim tranzitoriu

secventa de noduri t pentru v folosind metoda lui Newton, alegerea initiala fiind:

ot t T
tk”:‘tul k_lTnAI ,i:l,ll—k. (263)

In literatura de specialitate se aratd ca aceastd distributic este de multe ori foarte
apropiata de cea optima [119]. Afirmatia sugercaza alternativa rezonabila de a utiliza
direct (2.63) imprcund cu alegerca uzuald a primclor si a ultimelor 4 noduri ,de
frontiera“. O astfel de alegere satisface cu certitudine conditiile teoremei Schocnberg-

Whitney. .

Teta foloseste o procedura, /ota (Anexa nr. 10), analoagd subprogramului Beta,

in sensul ca e capabila de a furniza valoarca derivatci de ordinul j a unei functii spline

in orice punct, dar folosind B-reprezentarea acesteia si nu reprezentarea pp.

Teta a fost folosita pentru aproximarea caracteristicii de magnetizare cu ajutorul
punctelor ridicate experimental (tabelul nr. 3.1), fiind apelata de un program principal.
Prezentam rezultatele de calcul obtinute penttu n=7 s1 k£ =4. Valoarea nula produsa

de interpolant in punctul V=

i interpolant eroare

-88888 . 80888 . 88688 .BBBBD =0,855Wb, cu toate ca acesta este
.8758PE-62 1.3758PE-B4 —1.33437E-82  1.348126-82
. 87580E-84 —1.98897E-82  1.91972E-62 : _
.280PAE-B2 3.84167E-B4 -3.85663E-62 3.88704E-e2  punct de interpolare (i =0,5A) se da-
2.
1.

3
-1
2]
M

VOO U WN e
=N =
- 0
8 N
Y
[ =]
T
x
N
-

4.250POE-84 —2.40130E-02 44389E-02
16588 5.B0PBRE-B4 —1.38234E-02 35234E-62 . C e
20175 6.84167E-84 6.84166E-84 1.22236E-89  toreazad faptului cd Jota este utilizatd
24225 7.29167E-84 1.39111E-82 -—1.31828E-62
.27758 8.66667E-84 2.85902E-82 —1.97235E-82 - A O B
18 .31875 1.603755-83 1.03087E-82 _1.7z20096-p2  PCNtru evaluarea lui in conditule in ca-
11 .36808 1.31250E-83 1.31251E-83 -—6.48284E-89 )
12 .37875 1.48750E-83 —1.089011E-82 1.14886E-82 r¢ {oate programele folosite produc
13 .48875 1.72500E~-83 —2.78275E-02  2.87525E-02
14 .41625 1.83758E-03 —3.03683E-82  3.21978E-02 .. ; )
15 .47625 2.58759E-83 —2.58222E-62  2.84m97E-e2  functil continue la dreapta. Deoarece
16 .58258 3.225PBE-B3 3.22502E-03 —1.69966E-88
17 .56258 3.787S0E-83  .13441 -.13862 i
18 .57888 4.52588E-83 15146 -.14693 0,855 este nod de multiplicitate £
19  .59258 4.78125E-83  .19439 -.18961 ) o
28 .62625 6.89375E-63 21771 -.21161 pentru interpolant, limita la dreapta a
21 .67125 7.87500E-83  .11912 -. 11124
22 .67875 8.18750E-83 8.5453BE-02 -7.72663E-82 A . : n
23 .68625 8.62500E-83 4.84330E-82 -3.98eser-ez  acestula in punctul respectiv este, in
24 .69900 8.81250E-83 2.89786E-82 -2.B1661E-02
25  .69375 9.86250E-83 9.86251E-83 -9.31323E-89 eIt 5 . 5 A
26 79120 1.B075AE82 - 25091 7779 consccintd, nuld. O valoare corectd in
27 .82125 2.5P0BBE-BZ —4.58889E-82  7.PPBAYE-B2 ) .
28  .82875 4.52560E-82 4.52588E-82 -4.47835E-068 punct se poate obtme fie construind
29  .85580 .50080 . 8808 .58088
nodurile optimale = 1 .33875 variante pentlu Teta $l lota care pro-
2 .58807
3 .66122 duc functii continue la stinga, fie mu-

tand nodurile de frontierd in afara domeniului de interes.
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In afara valorilor calculate, in figura nr. 2.13 cste prezentatd caracteristica de

magnetizare (cu linie punctatd), precum si aproximarca realizatad. Chiar daca punctele

. _€ anr_.__are Sw.. €.aC. .€..0n..
1|[A] ) .
curba oscileaza foarte mult, in special
0,41 pe portiunea liniara initiald. In mod cat
se poate de clar, trebute folositd mai
0,3 .. . 5
multad informatie pentru reprezentare. In
| ’ figura nr. 2.14 este prezentatd aproxima-
0,2
rea realizata pentru n=29 st k=5. Re-
U,l‘ g )
1{[A] 1|[maA] ‘
- w X 3
O __T2 A/ 0E T ogrwe]
0,4
-0,1
-0,2 2
0,3
--- - curba obtinuta prin masuratori
— - curba calculata
_ 0,2
Figura nr. 2.13 4
Interpolare optimala (n=7,k =4)
zul 1 _ ¢ apr ximarea optimala G!
uu wile 0 aPAOXimar ,,b"“v“. i“ [79] ca i i ] ¥ .
o _ 0 QI 02 03 04 0,5[Wb]
demonstreaza cid orice interpolant opti-
A
mal se situeaza intre doud infasuratoare, 0 0.2 0,4 06 0.8[Wb]

puternic oscilante, ceea ce limiteaza uti-
litatea practica a acestui demers, in pofi-
da denumirii atit de promitatoare a pro-

cedeului.
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2.2.2.4 Ajustare prin functii spline. Metoda celor mai mici patrate

Practic, se¢ constatd ca interpolarca cste o metoda cficientd de construire a
aproximdrii prin functii sp/ine numai daca dispunem de valori experimentale
determinate cu mare precizie. In cazul contrar (care este aproape intotdeauna de luat in
considerare cind se fac detecrminari ale unor marimi magnetice), trebuie folosite alte
metode de aproximare. in cadrul tezei am luat in considerare functiile de ajustare
(»,smoothing“) st aproximarea (discretd) in sensul celor mai mici patrate prin functii
spline de ordin arbitrar.

Avand la dispozitic valorile aproximative ale unet functii presupus netede,

=g(x)+¢, in punctele x,,....x. si o estimare &y, a variatiei in y,, functia g va fi
reconstituitd din aceste date, construind functia f, din multimea functiilor f cu m
derivate, care, pentru un parametru dat p <{0,1] (trebuind a fi ales intr-un mod care va
f1 discutat), minimizeaza expresia:

pz{y' £l )} +(1- p)I [t )F at (2.64)

l
Acest lucru stabileste un compromis intre dorinta de¢ a obtine o functic neteda si aceea

de a urmiri cat mai exact datele experimentale, alegerea parametrului p ponderand

careia dintre cele doua cerinte i se da o importantd mai mare.

Solutia f, este o functie spline de ordinul & :=2m, cu noduri simple in punctele
X,,-.,X,, §i satisfacand conditiile la limita ,naturale® fY)(x)= fY)(x,)=0, j=mk-2,

k,x >

deci f, <8}, aceasta pentru cd inlocuirea ei in (2.64) nu modifica suma §i micsoreaza
valoarea integralei datorita proprictatilor de minimizare a interpolaru spline.

Daca p=0", f, este L,-aproximantul din P, al datelor y (corelat cu produsul
cartezian (g,h):=> g(x)i(x)/(sy,)’), iar dacd p=1" devine interpolantul spline

Jhatural“ din $}*. Introducénd S(f)= Z{y' bf(x )} S(f,) descreste cand p variaza
Yi
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de la 0" la I", anulandu-se pentru 1°. Este posibil si fie determinata, pentru S dat,

b
functia f; care minimizeaza | [f('")(x)]zdx din multimea functilor f pentru care
S(f)<S, in aceste conditii avand loc egalitatea f, = S,

Unii autori [39] denumesc f, functia spline a lui Whittaker, deoarcce
propunerea de a ajusta datele prin minimizarea unei expresii de tip (2.64) ii apartine
acestuia (1923). Mai precis, Whittaker a luat in considerare numai puncte echidistante
si propunea utilizarea patratelor diferentelor de ordinul m, introducerea integralci
f [f('“)(x)]zdx fiind facutd de Schocenberg (1964); in mod independent, Reinsch

avanseaza o metoda asemanatoare (1967) [138].

Mairnmea S reprezintd un mijloc de a obtine o aproximare satisfacatoare. Acest
numdr trebuie ales cumva. Reinsch propune incercarea unei valori intre v2 si n [138],
in timp ce alti autori propun metode foarte sofisticate, bazate pe estimarea
»Zgomotului“ prezent in datele experimentale. Fireste, daca nu ne putem face nici o
idee care s ne conducd la o valoare pentru acest parametru, ne putem dispensa de el,

operand direct cu p .

Bazandu-ne pe ideile avansate de Reinsch, putem clabora constructia unet

functi1 spline cubice de ajustare, dupd cum urmeaza. Am punctat faptul ca functia care
minimizeaza expresia (2.64), f,, trebuie sd fie continutd in 87, adicd in P, Nnc® si
sd satisfaca simultan si conditiile f,','(x1)= flj'(xn): 0. Deoarece sunt cunoscute f, st f,
in x, s1 x,,, putem descriec complet functia f, pe intervalul [x.,x.,,]. Dacad facem
notatiile a,:= f£,(x,) si ¢ :=/)(x)/2 ,i=1n, atunci condifiile la limitd naturale §i
necesitatea ca f, sd aibd o derivatd de ordinul intdi continud conduc la urmitorul

sistem de ecuatii liniare:

¢, =0
c,,Ax,_ +2c,(ax, , +Ax,)+c,,ax, =3(Aa, /Ax, —Aa,_, /Ax, ) ,i=2,n—1. (2.65)
¢, =0
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Dacd ludm a:=(a) si c=().", sistemul liniar (2.65) poate fi scris sub forma
matriciald Re=3Q'a, in careR este o matrice tridiagonala simetrica de ordinul n-2

cu liniile constituite dupd schema: (ax,, 2(ax,,+ax,), Ax,), iar Q' cste o matrice
tridiagonald de ordinul (n-2)xn, cu liniile construite dupa schema: (1/Ax,, —1/ax,_, ,
—1/Ax,, 1/Ax, ).

Astfel, expresia (2.64) poate fi exprimata in functic de « st ¢. Pentru orice

*

dreapta / :
I(j)[l(x)]z dx = %{1(0)]Z +1(0)i(h) + [i(n)]? } (2.66)

In aceste conditii, pentru f = f,, expresia (2.64) are valoarea:

pZ('y‘By l} 4(1 p)ZAx (C + clcl+l +('x+l) (267)

i=1

sau, sub forma matriciala:

160Pax (6P dx p(y—a) D(y=a)+ (1= ple'Re, 2.68)
unde D este matricea diagonala [sy,,...,5y,]. Dar din (2.65) rezulti ci c=3R"'Q'a,
astfel incat (2.64) poate fi scrisd numai ca functie de a:

py—a) D (y—a)+6(1- p)R"0'a) R(R'Q'a). (2.69)
Deoarece atit D, cét si (R“Q‘a)'R(R"Q'a) sunt simetrice si pozitiv definite, relatia
(2.69) este minimizata atunci cand satisface conditia:

—2pD?(y—a)+12(1- p)YR'Q) R(R"Q")a = 0, (2.70)

sau, folosind faptul ca R (R ) st simplificand:

pD*(y-a)=2(1- p)Qc. (2.71)
In particular:

S(, )= (y - ) D*(y - @) = [2(1 - p)/pF|PQc[; , (2.72)
cu B :=>"|5|", ceea ce ne permite si calculim S(f,) dac ne este cunoscut c.
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In scopul de a obtine un sistem liniar pentru ¢ vom multiplica ambele parti ale

cgalitatii (2.71) cu 30Q'D?, iar folosind (2.66), rezulta:

p(3Q‘y —Rc): 6(1- p)O'D*Qc , ceca ce este echivalent cu: (2.73)

[6(1 ~p)Q'D*Q+ pR]c =3pQ'y. (2.74)
Luand in continuare « astfel incat ¢ =3 pu, obtinem:

[6(1 - p)Q'DQ + pR]l =Q'y ,si: (2.75)

S(E, )= [6(1 - p)P|DQulf, ' (2.76)
1ar In continuare, facand uz de (2.71):

a=y-6(1-p)D*Qu (2.77)

Din toate cele prezentate, informatiile pentru reprezentarea pp a lut f, pot fi

scrise dupa cum urineaza:

[ fpx)=q,

J 23te) =0 o =[5 2o <Lt Yofas
f5(x)=6pu,

)= ) - 7))

Ecuatiile (2.75)+(2.78) constituie baza obtiner1 lur f; (= f,) pentru un pe [0,1]

(2.78)

adecvat, atunci cand se da S, in programul Kapa (Anexa nr. 11); acesta construieste
functia spline de ajustare f pentru setul de date de intrare (x), () ,i=1n in asa fel
incat acesta sa aiba derivata a doua cea mai mica posibila ca valoare.

In scopul de a avea idee asupra modului in care actioneaza tehnica ajustarii si
efectul pe care il are alegerea unor valori pentru §, am incercat ajustarea unor date

echispatiate pe intervalul [0,0,855], obtinute din exemplele anterioare, in care am
introdus functiile B-spline, prin rotunjirea valorilor la un anumit numir de cifre
semnificative. Concret, pentru n dat, y, =[_g(x,.)-10“_|/10“ vor fi valorile functiei
rotunjite la n zecimale; in mod corespunzator, se alege sy, =0,5-10™ ,Vi. Programul

folosit, impreuna cu rezultatele de calcul sunt prezentate in Anexa nr. 11.
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Figura nr. 2.15

Eroarea prezenta in derivata a doua a functiet spline de
ajustare f;, fata de cea de-a doua derivata a functiei g

In figura nr. 2.15 este tra-
sata croarea prezenta in derivata
a doua a functiei spline de ajus-
tare f; fatd de cea de-a doua de-
rivatd a functici g, ncafectata
de ,,zgomotul® care a fost intro-
dus prin trunchiere. Este vizibil
ca pentru valori mari ale lut §,
/s este o linie franta. Eroarea se
reducc la derivata a doua, g”,
forma ei aratand in mod clar ca
g cste o functic spline cubica
cu noduri simple. Pe masura ce
S descreste, Y devine o apro-
ximare din ce in ce mai buna a
lui g". Dc remarcat varfurile
din reprezentarea erorili pentru

nodurile functiel1 g; se observa

cum functia de ajustare le netezeste in functia B-spline g. Dacd § scade sub valoarea

50 incep sad apard neregularitti, care se accentuecaza pe masurd ce acesta descreste in

continuare. Oscilatiile rapide indica faptul cé ,,zgomotul* prezent in datele de masurare

este aproximat din ce in ce mai mult. Pentru S <5 eroarea este de ordinul de marime al

simplei aproximdri, iar pentru S<1 incepe sd ia forma ,zgomotului“ pe care il

reprezinta.

In [138] se estimeazi ci valorile potrivite pentru S sunt cuprinse intre 50 si 72,

fara a se da explicatii suplimentare. In urma celor prezentate se vede ci in aceasta zona

de valori aproximarea este suficient de apropiatda de original, atit in valorile functiei,

cat si in cele ale derivatelor sale, justificind valoarea de 60, propusa de alti autori [17].
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in afara datelor prezentate, au mai fost facutc multe determiniri si existd
concluzii care se impun in urma lor. In primul rind, se constata sistematic faptul ca
prima derivata a functiei spline de ajustare, f;, nu este atat de ,,continui“ pe cat ar
trebui sd fie (acest lucru este evident pentru § = 500.000, in care f; estc o linie franta,
iar f¢ ar trebui sa fic constantda pe portiuni). Chiar efectuand calculele in dubla
precizie (15 zecimale exacte), se constatd o imprecizie de 3-4 ordine de marime in
valorile prime1 derivate, eroare carc nu poate fi pusa pe seama trunchierilor inerente ce
apar la folosirea unui numar limitat de zecimale. Sursa acestor ecrori ar putea fi gasita
in Insast modalitatea conceptuala de introducere a functiei spl/ine de ajustare. Aceasta
face parte dintr-o familie de functii de aproximare cu mai multe grade de libertate
decat numarul punctelor de date; reprezentarea ei pp contine 5n termeni, fatd de 2n
valori de intrare. Excesul de grade de libertate este controlat dc prezenta integrale:
_f (f"(x)f'dx in expresia care se minimizeaza, dar ar putea fi o cauzi de aparitic a
neregularitatilor mentionate.

Legat de aceste aspecte, apare ideea seducitoare de a trata datele experimentale
imprecise (in masuratorile magnetice precizia este, de regula, mai micd decat in alte
determinari [171]) cu aproximari din familii cu mai putine grade de libertate decat
numarul punctelor de date, in asa fel incat acestea sa fie suficiente pentru redarea
corecta a functiei g, dar insuficiente pentru aproximarea ,,zgomotului®, care are
oscilatii rapide. Functiile sp/ine se incadreaza in aceastd categorie, iar metoda celor
mai mici pitrate a fost preferatd pentru ca necesitd doar solutionarea unui sistem de

ecuatit liniare cu matrice banda.

Folosind metoda celor mai mici patrate, cea mai bund aproximare posibila se

obtine luand in considerare norma cc deriva dintr-un produs scalar. Practic, vom

aborda numai produsul scalar discret, de forma [64] (g,h):= g(z, Ja(c,)w, , in care «
i=1

este secventa nedescrescitoare de date, cuprinsd intr-un interval [a,b]. Secventa

w=(w,)' a ponderilor este presupusi a fi nenegativa. Un aranjament tipic este:
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(2.79)

{Ar,/Z ,i=1n
W o=

(at, ,+a7)/2 i=2n-1

III
caz in care (g,h) este o aproximare rezonabild a produsului I £ (x)r(x)dx .

Vom folosi simbolul uzual ||/, ::(h,h)'/ * pentru ,norma* derivatd din produsul
scalar (, ). Ghilimelele sunt puse pentru a preveni protestul (justificat), pentru ci din

punct de vedere riguros matematic, ea gste numai o seminorma (exista, de exemplu, si

alte functii decat cea identic nuld pentru care |4, =0). Fie $ un spatiu liniar finit

dimensional de functii, toate fiind definite pe intervalul [a,b]. Trebuie ciutatd cea mai

buna aproximare din $ pentru functia ,,g“ derivata din norma ||| , adica o functie

27

f*e$, astfel incat

- f*nzzmin gt f”2- Faptul ca $ este finit dimensional

garanteaza existenta lui f*. Functia g a fost pusa intre ghilimele deoarece nu este

cunoscuti ca expresie analiticd. Ori de céte ori este nevoie de o valoare g(x,), in locul

ei va fi folosita valoarea aproximativa g, .

Se arata ca functia f* este cea mai buna aproximare din $ derivata din norma

I a functiei ,, g “ daci i numai daca functia eroare (g”- f *) este ortogonald cu $:

(f.,"g"-f*)=0 ,9fe8. (2.80)
O demonstratic poate fi urmarita in [39], din care rezultd faptul ca cea mai buna

aproximare a lui ,,g“ in $ este unicd daca si numai daca ||, este norma in spatiul $

(adica numai daca singura functie f < $ pentru care |f| =0 este f=0).

Presupunénd ca |, este norma in spatiul liniar $ si ca (o,)] este o baza pentru
aceasta, este demonstrat ca (2.80) are solutia unica f* in $. Se poate verifica faptul ca

formula (2.80) este echivalentd cu (¢,,"g"~ f)=0 ,i =1,n, deoarece si acest sistem de

ecuatii admite solufia unicd f*e$. Rezultd ca f* are o reprezentare univoci Y a,e,

n
in functie de termenii bazei (o,);, deoarece sistemul liniar <(p,,"g"—Zo(,j(pj>:
J=1
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=0 ,i=1n arc solutia unica («,). Ultima relatic reprezinta ccuatiile normale, uzual

-~

b4

scrise sub forma [117]:

n

Z<q>,.,gpj>a, ={p,"g") ,i=Ln (2.81)

J=1

Determinarea lu1 /* pe baza ecuatiilor normale nu se poate face intotdeauna comod,

depinzind de baza (¢,) aleasd. Dacd aceastd bazd este ortogonald, adica (¢,,¢,)=0,
i+ j, ecuatille normale pot fi rezolvate relativ usor, solutia fiind «, :<(pj,"g">/
/<<p j,cpj> ,J =1,n. Pe de alta parte, baza (<p,) poate fi rdu conditionata. Un exemplu

clasic il reprezintd baza o(x)=x'" ,i=1k pentru spatiul liniar P, in intervalul [0,1].

1
Utilizand produsul scalar (g,/#) :I g(x)h(x)dx, matricea coeficientilor pentru ecuatiile
0

normale (2.81) este o matrice Hilbert, exemplu tipic de matrice rau conditionata [104].

n+k

Pentru spatiile liniare specifice $=8,,, cu t=(t,)"", baza functiilor B-spline,
(B,), este convenabild, deoarece este relativ bine condifionata, cel putin pentru valori

moderate ale lui £ [103]. Coeficientii pentru ecuatitle normale:

i(b’,,b’j>a1 =(B,"g") ,i=1ln (2.82)

J=1

formeaza o matrice banda de latime inferioara lui 4, in sensul ca <B,,,Bj>:0 pentru
i —j|= k. Deoarece matricea ((B,.,BJ.)) este in plus simetricd si pozitiv semidefinita,
sistemul (2.82) poate fi rezolvat prin factorizare Choleski.

Este necesara verificarea faptului ca ,,norma* discretd utilizata este intr-adevar

o norma in spatiul $,,, pentru a putea garanta cd sistemul de ecuatii (2.82) are solutie

unica. Se demonstreaza [121] cd ,norma“

2

A, ={EnUEE} . e w0 v s
i

secventa (r,) nedescrescitoare este normd pe 8,,, dacd §i numai dacd t, <1, <t,,,

/.=

i=1n, in care 1< j, <---<j, <n. Daca nu sunt indeplinite conditiile enuntate,
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1,2
:{Z“’: [/(x, )]Z} nu estc 0 norma in $, ., iar sistemul de ccuatii (2.82) cstc singular.

Deoarece el are intotdecauna solutii, conform (2.80), inscamna ci existd o multitudine

de soluti, toate coincizand ca valoare in punctele =, ,i=1,n.

Reluand problema celei mai bune aproximdri prin functii spline cu noduri
variabile in contextul metodei celor mai mici patrate, aceasta face parte din clasa

functiilor $, :=U{Sk,t |dim S, = n}. Lucrurile sunt aici mai dificil de abordat, aceasta

clasa fiind neliniara, in general suma a doua functii din $,, nefiind continuta in $

k,n >
ceea ce face imposibild caracterizarea celei mai bunc aproximari, in sensul de a oferi
criterii de calcul prin care ea sd fie recunoscuta printre altele. Similar cazului liniar,
unde cea mai buna aproximare satisface ecuatiile normale, $1 in cel nelimar se poate da
un echivalent al acestora; totusi, nu orice solutic a lor va fi cea mai buna aproximare,

chiar daca aceasta face parte dintre ele.

La modul practic, pentru spatiul liniar $,,, cu t=(t)"*, baza (B) este
convenabila, folosirea ei conducand la sistemul de ecuatii (2.82). In cazul uzual, acest
sistem are mai multe solutii, fiind singular. Intr-o astfel de situatie, ,.cca mai buna
aproximare® prin metoda celor mai mici patrate este selectionatd pe baza a diverse
criterii aditionale. Concret, problema singulara este transformatd in una nesingulara
prin impunerea de conditii suplimentare solutiei. Acest procedeu, denumit

yregularizare” [104] este folosit, de asemenea, pentru solutionarea cazurilor rau

conditionate, sau a celor din vecinatatea imediata a unor singularitati.

Modalitatea adoptatd pentru a rezolva problema in programul Lambda (Anexa

nr. 12) este oarecum diferitd. Daca ||, este norma pe $,,, atunci baza de functii

B-spline (B,)} pentru $,, nu este liniar independentd, adicd una sau mai multe din
functille B, depind (pe secventa v) de functille B, care le preced. ,,Cea mai buna

aproximare” in sensul celor mai mici patrate este aleasd fortind -coeficienti

corespunzatori functitlor dependente B, si fie nuli.
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Pentru calculul aproximarii prin mectoda celor mai mici patrate trebuie introduse
datele de intrare, construitd secventa de noduri adecvatad pentru sccventa (datd) de
puncte de jonctiune, evaluata aproximarea, precum si calculate/imprimate erorile. Este
necesar, deasemenea, un prograin care sa monitorizeze toate aceste activititi, inclusiv
calculul unor secrii de aproximari diferind prin numéarul §1 pozitionarea nodurilor;
acestea sunt realizate de rutinele specificate tot in Anexa nr. 12.

Pachetul de programe a fost folosit pentru efectuarea unor experiente care au
intregit datele interesante identificate in literatura de specialitate. In primul rand se

poate dovedi faptul ca la fel ca si in aproximarea continua cu ajutorul celor mai mici

r__rn

patrate, si in cazul celei discrete eroarea e¢:="g”— f* trebuie sid aiba cel putin n
schimbari de semn. Conform (2.80), eroarea e cste ortogonala la 8, ,, adica (f,¢)=0,

Vf e8,,. Acest lucru implicd faptul cd matricea 4:= (B (rj.)):w‘:] face ca n-vectorul

!

e:= (e(rj)w j)l' sa tinda catre zero. Conform [97], matricea A4 este total pozitiv definita,
iar din anumite consideratii impuse rezulta:

rang A<S* (e) , (2.83)
dacd e¢ nu este identic nul. S*(¢) marcheazd numirul de schimbiri slabe de semn in

secventa e, adica luand in considerare si valorile nule din e¢. O demonstratie a

formulei (2.83) poate fi dedusa din [97], teorema V.2.2.

Presupunand ca ||, este norma in spatiul $,, (adicd rang A=n) si ca eroarea
e:="g"— f* nu este identic nuld pe v, din faptul cd 4 este o matrice banda rezulta ca
secventa (e(r J));‘ prezintd cel putin n schimbari (slabe) de semn, schimbarea i din cele
n fiind prezenta ,,in suportul“ lui B, ,i=1,n. Concluzia ne oferd o posibilitate simpla
de verificare a corectitudinii modului in carc actioneaza programul Lambda.

Asa cum am mai punctat, aproximarea prin metoda celor mai mici patrate este
potrivitd pentru ,extragerea“ unei functii continue din ,,zgomotul* generat de catre
determindrile (curent) imprecise. Datele g, pot fi descrise sub forma g, = g(x,)+5,, in

care g este o functie ,netedd” cu variatie (relativ) lentd, care trebuie aproximata,
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secventa (3,) reprezentand ,,zgomotul“, cu o variatie rapida, cu valori atét pozitive, cat

st negative, dar de amplitudine mai micd decdt g. ldeca este dec a alege aproximarea

dmtr-o clasd de functii $, carc ecste indeajuns de flexibila pentru a putea reda

informatia referitoare la functia g, dar, in acclasi timp, sa rimand ortogonala la

»zgomot®, adicd sa fie incapabila a urmari variatiile rapide ale acestuia.

Tinadnd cont de cele precizate, nc putem astepta ca vectorul eroare al unei

aproximari reusite sa aiba aspectul ,,zgomotului®, adica si aiba mai multe schimbari de

semn decat gradele de libertate ale clasei de functii folosite; eroarea nu trebuie sa

varieze mult atunci cand marim usor numarul gradelor de libertate. Altfel, se constata

ifA]

3

0,0

0,4

0,2

|

<

--- - curba erorii
— - curba calculata

Figuranr. 2.16

Aproximarea spline in sensul celor mai mici

patrate
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cd marind numadrul intervalelor (sau
al segmentelor polinomiale), eroarea
descreste pand cand atinge un palier,
a carui valoare este data de amplitu-
dinea ,,zgomotului“ prezent in datele
de intrare. Determinarea acestur lu-
cru s-a facut prin acecasi metoda, fo-
losita anterior, a perturbarii prin ro-
tunjire la un numar de cifre semnifi-

cative.

Ca si cxemplificare am folosit
algoritmul de plasare optimala a no-
durilor prezentat anterior pentru in-
terpolarea punctelor din caracteristi-
ca magnetica a TC, folosind insa o a-
proximare in sensul celor mai mici
patrate. Procedeul este iterativ, de fi-
ecare datd marind numarul de noduri

cu 2 st folosind subprogramul Zeta
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pentru a obtine o distributie corecta a lor. Programul folosit este prezentat in Anexa
nr. 12 si este destinat de a fi apclat de Lambda. in locul unui listing (cxistent si el in
Anexa nr. 12), am preferat o reprezentare grafica a caracteristicii  magnetice
aproximate $1 a erorilor (reprezentate suprapus, cu linie intrerupta, avand scara in
dreapta), vizibild in figura nr.2.16. Pc linia de zero a crorilor sunt indicate,
deasemenea, punctele de jonctiune. Aproximarea inifiala, care foloseste 13 noduri, este
mai bund decat cea obtinutd prin interpolare, dar aspectul curbei indicd in mod clar ca
ea nu contine toate informatile existen‘te in datele de intrare, iar curba erorii are un
comportament prea regulat.

Din listing (Anexa nr. 12) se poate vedea ca spatiul splinc este de dimensiune
n+k+/-1=15, motiv pentru care ne asteptdm la cel putin 15 schimbari de semn in
eroare. In realitate, nu gisim decat 12, ilAl "
chiar luand valorile 1, 5 si 10 din vectorul I

erorilor ca fiind nule (cat ar fi in calcul e-

xact) si in acest mod obtinand tret schim- i
bari slabe de semn. Analizind mai atent 075 i 0.02
;

datele furnizate de program, se observi ,': 0.01

cd B,, B, si B, din secventa de funct TS e R**H—h* 0
A

spline pentru t sunt nule pe «, adica sunt o -0,01

liniar dependente de celelalte la modul 0,02

trivial. De aceea, in fapt, $,, este numai 025

de dimensiune 12 atunci cind e restrans

la «, iar (2.83) permite 1n aceste circum-

stante numai 12 schimbari de semn. o 0,2 0.4 0.6 0,8[V\;b]

--- - curba erorii

Listingul arata cd  solverul - curba caloulata

Choleski construit (Anexa nr. 12) este .
Figura nr. 2.17

echipat corespunzdtor pentru a face fata : . D
Aproximare spline in sensul celor mai mici

acestor situatii singulare in sistemul de patrate cu plasare optimald a nodurilor
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ccuatii normale, dar rezultatele de calcul pot sa nu corespunda asteptarilor initiale.
Dupa o singura trecere prin Zeta (figura nr. 2.17) sc observi ca aproximarca arata deja
mult mai satisfacator. Eroarca arc 14 schimbiri de semn, depasind dimensiunile
spatiulut spline de aproximare. La o prima vedere, s-ar parea ca o aproximare cu mai
putine grade de libertate (cu functii spline de ordinul 3 sau 4, sau chiar de ordinul 5,

dar numai in C' sau C?) ar fi mai eficienta.

In figura nr. 2.18 se poate vedea confirmarea acestei presupuneri, aproximarea
cu functii spline de ordinul 4 in C? fiind vizibil mai precisa. In figura nr. 2.19 este

prezentat rezultatul dupa doua treceri prin Zeta.

0.5 0.5
i[ Al i[ Al
0.45 0.45
0.4 04
035 035
03 03
0.25 ] 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 J 0.05
0 —'—"ﬂ 0 . ap 2%
0 0.1 03 03 04 05 06 07 0809 0 0.1 02 03 04 05 06 07 0809
'4 V[Wb]
--- - curba rezultata din masuratori === _ curba rezultatd din masuratori
— - curba calculata —— - curba calculata
Figuranr. 2.18 Figura nr. 2.19
Aproximare cu functii sp/ine de ordinul 4 Aproximarea din figura nr. 2.18 dupa
in C? in sensul celor mai mici patrate plasarea optimala a nodurilor
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2.2.2.5 Aproximare prin functii spline tensionate

Vom aborda cdteva chestiuni practice legate de aproximarea curbelor. Nu au
fost luate in considerare decat curbe plane, adica avand punctele in planul (x,y), de
forma C, = {(cx(‘s')),(c_‘,(s))‘a <s< b}, pentru un interval [a,b] si reprezentari parametrice

¢., ¢, (in general continuc).

X 2

Problema tipica este de a contrui o curbd C, care contine sctul de date (£)'; in
principal existd doud aspecte care pot genera dificultati, acestea fiind alegerea corecta
a parametrizari si lipsa de informatic.

Lipsa de informatie cstc un termen intuitiv i imprecis care descrie urmatoarea
situatie. O curbad sau o functie a fost aproximata printr-un mijloc oarecare, folosind
datele experimentale existente, dar, in mod mai mult sau mai putin evident, rezultatul
nu satisface asteptarile. De cele mai multe ori, datele fumnizate nu sunt suficiente
pentru obtinerea unei aproximari care s satisfaca (toate) cerintele.

Exista situatii in care aproximarea poate {i imbunatatitd prin simpla furnizare
suplimentara de date in zonele in care acestea sunt insuficiente. Exista Insd cazuri in

care deficientele nu pot fi corectate pc aceastd cale, atunci ciand apar puncte de
inflexiune ,,suplimentare” (,,extraneous®, ,extrinsic®, ,foreign®, , étrangers®, , fremde*
- dupd diversi autori). Sd presupunem ci avem la dispozitie setul de date (t,,g(s,))
pentru a fi interpolate. Fie f o functie netedd de interpolare a acestor date. Se stie,
conform proprietatilor diferentelor divizate, ca pentru orice / existd un punct n, in
intervalul (x,_,x,,), astfel incat [z_,,7,,7,, Jg¢ = f"(z,)/2. Fiecdrei schimbari de semn din
secventa (3,);", in care &, :=[t,x,,]¢ —[r,%,]g 1i corepunde o schimbare de semn in
derivata a doua a functiei f, adica un punct de inflexiune al functiei /. Am denumit
mai sus ,,suplimentar orice punct de inflexiune al interpolantului pe domeniul (x,,z,,,),
daca §,,, >0. Ar fi de dorit ca interpolantul sa pastreze curbura datelor, in urmatorul

1

sens: daca interpolantul poligonal al datelor estc convex (concav) pe intervalul
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[t..,%.], un ,bun* intcrpolant trebuic sa fic convex (concav) pe intervalul [r,,<.].
Aceasta prescriptic permite existenta unui singur interpolant pe intervalul [x_,z,.,]
dacad &, =0, acesta fiind o linie dreapta.

Schweikert a fost primul care a tratat problema punctelor de inflexiune nedorite
[164]. Modelul propus dc cl consta in imaginarca (graficulut) interpolantului sub forma
unei benzi elastice care alunecd pc nigte cuie batute in punctele de interpolare si care
este intinsd pand cand punctele de inflexiune suplimentare dispar. La limitd, cu o
tensionare foarte puternicd, se obtine un interpolant cu lini frante. Matematic, modelul
de interpolant tensionat are doud derivate continue si satisface intre doud puncte
ecuatia diferentiala (D2 — 1)2)D2 y=0, in care p cste parametrul de tensionare. Pentru
p =0 interpolantul este segmentar polinomial cubic, pentru p >0 insd, fiecare segment
este o constructie liniard de patru functii: 1, x, e™, e/,

Algoritmi pentru constructia acestor functii sp/ine tensionate au fost propusi si
de alti autori, incercdndu-se modificarea parametrulut de la un segment la altul, in

ideeca dec a sensibiliza procedura la comportamentul local al datelor. In [172] se

opereaza cu interpolanti generalizati, carc pe intervalul [tz ] sunt de forma: f(x)=
= Au+Bv+Co,(u)+De,(v), in care u=u(x):=(x—x,)/ar,, vi=1-u; ¢, este o functie pe
intervalul [0,1], cu ¢,(0)=¢,(1)=0 si (¢(0)) =(p,(1))’. Pentru ¢(s)=5’-s, Vs, se
regaseste interpolantul sp/ine cubic familiar. Functia pp splinc tensionatad se obtine, in
acest cadru, punind o,(s)=ssh(p,s)-sshp,, in care p, este parametrul de tensionare
pentru intervalul /.

O alta metoda este expusda in [171] si utilizeaza pe intervalul [r,,r,,,] un
interpolant de forma f(x)=A4,u+Bv+Cu™ +Dyv", in care exponentii m, si n,, posibil
fractionari, urmeaza a fi determinati intr-un mod adecvat. Pentru m, =n, =3 se obfine
interpolantul segmentar spl/ine cubic. Din punct de vedere tehnic, pentru fiecare punct

al secventei de date trebuie sa fie introdus raportul m,_,/n, .

Singura obiectie reald care poate fi adusa acestor metode este ca folosesc functii
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exponentiale si nu polinoame, in spiritul argumentatici ficute de la bun inceput.
Acelasi efect (conservarea convexitatii/concavitatii datclor) ar putea fi obtinut insa
folosind functit spline cu noduri aditionale, plasatc de asa manicra incat interpolantul
sa-s1 poata modifica raza de curburi in caz de nevoie, fard a avea consecinta nedorita a

unor oscilafii intre puncte.
In ceca ce priveste paramctrizarca, accasta poate fi facutd, bincinteles, in multe
feluni. Experienta aratd ca o parametrizare eficientd este cea carc aproximeaza

lungimea arcului curbei rezultante; calculul exact este de multe ori fastidios, in general

fiind suficient sia sec punda s, =0, s, =3 +\/(Ax,)2 +(ay,), i=1,n—1. Constructia
aproximarii unei curbe nu este limitatd la procesul de interpolare. Orice proces de
aproximare a functiilor poate fi aplicat celor doud componente ale curbei. in [16] este
discutatd, spre exemplu, o astfel de alternativd de obtinere a unei functii spline
tensionate care are doar prima derivatd continud, dar produce o curba avand vanatie
continud a tangentei atunci cand este aplicatd celor doud componente ale unei functi

reprezentate parametric.

IP:[:'“\.IW] Existda afirmatii in .iteratura de
0

]'5“':‘ specialitate carc sustin c¢d nu este po-
,: :‘. sibild interpolarca cu functii spline cu-
1:: ; bice in asa fel incat sa fie pastratd con-
E :"—fj /,"’H vexitatea/concavitatea curbeir datelor
0.5 "*\ ,/', de intrare [172]. Vom evidentia faptul

\ .
\ //’ ca acest lucru este posibil prin folosi-
\‘\\ /,/" _ rea punctelor aditionale. Pentru exem-

- " i

00025 T 025 T 05[A]  plificare, putem lua cazul unei caracte-
Figura nr. 2.20 ristici de magnetizare idealizate, extra-
Interpolare spline cubicd (lipsa de date) gand din tabelul datelor ridicate expe-

rimental (tabelul nr.3.1) numai urmitoarele date: w(0)=0, w(0)=20, w(0,025)=

=0,82125, w(0,5)=0,855, ¥'(0,5)=0,05. Interpolarea spline cubici completa a acestor
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date (tncomplete) produce o curba cu doua puncte de inflexiune (cu linic intrerupta in
figura nr. 2.20). Explicatia este data de faptul ca in primul interval polinomul cubic nu
»s€ poatc” curba suficient de repede; cl poate fi ajutat® adaugind un nod in
proximitatea zonei de interes. in acest mod se suplineste informatia deficitara (,,lipsa

de date* analizata anterior). Cu ajutorul punctului aditional (0,005,0,165), noul
interpolant devine convex (cu linie plina in figurd).

Tranzitia de la o derivatd de,valoare mare pe frontiera §i comportamentul
moderat al functiei in restul intervalului poate fi facutd mai putin abrupt prin
furnizarea mai multor date. Obtinerea rezultatului discutat anterior a fost facuta dupa
cateva incercari prealabile cu valori dictate de experienta acumulati. Pentru a fi in
posesia unel metode riguroase §1 nu a unor incercdri empirice, am incercat

introducerea nodurilor aditionale necesare intr-un mod mai sistematic.

In scopul unei argumentiri mai usoare, vom considera ci avem de interpolat
printr-un polinom cubic urmitoarele datc: f(0)=0, f'(0)=s,, f()=0, f(1)=s,.
Folosind forma canonica a polinomului Newton de interpolare (2.24), putem deduce:

Fx)=s,0— (25, +5, x> + (s, +5,)x°. (2.84)
Deaoarece [0,01]f=-s, si [0,,1]f =—-s,, orice punct de inflexiune in [0,]] va fi

»suplimentar* in cazul in care s.s, <0. Pe de alta parte:

/7(0)=-2(2s, +s,)
) . (2.85)
S (1): 2(50 +51)
Acestea fiind precizate, / nu are puncte de inflexiune , suplimentare” pe [0,1]
daca si numai dacd (2s,+s,)s, +2s,)<0. Aceasti condifie poate fi pusi sub forma:
n o 2 . . .
(2(s —s,)+3s,Xs, —s, +3s,)<0, sau, impartind cu (s, —s,)’ si folosind abrevierea z:=

=5s,/(s, —s,), sub forma: (2-3z)1-3z)<0. Concluzia care se impune este ci in acest

caz interpolantul cubic reproduce convexitatca/concavitatca datelor numai daca —<

1
3

%<2 Acest lucru nu este intotdeauna valabil pentru un set de date reale.

§; =5,
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Pentru valori ale lui z in afara intervalului specificat va trebui modificatd functia de
interpolare.

Mai intai vom lua in considcrare cazul z>2/3. Acecasta presupune ca
interpolantul sd flexioneze in proximitatca fronticrei din dreapta mai rapid decét o
poate face o functic cubica monotona. Printre functiile baza din P,: x, 1-x, x’,
(1-x), pe x* o inlocuim cu o functie spline cubica ® cu un singur nod, care se
curbeaza in apropierea frontierei din dréapta a domeniului mai rapid decat o poate face

3 : . . ) ” .
x*. Deasemenea, vom impune suplimentar ca ©O(0)=®'(0)=©"(0)=0, O@)=1 si
©@" >0 pe [0,1] daci si numai daca coeficientul lui © si al alui (1-x)’ sunt de semne

opuse. Functia rezultantd ® este data de expresia:

O() = O(x,2) = axu(l_a)(%sj (2.86)

,
R

in care z=¢(z) reprezinti nodul aditional, iar « =a(z) este un numir in [0,1]. Atat ¢,
cit si o vor fi conditionate ca fiind functii continue si monotone de z, cu «(2/3)=1
(pentru conectarea continua cu functia cubica precedentd in cazul in care z<2/3) si cu

(17)=1.

In termenii acestel noi baze, interpolantul are urmatoarea structura:

f(x)=Ax+B(1-x)+CO(x,z)+ D(1-x) ,in care: (2.87)
~A=C=(s,+2s,)/[32p-1)] ,

{—B:D:—[(3p—1>so+s.ms(zp-l)1 259

p=0'(1,z)3=a+(1-a)/(1-8). (2.89)

Se poate calcula ca f"(x)= 6{C[(xx+(1 —a)x-¢t),/ (l—g)JJ+ D(l—x)}, functie care nu
schimba de semn pe intervalul [0,1] daca si numai dacid C si D sunt de acelasi semn.
Conditia ca f sa nu aiba puncte de inflexiune ,,suplimentare* pe [0,1] devine (in cazul
s,5, < 0) astfel:

[Bp—1)s, +5,Ks0 +25,)<0. (2.90)

Rearanjand termenii, imparfind cu (s, -s,)’ si introducand z obtinem conditia:
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[Bp—1)-3pz)1-3z)<0. (2.91)

3p- .
P ], adica 3p= ,
3p -z

Conservarea convexitdtii/concavitatii datelor cere ca L
ceca ce impune ca o ={l-(1-g)/[3(1-2)]}/z . Alegind « in asa fel incat sa fie cel mai
mare posibil, obtinem relatia: a(z)={1-(1-2)/[3(1-2z)]}/2 . Daca luam in calcul conditia
«(2/3)=1, acest lucru impunc 3(1-z)=1-¢ (pentru a obtine « z 0), conditie satisficuta
pentru 1-&(z)=7(1-2) atéta timp cat v<3.

Cazul z<1/3 poate fi tratat intr-un mod cit se poatc dc asemanator, functia baza

(1-x) fiind inlocuitd cu O(1-x,1-z), aceasta din urmi putind fi determinata dupi

metodologia avansata pentru z > 2/3.

Ambele situatii pot fi descrise simultan in cadrul aceluiasi formalism

matematic, considerand aproximarea de forma:

f(x)= Ax+B(1-x)+CO(x,z)+D(1-x,1-z) , in care: (2.92)
3 —a x-=& ’
O(x,z):= ax® +(1 (1—&,1
(7
! al)=—3 ,cu vef03]. (2.93)

g

tz)=1-7- min(l - z,%)

Pe masura ce v ia valori mai mari, atit o« cat si ¢ descresc, la z fixat. Efectul global

este ca ,,rotunjirea” racordurilor e cu atdt mai mare cu cat ¥ are valori mai ridicate.
Cazul mai general de interpolare f(0)=f,, f'(0)=s,, f(1)=f,, f()=s, poate fi
redus la precedentul deplasind axele cu cantitatea f,+(f, —f,)x. Transformarea nu
afecteaza convexitatea/concavitatea datelor, modificand cantitatile s, si s, utilizate in
argumentatia anterioard in s,-(f,—f,) si s, +(f,~f,). Considerdnd un caz si mai

general, in care interpolam datele f(x J.): £, f (x J): s;, j=Li+1, atunci in loc de s, si
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s, vomavea s, [zt 1f sis,, ~[t,1.,]f.

Toate acestec considerentc preliminare sunt utilizate in construirea unui
interpolant spline cubic ,,strins* al datelor initiale (x,,g(<,)); prin alegerea bazei pe
fiecarc subinterval [r,r,,] asa cum vom arata in continuarce, rolul valorilor s, si s,
fiind jucat de diferentele divizate [« .« ]/ i [5...7.,]f. Interpolantul pe [x,,x,,,] va fi,
deci, o functie de forma: |

A +Bu+CO,z)+DO(-ul-z) ,in care: (2.94)

u(x):=(x—1,)/ar,

~ [65,,/(, +8,,) daciss,, 20 ,5,+5,,0 , cu (2.95)
Y2 altfel
8, =0l =[50, ) Y (2.96)

Pentru cazurile /=1 sau i=n—-1, z=1/2.

Aceasta alegere (initiala) a lui z face din interpolant o functie discontinud in
raport cu datele experimentale furnizate, lucru care semnificd, printre altele, cd o
alterare minora a intrarilor ce schimba semnul unui (unor) produs(e) de tipul 535,
poate provoca modificdri drastice in interpolant. Pentru aceasta, in programele de
calcul a fost folosita alegerea:

8.al/[8| 16,1 dacd[s,|+[5,..|>0
z:= "
1/2 altfel

(2.97)

care inlatura sursa discontinuitatilor.

In functie de cantititile f;» f7.j=Li+1 si de numarul h:=aq, coeficientii
interpolantului pot fi calculati dupa cum urmeaza:
(A;: J.-D,

B,=h- [‘c,,‘cmlf - (C,.—D,.)
<

Ci: h*- f;’:l /®(1>Z)
D=h’ f70(,1-z)

(2.98)

Deoarece O"(1,z)= 6[(1 ~a)/(l-g) j rezultd ca:
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Y0(,2)= (/o1 -2) /i~ + (- ). (2.99)

Vectorul (£") estc determinat in asa fel incat interpolantul rezultant sa aiba
doud derivate continue. Accasta inscamnd ca pentru fiecare punct interior t, este
valabila relatia f(z; )= /'(c), adica:

__er,-,_)f, [9(1, 2.)-1,, ,O0z)-1 }fﬁ

O"(11-z, CH{NEP: 1) o" (”—Z) (2.100)

T
+mﬁ+x— i i=2n-1

Se poate calcula ca:

©'(L,z)-1 _1-5 Bu-1)i-£)+3(1-«)
0'(,z) 6 ofl-gf+(-o) (2.101)

Evaluarea coeficientilor din (2.100) si (2.101) se face cu acuratete maxima dacd ¢ —» 1.

Fara nodun aditionale (adica dacd « =1), din (2.99) si (2.101) rezultd ca (2.100)
se reduce la (at,_,/6)f" +(at,_ /3 +a1,,/3)f"+ (a7, /6)f7, =5,, relatie care nu este altceva
decat (2.24) transformatd, segmentul cubic £ fiind scris in functie de valorile sale si
ale celei de-a doua derivate a lui =, si t,,,, cu conditiile £',(z,)=P(x,) ,i=2,n—1.

Avem nevoie de incd doua relatii pentru a ob;inc un sistem in care numarul

gt e,

existente in literatura consacrata subiectului [30], am considerat numai conditia ,,not-a-

knot* [39], sub forma urmatoare:

jump f*"=0=jump _ f". (2.102)
Mai explicit, cu ajutorul formulelor (2.94) si (2.98), prima dintre conditii se scrie:
G')m(o Zz) Gm(l - 2)
-1 ©'(.z,) S O"(1Li-2,) s (2.103)
At At,

cealalta aratand similar. De remarcat este faptul ca:

0"(Lz) , \ell=g)+(1-a)
@’”(1,2)_1 *)a(l_é)u(l_ay (2.104)
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--- - interpolare cu functii spline cubice
— - interpolare cu functii sp/ine tensionate
Figura nr. 2.21
Interpolare spline tensionata (¥ =2,5)
ecuatia jump, f"=0.

Pe baza acestor considerente a fost
scris un program - Miu, care construicste
interpolantul splin¢ cubic pentru un set de
date de intrare; in figura nr. 2.21 am pre-
zentat un rezultat obtinut in urma rularii a-
cestuia. Drept date de intrare am folosit a-
celasi set care a provocat in figura nr. 2.13
oscilatia puternica a interpolantului optimal
de ordinul patru. Prima interpolare a fost
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ccca cc duce la imposibilitatea eva-
ludrit ecuatici pentru z,=0. Din a-
cest motiv, pentru ccuatia de frontie-

rd a fost folosita forma:

O"(L1-z,)
@m(l,l 2) 2(/;
O"(1,1-z,)
- )= { 2%, (2.105)
l O (171_ Z)
G)'"(O z,) .
o)
o variantd analoagd figurand pentru
Al
0.45
0.4
0.35
03
0.25
02
0.15
/
0.1 J
0.05 j
0 bt
¢ 01 02 03 04 05 06 07 08 09
V[Wb]

--- - curba rezultata din masuratori

— - curba calculata
Figura nr. 2.22

Aproximarea setului de date de masurare

al TC prin functii spline tensionate
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facuta cu functit spline cubice, utilizind conditia ,,not-a-knot [39] si obtinand acelasi
comportament oscilant (cu linie intrerupta in figura, atat caracteristica de magnetizare,
cat g1 eroarea). Dupd aceasta am folosit interpolarea prin functii spline tensionate, cu
Y=2,5 (cu linie plind pe figura). Se poate remarca faptul ca oscilatiile se reduc in

amplitudine, fiind vizibil caracterul ,tensionat“ al curbei.

In figura nr. 2.22 poate fi vizutd aproximarea prin procedeul descris pentru
setul de date de masurare al TC (tabelul nr. 3.1). Este indiscutabil faptul ca limia curbet
de interpolare spline urmareste cat se poate de strans punctele de date, nefiind puse in

evidentd nici un fel de oscilatii intre acestea.
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2.3 RASPUNSUL TRANSFORMATORULUI DE
CURENT IN CONDITII DE SATURATIE

Pentru a putea rezolva sistemul ce caracterizeaza functionarea TC am incercat
obtinerca solutici numerice a unci ccuatii diferentiale nelintare prin colocatie, cu

ajutorul functiilor B-spline.

Pana relativ recent, teoria aproximarii nu avea nimic in comun cu teoria
ecuatiilor diferentiale. Intre timp, s-a constatat faptul ca tehnicile traditionale, cum ar fi
metodele Rayleigh-Ritz sau Galerkin pot fi modificate in sensul utilizari de functu pp
in locul functiilor triale obignuite. Corespunzator acestor tendinte, vom prezenta o
discutie asupra solutionarii numerice a unei ccuatii diferentiale ordinare privite ca un
proces de interpolare [44].

Ideea de pornire este aceea de a aproxima pe intervalul [a,b] functia g, care

este data in mod implicit, ca solufic a ccuatici diferentiale:

(D)) = Fle, g (o)., [0 g |)}  x e [ab], (2.106)
avand conditiile la limita:
B,g=c, ,i:m. (2.107)

. - A mtl . . -
Aici, F=F(x,z,,...,z,,) este o functic reala in N, presupusi a fi suficient de neteda.

Conditiile la limita pot fi scrise sub forma:

m

Sw DU gx)=pg=c, Li=Lm, (2.108)
J-1

in care w, sunt constante §i a<x, <---<x, <b.

m

Deoarece relatia (2.106) este neliniard, in general ne putem astepta ca sistemul
(2.106) +(2.107) sa aiba mai multe solutii. Fara a face exces de determinare matematica,
specificam ca o necesitate existenta unci vecinatati a solutier specifice g care si nu

contind o alta. Speranta practicd este de a porni metoda iterativd (necesard, deoarece
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ecuatia (2.106) este neliniard) in vecinatatea postulata, pentru ca procesul sa convearga
spre solutia particulara prezumata.

[Ffunctia ¢ va f1 aproximati prin functii pp folosind colocatia. Aceasta inseamna
cd vom determina o functic pp care satisface ccuatia in anumite puncte, denumite
puncte de colocatie. Intr-un anume sens, acestca reprezinta niste puncte de interpolare,
dar in contrast cu conceptia traditionald in intcrpolare, aict nu vom face sa coincida

valori ale functiei si/sau ale derivatelor acesteia, ci anumite combinatii ale lor.

La modul concret, dandu-s¢ punctele de racordare £=(z,)" (cu g, =a §i g, =

=b), vom construi functia feP,, NC"", pentru care:

k+m

{[D('“) L) =¥ £, [0 )Y

BJS =¢, J=1m

i

(2.109)

Punctele de colocatie (z,) sunt in numar de 4/ pe fiecare subinterval si egal

distribuite, adica pentru -1<p, <p, <---<p, <1, 1dentificate cumva, punem T =
=[e, +2,,, +p. (., —2)]/2 ,o=1k ,i=1/. Pentru scopul propus in tezi, am apreciat ci
este avantajos ca p si fie zerourile polinomulur lui Legendre de ordinul 4, adica
tocmai punctele utilizate in metoda Gauss standard de cvadratura nuinerica.

Presupunand ca functia F din relatia (2.100) este suficient de netedd intr-o

vecinatate a curbet:

{[a,b]z 9{"”‘ x> {,r,g(x)‘....l})("l_ l)gk.r)}} (2.110)

si alegand punctele de colocatie p = (p,)" in intervalul standard [-1,1], astfel incat:

i k
J‘q(x)l_[(x—p,)dx:O ,VgeP,, (2.111)
i=1

atunci, daca existd, solutia f a problemect aproximative (2.109) apropiatd de g
satisface relatia [44]:
|p"g - D" 7] < const - g™ i=0,m. (2.112)

In punctele de racordare aproximarea poate fi chiar mai buna, adica:
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IDY(g - f)e,) < const-g™* L j=Ti+1 ,i=0,m—1. (2.113)
Constanta depinde de F, g, &, dar nusi de €.

Deoarece D"'f este functie pp de ordinul & +m -/, limitarca (2.112) arata ci ca
reprezintd o aproximare optimald pentru D'g in sensul precizat in §§ 2.2.2.3,
dcoarcce s>m~/. Limitarea (2.113) arata, insa, ca in punctele g, ,....¢,,, aproximarea
este mai bund decat cea optimald (dacd s>m). Acest fenomen este denumit in
literatura de specialitate superconvergenta; a discuta de o convergenta mai buna decét

cea optimala poate parea paradoxal, dar nu este. Rezultatul obtinut anterior, $i anume

ca cel mai bun ordin posibil pentru dist{g,P,.,..) este O(jgjk“") se referd la norma erorii

k+mg
st nu contrazice posibilitatile de a obtine o aproximare mai bund in anumite puncte.(In
definitiv, putem obtine eroare nuld in unele puncte pur si simplu folosindu-le ca puncte

de interpolare.)
Problema aproximativa (2.109) este, in general, neliniara si necesita pentru a fi

solutionata o metoda iterativd. Am ales din [44] o metoda de tip Newton, avand nevoie

de o solutie initiala si suficient de apropiata (cu ipotezele ca F este suficient de neteda

si J¢| suficient de mic). In aceste conditii:
f=limf, (2.114)
/..., fiind solutia ye P, NC™" a problemei liniare:

[D("‘)ykti)+ Z v, (r,. )[D(i)ykt,.) = h(t,) J=1k

Je<m , In care: (2.115)
By =c, ,i=1m

S

v (x):= —(%]{r L@ p s k)l L j=0m-1 i (2.116)

h(x) = Fix, £,(x),.... [0 1 )b+ v, IV 7, [ix) 2.117)

J<m

Functia necunoscutda y din relatia (2.115)+(2.117) poate fi exprimata printr-o

)k+m+n
i/l

combinatie potrivitdi de functii B-spline. Mai concret, fie t:=( secventa
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nedescrescitoare (generata de subrogramul Bloc (Anexa nr. 13) pe baza €, £ si m),

care confine &, si &, de k+m ori si ficcare punct de jonctiune interior, §,,¢, de £ ori.
In acest mod, n=k/+m, Si:
Pk+m.§ ﬂ C""l = $k+lll,l (pc [§]7§I+l])' (2 1 18)

Solutia y poate fi scrisa, deci, sub forma:

*

y=2 a8 i (2.119)
=1

cu alte cuvinte, = poate fi explicitat prin determinarea vectorului B-coeficientilor, a.

Acesta furnizeaza sistemul liniar:

S8 Yoo, =h() Li=LK
J=1

n , unde: (2.120)
Zl(’siBjX‘cl)x") :C, ,i=1,ln
=

Ly = D('")y+ZV_,-(')D(”y, @.121)

J<m

in care A si v sunt dati explicit de (2.117) si de (2.116), iar 8, de (2.107) si (2.108).

Ca urmare a unei distributii corespunzitoare a condifiilor pe frontiera printre
punctele de colocatie, sistemul (2.120) are un caracter aproximativ bloc diagonal.
Pentru a explica mat clar acest termen, sd presupunem cd avem de a face cu o ecuatie
diferentiald de ordinul doi, solutia e1 fiind aproximata prin functii pp de ordinul 6 cu 4
segmente polinomiale. In aceste conditii (matricea) sistemul(ui) liniar (2.120) are
forma indicatd in partea stingd a figurit nr. 2.23 (fiind luate in considerare numai
componentele posibil nenule). Blocul i corespunde celui de-al /7 -lea polinom, adica

intervalului (§,,€,,). Coloanele blocului i corespund celei de-a (k+m)-a functii
B-spline care contine in suportul siu acest interval, liniile sale fiind constituite cu
ajutorul celor k& ecuatii de colocatie in punctele intervalului (§,,€,,,), impreund cu
conditiile pe frontiera, judicios intercalate.

Sa presupunem ca folosim eliminarea gaussiana cu pivotare partiala [78] pentru

rezolvarea sistemului (2.120). Dupa £ pasi de eluninare, in primul bloc trebuie operata
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X XX XXX X X X X X X
XXX XXX XX X X X X
XX XXXX X XX X X X
XX XXXX X X XX X X
XXX XXX X X X x\x X
XXX XXX X'X X X X X
X XX XXX XXX X X X
X X X XXX X X XX X X
XX X XXX X X X X X X
X X XX XX x“xxxxx
X X X X X X X XX X X X
XX XXX X . X X X'X X X
X X XXXX X X X X'X X
XXX XXX XX X X X X
XXX XXX X XX X X X
X XX XXX X X XX X X
X XX X XX X X X X'X X
X X X X X X XX XX XX

Figura nr. 2.23

Structura sistemului liniar aproximativ bloc diagonal

deplasarea tuturor ecuatiilor care nu au fost folosite ca pivot in blocul urmator (in
cazul considerat in figura nr. 2.23, una singurd). Operattunca cstc cu sens, dcoarece
ecuatiile respective au termeni nenuli doar in urmatorii 4 pasi in cel de-al doilea bloc,

1ar apoi toate ecuatiile nefolosite ca pivot se transfera in cel de-al treilea bloc, etc.

Se observa ca spatiul total necesar fiecdrui bloc poate fi calculat considerandu-1
format din £ +m coloane si liniile asociate intervalului curcnt, extinzandu-l catre
partea superioard pana cand elementul sdu din coltul superior stinga devine element
component al diagonalei principale a intregii matrici a sistemului. Pentru exemplul luat
in considerare, acest lucru este figurat in partea dreaptd a figurii nr. 2.23. Linule care
se adaugd la inceputul fiecdrui bloc nu este necesar sa fie completate initial, ele
completandu-se in timpul procedurii de eliminare.

Operatiunile descrise pana acum sunt realizate cu ajutorul subprogramului
Sistem s1 al subrutinei sale, Bloc (Anexa nr. 13). Cele 4 ecuatii de colocatie pentru

intervalul (r,,¢,.,) se construiesc cu ajutorul subrutinei furnizate Difequ(2,),
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intercaland printre ele (daca cxistd) si conditiile de frontierd, folosind Difequ(3,).
Blocul ¢ are kpm coloane, corespunzind celor & +m functii B-spline de ordinul 4 +m

ns> fn.s +1

care confin in suportul lor intervalul (/ ). Diagonala principald a acestuia este

partc componenta a diagonalei principale a sistemulut total. Prima ccuatie
netransferatd din blocul preccedent cste datd de numarul conditillor de frontiera

existente in intervalele (blocurile) precedente.

Odata constituit sistemul limiat aproximativ bloc diagonal, el este rezolvat
eficient cu ajutorul unui pachet de subprograme (Anexa nr. 13). Pentru a economisi
spatiul de stocare in calculator si a accelera procedura de calcul, tinand seama de

structura speciala a sistemului, cste folositd factorizarea PLU [78].

Construirea sistemului (2.120) pentru B-coeficientii procedeului iterativ de tip
Newton presupune cunoasterea valorilor tuturor functiilor B-spline de ordinul £ +m §1
a primelor lor m derivate pe secventa t in punctele de colocatie si in cele de frontiera.
In acest scop, subrutina Bloc (Anexa nr. 13) apeleaza un program numit Calc (Anexa
nr. 14).

Din analiza bibliografici de spccialitate [121], rezultd clar modul in care pot fi
obtinute valorile celor & functii B-spline de ordinul 4 intr-un punct dat continut in
suportul acestora. Pentru obtinerea derivatelor acestor functii au putut fi identificate
doud cai. Una este aceea de a folosi relatia de recurenta pentru derivatele unei functii
B-spline [67]. Aceasta relatie de recurenta poate fi obtinutd prin aplicarea formulei lui

Leibniz pentru diferenta divizatd de ordinul 4 a unui produs produsului particular

(t—x)" =(-xXt—x) . Deoarece:

() :
M = (k=1) (k= Y1 Nt S —x)", se obtine: (2.122)
vk~ L
k_j—lD(J)B __X-t (1) Ny L X DYIR ( ) 2123
1 ,,k(x)—;‘—_TD B.,k-n(l)th—Tt“ k1) (2.123)
i+k-1 i i+k i+1

O alta cale este de a considera ca functia B-spline este o functie spline cu o

secventad redusa de coeficienti B-spline si de a folosi formula [98]:
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D‘-’)(Za,b’,_kj =38, unde: (2.124)

1 !

e, pentru j =0,
a, = [a(rz)_a(rf_l (r”k” —1,)/'(k—j) pentru ;>0

pentru a exprima derivate de ordinul ; a ci sub forma unci combinatii liniare de

(2.125)

functit B-spline dc ordinul 4 — j. Pentru calcul, in subrutina Calc (Anexa nr. 14), am

ales aceastd ultima alternativa; un argument suplimentar pentru alegere, bazat pe
analiza erorilor de rotunjire, poate fi gasit in [55], unde, printre variantele de calcul

analizate sc (re)gascsc s1 cele doud enuntate deja.

Pentru obtinerea solutier sistemului (2.109) se foloseste 0 metoda de tip Newion,
care conduce la procedura iterativa de tip (2.115). In acest scop a fost elaborat
programul Coloc (Anexa nr. 15), programul principal folosind subrutina Convert
(Anexa nr. 14) pentru transformarea secventei de puncte de jonctiune in secventd de
noduri si subrutina Nod (Anexa nr. 15) pentru generarea secventel punctelor de
colocatic p in intervalul standard [-11] ca si puncte de tip Gauss-Legendre. El
foloseste, deasemenea, subrutinele Sistem + Bloc (Anexa nr. 13) pentru generarea
sistemului liniar (2.120) si pachetul de programe supervizat de subrutina S/vblk (Anexa
nr. 13) la rezolvarea acestuia. Pentru optimizarea secventei de noduri este apelata
subrutina Zeta (Anexa nr. 8); fiecare ecuatie diferentiald a cdrei solutie se cautd este

descrisa de subrutina Difequ.

Cu aceste precizari, putem aborda descrierea formala a TC cu saturatie, luand in
considerare pierderile. Functionarea TC este descrisa de urmétoarele relatii:
’n]il +n,l, =0,
I = .s'(t)
J i = f(W) , (2.126)
dV

di ,
-"d?:(L'*'Lz)ﬁ"‘(R"'Rz)’z

in care curentul primar este o functie analiticd de timp iar legatura de tip (1.11) intre

curentul echivalent si inldntuirea magnetica este data de relatia (1.34):
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iy = f(W)= £, (V)+ lf,,(‘l’)dd—\y = £(V)+ (). (2.127)

Din prima ccuatic a sistemului (2.126). tinand cont si de celelalte doua care ii

succed, explicitam curentul secundar:
4
i, =k, W)+ £()- 50). (2.128)
Relatia (2.128), impreuna cu derivata ei, se inlocuiesc in ultima ecuatic din sistemul

(2.126), rezultatul fiind aranjat sub forma cerutd de (2.106):

{L +L2) [\V,fz (W)+ fl'(\V)]+(R + Rz)f2 (W)+ k. }\V' +

()= -+ RARIAW) 5Ol L L) 0)
0 (L+L)A (W) | (2129

Problema liniard (2.115) pentru determinarea lui y=f , pe baza iteratiei

precedente, f,, devine:

V)G )Gy )=hG) L= LA
¥0)=1y,; , in care: (2.130)

y(©0)=vy,

{L+L W7 W)+ £(W)]+ (R +R,) £ (W)+k, W' +

FW () W())= - +(R+Rz)[?L(‘ﬂ)L:)°‘f(z’2];)(L L0 g
L __OF (LYW + AW R+R )L W)+,
S L+L.)AW) ’ &9

(C+ L) WW)- 72N + £ W) 1) - £(W)x
% W)=k SV + R +R)A W) 14 (W)- £ (W)
L __OF _ < S (W)]+ AR +R,)s()+ (L +L,)s'()]
° oy (L+L,) 2 (W)

(LA W) W)- 2@+ £,W) LW +
HL+L)AW)LW) - AW AWk, LWV
W'+ R +R)AW)LW)- /) AWV - £(W)x
PRS2 ) L | L\ B () (LS8 1) KX PR 40 RPN
A L+L,) 7 W)

Si: (2.133)
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In final, ecuatia difcrentiala care descric cvolutia inlintuirii magnctice ca

functic de timp cste:

(L+L)A W)+ A (WL +L )RV W)+ W)+ (R +R,)7(0)+
vk, I+ (L L) AW W) - £+ £1W) 7 ) - (W)
< ST = K, AW + R+ ROUEW) L) - £0) L)+ ()
<R +R,)s()+ L +L) O = (L+L)r, (‘V)fz”(\]’)— S + (2.135)

LWL L+ LA W)AW)- (V)15 (W)

K )

W+ R+ ROAW)LW) - AW AWN - AW LW W7 (W) +
+ £, (IR + R, )s()+ (L +L,)s'()]

Privind ecuatia (2.135), in carc f sunt polinoame §i s combinatii de functii

armonice §1 exponentiale, este cu totul evident ca o abordare analitici a ei este cu totul

exclusa. Aplicarea metodelor numerice standard (Luler-Cauchy, Heun, Fox, Runge-

Kutta, Gill, Merson, Curtis, Milne, Hamming, Adams-Moulfon, etc.) [184] nu conduce

la rezultate satisfacatoare, algoritinii iterativi fiind in general neconvergenti, sau, chiar

dacd acest lucru nu se intdmpla, aparand erori cumulate de valoare mare, care fac

ege . o,

imposibila vreo utilizare a rezultatelor. Dupa epuizarea acestor posibilitati, metoda

care a oferit satisfactie a fost cea a colocatiei, in care solutia este o functie spline

subroutine difequ(mod, x,v)
parameter (i=25, .j=500)
dimension a(i),b(j),c(19),v(28),xfr(18)
common’/aprox7a, b, k, 17fr/m, n, xfr/rest/il, ji,c
go to (1,3,4,9),mod
1 m=2
xfr(1)=
xFr(2)=
do 2 ki=1,1
2 b(k1)-=.8
il=
return
3 v(1)=
v(2)=
v(3)=
w(4)=
return
4 v(m+1)=.8
go to (5,6,8),n
5 v(1)=
v(2)=
v(4)=
yo to 7
6 v(1)=
v(2)=
v(4)=
n=nti
return
write (s, 11)

[V-N--RN}

x=
do 10 1i=1,...
x=x+
solutn=
error=solutw-ppvalu(a,b, k, 1,x,8)
10 write (»,12) x,solutn,error
return
11 format(3Bhx, g(x) zi g(x)-f(x) in punctele date:l)
12 format(3ezZ8.10)
end

obtinutd printr-o metoda iterativa de tip
Newton, detaliile fiind cele prezentate anteri-
or. Informatiile necesare, sub forma asteptata
in Coloc 1 Bloc, sunt furnizate de procedura
de mai jos, care va fi apelatd prin call difequ
(mod,x,v). Datele de intrare sunt mod, un in-
treg care indica operatiunea dorita:

e | - initializare;

e 2 - evaluare in punctul x;

e 3 - specificarea conditiilor pe frontiera;

e 4 - analizarea aproximarii efectuate,

st x - punctul in care se doreste efectuarea
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calculului. v este un vector de iesire, al carui continut depinde de mod asa cum este
ardtat in continuare.

La mializare sc fixcaza ordinul m al ecuatici diferentiale, secventa
nedescrescitoare xfr(i), i=1,m a punctelor in care sunt date conditiile de frontiera si
orice alte date necesarc ulterior. Pentru evaluare, Difequ furnizeaza coeficientii
sistemului (2.120) si termenii liberi, pentru punctul x. Mai exact, ecuatia diferentiala in

punctul x este de forma: .

m m-1
y
Vit dx—y Y S Y Vi, (2.136)

coeficientii v fiind calculati de procedura. Conditiile la limita necesare evaluarii unei

ecuatil diferentiale sunt egale la numar cu ordinul acesteia. Ele sunt descrise tot de

formule de tip (2.136), i=1,m+2 trebuind specificate; in mod uzual, v_,, =0. Analiza

m+l

aproximarii realizate ne da valorile functiei calculate in punctele de interes (51, daca
este cazul, erorile).
Prin acest procedeu se obtine functia W(), care poate fi evaluata in orice punct

al intervalului de lucru. Procedeul de calcul se mai aplica o data pentru ultima ecuatie

diferentiald a sistemului (2.126), obtinandu-sc, in final, functia i,(f), care descrie
variatia curentului secundar, valoarea (-dW/d¢) in orice moment fiind calculata cu

ajutorul procedurii Beta (Anexa nr. 5).
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2.4 CONCLUZIl1

Estimarile facute in acest capitol conduc la concluzia cd aproximarea unei
functui printr-un polinom este foarte sensibild la alegerca punctelor in care se face
interpolarea. Interpolarea in puncte selectionate dupa anumite criterii (spre exemplu,
punctele Cebdsev) produce o aproximare care, pentru scopuri practice difera
nesemnificativ de cea facutd cu cel mai bun aproximant dintre polinoamele de acelasi

ordin.

Limitarea esentiala cste reprezentatd de faptul ca polinomul nu este cel mai
potrivit instrument de aproximare a unei functii date. Acest rezultat negativ este
exprimat de teorema lui /-aber [121], stabilitda in anul 1914. Dependenta globald de
comportarea locald poate fi evitatd folosind aproximarca polinomiala pe portiuni.
Functia de interpolare care are proprietatea de a converge cétre functia continud pe
care o interpoleaza este functia spline, aceasta fiind o functie segmentar polinomiala,
segmentele racordandu-se in noduri impreund cu un anumit numadr de derivate.

Teoria aproximarii functiilor contine afirmatii precise cu privire la masura in
care distanta dintre functia necunoscutd g si polinomul de mterpolare tinde spre zero
pentru diverse clase de functii g. Cea mai potrivitd clasificare pentru scopuri
ingineresti este aceea bazata pe numarul de derivate continue pe care le are functia, iar

in interiorul clasei C"[a,b] a functiilor cu n derivate continue, pe modulul de

continuitate al cele1 de-a n-a derivate.

Un exemplu tipic de utilizare a acestet clasificari este oferit de teorema lui
Jackson [141], care afirmi ci daci geC'[a,b], adicd g are r derivate continue pe

intervalul [a,b] si n>r+1, atunci:

. b—a [ b_a
P )k [272 ) of g b2 ) o
dist,, (g, P,)< r(n_lj“’("’ ’2(n—r—1)j o
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Relatia descrie cat de bine poate fi aproximata prin polinoame de ordinul n o functie
g cu r derivate. O analiza a relatiei (2.137) arata ca singura cale dc a asigura o croare

v o A e —a
mica in general cstc de a minimiza raportul

T Acest lucru sec poate realiza
n_

crescand n sau/si micgordnd b-a. Dacd intervalul [a,b] este dat, acesta poate fi
partifionat in subintervale de marime mica, pe ficcare din acestea g fiind aproximata

printr-un polinom convenabil, adica folosind aproximarea polinomiala pe portiuni.

Din punct de vedere teoretic, partitionarea intervalului [a,b] in 4 subintervale

sau folosirea unor polinoame de gradul 4n are acelasi efect asupra marginini erorii
exprimate de relatia (2.137), corespunzand unei cresteri pe o cale sau pe alta a gradelor
de libertate. Din punct de vedere practic insd, evaluarea unui polinom de ordinul in
necesitd 4n coeficienti si calcule care se amplifica cu cat kn este mai mare, pe cand
evaluarea une1 functii polinomiale pe portiuni de ordinul n cu 4 componente necesita
doar n coeficienfi §1 calcule de o complexitate fixa, independenta de 4. Aceastd
diferentd structurald influenteaza i aparatul de calcul necesar; in cazul polinomului
este necesard rezolvarea unui sistem complet, pc cand in cazul functiei segmentar
polinomiale se necesitd (de cele mai multe ori) rezolvarea unui sistem cu matrice
banda. Avand un numar mare de puncte, folosirea de polinoame ce depasesc gradul 20
necesitd precautii speciale pentru a combate tendinta acestora de a oscila puternic intre
puncte, utilizand, de reguld, dezvoltiri in polinoame Cebdsev sau alte polinoame
ortogonale, in timp ce folosirea unui numar mare de polinoame de grad mic nu este

mult mai greu de implementat decat utilizarea unuia singur dintre ele.

Pentru aceste ratiuni si a altora, nespecificate aici, in mod obisnuit este mat
eficienta micsorarea lui b-a decat cresterea lui n; acest lucru a condus la utilizarea in
teza a aproximdrii polinomiale pe portiuni (pp).

Capitolul a introdus o sinteza a principalelor rezultate referitoare la functiile
splinc si a aplicatiilor acestora in analiza numerica §i teoria aproximdrii. Scopul
principal a fost parcurgerea unui numar minim de rezultate teoreticc fundamentale,

care gi-au gasit aplicatii importante la aproximarea caracteristicii magnetice neliniare.
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Fireste cd nu au fost abordate multe aspecte ale teoriei functiilor spline, o parte
dintre ele rimanand chiar ncamintite, desi fac obicctul unui numar insemnat de
articole. Spre exemplu, toate consideratiile facute s-au restrans la cazul functiilor
spline de variabila reala, cele de variabila complexd nefiind nici macar pomenite.
Studiul s-a limitat la proprictatile de baza, structurale si intrinscci ale multimilor de
functii spline care formeaza un spatiu limar si mai ales, la aplicarea acestora la
procesele de interpolare si aproximgre optimald a unor functionale liniare s1 la
rezolvarea numericd a ecuatitlor diferentiale neliniare. Datorita caracterului lor
polinomial, functiile spline prezintd din punct de vedere aplicativ avantajul de a
permite o abordare usoard a calculelor, programarea algoritmicd facandu-se fara
dificultati majore.

Dupa prezentarea principalelor rezultate referitoare la modelarea de tip clasic a
caracteristicii magnetice s-a umpus concluzia ca nici unul dintre ele nu este potrivit in
cazul aproximairii acesteia pe domenii extinse, 1ar ca solutie constructiva este oferita

tratarea acestei probleme cu ajutorul functiilor spline.

Au fost abordate practic multiple aspecte legate de interpolarea prin functii
spline, de ajustare si de aproximare, inclusiv folosind metoda celor mai mici patrate,
din dorinta de a putea prelucra eficient informatia continutd in setul de date de
masurare. Dezvoltarile teoretice si programele de calcul nu se limiteaza la
determinarile efectuate, ele avand un grad mare de aplicabilitate; din acest motiv s-au
facut analize detaliate si corectii ale unor solufti nesatisfacatoare, in asa fel incat sa se
obtind o metoda puternica de modelare a caracteristicii magnetice neliniare, care sa
poati fi folosita fara restrictie asupra oricaror date de intrare, neimpunand nici un fel
de constrangeri (spre exemplu, ca punctele sa fie echidistante) si valorificand cat mai
complet informatia continutd, extrigand ecsentialul din date afectate de erori de
masurare (care in cazul masuratorilor magnetice nu pot fi evitate) si avand o distributie
nefavorabildi a punctelor. Flexibilitatea procedurilor si a diferitelor unghiuri de
abordare fac si fie posibild tratarea datelor experimentale conform oricdrei exigente

dorite in raport cu diverse finalitdti practice. Se obtine o functie simpla, continud, fara
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puncte de inflexiune nedorite, cu orice numir de derivate continue, care modeleaza
caracteristica magnetica pe domenii extinse cu mare precizie, satisfacand toate
cerintcle rezultate din implemcentarea unor metode numerice de calcul a campului

electromagnetic care nccesita date referitoare la materialul magnetic utilizat.

Scopul tuturor abordarilor matematice prezentate a fost, in final, modelarea unei
curbe pe baza datclor fumnizate cxperimental. Utilizarea mai departe a acestor
informatii prezintd, pe de o parte, un exemplu de finalizare practica in cazul modelarii
caracteristicii magnetice a TC pe domeniu extins, imposibil de facut precis prin alte
modalitati, iar pe de alta, rezolvarea sistemului de ecuatii de functionare a TC in regim
tranzitoriu tindnd seama de pierderi si de neliniaritatea materialului magnetic al
miezului, operatiunc ce reprezintd o noutate in domeniu. Rezolvarea sistemului de
ecuatii (2.126) a fost abordatd nu numai prin modelarea cu ajutorul functiilor splinc a
ecuatiei caracteristicii magnetice, ci §i prin solutionarea efectivi a ecuatiilor

diferentiale intr-o maniera derivata din teoria functiilor spline.
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Sincc no object in the universe can
cver be fully determinate with respect
to its having or nor having cvery
known property, it follows that any
proposition about is vaguc in the scnsc
that 1t cannot hope to fully specify a
dctcrminatc sct of propertics.

Robert Almeder, 1983 (6]

Capitolul 3

CALCULE SI VERIFICARI EXPERIMENTALE

3.1 GENERALITATI

Verificarea experimentald a functionarii TC in regim permanent periodic cu
miezul nesaturat se face conform procedeelor descrise in literatura de specialitate [19]
s1 a reglementarilor metodologice legale [72]. Testarea functiondarii TC in conditii
similare celor care pot apare in sistemele electroenergetice este dificila, in principal
datorita faptului ca puterea sursei trebuie sa fie uneori foarte mare, iar transformatorul

este supus unort solicitari termice $i dinamice exceptionale.

Pentru studiul comportarii TC in regimuri care provoaca saturatia miezului, in
general se conecteazd in secundarul acestuia o sarcind cu impedanta mai mare decat
cea nominald, in aceste conditii saturatia avand loc sub actiunca curentului primar, a
carui valoare efectiva nu depaseste curentul nominal [50]. Fatd de situatia reald de
exploatare, in care saturatia este determinatd de valoarca ridicatd a curentulur primar,
estc evident ca magnetizarea circuitului feromagnetic al TC in cele doud regimur este
diferita.

Considerarea acestor aspecte conduce la incercarea de a simula o situatie cat
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3 Calcule si verificari experimentale

mat aproape de realitate. In acest scop am ales pentru experimente un transformator cu
domeniu mic in primar, care sa poata fi saturat in conditii de laborator, fard ca acest

lucru sa necesite o sursa de putere foarte mare.

TC de tip TL-20, fabricat de firma Metra Blansko utilizat pentru verificarea
expertinentald a metodelor dc calcul propuse in teza are urmatoarcle date tehnice:
=05 A, 1A 2A,5A,10A,20A,50A, 100 A;

e curentul nominal primar: /,

e curentul nominal secundar: /,, =5 A;

e frecventa nominald: f, =50 Hz;

e impedanta nominald a sarcinii secundare: Z,, =0,2Q;

e puterea nominald secundard: S, =5 VA,

e clasa de precizie: 0,05.

Verificarile experimentale s-au facut folosind infasurarea primara
corespunzatoare curentului nominal primar [/, =0,5 A. Raportul de transformare

nominal este, in acest caz:

Ly 05 _

_tin 0,1. 3.1)
S (

m—l

2n
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3.2 DETERMINAREA PARAMETRILOR
TRANSFORMATORULUI DE CURENT

Rezistenta R, a infasurdrii sccundare i rczistenta R a sarcinii (in carc sc
includ rezistentele firelor de legatura i ale contactelor) au fost masurate cu ajutorul

unei punti digitale automate cu precizia de 0,01%; R, =0,239 0.

Pentru determinarca inductivitatii de dispersic, L,, a infasurarii sccundare a fost
folosit montajul din figura nr. 3.1. Pentru a se evita deformarca formei de unda a
inductiel magnetice in miez nu a fost folosit nici un rezistor pentru reglarea tensiunii

primare, ci exclusiv autotransformatorul [191].

Pe figurd, bornele de alimentare cores-
pund curentilor primari de 0,5 A (borna mar-
cati L)), respectiv 5 A (bornda marcata L,),
borna marcata K fiind comuna. infasurarea
primard cuprinsd intre bornele K si L, a fost

alimentatd cu un curent alternativ sinusoidal

3{ ) cu valoarea efectivdi /,=0,5 A si frecventa

A Yo

WL

. f =50 Hz. La bornele de deflexie pe vertica-
Figura nr. 3.1

Montajul folosit pentru determinarea la ale osciloscopului catodic se aplica tensiu-

valoril inductivitatii de dispersica TC  pea indusa de citre fluxul magnetic rezultant
util in portiunea de infasurare primara cuprinsa intre bornele L, si L,. In locul
semnalului generat de baza de timp, pe orizontald se aplica caderca de tensiune pe

rezistenta etalon R =0,2 Q, conectata in secundarul TC.

Pe ecranul osciloscopului catodic s-a obtinut un segment de dreaptda (figura
nr. 3.2). Concluzia este ci tensiunea electromotoare indusad in portiunca de infasurare

cuprinsd intre bornele L; si L, si tensiunca electromotoare indusd in infagurarea
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3 Calcule si verificari experimentale

secundard sunt in faza cu caderea de tensiune de pe rezistenta R, respectiv curentul

di- -

Admitand ca osciloscopul catodic
arc un prag de scnsibilitate determinat
dc diametrul d=0,05 diviziuni al spotu-
lui, 1maginea reprezintd, in cazul cel mai
defavorabil, o elipsa nedegencrata cu a-

xa mica de accastd dimensiune. Tinand

~e~m~ ca de "t~ ~c or'zont"ld a ~~ot -

x-0,5V/div y-2Vidiv lui este x=7,2 div, iar cca pe verticala

Figura nr. 3.2 este y =22 div, defazajul intre tensiu-

Oscilograma pentru montajul din figura nr. 3.1 s electromotoare indusi in infasurarea
secundari si curentul in secundarul TC este:

. ’Z + 2 - 2 2
¢ = arcsin [d - ———‘MJ - arcsm[0,0S-—————m} =1,79465-10" rad. (3.2)
l:y b4 : >

Stiind cd rezistenta totald a circuitului secundar este R+R,=0,4450Q, valoarea

maxima a inductivitatii de dispersie este:

R+R 102
L=tge 2 -0,445. 1,96435:10 7 _ 2,54205-10° H , (3.3)
2nf 100n
careia 11 corespunde reactanta de dispersie:
X, =oL, =2nfL, =100x-2,54205-107° =7,98565-107 Q. (3.4)

Valoarca redusd a reactantei (3.4) justifica, in general, neglijarea ei in raport cu
impedanta totala a circuitului secundar, ipoteza care se adoptd in majoritatea
covarsitoare a cazurilor [50]. In calculcle ce se vor efectua in cadrul tezei va fi adoptata

pentru inductivitatea de dispersie a circuitului secundar valoarea data de relatia (3.3).

TC folosit este de tip toroidal, miezul fiind constituit din banda infasurata
continuu. intre infasurdrile primard §i secundard, repartizate in mod omogen pe

circumferinta miezului, existd un cuplaj strans. In aceste conditti, curentul echivalent
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3 Calcule si verificdri experimentale

introdus in (1.10) cste reprezentat de curentul de mers in gol redus la infasurarea
primard. Pentru a ridica la modul concret caracteristica de magnetizare a circuitului

magnetic al TC a fost folosita schema din figura nr. 3.3.

generator de semnal Ry ‘_jl 0.1p= 200
; l inregistrator X - Y

560

Figura nr. 3.3

Schema montajului folosit la ridicarea ciclului de magnetizare dinamic al TC

Caderea de tensiune de pe rezistenta etalon R,,, proportionald cu /,, a fost

aplicata bornelor x, in timp ce la bornele y ale inregistratorului in coordonate
carteziene s-a aplicat o tensiune proportionald cu inlantuirea magnetica WV, obtinuta
prin integrarea tensiunii din secundarul TC.

i we) YA[Wh]

0,242} - oo

'
'
[
|
'
t
|
|
|
)
1
1
1
|
i
1

0.729ImA|

Figura nr. 3.4 Figura nr. 3.5

Cicluri de magnetizare ale TC
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3 Culcule si verificdri experimentale

qv“\\'b]
08294 = e

l
l
|
!

viwe)
Ul.\.‘lf -

|
|

Figura nr. 3.6

Figura nr. 3.7

Cicluri de magnetizare ale TC

In figurile nr. 3.4+3.7 sunt reprezentate citeva din ciclurile de magnetizare

obtinute pentru valori din ce in ce mai mari ale curentului de magnetizare. Se observa

cd pornind de la o magnetizare redusa, cand ciclul este eliptic, se ajunge la saturarea

puternicd a materialulut magnetic, evidentiindu-se comportarea TC in acest regim.

Pentru inldntuiri magnetice carc depdsesc valoarea de 0,83 Wb latimea

P4 W]
0,9
0,8 //
07 W Wb
0,4
05
osf
04y 0.2
03 o1
0,2 i
0 0,5 i 1S 7 mA]"
0,1
i 1
0 0.1 0,2 0.3 0,4 0,5[A]
Figura nr. 3.8
Caracteristica de magnetizare a TC
109

ciclurilor de magnetizare ramane
practic ncmodificatd, astfel incat
ultima curba din fi_ura nr. 3.6 re-
prezintda ciclul de magnetizare li-
mitd. Caracterizarea cantitativa e-
xacta a comportatii miezului TC a
fost facuta prin ridicarea a 28 de
adoe a0 ol -

tului de magnetizare.

Figura nr. 3.8 ewvidentiaza

portiunea din cadranul intdi a ca-
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3 Calcule si verificdri experimentale

racteristicii fundamentale de magnetizare, reprezentand locul geometric al varfurilor

cicluritlor de magnctizare. Portiunca din cadranul al l1li-lea cste simctrica fata de

origine cu ceca din figurd. Curba cste obtinutd prin prelucrarca datelor ridicate

experimental. Valorile numerice pe baza carora a fost construita figura nr. 3.8 sunt:

w | [Wb] | 0,01875 | 0,02925 | 0,072 0,1305 0,165 | 020175 | 0,24225 |

i | [mA]| 0.1375 | 0,1875 | 0,30417 | 0,425 0,5 0,60417 | 0,72917
' 0,2775 | 0,31875 0,36 0,37875 | 0,40875 | 0,41625 | 0,47625 .
' 0,86667 | 1,09375 | 13125 | 1,4875 1,725 1,.8375 | 2.5875
' 0,5025 | 0,5625 0,57 0,5925 | 0,62625 | 0,67125 | 0,67875 |
v 3225 3.7875 4,525 | 4,78125 | 6,09375 | 7,875 8,1875 !
' 0,68625 0,69 0,69375 | 0,79125 | 0,82125 | 0,82875 | 0,855
' 8625 88125 | 9,0625 | 182875 25 45,25 500

Tabelul nr. 3.1 Caracteristica fundamentala de magnetizare a TC

nr. 3.9. Ansamblul constituie un

transformator, 1ar wattmetrul indi-

¢’ pier ‘erile sale ‘e mers 'n go'.

Figura nr. 3.9

Scazand pierderile datorate efec-

Schema montajului pentru

determinarea pierderilor in
miezul TC

tulut Joule-Lenz, se poate de-

monstra c¢a restul reprezintd
_terderile rin curenti turbionari si datorate histerezei [191].
Puterea masurata de wattmetrul electrodinamic de cons-
tructie speciald (cose =0,1) este:
P=U,I cose

, In care: (3.5)

U, este tensiunea indusd in secundar (infasurarea de masura),
I, este curentul in primar (infasurarca de magnetizare), iar ¢
este defazajul intre U, st /.

110

Pentru determinarca picrderilor datorate histerezei

si curentilor turbionari a fost realizat montajul din figura

{E,
2 Bk

IZ

1 U,

E,

VE,

Figura nr. 3.10

Diagrama fazoriala a
TC la mers in gol
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3 Calcule si verificdari experimentale

Diagrama fazoriala a transformatorului monofazat astfcl constituit este reprezentata in
figura nr. 3.10. La randul lor, pierderile in miczul transformatorului pot fi exprimate
prin relatia:

p=U,l,cosp, ,incare: (3.6)
p este suma pierderilor prin histereza si curenti turbionari, U/, este tensiunea
clectromotoare in primar, iar /, estc curentul de mers in gol al TC (cu circuitul
infasurari secundare intrerupt). .

Pentru a stabili corelatia dintre (3.5) s1 (3.6), trebuie determinate relatiile intre

U, s1U,, pedc o parte, s1intre /,cose, $1 [, cose, pe de alta.

Din ecuatiile de functionare ale transformatorului, se obtine [180]:

U,=21y_, (.7)

[
nZ

lar pe baza celei de-a doua teoreme a lui Kirchhoff, aplicate circuitului secundar al

instalatiei:
U,=U,+R,[, ,unde: (3.8)
U,
= : 3.9
' R+R, 39
Efectuand substitutia formulei (3.7) in relatia (3.8), se obtine:
U, :EL(UZ'FRz[z)' (3.10)
nZ
in acelasi timp, din diagrama fazoriala (figura nr. 3.10), rezulta:
I,cosg, =1, cosw—hlz. (3.11)
n,
Introducénd relatiile (3.10) si (3.11) in expresia (3.6), obtinem, in final:
n, n, n, U R, )_
=—\U,+R,[,}) [,cose——=1, |=—U,l,cose— 1+ =
r nz(Z “)(‘ A 2) n, 2 R+RZ( R+K, 512

(n,_ UYL R
n, R+R, R+R,
adica pierderile prin histereza si curenti turbionari din miezul feromagnetic pot fi
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3 Calcule si verificdri experimentale

determinate pe baza indicatiilor wattimetrului; introducand unele corectii pentru

consumul din circuitul sccundar.

In figura nr. 3.11 sunt reprezentate pierde-
rile masurate in functic de curentul de mers in
gol. Intre valorile obtinute pe aceasta cale si cele
calculate din inregistrarile ciclurilor de¢ magneti-

zare exista o bund concordanta.

Caracteristica magnetica neliniara a circui-

tului feromagnetic al TC este determinati in regi-

0032

0.03

0.028

0026

0024

0.022

p (W]

1,[A]

0 01 0.2 03 04 05

Figuranr. 3.11

Picrderile masurate ale TC in functie

de curentul de mers in gol

mul armonic al fluxului W cu pulsatia o a curentului primar. In procesul functionarii

TC cu saturarea miezului magnetic, forma de variatie in timp a fluxului magnetic V se

abate intrucatva de la cea armonicd, ceea ce ar putea determina, in principiu,

modifican ale caracteristicii. In [50], citdnd 1 alti autori, se apreciazd cd aceste

modificari sunt neesentiale, astfel incat in calcule le vom considera neglyjabile, evitand

complicarea nejustificatda a metodelor si procedurilor folosite, Pierderile de energie in

: . : : 1 dW o .
miez vor {1 luate in considerare prin termenul — £ (\ll)d— al aproximarii analitice date
® [

de relatia (2.127).

112

BUPT



3.3 CALCULUL FUNCTIONARII
TRANSFORMATORULUI DE CURENT IN
REGIMURI TRANZITORII

Informatiile teoretice avansate,sprecum si pachetul de programe descrise in
capitolul 2 au avut drept scop rcalizarea unci proceduri de calcul cu ajutorul careia sa

se obtina raspunsul TC in regimul tranzitoriu al retelei in care este conectat.
In urma incercdrilor s-a ajuns la ideca solutionarii problemei prin colocatie,
detaliile importante fiind deja precizate. Pentru a valida rezultatele obtinute, am rulat

un exemplu simplificat de calcul, comparand solutta cu cc analiticd avansata in §1.4.

TC se considera montat in circuitul din figura nr. 1.1, intr-o retea industriala

avand constanta de timp T, =0,36474 s si se considera ca prin primar trece un curent de

0,1 A. In momentul producerii unei avarii, curentul primar creste de cinci ori,
ajungand la valoarea curentului nominal al TC - 0,5 A. Momentul aparitiei
evenimentului este ales astfel incat componenta apertodica a curentului in primarul TC
sda fie maximd, ecuatia care descrie fenomenul fiind (1.44). Reprezentarea grafica a

acestui proces tranzitoriu 1n retea este realizata in figura nr. 3.12.

12 2

L{A] A

A A a

Aminiginng
manraniimy |

MMIH ll”l”“l{JH hMth

I il n

——}
——

06 ) itk
T I'“'I M“l [ H“ '
0.2 \*Z V)
0
s ts] 1 ifs]
<002 0 002 004 006 008 01 0 01 03 05 0.7 0.9 11 13 15 17 19

Figura nr. 3.12

Procesul tranzitoriu din reteaua in care este conectat primarul TC
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Daca legatura dintre curentul echivalent si fluxul magnetic este liniara, sistemul
de ecuatii care descrie functionarea transformatorului s¢ banalizeaza, fiind compus din
ccuatii diferentiale de gradul intdi cu coeficienti constanti, i poate fi usor rezolvat
printr-o procedurd ODEI (Ordinary Differential Equation Integration) standard de tip
Runge-Kutta (-Gill). Pentru ca acest lucru sa nu s¢ intample, va trebuie sa introducem
si 0 componentd care sa caracterizeze picrderile din miez, in ideca ca abaterile fata de
modelul liniar nu vor fi mari din punct de vedere cantitativ, dar vom conserva
caracterul ecuatiilor diferentiale. Cu aceste precizari, avand in vedere datele obtinute
din masurdri, se poate scrie:

i, =1,36739-10°Y +3,49074- 10'6%, (3.13)

Functule ce intervin in ecuafia diferentiald care descrie comportamentul
inlantuirii magnetice in functie de timp (2.135) devin, in aceste conditit:

{f, =1,36739-10°V | £'=136739-107° ,f,"=0;. G.14)

f, =3,49074-10° | £]=0 , f7=0

Ca sa functioneze in zona saturatd in conditiile nedepasirii curentilor nominali,
in secundarul TC a fost plasat un consumator de zece ori mai marc decdt impedanta sa
nominald de sarcina. In aceste conditii, T, =10T,, 1ar solutia analitica (1.62) genereaza

pentru curentul in secundarul TC forma de variatie prezentata in figura nr. 3.13.

9 iJ[A] 14 12 [A]

A i

5 U U v \f
. t|s
-80.02 02 004 .6 .8 -10 [ ]

010 01 03 65 07 0.9 1.1 13 15 17 19

Figura nr. 3.13

Curentul in secundarul TC calculat pe baza ipotezei liniare
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Chiar pentru cazul simplificat luat in considerarc, rezolvarca numerica prezinta

dificultdti. Tinand cont de relatiile precedente, ccuatia diferentiald (2.135) poate fi

adusi la forma:

(L + Lz)fz (\V))'” + ((R + Rz)fz(\l’)+ (L + LZ).fl’(\I])+ km)}” +
+(R+R,)A W)y =R+ RA W) - (W) +s()+(L+L,)50)

5,6660441751-107° y" +0,1022_10486_)" .
+6,0848766-10™ y = 0,31466251762 x

| x sin (100x £ — 1,56206990204) +

i gk +360,5766351 cos (100x 7 — 1,56206990204) +

?{

R
T

I U\

-8 ] ¢[s]
g 0,04 008 0,102 0,16 G2
- - — curba obtinuta analitic
— — curba obtinuta numeric

}
J

=+ —
| mes it

L2¢
[

Figura nr. 3.14
Curentul calculat in secundarul TC  Rezultatul care
sc obtine va
constitui, dupd decrivare, termenul din dreapta
cgalitatii al ccuatiei diferentiale ce descrie curentul
in circuitul secundar al TC. Neputandu-se obfine cu
alte metode solutii care sd conserve macar semnul
valorii reale, pe baza celor amintite in capitolul 2 a
fost pus in opera un program de calcul pe baza de
colocatic (Anexa nr. 15). Rezultatele obtinute sunt
prezentate in figura nr.3.14, aldturi de cele
calculate cu formula (1.62). In figura nr. 3.15 s-a
reprezentat curentul in secundarul TC pe prima
perioada care urmcaza momentului de aparitie a

defectului. Se observa deformarea formei de undi

115

, adica: (3.15)

(3.16)

!

+4,449999389 ¢ 0364711
Sc observda ca ecuatia constituie un exemplu de
sistem rau conditionat, diferentele intre coeficienti
atingand opt ordine de méarime; in plus, solutia nu
poate fi evaluatdi in simpld precizie pe un

calculator numeric din cauza depasirii flotante.

—
-2 /fi’ \ '\.'
-5
2 Y ms-]

0 4 8 12 16 20
- - — curba obtinuta analitic
— — curba obtinutd numeric

Figura nr. 3.15

Curentul in secundarul TC pe
prima perioada a regimulul
tranzitoriu
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3 Calcule yi verificari experimentale

datorata saturatici si pierderca simetrici pe sferturile de perioada ale componentei
periodice datorata histerezei. Este vizibila, deascmenea, decalarea inainte a
fundamentalei curbei calculate numeric, ceca ce era de asteptat in urma aparitiei
saturatiei. In listing sunt redate cantitativ rezultatele, evaluarea curentului secundar

fiproximare prin functii spline de ordinul 6 pe 4 intervale, intr-un spatiu ﬁcaﬂdu-se pe tlmPUI

de dimensiune 21. Punctele de jonctiune sunt:

.5808680688D-82 . 18680860986D-81 . 1508088808081 primei perioade care

Dupa 1 din cele 28 iteratii permise, urmcazd momentUIUI de

reprezentarea segmentar polinomiala a aproximarii este: L .
B aparitiec a defectului.
. 6evee —.325811648934126D+98 —.930890425526871D+01 —.438462339865827D+67 ?
.646087812405129D+18 —,569636421252418D0+13 . 22357983086883369D+ 16 .
Intervalul de  timp
.580BAE-B2 —. 9786966605974080D+81 —. 122928216535962D+84 -. 285136715934272D+07
.427625067312224D+18 —.374332152828057D+13 . 144886184986855D+ 16 A 5t
[0,0,2] s a fost impartit

. 18008BE-B1 —.1238725296886580+82 . 148275253483548D+04 —.325839655633958D+06

.258942886550485D+10 —.243118678124262D+13 . 944715807216154D+15 in Sfe rturi d e p eri oa d ﬁ,

. 15888E-81 —.297481623268528D+681 .217528746448967D+84 -.138616181593571D+87
. 148289374437708D+18 . 147444785649181D+13 . 6081797655905802D+ 15 f1 ccare fu1 nd mo de 1 at cu

ajutorul unui segment polinomial. Variatia curentului secundar este suficient de
complicatad ca sd fie insuficient aproximata de un segment de parabold; pentru a nu
fragmenta subintervalele, am marit gradul polinoamelor de interpolare. Urmaérind
listingul, se observd precizarea utilizarii polinoamelor de gradul sase, urmatd de
specificarea pe cele patru intcrvale a cocficientilor acestora. Ecuatiile diferentiale fiind
cu coeficienti constanti, procedura de tip Newfon nu are sens, programul oprind

automat evaluarea dupa o singura iteratie.

I /\ [ \
/

30 ,r .

o 0
.60 5] 1 t[ms]
t] 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura nr. 3.16

Formele de unda ale tensiunii in secundar si fluxului in miez ale TC, calculate pentru exemplul
considerat in prima perioada a regimului tranzitoriu
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3 Calcule si verificdri experimentale

In completarea datelor obtinute cu ajutorul programelor de calcul am obtinut

forma de variatie a tensiunii in sccundarul TC si a fluxului in miez. Acestea pot fi

LA

/ ’
A |/

7 \\ .'/
o
t [ms] ;
0 4 8 12 16 aC o Do

— — curba calculata
— — curba masurata

Figuranr. 3.17

Curentul in secundarul TC pentru modelul
analitic al caracteristicii de magnetizare prin
cinci segmente de dreapta

Exemplul anterior demonstreaza

ca solutia calculatd respectd forma

generald de wvariatie a semnalului pe
testa

perioada tranzitorie. Pentru a

calitatea  rezultatelor, am  studiat

posibilitatea unor comparatii cu solutii
obtinute pe alte cai. In [50] sunt
prezentate determindri experimentale si
calculul curentului secundar al TC saturat
in regim permanent. Am reluat doud din
rezultatele  dupa

cazuri, comparand

trecerea unui minut de la aparitia

3,5

vazute in figura nr. 3.16.

R bR
v
e 4

o

. - ‘ I ‘\'.. 11 . 3
: hS e

i—02 Aldiv iy —2,5 Aldiv

Figura nr. 3.18

Oscilograma curentilor in infasurarile TC
pentru sarcina rezistiva (R +R, =83 Q)

ip [A]

3,5

[

t[s]

50,016 60,02

60 60,004 60,008 60.012
— — curba calculata

— — curba masurata
Figura or. 3.19

Curentul in secundarul TC calculat prin
colocatie
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modificarii in retea, cind sc considera ca pot fi neglijate componentele tranzitorii fatd

de cea permancnta. In figura nr. 3.17 este prezentata solutia [50] pentru un model

12

LIA]

prin

de

analitic  realizat

cinct  segmente
dreapta al caracteristicii
de

sarcina

magnetizare i
rezistivd  in
seccundarul TC, avand
sarcina  R+R,=830Q.
Oscilograma  obfinuta

in cadrul determinari

-6 - , experimentale poate fi
\ \, % ,/ - ~ A
. I Dl B vazuta in figura
. y )
Moo nr. 3.18. Ruland cu
12 t[s] _ ,
60 60.002 60.004 60006 60008 6001 60012 60014 60016 60.018 60.02 acelca$l date de Intrare
-.-. —analitic (ipoteza liniard)  — — numeric (colocatie) programul  bazat pe
- - — analitic (5 segmente) — — experimental . _
_ colocatie, am obtinut
Figura nr. 3.20 ) 4 "
. : curba in 1gura
Comparatie intre metodele de calcul al curentului secundar la TC 5
nr. 3.19.  Suprapunand
" [w5[V] 1w [Wb]
35 //\ y /—\\
(] 0 \
-35 \\_/ -O,S‘_//
t[ms] -1 t[ms
% s 10 15 20 0 35 10 15 20

Figura nr. 3.21

Tensiunea in secundar si fluxul in miez ale TC, inregistrate pentru sarcind rezistiva
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rezultatele (ca in figura nr. 3.20), s¢ poate constata cu usurintd faptul cd programul de

calcul pe baza de colocatie da o aproximarc mai buna a curentului in sccundarul TC.

Tenstunca in sccundarul TC a putut [1 Inregistratd, iar prin intcgrarca ci s-a
obtinut fluxul in miezul acestuia. Rezultatele determindrilor pot fi urmarite in figura
nr. 3.21.

in  [50], autorul foloseste,

b 13 [4]

N

0 + 8 12 16 2()8

— — curba calculata
-~ — curba masurata

.,

Figura nr. 3.22 i1 —02 A/div iy —2 A/div

Curentul in secundarul TC pentru Figura nr. 3.23
aproximarea polinomiald a caracteristicii de

. . . Oscilograma curentilor in infasurarile TC
magnetizare si balanta armonica 5 ; }

pentru sarcind inductiva i rezistiva
deasemenca, o metoda analiticd cc tine (L=438-10"H si R+R, =8,950)

seama si de pierderile in miezul feromagnetic al TC. In figura nr. 3.22 cste prezentat
rezultatul calculelor efectuate cu caracteristica magneticd aproximata printr-un
polinom de gradul 11 si un termen care tine seama de pierderile in miez in cazul unei
sarcini secundare care are si o componentd inductivi (L=4,38-10°H si

R+R,=895Q).

In figura nr.3.23 este prezentatd oscilograma ridicatd experimental, figura

nr. 3.24 contine forma de unda obtinuta prin rularea programului bazat pe colocatie, 1ar
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LIAT

in  figura nr.3.25 se poate vedea

suprapunerea rezultatelor. In figura nr. 3.26

sunt reprezentate formele de unda ale

tensiunii secundare si fluxului in miez.

0 r( 5 Din analiza formei de variatic a
35 / curbei curentului in .secundarul TC se vede
, ca programul de calcul oferd solutii

N apropiate de cele inregistrate experimental.
o maemr ereirols ool tsgz]: Datorita saturatici, curentul secundar este

deformat, 1impunandu-se cu necesitate

- — curba calculata

- — curba masurata

Figura nr. 3.24

adaptarea  parametrilor de setare a

programelor in asa fel incat fenomenul sa fie

Curentul in secundarul TC calculat prin
colocatie

prins in modul cel
mai  corect cu
putinta.

Cu precizarile
facute pana acum,
concluzia este ca
lantul de programe
functioneaza corect,
putdndu-se miza pe
faptul cda s in
conditii neidealizate
se obtin  soluti
apropiate de situatia

reala.

* LA

[\ -~ -
\\
\.c \\
B
2
R
.4 \ <
N
\\
6 r
\ ‘\\ ; 2 A
t[s]
-8
60 60.002 60.004 60.006 60.008 60.01 60.012 60.014 60.016 60.018 60.02

— — numeric (colocatie)
- — experimental

-.-. —analitic (ipoteza liniard)
- - — analitic (balanta armonica)

Figura nr. 3.25

Comparatie intre metodele de calcul al curentului secundar la TC
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50

a5V]
7\

—

¥[We]

/

; / \\
0 /
.30 \\\/ -0,5 / \

S0 ¢ [ms]
0 5 10 15 20 0 s 10 15 20

Figura nr. 3.26

Tensiunca 1n secundar si fluxul in miez ale TC, inregistrate pentru sarcind inductiva

Dupa toate verificarile facute, poate fi abordata problema calculului TC in regim
tranzitoriu, tinand scama dc saturatia miezului magnetic 1 de pierderile datorate
curentilor turbionari. Pentru calcule va fi folosit pachetul de programe conceput
special cu aceasta finalitate, validat in cele prezentate anterior, tindnd seama de
modelul matematic al legdturii intre curentul echivalent si fluxul din miez ce a fost
precizat in § 1.3.

In urma prelucririi datelor experimentale, caracteristica magneticd a circuitului

feromagnetic al TC poate fi exprimatd in modul urmator:

i :a,W+a3\I”+(a0+a2\I/2)cL—\tU , In care: (3.17)
a, =2,137935119-10"° a, =4,017759376-107%, (3.18)
a, =3,963506925-10° ,  a, =7,506931356-107 '

Pentru evidentierea modului de actiune al programului de calcul 1 pentru
studiul comportamentului TC in diverse situatii, se impune efectuarea unor studii

parametrice.
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3.4 STUDII PARAMETRICE

Evaluirile au fost directionate pe douda axe importante: accea a influentei
setarilor diverselor programe dc calcul care se inlantuie, sau a preciziei modelului
caracteristicii de magnetizare si aceca a influentei caracteristicilor TC si ale circuitului

sau de utilizare.

3.4.1 Explorari functionale

Pentru a lamuri alegerea unora dintre setarile programelor de calcul, in ideea de
a nu lasa impresia cd sunt nesemnificative, sau obtinute in mod fortuit, vom aborda
pentru inceput problema dependentei erorilor de gradul functiei spline de interpolare si
de numarul punctelor de jonctiune din interiorul unui interval. Am renuntat la
includerea in aceastd evaluare a functiillor spline de interpolare liniare i cubice,
segmentele de dreapta creind probleme la calculul derivatelor in punctele de jonctiune,
1ar cele de parabola furnizand sistematic erori mari datorita insuficientei posibilitati de
adaptare la forma relativ complicati a curbei. Deasemeni, din marea cantitate de testari
facute s-a impus cu certitudine concluzia cd erorile mici nu trebuie cautate in zonele
polinoamelor de grad mare, acestea avidnd o tendintd puternicd de oscilatie intre
punctele de jonctiune (in genul prezentat de figura nr.2.13) sau ale numarului mare de

puncte in interval (datoritd teoremet lui /<aber st a erorilor de trunchiere cumulate).

in consecintd, in figura nr. 3.27 prezentaim modul de variatie procentual al
erorilor in functic de gradul polinoamelor de interpolare (3+10) si al punctelor de
jonctiune pe domenii (1+10), adica in zona unde comportamentul global al
simulatorului corespunde cel mai bine caracteristicilor semnalului. Fixand toti ceilalti
parametri, se vede cd evolutia erorii este foarte complicata si nu se poate renunta la o

operatiune anterioard calculului de setare a caracteristicilor optime (nu existd
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posibi'itatea de a evalua
analitic valorile reglajelor

pentru punctul (punctele ?)

de optim, iar o analizd a

tendinfelor se dovedeste a

fi insuficientd si imprecisa

fatd de variatiile cantitative

Figuranr. 3.27 .

: . , considerabile obtinute 1in
Erorile de calcul in functic de (1+10) de numirul punctelor

de jonctiune i de gradul polinoamelor de interpolare (3 +10) zonele de mare scnsibilitate
la 0 usoara alterare a para-
metrilor). O singurd privire asupra variafici erorilor functie de parametrii mentionati
justifica alegerea pentru aproximare a polinoamelor de gradul 6, in 4 intervale pe
fiecare perioadad a componentei periodice a semnalului din primarul TC. Aceasta setare

este vizibild, spre exemplu, in listingul de la pagina nr. 116.

in ceea ce priveste influenta programului Zeta asupra stabilirii locului optim al
punctelor de jonctiune pe interval, nu prezentim rezultate numerice, deoarece
nedispunand dc solufia analiticd 1n cazul ncliniar (cdnd funcfioneazd procedura
iterativa de tip Newton) nu putem face o analiza pertinentd a erorilor. Testand lanful de
programe pe exemple neliniare de altd naturd, cu solutie analiticd cunoscutd, se
dovedeste cd in urma actiunii programului Zeta, numarul de iterafii necesar obtinerii
solutiei scade si calitatea erorii se imbunatifjeste (se obfin mai multe schimbari de
semn in valorile succesive ale erorii pe intinderea unui interval). In cazul rulrii datelor
TC, in urma unei singure treceri prin Zeta, a fost posibild evolufia de la cazuri de
neconvergentd sau convergenta lentd (sute de iterafii pentru atingerea preciziei impuse)
la situatia in care convergenta se obtine in sub 10 iteratii! Nu se poate afirma insa ca
aplicarea sa repetatd imbundtdfeste comportamentul cu aceeasi eficien{d; convergenfa
devine fluctuantd in jurul primei valori mici obtinute. Este deci inutil abuzul de acest

program, utilizarea sa fiind limitatd la 1+2 treceri.

O altd concluzie practicd a rularii programului este cd se prefera fragmentarea

123

BUPT



3 Calcule si verificari experimentale

in portiuni mai mici a domeniului de calcul dorit, care si fiec calculate succesiv,
folosind rezultatele obtinute de cel anterior ca valori de pornire (conditii la limita)
pentru urmdtorul. Accastd tchnica nu numai ca cconomiseste timp de calcul si permite
efectuarea unui calcul oricat de lung (cu neputinta de efectuat simultan, pentru ca la un
moment dat matricile de lucru devin imposibil de stocat si accesat). Chiar atunci cand
calculul cste posibil la o singurd trecere, am preferat fragmentarca, deoarece pe
intervale mari de timp valorile functiei sunt mult diferite, bbgixlélldu-se nu numai
matrici de mari dimensiuni pentru coef"wien;i, dar si o dispersie chiar de 80 de ordine
de marime intre acestia. In aceste conditii, necesitatea de a efectua 80+90 de iteratii
pentru a obtine solutia da timpi de calcul prohibitivi, pe ciand lucrul cu matrici de
(relativ) mici dimensiuni, in care valorile coeficientilor nu sunt atat de diferite ca ordin
de mirime permite obtinerea unor solutii rapide. Fenomenul ar putea fi considerat

similar (intelectual) cu tehnica modelarii unei linii lungi printr-un lant de cuadripoli.

Vom incheia studiul cu influenta pe care o are luarea unui numar variabil de
termeni in modelul caracteristicii de magnetizare neliniare si al pierderilor in miezul
TC. In figura nr. 3.28 cste prezentatd variatia
crorii maxime relative a TC in functie de nu-
marul de termeni luafi in aproximarea carac-
teristicii magnetice a miezului (2.127). Evalu-
area s-a facut pentru toate combinatiile posi-

bile ale polinoamelor f, s1 f,, de la cazul hi-
niar la cel in care caracteristica este modelata

prin zece componente. Se observa cd modelul

nu este sensibil fatd de numarul de termeni,

Figura nr. 3.28

o o . _ X un optim intre precizia evaludrii si timpul ne-
Variatia marimii erorii maxime a TC in
functie de numirul de termeni luati in cesar calculelor obtinandu-se in cazul in care

aproximarea caracteristicii magnetice : 5 5
P 8 /, si f, au doud componente. Adaugarea al-

tora creste substantial timpul de calcul, fard a provoca modificari notabile in sensul

ameliorarii valorii obtinute pentru eroarea maxima.
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3.4.2 Dependenta crorii transformatorului de curent de factori
externi

Studiul 1a in considerare toti acei factori carc influentcaza comportamentul TC
din exteriorul sdu, fiind fie fortuiti, fie depinzind de parametrii retelei in care

functioneazi acesta.

*

— s
e j y

Iy
IR : . . : 3
A T 100 mului am luat pentru inceput in studiu o dependenta

Pentru a urmari modul de actiune al progra-

previzibila: aceca a marimii crori in functie de cu-

r nul prim r initi 1 /,(0), avdn prmr1 fiz

tensiunil primare in momentul aparitie1 defectului.
Rezultatele sunt prezentate in figura nr. 3.29, pentru

i(0) = (0+1)1,,,. si ¢=0+360°, dependenta dove-

Figura nr. 3.29

Variatia mérimii erorii TC in dindu-se aproape liniara. In figura nr. 3.30 am selec-
functie de faza tensiunii primare  tjonat una dintre curbele de nivel din figura nr. 3.29,
reprezentand-o mai detaliat. Sc vede cit se poate de

ex_licit cd maximul erorii se ob ine _entru B=¢-—

35 [ € %

| | |

—arctg oL, :g radiani; un rezultat asemanator se 22 : E r

1 ~ : i i

poate obtine, deasemenca, si din analiza expresiel 2 g { }

1.5 \

(169) (A A

: | | ;

Faza tensiunii primare in momentul aparitier  %° ' E | }

defectului este o marime fortuita, iar faptul ca ea in- o s s 47 e

fluenteazd marimea erorii TC explicd in bund parte Figura nr. 3.30

functionarile aleatoare constatate pentru releele de Variatia marimii erorii TC in

functie de faza tensiunii primare

protectie [112]. In toate exemplele urmatoare va fi pentru ,(0)=0

considerat cazul cel mai defavorabil, §1 anume
B=n/2 rad.
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Yo

15

i

s —

S

-ﬁ_‘— i

0.5 v 4

-

Figura nr. 3.31

Curentul in primarul TC

In ccea ce priveste influenta retelei in
care cste conectat TC, formele de vari-
atie ale marimilor caracteristice nu di-
fera in mod scmnificativ fatd de cele
analizatc in §1.4. Prczentam alaturat
forma dec variatic pentru curentul pri-
m-- (fi~- - 331) st ' ~~—~d--
(figura nr. 3.32), intr-o retea cu rapor-

tul X/R =30 pentru cazul in care

T,/T, = 10. In figura nr. 3.33 es-

$h,[AT

te prezentat modul in care evo-

lueaza eroarea TC.

A\

I Din analiza formei de

| /\f/\f/\
il

unda se vedc ca exista o perioa-

EARRIAR

<—"-.—_\__.__‘_\_‘_

da in care TC poate servi sesi-

zarii semnalulul de defect, ina-

0 1 2 3

Figura nr. 3.32

Curentul in secundarul TC

5 inte ca miczul sa se satureze.

Standardul ANSI/
IEEE C57.13-1978 stabileste a-

american

ceasta valoare in momentul in

06

AN

care eroarca depaseste cu 10%

valoarea nominala, in literatura

'f{ \\

de specialitate existand recom-

mandari in sensul alegerii unui

0.2

N

\h‘\~ﬁ\_

TC corespunzitor din acest

punct de vedere. In general este

0 1 2

3

Figura nr. 3.33

Eroarea calculati

aTC

126

considerata caracteristica exter-
nd a TC, u, = f(j,), care are a-

vantajul cd poate fi ndicata ex-
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tpl ——

Figura nr. 3.34
Caracteristica externa a TC

secundare unitare 1, =k i, ). Deasemenea,

se mai defineste reactanta de magnetizare
unitard a TC ca fiind X = =—t=k2X,.
I
Aspectul calitativ al mecanismului saturarii
miezului TC sub actiunea curcntulur de
ottt ot~ chett crattt i £
nr. 3.35, unde este reprezentata variatia cu-
rentilor, toate marimile fiind reduse la se-

cundar. Notatitle folosite sunt urmatoarele:

e i =+/2i, —amplitudinea curentului

n

nerimental fArd a nececita an..utu.. ope-
cializata (figura nr.3.34). Acceptand
pozitionarca cotululur curbei ca fiind
punctul in care tangenta este inclinata la

45°, sc poatc defini tensiunca unitara la

. - . u
cot in secundarul TC ca fiind V, = kk

mn

(corespunzand solenat ¢ magnet zante

0 4 Zyny i fs]

Figura nr. 3.35
Mecanismul de saturare al miezului TC

de magnetizare redus la secundar;

e |/, — componenta aperiodicd a curentului de magnetizare;

e i, —amplitudinea componentei periodice a curentului de scurtcircuit;

e (. —timpul la care apare saturatia miezului TC fatd de momentul defectului;

e ¢ — momentul la care apare maximul curentului;

nax

Pentru cazurile practice, in general se

t,— timpul dupa care miezul devine din nou nesaturat.

poate considera cd T,/T, -0, 1ar durata

pe care miezul TC este saturat (¢,) este direct proportionald cu constanta de timp a
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circuitulur de utilizare, T,, variind logaritmic cu raportul /_/1, si fiind independenta
de raportul nominal de transformarc k, pentru un micz dat (cu alte cuvinte,

modificarea raportului de transformare al unui TC dat nu are cfect asupra duratei

perioadei de saturatic a miezului acestuia).

Dependenta erorii TC functic de parametrii retelei in carce cste conectat a fost
multd vreme acceptatd doar sub aspectul empiric al cunostintelor de exploatare (Rule
of the thumb: High short circuit curréents combined with high burdens and low CT
ratios will result in falsc relay operations, particularly for systems with large X/R
ratios™ [115]). Ulterior, faptul ca saturarea TC datoratd componentei aperiodice a
curentulut de scurtcircuit poate fi evitata in primele # cicluri ale componentel
periodice, a fost exprimata sub forma unui factor tranzitoriu, F [107]:

F — kanO
/_R?

, In care: (3.19)

I este valoarea efectiva a curentulur periodic de scurtcircutt in primarul TC, iar R,
este rezistenta sarcinii secundare a TC, incluzand si1 infagurarea acestuia (releele statice
rapide apar in scheme simbolizate printr-o rezistentd). Argumentarea accstei formule
se face in corelatie cu figurile nr. 3.34 si nr. 3.35, evidentiind cé factorul tranzitoriu F
arata cat de sus trebuie sa fie cotul curbei, K, pe caracteristica externa a TC, astfel ca

i sa fie mai mare decdt /, in timpul primelor » perioade ale componentei periodice.

Factorul tranzitoriu se determina pe baza de incercari si este folosit de practicieni [37].

Pentru ratiuni de proicctare, pe baza datelor oferite de programul de calcul, am

calculat factorul tranzitoriu F pentru TC folosit:

rioadc]

T [s]

0,01 26| 2.8 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8

k4 2 2 3 b

0,02 38| 5,2 5,6 | 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6

0,03 45| 67| 77 | 82| 84 | 84 | 84 | 84 | 84 | 84

2 2 b

0,04 48 77 | 93 [ 103 [ 108 | 11,1 | 11,1 | 112 | 11,2 ] 11,2

0,05 51 84 | 10,5 11,9 | 128 | 134 | 13,7 | 13,8 | 139 | 13,9

0,06 521 89 | 11,5 | 13,3 | 145 | 153 | 159 | 16,2 | 16,5 | 16,6
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-

T, s]

N
(I8

4 5 6 7 8 9 10

0,07 531 93 | 122 | 144 | 159 | 17 178 | 18,4 | 18,8 | 19

9~

0,08 541 9.6 | 128 | 153 { 17,1 | 185 | 19,6 | 20,3 | 209 | 21,3

bl

0,09 551 99 | 133 | 16 18,1 | 198 | 21,1 | 22,1 | 22,8 | 23.4

bd bd

0,1 5,6 | 10,1 | 13,7 | 16,7 | 19 209 | 224 | 23,6 | 24,3 | 243

Tabelul nr. 3.2 Factorul tranzitoriu al. TC

Aceste consideratii asupra saturdrii miczului TC pot fi sintctizate prin aceea ca
daca se constata intr-un caz practic faptul ca F>F,, TC sc va satura dc la momentul
t =t >n cicluri de la aparitia scurtcircuitului pana la momentul =1, 1ar daca F<F,
timpul de saturatie va fi intre momentele ¢ =¢, <n cicluri de la aparitia scurtcircuitului
pana la acelasi 1=¢,. In perioada dec saturatie nu este posibila functionarea corecti a
protectiei prin relee. In cazul unui TC cu raport de transformare nominal mic, se poate
intdmpla ca factorul tranzitoriu sa fie foarte mic, astfel incit F<<F, daca sarcina
acestuia este mare si /, mare (daca in circuitul primar cu constantd de timp mare apare

un curent de scurtcircuit important), miezul acestuia va fi saturat de la r=0 la =1, si

defectul nu va fi sesizat corect in acest interval de timp. Aplicind aceasta ,reguld a
egalitatii ariilor”, poate fi determinat momentul in care miezul TC se va satura din nou,

putand fi explicata pe aceastd cale deformarea formei de unda a curentului secundar.

Tranzitia de la starea de saturare pozitiva la una de saturarc negativd in timpul

/. necesita satisfacerea urmétoarei egalitafi [170]:

jz:zdt = ijildl = 2\/§kmSBk , i,=isinot ,unde: (3.20)
0

1]

S este aria suprafetci miczului magnctic, iar B, inductia corespunzitoarc cotului

curbei (vezi figura nr. 3.34). Presupunidnd ca tranzitia se face in exact o perioada,

. . - . . - 18
tensiunea U, poate fi determinatd din relatia precedenta pentru /. =—: U, =R,/,.
(O]
Daci ¢, <=, miezul TC se satureazi in mai putin de jumatate de perioadd, accastd
()
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situatic aparand pentru R,/, > U, . In aceste conditii, portiunca curbei curentului

. - A - - - . . .. A .
cuprinsd intre 7. s1 — este deformata atat pentru semiperioadele pozitive, cit si pentru
W

cele negative. Acest tip de saturatic apare pentru 7> t, (figura nr. 3.35), cand inceteaza
clectul componentei apertodice, dacd marimea curentului de scurtcircuit este suficientd
pentru a provoca R,/, > U, . Analiza facutd nu a luat in considerarc efectul reactantei
sarcinii TC, X,, carc nu afcctcaza scmnificativ momentele de timp la care apare

saturatia, ea influentind numai viteza de variatie a curentului sccundar dupa incetarea

saturatiet, o valoare mai mare a ci cauzind o inertie mai mare in evolutia acestuia.

Existenta fluxului remanent in miezul TC si efectele aproximative pe care le are
asupra performantelor acestuia sunt cunoscute de mult. In [114] si [187] se precizeaza
faptul ca acest fenomen este responsabil de saturarea mai rapida a miczului in cazul
aparitiel unui scurtcircuit, fard a indica modalitatt de masurare a sa, ori de diminuare.
In [165] se arata modul in care acesta poate provoca erori in regim tranzitoriu in unele
circuite de protectie. in [51] se afirmi ca fluxul remanent este anulat de suprapunerea
fluxului altermativ s1 ca acesta nu are nict o influentd asupra performantelor
metrologice ale TC. Existd recomandari referitoare la demagnetizarca completa a
miezului inaintea verificdrii metrologice a erorilor acestuia (de modul si de unghi), dar
nu am intdlnit informatii care sd cuprindd analize cantitative in ceea ce priveste
influenta fluxului remanent asupra erorilor transformatorului.

Am inceput prin a cauta in literatura de specialitate notificari asupra marimii
fluxului remanent. In [51] se mentioneazd masurarea unui flux rezidual de 90% din
fluxul maxim, ceea ce indica domeniul in care acesta poate varia. Prin rularea
programului de calcul cu diferite valori initiale ale fluxului in momentul aparitiei
defectului am obtinut variatia erorii relative maxime in functic de acest parametru.
Modul de variatie dovedeste o dependentd complexd, ceea ce a constituit punctul de
plecare a unor serii de incercari suplimentare, destinate in principal clarificir

mecanismului prin care influenta fluxului remanent este diminuata de fluxul alternativ.

Au fost facute o serie de masurdtori pe TC, variatia curentului secundar al
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acestuia datorata fluxului remanent fiind prezentata in figura nr.3.36, pentru o valoare
initiald a inductier remanente de 1,6T. Punctele 1+9 indicd succesiunea temporald a
variatiei, 1ar rczultatul actiunii este
WhV] - . - .
ca pc masurd ce valoarca fluxului
18,557 alternativ creste, saturagia miezului
cste diminuata, cu tendinta de a re-
veni catre curba ce corespunde ca-

zului cand nu existd remanenta. In

2,4 —B,=0,5T  mod practic, atunci cand valoarea
fluxului alternativ atinge jumatatea

valoril necesare pentru saturatie,

15,72t 94 &6 &3 I BT fluxul remanent cste eliminat. A-
el 1>

0 15 45 [mA]~  cest lucru demonstreazi ci se vor

Figura nr. 3.36 obtine erori mai mari atunct cand

Variatia curentului secundar al TC in functie de TC cu miezul saturat opereaza cu
fluxul remanent in miez ) ) C e .

curenti sub cel nominali, in timp ce

valori mai mari ale acestora provoacd diminuarea fluxului rezidual si a erorii cauzate

de acesta, fapt confirmat de datele de exploatare [63].

Daca luim in considerare comportamentul TC in regim tranzitoriu, efectul
fluxului remanent este de a reduce curentul necesar saturdrii miezului de la valoarea 1,
lai_—i . Acest lucru permite saturarea la un nivel mai redus al componentet aperiodice
a curentului de scurtcircuit. Dacd dorim sd conservim cele n perioade de raspuns
neafectat de saturatie, trebuie micsorata sarcina in secundarul TC de la valoarea Z, la
Z',, in asa fel incét sa se mentind valoarea 7,. in urma unor calcule, cu ipoteza T, << T,
(intotdeauna valabila in conditii de exploatare), rezultd un loc geometric eliptic:

Zy

—+=1. 3.21
ZZ im ( )

La modul practic, o remanentd de 75% a miezului magnetic conduce la o reducere cu

25% a impedantei de sarcind pentru a conserva acelasi factor tranzitoriu.
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O alta influentd externd asupra crorii TC in regim tranzitoriu o poate constitui

modul de actiune al reanclansarilor rapide. In momentul in care protectia intervine in

i}

-
%‘____
//
-
\——4"

reanclansare in acelasi scns

0 T~
“'\'\x t

-
—

e

reanclangare in sens opus

Figura nr. 3.37

circuitul primar, intrerupand curentul

i,, fluxul in miezul TC nu se anuleaza

instantancu, ci, pornind de la fluxul
remanent, se diminueaza cu constanta
de timp T,. Daca in acest interval de
timp este restabilit curentul primar,
valoarea fluxului remanent se adauga,
in marime s1 sens, noului regim

tranzitoriu care se stabileste. Eroarea

Infl ari i ii . :
nfluenta reanclansarilor rapide asupra erorii TC TC creste astfel in cazul concordantei

de scmn si scade in cazul opozitiei (figura nr. 3.37).

Pentru a incheia studiul influentelor posibile ale diversilor factori asupra erorii
TC in regim tranzitoriu, vom incerca o evaluare a influentei clasei de precizie a
tran: [ormatorului asupra accstcia. Coreldnd STAS 4640-2-74, care indica erorile de
bazd admise cu figura nr. 3.26, pani in punctul P, corespunzitor unui curent egal cu
10% din de doudzeci de ori curentul secundar nominal (conform standardelor

americane, C57.13 si A C400, standardele romanesti neavand specificatii de acest tip),

A

. _ et era U, A a . .
sarcina secundard admisibild este Z, =i—6'6 pentru a ramane in clasa de precizie. In

practicd, se poate compara aceasta valoare cu cea rezultatd din considerente de precizie
tranzitorie. Tindnd cont de notatiile din figura nr. 3.34, de faptul ca intre punctele K si
P variatia este liniard si acceptand completa saturare a miezului magnetic, rezulta:

( X

U,=U, +(I, -7 )k% =% | sau:

Hrx (3.22)

Up = UK + (IP — [m)kizn () (%Jp.o

\

in functie de datele cele mai accesibile (p,,. sau %).
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3.4.3 Consideratii practice de exploatare referitoare la functionarea
transformatorului de curent in regim tranzitoriu

Evaluarile facute anterior pot servi la alegerea unui TC intr-un caz concret in

asa fel incat sa satisfaca necesitatile protectici prin relee.

Se presupune cd TC trebuiec amplasat intr-un circuit primar de utilizare cu

*

X . . . .
T, =0,1 s (raportul E—z315), intr-un punct in carc valoarca maxima a curcntului

permanent de scurtcircuit este 7/, = 1000 A. Releul de protectic conectat in secundarul

sdu necesitd n =2 perioade de curent corect redate dupa aparitia scurtcircuitului pentru

a actiona.

Factorul tranzitoriu IF este destul de putin sensibil fatd dc valoarea T,, de aceea
vom folosi tabelul calculat anterior. Pentru #n=2 s1 T,=0,1 s, sc¢ citestc F, =10,1. Din
relatia (3.19) rezulta, in consecintd, k’U,=10100, iar deoarece TC uzuale au

U, =09 V/spira [170], sc poate calcula raportul de transformare nominal necesar,

K, = ’100180 =105,9 . Daca se alege un TC cu :ﬁ = é(s)—o A, rezulta un factor tranzitoriu

2n
F=9 si n=176 perioade corect redate. Presupunem ca acest lucru este acceptabil (in

0 R i
caz contrar se va alege un TC cu Ly 600 A, rezultind n=2 st [=1296>2

2n

perioade). In acest caz, cotul curbei caracteristicii externe a TC este dat de U, =

=k,U, =90 Vsi I = —Ei’—: 0,12 A. Deoarece 1, =10 A si estimand p, =1000, rezulta

in

100?-0,075 S : : . . _
U, = 9O+9,88-—O—:97,41 V. (In lipsa unei referinte suficient de clare asupra

valorii lui p ., calculul valori U, se face mai usor pe baza datelor geometrice 7

posibil de evaluat in practica). Se vede clar ca impedanta secundard admisibila pentru
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a avea precizia necesard in regim tranzitoriu cste de 1, in timp ce impedanta

secundard nominala a TC este, pentru S,, =60 VA de Z,, = %’l = 2(52 =240Q.
2n -
. _ o /. 1000
Miezul TC ramanc saturat timp de t =T, lnT“& =0,1 In =0,45s5s=22]1

o 2
perioade. Dacd protectia prin relec nu actioneaza in primele 2 perioade ale curentului
de scurtcircuit, in urmdatoarele 20 de, perioade va fi incapabila si sesizeze defectul
datoritd saturarii miczulut TC. Acecastd intarzierc cste in principal consccinta valorii
mari a raportului X/R in circuitul primar in care se produce scurtcircuitul. Constanta

4 2
de timp in circuitul secundar al TC este T, = X _K,X, 1007-:0,075

=24 s, destul
oR,  oR, 100

de aproape de valoarea pentru care a fost calculat tabelul pentru factorul tranzitoriu F
(recalculand valoarea lui F pentru aceasta cifrd se obtine o diferentd care este mai mica

de 0,3%).

Pentru considerente de proiectare, daca se doreste utilizarea unui TC cu raportul
de transformare nominal inferior lui 100, trebuie avutd in vedere o valoare marta

pentru U, ceca ce conduce la alegerea unui TC cu o sectiune a miezului mai mare

) . . . . 500
(pentru aceeasi calitate a materialulut magnetic). Pentru TC —~ A, curentul secundar

de scurtcircuit este /, =10 A, ceea ce pentru o sarcind R, =1Q conduce Ia o cddere de
tensiune R,/, =10V, care este mult inferioard cotulul caracteristic externe
(U, =90 V). In aceste conditii se poate sconta pe erori de masuri neglijabile datorate
saturatiel in curent alternativ, inainte de saturarea miezului datoritd componentei

tranzitorii, dupd aproximativ 2 perioade de la aparitia defectului.

Daca dorim sa apreciem influenta remanentei in miezul TC, acest lucru poate fi
facut pe baza ecuatiei (3.21) sub urmatoarea forma. Sa presupunem ca trebuie asigurata
functionarea corectd a protectiei admitand posibilitatea unei remanente de 75% in

miezul magnetic. Impedanta seccundard nominald a TC fara a tine seama de remanenta
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este de 2,4Q. Pentru acelasi #, I si T,, accasta valoarc duce la kU, =24240, ccea

ce se traduce fie printr-un raport nominal de transformare o datd si jumatate mai mare,
fie printr-o sectiune dubld a miczului. Se vede ca pretul care trebuic platit pentru a
neutraliza efectul remanentei sc traduce in scumpirca TC (mai mult fier i cupru), de
aceea este de inteles de ce foarte multe firme au preferat liniarizarea caracteristiciit TC

prin practicarea unui intrefier, care arc efect si asupra reducerii valorii remanentei.

In final, pe langa cele mentionate, s-ar mai putea lua in considerare efectul

rapiditatin releulur asupra caracteristicilor necesare ale TC. Consideratule facute

) T ) . 500 . - .
antcrior indicd nccesitatea unui TC ~ A pentru n=2 pcrioade, fara luarea in

considerare a remanentei. in eventualitatea in care putem miza pe faptul ci o singuri
perioada este suficientd pentru ca rcleul sa sesizeze scurtcircuitul, se poate deduce
succesiv:
k,,U, =1000-5,6 =5 600;
( T] = 0,1 S; mUO 9 v/ b >
= 0 Ira:
[ =1000 A, 0 =7 VISP,

IR, =1g; = 1k, = /506(9)0 =789 (3.23)

n =1 perioada;
F =56 —TC ? A

.

U, =80-09=72V,

12
[ =-—==0,15A;
80

m

t, = 0,45 s (nemodificat, saturatia in curent alternativ este neglijabila);
T, =1,53 (F =555 — OK!)

1000

LR, =12,5V<«<U,.

Se vede ca folosind relee mai rapide putem utiliza TC mai economice (pentru
cazul luat in considerare, cresterea vitezei releului de la 1,76 la 1 perioada permite
reducerea raportului nominal de transformare de la 100 la 80 pentru aceecasi sectiune a

miezului, deci o economie de cupru de 20%).
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3.5 ASPECTE LEGATE DE DIMENSIONAREA
TRANSFORMATORULUI DE CURENT PENTRU
REGIM TRANZITORIU

Formulele si consideratiile precedente aratd ca croarca TC creste o dati cu:

e aparitia saturatiei in miczul feromagnetic;

e constanta de timp a circuitului de utilizare (pentru componenta aperiodica a
curentului primar);

e 1mpedanta din secundar.

Pentru a permite functionarca in regin ncsaturat trebuie alcasi o valoare foarte
micd a inductiei in regim permanent nominal in raport cu cea dc¢ saturatie:

B,,.=k-m-B_ ., <B,  ,unde: (3.24)

tranz 0 max

e B

tranz

— inductia maxima ce poate apare in regim tranzitoriu de scurtcircuit;

e B, .. —inductia maximd nominald (adicd in regim permanent sinusoidal,

o max
/=50 Hz, curent st impedanta secundara nominale, cose, =0,8);

e k=Il+o0T,;

o m — factorul de supracurent (raportul dintrc valoarca maxima a curentului de
scurtcircuit si amplitudinea curentului primar nominal);

e B_ —inductia magnetica de saturatie.

Relatia neglijeaza influenta fluxului remanent §i aceea datorata reanclansarii rapide,
tindnd seama de cele precizate referitor la contributia lor redusa in cazul aparitiei
curentilor de defect. Exista si solutii care sa evite efectele acestora, cum ar fi [143]:

e comandarea intreruptoarelor cu dispozitive de reanclansare sincrona,

e inserierea unel rezistente de cateva zeci de ohmi in circuitul secundar al TC
pe parcursul intreruperii, cu scopul de a reduce valoarea constantei T, si de a creste
viteza de demagnetizare.

Acestea insa introduc costuri gi riscuri care nu justificd investitia, motiv pentru care nu

s-au raspandit; dispozitivele sincrone pot cauza probleme la reanclansari pe linia in
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gol, 1ar deschiderea circuitului secundar al TC poate avea consecinfe nefaste.

Folosind formula avansata, pentru un material magnetic ce se satureaza la
1,85 T, un factor de supracurent m=40 si constanta de timp T,=01 s, rezultd
B, 15 mT, o valoare surprinzator de mica la prima vedere (TC uzuale
functioneaza la inductii de (0,05+0,1) T, adicd dc cel putin 30+50 de ori mai mari
[130]). La o privire mai atentd, insa, se poate vedea cd la un curent de 40 de ori mai

mare decdt cel nominal, puterea ce trébuie vehiculatd cu precizie prin transformator

este de aproape 100 kVA, in timp ce S,, nu depaseste 60 VA!

Pe baza relatilor (1.78) s1 (1.80) se poate deduce ca:

n, ol n oT .
==L 1 ll+—|~~-LL |1 ‘ : .
d)mu ﬂ; u lma\[ O)sz n; 0 + ﬁ)Vll $1 (3 25)
RZ
¢, n R
B ="mey L 2] (l+0T), 3.26
max S n; (DS Ima}.( « ]) ( )

relatii care aratd ca reducerea inductiei de functionarc duce la cresterea sectiunii
fierului si a numdrului de spire. Avand in vedere si faptul cd impedanta internd a
secundarului este de dorit sa aiba valori cat mai reduse, se contureazd calitativ faptul
ca un TC capabil sa vehiculeze corect componentele asimetrice va prezenta deopotriva
un volum mare, atit de fier, cat s1 de cupru.

Se stie [130] ca reducerea erorti TC in regim permancnt se face si printr-o
corectie a numarului de spire. O astfel de tehnica ar putea avea influentd si asupra

componentei de regim permanent a curentului de scurtcircuit, dar este inoperantd
asupra celei tranzitorii, care da contributia majoritara asupra erorii.

Putem exemplifica preluand din datele oferite de Emile Haefely Entreprise [105]
pentru un TC destinat masuratorilor in regim tranzitoriu de 220kV, 250/5 A,
S,, =50 VA, cosg,=0,8, precizie 5%, factorul de suprasarcind m=40 si I =
=10000 A), folosit intr-un circuit de utilizare cu T, =60 ms, comparandu-le cu cele

ale unui TC clasic (pentru care factorul de supracurent este m=15). in timp ce TC
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uzual are o greutate totala de 780 kg (din care 200 kg ulei), inilfimea de 3,06 m si
diametrul de 0,83 m, cel cu executia speciala are peste 1,5t (0,5 t ulei), inaltimea de
3,82 m si diametrul de 1,5 m, avind deci un volum de aproape patru ori mai mare si 0
greutate dubld. Calcule preliminare arata ca gabaritul ar putea fi mentinut cu conditia

reducerii puteri secundare nominale la 10 VA.

O metoda practica dc limarizare a caracteristicii miczului i de diminuare a
fluxului remanent, pe langa utilizarca de told cu remanenta slaba (Supermalloy — B, =
=0,6 T sau Sendust— B, =0,5 T [129]) este introducerea unui intreficr in circuitul

magnetic, 1n literaturd putand fi gasitc multe referinte si tehnict de realizare (,,step lap

core joint“ [63], etc.). Consecintele

intrefier

T existentei intrefierului pot fi urma-
[Tlciclu fier

rite in figura nr. 3.40. Solutiile ale-

B, (fiertaer) se de firmele constructoare sunt

tehnologic diferite (multe sunt bre-
vetate), majoritatea folosind intre-

_ fierur1 de dimensiuni mici, care re-
ciclu fiertaer

duc fluxul remanent la maximum

n

10% si fac miezul mult mai greu

Figura nr. 3.38 saturabil. Exista si variante cu in-

Mecanismul principial de reducere a fluxului trefier de dimensiune mare [170],

rezidual in miezul TC prin practicarea unut intrefier :
prinp proiectate cu scopul de a creste re-

luctanta la o valoare atit de ridicata incat si faca imposibild saturarea miezului, chiar
in cazul curentilor asimetrici de scurtcircuit, care au insd dezavantajul de a putea opera
numai la sarcini mici in secundar. Pentru cazurile in care a fost necesara o carateristica
total liniara la curenti foarte mari, s-au construit chiar TC fara miez de fier [88]. Ca si
exemplificare, putem aminti un TC fabricat de societatea Alhsiom—Savoisienne [143]

pentru 220kV si T, =60 ms ale carui erori se mentin sub 5% pentru m=30 la
S,. =50 VA si sub 3% pentru m=40 la S, =25 VA (timpul la care apare eroarea

maxima fiind t_ =0,18 s).
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3.6 CONCLUZII

In acest capitol s-au prezentat rezultatele rularii unor programe de calcul
concepute cu scopul de a obtine caracteristica tranzitorie a unui TC, atunci cand in
sistemul in care este conectat are loc o avaric. Programele pot fi folosite fara nici o
modificare pentru calculul raspunsulut TC in cazul unor variatii (cunoscute) ale
curentului primar. Studiul a fost fiacut pentru cazul unei avarii in reteaua unde este
conectat primarul, deoarece raspunsul TC in aceste conditii este important pentru
sistemele de protectie care folosesc relee ultrarapide, ce actioncaza mult inainte de

stabilirea regimului permanent care urmeaza defectului.

Un TC cu flux rezidual marc sc poate satura in primele perioade ce urmeaza
aparitiei defectulur inainte de diminuarca sa ca o consecinid a actiunii fluxului
alternativ. Chiar dacd curentul de defect este simetric, fluxul remanent influenteaza
valoarea fluxului de regim stationar; el poate provoca aparitia unei valori de pana la

dublul celei datorate regimului permanent de scurtcircuit.

Este prezentatd o procedura de alegere a TC care tine seama de performantele
dorite in regim tranzitoriu, bazata pe numarul de perioade dupa aparitia scurtcircuitulut
in care semnalul este reprodus cu precizia necesard operatiunilor asteptate din partea
protectiei prin relee. A fost aleasd aceastd cale tocmai pentru a corela calculul
performantelor TC in regim tranzitoriu cu necesitdtile releelor la 1zolarea cu mare
rapiditate a defectelor care pot apare. Procedura de alegere poate fi aplicatd in orice

ocazie, necesitind doar cunoastereca parametrilor fizici fundamentali a1 TC: k,, S, /
(n.) §i permite estimarea sarcinii secundare in asa fel incat transformatorul si isi

pastreze clasa de precizie in primele » perioade ce urmeaza defectului. Ea permite
deasemenea selectarea TC potrivit pentru a face fatd cerintelor impuse de pastrarea
claser de precizie atunci ciand se manifestd remanenta in miezul magnetic. Se poate
cvalua si influenta exercitatd de viteza releului alimentat asupra alegerii TC care-l

deserveste.
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Actiunile releelor deservite de TC astfel sclectionat pot fi verificate fata de
cfectele saturdrii miczului magnetic. Pentru evitarca falselor actioniri, releele rapide
trebuie sa opereze inainte de t_, iar cele lente numai dupa t, (pentru notatii vezi figura
nr. 3.37), cu o precizie determinatd de saturatia respectiva in curent alternativ.

Sistemul de calcul prezentat poate {1 folosit si la cvaluarca performantelor in
regim tranzitoriu ale unui TC cxistent, luat in considerare alaturi de relecle pe care le

deserveste. In particular, daca F << F, si*t, este mare existd mari sansc ca releele si nu
poata sesiza defectul in intervalul de timp cuprins intre /~0 si /=t , iar dupd t, pot

interveni actiuni false datoritd saturatiei in curent alternativ.

[n general, performanta TC in regim tranzitoriu este criticd in stabilirea pragului
de actionare al releului pe care-1 deserveste. In protectia diferentiala de curent, acest
prag de actionare este dat de un curent de scurtcircuit de valoare ridicatd. TC trebuie
sa-] poata reproduce, pentru ca el sa poatd fi comparat cu altt curenti, din secundarele
altor TC, care sunt strabatute numai de o fractiune a curentului total. Din acest motiv,
schemele respective necesita TC cu performante nidicate. Deoarece este posibil ca
actionarea releului sa fie incertd din cauza saturatici miczului TC, in practica exista
mai multe solutii constructive care folosesc diverse tehnici pentru a preveni

nesesizarea defectului [37].

Performantele TC in regim tranzitoriu nu sunt critice pentru multe alte tipuri de
protectii, neinfluentandu-le mult comportarea din punct de vedere practic; in general,

este necesard doar o verificare a acestul lucru.

Multe defecte apar in apropierea momentului cand tensiunea trece prin maxim,
iar curentul de dinainte de defect are valori mici, in sisteme cu caracter inductiv.
Aceastd conjuncturd minimizeaza valoarea componentei aperiodice a curentulur de
defect, care, in plus si descreste rapid datorita constantei mici (in general) a circuitului
de putere, in care este conectat si primarul TC. Pentru protectii de altd naturd decét cea
diferentiala, punctul de actionare al releului nu este fixat la valori mari ale curentului

de defect. Spre exemplu, in cazul protectiei liniilor electrice aeriene de inalta tensiune,
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exista posibilitatea ca locul unde s-a produs avaria sa fie departe de TC, astfel incat
curentul de defect sa fic de mica valoare, contributia sa fiind micsorata si de rezistenta
liniei. In aceste cazuri, performanta de regim tranzitoriu a TC nu cste critica, avariile
indepartate fiind izolate, in general, numai dupa timpi de executie apreciabili. Cu totul
alta este situatia atunci cand avaria aparc in apropicre (pe bare), iar curentii de defect
au valor1 carc depdsesc de multe ori pragul de declansarc, al protectici. Tendinta
actuala pentru protectille modeme este de a actiona, cu ajutorul unor relec ultrarapide,
inainte de saturatia miezului TC datorita componentei aperiodice, performanta acestuia

in regim tranzitoriu fiind importanta [37].

Ca si precautie gencrald, este bine dacd saturatia poate fi cvitatd. Aparitia ei
reduce curentul secundar si micsorcaza drastic sensibilitatea releului. Pentru avarii
grave, saturatia nu constituic o problemd decat dacd devinc atat de mare incat sa
provoace intdrzierl mari in sesizarea acestora. Deformarea formei de unda a curentului
nu are o influentd prea mare asupra releelor electromecanice, dar la unele relee

electronice trebuie luata in considerare [37].

Modul de actiune descris deschide o cale de comunicare intre proiectantul
sistemelor de protectie si proiectantul de TC, permitdnd evidenticrea solutiel
constructive optime a transformatorului prin modificarea parametrilor fizici ai
acestuia, avandu-se in vedere si constrangeri de naturd tehnica sau consideratii de

facturd economica.
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SINTEZA ASUPRA REZULTATELOR
CERCETARII

Primele lucran de specialitate consacrate transformatorului de curent (TC) au
abordat comportamentul acestuia in regimuri idealizate. Problematica a fost tratata in

bune conditii cu ajutorul aparatului matematic al Electrotehnicii liniare.

in a doua jumitate a secolului 20 incep si apard lucriri de specialitate care
analizeaza procesele ce au loc in TC cu miezul feromagnetic saturat, apeland in acest
scop la metodele Electrotehnicii neliniare. Majoritatea acestora descriu
comportamentul TC alimentat cu un curent primar permanent periodic sinusoidal, pe
baza unor i1poteze simplificatoare. O parte din ele, admitand nelimaritatea
caracteristicii magnetice, considerd totusi curentii in primar si seccundar ca fiind
marimi ce variaza armonic [19], [129], [130]. In alte lucrari se determina forma de
variatie nesinusoidala a curentului secundar, circuitului feromagnetic al TC
atribuindu-i-se o caracteristica magnetica liniarizata pe portiuni [50], [62]. S1 in aceste
cazuri au aparut abateri destul de mar intre rezultatele calculelor 1 verificarle
experimentale [28], [37], [88]. In regimul permanent periodic al curentului primar,
magnctizarea circuitului feromagnetic al TC are tot un caracter permanent periodic,
caracteristica magnetica avand aspectul unui ciclu simetric. Forma acesteia depinde de
viteza de variatie in timp a magnetizarii i scoate in evidentd existenta a doud
componente ale curentului total echivalent: una de magnetizare $1 una de pierderi
[177], [180]. Curba de magnetizare reda dependenta intre inldntuirea magnetica §i
componenta de magnctizare a curentului, fara a cvidentia transformarile cnergetice
ireversibile [191]. Necesitatea obtinerii unor solutii analitice a impus inlocuirea
reprezentarilor grafice ale caracteristicilor magnetice prin aproximari analitice §i astfel
s-au dezvoltat unele metode care admit neliniaritatea caracteristicii magnetice a TC ce

functioneazd in regim permanent periodic cu saturarca miczului, precum §i
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distorsionarca formei de variatic in timp a curentului sccundar fati de cea a curentului

primar sinusoidal.

Urmand aceastd linie s-au dezvoltat ulterior metode de calcul ale TC pe baza
datelor constructive ale acestora si a sarcinii conectate in circuitul secundar. In vederea
ameliordrii preciziei TC la functionarea in regimul normal descris mai sus, in decursul

timpulut s-au elaborat o serie de strategii de proiectare si de constructic.

Utilizarea TC in schemele de protectie prin relee i automatizare ale sistemelor
electroenergetice a scos in evidentd importanta cunoasterii regimului de functionare in
carc miezul magnctic al acestora sc saturcaza pronuntat, situatic carec poate apirea fic
datoritd unui curent primar care pe langd componenta permnanent periodica sinusoidala
prezintd §1 o componenta tranzitorie exponentiald amortizata [62], [91], [143], [183], fie
datoritd unui curent primar permanent periodic a carui valoare depaseste de cateva ori
valoarea nominala [165], [187]; al doilea regim 11 succede de reguld primului la un
interval de (0,5+15) s de la aparitia unei avarii in primar [112]. Aplicarea metodelor de
calcul liniar in aceste cazuri au condus la rezultate neconfirmate de verificanle

experimentale [50], [88].

Apreciem ca in practica de exploatare, acfiunca defectuoasd a protectiel prin
relee poate fi de trei tipuri: falsd actionare, nesesizarca unei avaril sau sesizarea
acestela cu o intarziere care face imposibild intervenfia utild (spre exemplu, In
prevenirea pierderii stabilitatii sistemului). Toate aceste tipuri de (in)actiuni pot avea
consecinte extrem de serioase, in special daca avariile nu sunt anticipate sau sesizate
de alte relee. Multe dintre erorile de actionare pot fi puse pe seama saturatiei miezului

TC, depinzand de tipul releului actionat si de natura conexiunilor acestuia cu TC.

Spre ilustrare, vom mentiona cateva exemple de false actionari: un releu
maximal de curent in montaj homopolar poate sesiza o punere la pdmant inexistentd
datoritd curentului rezidual ce apare ca efect al saturatiei diferite a miezurilor TC in
cazul unui scurtcircuit trifazat; un releu diferential, sau un releu maximal de curent

conectat in montaj diferential pentru protectia unui transformator de mare putere poate
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semnaliza un defect intern (inexistent) al acestuia pe baza curentului diferential aparut
datorita saturdrii in mod diferit a miezurilor TC conectate diferential in cazul unui
scurtcircuit extern important; un releu de distantd e posibil sa nu sesizeze o avarie in
zona sa de protectie din cauza micgorarii curentului secundar al TC datoritd saturatici
miezului acestuia; un releu maximal de curent poate actiona cu o intarzicre nepermisa

datoritd acclciasi cauze.

Pentru a intelege in mod corect unele dintre cauzele disfunctionalitatilor s-a
impus abordarea fundamentald a functionarii TC in regim de saturatic si evaluarea
performantelor sale in regim tranzitoriu. Rezultatele studiului conduc spre solutii

concrete care pot reduce numadrul evenimentelor nedorite.

Complexitatea problemelor de analiza a acestor obiective a solicitat o abordare
mixtd, atat analitica si numerica, cat st din punct de vedere experimental. Studiul TC in
regim tranzitoriu al retelei de putere in care este conectat s-a facut pe baza unui sistem
de ecuatui algebrice g1 diferentiale, unele dintre ele fiind neliniare. Rezolvarea acestui
sistem este dificila datoritd nelimaritatii ecuatiei caracteristicii magnetice a circuitului
feromagnetic, precumn si datoritd lipsei unet expresii analitice exacte a ci. Un prim
rczultat al cercetdrii a fost eclaborarca unei metode de exprimare analiticd a
neliniaritatn caracteristicii magnetice a TC tindnd seama de pierderile in miez datorate
curentilor turbionari. Concluziile la care s-a ajuns permit generalizarea modelului
uzual si a schemei echivalente. In continuare, au fost elaborate si verificate
experimental o serie de metode de modelare a fenomenului de saturatiec magnetica
bazate pe utilizarea functiilor sp/ine. Modelele dezvoltate sunt satisfacatoare atat din
punctul de vedere al adecvarii (surprinderca elementelor esentiale ale realitatii
modelate), cit si din acela al relevantei (capacitatea de a furniza concluzii noi, greu de

obtinut pe alte cai).

Concluziile prezente la sfarsitul fiecdrui capitol evidentiaza aprecieri asupra

posibilitdtilor de aplicare a metodelor de calcul dezvoltate.

%k
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In viziunea noastra, continutul tezei include urmatoarele contributii originale:

o realizarea unei modalitati concrete de descriere a caracteristicii de
magnetizare a miezului magnetic al TC, compatibile cu necesitatile calculului numeric
s1 a determinarii practice a componentelor sale;

e 1implementarca modeclarii caracteristici  magnetice prin functit spline,
precizia fiind superioara cclei obtinute prin mijloace traditionale pe un domeniu extins
de variatie a marimilor; .

e analiza modulut de utilizare cat mai completd a informatiilor continute in
datele de intrare (plasarca optimald a nodurilor de interpolare, studiul neuniformitatii
repartitici punctelor in secventa de date, ajustarca, aproximarea prin metoda cclor mai
mici patrate, evitarea punctclor suplimentare de inflexiune);

e stabilirea ipotezelor necesare abordarii comportamentulut TC in regim
tranzitoriu, tinand cont de neliniaritatea si de pierderile din miezul magnetic pe baza
combinarii neuzuale a teoriei aproximarii cu cca a solutionarii numerice a ecuatiilor
diferentiale;

e implementarea aproximarii prin functii sp/ine a solutiei sistemului de ecuatii
diferentiale ncliniare ce caracterizeazd functionarca TC pe baza uner metode de
colocatie;

e realizarea concretd a unor programe de calcul specifice (solvere pentru
sisteme cu matrice banda rdu conditionate, rutine de derivare a functiilor spline in
diverse reprezentiri, unititi de generare a coeficientilor sistemului aproximativ bloc
diagonal si a secventelor de noduri cerute de imprejurari, etc.);

e determinarea practicdi a factorului tranzitoriu al TC, necesar evaludrii
comportamentului sdu in regim de avarie;

e cvidentierea unor concluzii utile proiectarii, atit in sensul evaludrii
performantelor in regim tranzitoriu al unor instalatii existente, cat si in cel al

selectionarii unui TC care sa indeplineasca solicitarile impuse intr-un caz concret.

*
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Cercetarile efectuate de autor in vederca clabordrii tezel s-au concretizat in
comunicdrt gtintifice acceptate la manifestari prestigioase desfasurate in tard si in
strainatate, [21]+[26], [28], [30] +[33].

Lucrarea de fatd nu are pretentia epuizirii sau a rezolvarn definitive a analizei
comportamentulut TC in regimuri tranzitorii ale sistemului clectroenergetic, existand
posibilitateca extinderii cercetarii, de exemplu in directia evaluarii caracteristicii
magnetice neliniare pe baza aproximarii bidimensionale rezultate din produsul

tensorial (contributii proprii in aceasta directie pot fi urmdrite in [25]).
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