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Nici o armată nu poate rezista 
forţei unei idei căreia i-a venit timpul 

Victor Hugo 

1. INTRODUCERE 

Lucrarea tratează unele aspecte privind posibilităţile de modelare a caracteristicilor maşinii 
de inducţie, punând accent pe geometria crestăturilor. 

Câteva din subiectele tratate sunt aprofundate mai puţin în literatura de specialitate. 
Este considerat regimul staţionar al maşinii de inducţie caracterizat prin toate variabilele de 

stare constante. Regim staţionar înseamnă staţionar din punct de vedere mecanic, pentru care 
viteza de rotaţie a rotorului, ca şi mărimile efective sau maxime ale variabilelor de stare (curenţi, 
tensiuni, fluxuri, etc.), sunt constante. 

Forma geometrică a crestăturilor este un factor esenţial în modelarea parametrilor electrici 
şi obţinerea unor caracteristici optime de funcţionare pentru maşinile de inducţie. 

Datorită variaţiei parametrilor electrici cu poziţia, saturaţia magnetică şi temperatura, 
maşinile de inducţie sunt descrise de un sistem de ecuaţii diferenţiale neliniare. 

în prezenta lucrare, prin motor de inducţie se înţelege motorul trifazat cu rotorul în 
scurtcircuit. 

Dezvoltarea explozivă a calculatoarelor digitale impune utilizarea exclusivă a acestora atât 
la rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale prin metode numerice, cât şi la simularea regimurilor de 
funcţionare şi la testarea motoarelor. Generaţia actuală de calculatoare este putemică şi rapidă, 
capabilă să rezolve în timp util problemele de câmp şi de modelare cu ajutorul metodei 
elementelor finite. în aceasta sunt incluse neliniarităţile introduse de crestare, distribuţia 
înfăşurărilor şi caracteristicile de material. Multe dintre acestea produc armonici superioare al 
căror impact asupra funcţionării maşinii este deosebit de important. 

Armonicile care au viteza de rotaţie de sincronism identică cu cea a fundamentalei, produc 
cupluri utile maşinii de inducţie. Acesta este cazul armonicilor de flux din întrefier produse de 
saturaţie. 

Dacă viteza de rotaţie de sincronism a armonicilor este diferită de cea sincronă a 
fundamentalei apar cupluri parazite sincrone sau asincrone, cu efecte negative asupra funcţionării 
maşinii de inducţie. A 

In cazul alimentării de la o sursă nesinusoidală, conţinutul în armonici se îmbogăţeşte şi 
pierderile în maşină cresc. 

Metoda de studiu utilizată trebuie să ia în considerare fenomenele dintr-o maşină reală, 
influenţată de saturaţie. 

Maşina de inducţie este un convertor electromecanic neliniar ai cărui parametri şi 
caracteristici se pot exprima în diferite moduri în funcţie de regimul de flmcţionare. 

Motoarele de inducţie sunt cele mai utilizate maşini electrice în domeniul conversiei 
energiei electromecanice. Echiparea sistemelor de acţionare cu acest tip de motor are un serios 
impact economic asupra fimcţionării unităţilor industriale. 

Construcţia simplă şi robustă precum şi preţul scăzut fac motorul de inducţie deosebit de 
atractiv pentru o gamă largă de acţionări electrice, de la cele mai simple până la cele mai 
complexe. 

Inconvenientul major al acestui motor alimentat de la reţea îl constituie imposibilitatea 
reglării turaţiei fară un echipament suplimentar şi pierderi de putere. 

- 1 -

BUPT



PETRU BRAD INFLUENŢA FORME! CRESTĂTURII ASUPRA PARAMETRILOR ELECTRICI LA MAŞINILE DE INDUCŢIE 

Constructorii de motoare de inducţie proiectează aceste maşini pentru un domeniu larg de 
aplicaţii, cu diferite performanţe impuse. Utilizatorul, pe cât posibil, va folosi un motor de uz 
general care să îndeplinească cerinţele acţionării. 

Proiectanţii trebuie să ţină cont atât de standardele în vigoare cât şi de cerinţele pieţii, 
precum şi de alte caracteristici. 

Creşterea randamentului prin diminuarea pierderilor în maşina electrică, în special a celor 
cu emisie de căldură, constituie o preocupare pentru viitorul apropiat [41]. 

Prezenta lucrare este elaborată sub atenta şi riguroasa îndrumare a domnului academician 
Toma Dordea, căruia îi aduc pe această cale sincere şi respectuoase mulţumiri. 

Exprim vii mulţumiri domnului prof. Gheorghe Atanasiu pentru baza tehnico-materială 
pusă la dispoziţie în Laboratorul de Simulări Numerice, pentru efectuarea simulărilor şi testărilor 
motoarelor de puteri cuprinse între 0,55 kW şi 2,2 kW. 

Mulţumesc conducerii S.C. Electromotor S.A. Timişoara pentru sprijinul acordat pentru 
efectuarea probelor la motoarele de inducţie cu puteri cuprinse între 3,2 kW şi 15 kW. 

Calde mulţumiri domnului prof. Wilfried Markert, de la Universitatea Tehnică din 
llmenau. Germania şi domnului prof Daniel loan, de la Universitatea "Politehnica" din 
Bucureşti, care au îndrumat şi sprijinit material activitatea mea în domeniul modelării şi 
simulării câmpului electromagnetic la motoarele de inducţie. 

Mulţumesc, de asemenea, tuturor colegilor care, prin observaţiile şi sugestiile lor, au 
contribuit la realizarea acestei lucrări. 
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2. METODE MATEMATICE DE CALCUL AL CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC 

2.1. Generalităţi 

După o dezvoltare spectaculoasă în producerea, distribuţia şi utilizarea energiei electrice, 
omenirea a ajuns astăzi direct dependentă de electricitate. 

încă de mult a apărut necesitatea calculului câmpurilor electrice, magnetice şi termice, 
pentru a ne forma o imagine asupra utilităţii, oportunităţii şi randamentului maşinilor electrice. 
Din acest calcul pot fi deduse ulterior mărimi ca: puteri, momente, inductivităţi. 

Izvoarele metodelor modeme de analiză în domeniul energiei electrice se găsesc la finele 
anilor treizeci ai acestui secol [31]. Din secolul trecut au fost descoperite principiile fizicii de 
bază ale electrostaticii şi electrodinamicii. Nume cunoscute ca Tesla, Faraday, Volt şi Maxwell 
şi-au adus contribuţia prin valoroase descoperiri. Principiile formulate de ei stau la baza unui 
mare număr de metode analitice de calcul a circuitelor magnetice cu ajutorul schemelor 
echivalente. Metodele numerice erau deja cunoscute, dar utilizarea practică era limitată de 
numărul mare de calcule. Din acest motiv modelele erau mult simplificate. Se puteau calcula 
doar anumite porţiuni, de exemplu câmpul din crestătură sau fluxul de dispersie al dinţilor. 
Modelele erau valabile doar pentru geometrii regulate simple. 

în anii cincizeci au fost publicate primele lucrări privind utilizarea metodelor numerice la 
calculul maşinilor electrice. Metoda diferenţelor finite s-a dovedit o unealtă potrivită, dar au 
trebui să treacă încă douăzeci de ani până la utilizarea primelor calculatoare. Atunci metoda s-a 
dezvoltat rapid până în anii optzeci când a fost practic înlocuită de metoda elementelor finite. 

Proiectarea sau optimizarea maşinilor electrice se poate efectua cu o precizie ridicată 
rezolvând ecuaţiile care definesc comportarea câmpurilor electromagnetice din acestea. Prin 
urmare, cunoaşterea acestor câmpuri prezintă o tot mai mare importanţă. 

Dacă regimul este variabil în timp, câmpului magnetic i se asociază inseparabil câmpul 
electric şi împreună se condiţionează reciproc alcătuind câmpul electromagnetic. Câmpului 
magnetic i se asociază regiunea din spaţiu în care se exercită forţe şi cupluri de natură magnetică 
şi funcţia de punct care îl caracterizează [55]. 

Câmpurile electromagnetice joacă un rol deosebit în studiul comportării maşinilor 
electrice. Este important ca proiectantul să cunoască evoluţia cât mai precisă a acestor câmpuri 
pentru a dimensiona optim maşina şi a obţine un randament maxim de utilizare a instalaţiei 
electrice. Aceasta este posibil când se cunosc toate câmpurile din maşină, lucru greu de 
îndeplinit. în principal există două posibilităţi: să fie măsurate sau să fie calculate. Măsurarea 
câmpurilor este anevoioasă şi adesea inutilă. Se recomandă măsurarea efectelor directe produse 
de câmp. 

Calculul câmpurilor prin simulare pe calculator înlocuieşte cu succes încercările dificile 
care ar trebui efectuate. 

Dacă se cunoaşte câmpul în orice punct, atunci se pot determina toate celelalte mărimi. 
Nu avem nici un organ specializat cu care să percepem şi să diferenţiem câmpurile 

electromagnetice, cu excepţia luminii. Din această cauză trebuie să elaborăm un model, o teorie. 
Această teorie are pe de o parte o logică intemă prin intermediul căreia putem să explorăm în 
mod abstract, iar pe de alta, o relaţie cu o parte a mediului pe care vrem să-1 descriem cu ajutorul 
ei. 

în electrotehnică, teoria lui Maxwell descrie în majoritatea cazurilor complet comportarea 
câmpurilor electromagnetice. Sunt patru variabile independente, trei coordonate spaţiale şi una 
de timp, precum şi şaisprezece valori dependente: câte trei componente ale inducţiei magnetice, 
ale intensităţii câmpului magnetic, ale intensităţii câmpului electric, ale inducţiei electrice, şi ale 
densităţii de curent şi o componentă a densităţii de sarcină. 

- 3 -
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2.2. Formularea matematică a problemelor de câmp electromagnetic 

O descriere fizică completă a oricărui câmp electromagnetic poate fi dată de cinci vectori 
de câmp, doi magnetici şi trei electrici [5], [88]. Vectorii magnetici sunt intensitatea câmpului 
magnetic H şi inducţia magnetică B. Cei trei vectori electrici sunt intensitatea câmpului 
electric E, inducţia electrică 5 şi densitatea intensităţii de curent J. Aceste mărimi se referă la 
distribuţia spaţială a densităţii de sarcină electrică, astfel încât să satisfacă ecuaţiile lui Maxwell: 

dQ 
(2.1) rotE = -

a 
- - a o 

rotH = J + — 
di 

(2.2) 

şi ecuaţiile divergenţelor: 
divB = O (2.3) 
divD = p (2.4) 

La aceste relaţii diferenţiale se adaugă legile de material: 
B = n H (2.5) 
5 = e • E (2.6) 
J = a E (2.7) 
Ecuaţiile (2.5), (2.6) şi (2.7) corespund materialelor în regiunea studiată prin intermediul 

permeabilităţii |i. permitivităţii e şi conductivităţii CT. 
Cantităţile fi, e şi a nu sunt neapărat constante, o excepţie cunoscută fiind cazul 

materialelor feromagnetice pentru care funcţia B = f(H) poate fi o lege neliniară complicată. Mai 
mult, e şi n pot defini materiale cu anizotropie, având fiincţii magnetice diferite de intensităţile 
de câmp corespunzătoare. în toate aceste cazuri constantele se vor scrie ca tensori. 

O ecuaţie fundamentală, care se obţine din relaţiile (2.2) şi (2.4) este ecuaţia de 
continuitate care exprimă conservarea sarcinii: 

divJ + —— 
di 

= 0 (2.8) 

în regimurile staţionare, relaţia devine d ivJ=0 . în situaţii variabile în timp, având 
conductoare foarte bune, putem presupune că divJ ^ O. 

Ecuaţiile (2.1)...(2.4) există şi sub formă matematică echivalentă integrală. Integrala se 
efectuează pe suprafaţa deschisă S sau pe conturul C al fi-ontierei, după cum este ilustrat în figura 
2.1. Cele două ecuaţii ale lui Maxwell devin: 

i 
E-dl = -

C H dl = 
c 

di 

- dD 

(2.9) 

dS (2.10) 

Ecuaţiile (2.3) şi (2.4) corespund legilor fluxului lui Gauss: 

( j ' o d S ^ 
S' Q 

Pv-dQ 

C 
S' 

B d S = 0 

(2.11) 

(2.12) Fig.2.1. Suprafaţa S şi 
conturul C 
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unde suprafaţa S' închide volumul Q. 
în multe cazuri problemele tratate se referă la regimul staţionar al sistemelor alimentate cu 

mărimi sinusoidale. în astfel de cazuri este convenabil ca variabilele să fie reprezentate în 
complex prin fazori. Fiecare şi oricare dintre variabilele electromagnetice este reprezentată 
printr-un fkzor cantitativ, de exemplu intensitatea câmpului magnetic: 

H p - H r + j H i 
La variaţia sinusoidală în timp ecuaţiile (2.1) şi (2.2) devin: 
rotE = -ja)B (2.13) 
rotH = J + jcoD (2.14) 
La suprafaţa de separaţie între mediile 1 şi 2 sunt valabile relaţiile: 
nx (E , - E 2 ) = 0 (2.15) 

nx (H , - H 2 ) = Js (2.16) 

n . ( D , - D 2 ) = Ps ^ (2.17) 

n.(B, - B 2 ) = 0 (2.18) 
unde n este vectorul normal la suprafaţă orientat de la mediul 2 spre mediul 1, ps este densitatea 
superficială de sarcină electrică, Jg reprezintă densitatea superficială de curent. 

Ecuaţiile (2.9)...(2.12) implică următoarele condiţii la suprafaţa de separare a mediilor : 
a) componenta tangenţială a lui E este continuă; 
b) componenta tangenţială a lui H este discontinuă pentru densităţi superficiale de curent 

Js; _ 
c) componenta normală a lui B este continuă; 
d) componenta normală a lui D este discontinuă, crespunzând sarcinii superficiale Ps-

Se ţine seama de faptul că: 
• intensitatea de câmp electric, Dn, este perpendiculară pe suprafaţa conductorului şi 

corespunde sarcinii superficiale Ps; 
• intensitatea de câmp magnetic, Ht, este tangenţială la suprafaţa conductorului şi 

corespunde unei densităţi de curent superficial Jg. 
în regiuni fară sarcină: 
E = -gradV (2.19) 

iar V satisface ecuaţia lui Laplace: 
V^V = O (2.20) 

dĂ 
şi: E = - g r a d V - — (2.21) 

ot 
B = rotÂ (2.22) 

relaţii care definesc potenţialul scalar V, respectiv, potenţialul vector Â şi care satisfac implicit 
ecuaţiile (2.2) şi (2.4). Aici există o mărime arbitrară constantă în reprezentarea lui E şi B, din 
moment ce adunând gradientul oricărei funcţii scalare de poziţie, " grad C " la Â , nu este afectat 
rezultatul ecuaţiei (2.22). O mai atentă analiză a acestei probleme arată că "divÂ" trebuie 
specificat din cauza elementului arbitrar intervenit. De obicei se precizează criteriul de etalonare 
Lorentz: 

dV 

divA = - | a 8 — (2.23) 

Alt criteriu care poate fi ales este cel al lui Coulomb: divÂ = O. 

- 5 -
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Criteriul lui Lorentz are meritul de a conduce la un set de ecuaţii simple şi simetrice, în 
care ecuaţiile (2.2) şi (2.3) sunt ordonate în funcţie de potenţialele V şi Â . în cazul mediului 
liniar şi omogen aceste ecuaţii devin: 

Pv V^V-He 

V ^ Â - n e 

d^V 

ă' 

ă' 

(2.24) 

(2.25) 

Ecuaţiile (2.24) şi (2.25), recunoscute ca ecuaţii ale undei, sunt generalizări ale ecuaţiei lui 
Poisson cu surse reprezentate de sarcină, respectiv, de curent. Pentru elementele localizate 
"pdQ" şi " JdQ" este verificat că există soluţiile de potenţial retardat: 

dV = 
dQ 

dA = 

4718- rj 

dQ 
471-rj 

(2.26) 

(2.27) 

unde ri este amplitudinea vectorului rază de la punctul P, al cărui potenţial trebuie determinat, la 
elementul de volum specificat. Parantezele pătrate semnifică faptul că p şi J trebuie date la un 
moment anterior celui la care au fost evaluaţi V sau Â , corespunzător timpului 
necesar unei perturbaţii electromagnetice să ajungă de la sursă la punctul P. De notat că, în regim 
static, potenţialele V şi Â sunt necuplate, perechile de ecuaţii (2.21), (2.24) şi (2.22), (2.25), 
care definesc pe E, respectiv, B, sunt acum total independente. Relaţiile (2.26) şi (2.27) 
corespund legilor lui Coulomb, respectiv, Biot-Savart 
(figura 2.2): 

dE, = 

dH<i, = 

Pv dQ 
47ie • rĵ  
J -dQsinG 

471 • rf 

(2.28) 

(2.29) 

^ dHc 

j' 
d o F c 

\ / 

Fig.2.2. Explicativă la legea lui 
Biot - Savart 

Mărimile independente E şi H sunt reprezentate cu 
precizie la frecvenţe joase, atunci când curentul de 

dD 
deplasare — din ecuaţia lui Maxwell (2.2) şi diferenţa 

at 
dintre punctul sursă şi punctul de măsurare sunt 
neglijabile. 

O altă reprezentare utilă sub formă de potenţial este dată de ecuaţia pentru câmp magnetic, 
similară ecuaţiei (2.19): 

H = -gradVn, (2.30) 
în care Vm este potenţialul magnetic scalar. 

Regula calculului vectorial, prin care rotorul gradientului oricărei variabile scalare este 
zero, conduce la rotH = O. Din ecuaţia (2.2) a lui Maxwell rezultă că reprezentarea câmpului 
magnetic printr-un potenţial scalar este valabilă doar în regiuni fară curent, la frecvenţe joase, 

5D 
pentru care curentul de deplasare — poate fi neglijat. Aceasta este o aproximaţie deosebit de 

utilă. 
Ecuaţia de bază a potenţialului magnetic scalar derivă din proprietatea solenoidală a lui B, 

ecuaţia (2.3), proprietate care cere ca: 

- 6 -
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div(Ki.gradV^) = 0 (2.31) 
Interpretarea fizică a potenţialului scalar este simplă în cazul static. 
în cazul sistemelor variabile în timp, interpretarea şi reprezentarea potenţialului vector Â 

şi a potenţialului scalar V nu mai este simplă. 
O proprietate folositoare a potenţialului vector Â se obţine aplicând teorema lui Stokes 

ecuaţiei care defineşte fluxul magnetic prin suprafaţa S: 
(p= JrotÂ-dŝ f̂Â-dl (2.32) 

S C 
unde C reprezintă curba închisă care limitează suprafaţa deschisă S. 

2.3. Metode de calcul al câmpului electromagnetic 

Calculul câmpului magnetic presupune cunoscute configuraţia geometrică a mediilor şi 
conductoarelor, proprietăţile de material ale mediilor date prin curbele de magnetizare B = f(H) 
pentru mediile neliniare, respectiv, permeabilitatea |i = f(r) pentru mediile liniare, precum şi 
intensităţile curenţilor în conductoare. Suprafeţele conductoarelor separă câmpul în subdomenii 
în care conductivitatea este nulă, numite subdomenii exterioare şi în subdomenii ocupate de 
conductoare, numite subdomenii interioare. Problema determinării câmpului în exteriorul 
conductorului este o problemă exterioară, iar în interiorul acestuia, o problemă interioară [65]. 

Metodele de rezolvare a problemelor de câmp magnetic şi în general a celor de câmp 
electromagnetic cvasistaţionar, sunt în principal analitice, numerice, grafice şi analogice. 

Cu ajutorul metodelor analitice se obţin soluţii sub formă de funcţii cunoscute, având 
avantajul interpretării calitative a rezultatelor. Aceste metode pot fi aplicate unui număr restrâns 
de configuraţii de câmp. Metodele analitice mai importante sunt: metoda directă, metoda 
integrării ecuaţiilor Poisson-Laplace prin separarea variabilelor, metoda imaginilor magnetice, 
metoda funcţiilor de variabilă complexă, metoda transformării conforme şi metoda funcţiilor 
Green. 

Metodele numerice se aplică pentru orice configuraţie de câmp cu o eroare care depinde de 
metoda de calcul aplicată şi de capacitatea calculatorului de care se dispune. Dintre aceste 
metode, mai cunoscute sunt: metoda diferenţelor finite, metode bazate pe principii variaţionale 
(metoda elementelor finite) şi metoda elementelor de frontieră. 

între metodele analitice şi cele numerice nu este o distincţie netă. Prin separarea 
variabilelor se obţin ecuaţii diferenţiale a căror rezolvare este posibilă uneori numai numeric. 

Metodele grafice constau din trasarea grafică a spectrelor liniilor de câmp şi echipotenţiale 
şi din aproximarea formei liniilor de câmp prin segmente de dreaptă şi arce de cerc. 

Metodele analogice utilizează reprezentări ale câmpului magnetic pe modelele unor 
câmpuri de natură fizică diferită. 

în general, soluţiile problemelor de câmp electromagnetic sunt funcţii de toate 
coordonatele spaţiale şi problemele se numesc tridimensionale. Dacă soluţiile depind numai de 
două, respectiv, de o coordonată spaţială, problemele sunt bidimensionale, respectiv, 
unidimensionale. 

O clasă particulară de probleme bidimensionale o constituie cele plan paralele. în aceste 
probleme mărimile electrice şi magnetice de câmp sunt aceleaşi în punctele poziţionate identic în 
planele normale pe o axă şi nu depind de coordonate în lungul axei. 

O altă clasă de probleme bidimensionale o constituie problemele cu simetrie axială. 
Raportată la un sistem de coordonate cilindrice circulare (r, cp, z), soluţia unei probleme cu 
simetrie axială nu depinde de coordonata unghiulară (p. 
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2.3.1. Metode analitice de calcul al câmpului electromagnetic 

2.3.1.1. Metoda directă 

Metoda directă sau elementară are la bază teoremele lui Biot-Savart-Laplace şi teorema lui 
Ampere [65]. Ea constă în aplicarea formulei lui Biot-Savart-Laplace, a potenţialului logaritmic 
sau a potenţialului magnetic scalar. Cu aceste formule se calculează câmpul magnetic pentru 
diferite repartiţii de curent. în lipsa conductoarelor masive şi a pânzelor de curent, teoremele 
menţionate se aplică şi pentru rezolvarea problemelor de câmp magnetic staţionar şi 
cvasistaţionar stabilit de curenţi 
filiformi. 

Fie o bară magnetică de 
secţiune dreptunghiulară, 2ax2b, de 
lungime foarte mare, parcursă de 
curent continuu (figura 2.3). 

Problema fiind plan paralelă, se 
alege un sistem de coordonate 
cartezian cu axa Oz în axa 
longitudinală a barei şi planele x = O 
şi y = O paralele cu feţele. 

Firul de secţiune dxodyo a 
cărui urmă în plan este punctul 
M(xo,yo) este parcurs de curentul I, a 
cărui derivată de ordinul doi este 

" ' ' ' ^ d X o d y o (2.33) 

Curentul stabileşte în punctul P(x,y) câmpul magnetic a cărui inducţie d^B calculată cu formula 
lui Biot-Savart-Laplace are componentele: 

y — y 
•dxodyo (2.34) 

Fig.2.3. Câmpul magnetic al barei dreptunghiulare 
nemagnetice 

d 'By = -

( x - x „ f 

l̂ ol x - x . 
-dxody( (2.35) 

( x - X o f . ( y - y o f 
şi necesită efectuarea a două integrale duble. 

Considerând că permeabilitatea magnetică în interiorul şi în exteriorul barei este aceeaşi, 
|io, se poate aplica fomiula potenţialului logaritmic, care are componentă numai după axa Oz: 

^dXodyo+C d ^ A ^ i ^ . l n 
87iab [( ^ / ^ 

V l ^ - ^ o j + ( y - y o ) 

A = 

Integrând 

I67tab { ( a - x ) . ( b - y ) . I n [ ( a - x ) 2 + ( b - y ) ^ ] + (a + x ) - (b-y) - ln[ (a + x ) 2 + ( b - y ) 

(2.36) 

rezultă: 

+ ( a - x ) ( b + y ) - l n ( a - x ) 2 +(b + y)^ +(a +x) - (b + y)-ln[(a + x)2 + (b + y) 

+ (a-x)2 

. ( b - y ) ^ 

arctg 

arctg 

b - y b + y -1- arctg a - X a - x_ 

a - x a + x 
'b-•y 

+ arctg 

^ b - y b + y" 
arctg + arctg 

a + x a + x_ 

a - x a + x 
a r c t g + arctg 

(2.37) 
+ 

'b + y b + y 
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Pentru componenta Bx a inducţiei magnetice se obţine: 
v2 

Ho' 
87rab 

(y + b). 

x + a ^̂ (̂x + a)^ +(y + b) x - a ^^^(x-a)^+(y + b) ^ 

- ( y - b ) . 
X + a x - a 

arctg - - a r c t g 
y + b y + b. 

^ x + a x - a ^ 
arctg - arctg 

y - b y - b . 

(2.38) 

iar pentru componenta Byi 

R 
STtab 

y + b , (x + a)^+(y + b f y - b , (x + a ) 2 + ( y - b f 
—I—-In :—^ r^r-—i—-In :;—; ;r + 

+ (x + a) 
x + a 

- ( x - a ) . 
^ y + b 
a r c t g — a r c t g 

x + a/ 
y + b y - b̂  

arctg -arctg 
x - a x - a / 

(2.39) 

Pe suprafaţa conductorului ambele componente ale câmpului magnetic sunt nenule. 

2.3.1.2. Metoda integrării ecuaţiilor Poisson - Laplace prin separarea variabilelor 

Principala dificultate care intervine la rezolvarea ecuaţiilor vectoriale constă în faptul că 
numai în sistemul cartezian de coordonate este posibilă descompunerea în trei ecuaţii scalare, 
cărora li se poate aplica metoda separării variabilelor. 

Pentru ecuaţia lui Laplace, de exemplu: 
V^Â = O (2.40) 

se obţin: 
V^A^ =0 ; V^Ay = 0 ; V^A^ = 0 . (2.41) 

In cazuri particulare în care, de exemplu, potenţialul vector are numai una dintre 
componente nenulă şi depinde de anumite coordonate, este posibilă separarea variabilelor şi în 
alte sisteme de coordonate. 

Câmpul magnetic al curenţilor de conducţie în conductoare masive se poate calcula 
integrând ecuaţia Poisson-Laplace pentru potenţialul vector Â sau pentru intensitatea câmpului 
magnetic H, alegerea fiind impusă de particularităţile problemei. 

în problema plan paralelă a câmpului magnetic, la curent de conducţie în conductoare 
drepte, este preferabil să se rezolve ecuaţia pentru potenţialul vector, acesta având numai 
componentă axială. Rezolvarea ecuaţiei V^H = O nu este recomandabilă nici în coordonate 
carteziene, deoarece ar necesita integrarea a două ecuaţii: V^H^ = O şi V^Hy = O. 

Metoda separării variabilelor se aplică integrând ecuaţiile problemelor exterioare şi separat 
ecuaţiile problemelor interioare. Soluţiile care se obţin conţin constante de integrare, 
determinarea acestora fiind una dintre dificultăţile cele mai mari care intervin în rezolvarea 
analitică exactă a problemelor prin separarea variabilelor. 

Constantele de integrare se pot determina: 
• din condiţii de continuitate ale componentelor tangenţiale ale intensităţii câmpului 

magnetic Hu = H2t, sau potenţialului vector A^ = A2t, respectiv, ale componentelor 
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normale ale inducţiei magnetice Bin = B2n şi densităţii de curent Jjn = J2n P^ 
suprafaţa de discontinuitate; 

• din condiţii de regularitate la infinit ale lui Â şi H ; 
• din condiţii de comportare în centre, axe şi plane de simetrie; 
• din date ale problemei privind sursele câmpului magnetic, la curent de conducţie dat, 

respectiv, la câmp magnetic inductor dat. 
Se recomandă ca alegerea sistemului de coordonate să se facă astfel încât una din 

suprafeţele de coordonate să fie suprafaţa conductorului. Un astfel de sistem se numeşte ataşat 
deoarece suprafaţa conductorului generează sistemul de coordonate. Pentru dreptunghi (placă), 
sistemul ataşat este cel cartezian, pentru conductorul cu secţiune circulară sau sector de cerc este 
cel cilindric. 

Soluţiile ecuaţiilor Poisson-Laplace, în diferite sisteme de coordonate, se exprimă prin 
funcţii specifice, de exemplu. în cel cartezian prin funcţii trigonometrice şi hiperbolice, iar în cel 
cilindric prin funcţii de tip Bessel-Neumann. 

Dacă în exemplul dat la metoda directă considerăm că materialul barei este feromagnetic 
liniar, de permeabilitate lif^ oo, conturul secţiunii transversale a barei este linie de câmp 
magnetic. în acest caz în interiorul barei inducţia magnetică este foarte mare, 

Af 
Bfg 00 şi Afg ^ 00, fiind preferabil să se utilizeze mărimea A^ = — S e obţine astfel 

l^fe 
ecuaţia lui Poisson pentru vectorul Â ̂  : 

= (2.42) 

în care J = - V ^ste densitatea curentului continuu în bară. 
4ab 

în acest caz H = rotÂ^ , deci: 
5A H 5A u 

care satisfac pe feţele barei condiţiile: 
aAu 

H x = - ^ = 0 pentru x = ± a şi - b < y < b (2.44) 

aAu 
H y = - - ^ = 0 pentru y = ± b şi - a < x < a (2.45) 

Soluţia generală a ecuaţiei (2.42) conţine doi termeni aditivi: 

A H (x, y) = A H o (x, y) + A H p (x, y) (2.46) 

în care AH(j(x,y) este soluţia ecuaţiei omogene (Laplace) V^A^^ = 0 , 

iar AHp(x,y) este soluţia particulară a ecuaţiei neomogene (Poisson) V^A^p = - J . 

Soluţia Ahq cu variabile separate este de forma: 

A Ho y) = (aoX + Bo) • (Coy + Do) + X[(a • sin Xx + Bx • cosXx) • (Cx • shXy + D;̂  • chXy)] (2.47) 

Din condiţii de simetrie: 

AHo(xo'y) = AHo(-Xo,y) A ( \ ^ ( \ (2.48) 
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şi deci Aq = Co = A^ = Cx = 0. Cu alte notaţii pentru constante rezultă: 

A H o (x^ y) = S ( c • cos ̂ x. chA.y) + Do (2.49) 
A. 

Având în vedere că AH^(x,y) este o serie trigonometrică în raport cu x, soluţia 

particulară A ̂  ^ (x, y) este un polinom de gradul doi în x de forma: 

AHp(x,y) = aoX^ +boX + Co (2.50) 

Din condiţia A^p (xq) = A^^ (-Xq) rezultă bo = O, iar din ecuaţia V^A^^ = - J 

rezultă 2ao = -J. în consecinţă: 

= (2.51) 

înlocuind expresiile lui A j_[ din (2.49) şi A^ din (2.50) în relaţia (2.46), se obţine: 
/ ^ 

+ D (2.52) 

unde Cx = -
JC: 

şi D = Do + Co . 

7t 
Condiţia (2.44) este îndeplinită dacă A, • a = (2n + O • ^ , deci: 

?. = (2n + l)-
7t 

n = 0,1,2,...,00 

în consecinţă: 
00 

n=0 
Cn-ch (2n + l) 

71 
•cos (2n + l) 

71 
\\ 

/y 
+ D 

(2.53) 

(2.54) 

Din îndeplinirea condiţiei (2.45) rezultă seria: 
00 

n - 0 

(2n + l)7t 
2a 

Cn-ch (2n + l) 
Tib 
2a 

\ / sin 
/ 

(2n + l) 
\ 

TTX 
= 2x 

Se dezvoltă termenul "2x" în serie Fourier în intervalul O < x < a: 
nx^ 

2x= I 
n=0 

Mp - sin (2n + l) 
2a / / 

(2.56) 

Se amplifică ambii membri ai ecuaţiei (2.56) cu: 

sm (2n + l) 
TtX 
2ăJ 

2xs in 
/ \ 00 
(2n + l )— = Z Mp - sin (2n + l) 

Rezultă coeficientul Fourier: 
a / ̂ TTX 

M„ = j 2 x sin (2n + l )— dx = ( - l ) " - _ 2 

nx 

16a 

(2.57) 

(2.58) 
- a 

care, introdus în relaţia (2.56) şi identificând coeficienţii celor 
două serii, conduce la: 

(2.55) 

Fig.2.4. Spectrul liniilor 
de câmp 
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Cn = ( - ! ) " 
32a' 

+ chf(2n-Hl) 
2a 

Potenţialul vector din (2.54) obţine expresia: 

00 

x - ^ I 
n=0 

( - 1 ) " 
32a^ 

ch (2n + l) 
7ty 
2a. 

V 2a. 

•cos (2n + l) 
TIX 
2ă. 

Cele două componente ale intensităţii câmpului magnetic sunt în acest caz: 

(2.59) 

(2.60) 

oc 16a 
sh (2n + l) 

Tţy 
2a. 

V 2 a . 

•cos (2n +1) 
TtX 
lă. 

J 
Hy = 2 

X 16a 
ch (2n-hl) 

Tuy 
2a. 

nto^ { I n ^ l ^ n ^ chf(2n-hl) Tib 
2a. 

•sin (2n-hl) 
TTX 

(2.61) 

(2.62) 

în figura 2.4 este reprezentat spectrul calitativ al liniilor de câmp magnetic ale lui H. 

2.3.1.3. Metoda imaginilor magnetice 

Se consideră o suprafaţă Z a cărei urmă în plan este conturul închis F de lungime finită sau 
extins la infinit, care separă mediile magnetice de permeabilităţi constante |Lie şi )ii. Paralel cu 
suprafaţa S se găseşte un fir parcurs de curent continuu [65]. 

Metoda imaginilor magnetice constă din determinarea unei configuraţii de curenţi filiformi 
în număr finit sau o infinitate numărabilă, astfel încât în fiecare din cele două medii câmpul 
magnetic să poată fi calculat cu formulele Biot-Savart-Laplace, potenţialului logaritmic sau cu 
teorema lui Ampere. Metoda se aplică în cazurile în care suprafaţa Z este planul de separaţie al 
semispaţiilor infinite (figura 2.5), sau o 
suprafaţă cilindrică circulară, curentul filiform 
fiind situat în interiorul sau în exteriorul 
acesteia. 

în mediul magnetic 1 de permeabilitate 
|ii ocupând semispaţiul x < O (figura 2.6), se 
găseşte un fir rectiliniu lung F, parcurs de 
curentul continuu I, paralel cu planul x = O, la 
distanţa x = -h. Permeabilitatea mediului 2 
care ocupă semispaţiul x > O este \i2-

Pentru a calcula câmpul magnetic în 
mediul 1 se introduce în semispaţiul x > O 
firul imagine F2 parcurs de curentul I2 la 
distanţa x = h de planul de separaţie. 

Fig.2.5. Exemplificări de cazuri în care se aplică 
metoda imaginilor magnetice 
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/\ 

I 
-h 
F 

O 

Fig.2.6. Metoda imaginilor magnetice în raport cu planul de separaţie a două medii 
cu permeabilităţi diferite 

Pentru a calcula câmpul magnetic în mediul 2 se înlocuieşte curentul din firul F cu I]. 
într-un punct P situat în mediul 1 în imediata vecinătate a planului de separaţie, intensitatea 

câmpului magnetic H] şi inducţia magnetică B| stabilite de curenţii filiformi I şi I| sunt: 
1 

Hi = 

B, = 

2hR 
Ml 

27IR 

+I2 •U(p2 j 

I-u^p +I2 -û p̂  j 
(2.63) 

într-un punct P din imediata vecinătate a planului de separaţie în mediul 2, aceleaşi mărimi 
au expresiile: 

Componentele normale ale inducţiei magnetice, respectiv, cele tangenţiale ale intensităţii 
câmpului magnetic sunt: 

Bin = 
Ml (1-I2) . •sma Bon = 

Hit = 
liiR' 

•cosa H — L 

sma 

•cosa 
(2.65) 

Din continuitatea componentelor normale ale inducţiilor Bin = B2n şi a componentelor 
tangentiale ale intensitătii câmpurilor H|t = H2t se deduc curenţii: 

2MI 
I, = •I 

Ml +M2 
(2.66) 

M1+M2 
Rezultă intensităţile şi inducţiile câmpului magnetic în cele două medii. în mediul în care 

nu este situat firul F, liniile de câmp magnetic sunt circulare. 
Dacă mediul în care nu este situat firul este feromagnetic, de permeabilitate infinită, din 

relaţiile (2.66) rezultă: 
lim I , = 0 şi lim I2 = I (2.67) 
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deci, pentru a calcula câmpul magnetic în aer, stabilit de un fir parcurs de curentul I şi situat la 
distanţa h de semispaţiul feromagnetic, se introduce un fir imagine parcurs de curent în acelaşi 
sens ca şi în firul F, la distanţa -h de suprafaţa de separaţie a mediilor. 

2.3.1.4. Metoda funcţiilor de variabilă complexă 

Cu această metodă se poate studia câmpul magnetic staţionar, plan paralel şi laplacean, în 
prezenţa corpurilor feromagnetice de permeabilitate infinită [65]. 

în acest scop, se consideră o funcţie armonică analitică w(z). 
Fie w(z) = u + jv o funcţie de variabilă complexă z = x + jy în care j = V ^ . Partea 

reală Re{w}= u(x,y) şi partea imaginară Im{w}=v(x,y) sunt funcţii de x şi y. Fiecărui punct P^ 
din planul complex z îi corespund unul sau mai multe puncte în planul complex w, după cum 
w(z) este sau nu funcţie univocă de z. 

O funcţie w(z) este analitică într-un domeniu de analiticitate dacă pentru orice punct zo din 
domeniu, admite dezvoltare în serie întreagă de z = zo, convergentă în vecinătatea lui zo. 
Funcţiile analitice sunt continue şi derivabile. Derivabilitatea funcţiei w(z) presupune existenţa şi 
continuitatea derivatelor parţiale de ordinul întâi ale fiincţiilor u(x,y) şi v(x,y), precum şi 

dw 
independenţa derivatei — de orientarea lui dz: 

dz 
dv,' du ,d\ 
dK d\ ^ dx 
dw du dw (2.68) 

dw 
Din egalitatea derivatelor — după x şi y rezultă condiţiile lui Cauchy-Riemann, pe care 

trebuie să le satisfacă funcţia w(z) pentru a fi analitică în punctul z: 
du dw du dw 

Integrala curbilinie a lui w(z) este: 
w(z)dz = ^(u + jv) • (dx + jdy) = ^(udx - vdy) + j^(udy + vdx) (2.70) 

r r r r 

Părţile reală şi imaginară ale integralei se transformă în integrale de suprafaţă: 
dyi dw^ 

C (udx - vdy) = -

r S r 

^^ (M dw 
dxdy 

(J(udy-hvdx)= J 

dy dxj 

au av^ (2.71) 

l5x dyj 
dxdy 

S r 

Datorită condiţiilor Cauchy-Riemann ambele integrale de suprafaţă sunt nule, deci: 
fw(z)dz = 0 (2.72) 

care este integrala lui Cauchy. 
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Integrala unei funcţii analitice pe o curbă deschisă depinde numai de extremităţile curbei şi 
nu de forma acesteia. 

Derivând condiţiile lui Cauchy-Riemann (2.69) şi eliminând întâi derivatele lui v şi apoi 
derivatele lui u, se obţin ecuaţiile: 

a^u d^n 
dx^ dy-

d^v d^v 
(2.73) 

dx^ dy-
= 0 

Funcţiile u(x,y) şi v(x,y) satisfac ecuaţia lui Laplace fiind funcţii armonice conjugate. 
Efectuând raportul membru cu membru al condiţiilor lui Cauchy-Riemann (2.69), se obţine: 

du ^ 

^ d\ 
(2.74) 

dy dx 
Rezultă că familiile de curbe u(x,y) = const. şi v(x.y) = const. sunt ortogonale (figura 2.7). 

Considerând câmpul magnetic staţionar în regiuni fară curent, rotH = O. Conform relaţiei 
H = -gradVp, , rezultă potenţialul magnetic scalar Vm. Liniile de câmp magnetic fiind normale 
pe suprafeţele corpurilor feromagnetice, acestea sunt echipotenţiale. 

Fie ftincţia analitică Wm(z) = Um(x,y) + jVm(x,y) . Dacă partea imaginară Vm(x,y) 
reprezintă în planul z potenţialul magnetic al intensităţii câmpului magnetic 

H = H j + Hyj = -gradV^(x,y) 

rezultă pentru câmpul magnetic complex H(z): 

H(z) = H , + j H y 

( dW^' 
H(z)= j-

5y m av, 
ax 

m 

ay = - J 
au m av, 

ax - j -
m 

ax 

az = - j 
aw, m 

az 

(2.75) 

Notând cu "dn" elementul de lungime al liniei de câmp şi cu "dl" elementul de lungime al 
n 

liniei echipotenţiale obţinut prin rotirea cu — a lui "dn" în sens trigonometric, rezultă: 

jy, 
z = x + j y 

v = const. jv 
w = u + jv 

u = const. 

O 

V = const. 
> 

Fig.2.7. Configuraţiile familiilor de curbe "u" şi ' V 
în planul "z" şi în planul "w" 
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H(z) = H n + j H , = -

H, = 0 

aun, 
an d\ 

în care s-a ţinut cont de relaţiile lui Cauchy-Riemann: 

= 0 
au 

Şl 
m av m 

dn d\ ' ''' d\ an 
Fluxul magnetic pe unitatea de lungime este: 

U, 

(2.76) 

(2.77) 

I I 'mi 

Hndl = - ^ 
'av, m 

an 
dl = ^ 

•au m 
ai 

dl = dUn„ - u m2 (2.78) 

u ni2 
Tensiunea magnetică în lungul liniei de câmp este: 

2 2 

u m|2 Hndn = - (2.79) 

I I 

Permeanţa pe unitatea de lungime (permeanţa specifică) este: 
Oc 
m 12 V - V m-

(2.80) 

Dacă partea reală Um(x,y) a funcţiei analitice Wni(z) reprezintă potenţialul magnetic al 
intensităţii câmpului magnetic 

H = H J + Hy j = -gradUn,(x,y) 
atunci 

ax H(z) = Hx +jHy = -

în acest caz: 
aUm H(z) = H n + j H , = — ^ 

+ J- ay 

.av^ 
ax - j - ax 

\ 

/ \ dz J 
(2.81) 

ay m 
ai (2.82) 

H, = 0 
în care relaţiile lui Cauchy-Riemann (2.77) rămân valabile. Fluxul magnetic pe unitatea de 
lungime este în acest caz: 

2 2 V„ 
fau m 

an 
dl = 

'ni2 

dl = n V - V (2.83) 

1 I 'mi 
Tensiunea magnetică are în acest caz expresia: 

2 

U m,2 H,dn = -
•au 

(2.84) 

u mi 
Rezultă permeanţa specifică: 

As = 
- V 

u -Un.2 
(2.85) 
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2.3.1.5. Metoda transformării conforme 

Metoda se aplică pentru rezolvarea problemelor plan paralele de câmp magnetic [65], în 
domenii în care este satisfăcută ecuaţia lui Laplace. 

în acest caz se consideră o funcţie univocă w(z), care asociază fiecărui punct z din 
planul z = X + jy un punct w din planul w = u + jv . Din condiţia de derivabilitate, rezultă că 
punctelor învecinate în planul z le corespund puncte învecinate în planul w şi, în consecinţă, 
curbelor continue C7 le corespund curbe continue Cw Fie z\ şi Z2 două puncte în vecinătatea 
punctului z şi W) şi W2 punctele corespunzătoare din vecinătatea lui w (figura 2.8). 

Dacă dz], dz2, respectiv, dw], dw2 sunt distanţele dintre punctele z şi zj, z şi Z2, 
respectiv, v̂  şi wi, w şi W2, adică: 

dwi = dSv 1 
Ĵ w, dZ] = ds^j e ja ZI 

dw2 = ds^^e 
ja W2 dzo = ds,^ e J«Z2 

(2.86) 

atunci: 
d w , ds Wi j (aw, -«z,) _ --W2 dSv J- ) -
dzi ds. ds. 

«W2 ^zij^Y^^SM (2.87) 
dz2 

şi în consecinţă: a ^ , adică triunghiurile ZZ\Z2 şi WW|W2 sunt 

asemenea. Unghiul format de două elemente dzj şi dz2 din planul z este egal în mărime şi în 
sens cu unghiul format de elementele corespunzătoare dwj şi dw2 din planul w. Vecinătăţilor 
infinitezimale ale punctelor z le corespund vecinătăţi infinitezimale ale punctelor w rotite cu 
unghiul |i şi amplificate de M ori. Unghiul de intersecţie al curbelor Ciz şi Ciz este egal cu 
unghiul de intersecţie al curbelor corespunzătoare Ciw şi C2w • Familia de curbe ortogonale în 
planul z se transformă într-o familie de curbe ortogonale în planul w. 

Notând cu Wm(z) potenţialul magnetic complex în planul z, din care derivă intensitatea 
câmpului magnetic H(z), conform relaţiei (2.81), câmpul H(w) în planul w are expresia: 

H(w) = -

H(w) = H(z) 

(•dW,^ 
* 

fdW^ dz] 
* * 

r d z ^ 
V dw ^ dz dwJ V dz J Idw/ 

dw 

(2.88) 

(2.89) 

şi în modul: 

jy / \ 
z = x + j y 

- > 

Ĵ A 
w = u + j v 

o w 

Fig.2.8. Metoda transformării conforme 
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w = u + jv 

jvA 

V 
+ 00 U 

OnJKO 
•'>T . X A, t ® /"n.|'t>0 

b) 

jv/\ 

V 
-00 " + 00 " 

Fig.2.9. Transformarea conformă a interiorului poligonului 
a) pe semiplanul superior; 
b) cu un vârf la infinit, pe semiplanul superior. 

H(w) = H(z) 
dw 
dz 

(2.90) 

Conform relaţiei (2.87), pentru perechile de elemente ortogonale care "corespund 
conform", există relaţia: 

dxdy dudv = 
dz (2.91) 

Ridicând la pătrat relaţia (2.90) şi multiplicând ambii membri cu —, rezultă: 

i i 
2 H ( W ) p dudv = • |H(Z )P dxdy (2.92) 

deci energia electromagnetică este invariantă prin transformarea conformă. 
în cadrul transformării Schwarz-Christoffel, domeniile din interiorul sau exteriorul unui 

poligon cu n vârfuri, respectiv, cu unul din vârfuri la infinit în planul z, se transformă conform pe 
semiplanul superior w cu ajutorul funcţiilor z(w) (figura 2.9). 

Transformarea conformă a interiorului poligonului finit pe semiplanul superior (figura 
2.9.a) se efectuează cu relaţia: 

d w 

• i II 

= A N ( W - U K ) " ' ' ; U K < U K + I ; Z A K = 2 . 

k = I k = l 
Transformarea conformă a interiorului poligonului cu un vârf la infinit pe semiplanul 

superior (figura 2.9.b), se efectuează cu relaţia: 
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dw 

n - l 

= A n ( w - U k ) " ' ' ; Uk<Uk+i; 
n - l 

Zotk <1 
k = l 

Pentru domeniul finit delimitat de poligonul cu n vârfuri, integrala: 
w 

= (2.93) 
O 

transformă conform domeniul din interiorul poligonului pe semiplanul superior w = u + jv . în 
ecuaţia (2.93) A = |A| •e-'^^ este o constantă complexă având argumentul an egal cu unghiul 
format de prima latură a poligonului cu semiaxa pozitivă Ox; ui, U2, ...Uk,...Un sunt abscisele 
punctelor pe axa reală OwU, care corespund prin integrala (2.93) vârfurilor Z], Z2,...Zkv..Zn. 

Segmentele z^.iz^ se parcurg în sensul în care domeniul câmpului rămâne la stânga iar 
axa reală în planul w se parcurge de la - oo la + oo , lăsând domeniul câmpului pe semiplanul 
superior. 

Exponenţii ai, sunt rapoartele prin rt^ ale unghiurilor exterioare pe care le fac prelungirile 
segmentelor zî .jz^ cu segmentele z^zk+i , pozitive dacă unghiurile sunt în câmp şi negative 
dacă sunt în exteriorul domeniului. 

Constanta complexă B fixează originea Ow a planului w în raport cu originea Oz a 
planului z (z = B pentru w = 0). 

Se studiază, în acest caz, distorsiunea câmpului 
magnetic dintre armăturile unei maşini electrice. 
Presupunând permeabilitatea infinită, suprafeţele 
armăturilor sunt echipotenţiale. O aproximare a repartiţiei 
câmpului se obţine considerând configuraţia constituită 
din polul neted (de extensie infinită) şi flancurile a doi 
dintre dinţii învecinaţi, care delimitează crestătura de 
adâncime infinită (figura 2.10). 

Câmpul magnetic prezintă simetrie în raport cu 
linia de câmp AB, deci este suficient să se studieze o 
jumătate de configuraţie. în planul z, domeniul câmpului 
este delimitat de conturul rz(ABCC'OA'A) la 
parcurgerea căruia câmpul rămâne la stânga (figura 2.11). 

Fig.2.10. Repartiţia câmpului magnetic 
între armăturile unei maşini electrice 

jV/ 

u, ml 

jy' 

m 

u, ni2 

JV, 

/I w 
/ 

IV 

> 

B(-c,0) 0(1,0) 
Ow / " C(U,^2,0) u 

B(Un,„0) 

C(-c.oo) C'(0,-oo) 

z = x + jy w = u + jv W = U + j V 

Fig.2.11. Studiul câmpului magnetic cu metoda transformării conforme 
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Funcţia z(w), care transformă conform câmpul din planul z pe semiplanul superior w, se 
calculează cu formula (2.93). 

în acest caz: 
dz = A(w + (w - (2.94) 

z = A w i 

w - l 
-dw + B = A-

w + a VI 
arctg 

Vw + aJ 
+ ln 

V W + a -h V w - 1 
+ B (2.95) 

V w + a - V w - 1 

Calculând integrala pe porţiunea A'A în planul z şi pe semicercul A'A în planul w. 
considerând w = ue'®, rezultă: 

g 

dz= lim A 
u— 

71 

J i " ) ! 

ue j e _ i 

jg = JAti 

ue j® + a 

g 

jue-i^dv (2.96) 

(2.97) 

din care se deduce constanta A = — . 
71 

Procedând similar pe porţiunea CC\ se obţine: 
O O ' 

dz = lim A 
u->0 

- C 71 

g 

1 

ue j e ^ 
ue 

ue 
juej®dv 

c = A 
Va Vă 

deci: 

a = 

(2.98) 

(2.99) 

(2.100) 

Identificând punctul 0z(0,0) din planul z cu punctul 0(1,0) din planul w, din relaţia 
(2.95) se deduce că B = 0. Cu valorile constantelor A, B şi a introduse în relaţia (2.95), funcţia 
z(w) este complet determinată: 

1 
z = — 

n 
- 2 • c • arctg g c 

1 

w - 1 
/ \ 2 g w + 
^cJ / 

+ g-ln V w + + V w - l 

i w + 
\cy 

- V w - l 

(2.101) 

Pentru calculul lui H(z) cu relaţiile (2.88) şi (2.89): 

H(z) = H(w) 
^dw^ 

W 

V dzJ 1 dw J \ dzJ (2.102) 

se efectuează transformarea conformă intermediară din planul w = u + j v în planul W = U + j V . 
Domeniului câmpului din semiplanul superior w de contur Tw completat cu semicercul A'A îi 
corespunde domeniul din interiorul benzii semiinfmite din planul W de contur r ^ (ABCOA). 

Aplicând formula lui Schwarz-Christoffel: 

dWm = + = M 

7w(w + a) 
dw (2.103) 
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prin integrare se obţine: 

Wn.(w) = M-ln w + - - fVw(w4-a) 
V 2 

+ N 

Calculând integrala pe porţiunea AA' din cele două plane, rezultă: 
U, 'mi 

U 1112 

dWm = lim M 
u—>00 

o 

juej®d\ 

^ue j9(ue je+a) 

Um, =jM7r 
din care se deduce constanta M: 

M = = J-
Um^ - U m , 

J7l ' 71 

Având în vedere că punctele C(Um2,0) şi C(0,0) verifică ecuaţia (2.104): 
„ , a 
Um, =J ^ 

se obţine constanta N: 
- U 

N = - j - 112 
7t 

^ • I n ^ 
2c' 

(2.104) 

(2.105) 

(2.106) 

(2.107) 

(2.108) 

(2.109) 

Funcţia Wm(w) are în consecinţă forma: 

Wn,(w) = U ^ , + j ^ ^-In-

w -f g 
v c / 

-f 

-
/ \ 2' 
18 w w + 
^cJ 

7t 

2 Vc/ 

(2.110) 

Expresiile lui 
dWn, dw 
— — şi — introduse în relaţia (2.102) determină intensitatea câmpului 

dw dz 
magnetic: 

H(z) = - J -
g ^ 

w 

w - 1 
(2.111) 

2.3.1.6. Metoda funcţiilor Green 

Metoda se aplică la o clasă largă de ecuaţii cu derivate parţiale, scalare şi vectoriale, care 
descriu fenomene staţionare [65],[88]. în studiul câmpurilor magnetice intervine ecuaţia de tip 
eliptic neomogenă a lui Helmholtz, pentru câmpuri de scalari V^ şi de vectori G : 

(2.112) 

(2.113) 
Dacă k = O, se obţin ecuaţiile lui Poisson, iar dacă f(r) = O şi F(r) = O, ecuaţiile lui 

Laplace. Soluţiile care se obţin prin separarea variabilelor sub formă de serii au uneori 
dezavantajul unei convergenţe slabe şi nu permit examinarea comportării în vecinătatea unor 

v 2 v ^ ( r ) - k 2 . v ^ ( r ) = f(r) 

v 2 G ( r ) - k 2 •G(r) = F(r) 
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discontinuităţi, muchii, vârfuri. Funcţiile lui Green 
elimină acest dezavantaj, pretându-se chiar în 
reprezentare integrală la interpretări fizice. 

Metoda se bazează pe principiul superpoziţiei, 
consecinţă a liniarităţii ecuaţiilor Poisson şi Laplace. 
Potenţialul unei repartiţii de sarcini se poate calcula 
prin superpoziţia potenţialelor elementare stabilite de 
sarcini magnetice elementare. Dacă în spaţiul Voo, 
Gp(f|r') este potenţialul în punctul de rază vectoare 
f al sarcinii punctiforme unitate, situată în punctul de 
rază vectoare f ' (figura 2.12), potenţialul scalar este 
dat de integrala: 

Vn,(r)= fGp(r | f ) .d ivM(f )dV 
V v 

p, v , ^ I 

V J ^ 
P's 

o 

Fig.2.12. Domeniul de definiţie 
a potenţialului vector 

(2.114) 

efectuată pe domeniul vj^.M este vectorul magnetizaţie: 

M = — - H 
Mo 

(2.115) 

în domenii finite v-̂  în interiorul cărora nu sunt sarcini magnetice, se determină funcţia 
GL(f l f ) . 

G p(f|r') este flincţia lui Green pentru ecuaţia lui Poisson; 
G L(f|r') este funcţia lui Green pentru ecuaţia lui Laplace. 
Expresia integrală a potenţialului magnetic scalar este: 

Vn.(î) = 
1 

471 

fVM(r') . 1 
dv+—C 

V v 

R 471 

M ( F ) -
ds 

R (2.116) 

Aplicând termenului al doilea teorema divergenţei, se obţine: 

Vm(f) = 471 J R 471 | M ( r ' ) V ^ d V (2.117) R " 47t 
V v V v V v 

Funcţiile lui Green transformă expresia integrală (2.117) în soluţii ale ecuaţiilor Poisson-
Laplace prin eliminarea, după caz, a valorii pe frontieră a potenţialului sau a derivatei lui după 
normală. 

în cazul în care în domeniul vv, potenţialul Vm(f) satisface ecuaţia lui Poisson cu 
condiţii pe frontieră neomogene de tip Dirichlet, atunci: 

v ' v ^ ( r ) = divM(r) ; V^(fv) dat pe Z (2.118) 
în vederea eliminării termenului în care intervine gradientul potenţialului pe frontieră, 

expresia (2.117) se descompune în suma a doi termeni: 
Vm(f) = VpD(r) + VLD(r) (2.119) 
Termenul VpD(f) este soluţia ecuaţiei lui Poisson cu condiţii pe frontieră omogene de tip 

Dirichlet: 
V^VpD(r) = divM(r) ; VpD(rv) = O 

având prin definiţie forma: 
(2.120) 
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VpD (r) = JdivM(f) • G pp (f | r' )dv' (2.121) 
vz 

în care GpD(r|r') este funcţia lui Green pentru ecuaţia lui Poisson în problema tridimensională 
cu condiţii pe frontieră Dirichlet. 

Termenul Vld (r) este soluţie a ecuaţiei lui Laplace cu condiţii pe frontieră neomogene de 
tip Dirichlet: 

v2VLD(r) = 0 ; Vld ( Îi ) dat pe L (2.122) 
având prin definiţie forma: 

V l d ( r ) = j V l d ( Î Î ) • ̂  LD (î I fz ) • N • d s ' (2.123) 
E 

aGin(r | rz) 
în care ^t n(r | îz) = S:: funcţia lui Green pentru ecuaţia lui Laplace în problema 

dn 
tridimensională, cu condiţii pe frontieră Dirichlet. 

Similar se definesc funcţiile lui Green în problema plană cu condiţii pe frontieră de tip 
Dirichlet. 

în cazul în care în domeniul Vj; potenţialul Vnj(r) satisface ecuaţia lui Poisson cu 
condiţii pe frontieră neomogene de tip Neumann, atunci: 

9 - 5Vm(ry) 
V Vm(r) = divM(r) ; "T dat pe S (2.124) 

on 
în vederea eliminării termenului în care intervine potenţialul pe frontieră, expresia 

integrală (2.117) se descompune în suma a doi termeni: 
Vm(r) = VpN(r) + VLN(r) (2.125) 
Termenul Vp^ (f) este soluţie a ecuaţiei lui Poisson cu condiţii pe frontieră Neumann: 

9 - 5Vp>T (ry) v2VpN(r) = divM(r) ; =const. pe I (2.126) on 
având prin definiţie forma: 

VpN (r) = jdivM(f) • G p^ (r | r' )dv' (2.127) 
vz 

Gp]si(f|r') fiind funcţia lui Green pentru ecuaţia lui Poisson în problema tridimensională cu 
condiţii pe frontieră de tip Neumann. 

Termenul V^n (r) este soluţie a ecuaţiei lui Laplace cu condiţii pe frontieră neomogene de 
tip Neumann: 

V^ Vln (r) = o ; = dat pe S (2.128) 

având prin definiţie forma: 

Vln (r) = fgradVn, (r^) • G ln (? I îz) • n • ds'+K (2.129) 
z 

I I 

în care K este o constantă şi GlnCîIÎz) = ^LnC^Itz) ®ste funcţia lui Green pentru ecuaţia lui 
Laplace în problema tridimensională cu condiţii de frontieră de tip Neumann. 

în cazul problemei plane funcţiile lui Green se definesc în mod asemănător pentru condiţii 
pe frontieră de tip Neumann. 

-2'3-

BUPT



PETRd BR.AD ISFLUENŢA F O R M E ! CRESTĂTURII ASUPRA PARAMETRILOR ELECTRICI LA MAŞINILE DE INDUCŢIE 

în problema cu condiţii pe frontieră mixte, soluţia generală 
este egală cu suma dintre soluţia problemei Dirichlet, în care 
funcţia lui Green se defineşte pe porţiunile de frontieră pe care 
sunt date valorile potenţialului şi soluţia problemei Neumann, în 
care funcţia lui Green se defineşte pe restul frontierei, în care sunt 
date valori ale derivatei potenţialului după normală. 

Funcţiile lui Green pentru configuraţia plană din figura 2.13 
sunt: 
• pentru ecuaţia lui Laplace cu condiţii pe frontieră de tip 

Dirichlet 

GD(x.y|0.0) = 
1 

. Tty sm-
a 

2a . Ttx Tty 
ch — - c o s — 

a a 

/ / / / / / / / / / / / / 
a 

V / / / V / / / / X 

Fig.2.13. Bandă infinită 
de lăţime "a" 

(2.130) 

pentru ecuaţia lui Laplace cu condiţii pe frontieră de tip Neumann 

GN(x,y|0.0) = -
J _ 
2ti 1 - e 3 •cos Try 

2nx 

+ e •sm-
27ty 

(2.131) 

Formulele stabilite pentru funcţiile lui Green sunt expresii integrale. Pentru o configuraţie 
de câmp dată, ele se obţin aplicând oricare dintre metodele de calcul cunoscute: separarea 
variabilelor, metoda imaginilor, metoda transformării conforme. în cazul aplicării metodelor 
numerice se definesc funcţii Green numerice. 

2.3.2. Metode numerice de calcul al câmpului electromagnetic 

Maşinile electrice au fost proiectate, prin tradiţie, combinând reguli empirice bazate pe 
rezultate experimentale, cu modele simplificate de circuite magnetice [60]. Această tehnică se 
poate denumi "proiectare după reguli". Dispozitivele au devenit între timp tot mai complexe şi 
variate şi, prin urmare, regulile de proiectare convenţională nu au mai corespuns. A apărut astfel 
"proiectarea prin analiză" a problemelor fimdamentale de câmp electromagnetic, bazată pe 
soluţii detaliate, în limite rezonabile. 

Proiectarea prin analiză înseamnă în realitate proiectarea prin analiză numerică, din 
moment ce nici o altă unealtă matematică nu poate trata complexitatea geometrică şi 
neliniarităţile existente în maşini. Proiectarea prin analiză înseamnă astăzi analiza cu ajutorul 
calculatorului, devenind cu paşi repezi "proiectare asistată de calculator". 

Analiza numerică a câmpurilor se utilizează la maşini construite cu materiale având 
caracteristici neliniare, pentru un calcul cât mai precis al câmpurilor magnetice [69]. Utilizarea 
metodelor numerice conduce la o activitate complexă care implică rezolvarea problemelor 
electrotehnice, matematice şi de programare. Dezvoltarea rapidă a metodelor a impus 
următoarele probleme: 
• căutarea unor metode de rezolvare corectă a ecuaţiilor de câmp; 
• dezvoltarea unor metode de rezolvare a sistemelor mari de ecuaţii liniare şi neliniare; 
• dezvoltarea unor programe de calcul cu ajutorul cărora se pot rezolva probleme practice, 

concrete, chiar de către nespecialişti în domeniu. 
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Modelul matematic de câmp electromagnetic poate fi de tip diferenţial, variaţional sau 
integral. Metodele analitice prezentate anterior sunt riguroase în domeniile lor de definiţie, dar 
devin rapid inaplicabile la creşterea complexităţii spaţiului variabilelor sau la neliniaritatea 
operatorului din ecuaţia modelului matematic de câmp. 

Comparativ cu metodele analitice, metodele numerice prezintă o arie de aplicabilitate mai 
mare, fiind supuse la restricţii mai puţine. Deşi aproximative, metodele numerice, dacă satisfac 
anumite criterii calitative de rigoare şi convergenţă, conduc, ca şi metodele directe de analiză, la 
rezultate acceptabile. 

Modelul matematic de câmp electromagnetic, împreună cu metoda numerică de rezolvare a 
acestuia, conform unui algoritm programabil, definesc un model numeric de câmp 
electromagnetic [64]. Sunt considerate numai regimurile staţionar şi cvasistaţionar magnetic ale 
câmpului macroscopic, considerate ca aproximaţii satisfăcătoare în majoritatea aplicaţiilor 
electrotehnice. 

2.3.2.1. Metoda diferenţelor finite 
# 

Primul pas constă în deducerea 
algoritmului de calcul al potenţialului 
magnetic vector [74],[89]. Se utilizează forma 
integrală a ecuaţiei: 

H-dl = J d s (2.132) 

Relaţia se aplică într-o reţea de 
discretizare ce cuprinde domeniul D de 
existenţă a câmpului, reţea necesară pentru 
rezolvarea numerică a problemei de câmp. 
Figura 2.14 prezintă un fragment dintr-o reţea 
de discretizare rectangulară, utilizarea ei fiind 
cea mai răspândită. 

Elementele din jurul nodului O sunt caracterizate prin: 
M4 = const. 

h^h^ J3. J4 const. 

Fig.2.14. Segment de reţea rectangulară 

(2.133) 
(2.134) 

densitatea de curent J fiind orientată în lungul axei Oz, pentru sistemul xOyz ataşat planului 
de existenţă a câmpului şi având originea în nodul O. Traseul de integrare este constituit de 
mediatoarele segmentelor 0 -1 ,0 -2 ,0 -3 ,0 -4 ale reţelei. 

Integrala (1) devine astfel (notaţiile sunt cele din figura 2.14): 
b c d e f g h a 

* — c r 
<jHd l= jHydy+jHxdx + jHxdx+jHydy+jHydy+jHxdx+jHxClx+jHydy = 
f a b c d e f g h 

= +J3h3h2 +J4h4h3) = Io 

Componentele câmpului H după cele două direcţii sunt: 

" n 9y 

H = - - • — 
^ )i 5x 

(2.135) 

(2.136) 

(2.137) 
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Expresia (2.135) se transformă atunci în: 
b c d 

( f f i d U - — J Ml J 
'aA 
ax dy+-

Mi 
'aA 
ay 

cix + -

e 
'aA ^ 1 f 5A 1 

d x — J ^ d y -ay J 5x 
d 

'aA 
ax 

dy + 

'aA 
ay dx+-

1̂ 4 
faA^ 1 

d x - -ay M4 J 
'aA 
ax 

dy = l( 

(2.138) 

Fiecare integrală din relaţia (2.138) se integrează în modul următor (notaţiile din figura 2.14): 
b 

^ " - • " • (2.139) 
J 

aA 1 A i - A q h i 
dy = -

ax m h4 

Relaţia (2.139) este aproximativă, dar pentru o reţea suficient de fină (hi, h2, h3, 114 
suficient de mici), ea se poate utiliza cu erori acceptabile. 

însumând toate componentele din relaţia (2.138), se obţine: 

Ao = 

în care: 

a , = 

a-) = 

a | A | +a2^2 +ot3A3 +a4A4 +I0 

ai +a2 +a3 +a4 

h4 

(2.140) 

M4 
h3 

— ho + — hd 
Ml 

'1 

«3 = 

«4 = 
1 \ 

hd + h2 

2 

h3 
(2.141) 

Iq =~( j |h |h4 +J2h2h| +J3h3h2 -I-J4h4h3) (2.142) 

Relaţia de legătură între potenţialul vector al punctului O şi cel al punctelor vecine este 
liniară, putând fi pusă sub forma: 

Ao =C,A, +C2A2 +C3A3 +C4A4 +Co (2.143) 
în care coeficienţii Cj (i = 1,2,3,4,0) sunt determinaţi exclusiv de proprietăţile de material, de 
sarcina electrică şi de dimensiunile reţelei. 

Relaţia (2.143) constituie nucleul algoritmului de calcul al potenţialului magnetic vector 
prin metoda diferenţelor finite. Aplicând relaţia fiecărui nod al reţelei, în ordinea dictată de 
numerotarea nodurilor, se obţine un sistem liniar care se rezolvă prin metode iterative. 

Aplicarea relaţiei (2.140) în fiecare nod al reţelei de discretizare impune cunoaşterea în 
fiecare nod a elementelor utilizate de expresiile (2.141). 

în figura 2.15 se prezintă discretizarea domeniului D de existenţă a câmpului pentru o 
problemă de tip Dirichlet, prin intermediul a două tipuri de reţele: 
• reţea uniformă cu paşi egali pe direcţia lui x şi y şi egali între ei (figura 2.15.a); 
• reţea periodică cu paşi egali pe direcţia lui x şi y dar inegali între ei (figura 2.15.b). 

în figura 2.15.C este dat un segment de reţea rectangulară, generală. Punctul O poate fi 
oricare nod al reţelei. Potenţialul A se poate exprima în fimcţie de potenţialul nodurilor vecine şi 
de proprietăţile elementelor înconjurătoare. Dacă în noua poziţie a punctului O, configuraţia 
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yA 

O 

N A4 
A, 

a) 

c 
D \ f 

A, A, 
y> 

Pŷ  
V 

\ A, A„ A, ^ 

y 
N / 

V y 
y 

N / 

A4 r y 
N / 

-1 / 

0 X 0 

b) 

y/ 

6 
< " -2 k ^ —^ 

A, 5 

h2 (3 Ao A| h2 

A3 
h4 

\l / A4 
h4 

7 , h. , 4 h, V. 8 
y C 

o 
c) 

Fig.2.15. Discretizarea domeniului D prin reţele uniforme rectangulare: 
a) reţea uniformă cu paşi egali; 
b) reţea periodică cu paşi inegali; 
c) segment de reţea rectangulară. 

reţelei nu va reproduce configuraţia pentru care au fost evaluate constantele a, expresia (2.140) 
nu mai poate fi utilizată ca bază a unui algoritm de calcul al potenţialului vector în toate nodurile 
reţelei. Acesta este motivul pentru care reţelele de discretizare a domeniului D trebuie să fie 
reţele periodice cu laturile paralele la direcţiile definitorii ale reperului. 

Dacă există o direcţie după care gradientul funcţiei potenţial vector este mai mare, se alege 
o axă a reperului paralelă cu această direcţie şi se construieşte o reţea care pe direcţia respectivă 
să aibă paşi egali, dar mai mici decât pe direcţia perpendiculară. 

Suprapunând o reţea unui domeniu D oarecare, frontiera reală C trebuie înlocuită cu o 
frontieră care să urmeze direcţiile laturilor reţelei. Aceeaşi constrângere se aplică şi curbelor care 
delimitează zone ale domeniului D cu proprietăţi diferite. 

Problema alegerii formei reţelei şi a pasului ei este complexă şi nu se poate rezolva după 
reguli precise. Trebuie analizat fiecare caz în parte, decizia fiind de cele mai multe ori un 
compromis între mai multe tendinţe contradictorii. 

Din punct de vedere al deformării contururilor configuraţiei şi al reducerii erorilor de 
discretizare, ar fi necesară o reţea cât mai fină. 

Din punct de vedere al erorii globale şi al vitezei de convergenţă, un număr prea mare de 
puncte constituie un dezavantaj. 

în final, calculatorul utilizat va defini numărul maxim de noduri ce poate fi ales, deci 
dimensiunea reţelei. Forma ei este singurul parametru ce rămâne la latitudinea utilizatorului. 

Prima condiţie pentru asamblarea sistemului de ecuaţii o constituie numerotarea nodurilor 
şi explorarea lor într-o anumită ordine. 
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Algoritmele bazate pe diferenţe finite 
rezolvă sistemul de ecuaţii printr-un proces 
iterativ, aplicând relaţia (2.140) şi repetând 
calculele până când diferenţa maximă între 
valori calculate succesiv în acelaşi punct este 
mai mică decât eroarea admisă pentru sistarea 
iteraţiilor 

Primul algoritm a fost propus de 
Richardson. Pentru calculul potenţialului 
vector în punctul (h,k) în iteraţia se 
utilizează valorile potenţialului vector din 
punctele 
(h,k-l), (h,k+l). (h-Kk), (h+Kk), calculate la 
iteraţia a ""'n̂ '-a: 

/\ 

K̂Iii 

i i 

j 

^ i ' ^ 1 ^ V ! ^ 1 ! ̂ i ' V / ̂  i ' 
i \ 

\ 

1 2 3 h-1 h h+1 Hlim 

Fig.2.16. Explicativă la algoritmul Richardson 

Ai!,V +C3AR_,,k +C4A|;,k_, +Co (2.144) 
în figura 2.16 este reprezentat domeniul D înscris într-un segment de reţea uniformă. 
Algoritmul lui Richardson prezintă următoarele dezavantaje: 
• convergenţă slabă a procesului; 
• necesitatea stocării a două matrici, fiecare de dimensiunea HijmxKiim, în memoria 

calculatorului, una conţinând valorile iteraţiei "n", cealaltă ale iteraţiei "n+1". 
Metoda Liebmann elimină al doilea dezavantaj, utilizând explorarea ordonată a punctelor 

în ordinea indicată în figura 2.16, luând fiecare coloană în acelaşi sens. Când se ajunge la punctul 
(h,k), punctele (h-l,k), (h,k-l) au fost deja explorate, deci: 

Aî!,k' +C3Aj!!|,k +C4AÎ!,V-, +CO (2.145) 
în acest caz este suficientă stocarea unei matrici de dimensiunea HiimxKiim în memorie, 

elementele ei fiind reevaluate progresiv pe măsura avansării explorării punctelor. 
Convergenţa este mai bună decât în cazul algoritmului lui Richardson, dar este 

nesatisfacătoare pentru matrici mari şi pentru valori iniţiale egale cu zero pentru potenţialul 
magnetic vector Â . 

Frankel şi Young au perfecţionat metoda Liebmann introducând suprarelaxarea valorii 
potenţialului în punctul (h,k), după metoda indicată de Southwell. Dacă soluţia este stabilă: 

n + 1 = Al! h,k (2.146) 
se obţine algoritmul pentru metoda Liebmann extrapolată: 

Al!,V = Ai;,k +c2AS,k+i +C3A| ; !U +C4A|;,V_, +CO -AS^k) . (2.147) 
Factorul de relaxare (o este cuprins între 1 şi 2. Pentru valori apropiate de 2 procesul este 

instabil, iar pentru co = 1 convergenţa este slabă. Există o valoare optimă pentru care viteza de 
convergenţă este maximă şi eroarea de calcul acceptabilă. Valorile practice pentru (Ooptim 
oscilează între 1,6 şi 1,85. 

Sistemul de ecuaţii asamblat pentru toate nodurile reţelei se poate pune sub forma 
matriceală: 

{A}"^ '=[M].{A}"+{B} (2.148) 
soluţia urmând să se calculeze după un proces iterativ. [M] este matricea coeficienţilor, {A}"" '̂ 
este vectorul valorilor potenţialului la iteraţia "n+l". 
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2.3.2.2. Metoda elementelor finite 

Formularea variaţională a problemei de câmp electromagnetic este echivalentă cu 
formularea diferenţială dezvoltată anterior. Construcţia modelului matematic variaţional de câmp 
presupune stabilirea unui principiu variaţional, de tip lagrangean sau hamiltonian, capabil să 
furnizeze din condiţia de staţionaritate a unei funcţionale adecvate, ecuaţiile de bază ale 
câmpului electromagnetic în medii materiale [31],[64],[89],[104]. Formularea variaţională de tip 
lagrangean asociată potenţialelor electromagnetice are avantajul unui puternic suport fizic şi 
intuitiv conferit de utilizarea funcţionalelor naturale de energie. 

Soluţia este o funcţie ce minimizează o funcţională definită printr-o integrare convenabilă 
a necunoscutelor pe întregul domeniu. în acest caz se minimizează energia electromagnetică 
conţinută în domeniul studiat. 

Se presupune planul xOy cu sistemul de coordonate cartezian asociat domeniului plan 
paralel D. Din relaţia B = rotÂ rezultă: 

5A ^ dk-^ 
B = — i - — j ^ (2.149) oy ax 

deoarece axa Oz s-a presupus orientată în direcţia curentului de conducţie J , potenţialul Â 
având o singură componentă: 

Â = A2k = Ak (2.150) 
Energia totală a domeniului D (figura 2.17) este dată de funcţionala: 

2 
W = I(A) = 

D 

• • 1 1 fdA-^ 2 1 
+ — 

raA^ 

J • 2 d\J 
2 1 

+ — 
l 5y j 

- J (x ,y ) .A dxdy (2.151) 

Energia W este o funcţională deoarece depinde de funcţia A(x,y). Orice funcţie aparţinând 
clasei din care face parte soluţia dă prin integrarea relaţiei (2.151) o valoare conţinută în 
domeniul D. Aceasta este funcţionala I(A) ce trebuie minimizată printr-o metodă directă. 

în cursul procesului de minimizare aproximativă a funcţionalei pe porţiuni, se obţine 
mulţimea finită a valorilor potenţialului vector în nodurile reţelei de discretizare. 

A(x,y) fiind funcţia necunoscută, se caută aproximarea ei 
pe porţiuni, la nivelul fiecărui element. Pentru simplificare se 
presupune că pentru toate elementele discretizării funcţia de 
aproximare este de tip polinom de gradul întâi. 

O problemă esenţială o reprezintă asigurarea convergenţei 
funcţiei de aproximare spre soluţia unică a problemei de câmp, 
când dimensiunile elementelor se reduc, tinzând la limită la zero. 

Discretizarea se poate face printr-o reţea de elemente 
triunghiulare sau patrulatere. Se preferă familia triunghiurilor 
datorită facilităţilor oferite la modelarea frontierelor şi la 
stabilirea expresiilor de calcul. 

Utilizând principiul energiei minime, reţeaua va fi amplificată în acele regiuni în care pot 
să apară erori mai mari de calcul. 

Se consideră o reţea formată din elemente triunghiulare definite prin trei puncte, vârfurile 
triunghiului. Pentru aceste elemente triunghiulare s-a presupus că funcţia A(x,y) aparţine clasei 
"polinom de gradul întâi în x şi y". Pentru triunghiul simplu definit prin trei puncte (figura 2.18), 
se obţine un polinom de gradul întâi de forma: 

A(x,y) = ax + by+c (2.152) 
Coeficienţii a, b, c sunt determinaţi de valorile funcţiei A(x,y) în vârfurile triunghiului. 

Necunoscutele problemei sunt valorile funcţiei în nodurile reţelei. 

Fig.2.17. Problemă de câmp 
plan paralel de tip Dirichiet 
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(2 .153) 
Pentru un element oarecare "e" al discretizării, relaţia (2.152) devine: 
{A} = [N]-{Ar 

unde: {A} - este vectorul valorilor funcţiei A în nodurile reţelei; 
[N] - este matricea linie a coeficienţilor valorilor flincţiei în noduri; 
{A}^- este vectorul valorilor funcţiei asociate elementului 
Funcţia A(x,y) are următoarele valori în nodurile i, j, k ale triunghiului din figura 2.18: 
Aj = axj + bvj -f-c 

A j = a x j + b y j -hc (2 .154) 

Ak =axk ^byk +c 
Se determină coeficienţii a, b, c rezolvând 

sistemul (2.154). Introducând valorile coeficienţilor în 
relaţia (2.152), se obţine: 

A(x,y) = Ni Ai + Nj Aj + NkA^ (2.155) 
Coeficienţii Ni, Nj, N^, ce multiplică valorile 

funcţiei A(x,y) în noduri, sunt funcţii de coordonatele 
vârfurilor Xi, yi, Xj, yj, x^, y^ şi de coordonatele 
punctului P(x,y). Ei sunt numiţi flincţii de ponderaţie. 

Având definită funcţia necunoscută A(x,y) prin 
relaţia (2.155), se poate calcula contribuţia elementului 
"e" la funcţia energie totală: 

Fig.2.18. Definirea unui element 
triunghiular simplu 

1(A)̂  = 
j j 
e 

aN: 5N 
Ai + ax d\ 

• a , 
J 

1 
+ — 

(9N: aNk 
ay (2.156) 

-J(x,y)-(NiAi +NjAj +NkAk)}dxdy 

Parametrii de care depinde energia elementului "e" sunt Aj, Aj, A^. Pentru ca energia 
elementului "e" să fie minimă, trebuie să fie îndeplinite condiţiile: 

a A j 

dljA)' 
aA j 

dHA)' 
dAv 

= O 

= O 

= o 

(2.157) 

Se presupune că discretizarea aplicată domeniului D a generat un număr "n" finit de 
elemente şi un număr "m" finit de noduri interne. Nodurile aparţinând fi-ontierei de tip Dirichlet 
au fost excluse din "m'\ deoarece valorile funcţiei A(x,y) sunt cunoscute pe fi-ontieră. 

Energia totală este suma energiilor tuturor elementelor: 
n 

I ( A ) = Z l ( A ) ' (2.158) 
e=l 

Exprimând condiţiile de minim al energiilor (2.157) la nivelul fiecărui element şi 
asamblând aceste relaţii pentru cele "n" elemente ale domeniului D, se obţine sistemul de 
ecuaţii: 
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^ I ( A ) 
5 { A } 

= O (2.159) 

în care {A} este matricea din (2.153), corespunzătoare celor ''n" elemente. 
Trebuie anulate, în consecinţă, toate derivatele de ordinul întâi care se pot exprima separat 

pentRi cei "m'' parametri. Rezolvând sistemul de ecuaţii (2.159), se obţin valorile funcţiei A(x,y) 
în cele "m" noduri inteme. 

Sistemul de ecuaţii obţinut prin minimizarea energiei în toate elementele domeniului D 
este un sistem de ecuaţii liniare de tipul: 

ai(A) 
a A 

M]-{A} + {TL} = 0 (2.160) 

Matricea coeficienţilor [M] se obţine în procesul de baleiaj al elementelor rezultate prin 
discretizarea domeniului. Ea este o matrice pătrată cu multe elemente nule, de dimensiune "'m'' 
(m - numărul nodurilor interne). 

Termenul liber {TL} este un vector de dimensiune "m", generat de funcţia J(x,y) şi 
produsele Mf • Af , corespunzătoare nodurîlor situate pe frontieră. Dacă domeniul D este 
delimitat de o curbă A = O, contribuţia produselor Mf • Af este nulă. 

Utilizarea metodei elementelor finite implică discretizarea cu deosebită atenţie şi fară erori 
a domeniului utilizat. Proprietăţile de material trebuie să fie constante pe întreaga suprafaţă a 
elementului. 

2.3.2.3. Metoda elementelor de frontieră 

yy 

Modelul matematic integral de câmp electromagnetic poate fi descris prin ecuaţii integrale 
de domeniu sau de frontieră [64]. 

Formularea integrală a problemelor de câmp este echivalentă cu definirea prin ecuaţii 
diferenţiale cu condiţii la limită. Modelul ecuaţiilor integrale de domeniu se asociază 
problemelor de câmp în medii neliniare şi neomogene. Acest model matematic nu s-a consacrat 
în analiza numerică a câmpului electromagnetic deoarece rezolvarea lui este mai dificilă decât a 
modelului diferenţial sau variaţional. 

Modelul ecuaţiilor integrale de frontieră, mai des utilizat, se aplică problemelor de analiză 
a câmpului electromagnetic în medii liniare şi omogene. El prezintă două avantaje faţă de 
modelul diferenţial şi cel variaţional: 
• reduce cu o unitate dimensiunea problemelor 

de câmp, deoarece necesită discretizarea 
exclusiv a frontierei domeniului, rezultând un 
număr mic de ecuaţii ale sistemului liniar 
obţinut; 

• are o aplicabilitate directă la probleme cu 
domenii de câmp infinit. 

Metoda poate fi combinată avantajos cu 
metoda diferenţelor finite sau cu metoda 
elementelor finite pentru a obţine precizii mai 
bune ale soluţiei în diverse regiuni ale 
domeniului. 

Metoda elementelor de frontieră se referă la 
modelul ecuaţiilor integrale de frontieră. 
Algoritmul de rezolvare a modelului matematic 
de câmp electromagnetic prin metoda elementelor 
de frontieră este următorul: 

De = D u E 

n = m 

elementul de 
frontieră "e" 

O 

Fig.2.19. Discretizarea frontierei unui domeniu 
bidimensional prin elemente de frontieră 

constante 
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• se discretizează frontiera I a domeniului de câmp D (figura 2.19) în elemente finite, 
unidimensionale în cazul domeniilor, numite elemente de frontieră; 

• se stabilesc nodurile caracteristice şi reprezentarea geometrică pentru fiecare element de 
frontieră; 

• se adoptă relaţiile de aproximare pentru funcţiile de câmp corespunzătoare frontierei Z 
discretizată; 

• se transformă ecuaţiile integrale de frontieră într-un sistem algebric liniar, având ca 
necunoscute mărimi asociate nodurilor de discretizare a frontierei E. 

Studiul se efectuează utilizând funcţia Green în problema tridimensională pentru domeniu 
infinit (conform pct. 2.3.1.6): 

1 1 
G(r|f ') = 

471 r - r ' l 
sau funcţia Grecn în problema plan paralelă pentru domeniu infinit: 

G(x,y|x\y') = —-In 
r - r 271 

(2.161) 

(2.162) 

Se discretizează curba frontieră S a domeniului de câmp D în "m" elemente de frontieră 
constante, fiecare definit printr-un segment de dreaptă şi printr-un nod caracteristic situat în 
mijlocul segmentului (figura 2.19). 

La nivelul unui element de frontieră ''e", valorile funcţiei de potenţial A® şi ale derivatei 

sale normale —— se admit constante şi se asociază nodului median al fiecărui element (1,2,..., 

din figura 2.19). 
Se scrie ecuaţia integrală de frontieră pentru P(x,y) care coincide cu nodul curent j, 

j = 1,2,...,n (n = m în cazul elementelor de frontieră constante). 
Se obţine modelul de aproximare: 

a 
G ( x j , y j l x ^ y ® ) d i ^ -

^ i G ( x j , y j | x ' , y ' ) . J 2 ( x ' , y ' ) d x ' d y ' 

D 

(2 .163) 
unde j = 1,2,...,n; cu indicele "i" s-au notat mărimile asociate nodului median "i" ale elementului 
de frontieră "e". Se observă că valoarea funcţiei potenţial în nodul "j" depinde de valorile lui A® 

Şl 
dKi 

în toate nodurile de discretizare a frontierei Z, inclusiv nodul "j". 

^aG(x,y|x',y') 
5n£ 

a p = -271 

I 

-d l 

ap = 271, dacă P(x,y) e D ; 
ap = 7t, dacă P(x,y) e Zq fiind partea netedă a curbei 2 ; 
ap = O, dacă P(x,y) € Dg = D u l . 

ap este unghiul plan sub care se vede curba frontieră E din punctul P(x,y). 
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Ţinând cont de definiţia (2.162). modelul discretizat devine: 

m 

e=l 

c A | ( x \ y ' ) ' 

J m 
' f l i ^ j - ^ ' ) - ( y j - y ' f 

ve 
In-

^Xj-X 

1 
^•J , (x ' .y ' ) - ln^ (x j -X')" +(y j - y ' ) dx'dy' 

D 

(2.164) 

'^cA-

Sistemul rezultat conţine "n" ecuaţii algebrice liniare cu "2n" funcţii nodale A^j, 

, j = l,2,...,n, asociate discretizării conturului 2. Conform condiţiilor mixte de J . 

fix>ntierâ, în fiecare nod "j" s-a prescris fie funcţia de potenţial (n^ valori date în nodurile situate 
pe I p c I), fie derivata sa normală (n ,̂ = n - n̂ ^ valori date pe c E), astfel încât cele "2n" 
funcţii nodale se reduc la "n" necunoscute. 

Transcris matriceal, sistemul liniar (2.162) obţine forma: 

g ] { A : 
^A. 

+ {f} = 0 (2.165) 

sau, grupând cele "n" necunoscute nodale, n^ + n^ = n, într-o singură matrice coloană {u}, 
rezultă: 

[M].{u} + {TL}=0 (2.166) 

unde [M] reprezintă matricea globală a coeficienţilor şi conţine termenii din [g] şi [h] asociaţi 
dA. 

componentelor necunoscute ale matricilor coloană {Az} şi 
5n' 

. Spre deosebire de metoda 

diferenţelor finite sau metoda elementelor finite, matricea [M] are dimensiuni reduse, dar este 
plină, deoarece funcţia necunoscută corespunzătoare nodului "j" depinde de toate elementele de 
discretizare a frontierei S. 

Vectorul termenilor liberi {TL}, conţine atât termenii din [g] şi [h] asociaţi componentelor 
dA. 

cunoscute ale matricilor coloană {Az} şi , cât şi termenii vectorului {f} al funcţiilor de 

sursă. Pentru rezolvarea ecuaţiei matriciale liniare (2.166) se poate aplica metoda de eliminare a 
lui Gauss. înlocuind valorile funcţiei potenţial în noduri şi ale derivatei sale normale pe frontiera 
Z discretizată în expresia integrală (2.164), pentru P(x,y) e D sau P(x,y) e Dg = D u l , se 
poate determina potenţialul în puncte selectate din D sau Dg. 
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2.4. Concluzii 

Sortarea 
problemelor 

^Sortarea 
problemelor 

Proiectarea şi mai ales optimizarea maşinilor electrice implică rezolvarea prioritară a 
problemelor referitoare la circuitele electromagnetice. Aceasta conduce la soluţionarea ecuaţiilor 
de tip Poisson sau Laplace. 

Metodele numerice de analiza se impun tot mai mult datorită posibilităţilor de rezolvare cu 
precizie ridicată a sistemelor neliniare. Tehnica de calcul a făcut un salt spectaculos în ultimele 
decenii, permiţând rezolvarea cu ajutorul analizei numerice a unor probleme de mari proporţii. 
Relaţiile care se stabilesc între 
cercetător şi calculator în procesul 
de analiză a câmpului sunt ilustrate 
în figura 2.20. 

în prezent metoda 
elementelor finite s-a impus în 
majoritatea programelor de calcul, 
programe cu ajutorul cărora se pot 
studia o mare diversitate de maşini 
electrice. 

în acest sens se poate 
menţiona preocuparea a numeroase 
firme de pe glob în elaborarea de 
programe de calcul specializate în 
calculul câmpului electromagnetic, 
pentru activitatea de proiectare şi 

Model Sistem de 
calcul al 

câmpului 

Algoritm 
^^ < itematicăj 
Metodă 

Transfer 

Fig.2.20. Relaţia om-calculator în procesul de calcul 
al câmpului electromagnetic 

cercetare în domeniul maşinilor şi aparatelor electrice. 
Un program de calcul dă posibilitate proiectantului să calculeze în timp scurt câmpurile în 

multitudinea lor de configuraţii, astfel încât să poată aprecia comportarea şi evoluţia acestora. 
Formarea unui astfel de simţ stă la baza analizei orientate a sistemelor complexe, deoarece cu 
toate programele performante existente, sunt necesare încă multe simplificări. 

Chiar dacă ne limităm la electromagnetism, o simulare a lumii reale este încă departe de 
posibilităţile viitorului previzibil. 
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3. PARAMETRII ELECTRICI AI MOTORULUI DE INDUCŢIE 

3.L Generalităţi 

Parametrii electrici ai unei maşini de inducţie sunt rezistenţele şi reactanţele maşinii în 
regimuri staţionare şi dinamice. Totalitatea acestor parametri stabilesc caracteristicile şi 
comportarea maşinii din punct de vedere energetic. 

Cunoaşterea parametrilor electrici ai maşinii de inducţie reprezintă fundamentul analizei şi 
proiectării unui sistem de acţionare echipat cu un astfel de motor. 

Toţi parametrii electrici ai maşinii de inducţie pot fi neliniari: rezistenţa înfăşurării 
statorice variază cu temperatura, rezistenţa înfăşurării rotorice se modifică cu temperatura şi cu 
refularea curentului, reactanţele sunt influenţate de saturaţia magnetică. Neliniaritatea 
parametrilor unui convertor electromecanic, care funcţionează alimentat la o sursă de tensiune 
sinusoidală, este cauza apariţiei spectrului de armonici din întrefier [47]. Aceste armonici pot fi 
clasificate astfel: 
• armonici de timp, care provin din tenSiuni asimetrice şi nesinusoidale, precum şi din 

modificările amplitudinii şi frecvenţei tensiunii; pot să apară şi din modificarea neliniară a 
cuplului şi turaţiei; 

• armonici de spaţiu, care apar datorită crestării, factorilor de prelucrare şi neliniarităţii 
parametrilor. 

Din infinitatea de armonici care apar doar câteva sunt mai importante şi influenţează 
caracteristicile maşinii electrice, având în vedere că majoritatea armonicilor au o amplitudine 
mică. 

Inductanţa principală corespunzătoare fluxului util contribuie la transferul de putere. 
Solenaţiile înfăşurărilor statorice şi rotorice conţin fundamentala şi armonicile superioare. Aceste 
armonici ale solenaţiei înfăşurării statorice au o interacţiune slabă cu înfăşurările rotorice, 
formând dispersia diferenţială a înfăşurării statorice. 

Interacţiunea dintre stator şi rotor are loc preponderent prin armonica fundamentală a 
solenaţiei. Inductanţele de dispersie corespunzătoare fluxurilor de dispersie înlănţuie numai 
înfăşurările aflate de aceeaşi parte a maşinii şi nu contribuie la transferul de putere. Tensiunile 
electromotoare induse de câmpurile de dispersie determină căderi de tensiune inductivă. 

Pentru determinarea inductanţelor de dispersie fluxul total de dispersie se descompune în 
trei fluxuri parţiale: 
• fluxul transversal prin crestătură; 
• fluxul prin capetele dinţilor; 
• fluxul capetelor de bobină. 

Se calculează separat inductanţele de dispersie corespunzătoare fluxurilor de dispersie 
parţiale, la care se adaugă inductanţa de dispersie diferenţială corespunzătoare fluxului 
armonicilor superioare ale solenaţiei înfăşurării statorice. 

Pentru determinarea cât mai exactă a reactanţelor, în literatură [3], [26], [46], se tratează o 
serie de metode care ţin cont de tensiunea magnetică din fierul maşinii. Saturaţia magnetică este 
fenomenul neliniar care ridică cele mai multe şi diferite probleme. 

3.2. Determinarea rezistenţelor maşinii de inducţie 

3.2.1. Rezistenţa pe fază a înfăşurării statorice 

Acest parametru nu ridică probleme deosebite. Poate fi determinat printr-o metodă 
analitică sau măsurându-1 direct la bomele motorului, printr-o metodă volt-ampermetrică. Se 

-35 -

BUPT



PETRd BR.AD ISFLUENŢA FORME! CRESTĂTURII ASUPRA PARAMETRILOR ELECTRICI LA MAŞINILE DE INDUCŢIE 

calculează sau se măsoară în "stare rece", la temperatura standard 9 = 20®C. Având în vedere 
clasa de izolaţie în care este realizat motorul, se calculează rezistenţa şi pentru temperatura 
maxim admisibilă, de exemplu G = 95°C pentru clasa de izolaţie B. 

Rezistenţa înfăşurării pe fază se calculează cu relaţia: 

^ 1 = P 0 ^ ^ (3.1) 

în care: pe este reziştivitatea materialului conductorului la temperatura de funcţionare 8, 
lungimea medie a unei jumătăţi de spiră din înfăşurarea statorului, N\ numărul de spire pe o fază 
şi o cale de curent a înf^urării statorului, a\ numărul de căi de curent în paralel pentru o fază a 
statorului, ^cu secţiunea efectivă a unei spire. 

Numărul de spire, iY]. poate fî calculat cu: 
A ĉl - "ci Nx = 

6 a] 
(3.2) / 

I 
/fi 

Fig.3.1. Partea frontală 
a bobinei 

(3.4) 

(3.5) 

CU A ĉl numărul de crestături în stator şi n^] numărul de spire într-o 
crestătură. 

Lungimea medie a unei spire, , se calculează conform figurii 
3.K cu relaţia: 

/s = / ^ / f l (3.3) 
unde / este lungimea pachetului de tole şi /fi lungimea medie a părţii frontale a bobinei. 
Rezistivitatea materialului se modifică cu temperatura după legea: 

Pe =P2o-[i + « - ( 0 - 2 o y 

unde rezistivitatea la 0 = 20T pentru conductorul de cupru este: 

P20= 1,784-10"^ Qm 
iar coeficientul a pentru cupru electrolitic este: 

acu = 0,004 ^C-* (3.6) 
Pentru determinarea caracteristicilor maşinii de inducţie se consideră temperatura 

stabilizată la o anumită valoare. în calcule se utilizează valoarea rezistenţei pentru temperatura 
maxim admisibilă. 

3.2.2. Rezistenta pe fază a înfăşurării rotorice 

Obiectul de studiu fiind maşina de inducţie cu rotorul în scurtcircuit, rezistenţa unei faze se 
determină pe cale analitică. în crestăturile rotorice sunt plasate bare din aluminiu, rezistenţa 
acestora variind atât cu temperatura cât şi cu efectul pelicular. 

Rezistenţa pe fază se calculează, conform [21], cu relaţia: 
R' 

7 T (3.7) 
2-sin^ n-p 

N, 

în care este rezistenţa unei bare rotorice, R\ rezistenţa porţiunilor de inel de scurtcircuitare 
aferente unei bare, k^ factorul de majorare a rezistenţei barei datorită refulării curentului în bară 
prin efect pelicular,/? numărul de perechi de poli ai maşinii, Â c2 numărul crestăturilor din rotor. 
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în cazul rotorului în scurtcircuit se ţine cont de faptul că numărul de faze al rotorului este 
egal cu numărul de crestături din rotor: 

m2 = N a (3.8) 
deci fiecare bară constituie o fază şi, în consecinţă, curentul de fază rotoric este chiar curentul 
din bară. Rezistenta unei bare este: 

/b 
^b = pb 

<7b 
(3.9) 

în care Pb este reziştivitatea barei rotorice, lungimea barei (egală aici cu lungimea pachetului 
de tole, / ), ^b secţiunea barei. 

Rezistenţa porţiunii de inel aferent unei bare este: 

/i 
=pi 

cu l\ = ~N 

(3.10) 

(3.11) 

/ b. 

a, 

D, 

c2 
Fig.3.2. Secţiune prin inelul 

de scurtcircuitare 

şi Pi rezistivitatea inelului coliviei rotorice, inelul având dimensiunile a\, b\ şi D\ din figura 
3.2. Având în vedere că barele rotorice ale motoarelor de inducţie studiate sunt din aluminiu, 
rezistivitatea materialului la O = 20°C este: 

Pai20 = 3,MO-' Qm 
iar coeficientul a pentru relaţia (3.4) este: 

aai = 0,0037 T - ' (3.13) 
Ca şi în cazul rezistenţei înfăşurării statorice, pentru determinarea caracteristicilor maşinii 

de inducţie se utilizează valoarea rezistenţei calculată pentru temperatura maxim admisibilă. 
Factorul de majorare a rezistenţei barei, k ,̂ utilizat la considerarea influenţei efectului 

pelicular, depinde în primul rând de frecvenţa fenomenelor din rotor: 
(3.14) 

f\ fiind frecvenţa tensiunii de alimentare şi s alunecarea maşinii de inducţie 
• Dacă forma geometrică a barelor rotorice este dreptunghiulară, relaţia de calcul a factorului kx 

conform [21] este: 
sh2w + sin2w 

(3.12) 

ch2w-cos2w 
w = a-h, 

h fiind înălţimea barei şi 

a = -Mo 
2-PaI V 

27i-f2-Ho 
2 Pal 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

cu |Llo permeabilitatea magnetică a mediului ()io = 12,566-10"^ H/m) şi Pai rezistivitatea barei. 
• în cazul în care barele rotorice sunt trapezoidale, calculul factorului de majorare a rezistenţei 

barelor rotorice este mai complicat, depinzând şi de raportul dimensiunilor bazelor trapezului: 
bl 

v = (3.18) 
b\ 
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Fig.3.3.a. Crestătură rotorică; 
b. Curbele de variaţie ale factorului de majorare a rezistenţei, kr. 

mărimile b\ şi bi fiind cele din figura 3.3.a. 
Funcţiile k^ = f(H') în funcţie de parametrul v se obţin cu ajutorul funcţiilor cilindrice 

Bessel de ordinul întâi, J y W Şi a celor de ordinul doi, TvW» prezentate în anexa 1. 
Dacă în aceste funcţii necunoscuta x este: 

W 4 2 
X = XQ = 

1 - v 
funcţiile Bessel primesc indicele "e". 

Dacă în aceste funcţii necunoscuta x este: 
X = X\ = V • Xg 

funcţiile Bessel primesc indicele " i". 
Introducând notaţiile: 

^ = -^Ole^l li + -^n J a i t - ^02e^l2i " J\ li^Ole 

-^Oli^l le + '^12e^02i " «^02i^l2e " «̂ 1 le^Oli 

+«^01e^l2i - - ^ l l i ^e - -^^n i^Ole 

le + '^01i^l2e " -J] l e % i " -^12e^01i 

^ =-^lle^l li +-^12i^l2e-«^12e^I2i ligile 

•^12e^lli +'^lle^l2i " l i ^ l 2 e " le 

se poate calcula factorul de majorare a rezistenţei barei rotorice în două cazuri: 
a) când b\> b2, bara este tip "pană", k^ se calculează cu relaţia: 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

kj. = - w 
1 + v A ( C - D ) + B(C + D) 

(3.27) 
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— • — ^ T ^̂  ^ (3.28) 2 v r ^ ^ n ^ 

b)când b\<b2', bara este tip "trapez" (figura 3.3.a), k^ se calculează cu relaţia: 
1 + v A ' ( C - D ) + B'(C + D) 

După cum se observă relaţiile (3.27) şi (3.28) nu sunt simple, conducând la un timp lung 
de calcul pentru rezistenţele influenţate de efectul pelicular. 

Pentru raportul v cuprins în domeniul: 

^ < V < 3 (3.29) 

se poate utiliza următoarea relaţie pentru calculul factorului k^ : 
, - sh2w4-sin2vi' , , 

k, = E{v). w. — — - v) - 1) (3.30) 

cu £(v) = -0,044. v^ + 0,733 • v + 0,311 (3.31) 
obţinând rezultatele prezentate în figura 3.3.b, care aproximează funcţiile Bessel. 

Pentru determinarea caracteristicilor maşinii de inducţie se utilizează mărimile rotorice 
raportate la stator. Factorul de raportare a parametrilor (în tensiune şi curent) este: 

m, ^ 

M2 
(3.32) 

Pentru maşina de inducţie trifazată numărul de faze statorice este W] = 3; 
k\j\ este factorul total de înfăşurare statoric. 
Ţinând cont că rotorul este în scurtcircuit 

m2 = Nc2, itb2=l (3.33) 

Cu aceste consideraţii factorul de raportare devine: 

N , 2 

iar rezistenţa rotorică raportată la stator este: 

/?2 =F^T (3.35) 

3.2.3. Rezistenta de magnetizare 

Rezistenţa de magnetizare este rezistenţa pe fază a unei înfăşurări pur rezistive fictive, 
corespunzătoare pierderilor în fier. 

Conform [28] ea se poate exprima sub forma: 

= (3.36) 

în care: K este un coeficient care la o frecvenţă dată depinde de pierderile în fier, de variaţia 
câmpului magnetic şi de viteza armăturii mobile (rotorului); ultima variaţie poate fi 
neglijată dacă nu se ia în considerare influenţa crestării armăturilor, respectiv, se 
consideră reluctanţa magnetică aproximativ constantă; 
Ljh este inductanţa ciclică principală determinată cu relaţia (3.98); 
C O , = 2 - 7 I . / , (3.37) 
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3.3. Determinarea reactantelor maşinii de inducţie 

Distribuţia spaţială a câmpului în maşina de inducţie este tridimensională şi depinde de 
regimul de funcţionare şi de nivelul saturaţiei magnetice. Distribuţia tridimensională este 
importantă numai în zona frontală, a capetelor de bobină. în zona miezului feromagnetic se poate 
considera câmpul bidimensional. 

Fluxul magnetic total j care înlănţuie circuitul statoric este sumă a două componente: 
(3-38) 

unde este componenta care înlănţuie şi celelalte circuite ale maşinii, numită flux util; 

este componenta care înlănţuie numai spirele proprii, numită flux de dispersie. 
Fiecărui flux îi corespunde o reactanţă care intervine atât în ecuaţiile de fiincţionare cât şi 

în calculul caracteristicilor maşinii: 
• fluxului util îi corespunde reactanţa principală (utilă) sau de magnetizare, 

• fluxului de dispersie îi corespunde reactanţa statorică de dispersie (scăpări), 

3.3.1. Reactanţa de dispersie 

Liniile câmpului magnetic de dispersie se închid în jurul conductoarelor fazei care îl 
produc prin întrefler, între capetele dinţilor celor două armături şi în jurul capetelor frontale ale 
bobinelor. 

In câmpul de dispersie se include de asemenea şi câmpul magnetic corespunzător diferenţei 
dintre câmpul magnetic real (rezultant) din întrefier şi câmpul magnetic corespunzător armonicii 
fundamentale a inducţiei magnetice în întrefier. Câmpurile de dispersie determinate de această 
diferenţă sunt denumite dispersii diferenţiale sau suplimentare. 

Expresia reactanţei de dispersie trebuie să conţină elemente care să caracterizeze fiecare 
parte componentă a fluxului de dispersie. 

3.3.1.1. Reactanta de dispersie a înfăşurării statorice 

Pentru înfăşurarea statorică reactanţa de dispersie se calculează cu expresia: 
N } 

=27t / i ^Ho - ^ ' / ' Z ^ l (3-39) 

în care:/] este frecvenţa tensiunii de alimentare, )io permeabilitatea magnetică a vidului, N\ 
numărul de spire pe fază,p numărul de perechi de poli, q\ numărul de crestături pe pol şi fază, / 
lungimea activă a miezului feromagnetic. 

Permeanţa specifică totală a statorului se obţine cu relaţia: 

(3 .40) 

cu: A-ci permeanţa specifică a dispersiei în crestătură; 
permeanţa specifică a dispersiei diferenţiale; 

A<2i permeanţa specifică a dispersiei prin capetele de dinţi; 
^f] permeanţa specifică a dispersiei în părţile fi-ontale. 
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în cazul maşinilor de inducţie cu întrefier mic (sub 1 mm) pemieanţa specifică Â î este 
inclusă în [21]. în consecinţă, relaţia care se va utiliza în calcule este: 

(3.41) 
Reactanţa de dispersie pe fază a înfăşurării statorice este afectată de saturaţia miezului 

feromagnetic. Ea se calculează cu relaţia: 

— ( 3 . 4 2 ) 
P-QX / 

Mărimile notate cu asterisc ( * ) sunt afectate de saturaţie. Ele se determină pe cale 
analitică sau prin metode numerice. 

3.3.1.2. Reactanţa de dispersie a înfăşurării rotorice 
• 

Pentru maşinile de inducţie cu rotorul în scurtcircuit reactanţa rotorică de dispersie se 
calculează ţinând cont că: 

= ^C2 ; = ^ (3.43) 

unde indicele 2 se referă la rotor, m2 reprezintă numărul de faze, iar numărul de crestături 
din rotor. 

Rezultă reactanţa rotorică de dispersie pe fază: 
^ a 2 = ^ I ^a2 = 271 • / , • |Lio • / • Z ( 3 . 4 4 ) 

Permeanţa specifică rotorică X2 ^^^ aceleaşi componente ca şi cea statorică. Este la rândul ei 
afectată de saturaţia magnetică, mărimile respective fiind notate cu asterisc ( * ). 

Având în vedere că se studiază parametrii electrici ai motoarelor de inducţie cu rotor în 
scurtcircuit, pentru mărimile rotorice sunt valabile relaţiile (3.33). Cu acestea, reactanţa de 
dispersie rotorică are expresia: 

/ * * 
^ a 2 =0), =2-7 r - / , - i io-/- ^x • ^ c 2 + ^ d 2 + ^ f 2 (3.45) 

: : (3.46) 

unde ^x ^ste factorul de modificare a reactanţei rotorice datorită efectului pelicular. 
Ca şi în cazul factorului de majorare a rezistenţei barei rotorice şi kŷ  se calculează diferit, 

în funcţie de forma geometrică a barei rotorice. 
• în cazul în care bara rotorică este dreptunghiulară, kŷ  se calculează, conform [21], cu relaţia: 

3 sh2w-s in2w 
— — • — — — — — — 

2W ch2w-cos2w 
în care w se determină cu relaţia (3.16). 
• Dacă bara rotorică este trapezoidală, atunci se pot utiliza funcţiile cilindrice Bessel de ordinul 

întâi şi doi, din anexa 1, pentru calculul factorului k̂ .̂ 
Relaţia de calcul în cazul barei tip "pană" este: 

în care veste dat de relaţia (3.18), A de (3.21), B de (3.23), C de (3.25) şi D de (3.26). 
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în cazul barei tip "trapez", kŷ  se calculează cu: 

v3a . A2 (1 - v)-'(l -h vf A'iC + D)-'B'iC'-D) 

C^+D^ 
(3.48) 

în care A' este dat de relaţia (3.22), iar B' de relaţia (3.24). 

Relaţiile de calcul (3.47) şi (3.48), care utilizează funcţii Bessel, conduc la un timp mare de 
calcul al factorului k^. 

Se poate utiliza o relaţie mai simplă pentru calculul factorului k^: 

în care Feste o funcţie de raportul v: 

a) dacă ^ < v < 1, deci pentru bară tip "pană": 

F(v) = -0,203 • v^ + 0,345 • v + 0,858 (3.50) 
b) dacă 1 < V < 3, deci pentru bară tip "trapez": 

F{v) = 0,005 • v^ - 0,055 • v -h 1,05 (3.51) 

Se obţine astfel variaţia factorului k̂ ^ în funcţie de w la diferite valori ale parametrului v, 
prezentată în figura 3.4.a) pentru bara tip "pană", respectiv, în figura 3.4.b) pentru bara tip 
"trapez". 

Pentru determinarea caracteristicilor maşinii de inducţie se utilizează reactanţa de dispersie 
rotorică raportată la stator: 

- ^t ' ^ a 2 
factorul de raportare ki fiind cel dat de relaţia (3.32). 

(3.52) 

Fig.3.4. Variaţia factorului de modificare a reactanţei rotorice, k^, 
funcţie de w din relaţia (3.16), având ca parametru pe v din (3.18) 

a) pentru bara tip "pană"; 
b) pentru bara tip "trapez". 
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3.3.1.3. Permeanţa specifică de dispersie a crestăturii 

Valoarea nesaturată a acestei permeanţe se determină pe baza energiei magnetice de 
dispersie în crestătură: 

(3.53) 

unde Lţyc este inductanţa de dispersie în crestătură. 
Pe de altă parte aceeaşi energie magnetică poate fi calculată cu: 

1 1 
= (3.54) 

V V 

considerând în crestătură permeabilitatea magnetică )Iq = 471 • 10" —. 
m 

Inductanţa de dispersie a crestăturii estp: 

^ac - ^ '^c (3.55) 
cu n^ conductoare în crestătură înseriate, parcurse de curentul i : 

N] (3.56) 
pq 

Având în vedere că o fază ocupă un număr de crestături egal cu: 

— = (3.57) 
m 

rezultă inductanta de dispersie a crestăturii pe o fază: 

= 2 ^ 0 — - ^ ^ c (3.58) p-q 
Permeanţele specifice de dispersie pentru crestăturile studiate în această lucrare, având 

următoarele forme geometrice, sunt: 
a) crestătură dreptunghiulară cu «c conductoare înseriate străbătute de curentul / , din 

figura 3.5.a); se aplică legea circuitului magnetic: 

H{yyb = n ^ ' i - ^ (3.59) 

^mac = ^ • / • ̂  • J / ^ ' W d y = ^ • / • («c • O ' ~ (3-60) 

X = A (3.61) 
50 

b) crestătură dreptunghiulară cu sursă exterioară, conform figurii 3.5.b): 
H{y)-a = n^-i (3.62) 

h 
(;.)dy = .A (3.63) 

z J z. a 
o 

X = - (3.64) 
a 
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Fig.3.5. Determinarea permeanţei specifice de dispersie pentru crestături cu 
diferite forme geometrice, utilizate la maşini de inducţie 

c) crestătură trapezoidală cu sursă exterioară (figura 3.5.c)); aplicând relaţia de definiţie a 
permeanţei magnetice a unei crestături [76], ca raport între fluxul magnetic şi tensiunea 
magnetomotoare. se obţine; 

(D 
m̂ 

X = 

h 

dy 
a-b 

y + b 

h . a 
In— 

a-b b 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

Pentru această geometrie, în literatură [21], [28], apar şi următoarele relaţii aproximative, 
dar mai rapide, de calcul: 

X = 
3h 

b + 2a 
sau X = 

2h 
b + a (3.68) 

d) crestătură semicirculară cu sursă exterioară, conform figurii 3.5.d): 

w(y) = 2. 1 
2 

- y 

dy 

i 

b 
v2/ 

= ^-arcsinJl-

- y ' 

(3.69) 

(3.70) 
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e) crestătură trapezoidală având conductoare înseriate parcurse de curent, 
conform figurii 3.5.e), [101]: 

^ech =a + {b-a) 
3 1 -C 

a 
cu c = — 

b 

(3.71) 

(3.72) 

f) crestătură având forma geometrică din figura 3.5.f), [101]: 

?i = 
1 

cu 

Ti+ Ad{\ + c) 12 8 
1 + 

1 
• m l -

1 l-C 

(l-c)' ^ (l-c)' 2(1-c) 4 

+ -
l-C 

î l 1 1 o^ 
c l-C c 

a . j h 

+ 

(3.73) 

g) crestătură având forma trapezoidală din figura 3.5.g), [101]: 

x = " 
3-^ech 

êch + 
l - C 3 - 4 c -Inc 

(3.74) 

(3.75) 

cu 
b 

c = — 
a 

Se observă similitudinea între expresiile permeanţelor 
specifice determinate la a), e) şi g). Conform [21], [28], pentru 
înclinări mici ale laturilor trapezului 

(3.76) 
baza.mare 

se poate utiliza cu bună aproximaţie relaţia (3.61). 
Formele geometrice mai complicate de crestături se pot 

discretiza în forme mai simple, prezentate anterior, pentru care se 
determină cu uşurinţă permeanţa specifică. 

Permeanţa specifică de dispersie în crestătură se obţine 
însumând permeanţele determinate pentru fiecare zonă în parte. 
Pentru crestătura prezentată în figura 3.6, de exemplu, această 
permeanţă, ţinând cont de cele 4 zone, este: 

''3 

Fig.3.6. Crestătură 
dreptunghiulară 

36| b\ b/^ - b\ b\ b/^ 
(3.77) 
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3.3.1.4. Permeanta specifică de dispersie diferenţială 

în fiincţie de factorul de însumare al armonicilor superioare: 

I pentru V = 5,7,11,13,.. (3.78) 

permeanţa specifică diferenţială este dată de relaţia: 

mq T 2 V ^bv 
K v-^bl 

(3.79) 

unde m este numărul de faze. T pasul polar, k\)\ factorul total de înfăşurare, 6 întrefierul şi 

k^ factorul de întrefier (factorul lui Carter). 
Pentru o maşină de inducţie trifazată w = 3 şi Tj = 'iq\ • T^j (3.80) 

rezultă următoarea relaţie de calcul a permeanţei specifice pentru înfăşurarea statorului: 

(3.81) 1 n o i o -(^1 -^blV R. I ^ Ajl =0,912 ; Pdl -ATO, -CTdi 

în care: i d este pasul de crestătură statoric; pdj coeficientul de amortizare a câmpului 
armonicilor superioare datorită reacţiei curenţilor din înfăşurare; k^x un coeficient care depinde 
de deschiderea crestăturilor ^7], de lăţimea întrefierului şi de pasul de crestătură: 

0̂1 1-0 .033 
a\ 

Gdi este coeficientul dispersiei diferenţiale al înfăşurării statorului: 
2 

(3.82) 

c^dl = I v = 5,7,11,13,... (3.83) 

Cu ajutorul acestui coeficient se poate calcula reactanţa de dispersie diferenţială statorică 
A ĉrdl' reactanţa utilă X^: 

^ a d l = ^ d l - ^ m 

Pentru rotorul în scurtcircuit: = ^^^ 
6/7 

^b2 = 1 . Pd2 » 1 » » 1 

rezultă o relaţie mai simplă de calcul pentru permeanţa specifică diferenţială: 

0,912. 

unde îc2 este pasul de crestătură rotoric. 

(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 

3.3.1.5. Permeanţa specifică de dispersie în părţile frontale 

Liniile câmpului magnetic de dispersie în părţile frontale (a capetelor de bobină), au 
traiectorii spaţiale complicate. De aceea calculul reactanţelor de dispersie în părţile frontale se 
face cu relaţii bazate pe rezultate experimentale. 
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Pentru înfăşurarea statorică a maşinii de inducţie sunt utilizate, conform [21], [28], [83], 
următoarele relaţii de calcul: 

• pentru înfăşurări într-un strat cu capetele de bobină în două etaje: 

= 0 , 6 7 . ^ . ( / f l - 0 , 6 4 . T ) (3.87) 

în care /f] este lungimea medie a părţii frontale a bobinei (figura 3.1). 
• pentru înfăşurări într-un strat cu capetele de bobină în trei etaje: 

- 0 , 6 4 . t ) (3.88) 

pentru înfăşurări în două straturi: 

/f, - 0 , 6 4 - ^ . T 
yx 

O M 

în care y\ este pasul înfăşurării şi ^^ pasul diametral. 
Pentru rotorul în scurtcircuit este utilizată, conform [21], relaţia: 

2 sin 

unde D\ este diametrul mediu al inelului de scurtcircuitare, a\ şi b\ sunt dimensiunile inelului, 
conform figurii 3.2. 

3.3.2. Reactanta principală 

Reactanţa principală (de magnetizare) rezultă din fluxul util al maşinii de inducţie. 
Inductanţa principală are în acest caz, conform [28], expresia: 

r - ^ l l h _ ^ l l h 

Dacă se are în vedere numai armonica fundamentală, expresia fluxului magnetic este: 
(3.92) 

unde kq este factorul de zonă al înfăşurării şi ky factorul de scurtare. 
Fluxul polar are expresia: 

<D = - . 5 5 - / - t (3.93) 
% 

iar inducţia în întrefîer: 

(3.94) 
5 

având întrefierul echivalent: 

6 (3.95) 

unde k^ este factorul de saturaţie. 
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Amplitudinea solenaţiei pentru o fază este: 

n ^ 
Rezultă inductanţa principală: 

71' p ' d 

Pentru maşina de inducţie trifazată se obţine inductanţa ciclică principală: 
2 

, 3 . 6 îo ( ^ ^ ^ L V ^ ; , 

2 Tt̂  P'b 
Reactanţa ciclică principală, denumită reactanţă de magnetizare, este: 

a 

(3.96) 

(3.97) 

(3.98) 

(3.99) 
^ pd 

Reactanţa ciclică principală (reactanţa de magnetizare) se poate calcula şi cu ajutorul 
schemei electrice echivalente a maşinii de inducţie din figura 3.7. Rezultă expresia: 

(3.100) 
/ o 

în care U\ este tensiunea de alimentare de fază şi IQ curentul 

de magnetizare. Reactanţa de dispersie statorică, care 
intervine în formula de mai sus, este calculată cu relaţia (3.42). 
în acest caz saturaţia magnetică este luată în considerare prin 
curentul IQ şi reactanţa Xţj] . 

Constanta complexă C] din figura 3.7 este: 

C, = 1 + (3.101) 
Fig.3.7. Schemă electrică 

echivalentă 
m 

Relaţia (3.100) este mai rapidă şi mai precisă decât relaţia (3.99), atunci când se pot 
determina parametrii electrici ^ i , şi Xţj\. 

3.4. Concluzii 

Parametrii electrici ai maşinii de inducţie sunt mărimi neliniare. Creşterea temperaturii în 
timpul funcţionării, majorează rezistenţele de fază. 

La pornire şi la viteze de rotaţie reduse trebuie considerat efectul pelicular, care majorează 
rezistenţa barei rotorice şi micşorează reactanţa de dispersie a crestăturii. 

Calculul permeanţei specifice de dispersie a crestăturii depinde în principal de forma 
geometrică a crestăturii. 

Reactanţa ciclică principală variază direct proporţional cu pătratul numărului de spire pe 
fază, variază liniar cu frecvenţa tensiunii de alimentare şi cu dimensiunile geometrice ale 
pachetului şi variază invers proporţional cu factorul de saturaţie. 
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4. INFLUENŢA SATURAŢIEI ASUPRA PARAMETRILOR ELECTRICI 
LA MAŞINA DE INDUCŢIE 

4.1. Saturaţia magnetică la maşina de inducţie 

Pasul hotărâtor în proiectarea cu costuri minime a unei maşini electrice îl constituie în 
primul rând calculul, cu o anumită precizie, a solicitărilor magnetice ale circuitului feromagnetic. 

Metodele clasice se bazează pe rezolvări aproximative, cu mulţi factori de corecţie, care 
sunt valabili pentru o situaţie concretă, într-un anumit domeniu. 

Utilizate de peste 20 de ani calculatoarele numerice îşi dovedesc de abea astăzi avantajele 
în rezolvarea într-un timp util, cu ajutorul metodelor numerice sau a modelării şi simulării, a 
problemelor ridicate de câmpul electromagnetic. 

Materialele feromagnetice ocupă un loc esenţial în construcţia şi funcţionarea maşinilor 
electrice, deoarece prin intermediul lor, cu un curent mic, se poate obţine un câmp magnetic 
suficient de mare. Proprietăţile acestor materiale condiţionează performanţele maşinilor. Forma 
neliniară a caracteristicii de magnetizare, a materialelor utilizate în construcţia miezului 
feromagnetic, conduce la atingerea frecventă a stării de saturaţie, caracterizată prin limitarea 
fluxului produs. Saturaţia este un fenomen nedorit, însoţit de armonici superioare şi pierderi 
suplimentare în fier. 

Saturaţia magnetică este starea atinsă de un sistem fizic în care inducţia magnetică a atins o 
valoare maximă [105]. Saturaţia unui convertor electromecanic variază cu tensiunea, frecvenţa şi 
încărcarea, modificând caracteristicile de ieşire ale maşinii. 

La majoritatea maşinilor de inducţie punctul de funcţionare este situat pe ramura neliniară 
a caracteristicii de magnetizare.Energia electromagnetică este înmagazinată, în cea mai mare 
măsură, în întrefierul dintre stator şi rotor. Intrefierul, mic ca volum, poate concentra puteri 
foarte mari. Densitatea de putere la maşina de inducţie poate atinge valoarea 0,5 W/mm^ [47]. 

Dacă se ţine cont de proprietăţile neliniare ale fierului, toate ipotezele referitoare la maşina 
nesaturată îşi pierd valabilitatea. Ecuaţiile liniare şi schemele echivalente corespunzătoare oferă 
asemenea avantaje, la efectuarea studiilor şi calculelor, încât este de dorit să fie păstrate, 
corectând după caz valorile parametrilor electrici (reactanţelor). 

La funcţionarea în gol, prin bobinele statorice trec doar curenţii de magnetizare. 
Fundamentala solenaţiei produce un câmp care, datorită saturaţiei diferite a fierului în lungul 
căilor de integrare, nu mai este sinusoidal ci deformat. Pentru o cale de integrare care trece prin 
maximul inducţiei din întrefier, B^^y ,̂ se obţine o cădere de tensiune magnetică care trebuie 
acoperită de fundamentala solenaţiei. Amplitudinea fundamentalei inducţiei nu mai este în acest 
caz 5max creşte datorită deformării câmpului: 

(4-1) 
/V ^ 

unde B\ este amplitudinea câmpului magnetic, iar a factorul de deformare (a = — la maşini 
2 

nesaturate). 
La sarcină nominală se poate aprecia că starea de saturaţie nu s-a modificat faţă de 

funcţionarea în gol. Curenţii nu sunt prea mari, deci reactanţele de dispersie nu sunt saturate. 
Reactanţa principală se consideră cea de la mersul în gol. 

La scurtcircuit câmpul din întrefier este mic. Reactanţa principală nu are o mare influenţă 
asupra funcţionării maşinii. în acest caz curenţii sunt mari, deci se va considera influenţa 
saturaţiei prin intermediul câmpurilor de dispersie [68]. Dintre fluxurile de dispersie doar cel al 
capetelor de bobină se formează în aer, celelalte fiind parţial în aer, parţial în fier. 
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a) W ®H® ©fA© © 
Icpt !<Pt 

YIY 

b) O o [ ® © © """" © 
• I 

V3 

La curenţi mari, în dinţii 
statorici şi rotorici intervine 
saturaţia, care micşorează 
fluxul de dispersie, respectiv, 
reactanţele de dispersie. 

Fluxul transversal al 
crestăturii se închide prin dinţii 
care delimitează fiecare fază. 
în figura 4.1 se prezintă această 
situaţie la două momente 
diferite: 
• Figura 4.1.a) corespunde 

momentului în care curentul 
unei faze are valoarea 
maximă. în acest caz există 
un dinte pe fază în lungul 
căruia se închide tot fluxul 
transversal al crestăturii (p̂  
şi doi dinţi în lungul cărora 
se închide jumătate din 
valoarea acestui flux. 

• Figura 4.1.b) prezintă 
momentul în care curentul 
unei faze este nul. în acest 
caz doi dinţi sunt străbătuţi . , . . r, , • j j- • j-

y- Fig.4.1. Acţiunea fluxului de dispersie asupra dinţilor maşinii: 
de fluxul de valoare — (Pt ^̂  ̂ ^ ^ curentul unei faze trece prin maxim (t = 0,005s); 

2 b) când curentul unei faze este nul (t = 0). 
Prin dinţii consideraţi se 

închide pe lângă fluxul transversal al crestăturii şi fluxul principal. Din cauza dependenţei 
neliniare dintre fluxul magnetic şi curent, este foarte greu să se definească o formulă simplă 

ia(t) 

Mţ) 
ic(t) 

0.5 

-0.5 

-l 

\ / \ / 
\ * 

X N V V \ / 
A 

/ \ 
/ \ 

/ \ 
/ \ 

/ \ 
/ \ 

/ 
/ 

\ 
\ 

\ 
\ 
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\ 

\ 

\ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

\ / \ y \ / s J 
\ / 
\ / \J 

/ 
/ • 

/ 

N, ** 

\ 
\ 

A 
/ \ 

/ \ 
/ \ 

/ \ 

0.005 0.01 
t 

0.015 0.02 

B . 
[T] 

2,00-

1,50-1,50-

/ / 
1,00- 1/ / ^ ^ ^ 
0,50 -

0 10 20 30 40 50 60 9 , [kA] 

Fig.4.2. Crestătura şi zonele 
ei semnificative (1,2,3,4) 

Fig.4.3. Caracteristicile câmpului transversal 
în zonele 1,2,3,4 din crestătură 
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pentru calculul reactanţei de dispersie, considerând în acelaşi timp saturaţia fierului. 
în figura 4.1.b) se face o mare aproximare. Dacă cei doi dinţi consideraţi se saturează 

V3 
complet la de ori valoarea fluxului de dispersie din crestătură, atunci ei descarcă dinţii 

învecinaţi [87]. 
Richter consideră în alt mod influenţa saturaţiei [83]. El calculează caracteristica 

magnetică a câmpului transversal din crestătură, pentru diferite zone ale crestăturii. Importante 
sunt considerate doar zonele situate deasupra conductoarelor din crestătură, respectiv, zonele 2, 3 
şi 4 din figura 4.2. 

Inducţia magnetică transversală, la permeabilitate |i —> oo, este: 
(4.2) 

în care este solenaţia crestăturii, iar b traiectoria prin aer. 

La saturaţie se pomeşte de la inducţia Bx, se 
determină tensiunea magnetică pentru traiectoriile în 
aer şi în fier şi se reprezintă această tensiune în 
funcţie de solenaţia crestăturii. Caracteristicile 
câmpului transversal sunt prezentate în figura 4.3 
pentru fiecare zonă a crestăturii din figura 4.2. 
Solenaţia crestăturii este obţinută prin micşorarea 
permeanţelor din zonele 2,3 şi 4 cu raportul dintre 
tangenta unghiului în punctul de funcţionare 
considerat şi tangenta unghiului în punctul zero. 
Metoda utilizează multe simplificări, cum ar fi 

1,0. 

0,8. 

0,6. 

0 ,4. 

0,2- q = 2 

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 b/n^ 

Fig.4.4.Variaţia factorului de micşorare 
a dispersiei în întrefier, k̂  

neglijarea saturaţiei dinţilor pe direcţia longitudinală 
sau modificarea formei fluxului în timp. 

Reactanţa de dispersie a întrefierului este 
putemic dependentă de saturaţie, dependenţă care este foarte complicată. Armonicile superioare 
sunt micşorate parţial prin saturaţia dinţilor, parţial prin mărirea fictivă a lăţimii crestăturii, 
datorită saturaţiei capetelor de dinţi. Micşorarea reactanţei de dispersie a întrefierului prin 
saturaţia capetelor de dinţi nu se poate nici ea uşor calcula. Efectul saturaţiei poate fi considerat 

în acest caz prin mărirea lăţimii crestăturii, cu ajutorul factorului kxx prezentat în figura 4.4. Acest 

factor este reprezentat în flmcţie de raportul Ă/Xc {b este deschiderea crestăturii, iar Tc pasul de 
crestătură). 

b b In lipsa saturaţiei — « 0,15. iar la saturarea capetelor de dinţi — « O 45. 
Tc ' Tc ' 

în realitate aceste vârfuri nu se saturează complet. Saturaţia provoacă în celelalte părţi ale 
dinţilor o diminuare a armonicilor superioare. 

în consecinţă, se poate considera că dispersia întrefierului scade de aproximativ 0,5 ori 
datorită saturaţiei miezului feromagnetic. 

Bitter a stabilit, pe baza unui număr mare de măsurători efectuate pe maşini de inducţie, 
următoarele diminuări ale reactanţelor de dispersie, în cazul conectării directe la reţea, la un 
curent / = (4...6)/n : 

• pentru dispersia crestăturii şi a capetelor de bobină - de 0,9 ori; 
• pentru dispersia întrefierului - de 0,5 ori. 
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Fig.4.5. Caracteristica de scurtcircuit 
a maşinii de inducţie 

Fig.4.6. Dependenţa reactanţei de 
dispersie de curent 

La maşinile cu turaţie mare, la cele bipolare în special, dispersia capetelor de bobină este 
preponderentă în reactanţa de dispersie. Dependenţa reactanţei de curent este aici mai puţin 
sesizabilă. 

La maşini cu turaţie mai mică, reactanţa de dispersie constă, în principal, din reactanţa de 
dispersie a crestăturii şi a întrefierului. Din acest motiv, în acest caz se observă o dependenţă 
pronunţată a reactanţei de curent. 

Dependenţa reactanţei totale de curent se stabileşte prin încercarea la scurtcircuit a maşinii 
de inducţie, la diferite tensiuni. 

Caracteristica de scurtcircuit, prezentată în figura 4.5, este la început o dreaptă, ceea ce 
corespunde unei valori constante a reactanţei. La creşterea curentului, caracteristica îşi modifică 
traiactoria. Rezultă că, dependenţa reactanţei de curent nu se poate defini pe tot domeniul printr-
o funcţie simplă, liniară. Pentru domeniile extreme (la limită), la valoarea minimă, respectiv, 
maximă a curentului, reactanţa poate avea expresii mai simple. 

Pentru domeniul situat sub curentul nominal se acceptă o valoare constantă pentru 
reactanţă, fară a lua saturaţia în considerare. în domeniul curenţilor mari se utilizează tot o 
valoare constantă pentru reactanţă, dar mai mică decât în cazul anterior. La conectare directă, 
micşorarea reactanţei faţă de valoarea nesaturată este de 20% până la 50%, în unele cazuri chiar 
mai mult. La conectarea stea - triunghi, la curenţi de 1,5 până la de 2 ori curentul nominal, 
micşorarea reactanţei este de 10% până la 15%. 

în figura 4.6 este prezentată variaţia reactenţei de dispersie rezultată din considerentele 
anterioare. 

Dacă se doreşte să se obţină o dependenţă monotonă a reactanţei de dispersie în flmcţie de 
curent, în domeniul valorilor mari ale curentului, se poate înlocui caracteristica de scurtcircuit 
printr-o dreaptă de forma: 

(4.3) 
Considerarea fenomenului de saturaţie magnetică este posibilă numai prin metode 

numerice de rezolvare a problemelor de câmp sau prin aproximaţii analitice verificate pe modele. 
Sunt căutate soluţii puţin costisitoare care se obţin în timp de calcul redus, cu posibilităţi de 
aplicare în simularea funcţionării maşinii electrice. 

Numai la curenţi care depăşesc de două ori valoarea curentului nominal se consideră că 
inductanţa de dispersie este influenţată de saturaţia căilor fluxului principal [6]. 

Magnetizarea miezurilor stator şi rotor este în curent alternativ, dar la frecvenţe diferite. în 
figura 4.7 se prezintă magnetizarea miezurilor stator şi rotor la variaţii mici sinusoidale, faţă de 
un punct de funcţionare permanent. Punctul de funcţionare se deplasează pe vârfurile ciclurilor 
de histerezis, de la A la A şi înapoi. 
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R 
•J 

1 xî;" 

\ 

\ ^ 

B 

Fig.4.7. Magnetizarea miezului feromagnetic 
la perturbaţii mici 

Fig.4.8. Permeabilităţile magnetice 

|in şi M-d la maşina de inducţie 

în regim permanent se consideră permeabilitatea magnetică normală |in determinată de 
extremitatea ciclului de histerezis (figura 4.7). La perturbaţii mari, se consideră că punctul de 
funcţionare se deplasează pe curba medie de magnetizare. Permeabilitatea magnetică ce 
corespunde pantei curbei medii de magnetizare se numeşte permeabilitate magnetică diferenţială 

în figura 4.8 se observă că la niveluri ridicate ale saturaţiei valorile permeabilităţii magnetice 
diferenţiale scad faţă de cele ale permeabilităţii normale [6]. 

Când apare saturaţia în căile fluxului principal al maşinii de inducţie, apare şi armonica de 
ordinul trei a tensiunii, în fiecare fază statorică. Această armonică este în fază cu tensiunea fazei 
statorice şi de aceea este prezentă în suma tensiunilor trifazate [97]. 

Armonica de ordinul trei a fluxului apare în mod natural atunci când armonica de ordinul 
trei a tensiunii, generată de armonica de ordinul trei a fluxului, nu poate produce o armonică de 
ordinul trei a unui curent care să se închidă prin înfăşurări. Când prin înfăşurări se pot închide 
armonici de ordinul trei ale curentului, atunci armonica de ordinul trei a fluxului nu poate să 
apară. De remarcat, că amplitudinea armonicii de ordinul trei a tensiunii din fiecare fază statorică 
este mai mică decât amplitudinea fundamentalei din faza respectivă, dar armonica de tensiune a 
dinţilor este de asemenea mică şi de aceea armonica tensiunii de fază nu poate fi neglijată, chiar 
dacă motorul funcţionează alimentat la tensiunea nominală. 

4.2. Efectele saturaţiei magnetice 

Fenomenului de saturaţie magnetică trebuie să i se acorde o atenţie deosebită, având în 
vedere cel puţin efectele acesteia asupra fluxului principal din întrefler. 

Saturaţia circuitului magnetic, prin caracterul său neliniar, produce armonici în fluxul 
principal. Cunoscând cu o precizie mai bună inducţia în întrefler, se pot determina 
caracteristicile maşinii electrice mult mai apropiate de realitate. 

Tendinţa actuală este de a creşte valoarea inducţiei magnetice în maşina de inducţie, 
posibilă datorită îmbunătăţirii calităţii materialelor (tole, izolaţii). O inducţie mai mare are ca 
rezultat o saturare pronunţată a circuitului magnetic, respectiv, o creştere a ponderii armonicii de 
ordinul trei în căile fluxului magnetic. Acest efect are ca rezultat creşterea pierderilor în maşina 
electrică, cu efecte negative asupra randamentului şi parametrilor maşinii. 

La maşina de inducţie conectată în stea, armonica de ordinul trei a fluxului atinge 18% din 
fundamentală în condiţii de saturaţie la funcţionarea în gol şi 11% din fundamentală la 
funcţionarea la sarcină nominală [42]. 
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Maşina fiind conectată în stea, nu 
va avea armonici în secvenţa omopolară 
a curentului. 

în figura 4.9 este prezentat un 
curent sinusoidal, I, care corespunde unei 
inducţii cu repartiţie nesinusoidală, B(0), 
din cauza armonicilor prezente în flux. 
Printre acestea armonica fluxului de 
ordinul trei este dominantă. 

Principiul modulaţiei undei 
inducţiei magnetice cu armonica de 
ordinul trei este aplicabilă la toate 
secţiunile maşinii, dinţi Juguri, întrefier. 

în figura 4.10 este prezentat sumar 
acest principiu. Coordonata orizontală 0 
este poziţia momentană a rotorului. Când 
distribuţia este sinusoidală, forma de 
undă a inducţiei, B(0), este cea din figura 
4.10.a). în cazul în care apare armonica 
de ordinul trei, cu un defazaj de 0° faţă 
de fundamentală, unda rezultantă B(0), este aplatizată, având forma prezentată în figura 4.10.b). 
în figura 4.10.c), unda rezultantă este ascuţită, defazajul dintre armonica de ordinul trei şi 
fimdamentală fiind de 180^. 

Fig.4.9. Curent de excitaţie distribuit sinusoidal care 
corespunde unei inducţii nesinusoidale 
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Fig.4.10. Modulaţia undei inducţiei magnetice 
a) distribuţie sinusoidală a inducţiei 8(0); 
b) formă aplatizată a inducţiei B(0); 
c) formă ascuţită a inducţiei B(6); 

81(0) - unda fundamentală (linie întreruptă); 
83(0) - armonica de ordinul trei (linie punctată). 
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într-un motor de inducţie, distribuţia inducţiei magnetice în jug se obţine integrând 
inducţia magnetică în dinţi. în figura 4.11 se observă defazajul de 90° dintre cele două unde. 

Dacă distribuţia inducţiei la baza dinţilor este o relaţie în cosinus: 

Bd int e(0) = Al • cos(e - cot) + A3 • cos(3e - 3cot) (4.1) 

A3 

atunci inducţia înjug este o funcţie de sinus, obţinută prin integrarea relaţiei de mai sus: 
® Dc Dc 

Bjug(e) = C J Bd int e(0) • — d e = C • 
O 

bz3 

Al • sin(e - cot) + — • sin(3e - 3cot) (4.2) 

unde: C = 

2 2 

cu bz3 lăţimea dinţilor la bază, Tc3 pasul de crestătură la baza dinţilor, 

hj înălţimea jugului; 
1.5 1.5 

0.75 \ ^ 0.75 
* \ % 

Bdmt<e) 
— 0 
6^(8) 

* \ J \ 
* \ 

s i 
\ Bdmt<e) 

— 0 
6^(8) J 

* r 

1 y 
s / 

\ / 
* J 

-0.75 
i t / 

-0.75 / % / ^ ^ 

-1.5 -1.5 -1.57 ( D 1.57 3.14 4.71 
6 

Fig.4.11. Distribuţia inducţiei magnetice 
în dinte şi jug 

Dc diametrul la baza dinţilor; 
Al amplitudinea fundamentalei indutţiei 

la baza dinţilor; 
A3 amplitudinea armonicii de ordinul trei 

a inducţiei la baza dinţilor. 
Cât timp Al este pozitiv, A3 poate fi 

pozitiv sau negativ, depinzând de forma 
inducţiei. Dacă A3 este pozitiv atunci forma de 
undă a inducţiei în jug este aplatizată, iar când 
A3 este negativ forma de undă a inducţiei este 
ascuţită. 

Dacă se neglijează fluxul de dispersie al 
crestăturii, distribuţia inducţiei în întrefier este 
identică cu distribuţia inducţiei în dinte. 

în funcţie de locul în care apare saturaţia, 
se pot distinge două cazuri distincte[67]: 
1. Când saturaţia apare în dinţii statorici şi rotorici, rezultanta inducţiei în întrefier produce o 

undă aplatizată (figura 4.10.b). Rezultanta inducţiei în întrefier are un conţinut de armonici 
impare, multiplu de trei. Dezvoltarea în serie Fourier a inducţiei din întrefier indică faptul că 
armonica de ordinul trei este dominantă. Saturaţia căilor din dinţi poate fi în consecinţă 
modelată prin superpoziţia armonicii de ordinul trei la fundamentala inducţiei din întrefier. 
Armonica de ordinul trei a inducţiei străbate întrefierul cu aceeaşi turaţie de sincronism şi în 
aceeaşi direcţie cu fundamentala inducţiei. 

2. Când saturaţia apare în jugul statoric şi rotoric, producând de asemenea armonici ale inducţiei 
în întrefier, forma inducţiei înjug este cea a unui sinus aplatizat, în timp ce în întrefier are o 
formă ascuţită (figura 4.10.c). Această formă se explică prin faptul că inducţia în întrefier este 
proporţională cu derivata de spaţiu a inducţiei din jug. Armonica de ordinul trei este 
dominantă şi în acest caz. 

Saturaţia dinţilor statorici şi rotorici este mai des întâlnită decât cea a jugurilor, unde 
volumul de miez magnetic este mult mai mare. Din acest motiv, în prezenta lucrare se consideră 
doar saturaţia dinţilor. 

Prezenţa armonicii de ordinul trei este o condiţie suficientă dar nu necesară pentru apariţia 
fenomenului de saturaţie. Cele două cazuri de saturaţie expuse anterior au un efect opus, atâta 
timp cât se semnalează prezenţa armonicii de ordinul trei. 

O maşină puternic saturată nu are neapărat un conţinut ridicat de armonici de ordinul trei. 
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1 

Fig.4.12. Secţiune transversală printr-o maşină cu doi poli; 
permeabilitatea magnetică la funcţionarea maşinii la putere nominală 

Armonica de ordinul trei a inducţiei din întrefier înlănţuie înfăşurarea statorică producând 
în fiecare fază secvenţa omopolară a armonicii de tensiune de ordinul trei. Având în vedere că 
într-o maşină de inducţie cu conexiune stea la bome nu apar armonici de ordinul trei în curent, 
armonica de ordinul trei a tensiunii păstrează acelaşi defazaj cu armonica inducţiei, deci poate fi 
utilizată la localizarea inducţiei în întrefier. 

Important de reţinut este faptul că, armonica de ordinul trei a inducţiei păstrează defazajul 
zero faţă de componenta fundamentală a inducţiei, indiferent de încărcarea maşinii. Atunci când 
apare saturaţia, inducţia din întrefier păstrează forma de sinus aplatizat, indiferent de sarcina 
maşinii. 

Se poate afirma că armonica de ordinul trei a curenţilor rotorici nu este suficient de mare 
ca să producă o tensiune magnetomotoare care să modifice poziţia armonicii de ordinul trei a 
inducţiei faţă de componenta fundamentală. 

Observaţia este deosebit de importantă pentru maşinile de inducţie la care reglajul după 
câmp este efectuat utilizând armonica de ordinul trei a tensiunii. • 

Reducerea valorii permeabilităţii magnetice a miezului feromagnetic este o consecinţă 
imediată a apariţiei saturaţiei. 

Figura 4.12 prezintă permeabilitatea magnetică relativă în secţiunea transversală a unei 
maşini de inducţie cu doi poli, la funcţionarea motorului încărcat la puterea nominală. în zonele 
colorate în roşu permeabilitatea magnetică relativă are valori mari, de aproximativ 3000. în 
zonele albastre din miezul feromagnetic, permeabilitatea magnetică relativă scade pronunţat, 
până la ordinul zecilor, sub influenţa saturaţiei magnetice. 

Saturaţia dinţilor statorici şi rotorici apare doar în acele părţi ale circuitului magnetic unde 
inducţia este definită de componenta rezultantă a inducţiei magnetice în întrefier, B5. Având în 
vedere că rezultanta se roteşte în întrefier şi variaţia spaţială a permeabilităţii magnetice se 
roteşte la fel. Se poate recunoaşte apariţia saturaţiei prin micşorarea permeabilităţii fierului, cu 
efect asupra creşterii reluctanţei dinţilor în regiunile în care acţionează componenta rezultantă a 
inducţiei în întrefier. Dacă prin ipoteză am considerat permeabilitatea fierului ca fiind infinită, 
variaţia reluctanţei dinţilor poate fi considerată ca o variaţie a reluctanţei întrefierului. Acesta 
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fiind aer are permeabilitatea constantă [io, deci pentru a pune de acord variaţia reluctanţei cu 
saturaţia, se va considera mărimea întrefierului variabilă. In consecinţă, în loc să considerăm 
variaţia permeabilităţii fierului, se presupune o mărire echivalentă a întrefierului ce variază cu 
saturaţia miezului feromagnetic. Intrefierul devine astfel o funcţie de gradul de saturaţie şi de 
poziţia spaţială a rezultantei câmpului. Variaţia întrefierului nu este de obicei sinusoidală, dar 
pentru a simplifica studiul se consideră că ar avea această formă. O variaţie tipică a întrefierului 
pe lungimea unui pas polar este prezentată în figura 4.13. 

Dacă 5o este întrefierul în axa polului maşinii de inducţie, întrefierul 6 variază conform 
relaţiei: 

^ = k e + k n , . c o s ( 2 0 ^ - 2 e f ) (4.3) 5(0) 
1 

unde kg = — - k m şi k 
" 3 k,35o 

1.5 

kns este raportul dintre valoarea nesaturată ^ 
şi cea saturată a tensiunii magnetice în 
întrefier; 
9m reprezintă măsura unghiului pe 
periferia întrefierului; 
0f unghiul pe care îl face inducţia din 
întrefier cu axa de referinţă a fazei a. 

Inductanţele proprii şi mutuale se 
calculează cu noua valoare a întrefierului. 
Dacă a, b, c sunt cele trei faze ale maşinii 
electrice, s înfăşurarea statorică, r 
înfăşurarea rotorică, iar indicii 1 şi 3, 
fundamentala, respectiv, armonica de 
ordinul trei, atunci pentru cele 3 înfăşurări 
se obţin funcţiile: 

B3(e) 
0.5 

Nas(em) = N3, cosen,+N33cos3e m 

Nbs(em) = Ns,cos( 

Ncs(0m) = NsiCOS 

e 
3. 

-0 .5 

1.2 

0.9 

M 
~ 0.6 
fio 

x 0.3 

O 0.517 1.033 1.55 2.067 2 .583 3.1 

6 

271 

+ Ns3COS30 

+ Ns3COS39 

(4.4) 

m 

m 

\ 
\ 

O 0.517 1.033 1.55 2.067 2.583 3.1 

e 
Fig.4.13. Variaţia întrefierului pe un pas polar 

Inductanţa proprie a fazei statorice a se calculează: 
271 

T "̂ a La = ^ = ^ori 
1 

O 
Nas(em) de m (4.5) 

unde r este raza medie a motorului la întrefier şi 1 lungimea pachetului de tole. 
Inductanţa mutuală între faza a şi b se calculează cu relaţia: 

4/ . 1 
L a b = - ; — = M 

O 
(4.6) 
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Reacţia coliviei rotorice la apariţia celor două componente ale inducţiei din întrefier 
(fundamentala şi armonica de ordinul trei), este un curent cu două componente rotitoare: una cu 
frecvenţa fundamentalei şi alta cu o frecvenţă de trei ori mai mare. In consecinţă, o componentă 
fundamentală şi o armonică de ordinul trei sunt induse în rotor, formând două componente ale 
tensiunii magnetomotoare rotorice. Practic, se consideră că rotorul conţine două seturi de funcţii 
polifazate: 

/ 

Nbri =Nri Coh^-Q,-
\ 

Ncrl = Nri COS rl 

3 
2n 

Nar3=N,3COs(3e^-3er) 

Nbr3 = N r ^ COS r3' QA Oft 

Ncr3=Nr3COS 36^ 

3. (4.7) 

Pentru calculul inductanţelor statorice la o maşină trifazată sunt necesare 3 inductanţe 
proprii şi 6 inductanţe mutuale, definite în matricea Lj. Inductanţele rotorice, care se calculează 
în mod similar, sunt dispuse în două matrici: una pentru funcţia fundamentală, Lri, şi alta pentru 
armonica de ordinul 3, Lr3. Aceste inductanţe depind de timp şi de viteza rotorului şi sunt funcţii 
de factorul de saturaţie. 

Constantele Nsi, Nri reprezintă numărul de spire ale circuitului statoric, respectiv, rotoric. 
Nr3 este definit ca numărul de spire echivalent pentru circuitul cu armonica de ordinul trei. 

Modelarea maşinii de inducţie implică derivarea inductanţelor mutuale dintre înfăşurările 
statorice şi cele rotorice. Procesul de derivare conduce la obţinerea a două matrici de inductanţe, 
Lrsi şi Lrs3, conţinând elementele de cuplaj mutual dintre fundamentală şi armonicile de ordinul 
trei din stator şi rotor. 

Ecuaţiile maşinii de inducţie sunt, în acest caz: 
d̂ âbcs "abcs ~ '"ŝ abcs 

"abcrl - frliabcrl + 

"abcrS = ^rSiabcrS + 

dt 

dt 
^^abcrS 

(4.8) 

dt 
în care Uabc este matricea tensiunilor, iabc este matricea curenţilor, şi ^abc este matricea 
fluxurilor de înlănţuire. 

Ecuaţiile fluxului de înlănţuire sunt: 
âbcs ~ ŝ'abcs ĝniabcn Lsr3̂ abcr3 

^abcri = Lriiabcri "•"L̂ giiabcs (4.9) 
âbcrs ~ Lr3iabcr3 Lrs3iabcs 

Din aceste ecuaţii rezultă că între fundamentala din rotor şi armonicile de ordinul trei ale 
înfăşurărilor nu există cuplaj [67]. 

Soluţia modelului matematic implică cunoaşterea valorilor din matricile tensiunilor Uabcs. 
Uabcri şi UabcrS- Prezenţa armonicii de ordinul trei în aceste tensiuni exclude posibilitatea 
considerării acestora ca variabile independente, fiind flmcţii de saturaţia maşinii. 
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4.3. Parametrii saturaţi ai maşinii de inducţie 

Fenomenele electromagnetice în maşinile electrice sunt descrise de ecuaţiile lui Maxwell. 
Condiţionaţi de geometria complicată a tolelor statorului, respectiv rotorului, de 

înfăşurările cu o anumită repartiţie spaţială şi de proprietăţile neliniare ale materialelor 
feromagnetice, trebuie să admitem ipoteze simplificatoare pentru rezolvarea ecuaţiilor. 

în practică se utilizează şi astăzi metode semiempirice de calcul al tensiunilor de 
magnetizare cu ajutorul unor formule aproximative [37], [38]. 

Influenţa reală a miezului feromagnetic asupra câmpului este considerată prin factori de 
formă. La determinarea tensiunii magnetice în juguri se consideră factori de corecţie determinaţi 
pe cale grafică. Toţi aceşti factori au la bază fie aproximaţii mari, fie provin dintr-un mare număr 
de măsurători efectuate asupra maşinilor electrice. 

Au fost determinate apoi noi funcţii, îmbunătăţite, cu considerarea influenţei tensiunii 
magnetice a jugurilor asupra formei câmpului. 

Modificarea calităţii tablei silicioase conduce la noi valori ale solicitărilor magnetice în 
maşină, deci la alţi parametri electrici. 

4.3.1. Influenta saturatiei asupra reactantelor 

Relaţiile de calcul prezentate în capitolul anterior, pentru determinarea reactanţelor de 
dispersie, au la bază ipoteza că tensiunea magnetică a fluxului de dispersie în fier este neglijabilă 
în raport cu cea din aer. Această ipoteză este valabilă atâta timp cât curenţii din maşină nu 
depăşesc de două ori valoarea curentului nominal (/n). 

La curenţi mai mari, datorită saturaţiei, creşte reluctanţa circuitului magnetic. Pe 
traiectoriile acestui circuit se închid atât câmpul transversal de dispersie în crestătură, cât şi 
câmpul produs de armonicele superioare ale câmpului magnetic din întrefier. 

în consecinţă, în flincţie de gradul de saturaţie, de-a lungul liniei de câmp de dispersie se 
micşorează permeanţa şi deci reactanţa de dispersie din stator şi rotor. Pentru rotorul în repaus şi 
cu înfăşurarea statorică alimentată la tensiunea nominală (cazul pomirii prin cuplare directă la 
reţea, /p « reactanţele de dispersie pot să scadă cu până la 30%. 

Micşorarea reactanţelor de dispersie ale statorului şi rotorului în timpul pomirii se produce 
datorită micşorării atât a permeanţelor de dispersie în crestătură (X^i în stator, respectiv, în 
rotor), cât şi a permeanţelor de dispersie diferenţială (^dl Şi 

Un calcul exact al modificării acestor permeanţe este foarte dificil. Pentru aproximarea 
efectelor saturaţiei se utilizează diferite metode analitice, bazate pe coeficienţi şi curbe 
experimentale. 

4.3.1.1. Influenta saturatiei asupra permeanţei crestăturii 

Mărirea reluctanţei magnetice este echivalentă cu micşorarea lăţimii dinţilor, respectiv, 
mărirea lăţimii crestăturii, în funcţie de valoarea tensiunii magnetice în dinţi. 

în [2] se propune modificarea lăţimii fiecărei zone a crestăturii (figura 4.2), conform 
relaţiei: 

X 

N(x)dx 

(4.10) 
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unde toate valorile sunt cele măsurate la înălţimea x de la baza crestăturii. 
Conform [73] şi [80], influenţa saturaţiei dinţilor asupra permeanţei specifice de dispersie 

în crestătură se ia în consideraţie adăugând la lăţimea crestăturii lăţimea dintelui împărţită la 
permeabilitatea magnetică relativă a acestuia. 

Analizând figura 4.1.a), se observă că pe înălţimea unui dinte liniile câmpului de dispersie 
a două crestături vecine sunt de sensuri opuse, astfel că efectul de saturaţie al dintelui pe 
înălţimea efectivă a crestăturii este neglijabil, considerând cele două fluxuri aproximativ în fază. 

Rezultă că fluxul de dispersie al crestăturii influenţează în special saturaţia istmului 
crestăturii. în consecinţă, micşorarea permeanţei datorită fluxului transversal de dispersie a 
crestăturii ar fi echivalentă cu o creştere a lăţimii istmului crestăturii (b4 în figura 4.2). 

Având în vedere că acest câmp de dispersie se suprapune peste câmpul magnetic principal 
în dinţi, se poate admite o valoare echivalentă a permeabilităţii magnetice a dintelui, a cărei 
expresie, dacă se ţine cont şi de câmpul principal în dinţi, este: 

. V T (4.11) 

H d c r + I ^ ^ n 
AI 'n 

în care este pătura de curent determinată pentru curentul nominal Ip este valoarea 
estimată sau măsurată a curentului de pornire, B /̂cr» Hdcx sunt valorile critice pentru inducţia 
magnetică, respectiv, intensitatea câmpului magnetic, determinate din curba de magnetizare după 
cotul de saturaţie al acesteia ^ 2 T). 

în relaţiile prezentate pentru determinarea permeanţei specifice de dispersie în crestătură, 
lăţimea istmului, a (din figura 3.5. b),c),d)), va fi înlocuită cu a*: 

= a + % (4.12) 

în care b^ este lăţimea dintelui în dreptul deschiderii crestăturii: 
(4.13) 

unde Tc este pasul crestăturii. 
Cercetări recente [8] se bazează pe rezultate statistice şi experimentale, simulând 

modificarea lăţimii istmului crestăturii în funcţie de încărcarea circuitului magnetic. în acest sens 
este utilă următoarea relaţie, atât pentru mărirea fictivă a deschiderii crestăturii statorice, cât şi a 
celei rotorice: 

/ 
, 2 ' 

S •a + h 
T ' ^ ^^ (4.14) 

unde încărcarea este considerată prin intermediul alunecării s a maşinii de inducţie. 
Pentru crestătura prezentată în figura 4.2, rezultă următoarea relaţie pentru permeanţa 

specifică de dispersie în crestătură: 

. • hn h-i , bl HA 

3^1 bx bl-bx h bl 

în care b^ este deschiderea crestăturii modificată de saturaţie. 
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4.3.1.2. Influenţa saturaţiei asupra dispersiei diferenţiale 

Studiul influenţei saturaţiei asupra dispersiei 
diferenţiale se rezumă la considerarea influenţei ei 
asupra armonicilor superioare şi a armonicilor de 
crestătură. Datorită prezenţei crestăturilor, repartiţia 
inducţiei magnetice se modifică, în dreptul crestăturilor 
inducţia fiind mai mică decât în dreptul dinţilor. 
Repartiţia câmpului în acest caz este prezentată în figura 
4.14. 

Curba 2 reprezintă repartiţia câmpului în cazul în 
care nu ar exista dinţi. Curba reală 1 se poate 
descompune într-o curbă medie 3 şi oscilaţiile în jurul 
acesteia, reprezentate prin curba 5 cu înfaşui*ătoarea 4. 

Curba 5, cu perioada egală cu pasul crestăturii Tc, 
se descompune într-o serie de armonici cu pasul o 
fracţiune întreagă din Ic : 

= —Tc ^ număr întreg 
k 

Fig.4.14. Repartiţia câmpului 
magnetic polar 

(4.16) 

Dacă se notează cu amplitudinea înfaşurătorii armonicii cu perioada ly, inducţia 
magnetică corespunzătoare acestei armonici în punctul x este: 

X X 

^kx - ^k - sin—71-sin—Ikiz 
T Xq 

Având în vedere că pasul de crestătură este: 

T̂ c = 
Ipx 2px 1 

N^ Impq mq 
rezultă pentru inducţie expresia: 

1 X 1 X 
^kx Q o s i l k q m - l )—ti - — c o ^ ^ k q m +1)—TI 

adică apar armonici de ordinul: 
N 

v = 2kqm±\ = k — ±\ 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

Pentru valori mari ale solenaţiei crestăturii aceste armonici saturează puternic o zonă 
îngustă a capetelor de dinţi din apropierea întrefierului.Saturaţia este aici echivalentă cu o mărire 
fictivă a întrefierului, de la o valoare 8 la o valoare echivalentă 6*. 

Legătura dintre amplitudinea reală a inducţiei, B^^, şi cea aparentă, 5va, pentru o armonică 
superioară de ordinul V este de forma [99]: 

^ — (4.21) ^vr - ^va 

TI 5 - | i r 

cu |Llr permeabilitatea magnetică relativă a dinţilor în dreptul istmului crestăturii. 
Pentru determinarea întrefierului echivalent, se consideră primele două armonici din relaţia 

(4.20), cu ^ = 1. Se obţine pentru noul întrefier: 
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2 * s: ^ 5* = 5 + 
' 1 1 ^ 

(4.22) 
2-pij. KNci 

Micşorarea lăţimii istmului crestăturii, la valoarea a*, la saturaţia câmpului de dispersie în 
crestătură, precum şi majorarea întrefierului la 5*, modifică factorul de întrefier (al lui Carter): 

* 

CU W = ^ (4.23) 
w o 

5 + ^ - 5 

atât din stator (indicele 1), cât şi din rotor (indicele 2). 

^5=^61-^52 (4.24) 

Cu aceste noi valori introduse în relaţiile de calcul a permeanţei specifice de dispersie 
diferenţială (3.94) şi (3.99), se obţine pentru stator: 

k^-5 

[ 4 cu A-01 « 1 - 0,033 • \ ^ (4.26) 
5 -Xci 

şi pentru rotor: 

(4.27) 
k^-d 

A 
In consecinţă, dacă se ţine cont de influenţa saturaţiei, reactanţa de dispersie statorică va 

avea în final expresia: 

X*̂ ^ =coii:;, =2;i/l -2^0 +?idl (4.28) 

iar reactanţa de dispersie rotorică expresia: 

= ® 1 = • / l • )i0 • ̂ (^c2 + ^d2 + ) (4.29) 

4.3.1.3. Influenta saturatiei asupra inductantei principale 

Fluxul util, pe baza căruia se calculează inductanţa ciclică principală, (3.111), este 
influenţat de saturaţia circuitului feromagnetic. 

în acest caz, conform relaţiei (3.108), întrefierul echivalent afectat de saturaţie este: 
" 4c 

(4.30) 
Valoarea modificată de saturaţie a inductanţei principale se obţine din relaţia (3.111): 

6-^0 ( ^ i - ^ q - ^ y ) , 
(4.31) 

71 p-o^^t 
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care are o variaţie mult mai pronunţată decât inductanţele de dispersie. 
în cazul utilizării relaţiei (3.113) pentru calculul reactanţei principale (de magnetizare), se 

va înlocui reactanţa de dispersie statorică cu expresia celei influenţate de saturaţie din 
(4.28). 

4.3.2. Influenta saturaţiei asupra rezistenţei rotorice 

Conform [46] saturaţia magnetică influenţează factorul de raportare kx (3.34) şi prin 
urmare şi rezistenţa rotorică pe fază raportată la stator R 2. Rezistenţa R 2 şi factorul k̂  sunt 
aproape constante până la o valoare ce depăşeşte cu 20% fluxul corespunzător curentului 
nominal. 

în acest context se propune următoarea relaţie de calcul pentru rezistenţa R 2: 
•9 

smO] 
U 

R2 = T TT^'^ (4.32) 

u 
sin6i 

n2 / , . \2 
+ 

1 
COSO] 

cu unghiul 5i între Ij şi ^ m • 

Ui - R i l i -coscpi 
5, ==arctan ' / . ^-cpi (4.33) 

UM = a / ( U i - R i I i -coscpif +(RiI i -sinq),)^ (4.34) 

în care I] este curentul de fază statoric, Um tensiunea de magnetizare, X ^ reactanţa principală, 

U] tensiunea de alimentare de fază, (pi unghiul dintre IJ şi UJ. 

4.4. Concluzii 

Determinarea cu o precizie cât mai ridicată a inducţiilor în întrefler, juguri şi dinţi, este o 
condiţie necesară pentru identificarea cu o precizie suficient de bună a parametrilor maşinii de 
inducţie. 

Saturaţia magnetică micşorează inductanţa de dispersie statorică şi inductanţa de dispersie 
rotorică, prin permeanţa specifică de dispersie a crestăturii şi permeanţa specifică de dispersie 
diferenţială. Inductanţa principală se micşorează şi ea, în special la pomire şi la viteze mici de 
rotaţie. 

Rezistenţa fazei rotorice se micşorează, la valori mari ale curentului, datorită efectului 
saturaţiei magnetice. 

Forma şi dimensiunile crestăturilor influenţează solicitarea magnetică a dinţilor, în special 
la pomirea (scurtcircuitul) şi la funcţionarea în gol a motorului. 
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5. IDENTIFICAREA MOTORULUI DE INDUCŢIE UTILIZÂND 
MODELE MATEMATICE 

5.1. Consideraţii teoretice 

Formularea unor scheme electrice echivalente pentru maşina de inducţie, precum şi 
determinarea parametrilor electrici ai acestor scheme, sunt teme des abordate în prezent. 

Odată cu implementarea tehnicii de calcul şi utilizarea unor surse noi de alimentare 
(convertoare statice de putere), identificarea şi estimarea parametrilor maşinii de inducţie 
polarizează interesul unui mare număr de proiectanţi şi cercetători din domeniul acţionărilor cu 
acest tip de motoare. 

Schemele electrice echivalente pot să ia în considerare, în acest context: 
• analiza unui spectru larg de caracteristici ale maşinii de inducţie; 
• efectul termic, fenomenul de saturaţie magnetică şi cel de efect pelicular asupra 

parametrilor electrici ai motorului; 
• efecte secundare sau de ordinul al treilea, prin detalierea modelului. 

Utilizând şi un sistem eficient de achiziţie a datelor cu ajutorul calculatorului numeric, 
studiul maşinii de inducţie devine un domeniu atractiv de analiză. 

Studiul are ca punct de plecare sistemul de ecuaţii al maşinii de inducţie, care sub formă 
matricială este: 

[u] = [RHi] + ~^m (5.1) 

(5.2) 
unde: [n] este matricea tensiunilor de fază, [/?] matricea rezistenţelor pe fază, [/J matricea 
curenţilor, matricea fluxurilor şi [L] matricea inductanţelor. 

Dacă se consideră o variaţie sinusoidală a tensiunilor şi curenţilor în raport cu timpul şi 
dacă mărimile din rotor sunt raportate (reduse) la stator, ecuaţiile maşinii se pot scrie în complex 
simplificat: 

[h\=L\+L2 
în care: ţ / | este tensiunea de alimentare de fază statorică, Z | impedanţa pe fază statorică, / j 

I , 
curentul de fază absorbit de motor, U_2 tensiunea de fază din rotor redusă la stator, Z2 

impedanţa pe fază rotorică redusă la stator, I 2 curentul de fază din rotor redus la stator, Z j ^ 
impedanţa principală (de magnetizare). 

Impedanţa pe fază statorică este: 
Z, (5.4) 
Impedanţa pe fază rotorică redusă la stator este: 

+ (5.5) s 
Impedanţa principală are expresia: 

(5.6) 
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Ţinând cont de faptul că se studiază motorul de inducţie cu rotor în scurtcircuit 
f /2 = O (5.7) 
Rezolvând sistemul de ecuaţii (5.3), se obţin curenţii: 

I \ 

1+ 

Zi — 

Z2 = 

Zlm 
•U, 

1 + ^ 
S.lm-' 

•22 

/ 

Zoi = 

1 + 

ll-U. 

•^2 

- / \ -

( 1 1+ 7 •22 
V ^Im^ 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

Pe baza relaţiei (5.8) rezultă impedanţa echivalentă pe fază a maşinii de inducţie: 

Zi 
(5.11) 

5.2. Modele matematice 

Relaţia (5.11) conduce la schema electrică echivalentă pe fază a maşinii de inducţie 
prezentată în figura 5.1. Această schemă este un model convenţional (schema în "T"), utilizabil 
doar pentru acel domeniu în care parametrii electrici ai motorului sunt practic constanţi, neţinând 
cont de variaţia acestora cu temperatura, cu saturaţia magnetică sau cu efectul pelicular. 

Schema electrică din figura 5.2 este echivalentă cu cea din figura 5.1. Conductanţa ^ ^ 

corespunde ca şi rezistenţa R^, pierderilor totale în fier. ^ ^ este susceptanţa circuitului de 
magnetizare. Datorită faptului că în motorul de inducţie procesul de conversie a energiei se 
aplică întregii puteri care străbate întrefierul, pierderile în fierul statoric trebuie considerate 
separat de cele din rotor. Conform [12], pierderile în fierul rotoric pot fi reprezentate prin 
conductanţa: 

Fig.5.1. Schema electrică echivalentă 
pe fază a maşinii de inducţie 

Fig.5.2. Schemă electrică utilizând un 
circuit de magnetizare echivalent 
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R\ Xa\ X'al u: 

LI\ 
m m ^'h î^'fS 

c h : 

Xa] X'al R'2 
s jc 

Ui 

1 

m 

R'h 

s 

Fig.5.3. Schemă electrică considerând 
pierderile în fier rotorice 

Fig.5.4. Variantă de schemă electrică 
pentru pierderile în fier rotorice 

(5.12) 

prezentată în figura 5.3, în care ^ h corespunde pierderilor prin histerezis, iar ^ t pierderilor 
prin curenţi turbionari. O astfel de formulare, deşi atractivă, nu este în acord cu comportarea 
maşinii la pierderile în fier determinate. Ea sugerează că pierderile prin curenţi turbionari la 
inducţie constantă ar creşte nelimitat cu creşterea frecvenţei. 

Dacă dependenţa de frecvenţă a pierderilor în miezul feromagnetic este modelată fară 
inductanţe, atunci se obţine un circuit serie, mai uşor abordabil, prezentat în figura 5.4: 

rI 
(5.13) 

Rezistenţa care modelează pierderile prin histerezis, schimbă de semn la viteza de 
sincronism, fiind pozitivă la alunecare s>0 (regim de motor) şi negativă la s<0 (regim de 
generator). 

Din moment ce câmpurile de dispersie produc valori ridicate ale inducţiei magnetice în 
dinţi, o mică parte a pierderilor în fier este asociată acestor câmpuri. Pierderile pot fi incluse în 

f 

circuitul echivalent prin rezistenţa din figura 5.4. Efectul pierderilor fiind mic este 
convenabilă utilizarea unui circuit serie echivalent. 

Se presupune că pierderile în fier sunt cauzate în primul rând de histerezis, astfel că 
rezistenţa echivalentă statorică este proporţională cu frecvenţa iar rezistenţa echivalentă rotorică 
este constantă având acelaşi semn cu alunecarea. 

Pe lângă pierderile în fier descrise mai sus inducţiile mari în dinţi produc saturaţia căilor de 
dispersie chiar şi în cazul în care fluxul principal se află sub cotul curbei de magnetizare [6]. 
Reactanţa de dispersie este din acest motiv micşorată odată cu creşterea curentului, acest efect 
putând fi modelat prin introducerea unei reactanţe negative, X'^. 

R cl 
o-C 

ĈTl - ^ s - S R'a2 

U\ 

s f 
I 

m s 

Fig.5.5. Schema electrică echivalentă cu considerarea pierderilor 
în fier şi a saturaţiei magnetice 
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Fig.5.6. Schema echivalentă modificată tip Morris Fig.5.7. Schemă echivalentă tip Klaes 

Având în vedere că plasarea reactanţei de dispersie în schema electrică convenţională 
produce mici diferenţe în calculul performanţelor motorului de inducţie, este suficient să se 
modeleze saturaţia folosind un singur parametru plasat în rotor. 

în figura 5.5 se prezintă schema electrică echivalentă a maşinii de inducţie cu parametrii 
electrici prezentaţi mai sus. 
• ci ŞÎ ^ c2 reprezintă pierderile în fier asociate fluxului principal; 

• şi sunt pierderile în fier asociate fluxului de dispersie. 
în cazul în care efectul armonicilor sau efectul pelicular sunt importante, se pot aduce 

modificări schemei astfel încât să se ţină cont şi de acestea. 
O schemă electrică echivalentă celei din figura 5.5 este schema din figura 5.6, în care 

circuitul de magnetizare este conectat direct la bome. Modelul poate fi utilizat cu succes, dar unii 
parametri nu reflectă direct rezistenţa sau reactanţa unei înfăşurări. 

O altă schemă electrică echivalentă [10], ce ţine cont de efectul saturaţiei asupra 
reactanţelor de fază ale maşinii de inducţie, este prezentată în figura 5.7. Se observă că 
inductanţa de dispersie şi inductanţa principală (de magnetizare) L ^ sunt variabile. 

Lm depinde de fluxul principal ^ ^ , iar L ^ de curentul statoric I\ . Neliniaritatea rezistenţei 
rotorice pe fază este dată de saturaţie prin intermediul factorului de raportare la stator, k^ 

în prezenta lucrare se studiază maşina de inducţie trifazată cu rotor în scurtcircuit. Pentru 
forma constructivă cu "bare înalte" se pot utiliza schemele electrice pe fază prezentate mai sus. 
Pentru forma constructivă având "colivie dublă" se utilizează schema din figura 5.8. Mărimile 

Fig.5.8.a) Crestătură rotorică pentru dublă colivie; 
b) Schema electrică echivalentă pentru motor cu dublă colivie 
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care au ca indice litera "p" corespund coliviei de pornire, cele care au litera "1", coliviei de lucru 
(funcţionare). R'2\ este rezistenţa porţiunii din inelul de scurtcircuitare corespunzător unei bare 
rotorice (faze), raportată la stator. este reactanţa corespunzătoare cuplajului dintre colivia 
de lucru şi cea de pornire, mărime raportată la stator. 

Schema echivalentă prezentată în figura 5.8 se poate utiliza şi la motoare de inducţie de 
mare putere, cu "bare înalte", la care raportul dintre înălţimea crestăturii h şi lăţimea ei medie b 
este: 

- > 6 (5.14) 
b 

în acest caz colivia rotorică este practic divizată în două părţi, partea de sus utilizată la pornire, 
respectiv, partea de jos (având suprafaţa cea mai mare), utilizată la funcţionare. 

5.3. Metode de modelare a curbei de magnetizare 

Calculul reactanţelor maşinii de inducţie, cu o precizie impusă, nu poate fi efectuat fară a 
ţine cont de proprietăţile materialelor feromagnetice utilizate. Chiar dacă se consideră, ca ipoteză 
simplificatoare, că aceste materiale sunt omogene şi izotrope, neliniaritatea lor este pronunţată cu 
creşterea curentului din înfăşurările maşinii, respectiv, cu creşterea solicitărilor magnetice. 

Curba de magnetizare, B = f(//), este o caracteristică a proprietăţilor magnetice ale 
materialelor utilizate în construcţia pachetelor de tole stator şi rotor. 

Conform celor afirmate mai sus, definirea acestei caracteristici cu o precizie cât mai 
ridicată reprezintă cheia succesului în determinarea corectă a reactanţelor. 

Nu trebuie neglijat faptul că maşinile de inducţie sunt proiectate să funcţioneze în cotul 
curbei de magnetizare. Curba de magnetizare furnizează valorile necesare studiului domeniilor 
saturate ale maşinii de inducţie. 

Curba este utilă, de asemenea, pentru determinarea permeabilităţilor magnetice şi iLld, 
prezentate în figura 4.8. 

în mod obişnuit, firma producătoare de tablă pentru construcţia miezurilor feromagnetice, 
fumizează caracteristica B = f(H) sub formă tabelară.Un exemplu îl reprezintă curba din 
tabelul 1, în care intensitatea câmpului magnetic este dată în [A/m]. 

Pentru activitatea de proiectare, dar mai ales de simulare cu ajutorul calculatorului 
numeric, tabelul trebuie transpus într-o funcţie matematică care să modeleze cât mai precis curba 
B=m. 

în procesul de calcul al tensiunii magnetomotoare se utilizează de obicei fimcţia inversă, 
H = f(5), având în vedere necesitatea determinării intensităţii câmpului magnetic în funcţie de 
inducţia magnetică calculată în fiecare regiune activă a maşinii. 

Pentru echivalarea curbei de magnetizare sunt propuse în literatură [31], [37], [76], [96], 
diferite polinoame şi funcţii transcendente, astfel încât curba obţinută să fie cât mai aproape de 
realitate, dar şi uşor calculabilă. De reţinut este faptul că orice curbă de magnetizare este 
monoton crescătoare, astfel că se poate uşor aprecia succesiunea punctelor curbei. 

Cea mai simplă metodă este aproximarea curbei prin segmente de dreaptă având ca 
extremităţi punctele de coordonate (BJi) date [37], [76]. 

Dacă mai multe drepte succesive au pante care diferă cu mai puţin de 2 grade, se va 
construi o singură dreaptă care este mărginită de punctul iniţial şi de cel final şi trece printre 
celelalte puncte. 
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Fig.5.9. Curba H= i{B) aproximată cu 
segmente de dreaptă 

Fig.5.10. Curba / /= f(5) aproximată cu 
relaţia (5.16) 

O astfel de aproximare este prezentată în figura 5.9 şi nu este totdeauna de o precizie 
mulţumitoare. 

Cercetătorii au căutat formula magică şi unică" cu ajutorul căreia să poată aproxima 
întreaga curbă de magnetizare [37]. în acest sens au încercat funcţii de forma: 

H = + (5.15) 

cu n > l şi m > \ 5 pentru o aproximare cât mai bună a curbei. S-a obţinut astfel o funcţie 
utilizabilă cu bune rezultate sub B = 2T, prezentată în figura 5.10, având expresia: 

H = a,B-fa9B^ = 19,8-B + 0,6.B^ +0,19-10"^-B'^ (5.16) 

coeficienţii a i , şi ^15 fiind calculaţi prin metoda celor mai mici pătrate. 
în programele de calcul, o largă răspândire o au funcţiile cubice spline de interpolare, 

pentru obţinerea punctelor ( B ^ intermediare [31], [106], [107]. 
De o mare utilitate este şi funcţia 

1 
cu permeabilitatea relativă (x̂  = (5.17) 

deoarece se poate introduce direct B în calcule, fară a mai extrage radicalul. 
Regiunea saturată se aproximează în general cu o dreaptă. 
în lucrarea [96] se propune o relaţie interesantă de modelare a curbei de magnetizare: 

(5.18) 

având coeficienţii determinaţi ca termeni ai seriei Fourier: 
8 

I ^ m k C 0 s ( 4 ^ ) , /w= 1,2,3 (5.19) 
k=0 

Relaţia (5.18) dă o bună aproximare curbei de magnetizare, dar este "răpitoare" de timp pentru 
calculator şi nu permite un calcul uşor pentru funcţia inversă, H= {(B). 
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Fig.5.11. Curba de magnetizare cu 3 zone 

O altă variantă de modelare a curbei de 
magnetizare este propusă în [108]. După cum se 
observă în figura 5.11, curba este împărţită în trei 
zone, pentru flecare existând o funcţie de 
echivalare distinctă: 
• zona (T) denumită "cot"\ 

B = (5.20) 
/ / + yi 

• zona (2) denumită "funcţie de racordare": 

^ ^^ (5.21) 

• zona @ denumită ''asimptotă": 
5 = (5.22) 

Cu aceste funcţii se pot obţine puncte cu o eroare de până la 15%. Varianta are avantajul 
unei prelucrări rapide a datelor. 

în prezenta lucrare este elaborat un model matematic pentru flmcţia inversă curbei de 
magnetizare, H = utilizat într-un program de simulare BHN. Pornind de la punctele (JB^ 
date în tabelul 1 din Anexa 2, programul stabileşte flincţii liniare sau parabolice pentru 
intervalele în care este discretizată curba. Calculând permeabilitatea magnetică |l pentru aceste 
puncte, programul stabileşte mai întâi gradul funcţiei de modelare pe intervalul respectiv. 

Pentru porţiunea liniară a caracteristicii, până la 0,7 T, se consideră )Ll = const., respectiv 
un model de forma: 

H ^ a B cu a = (5.23) 

şi (BcyHJ coordonatele oricărui punct de pe porţiunea liniară. 

Fig.5.12. Curba H=f{B) trasată cu 
programul BHN 

Fig.5.13. Detaliu la cotul curbei H= i{B): 
X X valori date tabelar; 
— funcţie modelată cu programul BHN 
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Dacă este detectată o porţiune neliniară cu |LX diferit la trei puncte succesive (5; , / / / ) , 
{B2M2) şi {B3M3). se vor determina coeficienţii b, c şi d din următorul sistem de ecuaţii: 

Bj 
B'2 
Bi 

Bl 1 b H, 
B2 1 • c — H2 
Bs I 

(5.24) 

Rezultă un model de parabolă pentru acest interval: 

Dacă se ţine cont de continuitatea derivatei în punctul "2": 

2-b2-B,+C2=2-bj-Bj+Cj 

(5.25) 

(5.26) 

coeficienţii bj şic j fiind determinaţi în calculul anterior pentru punctul "1", se obţine sistemul de 
ecuaţii: 

(5.27) 

Pentru porţiunea finală, saturată, a caracteristicii, p, este aproximativ acelaşi pentru o 
succesiune de puncte. Programul va determina coeficienţii e şi / ai fiincţiei liniare aferente 
acestui interval, luând în considerare punctul iniţial (B\,H\) şi punctul final (Bfjif): 

Bl r 'h' H, 
Bi B2 1 • C2 - H2 
2Bj 1 0 2b,Bl +c,_ 

'Bi r e 'Hi' 
(5.28) 

Rezultă modelul liniar pentru acest interval: 

H = e-B + f (5.29) 

Conform acestui algoritm, curba de magnetizare a fost divizată în 10 intervale, pentru 
inducţia B cuprinsă în domeniul (0...2,2)T. în fiancţie de mărimea inducţiei magnetice, ca valoare 
de intrare, este ales intervalul cu funcţia de modelare respectivă, obţinând intensitatea câmpului 
magnetic la ieşire. Caracteristica obţinută prin modelarea efectuată cu programul BHN este 
prezentată în figura 5.12. 

Eroarea cu care se obţin valorile la ieşire, pentru funcţii parabolice, este mai mică de 2%. 
Pentru a mări precizia modelului, se pot subdiviza intervalele neliniare, obţinând noi funcţii 
şi coeficienţi pentru fiecare în parte. De remarcat că o decizie în acest sens trebuie luată, ţinând 
cont că orice subdivizare suplimentară creşte timpul de rulare a programului. 

Pentru a observa precizia de aproximare asigurată de programul BHN, în figura 5.13 se 
prezintă un detaliu al curbei de magnetizare, în care cu "x" sunt afişate valorile date tabelar şi cu 
linie continuă modelul dat de program. 
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Fig.5.14. Variaţia permeabilităţi lor magnetice: 
1 - permeabilitatea normală, jin; 

2 - permeabilitatea diferenţială, fi^. 
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Fig.5.15. Curba de variaţie a lui 

Curbele de variaţie ale permeabilităţii magnetice normale, şi diferenţiale, în 
funcţie de inducţia magnetică, sunt prezentate în figura 5.14. Cu "1" este notată variaţia lui |in şi 
cu "2" aceea a lui iij. Se remarcă o putemică micşorare a permeabilităţii magnetice cu creşterea 
inducţiei magnetice. 

Pentru a determina această modificare, în figurile 5.16 şi 5.17 sunt prezentate în detaliu 
curbele de variaţie a celor două pemieabilităţi magnetice la inducţii cuprinse în intervalul 
(1,5...2)T. 

Funcţia — = f B^ din relaţia (5.17), se calculează uşor cu programul BHN şi are forma 

de variaţie prezentată în figura 5.15. 

Fig.5.16. Detaliu de variaţie a lui ^n 
la valori mari ale inducţiei 
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Fig.5.17. Detaliu de variaţie a lui jid 
la valori mari ale inducţiei 

In Anexa 2 sunt date tabelar încă două curbe de magnetizare pentru alte sortimente de tablă 
de 0,5 mm pentru tole şi o curbă de magnetizare pentru oţel. 
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5.4. Caracteristicile maşinii de inducţie 

în prezenta lucrare se urmăreşte variaţia curentului de fază absorbit de maşina de inducţie, 
variaţia cuplului electromagnetic, precum şi variaţia factorului de putere. 

Curentul de fază /] se determină din sistemul de ecuaţii (5.3): 

Zi = Z o i - Z 2 (5-30) 
în care /qi este curentul de funcţionare în gol. 
în figura 5.19 sunt reprezentaţi aceşti curenţi în 
planul complex. 

Modulul curentului de fază absorbit în 
stator este în consecinţă: 

Al 
+ (5.31)̂  

/oa este componenta activă a curentului 
de funcţionare în gol şi se determină cu: 

/ (5.32) 

unde Pq este puterea activă măsurată la Fig.5.19. Curenţii maşinii de inducţie 
în planul complex funcţionarea în gol a maşinii de inducţie. 

/^este componenta reactivă (de magnetizare) a curentului de funcţionare în gol şi se 
calculează cu relaţia: 

71-V2 p-Uj m (5.33) 
12 Nyk^, 

în care U^ este tensiunea magnetomotoare pe o pereche de poli, iar k\y factonil total de 
înfăşurare. 

Calculul tensiunii magnetomotoare se efectuează însumând tensiunile magnetice din 
întrefier, dinţi şi juguri, ţinând cont de curba de magnetizare a materialului din care sunt ştanţate 
tolele. 

t 

/2a este componenta activă a curentului rotoric raportat la stator, care poate fi calculată cu 
ajutorul parametrilor electrici ai schemei echivalente din figura 5.1: 

/2a = 
X 

Rn 

m 

X 
Rn 

m 

1 + ^ a l X, o2 
m 

(5.34) 

în care s este alunecarea maşinii de inducţie. 
I 

l2r este componenta reactivă a curentului rotoric raportat la stator, care se poate calcula în 
mod similar cu relaţia: 
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hr = 

1 + 
al •X. o2 

1 + ^ J R. 

m 

1 + al 
X 

a 2 

(5.35) 

Cuplul electromagnetic se determină pe baza puterii electromagnetice transmise prin 

întrefier, /'enr raportată la viteza unghiulară a arborelui maşinii, Q: 

Q sQ 2 n ' f y s 

3 p 
271/, 

•U 2 

R^ + 1 + 
A-a l 

X 

R. 

m 

+ l ^ ^ a l 
X 

X. a 2 
m 

(5.36) 

unde Pqxx2 reprezintă pierderile în barele coliviei rotorice. 
Factorul de putere se poate determina, cu o precizie suficient de bună, considerând în 

figura 5.19 tensiunea de fază plasată în axa reală. El este în acest caz: 
I 

C 0 S ( p = !-Oi±[2ă. (5.37) 
h 

f 
relaţie în care /©a este determinat cu (5.32), /2a cu (5.34) şi I\ cu (5.31). 

5.5. Influenţa pierderilor în fier 

La pornire, atunci când alunecarea motorului de inducţie are valori apropiate de 1, 
pierderile în fier produse de armonicile superioare de spaţiu, sunt influenţate de factori care 
produc următoarele efecte: 
1) apariţia unui singur flux semnificativ în maşină, fluxul de dispersie; 
2) pentru frecvenţe la care adâncimea de pătrundere în miezul feromagnetic este mică în raport 

cu grosimea tolei, se consideră că câmpul magnetic penetrează capătul dinţilor aproximativ cu 
adâncimea de pătrundere; 

3) modificarea căii de parcurgere a fluxului, ca urmare a distribuţiei neuniforme a curentului în 
barele rotorice, produsă de efectul pelicular; 

4) un câmp important de reacţie produs de curenţii turbionari din miezul feromagnetic al 
maşinii. 

Distribuţia fluxului de dispersie pentru armonicile superioare este prezentată în figura 5.20. 
După cum se observă, fluxul din întrefier, (j)m (identic cu fluxul mutual), şi fluxul rotoric de 
dispersie, <i)CTr, sunt aproximativ egale şi în aceste condiţii, nu există flux în miezul rotoric (figura 
5.20.b). Pierderile în miez tind să se concentreze în dinţii statorului şi în porţiunea din miezul 
statoric situată lângă baza crestăturii. Pierderi mai mici există şi în dinţii rotorici, cauzate de 
fluxul rotoric de dispersie. Cu (t)(js este notat fluxul statoric de dispersie. 

Variaţiile pierderilor în fier cu fi-ecvenţa pot fi studiate cu modelul descris de relaţia: 
Pfe = P h + P w = ( k h B " - f + k ^ - B 2 . f 2 ) . v (5.38) 
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Fig.5.20.Traiectoriile fluxului magnetic la motorul de inducţie 

a) în regim nominal; b) la pornire. 

în care : Pfe - pierderile totale în miezul feromagnetic; 
Ph - pierderile prin histerezis; 
Pvv - pierderile prin curenţi turbionari; 
kh şi kw - constante de material; 
n = 1 ... 1,5 - exponent de histerezis; 
V - volumul miezului feromagnetic. 

Acest model poale fi utilizat doar în cazuri simple, în care se neglijează câmpul de reacţie 
produs de curenţii turbionari şi efectul pelicular. 

în cazul existenţei armonicilor, fluxul total de dispersie, (̂ ŷ, este produs de armonica de 
ordinul v a tensiunii Uy : 

A l. ^^v 
9 o v = K , . — ly 

şi inducţia magnetică corespunzătoare este dată de relaţia: 

(5.39) 

Bv = 
CTV 

(5.40) 

cu Se - suprafaţa efectivă a căii fluxului de dispersie. Această suprafaţă este diferită pentru 
fiecare porţiune a căii de dispersie. în general, pentru o analiză globală este suficient să se 
considere o suprafaţă medie pentru întreaga traiectorie. 

Câmpul de reacţie produs de curenţii turbionari reduce inducţia magnetică din maşină şi 
redistribuie câmpul. Micşorarea câmpului nu va avea loc şi pentru câmpul de dispersie, fluxul 
total de dispersie având o valoai'e fixă dată de relaţia (5.39). Orice tendinţă de a reduce acest flux 
conduce la creşterea curentului absorbit de motor pentru a menţine fluxul la valoarea necesara. 

în consecinţă, câmpul de reacţie al curenţilor turbionari micşorează inductanţele de 
dispersie. Această reducere este amplificată şi de efectul pelicular din bare. 

Efectul de redistribuire a fluxului de dispersie limitează câmpul de dispersie în regiunile de 
lângă crestătură şi în întrefier. Câmpul va penetra tola pe o adâncime de aproximativ: 

Sfe = 
Pte 

(5.41) 

unde pfe - rezistivitatea fierului; |ife - permeabilitatea magnetică a fierului. 
Inducţia câmpului magnetic este presupusă uniformă peste această distanţă. Pe baza acestor 

ipoteze se determină suprafaţa efectivă Se funcţie de frecvenţă. 
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Adâncimea de pătrundere a câmpului în conductor este : 

^cu = 
i 

Pcu (5.42) 

unde Pcu - reziştivitatea conductorului; |icu - permeabilitatea magnetică a conductorului. 
Dacă t este diametrul (grosimea) conductorului, iar d grosimea tolei, se pot distinge trei cazuri: 
1) Seu » t ?i Sfe » d ; cazul corespunde armonicilor de frecvenţă joasă. Pierderile în fier se 
calculează cu relaţia (5.38), cu inducţia magnetică din relaţia (5.40), unde suprafaţa Se este 
constantă. Rezultă: 

w (5.43) 

unde khi şi kwi sunt constante. 
Pentru o tensiune de alimentare corespunzătoare armonicii de ordinul v , Uy = const., 

pierderile depind de n, exponentul pierderilor prin histerezis. Având în vedere că n > 1, 
pierderile se vor micşora cu creşterea frecvenţei. Cum pierderile prin histerezis sunt mici în 
comparaţie cu pierderile produse de curenţii turbionari, pierderile totale din fier, Pfe, sunt practic 
independente de armonicile superioare. 
2) 5cu < t şi 5fe » d ; în acest caz, efectul pelicular din barele rotorice are o influenţă majoră 
asupra pierderilor în fier. La fel cum efectul pelicular împinge curentul rotoric către vârful barei, 
tot aşa şi fluxul de dispersie rotoric este împins către suprafaţa rotorului (vârful dinţilor). 
Scăzând suprafaţa prin care se închide fluxul rotoric de dispersie, creşte inducţia magnetică. Se 
micşorează şi volumul miezului feromagnetic care conduce fluxul. Inductanţa de dispersie 
rotorică scade şi fluxul total de dispersie este obligat să se închidă prin traiectoria fluxului 
statoric de dispersie. Aceasta conduce la creşterea fluxului statoric de dispersie. Rezultatul este 
creşterea pierderilor cu pătratul inducţiei magnetice. Considerând traiectoriile fluxului fixe, 
pierderile prin curenţi turbionari sunt independente de frecvenţă, dacă creşterea frecvenţei este 
compensată de scăderea inducţiei. în acest caz pierderile prin histerezis scad şi devin neglijabile. 
3) 6cu < t şi 6fe < d ; dacă frecvenţa armonicii este 
suficient de mare, astfel încât adâncimea de pătrundere 
în fier, 5fe, este mică în comparaţie cu grosimea tolei, 
fluxul de dispersie poate fi considerat concentrat într-un 
strat egal cu adâncimea de pătrundere, conform figurii 
5.21. 
Zonele haşurate conduc fluxul de dispersie. Pierderile în 
fier sunt mari la baza crestăturii statorice, unde se află 
concentrat fluxul total de dispersie. Fluxul din întrefier 
şi de pe suprafaţa rotorului reprezintă fluxul rotoric de 
dispersie. în această situaţie se pot neglija pierderile prin 
histerezis. Dacă 1 este lungimea axială a miezului 
feromagnetic, atunci suprafaţa efectivă este Se = 1 5fe 
şi inducţia magnetică din relaţia (5.40) devine: 

Fig.5.21. Traiectoria fluxului pentru 
armonici superioare de frecvenţă ridicată 

iar pierderile în fier : 

= k, 
U, 

fe 1-
i 

PfeU 
= k t -0^ U, (5.44) 
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Pfev « k ^ . B ^ f J . V « k , . U ^ f^ (5.45) 
Pentru o valoare fixă a tensiunii corespunzătoare armonicii v, pierderile prin curenţi 

turbionari tind să crească lent cu fy . 

5.6. Concluzii 

Pentru identificarea corectă a motorului de inducţie pe întregul domeniu de viteze de 
rotaţie, se alege o schemă electrică echivalentă în care toţi parametrii electrici sunt consideraţi 
variabili. Excepţie poate face rezistenţa statorică de fază, a cărei valoare este stabilită pentru 
temperatura maximă de funcţionare, corespunzătoare clasei de izolaţie a motorului. 

Considerarea saturaţiei magnetice şi a pierderilor în fier este importantă pentru stabilirea 
modelului matematic. 

Identificarea precisă şi rapidă a curbei de magnetizare a materialului utilizat pentru tole, 
conduce la obţinerea parametrilor şi caracteristicilor motorului cu erori cât mai mici. 

- 77-

BUPT



PETRU BRAD IŞF_UJESJ:A_FORM^ CRESTÂTURJ! ASUPRA PARAMETRILOR ELECTRICI LA MAŞINILE DE INDUCŢIE 

6. METODĂ DE IDENTIFICARE A INDUCŢIILOR MAGNETICE 
LA MOTORUL DE INDUCŢIE 

în acest scop am utilizat un program [111], elaborat pe baza unei metode numerice de 
calcul, metoda elementelor finite. Primele studii de câmp le-am efectuat cu programul FEMAG 
[107], am continuat cu FLUX 2D [108] şi cu ELCUT [106], prezentele rezultate fiind obţinute 
cu QuickFieId [111]. Cu ajutorul acestor programe se determină potenţialul vector în nodurile 
domeniului discretizat. 

Dintre motoarele de inducţie studiate, am ales exemple de la maşina de 1,5 kW cu 4 poli, 
produsă de Electromotor S.A. Timişoara. 

Problema este considerată plan-paralelă şi studiul este efectuat pe jumătate de pas polar. Se 
utilizează sistemul de coordonate carteziene. Porţiunea plană studiată este o porţiune din tola 
stator şi din tola rotor. Din considerente de simetrie se analizează o jumătate de pas polar. Se 
desenează punctele care definesc geometria zonei considerate. Aceste puncte se unesc prin 
drepte sau arce de cerc, obţinând configuraţia geometrică finală. 

Figura obţinută se împarte în blocuri, regiuni care conţin puncte cu aceleaşi proprietăţi de 
material. Blocurile considerate în acest program sunt prezentate în figura 6.1: 
1. ''tola" - se referă la miezul feromagnetic din stator şi din rotor; are o caracteristică neliniară, 

inducţia magnetică obţinându-se prin interpolarea valorilor date tabelar în anexa 2; 
2. ''cu'' - se referă la bobinajul statoric, caracterizat prin densitatea de curent la un moment dat; 

se defineşte un număr corespunzător de astfel de blocuri (cui, cu2, cu3, cu4), în fimcţie de 
numărul de bobine elementare, amplitudinea şi sensul curentului prin ele; 

3. ^̂ aP' - se referă la barele coliviei rotorice; este caracterizat prin densitatea de curent considerată 
la acelaşi moment ca şi cel din înfăşurarea statorică; se defineşte un număr corespunzător de 
astfel de blocuri (all, al2, al3, etc.), în funcţie de amplitudinea şi sensul curentului prin fiecare 
bară. 

Fig.6.1. Blocurile şi frontierele domeniului studiat 
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Fig.6.2. Reţea de discretizare 

Stabilirea densităţii de curent în barele rotorice este o problemă dificilă, circuitul magnetic 
al domeniului de calcul fiind asimetric din punct de vedere al reluctanţei magnetice. în cazul 
studiului magnetostatic al pomirii motorului (rotor în repaus), se consideră că solenaţia din stator 
este egală şi de semn contrar cu cea din rotor, la momentul considerat [89]. Această observaţie 
simplifică determinarea densităţii de curent în barele rotorice. 

La funcţionarea în gol, când alunecarea s -> O, densitatea de curent în bare j -> 0. 
4. "aer" - se referă la spaţiul ocupat de întrefier şi de izolaţiile şi penele din crestăturile statorice; 

se poate considera şi un mic spaţiu în exteriorul tolei stator; caracterizat prin permeabilitate 
magnetică relativă unitară. 

5. "oţel" - se referă la arborele maşinii, caracterizat printr-o caracteristică neliniară, valorile 
inducţiei fiind obţinute prin interpolarea caracteristicii dată tabelar în anexa 2. 

Se definesc, de asemenea, condiţiile pe frontiera domeniului analizat, în două cazuri: 
1) când se consideră densitatea de curent în "cui" maximă, respectiv, în "cu2" şi "cu3" pe 
jumătate (vezi figura 4.1.a): 
• pe suprafeţele "supl" şi "sup2" condiţii de tip Dirichlet, A = 0 ; 

dA 
• pe suprafaţa "sup3" condiţii de tip Neumann, — = 0. în acest caz "sup3" reprezintă axa 

on 
de simetrie a liniilor de câmp. 

2) când se consideră densitatea de curent în "cui" nulă, iar în "cu2" şi în 

densitatea maximă (vezi figura 4.1.b): 
• pe suprafeţele "supl" şi "sup3" condiţii de tip Dirichlet, A = 0 ; 

^cu3" din 

• pe suprafaţa "sup2" condiţii de tip Neumann, 

de simetrie a liniilor de câmp. 

dA 
dn 

= O. în acest caz "sup2" reprezintă axa 
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Fig.6.3. Configuraţia liniilor de câmp în domeniul studiat 
a) când densitatea de curent în "cui" este maximă; 
b) când densitatea de curent în "cui" este nulă. 

Pentru obţinerea unei reţele de discretizare sub formă triunghiulară (figura 6.2), dreptele şi 
arcele de cerc se împart în subdiviziuni. Numărul acestora se alege cât mai mare în zonaş 
între tlerului. 

Prin discretizarea domeniului se obţin "n" elemente triunghiulare. Pentru fiecare element 
se scrie sistemul de ecuaţii (2.157), ţinând cont şi de simplificările care se pot opera datorită 
condiţiilor de frontieră impuse. 

Se calculează potenţialul vector. A, în fiecare nod considerat. Unind punctele 
echipotenţiale ale lui A, se obţin configuraţiile din figura 6.3.a) sau din figura 6.3.b), în ftmcţie 
de amplitudinea şi sensul curentului prin conductoarele statorice. în exemplele următoare se 
consideră doar primul caz, când câmpul magnetic are valoarea maximă. 

Cunoscând valorile potenţialului vector, se determină inducţia magnetică (Bx şi By), 
respectiv permeabilitatea magnetică relativă, în fiecare nod al domeniului studiat. 

6.1. Identificarea inducţiilor magnetice la funcţionarea în gol 

în conductoarele statorice se introduc densităţile de curent corespunzătoare flmcţionării în 
gol a motorului de inducţie alimentat la tensiunea nominală de linie, U = 380 V. Amplitudinea 
curentului de fază la mersul în gol este lomax = 3,02 A . Dacă a, b, c, sunt cele trei faze ale 
maşinii, atunci ja = 4,838 A/mm^ (în "cui" din figura 6.1) şi jb = jc = 2,419 A/mm^ (în "cu2" şi 
'''cu3"). Semnul curentului este pozitiv în cele trei crestături, conform figurii 4.1.a şi schemei de 
înfăşurare din Anexa 4, figura 2. Având în vedere că turaţia maşinii de inducţie este foarte 
apropiată de sincronism, densitatea de curent în barele rotorice poate fi considerată nulă. 

Rulând programul, se obţin valorile potenţialului vector A , prezentate în trepte de culoare, 
în figura A.3.1.a) din Anexa 3. în figură se pot observa liniile echipotenţiale ale lui Â . în etapa 
următoare se calculează inducţia magnetică B, ale cărei valori sunt ilustrate prin trepte de 
culoare în figura A.3.2.a) din Anexa 3. Am determinat apoi inducţia magnetică în cei patru dinţi 
statorici, în cei patru dinţi rotorici, în jugul statoric, în jugul rotoric şi în întrefier. 

Următoarea rulare a programului am efectuat-o pentru tensiunea de linie, U = 300 V, caz în 
care densităţile de curent pe cele trei faze sunt ja = 3,5 A/mm^, jb = jc = 175 A/mm^. 

Am determinat inducţiile magnetice în dinţii statorici şi rotorici, în juguri şi în întrefier. 
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Fig.6.4. Variaţia inducţiei magnetice în dinţii statorici: a) "dsl"; b) "ds2"; c) "ds3"; d) "ds4"; 
în raport cu înălţimea dinţilor. Ia funcţionarea în gol a motorului de inducţie alimentat la tensiunea 

- - Uunie = 300 V; — U,inie= 380 V; • • • Uiinie = 600 V 
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a) b) 
Fig.6.5. Variaţia inducţiei magnetice : a) în jugul statoric; b) în jugul rotoric; 

în raport cu lungimea jugului, la funcţionarea în gol a motorului de inducţie alimentat la tensiunea 
--Uiinie = 300 V; — Uiinie=380V; • • • U,inie = 600 V 
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Fig.6.6. Variaţia inducţiei magnetice în dinţii rotorici: a) "drl"; b) "dr2"; c) "dr3"; d) "dr4"; 
în raport cu înălţimea dinţilor, la funcţionarea în gol a motorului de inducţie alimentat la tensiunea 

- - U,jn,e = 300 V; — U , i„je=380V; • • • U,i„ie = 600 V 

A treia rulare am efectuat-o pentru tensiunea de linie U = 600 V. Densităţile de curent pe 
"y 

cele trei faze sunt în acest caz ja = 18,768 A/mm , respectiv, jb = jc = 9,384 A/mm . Variaţia 
potenţialului vector în secţiunea analizată este prezentată în figura A.3.1.b) din Anexa 3, iar 
variaţia inducţiei magnetice în figura A.3.2.b) din Anexa 3. Ca şi în cazurile anterioare, am 
determinat inducţiile magnetice în dinţii statorici şi rotorici, în juguri şi în întrefier. 

Variaţia inducţiei magnetice, Bjs, în dinţii statorici, în fimcţie de înălţimea >dintelui, h^s, 
este prezentată în figura 6.4 pentru cele trei tensiuni de alimentare menţionate anterior. Dinţii 
sunt cei notaţi în figura 6.1. Pentru dintele statoric "dsl" variaţia inducţiei magnetice este cea din 
figura 6.4.a, pentru dintele "ds2" cea din figura 6.4.b, pentru dintele "ds3" cea din figura 6.4.c şi 
pentru dintele "ds4" cea din figura 6.4.d. Originea axelor este considerată la baza dintelui, în 
mijlocul ei. în toate figurile inducţiile magnetice sunt cele maxime. Se remarcă solicitarea 
magnetică diferită a dinţilor. Dintele aflat la fi-ontiera "sup3" (cu condiţii tip Neumaim), este cel 
mai puţin solicitat, pe când cel de lângă fi-ontiera "sup2" (cu condiţii tip Dirichlet), are inducţia 
cea mai mare. 

Solicitarea dinţilor la creşterea tensiunii de alimentare este următoarea: la 300 V maşina 
funcţionează cu trei dinţi (din patru, pe jumătate de pas polar), pe porţiunea liniară a 
caracteristicii de magnetizare, la 380 V cu doi dinţi, iar la 600 V cu numai un dinte nesaturat. 
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Valorile maxime ale inducţiei magnetice Bjs şi Bjr, în jugurile maşinii sunt prezentate în 
figura 6.5 în funcţie de lungimile Ijs, respectiv, Ijr (reprezentate în figura 6.1). Inducţia din stator, 
din figura 6.5.a este mai mare decât cea din rotor, din figura 6.5.b. Originea axelor este 
considerată pe frontiera "sup3". în privinţa tensiunilor de alimentare, se remarcă valorile saturate 
de la maşina alimentată la 600 V. 

Variaţia inducţiei magnetice, Bdr, în dinţii rotorici, în funcţie de înălţimea dintelui, hdr, este 
prezentată în figura 6.6 pentru cele trei tensiuni de alimentare analizate. Dinţii sunt cei din figura 
6.1. Pentru dintele rotoric "drl" variaţia inducţiei magnetice este cea din figura 6.6.a, pentru 
dintele "dr2'' cea din figura 6.6.b, pentru dintele "dr3" cea din figura 6.6.c şi pentru dintele "dr4" 
cea din figura 6.6.d. Originea axelor este considerată la baza dintelui, în mijlocul ei. 

La fel ca şi în cazul statorului, dintele rotoric situat la frontiera "sup3" are valorile cele mai 
scăzute ale inducţiei magnetice. Dintele rotoric situat la frontiera "sup2" are valorile cele mai 
ridicate ale inducţiei magnetice. Crescând tensiunea de alimentare a maşinii, se majorează şi 
valorile inducţiei magnetice în fiecare dinte rotoric. 

Variaţia inducţiei magnetice Bdeita în îiîtrefierul motorului, în funcţie de lungimea Ideita. 
este prezentată în figura 6.7.a. Lungimea Ideita este măsurată de la frontiera "sup3" la frontiera 
"sup2" în planul median al întrefierului (figura 6.1). Se observă atât creşterea valorilor inducţiei 
cu creşterea tensiunii de alimentare, cât şi influenţa putemică a crestării armăturilor asupra curbei 
de variaţie a inducţiei magnetice. Inducţia are maxime (vârfuri), acolo unde dinţii statorici şi 
rotorici sunt faţă în faţă. Rezultatele din figura 6.7.a sunt pentru o jumătate de pas polar. Pentru 
studiul curbei de variaţie a inducţiei magnetice pe un pas polar, sau chiar pe dublu pas polar, am 
realizat cu ajutorul programului LabVIEW [110] un instrument virtual care modelează inducţia 
pe acest interval. Programul are la bază fişierul cu datele obţinute din analiza numerică pe 
jumătate de pas polar. Rezultatul obţinut pentru dublul pas polar, la motorul care funcţionează în 
gol alimentat la tensiunea nominală, U = 380 V, este prezentat în figura 6.7.b. 

Schema bloc a programului de simulare CURBADAT este redată în figura 6.8. Primul bloc 
citeşte fişierul de date "bdelg.txf (inducţia magnetică în întrefier la funcţionarea în gol), obţinut 
după rularea programului de analiză numerică a câmpului magnetic. Sunt selectate coloanele de 
date "O", pentru lungimea intervalului studiat, respectiv pentru valorile inducţiei magnetice 
în punctele corespunzătoare acestui interval. La intervalul existent se adaugă încă trei intervale 
de lungimea unei jumătăţi de pas polar, obţinându-se, prin concatenare, dublul pas polar. 

a) b) 
Fig.6.7. Inducţia magnetică în întrefierul motorului de inducţie în funcţie de lungimea Ideita 

a) pe jumătate de pas polar; la funcţionarea în gol a motorului, alimentat la tensiunea 
--U,inie = 300 V; _ U,inie= 380 V; ••• U,inie = 600 V 

b) pe dublu pas polar, la funcţionarea în gol a motorului, alimentat la Uiinie 380 V. 
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> CURBADAT V I Diagram 
l ^ e r a t e f^ndioBs:: 

|%C:\bdelg.txt| 

m 

l â t l 

I h T T 

m o 

j r 

i 
ranu ram 

' v a l . 
m e d i e 

va l . m e d i e i 
J ' v a l . 

m e d i e 
|DBL| J 

m e t o d a d e in tegrare ! 

Fig.6.8. Schema bloc a instrumentului virtual de modelare 
a curbei de variaţie a inducţiei magnetice 

La vectorul valorilor inducţiei magnetice se adaugă vectorul cu aceleaşi valori aranjate în ordine 
inversă, vectorul cu valorile iniţiale şi din nou un vector cu valorile ordonate invers. Aceşti 
vectori concatenaţi dau variaţia funcţiei pe dublul pas polar. 

Programul CURBADAT conţine şi un subprogram pentru calculul valorii medii a inducţiei 
magnetice: 

T 
^ [B(t)dt (6.1) B med ~ 

O 
Integrarea numerică este realizată cu formula trapezelor. 

6.2. Identificarea inducţiilor magnetice la funcţionarea în sarcină 

în prima etapă am considerat motorul de inducţie încărcat la puterea nominală. Tensiunea 
de alimentare de linie este cea nominală, U = 380 V. Amplitudinea curentului de fază în acest 
regim este Inmax = 5,15 A . în conductoarele statorice se introduc densităţile de curent ja = 8,256 
A/mm^ (în "cui" din figura 6.1) pentru faza a şi jb = jc = 4,128 A/mm^ (în "cu2" şi în "cu3") 
pentru fazele b şi c. 

Rulând programul de calcul al câmpului electromagnetic, se obţine variaţia potenţialului 
vector Â, prezentată în trepte de culoare, în figura A.S.l.c) din Anexa 3. Se calculează apoi 
inducţia magnetică B, ale cărei valori sunt ilustrate prin trepte de culoare în figura A.3.2.c) din 
Anexa 3. Am determinat apoi inducţia magnetică în cei patru dinţi statorici, în cei patru dinţi 
rotorici, în jugul statoric, în jugul rotoric şi în întrefier. 
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Fig.6.9. Variaţia inducţiei magnetice în dinţii statorici: a) "dsl"; b) "ds2"; c) "ds3"; d) "ds4"; 
în funcţie de înălţimea dinţilor, la funcţionarea motorului de inducţie 

alimentat la tensiunea Un = 380 V 
— în gol; — la putere nominală; - la scurtcircuit. 
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Fig.6.10. Variaţia inducţiei magnetice : a) în jugul statoric; b) în jugul rotoric; 

în funcţie de lungimea jugului, la funcţionarea motorului de inducţie alimentat la tensiunea 
Un = 380 V : — în gol; — la putere nominală; - la scurtcircuit. 
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6.11. Variaţia inducţiei magnetice în dinţii rotorici: a) "drl"; b) "dr2"; c) "dr3"; d) "dr4"; 
funcţie de înălţimea dinţilor, la funcţionarea motorului de inducţie alimentat la tensiunea 

Un = 380 V : — în gol; — la putere nominală; - la scurtcircuit. 

în a doua etapă am considerat că maşina este încărcată cu sarcina maximă, respectiv, că 
este cu rotorul blocat. în acest regim de scurtcircuit maşina este alimentată cu tensiunea 
nominală. La o amplitudine a curentului de fază Isccmax = 29 A, se introduc în conductoarele din 
stator densităţile de curent ja = 46,58 A/mm^ (în "cui") pe faza a , respectiv, jb = jc = 23,29 
A/mm^ (în "cu2" şi în "cu3") pe fazele b şi c. 

Densităţile de curent din barele rotorice se determină considerând că solenaţia din rotor 
este egală şi de semn contrar cu cea din stator. Se utilizează o metodă iterativă, cu o eroare 
impusă de 1%, astfel încât să se obţină în timp util curentul din bare. în algoritmul de calcul se 
ţine cont şi de refularea curentului din barele rotorice. Se determină o nouă înălţime a crestăturii 
rotorice, respectiv, o secţiune de calcul micşorată a barei, corespunzătoare porţiunii superioare a 
crestăturii. împărţind curentul rezultat din solenaţie la secţiunea de calcul a barei se obţine 
densitatea de curent utilizată în program. Valoarea densităţii introduse în barele "all" şi 
este j = - 29,25 A/mm\ iar în barele "al3" şi "al4" este j = -17,12 A/mml 

Cu aceste valori am rulat programul de calcul al câmpului electromagnetic, obţinând 
variaţia potenţialului vector prezentată în figura A.3.1.d) din Anexa 3. Variaţia corespunzătoare a 
inducţiei magnetice este redată în figura A.3.2.d) din Anexa 3. 
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Fig.6.12. Inducţia magnetică în întrefierul motorului de inducţie în funcţie de lungimea l̂ eiia 

a) pe jumătate de pas polar; b) pe dublu pas polar 
la funcţionarea motorului de inducţie alimentat la tensiunea Up = 380 V : 

— în gol; — la putere nominală; - la scurtcircuit. 

Am determinat inducţia magnetică în dinţii statorici, în dinţii rotorici, în jugul statoric, în 
jugul rotoric şi în întrefier. 

în figura 6.9 sunt prezentate comparativ inducţiile magnetice în dinţii statorici la 
funcţionarea în gol, la puterea nominală şi la scurtcircuit. în toate cazurile motorul de inducţie 
este alimentat la tensiunea nominală. Notaţiile dinţilor sunt cele din figura 6.1. Se observă că, în 
cazul funcţionării motorului la puterea nominală, inducţia magnetică este în toţi dinţii mai mare 
decât în cazul funcţionării în gol. Inducţia magnetică în dintele de lângă frontiera "sup3" este 
foarte mică, pe când dintele de lângă frontiera "sup2" este mai solicitat. 

La scurtcircuit, efectul câmpului de reacţie din rotor este atât de mare încât micşorează 
pronunţat inducţia magnetică din dinţi şi din juguri. Inducţia în toţi dinţii este mică în corpul lor, 
valori mari semnalându-se doar în vârfurile dinţilor. Aceasta se poate observa mai bine în figura 
A.3.2.d) din Anexa 3. 

Variaţia inducţiei magnetice în jugurile maşinii, la funcţionarea în gol, la puterea nominală 
şi la scurtcircuit, sunt prezentate în figura 6.10.a) pentru jugul statoric, respectiv, în figura 
6.10.b) pentru jugul rotoric. Se constată o reducere pronunţată a inducţiei magnetice în jugul 
statoric, din aceleaşi cauze ca şi în cazul dinţilor statorici. 

în cazul dinţilor rotorici, variaţia inducţiei magnetice în funcţie de înălţimea dintelui este 
prezentată comparativ, pentru aceleaşi regimuri de funcţionare, în figura 6.11. La scurtcircuit, 
inducţia magnetică în corpul dinţilor rotorici este aproape aceeaşi cu cea de la funcţionarea în 
gol. Din figura A.3.2.d), din Anexa 3, se pot observa valorile mari ale inducţiei, de peste 2 T, 
care apar în vârfurile dinţilor. 

Variaţia inducţiei magnetice în întrefierul maşinii în funcţie de Ideitâ  în cele trei regimuri 
de funcţionare studiate, este prezentată în figura 6.12. Conturul Ijeita se află în planul median al 
întrefierului, având orientarea dinspre frontiera "sup3", unde se află originea axelor, spre 
frontiera "sup2" (figura 6.1). în figura 6.12.a) se poate observa variaţia inducţiei pe o jumătate de 
pas polar, iar în figura 6.12.b) modelarea curbei de variaţie a inducţiei pe dublu pas polar. în 
acest scop este utilizat programul CURBADAT, din figura 6.8. 

Variaţia inducţiei magnetice în întrefierul maşinii în funcţie de Ideiia. în cele trei regimuri 
de funcţionare studiate, este prezentată în figura 6.12. Conturul Ideita se află în planul median al 
întrefierului, având orientarea dinspre frontiera "sup3", unde se află originea axelor, spre 
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frontiera "sup2" (figura 6.1). în figura 6.12.a) 
se poate observa variaţia inducţiei pe o 
jumătate de pas polar, iar în figura 6.12.b) 
modelarea curbei de variaţie a inducţiei pe 
dublu pas polar. în acest scop este utilizat 
programul CURBADAT, din figura 6.8. 

Acelaşi program este utilizat şi pentru 
modelarea inducţiei magnetice în jugul statoric 
pe dublu pas polar. Rezultatele se pot observa 
în figura 6.13. De remarcat şi în acest caz 
valoarea mică a inducţiei magnetice la 
scurtcircuitul maşinii. 

6.3. Concluzii 
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Fig.6.13. Inducţia magnetică în jugul statoric 
în funcţie de lungimea jugului, 

la funcţionarea motorului de inducţie 
- - în gol; — la putere nominală; 

• • la scurtcircuit. 

Folosirea metodei elementelor finite este 
utilă la identificarea inducţiilor magnetice din 
dinţii, jugurile şi întrefierul motorului de 
inducţie. Pentru obţinerea unei viteze ridicate de calcul şi de analiză, se impune alegerea unei 
porţiuni din circuitul magnetic al maşinii. Ţinând cont de simetria existentă, în acest caz este 
utilă alegerea unei jumătăţi de pas polar. Importantă este definirea corectă a condiţiilor pe 
frontierele domeniului analizat, precum şi a densităţilor de curent din conductoarele statorului şi 
rotorului maşinii. 

Metoda de identificare este asociată cu o metodă de modelare a variaţiei inducţiei 
magnetice, ceea ce permite o apreciere mai bună a solicitărilor din maşină în regimurile de 
funcţionare studiate. în acest caz s-au obţinut curbele de variaţie a inducţiei în întrefier şi în jugul 
statoric pe dublu pas polar. 

Valorile inducţiilor astfel obţinute sunt utilizate pentru determinarea parmetrilor electrici şi 
a caracteristicilor maşinii. Ele sunt utile, de asemenea, pentru o reproiectare sau optimizare a 
motorului de inducţie. 
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7. ESTIMARI^A INDUCŢIEI MAGNETICE LA MOTORUL DE INDUCŢIE 

7.1. Sistem de achiziţie şi analiză 

Motorul studiat în acest caz este un motor de inducţie cu rotorul în scurtcircuit, de putere 
Pn = 1,5 kW, turaţie n^ = 1390 rot/min, Un = 380 V, f = 50 Hz, conexiune stea, fabricat de 
Electromotor S.A. Timişoara. 

Măsurătorile sunt efectuate cu ajutorul unor bobine sondă plasate astfel: 
• în întrefier, pe stator, pentru măsurarea inducţiei în întrefier, Bdeiiai 
• în jurul jugului stator, pentru măsurarea inducţiei în jug, Bjug; 
• în jurul unui dinte statoric, pentru măsurarea inducţiei în dinţi, Bdinte-

Pentru culegerea şi analiza semnalelor se utilizează un sistem de achiziţie compus din: 
• traductoare de tensiune, tip LV 25 P, LEM S.A. Elveţia; 
• traductoare de curent, tip LA 55 P, LEM S.A. Elveţia; 
• placă de achiziţie PC+ , National Instruments, 8 canale analogice de intrare semnal; 
• calculator tip PC 586, 133 MHz, 8 MB RAM; 
• program de interfaţă cu placa de achiziţie, LabVIEW3.1.1., National Instruments; 
• programe sub forma de instrumente virtuale, pentru vizualizarea, stocarea şi studiul 

semnalelor achiziţionate. 
Analiza armonicilor produse de saturaţie se realizează cu instrumentul virtual 

ANARMON. în figura 7.1 este prezentată schema bloc a programului care achiziţionează 
semnalul, îl descompune în armonici, apoi îl recompune pentru verificare [110]. Vizualizarea 
semnalului şi a armonicilor se face pe un ecran virtual. 

Subprogramul TIMP, prezentat în figura 7.2, realizează transformarea numărului de puncte 
achiziţionate, în timp de măsurare a semnalului, pe baza ratei de scanare utilizate. 

Pentru descompunerea semnalului achiziţionat în armonici se utilizează subprogramul 
ARMONICA. în figura 7.3 este redată schema bloc a acestui subprogram, care utilizează 
descompunerea semnalului analizat în serie Fourier, ţinând cont că acesta este periodic 
permanent sinusoidal: 

00 

f(t) = Ao+ ZA;^n,sin(?t(ot + a x ) (7.1) 
X=\ 

având coeficienţii 
T 1 

Ao=Y f(t)dt 
o 

a;^ = arctg 

= (7.2) 

bx 
ax 

cu T perioada funcţiei achiziţionate (de regulă 2n), X ordinul armonicilor considerate şi 
T 

"f(t)-sin(>.(ot)dt 
O 
T (7 .3 ) 

2 

2 
f(t)c0s(?l(0t)dt 

T o 
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> ANARMON.VI Diagiam 
g ie £<IH grate FflncHons Windows text Help 

Fig.7.1. Schema bloc a instrumentului virtual pentru analiza armonicilor unui semnal 

Fig.7.2. Schema bloc a subprogramului de transformare a punctelor în timp 
de măsurare 
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¥ 

1 > ARMONICA VI Didgram 

't^ii /". [PHffSl 
l a : 

Fig.7.3. Schema bloc a subprogramului de descompunere a semnalului în armonici 

în cazul studiului regimului de funcţionare în gol şi al pomirii, inducţia obţinută în 
întrefierul unui motor de inducţie nu este o undă sinusoidală ci una distorsionată de saturaţia 
magnetică a dinţilor şi jugurilor din stator şi rotor. 

7.2. Estimarea inducţiei magnetice la funcţionarea în gol 

La funcţionarea în gol, când turaţia rotorului este aproape de sincronism, apare armonica 
de ordinul trei a inducţiei magnetice în întrefier. 

în cazul alimentării motorului la tensiunea de linie U = 380 V, s-au măsurat următoarele 
semnale: 
• inducţia magnetică din întrefier, forma de undă fiind cea din figura 7.4.a); descompunând 

semnalul în armonici, se observă în figura 7.4.b) apariţia armonicii de ordinul trei cu o 
amplitudine de 6,05% din amplitudinea fundamentalei; 
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Fig.7.4. inducţia magnetică în întrefier la U = 380 V 
a) semnalul achiziţionat; b) semnalul descompus în fundamentală ( - . . ) şi armonica de ordinul trei (—). 
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Fig.7.5. Inducţia magnetică în jugul statoric la U = 380 V 
a) semnalul achiziţionat; 
b) semnalul descompus în fundamentală ( - . . ) şi armonica de ordinul trei (—). 
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Fig.7.6. Detaliu la inducţia magnetică în jugul statoric la U = 380 V 
a) semnalul achiziţionat (—) şi semnalul modelat (...); 
b) semnalul descompus în fundamentală ( - . . ) , armonica de ordinul trei (...) şi armonica de 

ordinul şaisprezece (—). 

• pentru inducţia magnetică din jugul statoric semnalul achiziţionat este cel din figura 7.5.a), 
având o formă uşor aplatizată de armonici; descompunând semnalul în armonici, se obţine în 
figura 7.5.b) o armonică de ordinul trei cu o amplitudine de 4% din cea a flmdamentalei; 
privind un detaliu al inducţiei în jug în figura 7.6.a), se observă apariţia unei armonici 
suplimentare, cu o amplitudine mai însemnată, 4,6% din amplitudinea flmdamentalei; este o 
armonică de dinţi, fiind produsă de dinţarea rotorică (Nc2) Şi având ordinul: 

Nc2 30 v = 2qm-H = - ^ - K l = y - h l = 16 (7.4) 

Forma de undă este confirmată de modelarea şi simularea semnalului prezentat cu linie 
punctată în figura 7.6.a). 
• pentru inducţia magnetică din dintele statoric semnalul măsurat este prezentat în figura 7.7.a); 

forma ascuţită este produsă de armonica de ordinul trei, prezentată în figura 7.7.b) în raport cu 
fundamentala; ea are o amplitudine de 16% din amplitudinea fundamentalei; privind la 
detaliul din figura 7.8.a) se constată şi în acest caz prezenţa armonicii de dinţi de ordinul 
şaisprezece, cu o amplitudine de 16,8% din amplitudinea fundamentalei (figura 7.8.b)). 
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Fig.7.7. Inducţia magnetică în dintele statoric la U = 380 V 
a) semnalul achiziţionat; 
b) semnalul descompus în fundamentală ( - . ^ şi armonica de ordinul trei (—), 
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Fig.7.8. Detaliu la inducţia magnetică în dintele statoric la U = 380 V 
a) semnalul achiziţionat (—) şi semnalul modelat (...); 
b) semnalul descompus în fundamentală ( - . . ) , armonica de ordinul trei (...) şi armonica de 

ordinul şaisprezece (—). 

în figura 7.9 se poate observa defazajul de 
aproximativ 90° existent între inducţia în dinte 
şi cea înjug. 

La funcţionarea în gol, pe măsură ce 
tensiunea de alimentare creşte, se amplifică şi 
armonica de ordinul trei, aplatizând unda 
inducţiei din întrefier. Având în vedere că dinţii 
se saturează în principal, în acest regim de 
funcţionare, forma inducţiei în dinţi este 
ascuţită, caz în care inducţia în juguri are o 
formă aplatizată. 

Ridicând tensiunea de alimentare de linie 
la U = 600 V, s-au achiziţionat următoarele 
forme de undă: 
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Fig.7.9. Inducţia în dinte (—) şi inducţia 
în jugul statoric (...), la U = 380 V 
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Fig.7.10. Inducţia magnetică în întrefier la U = 600 V 
a) semnalul achiziţionat; 
b) semnalul descompus în fundamentală (-..) şi armonica de ordinul trei (—), 
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Fig.7.11. Inducţia magnetică în jugul statoric la U = 600 V 
a) semnalul achiziţionat; 
b) semnalul descompus în fundamentală (-..) şi armonica de ordinul trei (—). 
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Fig.7.12. Detaliu la inducţia magnetică în jugul statoric la U = 600 V 

a) semnalul achiziţionat (—) şi semnalul modelat (...); 
b) semnalul descompus în fundamentală (-..), armonica de ordinul trei (...) şi armonica de 

ordinul şaisprezece (—y 
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Fig.7.13. Inducţia magnetică în dintele statoric la U = 600 V 
a) semnalul achiziţionat; 
b) semnalul descompus în fundamentală armonica de ordinul trei (—). 
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Fig.7.14. Detaliu la inducţia magnetică în dintele statoric la U = 600 V 
a) semnalul achiziţionat (—) şi semnalul modelat (...); 
b) semnalul descompus în fundamentală ( - . . ) , armonica de ordinul trei (...) şi armonica de 

ordinul şaisprezece (—). 

• inducţia magnetică din întrefier, prezentată în figura 7.10.a); se observă forma aplatizată a 
acestui semnal, de către armonica de ordinul trei, care în acest caz are o amplitudine de 
13,53% din amplitudinea fundamentalei (figura T.lO.b)); 

• inducţia magnetică din jugul statoric, prezentată în figura 7.11.a) are şi ea o formă aplatizată 
produsă de armonica de ordinul trei, care se poate observa în figura 7.1 l.b); amplitudinea 
armonicii de ordinul trei este 6,45% din amplitudinea fundamentalei; în detaliul din figura 
7.12.a) se remarcă prezenţa armonicii de dinţi de ordinul şaisprezece în forma de undă a 
inducţiei din jugul statoric; amplitudinea armonicii de ordinul şaisprezece este de 4,34% din 
amplitudinea fundamentalei (figura 7.12.b)); semnalul modelat şi simulat prezentat cu linie 
punctată în figura 7.12.a), confirmă prezenţa acestor armonici în semnalul achiziţionat; 

• inducţia magnetică din dintele statoric, prezentată în figura 7.13.a); se remarcă forma ascuţită 
a semnalului măsurat, din cauza armonicii de ordinul trei, care are în acest caz o amplitudine 
de 44,7% din amplitudinea fundamentalei (figura 7.13.b)); în detaliul prezentat în figura 
7.14.a) se observă prezenţa armonicii de dinţi de ordinul şaisprezece, a cărei amplitudine este 
14,5% din amplitudinea fundamentalei; 

în figura 7.15 se poate observa defazajul de aproximativ 90° existent între inducţia din 
dintele statoric şi inducţia din jugul statoric situat la baza dintelui. 

- 95 -

BUPT



PETRU BRAD " INFLUENŢA FORMEI CRESTĂTURII ASUPRA PARAMETRILOR ELECTRICI LA MAŞINILE DE INDUCŢIE 

7.3. Estimarea inducţiei magnetice la 
scurtcircuit 

Pornirea poate fi studiată ca o funcţionare 
de scurtă durată a motorului în scurtcircuit, 
înfăşurarea statorică fiind alimentată la 
tensiunea nominală. în acest caz s-au măsurat 
următoarele semnale: 
• inducţia magnetică în întrefier, din figura 

7.16.a); forma de undă ascuţită este produsă 
de armonica de ordinul trei; descompunerea 
în armonici din figura 7.16.b) evidenţiază 
armonica de ordinul trei cu o amplitudine de 
15,65% din a fundamentalei; 

o 0 01 0.02 
timp [s] 

Fig.7.15. Inducţia în dinte ( 
0 03 0 04 

—) şi inducţia 
în jugul statoric (...), la U = 600 V 

inducţia magnetică în jugul statoric, prezentată în figura 7.17.a); în figura 7.17.b) se observă 
descompunerea acestui semnal în armonici, armonica de ordinul cinci (6,23% din 
fundamentală) fiind chiar mai mare decât armonica de ordinul trei (2,31% din fundamentală); 
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Fig.7.16. Inducţia magnetică în întrefier la scurtcircuit 

a) semnalul achiziţionat; 
b) semnalul descompus în fundamentală (-..), armonica de ordinul trei (—) şi armonica de 

ordinul cinci (..). 

1.5 

1 

0.5 

o> 

-0.5 

- 1 

0.02 
bmp [s] 

0.04 -15. 

; / \ 
i / \ 
r r v î / 

$ 1 \ 
/'î ; \ 

$ 1 

\ / 1 : \ 

i 1 ' i 
0.01 0.03 .... 0.02 

o ; timp [s] 
Fig.7.17. Inducţia magnetică în jugul statoric la scurtcircuit 

a) semnalul achiziţionat; 
b) semnalul descompus în fundamentală (-..), armonica de ordinul trei (—) şi armonica 

de ordinul cinci (...). 
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Fig.7.18. Inducţia magnetică în dintele statoric la scurtcircuit 
a) semnalul achiziţionat; 
b) semnalul descompus în fundamentală (-..),^armonica de ordinul trei (...) şi armonica de 

ordinul cinci(—). 
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Fig.7.19. Detaliu la inducţia magnetică în dintele statoric la scurtcircuit 
a) semnalul achiziţionat (—) şi semnalul modelat (...); 
b) semnalul descompus în fundamentală ( - . . ) , armonica de ordinul trei (- -), armonica de 

ordinul cinci (...) şi armonica de ordinul şapte (—), 

• inducţia magnetică în dintele statoric este 
cea din figura 7.18.a); forma ascuţită a 
semnalului este produsă de spectrul larg de 
armonici prezentat în figura 7.19.b); cele 
mai importante sunt armonica de ordinul trei 
(38,44% din fundamentală), armonica de 
ordinul cinci (21% din fundamentală) şi 
armonica de ordinul şapte (12,95% din 
fundamentală); în detaliul din figura 7.19.a) 
se remarcă semnalul achiziţionat în 
comparaţie cu cel modelat, pentru inducţia 
din dintele statoric. 

Inducţia din jugul statoric este şi în acest 
caz defazată cu 90"̂  faţă de cea din dinţii 
statorici învecinaţi, conform figurii 7.20. 
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Fig.7.20. Inducţia în dinte (—) şi inducţia 
înjug(. . . ) la scurtcircuit 
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7.4. Concluzii 

Creşterea de 3,65 ori a curentului de magnetizare la funcţionarea în gol la U = 600 V faţă 
de U = 380 V, are ca efect creşterea de aproximativ două ori a amplitudinii armonicii de ordinul 
trei a inducţiei magnetice în întrefier şi în dinte. 

La funcţionarea în scurtcircuit valorile inducţiilor din stator sunt mai mici decât la 
fimcţionarea în gol, fluxurile în unele regiuni scăzând chiar la jumătate. 

Configuraţiile câmpurilor magnetice în cele trei regimuri de funcţionare prezentate anterior 
(funcţionarea în gol la 380 V, funcţionarea în gol la 600 V, scurtcircuitul la 380 V), pot fî 
studiate cu ajutorul modelului de calcul care utilizează metoda elementelor finite. Se obţin 
rezultatele prezentate în figura A.3.2 din Anexa 3. 

Funcţionarea în gol la 380 V, figura A.3.2.a), este caracterizată de inducţii mici şi solicitări 
uniforme în tola maşinii de inducţie. 

Funcţionarea în gol la 600 V, figura A.3.2.b), conduce la inducţii mai mari în juguri şi 
dinţi. Saturaţia apare în dinţi. 

Scurtcircuitul la 380 V, figura A.3.2.d), produce inducţii deosebit de mari în dinţii rotorici 
şi în vârfurile dinţilor statorici, zone în care apare saturaţia. 
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8. INFLUENŢA FORMEI CRESTĂTURII ASUPRA PARAMETRILOR ELECTRICI 

8.1. Calculul parametrilor electrici 

d a t e in i ţ ia le 

s1 s 2 
m o t o r d e inducţ ie 

s 3 s 4 s 5 

i J 1 l 

n 

r 1 r 2 r 3 1 r 3 2 

Pentru determinarea parametrilor electrici şi a variaţiei acestora cu alunecarea motorului 
asincron, am elaborat programul MASI, având ca suport softul Matlab & Simulink [109]. 

Dintre motoarele de inducţie 
studiate am ales pentru 
exemplificare pe cel de 1,5 kW cu 
4 poli, pe cel de 15 kW cu 4 poli şi 
simplă colivie şi pe cel de 15 kW 
cu 4 poli şi dublă colivie, toate 
fiind din producţia de serie a firmei 
Electromotor S.A. 

în Anexa 5 sunt date fişierele 
"emtl_5", "emtl5" şi "emtl5dc", 
cu principalele date constructive 
ale motoarelor: date geometrice 
generale, dimensiunile crestăturii 
statorice, dimensiunile crestăturii 
rotorice, date de bobinaj, date 
despre inelul de scurtcircuitare, 
curba de magnetizare pentru tole. 

Programul principal MASI 
este prezentat în figura 8.1 Prin 
butonul "date iniţiale", el încarcă 
unul din fişierele menţionate 
anterior. în cadrul analizei sunt 
apelate, pe rând, prin intermediul 
butoanelor "si", "s2", "s3", "s4" 
sau "s5", fişierele cu dimensiunile 
crestăturilor statorice. Fişierele cu 
dimensiunile crestăturilor rotorice 
pot fi apelate cu butoanele "rl", 
"r2", "r3V\ "T3T\ pentru simplă 
colivie, respectiv, "r4", "r4r', 
"r42", "r43", "r44" pentru dublă 
colivie. Aceste fişiere sunt date în 
Anexa 5 pentru motoarele studiate. 
Fişierul matrice AII, obţinut în 
final după rularea programului 
MASI, conţine variaţia 
parametrilor electrici ai motorului 
studiat. Parametrii electrici sunt 
calculaţi cu subprograme distincte, 
simbolizate prin blocuri în figura 
8.2: Ri (notat R1 în program) şi 

(Xsl) sunt determinaţi 

r 4 l r 4 2 r 4 3 r 4 4 

Fig.8.1. Schema bloc a programului MASI 

U-̂l+WS 

R1 

Xsl 

kd̂  
Xs2p 

Im 

Xm 

ks 

Bx 

> Demux 

Demux 

Mux 

cu 
Fig.8.2. Schema bloc a subprogramelor de calcul al 

parametrilor electrici 
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0 
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0 
kcT 
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> Iaci 

-»(delta" 
Iad1 

>1 delta t> 
# lan 

1-nstrat 

q1 

N1 

Iaf1 

1/u 

\ J 

ajutorul primului subprogram; al 
doilea subprogram determină 
parametrii retorici R2'(R2p). 
X<j2'(Xs2p) şi factorul de întrefier 
kd* (kd*) influenţat de saturaţie; 
cu al treilea subprogram se 
determină curentul de magnetizare 
Ip (Im), reactanţa de magnetizare 
Xn, (Xm). factorul de saturaţie kj 
(ks) şi inducţiile în întrefier, în 
dinţi şi în juguri; cu un al patrulea 
subprogram se determină 
rezistenţa de magnetizare Rn, Fig.8.3. Schema bloc a subprogramului de calcul al 
(Rm). Blocul care calculează 
permeabilitatea magnetică a parametr.lor electnc, stator.c, R, ş. X,, 
Statorului |is (nius) şi pe cea a rotorului ^r (niur), modelează aceste mărimi pentru cazul apariţiei 
saturaţiei magnetice în maşină. 

Mărimea care variază în program este alunecarea, s, cu un pas de eşantionare minim de 
0,00K pe intervalul (0,1]. Pentru a evita împărţirea cu zero, prima valoare a alunecării este 

Blocurile utilizate pentru calculul parametrilor rotorici sunt prezentate în figura 8.3. Pentru 
determinarea permeanţei specifice de dispersie a crestăturii statorice (Iaci), se utilizează 
dimensiunile crestăturii statorice as*, b* şi Bl*, din figura 8.11, modificate sub influenţa 
saturaţiei. Pentru determinarea permeanţei specifice de dispersie diferenţială statorică X ĵ (ladl), 
se calculează un întrefier 8* (delta*) echivalent de calcul. Blocul (l^fl) calculează 
permeanţa specifică de dispersie a capetelor de bobină (fi-ontală) în funcţie de numărul de straturi 
(nstrat) ale înfăşurării, blocul "qT' determină numărul de crestături pe pol şi fază, iar blocul 
"NI" numărul de spire pe fază. în alt bloc se calculează rezistenţa pe fază Ri (Rl) şi lungimea 
medie a unei spire, Is. 

în figura 8.4 este ilustrată 
schema blocurilor de calcul al 
parametrilor electrici rotorici. în 
blocul '^kr'' se calculează factorul de 
majorare a rezistenţei rotorice sub 
influenţa efectului pelicular. Blocul 
"kuki'' calculează factorii de 
transformare în tensiune şi în 
curent, precum şi produsul acestora. 

Modul în care se calculează 
reactanţa rotorică de dispersie 
rezultă din schema bloc prezentată 
în figura 8.5. în blocul "kx" se 
calculează factorul de modificare a 
reactanţei rotorice. Dimensiunile 
crestăturii rotorice (figura 8.12) 
care sunt modificate în program sub 
influenţa saturaţiei, sunt br*, baz* 

Fig.8.4. Schema bloc a subprogramului de calcul al 
parametrilor electrici rotorici, R2' şi Xfj2' 
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Fig.8.5. Schema bloc a subprogramului de calcul al reactanţei rotorice de dispersie, 

şi ar*. în funcţie de crestătura rotorică 
utilizată, "tip2'' ia valoarea 1 pentru 
crestătura "rl", 2 pentru 3 pentru 
"rSl" şi "r32", respectiv, 4 pentru 
crestăturile în dublă colivie, "r4", " r4 r \ 
"r42" şi "r43" (figura 8.27). 

Permeanţa specifică de dispersie a 
crestăturii rotorice XQ2 se calculează în 
blocul "lac2'\ permeanţa specifică de 
dispersie diferenţială rotorică X.d2 în blocul 
"lad2", iar permeanţa de dispersie frontală 
(a coliviei) Xfz în blocul "laf2". 
şîn blocul "XE" se determină permeanţa 
specifică echivalentă de dispersie a 
crestăturii rotorice în cazul coliviei duble. 
Factorul de întrefier, kg, (kd* în program), 
se determină cu subprogramul din figura 
8.6. Mărimile notate cu asterisc (*) sunt 
influenţate de saturaţia magnetică. Blocul 
"taucl" calculează pasul crestăturii 
statorice, iar blocul "tauc2", pasul 
crestăturii rotorice. Blocurile "gaml" şi 
"gam2" calculează următoarele rapoarte: 

a s * 

ar 
5* 

•M 

t a u d 

tauc2 Mux 
— • | g a m 1 

- > [ g a m 2 

kd1 

kd2 

> kd* 

-M 
Mux 

Fig.8.6. Schema bloc a subprogramului de calcul al 
factorului de întrefier, kg 

fhu] 2 
5 k 5 J 

71 = 
5 + '14 Y2 =• 

5 + b24 
(8.1) 

Fig.8.7. Schema bloc a subprogramului de calcul al 
rezistenţei rotorice, R2 
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Fig.8.8. Schema bloc a subprogramului de calcul al curentului şi reactanţei de magnetizare 

'kd2" factorul de 

h c i 

h c 2 

^ J1 

kd' 

kb 

b d 1 

b d 2 

k E 

t a u 

t a u d 

t a u c 2 

a l fa i 

kf 

M u x 

> B d e l t a 

în care b]4 este deschiderea crestăturii statorice şi hjA a crestăturii rotorice. 
în blocul "kdl" se determină factorul de întrefier statoric, în blocul 

întrefier rotoric, iar în "kd" factorul total de întrefier. 
în figura 8.7 se poate observa schema bloc de calcul a rezistenţei rotorice pe fază, R2. 

Diametrul mediu al inelului de scurtcircuitare se determină în blocul "Dinei", rezistenţa barei din 
colivia de pornire în blocul "Rpor", înălţimea echivalentă a unei bare (de lucru) în blocul "hlr". 
în blocul "Ri" se calculează rezistenţa porţiunii de inel care corespunde unei bare, în blocul "Re" 
rezistenţa echivalentă a unei bare la simplă colivie, în blocul "Rlucru" rezistenţa barei din colivia 
de lucru, iar în "RE"' rezistenţa echivalentă în cazul coliviei duble. 

Determinarea curentului de magnetizare şi a reactanţei de magnetizare sunt prezentate în 
figura 8.8. în blocul "kb" se calculează factorul total de înfăşurare. Calculul factorului parţial de 
saturaţie, "k sd fe s t e redat în figura 8.9. în următorul bloc se determină coeficientul de acoperire 
polară "alfai" şi inducţia magnetică în întrefier 
"Bdelta", modificată apoi, datorită saturaţiei, în 
blocul "Bd*". Cu aceste date se determină 
tensiunea magnetică totală, Um, inducţiile în 
dinţi şi juguri şi factorul final de saturaţie, 
subprogram detaliat în figura 8.10. 

în blocul "kqy" se calculează factorul de 
zonă, kq, factorul de scurtare, ky, precum şi 
produsul acestora. 

Schema bloc prezentată în figura 8.9 este 
realizată pentru calculul factorului parţial de 
saturaţie, ksdf Ca mărimi de intrare, se 
calculează înălţimea crestăturii statorice, cu 
blocul "hcl", înălţimea crestăturii rotorice, cu 
blocul "hc2", lăţimea dintelui statoric la mijlocul 
crestăturii, cu "bdl", lăţimea dintelui rotoric la 
mijlocul crestăturii, cu "bd2", factorul de 
dispersie, cu blocul "kE", pasul polar, cu blocul 
"tau" şi factorul de formă, cu blocul " k f . Se 
determină inducţia magnetică în întrefier, Bdelta, 
tensiunea magnetică a întrefierului, Umdelta, 
inducţia magnetică în dintele statoric, Bdl şi 
inducţia magnetică în dintele rotoric, Bd2. Cu 
ajutorul subprogramului "tola", se determină 
intensitatea câmpului magnetic în dintele statoric, 

¥ Umdelta 

- H Bdl 2 

>Umd1 
tola 

Bd2 

tUmd2 
tola 

ksd* 

ksdf 

Fig.8.9. Schema bloc a subprogramului de calcul 
al factorului parţial de saturaţie 
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Fig.8.10. Schema bloc a subprogramului de calcul al inducţiilor magnetice şi al tensiunii magnetice 

cu ajutorul căreia se determină tensiunea magnetică în dintele statoric, Umdl. în mod similar se 
determină tensiunea magnetică în dintele rotoric, Umd2. Cu tensiunile magnetice astfel 
determinate se calculează factorul parţial de saturaţie, ksd, care se compară cu valoarea impusă şi 
se determină valoarea finală a acestui factor, ksdf. 

Subprogramul "tola" are la bază programul de modelare a curbei de magnetizare, BHN, 
descris în capitolul 5.3, iar rezultatul simulării este cel din figura 5.12. Un subprogram important 
este cel care calculează inducţiile magnetice, tensiunea magnetică totală, Um şi factorul de 
saturaţie final, ks, schema bloc fiind prezentată în figura 8.10. Blocul "bdms" calculează lăţimea 
dintelui statoric la mijlocul lui, iar blocul "bdbs" lăţimea dintelui la bază. Blocurile "bdmr" şi 
"bdbr" efectuează calcule similare pentru lăţimea dintelui rotoric. în blocul "hjl" se determină 
înălţimea jugului statoric, în "Ijl", lungimea jugului statoric. Operaţii similare sunt efectuate în 
blocurile "hjr" şi "Ijr", pentru jugul rotoric. Inducţiile magnetice sunt calculate în dintele statoric, 
la vârf Bdl, la mijloc Bdms şi la bază Bdbs, respectiv, în dintele rotoric, Bd2, Bdmr şi Bdbr. 
' 'Bjl" calculează inducţia în jugul statoric, iar "Bj2" în jugul rotoric. 

8.2. Studiul influenţei formei crestăturii statorice 

Crestăturile statorice luate în considerare sunt cele din figura 8.11. înlocuirea lor succesivă 
în calcul este echivalentă cu modificarea dimensiunilor crestăturii. 

La motorul de 1,5 kW cu 4 poli, crestăturile de bază sunt "sT' în stator şi "rl" în rotor. 
Rulările programului încep cu această variantă. Dimensiunile celorialte crestături,''s2'',"s3","s4'' 
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Fig.8.11. Crestături utilizate în stator la motoare de inducţie 
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Fig.8.12. Crestături utilizate în rotor la motoare de inducţie cu simplă colivie 
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şi sunt determinate cu ajutorul unui 
program care menţine suprafaţa crestăturii 
constantă, adică suprafaţa ocupată de 
conductoare, de izolaţii şi de pană. 
Relaţiile de calcul utilizate sunt prezentate 
în Anexa 6. 

Tehnica de analiză este următoarea: 
programul MASI rulează în prima fază cu 
datele crestăturilor "sl" şi "rl''. 
Menţinând apoi crestătura rotor "rl", sunt 
apelate, pe rând, fişierele cu datele 
crestăturilor "s3", şi "s5". 
Parametrii electrici care se modifică, în 
acest caz, sunt reactanţa de dispersie pe 
fază a înfăşurării statorice, X̂ î (notată în 
program Xsl), rezistenţa de magnetizare, 
Rm (Rm) şi reactanţa de magnetizare, Xm 
(Xm). 

Rezultatele sunt prezentate în 
figurile 8.13, 8.14 şi 8.15. Reprezentarea 
grafică a curbelor de variaţie este 
următoarea: 
— pentru crestătura "si"; 
— pentru crestătura "s2"; 

pentru crestătura "s3"; 
pentru crestătura "s4"; 

• • • • pentru crestătura "s5". 
Examinând aceste figuri, se constată 

influenţa saturaţiei magnetice asupra 
parametrilor electrici analizaţi. în cazul 
crestăturii "si", reactanţa Xcyi scade cu 
aproximativ 23%, la pomirea motorului în 
comparaţie cu funcţionarea lui în gol. în 
schimb, R^ creşte cu 15%, iar Xm creşte 
cu 22%. 

La funcţionarea în gol este de 
remarcat că reactanţa X^i a crestăturii 
"s5" este cu 6% mai mare decât cea a 
crestăturii de referinţă, "si". Rezistanţa 
Rm la utilizarea crestăturii "s5" este cu 
23% mai mică decât cea în cazul folosirii 
crestăturii "sl". Reactanţa Xm în cazul 
utilizării crestăturii "s5" este cu 25% mai 
mică decât cea în cazul folosirii crestăturii 
"sl". 

Valorile reactanţelor celorlalte 
crestături analizate se află între curbele de 

Fig.8.13. Variaţia reactanţei statorice de dispersie 
la motorul de 1,5 kW 
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Fig.8.14. Variaţia rezistenţei de magnetizare 
la motorul de 1,5 kW 
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Fig.8.15. Variaţia reactanţei de magnetizare 
la motorul de 1,5 kW 
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variaţie ale crestăturilor ''sT' şi 
La pornire (rotor blocat), 

diferenţele dintre valorile parametrilor 
obţinuţi în cazul utilizării crestăturii 
^^sl" şi scad, fiind de 5,5% pentru 
X<ji şi de 16% pentru Xm. 

La motorul de 15 kW cu 4 poli, 
crestăturile de bază sunt în stator şi 
' ' r r în rotor. Crestăturile "si", 

şi sunt calculate cu ajutorul 
programului prezentat în Anexa 6. 

Utilizând aceeaşi tehnică de 
analiză, în care pentru aceeaşi crestătură 
rotor, sunt apelate, pe rând, 
fişierele crestăturilor "sl", şi 

se obţin parametrii electrici X^i 
(notată în program Xsl), R^ şi X^, a 
căror variaţie cu alunecarea este 
prezentată în figurile 8.16, 8.17 şi 8.18. 

Reactanţa de dispersie X^i se 
modifică cu saturaţia şi cu tipul 
crestăturii statorice, conform figurii 
8.16. La fimcţionarea în gol, ea este cu 
9% mai mică în cazul utilizării 
crestăturii "sT", în locul crestăturii 
Notaţiile grafice sunt identice cu cele de 
la motorul de 1,5 kW. 

Rezistenţa de magnetizare creşte 
cu 10%, la fimcţionare în gol, în cazul 
utilizării crestăturii "sT' în locul 
crestăturii iar reactanţa de 
magnetizare creşte cu 15%. 

La pornire (s =1), reactanţa de 
dispersie, X^i, se micşorează, în cazul 
crestăturii "s5", cu 6% faţă de 
funcţionarea în gol, rezistenţa de 
magnetizare, Rm, creşte cu 16%, iar 
reactanţa de magnetizare, X^, creşte cu 
25%. 

Fig.8.16. Variaţia reactanţei statorice de dispersie 
la motorul de 15kW 
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Fig.8.17. Variaţia rezistenţei de magnetizare 
la motorul de 15 kW 
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Fig.8.18. Variaţia reactanţei de magnetizare 
la motorul de 15kW 
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şi "r32". Varianta de 
în stator, 
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Fig.8.19. Variaţia rezistenţei rotorice 
la motorul de 1,5 kW 

8.3. Studiul influenţei formei crestăturii rotorice 

Crestăturile rotorice analizate sunt cele 
din figura 8.12, pentru rotorul cu simplă 
colivie. Acesta este cazul motorului de 1,5 
kW cu 4 poli. Dimensiunile crestăturilor 
"r2", " r 3 r şi "r32" sunt determinate ţinând 
cont de secţiunea barei, de densitatea maximă 
de curent admisă în bară şi de inducţia 
maximă în dintele rotoric (Anexa 6). 

Algoritmul de analiză menţine 
crestătura din stator, "si", nemodificată, 
apelând pe rând fişierele cu datele 
crestăturilor "r2' 
bază este cea cu crestătura "si" 
respectiv, "rl" în rotor. 

Parametrii electrici care se modifică, în 
acest caz, sunt rezistenţa barei rotorice 
raportată la stator, R2'(notată în figură R2p), 
reactanţa de dispersie a barei rotorice 
raportată la stator, (Xs2p), rezistenţa de 
magnetizare, Rm (Rm) şi reactanţa de 
magnetizare, Xm (Xm). 

Rezultatele sunt prezentate în figurile 
8.19, 8.20, 8.21 şi 8.22. Notarea curbelor de 
variaţie este următoarea: 
— pentru crestătura "rl"; 

pentru crestătura "r2"; 
pentru crestătura "r31"; 

• • • • pentru crestătura "r32". 
Rezistenţa barei rotorice este 

influenţată de efectul pelicular, majorarea cea mai pronunţată, la pomire, fiind de 11,5%, în cazul 
crestăturii "r32", conform figurii 8.19. 

Fig.8.20. Variaţia reactanţei rotorice 
de dispersie la motorul de 1,5 kW 
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Fig.8.21 .Variaţia rezistenţei de magnetizare 
la motorul de 1,5 kW 

120 
110 

?100 
x: O 
" 90 

X 80 

70 

60 

: : i. /I 

j 

; 1 ; ; 
; î 1 1 

i 1 i î 
1 i i i 
! : : : 

0 . 2 0.4 0 . 6 
s 

08 

Fig.8.22.Variaţia reactanţei de magnetizare 
la motorul de 1,5 kW 
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Fig.8.23. Variaţia rezistenţei rotorice 
la motorul de 15 kW 
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Fig.8.24. Variaţia reactanţei rotorice de dispersie 
la motorul de 15 kW 

Reactanţa X^j' se micşorează atât datorită efectului pelicular din bare, cât şi datorită 
saturaţiei magnetice din dinţii rotorici. Din figura 8.20 se observă că reactanţa de dispersie scade 
la pornire cu aproximativ 42,5%, atât în cazul crestăturii "rl ' ' cât şi în cazul crestăturii "r32". 

Variaţia rezistenţei de magnetizare cu alunecarea maşinii este prezentată în figura 8.21. în 
acest caz, rezistenţa creşte, la pomire faţă de funcţionarea în gol, cu 16% în cazul utilizării 
crestăturii rotorice ''rl", sau cu 10% în cazul crestăturii "r31". 

Reactanţa de magnetizare este modificată de către saturaţie mai pronunţat, majorându-se la 
pomire faţă de funcţionarea în gol, cu 25,5% în cazul utilizării crestăturii "rl", sau cu 16,2% în 
cazul crestăturii '"T3V\ conform figurii 8.22. 

în cazul motorului de 15 kW cu 4 poli şi colivie simplă este utilizat un algoritm de 
modificare a crestăturii rotorice similar celui de la motorul de 1,5 kW. Crestăturile utilizate, "rl", 
"r2", "rSl" şi "r32" sunt prezentate în figura 8.12. Varianta de bază la acest motor este cea având 
crestătura "s5" în stator, respectiv, crestătura "rl" în rotor. 

Rezultatele rulării programului MASI sunt prezentate în figurile 8.23, 8.24, 8.25 şi 8.26. 
Reprezentarea grafică are aceleaşi notaţii ca şi la motorul de 1,5 kW. 

Figura 8.23 prezintă majorarea rezistenţei barei rotorice, la pomirea motomlui, sub 
influenţa efectului pelicular. Această creştere este, faţă de funcţionarea în gol, de 57% în cazul 
crestăturii "rl" şi de 137% în cazul crestăturii "r32''. 

Fig.8.25.Variaţia rezistenţei de magnetizare 
la motorul de 15 kW 

Fig.8.26.Variaţia reactanţei de magnetizare 
la motorul de 15kW 
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Fig.8.27. Variante de crestături rotorice jîentru motorul de 15 kW cu dublă colivie 

Variaţia reactanţei de dispersie, cu alunecarea este prezentată în figura 8.24. în cazul 
utilizării crestăturii "rl" ea scade, la pornire faţă de funcţionarea în gol, cu 33%, iar în cazul 
crestăturii "r32", cu 56%. 

în cazul rezistenţei de magnetizare, curbele din figura 8.25 prezintă o majorare a valorii la 
pornire faţă de funcţionarea în gol, cu aproximativ 18% pentru crestăturile "rl" şi "r2", şi cu 14% 
pentru "r3 r ' . 

O evoluţie similară se poate observa în figura 8.26, la reactanţa de magnetizare. în acest 
caz, majorarea valorii la pomire faţă de funcţionarea în gol este cu aproximativ 22% pentru 
crestăturile "rl", "r2", "r32", şi cu 19,5% pentru "v3V\ 

La motorul de 15 kW cu 4 poli şi dublă colivie este utilizat un algoritm de modificare a 
crestăturii rotor, de la varianta "r4" cu dublă colivie, trecând prin formele geometrice "r4r', 
"r42" şi "r43", până la varianta "rl" cu simplă colivie. 

Crestăturile menţionate sunt cele din figura 8.27. Varianta de bază este cea având crestătura 
"si" în stator, respectiv, crestătura "r4" în rotor. 

Rezultatele rulării programului MASI sunt prezentate în figurile 8.28, 8.29, 8.30 şi 8.31. 
Curbele de variaţie sunt astfel reprezentate: — pentru crestătura "r4"; pentru crestătura 
"r4r'; pentru crestătura "r42"; pentru crestătura "r43"; •••• pentru crestătura "rl". 

Fig.8.28. Variaţia rezistenţei rotorice 
la motorul de 15 kW cu dublă colivie 

Fig.8.29. Variaţia reactanţei rotorice de dispersie 
la motorul de 15 kW cu dublă colivie 
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Fig.8.30.Variaţia rezistenţei de magnetizare 
la motorul de 15 kW cu dublă colivie 
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Fig.8.31 .Variaţia reactanţei de magnetizare 
la motorul de 15 kW cu dublă colivie 

Figura 8.28 prezintă majorarea rezistenţei barei rotorice, în flmcţie de alunecare, sub 
influenţa efectului pelicular. Această creştere, faţă de funcţionarea în gol, este cu 53% în cazul 
dublei colivii, şi cu 124% în cazul barei înalte, "r43". 

Variaţia reactanţei de dispersie, Xa2\ cu alunecarea este prezentată în figura 8.29. în cazul 
utilizării crestăturii ea scade, la pornire faţă de funcţionarea în gol, cu 35,7%, iar în cazul 
crestăturii "r43", cu 33,3%. 

în cazul rezistenţei de magnetizare, curbele prezentate în figura 8.30 prezintă o majorare la 
pomire, faţă de funcţionarea în gol, cu aproximativ 2% pentru crestăturile "r4", "r4r ' , "r42", 

şi cu 4% pentru " r r \ 
Variaţia reactanţei de magnetizare se poate observa în figura 8.31. în acest caz, majorarea 

valorii la pomire faţă de mersul în gol este cu aproximativ 12% pentm crestăturile "r4", "r4r ' , 
" r 4 r şi cu 16% pentru^'rl". 

Datorită valorilor aproape egale, în figurile 8.30 şi 8.31 curba de variaţie pentru crestătura 
"r4r ' este suprapusă peste cea corespunzătoare crestăturii "TV\ iar curba de variaţie pentru 
crestătura ''r43" este suprapusă peste cea corespunzătoare crestăturii "r42". 

8.4. Verificări experimentale 

Măsurătorile sunt efectuate pentru determinarea parametrilor electrici la patru motoare de 
inducţie şi compararea rezultatelor cu cele obţinute cu programul MASI. Ele sunt efectuate cu 
ajutorul sistemului de achiziţie prezentat în capitolul 7.1. Mărimile măsurate sunt tensiunile de 
fază curenţii de linie, tensiunea indusă într-o bobină plasată în întrefierul maşinii şi.rezistenţa de 
fază. Datele sunt achiziţionate pe durata de 40 ms (două perioade) sau de 80 ms (patru perioade). 

Pentru determinarea parametrilor electrici am elaborat programul "ACHIZPAR", 
instrument virtual compus în mediul de programare LabVIEW [110]. 

Datele achiziţionate "on - line'' cu blocul "achiz", din figura 8.32, sunt separate pe fiecare 
canal cu blocurile "ua", "ub", "uc", "ia", "ib", "ic" şi "ue". Pentru obţinerea valorilor reale ale 
tensiunilor şi curenţilor măsuraţi, se amplifică valorile obţinute pe fiecare canal, cu valorile 
indicate de producătorul traductoarelor. Se determină puterea activă pe fiecare fază a maşinii, 
utilizând subprogramul "val.medie": 

T 

^ u-i-dt (8.2) 
o 
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Fig.8.32. Programul ACHIZPAR de determinare on - line a parametrilor electrici 

unde u şi i sunt valorile momentane achiziţionate pentru tensiune şi curent. Se însumează valorile 
obţinute pentru a obţine puterea activă a maşinii. Cu ajutorul subprogramului "val.efect." se 
calculează valoarea efectivă a tensiunilor şi curenţilor pe fiecare fază. 

Cu ajutorul puterii active, a tensiunii şi a curentului mediu pe fază se calculează următorii 
parametri electrici, în funcţie de regimul de încercare al maşinii: 
• la funcţionarea în gol, R, din program (figura 8.32) este rezistenţa de magnetizare, iar Xsuma 

reprezintă suma reactanţei statorice de dispersie cu reactanţa de magnetizare; 
• la funcţionarea în scurtcircuit, R este rezistenţa rotorică raportată la stator, iar Xsuma 

reprezintă suma reactanţei statorice de dispersie cu reactanţa rotorică de dispersie raportată la 
stator. 

Cu ajutorul bobinei plasate în întrefier se obţine tensiunea electromotoare indusă "ue". Prin 
integrarea acestei tensiuni se calculează fluxul din întrefier "Fi", care împărţit la curentul de fază 
"1" şi înmulţit cu pulsaţia coi = 2*pi*f determină reactanţa "XI". Aceasta are valori apropiate de 
reactanţa "Xsuma", fiind utilizată pentru verificare. 

Tensiunea de alimentare de linie este variată în trepte, de la 600 V la 100 V la funcţionarea 
în gol a tuturor motoarelor încercate, de la 20 V la 400 V la scurtcircuitul motoarelor de 1,5 kW 
şi de la 20 V la 120 V la scurtcircuitul motoarelor de 15 kW. 

Primul motor de inducţie testat este cel de 1,5 kW cu 4 poli, având crestăturile "sl" în 
iar linia continuă stator şi "rl" în rotor. Punctele măsurate sunt marcate pe figuri cu 

reprezintă rezultatul modelării cu ajutorul programului MASI. 
Pentru simularea funcţionării în gol, în schema bloc din figura 8.2 se operează următoarele 

modificări: 
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• alunecarea se fixează la valoarea corespunzătoare vitezei de rotaţie de la funcţionarea în gol 
(aproximativ 0.025); 

• tensiunea de alimentare pe fază se consideră o mărime variabilă, care se modifică de la O la 
350V. 

în schema bloc din figura 8.8, în blocul "Bd*", se modifică funcţia de simulare a inducţiei 
în întrefier în conformitate cu estimarea efectuată la punctul 7.2. 

în figura 8.33 este prezentată variaţia rezistenţei de magnetizare, Rm, în funcţie de 
tensiunea de alimentare de fază, Ufază. 

Variaţia reactanţei X^i+X^ (notată în figură Xsl+Xm) în funcţie de aceleaşi valori ale 
tensiunii de fază, Ufază, este ilustrată în figura 8.34. 

Valorile rezistenţei rotorice R2 (notată în figură R2p) în funcţie de curentul de fază, Ifază, 
sunt prezentate în figura 8.35. 

Valorile reactanţei X<yi+X 2̂ (notată în figură XsH-Xs2p), în fimcţie de aceleaşi valori ale 
curentului, Ifază, sunt date în figura 8.36. 
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Fig.8.33. Variaţia rezistenţei Rm în funcţie de Fig.8.34. Variaţia reactanţei XsHXm în funcţie de 
Ufază, la funcţionarea în gol a motorului de l,5kW, Ufază, la funcţionarea în gol a motorului de l,5kW, 
având crestăturile "si" în stator şi "rl" în rotor având crestăturile "si" în stator şi "rl" în rotor 

X valori determinate cu ACHIZPAR; — variaţie obţinută din rularea programului MASI 

435 

Fig.8.35. Variaţia rezistenţei R2p în funcţie de 
Ifază, la scurtcircuitul motorului de 1,5 kW, 

având crestăturile "si" în stator şi "rl" în rotor, 
X valori determinate cu ACHIZPAR; -
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Fig.8.36. Variaţia reactanţei Xsl+Xs2p în funcţie 
de Ifază, la scurtcircuitul motorului de 1,5 kW, 
vând crestăturile "sl" în stator şi "rl" în rotor, 

variaţie obţinută din mlarea programului MASI 
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Fig.8.37. Variaţia rezistenţei Rm în funcţie de Fig.8.38. Variaţia reactanţei Xsl+Xm în funcţie de 
Ufază, la funcţionarea în gol a motorului de l,5kW, Ufază, la funcţionarea în gol a motorului de 1,5kW, 

având crestăturile "s4" în stator şi "r2" în rotor ^ având crestăturile "s4" în stator şi "r2" în rotor 
X valori determinate cu ACHIZPAR; — variaţie obţinută din rularea programului MASI 
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Fig.8.39. Variaţia rezistenţei R2p în funcţie de 
Ifază, la scurtcircuitul motorului de 1,5 kW, 

având crestăturile "s4" în stator şi "r2" în rotor, 

Fig.8.40. Variaţia reactanţei Xsl+Xs2p în funcţie 
de Ifază, la scurtcircuitul motorului de 1,5 kW, 

vând crestăturile "s4" în stator şi "r2" în rotor. 
X valori determinate cu ACHIZPAR; — variaţie obţinută din rularea programului MASI 

Cel de-al doilea motor de inducţie încercat are aceeaşi putere nominală, 1,5 kW, acelaşi 
număr de poli, 4, dar geometria crestăturilor este diferită: în stator şi în rotor. Variaţia 
parametrilor determinaţi din măsurători, în comparaţie cu cei obţinuţi din programul MASI, este 
prezentată în figurile 8.37, 8.38, 8.39 şi 8.40. 

Conform rezultatelor obţinute cu programul MASI, prezentate în figurile 8.19, 8.20, 8.21 şi 
8.22 şi comparate cu cele experimentale prezentate anterior, se confirmă existenţa doar a mici 
diferenţe între cele două soluţii constructive. 

Motorul de 15 kW cu 4 poli şi simplă colivie, este al treilea motor testat. Geometria 
crestăturii statorice este "s5", iar cea a crestăturii rotorice "rl". 

Rezultatele obţinute din datele măsurate, la determinarea rezistenţei de magnetizare, Rm , 
în funcţie de tensiunea de alimentare de fază, Ufază, sunt prezentate în figura 8.41. Cele obţinute 
la determinarea reactanţei X<yi+Xm , în funcţie de tensiunea de alimentare de fază, Ufază, sunt 
redate în figura 8.42. 
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Fig.8.41. Variaţia rezistenţei Rm în funcţie de 
Ufază, la funcţionarea în gol a motorului 

de 15 kW cu simplă colivie, având crestăturile 
în stator şi "rl" în rotor 

X valori determinate cu ACHIZPAR; — 

: X ^ 
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Fig.8.42. Variaţia reactanţei Xsl+Xm în funcţie de 
Ufază, la funcţionarea în gol a motorului 

de 15 kW cu simplă colivie, având crestăturile 
"s5" în stator şi "rl" în rotor 

variaţie obţinută din rularea programului MASI 
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Fig.8.43. Variaţia rezistenţei R2p în funcţie de Fig.8.44. Variaţia reactanţei Xsl+Xs2p în funcţie 
Ifaza, la scurtcircuitul motorului de 15 kW de Ifază, la scurtcircuitul motorului de 15 kW 

cu simplă colivie, având crestăturile cu simplă colivie, având crestăturile 
"s5" în stator şi "r 1" în rotor "s5" în stator şi "r 1" în rotor 

X valori determinate cu ACHIZPAR; — variaţie obţinută din rularea programului MASI 

în figura 8.43 se pot observa valorile rezistenţei rotorice de fază, R2 , în funcţie de 
curentul de fază, Ifază, iar în figura 8.44 cele ale reactanţei X<ji+X{j2 • 

I 

Motorul de inducţie de 15 kW cu 4 poli şi dublă colivie, este al patrulea motor încercat. 
Geometria crestăturii statorice este "si", iar cea a crestăturii rotorice "r4". 

în figura 8.45 sunt prezentate valorile obţinute la determinarea rezistenţei de magnetizare, 
Rm, în funcţie de tensiunea de alimentare de fază, Ufază. 

Rezultatele privind determinarea reactanţei X^i+Xm , în funcţie de tensiunea de alimentare 
de fază, Ufază, sunt ilustrate în figura 8.46. 

Valorile rezistenţei rotorice R2 în funcţie de curentul de fază, Ifază, sunt cele din figura 
8.47, iar cele ale reactanţei X<ji+Xct2 în funcţie de curentul de fază, Ifază, sunt date în figura 
8.48. 
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Fig.8.45. Variaţia rezistenţei Rm în funcţie de 
Ufază, la funcţionarea în gol a motorului 

de 15 kW cu dublă colivie, având crestăturile 
"si" în stator şi în rotor 
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Fig.8.46. Variaţia reactanţei X s H X m în funcţie de 
Ufază, la funcţionarea în gol a motorului 

de 15 kW cu dublă colivie, având crestăturile 
"s 1" în stator şi "r4" în rotor 

variaţie obţinută din rularea programului MASI 
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Fig.8.47. Variaţia rezistenţei R2p în funcţie de 
Ifază, la scurtcircuitul motorului de 15 kW 

cu dublă colivie, având crestăturile 
"si" în stator şi "r4" în rotor 

X valori determinate cu ACHIZPAR; — 
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Fig.8.48. Variaţia reactanţei XsH-Xs2p în funcţie 
de Ifază, la scurtcircuitul motorului de 15 kW 

cu dublă colivie, având crestăturile 
"si" în stator şi "r4" în rotor 

variaţie obţinută din rularea programului MASI 

8.5. Concluzii 

Cu ajutorul programului MASI se calculează parametrii electrici ai maşinilor de inducţie 
cu simplă sau dublă colivie. 

Din valorile obţinute cu sistemul de achiziţie de date, utilizând programul elaborat 
ACHIZPAR, se determină parametrii electrici ai motoarelor studiate. 

Comparând rezultatele obţinute prin cele două metode, se constată următoarele diferenţe: 
• la rezistenţa Rm , diferenţe de la 5% până la 45% la tensiune ridicată de alimentare; 
• la reactanţa X<ji+Xm , diferenţe de la 2% până la 25%; 
• la rezistenţa R2 , diferenţe de la 0,2% la 2%; 
• la reactanţa X<yi+Xa2 , diferenţe de la 2% până la 22%. 
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La pornire (s = 1), reactanţele de dispersie ale maşinii de inducţie scad iar rezistenţa şi 
reactanţa de magnetizare cresc, datorită câmpului magnetic care se concentrează în vârful 
dinţilor, descărcând jugurile şi corpul dinţilor (figura 7.2l.c). 

Din analiza efectuată rezultă că, modificarea geometriei crestăturii statorice determină 
variaţii ale parametrilor electrici ai maşinii astfel: până la 10% pentru , până la 27% pentru 
Rm , până la 34% pentru Xm , în funcţie de crestătura aleasă. 

Utilizarea unei noi geometrii pentru crestăturile rotorice determină următoarele modificări 
ale parametrilor electrici: până la 106% pentru R2 , până la 108% pentru . până la 14% 
pentru Rm şi până la 11% pentru X^ . 

Determinarea parametrilor electrici este utilă pentru calculul caracteristicilor motoarelor de 
inducţie şi pentru realizarea schemelor de comandă şi reglare a turaţiei. 
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9. VARIAŢIA CARACTERISTICILOR MOTORULUI DE INDUCŢIE 
LA MobiFICAREA FORMEI CRESTĂTURII 

9.1. Program de calcul al caracteristicilor motorului de inducţie 

A11 

p a r a m e t r i 

c u p l u [ Q 

c u r e n t s 

K11 

c a r a c t e r i s t i c i 
m o t o r d e i n d u c ţ i e 

Fig.9.1. Schema bloc a programului CARA 

Programul CARA l-am elaborat, 
cu ajutorul softului Matlab & 
Simulink [109], pentru calculul şi 
reprezentarea caracteristicilor 
motoarelor de inducţie cu rotorul în 
scurtcircuit. 

în figura 9.1 este prezentată 
schema bloc a acestui program. Cu 
ajutorul blocului "parametri" se 
apelează fişierul care trebuie să 
conţină următoarele date ale motorului analizat: 
• alunecarea s , între O şi 1, cu pasul de eşantionare minim 0,001; 
• parametrii electrici Ri, X^i, R2 , Xa2 , Rm. ^m ; 
• curentul de magnetizare I^ ; 
• inducţiile magnetice: în întrefier 65 (Bdelta); 

în dinţii statorici, la vârf Bzi j, la mijloc B^n (Bdms), la bază B^is; 
în dinţii rotorici, la vârf Bz2bla mijloc Bz22 (Bdmr), la bază Bz23; 
în jugul statoric Bji şi în jugul rotoric Bj2 ; 

• rapoartele "gaml" şi "gam2" date de relaţiile (8.1); 
• factorul de întrefier statoric kgi (kdl), factorul de întrefier rotoric k82 (kd2) şi factorul de 

întrefier total kg (kd). 
Fişierele cu aceste date sunt cele obţinute din rularea programului MASI. 
Programul CARA calculează cuplul electromagnetic, Me, viteza de rotaţie, n, curentul de 

fază statoric, II, curentul de fază rotoric, 12, factorul de putere, cos(p, randamentul, r|, şi 
pierderile în motorul de inducţie. Toate aceste date sunt salvate în fişierul "caracteristici". 

Figura 9.2 prezintă schema 
bloc cu ajutorul căreia se 
calculează caracteristicile 
menţionate mai sus. 

Variabila este alunecarea, s, 
care ia valori în intervalul (O, 1]. 
Se evită valoarea O, având în 
vedere operaţia de împărţire. în 
acest sens am atribuit alunecării 
prima valoare egală cu 10'̂ . 

Cuplul electromagnetic se 
calculează în blocul "Me", iar 
viteza de rotaţie în blocul "n". 

Curentul de fază din rotor se 
obţine din cel raportat la stator 
prin înmulţire cu factorul de 
transformare în curent, calculat în 

Fig.9.2. Schema bloc a subprogramelor de calcul al 
caracteristicilor motorului de inducţie 
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Curentul de fază din stator (II), 

curentul de fază din rotor raportat la 
stator (12') şi factorul de putere 
(cosfi), se calculează cu schema 
având blocurile din figura 9.3. 

în figura 9.4 este prezentată 
schema bloc a subprogramului de 
calcul al pierderilor în motor, 
respectiv, al randamentului ''eta'\ în 
blocul 'TcuO'' sunt determinate 
pierderile motorului în înfăşurarea 
statorică la funcţionarea în gol. 
Acestea sunt însumate cu pierderile 
prin frecare, mecanice şi de 
ventilaţie, Pmv. cu pierderile în 
juguri prin histereză, Pjh şi prin 
curenţi turbionari, Pjŵ  cu pierderile 
principale în dinţi, P^ şi cu pierderile suplimentare de suprafaţă, Pq şi de pulsaţie în dinţi, Pp, 
pentru calculul componentei active a curentului de mers în gol, loa (din figura 9.3). 

La determinarea masei dinţilor statorici, Gzl, se ţine cont de tipul crestăturii considerate, 
"sV\ "sy\ "s4" sau "s5", geometrii prezentate în figura 8.11. în mod similar, la 
determinarea masei dinţilor rotorici, Gz2, se ţine cont de geometria crestăturii "rl", "T2'\ "T3V' 
sau pentru colivie simplă (figura 8.12) sau "r4", "r4r ' , "r42'\ "r43" pentru colivie dublă 
(figura 8.27). 

Fig.9.3. Schema bloc a subprogramelor de calcul al curenţilor 
de fază din stator şi rotor şi al factorului de putere 
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Fig.9.4. Schema bloc a subprogramelor de calcul al pierderilor în maşină şi al randamentului 
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în blocul "Gjl" se determină masa jugului statoric, în blocul "Gj2" masa jugului rotoric, în 
blocul "kuki" factorii de transformare în tensiune şi curent, în blocul "ni" viteza de rotaţie a 
câmpului magnetic învârtitor. 

în fişierul "P" sunt salvate toate pierderile calculate din motor. Blocul "PI" calculează 
puterea activă absorbită de maşină de la reţea, iar blocul "P2" puterea la arbore. 

9.2. Variaţia caracteristicilor motorului de inducţie la modificarea formei crestăturii statorice 

Metoda de analiză este similară celei pentru determinarea parametrilor electrici. în acest 
caz se utilizează fişierele obţinute din rularea programului MASI, ca date de intrare pentru 
programul CARA. 

Pentru motorul de 1,5 kW şi 4 poli, modificând crestătura statorică de la forma de bază 
"sl", la formele geometrice "s2", "s3", "s4" şi "s5" şi menţinând crestătura rotorică "rl" 
neschimbată, se obţin caracteristicile prezentate în figurile 9.5, 9.6, 9.7 şi 9.8. Crestăturile 
menţionate sunt cele din figurile 8.11 şi 8.12. 

Reprezentarea grafică a curbelor de variaţie, în figurile 9.5 - 9.12, este următoarea: 
— pentru crestătura "sl"; — pentru crestătura "s2"; pentru crestătura "s3"; 

pentru crestătura "s4"; • • • • pentru crestătura "s5". 
în figura 9.5 sunt prezentate caracteristicile mecanice, corespunzătoare celor cinci 

crestături. Diferenţe mai importante se observă doar la valori mari ale alunecării. Cuplul critic 
scade cu 5,3% şi cel de pornire cu 7% în cazul ^̂ ^̂  
crestăturii "s5". 

Variaţia curentului de fază, II, în funcţie de 
viteza de rotaţie a arborelui, n, este redată în 
figura 9.6.a). Având în vedere diferenţele mici 
care sunt între cele cinci curbe, am reprezentat un 
detaliu în figura 9.6.b). Domeniul de turaţii ales 
este între 1300 rot/min şi turaţia de funcţionare în 
gol (aproape de valoarea de sincronism, 1500 
rot/min). La turaţia nominală de 1390 rot/min, 
curentul de fază în cazul crestăturii "s5" este cu 
9% mai mare decât în cazul crestăturii de bază, 
"sl". 
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Fig.9.5. Caracteristici mecanice ale 
motorului de 1,5 kW 
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Fig.9.6.a) Variaţia curentului de fază la motorul de 1,5 kW; 
b) Detaliu la variaţia curentului de fază. 
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Fig.9.7.a) Variaţia factorului de putere cu viteza de rotaţie, Ia motorul de 1,5 kW; 
b) Detaliu la variaţia factorului de putere. 
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[rot/mi n] 
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a) b) 

Fig.9.8.a) Variaţia randamentului cu viteza de rotaţie, la motorul de 1,5 kW; 
b) Detaliu la variaţia randamentului. 

Figura 9.7.a) ilustrează variaţia factorului de 
putere, cosfi, în funcţie de viteza de rotaţie, n. 
Pentru analiza influenţei geometriei crestăturii 
statorice, se utilizează detaliul reprezentat în 
figura 9.7.b). La turaţia nominală de 1390 rot/min, 
se observă o scădere a factorului de putere cu 
6,7% în cazul crestăturii "s5", faţă de crestătura 
"sl". 

Variaţia randamentului, eta, cu viteza de 
rotaţie a maşinii, n, este redată în figura 9.8.a). 
Detaliul din figura 9.8.b) este necesar pentru 
aprecierea influenţei crestăturilor utilizate. La 
turaţia nominală de 1390 rot/min, randamentul se 
micşorează cu 3,1% în cazul crestăturii "s5", faţă 
de crestătura "sl". 
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Fig.9.9. Caracteristici mecanice 
ale motorului de 15 kW 

La motorul de 15 kW cu 4 poli şi simplă colivie, crestătura statorică de bază este "s5", 
fiind modificată, pe rând, în formele "sl", "s2", "s3" şi "s4". 
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Fig.9.10.a) Variaţia curentului de fază la motorul de 15 kW; 
b) Detaliu la variaţia curentului de fază. 
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Fig.9.11 .a) Variaţia factorului de putere cu viteza de rotaţie la motorul de 15 kW; 
b) Detaliu la variaţia factorului de putere. 
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Fig.9.12.a) Variaţia randamentului cu viteza de rotaţie la motorul de 15 kW; 
b) Detaliu la variaţia randamentului. 
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Crestătura rotorică ' 'rl ' ' rămâne nemodificată. Rulând programul CARA, se obţin caracteristicile 
motorului. Simbolizarea grafică a curbelor este identică cu cea de la motorul de 1,5 kW. 

în figura 9.9 sunt prezentate caracteristicile mecanice, corespunzătoare celor cinci 
crestături statorice. Curba de variaţie corespunzătoare crestăturii "s5" are cuplul critic cu 4,5% 
mai mic şi cuplul de pornire cu 9% mai mic decât cuplurile curbei de variaţie corespunzătoare 
crestăturii ^^sl". 

Variaţia curentului de fază, II, cu viteza de rotaţie, n, este redată în figura 9.10.a). Un 
detaliu este prezentat în figura 9.10.b), pentru domeniul de turaţii cuprins între 1400 rot/min şi 
turaţia de funcţionare în gol. La turaţia nominală de 1440 rot/min, curentul corespunzător 
crestăturii este cu 3% mai mare decât cel corespunzător crestăturii "si". 

Variaţia factorului de putere, cosfi, cu viteza de rotaţie, n, este cea din figura 9.11.a). în 
figura 9.1 l.b) este redat un detaliu al acestor caracteristici. La turaţia nominală de 1440 rot/min, 
factorul de putere corespunzător utilizării crestăturii "s3" este cu 5% mai mic decât în cazul 
utilizării crestăturii "si". 

în figura 9.12.a) sunt prezentate curbele de variaţie a randamentului, pentru cele cinci 
crestături considerate, iar în figura 9.12.b), un detaliu al acestor caracteristici. La turaţia 
nominală de 1440 rot/min, randamentul corespunzător utilizării crestăturii "s3" scade cu 1% faţă 
de cazul utilizării crestăturii "si". 

9.3. Variaţia caracteristicilor motorului de inducţie la modificarea formei crestăturii rotorice 

La motorul de 1,5 kW cu 4 poli, pentru crestătura de bază statorică se consideră, pe rând, 
crestăturile rotorice "rl", "r2", "r31" şi "r32", din figura 8.12. Rulând programul CARA, se 
obţin caracteristicile din figurile 9.13, 9.14, 9.15 şi 9.16. 

Curbele de variaţie sunt astfel notate, în figurile 9.13 - 9.20: 
— pentru crestătura "rl"; — pentru crestătura "r2"; pentru crestătura "r31"; 
• • • • pentru crestătura "r32". 

în figura 9.13 se pot observa caracteristicile mecanice ale motorului, obţinute considerând 
cele patru crestături rotorice. Curba de variaţie corespunzătoare crestăturii " r3r ' are cuplul critic 
cu 3% mai mic, dar cuplul de pomire cu 12% mai mare decât cuplurile curbei de variaţie 
corespunzătoare crestăturii "rl". 

Variaţia curentului de fază, II, cu viteza de rotaţie a motorului, n, este redată în figura 9.14. 
Curentul de pomire corespunzător utilizării crestăturii "r32" este cu 23% mai mic decât curentul 
de pomire corespunzător crestăturii "rl". 
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Fig.9.13. Caracteristici mecanice 
ale motorului de 1,5 kW 
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Fig.9.14. Variaţia curentului de fază 
la motorul de 1,5 kW 
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Fig.9.15.a) Variaţia factorului de putere cu viteza de rotaţie, la motorul de 1,5 kW; 
b) Detaliu la variaţia factorului de putere. 
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Fig.9.16.a) Variaţia randamentului cu viteza de rotaţie la motorul de 1,5 kW; 
b) Detaliu la variaţia randamentului. 

Factorul de putere, cosfi, variază cu turaţia maşinii, n, conform figurii 9.15.a). în figura 
9.15.b) se observă un detaliu al variaţiei factorului de putere în domeniul turaţiilor cuprins între 
1300 rot/min şi turaţia de funcţionare în gol a motorului. Folosind crestătura "r32" factorul de 
putere scade cu 6,5% la turaţia nominală (1390 rot/min), faţă de cazul utilizării crestăturii "rl". 

Variaţia randamentului, eta, cu viteza de rotaţie, n, este prezentată în figura 9.16.a). Un 
detaliu, care facilitează studiul influenţei crestăturilor rotorice, este prezentat în figura 9.16.b). 
La turaţia nominală (1390 rot/min), randamentul scade cu 1,3% în cazul utilizării crestăturii 
"r32"faţă de crestătura "rl". 

Pentru motorul de 15 kW cu 4 poli şi colivie simplă se obţin caracteristicile din figurile 
9.17, 9.18, 9.19 şi 9.20. în acest caz, pentru crestătura statorică de bază "s5" se consideră 
crestăturile rotorice "rl", "r2", "r3r ' şi "r32". Notaţiile grafice pentru curbele de variaţie sunt 
aceleaşi ca şi în cazul motorului de 1,5 kW. 

Caracteristicile mecanice ale motorului, obţinute pentru cele patru crestături rotorice 
considerate, sunt prezentate în figura 9.17. Curba de variaţie pentru crestătura "r3r ' are cuplul 
critic cu 13% mai mic şi cuplul de pomire cu 7,3% mai mare decât cuplurile obţinute pentru 
"rl". 
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Fig.9.17. Caracteristici mecanice ale 
motorului de 15 kW cu simplă colivie 
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Fig.9.I8. Variaţia curentului de fază la 
motorul de 15 kW cu simplă colivie 

1000 
[rot/mi n] 

1500 

a) 

1400 1420 1440 1460 
n [ r o t / m i n ] 

1480 1500 

b) 

Fig.9.19.a) Variaţia factorului de putere cu viteza de rotaţie, la motorul de 15 kW cu simplă colivie; 
b) Detaliu la variaţia factorului de putere. 
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Fig.9.20.a) Variaţia randamentului cu viteza de rotaţie la motorul de 15 kW cu simplă colivie; 
b) Detaliu la variaţia randamentului. 
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în figura 9.18 se poate observa variaţia curentului de fază, II, cu viteza de rotaţie, n, a 
motorului. Curentul de pornire corespunzător crestăturii "r32" scade cu 36,4% faţă de cel 
corespunzător crestăturii "rl". 

Figura 9.19.a) redă variaţia factorului de putere, cosfi, cu viteza de rotaţie, n. în figura 
9.19.b) este dat un detaliu al acestei variaţii în domeniul de turaţii cuprins între 1300 rot/min şi 
turaţia de funcţionare în gol. în cazul utilizării crestăturii "r32", la turaţia nominală (1440 
rot/min), factorul de putere scade cu 15,5% faţă de cazul crestăturii "rl". 

Variaţia randamentului, eta, în funcţie de viteza de rotaţie, n, este prezentată în figura 
9.20.a). Un detaliu al acestei variaţii este redat în figura 9.20.b). Se poate observa că, la turaţia 
nominală de 1440 rot/min, randamentul corespunzător utilizării crestăturii "r32" este cu 2,3% 
mai mic decât în cazul crestăturii "rl". 

în cazul motorului de 15 kW cu 4 poli şi dublă colivie, rulând programul CARA, se obţin 
caracteristicile din figurile 9.21, 9.22, 9.23 şi 9.24. Pentru crestătura statorică de bază "si", sunt 
luate în considerare, pe rând, crestăturile rotorice cu geometriile "r4", "r4r' , "r42", "r43" şi "rl", 
din figura 8.27. 

în figura 9.21 se pot observa caracteristicile mecanice ale motorului pentru crestăturile 
rotorice considerate. La utilizarea crestăturii "r4" cuplul critic scade cu 26% şi cuplul de pomire 
cu 22% faţă de cazul utilizării crestăturii "rl". 
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Fig.9.21. Caracteristici mecanice ale 
motorului de 15 kW cu dublă colivie 
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Fig.9.22. Variaţia curentului de fază la 
motorul de 15 kW cu dublă colivie 

1 
0.9 

0 8 

0 7 

_ 0 6 

^05 
04 

0.3 

02 

0 1 

0. 500 
n 

1000 
(rot /min] 

1500 

a) 

1400 1420 1440 1460 1480 
n [rot /min] 

1500 

b) 

Fig.9.23.a) Variaţia factorului de putere cu viteza de rotaţie, la motorul de 15 kW cu dublă colivie; 
b) Detaliu la variaţia factorului de putere. 
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Fig.9.24.a) Variaţia randamentului cu viteza de rotaţie la motorul de 15 kW cu dublă colivie; 
b) Detaliu la variaţia randamentului. 

Reprezentarea grafică a curbelor de variaţie în figurile 9.21 - 9.25 este următoarea: 
— pentru crestătura "r4"; pentru crestătura pentru crestătura "r42"; 

pentru crestătura "r43"; pentru crestătura "rl". 
Variaţia curentului de fază, II, cu viteza de rotaţie, n, este prezentată în figura 9.22. 

Curentul de pornire, în cazul utilizării crestăturii "r4'\ scade cu 25% faţă de varianta care 
utilizează crestătura "rV\ 

în figura 9.23.a) este redată variaţia factorului de putere, cosfi, în funcţie de viteza de 
rotaţie a motorului, n. Un detaliu al acestei variaţii este prezentat în figura 9.23.b), pentru 
domeniul de turaţii cuprins între 1400 rot/min şi turaţia de funcţionare în gol. Factorul de putere, 
la turaţia nominală de 1400 rot/min, scade cu 5,5% în cazul folosirii crestăturii "r4" faţă de cel al 
utilizării crestăturii "rl". 

Variaţia randamentului, eta, în fimcţie de turaţia, n, este ilustrată în figura 9.24.a). Pentru 
facilitarea analizei se poate utiliza detaliul din figura 9.24.b). La turaţia nominală de 1400 
rot/min, randamentul scade cu doar 0,6% în cazul crestăturii "r4" faţă de cel al crestăturii "rl". 

9.4. Verificări experimentale 

încercările sunt efectuate pentru determinarea cuplului, curentului de fază şi factorului de 
putere. Motoarele electrice testate sunt cele prezentate în capitolul 8.4, la care s-au determinat 
parametrii electrici. Măsurătorile sunt efectuate cu ajutorul sistemului de achiziţie prezentat în 
capitolul 7.1. 

Pentru determinarea cuplului electromagnetic am elaborat programul "CUPLU", în mediul 
de programare LabVIEW [110]. Programul, prezentat în figura 9.25, calculează "on-line" 
valoarea momentană a cuplului electromagnetic, permiţând afişarea, sub formă de instrument 
virtual, sau stoacarea valorilor achiziţionate. Programul utilizează valorile tensiunilor de fază 
achiziţionate, "ua'\ ' W şi ale curenţilor de linie achiziţionaţi "ia", "ib" şi "ic", rezistenţa 
de fază a înfăşurării statorice, "Rfaza", şi număml de perechi de poli, "pl". 

Utilizând transformarea Clarke, sistemul trifazat este transpus în sistemul "dq", obţinând 
tensiunile "ud", "uq" şi curenţii "id" şi "iq". Pentru determinarea fluxurilor după cele două axe, 
"psid" şi "psiq", se utilizează un bloc integrator. Pasul de integrare, "dt", se determină astfel: 

"eşantion/canal" 1 
"dt"= • (9 n 

"rata.de.scanare" "puncte" ^ ' ^ 
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> C U P L U . V I D î a g i a m 

Fig.9.25. Programul CUPLU de determinare on - line a cuplului electromagnetic 

unde "eşantion/canar\ "rata de scanare" şi numărul de "puncte" sunt cele din figura 9.25. 
Motorul de 1,5 kW cu 4 poli, având crestăturile "si" în stator şi "rl" în rotor, este primul 

motor încercat. Caracteristicile obţinute sunt cele din figurile 9.26, 9.27 şi 9.28. Punctele marcate 
cu "x" sunt obţinute cu ajutorul sistemului de achiziţie. Punctele marcate cu "o" sunt măsurate 
cu instrumente analogice de laborator, iar cuplul este determinat prin metoda dinamometrică. 
Caracteristica marcată cu linie continuă se obţine din rularea programului CARA. 

în figura 9.26 este reprezentată caracteristica mecanică, n = f(M), în figura 9.27 variaţia 
curentului de fază, II, iar în figura 9.28 variaţia factorului de putere, cosfi, în funcţie de viteza de 
rotaţie a maşinii, n. 
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Fig.9.26. Caracteristica mecanică a motorului 
de 1,5 kW, având crestăturile "si", "rl" 

Fig.9.27. Variaţia curentului de fază la motorul 
de 1,5 kW, având crestăturile "sl", "rl" 

o - instrumente analogice; x - sistem achiziţie; — program CARA 
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Fig.9.28. Variaţia factorului de putere la motorul 
de 1,5 kW, având crestăturile " s r \ "rl" 

Fig.9.29. Caracteristica mecanică a motorului 
de 1,5 kW, având crestăturile "r2" 

o - instrumente analogice; x - sistem achiziţie; — program CARA 
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Fig.9.30. Variaţia curentului de fază la motorul 
de 1,5 kW, având crestăturile "s4", 

Fig.9.31. Variaţia factorului de putere la motorul 
de 1,5 kW, având crestăturile "s4", "r2'' 

o - instrumente analogice; x - sistem achiziţie; — program CARA 
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Fig.9.32. Caracteristica mecanică a motorului Fig.9.33. Variaţia curentului de fază la motorul 
de 15 kW cu simplă colivie de 15 kW cu simplă colivie 

X - sistem achiziţie; — program CARA 

Al doilea motor testat este cel de 1,5 kW cu 4 poli, având crestăturile "s4" în stator şi "r2" 
în rotor. Caracteristica mecanică este redată în figura 9.29, variaţia curentului de fază în figura 
9.30 şi variaţia factorului de putere în figura 9.31. 
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Fig.9.34. Variaţia factorului de putere la motorul 
de 15 kW cu simplă colivie 
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Fig.9.35. Caracteristica mecanică a motorului 
de 15 kW cu dublă colivie 
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Fig.9.36. Variaţia curentului de fază la motorul 
de 15 kW cu dublă colivie 
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Fig.9.37. Variaţia factorului de putere la motorul 
de 15 kW cu dublă colivie 

X - sistem achiziţie; — program CARA 

Motorul de 15 kW cu 4 poli şi simplă colivie, având crestăturile în stator şi "rl" în 
rotor, este următorul motor încercat. Figura 9.32 prezintă caracteristica mecanică, figura 9.33 
variaţia curentului de fază, iar figura 9.34 variaţia factorului de putere. 

în cazul încercării motorului de 15 kW cu 4 poli şi dublă colivie, ^vând crestăturile "sF' în 
stator şi "r4" în rotor, se obţin caracteristica mecanică din figura 9.35, variaţia curentului de fază 
din figura 9.36 şi variaţia factorului de putere din figura 9.37. 

9.5. Concluzii 

Cu ajutorul programului CARA se determină variaţia cuplului electromagnetic, a 
curentului de fază şi a randamentului, la motoare de inducţie cu rotorul în scurtcircuit. Colivia 
rotorică poate fi simplă sau dublă. 

Programul CUPLU este elaborat pentru determinarea valorii momentane a cuplului 
electromagnetic, din valorile măsurate cu ajutorul sistemului de achiziţie. 

Modificarea geometriei crestăturii statorice conduce la variaţii mici ale caracteristicilor 
maşinii: maxim 9% la cuplu, 9% la curentul de fază, 7% la factorul de putere, 3% la randament. 
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Modificarea formei crestăturii rotorice produce variaţii mai importante ale caracteristicilor 
maşinii. La motoarele analizate, acestea sunt de 13% la cuplul motoarelor cu simplă colivie, 
ajungând la 26% la motoarele cu dublă colivie. Variaţiile curentului de fază pot fi de 36%, ale 
factorului de putere de 15% şi ale randamentului de maxim 3%. 

Tabelul 9.1 Influenţa dimensiunilor crestăturii rotorice asupra caracteristicilor 
motorului de inducţie cu dublă colivie 

Caracte -
ristici 

Cuplu critic Cuplu d e pomire Curent de 
fază 

Factor de pute re Rand ament 

Dimensiune 
crestătură 71 71 71 71 71 

bpor 71 
X 1 X X X X 

bpor 71 X X X X X bpor 

— 
X X X X X 

bpor 

— 

1 X X X X X 

b g 7\ i X X X X X b g 

^ X X X X X 

br 71 X X X X X br 
^ X X X X X 

h g 71 
i X X X X X 

h g 71 X X X X X h g 

^ 
X X X X X 

h g 

^ X 1 X X X X 

dbaz 7) -

X X X X X 

dbaz 7) -

X X X X X dbaz 
1 X X X X X 

dbaz 

X X X X X 

Utilizând programele MASI şi CARA, se poate determina influenţa fiecărei dimensiuni a 
crestăturii considerate asupra caracteristicilor motorului de inducţie. Pentru exemplificare, în 
tabelul 9.1, este considerată crestătura din figura 8.27, pentru maşina cu dublă colivie. 
Dimensiunile considerate sunt diametrul coliviei de pomire, "bpor'', lăţimea istmului care face 
legătura între colivia de pomire şi cea de lucru, "bg", înălţimea acestui istm, "hg'', lăţimea 
coliviei de lucru, "br" şi diametrul la baza coliviei de lucru, "dbaz". Mărirea unei dimensiuni este 
notată în tabel cu 7I, iar micşorarea unei dimensiuni cu iJ . Cu x sunt indicate în tabel dimensiunile 
care se modifică având ca rezultat variaţia caracteristicilor maşinii. Această variaţie poate fi crescătoare 
71, descrescătoare ^ , sau staţionară - . Se poate astfel alege dimensiunea (sau dimensiunile) crestăturii 
care să fie modificată pentru obţinerea caracteristicii necesare. 

A 

încercările experimentale sunt efectuate pentm validarea programului de calcul al 
caracteristicilor. Diferenţele care apar între rezultatele obţinute prin rularea programului CARA 
şi cele experimentale sunt: 
• de maxim 13% în cazul determinării cuplului electromagnetic; 
• de maxim 18% în cazul curentului de fază; 
• de maxim 12% în cazul factorului de putere. 

în tabelul 9.2 se poate observa influenţa fiecărei crestături rotorice studiate asupra 
caracteristicilor motorului de inducţie cu simplă colivie. Valorile din tabel sunt mărimi raportate 
la valorile corespunzătoare ale crestăturii de referinţă "rl". 
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Tabelul 9.2 Influenţa formei crestăturii rotorice asupra caracteristicilor 
motorului de inducţie cu simplă colivie 

Tip 
crestătură 

Cuplu 
maxim 

Cuplu de 
pornire 

Curent 
de fază 

Factor de 
putere 

Randament 

"rl" 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
"r2" 0,95 0,95 0,96 0,99 0,99 

"r^l" 0,90 1,10 0,82 0,95 0,99 
"r32" 0,80 1,02 0,67 0,90 0,98 

Influenţa crestăturilor rotorice asupra caracteristicilor motorului de inducţie cu dublă 
colivie este prezentată în tabelul 9.3. 

Tabelul 9.3 Influenţa formei crestăturii rotorice asupra caracteristicilor 
motorului de inducţie cu dublă colivie 

Tip Cuplu Cuplu de Curent Factor de Randament 
crestătură maxim pornire de fază putere 

"r4" 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
"r41" 0,73 0,66 0,72 0,96 0,99 
"r42" 1,00 1,28 0,97 0,99 0,99 
"r43" 0,68 0,82 0,67 0,94 0,99 
"rl" 1,34 1,32 1,32 1,07 1,00 

Valorile înscrise în tabel sunt mărimi raportate la cele corespunzătoare ale crestăturii de 
referinţă, "r4". Comparând valorile obţinute, se poate alege crestătura rotorică potrivită, pentru 
care maşina proiectată va avea caracteristicile dorite. 
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10. Concluzii generale 

Lucrarea analizează influenţa geometriei crestăturilor statorice şi rotorice asupra 
parametrilor electrici, respectiv, asupra caracteristicilor motoarelor de inducţie trifazate cu 
simplă sau dublă colivie. 

Principalele contribuţii ale lucrării sunt: 
• utilizarea unei scheme electrice echivalente cu parametri variabili, pentru determinarea 

caracteristicilor motoarelor de inducţie trifazate cu colivie simplă sau dublă; 
• determinarea potenţialului vector, respectiv, a inducţiilor magnetice în dinţii, în jugurile şi în 

întrefierul motorului de inducţie, cu ajutorul unui program de calcul care utilizează metoda 
elementelor finite; 

• considerarea efectului pelicular prin funcţii care modelează factorii kf şi kx; 
• considerarea influenţei saturaţiei magnetice asupra rezistenţei rotorice; 
• stabilirea modelului de crestătură cu dimensiuni variabile sub influenţa saturaţiei; 
• elaborarea modelului de variaţie a curbelor H = f(B), pentru diferite materiale utilizate în 

construcţia tolelor; 
• elaborarea unui program de modelare a curbei de variaţie a inducţiei magnetice în întrefier; 
• metodă de estimare a inducţiilor magnetice şi de analiză a armonicilor produse de dinţi şi de 

saturaţie; 
• metodă experimentală de validare a inducţiilor magnetice utilizând bobine sondă; 
• asocierea metodei numerice, a elementelor finite, cu metoda analitică pentru determinarea 

parametrilor electrici ai motorului de inducţie; 
• program de calcul al parametrilor electrici, elaborat pe baza geometriei crestăturilor; 
• metodă de analiză a influenţei geometriei crestăturilor statorice şi rotorice asupra parametrilor 

electrici ai motorului de inducţie; 
• program de calcul al caracteristicilor motorului de inducţie analizat; 
• metodă de analiză a influenţei geometriei crestăturilor statorice şi rotorice asupra 

caracteristicilor motorului de inducţie; 
• modelarea caracteristicilor maşinii modificând dimensiunile crestăturii rotorice. 

Dintre metodele de calcul al câmpului electromagnetic este aleasă o metodă numerică, şi 
anume, metoda elementelor finite. Ea este utilizată pentru determinarea inducţiilor magnetice în 
dinţii, jugurile şi întrefierul motoarelor de inducţie, la funcţionarea în gol, la fimcţionarea în 
sarcină şi la scurtcircuit. 

Programele menţionate în lucrare sunt testate pe motoare de inducţie trifazate, din 
producţia de serie a S.C. Electromotor S.A. Timişoara, având puteri nominale cuprinse între 
0,55 kW şi 15 kW. în lucrare, modelarea, simularea şi verificările experimentale sunt prezentate 
pentru motoarele de 1,5 kW şi 15 kW cu 4 poli şi simplă colivie şi pentru motorul de 15 kW cu 4 
poli şi dublă colivie. 

Armonica de ordinul trei, la funcţionarea în gol, produce aplatizarea inducţiei magnetice în 
juguri şi în întrefier şi o formă ascuţită a inducţiei în dinţi. 

Metoda de validare a inducţiilor magnetice evidenţiază prezenţa armonicilor de dinţi, la 
fimcţionarea în gol a motoarelor de inducţie. 

La scurtcircuit, forma ascuţită a inducţiei în întrefier şi dinţi este produsă, în principal, atât 
de armonica de ordinul trei cât şi de armonicile de ordinul cinci şi şapte. 
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Programul MASI, pe care l-am elaborat pe baza consideraţiilor teoretice din prezenta 
lucrare, calculează parametrii electrici ai motorului de inducţie ţinând cont atât de efectul 
pelicular în barele rotorice, cât şi de saturaţia magnetică care afectează reactanţele statorice şi 
rotorice şi rezistenţa rotorică a maşinii. Permeanţele specifice de dispersie a crestăturilor 
statorice şi rotorice se determină pentru principalele forme geometrice întrebuinţate de 
proiectanţi, pe baza energiei magnetice de dispersie în crestătură. 

Rezultatele simulărilor sunt verificate cu ajutorul unui sistem de achiziţie de date şi a unui 
program pe care l-am elaborat pentru determinarea parametrilor electrici. Sistemul de achiziţie, 
deşi "low cost" (cost redus), se dovedeşte performant în studiul regimurilor de funcţionare a 
motoarelor de inducţie alimentate de la un sistem trifazat simetric de tensiuni. 

Inducţiile magnetice şi parametrii electrici sunt mărimi de intrare în programul CARA pe 
care l-am elaborat pentru simularea variaţiei caracteristicilor motoarelor de inducţie studiate. 
Validarea programului este realizată cu acelaşi sistem de achiziţie de date, care asigură 
măsurarea curentului de fază şi determinarea cuplului electromagnetic şi a factorului de putere. 

Din rezultatele obţinute se constată că̂  nu am impus condiţii deosebite privind precizia 
modelului utilizat în program, astfel încât pentru unii parametri electrici (de ex. X^yi+Xm) s-au 
obţinut diferenţe mai mari faţă de verificările experimentale. 

Stabilirea unor condiţii suplimentare impuse modelului, precum şi creşterea preciziei 
rezultatelor, conduc la necesitatea unei unităţi de calcul cu o memorie mai mare şi o viteză de 
lucru ridicată. 

Rulările şi verificările efectuate evidenţiază rolul preponderent al crestăturii rotorice în 
modificarea caracteristicilor motoarelor de inducţie. 

Pentru dimensionarea statorului recomand utilizarea crestăturii "si" (fig.8.11), în cazul 
maşinilor cu juguri înguste, sau "s2", în cazul celor cu juguri mai late. 

în cazul motorului cu rotor în simplă colivie, recomand utilizarea crestăturii "rl" (fig.8.12), 
pentru obţinerea unor caracteristici de cuplu mari, respectiv, crestătura "r32", pentru cuplu şi 
curent de pomire mici. 

La motorul cu rotorul în dublă colivie, recomand utilizarea crestăturii "r4" (fig.8.27), cu 
dimensiunile "br" mai mare şi "dbaz" mai mic decât cele ale maşinii încercate, în vederea 
obţinerii unui cuplu mai mare. Pentru un cuplu şi curent de pomire mic, consider că trebuie 
aleasă crestătura "r4" cu "br" mai mic şi "dbaz" mai mare. 

Programele elaborate sunt utile pentru proiectarea, verificarea şi optimizarea motoarelor de 
inducţie trifazate. Utilizarea unor programe de calcul pentru modelarea şi simularea funcţionării 
motoarelor este mult mai rentabilă decât realizarea şi testarea unor prototipuri costisitoare. 
Consider că dezvoltarea explozivă a sistemelor de calcul va permite, în scurt timp, asocierea pe 
scară largă a programelor de analiză numerică pe întreg domeniul analizat, cu cele de modelare. 

Prezenta cercetare poate fi extinsă la motoare de inducţie alimentate de la surse cu 
tensiunea şi frecvenţa variabile. 
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ANEXA 1. Funcţiile cilindrice Bessel 

Funcţiile cilindrice Bessel de ordinul întâi, Jy,{x) şi de ordinul doi, v̂C:»:): 
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ANEXA 2. Curbe de magnetizare 

A 2.1. Curba de magnetizare pentru 
tabla laminată la rece NO 450-50 
(C.S. Târgovişte) 

A 2.2. Curba de magnetizare pentru 
tabla laminată la rece Dl 7 0,5x300 C3 

B[T] HI [A/m] B[T] HI [A/m] 

0,0 0 0,05 12 
0,1 24 0,15 36 
0,2 48 0,25 60 
0,3 72 0,35 84 
0,4 96 0,45 106 
0,5 120 0,55 132 
0,6 144 0,65 156,5 
0,7 169 0,75 181,9 
0,8 194,9 0,85 217 
0,9 250 0,95 291 
1,0 339 1,05 391 
1,1 453 1,15 529 
1,2 621 1,25 728 
1,3 863 1,35 1053 
1,4 1290 1,45 1625 
1,5 2065 1,55 2695 
1,6 3560 1,65 4720 
1,7 6540 1,75 8970 
1,8 11420 1,85 13930 
1,9 16485 1,95 19070 
2,0 22210 
2,1 33425 
2,2 65015 
2,3 116975 
2,4 189310 
2,5 282020 

B[T] H2 [ A / m ] B[T] H2 [ A / m ] 

0,0 0 0,05 15 
0,4 140 0,45 153 
0,5 171 0,55 191 
0,6 211 0,65 236 
0,7 261 0,75 287 
0,8 318 0,85 352 
0,9 397 0,95 447 
1,0 502 1,05 570 
1,1 647 1,15 739 
1,2 843 1,25 976 
1,3 1140 1,35 1340 
1,4 1580 1,45 1950 
1,5 2500 1,55 3280 
1,6 4370 1,65 5880 
1,7 7780 1,75 10100 
1,8 12800 1,85 15900 
1,9 19700 1,95 24600 
2,0 31000 2,05 42000 
2,1 65500 2,15 104000 
2,2 144000 2,25 184000 
2,3 224000 2,35 264000 
2,4 304000 2,45 344000 
2,5 384000 2,55 424000 
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A 2.3. Curba de 
magnetizare pentru tabla 
laminată la rece V [76] 

B[T] H3 [A/m] 

0,0 0 
0,7 630 
0,8 740 
0,9 850 
1,0 960 
U 1100 
1,2 1280 
1.3 1620 
1,4 2200 
1,5 3050 
1,6 4620 
1,7 7660 
1,8 12500 
1,9 19700 
2,0 31000 
2,1 54500 
2,2 118000 
2,3 198000 
2,4 278000 

2-10-

1.5-10-

Hi-

MO" 

H3-

5-10 

0.5 1.5 
B-

. j f -

1 

1 j 

j 

1 j 1 
f i r u 

l y 
ji 

2.5 

Fig.A.2.1 .Curbele de magnetizare ale materialelor utilizate pentru 
tole: NO (HI), D17 (H2), V (H3) 

A 2.4. Curba de magnetizare pentru oţel turnat 

B[T] H4 [A/m] 

0,0 0 
0,5 400 
0,6 488 
0,7 584 
0,8 682 
0,9 798 
1,0 924 
1,1 1090 
1,2 1290 
1,3 1590 
1,4 2090 
1,5 2890 
1,6 4100 
1,7 5700 
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ANEXA4 
Scheme de înfăşurări ale motoarelor de inducţie studiate 

J\ J\ JK J\ /V JK J\ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12 13 14 15 16 17 IS 19 20 21 22 23 24 

\f \f \f 

o 
u 

O 
z 

\ / V V 

O 
V 

O 
X 

\f 

o 
w 

Fig.A.4.1. Schema electrică a motorului de inducţie de 0,55 kW cu 2 poli 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

Fig.A.4.2. Schema electrică a motorului de inducţie de 1,5 kW cu 4 poli 
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ANEXA 5. Fişiere cu datele constructive ale motoarelor de inducţie studiate 

Notaţiile corespund crestăturilor prezentate în figurile 8.11, 8.12 şi 8.27. 
Unităţile de măsură sunt în sistemul internaţional [ S I ] . 

A 5.1 Motorul de 0.55 kW cu 2 poli 

Pn=550; n 1=3000; 

DATE GEOMETRICE 
Dext=0.116; 
D=0.0632; 
Drot=0.0625; 
dint=0.02; 
1=0.05; 

'emtO 55' 

REŢEA ALIMENTARE 
U=220; 
f^50; 
fi=0; 

CRESTĂTURĂ STATOR "sl' 
as=0.002; 
h3=0.00275; 
h0=0.00035; 
Dbaza=0.0821; 
b=0.0057; 
61=0.0074; 
Ncl=24; 
hb=0.0003; 
h4=0.0005; 
tipl=l; 

CONSTANTE 
P=i; 
alfa=2.78333; 
rod=0.95; 
sigd 1-0.014; 
sigd2=0.018; 
ksd=1.7; 

DATE INEL 
ai=0.013; 
bi=0.01; 

CRESTĂTURĂ ROTOR "rl' 
ar=0.001; 
h3r=0.0018; 
h0r=0.00045; 
dbaz=0.05429; 
br=0.0036; 
Nc2=29; 
baz=0.0022; 
bg=0; hg=0; 
bpor=0; roal75=4e-8; 
tip2=l; 

DATE BOBINAJ 
Ns=107; 
rocu20=1.784e-8; 
a=l; 
pas=9; 
nb=2; 
nstrat=l; 

fi 1=0.00048; 
fi2=0; 

DIVERSE 
kR2=2; 
kX 1=0.9; 
kX2=l; 
kBdelta=0.93; 

ers=0.000001; 
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A 5.2 Motorul de 1.5 kW cu 4 poli 

Pn=1500; nl=1500; 

DATE GEOMETRICE 
Dext=0.138; 
D=0.085; 
Drot=0.0845; 
dint=0.029; 
1=0.11; 

REŢEA ALIMENTARE 
U=220; 
f=50; 
fi=0; 

CRESTĂTURA STATOR 

'emtl 5' 

CONSTANTE 
P=2; 
alfa=2.33333; 
rod=0.95; 
sigd 1=0.014; 
sigd2=0.018; 
ksd=1.7; 

DATE INEL 
ai=0.0r55; 
bi=0.012; 

DATE BOBINAJ 
Ns=65; 
rocu20=1.784e-8; 
a=l; 
pas=5; 
nb=2; 
nstrat=l; 

fi 1=0.00063; 
fi2=0.00063; 

'si ' 's2' 's3' 's4' 's5' 
as=0.00215; as=0.00215; as=0.00215; as=0.00215; as=0.00215; 
h3=0.00315; h3=0.00315; h3=0.001575; h3=0.001575; h3=0.001575; 
h0=0.0005; h0=0.0005; h0=0.0005; h0=0.0005; h0=0.0005; 
Dbaza=0.113; Dba7a=0.115; Dbaza=0.1153; Dbaza=0.114; Dbaza=0.116; 
b=0.0063; b=0.0063; b=0.00676; b=0.00554; b=0.00554; 
Bl =0.0091; Bl=0.0083; 61=0.00676; Bl=0.00889; Bl =0.00807; 
Ncl=24; Ncl=24; Ncl=24; Ncl=24; Ncl=24; 
hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; 
h4=0; h4=0.; h4=0.; h4=0.; h4=0.; 
tipl=l; tipl=2; tipl=3; tip 1=4; tipl=5; 

CRESTĂTURA ROTOR DIVERSE 
"rl" "r2" "r31" "r32" 

ar=0.0015; ar=0.0015; ar=0.0015; ar=0.0015; kR2=1.53; 
h3r=0.00205; h3r=0.0015; h3r=0.; h3r=0.; kXl=l. l ; 
h0r=0.00048; h0r=0.00048; h0r=0.00048; h0r=0.00048; kX2=l.l; 
dbaz=0.05838; dbaz=0.05838; dbaz=0.061; dbaz=0.0555; kBdeIta=0.97: 
br=0.0041; br=0.004; br=0.0025; br=ar; ers=0.000001 
Nc2=30; Nc2=30; Nc2=30; Nc2=30; 
baz=0.0021; baz=0.0021; baz=br; baz=0.002; 
bg=0; roal75=4e-8; roal75=4e-8; roal75=4e-8; 
hg=0; bpor=0; bpor=0; bpor=0; 
bpor=0; hg=0; hg=0; hg=0; 
roal75=4e-8; bg=0; bg=0; bg=0; 
tip2=l; tip2=2; tip2=3; tip2=3; 
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A 5.3 Motorul de 15 kW cu 4 poli şi simplă colivie 

Pn= 15000; n 1=1500; 

'emtl5' 

DATE GEOMETRICE 
Dext=0.2452; 
D=0.152; 
Drot=0.1511; 
dint=0.05; 
1=0.18; 

CONSTANTE 
P=2; 
alfa=3.7333; 
rod=0.82; 
sigdl=0.007575; 
sigd2=0.0068; 

DATE BOBINAJ 
Ns=40; 
rocu20=1.784e-8; 
a=2; 
pas=7; 
nb=4; 

ksd=1.7; nstrat=2; 

REŢEA ALIMENTARE DATE INEL 
U=400; ai=0.032; fi 1=0.001; 
f=50; bi=0.016; fi2=0.001; 
fi=0; 

CRESTĂTURA STATOR 

"s5" "sl" "s2" "s3" "s4" 
as=0.0032; as=0.0032; as=0.0032; as=0.0032; as=0.0032; 
h3=0.0012; h3=0.003; h3=0.003; h3=0.0012; h3=0.0012; 
h0=0.0007; h0=0.0007; h0=0.0007; h0=0.0007; h0=0.0007; 
Dbaza=0.203; Dbaza=0.1995; Dbaza=0.201; Dbaza=0.203; Dbaza=0.2012; 
b=0.005; b=0.00565; b=0.00565; b=0.00622; b=0.005; 
Bl =0.0076; Bl=0.00828; Bl =0.00789; Bl=b; Bl=0.00798; 
Ncl=48; Ncl=48; Ncl=48; Ncl=48; Ncl=48; 
hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; 
h4=0.0005; h4=0.0005; h4=0.0005; h4=0.0005; h4=0.0005; 
tipl=5; tipl=l; tipl=2; tipl=3; tipl=4; 

CRESTĂTURA ROTOR DIVERSE 
"rl" "r2" "r31" "r32" 

ar=0.0015; ar=0.0015; ar=0.0015; ar=0.0015; kR2=2.65; 
h3r=0.00255; h3r=0.0015; h3r=0; h3r=0; kXl=l . l ; 
h0r=0.0006; h0r=0.0006; h0r=0.0006; h0r=0.0006; kX2=1.2; 
dbaz=0.0933; dbaz=0.0933; dbaz=0.101; dbaz=0.091; kBdelta=0.905; 
br=0.0051; br=0.0051; br=0.0025; br=ar; ers=0.000001; 
Nc2=44; Nc2=44; Nc2=44; Nc2=44; 
baz=0.0015; baz=0.0015; baz=br; baz=0.002; 
roal75=4e-8; roal75=4e-8; roal75=4e-8; roal75=4e-8; 
bpoi^O; bpor=0; bpor=0; bpor=0; 
hg=0; hg=0; hg=0; hg=0; 
bg=0; bg=0; bg=0; bg=0; 
tip2=l; tip2=2; tip2=3; tip2=3; 
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A 5.4 Motorul de 15 kW cu 4 poli şi dublă colivie 

Pn=15000; nl=1500; 

"emtl5dc' 

DATE GEOMETRICE 
Dext=0.2452; 
D=0.152; 
Drot=0.151; 
dint=0.05; 
1=0.28; 

REŢEA ALIMENTARE 
U=400; 
f^50; 
fi=0; 

CRESTĂTURA STATOR 

CONSTANTE 
P=2; 
alfa=0.9334; 
rod=0.95; 
sigd 1=0.014; 
sigd2=0.018; 
ksd=1.7; 

DATE INEL 
^=0.01-6; 
bi=0.016; 

DATE BOBINAJ 
Ns=26; 
rocu20=1.784e-8; 
a=l; 
pas=5; 
nb=3; 
nstrat=2; 

fi 1=0.0013435; 
fi2=0.0013435; 

'sl ' 's2' "s3' 's4' 's5' 
as=0.0032; as=0.0032; as=0.0032; as=0.0032; as=0.0032; 
h3=0.0034; h3=0.0034; h3=0.0017; h3=0.0017; h3=0.0017; 
h0=0.00075; h0=0.00075; h0=0.00075; h0=0.00075; h0=0.00075; 
Dbaza=0.1965; Dbaza=0.1988; Dbaza=0.2; Dbaza=0.1968; Dbaza=0.2; 
b=0.0068; b=0.0068; b=0.0075; b=0.006; b=0.006; 
Bl=0.0101; Bl=0.00945; 31=0.0075; 61=0.00977; Bl=0.00914; 
Ncl=36; Ncl=36; Ncl=36; Ncl=36; Ncl=36; 
hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; hb=0.0003; 
h4=0.0005; h4=0.0005; h4=0.0005; h4=0.0005; h4=0.0005; 
tipl=l; tip 1=2; tip 1=3; tipl=4; tip 1=5; 

CRESTĂTURĂ ROTOR DIVERSE 
"r4" " r4r ' "r42" "r43" 

ar=0.0015; ar=0.0015; ar=0.0015; ar=0.0015; kR2=1.9; 
h3r=0; h3r=0; h3r=0; h3r=0; kXl=0.95; 
h0r=0.001; h0r=0.001; h0r=0.001; h0r=0.001; kX2=0.7; 
dbaz=0.084; dbaz=0.084; dbaz=0.084; dbaz=0.084; kBdelta=0.96; 
br=0.003; br=0.003; br=ar; br=ar; ers=0.000001; 
Nc2=26; Nc2=26; Nc2=26; Nc2=26; 
baz=0.002; baz=0.002; baz=0.002; baz=0.002; 
roal75=4e-8; roal75=4e-8; roal75=4e-8; roal75=4e-8; 
bpor=0.0045; bpor=ar; bpor=0.0045; bpor=ar; 
hg=0.0095; hg=0.0125; hg=0.0095; hg=0.0125; 
bg=ar; bg=ar; bg=ar; bg=ar; 
tip2=4; tip2=4; tip2=4; tip2=4; 
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ANEXA 6 

M O D I F I C A R E A F O R M E I C R E S T Ă T U R I I S T A T O R I C E 

C R E S T Ă T U R Ă S T A T O R I C A T I P 1 = 1 

as:=0.CI0215 h3 :=0.00315 hO :=0.0005 Dbaza:=0.113 b := 0.0063 Bl :=0.0091 

D := 0.085 

Dbaza- D hl :=: 

. B l - b a =• 
2hl 

-h0-h3 

a = 0.135266 

Sl:=ash0 S2 :=«-^ S 3 : = i î ± ^ h 3 S 4 : = H i l ^ h l S5 :=x Bl' 

-S SI = 1.075-10 " S2 = 1.558623-10 " S3 = 1330875-10 " S4 = 79695-10 " S5 = 3251941-10 

t ransformarea crestaturi! t l p1=1 In t i p 1 = 2 

bn:=b h3n :=h3 

Bln := 
S2 + S4+ | J L _ l | . b n ^ 

\4-a 8/ 

- + — 

4 a/ 

hln := Bln - bn 
2̂ ^ Dbazan:=D+2 hO + h3n+ hln + 

hln = 0.007261 

Bln\ 

h3n =0.00315 Dbazan = 0.115086 bn = 0.0063 Bln =0.008264 

h3n:=^ 

t ransformarea crestăturii t ip1=1 in t i p 1 = 3 

Dbazan :=1.02 Dbaza Dbazan- D . -hln:= hO- h3n 

S2 + S4- ash3n 

Bln:=-
hln + h3n bn :=Bln hln = 0.013055 

h3n= 0.001575 Dbazan = 0.11526 bn = 0.006761 Bln = 0.006761 

t r a n s f o r m a r e a crestătur i i t i p 1 = 1 in tip 1 = 4 
h3n: = - bn: = 0.88b 

4 

Bln:= 

hln := 

4-a-

Bln - bn 
2 a 

4-a 2 

Dbazan := D + 2 (h0 + h3n + hln) 

h3n= 0.001575 Dbazan = 0.113878 bn = 0.005544 Bln = 0.008889 
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t ransformarea crestăturii tip 1=4 in tip 1=3 

bn:=0.8Sb 
4 

Bln:= 

bn as + b n . „ S2 + S4 + h3n 
4 a 

hln:= 

4 

B l n - bn 
2 a 

' M l 
4 a 8] 

Dbazan :=D + 2 hO +h3n+hln + Bln\ 

hln = 0.009346 

h3n = 0.001575 Dbazan = 0.115915 bn = 0.005544 Bln = 0,008072 

C R E S T Ă T U R Ă S T A T O R I C A T I P 1 = 4 

as :=0.0032 h3 := 0.0017 hO := 0.00075 Dbaza :=0.1984 b :=0.006 Bl :=0.00977 

D := 0.152 

hl 

a :=-B l - b 
2hl 

a = 0.090843 

as + b Sl:=as hO S2:=» — S3 := 
8 2 

h3 S4 := Bl + b hl S5 :=«• BV 

31=2.4-10" 32 = 1.413717-10 " 33 = 7.82-10 " 34 = 1.636137-10 

t ransformarea crestăturii tip 1 = 4 in t lp1=1 

h3n:=2h3 bn:= 1.13 b 

35 = 3.748427-10 -5 

Bln:= 4 a- 33 + S4+bn 1 X 

4 a 8/ 
h ln :=Hl fL_^ Dbazan :=D + 2 (hD + h3n+hln) 

2 a 
hln = 0.01819 

h3n = 0.0034 Dbazan = 0.196679 bn = 0.00678 Bln = 0.010085 

t ransformarea crestăturii tip 1 = 4 in tip 1 = 2 

bn:=4h3 h3n:=2h3 

Bln:= 
33 + 34 + 1 

l4a 8j 
•bn̂  

h 1 ^ — + — 
8̂ 4aj 

hln:= Bln - bn 
2 a 

h3n = 0.0034 Dbazan = 0.19886 bn = 0.0068 

Dbazan :=D + 2-

Bln = 0.009445 

h0 + h3n+hln + Bln\ 

hln = 0.014558 
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Dbazan-D . . . . hln := hO- h3n 

t ransformarea crestăturii tip 1 = 4 in tip 1 = 3 

h3n:=h3 Dbazan := 1.01 Dbaza 

ash3n 

bn :=Bln 

S3 + S4-
Bln:=-

hln + 
h3n 

hln = 0.021742 

h3n = 0.0017 Dbazan = 0.200384 bn = 0.007468 Bln = 0.007468 

t ransformarea crestaturi! tip 1 = 4 in tip 1 = 5 
h3n:=h3 bn:=b 

Bln:= 

„ „ . bn as + bn . _ S3 + S4+ h3n 
4 a 

1 s 
+ — 

4 a 8 

hln:= B l n - bn 
î ă 

Dbazan :=D + 2 hO + h3n+ hln + Bln 

h3n = 0.0017 Dbazan = 0.200601 bn = 0.006 Bln = 0.00914 

hln = 0.017281 

C R E S T Ă T U R Ă S T A T O R i C A T I P 1 = 5 

as .-0.0032 

D :=0.152 

h3 :=0.0012 hO := 0.0007 Dbaza := 0.203 b := 0.005 Bl := 0.0076 

Dbaza-D Bl hi := " _ hO - h3 - — 

a :=-B l - b 
2hl 

a = 0.065657 

Sl:=as hO S2:=i — S3 34:= 
8 2 

Bl + b 

SI =2.24-10 32=9.817477-10"® 33 = 4.92-10 

hl 35 :=x Br 

34=1.2474-10 35 = 2.26823-10" 
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t ransformarea crestăturii tip 1=4 in tip 1=3 

bn:= 1.13 b h3n := — 
2 

Bln:= 4 a S3 + S4 + S5 + bn 1 X 
4 a 8 

^ Dbazan:=D + 2(hO + h3n+hln) 
2 a 

h3n = 0.003 Dbazan = 0.199531 bn = 0.00565 Bln = 0.008285 hln = 0.020066 

t ransformarea crestăturii tip 1 = 5 in tip 1 = 2 

Bln:= 

4 

S3 + S4 + S5 + 
i4a 8/ 

4 a/ 

hln:= B l n - bn 
Dbazan :=D + 2 h0 + h3n + hln + Bln̂  

2 i 

h3n = 0.003 Dbazan = 0.201376 bn = 0.00565 Bln = 0.007888 hln = 0.017044 

t ransformarea crestăturii tip 1 = 5 in tip 1 = 3 

h3n :=h3 Dbazan := Dbaza 

ash3n 

bn:=Bln 

Dbazan-D _ hln := hO- h3n 

S3 + S4 + S5-
Bln:=-

hln + h3n 

h3n = 0.0012 Dbazan = 0.203 bn = 0.006216 Bln = 0.006216 hln = 0.0236 

t ransformarea crestăturii tip 1 = 5 in tip 1 = 4 
h3n:=h3 bn:=b 

Bln:= 4 a- S3 + S4 + S5 + -liîn 

hln:= Bln - bn 
2̂ ^ 

4 a 

Dbazan :=D + 2 (h0 + h3n+ hln) 

h3n = 0.0012 Dbazan = 0.201223 bn = 0.005 Bln = 0.007982 hln = 0.022711 
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C A L C U L U L C R E S T A T U R I L O R R O T O R I C E 

ar := 0.0015 h3r := 0.00205 hOr := 0.00048 dbaz := 0.05838 br := 0.0041 

Drot := 0.0845 baz := 0.0021 

alfa:= 
br - baz 

/Drot - dbaz , ^ br baz) 
2 hOr 

\ 2 2 2 
br baz br + baz 

S := n + 1 • + • 
8 8 2 

Drot - dbaz . ^ , ^ bazl 
hOr - h3r 

alfa =0.105485 

S =3.772107-10"^ 

h3m := 0.0015 

bm := 1 

dbazn := 1 

c r e s t ă t u r a r 2 

root 

root 

ar + bm , . bm + baz 
h3m + 

/Drot - dbaz 
- h 0 r - h 3 m - S,bm =0.003969 

/Drot - dbaz \ 
bm - baz - 2- alfa- hOr - h3m ,bm = 0.004438 

c r e s t ă t u r a r 3 1 

b m := 0.0025 

'Drot - dbazn 
root - hOr b m - 0.75-S,dbazn = 0.060907 

c r e s t ă t u r a r 3 2 

bazn := 0.002 

root 
ar + bazni Drot - dbazn 

-hOr - 0.65- S, dbazn = 0.055519 
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NOTATII UTILIZATE 

A - potenţialul vector 
f j^- pătura de curent 
ai - numărul de căi de curent în paralel 
B - inducţia magnetică 
«^m - susceptanţa de magnetizare 
Bd - inducţia în dinte 
Bj - inducţia înjug 
B5 - inducţia magnetică în întrefier 
coscp - factorul de putere 
D - inducţia electrică 
D - diametrul interior al statorului 
Dj - diametrul mediu al inelului de 

scurtcircuitare 
E - intensitatea câmpului electric 
fi - frecvenţa tensiunii de alimentare 
f2 - frecvenţa mărimilor din rotor 
^m - conductanţa de magnetizare 
H - intensitatea câmpului magnetic 
Ip - curentul de pomire de fază 
10 - curentul de fază la funcţionarea în gol 
11 - curentul de fază statoric 
I2' - curentul de fază rotoric raportat la stator 
J - densitatea intensităţii de curent 
Js - densitatea superficială a intensităţii de 

curent 
k^j- factorul total de înfăşurare statoric 
k^^' factorul total de înfăşurare rotoric 
kq - factorul de zonă a înfăşurării 
kr - factorul de majorare a rezistenţei datorită 

efectului pelicular 
ks - factorul de saturaţie 
kt - factorul de raportare în tensiune şi curent 
kx - factorul de modificare a reactanţei datorită 

efectului pelicular 
ky - factorul de scurtare a înfăşurării 
kg - factorul de întrefier (Carter) 
1 - lungimea pachetului de tole 
In - lungimea medie a părţii frontale a unei 

bobine 
Is - lungimea medie a unei spire 
Lcyi - inductanţa statorică de dispersie 

Lcy2 - inductanţa rotorică de dispersie 
Lih - inductanţa statorică ciclică principală 
Li ih - inductanţa statorică principală 
M - cuplul electromagnetic 
mi- numărul de faze în stator 
m2- numărul de faze în rotor 
Nci- numărul de crestături în stator 
nci- numărul de spire în crestătura statorică 
Nc2- numărul de crestături în rotor 
Ni- numărul de spire pe fază în stator 
Uj - viteza de rotaţie de sincronism 

N2- numărul de spire pe fază în rotor 
p - numărul de perechi de poli 
Po - puterea absorbită la funcţionarea în gol 
^Cu" secţiunea unei spire 
q̂  - numărul de crestături pe pol şi fază în 

stator 
q^ - numărul de crestături pe pol şi fază în 

rotor 
Rb - rezistenţa unei bare rotorice 
Ri - rezistenţa porţiunilor de inel aferente unei 

bare 
Rm- rezistenţa de magnetizare 
Ri - rezistenţa statorică pe fază 
R2 - rezistenţa rotorică pe fază 
R2' - rezistenţa rotorică pe fază raportată la 

stator 
s - alunecarea 
t - timpul 
Um- tensiunea magnetică 
Ui - tensiunea de alimentare pe fază 
V - potenţialul scalar 
Vm- potenţialul magnetic scalar 
Wm- energia magnetică 
Wmac- energia magnetică de dispersie în 

crestătură 
Xm - reactanţa ciclică principală (reactanţa de 

magnetizare) 
X^i- reactanţa statorică de dispersie pe fază 
X^2- reactanţa rotorică de dispersie pe fază 
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X'cy2- reactanţa rotorică de dispersie pe fază 
raportată la stator 

Yj - pasul înfăşurării 
ŷ  - pasul diametral al înfăşurării 

Zi - impedanţa statorică pe fază 
Zim - impedanţa principală (de magnetizare) 
Zi - impedanţa rotorică pe fază raportată la 

stator 

5 - întrefierul 
8 - permitivitatea mediului 
co - permitivitatea vidului 
ri - randamentul 
9 - solenaţia 
0c - solenaţia crestăturii 
ŷ  - permeanţa specifică a dispersiei în 

crestătură 
X̂  - permeanţa specifică a dispersiei 
diferenţiale 

- permeanţa specifică a dispersiei în 
părţile frontale 

- permeanţa specifică a dispersiei prin 
capetele de dinţi 

X] - permeanţa specifică statorică 
- permeanţa specifică rotorică 
- permeabilitatea mediului 

|ir - permeabilitatea relativă 
|io - permeabilitatea vidului 
p - rezistivitatea mediului 
ps - densitatea superficială a sarcinii electrice 
Pv - densitatea de volum a sarcinii electrice 
a - conductivitatea mediului 
T - pasul polar 
Tel - pasul de crestătură în stator 
Tc2- pasul de crestătură în rotor 
u - ordinul armonicii de timp 
O - fluxul magnetic 
^ - fluxul total de înlănţuire 
Q - viteza unghiulară 
coi - pulsaţia frecvenţei statorice 
0)2 - pulsaţia frecvenţei rotorice 
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