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Filtrele liniare au jucat un rol important in dezvoltarea diverselor tehnici de
prelucrare a semnalelor, proiectarea, analiza §1 implementarea acestora fiind, la ora
actuala, o sarcina clara pentru majoritatea aplicatiilor.

Liniaritatea este insa un caz particular in lumea reald si nici un sistem fizic
nu este cu adevirat liniar. Este adevdrat cd unele fenomene pot fi studiate
aproximandu-le ca fiind liniare §i se pot da exemple in acest sens.

Ce semnifica notiunea de neliniar ? in geometrie neliniaritatea se refera la
obiectele euclidiene: dreaptd, plan, spatiu tridimensional, etc. Aceste obicte apar la
fel din orice punct le-am examing. Un obiect neliniar, sfera de exemplu, se
aseamana, cu un plan cand este privita de aproape, respectiv cu un punct cand este
examinatd de la o distantd foarte mare. In algebra neliniaritatea se defineste in
termeni de functii care satisfac proprietitile: f(x + y)= f(x)+ f(y) si
f(ax)= af (x). Neliniarul se defineste ca fiind negatia a ceea ce este liniar. In timp

ce obiectele liniare pot fi enumerate, cele neliniare sunt nenumarabile si, uneori, chiar
imposibil de clasificat.

Nu existd metode de analizd generale pentru sistemele neliniare care sa ne
ofere informatii cantitative detaliate asupra comportérii acestora.

Lucrarea de fatd prezintd contributiile autoarei in domeniul studiului
sistemelor neliniare, mai exact al sistemelor modelate cu ajutorul seriilor Volterra.

Doresc sa exprim cele mai sincere §i recunosciatoare multumiri domnului
profesor dr. ing. Ioan Nafornita sub a cirui indrumare mi-am inceput activitatea de
cercetare §1 care mi-a oferit un sprijin constant si sustinut pe parcursul elaborari
tezei. Sfaturile si sugestiile domniei sale au contribuit intr-o maniera decisiva la
finalizarea acestei lucrarn.
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CAPITOLUL I

CAPITOLUL 1. INTRODUCERE
1.1 Motivatie privind necesitatea filtrarii neliniare

Filtrele liniare au jucat un rol crucial in dezvoltarea diverselor tehnici de
prelucrare, analiza, proiectarea s1 implementarea acestora constituind la ora actuala
o sarcind clara in majoritatea aplicatiilor.

Avantajul major al procesarii liniare il constituie simplitatea sa atat din punct
de vedere al analizei teoretice cat si in ceea ce priveste implementarea tehnologica.

Studiul experimental a pus insd in evidentd o serie de situatii in care
performantele filtrelor liniare sunt inacceptabile. Un exemplu in acest sens este
oferit de incercarea de a modela sau controla sisteme neliniare cu metode de
procesare liniara. ’

Sistemele neliniare s-au dovedit a manifesta fenomene complexe,
surprinzitoare §i de cele mai multe ori imposibil de prezis pentru un cercetator
invitat a manevra doar tehnici liniare. Studiul acestor sisteme si-a gasit aplicatii in
numeroase domenii, de la matematica, fizica, chimie si biologie, la economie,
medicina si inginerie, fiind surprinzator faptul ca cercetatori din arii de interese total
diferite au ajuns sa foloseasca un limbaj comun.

Analiza sistemelor neliniare s-a dezvoltat major in ultimele trei decenii,
incercandu-se inchegarea unei teorii care si ofere un model matematic de abordare
cat mai general, capabil si trateze unitar o clasd cat mai larga de tipuri de
neliniaritati. Cu toate acestea nu putem vorbi la ora actuala de o teorie unitara in
ceea ce priveste sistemele neliniare. Spre deosebire de sistemele liniare complet
caracterizate de functia raspuns la impuls, cele neliniare nu pot fi caracterizate intr-
un mod unitar. Diferitele modele de sisteme neliniare s-au dezvoltat in stransa
legatura cu aplicatiile care au stat la baza generarii lor.

Cele mai frecvente domenii care necesita utilizarea modelelor neliniare sunt:

e Studiul sistemelor care prezinta neliniaritifi de tip saturafie in legitura intrare-
iesire. In aceasta categorie sunt incluse: legaturile de transmisie prin sateliti care contin
amplificatoare de semnal ce lucreaza in regiunea de saturatie [1]-[3]. Canalele de
comunicatii ce opereaza la viteze mai mari de 4800 biti/sec, realizate pe cablu coaxial
prezintd deasemenea o comportere neliniard de tip saturatie. S-a demonstrat
experimental ca probabilitatea de aparitie a erorii in aceste sisteme de transmisie a
datelor este datoratd in mare masura distorsiunilor neliniare ce nu pot fi inlaturate de
egalizoarele liniare. Numeroase cercetan au fost dedicate implementirii egalizoarelor de
canal bazate pe structuri neliniare [4], [5].

e Problema anularii ecoulu in telecomunicatii a dezviluit necesitatea utilizarii
modelelor nelimare §i in acest domeniu. Un numir mare de aplicatii abordeazi
reducereaA adaptiva a ecoului cu ajutorul structurilor neliniare [6].

e In caracterizarea dispozitivelor semiconductoare se apeleazd adesea la
modelele nelimare [7]-[11].
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CAPITOLUL I

e Modelarea fenomenelor biologice, prelucrarea semnalelor electromiografice
necesiti de asemenea modele nelimiare [12], [13].

e Modelarea oscilatiilor de drift ce se manifesta in sistemele supuse interactiunii
cu valurile maritime [14], [15].

O clasificare a filtrelor neliniare, la ora actuald, pe baza unor modele matematice
de tratare evidentiazi urmatoarele tipuri de filtre [16], [17].

A. Filtre de ordonare statistica
B. Filtre homomorfice

C. Filtre morfologice

D. Filtre polinomiale

Filtrele polinomiale ocupa, in clasificarea prezentatd mai sus, un loc aparte, ele
reusind modelarea celei mai largi clase de sisteme neliniare.

Filtrele polinomiale modeleaz® sistemul neliniar printr-un operator de tip
polinomial. In cadrul familiei de filtre polinomiale o larga utilizare au cunoscut modelele
bazate pe senile Volterra.

Lucrarea de fati prezintd contributiile autoarei in domeniul sistemelor neliniare,
mai exact al sistemelor modelate cu ajutorul seriilor Volterra. Materialul cuprins se
doreste a constitui fundamentul unei activitifi de cercetare care urmeaza si fie
continuatd, studiul sistemelor neliniare fiind un domeniu care ofera largi perspective.

1.2. Scurt istoric privind filtrarea neliniara

Scopul acestui paragraf este de a realiza un scurt istoric al cercetirilor care au
dus la dezvoltarea tehnicii de filtrare neliniara considerati in cadrul tezei.

Primii pasi in acest domeniu au fost facuti in incercarea de a modela sistemele
neliniare fara memorie. Ulterior tehnicile de modelare au fost extinse asupra sistemelor
neliniare cu memorie.

Modelul elementar in tratarea sistemelor neliniare fard memorie il reprezintd seria
Taylor. Seria Taylor constituie o reprezentare polinomiald a unui sistem nelimar fara
memorie si a fost publicati de citre Brook Taylor in 1717.

In 1903, Weiersstrass a publicat o teoremd conform cireia sistemele neliniare
fard memorie nepolinomiale, pot fi reprezentate cu o anumiti precizie prin modele
polinomiale, pentru un anumit domeniu al semnalului de intrare. Teorema este
cunoscutd in literatura de specialitate sub numele de teorema de aproximare a lui
Weierstrass.

In anii ‘50 Dawenport si Rice au folosit metoda pentru a determina proprietitile
statistice ale semnalului de la iegirea unui sistem neliniar fara memorie [18].

Abia 1n anii ‘60, Blackman a demonstrat ca o neliniaritate fard memorie poate fi
reprezentatd similar unei descompuneri Fourier generalizate, utilizind o suma de
polinoame ortogonale [19], [20]. Ortogonalitatea polinoamelor pentru anumite semnale
de intrare permite determinarea coeficientilor atasati utilizind metode de intercorelatie.
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CAPITOLUL I

Tehnicile de modelare neliniara bazate pe seria Taylor si cele bazate pe seriile de
polinoame ortogonale se adreseaza aga cum s-a ardtat mai sus sistemelor neliniare fara
memorie. Dezvoltarea modelelor mai complexe destinate tratarii sistemelor neliniare cu
memorie s-a facut in paralel cu acestea si dateaza din secolul al-XIX-lea.

In 1887 Volterra a publicat o dezvoltare in serie de functionale, cunoscuta sub
numele de serie Volterra. Ea reprezintd o forma generalizata a seriilor Taylor si permite
reprezentarea sistemelor nelimare cu memorie. Partea cea mai insemnata a lucrarii lui
Volterra se gaseste in traducerea in engleza datand din 1959 [21].

O contributie importantd privind reprezentarea sub forma seriilor Volterra
apartine lui Frechet si dateazd din 1910. Tot el a fost acela care a generalizat teorema de
aproximare a lui Weierstrass, extinzand aplicabilitatea ei §i in cazul functionalelor, adica
in cazul in care polinoamele sunt inlocuite de aga numitele functionale polinomiale [22].

Potrivit teoremel Weierstrass generalizate, sistemele neliniare farda memorie, de
natura nepolinomiald, pot fi reprezentate prin modele polinomiale bazate pe functionale,
pentru un anumit domeniu al semnalului de intrare.

Potrivit importantei bibliografii a lui Schetzen [23], Wiener a fost primul care a
aplicat modelul Volterra in analiza unui sistem neliniar in anul 1942.

In 1957 Barrett a publicat un studiu mult mai sistematic privind aplicatiile seriilor
Volterra in modelarea sistemelor neliniare, rezultat in urma aplicarii teoriel in analiza
ecuatilor diferentiale neliniare i a sistemelor neliniare cu reactie [24].

In 1958 Brilliant a intreprins primele studii privind cascadarea sistemelor
modelate Volterra precum si convergenta in cazul modelarii prin serii Volterra.

Metodele privind masurarea nucleelor Volterra atasate unui sistem neliniar au
fost publicate de catre Schetzen in 1965 si s-au dovedit deosebit de dificile datorita
cuplarilor intre nuclee. Acesta a constituit unul din principalele motive care l-au
determinat pe Wiener si abordeze o reprezentare ortogonald a sistemelor neliniare cu
memorie precum §i dezvoltarea unor metode pentru misurarea nucleelor Wiener.

Serile polinomiale de functionale ortogonale ale lui Wiener isi au originea in
studiile intreprinse de cétre acesta privind transformarile liniare ale miscarii Browniene
(apdrute in lectile 1 g1 2 ale [25] in 1958). Aceste studii i-au condus pe Cameron i
Martin care au demonstrat ca setul de polinoame de functionale ortogonale Fourier-
Hermite este complet. Folosind rezultatele lmi Cameron si Martin, Wiener a formulat o
metoda pentru analiza i sinteza sistemelor neliniare, bazati pe o dezvoltare in serie de
functionale ortogonale publicata in 1959 ([25], lectiile 3 si 4).

O importantd parte in ceea ce priveste modelarea prin intermediul modelelor
Volterra si Wiener o constituie exactitatea masurarii coeficientilor sau a nucleelor
modelului. Introducerea modelului Wiener a constituit un important pas legat de
masurarea nucleului. Ortogonalitatea functionalelor Wiener in cazul unui semnal de
intrare gaussian a permis determinarea nucleelor Wiener asociate sistemului neliniar
prin utilizarea tehnicilor bazate pe intercorelatia dintre semnalul de intrare si cel de
iesire al sistemului.

Cercetarile intreprinse de Lee si Schetzen in acest domeniu au condus la metoda
de 1dentificare Lee-Schetzen [26] prezentati in 1961.

3
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CAPITOLUL I

Mai tarziu, Schetzen a generalizat teoria Wiener extinzind-o in cazul intrarilor
gaussiene colorate si elabordnd metode de masurare ale nucleelor in cazul unor astfel de
semnale de intrare. Schetzen a fost cel care a introdus si dezvoltat teoria sistemului
Volterra invers de un anumit ordin i ulterior a publicat o carte privind aplicarea teoriilor
Volterra s1 Wiener in cazul sistemelor neliniare [23].

In literatura romand de specialitate numirul publicatiilor consacrate studiului
sistemelor neliniare este relativ restrans [27], [28], [29]. In [29] este realizata o tratare
unitard a metodeir Volterra de analizi a circuitelor neliniare pentru semnale deterministe,
in domeniile timp si frecventa.

Modele Volterra st Wiener au fost aplicate in numeroase domenii cum ar fi:

Modelarea sistemelor biologice [30]

Studiul interactiunilor dintre valurile oceanice si platformele priponite [14]
Legaturile digitale prin’ sateliti, in care amplificatoarele de semnal
opereazd in apropierea punctului de saturatie, prezentand caracteristici
puternic nelimare [31], [32].

Canalele de comunicatii de inaltd vitezd (peste 4800bps) care prezinta
neliniantati de tip saturafie. S-a demonstrat experimental ca probabilitatea
de aparifie a erorii in aceste sisteme de transmisie a datelor este datorata in
mare masura distorsiunilor neliniare, distorsiuni ce nu pot fi inlaturate de
egalizoare liniare [33], [34].

Compensarea neliniaritdti difuzoarelor [19]

Compensarea amplificatoarelor de putere [7]-[11]
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CAPITOLUL AL-II-LEA

CAPITOLUL 2. FILTRE VOLTERRA

Asa dupa cum s-a aratat in introducere, nu existd la ora actuald o teorie unica
pentru tratarea sistemelor neliniare. Se poate vorbi, mai degraba, de existenta anumitor
modele de sisteme neliniare. In cadrul acestor modele un loc aparte il ocupa modelul
polinomial care include acele sisteme neliniare ale cdror semnale de iesire pot fi
exprimate in functie de semnalele de intrare printr-o serie Volterra trunchiata sau printr-
o ecuatie recursiva neliniara cu diferente finite [36].

2.1. Filtre Volterra pentru semnale in timp continuu
2.1.1. Operatori Volterra

Un sistem neliniar continuu in timp, fard memorie, poate fi descris cu anumite
restrictii, prin intermediul unei serii Taylor.

In cazul sistemelor neliniare invariante in timp, cu memorie, legitura iesire-
intrare se poate exprima generalizind dezvoltarea in serie Taylor prin aplicarea ei unei
functii de mai multe vanabile. Relatia intrare iesire in cazul acestor sisteme, cunoscuta
sub numele de serie Volterra este de forma [23]:

y(t)=hg + Jh1(71)x(t - 7)dt) + J J.hZ(TlaT2)x(t_ T)x(t —7,)dr,dT,y + -

40 4o
" I J'hp(rl,...rp)x(t—rl)...x(t—rp)drl...a'rp

-0 -0

Q.1)

unde x(7) s1 )(¢) reprezinta semnalul de intrare, respectiv cel de iesire la momentul ¢ iar
h7,...,1,) este nucleul Volterra de ordin p.

Asa dupa cum rezultd din relatia 2.1, sistemul neliniar este complet caracterizat
de functille multidimensionale A/,(1,...,7,), numite nuclee Volterra. Nucleul de ordin
zero, h, , este o constant, nucleul de ordinul inti, 4(7;), reprezinta raspunsul la impuls
al sistemulw, iar nucleele de ordin p>2 sunt functii simetrice in raport cu argumentele
lor. Astfel, cele p! permutin posibile ale variabilelor ¢,...,t, nu modificd nucleul
hp(tl,...,tp).

Se obignueste sd se noteze integrala p-dimensionald din relatia 2.1 cu H,[x()],
unde H), este numit operator Volterra de ordin p. Relatia 2.1 devine in acest caz:

W) =hy + S H  [x(0)] 2.2)
p=1
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CAPITOLUL AL-II-LEA

\J

Fréchet, care s-a ocupat cu studiul functionalelor continue, a dat o fundamentare
matematicd riguroasa seriilor Volterra ardtand ci orice functionald continui poate fi
reprezentata printr-o serie de functionale de ordin intreg. Aceasta serie este convergenta
uniform pe orice set compact de functii continue. O functionald de ordin intreg este
echivalenti cu o functionald Volterra.

Rezultatul obtinut de Fréchet se datoreaza generalizarii teoremei lui Weierstrass
care afirmi ca orice functie continua poate fi reprezentata printr-o serie polinomiala care
converge uniform pe orice interval inchis, adicd setul de functii {f,(x)=x"} este complet
[33]. Problema aproximarii operatorilor neliniari prin serii Volterra va fi discutata pe
larg in cadrul Capitolulw al-V-lea.

Senile Volterra au fost aplicate pentru prima datd in studiul sistemelor neliniare
de catre Norbert Wiener. Pentru un sistem cauzal limitele inferioare ale integralelor din
relatia 2.1 sunt puse pe zero, iar limitele superioare au o valoare finitd, reprezentand
memoria sistemului.

Pentru reprezentarea sistemelor reale se utilizeaza in general serii Volterra
trunchiate:

N
y0)y=hy + Y H,[x()]
Pl 2.3)

v

In relatia de mai sus N este numit, in general, ordinul sau gradul seriei.

Relatia 2.1 poate fi interpretati ca o extensie a reprezentari integrale a operatori-
lor liniari, acest caz corespunzand primului termen al seriel.

Spre deosebire de cazul sistemelor limiare, complet caracterizate de functia
raspuns la impuls, in cazul sistemelor neliniare, reprezentate prin serii Volterra
trunchiate, functia raspuns la impuls nu ofer o caracterizare completi a acestora. Intr-
adevar, raspunsul unui astfel de sistem la semnalul de intrare :

x(t) = A6(¢) 2.4)
este:

2
h(t)=hy + A (1) + Ahy (t,0) + -+ APh (1, 1) + - 2.5)
Dupa cum se poate observa din relatia de mai sus raspunsul la impuls este
determinat de valorile nucleelor in puncte situate pe diagonala nucleelor, adici la acele
momente de timp pentru care: #, =f, =---=1,.
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CAPITOLUL AL-II-LEA

Sictemul nel.nar o poue
5 hy(t) hy reprezenta  prin  operatorii
nelinian omogeni A, de nuclee
hy(t,....t,) cain figura 2.1.

Un caz particular de operator
neliniar se obfine cand semnalul
de iesire este exprimabil in serie
de puteri:

x(t) y(t)

———  hy(t,tp)

e hp(tl,...tp)

Al

W=Tarl) @6

Figura 2.1 Reprezentarea unui sistem neliniar cu ajutorul
operatorilor omogeni H, *

In acest caz nucleele Volterra se pot scrie sub forma simplificata:
holtn,. ot )=a,()x...x5lt,) 2.7)

si sunt caracteristice unor operatori neliniari fira memorie . In relatia 2.7 opeartorul
notat “x “ reprezinta produsul direct.

O alta categorie de operatort nelimari se poate evidentia daca consideram cazul
sistemelor neliniare ce pot fi modelate prin legarea in cascadi a doud sau trei sisteme
asa dupa cum se indica in figura 2.2.

Cele trei sisteme indicate in figura 2.2 trebuie si fie separabile.

x(t) Sistem Sistem nelinj.ar Sistem y(t)
» liniar — fara memorie —> liniar L

Figyra 2.2 Structura unui sistem neliniar ce se poate reprezenta prin operatori liniari §i neliniari
separabili

Avand 1n vedere cele prezentate mai sus se poate face o clasificare a operatorilor
neliniari 1n trei categorii [38]:

-operatori neliniari fara memorie

-operatori neliniari separabili

-operatori neliniari neseparabili

Se va prezenta in continuare cea de-a doua categorie de operatori intrucat aceasta
is1 gaseste numeroase aplicatii in modelarea sistemelor fizice. Pentru caracterizarea
acestui tip de operatori M.Schetzen a dezvoltat teoria Volterra din punctul de vedere al
operatorilor p-liniari [23].

BUPT



CAPITOLUL AL-II-LEA

2.1.2. Operatori p-liniari

M. Schetzen si-a construit teoria de abordare a sistemelor neliniare cu ajutorul

operatorilor p-liniari. Pentru simplitate se va prezenta in continuare cazul operatorului
de ordinul al ll-lea, biliniar (p=2).
Fie x(f) un semnal de intrare de forma:

X0 =Y .5, (1) 23)
n=1

Un operator biliniar 75 se defineste ca fiind un operator al carui raspuns la o
combinatie liniard de semnale de intrare (vezi rel.2.8) este o operatie biliniard asupra
fiecarui semnal de intrare, asa dupa cum se vede din relatia 2.9.

N N
Y0 =1;[x0)]= 1, [ﬁ %, (t)} PO WAEROEENGIE

m=ln=1

N N
= > > c,C, o $x,, (1), x, (1}
m=1n=1 (29)

Operatorul 75{ } este numit biliniar intrucit este liniar in raport cu x,, pentru un
anumit x,, $i este liniar in raport cu x,, pentru un anumit x,, dat.
Cel mai simplu sistem de ordinul al doilea il constituie sistemul a carui relatie

iesire-intrare este exprimabild prin relatia: y(t)= x*(¢). Raspunsul acestui sistem la
semnalul din relatia 2.8 este dat de relatia 2.10:

)= 330y % (0%, (1) 2.10)

m=1n=1
Expresia operatorului biliniar este in acest caz:
T, {x,, (1), %, (0}=x,,(0)x, (1) 2.11)

In cazul in care sistemul de ordinul al ll-lea este sl invariant in timp, 7>[ ] devine
H,[ ], numit operator Volterra de ordinul al 1l-lea.

y(1)=H,[x(0)] (2.12)
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Descrierea functionald a operatorului H,[ | se poate obfine in mod analog celei
pentru operatorul liniar §i anume considerand pentru semnalul de intrare aproximarea:

x(t)= lim x, (t) (2.13)
unde:
5, ()= 3 AxkAS(t - kA) (2.14)
kA=—c0

Raspunsul sistemului Volterra de ordinul al II-lea este 1n acest caz:

1=l 0= S SA-x(mA)A- x(na)H, {5 - mA).5(t - na)}

mA=—00 nA=—0

2.15)

unde H,{ } este operatorul biliniar invariant in timp. Functia de timp corespunzitoare
fiecarei operatii bilimare este data de relatia:

hy(t = mA,t ~nA,A)= Hy{6(t - mA), 6(c ~ nA) } (2.16)

Tinand cont de relatia 2.16, y, se poate exprima sub forma:

YO = 3 3 AmAAx(nAY, (t — mA,L - nA, A) 2.17)

mA=—o0 nA=-w

Cand A— 0, y, (f) =(¢) sirelatia 2.17 devine:

y) = | [x(o))x(c,)h,(t - 0,t —0,)dodo, (2.18)

-0 —0

unde s-au folosit notatiile:

h(t-o,,t—0,)= iiinohz(t —~mA,t —nA,A)= H,{6(t - ,),6(t - o, )}
(2.19)
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Relatia 2.19 constituie reprezentarea functionald a unui operator Volterra. Ficand
inlocuirile 77=t—07 §1 B=hL—0y se poate scrie relafia sub forma unei integrale de
convolutie bidimensionale:

w0 =H,y[x0)= [ [hy(z)2,)x( = 7))x(t - 7,)drdr, (2.20)

-0 —00

unde h,(1),1) reprezintd nucleul Volterra de ordinul al li-lea. Pentru un sistem de ordinul
al ll-lea se poate determina intotdeauna 4, (11,7;) ca o functie simetrici in raport cu
argumentele sale. Importanta existentei nucleului simetric pentru un sistem dat consta in
faptul ca el este unic. |

Ca o ilustrare a celor de mai sus se determind in continuare nucleul Volterra de
ordinul al-ll-lea al sistemulw din figura 2.3.

__________________________________________________

Figura 2.3 Sistem de ordinul al-li-lea

Raspunsul sistemului )(7) e dat de relatia:

+00 2 +o0 +00
y(t) = [ [ha(@)x(t - T)df} = [ [ha(z)x(t ~ 7))dz, ][ [ha(zy)x(t -7, )dfz:l =

+c0 +00

= I Iha (T, (1y)x(t — 77)x(t - 7, )dr,d7,

—Q0 —0

(2.21)
Comparand rezultatul dat de 2.21 cu cel general exprimat de relatia 2.20 se obtine:
hy (11,73) = h,(7))h,(7,) (2.22)

De exemplu, in cazul 1n care A, (¢) este de forma;

10
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h, ()= Ee "o (t) (2.23)

nucleul Volterra de ordinul al-1l-lea al sistemului nelimar devine:
h, (Tlafz)=Eze—a(rl”2)0(71)0(72) (2.24)

Asa dupa cum se observa din relafia 2.24, hy(7, 7,) e diferit de zero numai in primul
cadran al semiplanului 7, —7, caractenstici specificd oricdrui nucleu Volterra de

ordinul al-ll-lea cauzal.
Interpretarea fizicd a nucleului atagat operatorului Volterra de ordinul al-1l-lea

Nucleul Volterra ordinul al-Il-lea /,(7,%) caracterizeazd operatorul Volterra
H,['], intrucat permite determinarea raspunsului sistemului oricare ar fi semnalul de
intrare. Se pune problema gasirii unei semnificatii fizice functiei 4,(7,5). Asa dupa
cum se stie 41(7), nucleul de ordinul intA1 atasat operatorului H,[ ], reprezinti raspunsul
la impuls al acestui sistem.

Réspunsul la impuls al sistemului de ordinul al-Il-lea poate fi dedus imediat pe
baza relatiei 2.16 si este:

Y1) = H,[8(0)]=hy(,0) (2.25)

Relatia 2.25 subliniazd imposibilitatea caracterizarii sistemului de ordinul al ll-lea prin
raspunsul siu la impuls.

Functiei hy(1;,72) 1 se poate gisi o interpretare si anume aceea de raspuns al
sistemului biliniar Volterra, caracterizat de operatorul, H>{ }, la un semnal de intrare
constdnd in doud impulsuri Dirac, la momente de timp diferite. Pentru a demonstra
aceastd afirmatie se considera raspunsul y(¢) al unui sistem Volterra de ordinul al-Il-lea
la 0 suma de semnale:

YO = Hy[x,(0) + x, ()] = Hy [, )]+ H, e, (0), %, (0} + H, [x, (0]

(2.26)
unde H,[ ] este operatorul Volterra caracterizat de 2.20, iar H,{ } este operatorul
biliniar avand reprezentarea functionala:

H, (0, x,(0}= [ [h(z,,0,)x,(t 1) x,(t - 7,)d 7 d, (2.27)

—0 =0

11
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Daca cele doud semnale de intrare sunt: x,(£)=0(f—T1,);x,(1)=6(t-T3),
raspunsul sistemului bilimar devine:

H {6t - T7),6(t - T))}= I Ihz(fl,rz)é(t -1, 7)ot -1, —7,)drdr, =
=h2(t - Tl T TZ)
(2.28)
Rezulti ca relatia 2.28 ofera deasemenea posibilitatea masurarii nucleului Volterra

hy(11,12), utiizdnd un sistem cu raspunsul H,{x,(f),x,(¢)}, la intrarea cdruia se aduc
semnalele x;(t)= o(t-11) s1 x2(£)= o(t-1>).

Schema de masurid reprezentati.in figura 2.4 are la baza relafia existenta intre
operatorul bilimar Volterra de ordinul al-II-lea si operatorul Volterra de ordinul al-II-lea:

X1 (t)
> H: ‘
x2(t) >>: !
> H:
AVCE’ 2H2{X1(t),X2(t)}
La(+
H>

Figura 2.4 Schema bloc pentru sinteza operatorului Volterra biliniar conform cu rel. 2.29.

2H, {xl (), x, (t)}z H, [xl 1)+ xz(t)]_ fH, [xl (t)]_ H, [xz (t)] (2.29)
Conform schemei de sintezi a operatoruhm biliniar, daci la intrare se aduc semnalele
x1(6)=0(t-T) $1 x2(£)=(¢-T3), raspunsul sistemului biliniar va fi:

g,(0)=2H,{6(t - T,),6(t - T,)}=2h,(t - T;,t - T,) (2.30)

Functia g,(f) reprezinta raspunsul la impuls bidimensional al sistemului de ordinul al-ll-
lea. Valoarea sa este dublul valorii nucleului de-a lungul unei linii inclinate la 45° in
planul 7 - 7, aga dupa cum e indicat in figura 2.5.

12
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Tzﬁ

T,-T3

v

T

Figura 2.5 Graficul functiei g(t)

Pentru sistemul de ordinul al-II-lea, cu schema din figura 2.3, avem:

2 —a(Tl+T2) -2at t > T T
gz(t)={E ¢ ¢ pt tzmax(l,, 1) 2.31)

0 in rest

Folosind schema din figura 2.4 nucleul de ordinul al-II-lea se poate determina méisurand
valorile g, (¢), obtinute pentru diferite valori 77 75 .

In mod asemanitor introducerii operatorului de ordinul al-Il-lea se poate proceda
pentru a defim operatorul p-liniar:

y,(t)=H ,[x(t)] (2.32)

a carui descriere functionala are forma data de relatia 2.33:

Hp[x(t)]= T---Thp(rl,...,r )x(t— rl)---x(t - Tp)dTl edrt, (2.33)

In relatia 2.36 hy(11,...,T,) este o functie simetrica in raport cu argumentele sale.
2.1.3. Transformata Fourier a nucleului de ordinul al-II-lea

Se defineste transformata Fourier bidimensionala a nucleului /,(t,,7;), sau simplu
transformata nucleulw, ca fiind:

Hy(o,0,)= [ [hy(r, 7, @nm)dr de, (2.34)

Condifia de existentd a transformatei Fourier bidimensionale este asigurata de relatia:

13
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+o0 +00

I .”hz (71,7, Jdr,d7y (0 (2.35)

—00 —a0

Transformata inversa avand ca rezultat 4, (7 , ) se deduce cu ajutorul relatiei:
Paleirva)= (2 )2 I IH @y, 0, kj anrers) dgy 1da, (2.36)
) -o-

Utilizarea Transformatei in determinarea rdaspunsului unui sistem de ordinul
al-Il-lea la un semnal sinusoidal
. 1 _](0 t ’ 1 - jCl) t . -
Fle:x(t) = Acosa,t = 5 Ae’™ + EAe o = xa(t)+ xb(t), cu proprietatea ca:

x,(¢)=x(¢). Raspunsul sistemului de ordinul al-Il-lea se calculeazi pomind de la
relapa:

o) = Hy[x(0)]= Hy [x, () + x, ()= Hy [x, ()] + H, [x, ()] +
+ H, {x, (), x, (O + Hy {x, (), x, ()}

Intrucat hy(r,,1;) este o functie simetrici in raport cu argumentele sale, avem:
H,4x,(¢),x,(t)}= H,{x,(t).x, ()} .Analizind fiecare termen din 2.37 obtinem:

(2.37)

2

4 2]
H [x t)] J- IhZ TI’TZ Tl)x ( Tz)dfldl'z =—4—H2(a)0’0)0)e21 of

=00 -0

A (2.38)
In mod similar se poate deduce:

A? o
H,[x, ()] = e H, (- @g,~@, Je™™ (2.39)
Pentru termenul al-Ill-lea respectiv al-1V-lea relatiile sunt:
A2
H, {xa (t)’xb(t)}= THz(“’o:_wo)

H, fry (05, ()= A Hy (- 0, 0,)

4

(2.40)

Insumand cei 4 termeni dafi de relatiile 2.38, 2.39 si 2.40 obtinem:

14
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2 , 2
y(t)=2(§) Re{Hz(a)O,coo)ezf“"” }+ 2%Re{H2(w0,—a)0)} (2.41)

Dupa cum se poate observa din relafia 2.41, raspunsul consta dintr-o constanta dati de
cel de-al II-lea termen al relatiel s1 un semnal sinusoidal de frecventa 2 ay si amplitudine:

VE
‘H (@0,,).

Utilizarea Transformatei in determinarea raspunsului unui sistem de ordinul
al-Il-lea la un semnal aperiodic

Raspunsul unui sistem Volterra de ordinul al-Il-lea la un semnal de intrare
oarecare ¢ dat de relafia:

+o0 +20

y,(t)= _[ Ihz (7,7, x(e — 7, Jx(r — 7, Mz, d, (2.42)

—QoC —00

Se doreste in cele ce urmeaza stabilirea unei legdturi intre transformata Fourier a
raspunsului Y(w), transformata Fourier a semnalului X(w) si transformata nucleului
Hy(an,a,). Se introduce in acest scop functia y»\(#,f,) conform relatiet:

M) t1>t2 j Ih2(71>72)" )( “Tz)dfldfz (2.43)

—~00 —

Substituind in ecuatia de mai sus ¢, =¢, =, obtinem: y(z)(t,t)z y(t). Transformata
Fourier bidimensionala a lui y5)(4),12) este:

Y(z)(a)l,a)z)z j Iy(z)(tl,tzk‘j(wﬂﬁwztz)dtldtz —
+00 400 +00 400 o (244)
= I I J IhZ (Tlaz-2 )x(tl - z-1 )x(tz - 72 )e_j(w]’]+w2t2)dT1dT2dtldt2

Facand schimbarea de vanabila:o, =¢, -7, §i o, =t, — 7, se obtine in final:
Y(z)(wp 0’2) = Hz(a)l’ 2 )X(w] )X(a)z) (2.44°)

Pentru determinarea lui y(¢) se aplica transformarea inversa:

15
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1 o il v, )t
W)= yp)(t.1)= Gny [ [Yo) (0,0, do,do, (2.45)

Substituind: @ = @, + @, , obfinem in final:

1 +00 +00 o
y(t)= ony [ 7o) 0,0 -, )™ dodo, (2.46)

Anlizind 2.46, rezultd ci )(f) se poate exprima ca transformata Fourier inversi a
functier:

1+
Y(w)= Ey [Yo)l@,0 -0, Mo, (2.47)

Un rol important in sinteza operatorilor de ordinul al-II-lea il joacd transformata Laplace
bidimensionala a nucleului de ordinul al-Il-lea definita de relatia:

+00 40
Hy(s1,8,)= [ [hy(z),7,)e o) dr dr, (2.48)

unde: $1=01tjw; $1 $,=0,1]W;.
2.1.4. Transformata Fourier a nucleului de ordin p

In cadrul paragrafului 2.1.3. s-a introdus transformata Fourier bidimensionala,
atagatd nucleului Volterra de ordinul al-Il-lea. In continuare se generalizeaza notiunea
de transformata Fourier in cazul funcfiilor de mai multe variabile. Fie nucleul de ordin p,
h, (rl, ees rp) , atagat operatorului Volterra de acelasi ordin aga cum se indica in relatia

2.33, o functie de p variabile care satisface relatia:

[ [ .1, Jdz, o dr, (o0 (2.49)
Aplicand transformarea Fourier functiei 4, (7 T, ), in raport cu fiecare din

variabilele 7y,...,7,, pe rind, se ajunge in final la:

o o] oo}

H,(@ecs,)= [ [h (e, 7O 0 ar (@2.50)

ety

-0 -0
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Functa H, (a)l ooy a)p) este numita transformata Fourier a nucleului de ordin p si este
simetricd in raport cu argumentele sale, daca 4, (rl . p) este o funcfie simetrica.
Transformarea Fourier inversa se defineste pe baza relatiei:

hp(rl,...,rp)=——l— [ IHp(j'wl ..... j'a)p)ej(w‘r‘+"'+w”1”)da)1 -dw, (2.51)

@27 %

Utilizarea transformatei in determinarea raspunsului unui sistem de ordin p la un
semnal de intrare sinusoidal

Determinarea raspunsulut unui sistem de ordin p la un semnal de intrare
sinusoidal se va exemplifica, din motive de simplificare a calculului, pentru cazul p=3.
Fie st in  acest «caz sesmnalul de  intrare de  forma:

x(t)= Acoswyt = %Ae’ Pf 3 % Ae™ % = x (t)+x, (), cu proprietatea  Cé:

x,(t)= x.(¢). Raspunsul sistemului de ordinul al-IlI-lea la acest semnal de intrare este
dat de:

y3(t) = Hy[x, (6)+ x,(0)] (2.52)

si conduce la relatia:

y3(0)=Hs[x, ()] + Hy [x, (0)]+ 385 {xg (0),x, (1), 20, (0) 3+ 385 {x, (0), 2, (1), 6, (0}

2.53)
unde:
H3[‘xa(t)]= j Ih3(71a72a73)‘(t_Tl)x(’_fz)x(t_ﬁ)drldfzdﬁ
A 3 . . . Jjwut
=[5) H3(Iwo=J0)0aon¥ ak
(2.54)

3H3{x;(t), 'xa(t)> xb(t)}z 3_]? "'_]Zh3(71a T2>T3)xa(t - Tl)xa(t _Tz)xb(t B T3)d71d72d73

AY .
= 3(3) H3(ja)0: J@ — fa’o)ejwot

(2.55)

blc (v “H L
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3H, (1), x,(t), x, ()} = 3? ]?h3(71, 7y, T3 )%, (1 = 7 )%, (6 — 7, ), (1 — 73 )d e d Ty dn,

—0 —0

A 3 . . . Jout
=3 5 H3(ja)0,—ja)o,—Ja)o)e

(2.56)
Hy[x, (1)} = I Ihs(71>72>73)xb(t‘ 7 )%, (1 = 7, (¢ — 75 )drydr,de,
B (2.57)
A ’ . . . =3 jw,t
=(5J H;(~ jwo, jao,~ jar Je ™™
Insumand termenii dati de relatiile: 2.54: 2.55,2.56 $12.57 se obtine:
3
A . . . @
ys(t)= 2(5) Re{H3 (joq, jay, jo, )™ Ot}
(2.58)

3
A . . . )
+3- 2(5] RC{H3(JG)0’10)071500)€] Ot}

Din relatia 2.58 se poate observa ca semnalul de iesire confine armonicele intiia si a
treia a semnalului de intrare.

In mod asemanator se poate deduce expresia raspunsului la semnal sinusoidal a
unui filtru Volterra caracterizat de operatorul de ordin IV.

A .
J/4(t)=H4[AC050’0’]=2(5) Re{1-14(ja)0,ja)o,ja)o,jwo)e”“")’}
4
e (gj Relf, (oo, oo, j@0.-jo e/ | (2.59)

4
A . . . .
+6(5) H,(jo,, joy,—joy—joy)
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2.2. Filtre Volterra numerice

Modelul Volterra discret a fost introdus la inceputul anilor ‘80 [39] si interesul
manifestat fata de el a devenit de atunci din ce in ce mai mare.

Prin analogie cu cazul continuu, un sistem neliniar, invariant in timp, cu memorie
este descris de o serie Volterra discretd data de relatia 2.60:

el=to + 34, ] (260)

obtinuta prin esantionarea ecuatiilor 2.1 si 2.2, unde y[n] si x[n] rezultd din esantionarea
1w y(¢) respectiv x(¢) cu pasul de esantiopare normalizat: 7=1 i :

Hp[x[n]]z io--- iézp[ml,---,mp]x[n—ml]-'-x[n—mp ] (2.61)

1

daca variabilele m;,...m, au un suport strict cauzal.

Termenul constant 4, este un termen de polarizare, 4;[m;] reprezinta raspunsul la
impuls al unu filtru IIR §1 Ay[{m,,...,m,) poate fi considerat ca raspunsul sistemului la
impulsul p-dimensional.

Ca si in cazul liniar se pot construi modele recursive de ordin finit care contin
termeni de iesire intarziati 1 se pot obfine dezvoltari polinomiale recursive. Acest lucru
poate fi realizat prin alegerea limitei de insumare finita (V) in 2.60. In acest caz A;[m;]
reprezintd rapunsul la impuls al unui filtru FIR, iar efectul neliniaritatii este caracterizat
la iesire de valor prezente si trecute ale semnalului de intrare.

In plus, s-a demonstrat ca un sistem discret, cauzal si invariant in timp, cu
memorie finitd, avand proprietatea de a raspunde la variatii mici ale semnalului de
intrare prin variatii mici ale semnalului de iesire poate fi aproximat uniform, in con-
cordantd cu teorema Stone-Weierstrass, pentru un set de semnale de intrare uniform
marginit, de catre o serie Volterra finita, de forma [39]:

slel=hy + £ 1, <] .62)

unde:

Hp[x[n]]= Agl Mz_lgzp[ml,m,mp]x[n—ml]---x[n—mp ] (2.63)

m=0 m,=

Modelele nerecursive au fost deasemenea intens studiate in literaturd datoriti
simplitatii lor.
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2.2.1. Filtrul Volterra discret de ordinul al-ll-lea (FV2)

Ca s1 in cazul continuu se va prezenta in cele ce urmeaza filtrul Volterra discret
de ordinul al-ll-lea, el constituind un prototip in cadrul filtrelor Volterra numerice.
Relatia ce caracterizeaza filtrul in domeniul timp este:

yln]= ho+Zh1[k1]x[n k1]+Z th[klskz]x[” ke Ixn-k,]  (2.64)

ky =0 k=0 ky=0

unde M [ki], reprezintd coeficientii nucleulw limiar de filtrare, iar A,[k;, k], reprezinta

coeficientii nucleului patratic de filtrare. In cele ce urmeaza nucleul patratic va fi

considerat o functie simetrica in raport cu argumentele, adica: 4, [k, k, |=h,[k,,k,] .
Transformata Fourier a nucleulu de ordinul al-II-lea se defineste cu relatia:

N-1N-1
H,(Q,,Q,)= z S hy Lk, ke |eTIHk gm0k (2.65)

=0k, =0

Transformata nucleului, H,(€2;, €2;) 1s1 gidseste numeroase aplicatii in determinarea
raspunsului FV?2 la diferite semnale de intrare.

Raspunsul in frecventa al FV2 la un semnal de intrare determinist

Pentru determinarea raspunsului in frecventd, ¥(€2), al unui FV2 este necesard
mai intai gasirea raspunsulw bispectral al nucleulw pitratic la un semnal de intrare cu

Transformata X(Q). Fie y,[n], contribupa termenului patratic la raspunsul in timp al

filtrului:
N-1 N-1

3P) [n]=kZ_0kZ_0hz [kl,kz]x["“kl]x[n _kz] (2.606)

Ca s1 1n cazul continuu, se defineste semnalul teoretic:

N-1 N-1

Y(2) [n1>n2]= kZ_O kZ_th [klak2]x[n1 - kl]x["z —k, ] (2.67)

Transformata Fourier bidimensionald a lui yy)[n;, ny] e data de relafia [40]:

o N-1N

Y(z)(Ql’Q )= i 2 X ZhZ[kl:k2]x[nl_kl]x[nZ_kZ]e JEhim g 22

m= 0n2—0k1 0k2 0

(2.68)
facand schimbarea de variabild: u, =n, -k, §i u, =n, —k, , se obtine in final:
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Y(z)(Qlagz):Hz(Qth )X(Ql)X(Qz) (2.69)

Y2)(€21, €2) se numeste raspunsul bispectral al nucleului patratic la excitatia X(€2).
Tinand cont de relatia: y, [n] = y(z)[n,n] se poate deduce:

1
(27)
1

= (2”)2 IZ” H, (Ql L2, )X(Ql )X(Qz )ej(Q'mz)ndQldgz

yalnl= 5 [, H2 (@1, 9 X (@)X (Q, )" e/ d2,dQ, =

(2.70)

Analizand relatia de mai se observa cd y; [n], reprezinta transformata Fourier inversa a
functiei:

Yz(Q)=i IY(Z)(QDQ_QI)dQI (2.71)

27 5,

Relatia 2.71 realizeaza o combinare a frecventelor intrucdt functia ¥(;) e integrata in
lungul dreptei de ecuatie: Q =Q, +€, .
Raspunsul in frecventi al nucleulw liniar fiind:

N-1 .
H,(Q)= Yk Je™ 272)
ky =0
rezulta raspunsul in frecventa al FV2:
1
Y(Q)=H1(Q)X(Q)+EL,, Y(z)(QlaQ“Qlygl (2.73)

Rdspunsul in frecventd al FV2 la un semnal de intrare aleator

Acest paragraf va trata cazul particular al semnalului de intrare avand distributie
de probabilitate gaussiani. Cazul general necesitd calcule deosebit de laborioase fiind
obiectul de studiu al unor lucran recente.

Asupra semnalului de intrare se fac urmatoarele ipoteze: se considera ca acesta e

ergodic avand medie nula i momente statistice finite pentru k&<4. Momentul statistic de
ordin & e dat de relafia;

m, = Txk px)dx (2.74)

Se defineste funcfia de autocorelafie temporala a variabilei aleatoare x conform
cu relatia de mai jos:
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o hm——— Zx[n key Ix[n = &, | (2.75)
n——N

Pentru ca semnalul y[»], definit de relatia 2.64 sa aibe media nuld e necesar ca:

N-1 N-1

=Y Yhlk.kralk -k, ] (2.76)

k=0 ky =0

Relatia 2.64 devine in acest caz:

[] Zhl[kl]x[n k1]+ Z—lh2[kl’k2]{x[n_kl]x[n—kZ]—rxx[kl_kZ]}

k, =0k, =0
(2.77)
Functia de autocorelatie a lui y[n] este:
r,, lk]= hm — z yln + k]y[n] (2.78)
n——N
Relatia de mai sus se poate scrie:
N-1 N-1
ryy[k]= > Zhl[kl]hl[k2]rxx[k1 —k, +k]—
k=0 k=0
N-1 N-1 N-IN-1
-2 2 2 th[kbkz]hz[llalz]”xx[kl —ky + k]l 1, + K]
k=0 k=0 /=01, =0
(2.79)

In deducerea relatiei de mai sus s-a tinut cont de proprietatea variabilelor aleatoare cu
densitate de probabilitate gaussiani referitoare la medierea statistici a produsului
contindnd un numar impar, respectiv par de variabile aleatoare, precum si de faptul ca
x[n] find un semnal ergodic, medierile statistice sunt egale cu cele temporale,
corespunzatoare In cazul relatiei 2.79 s-au folosit relatiile de mai jos:

X1X,Xx, =0
R (2.80)

In relatia 2.80 prin bara s-a notat operatorul de mediere temporala.

Densitafile spectrale de putere pentru semnalele x{x] si y[n] se definesc in mod
uzual:
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@)= T rcfk]e ™

‘:° (2.81)
@, Q=3 Fyy [ke]e7*

k=—0

Printr-o procedura similara celei prezentate in cazul determindrii raspunsului FV2 la un
semnal de intrare determinist, relatia dintre @,(Q) s1 P,,(€2) devine:

1
@, (Q)=|H,(Q,) .. (Q)+2 — [ D@, (Q,Q-Q,)da, (2.82)

unde s-au folosit notatiile:
D), (Q.Q,)=|H,(Q,.Q,) 0.(Q ). (Q,) (2.83)

Densitatea de putere interspectrald este definita ca fiind:

®,(Q)= zm ryx[k]e"fm (2.84)
unde:
k= li k
ralt]= fim oo 2 ylikn+ 4
(2.85)
Efectuind calculele se obtine:
k]= 3k ol + &
3 = +
> klz=:01 Wl T H (2.86)

®,,(Q)=H,(Q)0..(Q)

Aceasta relatie similarid celei obtinute in cazul filtrdni liniare se datoreste proprietati
variabilelor aleatoare gaussiene specificati in 2.80.
Densitatea de putere inter-bispectrala, se va defini conform relatiei:

SAy(QbQZ)sz kztyx[klakzk_j(leﬁkZQZ) (287)
1=—00 ky=—c0
unde:
t |k, k,|=1i
el ky )= lim 2]v+ln_z_Ny[;1]x[n+k I[n+ k&, ] (2.88)
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reprezintd intercorelatia intre secventa y[n] si x[n+k;]x [n+k;).
Sul€21, €2;) devine:

Sxy(Ql’QZ)zzHZ(QI’QZ )(Dxx(Ql)‘Dxx(Qz) (2.89)

Relatiile 2.86 si 2.87 dovedesc faptul ca in cazul semnalului de intrare gaussian,
functiile de transfer H,(€2), respectiv Hx(€2;, £2,), pot fi cunoscute in mdsura in care se
cunosc D), Sy (Q1, ) §1 Dy (€2). Aceastd proprietate faciliteazd proiectarea
filtrulu1 optimal Volterra.

Analizand relafile 2.62 si 2.63 1 facand presupunerea ca nucleele A,[m;, ..., m,]
sunt functii simetrice in raport cu argumentele m;, rezultd ca iesirea filtrului Volterra
discret consta din convolufii multidimensionale intre coeficientii filtrului §i semnalul de
Intrare.

Ca o consecinta a acestui fapt este posibil s1 adeseori util sd interpretam filtrul in

domeniul frecventa, utilizand transformata Z. De exemplu, daca notam y,[#], termenul
de ordin p din relatia 2.62:

yp[n]=§hp[m1,---,mp]x[n—ml]-ux[n—mp] (2.90)

Transformata Z a lui y, poate fi exprimata cu ajutorul lw1 X(2) 1 a lmt H,(z), ... z,):
v,(2)=FlH , (2, (2 Xz, (2.91)

unde:

H (2,2, )= Sh (my,om Jgm -2 (2.92)

Sp

s1 reprezintd transformata Z p-dimensionala a nucleului 4, iar F este operatia prin care
transformata Z p-dimensionald este redusid la o transformatd Z unidimensionala.
Operatia poate fi interpretatd ca un combinator de frecvente si a fost prezentata anterior
pentru cazul p=2.

2.3 Propriet iti ale filtrelor Volterra
2.3.1. Propriet ati structurale ale nucleelor

Dezvoltarea in serie Volterra prezintd proprietiti importante atit in timp
continuu cat §i in timp discret. Se prezintd in continuare unele dintre aceste proprietiti
pentru dezvoltarea in timp discret.

e Agsa dupa cum s-a specificat in prezentarea filtrului Volterra in timp continuu,

nucleele Volterra sunt functii simetrice in raport cu argumentele si in
consecintd toate cele p! permutiri posibile ale argumentelor m,...m,

24

BUPT



CAPITOLUL AL-II-LEA

pastreaza nucleul nemodificat. Aceastd proprietate a nucleelor Volterra
reduce mult complexitatea calculului in cadrul dezvoltarii in serie Volterra.
Complexitatea calculului este datd de lungimea memoriei utilizate precum si
de ordinul filtrului. Astfel nucleul de ordin p al modelului contine, in cazul
unei ferestre de filtrare de lungime N, AP coeficienti. Numarul acestora poate
fi redus datorita proprietatii de simetrie la C,/.

» In ceea ce priveste identificarea nucleelor Volterra s-a aratat deasemenea ca
raspunsul la impuls al sistemului de un anumit ordin nu e suficient pentru a
identifica toate elementele nucleului corespunzitor. Pentru identificarea
nucleului de ordin p e necesar un semnal de intare constand din produsul a p
impulsuri unitate plasate corespunzator pe suportul filtrului.

e Nucleele Volterra reprezinta o extensie directd a conceptului de raspuns la
impuls din teoria sistemelor ‘liniare in cazul sistemelor multidimensionale.
Aceastd obervatie permite atribuirea unei semnificafii fizice nucleelor
Volterra; ele caracterizeaza sistemul neliniar fiind analogul miltidimensional
al raspunsului la impuls.

e O altd caracteristicdi impusd uneori in modelarea si realizabilitatea filtrelor
Volterra o constituie proprietatea nucleelor de a fi separabile. Aceasta
proprietate se poate exprima astfel:

p
hp(ml,---,mp)=nhj(mj)
sl (2.93)

2.3.2. Proprietiti structurale ale relatiei intrare - iesire in cazul filtrelor
Volterra

Aceste proprietati sunt deosebit de importante pentru a caracteriza comportarea

neliniar3 a filtrelor Volterra.

e Prima proprietate se referd la liniaritatea relatiei intrare-iesire in raport cu
nucleele, privite ca si coeficienti ai filtrului, asa dupa cum se vede din relatiile
2.62 si 2.63. In expresia semnalului de iesire, neliniaritatea se reflectd in
produsele multiple intre valori ale semnalului de intrare intirziate, in timp ce,
relatia e liniard in raport cu coeficientii filtrului. Aceasti proprietate specifica
permite extinderea diverselor concepte si proceduri aplicate in cazul filtrarii
liniare 1 sistemelor neliniare. Este vorba de principiul proiectiei ortogonale,
teoria filtrarii optimale precum §i a implementirii algoritmilor de filtrare
adaptiva.

e A doua proprnetate pomneste de la observatia facutd asupra relatilor 2.61,
2.63, si anume cd neliniaritatea sistemului se reflectd in nucleele
multidimensionale care apar in relafia intrare-iesire §i a caror
dimensiune(ordin) e datd de numarul de factori in produsele intre valorile
intarziate ale semnalului de intrare. Astfel relatia intrare-iesire poate fi priviti
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ca o suma de convolutii multidimensionale. Comparand termenul de ordinul p
al dezvoltarii, dat de relatia 2.63, cu expresia unei convolufii p-dimensionale :

M-1 AM-1

a)nl,---np]=mz_zom Zgzp[ml,---mp]v[nl —my,-,n, —mp] (2.94)
1= mp=

se poate observa cg, pentru: n, =---=n, =n, se obfine:

yn]=oln, -, n] (2.95)

Relatia 2.95 aratd ca iegirea unui sistem neliniar este datd de particularizarea
convolutiei multidimensionale la elementele diagonalei principale ale suportului filtrului
multidimensional corespunzitor.

Cea de-a doua proprietate permite deasemenea o interpretare in domeniul
frecventd a filtrelor Volterra. In acest scop, pornind de la expresia raspunsului in
frecventa al unu sistem p-dimensional, limar, se poate deduce comportarea in frecventi
a filtrufui caracterizat de un nucleu de ordin p.

Réspunsul sistemului p-dimensional, liniar, caracterizat de functia h,(m,...,m,) ,

la semnalul v(nl,-..,np)zelenl ...ejQp"p
este:

W(nl,---np)=Hp(ele’.“,ejQp )ejQInl .“e./'Qpnp (296)
unde :

iQ iQ > it —-iQ -jQ
Hp(ef N P): 3. th[ml,...’mp]e Jgam TR (2.97)

m=0 m,=0

Iesirea filtruhui Volterra caracterizat de nucleul de ordin p se poate obtine pe baza
relatiei 2.95 presupunand:

v[nl,n-,np] =x[n1] ---x[np] , Np=+=Nn,=nh (2.98)
Se obtine astfel:
Wnl=wn,--n]= H, (ele e ol )ej~(Ql+...+Qp)n (2.99)

Relafia 2.99 arata prezenta in semnalul de iegire a frecventei Q,+..+Q,, neprezenta in
semnalul de intrare.

Dacé semnalul de intrare este un semnal de timp continuu, avind spectrul X(w),
se poate deduce pentru semnalul de iesire expresia:
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o0} e o}

y(t)-—-w(t,...,t)= (2;)p —L..._J;oHp(efwl,...’ef‘”p )

(g - 2.100
. X(a)l )...X(a)pkj(wﬁ- +wp)rdwl da)p ( )

Relatia 2.100 indicad prezenta in semnalul de iesire a unei componente avand frecventa
@, +-:-+®, . In cazul in care semnalul de la mtrare este o sinusoida in semnalul de

iesire apar componente avand frecventa multipli sau submultipli ai frecventei
semnalului de intrare. Daca semnalul de intrare este o combinatie liniard de sinusoide, in
semnalul de iesire apar termeni de intermodulatie.

Aceste consideratii generale confirmd una din particularitifile ce atestd
comportarea nelimard a filtrelor Volterra s1 anume: aparifia in semnalul de iesire a unor
componente avand frecventa diferitd de cea a semnalului de intrare.

CONCLUZII Acest capitol a fost dedicat prezentarui filtrelor Volterra atit
pentru semnale in timp continuu cat §i pentru semnale in timp discret.

In cadrul paragrafului intai:

- S-a introdus caracterizarea sistemelor neliniare continue, invariante in timp,
prin intermediul seriei Volterra. Dezvoltarea teoriei Volterra in caracterizarea
sistemelor neliniare s-a facut pe baza operatorilor p-liniari [23] ceea ce permite o
mai buni intelegere a modului in care operatorii Volterra actioneazi asupra
semnalului de intrare. Pornind de la operatorul Volterra de ordinul intai, H, [x(¢)],
asimilabil unwi operator linar, caracterizat de nucleul Volterra de ordinul intai,
h, (r), sau functia raspuns la impuls, s-au introdus operatorii Volterra de ordin
superior.

Elementul prototip 1-a constituit operatorul Volterra de ordinul al-Il-lea,
H, [x(t)], pentru care s-a dedus reprezentarea functionala (relatia 2.19), pe baza
nucleului Volterra de ordinul al-ll-lea: 4,(z,,7,) .

-S-a specificat semnificatia fizicid a nucleului de ordinul al-II-lea s1 anume
aceea de raspuns a sistemului biliniar Volterra la un semnal de intrare constand din
doud impulsuri Dirac la momente de timp diferite.

-S-a definit transformata Fourier bidimensionalad a nucleului 4, (z,,7,), sau

simplu transformata nucleului: H,(w,,®, ).Utilitatea ei in cazul analizei sistemelor

neliniare a fost ilustrata prin calculul raspunsului unui sistem neliniar la un semnal
de intrare sinusoidal precum si la un semnal aperiodic oarecare.

-S-a definit transformata Laplace a nucleului de ordinul al-II-lea ce joacd un
rol important in sinteza operatorilor de ordinul al-II-lea.
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Cel de-al-II-lea paragraf este dedicat modelului Volterra pentru sistemele in
timp discret. Matenalul prezentat se poate structura dupad cum urmeaza:

-S-a prezentat filtrul Volterra discret de ordinul al-Il-lea, el constituind un
prototip in cadrul filtrelor neliniare discrete.

-S-a definit transformata nucleului de ordinul al-Il-lea: 4, [n,,n,] si anume

functia: H,(Q,,Q,). Pe baza transformatei nucleului s-a calculat raspunsul filtrului

Volterra de ordinul al-II-lea la un semnal de intrare determinist.

-S-a dedus raspunsul in frecventa al FV; la un semnal de intrare aleator avand
distributie de probabilitate gaussiana (rel.2.86 si rel.2.89). Acest lucru a necesitat
introducerea notiunilor de: densitate de putere interspectrala @ W(Q) (rel. 2.84) si

densitate de putere inter-bispectrala: S,, (Q,,Q,) (rel.2.87).

-Asimiland expresia iesirii filtrulmi  Volterra discret unei convolutii
multidimensionale, s-a introdus transformata Z a nucleului Volterra de ordin p:

Hp Z1seeesZp )

In paragraful al-III-lea au fost expuse céteva din proprietatile filtrelor Volterra
atat in cazul filtrelor Volterra in timp continuu cat si a celor in timp discret:

-simetria nucleelor in raport cu argumentele, fapt ce contribuie la reducerea
compexitatii calculului, in cadrul dezvoltarii in serie Volterra. Complexitatea
calculului este datid de lungimea memonei utilizate precum si de ordinul filtrului. Astfel
nucleul de ordin p al modelului contine, in cazul unei ferestre de filtrare de lungime N,
N coeficienti. Numarul acestora poate fi redus datorita proprietitii de simetrie 1a Cy/.

*imposibilitatea identificini nucleelor de diferite ordine prin raspuns la impuls al
sistemului de ordin corespunzitor.

-proprietatea nucleelor de a fi separabile in anumite aplicatii.

S-au prezentat deasemenea proprietdfi structurale ale relafiei intrare-iesire in
cazul filtrelor Volterra:

-limaritatea relatiei intrare-iesire in cazul FV in timp discret, in raport cu nucleele,
privite ca si coeficienti ai filtrului.

-neliniaritatea sistemului este reflectatd in relatia intrare-iesire de produsele
multiple intre valorile intirziate ale semnalului de intrare, precum si de nucleele
multidimensionale, a caror dimensiune e dati de numérul de factori in produsele intre
valorile intirziate ale semnalului de intrare.

-relatia 2.84 aratd cd iesirea unui sistem neliniar este data de particularizarea
convolutiel multidimensionale la elementele diagonalei principale ale suportului filtrului
multidimensional.

Pe baza proprietdtii anterior prezentate se deduce comportarea in frecventi a
filtrului caracterizat de un nucleu de ordin p (rel.2.97), pomind de la expresia
raspunsului in frecvent a unui sistem p-dimensional. Se calculeaza raspunsul sistemului
de ordin p la un semnal de intrare sinusoidal, fapt ce evidenfiazi prezenta in semnalul de
iesire a unor componente avand frecventele multiplii ai frecventei semnalului de intrare.
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CAPITOLUL 3. MODELAREA SISTEMELOR NELINIARE PRIN SERII
VOLTERRA $I SERII WIENER

3.1. Determinarea nucleelor Volterra asociate unui sistem neliniar continuu

Identificarea unui sistem neliniar continuu printr-o dezvoltare in serie Volterra se
reduce la estimarea nucleelor Volterra de diferite ordine. Sa presupunem ca estimarea
nucleelor se face in sensul reduceni erorii medii patratice intre iesirea sistemului supus
identificani si iesirea modelului. Nucleele astfel rezultate constituie solutii ale unui set
de ecuati integrale.

O alternativa a acestei metode o constituie abordarea unui model de forma unei
cutii negre §i determinarea unor parametrii specifici, care permit modelului si descrie
sistemul neliniar. Schetzen a introdus ¢ metoda de determinare a nucleelor Volterra ,
pentru sisteme al caror ordin e cunoscut apriori §i € finit. Metoda permite masurarea
nucleulm Volterra asociat unui operator de un anumit ordin.

S-a ardtat deasemenea ca seria Volterra poate fi vazuta ca o solutie generald a
unei ecuatii diferentiale nelimare [41].

Cu toate acestea nu se poate vorbi la ora actuald de o metoda generald pentru
descrierea sistemelor neliniare cu ajutorul ecuafiilor diferenfiale si nici pentru calculul
nucleelor Volterra asociate unui sistem neliniar dinamic de ordin necunoscut.

3.1.1. Masurarea nucleului Volterra asociat unui operator de un anumit
ordin
In continuare se prezinta metoda de determinare a nucleelor Volterra pentru un
sistem al cdrui ordin € cunoscut apriori §i € finit, metoda propusa de M. Schetzen [23].
Nucleul asociat operatorului Volterra de ordinul intai, 4,(r) poate fi determinat
experimental utilizand schema din figura 3.1, la intrarea céreia se aduce un semnal x(¢)
de tip zgomot alb , cu functia de autocorelatie data de:

R, (r)=45(r) 3.1)
. o yit)
_\. t)x(t —
X(t) e |1 (E=01)
| | Intarziere cu x(t-61)
o7

Figura 3.1 Schema pentru determinarea experimentald a nucleului 4,(7)

Asupra semnale-lor x(?) 51 y;(f) se face ipoteza ca sunt stationare si ergodice.

29

BUPT



CAPITOLUL AL-III-LEA

Semnalul de la iegirea sistemului e dat de relafia:

yl(t)X(t 0,)=R,, (07)= nn——Ix(t—Gl)yl(t)dt Ah, (o)
(3.2)

Rezulta pentru /(o)) relatia:

(o)== o) 63)

Acest procedeu de masurare poate fi extins pentru determinarea nucleelor de ordin
superior. In cazul nucleului de ordinul al.ll-lea schema de masura este cea din figura 3.2,

t
—) H, ya(t)
T (1 ey oy
X(t) Intarziere x(t-c) ) Mediator .
cu o7
Intarziere
\_’ -
cu_os x(t-02)

Figura 3.2 Schema pentru determinarea experimentald a nucleului de ordinul al-1l-lea

Semnalul de la iesirea sistemulu din fig. 3.2 este :

O = W= 03)= | [,z ol = 2 )l = 23 i = 0 W = 03 My =

—0 —0

+00
=24%h,(c,,0,)+ [Az _[hz (z, r)l’ri|5(0'1 ~-0,)

3.4)
Pentru 01# o , relatia 3.4 devine:

hz(al,az)=§yz(r>x<r-al)x(r-a» (3.5)

Relatia 3.5. permite determinarea nucleului de ordinul al ll-lea in intreg planul ¢;-0, mai
putin in punctele ale caror coordonate satisfac relatia: o1=0,.
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Metoda se poate extinde si In cazul masurdrii nucleului atasat operatorului
Volterra de ordin » si conduce la rezultatul exprimat de relafia:

yutixle o) xlt - o,) (3.6)

hn(o-130-2"' n) A

unde prin y,(¢) s-a notat raspunsul sistemului caracterizat de operatorul H,[ ], la semna-
lul de intrare x(¢). Relatia 3.6 este valabild numai in cazul cand nu existd doui variabile
egale in sirul ¢y,07,...,0,
Metoda de masurare anterior prezentatd are un dezavantaj major legat de
necesitatea separarii contribufiei fiecarui operator in raspunsul total al sistemului.

3.2. Determinarea nucleelor Volterra in cazul unui sistem neliniar discret

Pentru simplificarea calculelor ne referim la un filtru Volterra de ordinul al-1I-lea.
Determinarea coeficienfilor filtrulmi Volterra se va obtine ca o solufie in problema
estimarii optimale a unei variabile aleatoare. Relatille gasite vor avea un grad de
generalitate mult mai mare decat solutiile oferite de estimarea limara.

Fie B, spatiul Hilbert al variabilelor aleatoare cu momente statistice m;, (k<4)
finite, construit peste corpul R al numerelor reale.

Fie A4, ={x;,x,,...xy,5} o multime de N+1 variabile aleatoare apartinind
spatiului B. Se stie ci estimarea liniard a unei variabile aleatoare trateazd urmatoarea
problema: gasirea functiei f(x,,x,,...,x, ) ce minimizeaza functionala:

||s—f(x1,x2,...xNX]2 (3.7)

Asupra elementelor multimii A; se fac urmétoarele ipoteze:

N
i a,x; =0 implica a,=0, pt. i=1,N
0 p P (3.8)
(i,i) p(s,xl,xz,...,xN);tp(s)p(xl,xz,...,xN)

Produsul scalar intre elementele multimii 4, e de forma:

(i,i,i) <x,,x1> ITx p(x ( )dxdx Vx;,x; € 4 (3.9

—o0 —0

Acest produs scalar va induce norma:

) |x|* = [x?p(x, ), (3.10)
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N

Variabila aleatoare s = f(x,,x,,...,Xy) se numeste estimarea variabilei

aleatoare s.
Aviand in vedere toate acestea relafia 3.7 se poate pune sub forma:

® ® N
”s—‘f(xl,xz,...,xNX‘z = _[---J'[s—f(xl,xz,...,xN)]2p(s,x1,...xN)’I='I]dx,.
(3.11)
Solutia optimd este cunoscuta ca fiind:
fop,(xl,xz,...,xN)= js-p(s/xl,xz,...,xN)is (3.12)

-0

si este numitd media probabilititi conditionate.
O situatie cu totul remarcabild se intilneste in cazul in care distribufia mutuala de
probabilitate p(s,x,,x,,..., X, ) este de tip gaussian., avind urmtoarea forma:

1

p(x;, %y, xy,8)= IC‘ jﬂ exp{—lYTC‘lY} (3.13)
(2x) 2 2
unde: ] ]
(xp, %) - (xLxy)  {xg,$)
L N S G.14)
| (sx) o (sxy)  (ss)

Introducand notatiile suplimentare:

RI =[<s,x1 >,(s,x2>,...,<s,xN)] (3.15)
(FLx) e (xLxy)
Cy = : : (3.16)
(xn,x1) - {xy,xy)
YT=[xl,x2,...,xN,s] ; XT=[x1,x,_,...,xN] (3.17)
r ()= {s,x,) rn(i,j)=<x,.,xj> (3.18)
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functia f,, (x,,X,,...,Xx,s) devine in acest caz:

T ~-1
fop,(xl,x2,...,xN,s)=X Co R =

reL) - e (N) T e )
=[x, x, ... xy = : : (3.19)
Fee(NJ1) oo r (NS N) | [ rg(N)
unde matricea C,, este simetricd si pozitiv definitd, deci inversabild[42].
Notand: .
hy
H= =CIR,, (3.20)
hy
relatia 3.19 devine:
fop,(xl,xz,...,xN,s)z%hix, (3.21)

deci o combinatie liniara a variabilelor aleatoare (x,,x,,...,x, ).

Concluziile formulate mai sus au un impact puternic in practica asupra estimarii calitatii
predictiei facute prin filtrare liniara de tip FIR in cazul semnalelor ergodice .

s{n] Sa consideram un astfel de sistem
X[n] Predictor sin] — enl  reprezentat in figura 3.3.
liniar |

Semnalul de intrare si semnalul
model s[n] sunt semnale aleatoare in
timp discret, ergodice. Réspunsul
acestui sistem va fi:

Figura 3.3 Sistem de predictie

N-1
§[n]= > hix[n -] (3.22)
i=0

unde coeficientii 4; sunt defimfi conform relatiei 3.20.

Conditia ca densitatea mutuald de probabilitate a semnalelor x[n] si y[n] sa fie de
tip gaussian este deosebit de restrictiva, in practica, aceste cazuri fiind foarte rare.
Un alt exemplu 1n care aplicarea estimarii liniare va da rezultate cu totul nesatisfacatoare
este oferit de semnalele x[n] si s[n] ale caror densititi spectrale de putere sunt
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repartizate in benz care nu se suprapun. Densitatea spectrala de putere a estimatorului
§[n] va fi data de relatia:

0, (Q)=|H(Q) .. (Q) (3.23)
unde:
N-1 .
H(Q)= he (3.24)
k=0

si reprezinti raspunsul in frecventd al filtrului limar folosit. Se poate observa ca prin
filtrare limiard nu se va reusi “apropierea” densitdtii spectrale de putere a semnalului
x[n] de cea a semnalulu s[#].

Eroarea medie patratica introdusa de estimator este:

lel* =s|* - RLCR (3.25)

SX T XX T USX

Este evident faptul ca simpla ipoteza de ortogonalitate pe spatiul B a semnalului de
eroare nu va asigura intotdeauna o dispersie micd a acestwia. In cazul limitd in care
semnalele x[»] si s[n] sunt ortogonale R;, este identic nul si:

lel* = 5]’ (3.26)

Aceasti situatie corespunde unei densitati interspectrale de putere: @ _(Q)=0

Un alt caz in care solutia oferitd de estimatorul limar nu este satiafacatoare este
acela in care x[n] si s[n] nu sunt independente, dar valorile foarte scazute ale
intercorelatillor r.,(7) si implicit ale densititii spectrale de putere ¢.(QQ) fac ca eroarea
medie patratici si fie mare[36].

Aceasta sttuatie a condus la ciutarea unor estimatori neliniari.

3.2.1. Estimator Volterra de ordinul al-II-lea pentru semnal de intrare cu
distribu tie de probabilitate normahk

Fiind dat semnalul “model” s[n] se cautd un estimator obtinut de data aceasta
printr-o filtrare neliniara.
Presupunand ca functia:

fop,(xl,xz,...,xN)= js pls/x;,%y,...,xy Ms (3.27)

este continud, cu derivate contiunue pana la ordinul &, ea admite o aproximare prin
dezvoltare in serie Taylor trunchiati de forma:;
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‘ v of, (0,0,...,0)
fop,(x,,xz,...,xN); fop,(0,0,...,O)+Z i X, +

i=1 Ox;
vy o f (00, ) vy N okf, . 00,...0)
X, X, +R
lel ox,ox, Z Zl ax, eox, 0w

(3.28)
0" £, (0,0,...,0)

Functia fiind de clasd C; valoarea cu m < k este constanta la

orice permutare a ordinii de derivare.
Examiniand dezvoltarea in serie Taylor pare natural a cduta solufia in subspap'ile
generate de produse de variabile aleatoare de tipul Xi s X 5o X, CU

i; €l...N, k(N .Pentru simplficare se considera in continuare cazul k =2. k

Se defineste multimea: A4, = {x,x,,XX,,..., XXy ,..., Xy X }, multimea tuturor
produselor de forma x,x;, intre elementele multimii 4, luate o singura data. Se va
cduta solufia f,, (x,,X,,..., %y ), in subspatiul generat de A, si A;. Acest lucru este

realizabil prin utilizarea unui filtru neliniar cu structura Volterra de ordinul al-II-lea.
Semnalele x[n] si s[n] sunt considerate ergodice si avand media nuld. Réspunsul
sistemului este in acest caz:

sl=h, + Nz_:lh,.x[n ~i]+ %NZ:: x[n —ikn - J] (3.29)

i=0

unde A;, h; sunt coeficienfit nucleulu liniar respectiv pétratic de filtrare. Termenul liber
hy, va fi ales astfel incat media semnalului s[»] si fie nula:

N-IN-1

=X Dhyrali- (3.30)

i=0 j=0

Datoritd distribufiei de probabilitate gaussiene a semnalului de intrare, x[n] si
x[n-ilx[n-j] sunt ortogonale.

(xln—klxln-ikln-j)=0 prh=iz, (3.31)

Aceasta face ca spatiile 4, si 4, definite mai sus si fie ortogonale. In acest caz minimul
erorii medii medii patratice poate fi aflat utilizdnd teoria liniard aplicatd asupra spatiului
generalizat: A= 4| A4, . Solutia va rezulta si in acest caz in urma aplicarii teoremei
proiectiei in spatiul generalizat 4.

Eroarea medie patratica se poate scrie sub forma:
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2

5 N-1 N-IN-1 . .
“e” =ls—| 2 hx, + 2 2 h, (x,.xj —r (i- j)) (3.32)
i=0 i=0 j=0
Solutiile pentru coeficientii 4, , respectiv h;; sunt oferite de relatiile:
e,x;)=0, t.i=1—,—ﬁ
o) " (3.33)
<e,xixj>= 0, pti,j=1LN
Se introduc notatiile suplimentare:
<s’xix > = ts'x(i>j)‘
t.00) -t (0,N-1) (3.34)
T, = : :
t (N-10) - t (N-1,N-1)
Matricea mtercorelatiior intre elementele x; , x;x; devine:
<x,-,xj> <x,-,xjxk>
C= : : (3.35)

(o) o (g X ) = Pl )k, m)

Daca tinem cont de proprietatea variabilelor aleatoare cu distribufie mutuald de
probabilitate de tip gaussian:

<x,.,xjxk>=0
(3.36)
(50 515 ) = o) o)+ i) .)
matricea C devine:
i) - :
cC=| : : (3.37)
0 rxx(isj)rxx(jam)+rxx(i’m)rxx(jnk)

Coeficientii filtrului Volterra vor fi dati de urmatorul sistem de ecuatii liniare:
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hO
recli, /) 0 |
: : Ay _
: : , =
0 Py e (Jom) + e (G mr Gk |0
_hN—lN—ld
[ 1, (0)
Fox (N - 1)
- <CH=R (3.38)
t.(0,0) .
1o (N -1, N -1)]

In cazul gaussian matricea C este inversabild. Se noteazd cu R,.  matricea
autocorelatilor dintre elementele x; .
Rezolvarea sistemului duce la urmétoarea solutie:

hO
Hy=| ! |=RLR.R,
hN—l
hOO hOl hON—l 1
H,=| S ; =5R;;TsxRxx (3.39)
hN—lO hN—ll hN—lN—l

Din relatia 3.39 se poate observa cd operatorul de filtrare liniar, ce intrd in
componenta FV2 si ai cirui coeficienti sunt continuti de matricea H; , este acelasi ca si
in cazul filtrarii liniare optimale. In consecinti, pentru a construi filtrul Volterra de
ordinul al-ll-lea e suficient sd conectdm in paralel cu filtrul limar, filtrul patratic ai canu
coeficienti sunt continufi de matricea H, .

Schema filtrului Volterra de ordinul al-II-lea e indicati de figura 3.4.

Analizand 3.39 se observa ca pentru calculul coeficientilor operatorului patratic e
necesar calculul inversei R, rezultat ce poate fi preluat din operatia de determinare a
coeficienfilor operatorulw liniar.
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H, intrucdt matricea autoco-
<[] yinj  relatillor semnalului de intrare
. estt o matrice Toeplitz,
numarul operatillor necesare
pentru calculul inversei este
N?, unde N reprezinta rangul
matricei Ry [14].
Figura 3.4 Filtru Volterra de ordinul al-II-lea In cazul general, al unui

semnal de intrare care nu e
N
(N+3)>< N(]\;+3) si
are ca elemente functiile de corelatie de ordine II, III §i IV ale lui x[»]. Numarul de
operatii necesar pentru calculul acestei inverse este de ordinul lui M.
Pentru a evalua performantele filtrului Volterra de ordinul al-II-lea optimal se
calculeazi eroarea medie patraticd defimta conform relatiei de mai jos[14]:

gaussian, matricea ce trebuieste inversati are dimensiunea:

_ 1 - -
gopt =7 (O) - R.Zx Rx; Rsx - 5 tr {Rx)lc Tsx Rlec Tsx } (340)

unde: 7,(0)=E [sz [n]] , R reprezinta transpusa matricei R, , iar prin tr{ } s-a
notat urma (trasa) matricei.

Primii doi termeni din relatia 3.40 sunt aceeasi cu cei intalniti In expresia erorii in
cazul filtrarii liniare optimale, al-III-lea termen care este nenegativ reprezintd reducerea
produsa asupra erorii prin introducerea operatorului patratic. In cazul in care x[n] si s[n]
au densitate mutuald de probabilitate gaussiana, al-Ill-lea termen este nul
(75 =O(nwyvy ) i filtrul optimal liniar reprezinta cea mai bund solufie posibila.

Constructia FV2 necesita in plus fata de constructia filtrului liniar cunoasterea functiei
de inter-bicorelatie, cu elementele #.[k;, k,], sau a unor estimatori ai acesteia[14].
Semnalul de la iesirea filtrului din figura 3.4 este dat de relatia:

Yl zh e Il — k] + z zh ey, by J(aln = ke el = by ] e[y — &5))

(3.41)

Calculul acestuia in fiecare moment necesit operatii de ordinul lui N*, unde N este
fereastra de filtrare. Se reaminteste ca in cazul filtrarii liniare optimale, folosind un filtru
liniar de aceeasi lungime, sunt necesare N operatii pentru calculul raspunsului.

Complexitatea implementari unui astfel de filtru se poate diminua numai prin
scaderea performantelor sale.
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Se prezintd in continuare doud clase de filtre numerice Volterra, ale caror
implementan necesita operatii de ordinul lui N i care se bazeaza pe forme particulare
pe care le poate lua nucleul patratic h; [k , k][14]):

1. Clasa filtrelor al caror operator de ordinul al-ll-lea corespunde conectirii in

serie a unui multiplicator g1 a unui filtru hniar(fig.3.5). Semnalul de la iesirea
sistemului este:

yirl= 3 il o2 - ko ]~ e 0) (3.42)

k, =0

Matricea H, ce confine coeficienfi filtrului patratic este in acest caz o matrice
diagonala, adica: A, [kl,k2]= 0 pt k #k,.

x[n] x Filtru liniar yin]
hy[n]

Figura 3.5 Schema bloc a filtrului corespunzator clasei 1.

2. Clasa filtrelor al caror operator de ordinul al-IlI-lea corespunde conectarii a
doua sisteme liniare conform schemei din figura 3.6.

h; [n]
Xl | y[n]

h; [n]

Figura 3.6 Schema bloc a filtrului corespunzitor clasei 2

Semnalul de intrare este in acest caz:
N-1N-1

y[n]= 2 2h [kllhz [kz](x[” —k; 1"[” ‘kz]_ rx.x[kl _kz]) (3.42°)

ke, =0k, =0
In acest caz elementele operatorului patratic sunt de forma:

hz[kl,k2]= hl[kl]hz[kz];'h1[k2]h2[k1] ‘
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Extinderea tehnicilor mai sus prezentate pentru filtrele Volterra de ordin superior
nidica unele probleme. Din punct de vedere teoretic ne asteptim ca aceasta extindere sa
fie directd intrucat structura bazatd pe operatia de convolutie se transmite filtrelor
Volterra de ordin superior. Trebuie remarcat ci, in acest cazuri, datoritd cuplarii
statistice intre termenii de ordin par sau impar apar probleme in plus. O posibili tehnica
de a inlitura aceste probleme consti in utilizarea unui set de functionale ortogonale
formate cu ajutorul polinoamelor Hermite [44]. Ortogonalitatea termenilor unui filtru
Volterra de ordin superior poate simplifica substantial analiza i proiectarea lui. De fapt,
expresia iesirii FV2 |, in cazul unui semnal de intrare gaussian, constiuie o forma
ortogonalizata.

O alta problema importanta pe care o ridicd FV de ordin superior este cea legata
de complexitatea calcululw, care creste exponential cu ordinul filtrului devenind critica
chiar si in cazul unui filtru de lungime moderatd. De aceea, comparatia intre
complexitatea calculului §1 imbunititirea performatelor trebuie ficutd cu multi
atentie.[92],[93].

3.3. Limitini ale seriilor Volterra

Exista in principal doud probleme in legitura cu aplicarea in practica a modelarni
sistemelor neliniare cu ajutorul seriilor Volterra.

Prima problemd constd in dificultatea procedeului de masurare a nucleelor
Volterra ale unui sistem dat, intrucat acesta presupune separarea contributiei fiecarui
operator in cadrul raspunsului sistemului. In cazul sistemelor de ordin finit metoda de
mdasurare se bazeazi pe separarea succesivd a operatorilor Volterra, incepand cu
operatgrul avand ordinul cel mai mare [23]. Aceastd metoda nu este aplicabild la modul
general intrucat ordinul sistemului neliniar nu este cunoscut apriori.

Cea de-a doua problema o constituie convergenta seritlor Volterra. Modelarea cu
ajutorul serillor Volterra a unw sistem fizic este valida numai pentru un domeniu
limitat al semnalulw de intrare. Acest lucru se datoreste convergentei serier Volterra,
similara convergentei seriei Taylor. Datorita convergentei limitate a seriei, reprezentarea
cu ajutorul ei a sistemelor care prezinta neliniaritifi pronuntate, ca de exemplu sisteme
ce confin elemente de saturatie, nu este posibild. Rezulta de aici o trasatura importanta
s1 anume: seriile Volterra pot fi aplicate, cu rezultate bune, numai in cazul sistemelor
neliniare ““slabe” care se reprezinta prin functii analitice.

Convergenta serilor Volterra atit pentru semnale deterministe cit si pentru
semnale aleatoare a fost intens studiata in literatura de specialitate[37], [43].

Cele doua probleme pe care seriile Volterra le introduc in modelarea sistemelor
nelimare au fost depasite de catre Norbert Wiener (1958). Metoda de modelare propusa
de Wiener are la bazd aproximarea unei functii cu ajutorul unei sume de polinoame
ortogonale de diferite ordine. Astfel, utilizind tehnica de ortogonalizare Gram-Schmidt,
Wiener a ortogonalizat seria Volterra folosind presupunerea importanti ca intrarea e un
proces brownian [25], care reprezinti integrala unui proces alb gaussian. In mod uzual,
insa, se prezintd metoda introdusa de Wiener in ipoteza unui semnal de intrare gaussian.
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Principalele probleme pe care Wiener le-a rezolvat prin introducerea seriilor
care-1 poarta numele sunt:

- A extins posibilitatea de modelare asupra sistemelor reprezentate prin functii
neanalitice lucru imposibil de realizat cu ajutorul seriei Taylor intrucat calculul
coeficientilor seriei presupune ca functia ce urmeazd a se aproxima si fie
analitica.

- A rezolvat problema introdusd de trunchiere. Seria Taylor trunchiati la n
termeni nu reprezintd, in general, cea mai bund aproximare de grad ».

- Wiener si-a construit modelul infroducand utilizarea polinoamelor ortogonale in
analiza functionala [25]. Aplicind-o seriei Volterra a rezultat astfel o dezvoltare
in serie ai carei termeni sunt funcfionale ortogonale, cunoscutd sub numele de
seria Wiener. Ortogonalitatea functionalelor este adevarata doar in cazul unui
semnal de intrare de tip zgomot alb gaussian, de unde si numele acestora:
functionale-G. Ortogonalitatea functionalelor atrage dupa sine doud proprietati
importante: seria Wiener trunchiatd la un anumit numar de termeni reprezinta cea
mai buna aproximare, de ordin egal cu numarul de termeni ai seriei, a sistemulus;
nucleele sistemului se pot calcula independent.

3.4. Utilizarea functionalelor-G pentru caracterizarea unui sistem neliniar

Pentru a elimina principalele probleme pe care le ridica aplicarea seriei Volterra
in caracterizarea unui sistem nelimar, N. Wiener a definit, pornind de la functionalele
Volterra, un nou set de functionale. El a numit setul de functionale " funcfionale-G",
datonita proprietitii lor de a fi ortogonale atunci cand semnalul de intrare e zgomot alb
gaussian.

Introducerea funcfionalelor-G  necesitd definirea funcfionalelor Volterra

omogene, ca fiind acele functionale care satisfac relatia: H, [cx(¢)] = ¢"H, [x(¢)], unde

¢ este o constantd. Dacd conditia de mai sus nu este indepliniti, functionala este
neomogend.. O functionald Volterra neomogena de gradul intdi este definitd de relafia;

.gl[hhho(l); ()] H[x()]+H [x )l= Ih 7, )x )drl+h() (3.43)

Functionalele-G  sunt un set de functionale Volterra neomogene, notat

&n lk,,, n1(n)>+++>Ko(m) > t)J sl care se bucuri de proprietatea:
H o O)g [ Ky Keggy s 20| =0 5 m (i (3.44)
41

BUPT



CAPITOLUL AL-ITI-LEA

In relatia 3.44 H,[x(f)] reprezinti operatorul Volterra omogen de ordin m, iar
K> Kyi(n)s--->Ko(n) Teprezintd nucleele operatorilor G. Pentru semnalul x(/) s-a facut

n>"n-1
presupunerea ca este de tip zgomot alb avand funcfia de autocorelafie data de relatia:

R, (r)=45().

Setul de functionale astfel definit g, lk

orice functionald Volterra de grad mai mic decat # cand semnalul de intrare este zgomot
alb gaussian. Se obisnuieste sd se noteze setul de functionale astfel definit prin
G[k,»:x(6)], marcand numai nucleul de ordin superior intrucét nuclee de ordin inferior se
pot determina pe baza acestuia. Pentru a deduce expresiile pentru Gi,G,,...Gyp, se
defineste:

ns Knzi(n)>+ kO(n) ;x(t)J este ortogonal pe

Golkos x(2)] = K, (3.45)

unde k, este o constanti a carei valoare depinde de semnalul de intrare.
Conditia de ortogonalitate exprimatd de relatia 3.44 permite determinarea
functionalelor de diferite ordine. Astfel, G, [k;;x(f)] definita de relatia :

[kl,x(t) I k 71 rl)dr1+k0(1) (3.46)

se bucura de proprietatea :

H, [x(t)]gl lkl >ko(1);x(t)J= 0 (3.47)

Condifia din relatia 3.47 conduce la urmétoarea expresie pentru Gy:
G lky; x(0)]= [l (e xle = 7, 7, (3.48)

care reprezintd raspunsul unui sistem liniar §i invariant in timp, caracterizat de functia
raspuns la impuls &;(7), la semnalul de intrare x().
Functionala G,[k,;x(¢)] este functionala Volterra neomogena definita prin:

G [kz,xt)] k _[k rl)dr,
(3.49)

+00 +00

+ [ Jky(ey, 0o e = 7, x(t - 7, )dr d,

—Q0 —Q0

Impunénd 1 in acest caz conditia de ortogonalitate, obtinem relatiile :
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H, [x(0)IG, [ky; x(r)] =0
H\ [x(0)G, [k,: x()] =0 (3.50)

Rezolvand ecuatiile din relatia 3.50, rezulta:

G, [ky; x(t)]= ‘A:T)kz (71,7, )d7) + TTkz (), 7y e — 7 et - 7, ) dr,

—00 —00

(3.51)

3.5. Relatia intre reprezentarea unui sistem neliniar prin functionale Wiener si
functionale Volterra

Reprezentarea unui sistem neliniar cu ajutorul functionalelor Volterra se face
conform relatiet:

ye)= iOH [x(0)] (3.52)

unde operatorul Volterra H,, poate fi descnis cu ajutorul nucleului 4, dupa cum s-a aratat
in relatia 2.33. Reprezentarea prin functionale Wiener pentru acelasi sistem e de forma:

)= ZOG Ik 2(0)] (3.53)

In cele prezentate mai sus prin h, , respectiv prin k, s-au notat nuclee Volterra respectiv
nucleele Wiener.

In general nucleele Wiener atagate unui sistem neliniar sunt diferite de cele
Volterra. Pentru a ilustra aceasta diferentd se considera un sistem neliniar de ordinul
cinci reprezentat prin:

yt)= io G, [x(t)] (3.54)

Pentru a obfine nuclee Volterra ale aceluiagi sistem este necesard gruparea tuturor

nucleelor de acelasi ordin in 3.54. Lucrul acesta se poate realiza simplu pe baza
tabelului de mai jos:
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TABELUL I
Nuclee | Nucleede | Nuclee | Nuclee | Nuclee Nuclee
Functionala-G | de ordin ordin de ordin | de ordin | de ordin de ordin
Zero I II III IV \Y
Go Ko
G1 K]
G, Ko@) K,
Gs3 Kig K
Gy Ko Ko K4
Gs Ky Kss) Ks

Dupa cum se poate observa diagonala 'principalé contine nuclee Wiener de diverse
ordine. Celelalte sunt nuclee Wiener derivate.

Adunand nucleele situate pe aceeasi coloand se obfine nucleul Volterra de un anumit
ordin:

hs =ks

hy =k,

hy = ks + kys (.55
hy =k, +kyy .

hl = kl + k1(3) + kl(S)
l’lO = kO + kO(Z) + k0(4)

Dupa cum se poate observa nucleul Volterra de un anumit ordin se obtine adunand la
nucleul Wiener de acelasi ordin, toate nucleele derivate de acelagi ordin.

Relatia pune in evidenti un rezultat important i anume acela ca nucleele Wiener
depind de puterea semnalului de intrare . Intr-adevir, din relatia 3.55 se poate deduce:

ks = hy — kys) (3.56)

Dar intrucét: k; = h., se obtine in final pentru k3 expresia:

+a0
ky(t,,7,,73)=hy(7,,7,,75)— 104 Ihs(rl,rz,r3,r4,r4 Xz, (3.57)

Desi nucleele Wiener depind de puterea zgomotului alb gaussian utilizat pentru
determinarea lor, reprezentarea unui sistem neliniar cu ajutorul functionalelor-G este
valida indiferent de semnalul de intrare. Acest lucru se datoreazd faptului ci
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reprezentarile 3.52 si1 3.53 sunt echivalente, iar nucleele Volterra nu depind de semnalul
de intrare.

3.6. Masurarea nucleelor Wiener
Se prezinta in continuare procedeul de masurarea a nucleelor Wiener utilizate in

reprezentarea cu ajutorul functionalelor-G a unui sistem neliniar. Pentru exemplificare s-
a ales sistemul neliniar necunoscut, al carui raspuns )(¢) este dat de relafia:

W)= éGi [k, x[e] (3.58)

Determinarea nucleelor k;, se realizeazi impunand conditille de ortogonalitate.
Astfel, pentru determinarea nucleulu &, avem conditia:

h,G lk,;x(@t)]=0 , pt. n>1 (3.59)

care conduce la solutia;

ko = Y1) (3.60)

presupunand ca: hp=1.
Nucleul de ordinul inti se poate méasura folosind schema din figura 3.7.
Semnalul de la iesirea mediatorului este in acest caz:

HODTH= 3 G, s O ()] = 4k, o)

(3.61)

—| Sistem neliniar ()

ADDy[x(0)]

i(i. Mediator | -

Intarziere

T cuel Di[(x(t)]

Figura 3.7 Schema de masurare a nucleului Wiener de ordinul intai
pentru un sistem neliniar necunoscut

In deducerea relatiei 3.61 s-a tinut cont de urmitoarele considerafii:
-sistemului de intarziere i se poate ataga un operator Volterra omogen de ordinul
intai : D, [x(t)]= x(r - o, ), care poate fi descris cu ajutorul integralei de convolutie:
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D, [x(t)]= I5(71 -0 )x(t -7 yrl (3.62)
0
Intr-adevar, nucleul Volterra al operatorului este:

d\(z,)=6(z, - 0,) (3.63)

Conditia de ortogonalitate se poate scrie in acest caz:

DG, lk,.x(t)]=0 pt. n>2 (3.64)

Din relatia 3.61 se poate deduce :

1
k, (0'1)= Zyit iDl |xit )I

(3.65)

In practica nucleul este determinat intr-un numdr finit de puncte o;.
Masurarea nucleului &; se poate realiza utilizand schema din figura 3.8, semnalul
de la iesirea mediatorului este in acest caz:

AP = 56, s O ) (3.66)

In conformitate cu 3.44 functionalele Wiener G; de rang i>2 sunt ortogonale pe
D, [x(t)]= x(t — o, x(t — &, ) care constituie un operator Volterra omogen de ordinul

al-Tl-lea, cu nucleul: d,(z,,7,)=6(r, —o,)0(r, — 0, ). Ca urmare a acestui fapt au
loc relatiile:

Golko; X(O)ID, [x(t)]= ko x(t — 0, )Xt - 0, )= ko 48(0, ~0,)  (3.67)

Gl DTN - [l o o= e = e = )=

(3.68)

- [l = 2 W=, e, =0

Rezultatul nul in relatia de mai sus se datoreste medierii unui produs ce confine un
numar impar de termeni variabile gaussiene de medie nula.
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) Sis}qm y(t)
neliniar
—— D)
x(1) Intarziere |01 ' eciator g
cu o
D,[x(1)]
Intarziere
]
cu.ay x(t-02)

Figura 3.8 Schema de masurare a nucleului Wiener de ordinul al-II-lea
pentru ur sistem neliniar

In final, pentru; i = 2, obtinem:

400 400
G, [kz > x(t)lDz lx(’)J = { I jkz (Tx >T2 )x(t -7 )x(t — 7 )dTIdTZ -
" (3.69)
-4 Ikz(flafl )d71i|x(t -0\ x(t-0,)=24k,(0,,0,)
Semnalul la iesirea mediatorului are expresia:
WD, [x(t)]=24%k,(0,,0,)+ k,46(c, - 5,) (3.70)
ceea ce conduce la relatia de determinare a nucleului Wiener de ordinul al-1l-lea:
1
k2(01702)=ﬁy(t)l)2 [x(t)] pt. o, %0, (3.71)

Intr-o maniera similar celei utilizate pentru determinarea nucleelor de ordin intai si doi
se pot determina g1 celelalte nuclee Wiener de ordin superior. Astfel, nucleul de ordinul
al-Ifl-lea se poate determina potrivit relatiei:

1
31 4°

unde: D, [x(t)] =x(t - o, x(t - o, )x(t - o, )
In final pentru nucleul de ordin » se obtine relatia:

ky(01,05,05)=——= y(O)D,[x()] pt. 0,20, 20, (3.72)

47

BUPT



CAPITOLUL AL-III-LEA

1
nA"

k (o,....,0,) wOD,[x(t)] pt. oo, =...20, (3.73)

cw: D, [x(t) = x(t -0, )x(t -0, )---x(t -0, )

Relatille 3.71, 3.72 si 3.73 permit deteMa{ea prin puncte a nucleelor Wiener cu
anumite restrictii referitoare la punctele o;. In cazul nucleului de ordinul al-Il-lea
restrictia se refer la acele puncte pentru care :0, = o, sl se poate anula dacd semnalul
aplicat mediatorului este {y(t)— G, [ko ; x(t)]}D2 [x(t)] Semnalul la iesirea mediatorului
este in acest caz:

{)/(t)—Go [ko;x(t)]}Dz [x(t)]= 21 4%k, (01’0'2) Vo0, (3.74)

Rezulta;

1

k2(0'1,0'2)= VE

() - Gy lky: (DD, [x(1)] Vo0, (375

In mod similar, pentru inliturarea restrictiilor in masurarea nucleului de ordinul al-III-
lea, se aplici mediatorului semnalul: {y(¢) - G, [k,; x(¢)}D; [x(¢)] . Nucleul k; se poate

determina in acest caz conform relatiei de mai jos oricare ar fi punctele oy, o, o3.

1
3143

k3(01,0'2,0'3)= {y(t)—Gl[kl;x(t)]}D3[x(t)] Vo,,0,,0, (3.76)

Avand in vedere cele prezentate mai sus putem desprinde urmétoarele
caracteristice referitoare la nucleele Wiener:

1). Nucleele Wiener nu sunt, in general, aceleasi cu nucleele Volterra de ordin
corespunzator.

De exemplu nucleul Volterra de ordin zero este iesirea sistemului cand intrarea e
zero, in timp ce nucleul Wiener de ordin zero este iesirea mediata pentru un semnal de
intrare zgomot alb gaussian. Totusi nucleele de ordin I si II sunt identice cand sistemul
nu are nuclee de ordin superior. Dacd sistemul consti dintr-o conectare in cascadi a
unui sistem limar dinamic, o neliniaritate statici i o a-II-a componentd dinamica (un
sistem LNL), in acest caz nucleele Wiener sunt proportionale cu nucleele Volterra de
ordin corespunzitor, presupunand ca ambele reprezentiri existi [12].

2). Se afirma adesea ca seria Wiener este mult mai generald decat seria Volterra,
pentru cd seria Volterra infinitd existi numai pentru sisteme analitice. Tipul de
convergenta in cazul senie1 Volterra este convergenta punctuala. O serie Wiener este o
serie ortogonald §i converge in medie, in sensul ¢ eroarea medie patraticd poate fi
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facutd arbitrar de mica prin includerea unw numar suficient de functionale in seria
trunchiati care aproximeaza iesirea sistemului. Astfel se explica afirmatia ca un numar
mai mare de sisteme pot fi tratate prin metoda Wiener cu pretul unei convergente mai
slabe. De exemplu, sistemele ce prezintd regiuni de saturafie pot fi reprezentate printr-o
serie Wiener infinitd in timp ce nu pot fi reprezentate prin serii Volterra. Aceasti
importantd distinctie teoreticd are mai pufind semnificafie in practici pentru ca
reprezentarea unui  sistem nelimar prin metoda serillor de functionale implica
intotdeauna o reprezentare printr-un numadr finit de termeni. Tot ceea ce poate fi obtinut
in practica este o serie Wiener trunchiatd care poate fi transformatd intotdeauna intr-o
serie Volterra trunchiata.

3). Modelul Hammerstein (constand dintr-o neliniaritate statici urmatd de un
sistem liniar dinamic) nu poate fi reprézentat in general de dezvoltarea in serie de
functionale. Ca un exemplu, sd consideram un ridicdtor la patrat urmat de un sistem
liniar dinamic. Daca semnalul de intrare in acest sistem Hammerstein € zgomotul alb
gaussidn, asa dupa cum cere dezvoltarea in serie de functionale, atunci iesirea
ndicatorului la patrat va avea medie infimitd. Acest lucru va implica o functionala
Wiener de ordin zero infinitd (nucleul de ordin I e zero pentru acest sistem). Pe de alta
parte , sisteme Hammerstein in care nelimaritatea statici este descriptibild printr-un
polinom, au reprezentari in serie Volterra. Acest lucru arata ci, clasa sistemelor ce pot
fi descrise prin serii Wiener, nu este, cel putin intr-un sens, mai largd decat clasa
sistemelor ce pot fi descrise prin serii Volterra. Intr-adevar, exista un numar infinit de
sisteme (numeroase modele Hammerstein) care au dezvoltari Volterra dar care nu au
dezvoltann Wiener. Aceste sisteme pot avea insd o dezvoltare Wiener generalizati,
numitd dezvoltare Wiener-Hermite, construitd pentru un semnal de intrare colorat
gaussian. Cel mai adesea, dificultatea teoretici de a calcula seria Wiener pentru un
model Hammerstein dispare cand timpul e discretizat i nu € o problema practica.

4)Dupa cum este bine cunoscut, intrarea gaussiand este nemarginitd si in
consecinti derivata semnalului gaussian nu e definita. Intr-adevar, din punct de vedere
teoretic intrarea utilizati pentru identificarea nucleelor Wiener nu face parte din cadrul
semnalelor uniform marginite §i echicontinue la care face referire teorema lui Fréchet
cand e vorba de aproximarea prin serii Volterra de ordin finit. Din nou acest lucru
constituie o diferentd farda multi relevanti din punct din vedere practic, pentru ca orice
intrare fizica este marginita $i suficient de netedd si se intinde numai pe un interval de
timp finit. In practica, desigur, identificarea de sistem utilizeaza versiuni esationate ale
intrari- g1 iegirii §1 pentru astfel de semnale seriile functionale trunchiate devin un
polinom multidimensional. Mai important este faptul cd existi conditii mai slabe
referitor la convergenta aproximarilor prin polinoame.

5). Teoria Wiener a fost extinsad pentru analiza sistemelor stochastice neliniare ca
si pentru sisteme neliniare cu intrari inaccesibile si cu iesiri multiple [45].
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3.7. Determinarea sistemului optim de un anumit ordin ce modeleazi un
sistem neliniar continuu

x(t) z(t)

- S — Fiind dat sistemul neliniar S din figura
3.9 a carui comportare o cunoastem doar prin
raspunsul sdu z(7), la semnalul de intrare x(¢),

x(t) yo(t) ~ Sepune problema gésiﬁi unui sistem invariant

—_ N, |~ . in timp, de ordin p care sd modeleze

sistemul.

Alegand pentru sistemul N, modelul

Figura 3.9 Determinarea sistemului model Volterra de ordin p, putem exprima raspunsul
optim de un anumit ordin Yy cu relatia:

y, ()= z H,[x(t)] (3.77)

Intrucat sistemul model se doreste a fi unul cauzal, rezulta:
h (z,,...,t,)=0;V 1, (0:i=12,...,n. Eroarea introdusi de modelul considerat in

raport cu z(¢) este data de relatia:
e,(t)=z2(1)-y,() (3.78)

Problema consti in determinarea nucleelor 4 (z,,...,7, ) astfel incat eroarea medie

patratica sa fie minima. Presupunand cd semnalul de intrare este de tip zgomot alb
gaussian si exprimand nucleele 4, cu ajutorul nucleelor Wiener k, se obfine pentru
V() expresia:

y,(t)= éGn [k, ; x(¢)] (3.79)

Pe baza nucleelor Wiener se pot calcula nucleele Volterra daca insumam toate
nucleele Wiener de acelasi ordin in 3.79.

Se va arédta in continuare cd nucleele Wiener ale modelului optim de ordin p,
al unui sistem avand ca intrare un semnal zgomot alb gaussian se obfin prin
intercorelatie intre semnalul de intrare si raspunsul corespunzitor. Trebuie remarcat
faptul cd nu s-a facut nici o ipotezi in ceea ce priveste sistemul ce urmeazi a fi
modelat.

Un procedeu de masurare a nucleelor Wiener este ilustrat in figura 3.10.
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z(t)
S
x(t) z(1 iDn Ixit )|
—_— . Mediator |
Intarziere cu
3|

Da[x(t)]

Intarziere cu
Gn

Figura 3.10 Schema de masurare a nucleului Wiener de ordin n pentru un sistem neliniar §

Formam setul de functionale Wiener conform cu relatiile de mai jos:

Go[do;x(t)]=1

G,ld,; x{t)]= D, [x(t)]+ Flx(t)]

unde prin D,[x(?)] s-a notat operatorul:

(3.80)

D, [x(t)]= _T "'_Tdn(fn---fn Wt —7,)...x(t — 7, Mz, ...dr, (3.81)

cunucleul: d (z,,...7,)=6(r, —o,)---8(r, — &, ), iar F[x(f)] reprezinti o suma de
functionale de ordin mai mic decat n. Tindnd cont de proprietatea de ortogonalitate
a functionalelor G se obtine:

y,(t)G,[d,; x(t))=n'4"k,(5....,0,) (3.82)

pentru n=0,,..., p, unde yy(t) este dat de 3.79.

Problema aproximani se reduce la constructia sistemului N,, avand nucleele £, date
de:
(

z(t)Gn [dn;x(t)]; pto; 20,i=12,...,n

n'A4"
ko (01,0.00,) = ptn=0L...p (3.83)
10 pto; (0
Pe de alta parte:
2(6)D, [x(t)]=n! 4"k, (0,,...,0,) (3.84)
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Se aratd in continuare cd sistemul N, astfel determinat reprezintd cea mai buna
aproximare a sistemului S in sensul minimizani erorit medii pétratice. Din relatiile
3.82 st 3.84 rezulta:

v, 0)G,1d,; x(0)]=2()G, [d,; x(t)] ;0,20,i=12,....n (3.85)

n=0]l,....p

de unde se obtine:

ep(t)Gn [d,;x()]=0; &,20,i=12,...,n

n=0]1,...,p
Din 3.86 se pot deduce urmatoarele relatu:

e, (1)Go ldo; x(t)]=e, ()=
e, (1)Gildy; x(t)]= e, (x(t - 0y) =0 (3.87)
e, (1)G, [dy; x(0)]= e, (x(t — 0, x(t - 0,) + €, (O)F[x(1)] = 0

Intrucat FIx(f)] este o sumi de functionale de ordin mai mic decat 2 rezulta in urma
aplicani rezultatelor stabilite in 3.87:

(3.86)

ep(t)x(t—al)x(t—-az)=0 pt. 0,,0,20 (3.88)

Prin inductie completa se poate stabili relatia:

e,((x(t-0,)..x(t-0,)=0;0,20;i=12,..,n;n=0],....,p  (3.89)

care conduce la urmatoarea proprietate a lui e,(¢) : medierea produsului intre e,(?) si
orice functionald Volterra cauzald a lui x(¢), de ordin », unde n<p, este zero. In
virtutea acestei proprietifi are loc relatia:

I f (Tl’ )Xt—’[l) "x(t-TnﬁTl ...dTn =
m'l“” (3.90)
j N fuleyset, e, Ot = 7)) x(t - 7, M7, ... d7, =
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Folosind acest rezultat se poate arata ca nici un alt sistem model de ordin p nu poate

da o eroare medie pdtratici mai mica decat ef, (t), sau altfel spus sistemul N,

reprezintd modelul optim de ordin p pentru sistemul S. Consideram in acest scop
sistemul Q,, cu iesirea wy(f) si setul de nuclee Wiener {g,} ce caracterizeaza acest
sistem. Avem:

()= G, a3 0] 39

Eroarea obtinuta prin modelarea sistemului S cu ajutorul lu1 O, este data de:

2,()=z2()-w,(t)=2()-y,(O)+y,(0)-w,(t)=¢,()+ y,(6)-w,()

(3.92)

Eroarea medie patratica este in acest caz:

e2(t)=e(e)+ (yp (t)-w, (t)F +2e, (t)(yp ()-w, () (3.93)

Utilizand proprietatea de liniaritate a functionalelor G se poate exprima in final:

Y, O)=w,(0)= 3G, [k, - g, x()] (3.94)

n=0

Tinand cont de 3.94 si de proprietatea stabilitd in 3.90, expresia erorii devine:

e2()=e()+(y, () -w,()f (3.95)

Intrucét termenul (y » (t)-w » (t))2 este strict pozitiv, valoarea minima pentru 'e“pz (t)
se obtine pentru y, (t)=w » (), ceea ce conduce la:

& (O) i =22(0) (3.96)

P

Metoda de identificare mai sus prezentata poate fi extinsa si in cazul unui semnal de
intrare gaussian care insa nu e alb [23].

53

BUPT



CAPITOLUL AL-I1I-LEA

3.8. Identificarea sistemelor neliniare cu semnal colorat gaussian

In practica semnalul de intrare al sistemului care se cere identificat nu este
intotdeauna un zgomot alb gaussian. In aceste cazuri se pune problema determinirii
sistemului optim de ordin p care modeleaza un astfel de sistem neliniar.

Criteriul de optimizare aplicat s1 in acest caz il constituie minimizarea erorii
medii patratice.

: .. Se va considera in cele ce urmeaza
u(t) Sistem neliniar y (t) dentifi .. ling

— necunoscut ———— 1dentilicarea unul. 51§tem nelimar necunoscut3
conform schemei din figura 3.11, al carui
semnal de intrare este un semnal colorat

gaussian.
Figura 3.11 Sistem neliniar supus Asupra semnalulu de intrare se face
identificarii ipoteza ci are densitatea spectrald de putere

de forma:
?,,(0)= ()" () (3.97)

unde functiile (D(a)) si (D'(a)) sunt complex conjugate si functia @, (a)) are poli1 si

- : n T A - 1
zerourile in semiplanul sting, ceea ce implica ci atit ®(w) cat si T'(w)= m pot
@
fi functii de transfer ale unor sisteme liniare, cauzale si stabile. Presupunerea facuta

asupra densitatii spectrale de putere a semnalului de intrare corespunde cazurilor
practice.

Daci la intrarea unui sistem caracterizat de functia @, (w) se aduce un
semnal de tip zgomot alb, caracterizat de functia, ® _(w)=1, atunci densitatea
spectrald de putere a semnalului de la iesirea sa devine:

o, (0)=|0@) .. (0)=0,, () (3.98)

Pentru sistemul cu functia de transfer I'(o) se poate scrie relatia:

(@)’ = r__ 1 (3.99)

in cazul in care la intrarea acestui sistem se aduce semnalul u(t), densitatea spectrali
a semnalului de la iesirea sa este:

D, (0)=0,, (@) (@) =1 (3.100)
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In mod uzual filtrul cu functia de transfer I'(s) i raspuns la impuls Xf) se numeste
filtru de albire.

Avand in vedere ca filtrarea liniard conservd caracterul gaussian al
semnalului, rezulta cd @, (w) din relatia 3.100 reprezinta densitatea spectrala de

putere a unui zgomot alb gaussian. Rezulta cd identificarea sistemului neliniar se va
aborda conform schemei din figura 3.12, unde prin H, s-a notat sistemul model
optim de ordin p.

Conform celor aritate
anterior, semnalul x(¢)
este un zgomot alb
gaussian. Sistemul N, se
construieste astfel incat
sd aibe loc relatia:

u(t) x(t)

t
AN V0 1 d(t) — H, )

Figura 3.12 Schema de conexiune pentru identificarea cu semnal
colorat gaussian

elz,(t)=[y(t)—yp(t)]2 (3.101)

In relatia 3.101 prin ¥(¢) s-a notat semnalul de la iesirea sistemului care trebuie
identificat conform schemei din figura 3.11.

Conform cu cele prezentate in paragraful 3.7, referitor la identificarea sistemelor
neliniare cu semnal de intrare alb gaussian, nucleele Wiener ale sistemului N, sunt
date de:

1

;y(t)x(t_o-l)...x(t—o'n);pt O; 20,i=1,2,...,n
' ptn=0]1,....p

0 pto; <0

k,(o,....0,)= (3.102)

Vom ardta in cele ce urmeaza ca sistemul /), rezultat prin intercalarea filtrului de

albire cu raspunsul 1), ca in figura 3.12, reprezinta modelul optim de ordin p pentru
sistemul neliniar.

Folosind relatia:

©

u(t)= j¢(r)x(t —7)Mdr (3.103)

0

s1 tinand cont de:
ep(t)x(t—ol)mx(t -0,)=0 pt.o,20,i=12,....n
n=01,...,p

(3.104)
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se obtine:

e,(thlt-0,)ult-0,)=0 pto;20,i=12,..n (3.105)
n=0]1,....p

Vom demonstra in cele ce urmeazad ca sistemul avand nucleele date de 3.102 este
optim. In acest scop consideram un alt sistem (J, avind iesirea w,(¢) cand la intrare
se aplica u(?) si fie {g,} setul nucleelor Wiener corespunzatoare lui O, In acest caz
avem;

w,,(t)=§G,, lg,: ()] (3.106)

Eroarea corespunzatoare lui ¢, este:
e,0(t)= 1)~ w,()=¢,()+y,()-w,(t) (3.107)
Eroarea medie patratica va avea expresia:
e2,(0)=2(0)+ [y, () - w,(O)F +2¢,0)y, ()~ w, ()] (3.108)

Utilizand liniaritatea functionalelor G se poate scrie:

yp(’)—wp(t)=f,Gn[kn - q,;x(t)] (3.109)

n=0

In final se obtine:

e2 ()= () +y, () -w, ()f (3.110)

Termenul al-ll-lea al relatiei 3.110 fiind nenegativ, eroarea medie patratici minima
se obfine in cazul: y, (t)= w, (t).

Functia de intercorelatie care intervine in calculul nucleelor din relatia 3.102
poate fi exprimata in functie de u(¢), utilizind relatia:

[ o]

x(t)= Iy(r)u(t ~7)dr (3.111)

0

obfinandu-se:
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R, (01,..0,)= )t - 0y)- 2t - 0, )=

© (3.112)
= !---!y(rl)---y(r,,)Rw” (o) +715eees0, + 7, )dr, ... dT,
unde s-a folosit notatia:
R, (01500,)= Wil - 0,)-ult -0, (3.113)
Ecuatia 3.113 poate fi exprimata in domeniul frecventad sub forma:
@ (o,....0,)=T"(@)..T"(0,)0 .(,..,0,) (3.114)

unde CDyu,, este transformata Fourier n dimensionald a functiei de

intercorelatie: R, (z,,...,7,) . Dar intrucat: I'"* (w) =

, relatia 3.114 se poate
D (o)
scrie sub forma:

q)yu" [a)l,...,a)n]

(@) 0" (o, )

o L (o,....0,)= (3.115)

In final relatia 3.112 devine:

< 2 (wla a)n)
I ICD. o)

R .(0},.. e/l@otrec) (3 116)

n
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3.8.1. Functionalele ortogonale ale unui proces colorat gaussian

Reprezentarea sistemului /), ale cdrui nuclee au fost anterior determinate este
aratata in figura 3.13 care pune in evidentd setul de functionale L, , ortogonale ciand

semnalul de intrare e un

‘ semnal colorat gaussian

' v Co si are  densitatea
u(t) Lo spectrald de  putere
— ' yp() D (0))

Expresiile functionalelor
L; au fost deduse
W B G ’ impunand conditille de
ortogonalitate 1 sunt:

L, [ko;u(t)] =k,

Figura 3.13 Reprezentarea modelului cu ajutorul functionalelor L, 3.117)
conform rel. 3.120

Lk u@)]= | [k (o - o Wle -7, )doydr, (3.118)

Se poate observa ci in acest caz, nucleul lui L, [k, ;u(t)], notat A(7), il reprezinta
convolutia dintre k;(?) si A?).
Pentru nucleul de ordin n, h,(?), al functionalei L |k, ;u(t)] s-a gasit expresia:

Wt ty)= [ [l (00,0, W = 00) 7 (2, — 0, )de, . d,

(3.119)
Semnalul la iesirea sistemului optim de ordin p se poate scrie ca in relatia:
p
¥, (t)= 2 L,k u(t)] (3.120)
n=0
in care functionalele L, satisfac proprietatea de ortogonalitate:
Lk, ;u®)lL,lk,;ult)]=0, pt. m=n (3.121)

Transformata in domeniul frecventa a nucleului 4,(f) este:
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H (0,..0,)=K, (o,. 0, ) (o). .To,) (3.122)

Ca o ilustrare a metodei anterior prezentate se va exemplifica determinarea unui
sistem model de ordin p =1, pentru un sistem neliniar necunoscut. In acest caz

raspunsul sistemului model este:
yl(t)=L0[k0;u(t)]+Ll[kl;u(t)] (3.123)

Aplicand relatiile 3.102 s1 3.117 se obfine:

Lolkq; ult)] = &y = y(t) (3.124)

Al-II-lea termen din membrul drept al relatiei 3.123 reprezinta raspunsul la impuls
al unui sistem linmiar:

>

h(z)=[k(oy(r - o)o (3.125)

0
st functie raspuns in frecventa:

H ()= I;l((;’)) = (D(la))IRyx (o7 do (3.126)

Relatia reprezintd solutia ecuatiei Wiener-Hopf privind filtrul liniar optimal cu
intrare u(t) si iesire y(f).

3.9. Aprecieri privind eroarea medie pitratica in modelele optimale

O probleméd importanta in identificarea unui sistem o constituie analiza erorii.
S-a ardtat anterior cd expresia erorii medii patratice introduse de sistemul optim de
ordin p, H,, este cea data de relatia 3.101. In continuare se va evalua analitic
aceastd eroare fard a fi necesard determinarea modelului optim de ordin p.
Expresiile deduse vor putea fi utilizate pentru determinarea ordinului p al modelului
astfel incat aproximarea sa fie suficient de buna.
Potrivit relafiilor 3.105 si 3.119 se obtine:

7,0, )= 2 LTk, 10, (=0 G.127)

astfel incat putem scrie:
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ypitiyit)=yf,(t) (3.128)

SI:

e, (1)= ()= v, (t) (3.129)
Pentru a obtine o expresie a erorii care sa nu necesite determinarea modelului optim
de ordin p pornim de la relatia:

V2O)=Y0) + 312k, ult)] (3.130)

n=1

Sl exprimam ef, (t) conform relatiei de mai jos:

FO=70- 5 - $ Bl l0l-
T (3.131)
=0, - 2L, [k, ;ult)]

Avand in vedere modul de constructie al functionalelor L, conform figurii 3.13,
avem: L, [k, ;u(t)]= G, [k,;x(t)], unde:T_ (@)=1. Astfel relatia 3.131 devine:

el(t)=0 - fl G2lk,; x(2)] (3.132)

Tinand cont de expresia mediei patratului unei functionale G[23], obfinem:

P

ei(t)=0'i - Zn!j---jkf(rl,...,rn)drl ...dr, (3.133)
o 0

n=]

Relatia 3.133 se poate scrie cu ajutorul functiilor de intercorelatie:

es(t)=0; —in!j--.jijn (z,,...,7,)d7,...dz, (3.134)
0

n=1 0

unde Ryxn e dati de relatia:

R .- (0,...,0,)= vt -o,)x(t-0,) (3.135)
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Astfel eroarea medie patratica pentru sistemul optim de ordinul intai este:

et ()=o) - Lilk;ulr)]= 02 - [R2(r)dz (3.136)

vx

Ot 8

In relatia 3.136 R, (r) se poate determina pe baza relatiei:

[> o}

R, ()= I}/(G)Rw (o + 1Mo (3.137)
0
unde:
y(o)= i Tr(w)ef“’“dw (3.138)

—0o0

Wiener a stabilit clasa sistemelor neliniare ce pot fi reprezentate cu ajutorul
functionalelor G. Astfel, in problema identificarii sistemelor neliniare cu semnal alb
gaussian, dacd: p —> o, se obfine sistemul model optim M, al sistemului S.

Eroarea introdusd de acest model este cea mai mica posibila si e datd de relatia:
ez(t)=0y -3 L[k, ult)] (3.139)
n=l1

Relatia de mai sus permite precizarea clasei de sisteme fizice pentru care e’ =0,

adica a acelor sisteme neliniare ce pot fi reprezentate exact prin functionale G. Se va
prezenta in continuare o abordare euristica a problemei urmind ca ea si fie reluata
in Capitolul al-V-lea. Pentru inceput se poate observa ca eroarea data de 3.139 este
finita daca sunt indeplinite conditiile:

o, (0
(3.140)
Ly Ve, u(0)]( 0

Prima conditie cere ca raspunsul sistemului sd aibe dispersia finita, cea de-a doua se
poate interpreta daca finem cont de expresia functionalei L, [k, ;u(t)]:

Lf, [kn;u(t)]=G3 [kn;x(t)]=n!T---Tki(Tl,...rn )1’11 ...dr, (3.141)
0 0
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In deducerea relatiei 3.141 s-a tinut cont de expresia mediei statistice a produsului
intre doua functionale G data in [23]. Intrucit k2 )0, conditia ca integrala din
relatia de mai sus sa aibe o valoare finiti impune &, (z,,...,7,)— 0, atunci cand
7, >, pentru: i=12,...,n. Aceastd concluzie impune o anumitd caracteristii

operatorilor Volterra dupa cum se va vedea in cele ce urmeaza. Termenul principal
al functionalei: L [k, ;u(t)]= G, [k,;x(t)], este dat de:

K, [x(0)]=

k,,(rl,...,rn )x(t — rl)---x(t -7, )a'r1 ..dr, (3.142)

O §
S 8

In Capitolul al-II-lea s-a aratat ca expresia functionalei Volterra de ordin n poate fi
vazuta ca o convolutie n-dimensionala §i deci valoarea iesirii la un moment dat se
obtine ponderand in expresia de mai sus valoarea intrérii la un moment de timp 7, in
trecut este ponderatd de valoarea nucleuluik, (z,,...,7,) in punctul de coordonate

t,=T, i=12,...,n. Aceastd valoare de ponderare reprezinti, memoria

operatorului Volterra la momentul 7 in trecut. Avand in vedere aceasta interpretare,
conditia impusi anterior nucleelor: k, (z,...,7,)=>0 cind 7, -, pentru
i=1,2,...,n stabileste o caracteristicd importantd a sistemului si anume aceea de a
avea memoria finita.

In concluzie putem afirma c&, eroarea medie patratica introdusi de sistemul
model este finita, oricare ar fi ordinul p al modelului, daca:

-sistemul modelat are dispersia iesirii finita si

-nu are memorie infinita.

Daci in plus sistemul este cauzal si invariant in timp, e’ (t)= 0 , intrucat setul de
functionale Wiener este complet relativ la aceasta clasa de sisteme.

3.10. Maisuri ale neliniarititii unui sistem

In paragraful anterior s-a aratat cd eroarea introdusd prin utilizarea in
identificarea sistemelor neliniare a modelelor apartinind clasei Wiener se bucura de

proprictatea ci: e’ (t) = 0. Aplicand acest rezultat relatiei 3.139 rezulta :
oy =3 Lylk,;ult)] (3.143)
n=]

Relaia de mai sus exprimd Teorema lui Parseval in cazul sistemelor neliniare.
Inlocuid acest rezultat in relatia 3.132 obfinem :
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ey (t)= izf,[k,,—u(t)] (3.144)

n=p+l

Tindnd cont de cele prezentate in paragraful 3.9, rezultd ca ef, (t)= 0 pentru un

sistem S de ordin p. Rezultd deci cd putem utiliza ef, (t) , pentru a masura cét de

departe este sistemul model S fata de un sistem de ordin p. In acest scop se
defineste o masurd a nelimaritatit de ordin p conform cu relatia de mai jos :

1 1 1
up=1- L a0=L L

2 !
1!
O'y O'yn—l

R ey, Ty de,  (3.145)

¢ O'—18
O'-—:S

Din relatia 3.145 se poate remarca ¢d : 0< u, <1 i ca :y, =1, dacd sistemul S

este un sistem de ordin p.
Potrivit relatiei 3.145, o masura a liniaritafii sistemului S este :

n —%TRyzx(r)Ir (3.146)
O'y 0
unde :
R, (7)= T}/'(G)Ryu (6 +tHo (3.147)

0
3.11. Avantaje si dezavantaje ale modelarii prin seriile Wiener

-Ortogonalitatea functionalelor G permite obfinerea nucleelor Wiener fira a fi
necesara rezolvarea setului de ecuatii integrale, cum era cazul nucleelor Volterra
obtinute prin intercorelatie.

“Rearanjarea nucleelor Wiener de un anumit ordin duce la obtinerea seriei
Volterra de ordin finit care aproximeazi cel mai bine in sensul celor mai mici
patrate, pentru un ordin dat si zgomot alb gaussian utilizat.

-Extinderea aproximdrii prin serii Wiener trunchiate, prin includerea de
functionale-G de ordin superior nu afecteazi wvalorile functionalelor-G deja
determinate.

-Identificarea nucleelor Wiener de ordin superior prin intercorelatie este
greoaie din punct de vedere al calculului, consuma mult timp si poate determina
doar mici modificari ale estimatorului.

63

BUPT



CAPITOLUL AL-III-LEA

CONCLUZII In cadrul primului paragraf a fost abordati problema identificarii
sistemelor neliniare prin estimarea nucleelor in seria de functionale.

Ca prima metoda este prezentatd metoda de determinare a nucleelor Volterra,
pentru sisteme al caror ordin e cunoscut apriori i e finit, metoda propusa de Martin
Schetzen [23]. Sunt deduse relatile de calcul pentru nucleele
h(t,), hy(t,,t5),.... 1, (t,,....t,), asociate sistemelor neliniare caracterizate de

operatorii Hi[ ], H>[ ], respectiv H,[ ].

Determinarea nucleelor Volterra in cazul unut sistem neliniar in timp discret
este realizati intr-o manierd originald, ca solutie in problema estimarii optimale a
unei variabile aleatoare. Pentru simplificarea calculelor s-a ales un filtru Volterra de
ordinul al-II-lea. Pornind de la unele limitdr pe care le prezinta aplicarea in practica
a predictiei prin filtrare liniard se introduce notiunea de estimator Volterra de
ordinul al II-lea pentru un semnal de intrare cu distributie de probabilitate gaussiana.

Coeficientii filtrulu1 Volterra folosit in estimare sunt oferiti de relafia 3.39. Ca
o particularitate se remarca posibilitatea determinarii independente a coeficientilor
filtrului liniar s1 a celui patratic ce intra in structura estimatorului Volterra.

Sunt evaluate performantele estimatorului Volterra prin calculul erorii medii
patratice (rel. 3.40). In expresia erorii se remarci prezenta unui termen care
reprezintd reducerea produsd asupra erorii prin introducerea operatorului patratic
]

Analizand expresia erorii medii patratice se remarca cd, in cazul in care x[n]
si s[n] au densitatea mutuald de probabilitate gaussiana, filtrarea liniard optimala
reprezintd cea mai buna solutie.

Constructia operatorului Volterra necesita in plus, fata de constructia filtrului
liniar, cunoasterea functiei de inter-bicorelatie, cu elementele: ¢_[k,,k, | (rel 3.39

si rel. 3.34), sau a unor estimatori ai acesteia.

Complexitatea calculului in cazul unui operator Volterra de ordinul al-II-lea e
datid de numarul operatiilor necesare pentru calculul inversei matricei Ry.. In cazul
unui semnal x[n], gaussian, numarul operatiillor necesare pentru calculul inversei
este N unde N este lungimea ferestrei de filtrare.

Sunt prezentate doui clase de filtre Volterra numerice ale caror implementari
necesita operafii de ordinul lui N §i care se bazeaza pe forme particulare pe care le
poate lua nucleul patratic. Calculul erorii medii patratice conduce insi, in ambele
cazuri la valori mai mari decat in cazul general prezentat asa dupa cum se indici in
[14].

In cazul unui semnal aleator oarecare dimensiunea matricei R, fiind
N(N +3)>< N(N +3)

2
ordinul lui N®. In plus matricea R, poate deveni 1n unele cazuni singulara.

Solufia in cazul estimatorilor neliniari de ordin superior constd in utilizarea
unui set de functionale ortogonale formate cu ajutorul polinoamelor Hermite [44].

, numarul operafillor necesare calculului inversei este de
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Ortogonalitatea termenilor unui filtru Volterra de ordin superior simplifica
substantial analiza si proiectarea lui.

In paragraful 3.3 sunt prezentate doud limitiri importante in ceea ce priveste
aplicarea in practica a modelarii sistemelor neliniare cu ajutorul seriilor Volterra si
anume:

-dificultatea procedeului de masurare a nucleelor Volterra ale unui sistem dat

-convergenta serillor Volterra, care restrange clasa sistemelor neliniare
reprezentabile prin serii Volterra la acele sisteme reprezentabile prin functii
analitice.

Norbert Wiener a fost cel care a sesizat primul limitarile practice ale
reprezentdrii sistemelor neliniare prin seria de functionale Volterra. Utilizand
tehnica de ortogonalizare Gram-Schmidt, Wiener a ortogonalizat seria Volterra
pentru-un proces de intrare brownian [25], care e integrala unui proces alb gaussian.

In cadrul paragrafului 3.4 sunt introduse functionalele-G, ca metoda de
caracterizare a sistemelor neliniare. Se dau relatiile de calcul pentru functionalele de
ordin 0, 1 si 2 (rel. 3.45, rel.3.48, rel. 3.49), potrivit conditiilor de ortogonalitate.

Legatura intre nucleele Wiener si Volterra, deduse pe baza echivalentei intre
cele doua reprezentari ale aceluiasi sistem, este dedusa in paragraful 3.5 si ilustrata
de Tabelul 1.

In paragraful 3.6 este prezentati tehnica pentru determinarea in domeniul
timp a nucleelor Wiener, introdusa de catre Lee si Schetzen [42], [43]. Sunt deduse
expresiile pentru nucleele de ordin 0, 1 si 2. Tehnica prezentati va fi dezvoltata in
cadrul Capitolului al-VII-lea.

Sunt prezentate deasemenea unele proprietdfi ale nucleelor Wiener.

In pagraful 3.7. se demonstreazi ci modelul Wiener de un anumit ordin
reprezintd un sistem modelator optim pentru un sistem neliniar. Modelul optim este
obtinut pe baza minimizarii erorii medii patratice.

Metoda de identificare a sistemelor neliniare, bazatid pe dezvoltarea in serie
de functionale ortogonale este extinsi in cazul unui semnal de intrare gaussian care
insa nu e alb. In paragraful 3.8 sunt prezentate functionalele ortogonale ale unui
proces colorat gaussian. Schema de conexiune pentru identificare cu semnal colorat
gaussian este indicatd in figura 3.12. Se remarca prezenta in acest caz a filtrului de
albire a carui functie de transfer F(a)), satisface relatia 3.99. Se demonstreaza ca si
in acest caz sistemul modelator de ordin p, avand nucleele date de 3.102 este optim.
Functia de intercorelatie care intervine in relatia 3.102 are expresia in timp 3.113
sau in frecventa ea poate fi calculata potrivit relatiei 3.115. Reprezentarea modelului
cu ajutorul funcfionalelor L, care constituie functionalele ortogonale ale procesului
colorat gaussian este indicatd in figura 3.13. Ca o ilustrare a tehnicii prezentate se
determind sistemul model de ordin p =1 (rel.3.123), avand nucleele date de 3.124
si 3.125.

In paragraful 3.9 sunt facute aprecieri privind eroarea medie pétratici in
modelele optimale, prezentate in cadrul capitolului. Relatia 3.133 da expresia erorii
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medii patratice pentru modelul optim de ordin p, iar relatia 3.136 ia in considerare
cazul p=1. Pomind de la relatia erorit medii patratice pentru modelul optim de

ordin p si trecand la limitd pentru p — o, Wiener a stabilit clasa sistemelor
neliniare ce pot fi reprezentate cu ajutorul functionalelor G §i anume:

-sistemele sa aibe dispersia iegirii finita

-sistemele sa nu aibe memoria infinita

-daca in plus sistemele sunt cauzale si invariante in timp, e =0, intrucét
setul de functionale Wiener este complet relativ la aceasta clasa de sisteme.
In paragraful 3.10 se introduce o masura a neliniaritatii unui sistem, rel.3.145,

pe baza carei se poate determina ordinul p al sistemului folosit pentru a modela un
anumit sistem neliniar.
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CAPITOLUL 4. REPREZENTARI ORTOGONALE ALE NUCLEELOR
WIENER. MODELUL GENERAL WIENER

Se va deduce in continuare modelul general Wiener, bazindu-ne pe
dezvoltarea nucleelor Wiener cu ajutorul unei serii de functii ortogonale. Acest lucru
va permite 0 mai buni intelegere a modului in care sistemele neliniare din clasa
Wiener actioneaza asupra semnalului de intrare. Alegerea functillor Laguerre ca
elemente ale seriei de functii ortogonale este justificatd de larga lor utilizare in
sinteza operatorilor cauzali.

4.1. Sinteza unui sistem de ordinul intii cu ajutorul functiilor Laguerre

Pornid de la setul de functi liniar'independente {v, (1)} se poate construi un
set complet de functii ortonormale, {/, (£)}, unde prin /, (¢), s-a notat functia
Laguerre de ordin »:

4 (0)-

0 <0
{ prts 4.1)

(pty'e ™ pt.t)0
Constanta reald si pozitiva p reprezinta un factor de scalare care permite compresia

sau dilatarea functiilor v, (¢) pe axa timpului.

Setul de functii Laguerre {/, (¢)}, se defineste pe baza funcfiilor v, (¢) astfel
[48]:

L) = Y cmne) 42)

avand proprietatea de ortonormalitate:

e o]

[1, ), (e)at = 5, 4.3)

0

In relatia 4.3 prin 0, s-anotat simbolul lui Kronecker.

Determinarea coeficientilor ¢, se face astfel incit sa fie satisfacuta relatia
4.3, care se mai poate scrie:

Tln (W, ()t =0 pt.m{n
Tlf (t)dr =1

4.4)

67

BUPT



CAPITOLUL AL-1V-LEA

Aplicand condifille date de relatia 4.4 se pot deduce expresiile functiilor Laguerre
de diferite ordine. Pentru exemplificare se prezintd mai jos functille Laguerre de
ordine 0, 1 s1 2.

ly(6)=2p e ' ot)
L(1)=y2p2pt -1)e " o(t) (4.5)
L) = 2Pt~ 4(pt)+1)e 7o)

Metoda de determinare a functiillor Laguerre anterior prezentatd poartd
denumirea de procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt. Principalul inconvenient
al procedeului mai sus amintit consta in dificultatea obtinerii unei formule generale
pentru /, (¢).

Obtinerea formulei generale pentru /, (f) si deasemenea a unei metode de
sintezd a unui sistem limar invariant in timp(SLIT), cu raspunsul la impuls /, (¢), se
poate realiza lucrand in domeniul variabilei complexe s =0 + jo . Transformata

Laplace a functiei /, (¢) este definitd de relatia:

[> o)

[L,@)edt 5 o)p (4.6)

0

L,(s)

Expresia din relatia 4.2 devine in domeniul s de forma:

L,(5)= 3 epVin(s) (.7

m=0

unde V,, (s) reprezinta transformata Laplace a functiei v,, (¢). Impunind conditia de
ortogonalitate se obtine in final:

Lm(s)=x/ﬁ(””—% cy-p (4.8)
(p+s)

Intrucat fiecare functie Laguerre este zero pentru ¢{0, este posibila
construirea unui sistem cauzal, liniar §i invariant in timp, avand riaspunsul la impuls

Iy (D).
Pentru determinarea schemei bloc a sistemului avind functia de transfer L, (s),
expresia din relatia 4.8 se poate scrie sub forma:

L,,(s)=[‘5;][p'sjn oY= p (4.9

p+s\p+s
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Schema bloc a SLIT, avand raspunsul la impuls /,(¢) este aritata in figura 4.1

.................................................................................................................................

x(t) J2p p-s p-s | | p-s y(t)‘
p+s p+s pts p+s

Figura 4.1 Sinteza sistemului cu raspunsul la impuls /,(¢)

Intrucat setul functiilor Laguerre este un set complet de functii pe domeniul:
0 <t (o , el constituie 0 bazi pentru analiza si sinteza oricarui sistem cauzal, limar

si invariant in timp, al carui raspuns la impuls satisface relafia:

9]

[h? ()t (o (4.10)

0

Réaspunsul la impuls A(f), al sistemului se poate exprima cu ajutorul functiilor
Laguerre conform relatiei de mai jos:

Hi)= 3a,l,0) (4.11)
n=0
unde:
a, = Th(t)ln (¢ )t (4.12)
0

Relatia 4.11 exprimd pe A(f) ca o combinatie liniard a functillor Laguerre si in
consecintd schema ce sintetizeaza un astfel de sistem este cea din figura 4.2.
Sistemul din figura 4.2 reprezintd un model general pentru un sistem Volterra

de ordinul intai, al carui raspuns la impuls satisface relatia: Ihlz (t)dt (.
0

4.2. Sinteza operatorilor Volterra de ordin superior utilizind functiile
Laguerre

Conceptul dezvoltat in paragraful 4.1 privind caracterizarea si sinteza unui
sistem liniar cu ajutorul functiilor ortogonale poate fi extins si pentru sistemele de
ordin superior. Consideram in cele ce urmeaza un sistem caracterizat de un operator

Volterra de ordinul al-II-lea avand nucleul A, (7,%). Se presupune indeplinitd
relatia:
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0 00

thz(flafz)dfldfz (e (4.13)

00

In aceste conditii putem reprezenta nucleul Volterra cu ajutorul functiilor Laguerre
conform cu relatia de mai jos:

h2(11,12)= 2 Zan,nzlnl (Tl)ln2 (72) (4.14)
n,=0n,=0
unde:
Apn, = ,”hz (Tl ) )lnl (Tl )ln2 (72 )dTITZ (4.15)
00
x(t)

l : :
J2r Relatia 4.14 reprezmté
p+s dezvoltarea functiei

2 hy(n,n), cu ajutorul seriei

e Laguerre  bidim nsion.l..

p—5 Ea s-a  obtinut aplicand
p+s dezvoltarea in serie

I J a Laguerre functiei hy(7,5),

yi(t)  1n raport cu fiecare din cele

p=s doud variabile 7 si . Astfel

pts pentru o anumiti valoare 7

v a2 , fixatd, my(7,n), este o

l functie numai de 7 §1 in

consecinta ea poate fi

p-Ss dezvoltata in serie Laguerre
p+s conform relatiei:

a,

Figura 4.2 Sinteza unui sistem LIT in concordanti cu rel. 4.11

hy(e1,72)= b, (231, (z)) (4.16)

n =0

unde:

70

BUPT



CAPITOLUL AL-1V-LEA

e o]

bnl (Tz)= jhz(flafz )ln1 (71 )dTl (4.17)

0

In continuare putem exprima coeficientii b, (z, ), cu ajutorul seriei Laguerre:

by (23)= S a1, (z;) (4.18)

n,=0

In relatia 4.18, coeficientii a,, seobtin conform cu:

a,, =[b, (z)l, (r,)Mdr, (4.19)
0

Pentru a ilustra modul in care un operator Volterra de ordinul al-II-lea poate fi
sintetizat conform relatie1 4.14, se considera cazul particular (n=1) potrivit caruia
avem :

1 1
h(r,7,)=2 Xa,,l, (7)), (z;) (4.20)

n=0n,=0

Acest operator se poate sintetiza cu ajutorul schemei din figura 4.3.

x(t)

1 Metoda de
J2p sinteza anterior
p+s prezentatd poate fi

extinsd §1 in cazul
(y &0 | operatorilor ~ Vol-
terra  de  ordin
y(t)  Superior.
p—s ap1 tayo
pt+s

I ( )2 an

Figura 4.3 Sinteza unui operator Volterra de ordinul al-II-lea avand
nucleul dat de rel. 4.20
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4.3. Dezvoltarea ortogonali a functionalelor-G

Reprezentarea operatorilor Volterra cu ajutorul functiilor ortogonale, anterior
prezentatd, este utilizatd n acest paragraf pentru a obtine o dezvoltare ortogonala a
functionalelor-G. Acest lucru va conduce in final la obtinerea unui model general
pentru un sistem aparfinand clasei de sisteme neliniare Wiener.

In cadrul capitolului 3 s-a aritat ci nuclee Wiener, k, , ale unui sistem
apartmand clasei de modele Wiener satisfac conditia :

[

k (rl, T )drl dr (o (4.21)

O'-——.S

Aceastd conditie face posibild reprezentarea nucleului %k, cu ajutorul functiilor
Laguerre conform relatiei:

ko (thent,)= io f oy eon, I (@)1, (7,) (4.22)
unde:
Cnl"'np=j"'_[kp(71> ) (rl ( )drl dr (4.23)
0 0

Bazandu-ne pe relatia 4.23, si tindnd cont de proprietatea de linaritate a
functionalelor-G, se poate scrie:

Gl x(O)]= 3 3 e o Gyl ool (0] (4.24)

Potrivit relafiei 4.23, functionala G, este complet caracterizatd prin coeficientii
¢, ---n - Bazindu-ne pe acest rezultat se va prezenta in continuare o metoda de

P
analiza si sinteza a unui sistem neliniar apartinind clasei Wiener.
Fie sistemul neliniar S, cu raspunsul y(¢) la un semnal de intrare alb gaussian,

caracterizat de setul de nuclee Wiener {k, }. Raspunsul sistemului se poate scrie sub
forma:

»(t)= %)Gp Ik, : x()] (4.25)
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Fie sistemul neliniar m-dimensional , avand raspunsul v,,(¢), la semnalul de intrare
x(f). Se reprezintd acest sistem printr-o singurd functionala G, de nucleu g, ,
conform relatiei de mati jos:

v (t)= G, [gm ;x(t)] (4.26)

Tindnd cont de proprietatea de ortogonalitate a functionalelor G, in cazul unui
semnal de intrare gaussian, avem urmatoarea relatie:

W, (1) = %Gp ks x(0)[G,0 (g, x()] =
=Gk, x(1)IG, g, x(1)]

Daca privim pe y(f) ca pe un vector in spatiul functionalelor, cu subspatiile
ortogonale G,, atunci yit);miti reprezintd proiectia lut y(¢f) pe v.(f). Astfel privita
problema, sinteza sistemelor neliniare apartindnd clasei Wiener se va baza pe
determinarea unui set de functionale ortogonale care formeaza o baza pentru fiecare
subspatiu ortogonal G,,.

Se realizeaza in acest mod o extensie a spatiului vectorial ordinar definit pe spatiul
unei functii.

Nucleul Wiener de ordin zero: ko, se va alege si in acest caz conform relatiei:

(4.27)

k, = (1) (4.28)

Se va prezenta in cele ce urmeazi analiza §i sinteza nucleului de ordinul intéi,
conform dezvoltarii:

k(z)=3cl,(2) (4.29)

n=0

unde {/,} reprezinta setul de functii Laguerre , iar coeficientii ¢, sunt dati de relatia:

oo}

¢, = [k(c),(c )t (4.30)

Pentru determinarea experimentala a lui ¢,, in 4.27 se va alege m=1 si g egal cu
functia Laguerre de ordin ». Rezulta:

o0

vl(t) =G [ln;x(t)] = E‘;ln(f)"(t - r)dr (4.31)
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FOXNGE AT ki(z),(tH7 = Ac, (4.32)
0

c, =%yit);liti (4.33)

Relatia 4.33 sugereaza schema din figura 4.4 pentru determinarea experimentald a
coeficientului c,,.

y(t)

x(t) ey () = 4c,

| Mediator —_—————

In(t)

V](t)

Figura 4.4 Schema pentru determinarea experimentald a coeficientilor implicati
in sinteza functionalei G,

Sinteza functionalei G de ordinul intai, G, a cdrei expresie e data de relatia 4.34 se
va realiza conform schemei din figura 4.5.

Gl x(0]= T e,Gllix]= Se, [l (Me-hde @39

n=0 ¢

Pentru sinteza lui G,[k; ;x(¢)] se va proceda in mod analog. Dezvoltarea Laguerre a
nucleului &, este:

lo(t) o
x(t) » () ¢ \ Gilkix(t)]
ln(t) Cn

Figura 4.5 Sinteza functionalei G, in concordanta cu rel. 4.34
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ky(z),7,)= ZZ wns b (@)1, (73) (4.35)

n;=0n,=0
cu coeficientii ¢, dafi de relatia:
Con, = Ijk (T1>72)1 (71) (Tz )dT dr, (4.36)

00

Pentru determinarea coeficientilor ¢, , , se va alege m=2, in relatia 4.27 i

g, =1,1, . Rezultd:

v,(1)=G, [gz;x(t5]=Gz U, 1, 5(0) (4.37)

unde pentru expresia lui g,(r,,7,) s-a folosit relatia 4.38. Acest lucru este impus
de necesitatea obtinerii unui nucleu simetric:

(z,73)= [1 (c)l,, (23)+1, (e)0,, () (4.38)

Rezulta:

v, (6)= [ | &5 (ey0a Yt - 7, )it — 7, My, - A5, (4.39)
00

Sinteza lui G, [ln, L, ;x(t)], in concordanta cu relatia 4.39, este aratata in figura 4.6.
Pentru obfinerea coeficientilor ¢, , trebuie pornit in acest caz de la calculul

expresiei yit );zit ), In care se inlocuieste v,(¢) cu expresia data de relatia 4.39.

WP, (1) =21 42 %[c +Cup ] (4.40)

Intrucat ky(7,7) este o functie simetrica in raport cu argumentele sale rezulta:
¢, =C

mn, nmyn, °

In aceste conditii relatia 4.40 devine:

Con, = ! yitﬁziti (4.41)

2142

Schema de méasurare a coeficientilor ¢, , este prezentati in figura 4.7.
17%2
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/

x(t)

n (t)

ln

()

a)

v (1)

00 ‘1 (7
b)

Figura 4.6 Sinteza functionalei

G» [lnlln2 ;x(t)] .a) m#n; . b) n;=n,

superior decurge in mod asemanator.

x(t)

x(t)

Gy |1y, 1, 52 (0))]

In acest caz functionalele Wiener de ordinul
al-II-lea se pot determina folosind relatia:

Gy lla; XO)]= 3 3 Gl 1, 5 x(0)

n,=0n,=0

(4.42)

Pentru sinteza se va considera cazul special
in care :

k'z (Tl > T2 ) =2 2 Con, lnl (71 )1n2 (72 )

n,=0n,=0

(4.43)

ceea ce conduce la schema din figura 4.8.
Analiza si sinteza functionalelor G de ordin

y(t)
yit );2iti
L » Mediator ——
va(t)

Figura 4.7 Determinarea experimentald a coeficientilor c,, in
1752

concordanta cu rel. 4.41

—

lo(t)

(Y

—>®—> Coo

Li(t)

Galk2,x()]

2¢o1 W+ )—

(¥ P®— e
A

Figura 4.8 Sinteza functionalei G,[k;;x(t)] in concordanta cu rel. 4.42

Prin procedura prezentatd anterior se poate realiza analiza si sinteza oricirei
functionale G. Orice sistem neliniar poate fi modelat in acest mod.
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Modelul obtinut dupd procedeul anterior descris poate fi reprezentat ca in
figura 4.9 in care sunt sunt evidentiate principalele componente si este cunoscut in
literatura de specialitate ca “Modelul general Wiener”.

SISTEM % NELINIARI- AMPLIFICA- ¢
X() | LINIAR CU TATE RE SI SIME- y(t)
MEMORIE FARA TRIZARE >
MEMORIE
A B C

Figura 4.9 Modelul general Wiener

Sectiunea notatd cu A in figura 4.9 reprezintd partea ce contine memorie in cadrul
modelului. Ea este modelatd de un sistem liniar cu o singurd intrare i mai multe
1esiri.

Cea de-a doua sectiune B reprezinta un sistem neliniar fara memorie cu intréari
si iesiri multiple. In fine, sectiunea notatd pe figura cu C constituie un sistem cu
intrari multiple $1 o singurd iesire care grupeaza elementele de amplificare si
sumatorul ce intervin in sinteza functionalelor G. Valorile amplificdrilor sunt
numeric egale cu coeficientii dezvoltdni cu ajutorul functiilor Laguerre a nucleelor
Wiener de diferite ordine.

intrucﬁt fiecare nucleu Wiener poate fi dezvoltat cu ajutorul functiilor

Laguerre, conform cu relatia 4.22, rezultd ca orice sistem neliniar apatinind clasei
Wiener poate fi modelat exact cu ajutorul unui sistem avand structura indicatd in
figura 4.9. Trebuie remarcat ci sectiunile A si B sunt identice oricare ar fi sistemul
nelimar care se modeleazi prin modelul general Wiener, sectiunea C fiind aceea ce
diferd de la un sistem neliniar la altul intrucét ea contine coeficientii dezvoltdni in
serie Laguerre ai nucleelor.
Asa dupd cum s-a aritat in paragraful 4.3 acesti coeficienti se pot determina pe cale
experimentald, utilizind ca semnal de intrare zgomotul alb gaussian. Modelul care
rezultd reprezintd o caracterizare exactd a sistemului neliniar si poate fi folosit
pentru a descrie comportarea sistemului indiferent de semnalul de intrare.

4.4 Sisteme analitice
In cele ce urmeaza se vor studia conditiile ce trebuiesc impuse modelului

general Wiener pentru ca acesta sa poatd modela sisteme reprezentabile prin serii
Volterra. In acest scop se va considera o versiune redusa a modelului asa cum apare
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in figura 4.10, unde sectiunea D reprezintd conectarea in cascada a sectiunilor B si
C prezentate in cadrul modelului general Wiener.

.......................

- z(t) Intrucat sectiunea D reprezinta
»| Io(t) |——| Sistem un sistem fird memorie,
(0 2(t) “ef];r‘;ar 50 raspunsul siu se poate exprima
—— 1,(t) |— " memorie , sub forma wunei functi F,
F aplicatd semnalelor de intrare
2:(1) z,(¢). In consecintd avem:
W
______________________ | §0)= Flzo 0o, 0)..]
’ (4.44)
SECTIUNEA A SECTIUNEA D

Asupra functiei £ se face
‘ presupunerea ca este analitica,
adici poate fi dezvoltatd sub forma unei serii multidimensionale de puteri ce
converge pentru toate valorile variabilelor. Dezvoltarea in serie de puteri a lut F este
de forma:

Figura 4.10

W)=hy + Sd, z, ()+ S Sd, dy z, Oz, )+

n, =0 n,=0n, =0

(4.45)
+ i i i dn,n2n3 an (t)zn2 (t)zn3 ([) 4o

n;=0n,=0 ny=0

In aceasta dezvoltare prima suma grupeazi toti termenii in care functia z,(¢) apare la
puterea intai, cea de-a doua suma grupeza termenii ce contin pe z,(f) la puterea a-ll-
a, s.a.m.d.

Examinand fiecare sumi in dezvoltarea din relatia 4.45 se poate atita ca ea
reprezinta un operator Volterra de un anumit ordin.

Fie prima suma;

»(t)=Xd,z, () (4.46)
n =0
s1 Intructat:
z, (t) = _[ln (r)x(t — r)dr (4.47)
avem: 0
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N (t)= Z_dnl jl,,l (T)X(t - T)dT =
oTa 0 ® (4.48)
B II: 2 dyl, (T)} x(t - o)dr = [y (ehelt - 2 )de
0lm= :
In relatia 4.48 s-a finut cont de expresia nucleului Volterra de ordinul intai:
h(e)= 24,1, (7) (4.49)

Conform celor mai sus aratate, coeficientii @, din relatia 4.45 reprezinta coeficientii

dezvoltarii in serie Laguerre ai nucleului Volterra de ordinul intai.
Pentru cea de-a-II-a suma avem:

»,0)= 3 Td,, z, (k. () (4.50)

nl =0n2 =0

Folosind si in acest caz relatia 4.47 gasim:

Z, (’)an (t)=I (7 )x(e - 7, )7'71,[[ 7, Xt — 7, Mz, =

(4.51)

Qo0 o0

= j_[lnl (7 Y., (zy Jx(t = 7, x(t - 7, )dr dr,

00

Introducénd expresia dedusd pentru z, (t)z,,2 (t) in relatia 4.50 si urmand o
procedura similara celei utilizate in deducerea relatiei 4.48 se ajunge la:

yz(t) _” (rl,rz)x( Tl)x(t_fz)dfldfz (4.52)
unde:

h(r,0,)=3 >4, 1, (@), () (4.53)

n, =0n, =0

Conform relatiei 4.53 coeficientii dezvoltarii in serie de puteri d,, reprezinta

coeficientii dezvoltdrii in serie Laguerre a nucleului Volterra de ordinul al-II-lea
hy(7, 7).
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Se poate demonstra ca suma ce grupeaza termenii z,(f) la puterea p reprezinta
dezvoltarea Laguerre a nucleului de ordin p. Bazat pe aceste consideratii putem
scrie relatia 4.45 sub forma:

W) =hy + S yn () =hy + 3 H, [x(0)] (4.54)

n =0 n =l

Avand in vedere ca singura condifie impusad functiei F a fost aceea de a fi
analiticd, se obinuieste sd se numeascd sistemele neliniare reprezentabile prin serii
Volterra, sisteme analitice.

4.5 Modelul Wiener detaliat

Asa dupa cum s-a aratat in paragraful 3.7, Wiener a rezolvat problema
convergentel asociate reprezentarii sub forma unei serii de puteri a unui sistem
neliniar introducand functionalele G, care sunt ortogonale cand semnalul de intrare
x(t) este alb si gaussian. Avand in vedere cele prezentate in paragraful anterior se va
ardta in cele ce urmeazd ca aceastd ortogonalitate corespunde unei dezvoltari
ortogonale a functiei F definitd de relatia 4.44.

In paragraful 4.3 s-a demonstrat ci orice functionala G, al carei nucleu
satisface 4.21 poate fi dezvoltata in serie Laguerre conform relatiei 4.24.

Dezvoltarea in serie de functii ortogonale a lui /' se obtine dezvoltand fiecare
termen din relafia 4.24 intr-un produs de termeni elementari. Pentru a obtine aceasta
dezvoltare se porneste de la proprietatea functionalelor G data de relatia:

Gopen = P10 x(0)] = G, 1 x() G, 1 x(0)] (4.55)

unde l,.("’), lj(.”) aratd cd functia Laguerre de ordin i apare de m ori in dezvoltare,

respectiv cd functia Laguerre de ordin ; apare de » ori. Demonstratia acestei
proprietati este ficuta in [23], la pagina 392.

Pentru dezvoltarea fiecirui termen din relatia 4.24 in termeni elementari se
introduc 1n prealabil urmétoarele notatii:

L1, .1, =111, (4.56)

unde /, poate apirea de mai multe ori si, in consecinti, se noteaza acest lucru
conform relatiei:

2 )
| |1 l, =111""" unde:m; # m, (4.57)
i: ! j:l J
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In relatia 4.57 N reprezinta numérul functiilor Laguerre diferite, k; arati de cate ori
N

apare functia Laguerre de ordin m; in cadrul dezvoltani i 3 k; = p. Un anumit
J=1
termen al dezvoltarii din relatia 4.24 se poate scrie:

[1,, [ ,x(t)]=GN {Hl( k), ()} (4.58)

ijlj

Avand in vedere proprietatea enunfatd de relafia 4.55, un termen particular al
dezvoltarii se poate exprima conform:

G,I.1, o, ;x(t)]= f:[lei L&) x(0)] (4.59)

si, in consecintd, relatia 4.24 devine:

Gk, )= T3 e, e, ﬁle‘_ L270) (4.60)

m=0 n,=0

In continuare analizind 4.60 se va demonstra ci in aceasti dezvoltare partea
neliniard, cu intran i iesiri multiple, corespunzitoare sectiunii B a modelului din
figura 4.9 este intr-adevar reprezentata prin polinoame ortogonale. Astfel in teoria
lui Wiener functia F' este dezvoltatd intr-un set de polinoame ortogonale. Ulterior se
va ardta ca aceste polinoame sunt polinoame Hermite.

Inainte de a prezenta modelul Wiener detaliat al unui sistem neliniar, pe baza

relatiei 4.60, vom face mai intdi analiza termenului elementar. Acest termen este de
forma: G, [I( t)] si poate fi reprezentat sub forma unei serii Volterra conform
relatiei:

G, 19:x0)="% )7 (Aj []1 (rxt—r)dr] " 4.61)

mOm'p 2m)'k2 0

Deducerea relatiei 4.6] este facuta in [23] si porneste de la dezvoltarea unei
functionale G, |k p;x(t)], in serie Volterra potrivit relatiei:

G, [k, x(t)]= fo K [x(0)] (4.62)
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In relatia 4.62 K, reprezintd operatori Volterra de nuclee egale cu nucleele
Wiener derivate ale lui k,. Deducerea expresiilor nucleelor denvate se face pornind
de la conditia de ortogonalitate:

> K O, [s0)) =0 pr.n¢ p (4.63)

unde D, [ ] reprezintd un operator Volterra de ordin n, iar x(¢) este un zgomot alb
gaussian. Expresia dedusa pentru nucleele derivate este datd de relatia:

-1)" p!4"
kp_zm(P)(GI’GZ""’Gp—Zm),=( (_ 2)m)l')(m)|2m
© o P e (4.64)
I"'Ikp(71’71=~--a7m,fm,...,01,...,Jp_2m}irl...dz'm

In deducerea relatiei 4.64 s-a tinut cont de faptul ca avem: K, [x(1)|D,[x()] = 0
pentru » )i s1 deasemenea pentru i+ » un intreg impar. Relana 4.64 corespunde
cazuluiincare i=n+2q si ¢=012....[(p-n)/2]

Sinteza sistemului descris de relatia 4.61 se poate realiza in conformitate cu
schema din figura 4.11.

X(t) Zi(t) . Hp [zi (t)] = Gp k'(p); x;(t)]

— 1)

fen

Figura 4.11 Sinteza functionalei &, [l ,.(P ) ; x(t)]

lesirea sistemului neliniar H, este un polinom de grad p in z; (f), ai cérui coeficienti
coincid cu cei ai polinomului Hermite de ordin p:

e, 0)- £ L2 (465)

Se poate deci exprima G, [k o x(t)] cu ajutorul polinoamelor H, conform relatiei:

G,k x(0))= i;o--.éoc H, |z, ()] (4.66)
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Sinteza functionalei G, [k > x(t)] este ardtatd in figura 4.12.

Ho[z(1)]
> HO > N
2 Hi[zo(0)]
—> lo(t) > H] »
Hp[zo(1)] .

» Hp >
Ho[zi(t)]

Ho ~ AMPLI-

x(t) 2i(t) Hi[z,(t)] FICA- Golkpx(1)]
" L H |— RE SI —

SUMARE
Hp[z1(t)]
Hp >
H, Ho[zi(t)]‘
zi(t) '
(o) | - Hy[z(t)]
i > . >
Hy[z:(1)]
H, >

SECTIUNEA A SECTIUNEA B SECTIUNEA C

LIA

3

LIA

r|w

Vl‘

Figura 4.12 Modelul Wiener pentru G,[k,;x(1)]

Sectiunea B a modelului reprezinta un sistem neliniar fira memorie cu intrar
si 1esiri multiple alcétuit din doud parti. Prima parte este compusi din operatorii
polinomiali Hermite Hy, H;,..., H,. lesirea fiecarui sistem Laguerre constituie intrare
pentru un grup de operatori Hermite. De exemplu iesirea sistemului Laguerre /;
notata pe figurd z(#) constituie intrare pentru un grup de operatori Hermite avand
raspunsurile: H,[z,(?)], pentru n=0,1,... p. Potrivit relatiei 4.61 aceste raspunsuri sunt

tocmai functionalele G, [l ,.(") ; x(t )],

adica:
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H, [z, ()]=G, 1 () (4.67)

Cea de-a doua parte a sectiunii B a modelului este un multiplicator M. Fiecare

N
iesire a multiplicatorului M reprezintd un produs de forma: [[H, [zm_ (t)], unde:
i=1 ! i

N
m;#m; pentru i#j si > k;=p. Numdrul N este egal cu numdrul diferitelor
i=1
sisteme Laguerre utilizate. Asa dupa cum se poate observa, sectiunea B,
reprezentdnd partea neliniard, firda memorie, a modelului a fost descompusi in
produse de polinoame Hermite.

Se va ardta in continuare cd polinoamele Hermite ce intervin in modelul
Wiener detaliat se bucurd de proprietatea de ortogonalitate, atunci cand semnalul de
intrare este un zgomot alb gaussian.

Acest lucru se bazeaza pe proprietatea de ortogonalitate a functionalelor G si
poate fi demostrata pe baza relatiei de mai jos:

G, 1@ x(0), 19 x(0)] = prars,,5, (4.68)
unde:
1 . m=
5 ={ pi.om=n (4.69)
0 pt. m#n
Demonstratie:

1. Media din relatia 4.68 este nuld pentru p # g datoritd ortogonalitatii
functionalelor G.

2. Pentru a evalua media in cazul in care p=gq, se utilizeazd formula

pentru pentru calculul mediei a doud functionale tinindu-se cont de
ortogonalitatea functiilor Laguerre:

G, [l,.(”‘);x(t)k}p [lj.P);x(t)]= p!A”Tli(rl)...li(rp )j(rl)---lj(rp )a'r1 --dr,
° (4.70)

= p!AP[Ili(T)Ij(r)l'r:lp = p!ApcSij
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Media din relatia 4.69 poate fi exprimata cu ajutorul polinoamelor Hermite astfel:

H [z O, [z, ()] =pta?8,8, =0 @71)

Astfe] polinoamele Hermite H p[z,. (t)] si H q[z i (t)] sunt ortogonale dacd p=#gq
intrucat ele sunt de ordine diferite. In cazul in care p = ¢ ele sunt ortogonale daca
i# j,intrucat z,(¢) si z ; (t) sunt ortogonale ele reprezentind iesirile unor sisteme

Laguerre de ordine diferite i avand ca semnal de intrare un zgomot alb gaussian.
Proprietatii de ortogonalitate 1 se va da in cele ce urmeaza o interpretare statistica.
Fie x(¢) un semnal alb gaussian, de medie nuld, avand funcfia de autocorelatie
R_(7)= A6(z) si z(¢) raspunsul unui sistem Laguerre de ordin i/ la acest semnal:

©

z, (t)= Ili (r)x(t — r)dr (4.72)

0

unde z(¢) este deasemenea un semnal gaussian de medie nuld. Functfia z(¢) se bucura
de urmatoarele proprietati:

ziitizjiti=A5,.j

z,.’”(t)z;f(t)=z;"(t)z;f(t) Vi#j,Vmmn ) 0

(4.73)

Consideram ansamblul functiilor cvasiergodice al carui membru este z(¥) si fie &; o
variabila aleatoare reprezentand valoarea functiei z,(f) la un moment de timp f,. Se
poate .astfel crea un nou ansamblu de variabile aleatoare pe baza wvalorilor
corespunzatoare indicelui /. In plus functiile in cadrul fiecarui ansamblu sunt astfel
ordonate incit membrul de rang k al fieciarui ansamblu este raspunsul sistemului
Laguerre pentru aceeasi intrare x(f). Intrucét fiecare functie de timp z(f) este o
variabild aleatoare de medie nula, fiecare variabila aleatoare & e o variabila
aleatoare gaussiani de medie nulid. Variabilele aleatoare &; se bucurd de cateva
proprietati. Astfel:

E&, =2,t)z;(t)= 45, (4.74)

Cele doud medii, cea statistici din membrul sting si cea temporald din membrul
drept sunt egale intrucat ansamblele implicate sunt cvasi-ergodice. Intrucat media
fiecarei variabile aleatoare &; e nula avem:

o2 =2 (5] = 4 (4.75)
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Deasemenea din 4.73 rezultd ca pentru fiecare /= j si fiecare intreg pozitiv m,n
avem:

§im§; =§im§; (4.76)

ceea ce ne permite sa concluzionam ca variabilele aleatoare sunt independente.
In aceste conditii densitatea de probabilitate a fiecarei variabile aleatoare este:

1 -z}
Py(z;)= N exp{ 2/; } (4.77)

Intrucat variabilele aleatoare sunt independente din punct de vedere statistic,
densitatea mutuald de probabilitate este egald cu produsul densitdtilor de
probabilitate individuale.

Py (zi,zj)=P§’_ (z,.)Péj (zj) pt.i#j (4.78)

Considerdam acum polinomul Hermite al variabilelor aleatoare &;, Hy[&;]:

[p2] (= 1) p! " o
Hp(éi)z mzzo mf(p)— 2pm)l(§) (5; )p (4.79)

Utilizand 4.71 si faptul ca mediile temporale si cale statistice sunt egale obtinem:

H,()H, (& )=H,(z)H,(z)=pla’s,, (4.80)

Polinoamele Hermite reprezintd un set de polinoame ortogonale in raport cu
variabila aleatoare &;.

Polinoamele Hermite apar in mod natural in cadrul modelului atunci cind semnmalul
de intrare utilizat este o functie gaussiana de timp.

CONCLUZII Pomnind de la ideea gisirii unei metode practice pentru
determinarea nucleelor in reprezentarea cu ajutorul functionalelor-G, Wiener a
introdus reprezentarea nucleelor cu ajutorul functiilor ortogonale. Setul de functii
ortogonale ales de Wiener a fost setul functiilor Laguerre, larg utilizat in sinteza
operatorilor cauzali.

Conceptul dezvoltat in paragraful 4.1 privind caracterizarea §i sinteza unui
sistem liniar cu ajutorul functiilor ortogonale este extins si pentru sistemele Volterra
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de ordin superior. Exemplificarea se face in cazul unui nucleu Volterra de ordinul al-
[l-lea, h,(r,,7,), care este dezvoltat in relatia 4.14, cu ajutorul seriei Laguerre

bidimensionale. Se ilustreazd modul in care un operator Volterra de ordinul al-li-lea
poate fi sintetizat, conform relatiei 4.14, considerand cazul particular » = 1(fig. 4.3).

Reprezentarea operatorilor Volterra cu ajutorul functillor ortogonale
constituie punctul de plecare pentru obfinerea unei dezvoltdn ortogonale in cazul
functionalelor-G , in paragraful 4.3. Relatiile 4.25, 4.26 s1 4.27 permit definirea unui
set de functionale ortogonale care formeaza o bazd pentru fiecare subspatiu
ortogonal G, . Se realizeazd in acest mod o extensie a spafiului vectorial ordinar,
definit pe spatiul unei functii. Sinteza functionalei G| in concordantd cu relatia de
descompunere 4.34 este ilustrati in figura 4.5.

Reprezentarea functionalei G, [k,;x(t)] , cu ajutorul setului de functionale

ortogonale este data de relatia 4.42 i ilustrata intr-un caz particular de figura 4.8.

In concluzie putem afirma ca procedura de descompunere prezentata poate
sta la baza analizei i sintezei oricarei functionale G.

Modelul obtinut dupa procedeul anterior descris, este cunoscut sub numele de
“Modelul general Wiener” si este reprezentat in figura 4.9. Trebuie remarcat ca
sectiunile A si B ale modelului sunt identice oricare ar fi sistemul neliniar care se
modeleaza. Sectiunea C este cea care diferd de la un sistem neliniar la altul intrucat
ea contine coeficientii dezvoltarii in serie Laguerre ai nucleelor. Asa dupd cum s-a
aratat in paragraful 4.3 acesti coeficienti se pot determina, pe cale experimentala,
utilizdnd ca semnal de intrare zgomotul alb gaussian [49]. Modelul care rezulta
poate fi folosit pentru a descrie comportarea sistemului indiferent de semnalul de
intrare.

In paragraful 4.4 sunt studiate conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca
modelul general Wiener pentru ca acesta si poata modela sisteme reprezentabile
prin serii Volterra. Separand, in cadrul modelului general Wiener, partea de sistem
care confine memorie, A, de celelalte doud, fard memorie, B+C, si admitand pentru
acestea o reprezentare sub forma unei functii F, de mai multe variabile, se arata ca,
daci F este analitici si admite o dezvoltare sub forma unei serii de puteri
mutidimensionala, atunci modelul general Wiener poate reprezenta sisteme Volterra.
Avand in vedere condifia impusa functiei F' de a fi analiticd, se obisnuieste sa se
numeasca sitemele reprezentabile prin serii Volterra, sisteme analitice.

In cadrul paragrafului 4.5 este prezentat modelul detaliat Wiener. S-a aratat
cd reprezentarea sistemului neliniar prin intermediul seriei de functionale-G,
ortogonale cdnd semnalul de intrare e zgomot alb gaussian, corespunde in cadrul
modelului general anterior prezentat unei dezvoltari ortogonale a functiei F.
Dezvoltarea in serie de functii ortogonale a lui F se obtine dezvoltind fiecare termen
din relatia 4.24 intr-un produs de termeni elementari. Pentru exemplificare se aleg]e

)

G, [k p;x(t)] care se descompune in termeni elementari de forma: G, [l,.(” );x(t

Ulterior acesti termeni elementari vor fi reprezentati sub forma unei serii Volterra,
conform relatiei 4.61. Analizdnd aceasta relatie se desprinde concluzia cd iesirea

87

BUPT



CAPITOLUL AL-1V-LEA

sistemului neliniar este un polinom de grad p in z(¢), a1 carui coeficieni coincid cu
cei ai polinomului Hermite de ordin p. Sinteza functionalei G, [k p;x(t) este ardtatd

in figura 4.12.
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CAPITOLUL 5. PROBLEMA APROXIMARII OPERATORILOR
NELINIARI PRIN SERII VOLTERRA

5.1. Formularea problemei

Asa dupa cum s-a aratat in capitolul al-Il-lea, un operator de tip serie Volterra
este de forma:

y0)=HLf()]=hy +ZI Jh (st )0 =7) St =7, )7, -de, (5.1)

si reprezinta o generalizare a descrierii prin convolutie a operatorilor liniar §i invarianti
in timp, extinsa asupra operatorilor neliniari §i invariani in timp.

Aproximarea operatorilor neliniari prin serii Volterra ridici douid probleme
importante:

a) Ce tipuri de operatori se pot reprezenta prin serii Volterra?.

Sandberg a ardtat cd pot fi reprezentate prin exact prin serii Volterra
neliniaritafile analitice [50].
In cazul unui sistem modelat prin urmétoarea relafie intrare-iesire:

sign x  |x|>1
y(x)={ | i (5:2)
x ;| (1

nu putem vorbi de o reprezentare exacti printr-un operator tip serie Volterra ci doar de
una aproximativa, rezultata in urma inlocuirii elementului de saturatie descris de relatia
5.2 cu o aproximare polinomiala.

Problema care se pune, deasemenea, este cea referitoare la domeniul semnalului
de intrare.

b) Ce conditii trebuie sd indeplineascd operatorii aproximabili prin serii

Volterra?

Ideea aproximarii operatorilor neliniari prin serii Volterra a fost discutata pentru
prima oard de Volterra care a sesizat analogia dintre polinoamele ordinare $1 seria
Volterra finitd s1 deci pos1b111tatea aplicarii teoremei Weierstrass in aproximarea
operatorilor neliniani prin serii Volterra..

Problema a fost reluati de catre Norbert Wiener in anii ‘40-°50 [23] si de atunci
ea continua si trezeasca interesul a numerosi cercetatori.

O abordare a celor doud probleme poate fi gasitd in cartea lui Rugh [51].
Rezultatul la care ajunge Rugh in problema aproximarii operatorilor neliniari prin serii
Volterra este continut de urmétoarea teorema:
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Teoremi Fie K o submultime compacta a spatiului L [O,T] si H:K->C [O,T], un
operator neliniar continuu, cauzal §i invariant in timp. Fie £ )0 . Existd un operator

H, de tip serie Volterra care se bucurd de proprietatea cid pentru orice
functie f(t)e L2[0,7] si0<¢< T, avem:

HLF0)]- HLA )]

Teorema formulatd de Rugh are urmatoarele restrictii:

-K trebuie sa fie o submultime compacta

-aproximarea are loc numai pe intervale de timp finite

-semnalele de intrare sunt diferite de zero pe un interval finit de timp.

Ultimele doui conditii sunt impuse de aplicarea teoremei Stone-Weierstrass.

Principalul dezavantaj al teoremei lui Rugh il constituie compactizarea spatiului
de intrare.

Problema aproximarii operatorilor nelimari a fost reluata de L.Chua [52] care a
adiugat conditiet de continuitate a operatorului neliniar cea de memorie descrescatoare
("fading memory" ), ceea ce a permis extinderea domeniului semnalului de intrare la
intervalul [0, ). In felul acesta Chua a creat conditiile necesare aplicarii corolarului
teoremei Stone-Weierstrass, referitor la aproximarea unei functionale, in cazul
operatorilor neliniari.

<¢ (5.3)

S.2. Notatii si defini tii

Se noteaza C(K), mulfimea functillor marginite si Lipschitz continue definite pe
submultimea compactid K — R":

Cu(K)=Y1f K >R ; KR V£, |£()],, (M} (5.4)

Continuitatea functiiilor f in sens Lipschitz presupune ci ele satisfac relatia [53] :
)= fO) < Lix =, (5.5)

unde x §1 y sunt doud puncte din K.
Se noteaza operatorul de intarziere cu:

U lf@))=rfe-r) (5.6)

Un operator H :C,, — C(R) este invariant in timp (IT), daca :

Hlu [rell=v. [Hr @]l (5.7)

Fiecarui operator / 1i vom asocia functionala &, : C,, — R definiti astfel:
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&Y= (6, H[f()]) (5.8)

unde prin § s-a notat distribufia Dirac.
Operatorul H poate fi reconstituit pornind de la functionala &, asociata astfel:

H[f()]=& U, [r@]} (5.9)

Punctul de plecare al teoremei enuntate de Chua 1l constituie teorema Stone-
Weierstrass [49]:

Teoremad : Orice funcfionald continud, definitd pe un compact E, inzestrat cu
norma || , poate fi aproximata oricat de bine de o algebra de functionale continue pe £,

care in plus au proprietatea de a separa puncte in E .

Proprietatea de a separa puncte in E implica ca oricare ar fi # si v doud elemente
din E cu proprietatea: u(t)# v(¢), rezultd ci existi o functionali &, apartinand algebrei
de functionale astfel incat : £{u(e)}= £{v()} .

In aplicarea teoremei Stone-Weierstrass, Chua i Boyd au plecat de la
compactizarea spatiului C,, (- ,0]. Acest lucru s-a realizat prin introducerea normei
uniform ponderate conform relatiei 5.10 :

|£ ()], =]/ ()wle)] = sup| f(e)wlt)] (5.10)
unde:
w(t): R_ — (0,1]
lim w(r)=0 (.11)

A

Functia w(f) se numeste functie de ponderare In continuare se noteaza:
Cyl(=o,0]=E.

Pe spatiul {£, | } se defineste familia de functionale:

¢={¢k FoRE {f(t)}=Tgk(t)f(—t)dt;f(t)eE} 612

unde gi(¢) apartine sistemului complet de functii {gi, ke N} pe L}[0,:0) si indeplineste

condifia;
EAQl dt <M

w(-1) ;

Funcfionalele &y se bucura de urmatoarele proprietati:

MeR, (5.13)

QO =y 8
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o

Demonstratie [54]: fie f{t) s1 h(f) doud functit din £. Demonstram ca V £) 0, se
poate determina &, , astfel incét, daca:

(1) Sunt continue pe { ,

£ () hle)wle)< 8, (5.14)
atunci:

& (O} - &R0 (& (5.15)
Avem:
Ié:k{f(t)}—gk{h(t)}'Sglgk(t) —1)-h(~ ]dt,
_ ?fg(’” \f(—t)—h(—t)‘w(—t)dt )
sup{/ (1) T dt M) (),

0

Conditia din enunt referitoare la gu(¢) atrage dupd sine proprietatea nucleelor
Volterra de a avea memorie descrescatoare dupa cum se va vedea in cele ce urmeaza.

(11) Separa puncte in E.

Demonstratie [54]: fie ff) si h() doud funcfii din £ si ff) = h().
Notam: f(~¢)- h(=t)=ul(t)

Sk {“(t)}=<u(t)agk(t)> (5.16)

Intrucat {g?) ,keN} este un sistem complet pe L2[0, ), iar u(f) nu este functia identic
nula, rezultd ca cel putin pentru un g, vom avea: <u(t) > & (t)) # 0 ceea ce implica :

E ()= & ()} (5.17)

deci & separd puncte in E.
Folosind un corolar al teoremei lui Stone-Weierstrass se poate demonstra ca
pentru orice funcfionala ¢, continud pe £ i Ve ) 0, exista un polinom de grad N, astfel

incat:
U @)= P @} &n U] <& (5.18)

Explicitand polinomul P se obtine:
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PEetn)=a0+Y X ar , EATOF-&, (1)) =

n=1 i,...[, <N

= h, +§I---Ihn(rl,...,rn)f(— r,)- f(=7, Mz, ...dz,

(5.19)

K
hn(T]V”’Tn)éZ . Z gil...i gil (Tl)”.gi" (Tn) (520)

.....

Functiile g; sunt numite nucleele functionalelor &.
Asa cum s-a mentionat anterior, g, < L' [O, ») ceea ce conduce la concluzia ca:

h el [O, o) si constituie nucleele unui operator Volterra pe care-l1 vom nota H .

Vom ardta in final ¢cd H reprezintd operatorul atasat seriei Volterra ce
aproximeaza operatorul neliniar . Folosind formula de reconstructie indicati de relatia
5.9 se obtine:

l§0 {H—t [f(T)]}— P(f] {H—t [f(T)]}>§N {H_, [f(T)]}X = ‘H[f(t)] - I:I[f(t)” <€

(5.21)
Intrucat relatia e adevirata oricare ar fi ¢e[0,0), rezulta ci oricare ar fi

f(t)e E, avem:
O A0

Schema bloc a sistemulw descris de operatorul A [ ] este aritata in figura 5.1.

<e (5.22)

g1
f(1) n
g2 > H[s(@)]
P(e) >
gN

Figura 5.1 Structura unui sistem caracterizat de operatorul serie
Volterra

Chua 1 Boyd au enuntat teorema care permite aproximarea oricirui operator
neliniar, invariant in timp, cu memorie descrescitoare printr-un sistem dinamic, finit
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dimensional §i un sistem neliniar fard memorie [52].

Teoremd: Fie € ) Osi {E AL } . Presupunem cd H este un operator invariant in timp, cu

memone descrescatoare, defimit pe £. Exista un operator H , de tip serie Volterra, astfel
incat oricare ar fi f(t)e E, avem:

[l O]- AL <6 (5.23)

unde H este operatorul atasat sistemului dinamic:
X=Ax+bf

(5.24)
y = Px)
unde A este o matrice de dimensiune NxN si P este un polinom: P: RY —> R.
Teorema enuntata de Chua g1 Boyd afirma c3, un sistem de forma celui descris de
relatia 5.24 si a carui schema este indicata in figura 5.2, poate fi utilizat ca macromodel
pentru un sistem nelinar atita timp cat acesta are memorie descrescitoare.

Ideea de a aproxima
/) A[ ol Opziatolri nel(jjrlliari cuﬁsistemezde

a1 P(- H|f()] tipul celw indicat in figura 5.2 a
(of =A% 0 [ fost introdusa de citre Wiener
care a utiizat  pentru
implementarea sistemului liniar
dinamic, un set de filtre
Laguerre.

Figura 5.2 Sistem aproximant constand dintr-un sistem liniar
dinamic si un sistem neliniar faira memorie

v

v

In acest caz sistemul liniar, dinamic, ia forma particulard indicati in relatia [52]:

(sf - Ay =2 | 1128 e (5.25)
s+1(1+s)  (+s) '

Lee a implementat sistemul sub forma filtrului lattice din figura 5.3.
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V2£(0)

Figura 5.3 Structura filtrului lattice Wiener Lee

5.3 Aproximarea sistemelor neliniare discrete

Se vor prezenta in cele ce urmeaza rezultate similare pentru sistemele discrete.
Subspatiul Cy0,%0) este inlocuit de /*, spatiul secventelor marginite, definite pe
Z. cuvalon In R, inzestrat cu norma:

|/Tn]] 2 sup | £In]| (5.26)

Definirea cauzalitafii, invariantei in timp §i a memoriei descrescitoare pentru
sistemele discrete implicd modificin doar in ceea ce privesc notatiile.

Un operator invariant in timp, N :/® —[® are memorie descrescatoare pe un
compact Ke/” daca exista o secventa w[n]: Z, —(0,1] cu proprietatea: lim w[n]=0,
n—w

astfel incat onicare ar fi [n] € K s1 £)0existd § )0 astfel incat oricare ar fi v[n] € K
avem:

sup | f[n]- hln]|wl-n]<s — [N[F(0)]- NO))< e (5.27)

n<0

Un operator serie Volterra finit discret N :/* — [* este de forma:

Hmn]]=ho+§--- Shliseni il fl-i] (528

B eeni, 20
unde: h, el (Z f ), adica se bucura de proprietatea:

> (B, )| o0 (5.29)

iy e, 20

Teorema de aproximare a unui operator neliniar discret. Fie £)0 si K
multimea functiilor marginite definite pe [
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k 2{flnler”| I/ ln]| <M.} (5.30)

Fie H un operator invariant in timp: H :/® — [ cu memorie descrescatoare pe
K. Existd o serie Volterra finitd astfel incét, oricare ar fi f[n] € K avem indeplinita
relaia:

HsIn]- Alflnll| < & (5.31)

Ca s1 In cazul continuu, sistemul aproximant H se poate realiza ca un sistem
liniar cu memorie §t un sistem neliniar fird memorie. Pentru sistemul liniar dinamic se
poate alege o forma particulard extrem de simpld dupa cum se indica in figura 5.4. In
acest caz sistemul liniar poate avea forma particulard indicata de relafia:

Hf(z)=[1 R i (5.32)

In relatia 5.32 prin Hp(z) s-a notat
v  functia de transfer a sistemului
liniarr Dupd cum se poate

P(-) observa, H este in acest caz un
mediator alunecator neliniar.

Ny

—

Figura 5.4 Schema bloc a operatorului mediator
alunecator neliniar

Teorema aproximadrii cu ajutorul mediatorului alunecdtor neliniar. Fie ¢ ) 0
si K multimea secventelor mérginite; {K, |

operator invariant in timp, H :/® — /™ cu memorie descrescatoare pe K.
Existd un polinom P:R"™ — R astfel incit oricare arfi f[n]e K avem:

| HlfDll- Alfln]]| < e (533)

}, definite pe /*. Presupunem ca /{ este un

unde H este operatorul neliniar alunecator descris de relatia:

A[f[n]l2 P(fln] fln-1]..., fln - M +1) (5.34)

Demonstratia teoremei apartine lui Chua i Boyd si se gaseste in [52].
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CONCLUZII In cadrul capitolului este prezentati o fundamentare din
punct de vedere matematic a aproximarii operatorilor neliniari prin serii Volterra.
Teoremele formulate de Chua §1 Boyd stabilesc condifii clare in ceea ce priveste
aproximarea operatorilor neliman prin serii Volterra. Nici una din lucrarile lui Volterra
nu a abordat problemele de aproximare in maniera prezentata de Chua si Boyd.

Punctul de plecare il constituie teorema lui Rugh care stabileste conditiile in care
un operator neliniar, continuu, cauzal §i invariant in timp poate fi aproximat de un
operator serie Volterra pe o submultime compacti K.

La baza teoremelor de aproximare a stat posibilitatea extinderii corolarului
Teoreme1 Stone-Weierstrass referitor la aproximarea functionalelor definite pe C(R.)
asupra operatorilor invarianti in timp definiti pe un compact K prin introducerea notiunii
de memorie descrescatoare (fading memory) a operatorului.

Chua si Boyd au enuntat teorema care permite aproximarea oricarui operator
neliniar, invariant in timp, cu memorie descrescitoare printr-un sistem dinamic, finit
dimensional §i un sistem neliniar fard memorie. Schema sistemului aproximant descris
de relatia 5.24 este aratata in figura 5.2.

Ideea aproximarii operatorilor neliniari cu sisteme de tipul celu indicat in figura
5.2 a fost introdusa de catre Wiener care a utilizat pentru implementarea sistemului
liniar dinamic un set de filtre Laguerre [23].

Lee a implementat sistemul sub forma filtrului lattice din figura 5.3.

In cadrul paragrafului 5.3 sunt prezentate doua teoreme importante referitoare la
aproximarea sistemelor nelimare discrete . Este vorba de teorema de aproximare a unui
operator neliniar discret §1 de teorema aproximarii cu ajutorul mediatorului alunecator
neliniar.

Voi incheia cu unele remarci in ceea ce priveste aplicarea in practici a
materialului prezentat aici. Desi aproximarile sunt suficient de puternice pentru a fi utile
in aplicatii ca macromodelarea sistemelor complicate sau in identificarea sistemelor
neliniare, nu se cunosc la ora actuald metode prin care aproximarea poate fi facutd
numai prin masuratori asupra intrarii si iegirii sistemului.
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CAPITOLUL 6. METODE DE DETERMINARE A NUCLEELOR
ASOCIATE UNUI SISTEM NELINIAR IN DOMENIUL FRECVENTA

6.1. Generalitati

In cadrul capitolelor III si IV s-au prezentat citeva metode de determinare ale
nucleelor Volterra si Wiener in domeniul timp. Asa dupd cum s-a prezentat,
presupunerea referitoare la statisticile gaussiene ale semnalului de intrare au adus
simplificdri importante in aparatul matematic. Totusi, in numeroase cazuri practice,
excitatia de intrare In sistemul neliniar nu poate fi controlatd direct de catre cel ce
face identificarea. Ca atare datele de intrare trebuiesc utilizate asa cum exista.

In astfel de situatii se poate apela la metodele de determinare ale
transformatelor nucleelor in domeniul frecventa.

Capitolul de fata 151 propune prezentarea unor metode de determinare a
functiilor de raspuns in frecventi ale nucleelor de diferite ordine.

S-a ardtat deasemenea cd pentru un semnal de intrare avand statistici
gaussiene si medie nuld expresiile functilor de transfer liniard §i patratica sunt
functie de momentele spectrale pana la ordinul al-IV-lea care pot fi obtinute pe baza
secventelor de date de intrare i de iesire [55].

Cand, ins3, se aplica sistemului neliniar o excitatie aleatoare ale carei
statistici nu se cunosc este dificil de a gasi expresiile functiilor de transfer.

Ritz s1 Powers [56] au aradtat cd atunci cind intrarea € usor negaussiand,
functiile de transfer ale unui sistem patratic pot fi estimate in domeniul frecventei
discrete prin metode iterative.

In cele ce urmeaza se prezinti o tehnicd numerica de determinare a functiilor
de transfer care se dovedeste a fi mai exacta decét tehnicile iterative. Ea conduce la
ecuatit scrise sub formd matriciald ale caror solufii nu prezintd probleme de
convergentd. Metoda se bazeazd pe calculul functiei de transfer pentru fiecare
frecventa si prezintd comparativ cu metoda iterativa ce calculeazi intregul raspuns
in frecventa un volum de calcul mai redus.

Prezentarea metodei se va face in cazul modelarii unui sistem de ordinul al-ll-
lea, in domeniul frecventd, prin conectarea in paralel a unui sistem liniar §i a unui
sistem pdtratic. Determinarea functiilor de transfer liniara gi pitraticd se bazeaza pe
secventele de date de la intrarea si iesirea sistemului.

6.2. Estimarea numerica a functiilor de transfer

Sistemul model studiat este descris in domeniul frecventa de relatia:

M

M
Y(£)=H(H)X)+ S 3 =5 )x()x(r) 6
i=—(M ;})jzm j=—(M-1)
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unde:
-X(f,)) si Y(f,) reprezinta Transformatele Fourier Discrete (TFD) ele

semnalelor de intrare respectiv de iesire ale sistemului modelat de seria Volterra de
ordinul al-II-lea.
- far = fnpp $i reprezintd frecventa Nyquist asociata egantiondrii in domeniul

timp a semnalelor.
-H/(f,) si H 2( fisf; ), reprezintd functille de transfer limard §1 patratica

n
calculate pentru un set de frecvente: { Jn=—

N

Fara a pierde din generalitate, funcfia H 2(f,., f j) se poate scrie sub forma
simetrica: Hz(ﬂ,fj): Hz(f~aﬂ)-

Functille de transfer linard §i patraticdi se pot exprima cu ajutorul

caracteristicilor secventelor de date de intrare i iesire rezolvand setul de ecuatii

obtinut prin multiplexarea relatiei 6.1 cu X "(f,, ) respectiv cu X (£, )X"(f,) si

aplicind medierea statisticd in fiecare membru. Pentru simplificare se vor folosi
notatiile: X(m) inloc de X(f,,) si Y(m) inloc de Y(f,, ) etc.

n =—ﬂ+1,...,—2,—1,0,1,2,...,E :
2 2

E[x* () (m))= H, (m)E|x () ]+ > 36 JEl ()] 62

i+j=m

E[x" ()" (0 (m)]= H, (m)E[x " (0)" (1) ()]
+ 3 3 H, (6 E (X XX G) 63)

i+j=m

Trebuie remarcat faptul cd membrul drept al relatiei 6.3 se anuleazd pentru
k +1+#i+ j=m datonti proprietatilor momentelor spectrale de ordin superior [40]
si astfel relafia are loc numai pentru: k +/ =i+ j=m .

Céand semnalul de intrare este gaussian, de medie nuli, termenii ce contin

momente de ordinul al-IIl-lea, din relatiile 6.2 i 6.3 se anuleazi. Rezulta ca in acest
caz H;(m) s1 Hy(i,j) se pot determina separat [14]:

- () E[x* (m)r (m)] 64
[ |x(n)?]
Hz(i,j)=E[X‘(i)X‘(j)Y(i”)] i+ j%0 (6.5)
26| x (0 [l )]
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In cazul general ecuatiile 6.2 si 6.3 trebuiesc rezolvate simultan, gasirea solutiei
fiind extrem de dificila.

In continuare se prezintd o metodd de rezolvare a ecuatiilor 6.2 si 6.3 ce
poate fi implementati numeric. Pentru un proces real: Y(m)=Y"(—m), de aceea e
suficient si consideram Y(m) in relatia 6.1 doar pentru frecvente pozitive.
Dezvoltand relatia 6.1 pentru m > 0 obfinem:

Y(m)= Hy(m)X (m)

+Hy(m M, M)X(m ~M)X(M )+ + Hz(—vl, m+1)X (= 1)X (m +1)+ H,(0, m)X (0)X (m)

+ Hy(l,m = 1)X ()X (m — 1)+ + Hy(m - 1,1);)(m -1)x 1)+

+ Hy(m,0)X (m)X (0)+ Hy (m j—)l ~1DX (m + l)X(— D)+ + Hy(M,m~M)X(M)X(m - M)
c)

(6.6)
In ecuatia 6.6 termenii continuti de a) si c) reprezinti componente rezultate ca
urmare a interactiunii intre componente de diferite frecvente ale semnalului de
intrare care conduc la diferente de frecvente. Termenii marcati prin b) au rezultat ca
urmare a sumei intre componentele de diferite frecvente.

In continuare se va arita ca simetria functiei H(ij) ne permite si scriem
ecuatia 6.6 astfel incat termenii din partea patratici si fie redusi la jumatate.
Reducerea termenilor partii patratice este importanta intrucit este direct legatd de
dimensiunea matricei ce trebuie inversati, dupa cum se va vedea in continuare.

Exista (m —1) termeni rezultati ca sume de frecvente, marcati prin b), in
relatia 6.6.

Dacd m este impar, termenii in 6.6 se pot reduce la jumatate intrucit partea
patratica din relatia 6.6 nu contine termeni avand argumentele 1 i j egale.

Exemplu: pentru m =5, in H,(i,j) apar urmatorii termeni de tip b):

H,(L4)xW)x(4)+ H,(23)X(2)x(3)+ H,(3,2)X(3)x (2)+ H,(4,1)Xx(4)x (1)

Pentru m impar termenii marcati prin b) in 6.6 sunt conform exemplului de
mai jos.
Exemplu: pentru m=6

H,(15)X ()X (5)+ H,(2,4)X (2)X (4) + H,(3,3)X (3)X(3)

+H,(42)x(4)x(2)+ H,(51)x(5)x(1)

: m m
Din exemplele prezentate se observa cd, daca m este par, termenul #, (5 ——) nu

)
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poate fi incorporat pentru a reduce termenii. Rezultd cid putem exprima Y(m) in
functie de valorile pare, respectiv impare ale lui m astfel:
-pentru m impar avem relatia:

Y(r'n):Hl(m)X(m)+2{H2(m;1,m_le(m+1jx(m2_1j+...

2 2
+ Ho (m—-1,1)X(m—1)X(1)+ H (m,0)X (m)X(0)+---+ H, (M, m ~M)X(M)X (m - M)

(6.7)
-pentru m par avem relatia:
¥(m) = H,(m)X(m)+ H, (%%jxgjxgj +'2{H2 (-';’- + 1,% - 1)1{-’;’— + IJX(% - 1) e
+ Hy(m —11)X (m - 1)X(1) + H, (m,0) X (m)X (0) + -+ + Hy(M,m — M)X(M)X (m - M)
(6.8)

Trebuie remarcat faptul ca in relatiile 6.7 si 6.8 iegirea sistemului e exprimati numai
ca termeni suma §i diferenta de frecventd. Domeniul pentru termenii sum3 este:

S={fi./,):0<f, < fis fi4 Sy <)

Domeniul termenilor diferenta este:

D={f,.1,)i- £, <f, <0,0<f, < fur}

i)

Domeniile D si S sunt ilustrate in
figura 6.1 In definirea domeniilor s-a
tinut cont de condifiile impuse de
fum teorema  esantiondrii  1n  cazul
sistemelor neliniare [57], [58].

' ’ Utilizdnd notatia vectoriald, relatiile
6.7 s1 6.8 se pot scrie sub forma:

v» \
v

Y(m)=H X =X"H

unde () reprezinta transpusa matricei,

. T . T .
) 1 n :
Figura 6.1 Planul frecventelor f; , f] ar pentru H* 1 X* avem relaplle
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(—H] (m) 2H2(m7+1 ,m_z—_lj -2H,(m,0)-- 2H,(M,m-M )} pt.mimpar
H =4-
LH1 (m) Hz(%gj 2H2(§ 4 1,% - 1} - 2H,(m,0)-- - 2H, (M, m —M)} pt.m par
(6.9)
rX (m) X (m2+ IJX(mz— 1]- X (m)X (0)---X (M) X(m—M )} pt.mimpar
XT =< \
() X(ﬂ])’(ﬂj x(—"f R 1}\'(1". _ 1} - X(m)X(O) - X ()Xo —M)} ptm par
L \ 2 2 2 2 '
(6.10)

Rezolvarea simultana a ecuatiilor 6.2 si 6.3 este echivalentd cu rezolvarea ecuatiilor
matriciale obtinute prin inmultirea relatiei 6.6 cu X *(m) respectiv cu X * (k)X " (1),
unde: k+/=m.

Prin mediere statistica se obtine:

E[x"y(m)=E[x x| 6.11)
Relatia 6.11 este liniara in raport cu H, deci rezulta:
H={El x7 |V E[x v (m)] (6.12)

daca: £ [X "X T] nu e singulara.

Solutia datd de 6.12 poate fi consideratd rezultatul unei regresii liniare
multivariabila [59] si astfel, functiile de transfer, obtinute in aceastd manierd, sunt
optime in sensul erorii medii patratice cand nu exista zgomot aditiv la iesire.

Trebuie remarcat cd E [X "X T] este o matrice hermiticd constand din diverse
momente spectrale ale intrarii. Cu excepfia primului element, elementele
E [X X)X+ )] din prima coloani (si complex conjugatele lor din primul
rand) ale acestei matrici reprezintd cumulanti de ordinul al-IIl-lea, ai transformarii
TFD a semnalului de intrare, cunoscufi sub denumirea de bispectru, in timp ce

primul' element E [lX (m)iz] este spectrul de putere al intrarii. Restul elementelor

sunt momente spectrale de ordinul al-IV-lea ale intrarii.
Pentru a gési valorile functiilor de transfer trebuie si calculim 6.12 pentru
fiecare m, unde m =0,1,...,M si de fiecare dati vom gasi H,(f, ) si Hz(f,.,fj) la
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o combinatie de frecvente de-a lungul liniei f; + f; = f,,, in interiorul regiunilor S
st D.
Dimensiunea matriceir £ [X ‘X T] ce trebuie inversatd depinde de numarul de

termeni aflati in membrul drept in 6.7 respectiv in 6.8 si de numarul de date (N=2M)
pentru calculul TFD, precum §1 de m. De exemplu, dimensiunea ei este:

g
M +2- ’—;—) X (M +2- %j daca m este par SI:
\

(
M+2—m;1) x(M+2—m2+1j dacai m este impar. Se observa ci
\

dimensiunea matricei scade cu cresterea lui m. Cea mai mare dimensiune este
: . M M

(M +2)x(M +2), cind m=0 si cea mai mica este: (—2—+2jx(?+ 2), cand

m=M-1saum=M.

Se poate arata ca daca intrarea e un semnal gaussian de medie nuld, se pot
deduce din 6.12 aceleasi expresii pentru functiile de transfer liniara si1 patratica ca si

cele date de 6.4 §1 6.5. Se exprimd E(X "X T) , de exemplu pentru m par, sub
forma:

il deli] i) b
o] | A i %-ﬂ
E{X'(z“}‘f(z‘}“"ﬂ Eﬂ*@ g '5‘1} |
it st "~ Aot ad?]

(6.13)

Cu exceptia primului element, prima coloana si prima linie a matricei se anuleza. Se
poate ardta ca si celelalte elemente, cu excepfia celor de pe diagonala principala, se
anuleaza pentru semnal de intrare gaussian, datoritd urmatoarei proprietati [59] :

. y2 .
‘ E[X‘(I)X*(m—l)X(_])X(m—])]: {E[‘X(I)X(m—lx ], .l—j] (614)
, i # ]
Matricea din relatia 6.13 devine o matrice diagonali si in acest caz avem:
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o [er] o o
Hz(%%) | o E!|X(%)} 0 )
aman] | R |
ELx* (m) (m)
x E{X*(ﬂ%*(ﬂy(m)} (6.15)
_E[X*(M)X*km - M)Y(m)]_
s1 functiile de transfer sunt date de :
H,(m)= E[X )] (6.16)

E[|X mx ]
‘(@) Elx G

(ELxe()x

X ()ri)]

£ 16y

}{Z(i’j)z<

25 ]E[|X gl

Elx ()x ()G + )] ElxG)x

i=j#0
(6.17)

NG+ )]

|| Gy X G

JAFEL]

2E{x ]E[IX(J |

In concluzie, solutiile date de relatia 6.12 reprezintd functiile de transfer liniard si
patraticd pentru un sistem al cdrui semnal de intrare are densitatea de probabilitate
arbitrara si include cazul cand aceasta e gaussiana de medie nula.

6.3. Relatia intrare-iesire din

punct de vedere al puterii

Pentru un sistem neliniar modelat conform relatiei 6.1, puterea la iesire, la
frecventa f,, poate fi exprimata conform relatiei[55]:

E[\Ym 2]=|H (m) 2E[|Xm 2]+2Re{H (m

+ZZH (z m— z)H2 j,m— jE[X

”1
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Daca intrarea e un semnal gaussian de medie nuld, contributia raspunsului partii
liniare si a celei patratice pot fi separate din raspunsul global al sistemului intrucit
termenii liniari §i patratici din 6.1sunt mutual ortogonali. In plus avem:

E[x* (i)x* (m - i)x(m)]=0 (6.19)

si proprietatea data de 6.14.
Suthituind 6.4, 6.5, 6.14 51 6.19 in 6.18 §1 Imparfind ambii membrii prin

E[]Y(m)(2 , obtinem:
lzyix(m)+%zi:yi(—i,—m+i), m#0 (6.20)
unde: ’
2 ()L (:zmm)]\ 2 .
| [y el
Sl
ElX (X" (= ()] .

(= imm i) =
' A6y oy ony’]

Primul termen in membrul drept al relafiei 6.20, numit si coerenta liniara reprezinta
partea din puterea de iegire datorata sistemului liniar. Suma din membrul drept al
relatiel 6.20, numitd bicoerentd, reprezinta partea din puterea de iesire la frecventa
f,» datoratd interactiunii componentelor de frecvente f; si f, — f;, prezente in
semnalul de intrare.

In concluzie, putem afirma cd, in cazul semnalului de intrare gaussian,
componentele in puterea de la iesire datorate raspunsurilor liniar si patratic sunt
reprezentate de coerenta liniard y (m) si respectiv bicoerenta Y yx (- i,—m+i).

Ambii termeni din membrul drept al relatiei 6.20 sunt cupringi intre 0 si 1, suma lor
fiind egald cu 1.

In cazul unui semnal de intrare avand statistici oarecare, relatiile 6.14 $1 6.19
nu pot fi aplicate §i in consecinta avem:

1=¢,(m)+ &, (m)+ £, (m) (6.23)
unde :
H, (m)| E[| X (m)?]

|
& (m)=
[ (m?]

(6.24)
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) Re{Hl OWHEE D[ ()" (m - l-)x(m)]}
[ (m)?]

&1y (m)= (6.25)

EUZ H,(i,m-i)X ()X (m - z‘ﬂ
B[’

In relatia 6.23 &,(m) reprezinta partea din puterea de la iesire asociata functiei de
transfer liniara, iar &, (m) reprezintd partea din puterea de iesire asociatd functiei de

£, (m)= (6.26)

transfer patratice. &, (m) reprezintd acea parte din puterea de iesire datoratd atat

partii liniare, Hi(m), cat si celei patrarice, Hy(i,j). Aparitia e1 se datoreaza faptului ca
modelul descris de relatia 6.1 nu reprezintd un model ortogonal pentru intran
negaussiene.

& (m) si &, (m) au numai valori pozitive, dar Sl (m) poate lua valori

negative.

Pitratul functiei de coerenta liniard in cazul unui semnal de intrare oarecare se
poate deduce pornind de la relafia 6.21 explicitind membrul drept al relatiei.
Se obtine:

W 2Re{H1 (%36 m - DB (" - i)X(m)]}

¥ e(m)=

|y (m)?] Brmy]

2

% H (m = E[X () ()X (m ~ )
By Jelr oy’

% H(im = )E[X (m)X () 1)
E|x () ol (]

+

2

=¢; (m)+ §1q(m)+

(6.27)
Dupa cum se poate observa din relatia 6.27, coerenta liniard confine in acest caz
termeni apartinand functiei de transfer patratice. De aceea in cazul aplicarii unui
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semnal de intrare oarecare sistemului de ordinul al-ll-lea, functia de coerentd nu
indica acea parte a puterii la iegire datoratd componentei liniare a modelului. In mod
asemanator se poate demonstra cd funcfia de bicoerentd contine termeni datorati
componentei liniare a modelului. Deasemenea, in acest caz, pétratul functiei de
bicorenta nu e cuprins intre 0 gi 1.

Se poate aprecia calitatea unui model pe baza coerentei sistemului definita ca
raport intre puterea datd de 6.18 si cea calculatd pe baza datelor obtinute la iesirea
sistemului real. Cu cat valoarea acestei functii este mai aproape de unitate cu atit
modelul este mai bun.

6.4. Modelul Volterra ortogonalizat in domeniul frecventa

Kim s1 Powers [60] au dezvoltat ‘un algoritm pentru estimarea functiilor de
transfer ale unui sistem Volterra, fard a presupune semnalul de intrare de tip
gaussian. Modelul rezultat ofera o bund aproximare a spectrului de putere al
raspunsului sistemului. Dupd cum s-a vazut, lipsa ortogonalitifii modelului face
dificila descompunerea spectrului de putere al raspunsului global al sistemului, pe
baza unei semnificatii fizice atagate fiecdrui termen. Acest lucru se datoreste
termenilor de interferentd corespunzitori produselor intre componentele de diferite
ordine ale modelului. Acesti termeni pot conduce la o functie de coerentd negativa
sau de valoare mai mare ca unitatea. Situatia devine i mai complicatd in cazul
sistemelor Volterra de ordin superior.

In cele ce urmeazi se va prezenta o metodd care conduce la un model
Volterra ortogonal in domeniul frecventd pentru intrari negaussiene §i care elimina
din functia de coerenta termenii de interferenta asociafi modelelor neortogonale.

Metoda se bazeaza pe aplicarea rezultatelor obtinute de Dodds si Robson
[61] s1 Bendat [62] in identificarea sistemelor liniare cu intrar si iesiri multiple in
cazul sistemelor Volterra de ordin superior.

Seria Volterra se poate reprezenta in spatiul vectorial multidimensional sub
forma unui vector ale carui elemente sunt constituite din produse multiple intre
esantioanele partial corelate ale semnalului de intrare.

Modelul Volterra ortogonalizat in domeniul frecventa se bazeazi pe
transformarea aplicatd vectorului de intrare de ordin superior, cu elemente corelate.
Rezultatul transformarii il constituie un vector de intrare avind elementele
ortogonale. Ca urmare a acestei transformiri vor rezulta expresii noi pentru
transformatele nucleelor in domeniul frecventa.

6.4.1. Vector de intrare pentru sistemul Volterra ortogonalizat

Se admite urméatoarea reprezentare in domeniul frecventd pentru un sistem
Volterra de ordin superior:
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Y(m)=H (m)X(m)+ ¥ H, (L ) X@OX()+ 3 Hy 6 ()X ()X (k) +

- _Eg,.(il,...,i,)x_(il)..-X(i,)+N(m)= H(n)X(m) + N(m)

(6.28)

unde X(m) si N(m) reprezinta Transformatele Fourier Discrete ale semnalului de
intrare §i respectiv a zgomotului (semnalului de eroare), n(¢).
Se noteaza prin H(m), respectiv prin X{(m) vectorii :

H(m)=[H,,H,,...H,]

6.29
XT(m)=[x,,X,,....,X,] (6:29)
Elementele vectorului H(m) sunt transformatele nucleelor de ordinul /, 2, ..., r : H,
H,, ...H,, pe care le vom numi in continuare functii de transfer de ordinul /, 2,...,7.

Vectorii coloand X;, X,, ..., X, contin produse de diferite ordine ale Transformatei
Fourier Discrete a intrarii. De exemplu:

Hl(m)=[H1(m)]

(6.30)
X/ (m)= [Xl (m)]
unde:0<m < M si M reprezinti frecventa Nyquist.
Hy(m)=[-#3(0.5)- ]
N (6.31)
X, (m)=| X(1)X (/)

+1 : . . o
unde: [m } <i=m- j<M si [I] reprezinta cel mai mare intreg mai mic decat /.

Domeniul de variatie al indicilor i §i j tindnd cont de teorema esantionarii [57] si de
simetria functiei H,(i,j) este si in acest caz S U D, dupa cum apare marcat in figura
6.1. Prin H,(i,j) s-a notat I(i, j)H,(i, j), unde I(ij) este factorul de simetrie
patratic definit de relatia:

2, daca i+
i, j)= 6.32
( J) {1, dacd i=j (6.32)
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Functia de transfer de ordinul III §1 vectorul de intrare de acelasi ordin sunt dati de
relatia:

Hy(m)=| - H} (G, k)

Nl (6.33)
X5(m)=| x(0)x (/)X (k)
L : -
unde indicii i, j 1 k apartin domeniilor definite de relatiile:
[(m+2)/3]=m, <i<M
[(m-m, +1)/2|<j<m pt fiecarei (6.34)

k=m-i—-]j

In relatia 6.34 s-a folosit notatia: H,(i, j,k)=1(, j,k)H,(i, j,k), unde I(i, j k),
reprezinta factorul de simetrie cubic definit conform relatiei:

6, dacd i#j#k
](i, j,k)= 3, daca i=j sau j=k sau i=k (6.35)
l, daca i=j=k
Fie acum vectorul de 1iesire Y, in spatiul (»+1) dimensional:
Y =[¥,,Y,,...,Y.,N] unde: ¥, = H X, siiesirea Y este suma tuturor componentelor
Y, 51N :

Y=S7 +N (6.36)

i=]

In aceste conditi se poate determina un vector iesire model Y=Y - N conform
criteriului ce minimizeaza eroarea medie patraticd, E|N |2 . Aceasta constituie o
problemd de regresie liniard si are ca solutie un vector H optim, obtinut prin
denivarea lwi E|N |2 , In raport cu H.
Acest lucru este echivalent cu gasirea unui vector model ¥ , in spatiul  dimensional,
avand drept baza vectorii nenormali X;, X5, ..., X,, de coordonate H .

Ca un exemplu, sd consideram un sistem Volterra de ordinul al-II-lea ilustrat

geometric in figura 6.2. Prin X}, X, si N, s-au notat vectorii liniar, patratic si de
eroare'in spatiul tridimensional (¥=3).
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»
L4

Z=X5, Ax~ N -st- —-—-ndiculard pe
planul compus e X;, 8 ,,un e
X, st X5 nu sunt ortogonale.

Vectorul model Y poate fi
reprezentat ca un punct al acestui
spatiu bidimensional, avand
coordonatele H; si H,, functiile de
transfer ale sistemului Volterra.

Exista totusi o anumita
ambiguitate in descrierea iesirii,
observate fie ca limara, fie ca
patraticd, in concordanti cu datele
de intrare pentru ca X; si X; nu
x,=z, sunt ortogona'e. De exemplu, X,
poate fi  descompus intr-o
componentd coliniard cu X; si alta
perpendiculari pe X;.

In concluzie putem afirma ci solutia consti in introducerea unui sistem de
coordonate ortogonal asa cum se vede din figura 6.2.

Din punct de vedere matematic modelul ortogonal poate fi construit prin
inlocuirea datelor de intrare {X ; }, i=12,...,r,prin seturi ordonate de intran

conditionate: {Z, = X, |}, i=12,...,7. Intrarile conditionate Z; se construiesc pe
baza intrarilor X;, prin inldturarea corelatiilor cu X,,..., X, , printr-un procedeu de
ortogonalizare Gram-Schmidt.

Iesirea sistemului poate fi reprezentati pe baza unei combinatii limare a
acestor vectori de intrare ortogonali.

Se prezintd in continuare modul de constructie al sistemului vectorilor
ortogonali. Fie:

Figura 6.2 llustrarea geometricd a unui sistem
Volterra de ordinul al-ll-lea

ZI=X1

(6.37)
Zz = Xz - L2IZI

L, se poate determina din conditia de ortogonalitate a vectorilor Z; s1 Z; :
<Z2 -Zl'>=0. Rezulti ca:

Ly=(X, 27 )z, 2;)" = 8,85 (6.38)

unde S,; este format din elementele de intercorelatie B(i) ale intrarii X;(m), unde:
i+ j=mjar S); reprezintd spectrul de putere al intririi. Se poate afirma cd Lj;
confine aceea parte din X, care e corelata cu X; si in consecintd Z, ca fiind egal cu
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X, din care s-a eliminat corelatia cu X;: Z, = X,,, asa dupd cum apare si in figura
6.2. |
Procedura de ortogonalizare se poate repeta adiugdnd un nou vector
ortogonal bazei coform tehnicii anterior prezentate. Pentru un sistem Volterra de
ordin r, se poate scrie vectorul de ordin j, al bazei ortogonale astfel:
J-1
Zf:Xf—.ZlLf"Z" pt. j=1...r (6.39)
cu: <Z A ;> =0 pt. i#j.Inecuatia 6.39 Lj; este dat de relatia:

L,=(x,z})(z, 'z ) =S 1S (6.40)

=9 jii-1

unde: S ;,_; este o matrice polispectrald conditionata obfinuta pe baza vectorilor de
intrare de ordin j §1 i din care au fost eliminate corelafille cu X, --- X, ;. Mai mult

chiar, in relatia 6.40 L; este o matrice identitate intrucét: <X i Z ;> = <Z i Z ;> . De

aceea se poate scrie vectorul original X; conform relatiei:
;
X, =§Ljizi (6.41)

Incluzéand toti vectorii X}, se poate scrie ecuatia transformarii de coordonate astfel:
X=L-Z (6.42)
unde vectorul de intrare bazi ortogonal este dat de:
z" =z,,2,,....Z,] (6.43)

Matricea transformari L este de forma:

I, 0 0 o 0]
Ly Ip 0

L = L31 L32 133 oo O (644)
_Lrl Ly Ly - I,

unde; 7, (= L ) este o matrice identitate si L;; este data de relatia 6.40.
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Pentru o intrare X gaussiand, L; se anuleazd cidnd i+ j este impar si
transformarea conduce la modelul Wiener in domeniul frecventa.

Trecerea de la sistemul Volterra original la cel ortogonalizat este echivalenta
cu o transformare de coordonate care inlocuieste baza aviand -elementele
neortogonale Xj, cu cea de componente Z; ortogonale. Utilizand cele doud tipuri de
coordonate X}, respectiv Z,, iesirea sistemului se poate scrie sub forma:

Y-N=K-Z=H-Z=H-L-Z (6.45)
unde vectorul X este dat de:

K=[K,,K,,....K,] (6.46)

Vectorii linie XK,,K,,...,K, reprezintd functile de transfer liniard, patratica s1 de
ordin r corespunzitoare sistemului ortogonal caracterizat de vectorii bazi
Z,,Z,,....,Z, .Pebazarelatiei 6.45 se poate obtine noul set de functit de transfer K
al sistemului ortogonalizat:

K=H-L (6.47)

De exemplu, pentru un sistem de ordinul al-ll-lea functiile de transfer
ortogonale sunt date de:

Ky=H, +H,L, +H;L;
K, = H, +H;L, (6.48)
K, = H,

Cele doua functii de transfer de ordinul al-IIl-lea sunt egale, datoritd structurii
matricii asociate transformarii de coordonate.

Expresia noilor functii de transfer depinde si de punctul de plecare in
procedura de ortogonalizare Gram-Schmidt. In cazul de fata s-a ales X, = Z, , ceea
ce conduce la o componentd liniard a modelului egald cu cea obtinutd pe calea
identificarii conventionale a sistemului liniar.

Se vor deduce in continuare spectrele de putere asociate sistemului ortogonal,
functie de cele ale sistemului Volterra clasic. Intrucit acestea corespund interactiunii
intre vecton de intrare de diferite ordine, se vor denumi in continuare multispectre.

Pornind de la relatia 6.39 scrisa sub forma:

J-1

X =X, - Z} L,X, (6.49)
se poate scrie:
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ka = Xj'k—l - ij Xk-k-l (6.50)
Inmultind ambii membrii cu X i ficAnd medieri statistice pentru j >i >k obtinem:

S jik = S Jirk-1 — L ijki-k—l =

y (6.51)
= Sj-,-,k_l - Sjk.k_lskk-k—lski-k—l

unde S

de intrare de ordin j si i din care au fost inldturate corelatiile cu X; pana la X} .

Utilizdnd ecuatia recursiva 6.51 se pot deduce expresii pentru functiile de
transfer K si H, in functie de spectrele vectorilor de intrare. Pentru aceasta se
porneste de la relatia:

jix Teprezintd matricea ce contine multispectrele corespunzatoare vectorilor

K, =(r-z;\2,2;)" =8,..5:, (6.52)

Pentru a ilustra acest lucru se va folosi din nou sistemul patratic. Pe baza
relatiilor 6.40 s1 6.51 se poate scrie:

Syz.l = Sy2 - SylsﬁlSlz

r (6.53)
Szz-l = Szz - 521511 Slz

unde: S;; - reprezinta spectrul de putere al intrari

S, - reprezinta vectorul ce contine elementele bispectrale

S,1 - reprezintd interspectrul de putere

S,2 - reprezintd vectorul ce contine elementele interbispectrale
Tinand cont de 6.48, 6.52 s1 6.53 se poate scrie:

-1

Hz =K2 = [SyZ —SyISI—IISIZ][Szz _52151_11512] (6'54)

H =K, -H,L, = [Syl - H2S21]Sl—ll (6.55)

In ecuatia 6.55 se poate observa ci suma dintre H; i termenul de corectie
H,S,,S; ce caracterizeazi interferenta intre componenta liniara si cea pitratica,
este K;. Deci K; contine intreaga contributie a partii liniare.

Céand intrarea e gaussiana, bispectrul intrarii (S,,) se anuleazi si relatiile 6.54
s1 6.55 devin:
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o[ Splm)
H, =K, =G, =8,8 =[ﬁn—)} (6.56)
e B L)
H,=K,=G,=S,5; _{ SRASREE (6.57)

unde G, si G, reprezintd functille de transfer liniard g1 pétratica ale sistemului
Wiener de ordinul al-II-lea.

Deci pentru un semnal de intrare gaussian cele trei modele: Volterra, Volterra
ortogonalizat i Wiener devin identice.

In continuare se va extinde notiunea de functie de coerenti a sistemului liniar
si in cazul sistemelor Volterra de ordin superior. Punctul de plecare il constituie
raportul intre puterea semnalului la iesirea modelului §1 puterea semnalului la iegirea

sistemului real.
<f (’"ﬁ
y(m)=J———1=S;;(m)S}, (m) (6.58)

(r(m)*)

Pentru un sistem liniar relatia 6.58 ia forma datd de relatia 6.24, sau, folosind noile
notatii:

2
S yx(m)
y,(m) i (6.59)
T S (m)S,,, (m)
Explicitdnd S; (m), se obtine:
Sy = H(XX"VH" =X S H,S,H’ =3 E +23 Re[P! | (6.60)

i=1 j=1 i{j

unde P reprezintd puterea la iesirea sistemului Volterra de ordin i: P" = H,S,H .

1 nu
Cel de-al-ll-lea termen al relatiei Re[ ,-j'-' ]=Re[H iSi;H ;] pentru i # j , reprezintd
interferenta intre vectorii de intrare de ordin i si j si poate fi negativ sau pozitiv, in

functie de fazele relative ale intrarilor ce interactioneazi. Prezenta acestor termeni

de interferenta ingreuneaza, asa dupa cum s-a aratat in paragraful 6.3, interpretarea
fizica a modelului Volterra.

Pe de alta parte, puterea la iesirea sistemului Volterra este data de:
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r

Sy = K<Z Z" >K' =2 Syi-i—lSi;]i—lSivi—l =3P (6.61)
inl

i=1 ’

unde P,.0 reprezintd puterea la iesirea modelului de ordin 1.

Intrucat puterile definite de 6.60 si 6.61 sunt egale, rezulta ca functia de
coerenta a sistemului Volterra se poate exprima:

D WHEDWIED WA (6.62)
i=1 i=1

i(Jj

CONCLUZII Capitolul de fa'gé isi propune prezentarea unor metode de
determinare ale transformatelor nucleelor in domeniul frecventa.

Prima metoda prezentatd se bazeaza pe o tehnicd numerica de determinare a
functitlor de transfer care se dovedeste a fi mai exactd decéat tehnicile iterative. Ea
conduce la ecuatii matriciale ale caror solutii nu prezintd probleme de convergenta.
Metoda se bazeaza pe calculul functiei de transfer pentru fiecare frecventa in parte,
tindnd cont de simetria acestei functii precum si de conditiile impuse de teorema
esantiondrii in cazul sistemelor neliniare. Metoda prezinta, comparativ cu metoda
iterativa [56], un volum de calcul mai redus.

Prezentarea metodei se face in cazul unui sistem de ordinul al-ll-lea.
Determinarea functiilor de transfer limard §i patratica se bazeazi pe secventele de
date de la intrarea si iesirea sistemului. Solutiile pentru cele doud functii de transfer
sunt oferite de relatia 6.12 si ele sunt optime in sensul minimizdrii erorii medii
patratice. Matricea £ [X “xT ] care intervine in calculul functillor de transfer si a
carei expresie este data de relafia 6.13 confine ca elemente spectrele de putere ale
intrarii, cumulanti de ordinul al-III-lea ai TFD ai semnalului de intrare, cunoscuti ca
bispectre precum si momente spectrale de ordinul al-1V-lea.

Solutiile date de 6.12 includ cazul in care semnalul de intrare e gaussian de
medie nuld, dupa cum se observa din relatiile 6.16 i1 6.17.

In cadrul paragrafului 6.3 este dedusa relatia intrare-iesire din punct de
vedere al puterii. In cazul unui semnal gaussian de medie nula contributia partii
liniare $i a celei patratice pot fi separate in expresia puterii semnalului la iesirea
sistemului nelimar (rel.6.20). Partea din puterea la iesire datoratd sistemului liniar,
numita patratul coerentei liniare(y ix ), are expresia datd de relatia 6.21. Contributia

in puterea de la iesire a partii neliniare, patratice este caracterizati de patratul
functiei de bicoerengé(yin ), relatia 6.22.

In cazul unui semnal de intrare avand statistici oarecare puterea normatd la
iesire este dati de relafia 6.23. In relatia 6.23 &,(m) reprezinta partea din puterea

de la iesire asociata functiei de transfer liniara, £ (m) reprezinta partea din puterea
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de iesire asociatd functiei de transfer patratice, iar g, (m), reprezinta partea din

puterea de iegire asociata atat functiei de transfer patratice cat si celei liniare.

Calculul puterii la iesirea modelului este extrem de importantd intrucit se
poate aprecia calitatea unui model pe baza coerentei sistemului definitd ca raport
intre puterea calculata pe baza modelului (rel 6.18) si cea calculatid pe baza datelor
obtinute la iegirea sistemului real. Cu cat valoarea acestei functii este mai aproape
de unitate, cu atat modelul este mai bun.

In cadrul paragrafului 6.4 este prezentat un model Volterra ortogonal in
domeniul frecventd care oferd o mai bund aproximare a spectrului de putere al
raspunsului sistemului pentru intrari negaussiene. Modelul ortogonal elimind din
functia de coerenta termenii de interferentd asociati modelelor neortogonale.

Modelul Volterra ortogonalizat in domeniul frecventa se bazeaza pe
transformarea aplicatd vectorului de intrare de ordin superior, cu elemente corelate.
Rezultatul transformarii il constituie un vector de intrare avand elementele
ortogonale. Ca urmare a acestei transformdri vor rezulta noi expresii pentru
transformatele nucleelor in domeniul frecventa.

Expresiile noilor functi de transfer, K, respectiv, K;, sunt date de relatiile
6.54, respectiv 6.55. Se poate observa ca suma dintre H; si termenul de corectie ce
caracterizeaza intreaga contributie a partii liniare este K,. Deci K, contine intreaga
contributie a parti hniare. Cind intrarea € gaussiand, functiile de transfer ale
modelului Volterra ortogonalizat devin egale cu cele ale modelului Volterra si cu
cele ale modelului Wiener (rel 6.56 sirel.6.57).

In continuare se extinde notiunea de functie de coerenti a sistemului liniar si
in cazul sistemelor Volterra de ordin superior. Functia de coerentd a sistemului
Volterra se poate exprima pe baza relatiei 6.62.
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CAPITOLUL 7. APLICATII ALE MODELELOR VOLTERRA SI WIENER
iN IDENTIFICAREA SISTEMELOR NELINIARE

7.1. Estimarea nucleelor Volterra si Wiener prin metoda Lee-Schetzen

Reprezentarea sistemelor prin intermediul serillor Volterra si Wiener se
reduce in mod esential la determinarea nucleelor Volterra respectiv Wiener ale celor
doua dezvoltari.

Precizia cu care sunt determinate nucleele va determina in final calitatea
sistemului model. Un lucru deosebit de important il constituie rapiditatea procesului
de estimare. O metoda de estimare rapidd va permite utilizatorului construirea unui
model de ordin superior ceea ce inseamnd o aproximare mai bund a sistemului
neliniar. Existd numeroase metode de estimare ale nucleelor Wiener si Volterra.
Cateva dintre acestea se vor prezenta pe scurt in cele ce urmeaza.
determinarea nucleelor Volterra se bazeaza pe seturile de functii raspuns la impuls si
a fost introdusa de Schetzen [23]. Aceastd metodd a fost prezentatd in paragraful
2.1.2 cu scopul de a da o interpretare fizici a nucleelor Volterra prin lirgirea
conceptului de raspuns la impuls al unui sistem.

Introducerea modelului Wiener a constituit, asa dupd cum s-a vazut, un
avantaj major in masurarea nucleelor intrucat a permis aplicarea tehnicilor bazate pe
intercorelatie in acest scop.

Cercetarile intreprinse de Lee si Schetzen au condus la tehnica de identificare
cunoscutd sub numele de metoda Lee-Schetzen [23, pag.271-297]. Mai multe detalii
privind aceasta tehnica se vor prezenta in paragraful 7.2. Aceasta tehnica cunoaste o
versiune ce permite determinarea nucleelor in domeniul frecventd si aceasta este
prezentata in [63].

Asa dupd cum s-a ardtat in paragraful 2.1, functionalele Volterra sunt
omogene, §i in general neortogonale. Totusi, pentru un semnal de intrare avand o
densitate de repartitie simetricd, cum este cazul zgomotul gaussian, functionalele
Volterra de ordin impar sunt ortogonale in raport cu functionalele Volterra de ordin
par. Rezultd ca in cazul unui semnal de intrare Gaussian, modelul Volterra de
ordinul al-II-lea fira componenti continui, este un model ortogonal. Intr-adevir, in
cazul modelului de ordinul al-II-lea, nucleele Volterra si Wiener sunt identice. Acest
lucru conduce la posibilitatea de a miasura direct nucleele Volterra prin
intercorelatie, in cazul unui astfel de sistem.

Principalul dezavantaj pe care-1 prezinti tehnicile bazate pe intercorelatie este
acela ca ele necesita un generator de semnal Gaussian de inalt3 calitate.

In ultimii ani, datoritd cresterii puterii de calcul, metodele adaptive de
determinare ale nucleelor au devenit deosebit de atractive. Dintre tehnicile de
filtrare adaptiva neliniara cele ce utilizeaza algoritmii LMS si RLS precum si diferite
variante ale acestora au cunoscut o larga dezvoltare [36], [64]-[67], [92] .

Asa dupd cum s-a ardtat in Capitolul al-VI-lea, unii autori au preferat
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reprezentarea modelului Volterra in domeniile frecventd ceea ce a condus la
dezvoltarea tehnicilor de estimare a nucleelor in domeniul frecventa [68]-[71].

Recent au fost dezvoltati algoritmi bazati pe tehnici ortogonale de ciutare, ce
opereaza atdt in domeniul timp [72]-[75], [95] cat s1 in domeniul frecventa [7], [82].

Se cunosc deasemenea metode ce permit estimarea nucleelor Volterra prin
utilizarea semnalelor de intrare sinusoidale [76]-[78], precum si a tehnicilor bazate
pe reprezentarea mixta timp-frecventa a nucleelor[79].

In continuare se vor prezenta detaliat tehnicile bazate pe intercorelatie
precum si cele bazate pe filtrarea adaptiva neliniara.

7.2. Determinarea nucleelor Volterra si Wiener in cazul unor sisteme neliniare

Metoda de determinare a nucleelor Wiener prin tehnica intercorelatiei,
introdusa de citre Lee si Schetzen se bazeaza pe proprietatea functionalelor G de a
fi ortogonale in cazul unui semnal de intrare zgomot alb-Gaussian. Potrivit acestei
tehnici, nucleul de ordin n, k,(z,,7,,...,7,) al functionalei Wiener K[k, ;x(t)] se
poate determina daca la intrarea sistemului neliniar necunoscut se aduce un semnal
alb gaussian avand dispersia o ? potrivit formulei:

k(01 T2 7n) = — ()= S, [¥()BD, [x(0)] (7.1)

no?”

n-2
unde: S, [x(t)]= > K, [k,;x(t)] si D,[x()]=x(t-7,).x(t-7,).
m=0
Schema de mésurare este indicata in figura 7.1.

X t) S.stem nelin.ar k(T T2y Ta)
[o » . ‘ X .
cu memorie ? ’ Q > Mediator — >

Sa[x(t)]

Intirziere cu 73

v

h 4

Intirziere cu 7, ———>
Di[x(t)]

\ 4

Intirziere cu 7,

Figura 7.1. Determinarea nucleelor Wiener prin metoda Lee-Schetzen
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Metoda prezentatd se bazeaza pe implementarea unui algoritm ce opereaza asupra a
doua setur1 de date: de intrare x(?) si de iesire y(?). Determinarea nucleelor Wiener
incepe intotdeauna cu nucleele de ordin inferior. Termenul notat cu S, [x(r)] in

relatia 7.1. contine raspunsul sistemului corespunzator nucleelor de ordin &, unde
m<n, nuclee care au fost determinate anterior nucleului de ordin »n. Prezenta sa in
formule permite determinarea corectd a nucleelor Wiener pentru toate valorile
7, 7 ..., 7 [80], [91].

Tehnica de identificare prezentata are un avantaj major: nu ridica probleme de
convergentd cum este cazul metodelor adaptive. Precizia metodei depinde de
calitatea semnalului de intrare Gaussian. Cu cat ordinul nucleului ce trebuie estimat
este mai mare, cu atit proprietdtile generatorului gaussian trebuie sd fie mai bune.

In cazul determinarii nucleului de cordin N, statisticile de ordin superior ale
semnalului de intrare trebuie sa-si pastreze proprietitile pana la ordinul 2N. In mod
uzual in problemele de identificare se utilizeazd generatoare de semnal gaussian
aflate in bibliotecile programelor de simulare.

Se va prezenta in cele ce urmeaza implementarea modelulut Volterra in cazul
mai multor sisteme neliniare a cdror structurd e cunoscutd. Implementarea modelului
presupune determinarea nucleelor de diferite ordine. O atentie deosebitd va fi
acordata calculului raspunsului sistemului Volterra la diferite semnale de intrare.
Calitatea modelului va fi apreciata pe baza comparatiei raspunsului sistemului model
la diferite semnale de intrare si raspunsul sistemului real.

e Modelarea unui sistem de ordinul al-II-lea

Sistemul neliniar ales are schema din figura 7.2 si apartine clasei de sisteme
Wiener.

x(t) y(t)
0 SL () >

v

\ 4

Figura 7.2 Schema sistemului de ordinul al-II-lea supus identificarii

Sistemul liniar (SL) este caracterizat de raspunsul la impuls h(t) reprezentat in
figura 7.3. si avand expresia data de relatia:

h(t) = lzsgexp( 251.2¢)sin(1231¢)o(¢) (7.2)
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1000 T

500

ampl(v)

-500

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
timp(s)

Figura 7.3 Raspunsul la impuls al sistemului liniar din figura 7.2

Sistemul astfel ales reprezintd un sistem neliniar fard componentd continui
asa dupa cum rezulta in continuare:

)| eIt~ b | = Tl iy Tt =5 -

= Ih(fl )h(fz )x(t -7 )x(t -7 )dT1de (7.3)

—0

Comparand aceast relatie cu cea obtinutd modeland sistemul cu un sistem
Volterra de ordinul al-II-lea:

¥(t)= J' Ihz (z,,7,)x(t — 7,)x(t - 7, )dr,d7, (7.4)
se obtine:
h, (TI’T2)= h(Tl )h(fz) (7.5)

In concluzie, potrivit celor afirmate in paragraful 7.2., pentru sistemul
considerat nucleele Wiener §i Volterra sunt identice. Acest lucru ne permite
determinarea in continuare a nucleului Volterra de ordinul al-II-lea prin intermediul
nucleului Wiener de ordinul al-II-lea.

Modelarea sistemului neliniar s-a ficut in MATLAB. La intrarea sistemului a
fost adus un semnal zgomot alb gaussian de medie zero.
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Cele doua serii de timp x[n]si y[n] implicate in calculul nucleelor Wiener de

diferite ordine s-au obtinut prin esantionarea semnalelor de la intrarea respectiv
iesirea sistemului utilidnd un pas de esantionare 7,=500us. Pentru calculul nucleelor
s-au folosit serii de timp de cate 6000 de esantioane. Pentru calculul nucleului de
ordin I s-a folosit formula:

k,[n]= ﬁ 122/(:) yli]x[i - n] (7.6)

unde N=6000, iar o* reprezinta dispersia zgomotului alb de la intrarea sistemului,
egala cu densitatea spectrald de putere.
Calculul nucleului de ordin al-II-lea, k,[n,,n, , s-a ficut utilizind formula:

falim =~ 3 sl - -, 07

2(0'2)2N i=

Ambele nuclee au fost calculate in cate 40 de puncte folosind pograme scrise
in MATLAB.

Asa dupa cum rezulta din teoria anterior prezentata, relatia 7.5 este aplicabila
doar 1n cazul punctelor n, # n,. Pentru a elimina aceasta restrictie s-a inlocuit y[n]
cu y[n]- y[n] in formula lu1 Lee-Schetzen. Graficul nucleului de ordinul al-II-lea e
indicat in figura 7.4

30

30 0 nr. ‘e punc'e
nr. de puncte

Figura 7.4 Nucleul de ordinul al-II-lea determinat experimental

In figura 7.5 s-a reprezentat nucleul Wiener de ordinul I, k,[n], nul din punct
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de vedere teoretic.

-0.035 ! .

0 5 10 . 15 2 25 30
nr. de puncte

Figura 7.5 Nucleul de ordinul I determinat experimental

Asa dupa cum se poate observa, valorile determinate experimental in cazul

nucleului de ordinul I se apropie de cele teoretice.

Nucleul de ordinul al-II-lea determinat in acest mod a fost comparat cu
nucleul Volterra de ordinul al-II-lea corespunzitor, dedus prin esantionarea lui

h2 (tl ’t2 ) .
h, [”1 ,n2]= Tezh[nl ]h[nz]

si care ¢ reprezentat in figura 7.6.

0.4
*
S
0.2 RN
= X
=3 -
§ 04 Ay = s
] SR e
_‘ L1 LRI Z T 2 R 2 S NN
N A N L o S S o o
' > Nl a2
£ LRl i
0.2 A e v e vt e Y
2 l Bt I
0 W= 20

30 O nr. de punc'e
nr. de puncte

Figura 7.6 Nucleul real de ordinul al-II-lea

(7.8)

Comparand cele doud figuri se poate aprecia calitativ acuratetea metodei
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implementate.

Pentru a aprecia cantitativ modelul astfel creat s-a calculat in continuare
raspunsul sistemului Volterra de ordin al-Il-lea precum si al sistemului neliniar
modelat la diferite semnale de intrare constdand din unde sinusoidale de diferite
frecvente precum si din zgomot alb.

Pentru calculul raspunsului Volterra formula folosita a fost:

Ml=S X kolmy,my Kl m, el = m, ) 7.9

Raspunsurile sistemului real si ale, celut model la diferite semnale de intrare
sunt ilustrate cu linie continud respectiv cu linie punctatd in figurile 7.7-7.12.

Pentru a aprecia calitatea modelarii s-a calculat, in fiecare caz, eroarea
potrivit relatiet:

N
> Olk]- slk])?
e%]= = — -100% (7.10)
2
k
T k]

De fiecare dati s-a facut si calculul erorilor de aproximare, valorile respective
fiind trecute in Tabelul II.

Deasemenea au fost calculate raspunsurile in frecventd ale nucleelor de
ordinul al-II-lea real si estimat care au fost reprezentate in figura 7.13 si 7.14.

15+

s | s
g N F P I L TP O O O O £
osp 1 v
0 '3
05 L A . L 05 N L L .
0 0t 002 0.03 D04 005 0 0.01 06 003 0.04 005
time(sec) time(sec)
Figura 7.7 Raspunsul real si calculat al Figura 7.8 Raspunsul real si calculat al
sisttmului _de or.dmul al-1I-lea la semnal sistemului de ordinul al-II-lea la semnal
sinusoidal(f=100Hz) sinusoidal(f=150Hz)
123

BUPT



CAPITOLUL AL-VII-LEA

ampl(y)

. y:
M 4 TN N S o . RO P L O I O
-:,n-.
b SRR
PR Co b E I O 1 S (G
DRY R F A (B A

%0 oo 002 0m 004 005 04
* time(sec) time(soc)
Figura 7.9 Rispunsul real si calculat al Figura 7.12 Raspunsul real si calculat al
sistemului de ordinul al-II-lea 1a semnal  + Sistemului de ordinul al-II-lea la semnal zgomot
sinusoidal(f=200Hz) alb gaussian
3 . . .
25} 4

R e

a4 3 S0

‘ time{sec) -
Figura 7.10 Raspunsul real si calculat al Figura 7.13 Raspunsul in frecventa al
sistemului de ordinul al-II-lea la semnal sistemului model
sinusoidal(f=250Hz)

0.01 0.02 .3 .4 .5
tims(sec)

Figura 7.14 Raspunsul in frecventi al

Figura 7.11 Raspunsul real si calculat al sistemului real

sistemului de ordinul al-II-lea la semnal
sinusoidal(f=300Hz)
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TABELUL II
Semnal de intrare e[ %]
semn. Sinusoidal: =100Hz 0.612
semn. Sinusoidal: f=150Hz 0.49
semn. Sinusoidal: £=200Hz 0.9
semn. Sinusoidal: =250Hz 0.92
semn. Sinusoidal: £=300Hz 0.71

Examinind figurile 7.7-7.11 concluzia care se desprinde este ca sistemul
modelat prin intermediul nucleelor Volterra reproduce cu o acuratete suficient de
bund comportarea sistemului real. Utilizarea semnalelor de test sinusoidale
evidentiazd comporatrea in frecvend a sistemului considerat.

Deasemenea, formula 7.9, propusd pentru calculul raspunsului sistemului
ofera o buna reconstructie a semnalului pe baza nucleelor Volterra. Formula a fost
dedusa panicularizz‘md operatia de convolufie in spatiul bidimensional:

yln,,n, |= Z Zk [m,,m, x[n, = m, Jx[n, —m,],1a cazul in care: n, =n, =n.

m=0m,=
e Modelarea unui sistem de ordinul al-I1I-lea

Sistemul neliniar ales are schema din figura 7.6.

X() y(®)
o SL ( )3 >

\ 4

\ 4

Figura 7.15. Sistem neliniar de ordinul al-III-lea supus identificarii

Sistemul liniar utilizat in cadrul schemei de mai sus este identic cu cel folosit
in cadrul schemei din figura 7.2, si are raspunsul la impuls dat de relatia 7.2.
Modelarea s-a facut in acest caz cu ajutorul modelului Wiener. In acest caz insa,
nucleele Wiener nemaifiind egale cu cele Volterra, in calculul raspunsului a trebuit
tinut cont de relatiile existente intre cele doua tipuri de nuclee.

Calculul nucleelor Wiener a inceput si in acest caz cu nucleul de ordinul cel
mai mic, calculat potrivit formulei 7.6. Pentru calculul nucleului de ordinul al-IlI-lea
formula folositd este cea indicati in relatia 7.11.

1 S Bl &, [y k) Bl =, el — my el =y ]

ksl ,n,,ns|=
bz, 3o ? )’ N kemanlo )

(7.11)
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Prin K [k;x[k]] s-a notat raspunsul sistemului corespunzitor nucleului

Wiener de ordinul I. Utilizarea formulet 7.11. permite determinarea nucleului in
orice punct de coordonate: (n;,n;,n3).

Calculul nucleului Wiener de ordinul al-I1I-lea potrivit formulei 7.11 conduce
intotdeauna la nuclee simetrice. Intrucit o reprezentare in spatiul cu patru
dimensiuni a nucleului nu este posibila, pentru a ilustra simetria nucleului s-a
realizat un calcul formal pentru cazul unor secvente de date particulare:
x[n]=[1111111111] si y[n]=[1111111111]. Nucleul de ordinul al-Ill-lea calculat

potrivit formulei 7.11, este reprezentat in figura 7.16. Calculul s-a facut pentru

n,,n,,n; =0,3. Reprezentarea din figura 7.16 a permis evidentierea 1n cadrul

nucleulu1 a unor matrici notate Sg, S;, S,..., cu o structurd deasemenea simetrica. S-a
creat astfel posibilitatea vizualizarii prin intermediul acestor matrici a nucleelor de
ordinul al-lll-lea. Aceastd structurd a permis implementarea calculului raspunsului
sistemului de ordinul al-ITI-lea utilizand facilitatile oferite de lucrul cu matrici,
specific programului MATLAB.

In figurile 7.17, 7.18 i 7.19 sunt ilustrate matricile de ordin 2, 10 si 40 din
structura nucleului real de ordinul al-III-lea atagat sistemului din figura 7.15.

0.7 0.7 0.7 0.7

©
~

[P SN

e
~
o
~J

-

ixl_d___--#

ot
(o2

o ¢
bl__;s_-_-_____-_

Figura 7.16 Nucleu de ordinul al-III-lea
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matricea 52

40" 0 nr ‘e puncte

nr. de puncte

Figura 7.17 Matricea S, din structura nucleului de ordinul al-III-lea

*

matricea S10

40

20

40" 0 nr. ‘e puncte
nr. de puncte

Figura 7.18 Matricea Sjo din structura nucleului de ordinul al-III-lea

matricea S40

40

20

20 10

a0 O nr. ‘@ puncte

30

nr. de puncte

Figura 7.19 Matricea S4 din structura nucleului de ordinul al-lll-lea

Pentru calculul nucleului de ordinul al-IlI-lea s-au folosit secvente de date de
intrare g1 iesire avand lungimea de 6000 de esantioane. S-au efectuat determindri
repetate folosind de fiecare dati un alt set de date de intrare. Valoarea finald a lui
ky [nl,nz,n3], utilizata ulterior in reconstructia semnalului este rezultatul medierii a

100 de astfel de experimente. Calculele au fost realizate in acest caz utilizand

v
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programe scrise in limbajul C, rulate pe o stafie RISC 6000. Pentru generarea
zgomotului alb cu distributie gaussianad s-a folosit functia random din biblioteca
UNIX, care genereaza o secventd de numere aleatoare cu distributie uniforma,
ulterior prelucrata cu un algoritm ce transforma distributia normald in distributie
gaussiand [81].

Dimensiunea nucleului de ordinul al-III-lea determinat s-a ales 40x40x40.

Nucleele de ordin par, zero si respectiv doi, in acest caz, sunt nule.

Pentru calculul raspunsului s-a tinut cont de faptul ca nucleele astfel
determinate sunt simetrice precum si de observatia referitoare la nuclee de ordin
zero si doi. In consecint:

)A/[n]z K, [kl;x[nﬂ+ K, [k3;x[n]] (7.12)
M-1
Kl[kl;x[n]]': Zkl[mllx[n_ml] (7.13)
M-1 M-1 M-

K3[k3;x[”]]=z 2 Zk3[m1,m2,m3]x[n—mllx[n—mzlx[n—m3]—

m=0 my;=0 m;=0

M-l M-l M-
=302 Yksmy,m,mfn-m]-c* 3 ¥ ks[m,my,m, kln—m [(7.14)

ml=0 ml=0 m, =0
m,*m

In deducerea refatiei 7.14 s-a tinut cont de expresia nucleului derivat de
ordinul intai atasat nucleului de ordinul al-IIl-lea:

M-1
]‘1(3)[’"1]=_30'2 Zk3[m1,m2,m2] (7.15)

m2=0

precum si de faptul ca nucleele determinate cu ajutorul formulei 7.11 sunt simetrice.

Raspunsul sistemului modelat cu ajutorul functionalelor Wiener la diferite
semnale de intrare, constand din unde sinusoidale de diferite frecvente precum si la
semnal alb gaussian, a fost comparat cu raspunsul sistemului real.

Rezultatele cele mai semnificative sunt indicate in figurile 7.20-7.38. In
figurile 7.20-7.23 este prezentat in mod gradat contributia fiecarui termen al relatiei
7.14 in constituirea raspunsului sistemului cu ajutorul functionalelor Wiener ale
caror nuclee au fost determinate pe cale experimentala. Astfel in figura 7.20 este
prezentatd acea parte a raspunsulwm datoratdi nucleului k;[n;, n, n;], notati y;
(corespunzitoare primului termen din membrul drept al relatiei 7.14) . In figura 7.21
lut y; 1 se adaugd contributia datorard nucleului de ordinul intdi k;[n], y;
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(corespunzitor membrului drept al relatier 7.13). In figura 7.22 lui Y3 ty; 1 se
adaugd contributia in cadrul raspunsului a partii datorate nucleului derivat ks,
notata cu z (corespunzitoare celui de-al-ll-lea termen din membrul drept al relatiei
7.14). In fine, in figura 7.23 lui ys;+y;-z i se adauga termenul -c (corespunzator
termenului al-lll-lea din membrul drept al relatiei 7.14), datorat modului de aplicare
al formuleir pentru determinarea experimentala a lui ks;[n;, n, ns], asa cum rezultd
din relatia 7.11. In toate aceste patru figuri, prin linie continui s-a reprezentat
raspunsul sistemului real, notat cu y.

In figurile 7.24-7.29, sunt reprezentate transformatele Fourier ale semnalelor
implicate in graficele 7.20-7.24. In toate aceste reprezentari s-a ficut o normare in
raport cu transformata Fourier a semnalului de intrare, unda sinusoidald avand
amplitudinea 1 si frecventa de 200Hz.

In figurile 7.30-7.32, 7.33-7.35, 7.36-7.38 este prezentati comportarea
sistemului model in domeniul timp si frecventa in prezenta unor semnal de intrare de
frecvente 150Hz, 100Hz si respectiv 300Hz.

Se poate lesne observa ca modelul astfel construit urméareste foarte bine
dinamica sistemului.

20 - T +

15+

10+

5

0

y3siy

5t
-10¢t

15t '

.20 " N " i
2 0 0.01 002 003 004

imp(s)

005

Figura 7. 20 Raspunsul real al sistemului (y) i cel corespunzitor nucleului kj (y;) la semnal
sinusoidal(200Hz)
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Figura 7.21 Raspunsul sistemului real (y) si cel datorat nucleelor ks si k; (ys+y;)la semnal
sinusoidal(200Hz)
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Figura 7.22 Réspunsul sistemului real (y) si cel datorat nucleelor ks §i k; (ys+y))-zla semnal
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Figura 7.23 Raspunsul sistemului real (y) si cel calculat pe baza modelului (y;+y;-z-c) la semnal
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Figura 7.24 Transformata Fourier a lui y;(f=200Hz)
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Figura 7.25 Transformata Fourier a lui y;(f=200Hz)
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Figura 7.26 Transformata Fourier a lui z(f=200Hz)
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Figura 7.27 Transformata Fourier a lui ¢(f=200Hz)
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Figura 7.28 Transformata Fourier a rispunsului calculat pe baza modelului(f=200Hz)

12

. 10}

Transf. Fourier Y
2

4+
2t
NI .
0 200 400 600 800 1000

frecventa(Hz)

Figura 7.29 Transformata Fourier a raspunsului sistemului real(f=200Hz)

0 0.01 0.02 003 004 0.05
timp(s)

Figura 7.30 Raspunsul sistemului real (y) si cel calculat pe baza modelului (ys+y;-z-c) la semnal
sinusoidal(150Hz)
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Transf. Fourier Y3+Y1-Z.C
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Figura 7.31 Transformata Fourier a raspunsului calculat pe baza modelului(f=150Hz)
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Figura 7.32 Transformata Fourier a raspunsului sistemului real(f=150Hz)
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Figura 7.33 Réaspunsul sistemului real (y) si cel calculat pe baza modelului (y;t+y;-z-c) la semnal
sinusoidal(100Hz)
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Figura 7.34 Transformata Fourier a raspunsului sistemului real(f=100Hz)
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Figura 7.35 Transformata Fourier a raspunsului calculat pe baza modelului(f=100Hz)

y3+yl-zcsiy

0 0.01 0.02 _..3 _..4 _..5
timp(s)

Figura7.36 Raspunsul sistemului real (y) si cel calculat pe baza modelului (ys+y;-z-c) la semnal
sinusoidal(300Hz)
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Figura 7.37 Transformata Fourier a raspunsului sistemului real(f=300Hz)
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Figura 7.38 Transformata Fourier a raspunsului calculat pe baza modelului(f=300Hz)

Studiul intreprins asupra modelarii cu ajutorul seriilor Volterra a sistemelor
neliniare nu cunoaste pana la ora actuald preocupari in ceea ce priveste calculul
raspunsului sistemului modelat pe baza nucleelor Wiener. Singurele observatii in
acest domeniu se refera la faptul cd, desi nucleele Wiener depind de puterea
zgomotului alb utilizat pentru determinarea lor, raspunsul sistemului calculat pe baza
acestor nuclee este unic.

In [83] este propusd o formuli de reconstructie care tine cont de simetria
nucleelor. Deasemenea formulele propuse de diversi autori sunt in stransa legatura
cu structura particulara a sistemului supus modelarii. Chiar si in cazul implementarii
tehnicilor de filtrare adaptive am putut constata utilizarea unor formule simplificate
pentru calculul raspunsului sistemului [36].
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e Modelarea unui sistem neliniar al carui ordin € necunoscut

Se considera in cele ce urmeaza un sistem neliniar cu memorie, rezultat prin
conectarea in cascadd a unui sistem liniar cu memorie §i a unei neliniaritafi fara
memorie. S-a ales ca gi sistem liniar sistemul constituit din etajul trece jos (R;,C)).
Elementul neliniar il constituie o dioda (D) polarizata pentru a lucra in regiunea
neliniard a caracteristicii. Sistemul astfel realizat este prezentat in figura 7.39.

ourt

d1nd4 148

Figura 7.39 Sistem neliniar cu memorie

Metoda de determinare a nucleelor Wiener in cazul acestui sistem, presupune
trecerea prin acest sistem a unui semnal gaussian. In acest scop sistemul a fost
modelat cu ajutorul programului PSPICE. Secventele de zgomot alb trecute prin
sistem au fost generate in mod similar celor utilizate in cadrul modelarii sistemelor
de ordin II si III. Pentru determinarea nucleelor Wiener s-au folosit formulele 7.6,
7.7 si 7.11. Calculul nucleelor s-a oprit la nucleul de ordinul al-Ill-lea. In figurile
740 si 7.41 sunt reprezentate nucleele de ordinul intdi si respectiv doi ale
sistemului.

In calculul raspunsului sistemului astfel modelat s-a tinut cont de contributia
fiecarui nucleu:

$0)=K, [k, x(0)]+ K [k, x(o)]+ & [k, x(0)] (7.16)

unde K; si K; sunt date de 7.13 respectiv 7.14. Pentru K, relafia de calcul folositi a
fost:

K, [kz;x[n]]= MZ_I Mz_:lkz [ml > My ]x[n - ml]x[” - mz]_

~o? Nz_lkz [m,,m,] (7.17)

m =0
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A

In expresia functionale1 K 2[k2 ; x(t)] s-a tinut cont de contributia datorat
nucleului derivat k;q,.
Calculul raspunsului sistemului model s-a facut si in acest caz la un semnal de

intrare sinusoidal. Raspunsul sistemului model a fost comparat cu cel obtinut prin
modelare in PSPICE. Rezultatul este prezentat in figura 7.42.

nucleut de ordinul |

0 0005 00 0015
nr. de puncte

Figura 7.40 Nucleul de ordinul intéi al sistemului din figura 7.39

nucleut de ordinu! al-i-Hea

30" 0O nr. ‘e puncte

nr. de puncte

Figura 7.41 Nucleul de ordinul al-II-lea al sistemului din figura 7.39
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Figura 7.42 Raspunsul real si cel calculat al sistemului din fig.7.36
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In figurile 7.43 — 7.46 este reprezentat raspunsul in frecventa al sistemului
real precum si raspunsul datorat functionalelor de diferite ordine.

3
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Transformata Founer Y
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Figura 7.43 Transformata Fourier a raspunsului sistemului real
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Figura 7.44 Transformata Fourier a componentei raspunsului datorate functionalei K,
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Figura 7.45 Transformata Fourier a componentei raspunsului datorate functionalei K;
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Transformata Fourier a raspunsului calculat
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Figura 7.46 Raspunsul in frecventd calculat al sistemului din figura 7.39

e Modelarea unui sistem neliniar reprezentat de un amplificator cu tranzistor JFET
ce opereaza in regiunea de saturatie

Pentru validarea modelarii facute cu ajutorul seriilor Volterra precum si a
formulelor stabilite au fost calculate nucleele de diferite ordine pentru amplificatorul
cu JFET, in conexiune sursd comuna din figura 7.47.

Polarizarea tranzistorului a fost facutad pentru a asigura functionarea acestuia
in regiunea de saturatie, determinindu-se pentru valorile schemei din figura 7.47
Ups=1.78V si Ip=2.15mA. Pentru tranzistorul 2N3819 utilizat se cunoaste, ca data

de catalog, Vp=-3V.
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Figura 7.47 Sistem neliniar cu tranzistor JFET
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Polarizarea tranzistorului a fost facutd pentru a asigura functionarea acestuia
in regiunea neliniara . In aceasta schema de polarizare, tensiunea Ugs este obtinuta
prin cidderea datad de curentul de drend pe rezistenta de polarizare automati R;.

Calculul nucleelor a fost realizat aducand la intrarea sistemului zgomot alb
gaussian.

In figurile 7.48 si 7.49 sunt reprezentate nucleele de ordin I, respectiv I,
determinate pe cale experimentala.

05 v v
of M’\“\,————\/———\_‘/\/ i
é 05+t
=
o
g -1
3
(=3
2-15
2 4
A\l . s N N
2 0 0.005 0.01 0015

nr. de puncte

Figura 7.48 Nucleul de ordinul intai al sistemului din figura 7.47

nucleul de ordinul al-lIl-lea

39" 0 nr.de punce

nr. de puncte

Figura 7.49 Nucleul de ordinul al-Il-lea al sistemului din figura 7.47
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raspunsul real si cel calculat

0 001 002 003 004 005 006 007 008
tmp(s)

Figura 7.50 Réspunsul real si cel calculat al sistemului cu tranzistor JFET
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Figura 7.51 Transformata Fourier a raspunsului sistemului real
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Figura 7.52 Transformata Fourier a componentei raspunsului datorate functionalei K,
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Transformata Fourier Y3
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Figura 7.53 Transformata Fourier a componentei raspunsului datorate functionalei K3
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Figura 7.54 Transformata Fourier a raspunsului calculat pe baza modelului
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7.3. Metode adaptive folosite in determinarea nucleelor Volterra

Caracterul liniar ale relatiei intrare-iesire in raport cu coeficientii filtrului, in
cazul sistemelor modelate prin serii Wiener si Volterra, permite implementarea
tehnicilor de filtrare adaptiva in cazul acestor sisteme.

Metodele si algoritmii adaptivi cunosc o larga utilizare in estimarea nucleelor
Wiener si Volterra. In figura 7.55 este prezentatd o tehnica de adaptare tipica. Un
filtru Volterra de ordin fix s1 memorie finitd este ales pentru a construi cu ajutorul
algoritmilor adaptivi, un model pentru sistemul neliniar fara memorie.

x(!n] Sistem neliniar cu | Y 7 €[n]
memorie g
P y[n]
, Filtru Vglterra

addptiv

/

Figura 7.55 Sistem neliniar adaptiv

Utilizarea tehnicilor de filtrare adaptiva pentru estimarea nucleelor Volterra a
cunoscut o larga raspandire,cercetarile in acest domeniu abordand cu mult succes
filtre Volterra de ordinul al-Il-lea si, in unele cazuri pe cele de ordin superior
[36],[14], [72], [16], [64]-[67], [84].

Dintre tehnicile de filtrare adaptiva doua au cunoscut o uilizare larga si vor fi
prezentate in cadrul acestui paragraf. Este vorba despre algoritmii LMS si RLS. In
[85], [86] sunt studiate performantele unui estimator Volterra de ordinul al-Il-lea
realizat printr-un procedeu de filtrare adaptiva RLS.

7.3.1. Algoritmul LMS in cazul filtrarii liniare
Tehnica filtrarii liniare adaptive ce utilizeaza algoritmul LMS se bucura la ora
actuala de un suport teortetic bine fundamentat [87], [88].
Pentru prezentarea tehnicilor de filtrare adaptiva in continuare se vor adopta

notatii vectoriale referitoare la raspunsul la impuls al sistemului liniar, cu memorie
M si1 1a semnalul de intrare aga dupa cum se indica in relatiile:

hV" =[hOp] #O[] .. AO[M -1] (7.17)

143

BUPT



CAPITOLUL AL-VII-LEA

xl(fl)T = [xk X1 xk—M+1] (7.18)
In aceste conditii iesirea sistemului adaptiv e data de relatia:
Pe=hi" 1) (7.19)

Coeficientii filtrului liniar adaptiv se obtin prin minimizarea erorii medii
patratice la momentul k, calculate intre y, siy, .

Ele? |- E[[y ~h )H (7.20)

si reprezintd solutia ecuatiei normale:

h=R'g (7.21)
unde:
R, = E[x0x{ | (7.22)

reprezintd maticea de autocorelatie a semnalului de intrare §i contine momentele de
ordin I si IT ale acestuia, iar:

g= E[xk yk] (7.23)

este vectorul intercorelatiilor intre semnalul de intrare si iesirea dorita.
Ecuatia de adaptare a coeficientilor filtrului potrivit algoritmului LMS este de
forma [88]:
) =hl) + pe, x) (7.24)

unde: b_,(‘l) reprezintd vectorul coeficientilor filtrului la momentul £,

nr 1 . - .o e o e o
e, =YV — hi) -52), iar u este o contantd de valoare mica, pozitiva, ce reprezinta

marimea pasului ce determina viteza de convergenta si influenteaza eroarea finala.
Un rol important in procedeul descris mai sus il joacd semnalul de intrare.
Mai intai, fiind vorba de un procedeu de identificare semnalul de intrare trebuie sa
permitd antrenarea sistemului pe intreg domeniul de interes referitor la amplitudinea
si frecventa acestuia. In al doilea rand, cu cét esantioanele acestui semnal sunt mai
putin corelate, cu att algoritmul LMS converge mai rapid. S-a demonstrat ci, cu cit
valonle proprii ale matricei de autocorelatie (4;) a semnalului de intrare sunt mai

144

BUPT



CAPITOLUL AL-VII-LEA

putin dispersate (A4,,,, /A,;, mai mic), cu atat algoritmul converge mai rapid. Pentru

a asigura o convergenta rapidd in cadrul algoritmului LMS e necesara utilizarea unut
semnal de intrare alb (necorelat) pentru care raportul A___ /A _. este minim. In cazul

max min

algoritmului LMS liniar, in care e implicatd matricea R; (rel 7.22), raportul valorilor
proprii extreme atinge aceastd valoare minima cand semnalul de intrare e alb
gaussian i algoritmul prezintd o buna convergenta.

Extinderea algoritmului LMS in cazul filtrului Volterra implica citeva
schimbari: mai intéi, vectorul coeficientilor filtrului trebuie modificat astfel incat sa
contind coeficientii filtrului Volterra. In al doilea rand in vectorul de intrare vor
apare produse de diferite ordine intre egantioanele semnalului de intrare intarziate
care constiuie elemente neliniare. Prezenta acestor neliniaritafi in semnalul de intrare
va determina un raport intre valorile extreme ale matricii de autocorelatie a

semnalului de intrare de valoare mare, chiar si in prezenta unui semnal de intrare
necorelat [67].

7.3.2. Utilizarea algoritmului LMS pentru estimarea nucleelor Volterra
In cele ce urmeza se va considera un filtru Volterra ale carui nuclee sunt
simetrice. Pentru a reprezenta filtrul Volterra adaptiv in forma vectoriald se vor

introduce urmaétoarele notatii vectoriale:
¢ nucleul Volterra de ordin » si memorie M, la momentul k:

KT = h[0,0,...0] AM00,.1]  AOM-LM-1.,M-1] (7.25)

e vectorul Volterra ce contine nuclee de diferite ordine:
T )T 2)T n N
hi =[h§°) |_h,E) ‘ h) ‘ - hﬁyr‘ e B )T| ] (7.26)

e vectorul de intrare corespunzitor neliniaritatii de ordin #:

(n)T

_lun n—1i n-1 n
X, -[xk Xp Xy e Xy X Xppfo1 (7.27)

e vectorul de intrare corespunzitor filtrului Volterra de ordin #:

T )4 2)T
Xy =[1\ x{) ‘ %) | - 55{'”’ . zﬁN)T] (7.28)
in consecintd, iegirea filtrului Volterra adaptiv la momentul % este:

Pe=hyp %, (7.29)

145

BUPT



CAPITOLUL AL-VII-LEA

1ar eroarea medie patratica este data de:
2
tlet]-g [ -ain ] (730)

Vectorul coeficientilor filtrului care minimizeazd eroarea medie patratica
poate fi exprimat §i in acest caz cu ajutorul ecuatiei normale:

h"=R; g (7.31)

unde R=F [5 kJ_t,Tg] reprezintd matricea autocorelatiilor semnalului de intrare i
contine momentele semnalului de intrare pand la ordinul 2N, pentru un model de
ordin N, 1ar g = Ehkyk ]

Ecuatia de actualizare a coeficientilor filtrului Volterra este din punct de
vedere formal aceeasi ca st in cazul filtrului liniar:

Biw = by + e, x, (732)

Ca si in cazul limar y controleazi viteza de convergentd a algoritmului i
influenteaza valoarea finala a eroni. Valoarea sa maxima se afla in stransa legatura
cu valorile proprii maxime §1 minime ale matricii de autocorelatie a semnalului de
intrare.

Alegerea marimii pasului 4 in cazul implementirii algoritmului LMS filtrului
Volterra a fost indelung studiata in literatura fara insi a se forma o parere unanim
recunoscuti la ora actuala [32], [83].

Se vor prezenta in cele ce urmeaza cateva din aspectele cele mai importante
in problematica alegerii marimii pasului x4 In acest scop vectorii A, si x, vor fi

inlocuifi de matricele H respectiv X iar scalarul 4 va fi inlocuit de citre matricea M.

Trebuie facutd observatia cd vectorii ce alcituiesc matricile H si X, avand

dimensiuni diferite, locurile rimase libere vor fi completate cu zerouri. Matricea H
(n)

va contine ca linii vectorii nuclee A;,

HI <@ 50 p® L p0 W] (7.33)

In mod similar matricea X are liniile formate din vectori ce contin produse de
acelasi ordin ale semnalului de intrare.

X,f=[1 5,((1) 55{2) 5,(6") ziN)] (7.34)
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Matricea pasului de adaptare M este de forma:

— -

0 4 0 - 0
M=|0 0 g - 0 (7.35)
_O 0 0 ves /‘IN__

In aceste conditii ecuatia de actualizare a coeficientilor filtrului devine de
forma:

H,, =H, +eMX, (7.36)
adica:
hO1 [HOT [ 0 0 o 0 17
By || A 0 m 0 - 0|x
W = h | +e| 0 0 py o 0| X7 (7.37)
A0 A Lo 0 0y Y]

Aceasti reprezentare permite alegerea unor pasi de adaptare diferiti pentru
nucleele de diferite ordine.

Unii autori implementeaza algoritmul LMS in cazul filtrului Volterra alegand
acelasi pas de adaptare pentru nucleele de diferite ordine.Semnificative in acest
domeniu sunt cercetdrile lui J Mattews [36]. Potivit acestui autor pentru filtrele
Volterra de ordin al-II-lea cu componenta continud, alegerea pasilor de adaptare se
poate face conform relatiilor:

2

- 7.38
1+ 40! (7.38)

O<p 5 B <

Dacd componenta continud a sistemului e cunoscutd §i nu intervine in
procesul de adaptare, conditiile impuse pentru 4, , 4, sunt date de relatia:

O<py ; y2<—2— . pt 0<o2<05

(7.39)
O<py ; Hy<— ; pt 02>05
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In ambele cazuri, cu sau fard componentd continud, convergenta in medie
patraticd e asiguratd dacd e impusa o margine superioara tuturor pasilor de adaptare
conform relatiei:

2

O<p, fty, ...,y <—5— 7.40
His Hy Hy 3tr[R2N] ( )

unde 7[R, |reprezinta urma matriceiR,, , adicd suma elementelor de pe diagonala.

Un numar mare de autori abordeaza filtrul Volterra adaptiv stabilind margini
superioare diferite pentru pasii de adaptare corespunzitori nucleelor de diferite
ordine. Astfel, pentru un semnal de intrare avand densitatea de amplitudine
simetrica, potrivit cu [14] si [89] avem:

O<,u1<z—2— st O<py, < 21 (7.41)

max max

unde A_,, este valoarea proprie maximd a matricei de intercorelatie R, .
In [87] sunt stabilite margini mai concrete, tinind cont de memoria filtrului:

2 X
O<u,<——13s1 0« < 7.42
lﬁ A40§ $ !Q ( )

(o2f

Un filtru Volterra LMS este considerat deasemenea in [65]. In acest caz,
componenta continud se presupune necunoscutd si este dect inclusi in procesul de
adaptare. Filtrul considerat fiind de ordinul al-Il-lea nu existi cuplaj intre
functionalele de ordin par (zero si doi) pe de o parte si cele de ordin impar (unu) pe
de altd parte.

Limitele superioare stabilite pentru nucleele de ordin impar in cazul
convergentei in medie paratica sunt:

2 . 1
0</.11<F$1 0<ﬂ2<

7.43
Ox 0.5[1\42 +5M] oy +1 o

Diferentele care apar in (7.42) si (7.43) intre limitele superioare ale lui y,, se
datoresc includerii componentei continuue in cazul al-Il-lea (rel 7.43) fapt ce
determina modificarea matricei autocorelatiilor semnalului de intrare si in consecinta
a valorilor proprii ale acesteia. Influenta pe care componenta continui o are asupra
limitelor impuse pasilor de adaptare este semnificativa in special in cazul unor
semnale de intrare pentru care o2 (1.
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Analiza limitelor impuse pasilor de adaptare a fost extinsa la filtrul Volterra
de ordinul al-III-lea.Numarul lucrarilor care abordeaza acest subiect este pana la ora
actuala extrem de redus. In [90] sunt prezentate rezultatele obtinute referitoare la un
filtru Volterra adaptiv de ordinul al-III-lea. in cadrul algoritmului de adaptare sunt
utilizati doi pasi de adaptare diferiti,unul pentru nuclee de ordin par, iar celalalt

pentru nuclee de ordin impar ( gy = £ = Hpay 5 i = M3 = Himpar):

2
O<u,, < 7.44
Hr (M +2)o? +1 (7:44)
Sl 0< :uimpar < 2 (745)

ol +(M +16)0?

In [83] (anexa D) sunt deduse limitele superioare ale pasilor de adaptare
pentru nucleele de ordin superior (N>3). Metoda de deducere se bazeazi pe
aplicarea teoriei lui Gerschgorin in aproximarea valorii proprii maxime a matricei de
autocorelatie ce contine momentele de ordin 2N ale semnalului de intrare.

Constatarile efectuate prin realizarea practica a filtrelor adaptive neliniare
releva faptul ca utilizarea unor pasi de adaptare in apropierea limitelor superioare
conduc intotdeauna la instabilitate si la divergenta algoritmului. Chiar daca sistemul
este stabil si algoritmul converge, eroarea finald este mare. Trebuie facuta
deasemenea observatia ca valoarea pasului de adaptare depinde 1 de valorile nitiale
ale nucleelor. Dar intrucat, in practicd, nu existd cunostinte apriori referitoare la
nucleu, se alege pentru aceasta valoare de pornire valoarea zero.

In concluzie, putem afirma ci, pentru a obtine stabilitate si o eroare relativ
redusd, in practica se utilizeaza intotdeauna valor ale pasilor de adaptare mult sub
limitele stabilite din punct de vedere teoretic.

7.3.3. Estimarea nucleelor Volterra cu ajutorul algoritmului LMS in cazul unui
sistem de ordinul al-IlI-lea

In cele ce urmeazid se va prezenta utilizarea algoritmului LMS pentru
identificarea nucleelor Volterra. Sistemul ale carui nuclee vor fi identificate este
sistemul neliniar cu memorie a cadrui schemi a fost prezentati in figura 7.15.
Structura adoptata pentru filtrul Volterra adaptiv este formati din nuclee de ordinul
intai §1 trei.

Alegerea acestei structuri s-a facut tindnd cont de structura sistemului neliniar
fara memorie. Excluderea nucleului de ordinul al-II-lea a fost realizatd in mod voit.
In cazul in care nu existd cunostine apriori referitoare la structura sistemului,
includerea nucleului de ordinul al-Il-lea in model e necesara. Excluderea se poate
face ulterior in urma constatarii unor valori nesemnificative pentru nucleul de
ordinul al-II-lea.

Structura matricei de date de intrare, la momentul k, e prezentata in relatia:
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|:xk xk—l vee xk—N+1 0 .o O O 0 :I

=1l .3 2 2 2 2 3

X XpXpor o X Xpona KXo XpXeaXe-2 0t XpXpomar 7 Xeomo
(7.46)

Dimensiunea vectorului de date, este determinatd de lungimea vectorului
xPsi este in acest caz M°.

Pentru matricea coeficientilor filtrului la momentul k s-a adoptat urmatoarea
structura:

A%
Hy=|7k (7.47)
h
unde:
" =[hP] AP[2] - KON -1]] (7.48)

K7 =[h®0,0,0] AP001] - AOM-LM-1LM-1] (749

Ecuatia de actualizare a coeficientilor filtrului este:
A [ w0 x
_é)l _ _&) +e, | —(’;) (7.50)
Rih h; 0 p3 ] x5

unde prin ¢, s-a notat eroarea la momentul &, calculati pe baza relatiei :
e, =Yy — Wi (7.51)

unde y, reprezintd iefirea sistemului neleniar cu memorie ale cidrui nuclee se
estimeazi, iar y, reprezintd iesirea fitrului Volterra adaptiv de ordin III la
momentul &:

A I P L (7.52)
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Avand in vedere ca in structura filtrului intervin nuclee de aceeasi paritate, s-a
ales p; = ;.

Pentru a asigura o eroare cat mai mici la iesirea filtrului s-a folosit un pas de
adaptare mult mai mic decéat cel impus de limitele teoretice discutate in paragraful
732

In figura 7.56 este reprezentati evolutia eroarii medii patratice pentru un
numar de 140 de pasi:

e= %%(y[n]— 3nly (7.53)

n=1

Calitatea aproximarii a fost apreciatd pe baza erorii calculate ca diferentad
intre coeficientii reali §i cei estimati cu ajutorul algoritmului adaptiv, conform
relatie1 [36]:

M-1M-1M-1

eh=101g(z > Z(hg[kl,kz,ksl—/%[kl,kz,kg])z} (7.54)

kl =0 k2 =0 k3 =0
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Figura 7.56 Eroarea medie patratica

Curba de adaptatre a coeficientilor filtrului este reprezentata in figura 7.57
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Figura 7.57 Curba de adaptare a coeficientilor filtrului Volterra
Pentru a verifica robustetea algoritmului procedeul de adaptare a fost reluat in
conditiile in care semnalului de iesire y[n] 1 s-a adaugat un zgomot inerent oricarei
masurdri. S-au efectuat experimentele in doud cazuri: zgomot aditiv avand
o2 =0.01 si respectiv cu o =0.1. Eroarea medie pitraticd corespunzitoare celor
doua cazuri considerate este reprezentata in figura 7.58, respectiv 7.59.
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Figura 7.58 Eroarea medie patratica (o? =0.01)
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Figura 7.59 Eroarea medie pitraticd (o> = 0.1)
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In figura 7.60 apar cele trei curbe de adaptare:
e cu linie punctatid - o° =0.1
e cu linie continui- ¢* =0.01
e cu linie s1 punct - fara zgomot
281
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271
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Figura 7.60 Curbele de adaptare a coeficientilor in cele trei cazuri

Pentru ambele nuclee lungimea ferestrei a fost aleasd aceeasi: M=40.
Alegerea acestet valori a fost impusd de crearea posibilititii de comparare a
exactititii metodei de estimare a nucleelor cu ajutorul tehnicii adaptive comparativ
cu cea bazata pe tehnica intercorelatiei intre semnalul de intrare 1 cel de iesire ale
sistemului.

Lucrul acesta a fost posibil prin compararea raspunsului sistemului Volterra
de ordinul al-III-lea, ai carui coeficienfi au fost determinati prin algoritmul LMS la
diferite semnale de intrare, cu raspunsul sistemului ale ciarui nuclee au fost calculate
pe baza intercorelatiilor. Desi in acest din urma caz, calculul pentru determinarea
nucleelor s-a facut luand in considerare nucleele Wiener,(k,[n] si k;[n,,n,,n,]),

formula de reconstructie a semnalului pe baza atit a nucleelor Wiener cét §i a
nucleelor Wiener derivate este similara unei dezvoltdri Volterra.Si in acest caz au
fost folosite ca §i semnale de intrare sinusoide de diferite frecvente.Rezultatele
experimentarilor sunt ilustrate in figurile 7.61- 7.72.
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Figura 7.61 Raspunsul sistemului adaptiv si al celui real la un semnal sinusoidal(f=100Hz)
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Figura 7.62 Transformata Fourier a semnalului la iesirea filtrului adaptiv(f=100Hz)
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Figura 7.63 Transformata Fourier a semnalului la iegirea sistemului real(f=100Hz)
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Figura 7.64 Raspunsul sistemului adaptiv si al celui real la un semnal sinusoidal(f=150Hz)
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Figura 7.65 Transformata Fourier a semnalului la iegirea filtrului adaptiv(f=150Hz)
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Figura 7.66 Transformata Fourier a semnalului la iesirea sistemului real(f=150Hz)
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Figura 7.67 Raspunsul sistemului adaptiv si al celui real la un semnal sinusoidal(f=200Hz)
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Figura 7.68 Transformata Fourier a semnalului la iegirea filtrului adaptiv(f=200Hz)
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Figura 7.69 Transformata Fourier a semnalului la iegirea sistemului real(f=200Hz)
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Figura 7.70 Raspunsul sistemului adaptiv si al celui real la un semnal sinusoidal(f=300Hz)
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Figura 7.71 Transformata Fourier a semnalului la iesirea filtrului adaptiv(f=300Hz)
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In urma analizei rezultatelor, se poate trage concluzia ci nucleele determinate prin
tehnica adaptiva prezentatd, sunt calitativ superioare celor determinate prin metoda
Lee-Schetzen. Problema pe care o ndica insa tehnicile adaptive consta in alegerea
corectd a marimii pasului de adaptare 1.

CONCLUZII Este implementatd intr-o  manierd originali tehnica de
identificare a nucleelor Wiener prin metoda Lee-Schetzen. Pentru perfectarea
tehnicii s-au luat In studiu doud sisteme neliniare al céror ordin e cunoscut apriori si
e finit: un sistem neliniar cu memorie de ordinul al-II-lea respectiv un sistem neliniar
cu memorie de ordinul al-IlI-lea. In primul caz s-au determinat nuclee de ordinul
intdi s1 doi. Pe baza nucleelor determinate experimental s-a calculat raspunsul
sistemului la diferite semnale de intrare. Calitatea modelului a fost apreciatd pe baza
erorii intre raspunsul sistemului real si al celui model la acelasi semnal de intrare. In
cazul sistemului de ordinul la-Ill-lea , au fost determinate nucleele de ordinul I i al-
I1I-lea si s-a propus o metoda originald de vizualizare a nucleului de ordinul al-III-
lea, bazata pe simetria acestwia (fig.:7.16, 7.17, 7.18, 7.19.). S-a propus o formuli
de calcul a rdspunsului sistemului ce fine cont de metoda de identificare a nucleelor,
precum si de simetria acestora (rel.7.13). Performatele modelului au fost apreciate si
in acest caz pe baza erorii intre raspunsul sistemului real si al celui model la acelasi
semnal de intrare.

Tehnica de identificare prezentatd a fost aplicatd in modelarea unui sistem
neliniar cu memorie al cirui ordin e necunoscut (fig.7.39) si in cazul unui sistem
neliniar reprezentat de un amplificator cu tranzistor JFET ce opereazi in regiunea de
saturatie.

In cadrul paragrafului 7.3 este prezentatd o metoda adaptiva de determinarea
a nucleelor Volterra, ce se bazeaza pe algoritmul LMS. Implementarea metodei este
precedatd de un amplu studiu privind filtrarea neliniara adaptivd bazatd pe
algoritmul LMS. Sunt prezentate concluzii importante referitoare la alegerea pasului
de adaptare.

Sunt determinate cu ajutorul algoritmului LMS nucleele Volterra ale unui
sistem de ordinul al-IlI-lea cu memorie. Calitatea aproximarii a fost apreciatd pe
baza erorii calculate ca diferentd intre coeficientii reali §i cei estimati cu ajutorul
algoritmului adaptiv. S-a calculat si comparat raspunsul sistemul model cu cel al
sistemului real. Degi metoda de identificare prezentatd ridici probleme de
convergentd, precizia ei depinde in mai micd misurd de calitatea semnalului
gaussian utilizat spre deosebire de metodele bazate pe intercorelatie.
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CAPITOLUL 8. CONCLUZII FINALE

In teza se face un studiu detaliat al filtrelor Volterra, modele ce cunosc la ora
actuala o larga aplicabilitate in tratarea sistemelor neliniare.
In cadrul lucrarii a fost urmarit nu atat aspectul de noutate al metodei ci

gt vyt

filtrelor Volterra atat in domeniul timp cat si in frecventa. O atenfie deosebitd a fost
acordatd metodelor de identificare ale nucleelor Volterra implicate in modelarea
sistemelor neliniare. Urmarindu-se aplicabilitatea modelarii prin intermediul seriilor
Volterra s-a ajuns in mod firesc la abordarea seriilor de functionale-G, serii
cunoscute in literatura de specialitate sub numele de serii Wiener. Metodelor de
identificare ale nucleelor Wiener le-a fost acordat un spatiu relativ mare in cadrul
lucrarii. In final atentia s-a concentrat asupra reconstructiei semnalului pe baza
modelului i a calitifii oferite de modelarea Volterra-Wiener. Performantele
modelului au fost evaluate intr-un numar de aplicatii tipice domeniilor de utilizare
ale acestuia: modelarea unui sistem neliniar cu memorie, modelarea unui dispozitiv
semiconductor ce opereazid in zona de saturatie, implementarea tehnicilor de
filtrare adaptiva, in speta a algoritmului LMS.

Analiza Volterra este 0 metoda analitici de studiu a sistemelor neliniare,
continue sau discrete, cu sau fardi memorie, pentru semnale deterministe sau
aleatoare.

Originalitatea prezentei lucrari consta in urmatoarele aspecte:

1. Prezentarea filtrului Volterra in timp continuu, capabil si modeleze un
sistem neliniar, invariant in timp, cu memorie. Introducerea modelului
Volterra s-a facut pe baza operatorilor p-liniari, ceea ce a permis o mai buna
intelegere a modului in care operatorii Volterra actioneaza asupra semnalului
de intrare. Caracterizarea filtrelor Volterra analogice s-a facut atidt in
. domeniul timp, prin intermediul nucleelor Volterra atasate operatorilor cu
acelagi nume, cat si in domeniul frecventa cu ajutorul transformatelor Fourier
ale nucleelor. Utilitatea transformatei nucleului a fost demonstratd prin
calculul raspunsului unui sistem de ordinul al-II-lea in cazul unui semnal de
intrare sinusoidal precum si in cazul unui semnal de intrare aperiodic.

2. S-a prezentat filtrul Volterra in timp discret, care std la baza implementarii
algoritmilor de filtrare neliniara adaptiva in cadrul capitolului VII. Elementul
prototip l-a constituit filtrul Volterra de ordinul al-II-lea. S-a definit
transformata Fourier a nucleului de ordinul al-II-lea cu ajutorul careia s-a
calculat raspunsul filtrului la un semnal de intrare determinist precum i
raspunsul la un semnal de intrare aleator.
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10.

S-au evidentiat o serie de proprietati ale nucleelor si operatorilor Volterra,
care stau la baza modelarii sistemelor neliniare precum si a implementarii
tehnicilor de filtrare neliniard adaptiva.

S-a prezentat metoda de determinare a nucleelor Volterra pentru un sistem al

"cdrui ordin e cunoscut apriori si e finit, metodd ce a fost ulterior

implementata in cadrul capitolului VII.

S-au dedus intr-o manierd originald coeficienf1 filtrului Volterra in timp
discret, ca solutie la problema estimarii optimale a unei variabile aleatoare.
Pentru simplificarea calculelor s-a ales un filtru Volterra de ordinul al-II-lea.
Punctul de plecare 1-a constituit limitdrile pe care le prezintd aplicarea in
practici a predictiei bazate pe’ filtrarea liniard.S-a introdus notiunea de
estimator Volterra de ordinul al-II-lea. Coeficientii filtrului Volterra folosit
in estimare sunt oferiti de relafia 3.39. Ca o particularitate se remarca
posibilitatea determinarii independente a coeficientilor filtrului liniar 1 a
celui péatratic ce intrd in structura estimatorului Volterra. Sunt evaluate
performantele estimatorului Volterra prin calculul erorii medi patratice
(rel.3.40).

In cadrul paragrafului 3.4 sunt introduse functionalele-G, ca metoda de
caracterizare a sistemelor neliniare. Deducerea expresiilor functionalelor de
diferite ordine s-a facut printr-un procedeu de ortogonalizare Gram-Schmidt,
aplicat unor functionale Volterra neomogene. Sunt deduse expresiile
functionalelor de ordin 0,1,2 s1 3.

* Sunt deduse relatiile intre nucleele Wiener §i Volterra pe baza echivalentei

intre cele doua reprezentari.

Metoda de modelare a sistemelor neliniare bazatd pe dezvoltarea in serie de
functionale ortogonale este extinsa in cazul unui semnal de intrare gaussian,
care insa nu e alb. In structura modelului sunt introduse functionalele-L, care
constituie functionalele ortogonale ale unui proces colorat gaussian.

In paragraful 3.9 sunt ficute aprecieri privind eroarea medie patratica pentru
modelul optim de ordin p, iar in paragraful 3.10 se introduce nofiunea de
masurd a neliniaritdtii unui sistem.

Pornind de la ideea géasirii unei metode practice pentru determinarea
nucleelor atagate functionalelor-G, este introdusa reprezentarea nucleelor cu
ajutorul functitlor ortogonale. Setul de functii ortogonale propus de Wiener
este cel al funcfillor Laguerre, larg utilizat in sinteza operatorilor cauzali.
Reprezentarea operatorilor Volterra cu ajutorul functionalelor ortogonale
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11.

12.

13.

constituie punctul de plecare pentru obfinerea unei dezvoltari ortogonale in
cazul functionalelor-G. Procedura de descompunere prezentatid in cazul
functionalei G; (rel.4.42) poate fi extinsi §i in cazul functionalelor de ordin
superior i conduce la “Modelul general Wiener” (fig.4.9.). Sectiunea C a
modelului, ce diferd de la un sistem neliniar la altul, contine tocmai

" coeficientii dezvoltarii in serie Laguerre ai nucleelor. Acesti coeficienti se

pot determina pe cale experimentala (paragraful 4.3), utilizdnd ca semnal de
intrare zgomotul alb gaussian.

Separand in cadrul modelului general Wiener partea de sistem care contine
memorie, A, de cele doud parti, farda memorie, B+C, si admitand pentru
acestea o reprezentare sub forma unei functii F, de mai multe variabile, se
aratd cd, dacd F este analitica $1 admite o dezvoltare sub forma unei serii
multidimensionale de puteri, atunci modelul general Wiener poate reprezenta
sisteme Volterra. De aici provine numele de sisteme analitice, atribuit
sistemelor reprezentabile prin seri1 Volterra.

In cadrul capitolului V este prezentata o fundamentare din punct de vedere
matematic a aproximadrii operatorilor neliniari prin serii Volterra. La baza
teoremelor de aproximare std extinderea corolarului teoremei Stone-
Weierstrass, referitor la aproximarea functionalelor definite pe C(R ),
asupra operatorilor invarianti in timp, definiti pe un compact K, prin
introducerea notiunii de memorie descrescitoare (fading memory), a
operatorului. Demonstratiile teoremelor sunt facute intr-o maniera originala.

Este implementatd intr-o maniera originala tehnica de identificare a

* nucleelor Wiener prin metoda Lee-Schetzen. Pentru perfectarea tehnicii s-au

luat in studiu doua sisteme neliniare al cédror ordin e cunoscut apriori si €
finit; un sistem neliniar cu memorie de ordinul II respectiv un sistem neliniar
cu memorie de ordinul III . In primul caz s-au determinat nuclee de ordinul
intai §1 doi. Pe baza nucleelor determinate experimental s-a calculat
raspunsul sistemului la diferite semnale de intrare. Calitatea modelului a fost
apreciatd pe baza erorii intre raspunsul sistemului real si al celui model la
acelasi semnal de intrare. In cazul sistemului de ordinul al-IIl-lea, au fost
determinate nucleele de ordin I si III i s-a prezentat o metoda originald de
reprezentare a nucleului de ordinul al-Ill-lea, bazati pe simetria acestuia
(hg.:7.16, 7.17, 7.18, 7.19.). S-a propus o formuld de calcul a raspunsului
sistemului ce fine cont de metoda de identificare a nucleelor, precum si de
simetria acestora (rel.7.13). Performatele modelului au fost apreciate si in
acest caz pe baza erorii intre raspunsul sistemului real si al celui model la
acelasi semnal de intrare.
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14.

15.

16.°

Tehnica de identificare prezentatd a fost aplicatd in modelarea unui sistem
neliniar cu memorie al cadrui ordin € necunoscut (fig.7.39), si in cazul unui
sistem neliniar reprezentat de un amplificator cu tranzistor JFET ce opereazi
in regiunea de saturatie.

In cadrul paragrafului 7.3 este prezentati o metoda adaptiva de determinarea
a nucleelor Volterra, ce se bazeazd pe algoritmul LMS. Implementarea
metodel este precedatd de un amplu studiu privind filtrarea neliniara
adaptiva bazatd pe algoritmul LMS. Sunt prezentate concluzii importante
referitoare la alegerea pasului de adaptare.

Sunt determinate cu jutorul algoritmului LMS nucleele Volterra ale unui
sistem de ordinul al-Ill-lea cu memorie. Calitatea aproximarii a fost
apreciata pe baza erorii calculate ca diferentd intre coeficientii reali si cei
estimati cu ajutorul algoritmului adaptiv. S-a calculat §i comparat raspunsul
sistemul model cu cel al sistemului real. Desi metoda de identificare
prezentata ridica probleme de convergentd, precizia ei depinde in mai mica
masurd de calitatea semnalului gaussian utilizat spre deosebire de metodele
bazate pe intercorelatie. Nucleele determinate prin tehnica adaptiva
prezentatd, sunt calitativ superioare celor determinate prin metoda
Lee-Schetzen.
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