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PREFATA

Realizarea unor sisteme electromecanice performante presupune utilizarea unui
element de executie ieftin gi fiabil. Datoritd simplitatii gi robustetii sale, magina sincroni
reactivd a fost reconsideratd odatd cu dezvoltarea electronicii de putere, asocierea sa cu
convertoare statice constituind o solufie optim# in numeroase aplicatii. Deoarece valoarea
momentulul electromagnetic depinde de disimetria magneticA a maginii, au fost propuse
diferite configuratii rotorice in vederea cregterii disimetriei magnetice a rotorului. in aceasta
lucrare se considerd un singur tip de rotor, realizat din tole de tabla electrotehnicd, dispuse
axial, montate in alteman{a cu material izolant din punct de vedere electric gi magnetic. Din
acest motiv s-a considerat ci denumirea de "rotor stratificat® este cea mai potrivitd. Rigidizarea
pachetului rotoric se face cu piese de consolidare §i guruburi de prindere.

Lucrarea 1igi propune elaborarea unui model analitic al maginit sincrone reactive cu
rotor stratificat, adecvat problemelor de analiz3 a acestui tip de magina.

Capitolul T prezantd pnncipalele metnde de calcul al cdmpului clectromagnetic; sunt
prezentate  formele particulare pe care le objin ecuatiile fundamentale ale cadmpulu
elctromagnetic g1 citeva metode analitice utilizate la rezolvarea ecuatulor cu denvate partiale de
ordinul al doilea pe care le satisfac manmile de cAmp necunoscute.

Capitolul 11 prezanta elaborarea modelului analitic al maginu sincrone reactive cu rotor
stratificat; se determina influenta configuratiei rotorice asupra intrefierului echivalent al maginui,
distnbutia inductiel magnetice in intrefier g1 inductivitafile sincrone.

Capitolul III analizeazi influenta configuratiei rotorice asupra parametrilor maginii. S-au
studiat tipun particulare de configuratn rotorice pentru a evidenpia influenta manmilor
geometrice rotorice asupra indicilor de performaniid ai maginii.

Capitolul IV prezintd determininle experimentale efectuate g1 compararea valonlor
obtinute prin calcul cu cele obtinute experimental.

In capitolul V sunt prezentate concluziile generale gi contributiile considerate originale.

Elaborarea acestei lucrari nu ar fi fost posibila fird indrumarea permanentl, competenta

§1 generoasa a conducdtorului gtiin{ific, domnul academician Toma Dordea, cdruia 1i mulfumesc
§1 pe aceasta cale.

BUPT



BUPT



CUPRINS

CAP. L
Metode de calcul al cAmpului electromagnetic
1.1. Campul electromagnetic in teoria macroscopici
1.2. Ecuatiile fundamentale ale cAmpului electromagnetic macroscopic
1.2.1. Ecuatiile fundamentale ale cAmpului electromagnetic macroscopic
in medii mobile
1.2.2. Ecuatiile fundamentale ale cAmpului electromagnetic macroscopic
fn medi fixe
1.3. Particularizarea ecuatiilor fundamentale ale cAmpului electromagnetic macroscopic
1.3.1. Particulanzarea ecuatilor fundamentale ale cimpului electromagnetic
macroscopic in medii mobile
1.3.2. Particulanzarea ecuatiilor fundamentale ale cAmpului electromagnetic
macroscopic in medii fixe
1.4. Unicitatea rezolvani ecuatiilor fundamentale ale cAmpului
clectromagnetic macroscopic
1.5. Ecuatiile diferentiale ale potentialelor
1.5.1. Ecuatiile cAmpului electrostatic
1.5.2. Ecuatule cAmpulu electrocinetic stationar
1.5.3. Ecuatiile cdmpulu magnetic stajionar

1.5.4. Ecuatule cdmpului electromagnetic in regim cvasistationar de tip magnetic

1.6. Metode analitice de rezolvare a ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale
1.6.1. Generalitap
1.6.2. Metoda functiilor analitice
1.6.3. Metoda reprezentim conforme
1.6.4. Metoda separdni variabilelor
1.7. Metode de calcul al cdmpul electromagnetic in maginile electrice

CAP. 1L

Elaborarea modelului analitic al maginii sincrone reactive cu rotor stratificat
2.1, Generalitap

2.2. Analiza influenter configuratiei rotorice asupra intrefierului echivalent

10

14
14
15
16
17

20
20
21
23
25
27

29
29

BUPT



al maginii sincrone reactive cu rotor stratificat 32

2.2.1. Consideratii preliminare 32
2.2.2. Determinarea grosimii echivalente a zonelor nemagnetice

pe periferia rotoruhui 33
2.2.3. Determinarea grosimii echivalente a zonelor feromagnetice

pe periferia rotorutui 36
2.2.4. Determinarea influentei configuratiei rotorice asupra intrefierului echivalent 37
2.2.5. Exemplu de calcul 38
2.2.6. Concluni 41

2.3. Calculul chmpului magnetic gi al inductivitatilor sincrone longitudinali gi transversala
ale maginii sincrone reactive cu rotor stratificat fard piese de prindere (magina model) 44
2.3.1. Ipoteze simplificatoare. Preciziri 44
2.3.2. Determinarea marimilor corespunzitoare cAmpului magnetic transversal 45
2.3.3. Determinarea marimilor corespunzitoare cimpului magnetic longitudinal 52
2.3.4. Exemplu de calcul 54
2.3.5. Concluzi . 56

2.4, Calculul cdmpului magnetic g1 al inductivitdplor sincrone longitudinala gi transversala
ale magini sincrone reactive cu rotor stratificat, cu piese de prindere (magina reald) 57

2.4.1. Consideratii preliminare 57
2.4.2. Determinarea intrefierului in zona pieselor de prindere 57
2.4.3. Determinarea inductivititii de magnetizare transversale in cazul p=1 61
2.4 4. Determinarea inductivitatii de magnetizare longitudinale in cazul p=1 62
2.4.5. Exemplu de calcul 64
2.4.6. Concluzi 68

2.5 Calculul cdmpului magnetic g1 al inductivitafii de magnetizare longitudinala ale
maginii sincrone reactive cu rotor stratificat, cu considerarea neliniaritatii

matenalulu feromagnetic 69
2.5.1. Consideratui preliminare 69
2.5.2. Ipoteze. Precizin 69
2.5.3. Determinarea inductiei magnetice in intrefier 70
2.5.4. Determinarea flwaului magnetic longitudinal 74
2.5.5. Determinarea inductivitatii de magnetizare longitudinald 75
2.5.6. Exemplu de calcul 15

4

BUPT



CAP. 111

Aplicarea modelului analitic In studiul maginii sincrone reacttve cu rotor stratificat 77

3.1. Introducere
3.2. Precizin

3.3. Aspecte generale privind influenta configuratie1 rotorice asupra parametrilor

maginii sincrone reactive cu rotor stratificat

3.4. Determinarea influentei configuratiei rotorice asupra parametrilor magini sincrone

reactive cu rotor stratificat
3.4.1. Influenta distnibutiel zonelor nemagnetice rotorice
3.4.2. Intfluenta manmui pieselor de prindere
3.4.3. Analiza configuratulor rotorice in ipoteza CA,+Z3.=const.

3.5. Concluzi

CAP. IV,
Determimarea experimentalh a parametrilor mayinii sincrone reactive
cu rotor stratificat
4.1. Elemente teoretice
4.1.1. Determinarea inductiviti{ii sincrone longitudinale
4.1.2. Determinarea inductivitifil sincrone transversale
4.1.3. Determinarea inductivitatii de dispersie
4.2. Determinin expennmentale
4.3. Rezultate experimentale

CAP. V.
Concluzii

Bibliografie

77
19

79

83
83
101
109
115

117
117
117
117
119
120
122

127

130

BUPT



CAPITOLUL1
METODE DE CALCUL AL CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

1.1. CAMPUL ELECTROMAGNETIC {N TEORIA MACROSCOPICA

Conceptul de cAmp electromagnetic definegte o formi de existentd a materiei, distincta
de forma substantd. El exista atit in interiorul corpurilor cét g1 in vidul din exteriorul acestora,
prin vid considerfind, In teoria macroscopich, o stare limitAd de extremi rarefiere a substantei
corporale repartizate continuu fn spatu.

Campul electromagnetic prezinta distributie spafiala g1 evolutie in timp, posedi energie
§1 este capabil si transmiti pnn conhgutate actium ponderomotoare de naturd
electromagneticA, pnn aceste elemente prezentdnd asemanan cu substanta. Spre deosebire de
substan{d tnsa, se poate 1dentifica §1 descne numai in raport cu sisteme de referintd atagate
corpurilor, nu i se poate atribui proprietatea de migcare mecanica, se poate propaga (cu viteza
luminu) sub forma de unde electromagnetice, g1 asupra sa nu se pot exercita actiuni
ponderomotoare.

Cémpul electromagnetic este constituit din doud componente relative g1
interdependente: cAmpul electnc gi cAmpul magnetic. Atdt cBmpul electric g1 magnetic cét gi
corpunle aflate In cimp eloctromagnetic se pot caracteriza - la nivel macroscopic local §i
instantaneu - prin mirimi de stare specifice, dupd cum urmeazi:

- cimpul electric (produs de corpun electrizate sau de variatia in timp a cAmpului magnetic)
pnn:

- intensitatea cAmpului electric E(r,f)

- inductia electrica D(r,t)

- cAmpul magnetic (produs de corpuri in stare electrocinetici sau in stare de magnetizare, de
corpuri electrizate aflate in migcare sau de variatia in timp a cimpului electric) prin:

- intensitatea cimpului magnetic H(r,f)

- inductia magnetici B(r,f)

- corpurile aflate in cAmp electromagnetic prin:

- densitatea volumica de sarcind electric adevarath p, (r,r) (definegte starea de electrizare prin
incircare)

- polarizatia P(r,t) (definegte starea de electrizare prin polarizare)
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- densitatea curentului electric de conductie J(r,r) (descrie starea electrocinetica)

- magnetizatia M (7,f) (descrie starea de magnetizare)

Campul electromagnetic macroscopic in medi oarecare (51 la limita, in vid) se poate afla in
urmitoarele regimuri de desfagurare a fenomenelor electrice §i magnetice:

- regimul nestationar sau general vanabil al cAdmpului electromagnetic, cirmia fi corespund
specii de mirimi de stare macroscopicd a cAmpului electromagnetic i a corpurilor, variabile in
timp prin functii oarecare (corespunzind regimului tranztoriu) sau periodice (corespunzind
regimului permanent periodic).

Un caz particular al regimului nestationar il reprezinti variatia in timp (oarecare sau peniodic3) a
mérimilor de stare macroscopicd cu frecvenii suficient de joasi pentru a se putea neglija
contributia vanatiei in timp a c&mpulum electric la producerea cmpului magnetic; regimul
acesta este cvasistationar de tip magnetic (inductiv sau anelectric).

- regimul stationar al cdmpului electromagnetic in medii imobile, care este insotit de
transformari energetice gi se caracterizeazA prin marimi de stare macroscopicd a cdmpului
electromagnetic g1 a corpunilor, invanabile in timp. C&mpul electromagnetic in regim stationar
prezinta doud aspecte: cAmpul electric stajionar gi cAmpul magnetic stationar.

Regimul static este cazul particular al regimului stationar in care nu au loc transforman
energetice §i nici curenti electrici de conductie. Acesta este singurul regim al cAmpului
electromagnetic in care fenomenele electrice §1 magnetice se produc independent g1 se pot
studia disociind regimul electrostatic respectiv magnetostatic.

1.2. ECUATIILE FUNDAMENTALE ALE CAMPULUI
ELECTROMAGNETIC MACROSCOPIC

1.2.1. Ecuatiile fundamentale ale cAmpului electromagnetic macroscopic in medii
mobile

Ecuatiile reprezentind legile generale ale cdmpuhui electromagnetic macroscopic nestationar in
medii mobile, cu viteze nerelativiste gi in domenii de continuitate gi netezime a proprietatilor
fizice locale, sunt:

rotE° = -%+rot(§xg) (1.1)
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rot?=7°-+p:-;+-‘—9;£+ rot(EEx;) (1.2)

m?:-age — (divp’ V) (1.3)
divD® = g (1.4)
divB® = 0 (1.5)

Mirimile de stare macroscopica a cAmpului electromagnetic i a corpurilor mobile se definesc
in referentialul propriu R® (atagat punctului material carecare al mediului mobil), iar viteza v gi
operatorii diferentiali se definesc in raport cu referentialul inertial fix R.

Ecuatiile care exprim4 legile de matenial sunt, in forma generala:

D° = D(E°,B") (1.6)
B® = B(H°,E°) a7
J° = J(E®,B%) (1.8)

1.2.2. Ecuatiile fundamentale ale cAmpului electromagnetic macroscopic in medii

fixe

Ecuatiile fundamentale ale cdmpului electromagnetic macroscopic In medii fixe cuprind
expnimarea matematica, in forma locala, a legilor generale g1 a legilor de matenal din teona
macroscopicd a electromagnetismului, in domenii de continuitate §i netezime a proprietitilor
finnce locale.

rotE = s 1.9
rottr = 7+ 22 (1.10)
a

.5 _ P

div] = -—=2
J 2 (1.11)
divD = p, (1.12)
divB = 0 (1.13)
D = IXE) (1.14)
B = B(H) (1.15)
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J = J(E,B) (1.16)
In ecuatii, atit marimile de stare ale cAmpului electromagnetic cit gi variabilele independente -
coordonatele spatiale gi timpul - sunt raportate la referentialul propriu (sistemul de referinta
inertial, atagat fiecArui punct al mediului de cAmp, §i aflat in repaus, local gi instantaneu in
raport cu substanta din vecinatatea punctului respectiv).

1.3. PARTICULARIZARFEA ECUATIILOR FUNDAMENTALE ALE
CAMPULUI ELECTROMAGNETIC MACROSCOPIC

1.3.1. Particularizarea ecuatiilor fundamentale ale cAmpului electromagnetic
macroscopic in medii mobile

in regim cvasistationar magnetic al chmpului electromagnetic tn medii mobile, izotrope,
omogene, nepolarizate gi nemagnetizate permanent gi lipsite de cimp electric impnimat, se
neglijeazi densitatea curentului de deplasare ( g =0 ), densitatea curentului Roentgen
teoretic  ( rot(ﬁ xv)=0 ) §i efectul dinamic al distnibujiei volumice de sarcini electnica
adevaratd Ecuatiile corespunzitoare legilor generale, pentru domenii de continuitate gi netezime
a proprietatilor electomagnetice locale, sunt:

rotE® = —%+ rot(;xﬁ) 1.17)
rot?:?+pe-; (1.18)
dv(J® + 00 v) = 0 (1.19)
divD® = p? (1.20)
divB® = 0 (1.21)

Dac4, in plus, medile se considerd firad histerezis (electric, magnetic si electroconductiv),
ecuatiile constitutive, scrise in referentialul propriu R?, au forma:

D’ = ¢E° (1.22)
B® = uH® (1.23)
J° = oE® (1.24)

Daca raportarea se face la referentialul R, ecuatiile constitutive devin :
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D=&E +vxB) (1.25)
B = u(H - vx B) (1.26)

J=c(E+vxB)+p, v (1.27)

1.3.2. Particularizarea ecnatiilor fundamentale ale cAmpului electromagnetic

macroscopic in medii fixe

Se vor prezenta cazurile particulare ale legilor generale pentru diferite regimuri ale cimpului
electromagnetic macroscopic in medii imobile §i apoi particularizarea legilor de material pentru
diferite caracteristici de stare electromagnetici a mediilor corporale.

1.3.2.1. Particularizarea ecuatiilor reprezentind legile generale

1.3.2.1.1. Regimul cvasistationar de tip magnetic
-~ OB

rotE = — - (1.28)
rotH = J (1.29)
div] =0 (1.30)
divD = p, (1.31)
divB = 0 (1.32)
In regim cvasistationar magnetic, conditia de cvasistationaritate -? =0 in ecuata (1.10),
implicd automat condifia D,

3 = 0 in ecuatia (1.11), corespunzitoare legii circuitului magnetic.

Neglijind contributia densitatii curentului de deplasare in raport cu J din punct de vedere al
producerii cdmpului magnetic, in acest regim dispare dubla legAturd cauzali intre cédmpul
electric gi cel magnetic g1 prin urmare gi posibilitatea cimpulai electromagnetic de a exista sub
forma de unde electromagnetice.

Ecuatule sunt valabile in domemnii de continuitate gi netezame a propnietitilor electromagnetice.
Pentru puncte apartinind suprafetelor de discontimutate (reprezentind suprafata de seperatie
dintre doud medu corporale imobile, cu proprietati electromagnetice diferite), sau curbelor
singulare, aceste ecuapii devin "ecuajii de trecere”, reprezentind condifiile de salt pentru
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ménmile de stare macroscopicd a cimpului electromagnetic gi a corpunlor imobile, in regim
cvasistationar magnetic:

rot. E=n,x(E),=0 (1.33)
rot, H =n,x(H), = J, (1.34)
divJ =n,-(J), (1.35)
div,D=n,-(D), = p, (1.36)
divB=n,(B),=0 (1.37)

-J,,p,, reprezinti densitatea pinzei de curent de conductie, respectiv densitatea superficiala a
sarcinii electrice adevirate (daci ea existd), corespunzitoare suprafetei de discontinuitate S;

- n, este versorul normalei la suprafata S, in punctul considerat,

- (), simbolizeaz saltul marimilor de stare macroscopice la traversarea suprafeiei de

discontinuitate S;

1.3.2.1.2. Regimul stationar

rotE = 0 (1.38)
rotH = J (1.39)
divJ =0 (1.40)
divD = p, (1.41)
divB =0 (1.42)

in acest regim, legitura dintre cele doui perechi de specii de marimi de stare
macroscopicd a cAmpului electromagnetic se realizeazi exclusiv prin vectorul densititii
curentulw electnc de conduchie 7(;). Ecuatiile se pot disocia, corespunzitor determuniri

manmilor de stare electric3, respectiv magneticd, a cdmpului electromagnetic §1 a corpurnlor
fixe, in regim electric san electrocinetic stationar, respectiv in regim magnetic stationar.
Ecuatile de trecere sunt ( cu aceleagi notatii ca gi pentru cazul regimului cvasistationar de tip
magnetic), urmatoarele:

fOI’E = ;1—'x (E’)l =0 (1.43)

11
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1.3.2.1.3. Regimul static

de conductie este nula (J = 0).

rotE = 0
dvD = p,
rot}_f =0
divB = 0

rot,l—f =0
dv,D = p,
rot,ITl =0
divIE =0

in regim static toate mérimile sunt invariabile in timp, deci

12
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a

(1.44)
(1.45)
(1.46)
(1.47)

= 0, iar densitatea curentului

(1.48)

(1.49)
(1.50)
- (1.51)

Se obtin douad grupe de ecuatii complet independente, una continind manmi de stare electnici
macroscopicd a cdmpului electromagnetic i a corpurilor imobile in regim electrostatic, cealalta
conjinind numai marimi de stare magneticA macroscopicd a cAmpului electromagnetic gi a
corpurilor imobile, in regim magnetostatic.
Ecuatule de trecere sunt:

(1.52)
(1.53)
(1.54)

(1.55)

1.3.2.2. Particulanzarea ecuatulor reprezentind legile de material

Starea electromagneticA a mediilor corporale imobile, aflate in prezenta cidmpului
electromagnetic se definegte cu ajutorul parametrilor constitutivi: permitivitate, s
permeabilitate, |, reluctivitate, v gi conductivitate, .
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1.3.2.2.1. Medii fixe, neliniare, anizotrope, necimogene, nepermanente §i fara histerezis

Se considera cazul in care mediul, imobil, prezintd urmétoarele caracteristici:

-este neliniar din punct de vedere electric, magnetic gi electroconductiv, adicA parametrii si
constitutivi sunt functii neliniare (de tip saturatie) de vectorii de cmp E gi H (sau B),
-prezinti anizotropie electricA, magnetica §i electroconductiva, adici parametrii sai constitutivi
sunt tensori simetrici de ordinul al doilea fn spatiul euclidian tridimensional,

-este neomogen, adici parametrii sdi constitutivi sunt functii scalare de punct;

-este nepermanent gi fArd histerezis, adici parametrii sii constitutivi sunt vanabili in timp, dar
depind exclusiv de starea instantanee in care sunt mAsurati, nu i de stirile anterioare acesteia;
-au polarizatie permanenta F,(;, t) , magnetizatie permanenta E(;, 1), (respectiv inductie
magnetica remanents B (7,f) = po—ﬁ, (7,t) cu po - permeabilitatea magneticd a vidului) gi

cAmp electric imprimat total (de naturd nemagneticl) cu intensitatea Eud(;,f) .

in acest caz se obtin ecuatiile:
D(r,1) = 5, r,0)-E(r,0) + P, (7,0) (1.56)
B(r.t) = u(H,r,0)- HF 1) + Boon(7,0) (1.57)
J(.0) = GE.r.0)-(E(r,0) + B (.0) (1.58)

1.3.2.2.2. Medu fixe, limiare, 1zotrope, omogene g1 permanente

In cazul acesta, mediul imobil de cAmp se caracterizeaza prin urmatoarele:

-este liniar, izotrop, omogen §i permanent, adicA parametrii sii constitutivi sunt constante
scalare reale, independente de vectori de cAmp, de directia de masurare, de pozitie, respectiv de
camp;

-nu prezint3 histerezas electric, magnetic si electroconductiv;

-prezinid, eventual, polarizajie permanentd, inductie magnetici remanentd gi cdmp electric
impnmat, de naturd nemagnetica.

In aceste conditii se obtin ecuatiile:

D(r,1) = 6E(r,0) + P,(r,1) (1.59)

13
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B(r,t) = pH(r,) + Bren(7,1) (1.60)
J(r,t) = AAET,0) + Eiwi(r,1)] (1.61)

1.4. UNICITATEA REZOLVARI ECUATIILOR FUNDAMENTALE ALE
CAMPULUI ELECTROMAGNETIC MACROSCOPIC

Proprietatea obiectivd a cAmpului electromagnetic de a satisface principiul cauzalitatii se
regisegte in teorema generald de unicitate a cimpului electromagnetic macroscopic.
Determinarea univoci a vectorilor de stare, locald gi instantanee, a cdmpului electromagnetic

macroscopic, E,D,H,B in oricare din regimurile sale se poate face dacA sunt cunoscute
urmitoarele conditii de unicitate:

-conditii de matenial; '

-condi{ii de vitezd, numai in cazul mediilor mobile de cAmp, respectiv v(r,7) in domeniul de
existentlt a cAmpului, iar derivatele partiale ale vitezei in raport cu coordonatele spatiale si fie
marginite;

-condifii la limita;

-condijit de surse.

1.5. ECUATIILE DIFERENTIALE ALE POTENTIALEOR

Rezolvarea directa a sistemului ecuatiilor fundamentale de c&mp este in general dificild
Pentru a reduce numarul ecuatulor, se efectueazi o schimbare de vanabile, prin introducerea
unor funciii auxiliare, denumite potentiale electromagnetice. Acestea constituie specii de
ménmi indirecte de stare macroscopicd locald si instantanee a cdmpului electromagnetic,
deoarece admit anumite vanatii faji de care cdmpul electromagnetic macroscopic este invariant.
Pentru a asigura univocitatea determinani potentialelor se impun conditii suplimentare, numite
conditii de etalonare.
In rezolvarea problemelor de cdmp in regim stationar gi cvasistationar de tip magnetic, se
utilizeazA doudt cupluri de potentiale electromagnetice:
a) potentiahul magnetic vector A, asociat cu potentiatul electric scalar V
b) potentialul electric vector T, asociat cu potentiahul magnetic scalar V_.

14
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Deoarece cazul a) este cel mai frecvent prezentat in literatura de specialitate, in continuare se va
justifica numai introducerea variabilelor T gi V, .
Din ecuatia (1.30) rezultd ca vectorul densitdfii curentului electric de conductie, J este

solenoidal, prin urmare poate fi definit pnn rotorul unei alte functii vectonale, -I—‘, denumiti
potential electric vector :

J = rotT (1.62)

Compardnd ecuatiile (1.29) i (1.62) rezultd c vectorii H §i T diferd prin gradientul unui
cAmp scalar, V_ , numit potential electnic scalar, adica:

H =T -gradV, (1.63)

Relatiile (1.62) i (1.63) permit determinarea vectorilor de cAmp H i J cu ajutorul noilor
variabile T gi V..
Pentru determinarea univoc a potentialelor electromagnetice, se impune valoarea divergentei
potentialului vector (Z sau respectiv T ).
Uzual, in regimurile stajionar §i cvasistajionar de tip magnetic, atunci cind se utilizeaza
potentialul magnetic vector A, asociat cu potentialul electnic scalar V', se impune condipa de
ctalonare a lui Coulomb:

divAd =0 (1.64)
Ecuatiile potentialelor electromagnetice, determinate din ecuatiile fundamentale, scrise in forma
local4, sunt in general, ecuatu cu denvate parpale, de ordinul al doilea; forma explicita a acestor
ecuatii depinde att de regimul cAmpului magnetic macroscopic ciit §i de caractensticile
mediului corporal. Se vor prezenta ecuatile pentru potentialele magnetice vector A g1 electnc
scalar V' pentru diferite regimun, pomind de la ecuatiile fundamentale de cdmp, valabile in

domenu de continuitate gi netezime a propnetatilor macroscopice de material g1 de la conditule
de unicitate.

1.5.1. Ecuatiile cAmpului electrostatic

Ecuatiile fundamentale de cAmp se reformuleazi, cu ajutorul potentiatului electrostatic
V', pentru medii fixe gi In domenu de continuitate gi netezime a proprietatilor macroscopice de
material, cu precizarea conditiilor de unicitate aferente:
-conditii de material, fixate prin ecuaia de forma generala: D = I(E);
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-conditiile la limitd, cuprinzind conditille pe frontiera domeniului de cimp ( distnbutia
potentialului sau a componentei nommale a inductiei electrice pe frontiera domeniului ) §i
conditiile de interfatd reprezentate de relatiile: rot,E =0, dr'v,l_) = p, pe suprafetele fixe de
discontinuitate din domeniul considerat,

-conditiile de surse: p,,P,,p, , in subdomeniile din domeniul de cimp unde acestea exista.

1.5.1.1. Medii fixe, neliniare, anizotrope, neomogene g1 polanzate permanent

Din (1.48),(1.49) gi din:

D7) = 6(E,7)-E() + P,(7) (1.65)
ecuatia diferenfiald a potenpalulm clectrostatic se objine sub forma:
de(E,7)-gradV (7)) = -p, (7) + divP, (7) (1.66)

1.5.1.2. Medii fixe, liniare, izotrope, omogene g1 nepolarizate permanent

In acest caz 5 este constant, deci grads = 0 iar F’ = 0.

Ecuatia potenjialului electrostatic devine, cu conditiile precedente:

AV < -1 p.(r) (1.67)
ry

Aceasta este o ecuatie diferentiald de tip Poisson pentru medule cu densitate volumici de
sarcind electricd, §i de tip Laplace pentru mediile neincarcate electric ( p, = 0 ).

1.5.2. Ecnatiile cAmpului electrocinetic stationar

Ecuatille fundamentale de cAdmp se reformuleazi cu ajutorul potentialului electric (stationar),
ecualii valabile pentru medii fixe §i in domenii de continuitate gi netezime a marimilor
macroscopice, cu definirea urmatoarelor conditii de unicitate:

-conditii de material, fixate prin ecuatia J = J(E,B);

-conditii 1a limit §i anume cele de frontiera ( de tip Dirichlet: valorile potentiatului ¥ - gi / sau
de tip Neumann - valonle pe frontierd ale componentei normale a densititii curentului de
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conductie ) gi conditille de interfatd: rotE =0 gi div,J = n,-(J), pe suprafetele S de
discontinuitate ale domeniului;

-conditiile de surse, respectiv distributia cAmpului electric imprimat total E,w in domeniul
considerat.

Pornind de la ecuatiile fundamentale pentru regimul electrocinetic stationar:

rotE = 0 (1.68)

J=0(E+E) (1.69)

divJ = 0 (1.70)
se objine ecuatia potentialului electrocinetic ( stationar ):

Vo-VW+0.-V¥V=VoE +0-VE, (1.71)
Pentru medii conductoare cu o constant, ecuatfia devine de tip Poisson:

AV = VE, : (1.72)

iar pentru medii cu o conxtmﬁpepoxﬁuniqilipsitedecﬁmphnpﬁmat,(i:O),eamﬁa
devine de tip Laplace: .
AV =0 (1.73)

1.5.3. Ecuatlile cAmpulul magnetic stafionar

Pomnind de la ecuaiile fundamentale corespunzitoare cimpului magnetic stationar ( in
medi fixe g1 in domenu de continuitate g netezame a propnetatilor fizice locale), se introduce
potentialul magnetic vector A §i se asociazi condifiile de unicitate astfel:
~conditiile de material: B = B(H) sau H = H(B);

-conditule 1a hmitd, cupnnzind:

-pe frontiera domeniului, componenta tangentiald a intensitaii cmpului magnetic H
sau componenta tangentiald a potentialului magnetic vector A

-condiiile de interfajs: rot H = J, , div,B = 0 pe suprafetele de discontinuitate;
-conditiile de surse : distribuia curentului electric de conductie, J, a inductiei magnetice
remanente B , 8 densitat panzei de curent de conductie 7; pe eventualele suprafete de
discontinuitate.

626, 099/)/5
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1.5.3.1. Medii fixe, neliniare, anizotrope, neomogene §i magnetizate permanent

H() = v(B,7) [B(r) - B (1) (1.74)

rotH = J (1.75)

rotA(r) = B(r) (1.76)

divA(r) = 0 (1.77)
Ecuatia diferentiald a potentiatului magnetic vector devine:

roflv(B,r) - rotA(R)) = J(F) + ol V(B,7)- Brew (7] (1.78)

1.5.3.2. Medii fixe, liniare, izotrope, omogene gi nemagnetizate permanent

In ecuatia (1.76) se inlocuiesc conditiile v = l, Brw =0, v = const. §i rezultd:
U

AA = -uJ (1.79)
Ecuafia potentialului magnetic vector csle o ecuaiie vectoriald, de tip Poisson, pentru
subdomeniile ocupate de conductoare parcurse de curent electric de conductie g1 de tip Laplace

in absenia densita de curent J.

1.5.4. Ecuatiile cAmpului electromagnetic n regim cvasistationar de tip magnetic

Ecuatule fundamentale (1.28), (1.29), (1.30), (1.32) se reformuleaza cu ajutorul potentialului
magnetic vector Z(;,t) g1 electnc scalar V(;,t) , in urmatoarele conditu de unicitate:;

-conditu de matenal;

-conditin de witeza: ;(;,t) numai pentru mediile mobile §1 derivatele parfiale ale vitezei ca
manmi marginite;,

-conditiile initiale pentru marimile directe E(r,0), H(r,0) sau pentru mérimile indirecte
A(r,0), V(r,0) de stare ale cimpului electromagnetic, pentru orice punct din domeniul
considerat;

-conditiile la limitd: componenta tangentiala a lui H(r,f) sau a lni E(r,f) pe frontiera
domeniului de cAmp §i conditiile de interfaja pe suprafejele de discontinuitate a proprietitilor;
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—conditii de surse: Evw (7,t), Brm(r,t), J:(r,f), p,(r,t) pe suprafete de discontinuitate,
dacd acestea existd.

1.5.4.1. Medii conductoare fixe, neliniare, anizotrope, neomogene, nepermanente, cu
cAmp electric imprimat §i inductie remanenta

Ecuatiile constitutive sunt:
BG0) = u(H,7,0)-H 1) + Brm(r, ) (1.80)
TG0 = cE. ) [EG.0) - Bom(70)] (1.81)

Din ecuatiile fundamentale (1.29),(1.30) gi din conditia de etalonare (1.62), se obtin ecuatiile
diferentiale pentru potentialele electromagnetice AgV:

rof{v(B,7.1)- rotA(7,0) + o(E.7.1) aAg, N _
= —G(E.,r 1) gradV (r,0) + 0(Er 1) Brwe (7st) + rof{v(B,7,1) - Brom(7,1)] (1.82)
df-a(E,r,1)- gradV (r,1) - a(B,r,1) Mg") + GE 7 ) -Erpa (1)) = 0 (1.83)

1.5.4.2. Medi1 conductoare fixe, liniare, izotrope, omogene, permanente, lipsite de cdmp
electric imprimat g1 de inductie magnetici remanenta

In acest caz sunt valabile ecuatiile constitutive:

B(r,t) = uH(r,1) (1.84)

J(r,1) = 0E(r,1) (1.85)
Ecuatiile potentialelor devin:

AA- po? = pogradV (1.86)

AV =0 (1.87)

In absenta curentului de aductie, ecuatia potentialului magnetic vector devine o ecuatie de tip
parabolic:
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AA- po—= 0 (“ecuatia difuziei") (1.88)

1.6. METODE ANALITICE DE REZOLVARE A ECUATIILOR
DIFERENTIALE CU DERIVATE PARTIALE

1.6.1. Generalithti

Calculul cmpului electromagnetic in medii fixe, liniare, omogene, lipsite de polarizatie
permanenti, magnetizatie permanentd gi de cimp electric imprimat, gi aflat in regim
cvasistafionar de tip magnetic sau in regim stajionar presupune rezolvarea unor ecuafii
diferentiale cu derivate partiale, de ordinul al doilea, de tip eliptic sau parabolic.

Dupd cum solutiile problemei doe cimp depind de toate cele trei coordonate
spatiale, do doud sau de una singurf, problemele se clasificA in tridimensionale,
bidimensionale sau unidimensionale. Din categoria problemelor bidimensionale se remarcd
doud cazun particulare: ccle plan-paralele gi cele plan-mendiane.

Metodele de rezolvare a ecuatiilor diferentiale cu derivate parjiale de ordinul al doilea
pot f1 analitice sau numerice.

Metodele analitice permit determinarea funciiei necunoscute in orice punct al
domenuului studiat, sub forma unei expresu generale de calcul, care poate fi particulanzati
pentru date concrete. Avantajul metodelor analitice constd in posibilitatea interpretirii
calitative a rezultatelor. Citeva dintre cele mai utilizate metode analitice (metoda functulor de
vaniabild complexsl, metoda transformanlor conforme, metoda separirii variabilelor) vor fi
prezentate in paragrafele urmatoare.

Metodele numerice sunt metode aproximative, care se bazeaz# pe transformarea
ecuatillor diferentiale cu denvate parfiale in ecuatii algebrice, pentru care rezolvarea numeric,
cu ajutorul calculatorului, este foarte rapidd. Spre deosebire de metodele analitice insd, functiile
necunoscute se determind doar tn puncte discrete ale domeniului. in principiu, metodele
numerice se aplicA peniru rezolvarea problemelor de camp cu grad ridicat de complexitate
(configuratn complicate, neomogenitati). Precizia metodelor numerice depinde de metoda de
caleul numeric §i de capacitatea calculatoruhui utilizat.
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1.6.2. METODA FUNCTIILOR ANALITICE

Rezolvarea problemelor plan-paralele de cimp electric g1 magnetic in domenu in care
este satisfiicut ecuatia lui Laplace se poate face utilizind teoria functiilor analitice.
O functie w(z) = u(x,y)+ jv(x,y) de variabild complexA z = x+ jy care admite denvata in
toate punctele unui domeniu se numegte analiticd (sau olomorfd) in acel domemu. Conditia
necesard §i suficienti pentru ca o functie de variabili complex s admita derivati intr-un punct
(sau in toate punctele unui domeniu) este ca parfile ei reald u(x,y) si imaginardv(x,y) sd
verifice conditille Cauchy-Riemann -éi:g-; é=—-0}’— in punctul respectiv (respectiv in

& & & &

toate punctele domeniului). Se poate demonstra ci atit partea reala cit gi cea imaginard a unei
functii analitice sunt functii armonice. Reciproc, pentru ca doud functii armonice oarecare s
reprezinte partea reald, respectiv imaginard a unei functii olomorfe, (altfel spus, s4 fie functii
conjugate) ele trebuie sid indeplineascd conditiile Cauchy-Riemann Prin urmare, dacd se
cunoagte partea reali (8au cea imaginard) a unei funcpi analitice, partea imaginard (respectiv cea
reald) se poate determina, cu exceptia unei constante aditive.
In planul variabilei z, ecuatiile u(x,y) = const. respectiv v(x,y) = const. determini familii de
curbe ortogonale. Deci atit partea reald u(x,y) cit gi cea imaginard v(x,y) a unei funcii
analitice poate reprezenta potenpialul scalar V(x,y) al unui cAmp plan-paralel (pentru ci
satisface ecuatia lui Laplace, in baza conditiei de armonicitate). Orice functie analitica a cirei
parte imaginard (sau reald) reprezini potentialul scalar al unui cdmp laplacian plan-paralel se
numegte potential complex al cAmpului respectiv. Din proprietatea de ortogonalitate a familulor
de curbe u(x,y) = const. §i v(x,y) = const. rezultd ca daci partea imaginari determina liniile
de cAmp, atunci partea reald determind liniile echipotentiale.
Metoda functiilor analitice constd in a determina c&mpul plan-paralel care corespunde unei
functii analitice date - potentialul complex al cdmpului.
Funcha care repreantd potentialul complex se scrie punind in evidentd partea reald gi cea
o
Cel mai frecvent se admite ci partea imaginard reprezinta potentialul scalar V(x,y) al cAmpului
laplacian. Cu aceastd conventie, se pot determina ecuatia liniilor de cAmp gi cea a hnilor
echipotentiale gi se poate determina configurajia in care ar putea exista cAmpul respectiv.
Minmile care permit determinarea cdmpului respectiv ("caractenizarea® completa a sistemuln
fizic considerat) se pot determina din expresia potentialului complex, nefiind necesard
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cunoagterea spectrului cdmpului. Dacd potentialul scalar al c&mpului este reprezentat de partea
imaginard a potentialului complex W=w=u(x,y)+fv(x,y) vectorul de cAmp, notat, de exemph,
cu F sepoateexprima,hcomplex,inplanulvmiabileizmbforma:i":=—(%+j%) .
Relatia de legaturd intre vectorul de cidmp F, din planul z g1 vectorul de cdmp Fy din planul w
(fig- 1.1) este F, :FJ%]‘, in care cu [ ]. se simbolizeazi functia conjugatd Modulul
vectorului de cAmp este egal cu modulul derivatei functiei analitice indiferent dac partea reala
sau cea imaginard a potentialului complex reprezinta potentiahul scalar al cimpului laplacian.

Fig. 1.1

Se poate calcula fluxul vectorului de c&mp printr-o suprafapt S de hungime A, perpendiculara
pe planul considerat, cuprinsa intre dou4 linii de comp u, siu, (fig. 1.2):

{ dl 2 5
at\
U‘ 33 - uz
F

Fig. 1.2.
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7 = [ -graav)nds = [ (- Soyht = [ (Gl = hf b = By - )
s s i l 1

Din expresia potentialului complex putindu-se calcula vectorul cimp, se poate determina
energia inmagazinati in domeniul dat, iar cu ajutorul tearemei fortelor generale se determind
fortele care actioneaza asupra corpurlor aflate in cAmpul laplacian analizat.

Prin urmare, potentialul complex al cdmpului laplacian determina toate marimile care intervin
in problemele de calculul cdmpului.

1.6.3. METODA REPREZENTARII CONFORME

Fie un cAmp laplacian plan-paralel, necunoscut, in interiorul unui domeniu dat, cu anumite
conditii pe frontierli. Se gtie cA functiile analitice au proprietatea de a transforma conform un
domeniu dat, D, din planul z, intr-un domeniu mai simply, D, din planul w, in care cmpul
este uniform, deci cunoscut. Metoda reprezentirii conforme constd in determinarea functiei
olomorfe care asigurs aceasta transformare.

Problema nu are o solutie matematica generald; ea se poate rezolva numai in anumite cazun.
Uneori, pentru determinarea potentialului complex al cAmpului necunoscut sunt necesare doud
transforman conforme succesive, Existi gi procedee particulare de determinare a functiilor care
realizeazdi transformarea conformid: unul presupune utilizarea unor combinatii de funciu
elementare cunoscute g1 apoi aplicarea pnincipiului superpoztiei, al doilea il reprezinti
transformarea Schwarz-Christoffel.

In domeniile reprezentate conform, vectorul cAmp, notat, de exemplu, cu F, este diferit. In

planul vanabilei z: F, =

‘;—W{ iar in planul vanabilei w(z) : F_ =
2

%‘. Prin urmare, in regim
electrostatic densitatea sarcinii electrice nu este invariantd, respectiv in regim electrocinetic
stationar, densitatea de curent nu este invanantd. Functile u, respectiv v au aceleagi valon in
cele doud domenu, (D, gi D, ) i deci potentialele - gi diferentele de potential - respectiv
fhoaurile sunt invariante, rezulti cA sunt invariante gi sarcinile electrice totale gi curentii. Deci
parametr1 globali - capacitifi, rezistente electrice - sunt tot manmi invariante gi in baza acestei
concluzii determinarea lor se va face in acel domeniu unde calculul este cel mai simplu.

Un domeniu important de aplicare a metodei reprezentarii conforme {l reprezinta cdmpurile din
domenii mirginite de contururi poligonale.
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Fig. 1.3.

Functia care realizeazi transformarea domeniului D, din planul z in domeniul D, (fig. 1.3) din
planul <t satisface ecuatia lui Schwarz-Christoffel:

% =C/(r- ;,)'7'(: &) *.(r- £ = C,I:I(r- 5.)'7'
ke}
in care:

- C, este o constanti, In general complexa.

- & reprezintd unghiul exterior (exprimat in radiani) corespunzator vérfului 4; , adicd unghiul
cu care trebuie rotits latura & pentru a se suprapune peste latura k+/.

Se presupune ci parcurgerea conturului se face In sens direct, adica astfel incdt domeniul s4 fie
totdeauna la stinga frontierei, iar numerotarea virfunlor se face astfel inct la parcurgerea
conturului poligonal in sens direct, nodurile sa fie intdlnite in ordinea crescétoare a numarului
lor de ordine.

Integrind ecuatia diferentiald Schwarz-Christoffel, se obtine functia z(7 ). Pentru determinarea
<_>omtan1ei C; g1 a constantei de integrare se utilizeazit conditiile de corespondenta intre planele
zel T.

Exastd posibilitatea de a aplica transformarea Schwarz - Christoffel gi in cazul unor conturun
poligonale cu vérfuri rotunjite, sifuatie in care factorul corespunzator vérfului inlocuit cu
porhiunea rotun)ita are o alta expresie.

Degi ecuatia diferentiald se poate scrie simplu pentru contururi poligonale cu un numar orict
de mare de latun, dificultatea integrimni expresiei face ca aplicarea acestei transformin si
prezinte inferes numai pentru domeniile marginite de conturun poligonale cu numar relativ mic
de latun.
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1.6.4. METODA SEPARARII VARIABILELOR

Metoda separini vanabilelor - elaborati de Bemoulli §i Fourier - este una dintre cele mai
cunoscute metode de rezolvare a ecuatiilor cu derivate pariale.

Problema rezolvani ecuatiei cu derivate parfiale de ordinul al doilea este transformati intr-o
problema simplA, de rezolvare a unei ecuatii diferentiale ordinare. Principiul metodei presupune
a construi solutia problemei folosind solutii particulare, sub forma unui produs de functi,
fiecare functie depinzind de o singurd variabila a sistemului de coordonate utilizat.

In cazul general se considers o ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea, liniard gi
omogend, cu conditii iniiale §i la limitA precizate. In problemele de cimp, metoda se poate
aplica pentru rezolvarea ecuatiilor Laplace gi Poisson, numai pentru anumite domemi g1 conditii
de frontiersi. Pentru scrierea ecuatiilor se alege sistemul de coordonate cel mai potrivit simetriei
pe care o prezintd domeniul de cAmp, astfel incit suprafata de frontierd a domeniului 84 coincida
cu suprafetele de coordonate ale sistemului respectiv.

Se considerf cazul mai simplu al unui cAmp laplacian plan - paralel, intr-un sistem de
coordonate carteziene. Ecualia pe care o satisface potentialul V{x,y) este de tip Laplace:

FVxy) , OVxy)
&1 @)2 -

0 (1.89)

Se admite cd soluia ecuatiei este de forma V(x,y) = X (x)- Y (y), functia X depinzind numai
de x iar functia ¥ numai de y. In aceasta situatie ecuatia lui Laplace devine:

2 2
YCZ;T-PAT:;§ =0 (1.90)
sau, echivalent:
1 d*X 1 d*Y
T T 1.91
X d Y (1.9

S-a obinut o relape adevirati oncare ar fi vanabilele x gi y, independente; prin urmare
inseamnd cd cei doi termeni sunt egali, fiecare, cu o constantA. Fie aceasta -k. Astfel rezulta
doud ecuatii diferentiale:

1 d’X

¥ 2 +k =0 (1.92)
1 d*Y

— -k*=0 1.93
T3 (1.93)

cu solutiile:
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X = Asmkx + Beoskx (1.94)

Y = Cshky + Dchky (1.95)
Ecuatia lui Laplace fiind liniard gi omogens, solutia generald a problemei se obtine insumind
solutiile particulare corespunzitoare valorilor constantei k, deci:

V(x,y) = (Asinkx + B sin ke Cshky + Dchky) (1.96)
Daca se considera gi £ = O atunci intervine gi solutia particulara:
Vo (x,y) = (Ayx + ByXCoy + D) (1.97)

Determinarea constantelor 4,.8,C,D se face din conditille la limitd (pe frontierd). Problema
determindrnii valorilor hui £ pentru care ecuatia (1.91) sA admita solutii diferite de solutia banald
X(x)=0 gi care satisfac §1 conditule la limitd poartd numele de problema lui Sturm -
Liouville. Uneori conditille la limitd sunt satisficute doar pentru anumite valori k, ale
constantei X, numite valori propni; functille X' (x) corespunzitoare se numesc functii proprii.
Sirul infinit al valorilor proprii %,,...,k_,... respectiv al functiilor proprii X, (x),...,X, (x),...
constituie un spectru discret.
Pentru cazunle in care condijule la limita sunt satisfdcute orncare ar fi k, valonle proprii
formeaza un spectru continuu. '
Functille propni X, sunt, deci:

X, (x)= A, sk x+ B, coskx (1.98)
Admitind pe frontierd conditii de tip omogen V(0,x) =0, V(1,5) =0, 0<x <1 s clutind
numai solutn difente de solutia banala, se obtine solutia:

X.(x)= A, sinll’ix (1.99)
Cu valonle lut k cunoscute, se obtine:

L) = C,sh% y+Dnch-'% y (1.100)
Solutia V' (x,y) = X(x):Y()) se obtine sub forma:

nx
!

Aceastd metodi generali de calcul a cimpurilor nu se poate utiliza pentru rezolvarea
problemelor cu grad ridicat de complexitate (configuratii complicate, neomogenitati).

Vi)=Y (4, m%xc,sh y+D_ch¥ ¥) (1.101)
-]
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1.7. METODE DE CALCUL AL CAMPULUI MAGNETIC fN MASINILE
ELECTRICE

Studierea unui sistem fizic constind In corpuri aflate in cémp electromagnetic
presupune atit cunoagterea propretifilor fiecirui element in parte (corpuri, respectiv cimp
electromagnetic), cit gi a modului in care acesiea interactioneaz.

Caractenizarea sistemului este completd in cazul In care aceste elemente sunt cunoscute in
fiecare moment, respectiv se cunosc functiile care descriu parametrii sistemului in timp.

Asupra cmpuha electromagnetic macroscopic se pot formula doua tipun de probleme:
de analizi, (in care, fiind date sursele cAmpului, domeniul de existent al acestuia, condiiile
inifiale, la limita gi de matenial, se cere determinarea mirimilor de stare locala gi instantanee)
respectiv probleme de sintezd (in care, admitind complet cunoscutd repartitia spatiald gi
evolutia in timp a cAmpului in domeniul s&u de existenta, se cere determinarea surselor ). In
continuare se va lua in considerare in exclusivitate primul tip de probleme.

Principial, oncare ar fi sistemul fizic studiat, rezolvarea unei probleme de analizA a
cdmpului electromagnetic presupune parcurgerea obligatorie a trei etape:

1. stabilirea modelului fenomenologic ;

2. stabilirea modelului matematic;

3. rezolvarea ecuatiilor pe care le satisfac marimile de cimp.

Stabilirea modelului fenomenologic presupune definirea sistemului, prin indicarea
urmdtoarelor date; domeniul de existentd a cAmpului (coordonatele spatiale), sursele, conditiile
de material, 1a limit4 g1 initiale, precum g1 ipotezele simplificatoare admise.

Modelul matematic asociat problemel de cdmp cuprinde ecuatiille care expnma
matematic legile teoriei macroscopice ale electromagnetismului.

Determinarea manmilor de cAmp ca functi de vanabilele independente (coordonate
spajiale, surse, date de matenial, timp) este deosebit de utild pentru efectuarea unei analize
calitative a sistemului. Dificultatea problemei consti in faptul ci, degi teoretic, in baza
teoremei de unicitate, solutia problemei de cdmp este unici, pentru ecuatiile obtinute (in
general ecuatii diferenfiale cu denivate partiale, de ordinul al doilea), principial, nu intotdeauna
este posibild obtinerea solutiei sub forma unor expresii continind functii elementare sau
speciale cunoscute. Aceasti situapie este intdlnitd in cazul maginilor electrice, pentru care
considerarea neomogenutAfilor, a anizotropiei §i neliniaritAfii materialului feromagnetic,
respectiv a regimului vanabil in timp complica foarte mult forma ecuatiilor.
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In aceste conditii se impune aproximarea problemnei reale de cAmp cu o alta simplificata, numiti
problema model, a cirei solujie 84 permitd formularea unor conchizii privind problema
nesimplificatd. Chteva dintre cele mai frecvente ipoteze simplificatoare admise in studiul
maginilor electrice sunt: regimul magnetic staionar, cimpul magnetic plan-paralel,
permeabilitate magneticd a armdtuni, infinitd, materiale omogene, izotrope, cu caractenstici
care nu se modificd in timp. Acceptarea unor astfel de ipoteze care nu afecteazt esential modehul
fenomenologic dar simplificd mult rezolvarea problemei de cimp, a condus la elaborarea unor
metode de calcul al cdmpului magnetic, adecvate maginilor electrice.

O metod generala constA in aplicarea legilor circuitului magnetic gi a fhocuhn magnetic
in forma integrald Se considerd intensitatea cAmpului magnetic constanta in diferite portiuni
ale circuitului magnetic al maginii, gi se determind analitic inductia §i intensitatea c&mpuhn
magnetic in domeniile respective.

O alt3 metod3 consta in aplicarea teoremelor hui Kirchhoff pentru circuite magnetice. Se
stabilegte schema echivalentd a circuitului magnetic prin determinarea reluctantelor magnetice
ale porfiunilor de circuit gi a solenatilor aplicate; rezolvind sistemul de ecuatii obtinut se
calculeaza fluxurile §i tensiunile magnetice pentru fiecare element al circuitului magnetic.

Dintre metodele numerice, cele mai frecvent utilizate sunt metoda diferentelor finite g1
metoda elementului finit. Tendinta actuald de a utiliza, pentru calculul cAmpunlor, in mod
preferenfial metodele numenice este justificata de cel putin doua argumente:

- De cele mai multe on, configuratia domeniuhui este complicatd, cu neomogenitati,
determinarea solutier sub forma analitica fund practic imposibila.

- Un domeniu de ciAmp, oricAt de complicat, discretizat corespunzitor gi investigat
vthzind un algontm simplu, in care se adoptd o solutie initiald aproximativd, care apoi se
recalculeaz prin iteralii succesive pand la atingerea preciziei dorite, permite utilizarea unor
sisterne de calcul cu viteza de lucru deosebit de mare.

Pentru evaluarea preciziei solutiei obtinute prin metode numerice, ea trebuie obligatoriu

comparati cu rezultatele obinute pe modele fizice sau cu solutii analitice.
Eficienta unei metode de calcul al cAmpului - apreciati prin compararea rezultatelor teoretice cu
cele expenmentale depinde in mod esential de capacitatea de a alege cel mai adecvat model
("aproximare" ) pentru problema data Un program pentru calculul cAmpului, cu cét are caracter
mai general ( privind configuraiile posibile ale cimpului, regimurile sau conditiile de material,
de surse, etc.), cu atit este mai complex §i mai dificil de aplicat ( necesita spatiu de memarie
mai mare §i timp de calcul mai indelungat).
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CAPITOLUL II
ELABORAREA MODELULUI ANALITIC AL MASINII
SINCRONE REACTIVE CU ROTOR STRATIFICAT

2.1. GENERALITATI

in anul 1966 Cruickshank gi Menzies au propus o sohifie constructivd pentru magina
sincrond reactivi (MSR), superioard celor realizate anterior, deoarece asigurd cregterea
raportului dintre inductivitatea longitudinala L, §i cea transversala L,

Statorul este similar cu cel al maginii de inductie; practic, magina sincrond reactiva se
poate obtine din cea de inductie prin inlocuirea rotorului.

Rotorul este realizat din tole de tabla electrotehnica, montate in alternant cu material
izolant din punct de vedere electric §i magnetic; fixarea acestora se face cu piese de prindere §i
gurubun executate din material nemagnetic ( alami, otel nemagnetic ), pentru a nu min
reluctania transversald a maginii. Att grosimea piesclor de prindere cdt gi numarul gi
dimensiunea guruburilor depind de dimensiunile rotorului g1 de numarul perechilor de poli.

In figura 2.1 sunt prezentate doud exemple de configuraii rotorice pentru magina cu doi poli
(a) respectiv cu patru poli1 (b).

Daca magina lucreazA la retea, este necesard o colivie rotoricA pentru sincronizarea
maginu §1 pentru asigurarea stabilititin in functionare. Prezenta coliviei determini sciderea
raportului dintre inductivitatea longitudinala g1 cea transversala, diminudind performaniele in
ceea ce privegte momentul obtinut. In cazul alimentarii maginii cu convertoare statice, colivia
nu este necesarl.

Utilizarea MSR ca element de actionare se bazeazi pe evaluarea unor indict de
performanta ( momentul electromagnetic, momentul electromagnetic maxim, factorul de putere,
pierdenle totale raportate la momentul electromagnetic, raspunsul in curent la turatie zero ) in
ale ciror expresii intervin Ly / Lq §1 Ly - Ly. Cum statorul este identic cu cel al maginii de
mductie, disimetna magnetici a rotorulu1 este cea care determini in cea mai mare parte
performantele maginii; din acest motiv este deosebit de importanti determinarea inductivititilor
Ls4 §1 Lq in functie de variabilele prin care se definegte configuratia rotorutui ( diametrul
rotorului, grosimea tablei, grosimea izolatiei, numirul de straturi feromagnetice, respectiv
nemagnetice, numirul perechilor de poli ). Pentru a evidentia dependenta parametrilor maginii
de datele constructive este necesara utilizarea unei metode analitice de rezolvare a problemei de
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c&mp. Rotarul avind cite doud axe de simetrie pentru fiecare pereche de poli, magina pote fi
studiati pe baza modehului d-q, dac sunt indeplinite urmitoarele conditii:

a) infigurinle maginii sunt repartizate sinusoidal, In lungul pasului polar,

b) intrefierul este constant in lungul pasuhii polar;

c) circuitul magnetic este nesaturat ( pe = ).

Statorul fiind previzut cu infigurare trifazatd simetricd, repartizatd ( ca la magina de
inductie ), conditia precizati la punctul a) este satisficuta.

In ceea ce privegte forma de variatie a intrefierului in lungul pasului polar, se pot
distinge doud domenii, notate tn schita din figura nr. 2.2 cu @ i respectiv @. in domeniul @,
datoritA dispunerii interstifiilor nemagnetice, peralele cu axa d, laimea lor spre intrefier
depinde de poztia pe care o ocupa fajd de axa d. Prin unmnare este necesar s se studieze in ce
misurd mirimea intrefierului echivalent este afectatX de numérul gi de litimea interstifiilor
nemagnetice. Pentru domeniul @, din dreptul pieselor de prindere, din punct de vedere al
cAmpului magnetic, intrefierului "geometric® i se adaugA grosimea piesei de prindere
(nemagnetice) rezultind un intrefier mult mant faid de cel corespunzitor domeniulu O .
Tehnologia actuald nu permite rigidizarea corespunzitoare a rotorului stratificat in absenta
pieselor de prindere. Din acest motiv, magina al carei rotor se considerd executat fird piese de
prindere reprezintd o simplificare a celei reale gi va fi numita in continuare magind model.

Prezenta interstitilor nemagnetice gi a pieselor de prindere conduce la un intrefier
rezultant mare dupd axa q, deci la o valoare micA a componentei transversale a inductiei
magnetice in intrefier. In aceasta situatie ipoteza p = © nu introduce erori semnificative.
Pentru cdmpul magnetic longitudinal insid, va trebui luatd in considerare neliniaritatea
matenalului feromagnetic.

Avind in vedere observatiile anterioare, s-a urmarit, in continuare, studierea maginii in
urmdtoarele etape:

- determinarea influentei interstitiilor rotorice asupra intrefierutui echivalent al MSR;
- calculul cimpului magnetic g al inductivitatilor longitudinald §i transversald ale MSR in
urmitoarele ipoteze:
- rotor fird piese de prindere, considerind i =0 ;
- considerarea influentei pieselor de prindere, cu ipoteza pg = o0 ;
- considerarea influentei pieselor de prindere gi a neliniaritatii materialultui
feromagnetic.
-analiza influentei configuraiei rotorice asupra inductivitatilor de magnetizare ale masginii;
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- venificarea experimentald a modelului teoretic.

1-1old 2 - material nemagnetic 3 piese de prindere nemagnetice 4 - prezon nemagnetic

a b
Fig. 2.1 Exemplu constructiv de rotor stratificat : a - cu doi poli; b - cu patru poli
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2.2. ANALIZA INFLUENTEI CONFIGURATIEI ROTORICE ASUPRA
fNTREFIERULUI ECHIVALENT AL MASINII SINCRONE REACTIVE
CUROTOR STRATIFICAT

2.2.1. Consideratii preliminare
Se considerd motorul sincron reactiv cu rotor segmentat, fardl piese de prindere, a cirui sectiune
rotoricd este prezentata in figura 2.3; se cunosc toate dimensiunile geometrice.

dl
1,
4
7
¢
4 \
/
g Q
V
/ 5
2y Zh
A | 24,
An-i,n ! i Anoq
Fig. 2.3

Unghiunle se masoara faa de axa d, in sens antiorar. Fiecare sector feromagnetic se definegte,
pe penferia rotorului, prin unghiurile 65, 8;¢ . Materialul nemagnetic care separd doua zone
feromagnetice alAturate A, respectiv A+1, are grosimea Ay x+;. Grosimea unei zone feromagne-
tice oarecare X, se noteazi cu Ay. Numérul zonelor feromagnetice, respectiv nemagnetice, este n
pentru o jumdtate de pas polar. Cu aceste conventii se poate scrie:

9,=0

24,
D-25

Su::anmhl

32

BUPT



9., = arcsin 2(A, + A+ A, )
D-26

. 2(A,+Apt HA, L, HA)Y)

3,, = arcsin
¥ D-28
D 2(A + AL A
'9”’ = arcsin ( 1 12 n—l,n)
D-26

20+ A+ A +HA)
in :
D-26

.9,,=a.rcs

2.1)

2.2.2. Determinarea grosimii echivalente a zonelor nemagnetice pe periferia

rotorului

In figura 2.4 este reprezentats o portiune dintr-o zona nemagneticd oarecare, de grosime
A+ , cuprinsd intre sectoarele feromagnetice A , respectiv A +1, aviind grosimea A , respectiv

Aan.

Fig. 2.4

Se aproximeazi penferia rotorului, pentru porfiunile feromagnetice, inlocuind arcul cu coarda

corespunzitoare.

In figura 2.5 este reprezentati extremitatea dinspre intrefier a zonei nemagnetice (AA+1) ;

aceasta s-a definit precizind sectoarele feromagnetice alAturate ei.
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Ax Al
Fig. 2.5.
. . . — . D-256
Se poate determina astfel unghiul a2+ pentru onicare 4 = 1,n1. Cu notatia r = 3
rezulta:
- AMOl 22
al.lol = mg 1-1 1 ( - )
J'J - [(ZAI+AU&I) + Al]’ - 'J - Z(AI + Auol)z
t=1 1=1
Pentru linia de cAmp de lungime minim4 se poate scrie:
A +
(7 -ay)x= (= — -x)a,,., (2.3)
A a4
de unde se obtine:
1 a,,.
x= _Ax,xu—.& 2.4
4 sina, ,.,

Se inlocuiegte configuratia din figura 2.5 cu cea din figura 2.6, conditia de echivalare fiind ca in
ambele cazun linia de cAmp medie 83 a1b4 aceeagi lungime:

A
(T-a, . )x= ‘;*‘ % @2.5)
§
A" A.A.AO‘ A
Fig. 2.6.

34

BUPT



Inlocuind x din relatia (2.5) cu expresia (2.4) se obtine grosimea echivalenta A'M,, a zonei
nemagnetice:

. 4 a, .,
Ay = —gAz,zu_.'ﬂ‘(”— Ay a) (2.6)
n MA, 4,

Avénd in vedere ci pentru orice valori ale lui A, ,,,, unghiul @, ,,, poate lua valori numai in
intervahul ( 0, =/2 ), se poate determina mulfimea valonlor functiei:

J(a)= 21t @7
A A A+l

Explicitind functia in raport cu a, ,,,, 8e obtine:

4 +
J(a)= F_'i;fi—l(” - a.u.u) (2.8)

in graficul prezentat in figura 2.7 se constatd c4 multimea valorilor functiei f(a) este inclusa
in intervalul (1; 1,27) ceea ce inseamna ci majorarea grosimii echivalente a zonei nemagnetice
poate fi de cel mult 27% ( f(a,,) = 1,266 ).

1.30 T T T T
- .
1.25 |- -
3 4
120 F 4
N 115}
q T
S
N
< 110} =
1.06 |- .
L 4
1.00 | -
L A I Y 1 4 1
0.0 0.6 1.0 16
afrad)
Fig. 2.7
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2.2.3. Determinarea grosimii echivalente a zonelor feromagnetice pe periferia
rotorului

in figura 2.8 este reprezentatii o sectiune printr-o zon feromagneticsi oarecare A, aviind latimea
Ax . Litimea echivalenti a acesteia pe periferia rotorului A, , este masura arcului BC, arcul BC
fiind curba ortogonald liniilor de cdmp care patrund din stator, prin intrefier, in zona
feromagnetica rotoricd A. Cu conventia de a aproxima arcul cu coarda corespunzitoare, se
obtine A, = BC.Dar AC=A,, AB=BE- AE, iar AE = CD. BE respectiv CD se determini
din datele geometrice.

BE = ': ‘lg(A: + Auol)lz (29)

{=1

CD= |- [f(A, +4,,,)+4,) (2.10)

te}

Cu acestea, se objine A, sub forma:

, A-1 A-1
Al = J{Jrz - IZ(AI + Al,ul)]2 - sz “[Z(A, + Al,lol) + AA]2 }2 + Azx (211)
=1 =1
d
C A
\\ Y
/,
N <
! D 3
A;\,Aol Ax AA_"A
Fig. 2.8.a
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Configuratia prezentati in fig. 2.8.a. corespunde maginii avind p = 1; in fig. 2.8.b. se prezinta
cazul general p > 1. Se constati ci relatiile (2.9), (2.10), (2.11) sunt adevérate §i pentru p >1.

A

Fig. 2.8.b.

2.2.4. Determinarea influentei configuratiei rotorice asupra intrefierului
echivalent

Pentru a determina influenta prezentei unei singure portiuni nemagnetice rotorice asupra
cdmpului magnetic, se aplicd configuratier prezentate in figura 2.5 metoda transformani
conforme. Daci domeniul studiat nu ar contine porfiunea nemagneticd, fluxul magnetic ©
prin suprafata cupnnsa intre axele a dou zone feromagnetice alaturate g1 unitatea de lungime a
maginii ar fi:

®=BM(A"+2A+ Ayar) (2.12)
Notind:
A, +2A'M - 4, 2.13)
Aya = A, (2.14)
se obtfine:

37

BUPT



O = B“(A', +4,) (2.15)
Datorita prezentei zonei nemagnetice, flixul real, @, , este mai mic:
00 ) 2 A Aﬁf& 1.4 (2.16)
i A s A, - 25Be areg L B 14 2By
o+ B - arotg e -l 4 (5]}

Reducerea fluxului datoritd prezeniei unei singure portiuni nemagnetice rotorice este echiva-

lentd cu marirea intrefierului de kn:—?—ori.
real
| A,+A,,. |
: 2. A 1A 1 A,
A +A, ——6{2arctg—-—L2-In[1+—-(—=2
H By =25 R areig s S -1+ (S)

Pentru un rotor avind un numar ocarecare de fante nemagnetice, k,, este definit pe portiuni, gi

k,, = 2.17)

anume pe intervale cuprinse iIntre axele a doud zone feromagnetice adiacente celei
nemagnetice gi, conform relajulor (2.6) g (2.11) depinde de grosimea zoner nemagnetice Ay a+1,
de grosimile zonelor feromagnetice alaturate A , respectiv A x4 precum gi de pozijia lor faia
de axa d a rotorului ( pnn unghiul  axa+ ). Se obtine o vanatie in trepte a lwm k,, in lungul
pasului polar , care permite o aproximare mai buni a intrefierului echivalent ( care intervine in
calculul c&mpulul magnetic ) al maginn. Expresia (2.17), reprezentind coeficientul de majorare
a intrefierului, prin care se {ine seama de prezenta unei singure fante nemagnetice, permite g§i
considerarea cazulu1 general in care zonele feromagnetice au grosimi diferite, respectiv figiile
nemagnetice au grosimi diferite. Din punct de vedere practic aceastd solutie complica mult
executla magini g1 nu prezintd interes in conditule tehnologiei actuale de realizare a rotorului.

2.2.5. Exemplu de calcul

Considernd cazul unei magim avand zonele feromagnetice rotorice de aceeagi grosime gi
urmétoarele date: p = 1, 8 = 0.35 mm, n = 36, s-a determinat dependenta factorului k,, de
poziia zonei nemagnetice fatd de axa d g1 pentru difente grosimi A, ale zonelor nemagnetice.

Se considerd zona 1 cea plasati in axa d. Rezultatele obtinute sunt reprezentate grafic in figura
2.9.
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Fig. 2.9 Dependenta coeficientului k,, de pozitia f3giel nemagnetice fai de axa d

Pentru A, = 0.2 mm; &,, are valoni cuprinse intre 1.0399 gi 1.04631, deci variatia lui este
nesemnificativa.

Se constata ci pentra A, <& ( A,=0.05; 0.1; 0.15; 0.2; eventual chiar 0.25mm ) k,, poate fi
considerat practic constant, indiferent de pozitia zonei fata de axa d.

Daca A, = §, variafia hi £,, in hingul pasutui polar nu mai poate fi neglijata

Cu cit k,, corespunzitor interstifiului cel mai apropiat de axa d a rotorului are valoare mai
mare cu atdt variatia sa in lungul pasuhui polar este mai mare.

Pentru o analizi mai generalA, este util 83 se expnme k,, sub forma:

1
ks, = . : : (2.18)
2 1 A 1A 1A,
l-——{—Farctg——2-In[1+ - (—=
nA,+A,{5 82 MG
5 &
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Notind:

B

Ty 2.19
5 =Y (2.19)
é_i =k (2.20)
se obfine:
]
ks = . = (2.21)
2 1 y y
. S— -l 4+ —
(1 by, 7By i+l

In fig. 2.10 s-a reprezentat dependenta lui k,, in functie de vanabila independenti y g1 de
parametrul k = Ae / Ax, considerind un domeniu larg pentru y=%i (intre 0.1 g1 10) . Nu 8-a

reprezentat grafic cazul banaly =0, &,,= 1.
in figura 2.11 s-a reprezentat k,, numai pe domeniul in care valoarea sa nu depdgegte 1.08
oricare ar fi parametrul k = Ag / A, .

v L4 v "'Y" LA L4 T vvfitr

1.30

parametru:a,, /4,

1.25

1.20

T T T T

1.16

1.10

1.05

1.00

01

Ay /8

Fig. 2.10. Dependenia coeficientului k,, de y= A,/ & side k= A /A,
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Fig. 2.11. Dependenta coeficientului k,, de y = A,/ Sgide k=4,/4,

2.2.6. Concluzxil

Curbele reprezentate in figura 2.10 indicA variafia pronunjatd a intrefierului echivalent in
functie de raportul A,/ & pentru valori mici ale lui k. Cu cit k devine mai mare, cu atit
A,/ & influenteazd mai putin variatia lui k,,. In figura 2.11 s-a reprezentat k,, numai pe
domeniul in care are valon sub 1.08 ( deoarece exemplul analizat a ardtat ci vanatia hu k,, este
mai micd daci valoarea sa corespunzind interstitiului cel mai apropiat de axa d este mai mica ).
Analizind k,, cu precadere in domeniul in care variabila independentd A,/ & are valori

uzuale din punct de vedere practic , indiferent de valoarea lui k, pe baza graficelor din figura
2.11 se pot formula urmaitoarele observatu:

1. Cucit A,/ & are valoare mai mic4, cu atdt variatia lui A, este mai mica in hingul
pasului polar, prin urmare k;, variazA mai putin cu cregterea valorilor lui k .
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2.Cuct A,/ & are valoare mai mare, cu atit varatia luiA, este mai pronuntata in
lungul pasului polar, prin urmare &,, vanazi mai mult cu scaderea lui k.

3. Pentru A, < & se poate considera c4 valoarea lui &,, este aproximativ constantd in
lungul pasului polar, eroarea fiind cu atit mai micd cu cdt k este mai mare.

4. Numdrul perechilor de poli nu infervine explicit in expresia Iui k,,, dar se poate
urmdri §i influenta lui p asupra lui £,,. Pentru cazul general p>1, o portiune din sectiunea
rotoricd, corespunzind unui pas polar este reprezentata in figura 2.12.

Valoarea minimi a masurii unghiului a, ,,, , calculati cu relatia (2.2), nu poate fi mai mica
decét:

n T

Ay =
2 2p
intruct la limitd, se poate considera ci pentru ultima zonA nemagnetici periferia rotorica ,
aproxumati cu coarda BC3AC, este ortogonald axei q.

Fig. 2.12
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In tabelul 2.1 sunt prezentate domeniul maxim de variatie al unghiului @, ,,,, respectiv al
functiei f(a) pentru difenite valon ale lu p.

Tabehul 2.1. Corespondenta domeniilor de variatie a mirimilor a,,,, §i f(@)=A4,,,,/A 4.,

P Qs a0 J(@) = A.A,AH Y
1 4
03 (1; 1,266)
TN
2 7 (1;1,060)
T n
3 33 (1;1,026)
3n
4 & (1;1,014)

Relatiile prezentate au permis elaborarea unui program de calcul care determind intrefierul
echivalent al unui motor sincron reactiv cu rotor stratificat cu numir oarecare de zone
nemagnetice.

Se observd ca vanapa grosimi echivalente a zonci nemagnetice scade pronuntat cu cregterea
numéirului de perechi de poly, p. Deci vanapia intrefierului in lungul pasului polar, datonta
interstiiilor nemagnetice rotorice, este mai micd cu cregterea numarului de perechi de poli.
Aprecienile ficute asupra domeniului valonlor lui a,,,, sunt globale, ele se bazeazi pe

observatia ¢4 a,,,, are o vanatie strict monotoni, iar limitele rezultd din consideratu
geometrice, evidente. Este ins dificil de evidentiat dependenta explicitide p alw &y, .

BUPT



2.3. CALCULUL CAMPULUI MAGNETIC SI AL INDUCTIVITATILOR
SINCRONE LONGITUDINALA §SI TRANSVERSALA ALE MASINII
SINCRONE REACTIVE CU ROTOR STRATIFICAT, FARA ELEMENTE DE
PRINDERE (MASINA MODEL )

2.3.1. Ipoteze simplificatoare. Preciziri

1. Permeabilitatea zonelor feromagnetice se considerd infinitA in raport cu cea a celor
nemagnetice, admisa egald cu poy (permeabilitatea viduhw ).

2. Se admite cA in toate sectiunile perpendiculare pe axul maginii cAimpul magnetic este acelagi
g1 se neglijeaz cAmpul magnetic care se inchide prin zona de capat.

3. Se considera ca solenajia produsd de infigurarea statorica are distributie sinusoidald pe
peniferia inductorului.

4. Se {ine seama de prezenia crestiturilor statorice prin intermediul factorului tui Carter &, .

5. Influenta interstitiilor rotorice asupra intrefierului echivalent se considera prin intermediul
coeficientulul k,, determinat conform paragrafului 2.2. Se admite k,, constant pe domemul
cupnns intre axele a doua zone nemagnetice succesive,

Cbservapie:  Cocficientul  k;, s-a defimit pe domenii cuprinse intre axele zonelor

feromagnetice aliturate (conform schitei din fig. 2.13 cazul a ). Pentru rezolvarea problemei de
cimp , intereseazid fluxul magnetic care pitrunde din stator, pnn intrefier, intr-o figie
feromagnetica rotorica oarecare. Intrucdt valoarea inductiei magnetice in intrefier depinde de
valoarea intrefierului echivalent, este util s3 se accepte k,, constant pe domenuul cuprins intre
axele a doud interstitil nemagnetice alaturate ( conform schitei din fig. 2.13 cazul b ), gi definit,
pe penifena statonca, prin coordonatele x»; §i X :

x,=0

D .24 +A,f 2
-Gl

D
Xx :‘Emm[_‘— Z +ZAU.1 Aga- 9] A

D
—ar
2

Ln-1 (2.22)

1
1141 + ‘i‘Ax,xu)]

b o

¥y
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rnl = xn—lJ

.
(1‘51)1
/ ).}
%
%
%
§
/
/
D
!
(k )‘
(kg), T
l $
\
XN
A
.%i ¥
o \\
1//! Zn
b
Fig. 2.13

2.3.2. Determinarea mirimilor corespunzitoare cAmpului magnetic transversal

htr—unpunctpeperiferiaindumﬂui,plasatladixtantaxdeaxad, considerati de refennt, ( fig.
2.14 ) solenatia este:
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8,(x) = 9 inEn (2.23)

2p 7
1n care.
ﬂzi—Jz——me,I (2.24)

/4
1
d |d
|
|
I
I
|
feo 16 ,

2p

oL._X (4

Fig 2.14

Sectoarele feromagnetice sunt echipotentiale magnetic, avind potentialele V; ,V,,...,Va.

intre doua sectoare feromagnetice chmpul este plan-paralel, fiind determinat de diferenta
potentialelor magnetice ale suprafeelor alaturate. In intrefier cAmpul are dou componente, una
radiald i una tangenjiald Intereseazi componenta radiald. Se poate admite cat solenajia are un
salt local de la valoarea zero, ciit este in miezul feromagnetic statoric, la valoarea 04(x), cdt este
valoarea solenatiei consideraii pe suprafata interioard a statorului. Prin urmare, componenta
rachald a inductier magnetice in intrefier, in punctul de coordonata x din dreptul unei portiuru
feromagnetice oarecare A este:

3,(x)-V,

B&(x)== 5 Hy
1

(2.25)

5, reprezinti ntrefierul echivalent al maginn in dreptul zonei feromagnetice oarecare A:

8, = ksksyid (2:26)
Daci hungimea axiald a maginii este 1, fluxul magnetic al cAmpului care pitrunde, din miezul
statonc, in sectorul feromagnetic cu potentialul V este:

W
O, =2 [ B, (x)ldx 2.27)

Xny

Din (2.25), (2.26), (2.27) se obtine:
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0, = -7 O™ 5 cosmy— 2y S B (228
s, T T S,

®, se poate scnie sub forma:

©,=C, #+C,, Y, (2.29)
in care:

C, o = —% (cos™ 5 - cos ™ 7) (2.30)

’ po, T T
1

Acest flux este egal cu cel care stribate suprafata plani S, ,, dintre zonele n g1 n-1, in baza
legii fhoxului magnetic. Inductia magneticd By, in porfiunea nemagnetica de latime A, , dintre
zonele n g1 n-1 este:

{1)
B jn=g 2.32
n=ln Sn_l'n ( )
in care:
-l A
Sn-l,n = 21Jr2 - [Z(Az + A,;-u) + ;L- ]2 (2.33)
A=]

Sn-1a detenminatd mai sus corespunde situatiel p=1 . Pentru cazul general p>1 considerfind o
portiune din sectiunea rotoricA, corespunzind unui pas polar ( fig. 2.12 ) expresia ariei
suprafetel Sy, , are forma generala:

-2 n-2 P
S.-l,. =l r - [Z(Az + AA,AH) + A.—llz - [Z(AA + AA,Aol) + An—l]cGE +
A=l 1=1

1 n-1
+.F - [Z(Aa + A1.1+1)]2 _[Z(A‘ + A"“')ktg;}
2 < p (2.34)

Observatie: Pentru a nu incarca 1 mai mult forma expresiilor, s-a notat cu S;; 5 respectiv , in
continuare cu S,y » atdt suprafefele cit gi aria acestora, considerind ci nu exista posibilitatea de
confune datonta contextului.

Tensiunea magnetic4 intre zonele n gi n-1 este:

B
2lx An-l.n (235)
Ho

V.-V, =
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deci rezulta:
V., =V, 90 Bein (2.36)
Se-1n Ho

Din relaiile (2.29),(2.36) se pot pune in evidentd gi In expresia potentialului Vi un termen
depinzind de © §1 celalalt de V,:

A A,

V1= ~1oCo p =220+ (1- 4,Co y -—2W, (2.37)
Sn—l.l Sl-l.l

Aplicind legea flwcului magnetic domeniuhui ocupat de zona feromagnetica de potential V4,

rezulta :

In-1/
®,,=0,+2 |B(x)id (2.38)
In-14
Se obtine, dupd inlocuiri:
®,,=Cy_H+Cy_,V, (2.39)
in care:
x.—lJ X, An-l,n :uolf x'-lJ xl—l.
Co o=(+2/ - s 7 )Co.s - . (cos —r- coaT'tz) (2.40)
C = (14 205 " X Bt C, ., -2y, mis " Xeo (2.41)
s/, =(1+ . S._L.) oy, ,Uo——(S:—- .

Pentru A = n §i A = n-1 s-a evidentiat c& @, , respectiv ®,_;, Vi, se pot scrie ca sumi a doi
termeni, unul depinzind de amplitudinea solenapier statorice, celilalt de potentialul magnetic
scalar V, al zonei feromagnetice n, iar coeficienfii depind numai de datele constructive ale
maginii - dimensiuni geometrice, date de bobinaj gi marimi de material. Relatille utilizate
pentru a determina fhoqurile @, @, respectiv potentialul V,  reprezinta expresia matematica
a legilor fluxului magnetic, respectiv a circuitului magnetic, deci ele sunt valabile indiferent de
pozijia ocupati de zonele feromagneticA, respectiv nemagneticd pentru care se aplici Prin
urmare, oncare flux Oy, se poate scrie sub forma:
D, =Cs,0+CsyV, (2.42)
iar potentialul magnetic scalar al oricrei zone nemagnetice A se poate scrie sub forma:
i=G,0+G, 7, (2.43)
in care coeficientu C, ,,Cs y .Gy ;G depind doar de datele constructive ale maginu -

dimensiuni geometrice, date de bobinaj gi manimi de matenal.
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dentru oricare zond feromagneticd A, avind potentialul magnetic Vi fluxul magnetic al
:Ampului transversal care o striibate este:

N
O, =D,y +2 [ By (x)lde (2.44)

L 7]

lar pentru oricare zoni nemagneticd  de lafime Ay a4

V, -V, =_gi4_..éﬂ‘_ (2.45)
Si-1a Mo
ande S a4 este aria sectiunii strabatute de fluxul ¢, , dusa prin mijlocul zonei nemagnetice.
Saihﬂemmﬁﬂedemaimpmhuﬁewewﬁnmgmﬁc&,mpecﬁvmagmﬁc&,decipmm
A=1,2,....n se obfine un sistem in care numarul ecuatiilor ( 2n ) este egal cu cel al necunos-
cutelor ( m fluxuri gi n potentiale magnetice scalare ).
Wo,(x)-dex

O (2.46)

D, =04 +24!

Aiaa
Vi=Via =0, ——
1-14 Ho

Deoarece in axa d Bgq = 0 §1 04 = 0, potenfialul magnetic al primei zone feromagnetice este
V, = 0. Cu accasta precizare g1 {indnd cont de relatule (2.23), (2.42), (2.46) se obtine V,, sub
forma:

1 A 1 A

n-1n Co.o 4 n-2.n-1 Co*lo+...+l‘é]_2C°,o
V - IUO Sn—l.n yO S»—ln-l /‘IO Sll 0 (2 47)
| l—(l—A"'""C L L. LY, |
Ho Op_in o Hy Oy 2 0y St Hy Oy o
iar din (2.42), (2.45) se obfin coeficientu Co00 Cov -
! x A -
C°0=—y°r(coe Y 7 cos )+ (1421 aae1 By Jc"')Q, ot
' s, T T s Oy !
Xar — X n+l-1A
21 ¥ 4 22k Cor o (2.48)
S S k-2,
2 k=3 Sk-24-1
X, —X A X, -X
Coy, = -2p) X2 4+ (1421 22LY Mo
' S, a0y %27
- -2 A
YRl AL s TSV, (2.49)

O._ »
8, £33 S,
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¢i prin umnare se pot determina potentialele Vy , respectiv fluxurile @y, inductia magneticd in
intrefier In dreptul fiecarei zone feromagnetice A i inductia magnetici in portiunile
nemagnetice rotorice.

A
V, = Z.P_*_éi-’_*_ (2.50)
S Mo
in care:
(D‘ = CO.OO+ Co‘y';,. (2.5])
Se obtine:
Vi = Grh8+ Gy Y, 2.52)
A,
Cyo = ._Z L (2.53)
Mo i22 Sieia
1 &AL
Gy =— C (2.54)
i My x-2 Sg-u o
Din (2.47),(2.52),(2.53),(2.54) se determind V), in functie numai de 6:
V=G0 (2.55)
1 & A, A,
CV‘O = _Z(#Co,o + _k"l‘)_co,v,cv,o) (2.56)
Moz Sioa -1k

Inductia magneticA in zona nemagneticd rotoricA oarecare (A-1,A) cuprins3d intre zonele
feromagnetice A-1 g1 A este:

VA - VA-!
A

B, \a=Hy (2.57)

A-14
in care Vi gi Vi, se determind din relatile (2.55),(2.56); B,_,, ca functie de amplitudinea

solenatiei statorice este:
B, .= po——'H (2.58)

Observatie :  In cazul in care rotorul are o zon nemagnetica ( de grosime A, ) plasata in axa d,
dacd potenfialul magnetic scalar al zonei feromagnetice 1 este V,, atunci cel al zonei
feromagnetice simetrice ei in raport cu axad este -V, si prin urmare se obtine:

D, A,

\ = ———

Sy 24,
iar expresia potentialului magnetic scalar V,, este:
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A A
1 n~1in (:° . 1 n~-1n-1 Co._,o+ e 1 Alzc 1 Ao Coo
V = Mo S, 1. Mo Sy 31 Hy S Fo 25, 9
" 1A, L LA 1 A, 1 A,
1 (___ l—.lC R=2,8 C 4. 12 $— C
yo S.-L. O}', /‘ S._z"_l 0--lyl ”o Sl 0}’- ,‘o 2S° @,V|
Inductia magnetica in figia nemagnetica rotoric plasati in axa d este:
2V,
B, =
0 = Ho—— A,
Fluxul polar dupd axa transversali este:
o, = j B, (x)ldx , (2.59)
0
in care:
8.(x)-V, —
Bﬁ(x) = _Ax_)_‘”o ’ A= L,n (260)
d,
Din (2.55),(2.56),(2.59),(2.60) rezulta:
O, = poq—’—zl(cos—-n cos. 1) - 2ZC” —x,)}0 2.61)
‘ o8, T T i3,

Acest flux corespunde tuturor armonicilor superioare de spatiu datorate formei dintate a curbel
solenatiei rezultante in lungul pasului polar.
Amplitudinea anmonicu fundamentale a inductiel magnetice in intrefier este:

4i
j B, (x)sin— mbc (2.62)
TS

Expresia amplitudinii armonicii fundamentale a inductiei magnetice in intrefier, dupd axa q, ca
functie explicita de O se determina din (2.23),(2.25),(2.55),(2.62):

1 &1 1 &1, 2x 2x
B, = yo[—Z—(x,', —xu)————Z—(sm—yfr smT"zz)+

Piid, 2npin 6, T
—Z G, ,(cosx—ﬂ: cont 7:)]6 (2.63)
7iad 1 T

Fluxul polar @ , corespunzitor armonicii fundamentale a inductiei magnetice B este:

2
O,= ;dB" (2.64)

Din (2.63),(2.64) se obtine expresia fluxului magnetic transversal @, in functie de 6:

A) |
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_2pplr 1 2x,
QO — > —(x —(sm———:t siN—=—7x) +
'| pu [p & 51( ,y N § T
+—2 c,,(cosi—n —cos X 2 710 (2.65)
na2d T

Determinarea inductivititii de magnetizare transversald, L

Flwxul tranaversal total este:

Yq =Nk g (2.66)
in care N reprezintd numarul de spire al unei faze a infAqurrii iar k, reprezintd factorul de
bobinaj al infagurdni. Inductivitatea de magnetizare transversald este:

L, = %’-‘2- (2.67)
Din relatiile (2.65),(2.66),(2.67) rezulta:
s D rye L B 2
L= 3 m(Nk,) [;;‘Jx (xy - xy) 2@;5‘ (sin —= 7 - sin— 7) +
+—z —G, o(cos—zt cos——zr)] (2.68)

T, 2 A
Relatia reprezantd dependenta inductivitifii de magnetizare transversald in functie de datele
constructive ale maginii ( dimensiuni geometrice, manmi de material gi date de bobinay).

Determinarea inductivititil transversale, L,
L =L ,+L, (2.69)
L, reprezinti inductivitatea de dispersie, calculata conform [ D6 ].

2.3.3. Determinarea miirimilor corespunzitoare cAmpului magnetic longitudinal

Pentru cAmpul longitudinal, originea coordonatei spatiale x se pistreazA in axa d. Prin urmare,
componenta dupd axa d a solenatier in punctul x, pe peniferia indusului, este:
8,00 =2 cos*x (2.70)
2p 7
Componenta radialX a inductiei magnetice este:
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d (x)

B, (x) = 5;1 27D
Fluxul polar corespunzitor este
i
®, = 2 By, (x)ldx (2.72)
0
Din (2.70),(2.71),(2.72) se objine:
Holt *v
O, = s 0;;5‘ (sm - sm X 1) (2.73)

Acest flux corespunde tuturor armonicilor spatiale determinate de forma dintatid a curbei
solenatiei in lungul pasului polar. Amplitudinea armonicii fundamentale a inductiei magnetice
in intrefier, dupd axa d este:

§

43 x
B, = -IB,, (x)cos—r (2.74)
TS T
Din (2.70),(2.71),(2.74) rezult:
1 1 &1 2xy . 2x,,
—(xy -x,)+—) —(8M——x -n—= 2.75
= u{ 112_;5‘( Y ¥) 2@‘2_;5‘ (sin - sm . 9) ( )
Fluxul polar longitudinal @y, , corespunzitor inductiel magnetice By, este:
2
O, =—1B, (2.76)
n

Din (2.75),(2.76) se determinéi Oy, ca funcie de 6 :

o, - 2p01r

1 .1 2x,v . 2x~
Y (xy —xy) F— 3 — (sin—Y 2.77
A ey )+ S i s ) @17)

Determinarea inductivitiitit de magnetizare longitudinalld, I.n4;

Fluxul total dupa axa d este :
Ya =Nk O (2.78)
iar inductivitatea de magnetizare longitudinala) L4 este

¥
[ = ta 2.79
W2 @.79)

Din (2.77), (2.78), (2.79) se obtine:
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2
SHTT (NR,) [-—Z—(x,, x,) +——2—(m—?iz sfmi"in)] (2.80)

A-l 3 A-l

L= 4;1011'

Relatia precedenta reprezintd dependenta inductivitatii de magnetizare dupd axa longitudinala,
in functie de datele constructive ale maginii ( dimensiuni geometrice, marimi de material gi date
de bobinay).

Determinarea inductivititii longitudinale, L4

L,=L,+1I, (2.81)

2.3.4. Exemphu de calcul

S-a considerat masina avind urmétoarele date: D =0.0632 m,  =0.35 mm, 1 = 0.055m,
p =1, N =214 spire / fazit, a = 2 cii de curent, I = 1A, n = 30 interstitii nemagnetice rotorice,
Az = 0.22 mm si s-a determinat variafia in lungul pasului polar a componentelor inductiei
magnetice in intrefier. DatoritA simetriei reprezentarea graficd s-a ficut pentru o jumatate de pas
polar,intreaxad (x=0) ytaxaq(x =1 /2).

T L 1 T ] T
o8 .
[ 1
X .
t; 04r -
3 ]

(e8]

02} .
f 1

L A L 5 ) U L 1 " 1

0.00 0.01 0.02 3 4 5

x[m)

Fig 2.15 Distributia inductiei magnetice longitudinale in intrefier
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Fig. 2.16. Distnbutia inductier magnetice transversale In intrefier
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Fig. 2.17. Distnibutia solenatiei transversale in intrefier gi a potentialului magnetic scalar al
zonelor feromagnetice rotorice
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Forma de variaie in lungul pasului polar a inductiei magnetice longitudinale in intrefier,
Bsa (fig. 2.15) este sinusoidalal, urmirind distributia solenatiei longitudinale 64, decarece s-a
admis ca permeabilitatea zonelor feromagnetice se considerd infinitd in raport cu cea a celor
nemagnetice. Pentru a explica variatia in lungul pasului polar a inductiei magnetice transversale
in intrefier, Basq (fig. 2.16), s-au reprezentat, in figura 2.17, mirimile de care depinde Bs,
(conform rel.2.25): solenafia transversald 6, gi potentialul magnetic scalar V al zonelor
feromagnetice rotorice. Diferenta dintre 84 g1 V cregte in functie de x péni la o valoare maxim4,
dupd care scade in dreptul zonelor feromagnetice apropiate de axa q (x > 0.03 m ) §i urmiregte
forma de variatie a solenatiei transversale 8, in dreptul ultimei zone feromagnetice rotorice.

Pentru configuratia rotorica precizata intrefierul este practic constant in lungul pasului
polar g1 din acest motiv nu s8-a mai reprezentat grafic.

2.3.5.Concluzii

Expresile stabilite pentru mdnmile necunoscute sunt gencrale, ele putind fi aplicate
pentru difente configumiii de rotor segmentat sau stratificat, cu numar oarecare de zone
feromagnetice, respectiv nemagnetice, in hmitele impuse de 1potezele simplificatoare admise
inijial. (In ceea ce privegte terminologia, ‘rotor segmentat’ este potrivitd pentru a desemna
configurafia cu un numar mai redus de zone feromagnetice, iar cea de ‘rotor stratificat * este
mai sugestiva pentru cazul unui numar mare al acestora.)

Prin determinarea coeficientului de majorare a intrefierului in dreptul fiecarer zone
nemagnetice se determina vanatia intrefierului in lungul pasului polar gi se tine cont de aceasti
influents asupra parametnlor maginii.

S-a urmanit pe de o parte ca marimile necunoscute s fie exprimate sub forma explicita
in functie de sursa cimpului - solenatia statorica - gi de datele constructive ale maginii, iar pe
de alta parte ca expresiile obfinute s4 poat fi utilizate intr-un program de calcul, analizarea unui
numir mare de configuratu rotorice impunind utilizarea calculatorului.

in consideratiile precedente, neglijarea saturatiei zonelor feromagnetice poate introduce
eron considerabile in calculul inductivitaii de magnetizare longitudinale L4, a cirei valoare
depinde de valoarea curentului. O alt4 sursi de eroare o constituie faptul ¢ rotorul s-a admis ca
fund constituit din tole axiale (feromagnetice) separate de straturi nemagnetice, fard a se lua in
considerure necesitatea consolidirii acestora cu piese de prindere a caror prezenid schimbd
valoarea g1 distributia cAimpului.
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2.4. CALCULUL CAMPULUI MAGNETIC SI AL INDUCTIVITATILOR
SINCRONE LONGITUDINALA SI TRANSVERSALA

ALE MASINII SINCRONE REACTIVE CU ROTOR STRATIFICAT, CU
PIESE DE PRINDERE ( MASINA REALA)

2.4.1. Consideratii preliminare

Configuratia rotoricd prezentatd in fig. 2.3 este una simplificatd, deoarece nu se
precizeazd cum se fixeazd unele de altele tolele feromagnetice g1 elementele nemagnetice.
Solutii aplicabile in practica sunt prezentate in schita din fig. 2.1.a. pentru p = 1, respectiv in
fig. 2.1.b. pentru cazul p = 2.

Piesele de prindere au grosimea de circa 10 ori mai mare decdt tolele, din considerente
de ordin mecanic, gi prin urmare, in dreptul ultimei zone feromagnetice rotorice, intrefierul
maginii este mult diferit de cel existent in dreptul celorlalte. Rezolvarea problemei de cdmp in
acest domeniu se face cu metoda grafoanaliticd, liniile de cAmp fiind aproximate cu arce de cerc
g1 segmente de dreapta.

Prezenta gurubunlor de prindere conduce la configuratie diferitd a cAmpulul pentru
uncle sectiuni transversale §1 anume pentru o portiune de n x d, /1 din lungimea ! a maginii, 7
reprezentind numarul iar 4, diametrul surubunlor. In cele ce urmeaza se admite c4 prezenta
gurubunlor nu influenjeazi cdmpul magnetic, deci se mentine ipoteza 2 de la pct. 2.3.1.

2.4.2. Determinarea Intreflerului in zona pieselor de prindere

Considerdnd pg = o, 0 linie de cAmp oarecare in domeniul analizat , se caractenizeaza
prin urmatoarele;

- este ortogonald suprafete1 statonce ( 1a limita are directia razei rotorice),

- este ortogonala suprafetei feromagnetice adiacente piesei de prindere.

2.4.2.1. Caml p=1

Vanatia intrefierului este datoratd vanatiei grosimii pieselor de prindere, deci se poate
admite cu aproximatie acceptabild c2 intr-un punct oarecare, marimea intrefierului, &(x), este
datd de dimensiunea sa geometncy, 8, la care se adaugi grosimea, in acel punct, a piesei de
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prindere 8 :
5(x)=56+6_ (2.82)
Variabila x caracterizeazs pozifia punctului faj2 de axa d a rotorului (conform fig. 2.18).

In fig. 2.18 este evidentiath aproximarea admisi pentru mirimea intrefierutui, 5(x), fntr-un
punct oarecare al domeniului in discutie.

Fig. 2.18

&(x) se obtine sub forma:
5(x) = 8+6, +r(ein=n-1) (2.83)
T
Din relatia (2.83) se objine 5(x) = & pentru x = x_, , respectiv §(x) = 5+ &, pentru x = %

Forma de variatie a intrefierului unei magini bipolare, pentru o jumatate de pas polar

este:
5(x)=4, pentru x €x,,x,/}, 4 =1n (2.84)
S(x) = 85+8. +r(sin=n—1) pentru x e[x,',,g] (2.85)
T
2.4.2.2. Camul general p>1

Pentru aproximarea lungimii liniilor de c&mp in intrefier in dreptul zonei feromagnetice
n se observal cil domeniul studiat se poate considera compus, din punct de vedere geometric, din
tre1 subdomenit, conform fig. 2.19:
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1. - zona care corespunde intrefierului "geometric” al magini1 ( dintre suprafata interioara
a statorului §i suprafata exterioari a rotorului);

2. - zona delimitati de arcul CC' g1 coarda CC';

3. - zona cuprinsi intre coarda CC' §i zona feromagnetici n ;

Fig. 2.19. Schita explicativii pentru determinarea intrefierului in dreptul pieselor de prindere

Astfel, pentru xe[xv,g]expmeia intrefierului se poate scrie ca suma a trei termeni,

corespunzind subdomeniilor precizate anterior:

O(x) = 8, +6,(x) + 8,(x) (2.86)
in care:
6,=6 (2.87)
5,(x) = r{coal (—’E - -{n) - cocl(E - —xifr)] (2.88)
p2 T P2 T
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Pentru subdomeniul 3, liniile de cAmp care patrund fn rotor sunt ortogonale frontiere1 CBEC',
pﬁnmnmneadmitcclcclecamtmcprinpmﬁmﬂeCBmpecﬁvC’Esepotapmximacumce
de cerc, iar cele care trec prin portiunea BE se pot aproxima cu segmente de dreaptd. Cu aceste
ipoteze simplificatoare admise, se obfine:

ml(ﬁ-ﬁ’_ )
% 1 1l n x 1 & Xy p2 .
8,(x) = — (1= —)rfcos—(—~—— )~ cos— (- - —-7)] , X €lxy,,x*]
’ 2 p p2 p2 l-cos—l-(z—fiz)
4 T
(2.89)
PR . 4 hd
5(=8,-li-eon_(-Lm),  xelx) (2.90)

X* se determindl din conditia ca lungimea liniei de cAmp s fie aceeasi.

Din (2.86),(2.87),(2.88),(2.89),(2.90) se objine forma de variatie a intrefierului in dreptul
pieselor de prindere pentru 0 magina cu p>1:

S(x)=8+ r[c,(x',f,p)cos—l-(i;-—i:-:r) - (xy,1,7)], pentru x €x,,x*] (2.91)
p

in care:
N l(g_i )
6(xy,7.p) = 1+ =1~ ) —F2 =T (2.92)
2 1 m x,
1-coe—(—-—n)
2 T
& (6. 7.p) = ¢(x.s .7, pycos (% - ¥ 1) (2.93)
2 nf? )p ] Vy ’ p 2 r .
l 7 x T
5(x)=5+9, +r{cos—(3———7r)—l], pentru x e[x‘,E] (2.94)
P T

Pentru a tine cont de prezenia crestatunilor statorice, intrefierul dat de formulele (2.84) ,
(2.85), (2.91), (2.94) trebuie majorat de k,, on.

Consideratiile ficute in capitolul precedent privind metoda de determinare a manmilor
de camp necunoscute ( fhocuri magnetice gi potentiale magnetice scalare) sunt generale, ele
fund bazate pe legea fluxului magnetic, respectiv pe legea circuitului magnetic. Configuratia
geometricA rotoricd reald, avind intrefierul variabil in dreptul ultimei zone feromagnetice
rotonice datoritd pieselor de prindere, conduce la modificarea formei expresiillor manmilor
necunoscute, corespunzitor formei de variatie a Intrefierutui.
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2.4.3. Determinarea inductivititii de magnetizare transversale Lug; in cazul p=1

Expresia componentei dupd axa q, a inductiei magnetice in intrefier, in dreptul zonei
feromagnetice oarecare, A, se obtine tinfnd cont de relatiile (2.84), (2.85) sub forma:

é.(x)-V, —
Bﬁ(x) = po—%——‘— pentru x; €[x,,x, . ],A=1n (2.95)
A

9,(x)-V,

B, (¥) = y pentru x €[x,,7] (296)

k5 +6, +r@EinZa-1))
T
Fluxul magnetic transversal care pitrunde prin intrefier in zona feromagnetici n este:

f L Lod B

®_ =2|B, (x)ldx (2.97)
Din (2.23), (2.24), (2.96 ) se obtine:
D, =Cy,0+Co,V, (2.98)
in care:
Cop=ata, (2.99)
=- Holt (cos-xi;r - coslm ) (2.100)
. T T
Myt o x, S+5,—r

, - Inb (2.101)
wky 2 T JQr-8-8,)X5+86,)

.2 .
VETS, -z =e -5, @S -nmtatrer-s 5.)(5+5‘)|

= - (2.102)
N +8, +42r-5-8, (5+5e—r)tg—iﬁ+r—J(2r—5—5‘)(5+5,)|
T
1 T 1
Coy = 2u—(x,—x,)+ Inb 2.103)
o #01[5.(,, ks, J(2r-5-8X5+8,) ] (

Pentru toate celelalte mirimi necunoscute (fluxurile magnetice ®,, respectiv potentialele

magnetice scalare V,,A = 1,n - 1) sunt valabile expresiile determinate in paragraful 2.3.
Din (2.59), (2.95), (2.96) rezulta:

Q,=0,+0, (2.104)
in care:
O, = ,uol[iz:—l—(coax—"fr— cosfifr) - 2252]0 (2.105)
T30, T T 1-1 9,
o, = C,'98+ C,,’V_V_ (2.106)
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Inb] (2.107)

Holv 7 Xy o+6,-r
Co,0= 5 rt
 mwk, 2 t  J(2r-6-6.X56+86,)
2/1011'0 1

C = - nd
o ks,  J2r-5-8.)5+6,)

(2.108)

Acest flux corespunde tuturor armonicilor superioare de spatiu datorate formei dintate a
curbei solenatiei rezultante, in hungul pasului polar.

Amplitudinea ammonicii fundamentale a componentei dupd axa q, a inductiel magnetice
in intrefier, B, , se obtine din (2.55),(2.56),(2.62),(2.95),(2.96) i este:

ql?
B, = py(b, +b, +5,)8 (2.109)
L | 2x
by, = ;25_("# )——E—(sm—z m—;“ifr)+
A=} U3

l-l

+—Z—C,, (con—;t coc——z) (2.110)
hi A
_ - _ #\2
b, = 2 [_5+5‘ r n(r 2x4)+co x,‘, - (6+6,-1) nb]  (2.111)
v mk,, r 2t ryQr-5-5X5+6,)
2 -
by=—1 G, - Meolxy),  S¥Scr 2.112)
nrk,, 27 J@r-6-8X6+6,)

Fluxul polar transversal, corespunzator armonicii fundamentale a inductiei magnetice in
intrefier se obtine din (2.64) g1 (2.109):

2
O, = ;;q,lr(bql +b,+b,)0 (2.113)
Inductivitatea de magnetizare transversald, corespunzitoare armonicii fundamentale a

mductier magnetice in intrefier se obtine din (2.66), (2.67), (2.113):

I 4;1011'

m(Nk,)} (b, +b,; +b,) (2.114)

gl T

2.4.4. Determinarea inductivititii de magnetizare longitudinale Luq: In cazul p=1

Expresia componentei dupa axa d, a inductiei magnetice in intrefier, in dreptul zonei
feromagnetice oarecare, A, se obtine, {inind cont de relatiile (2.84), (2.85), sub forma:

9 —_
Bu(x) = M, js(x) pentru x, €(x,,x, ], A=1n (2.115)
P
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8,(x)
k|5 +8, +r@EinZz-1))
T

T
Byy(x) = 4 pentru x e[xv,gl (2.116)

Fluxul polar longitudinal se obtine din (2.72), (2.115), (2.116) sub forma:

®,=0,+0, 2.117)
Dy = ,uolz' 6{2— (sm—:t sm—— 7)) (2.118)
=10,

"°” tr.l+—5| (2.119)

Acest ﬂuxoorup\mdetutmormnmucﬂor superioare de spatiu datorate formei dintate a
curbei solenatiei rezultante, in lungul pasulu polar.
Amplitudinea armonicii fundamentale a componentei dupd axa d, a inductiei magnetice
in intrefier, B,,, se obtine din relatiile (2.70), (2.71), (2.74), (2.115), (2.116) sub forma:
By = py(bpy +b,+04)8 (2.120)

in care:

" L] 2
b, = lzl(xv - xu)+LZ—1—(sin v ﬂ—sinz—x”—zr)] (2.121)
T n T T

A=] ‘5,1 2 A=1 51
S 2
b, = (2 P Ty) Y ) (2.122)
ark,, r 2t T
b, = fk J2r-86-8X5+6,)nb (2.123)

a
Fluxul polar longitudinal, corespunzator armonicii fundamentale a inductier magnetice
in intrefier se obtine din (2.76), (2.120), (2.121), (2.122), (2.123):

Q, = Epolr(b,, +b, +b,)0 (2.129)
V/4

Inductivitatea de magnetizare longitudinald, corespunzitoare armonicu fundamentale a
mductiel magnetice in intrefier se obtine din (2.78), (2.79), (2.124):

4yl
Lop= 'l::; ’"(Nkb)z(b.n +b,, +b,3) (2.125)

Cunoscind Lyq (din rel. 2.114), L,g (din rel. 2.125) gi Ly (calculat conform [ D6 ] ) se
determind inductivitifile sincrone Lq §1 L.
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2.4.5. Exemphu de calcul

S-a considerat magina sincrona reactivd avind urmatoarele date: D=0.0632m, & = 0.35
mm, p=1, 1=0.055m, numarul zonelor nemagnetice rotorice n=30, Ag=0.5mm, A;=0.22mm,
N=2 14spire/fazi, a=2cii de curent.

Pentru a evidentia influenia prezentei pieselor de prindere asupra inirefierului
echivalent al masginii, respectiv asupra formei de variatie a inductiei in intrefier, s-au
reprezentat grafic in fig. 2.20 variatia intrefierului echivalent, iar in fig. 2.21 si fig. 2.22
variatia componentelor inductiei magnetice in intrefier.

in fig. 2.23 s-au reprezentat mirimile care determinA distribuia inductiei magnetice
transversale in intrefier, Bsy: solenatia transversala 0, i potentialul magnetic scalar al zonelor
feromagnetice rotorice, V. Datorita simetriei, este suficient ca analiza si fie ficutd pentru o
jumdtate de pas polar, ( intre axa d gi axa q, respectiv pentru valori ale variabilei x cuprinse intre
0 ¢it/2).

In fig. 2.2 5-au marcat cele doud domenii distincte prin mirimea intrefierului maginii
sincrone reactive reale: cel din dreptul inferstijiilor nemagnetice, simetric in raport cu axa d a
rotorului este @, iar cel din dreptul pieselor de prindere, simetric fatd de axa q a rotorului este
@. Din punct de vedere al valonlor vanabilei x, pentru o juméitate de pas polar, ®
corespunde intervalului [0, xod, iar @ intervalului [xqe, /2]

Variafia practic nesemnificativd ( pentru datele concrete considerate ) a intrefieruhui
echivalent in domenmul @ conduce la vanatie sinusoidald a componentei longitudinale a
inducfiei magnetice In intrefier, Bgy , urmirind, practic, forma de vanatie sinusoidald
admis3d a solenatiei longitudinale 84 Valorile Bsy care se obtin determina valor ale inductiel
magnetice in miezul feromagnetic, pentru care caracteristica de magnetizare a materialuhn
este nelinuard. Pnin urmare, pentru acest domeniu, 1poteza pg = oo introduce eron la calculul
inductiet magnetice longitudinale in intrefier i este necesard elaborarea unei metode prin
care 84 fie luvatd In considerare nelimiantatea matenaluhn feromagnetic din care este construit
magina.  Componenta transversald a inductiei magnetice in intrefier , Bsq, are valoare nula in
axa d g1 cregte pini ]a o valoare maxami in dreptul ultimei zone feromagnetice.

in domeniul @ scaderea solenatiei longitudinale 6, , corelats cu variatia pronuntata a
intrefierulwm conduce la scAderea brusca a valoni inductiel longitudinale Bsq péni la zero, in
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Fig. 2.20. Vanatia intrefierului echivalent pentru x€ (0,1/2)
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Fig. 2.21 Varniatia inductiei magnetice longitudinale in intrefier
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Fig. 2.22 Vanajia inductiei magnetice transversale in intrefier
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Fig. 2.23. Distribuia solenatiei transversale in intrefier i a potentialului magnetic scalar al
zonelor feromagnetice rotonce
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Tabelul 2.2

mairimea magina model magina reala
(rotor fira piese de prindere) ( rotor cu piese de prindere)
amplitudinea armonicii | B = uyb, 68 B, = py(by+b, +b;)0
c8 et By, = pby6 By = py(bp +b,+0,4)0
magnetice in intrefier
fluxul polar 2 2
. e ¢'l=;polfb'l0 ®11=;ﬂ011(b11+b¢2+b¢3)0
corespunzitor armonicii
fundamentale a 1 1ei 2 <D-2lb+b+b0
magnetice in intrefier 7
inductivitatea de L..a=4l:;k"'(~l'b)’ba [, = 4":3”»(Nk)(b eheb)
Lon =22 (o, ', Lo = 280 8, + b + B1)
1 2x
S DENCHRPR LI Y i 1
,‘z_; o, o 27zp§5‘ T
4 2 1 x'V x
+_ —_— —_—
ﬂgsicylo(cos . T — CO8—— . X )
_ -2 _ )
b, = 2 [_5+5, ra(r Jr‘,)JH:(m)c_,|,”+ (6+6,-r) Inb]
nrky, r 2t rJ@r-6-58)5+36.,)
4 n(t-2x,) o+6,-r
by = ——Gy gl - —_Inb
nrk,, 27 J@r-8-6)58+36,)
5+68 .4
) \/5+5‘—\/27"5“5‘( + ‘—r)tg;zz+r+J(2r~5—5,)(5+5‘)
J6+68, +2r-5-6, 6+8, -y
T
141 1 &1 2x 2x
b, =~ —(x, - x,)+— Y —(sin— 7 - sin "7:
0= g B D in )
b, - 2 [5+5,-r7r(r—2x,,)_mfiﬂ]
mrk;, r 2t T
2
by = o J2r-6-6,)85+8)nb
81
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axa q. In acest domeniu, Bag are valori mici, deci gi inductia magnetici in porfiunile circuitului
feromagnetic are valori mici, iar neglijarea tensiunilor magnetice corespunzitoare nu conduce la
erori semnificative. In axa q, solenatia 0, are valoarea maximi, dar intrefierul avind
deasemenea valoarea maxima, Bg, rezulti de valoare foarte mica.

2.4.6. Concluzii

in tabelul 2.2 sunt prezentate expresiile marimilor determinate pentru cele doua cazuri
considerate: magina cu rotor stratificat fira piese de prindere ("model™), respectiv cea cu piese
de prindere. Se remarca faptul ci oricare ar fi marimea M considerati pentru magina cu piese de
prindere ( inductie magneticd in intrefier, flux polar sau inductivitate ), atit pentru
cdmpul magnetic longitudinal cét §i pentru cAmpul magnetic transversal, expresia ei se
obtine insumind doud componente: una corespunde expresiei My =f (b ), g1 este
valabild pentru magina "model”, iar cealaltd, M. = f ( b, + by ), reprezinti contributia
pieselor de prindere (capdt). In expresiile marimilor determinate pentru magina reala, daci
se face 5, = 0 atunci b, §i by se anuleazi §1 se regdsesc expresiile manimilor obtinute
pentru magina model.

Expresule determinate pentru amplitudinea fundamentaler inductier magnetice in
intrefier, fluxul polar gi inductivitdjile de magnetizare sunt valabile in cazul maginii
bipolare. Pentru p > 1, din relatiile (2.91) g1 (2.92) se determina intrefierul in dreptul pieselor
de prindere, iar calculul inductier magnetice, a fluxului polar g1 al inductivitatilor de
magnetizare se face in acelagi mod cain cazul p = 1, atit pentru cdmpul longitudinal cét 51
pentru cel transversal.

Acest tip de magini se utilizeazi in actionAn la care modificarea vitezei se face prin
intermediul frecveniei tensiunii de alimentare, deci numarul de perechi de poli nu este impus.
Consideratiile teoretice sunt valabile pentru orice valoare a lui p, dar forma constructivd a
rotoruhui pentru p > 1 complic executia maginii. Din acest motiv, in continuare s-a optat pentru
analiza g1 executarea unui model expenmental avind p = 1.
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2.5 CALCULUL CAMPULUI MAGNETIC §I AL INDUCTIVITATII DE
MAGNETIZARE LONGITUDINALA ALE MASINII SINCRONE REACTIVE
CUROTOR STRATIFICAT, CU CONSIDERAREA NELINIARITATI
MATERIALULUI FEROMAGNETIC

2.5.1. Consideratii preliminare

In paragraful 2.4 s-a determinat valoarea locald a inductiei magnetice in intrefier
intr-un punct oarecare, M(x), cu relatnle (2.115), (2.116) pentru componentia
longitudinald, respectiv (2.95), (2.96) pentru cea transversalj, in ipoteza u, = o . Aceastd
ipotez3 revine la neglijarea tensiunilor magnetice in miezul feromagnetic al magini, deci, in
baza legii circuitului magnetic, aplicatd in lungul unei linii de cAmp oarecare, solenafia
statoricA este egald cu tensiunea magneticd a intrefierului. in ce priveste cimpul
magnetic transversal, datontd valonilor mici ale inductiei magnetice, aceastd ipotezA
simplificatoare  nu introduce eron semnificative. Pentru cAmpul magnetic longitudinal
insA, eroarea este cu atit mail mare cu cfit valoarea curentului statoric este mai mare.
Din  acest motiv, in cele ce urmeazAd se urmdreste determinarea cmpululi magnetic
longitudinal, respectiv a inductivitAfii de magnetizare longitudinale, cu considerarea

neliniantitii matenalului feromagnetic din care este executatd magina.

2.5.2. Ipoteze. Precizin

in prezentul paragraf, toate consideratiile se referd doar pentru cidmpul magnetic
longitudinal. De aceea, pentru toate marimile de cidmp, cu exceptia fluxului magnetic @y, , se
renunt la indicele d, neexistind posibilitatea unor confuzii.

Se mentine ipoteza repartijiei sinusoidale a solenatiei in intrefier, pe perifena statorulu.

Se admite cunoscutd valoarea 3(x) a solenatiei (calculatd pentru o valoare dati a
curentului statoric).

Se considers c4 magina este executatid fara canale de ventilatie, In acest caz lungimea
ideald a magini, L g1 lungimea miezului feromagnetic, lg, putdnd fi considerate practic
egale.

Se admite ca dinjii statorici au 1A{imea constant4.

Se studiazd magina cu piese de prindere.
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2.5.3. Determinarea inductiei magnetice in intrefier

Pentru o valoare admisi a solenatiei statorice, distributia inductiei magnetice in
intrefier este unic determinatdA. Pentru oricare linie de cdmp, tensiunile magnetice ale
portiunilor de circuit depind de valoarea induc