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PREFATA

Necesitdti de ordin practic au condus la inlocuirea diferitelor materiale
clasice cu materiale moderne care poseda caracteristici tehnico-funciionale
s1 economice superioare, avand o larga intrebuintare in domeniile construcgi-
ilor de masini, civile, industriale, marine, aerospatiale, sportive. etc.

Aceste materiale trebuie sa aiba unele trasaturi definitorii cum ar fi : du-
ratd mare de functionare, usoare din punct de vedere ale greutatii specifice,
rezistente din punct de vedere mecanic, usor de prelucrat, anticorozive, ne-
inflamabile g1 cu rezistentd mare la agentil atmosferici si bioiogici. O astiel
de clasad de materiale o reprezintd materialele compozite.

Domeniul materialelor compozite a cunoscut in ultimii ani o adevarata
revolutie, iar competitia care opune materialele compozite materialelor tradi-
tionale are deja o vechime apreciabila.

Un material compozit este definit ca un material compus din unul sau mai
multi constituienti, combinati intr—un astfel de mod incat sd produca una
sau mai multe proprietati superioare celor ale fiecaruia dintre constituenti.

Anizotropia mare a materialelor compozite, le permite sa fie utilizate
optimal in diferite structuri.

Materialele compozite se impart in urmatoarele tipuri:

a) cu particule (whiskersuri ceramice, whiskersuri metalice)

-lungi
-scurte

Fibrele au diametre cuprinse intre 5 g1 15 microni. Dupa modul de ori-
entare a fibrelor materialele compozite pot fi:

- unidirectionale (fibre orientate avand aceeasi directie in spatiu)

- bidimensionale (tesatura)

- tridimensionale (fibre orientate dupa mai multe directii In spatiu)

Fibrele care intrda in componenta unui material compozit pot fi:

- fibre organice : in, cinepa, bumbac, paie, lemn;
- fibre minerale : de sticla, carbon sau grafit;
- fibre sintetice : poliesteri (trevira, diolen), polietilena (fabrene),
poliamide (pealon, nylon), poliacrilitril (dralon), aramide (kelvar);
- fibre de azbest : crisotil (silicati de magneziu hidrati), croci-
dolitul (silicati de sodiu si fier), arnositul (silicati de magneziu si de fier) -
rezistente la temperaturi mari.

b) cu fibre (sticld, kelvar, carbon, bor)
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Matricea reprezinta materialul care leaga fibrele intr-un mediu continuu
numit material compozit. Matricea are rolul de a fixa fibrele in cadrul ma-
terialului compozit. Principalele materiale folosite ca matrice sunt rasiniie
si aliajele metalice cum ar fi:

- conventionale (tip glicidil)
ragini epoxidice ¢ - epoxi - fenol - novolac
- cicloalifatice

rasini fenolice

- rasinl poliesterice
rasini siliconice
poliamidele

Aceasta lucrare contine noi rezultate in dinamica materialelor compozite
sl in particular a placilor subtiri laminate.

Pentru materialele compozite, influenta temperaturii asupra comporta-
mentuluil acestora este adesea spectaculoasa.

Studiul dinamicii placii subtiri elastic laminatd tinand cont de influenta
temperaturii este realizat in capitolele I si II.

Adesea, materialele compozite si in particular cele compuse dintr—-o ma-
trice organica, prezinta un comportament vascoelastic mai mult sau mai
putin pronuntat. Cand structura este ficutd dintr—un material vascoelastic,
problema devine mult mai complicatad intrucat ecuatia de miscare se trans-
forma intr-o ecuatie integro—diferentiala fatd de o ecuatie diferentiala in
cazul elastic.

Studiul dinamicii placii subtiri liniar vascoelastic laminata considerand
ca raspunsul global al fiecarei lamine ascultd de o lege liniar vascoelastica
de tip Boltzman este prezentat in cuprinsul capitolelor III si I'V.

Pornind de la aceste consideratii globale, am structurat teza pe sase
capitole principale.

In capitolul I, s-a efectuat un studiu asupra dinamicii placii subtiri ter-
moelastic laminata. S—au stabilit ecuatiile care guverneaza dinamica placii,
s-au dat formulari variationale, s—a stabilit o teorema de existenta si uni-
citate, precum $i principil de extremum dinamic atat in domeniul transfor-
matel Laplace cat si in domeniul timpului.

Capitolul II este in totalitate dedicat propagarii undelor intr-o placa
subtire liniar termoelastic laminata de extindere infiniti. Sunt studiate
undele de soc, undele de acceleratie si undele armonice.

T
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In capitolul III este realizat un studiu privind dinamica placii subtiri
liniar vascoelastic laminata. Considerand ca laminele sunt omogene si or-
totrope, iar legea constitutiva este de tip Boltzmann se construieste o teorie
de ordinul Intai a pléacii subtiri liniar vascoelastic laminaté. Si aici sunt
obtinute ecuatiile care guverneaza miscarea placii, sunt date anumite for-
mulari variationale, se studiaza existenta i unicitatea solutiei si sunt sta-
bilite principii de extremum dinamic atat in domeniul transformatei Laplace
cat si in domeniul timpului. Utilizdnd transformatele integrale "EC” si
"ES” introduse de autor se prezinta modul de aflare a raspunsului dinamic
al unel placi subtiri liniar vascoelastica.

Capitolul IV este de asemenea dedicat in totalitate propagarii undelor.
dar de aceasta data intr-o placa subfire liniar vascoelastic laminata. Si aici
sunt studiate atat undele de soc, cat si cele de acceleratie.

Capitolul V este consacrat prezentarii unor rezultate numerice.

Capitolul VI este destinat expunerii si comentarii principalelor rezultate
obtinute in cadrul prezentei teze de doctorat.
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CAPITOLUL I
DINAMICA PLACII SUBTIRI TERMOELASTIC LAMINATA

1.1. Stadiul actual al problemaei.

In contrast cu abundenta de literatura asupra problemelor dinamice pur
mecanice ale placilor compozite, se pare ca teorii dinamice in care efectele
termice si fie incluse sunt mult mai putine.

Teoria dinamica a placii subtiri liniar termoelastic laminaté se bazeaza
pe cuplarea campurilor de deformatie si temperatura.

O serie de studii, au utilizat teorii bidimensionale ale placii pentru predic-
tia raspunsului dinamic termo-mecanic. Dintre autorii acestor studii a-
mintim: Zorski si Lyons [1962], Anderso si Mowbray [1969]. McQuillen si
Brull [1970], Inan [1972], Deresiewici [1975], Ibanescu [1982], etc.

Unul dintre primele studii privind vibratiile induse termic, este lucrarea
lui Boley si Barber [1957], in care s-a examinat raspunsul dinamic al barelor
si placilor simplu rezemate carora le sunt aplicate diferite socuri de incarcare
termicd. Se pune 1n evidentd importanta inertiei de rotatie in cazul incalzirii
rapide a structurilor cu pereti subtiri.

Studii privind vibratiile induse de temperatura in placi si invelisuri izotro-
pe pot fi gasite in lucrarile lui Stroud si Mayers [1971], Cuki¢ [1972]. Jade-
jda si Loo [1974], Zak si Drysdale [1976], Biswas [1977,1978], Irie si Ya-
mada [1978], Massalas, Dalamangas si Tzivanidis [1982], Das [1983], Che-
botarevschii i Yagubova [1985], Krys’ko, Guba si Fomin [1986], etc.

Desi putin studiat, in ultimul timp o atentie speciald 11 este acordata
raspunsului dinamic indus prin soc termic, al placilor si inveligurilor ani-
zotrope. Socurile termice tranzitorii pot schimba caracteristicele vibratorii
si este posibil ca o structura care este stabild sub o incarcare data sa poata
deveni 1nstabild datorita prezentei tensiunilor termice tranzitorii.

Astfel, Kao si Pao [1976] au studiat comportarea la deflexie a unei placi
compozit transversal laminatd simetrica si simplu rezemata supusa la soc
termic. Zak si Dryvsdale [1976] au studiat efectul asupra tensiunilor termice
induse printr—o incarcare sinusoidala stationara. Bisvas [1977] a investigat
vibratille unei placi ortotrope tranversal laminata simetrica asezata pe o
fundatie elastica. careia i se aplicad un soc termic.

9
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Tratand temperatura in placa ca un camp variabil in tim sochastic—

dependent de spatiu, Tauchert [1987] a investigat vibratiile se 1n placi
laminate. De asemenea, Tauchert [1989, 1990] a examinat ortarea la
soc termic a placilor ortotrope transversal laminate simetri  -and doud

margini paralele simplu rezemate, iar Huang s1 Tauchert [1¢ au studiazt
comportarea vibrationalda a placilor dublu curbate tansvers: .minate si-
metrice si antisimetrice, simplu rezemate si supuse la soc © mic. Liu si
Huang [1996] au prezentat un studiu privind analiza vibre ior placilor
compozite laminate supuse la schimbari de temperaturd ut...zdnd teoria
deformatiilor de forfecare de ordinul intai. In deformatii suu: considerati
termenii neliniari din teoria von Karman: astfel pe baza elementului finit
se obtin ecuatii neliniare cuplate continand deplasarile in plan, deflexia,
precum si unghiurile de rotatie. Sunt calculate frecventele de vibratie ale
unei placi transversal laminata simetrica. Negishi si Hirashima [1997] au
formulat o teorie aproximativa de ordin superior pentru analiza comportarii
statice si dinamice a structurilor laminate cu alunecare interlaminara.

Determinarea raspunsului dinamic al invelisurilor cilindrice armate, la o
Incarcare termica (soc termic), a fost studiatd de Birman [1990].

Alte studii au fost axate pe problema propagarii undelor in placi ter-
moelastice ( de exemplu referintele: Chadwick [1962], Deresiewich [1975],
Massalas [1986]. Massalas si Kalpakidis [1987], etc.).

Analiza comportarii termo-mecanice in dinamica placii subtiri poate fi
importantd in multe probleme de inginerie mecanica multidisciplinara.

In acest capitol va fi studiatd dinamica placii subtiri liniar termoelastic
laminata. Se stabilesc mai intai ecuatiile de misgcare, conditiile la limita si
conditiile initiale. Apoi, se dau diferite formulari variationale, teoreme de
existentd si unicitate, precum si teoreme de minim.

10
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1.2. Ecuatiile dinamicii termoelasticitatii neliniare.

Fie B un corp continuu elastic care in configuratia de referinta este un
subdomeniu By al spatiului euclidian tridimensional R®. Prin 5, exprimam
interiorul acestuli domeniu a carui frontiera este 0B3;. Se considerd de aseme-
nea un sistem de axe carteziene rectangulare Ox; (1=1.2.3).

Ecuatiile fundamentale ale dinamicii termoelasticitatii neliniare folosind
descrierea lagrangeiana a deformarii (vezi lesan [1979]) sunt:

— ecuatlile de migcare

(1.2.1) Tk:x + pofi = potis pe By x [0, tg),
- ecuatia energieil
(1.2.2) poln = Q1+ por pe By x [0,10),

— ecuatiile constitutive

(1.2.3) c=0(E;,T.X;) pe By x|[0,1t),
1 oo Oo

2. i = =(Uis + 056 B :0),

(1.2.4) T; 2(u, +6’)(<9Ejs+3Esj) pe By x [0, )
1 0o

2. = ——— 1
(1.2.5) n 08T pe By x [0,10),
(126) Q,‘ = Q,’(Emn,T, T’j,Xs) pe Bo X [O,to),
— ecuatiile geometrice
(1.2.7) 2E,'J' = Uj; + Uj; + UsiUsj D€ By X [0, to),

unde au fost utilizate notatiile: Xy - coordonate materiale; t — timpul,
ui(X;.t) - componentele vectorului deplasare; E;;(X;,t) - componentele
vectorului deformare lagrangeian; T;;(X;, t) - componentele tensorului Piola
— Kirchhoff de prima specie; @Q;(X;,t) — vectorul flux de caldura masurat
pe unitatea de arie din corpul nedeformat, fata de reperul considerat; o -
energia liberd pe unitatea de volum initial; po(X ) — densitatea de masa in
configuratia de referinta: f; - componentele fortelor de volum pe unitatea

11
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de masa; n(X,t) — entropia pe unitatea de masa: r(X,?) — debitul surselor
de caldura pe unitatea de masa; T — temperatura absoluta.

/1

_a ecuatiile fundamentale {1.2.1)—(1.2.8) se adaugd conditii initiale si
conditii frontiera ale corpului consideraz.
— Conditiile initiale:

(1.2.8) w(X,0) = wl(X), @(X,0)=e(X), n(X.0)=ny(X), X & By,

unde u?,v? si mg sunt functii prescrise, continue pe By.
— Conditiile pe frontiera:
u; = U; pe 8Bm, X [O,to), Tijnj = T pe 8500 X [O.to)l
(1.2.9) _ .
T=T pe 3809 X [O,to), Q,’Tl,’ = Q pe 8Boq X [O,to),
unde

(1.2.10) OBy UBBoy = 0By UBBoy = OBy, 0By NOBoy = OBy NIB,, = &

si cu @ mulfimea vida.
Conditia de convectie are forma

(1211) Qini = 77«-(7’ - Te) pe 830 X [OatO)a

unde T, este temperatura mediului inconjurator, iar (> 0) este coeficientul
de transfer de caldura.

1.3. Ecuatiile dinamicii termoelasticitatii liniare.

Teoria dinamica a termoelasticitatii liniare este caracterizata de ecuatiile
(Iesan [1979]):
- ecuatiile de miscare

(1.3.1) oij; + fi = pli, pe By x [0,10).
- ecuatla energiel

(1.3.2) pTon = gii + pr, pe By x [0, 1),
- ecuatiile constitutive

(133) Oi; = Cijklfkl - 3,‘_,'0 pe BO X [O to),
12
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(134) pn = /Bijeij + 0,9, pe€ BO X [0 tO)a

at

(1.2.

) g = kis6j, pe By x [0, 1),
— relatille cilnematice

(1.3.6} 2€;; = u;; + uj;, pPe By x [O,to),

(1.3.7) 6 =T - Ty,

unde au fost utilizate urmatoarele notatii: p — densitate de masa constanté;
Ty — temperatura absoluta constanta a corpului In starea lul de referinta;
T - temperatura absoluta; 6 — variatia temperaturii masuratd de la tempe-
ratura starii de referinta; u; — compontele vectorului deplasare; €;; — com-
ponentele vectorului deformatie; 0;; — componentele tensorului tensiune ale
lui Cauchy; ¢; — componetele vectorului flux de caldurd; f; — componentele
fortelor de volum; r — radiatia calduril pe unitatea de masa a volumului
initial; Ciijk, Bij, a, kij — functii de material; ele satisfac relatiile de simetrie

(1.3.8) Cijkt = Criij = Ciint,  Bij = Biji.
Inegalitatea entropiei implica
(1.3.9) ki;0.6; >0,

unde k;; sunt componentele tensorului conductivitatn termice.
La ecuatiile (1.3.1)-(1.3.7) sunt adaugate:
— conditiile initiale

(1.3.10)  ui(z,0) = ud(z), w(z,0) =1%(z), n(z,0)=no(z), = € By

sl

- conditiile pe frontiera

(1311) u; = Uu; pe 85’0,_, X [O,to),

(1.3.12) oijn; =P; pe 0B, x [0,10).

(1.3.13) 8 =8 pe OBy x [0.1t).
13
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(1.3.14) gini =g pe 0B, x [0,1p).

In relatiile anterioare Y, v?, 7y, %, P.,6 si ¢ sunt functii prescrise, iar
05 ou: OBoy. OBoe 51 0B, sunt submultimi ale lui 85; ~ frontiera iu: 5, astfel
ca

aBou U aBOU - 8509 U 8Boq = 880,

(1.3.15)
OBoy N OBy = OBy N OB,, = @.

Se mai fac urmatoarele presupuneri asupra proprietatilor materialului

(1.3.16) >0, Tp>0, a>0,
(1.3.17) C,’juéijék[ > Q€ €55, Q> 0, Véij = €ji,
(1.3.18) kijning 2 ymini, v >0, V .

1.4. Consideratii privind placa subtire termoelastic laminata.

Aici, vom prezenta unele consideratii privind placa subtire termoelastic
laminata, In general urmand lucrarea lui Chelu [1995a).

Vom considera o placd formata din N lamine astfel cd la scard macro-
scopicd, global fiecare lamina are o comportare termoelastica.

Laminele le presupunem perfect lipite, astfel ca nu este posibild alunecarea
uneia fata de alta.

Placa laminatad este consideratd un corp continuu cu raspuns global la
solicitarile exterioare, ceea ce presupune continuitatea deplasarilor. Facem
de asemenea presupunerile (vezi Cristescu [1983]):

-placa compozit este subtire si de grosime h in timpul procesului de
deformare;

-laminele sunt unidirectional orientate;

-laminele au o comportare termoelastic ortotropa, cu axe naturale dis-
tincte de la o lamina la alta a placii;

-legatura intre lamine este suficient de subtire astfel ca geometria placii
sa nu fie alterata si inertia legaturii sa poata fi neglijata:

14
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—deplasarile u, v, w dupa directiile x, y, z sunt mici comparativ cu h si
sunt functii liniare de coordonata z;

~deformatiile specifice ;. €,, €., €4y, Ey:. £zr SUNt micl comparativ cu
unitatea;

-termenii nelinlari in ecuatiile fundamentale sunt neglijati cu exceptia
produselor intre tensiunl §i panta placii;

—normala la suprafata medie a placii nu trebuie sa ramana perpendiculara
pe planul mediu deformat ca in cazul teoriei Love-Kirchhoff (proprietatile
de material distincte ale straturilor constituente dau microrotagii distincte
in straturi cu materiale diferite si in consecintd presupunerea ca suprafaia
pland rdmane pland dupa deformare, nu este valabila (vezi Sun, Gilmore si
Koh [1972])).

Adoptarea presupunerii cinematice Love-Kirchhoff din teoria clasicd a
placii elastic laminatd cu neglijarea efectelor deformatiei de forfecare si a
inertiei de rotatie conduce la o teorie inadecvata a placii compozit (conform
Ashton si Whitney [1970]).

In plus la incarcarile mecanice, placa este supusa la o distributie de
temperatura 6(z,y, z,t) care este masurata dintr—o stare de referintd a unui
camp de temperaturd uniforma 7j In care placa nu are nici o tensiune sau
deformatie.

Pentru campul deplasarilor placii adoptam relatiile:

u=1u"(z,y,t) + 2¢z(x, , 1),

(1.4.1) v=1z,y,t)+ 2Pz, y, 1),

w=w(z,y,1).

Intr—un sistem natural de coordonate, ecuatiile constitutive pentru o
lamina corespunzand termoelasticitatii liniar ortotrope sunt

[0y ) (Ciy Ci2 Ci3 0 0 0 7 (e) ( 51 )
o9 Cia Cop Co3 0 0 O €9 Bo
o3 | _ | Ci3s Cozg C33 0 0 O €3 B3
142) | o (5] 0 0 0 Cu 0 0 |Jeaf Yo"
Os 0 0 0 0 C55 0 €5 0
los) L0 0o 0 0 0 Celle) LoO)
15
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unde notatiile contractate sunt utilizate astfel: {11}—{1}, {22}—{2}, {33}
—{3}. {23} —{4}, {31}—{5}, {12}—{6}.
Deoarece placa este presupusd subtire, putem utiliza ipoteza standard
ca tensiunea normald oj este nuld, iar tensiunile de forfecare transversald
se anuleazd pe suprafata superioara si inferioara a placii.
Considerand o3 = 0, din relatia (1.4.2) obtinem pentru €3 expresia

(1.4.3)

€3 =

33

Cas

9
Css

€9 +

B3
6,
Css

care substituitd in relatiile (1.3.2) conduce la scrierea acestora astfel

(01 ) [ Qu Q12 0 0 0 7] (&) B
op) Q2 Q2 0 0 O €2 Bs
(1.4.4) { 0O = 0 0 Qe O 0 { € ? -< 0 > 6,
04 0 0 0 Qu O €4 0
{ 05 ) 0 0 0 0 Q@] \e) 0

unde Q;; = Cij — (Ci3Cj3/C33) reprezinta rigiditatile reduse, iar B; = B; —
(Ci3/Cs3)P3 daca i =1,2.

In raport cu un sistem de coordonate carteziene ortogonale Oxyz avand
planul xOy coincizand cu planul mediu al placii g1 axa Oz perpendiculara

pe aceasta, ecuatiile constitutive pentru o lamina au forma

[ o: ) —Qn le 2Q16 0 0 7 ( e ( ﬁ1 )
Oy Qm Q22 ZQ% 0 0 €y é?
(1.4.5) ¢ 0zy Qe Qos 2@ 0 O €zy ¢ = Be fea
Oyz 0 0 0 2@& 2@15 €yz 0.
\ Ozz ) L 0 0 0 2Q45 2Q55 J \ €zz \ 0 J

unde Q;,- sunt componentele tensorului rigiditatilor transformate Q. Expre-
sia lui ) este datd de relatia

{Q} = [TI[QIITY.

unde [T) este matricea de transformare, iar §; sunt elemente ale vectorului

{B} = {B, B2 Bs 0 0}7 obtinut din relatia
{8} = [T17{8}.

16
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In relatiile (1.4.6) si (1.4.7), [T) reprezinti matricea transformarii de la
sistemul de coordonate Oz;zoz3 la sistemul de coordonate Ozy: si are forma

C m?  n? 2mn 0 0 7
n? m* —=2mn 0 O
(1.4.8) T)= | =mn mn m*-n* 0 0 |,

0 0 0 m —n
0 0 0 n m |

cu m=cosfl, n=sinf si § unghiul dintre orientarea fibrei si axa Ox.
Teoria gradientilor mici al deplasarii si teoria lui Von Karman pentru
placi pot fi unificate utilizand urmatoarele relatii deformatie—deplasare:

ou 1 0Ow,, Bv 1
Ez—&;'i”'i)((%)»% 8y X( ),

1 0u Ov ow Ow 1 0v Ouw
(149) Ezy = 5(_8_3_/- + 'a; + Xa_x—a?)’ 5yz - 5(5 + ’%)7
— l(_aﬁ + @)
== 5\%z T8z

unde x 1a valorile ,,0” pentru teoria gradientilor mici a1 deplasarii si ,.1”
pentru teoria lui Von Karman.
Relatiile (1.4.1) se mai pot scrie

(1.4.10) {u} = {u°} + z{u'},
unde
(1.4.11) {u} =[uvw]’, {«°) = w?, {u'}=[v. Yy 0)7,

u®, v% si w - componentele deplasarii planului mediu al placii, ¥, si ¥, —
unghiurile rotatiilor respectiv fata de axele Oy si Ox.
Tinand cont de relatiile (1.4.10) s1 (1.4.11), relatiile (1.4.9) devin

(1.4.12) {e} = {°} + z{k}

unde s-au utilizat notatiile B —
T L UNIVERS TATE. 7 ¢
{5} = {51 Ey A,'ry A,'y: '}';1—} . T ! A ' ) VT

B
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(% ={ed &) 72, ¥S. 7o}

{k} = {k; k, kg, 00}7.
Oug Ovy Oug = Ovg Ow J ow 4T
I < [ a — YUy T Uy -
oz Oy Oy-T-B:c oy Y Or

1, 0w, 1 0w , 0wow

(1.4.13) {9 ={

ZrZ8%2 2 T
+X{2\6x> 2(8y) dz Oy 00},
— a¢% éhpy adﬁ \ 8”@ T
k) =15, dy oy | Oz 00},

Yzy = 25:cya Yyz = 2"':yz-, Yoz = 2€;;.

Notam cu M,,(R) multimea matricelor de tipul m x n cu elemente reale
si consideram operatorul L: M3 (R) — Mg3(R) definit prin relatia
1 T
201

a 0
(1.4.14) L({a}) = 0 0
0 ]

o o o
o O O
o O o
o OO
S OO

0
1
202
0 as

unde {a} = {a; ag a3}?, a; € R. Se observa ca relatiile (1.4.13), si (1.4.13);
se pot scrie condensat sub forma

(1.4.15) {e} = (D] + [SD{U} + xL(FHUNIGKU},
unde :
(1.4.16) {e} = {ed ) 72, 19 12 ke Ky KIF,
(1.4.17) {U} = {UO Vg W 'I,L'I ?,Z)y}T,
iar [D], [S]. [F], si [G] sunt operatori matriceali definiti astfel:
- 5 P -~ T
£ 0 o 00 0 0O
0 £ £Z 000 00
P)=10 0 0 4 &% 0 0 0
0000 O0£LO0S£
0000002 2&
L oy or J
18
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00000000
00000000
-4.18) (S1=|00000000
00001000
00010000,
00%00} 00%001
Fl=l00L o0, [g=[00 2 00].
002 00 004 00|

Proprozitia 1.4.1. Pentru oricare doi vectori {a}, {b}€C1(R) are loc
relatia

(1.4.19) L([F){aDIG]{b} = L(IGH{b})[F {a}.

Demonstratie. Proprozitia rezultd imediatd dacd se efectueaza cal-

culele in cei doi membri ai lui (1.4.19).
Cum ecuatia constitutiva (1.4.5) pentru lamina k se mai poate scrie

(1.4.20) {o}r = [Qle{e}e — {B}bk,
IEIlde {U}kz{ar Oy Ozy Oy O-Z:L‘}{a {€}k={€x Ey Ezy €y Ezr fkl" §1 {B}: {Bl B?
Bs 0 0}7, atunci fortele rezultante de membrana N, Ny, Ngy, momentele

rezultante de incovoiere M,, M,, M., si fortele de forfecare transversale
rezultante (), si (), corespunzatoare ale placii sunt date de relatiile

N, h2 | Oq N .z Qu 6:212 26:216
N, =/ oy d2=Z/ (| @12 @22 2Q2% | X
Nzy ~h/2 k=120 | Qe Q2s 2Qes |,

(1.4.21)

M, h/2 o N o 6:211 6:212 26:216
My =/ 02 Oy d:=Z/ Z( ng Qgg 2@26 X
M., ~hE k=105 | Qe Qo 2@ ],
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5
5 ,
&
Q h/2 : Q- Qf) (Al/z
(&)=L {o e[ [& 3] {1} o

Introducand notatiile

(1.4.22) {T} = {N, N, N;, Q, Q. M, M, M,,}";
h/2 _ N P _
(1423) (A,'j,B,'j,D,’j)=/h/2(1,2,22)Qide=Z/ (1,z,z2)(Qij)kdz;
- k=1 Y %k-1
An A A
Ay A
[A]= | A1 A Ay |; [H]= [ 444 A‘_ls};
Ae Az Ags A
Bi1 Bia By D11 Dip Dy
(1.4.24) [Bl= | Bz Bay By |; [D] D1y Dgy Dyg | ;
Bis Bas Bes Dig Do Degg

00017 i
_ . [ 4] 1017,
= ”0} = |

_ T, _ [ [A] [B]
[Bl] — 1 [B] [01] ] ) [C] - i [BI]T [D] )
considerand pentru temperatura relativa 6 dezvoltarea
(1.4.25) 6(z,y,z.t) = 0%z, y.t) + 20 (z,y, 1)
si utilizand notatiile

0 N oru
{9}—{6 }; b9=2/ (8:)edz (1=1.2.6);

k=1
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[b]z[b? by B 0 b bl bé'l
bl by bl 0 b2 bE B

obtinem urmatoarea ecuatie constituitiva pentru placa subtire termoelastic
laminata:

{£} = [C]{e} - [b}{6}.

Vom considera acum 7 ca fiind dat de relatia

(1.4.27)

(1.4.28) n(e,y,2,t) =1"(z,y, 1) + 21’ (z, ¥, 1)

sl vom Introduce notatiile:

. h/2 N rh/2
(1.4.29) a' = / zladz = Z/ 2lapdz
- k=1

h/2 ~h/2

(z=0,1,2);

2 N o opn
(1.4.30) pi= [ dpas=Y [ dpds (=0.1.2)

—h/2 o1 e

0 0 1 = A

n a- a Po P1
1.4.31 - . la] = . [R=|P A
nes)  ={0 b w=|G L] mi= |22

Integrand ecuatia (1.4.4) in raport cu z de la —h/2 la h/2, apoi inmultind
aceeasi ecuatie cu : gl integrand dupd : intre aceleasi limite ecuatia ce
rezulta, obtinem a doua ecuatie constituitiva matriciala

(1.4.32) [Ri}{n} = [b]{e} + [al{6}.
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Tinand cont cid trecand de la coordonatele naturale (z;,zs.z3) la co-
ordonatele globale (z,y, z) pentru vectorul flux de cadldurd q si gradientul
temperaturil avem relatiile

(1.4.33) |
Gz "m —n 0 q1 6, m —n 0] (6, )
Qy = n m O qQ ; (9,3’, = n m 0 6‘3 .
{qz} [0 01 {qs .- 0 01 {9.3j

Pentru cazul ortotrop (conform lui Borg [1970], p. 27), tensorul conduc-

tivitatgii intr—un sistem de coordonate natural Oz;zoz3 este dat de

ki 00
(1.4.34) k]=| 0 ky 0
0 0 kg

Intre tensorul conductivitatii transformate [k] si tensorul consuctivitatii
[k] exista relatia

(1.4.35) (k] = [re)T [k][r4],
unde:
_ Ell Elg 0 m —-n 0
(1.4.36) [E]= | ko koo O |; [rg)f=]n m O
0 0 ks 0 01

Pe baza relatiilor (1.4.35) si (1.4.36) se obtin elementele k;; ale tensorului
conductivitatii transformate k: :

ki = mPkyy + nlkos; Eao = n’kyy + mihko;
(1.4.37) B o

kss = k33; k12 = ka1 = mn(ka — k11).

Ecuatiile constituitive (1.3.5) se exprima in coordonate globale sub forma

gr Ell El? 0 0 .
(1.4.38) Gy ¢ = | ko kap O 0.y
q- 0 0 k33 9':

Utilizand notatiile
. . . h/2 . hj2
(1.4.39) q, = / z'qedz, g, = / Z'qdz, q.= / z'g.dz (1=0,1);
—h/2 —h/2 —h/2

22
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(1.4.40) {g} =1} ¢ & @ a5 @}
h2
(1.4.41) ffj=/ zlkijdz (1=0,1,2);
—h/2
i Kgl _{( %)2 0 A{ll A}f? 0 7
Ky Ky 0 Ky Kz O
K3 0 0 Ky

(1.4.42) [K]:[[KO] [Kl]]z 0 0

(K] [K? KL K} 0 KL K%L 0 |
K}y Kl 0 K} K3 O
| 0 0 Ki 0 0 K|

T T
OOOO[S]_OOIOOO
g oo ¥¥YT|000000] "
integrand 1n raport cu z de la —h/2 la h/2 ecuatia (1.4.38), apoi inmultind

cu z aceeasi ecuatie si integrand dupa aceeasi variabila si intre aceleasi limite
ecuatia rezultatd, obtinem si cea de—a treia ecuatie constitutiva

{g} = [K]([H] + [$:]){6}-

Integrand in raport cu z ecuatiile (1.3.1) dela —h/2 la h/2, apoi inmultind
cu z primele doua ecuatii din (1.3.1) si integrand din nou in raport cu aceeasi
variabila si intre aceleasi limite, obtinem forma matriciala a ecuatiilor de
migcare

F
(1.4.43) [H]= [30 %

(1.4.44)

(D)7 =[S} + x(IFIT LT (GHUD{ZH+

(1.4.45) )
+ G (LT([FHUD{ZYH) + {P} = [R{U},
unde
[ q: ) [ fr ) qr'_‘QiF'*'ql_
‘jy h/2 fy qy = q; + 4y
(14.46) {P}={ g >+/ R R
m, A2 zf, m. = h/2(q] — q7)
. My ) . yfy J my=h/2(q;—q2_)
23
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po 0 0 pp O
0 po 0 0 m;m
(1.4.47) Rl=!0 0 5 6 0
pr 0 G po O
0 5 0 0 po

cu g7, g (i=1,2.3) componentele vectorului incarcare res; ctiv pe fetele
superioard §i inferioard ale placii, iar f,, fy si f. sunt com; =nentele fortei
volumice a acesteia.

Acum, pe baza relatiilor

(1.4.48) {r}= { :(1) }

si

) «(h/2) = g.(=h/2)
(1.4.49) {q} = { %/z(qz(h/Zq) - g.(=h/2)) }

integrand dupi z de la —h/2 la h/2 ecuatia (1.2.2) apoi Inmultind cu z
aceeasi ecuatie si integrand din nou dupa z intre aceleasi limite, obtinem
urmatoarea ecuatie a energiei scrisa sub forma matriciala:

(1.4.50) TolRi}{n} = ((H)" = [S1]"){a} + {d} + [Ru){r}.
Din inegalitatea (1.3.9), In acelasi mod obtinem conditia:
(1.4.51) (([H) + [SI{ODT[KI([H]) + [S1)){6} = 0.

Conditiile initiale.

Conditiile initiale (1.2.8) ( sau (1.3.10)), in cazul placii devin:

(1.4.52a) {U(z,y,0)} = {U%z,y)}. {U(z,y,0)} = {Vz.y)},

(1.4.52b) {n(z,9.0)} = {mo(z,y)}

sau echivalent

(1.4.53a) {U(z.y.0)} = {U%z.y)}. {U(z.9.0)} = {1%z.y)}.
24
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(1.4.53a) {6(2,4,0)} = {6o(z, 9)},

unde {U% = {uf vf w® ¥ ¢3}7, {VO} = {a§ of @ ¥ ¢, {n®}={n{
5617, si {607=1{600 6}}" functii prescriss.

Conditiile pe frontiera.

In continuare notam prin [D,] si {H,] matricea obtinutd respectiv din
r - . - . ~ . . ~ ~ -
D] si [H] punand n,; si ny in locul lui £ si 35 lnroducand de asemenea

notatiile

{Pn} = {Nnx Nny Qn3 an Mny}T = [Dn]T{E}+

45 FFEIGHU TS} + (G C(F U}
]an = ]V:L'nl =+ ]\T:cyn%
]\rny = ]\sznl + Nyn27

(1.4.55) @n3 = Q11 + Qyn2 + X(Nn:cw,z + ]\Tnyw,y)a

an = Mznl + sznQa
Mny = sznl + MynQ;

_ h)2 _ h/2
(1.4.57a) Npo =/ Padz (@ =1,2); Qns =/ p3dz;
—h/2 —h/2
_ h/2
(1.4.57b) M, = / 2pedz (a=1,2);
—h/2
_ g0 hi2 (1Y .
(1.4.58) {8} = { 7! }:/ { K }Gdz;
~hy2 L %
25
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(1.4.59) {gn} = {@nz any}” = [H]"{a};

(1.£.60) {Gn} = { ne 1

conditiile pe frontiera sunt

(1.4.61) (LU} = [LJ{TU} pe 0 x [0, ),
(1.4.62) [Lo){Pn} = [L){Fn} Dpe 8% x [0,%0),
(1.4.63) [I]{6} = [I1){6s} pe O%0s x [0, 1),

(1.4.64) [IH{gn} = ({3} pe O, x [0, ),
unde:

M" -
L) = ‘Pag;(xa y)[I*] + Z ¥oq: (z,y)[i] pentru (z,y) € g,

1=1
M*
[Ia] = S‘oaQ;(xv y)[I*] + Z 9939; (1’, y)[‘[:a] pentru (I7 y) € aQOU:

1i=1

Jy
[Is] = SOaQ;'(x, Y]+ Z ‘Pag;'(xa y)[Ii] pentru (z,y) € 8oy,

1=1

Ao
) = 0o (@ 0T+ 3 a0 (@ 0)[I] pentru (z,9) € 8%,
i=1

[I*]-matrice unitate de dimensiune 5 x 5;

[I**]-matrice unitate de dimensiune 2 x 2;

(1], [1},]-matrice patrate de dimensiune 5 x 5 avand toate elementele
nule cu exceptia unora de pe diagonala principaléd care pot fi egale cu 1;

[135], [I;;]-matrice patrate de dimensiune 2 x 2 avand toate elementele
nule cu exceptia unora de pe diagonala principala care pot fi egale cu 1:

() + [I] = [I"] (i =1.M>);

17 + () = 1) (6 = T30);

26
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Poy: Yooy ooy Poau Poar QaQ;.—func'gn caracteris - :;

M=

Oy = (O U (U 0QF), O = (0) U (

?

)

== )

X

s=1

(00u) U (OQ,) = 0%y, (0€2,) N (092) = &,
(097) N (0Q) = @ pentru @ # j;

M= M=
8% = (BQ") U (U 80), 8, = (80)U( U 8,

(000) U (OS,) = 0%, (95%7) N (092,7) = @,
(09;77) N (05%;") = @ pentru @ # j.

Matricele [C], [R)], [B], [K] si [a] caracterizeaza proprietatile placii subtiri
termoelastic laminata, data.
Facem in plus presupunerile

(a) {P}:Q x[0,2) — R® {7}:Q x[0,%) — R%
(b) {P},{7} € C%Q x [0, 10));

(¢) {U},{V°}: Qo — R® {nmo}: Qo — R%:

(d) {U°}{V°} {m} € C°(2);

(e) {U}: 090 x [0,t0) — R;

(f) {U} € C%0%, x [0,t));

(g) {Pn}: 00, x [0,t0) — R®;

(h) {Pn} € C%00, x [0,1p));

(i) {6} :0%% x [0.t5) — R?;

o
-1
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() {6} € C%8%s x [0,20));

(k) {a}: 0%, x [0,19) — R*;

(1) {g} € C%0%%, x [0.%0)).

Definitia 1.4.1. Se numeste cauzd externd pentru placa subtire termoe-
lastic laminatd, functiile {P} st {r} avand proprietdatiile (a) si (b).

Vom introduce acum conceptul de proces admisibil pentru placa subtire

termoelastic laminata.
Definitia 1.4.2. Prin proces admasibil pentru placa subfire termoelastic

laminatd, vom infelege un ansamblu ordonat de funct

I =({U}T, {e}7,{=}, {87, {(m7, {&}7)

indeplinind urmadtoarele proprietdfi:

(i) {U}:Qy x[0,t) — RS;

(i) {U} € CAQ x 0,40)); {UNATIATYAUY 2 AU} 1o {U} 2, (T} €
CO(QO X [O,to));

(iii) {e} : Qg x [0,19) — RE;

(iv) {e}: C%(Qo x [0,%0));

(v) {Z}:Q x [0.8) — RE;

(vi) {S} € CYQ % [0,20)); {Z},{Z}, {Z}y € C%(Q x [0, %0));
(vii) {6} : Qy x [0.t5) — R?;

(viii) {6} € C*}( x [0.10)): {8} {6}z {6} . {6} € C°C x [0.0));
(iz) {n}: o x [0.t0) — R*;

(z) {n} € C™(Q x [0.%)): {n}.{n} € C%Q x [0.%));
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(.’L‘Z) {q} : Qo X [O,t0> - RG;
(zii) {g} € C'Q x [0.20)): {g}.{q = {g)y € CUQ > 10 20))

Lracd definim adunarea proceseior admisibile i inmultirea cu un scalar

prin

(1.4.65) M40 ={U {0 {e)T = (&7 {S)7 + {5V,
{637 + (6}, {m}" + {7} )" + {&}");

(1.4.66) ML= (MUY, Me} ', MY, A0}, Mn}T, Ma}),

atunci multimea proceselor admisibile este un spatiu liniar.

Definitia 1.4.3. Numim solufie a probleme: mizte a pldacit subfiri ter-
moelastic laminatd un proces admisibil care satisface ecuatitle (1.4.15), (1.4.-
27), (1.4.82), (1.4.44), (1.4.45), (1.4.50), conditiile pe frontierd (1.4.61)-
(1.4.64) si conditiile initiale (1.4.52).

Definitia 1.4.4. Numim camp deplasare - temperaturd admaisibil pen-
tru placa subfire termoelastic laminatd, ansamblul ordonat de funcfii U =
({U}T,{6}7) in care {U} satisface conditiile (i) g1 (%), iar {6} satisface
condititle (vi) gi (viu).

Multimea campurilor deplasare - temperaturd admisibile pentru placa
subtire termoelastic laminata formeaza un spatiu liniar fata de operatiile
de adunarea campurilor si inmultirea cu scalari.

Definitia 1.4.5. Campul deplasare - temperaturda admisibil pentru placa
subtire termoelastic laminatd care satisface condititle frontierd (1.4.61) st
(1.4.68) in deplasdri gi temperaturd se numegte campul deplasare - tempe-
raturd cinematic admaisibil pentru placa subtire termoelastic laminatd.

1.5. Caracterizarea problemeil mixte a placii subtiri termoelas-
tic laminata cu ajutorul deplasarilor si temperaturii.

Vom arata cd problema deformarii termoelastice a unel placi subtiri ter-
moelastic laminata se reduce la determinarea componentelor vectorilor de-
plasare {{"} si temperatura {6}.

29
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Ecuatiile (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.45) s1 (. .4.50), conditiile
pe frontiera (1.4.61) — (1.4.64) si conditiile initiale (1.4.53 pot fi formulate
cu ajutorul necunoscutelor {U(z,y.t)} st {6(z,y.1)}.

Urilizand relatiile (2.4.15), ecua§111° consmtumve (1.4.27), (1.4.32) 51 (1.4.44)
devin respectiv

(1.5.1)  {S}=[CI(PI+ ST} + xL(AFHUDIGHU}) - [0]{6}.
(1.5.2) [Ri}{n} = B ([P + [SDAU} + xL(FHTUD) + ie]{6},

(1.5.3) {g} = [K)([H] + [S:]){6}.

Inlocuind expresiile (1.5.1) - (1.5.3) ale functiilor {Z},{n} si {¢} in
ecuatiile (1.4.45) si (1.4.50) se obtin respectiv ecuatiile
(1.5.4)
([D)F = [STHACIUD] + [SH{V} + XxLUFRUNIGHU} — [b]{6}+

(

+x(((FILT(GHUDUCHUD] + [SD{U} + xL(([(FHUDIGHTU -
—[b]{6}) + [G1T (LT ((FHUNCI[D] + [SH{U I+
+xL([FHUNIGHTY) - b{6}))) + {P} = [R{U}

s1

(1.5.5) _ _ _
To([o) (([D] + [SD{U} + x(LIFHUDIGHU} + LISHUDIFHUD +
+a){6}) — ((H)T = [SUT(K)([H]) + [S:)){6}) — {g} = [Ru){"}.

Conditiile initiale pot fi scrise astfel:
{U(z,4,0)} = {U%<,9)}, {U(z,9,0)} = {Vz,v)},

(1.5.6) -
{6(z.y.0)} = {6o(z,y)}, (z,y) €D

unde
(1.5.7)

{60} = [a]""([Ral{mo} ~ 6] (([D] + [SDAT®} + xL(FHUHIGHU})).
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Tinand cont de relatiile (1.4.15). (1.4.27) si (1.4.44), conditiile pe fron-
tierd (1.4.61) - (1.4.64) devin:
(1.5.8) {Iu]{U} = [Iu]{U} pe 6QQu X [O,to),
2D [CI(D) + [SIHU Y + XL(FHTUNIGHT -

(1.5.9) _[bl{6}) = [LI{P} pe 0% x [0,4).
(1.5.10) [Ig]{@} = [Ig]{g} pe O X [O,to),

(1.5.11)  [LI[Ha)TIK)([H) + [S1D{6} = [L]{@.} pe 9, x [0,10).

1.6. Formularea problemei cu ajutorul produsului de convolutie.

In acest paragraf vom da o noua formulare care imi apartine, a problemei
placii subtiri termoelastic laminata cu ajutorul produsului de convolutie. In
formulare sunt incorporate ecuatiile de baza 1 conditiile initiale.

Teorema 1.6.1. Functiile {U},{Z} ¢t {n} satsifac ecuatiile (1.4.45),
(1.4.50) ¢i conditiile initiale (1.4.52) dacd st numat dacd

—g* ([DJF = [SIO{Z} + x(IFT (LT (GHUD{Z}+
HEINLI((FHUDAZ)) + [R{U} = {F} pe Qo x [0,10),

(162)  [Ri{nk = -6+ (7 - [SITHa)) + (W} pe Qo [0.1)
unde

(1.6.3) g(t)=1t, tejo,tg)

(1.6.4) {F} = g {P}+ [RI(t{1°} + {U"}).
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(1.6.5) (W} = Tiog « ((R){r} + {@}) + [Bi){mo}.

Dzmonstratie. Necesitate. Trebuie remarcat ca
(1.6.6)

{ _ :
g*{(/.} = /O(I‘—T){U(xay:'f')d’f = {U(xyt)}—t{(,’(:cy’O)}—{U(xyO)}

(1.6.7) g*{n} = /O{ﬁ}(x,y; 7)dm = {n(z,y. 1)} — {n(z,¥.0)}.

Daca functiile {U}, {Z} si {n} satisfac ecuatiile (1.4.45). (1.4.50) si conditi-
ile initiale (1.4.52), atunci se obtin ecuatiile

g ([D)F = [SIHE} + x((FTF (LT (GHUD{Z}+

(1.6.8) .
HOT LT (FHUNITY))) + g+ {P} = g  (RHTY),
(16.9) Tiog « (M) = 18)7) g} + %g « {r} = [R)({7} — {n0}).

Pe baza relatiilor (1.6.6) si (1.6.7), tinand cont de notatiile (1.6.4), (1.6.5)
din ecuatiile (1.6.8) si (1.6.9). rezulta ecuatiile (1.6.1) si (1.6.2).

Suficienta. Daca functiile {U},{Z} si {n} satisfac ecuatiile (1.6.1) si
(1.6.2), atunci tinand cont de (1.6.4) — (1.6.7), putem scrie

g (([D)F = [SH{Z} + x((FIT(LT[GHUD{=H+
1610)  FOTETFHUINED) + g {P} + [RIH{V}+
+{U®}) = g ([R{U}) + {U(z,9,0)} + {U(z,y,0)}.

79 * (M7 =[S Ha} + 19 * ([Ri{r} + {d}) + [Ri]{no} =
Facand t = 0 in relatiile (1.6.10) si (1.6.11). obtinem

(1.6.12) {U% ={U(z.y.00}. {m}={n(z.y.0)},
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iar dacad derivam in raport cu timpul ecuatiei (1.6.10) si apoi consideram
t = 0, rezulta

(1.6.13) (VO = {U(z,y,0)}.
Tinand cont de aceste rezultate, ecuatiile (1.6.10) si (1.6.11) se reduc ia

g+ (([DI" = [SIHZ} + x((FF (LT(GHUD{Z}+

(1.6.14) ) )
LG LT(FHUDIE) + {P} - (BT} = {0},

S

(1.6.15) %g « (M7 = 1S {a} + {¢} - TolR1{7}) = {0},

Pe baza unei proprietati a produsului de convolutie (proprietatea (27.2);
din lesan [1979]), rezultd cd functiile {U},{Z} si {n} satisfac ecuatiile
(1.4.45) si (1.4.50).

Ca o consecintd imediata avem

Teorema 1.6.2. Un proces I = ({U}T,{e}?, {=}7,{6}%, {n}T, {q}7)
este o solutie a problemei mizte (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.45),
(1.4.52), (1.4.61) - (1.4.64) dacd st numat dacd satisface ecuatiile (1.6.1),
(1.6.2), (1.4.15) (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44) st conditiile pe frontierd (1.4.61)
- (1.4.64).

1.7. Caracterizarea problemei mixte a placii subtiri liniar ter-
moelastic laminata cu ajutorul tensiunii si1 a fluxului de caldura.

Avand in vedere ca se considera cazul liniar peste tot in acest paragraf
va trebui luat y = 0.
Ecuatia de miscare (1.4.45), cand x = 0, mai poate fi scrisa astfel:

(1.7.1) [R]™! (g * (1P} = [S]H{=H) + {F} = {U}.
Aplicand ecuatiei (1.7.1) operatorul [D] + [S]. obtinem

(1.7.2) ([P1+ [SDAR] (g * (D] = [SIO{=N) +{F}) = ([D] + [S]{U}.
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Tinand cont de relatia (1.4.15) cand x = 0, ecuatia (1.7.2) devine
(1.7.3) ([P} + ISDURI™ (g * (DY = [ST){ZH) + {F} = {e}.
Din relatiile (1.4.32) si (1.4.50) rezulta

174)  [7{e} +[al{0} = Tiog « (H]T = [S07){a}) + [Ra){r).

care pe baza ecuatiel constitutive (1.4.27) mai poate fi scrisa

(1.7.5)

(C1+ (a7 e} = {23 + Bllal (70 = (11 = [S07)a) + [l
1.76)

le} = ([C]+[b][a]’llb]T)‘l({EH[b][a]'l(%l*(([H]T—[51]T){q})+[R1]{7‘}))-

Substituind (1.7.6) in ecuatia (1.7.3) vom avea
(1.7.7)
(D1 + [SDARI (g = (IDIT = [STH{=}) + {F}) = ([C1+
[B)la]~HB1T) T ({2} + [Blla] ™ (79 * ([H]T = [S1)T){a}) + [Ri){r})).

Din ecuatiile (1.4.27) si (1.7.5) rezulta ecuatia
(1.7.8)

BTICIHSY + (BTIC] (0] + [a]) {6} = Tiog « (M) - 1S {a}) + [Ri){r}
{6} = (BIFICT 18] + a])~ (&4 * (M7 — [S:){gh)+
HR){r} - BITIC] D).

Aplicand operatorul [K)([H]+[S)]) lui (1.7.9) si utilizand ecuatia (1.4.44),
vom obtine
(1.7.10) .

{g} = [K)((H] + [SIDBITICI B + [a) " (9 * ([H)T = [S1){a})+

+Ri{r} - BIT[CI7H{ED).

(1.7.9)
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Ecuatiile (1.7.7) si (1.7.10) exprima formularea cu ajui- .} tensiunii §i
fluxului de caldura.
Conditiile pe frontiera sunt:

lsal

(1.7.21) (LB (o= ((IDF = ISP H{ZI={F}) = [LH{T} pe 300, x[0.10).

(1.7.12) [ILHP} = [LH{P.} pe 0. x [0, 1),

L) ((B)7[C) (6] + [a})*(—%g (M = 18 -

(1.7.13) +[Ri{r} = [D)FICIHEY)) = [Is){8} pe 0O%0s x [0, 1),

(1.7.14) I{ae} = L)@} pe 8%, x [0,t).
Conditiile initiale:
{Z(2,9,0)} = {Z%z,9)} (z,y) € D,
(1.7.15) {2(z,9,0)} = {ZX(z,y)} (2,9) € Do,
{9(2,9,0)} = {¢’(z, 9)} (z,9) € Qo

1.8. Formularea variationala cu ajutorul produsului de convolutie.

Formulari variationale in cadrul teoriei termoelasticitatii pot fi gasite
in cadrul lucrarilor lui Biot [1956], Ionescu [1966], Rafalski [1968], Belli si
Morosi [1974], etc.

Iesan [1964] a dat un procedeu general de deducere a principiilor variatio-
nale in dinamica liniara a mecanicii continuului avand la baza principii
variationale de tip Gurtin [1964]. De asemenea lesan [1966,1967,1979), a
stabilit teoreme de acest tip pentru dinamica termoelasticitatii liniare cu-
plate si micropolare.

Nickel si Sackmann [1968] au dedus citeva principii variationale in di-
namica termoelasticitatii cuplate bazate pe produsul de convolutie extinzand
rezultatele obtinute de Gurtin in dinamica elasticitatii liniare.
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Aici, autorul formuleaza si demonstreaza doud principii variationale pen-
tru dinamica placii subtiri termoelastic laminata cu neliniaritati geometrice,
utilizdnd produsul de convolutie ca iz metoda lui Gurtin.

Teorema 1.8.1. Fie K multimea campurilor deplasare— temperaturd
cinematic admisibile {U} = ({U},{0}). adica satisfac condititic pe frontierd

(1.4.61) si (1.4.68). Pentrut € [0,t) definim functionala Ji(-) pe K prin
K =4 [ (9% QetUITICHeUUN} - 2e iU x

Qp
< [61{8) — {8)7[a}{6}) + {UYTIRI{U} — 29 =g+ ((IH] + [S:)x
(L1 Loy)TIK)(H] + [S){8}) - 2{F}T{U} — 29 = ({W)T{6)))ds—

[ o (LHPYODA+ 7 [ g g (EHTHED
000 0J 090,

oricare ar fi {U} € K, unde {e({U})} este definit de (1.4.15). Atunci
{U} € K este camp de deplasare temperaturd corespunzand solutiei pro-

belemer mizte (1.4.15), (1.4.27), (1.4.82), (1.4.44), (1.4.50), (1.4.54) -
(1.4.55) 1 (1.4.52), dacd st numat dacd

(1.8.2) §J,({U}) =0, te[0,t).

Demonstratie. Necesitate. Fie {i/}, {{{} € K, unde vectorul {I/} este
nul pe Qou X [0,10) si nu depinde de timpul t. Rezulta ca {U} + E{U} € K
pentru orice scalar £ € R.

Tinadnd cont de formula lui Green si de simetria matricelor [C], [a], [K]
si [R] obtinem:

Sun J({U}) = / (g% (D) + [SN{T} + x(LUFUTNCHU }+

Qo

+L(IFHUNIGHU N (ICHe({UD} - [BH{8}) — {e({U})} [0}{6}~

(1.8.3) —{8}7[a){6}) + {U}T[R{U} - %Og * g * (([H] + [S1){6})T[K] x

% ([H] + [SI){8)) = {T)T{F} = g+ ({6)T{W}))ds — / g+

00
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(LHOY {Pab)dl + / AR CAIGRCAS

Pe baza relatiilor (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32) si (1.4.44), aplicand formula

/

iui Greer i tinand cont de relatia (1.4.19), relatia (1.8.3) se ma!l scrie:

by 1Y) = [ ATYURTY - 9= () - [ST745)+

X(FFETGHUDASY + 9T (FHUDEH) - (F))+

+{8)T (g (—[Ri}{m} + Tiog « (HF = 180 {g}) + {W)))+

(1.8.4) +/aQ (LU Mg * (D) {Z} + x([Fal LT ([GHUN{Z} + [Ga)

< IT(FHUDEY) — {Ba}))dl + / LT} g * (DJT{S}+

ou

x(FT L (GHUDISY + Gl T LF(FHUD{SY)))dl Tiox

<[ UMY (o 1s (e} - (@Dl - - [ Y (o
O0q 0J 00

*g + ([Ha)"{g}))dl.

Fie Il = ({U} . {e}T, {=}T, {6}7, {n}7, {¢}7) o solutie a problemei mixte
(1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.50), (1.4.54) — (1.4.55), (1.4.52).
Atunci in acord cu faptul ca {{/} € K este camp al deplasarilor — tempe-
raturd cinematic admisibile corespunzator solutiei problemei mixte (1.4.15),
(1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.50), (1.4.54) — (1.4.55), (1.4.52) si tinand
cont de presupunerea ca {U} si {8} sunt vectori nuli respectiv pe Qo X [0, 2o)
si Q9 % [0,1%p), din relatia (1.8.4) obtinem relatia

bunyi({U}) =0 pentru ¢ € [0,%).

Suficienta. Presupunem ci (1.8.2) are loc pentru {/} € K. Definim
{} prin (1.4.15), {n} prin (1.4.32) si {q} prin (1.4.44), astfel ca exista
relatia (1.8.4) pentru {U/} € K.

Considerand ca vectorul {Z) } este vector nul pe frontiera 89, din ecuatia
(1.8.2) s1relatia (1.8.4). pe baza lemei calculului variational rezulta ecuatiile
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(1.6.1) si (1.6.2). Presupunand {U/} vector nul pe Qq, iar {U} si {6} de
asemenea vectori nuli respectiv pe 0, si 0. atunci ecuatia (1.8.2) si
reiavia (1.8.4), in bazs lemei calculuiui variagional implicé
(1.8.3)
[Zojg * ([Da]"{Z} + X([(Ful LT([GHUPASY + (G LT([FHTU DY) -
"[IU]{_Fn} = {0} pe O x [0.1)
Si

(1.8.6) [I)g * g * ([Ha)"{g} — {g})d!l pe 8%, x [0,%).

Derivand in raport cu timpul de doud ori ecuatia (1.8.5) si de trei ori
ecuatia (1.8.6) se obtin conditiile pe frontiera (1.4.54) si (1.4.55).

Am aratat astfel ca {U} € K este camp al deplasirilor temperatura
corespunzand solutiel problemei mixte (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44),
(1.4.50), (1.4.54) - (1.4.55), (1.4.52) si demonstratia este incheiata.

Teorema 1.8.2. Fie P mulftmea proceselor admaisibile. Pentru orice
t € [0,ty) definim functionala I;(-) pe P prin

1 =5 [ (a+ (e} ICHel - 2ZY - 2BV ({e} - (P)+

+HSIHU} = xE(FHUDIGHUD) - AFY U} + UV IRI{U+
+9 ¢ ((RsHn} = B74eD e (Rab{n} = 7 {eD) + ¢ * (- {a}

(1.8.7) x[K]7{q}) - Tioé * ({a} ([H] + [S1){6)) + 2{6} ({W} = [Ri]

g% (LB} {U})di - / g+ (LJ{UY - {T}Y)x

0 Moy

x{n}))ds —/

X([Da) {S} + A ((Fal LT(GHUIHEY + [Ga) LT ((FHUD{EY)))dl + Ti,ox

<[ grgr (o) DL - @+ [ gxax (O UHanh
800 0J 89,
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oricare ar fi Il = ({U},{e}7,{Z}%, {6}, {n}*, {q}7) € P. Atunci Il € P
este solutie a problemei mizte (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.50),
[1.4.8.) = (1.4.55), (1.4.52) dacd §1 numai dacd

(1.8.8) bgli(7) = 0 pentru orice t & [0.1).

(Variagia T = ({U}7,{e}7, {7, {6}7, {7}7,{§}7) este independentd de
timp)

Demonstratie. Necesitate. Fie I si I1 € P(II independenta de timp).
Rezultd ca IT + £I1 € P oricare ar fi scalarul £ € R. Utilizand simetria ma-
tricelor [C], [K]™!, [R] si [R1], formula lui Green si formula (1.4.19), obtinem

531,(IT) = / (O (=g (D] - [T} + x([7T

x(LT(IGHUD{ZY + 61 (LT ((FHUD{ZH)) - {F}+
+HR{U}) +{&}" (g * ([Cl{e} = {Z} = Blla] ™ ([Ri{n} - [b]"{e}))+
+HEM (g * ({e} = (D) + [SI{U} = xL(FHUDIGHU )+

{8} o+ (W} + 4+ (7047 = [S07{a)) — [ReHo}) + (i)
+{iHo * (~[RI6} + (Rl (Ral{n} - B {e}))) + (@} o>
(189) ++ (7 (KT g} = (P + [SDODNds + [ g+ (OY 1)

(DTS} + xX(FILT(GHUNS} + (6T LT(FHTDED -
~(Pabdl = [ ox ({E)((Da) + X(LUGHUDIF] + LIFHUY) %
<(GDUT) - {T) + X({TY = (T L (GHODE}+

HGTLT(FHTN{E)l + Tio / o+ (@) DL (6) -

O [ ge g (O INPLI (0} @
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Daca II este o solutie a problemei mixte (1.4.13), (1.4.27), (1.4.32),
(1.4.44),(1.4.50), (1.4.54) - (1.4.55), (1.4.52), pe baza teoremei 1.6.2, rezulta

bgir(ID) =0, € 0.%),

pentru orice II € P si deci (1.8.8) are loc.

Suficienta. Presupunem ca (1.8.8) are loc. Consideram IT = ({U}7, {0}7,
{0}7,{0}7.{0}7,{0}7), unde vectorii {U},[FH{U} si [G{U} sunt nuli pe
frontiera 0} si nu depind de t. Din relatia (1.8.9) si ecuatia (1.8.8) rezulta

/.Q {UY(RHUY = {F} — g+ ([D)F = [STO{Z} + x([F)T %

(1.8.10) |
X(LT([GHUDAZ} + [GT (LT ([FHU{Z}))ds =

Pe baza lemei calculului variational, din ecuatia (1.8.10) rezultd ecuatia
(1.6.1).

Analog, presupunand pe rand II = ({0}, {&}".{0}7,{0}", {0}, {0}7)
si II = ({0}7,{0}7,{=}7,{0}7,{0}7, {0}7), dar cu vectorul {L} nul pe

frontiera 09, rezulta respectiv ecuatiile
(1.8.11) g* ({Z} = [Cl{e} + [blla] " ([Rul{n} - [b]"{e})) = {0}
si

(1.8.12) g*({e} = (D] + [SP{U} = xL(FH{UNIGH{U}) = {0}.

Dacé se deriveaza de doua ori in raport cu t ecuatiile (1.8.11) si (1.8.12),
se obtln respectiv ecuatiile

(1.8.13) {S} = [Cl{e} - [b)la] ™ ([Ri}{n} — [B] {e})

si (1.4.15). )

Considerand acum perand IT = ({0}, {0}, {0}7. (617, {0}7,{0}7), 1 =
({0}, {0}, {0}7, {0}, {7}T.{0}7) si IT = ({0}, {0}, {0}". {0}, {0}". {g}),
dar cu vectorul {¢} nul pe frontiera 9y, in mod analog cum s-a otinut
ecuatia (1.4.15) se obtin respectiv ecuatiile (1.6.2), (1.4.32) si

(1.8.14) L% <Tl0<[ff]-l{q} — (M) + [S){6})) = {0},
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Derivand in raport cu'tecuaJ;ia §8.14), iar ecuatia obtinutd inmultita la
stanga cu Tp[K], conduce la (1.4.44). Tinand cont de (1.4.32) in (1.8.13),
rezultd relagia (1.4.27).

Fie acum I = ({T7}7,{0}7,{0}7, {0}, {0}7,{0}7) cu vectorul {U"} nu
pe (g x [0,%g) si pe Oy Din reiafia (1.8.9) si ecuatia (1.8.8) se obgine

(1815) [ gx OV EIDHS} + xR LT (CHUDE

HG LT (FHUD{Z) ~ {Ba})dl = 0.

In virtutea lemei generalizate a calculului variational (conform Gurtin
[1964]), rezulta conditia pe frontiera (1.4.54),.

Considerand IT = ({0}7,{0}7,{Z}%,{0}7,{0}7,{0}7) cu vectorul {L}
nul pe €y x [0, ) se obtine in mod analog conditia pe frontierd (1.4.54);.

Luand acum pe rand II = ({0}7, {0}7, {0}7, {0}7,{0}7,{g}" cu {q} vec-
tor independent de timp, nul pe Qo x [0, ) si IT = ({0}7, {0}7, {0}7, {6}7,
{0}7,{0}7) cu {#} vector independent de timp, nul pe Qy x [0, ty). atunci
in virtutea lemei calculului variational (conform Gurtin [1964]), rezulta re-
spectiv ecuatiile

(1.8.16) [Io))l * ([Ha){6} — {6}) = {0}
s
(1.8.17) (L)1 * ([Ha)"{q} — {@}) = {0}

Derivand in raport cu timpul ecuatiile (1.8.16) si (1.8.17), rezulta respectiv
conditiile pe frontiera (1.4.55); si (1.4.55)s. o

1.9. Existenta si unicitate in dinamica placii subtiri liniar ter-
moelastic laminata.

Dintre lucrarile in care s—a studiat existenta solutiilor problemelor ter-
moelasticitatii, putem mentiona pe cele datorate lui Dafermos [1968], Du-
vaut si Lions [1969]. Kuprazde [1968], Nistor [1973], Liolios [1991], Rusu
[1987]. Figueiredo si Trabucho [1995], etc.

Principalul rezultat al aceastei sectiuni i-1 constitue stabilirea si demon-
strarea unel teoreme de existenta si unicitate In dinamica placii subtiri
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liniar termoelastic laminata () = 0). incastrata pe marginea laterala si cu
diferenta de temperaturd 6 nuld pe aceasta. Cazul mai general. cu conditii
neomogene pe frontierd poate fi obtinut fara dificultate urmand un procedeu
analog cu cel ce v-a I prezentat in paragraful 7 al capitolulu al III - iea.

Tentru stabilirea teoremel de existenta i unicitate sunt utilizate unele
rezultate din teoria semigrupurilor de operatori (Barbu [1974], Goldstein
[1985], Pazy[1972]). A fost necesar ca o serie de rezultate (propozitiile 1.9.1
- 1.9.3 si lemele 1.9.1 - 1.9.4) s& fie demonstrate in prealabil.

Vom considera spatiul

X={{W}| {W}=({U} {v} {6}7)7, {U} € Hj(Q),
{V} e B (Q), {0} € (H"())*},

unde {U} = {0 0w, ¢}, {V} = {i® i® & b, )7, {6} =
{6° 61}, Hj(Q) = (H3())° HY(Qo) = (H°(Q))°, iar Hg(Qo) si H(Q
sunt spatii Sobolev uzuale.

Vom transforma problema valorii proprii initiale si frontiera intr—o ecuatie
de evolutie omogena temporald in spatiul Hilbert X.

Pentru aceasta definim operatorii A : X — H%(Qp),B : X — H}(Q) si
C: X — (H%y))? astfel:

(1.9.2) A{WY = {V},

(1.9.1)

(1.9.3) B{W} = [R]7([D" ~ [SI")(ICU(D) + [SI{U} - [b]{6}),

C{W} = gl ([H]T = [SD(K)([H] + [S:]){6})-
(1.9.4) ~[a] I ([D] + [S]H{V'}.

Introducem de asemenea operatorul A : X — X prin
i A
(1.9.5) awy={ B Y {wy={ B{w} }.
C c{n}
cu domeniul

(1.9.6) DA)={{W}H{N}eX A{W} eX. {17} =0pe 0}
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Inchiderea lui D(A) este evident spatiul X si rezulta ca el este dens in
X. Domeniul D(A) nu este vid, el contine cel putin pe (C§ ().

Astfel, problema valorii initial frontiera se reduce la urmatoarea pre-
biemé& a valoril iniflal abstracta pe X

d{W
(1.9.7) W~ awy+ (7). 0st<n

(1.9.8) {W(0)} = {Wy},

(19.9)  {Fy={{0}" ((RTH{P}, -;—.0([&]'1){@}+[R1]{7‘}))T}T

si
(1.9.10) {Wo} = {{U°} {V°} {6}"}".

Fie X* spatiul Hilbert X echipat cu norma indusd de urmatorul produs
scalar

<AWEL AW} >x-= [o, {e{UNITICHe{UN}+

(1.9.11) {VYT[R{V} + {6}7[al{6})d.

Propozitia 1.9.1 Ezistd constantele pozitive c1 §t ¢y astfel cad

(1.9.12) eV Hipoga,) < /Q {VY'IR{V}Q < call{V H o)
unde
h3
(1913) Cc] = ,55, ,5 = inf p(xa Y, Z), c= mzn(h, _)a
(:c,y,z)eﬂox[—-%,%] 12

co = maz(po + |p1l, po, |P1] + P2).-

Demonstratie. Prima inegalitate (1.9.12), rezultd imediat astfel:

(1.9.14) /Q (VYT[RI{VdQ = /Q /_ piiiydQdz >
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[)/ /5 (02 + 2404) (00 + 24, + (03)*])d0dz =
Qo J -4

h3

[ IR+ (IS = 15(0a)"id2 2 {7 Y ifosy
lp

£ doua inegalitate (1.9.12) se obtine dupéd cum urmeazi:
1918) [ VIRV = [ 600 + po(ad)" + pa(vie )
Q0 Qg

+2/31u21¢}a]d9 < o {V} I%IO(QO)'

unde s-a tinut cont ca

(1.9.16) 2510040 < 2|p1ud%a] < |51((00)% + (¥a)?) -

Propozitia 1.9.2. Ezistd constantele pozitive A1 §t A9 astfel cd au loc
inegalitdtile

(1.9.17)  M|H{UMI < /Q {e{UNY[CHe({UN}EQ < X {UH k-

Demonstatie Vom demonstra mai intai prima inegalitate (1.9.17). Pen-
tru fiecare laminid avem conditia de elipticitate

(1.9.18) Cijki€ij €kl > am(fij)2 (am > 0, m - rangul laminei)
sau
(1.9.19) / C,-jkle,-jekldx > a/ (e,-j)zdx,

Bo BO

unde a = min a,,.

m
Prima inegalitate a lui Korn se poate scrie
(1.9.20 | e 2 clulina,
0
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cuu= (u,v,w) sl

(1.9.21) Hu|I2H1(BO) = /5 (u-u+(Vu)- (Vu))dx.
Cum
(1.9.22 / Comieisendx = / ({UD Y Cl{e({U )}
Bo Qg
s
2 . 2 .2 2 h’3 2 . .2
(1.9.23) Il = [ D300+ o8 + )+ {5 (22 + v+
2 2 2 h3 2 2
+h(u0,z + Uo,z + w,:z:) + 1_2'( z,T + wy,x)’*—
h3
+h(ugy + Uy + W) + 5 (Yzy + ¥y,)1d0 2

> e / [(ud 4+ 02+ w? + 2+ ) + (el + ol + whet
S0

Yl Y L) + (UG, + v, + Wl Yh, + ¥l )]d0 =

= &{U Mz )
din relatiile (1.9.19), (1.9.20), (1.9.22) si (1.9.23) rezulta

(1.9.24) / {e{UNITICHe{UN 49 2 &I{UH ey

cu @ = acc.
Sa demonstram acum a doua inegalitate (1.9.17).
Daca |[{U}||urq,) = 0, rezultd {U} = {0}. Aceasta are drept consecinta

{e({U})} = {0} §i deci

(1.9.25) /Q {e{UNYICHe({U})}da = 0.
Putem astfel scrie
(1.0.26) [ AUUDIICHEMUIIER < ol i
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Daca |I{U}H%II(QO) > 0, cum fQo{e({U})}T[C]{e({U})} > 0 conform lui
(1.9.24), exista ¢, > 0 astfel ca

(1.9.27) | AUNYTICHEUTDI0 < AT i
unde Ay = mazr{cs. o}y

Lema 1.9.1. Ezistc constantele pozitive u, gt po astfel ca

(1.9.28) pl{WHIx < IHW Hix- < mol {W HIx

(Norma || - ||x- esteechivalentd cu norma originald || - ||x).

Demonstratie. Vom arata mai intai ca exista numerele pozitive d; si
do astfel ca

(1.9.29) di]{0}H o)z < / {6} [al{8}3d% < dal{O}[{ro(aye-

Prima inegalitate (1.9.29) rezultad astfel
(1.9.30)

h/2 h/2
[y~ [ [ ataniszal [0 0600 -
QoJ —h/2 —h/2
3

- a/ (h(6°)% + ?2(01)2)d9 2 di|{6} |z
o

d a= 'nf v, . d _ . “‘h; ~b_3_ ‘
anded (3»3/72)691X[—h/2,h/2]a(x Yy, 2) §i dy = min(ah;ags)

A doua inegalitate (1.9.29) se obtine dupa cum urmeaza
(1.9.31)

10 IaH03an = [ (@6 +a%(0)? + 266 < {6y

unde dy = maz(a®, |a}|,a?) si s-a tinut cont ca

(1.9.32) 26%9' < (6°)2 + (61)2.
Conform propozitiei 1.9.1, exista constantele pozitive c¢; si ¢y astfel ca
(1.9.33) all{V HIa,) < /Q {VY[R{V}Q < el l{V HIkoqy)-
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Tinand cont de relatgiile (1.9.24) s1 (1.9.27) avem

(1.9.34)  &1{T} ey < / {e{UNITICHAUD IR < T i e

cu & si ¢, constante pozitive.

Adunand membru cu membru inegalitatile (1.9.29). {1.9.33) si (1.9.34) si
tinand cont de definitia normei || - ||x cu ajutorul produsului scalar (1.9.11).
obtinem ineglitagile (1.9.28) unde s-a utilizat notatia:

(1.9.35) p = min(&;c;;dy);  ws = maz(ch, co. ds) .
Lema 1.9.2. Operatorul A este disipativ, adicd
(1.9.36) < AW} A{W} >x-<0, V{W} € D(A).

Demonstratie. Inegalitatea (1.9.36) rezultd imediat utilizand produsul
scalar (1.9.11), definitiile operatorilor A, B, C date de relatiile (1.9.2)—-(1.9.4)
st formula lui Green, dupa cum urmeaza: ]

< (W}, A{W} >x.= / {({UDYTICHe(A{W )} +
HVYTRIB{WY) + {6)T[al(C{W)))de2 =
= [ GeUYTICHV I} + VI (2] - ISP+

(1.9.37)
+[SN{U} - [b{8}) + {8} (g ([H]" = [Su)") (KN ([H]+

+[S1]){6}) — [b] ([D] + [SD{V})))d2 =

=~ [ (P + 1SDEFIRI + [Si){e}n < 0

Lema 1.9.3. Eristd numerele pozitive oy §t g astfel incdt

a1 [{8} By e < ] ({6} [a}{6}+

+([M) + [SDEHTIENH] + [S1{61)d2 < aall{6}12,10,)
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Demonstratie. Din inegalitatea(}.3.18) presupunand ci aceasta este
valabild pentru orice laming, rezulta

! rh/2 f rh/2
(1.9.39) j / ki6:8:d0dz >7 [ | 64840z
JQo J~h/2 JQo J—h/2
unde 7 = inf v(z,y, z).

(z,4,2)EQxI—h/2.h/2]
Inegalitatea (1.9.39) se mai poate scrie
(1.9.40)

(0 (S48 EYH + [SUHODAR 2 7 | (8% = (65

+E((8%)* + (61)%) + hfe}%dﬂ > OH{H}||(2H§(Q))2’

unde o = min(yh; 7%)

Inegalitatea
(1.9.41) /Q (1] + [SUHODTIENH) + (SR < BIHOH

cu 8 > 0, rezulta imediat.
Din (1.9.29), (1.9.30) si (1.9.41) se obtine (1.9.38) daca se folosesc notatiile

o) =asia=0+dy g

Lema 1.9.4. Operatorul A satisface conditia
(1.9.42) RAM-A)=X, VA>0.

Demonstratie . Trebuie si aratim ci pentru orice {W} € X, ecuatia
(1.9.43) (Al — A){W} = (W}

are cel putin o solutie {W} in D(A).
In (1.9.43) prin eliminarea functiei {V'}, obtinem urmatorul sistem de
ecuatii in {U}

(1.9.44) AU} = [RIN(D]) = [SI)(CH(D] + [SD{U} - [BI{6}) = {g}.
M6} = £ la] M (H]T = [SUDAKRI(H] + [SiD{6h)+

+Ma] T BT ([D] + [SI{T} = {h}.
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unde

(1.9.46) {3} = MUY+ {V}

si

(9.47) {r} = {6} + [ 7B (D] + [S){TT-

Vom nota cu £1{€} s1 £3{{} respectiv membrii stangi ai ecuatilor (1.9.46)

si (1.9.45) si cu L{€} = {(L{&}7. (L{€})T} . unde {€} = {{T}7, {£17}7
Fie < -, >1,(q,) produsul scalar ponderat in La({}g) = (LQ(QO))7 s: forme
biliniara

B({é}- {€}) =< {&}, L{E} >r,00=
{UYR)(L1{€} + < {9}T[a]ﬁ2{€}))d9

S
Utilizand formula lui Green, ecuatia (1.4.15) cand x = 0,(1.9.46) —
(1.9.47) si conditiile pe frontiera nule ({U} = {0}, {6} = {0} pe 099Qy),
obtinem

(1.9.48)

(1.9.49)
B({€}.{€}) = / C{UYRH{UY - {UY (D] - (S7)(C)(D)+

+[SD{U} — [61{6}) + {6} [a]{6} - {9}T(—%([H]T—[Sl]T)([K]([HH
HS{O1) + {0 BI (D) + [SH{UNd = | WUV R{U}+

Qo
+He({UNYICHe({UD} + {6} [al{6} + s (((H] + [SID{ODT[K]([H]+
+[$51]){6})a®,
pentru orice {£} = {{U}7.{0}7}T € (H}()).
Avem in continuare nevoie de urmatorul rezultat:
Proprietatea 1.9.3. Pentru orice {£} € (Hj(Q))?, existd constantele
pozitive 1, §t Ly astfel ca

(1.9.50) A HEM s 0y < BUENAED) < Tl dyany
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Demonstratie. Se poate arata cu usurintd cd pentru orice {U} €
H}(Qp), exista g, po > 0 astfel ca

il iy < | CHOHRIT)=

(1.9.51) 0
e({UDIICHe({UD 1) < pmall{TH g qp-
Adunand membru cu membru inegalitatile (1.9.38) si (1.9.51), notand

cu hy = min(py; o) §i Oy = max(ug ¢:g), pe baza expresiei lu. B({£}, {£})
data de (1.9.49) rezulta (1.9.50). O

Forma biliniara B({¢},{€}) este continua in (H'(€))” x (HX(0))" si
existd transformarea linear marginitd T : (H(Qp))" — (H{ (%)) astfel ca
(1.952) i ]

B({f}v {6}) =< {6}7T{§} >(H(}(Qo))7’ pentru V{g}a {E} € (HOI(QO) :

).
Putem dovedi ca T este o transformare liniard biunivoca in spatiul (H3(Q))’
si domeniul R(T') este multime densa in (H(Q))".
Astfel, putem defini 771 : (H} (%)) — (H(Q0))" sidin (1.9.52) urmeaza
1T < .
Fie {z} in R(T) si {£} functia unica in (H}())" astfel ca {z} = T{¢}.
Definim acum functionala

(1.9.53) w({z}) =< {g},{&} >1,(00);
unde {g} = {{§}7 {h}7}7. Evident
(=D < gl a7 @07 HEH I myaan <

< 1 'I{g 5 @0y IH 2 Hl ey
si conchidem cid ¢ este o functionald liniar marginita definitd peste R(T),

astfel ca

(1.9.55) el < et {9} oz (0)y

si putem prelungi prin continuitate pe ¢ in intreg spatiul (Hj()), intr—un
astfel de mod ca functionala prelungita ® va avea aceeasi norma. Teorema
lui Riesz arata ca exista un unic {£} € (H(Qy))’, astfel ca

(1.9.56) O({€}) =< {€}.{€} >1.0) Pentru Y{€} € (H3(Q))".
50

(1.9.54)

BUPT



(1.9.57) {EH lmznoy = 11211 < T HH{gH a5 o)y
Daca alegem {¢} = T{€}, urmeaza ca
(1.9.38)  B({£}.1€}) =< {g}. {&} > LalQyg) pentru V{Z} € (F ( 0)

Dir relagiile AU }—{U} = {V}, urmeaza ca {W} = {{U}T{1)
D(A). Demonstratia este completa.

In continuare avem nevoie de urmatoarea teorema (vezi Popescu 11988]):

Teorema 1.9.1 (Lumer - Phillips). Fie A : D(A) C X — X un
operator liniar, dens definit.

i). Daca A este disipativ g1 existd A > 0 astfel incdt R(A] — A) = X,
atunci A este generatorul infinitezimal al unut semigrup de contractii de

clasa Cy pe X.

). Dacd A este generatorul unui semigrup de contractii de clasd Cy
pe X, atunci A este disipativ (§i mai mult, < Az,z* >< 0 pentru orice
z€D(A), z* € F(z) i ROAI-A) = X pentru orice A > 0, cu F : X — 2%,
F(z) = {z* € X*;< z,2" >=||z||* = ||z*||%-} aplicatia de dualitate).

Teorema 1.9.2. Operatorul A definit prin relatiile (1.9.5) genereazd un
Co—semigrup de contractii pe X.

Demonstratie. Rezultd ca o consecinta a lemelor 1.9.2, 1.9.4 si a teo-
remei 1.9.1 (Lumer-Phillips).

Existenta sl unicitatea se obtin pe baza teoremei urméatoare (conform
Pazy [1972)):

Teorema 1.9.3. Fie A generatorul infinitezimal al unui Cy—semigrup
de contractie pe X, T(t). Dacd {F} este continuu diferentiabild pe [0, t(]
atunct problema valorii initiale (1.9.7) - (1.9.10) are pentru orice {W;} €
D(A) solutia unica

(1.9.59) {W(t)} =T@){Wy} +/ T(t— s){Fi(s)}ds, t€[0,1]

astfel cd
(1.9.60) (W (1)} = CH[0.10): X) N C[0.t0): D(A)).
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1.10. Principii de minimum in dinamica placii subtiri liniar
termoelastic laminata.

1.10.1. Stadiu} actual al problemei.

Principii variationale pentru problema valorii initial frontieréd in dinamica
termoelasticitatii liniare au fost elaborate pentru prima datd de Nickel s
Sackman [1958], pe baza produsului de convolugie. Trebuie remarca: ca
principiile variationale stabilite in aceasta lucrare sunt de tip stationar, in
timp ce principil de extremum dual in dinamica termoelasticitati liniare
pentru un mediu continuu neomogen §i anizotrop, sunt introduse de Lilios
[1991], pe baza transformatei Laplace, metodei hipercercului si utilizand
anumite functii pondere continue si pozitive pe intervalul [0, c0). In foarte
multe cazuri, principiile de extremum sunt mult mai utile decat principi-
ile de stationaritate atat in dezvoltarile teoretice, cat si in determinarea
solutiilor aproximative. Plecand de la o serie de rezultate obtinute de Fa-
brizio, Giorgi si Morro [1989], in dinamica vascoelasticititii, in acest para-
graf este prezentat un procedeu prin care un principiu de extremum este
formulat pentru problema valorii initial-frontiera in dinamica placii subtiri
liniar termoelastic laminata cu conditii pe frontierd mixte. Este construita
o familie de functionale in domeniul transformatei Laplace pentru care este
prezentatd o teorema de minim §i pas cu pas este construita o functionala
biliniara cu o functie pondere de timp si este aratat ca solutia problemei
mixte di un minim pentru aceasta functionala.

1.10.2. Problema mixta a placii subtiri termoelastic laminata.

Cum se analizeaza cazul liniar, se considera x = 0 peste tot in acest para-
graf. Vom numi problema P, problema mixta (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32),
(1.4.44), (1.4.45). (1.4.61) — (1.4.64), (1.4.52).

Definitia 1.10.1. O solutie a problemei P va fi un camp {U} = ({U},
{6}). {U} € K, astfel incdt satisface ecuatiile
(D)7 = [SIHICHID] + [SD{U} - [BI{6}) + {P} =
(1.10.1) = [R{T"} pe Qg x [0,00).
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To([o) ([D) + [SI{U} + [al{8}) = ([H]" = [S:)T)([K]
(1.10.2) x([H}+ [SD{6}) = [Ri{r} +{g} pe Qo x [0,00),
conditiile frontierd

(1.10.3) [I)[Da]" (ICYID]+ ISP}~ [bH{€}) = [L]{Pn} pe 800 x[0. 00).

(2104)  [IJHJTIENH) = [S0H6} = LG} pe 0% » [0, 00)
si conditiile iniiale (1.4.53).

1.10.3. Principiul de stationaritate si principiul de minim in
transformata Laplace.

Fie {U(s)}, multimea proceselor deplasare — temperatura admisibile
{U} € {U(s)} care poseda transformata Laplace {{} in raport cu tim-
pul t in semiplanul Cy. Presupunem ca {P},{r},{q},{U}, {6}, {P.} s
{§, }poseda transformatad Laplace in C,.

Functiile {U} si {0} satisfac respectiv conditiile frontiera

(1.10.5)  [LJU(z,y,8)} = [LUT(z,y,8)}, (2.9.5) € OV x Cq,
Sl

(1.10.6) (I){0(z,y, s)} = [){6(z,y,5)}, (z,y,8) € OWs x Ca.

Pentru problema P, aplicand operatorul transformata Laplace ecuatiilor
(1.10.1) si (1.10.2) si tinand cont de conditiile initiale (1.4.53), obtinem

L({u}) := s’[R{U} = (ID)" = [S]")([C(ID] + [S]){U} -

e ~B1{6) = (7).

Gs({U}) == sTo([B](ID] + [SD{T} + [al{8})-

(1.10.8) _
—([H]" = [ST)([H] + [S:1D{6}) = {g}.
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unde
(1.10.7b) {f} = {P} = [R)(s{U°} = {V}),
(110.86) {8} = [Ri{F} = 43} = To(BIT(ID] = [SPH{U} + )6}

Corespondenta problemei P, in conte::tul transformatei Lapiace si notata
cu P. este data de ecuafiile

(1.10.9) L{WH ={f}, (z,uv,5) € x Cy.
(1.10.10) Gs({W}) ={g}, (z,y,s)€ Qyx C,.

impreund cu conditiile frontierd (1.10.5), (1.10.6),

(1.10.11) [L)[DA"(ICHDI+[S){W:1}~[0){W2}) = [L]{Pa} pe 8% xCi
sl

(1.10.12) [Iq][Hn]T[K]([H] + [Si){W2} = [Iq]{an} pe Ol x Cy,

wnde (W) = ({(W}, (W), _
Solutia {W*(s)} a problemei P este evident un punct de stationaritate
al functionalei

LW =5 [ REVRII() + (D1

+HSD{W1()NTICIID) + [SPA{WL(8)} + {Wa(s)} [al{Wi(s)}+

(1.10.13) +;_1?0(([H] + [SD{Wa()})TIE)([H]) + [S{Wa(s)} ~ 2{F(s)}7 x

<{W1()) = {35 HWa(s)))d2 - / UHPY ()

—— [ LM@Y (Fals)}dl, (z,y.5) € Qo x Co
0J 8Q,,

Punand

(1.10.14) AUD) = Lo{U(s)}).
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functionala (1.10.14) poate fi consideratd ca o functionald parametrizata
prin numarul complex s.

Deci, o solutie {{/*} € U, a problemei P di un punct de stationaritate
pentru orice s £ Cg.

Teorema care urmeaza acum. arata cd opunctul ae staglonaritate esie chiar
un punct de minim.

Teorema 1.10.1. Dacad o functie {U/*} € Uy, este o solutie ¢ probleme:
T. atunct pentru orice numdr real § > 0, Ag are un munim sirict in {7
pe Uy .

Demonstratie. Fie {U/*} € {U(s)}1 o solutie a problemei P. Atunci,

pentru orice Re s > 0, {{/*(s)} satisface ecuatiile (1.10.5), (1.10.6), (1.10.9)

- (1.10.12) si este un punct de stationaritate pentru functionala (1.10.13).
In plus, considerand {U*} + a{h} € {U(s)}; cu o € I,, pentru s € Cy
({h} = {{R1}7{h2}T}7 avand {h;} si {hy} vectori de dimensiune 5, respectiv
2) se obtine

PLAUEHHE) = [ ()Y R ao)} + (P
(11018)  +{S]){n()))ICHDT+ [S1u ()} + (e} el +
+2h (P + [S:D{ha(o)) RN + (S {ha(s) D

unde d2L,({t*(s)}{h(s)}) reprezintd derivata Gateaux de ordinul al doilea.

Considerand s real, atunci {h;(s)}, {ha(s)}, (D] + [SD{R1(5)}, si ([H] +
[S1])){h(s)} sunt vectori ale ciror elemente au valori reale ca si £¢. Pentru
¢ > 0 s1 pentru orice {h} admisibil nenul avem

(1.10.16) &> Le({U(€)}I{h(€)}) > O

ca o consecinta a faptului ca matricele [R], [C] si [A] sunt pozitiv definite,
ceea ce rezultd pe baza inegalitatilor (1.9.17);, (1.9.18); si (1.9.24). Se
observa ca anularea lui {h} pe [0, oc) implica {h} = 0.

Prin intermediul lui (1.10.14) urmeaza ca d°A¢({U*}|{h}) > 0 pentru
orice {h} admisibil nenul §i £ > 0.
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Utilizand notatia i () = (H'(£))?, putem enunta teorema urmétoare:

- ' 3 y =1

Teorema 1.10.2. Fie Il = {{U} € {U(s)}o|{UU(s) € H () x H (Q)}.

Dacc pentru orice & € (0,00), funcironela As are un minim strict in (U™
pe II, atunci {U/*} este solutie unicd a provieme: P.

Demonstratie. Presupunem ca {{/*(£)} este un punct de minim strict
al lui Ag. Atunci. tinand cont de (1.10.14) pentru orice £ € (0. oc0) trebuie
s4 fie Indeplinite condifiiie

(1.10.17) d({U(OI{ME}) =
sl
(1.10.18) d*Le({U (€)H{Rr(E)}) > 0.

_Tinénd cont de formula lui Green si de faptul ca {h1(s)}aq,, = O si
{h2(s)}oq,, = 0, avem

AL ()} {R(©)}) = / (Y ELRHT™ ()}

=((DI" = [SIN(CID] + [SIHT*(©)} - B8 (€}~
—{f(&)}) + {hA(O) Y (IBIT(ID) + [SN{T(E)} + [al{67(£)} -

- 1 _
(1.10.19) _ﬁ([H] — [SUT)(H] + [S1){8(6)} - m{g(f)}))dQ‘F
[ UMY (D (CYIP+ [SI10"(©) - BHE(©))-
PN+ g [ A€ (KN

+[S:){6°( )} ~{2.(O)})dl,

pentru orice {h} admisibil. Pe de alta parte
ELUIONMOD = [ (Y RO}

(1.10.20) +((ID) + (SR (E)))TICID] + [S){ha(€)}+
+ o ([H] + [SIN{RA O DTIKN([H] + [S1]){ha(€))dO
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pentru orice {h} admisibil si nenul.

Cum conditia {1.10.17) are loc pentru orice £ > 0. pe baza rela,‘g.iei
(1.10.19). functiile {0(6)} si {67(€)} satisfac ecuatiile (1 10.9) - (1.10.22)
in (i, adica {U/"(s)} este o solujie a lui P pentru valorile resle ale iui .
Mai mult, ea este o solutie a acestei probleme datorita faptuiui ¢& (7, [C]
si (/] sunt matrice pozitiv definite.

Dar in virtutea faptului ca [R], [C] si [A’] sunt matrice pozitiv definite,
overatorul L, este tare eliptic pentru orice s € Cy. Astfel problema D
are o solutie unica {WW*(s)} € H(Q) x H (Q) care este anzuitica in s pe
Cy si egala cu {U"(s)} pe semidreapta real pozitiva. Urmeaza ca {W*(s)}
si {{/*(s)} vor coincide pe intreg semiplanul complex C,. Din unicitatea
transformatei Laplace urmeaza cd {U*} trebuie sa fie solutie unica a pro-
blemei P in II._

1.10.4. Principii de minim via functii pondere in domeniul
timpului.

Vom considera spatiile
(1.10.21a) i
L([0,00); V) := {{U} € Li,.([0,00); V)| {U(s5)} € {V}, Vs € Cq},

(1.10.21b) T ([0, 00); V) := {{8} € T ([0, 00); V)| {8(s)} € V, Vs € Cy}
)

(1.10.22a i
HL([O 00); L*(Q) := {{U} € Hj,([0, 00); L(2))| {U(s)} € L*(), Vs € Ca},
(1.10.22d) ) ) )
HL([O’OO)v “()) = {{8} € H,,([0,00); T’())| {8(s)} € T*(%), ¥s € C},
unde

V,V - spatii Hilbert convenabil alese;

L2(Q) := (LA(Q))%; L (Q) := (LX)

L ([0,00); V) := {{U} : [0,00) — V| {U} — masurabilasi {U} €
L%(I) pentru orice interval compact I C [0.c)}:
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Lloc([o o0); V) := {{6} : [0,0c) — V| {6} - masurabila si {6} € T’ (I) pen-
tru orice m‘ce*val compact I C [0,00)},

(C 00): LHGg)) == {{U} : [0,00) — LQ(QO)E {U} — masurabild si
{L} LZ( [) pentru orice interval comDaCu IC0,00)}
H,oc([O oo); L (Qo)) = {{0} : [0,00) — L (20)| {6} — masurabild si {6}¢
il (J) pentru orice interval compact J C [0, 00)}.

In contextul teoriei lui Reiss {1978} si Reiss si Haug [1978], fie funcsia
I € 2Y%0,00)) a carei transformatd Laplace reald este data de junciia

N

pondere admisibild v definita prin
(1.10.23) v(t) = / ['(s)e™"ds.
0

In termeni de v vom defini acum forma biliniard < -, - >, pe spatiul S
prin relatia
(1.10.24)

<{a},{B} >,= /Ooo/ooov(HT)/Q {a(z,y, 1)} {B(z,y, 7)}dtdrdQ,

unde spatiul S poate fi unul din spatiile L2 ([0, 00); L%(Q)) sau fz([O, 00);
-I_JQ(QO)), iar {a} si {B} sunt vectori, ambii de dimensiune 5 sau ambii de

dimensiune 2.
Pentru {a} si {8} din definitia lui v avem

(110.25) < {a},{8) >,= /0 T I(s) [ {a(z,2,5))7{B(,v, )}dsd

Vom arata ca problemei P 1i putem da o formulare variationala in termeni
de < -+ >,.
Consideram functionala

M) = [T s = 5 < (UL IRHDY >, +

0

5 < (P)+ [SH{UL (D] + [SU} >, +3 < {6, [al{0) >, +

58

BUPT



A / 7(e) / +[S6NTIEN (M) +

+iSihH{o(7 )jdzd'rdode <{U}.{P} >, - .
; 1 CC
/ / / {0()Y ({r(7)} = {@(=)})dtdrdad 1~
10 o QG

wi02) - wfww +7) / O (Pt

/ / / 0(t)}7{g,(7)}dtdrdadi+

T(R 770
; / () / Qo“U( YIRI{U)} - {U)
—{U@®)YF[R{V})dtdD2 + / 0 / Ry IRUO T

+HSD{U} + [al{t*))drdadt + 32(0) [ {TOYRI{UO)}an,

unde {P} € LQ([O 00); Lz(ﬂo)) {Pn} ¢ € L7([0,00); L2(8%); {r}, {4} €
LL([O o) L (€0)); {9.} € LL([O oo); L (890))-

Introducem de asemenea spatiile

P = {{u} € (L%([Ovoo);Hl(Q) N H%([0,00); LQ(Q))))X
(1.10.27a)  *(T1([0,00); H(S0) N HL([0, 00); T*(2))))] {U3lom,. = {T},
{6}a0, = {61},
{Po := {{h} € (L1([0,00): H'(Q) N H([0, 00); L*())) X

(1.10.276)  x(T%([0, 00); H(Q) N HL([0, 00); T(2)))] {h1}]oc.,
{0}, {h2}|oq., = {0}}.

Principiul de minim poate fi formulat astfel:
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Teorema 1.10.3. Dacd {U*} € P este o solutie a problemez P cu {P} €
L%([ano);Lz(Qo))»{f;} € L3([0, 00 L3(8%)), {r}, {d} € T1([0.00): T*())
57 3,3 € L7([0.00); L7 (85)), atunci pentru orice funciie I' € CF°([0, 00)),
Juncpionaia £.,({U}) are un minim in {U*} pe P.

Demonstratie. Fie {{/*} € P. Orice element {{{} € P poate fi scris

ca o suma {U*} + {h}, unde {h} € Py. Atunci, tinind cont de simetria lui
[R],[C] st [K], avem:

A({U} + {RY) = A (UY) =< (], [R{T™} >, =
+5 < {hah [R{k} >, + < (D] + [S){m}, [C)(D)+
FISDAU*} >, + < (D] + [SD{Aa}, [CIID) + (S} >, +
+ < {ha), [0} >y +5 < {2} [a}{Ra} >, +

///t+, /0 (M) + [S) ()T IR )([H]+
+[Si){6*(7 }dtdrdadQ+2_T0 / / / /

(1.10.28) +[SID{ha(O) DT [K)([H] + [S1]){ho(7) }dtdTdd Q-

<t Py >y g [ @) [y e

+{4(7)})dtdrdadQ — / / (t+7) / [Ia]{hl(t)}T{Pn('r)}dtdrdl—

///t+ / Hth? >}T{§n(T)}dthdadl+

TR 0y
e[ a0 [ by R ©) - 0
— {h(8))T[RI{V})dtd + / 0 / e [ Am) (N

H[SIHU®} + [a}{6°) dtdad® + 5(0) {m()[R]
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x(2{U(0)} + {m(0)})d<2.

Intrucat {U*} este solutie a problemei P, integrand si tinand cont de
formula luil Green rezulta

AU} + (1) = A ({0)) = 3 < {hsh (R} >, +
+[ 730 [ @Y IR ©0)dd0 + 120) [ {00}
0 Qo < Qo

(110.29) x[R{A(0)}d0 + 5 < (D] = [S){ku}, [CY(D] + [S]) i} > +

+1<{h2} [al{ha} >y +o7 ///m /o

+[So){h2() DT IE)([H] + [S1]){ha(7) }dtdrdad,

care mai poate fi scrisa

Ay({U} + {R}) = A, (")) = // (5){u(s

(1.10.30) x[R){h1(s }dsdQ+/ /Q (([D] + [SD{P(s)})T x

<[CUDI+ 1) (o)dsaa+ [~ [ Treop+

+S1]){ha(s)NTIE)([H] + [S1]){ha(s)dsdS2.

Datoritd faptului ca [R],[C] si [K] sunt matrice pozitiv definite, din
(1.10.30) rezulta

(1.10.31) AU} +{RY) = A({U)) 2 O,

adica {U*} este minim pentru functionala A, pe P si demonstratia este
Incheiata. _
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CAPITOLUL II

PROPAGAREA UNDELOR INTR-O PLACA SUBTIRE
LINIAR. TERMOELASTIC LAMINATA

2.1. Stadiul actual al problemei.

Propagarea undelor in cadrul teoriei termoelasticitatii clasice a fost stu-
diata de Kaliski [1965], Boleyv si Hertnarski [1968], Daimaruva si Ishikaua
[1974], etc. Printre cei care au studiat undele termoelastice armonice piane
amintim pe Deresiewich [1957] in cadrul teorie: termoelasticitagii cuplate:
Gurtin si Pipkin [1968], Norwood si Warren [1969], Francis [1972]. Puri
[1973], Tokuoka [1973], etc., in cadrul termoelasticitatii generalizate.

Chawick si Powdrill [1965] au realizat o descriere detaliatd a propagarii
suprafetelor de discontinuitate intr-un solid elastic omogen si izotrop in

cadrul teoriei liniare a termoelasticitatii, utilizind metoda Iui Thomas [1961].

Sunt studiate atat undele tari (de soc) cat si undele slabe de ordinul doi
(de acceleratie) si ordin superior.

Banerjec si Pao [1974] si de asemenea Sharma si Singh [1968] au investigat
propagarea undelor plane intr—un mediu omogen termoelastic anizotrop.

Propagarea undelor termoelastice produse de o fortd punctiforma intr-un
mediu elastic nemarginit a fost analizata de Sods [1968].

Lord si Lopez [1970] au analizat propagarea undelor in solide termoelas-
tice la schimbari de temperatura foarte joase.

McCarthy [1972] a studiat propagarea undelor de acceleratie de forma
arbitrard in termoelasticitatea generalizata. Propagarea acestor unde in
materiale izotropice este tratata in detaliu si se pun in evidenta patru unde
principale care se pot propaga.

Propagarea undelor intr-un mediu initial termoelastic tensionat a fost
studiatad de Suhubi [1974).

Efectul variabilelor de stare asupra comportarii undelor de acceleratie in
materiale termoelastice neliniar anizotrope a fost studiat de Bowen si Chen
[1972]) . De asemenea. ei dau conditii suficiente care asigura existenta unei
unde de acceleratie longitudinale si a doua unde de acceleratie transversale,
plane cu amplitudini ortogonale. In plus. propagarea undelor de acceleratie
termomecanice finite si simetrice in materiale cu variabile interne de stare
a fost studiata de Mihailescu si Suliciu [1976]. In particular. pentru cazul
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teoriei liniar izotropice ei au tratat atat undele de acceleratie cat si pe cele
de soc.

Incluzand teoria clasica a termoelasticitatii liniare in teoria perturbatiilor
inpAnitezimale suprapuse peste deformatiile finite ir materiaie termoeliastice,
Dunwoody [1977] pe baza principului redus al superpozitiei deduce c& un-
dele de soc slabe sunt izotermale.

Intr—o nota, Grioli [1979a] propune o modificare a legii lui Fourier ce
face legatura intre fluxul de caldura si temperaturd cu scopul de a elimina
paradoxul viteze! infinite de propagare a caidurii si de stabilire a unw up
sigur de interactiune intre fenomenul termic si fenomenul mecanic. Intr-
o altd nota, Grioli [1979b] aplica aceasta la cazul fluidului nevascos si la
corpul elastic deformabil.

Torrisi [1980] exploreazd posibilitatea propagarii undelor sub conditii
de interactiune completa intre fenomenul termic §i cel mecanic in corpuri
hiperelastice utilizand ipoteza vectorului flux de caldura raportata de Grioli
[1979a).
~ Nistor [1989] studiazé propagarea undelor de acceleratie in teoria liniara
a termoelasticitatii stabilitd de Green si Lindsay [1972], aratd ca undele de
acceleratie ce se propaga intr—o regiune cu stare uniforma sunt izotermice si
stabileste de asemenea conditia de propagare, iar prin intermediul metodei
bicaracteristicelor obtine ecuatia de transport.

Sve [1971] a studiat propagarea undelor intr—un mediu periodic laminat.

Propagarea undelor termoelastice intr-o placd a fost studiatd de mai
multl autori. Numarul acestora este totusi relativ mic. Printre acestia
amintim: Chadwick [1962] care a studiat atat propagarea undelor termoe-
lastice in placi cat si in bare; Deresiewici [1975] a studiat propagarea undelor
in placi termoelastice sub stare de deformatie pland in cadrul teoriei ter-
moelasticitatii cuplate; Massalas [1986] a analizat propagarea undelor intr-o
placa subtire omogena si izotropd; Massalas si Kalapakidis [1987] au real-
1zat un studiu privind propagarea undelor intr-o placa subtire omogena si
1zotropa cu conditii la limita mixte si relaxare termica, etc.

In continuare in cadrul acestui capitol, am studiat propagarea undelor
de soc si de acceleratie intr—o placa subtire termoelastic laminata infinita
cu lamine omogene si ortotrope. In ambele cazuri am obtinut conditia de
propagare sl ecuatia diferentiald de transport care descrie variatia inten-
sitatll saltulul . De-a lungul bicaracteristicelor. am aratat cd ecuatia de
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transport are o formd simplificatd. De asemenea. am studiat propagarea
undelor armonice plane, obtinand ecuatia de dispersie a undelor.

2.2. Propagarea undelor ce gsoc intr—o placa subfire liniar ter-
moelastic laminata.

2.2.1. Unda de soc. Conditia de compatibilitate cinematica.
Conditia de propagare.

Se considerd o piaca subptire termocelastic laminata infinitd cu lamine
omogene 1u care se presupune ca se propaga o unda de soc.

Definitia 2.2.1. Se spune cd o curbd C; C R? de ecuatie

(2.2.1) flz,y,t) =t —7(z,y) =0

care se propagd cu viteza U, in planul mediu al placit subtir: compozit liniar
termoelastic laminatd este o curba de discontinuitate tare (unda de
soc) dacd sunt satisfacute urmatoarele condifii:

a) functiile vectoriale {U},{0} sunt continue pe R’ x R;

b) functiile vectoriale {S}, {e}, £:{U}, #{U}, {U}, {a}, {n}, 5{6}, £{¢}. {6},

ca g1 derivatele lor de ordin superior pot poseda discontinuitdfi de salt la
traversarea lui C;, dar ele sunt continue pe R? — C;;
¢c) functiile vectoriale {P} si {r} sunt functii de clasé C° pe R? x R.

In continuare vom presupune satisfacuta conditia initiala
(2.2.2) {U(z,y,0)} = {0} daca (z,y) € R%.

Definitia 2.2.2. Fiind dat un camp arbitrar (scalar, vectorial) &(z,y,t)
definit pe Qg x R(Qo C R?), saltul lui ®(x,vy,t) la traversarea curbei C; este
definit prin

(2.2.3) [{®}]=®" - &,
unde este presupusd ezistenta limitelor

¢+ = (z y)li% v )Q(‘T’yvt) (("‘Ca y) € Qg- (:EO:yO) € C‘t)

(2.2.4)
= lim F(z.y.t) ((z.y) € Q5. (z0.%0) € C)

(r,y)—(z0,¥0)
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cu QUf si Qy regiunile din domeniul €}y care sunt separate prin curba C; g

Qo= QFf UQg.
Conditgia de compatibilitate de ordinul intii (vezi Hadamarc [1833]) este
(2.2.5) 127 = [@4] — [l7s

unde aici k poate fi z sau y.

Daca n; sunt componentele vectorulul unitar normai !a curba C;, atunci
avem relatiile:
(.2.6)

7L ) : 1

Cu ajutorul relatiilor (2.2.6), conditia de compatibilitate cinematica (2.2.5)
mai poate fi scrisd sub forma

(2.2.7) [2] 4 = [®&] + (1/Un)ni[@]. ,
Definitia 2.2.3. Presupundnd cd salturile lui {V} = {U} si {6} la

transversarea curber C; sunt date de

(2.2.8) [(V}] = —s{d}, [{6}]=—s{di}

unde {a} = {{d}*{d1}7}T reprezintd un vector unitar al spatiului vectorial
R7({a}7{a} = 1), s se numeste intensitatea saltului undei de soc.

Considerand pe rand ® = {U} si ® = {6} in conditia de compatibi-
litate cinematicd (2.2.7) si tinand cont de continuitatea lui {U} si {0} la
traversarea curbei C; obtinem

(2.2.9) H{U} Al = (1/Un)sni{d}, [{6}4] = (1/Us)sni{d1}.

Teorema 2.2.1 Intr-o placd subfire compozit linear termoelastic la-
minatd avand ecuatiile constituitive (1.4.27). (1.4.82) si (1.4.44). viteza
de propagare U, a under de goc consideratd intr-un punct (z,y,t) € C
satisface urmatoarea condifie de propagare

(2.2.10) [ [D"];[f{]ﬁf}"&»ﬁ?ﬂlz] [Hn]T[[(}i’][Hn]} { b } - { {0 }
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unde [Dy)] si [Hn] sunt matricele obfinute respectiv din [D] st [H] pundnd n;
si no tn loc de -6% $t 6%.

Demonsrratie. ocuatille de salt obtinute din legea de bilant a momezx-
twui Anlar §l legea de bilani & energiel cinetice sunt respectiv

(2.2.11) [Da]T{Z}H + Un[RI{V}] = {0}

Si

(2.2.12) Ha) [{g}] + ToUnl R1)[{n}] = {0}.

Considerand operatorul salt la traversarea curbei C; in ecuatiile (1.4.27),
(1.4.15), (1.4.32) si (1.4.44) obtinem respectiv ecuatiile:

(2.2.13) {=}] = [Cl[{e}].
(2.2.14) [{e}] = [[DHU}],
(2.2.15) [Ri][{n}] = B [{e}],
(2.2.16) [{g}] = [K]I[HI{6}]-

unde s-a considerat ¥ = 0 si s—a presupus continuitatea lui {U}, {6},
[S]{T}, [S1){0} si {r} la traversarea curbei C;.
Utilizand relatiile (2.2.9) avem

(2.2.17) [[DHU} = (1/Un)s[Dn}{d},
(2.2.18) [[H){6}] = (1/Un)s[Ha}{d1}.

Din relatiile (2.2.13), (2.2.14) si (2.2.17) rezulta
(2.2.19) {=H = (1/U.)s[C)D ).

iar din relatiile (2.2.15) - (2.2.18) se obtin ecuatiile

(2.2.20) [Ri)[{n}] = (1/U.)s[b)7[D,]{d} .
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(2.2.21) Ha}l = (1/G)siE][Ha ).
Substituind [{Z}] cat de relatia (2.2.19) si [{V'}] dat ce (2.2.8); in

ecualia (2.2.11) obginem

(2.2.22) (1/Un)s[DA} [C][Dn] = Uns[R]){d} = {0}.

Analog, substituind [R;][{n}] dat de (2.2.20) si [{¢}] dat de (£.2.21) in
ecuatia (2.2.11) rezulta

(2.2.23) Tos[b] [Dal{d} + (1/Un)s[Ha] K ][Hal{d1} = {0}.
Ecuatiile (2.2.22) si (2.2.23) pot fi scrise

DD - V2R [0 @ _ [ {0
(2.2.24) [ TyU,[b]7[D,] [Hn]T[I«’MHn]H{dl}}‘{{0}}

care reprezintad conditia de propagare a undei de soc.
Pentru a avea o solutie diferitd de solutia banald a ecuatiei (2.2.24),

trebuile ca
[D.]7[C][D,) — UZ(R] (0]

(2.2.25) det { LU, (M7 KM } =0

Observatia 2.2.1. Deoarece matricea [D,]7[C][D,] este simetrica, vec-
torul propriu la stanga coincide abstractie faicand de un scalar ce intervine
multiplicativ cu vectorul propriu la dreapta {d}.

Observatia 2.2.2. Vectorul {{d}7{0}7}, cu {0} = {0 0}, satisface in
mod unic (abstractie facand de o constantd) relatia

{d} \ [ [PJFIC)[Dx] - U2(R] 0] BEORE
(2.2.26) {{0}1}[ ToU, (b7 (D] [Hn]T[K][Hn]}_{{O}I}

2.2.2. Variatia intensitatii saltului undei de soc.

Teorema 2.2.2. Intensitatea s a saltulur under de soc propagindu-se
intr-o placa subfire compozit liniar termoelastic laminatd avand ecuatiile
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constituitive (1.4.27), (1.4.32) si (1.4.44) satisface urmdtoarea ecuatie dife-
rentiald cu drivate pariiale

{2} DT [CDI({d}s) = Ladd} [PV {[CYDu}{ 3o /T
(2.2.27)

~s{d}T DT bl{d} = s{d}T[S7[C}{D.){d}.

Demonstratie. Utilizand operatorul salt la traversarea curbei C In
ecuatia de migcare (1.4.45) cand x = 0 si In ecuatia energiei (1.4.50).
obtinem ecuatiile
(2.2.28) [P {=) - [SITHZH = (RIHV )
sl
(1.2.29) To[Ri)[{n}] = [[H]"{a}].

unde continuitatea lui {P} si {r} la traversarea curbei C; este presupusa.

Derivand in raport cu timpul relatiile (1.4.27), (1.4.15) cand y = 0,
(1.4.32), (1.4.44), considerand operatorul salt la traversarea curbei C; in
relatiile obtinute si apoi eliminand [{é}], obtinem:

(2.2.30) [{Z}] = [CIIPK VY - [B][{63],
(2.2.31) [R\[{7}] = B IIPK VI + [al[{6}],
(2.2.32) [{¢}] = (K)([(MI{6}] + [S1)[{6}D).

Pe baza conditiei de compabilitate cinematica (2.2.7) putem scrie
(2.2.33) [P {=}] = [DIT{=}] - (1/U) [P {EH,
(2.2.34) [PV = PDI{V] - (1/T) [P { V3],

(2.2.35) [[7])"{g}] = (M) [{a}] - (1/Un)[Ha) [{d}].

Substituind [[D]{V'}] dat de relatia (2.2.34) in (2.2.30) si (2.2.31), obtinem
respectiv
(2.2.36) [{=H = [CNPI{TH = (1/T)(DAIH{TYD) - ({6},
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(2.2.37)  [Ri[{n}] = [b]T([D]H{V}]] = (1/Us )[D][[{V}]]) [a]II{é}]]-

in (L.;.w rezulta
(2.2.38) : _ . '
[H) {q}] = [H) KMIHI{E} — (1/Tn) [Hal IR NIHI{E}] + [SUL{0D).

Pe baza conditiei de compatibilitate cinematica (2.2.7) avem
(2.2.39) [[H]{6}]) = [HI[{6}] — (1/Tn)[Ha][{0}],
astfel ca (2.2.38) devine
[[7]7{g}] = [(HJTIK]I[HI{6}] = (1/Un)[Ha)TIK]((HI[{6}] -
—(1/U)[HA][{6}] + [SUI{6}])-
Inlocuind [{T}] dat de relatia (2.2.36) in (2.2.33), rezulta
[[DF{Z}] = [DIFI{ZH - (1/U) D) [CN(PIH{V ] -
(1/U)PI{VID — (1/Un) [ DT IR [{6}]-

Substituind [[D]T{Z}] dat de (2.2.41) in (2.2.28), iar [Ri][{n}] dat de
(2.2.40) 1n (2.2.29), apoi tinand cont in ecuatiile rezultate de relatiile (2.2.8),
(2.2.18) 51 (2.2.19) rezulta doud ecuatii diferentiale scrise sub urmatoarea
forma matriceala

(2.2.42) (D) [C)[Dn] - UR(R] (0] ] { [{V}] }z { {f} }

(2.2.40)

(2.2.41)

T (D] (T IEI) [\ 16N S T e
o {f} = ~(UAPHd) ) + Ual D)7 [C) %
DI(d}s) + sTH{DLIT M) - Ul ICID e,
(2.2.43)
{9} = ~(TUABTP)({d}s) + UAHN(BHal ) )+
+sToU2[b) [a){d1}" + Un[Ha)T K] [S:1{d1}).
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Inmultind la stdnga ecuatia matriceald (2.2.42) cu {{d}7{0}¥} rezulta
ecuatia diferentiala cu derivate partiale (2.2.27). _
Se considera un cAmp arbitrar de vectori {I(z,y)} diz R?. de ccmponente
Li(z.y) (i=1.2), legat ae frontul de unda (2.2.1) sl normalizat priz. condijia

(2.2.44) lin; = 1.

Fie de asemenea derivata

6l( )
6t
utilizata de Braun [1974] in cazul propagarii undelor de acceleratie in ma-
teriale hiperelastice anizotrope.

Derivata (2.2.45) este o masurd a schimbarii in timp a unei marimi ob-
servate de un observator situat pe frontul de unda si migcandu-se in directia
campului de vectori {{(z,y)}.

Daca vectorii {l(z,y)} coincid cu vectorul unitar normal {n} la frontul
de unda, derivata (2.2.45) devine derivata deplasarii dupd Thomas [1961].

In continuare vom arita cum ecuatia cu derivate partiale (2.2.27) poate
fi transformaté intr—o ecuatie diferentiald ordinarda. Acest rezultat este dat
de teorema urmatoare.

(2.2.43) = Lali( )

Teorema 2.2.3. Ecuafia diferentiald cu derivate partiale (3.2.27) se
transformd de-a lungul bicaracteristicilor intr—o ecuatie diferentiald de forma

(2.2.46) fsl_: tas=0,
unde
(0.247) ({d} " [P [CNPH} + {d} [P) ([C)[PHd})+

+Hd} [Da)T[b){d1} — {d}T[S]T[C][Dn}{d})/ (2Un{d} T [R}{d}).
Demonstratie. Urmand ideile prezentate in lucrarea lui Dobre si Chelu
[1992]. vom considera campul de vectori {I(z.y)} din R?. avand componen-
tele [;(z,y) (1=1.2) definite prin relatgiile
_ Y [DA)[Cllel{d} , _ {d}T[D.]7[C)[B{d}

CHA)TR{dY 7T UHAT[RI{4
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unde [a] si [3] sunt matrice numerice obtinute prin descompunerea lui [D]
dupa cum urmeaza:

(2.2.49) D] =la]( ). + [8]( )0
Din definitia matricei [D,], pe baza descompunerii (2.2.49), rezulta
(2.2.50) [D,] = [a]n + [B]ne.

Deasemenea, conditia de normalitate (2.2.44) este satisfacuté de catre
campul vectorial definit de relatiile (2.2.48) daca se tine seama de relatia

(2.2.51) {d} [Da)"[CYDA){d} - Uz{d} [RI{d} = O,

obtinutad din multiplicarea la stanga a ecuatiei (2.2.22) cu vectorul {d}7.
Pe baza relatiilor (2.2.45), (2.2.48), (2.2.49) si luand in considerare ca U,
nu este functie de timp, putem scrie

{d}[D.][CD]({d}s) = {d} [Da]" [CI([]({d}s) o+
+8)({d}s),y) = s{d}"[Dn]" [CI[DHd} + {d}"[Dn]"[C] %

(2.2.52) x([e{d}s.c + [B){d}s,) = s{d}T[Da]" [C[DH{d}+
+UHdY [RH{d}(hs o + los,y) = s{d} [Da]'[C][D{d}+
+U,{d}T[R){d}é1s/6t

si
Un{d}T D) ([C][Dal{d}s/Un) = Un{d}* ([e]([C][Dn] X
x{d}s/Un).z + [B)([C][Dal{d}s/Un).,) = s{d}"[D]"([C]x
x[Dal{d}) + s{d}" ([e]"([C][Dal{d}). + [BI"([C[Dal{d} 4)+
+Un{d} ([o]T[CY[Dal{d}(s/Un).z + [B)T[CIDal{d}(s/Tn) ) =
= 2s{d}"[D)T([CI[DHd}) + UH{d} [RI{d}(1i(s/Un) o+
+o(s/Un)y) = 2s{d}T[D) ([CI[Da}{d}) + Un{d}' [R]{d}bis/6t.

7l

BUPT



93) 1n ecuagia (2.2.27). prin uti-

Tinand cont de relatiile (2.2.52) s1 (2.2.
a(2.2.46). Astfel. teorema 2.2.3 este

lizarea notatiei (2.2.47), obtinem ecuati

demonstrata. u

2.3. Propagarea undelor de acceleratie intr—o placa subtire liniar
termoelastic laminata.

2.3.1. Unda de acceleratie. Conditia de propagare.

Se considerd o placd subtire termoelastic laminatd infinitd cu lamine
omogene 1n care se presupune ca se propaga o unda de acceleratie.

Definitia 2.3.1. Se spune cd o curba I'; C Ry de ecuatie
(2.3.1) flz.y.t) =t —71(z,y) =0

care se propagd cu viteza U, in planul mediu al plicii subfirt termoelastic
laminatd este o curba de discontinuitate slaba (unda de acceleratie)
dacd sunt satisfacute urmdtoarele condifii

a) functiile vectoriale {U}. {U}. [DHU}. {e} {=}, {n}, {¢}. {6}. {6} 51 [H){6}

sunt continue pe R? x R,

b) functiile vectoriale {U}, [DHUY, {S}, [D)T{S}, {e}. {n}. {a}, (M) {g}. {6},
[H]{6}, precum gi derivatele lor de ordin superior pot poseda discontinuititi
de salt la traversarea curbei Ty, dar ele sunt continue pe R? — Ty,

c) functiile vectoriale {P} si {r}sunt functii de clasd C' pe R? x R.

Definitia 2.3.2. Presupundind cd salturile lui {V} = {U} g {6} la
traversarea curber I'y sunt respectiv
(2.3.2) [{(VH = Uas{d).  [{6}] = Uls{di}

unde vectorul {a} = {{d}7{d,}T}7 este un vector unitar al spatiuvlui R’
({a}T{a}=1). scalarul s este numit intensitatea undei de acceleratie.

Considerand ® = {1’} si apoi ® = {#} in conditia de compatibilitate
cinematica (2.2.7), tinand cont de continuitatea lui {1} si a lui {6} la

(2
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Considerand & = {17} si apoi ® = {8} in condigia de compatibilitate
cinematica (2.2.7). tindnd cont de continuitatea lui {1} si a lui {0} la
traversarea curbei I'; si folosind relatiile (2.3.2), obtinem:

(233) E{x-}lﬂ = —L.nsnk{d}: E{e}kﬂ - (;nsnk{&l}'

Putem enunta acum teorema urmatoare:

Teorema 2.3.1. Intr—o placa subfire compozit linier termoelastic la-
minatd avand ecuatule constitutive (1.4.27). (1.4.82) si (1.4.44), viteza de
propagare Uy, a undet de accelerafie consideratd intr—un punct (z,y,t) € Ty
satisface urmdtoarea condifie de propagare

DT[CIDa) ~ URIR) [0 {d} 1 _ [ {0}
eas) (P os " parisi )@ 1= 60 )

Demonstratie. Aplicand operatorul salt la traversarea curbei I'; ecuatiei
de miscare (4.45) cand ) = 0 si ecuatiei energiei (1.4.50), obtinem respectiv
ecuatiile

(2.3.5) [[DY{=}] = [RI{V}]
sl
(2.3.6) To[Ri)[{7}] = [[H]"{g}],

unde s-a tinut cont de continuitatea lui {P},{r},[S]T{Z} si [S1)7{q} la
traversarea curbei I';.

Derivand in raport cu timpul legile consituitive (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44)
si relatia deformatie — deplasare (1.4.15) cand x = 0 si apoi eliminand [{é}]
obtinem ecuatiile

(2.3.7) {3 = [CIPKVH,
(2.3.8) [Ri][{n}] = (0] [[D{V}].

(2.3.9) [{4}] = [K)[[H){6}].

unde continuitatea lui [{6}] la traversarea curbei I, a fost considerata.
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Pe baza relatiilor (2.3.3). putem scrie:

(2.3.10) [DHVI = ~Tas[Dal{d},  [[Ha{8}] = —Uns[Hal{d1}.

Dacé ir conditia de compaztibilitate cinematica {2.2.7) se counsciderd @ =
{¢} si se tine cont de continuitatea lui {¢} ia traversarea curbe: 7. se obtine
urmadatoarea ecuatie:

(2.3.11) [[%) {a}] = ~(1/Ua)[Ha)" [{4}].
Din ecuatiile (2.3.5) - (2.3.11) rezultd (2.3.4).

Observatiile 2.2.1 51 2.2.2 din paragraful precedent ramam valabile si aici,
unde vectorii {d} §i {d:} se inlocuiesc respectiv prin vectorii {d} si {d;}.

2.3.2. Variatia intensitatii saltului undei de acceleratie.

Teorema 2.3.2. Intensitatea s a saltului under de acceleratie propagan-
du-se intr-o placd subfire compozit termoelastic laminatd avand ecuatitle
constitutive (1.4.27), (1.4.82) si (1.4.44), satisface urmdtoarea ecuatie dife-
renjiald cu derivate parfiale

{d}T[DA)TIC)[D)({d}sU2) + Un{d}T[D)T
(2.3.12) ([C)[Da){d}sUy) + sU{d}T[D,)T[b){d;} =
= sUHd}T[S)TC][Da){d}.

Demonstratie. Derivand in raport cu timpul ecuatia de migcare (1.4.45)
cand x = O si ecuatia energiei (1.4.50) si apoi aplicand ecuatiilor obtinute
operatorul salt la traversarea curbei I';, se obtin respectiv ecuatiile

(2.3.13) (DA = [SITHEH = [RI{VH.
(2.3.14) TolR]l{}) = [H)7{d}] - (S {4}

unde continuitatea functiilor {P} si {#*} a fost presupusa .
Derivand de doua ori 1n raport cu timpul ecuatiile constituitive (1.4.27).
(1.4.32), (1.4.44), cat si ecuatia deformatie — deplasare (1.4.15) cand x = 0,
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aplicand ecuatiilor obtinute operatorul salt la traversarea curbei I'; si apoi
eliminand [{€}]. rezulta:

(23.15) HEH = [CUIPHTH - B 16
(2.3.16) R = BT IDHTH + [@{6)]
(2.3.17) {6} = (R)IP6} + [S:16})

In baza condigiei de compatibilitate cinematica (2.2.7), putem scrie:

(2.3.18) [P {3 = [P {EY ~ (1/Ta)[DA]{E}].
(2.3.19) [PV = [DIH{V] - (1/Un)PI{VH,

(2.3.20) [H]7{4}] = [(HIT[{@}] = (1/Un)[Ha] " T{})-

Substituind [[D]{V'}] dat de relatia (2.3.19) in (2.3.15) si (2.3.16), rezulta
respectiv ecuatiile:

(2.3.21) [{=} = [CUPIH{VI - (L/U)PLIH{VID) - [T {831,

(2.3.22)  [RI{i}] = BT (PI{VI] = (1/Ta)[Da]{V ) + [a][{6}].

Daca se substituie [{¢}] dat de (3.3.9) si [{G}] dat de (2.3.17) in (2.3.20)

se obtine relatia

(2.3.23) . . N
[[(7)7{g}] = (H)TIKIHNE}] - (1/Ua)[Hal K ([[H{63] + [SU)[{6}]).

Pe baza conditiei de compatibilitate cinematica (2.2.7) avem
(2.3.24) [[H1{6}] = (HI{6}] — (1/T)[Ha][{63].
astfel ca (2.3.23) devine

[ {g}] = (MITIENHNO}] = (1/Ta) [HA)IE)(H){6}]-

(2.3.25) —(1/Ua)[Ha)[{6}] + [S1{6}])
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Inlocuind [{T}] dat de relatia (2.3.7) si [{Z}] dat de (2.3.21) in (2.3.18)

rezulta
[DIT{SH = DI (CHIPHVID - (1/U) DS [CHIDI{ V-
.26 —(1/U)IDHVID) = (1/T)IDa)T [0 [{63]-

(0
(2

'co

Substituind [{S}] dat de (2.3.7) si [[D]T{T}] dat de (2.3.26) in (2.3.] 3)
[R1][{7}] dat de (2.3.22), [{q}] dat de (2.3.9) si [[H]7{¢}] dat de (2.3.25; in
(2.3.14), apoi tinand cont in ecuatilie rezuitate de ralagiile (2.3.2) si {2.3.10),

se vor obtine doua ecuatii diferengiale care sunt scrise sub urmatoarea forma

matriceald
(2.3.27)

D,)7[C][D,] — UR 0 -
D TICIDA) - VAR [0 {H{V}ﬂ}z{{m}_

ToUn[b]”[Dx] LAHINIGS [{6}] {91}
unde
{f1} = UaDW)T[CYD)(sU{d}) + UZDI ([C)[Dnl{d}sUn )+
+sUDA]"b]{d1} — sUZ[S]"[CIDa){d};
(2.3.28)

{91} = TUZBT[D)(sU{d}) — UZ[Ha|T[K)[H)(sUz{di })+
+sToUnlal{d1} + sUS[HA|T[K)[S1]{d1} — sUS[SI)T[K][Ha){d}.

Inmultind la stinga ecuatia matriceald (2.3.27) cu {{d}7 {0}7} si tinand
cont de relatiile (2.3.4) si (2.3.28) rezultd ecuatia diferentiald cu derivate
partiale (2.3.12). _

Modul cum ecuatia diferentiala cu derivate partiale (2.3.12) poate fi
transformata intr-o ecuatie diferentiald ordinara de-a lungul bicaracteristi-
cilor este pus in evidenta prin teorema urmatoare:

Teorema 2.3.3. FEcuatia diferentiald cu derivate partiale (2.5.12) se
transformd de-a lungul bicaracteristicilor intr-o ecuafie diferentiald ordi-
nard de forma

(516

(2.3.29) = +as=0
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a = ({&}T[DA)T[CPHd}T + {d}HD) ([C][Dal{d})+
AT D 1A} - {0Y ICUDHdY /U ARG
Demonstratie. Si aici se considerd un camp de vectori {l(z.y)} din R?

de componente [;(z,y) (2 = 1.2), definit ca in lucrarea lui Dobre gi Chelu
[1992]. Fie

_ {9)7D.]7[C)le){d} I = {d}7[DA)ICII8H{ e}
W{d}T[RJ{d} : Ud}T[R{d}

Pe baza relatiilor (2.2.45), (2.2.49), (2.3.31) si luind in considerare ca U,
nu este functie de timp putem scrie

{@YTDITICIDPI{d}sU2) = ()T [DaTICN () ({d}sU2) o+
+18)({dYsU2).2) = {dYTIDAITIC) ([0}« + [B{d} 4)sU2+
HATDTICN[H Y (sU2) . + (B} (sU2),0) =

(2.3.32) )
= sUHAYT[DITICIDId) + UHAYTIRI Y (1(sU2)
1o(sU2),) = sUHYT[D,ITICHd} + vn{d}T[R]{d}él sU2) /st =

= sUNd}7[Da)7[C][DNd} + UHd}[RI{d}éis /6t

(2.3.31)

sl _ N N
U} D)7 ([C)[Da){d}sUn) = Un{d} ([e)" ([C)[Da)] X
x{d}sUn)  + [B]T([Cl[Dal{d}sUn) y) = sUH{d} ([o]" x
x ([C[Pul{d}).2 + [BIT(CDPu{d}) ) + Un{d} ([ x
(2.3.33)  X[C)[Pul{d}(sUn)z + [B)T[CDu{d}(sL7) ) = sUZx

x{d}7[D)” [C][Dn]{d}wcr,?{d} [R{d}(1)(sUn) o+
Ha(sUn) ) = sUZ{d}T[D)T([C)[Pal{d}) + U{d}T x
x [RI{d}6i(sUn) /6t = sUH{d} [P ([C][Dal{d})+
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&is

FUHAY R
Utilizand relatiile (2.3.32) si (2.3.33) 1n ecuatia (2.3.12), se obtine ecuatia
(2.2.29) cu & definit prin relatia (2.3.30). Teorema 2.3.3 este astie. demion-

sirate. -

Remarca 2.3.1. Din forma solufiei ecuatier (2.3.29) (cu a dat de relatia
(2.5.30)):

\

(so = 5(0)).

(2.3.34) s(t) = spe®,

se constatd ca pentru placa subfire compozit liniar termoelastic laminatd
avand ecuatiile constitutive (1.4.27), (1.4.832) st (1.4.44), niciodatd o undd
de acceleratie nu se poate transforma intr-o undd de soc.

2.4. Propagarea undelor armonice plane intr-o placa subtire
liniar termoelastic laminata.

Consideram cé placa este infinitd. Daca se considera {P} = {0}, {4} =
{0} si {r} = {0} si se tine cont ca x = 0 (cazul liniar), atunci ecuatiile (5.4)
si (5.5) devin respectiv

(2.4.1) (DY = [SY)(CUID) + [SDAU} — [6}{6}) = [RI{T}.

(2.4.2) | .
To()7([D) + [SD{U} + [al{6}) = ([H])" = [SUT)E)([H] + [S1)){8}) = {0}.

Consideram unde armonice plane de forma
(243) {l-} = {f"}eik(")l’*—":’y—d)! {0} — {é}eik(nlr-{-ngy—ct)

unde: {U} = {0y Vo W ¥, ¥,}7. {6} = {6, 6,}7 - sunt vectori constanti:
k - numarul de unda: ¢ - viteza de faza; n,.ns — cosinusi directori: x. v
- coordonate spatiale ale punctului situat in planul mediu al placii s1 pe
frontul de unda.
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Inlocuind (2.4.3) 1n (2.4.1) s1 (2.4.2) obginem urmatorul sistem liniar i
omogen format din 7 ecuatil cu 7 necunoscute, scris sub forméa matriceala:

Lo )

(2.4.50) Al = K2R] - KD, ITICID) - [SF[C)[S 1~
+ik([DaT[CIIS] — [SFICIDA).

[/\]11 {A]IQ-! {l:}
{6

04 4) | 1
(244) 'uAbl INIRRGY

unde

(2.4.5b) [Al1a = (ik[Dn]" — [S)7)[0).
(2.4.5¢) [A]or = —iToke[b)” (ik[Dn) + [S)).

(2.4.5d) [Alzs = K*[Ho )T [K][Ha] + [S1)T [K][S1] — ik[Ha])T[K][S1]+
+ik[S1)7 [K)[Hn] — iTokc[b) [a).

Tinand cont de relatiile (2.4.5a)-(2.4.5d), ecuatia matriceald (2.4.4) se
mal poate scrie si sub forma:

(2.4.6) (AT} = {0},

cu {(:/' } = {dg 0 @ rs gzy 6, él}T si [A] matrice patrata de ordinul 7
avand elementele

ay = k*(Annd 4 2416n 1m0 + 4een3) — pok’c.
a1y = a9y = k2(Ayen? + (Ayg + Ags)ning + Agenl).

Qoy = k2(.455ni’ + 2A9n N9 + Aggng) - ;—)okQCQ,
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a3 = oag =0,
= cy; = k*(Byn® = 2B C BeanZ) — 5k20

k*(Bygn? + (Big + Bgg)ning + Bogn?).

o
—
on

Il

&)
o
—

I

oy = ik(biny + biny).  a1r = ik(bing + bgny),
Qg3 = a3 = 0,

o4 = agp = k*(Bign} + (Bia + Bgs)ning + Bagn3),
ags = asp = k*(Bggni + 2Bogning + Bognj) — prkic?,
Qrog = ik(bgnl + bgng), Qg7 = ik(bénl + byns),
33 = k2(Assn? + 2Aasning + Ayni) — pok*c?,
a3 = —ouy = 1k(Assny + Agsna),
azs = —as3 = tk(Agni + Aung),
aze = agy = agr = a3 = 0,

g = k*(Dyn? + 2D1ening + Degn}) — Ass — pak’c?,

(2.4.7) 045 = asq = k*(Dign? + (D1g + Dgg)ning + Dagns) — Ags,

Q46 = zk(b}nl + béng), Q47 = zk(bfnl -+ bgng),
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Qrp5

2 2 o0 _ 499
= k*(Dgeny + 2D1gning + Dogng) — Agy — pokc”,

. 51 11 . 9 .
aze = th(bgn; =+ bams). ;= 1k(bgn; — bgng).

Qs
2 2 9 9

agr = Tok*c*(biny + bgna), agy = Tok*c*(b3n, + bSns).

9

Oy = TOiCQC (b%nl -+ :7(])-7’1,2)., (6TH

~ 1.2 1
Tok cz(bﬁnl -+ b%,ng),

ags = k(K ni + 2K n ny + Kyon2) — ikea®,

ag7 = k*(Kin? + 2K oning + Kln3) — ikcal,
a7 = Tok202(b%n1 + béng). Q9 = T0k2c2(bén1 + b%ng),
Q74 = T0k2c2(bfn1 + bgm), Qrs = Tokzcg(bgnl + b%ng),
Qg = k2(1{f1n? + 2K 9nng + KQIQng) — ikeal,

a7

= k(K n? + 2K %0 ng + K2n3) + Koy — ikca®.

Pentru a avea solutie netriviala trebuie ca determinantul sistemului (2.4.4)
sa fie nul, adica
(2.4.8)

det[A] = 0.

Ecuatia (2.4.8) este ecuatia de dispersie a undelor.
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CAPITOLUL III

DINAMICA PLACII SUBTIRI LINIAR VASCOELASTIC
LAMINATA

3.1. Stadiul actual al problemei

Numeroase investigatil experimentale au confirmat ca teoria liniara a
elasticitatil mediilor stratificate curent utilizatd in tehnicd nu intotdeauns
este 1In acord cu acestea.

S-a demonstrat ca in conditlile unei incarcari dinamice, raspunsui este
neliniar in foarte multe cazuri. In urma experientei s-a constatat ca anumite
materiale compozite formate din straturi de fibre, manifesta proprietati nee-
lastice la intindere si la compresiune. Pentru anumite materiale compozite,
constituentii au proprietatl vascoelastice dependente de timp. Global, ma-
terialul compozit are o comportare vascoelastica. Exista prin urmare o
nevoie crescanda privind modelarea matematicd a proprietdtilor dinamice
ale structurilor materiale compozite.

Printre primii care au realizat modelarea matematica a materialelor com-
pozite ca mediu vascoelastic citam pe: Bedford si Stern [1970] care au in-
vestigat propagarea undelor vascoelastice in compozite laminate alternante:
Stern, Bedford si Yew [1971] au studiat dispersia si atenuarea caracte-
risticelor pentru unde longitudinale propagandu-se intru—un mediu lami-
nat constand din straturi alternante din materiale elastice si vascoelastice;
Barker [1971] a ardtat ca propagarea undelor in compozite laminate plane
poate fi caracterizatd printr—un model vascoelastic neliniar efectiv cu pro-
prietatl complet determinate din cele ale constituentilor individuali: Chris-
tensen [1973) bazandu-se pe teoria dielectricului a aratat cd functia de re-
laxare pentru materialul vascoelastic echivalent este o functie oscilatorie de
timp: Chen si Gurtin [1973] au investigat propagarea undelor de acceleratie
Intr-un compozit vascoelastic cu straturi alternante presupuse omogene si
izotrope: utilizand o teorie a microstructurii de ordinul al doilea Hlavacec
[1979] a studiat propagarea undelor armonice plane: Ting si Mukunoki
[1979] au aplicat teoria analogului vascoelastic la compozite laminate cu
straturi omogene §i izotrope: efectele disiparii si dispersiei asupra propagarii
undelor in corpuri vascoelastic laminate au fost tratate de Ting [1980);
propagarea undelor in medi vascoelastice cu straturi anizotrope a fost abor-
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datd de Madan [1993]: propagarea undelor In placi si lnvelisuri compozite
vascoelastice a fost studiatd de Chelu [1985.1987] . iar intr—o bara compozit
vascoelasticd de Dobre, Chelu gi Bereteu [1985]. Diverse metode de re-
zoivare a probiemelor care conduc la ecuatil integro—diferntiale pot fi gasite
in lucrarile lui: Fiiatov {1971, 1974]. Matveev [1979]. Badalov [:383.1957;.
Badalov. Esmatov. Anziev [1985], Ogibalov si Badalov [1987]. etc.

Problema raspunsului dinamic al placilor vascoelastice a fost analizata
intr-o serie de lucrari printre care amintim: Pan [1966] care a extins teoria
placii elastice a lui Mindlin la marteriale vascoelastice; Rashidov. Kajumov si
Eshkuvotov [1979] au studiat raspunsul dinamic la soc transversal a! placii
vascoelastice; Cederbraum si Abudi [1989] au investigat raspunsul dinamic
al placilor vascoelastic laminate sub incarcari impulsive prin aplicarea trans-
formatei Fourier, iar inversarea functiei in domeniul timpului este realizata
utilizand algoritmul transformatei Fourier rapide; Chelu [1991] a prezentat
un procedeu privind aflarea raspunsului unei placi compozit vascoelastic
laminata utilizand transformatele integrale ,,EC” si ,.ES”; Dobre si Chelu
[1994], Dobre, Chelu si Motica [1994a,b] au studiat vibratiile transversale
ale unei placi vascoelastice izotrope si al unei plici vascoelastic laminata
utilzand metoda medierii, iar Chelu {1995b] a aplicat metoda integralelor
,EC” si ,,ES” la aflarea raspunsului dinamic al unei placi vascoelastice
izotrope si omogene.

Vibratiile placilor vascoelastice au fost analizate de: Sarova [1974], Sobot-
ka [1978]-vibratii libere ale placilor rectangulare vascoelastic ortotrope. An-
barov si Gegela [1979] - vibratii ale placilor vascoelastice, Fillipov [1986]-
vibratii ale placii vascoelastice, Aboudi si Cederbraum [1989] - vibratii ale
placilor compozite vascoelastic laminate.

Stabilitatea dinamica a placilor vascoelastice a fost studiata de: Librescu
si Chandiramani [1989] pentru placi vascoelastice transversal izotrope uti-
lizand metoda transformatei Laplace si analizand zerourile ecuatiei caracte-
ristice; Chandiramani. Librescu si Aboudi [1989] pentru placi compozite
vascoelastic ortotrope si cu aceeast metodd: Aboudi, Cederbraum si El-
ishakoff [1990] pentru placi liniar vascoelastic omogene. Cederbraum. Aboudi
si Elishakoff [1991] pentru placi liniar vascoelastic laminate, Touati i Ceder-
braum [1994] pentru placi neliniar vascoelastice. toate pe baza metodei
exponentilor Liapunov.

Teorll de ordin superior privind dinamica materialelor compozite vascoe—
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lastic stratificate au fost elaborate pentru: placi de Mengi si Turhan [1984].
Librescu si Chandiramani [1989)], iar pentru invelisuri cilindrice de Mengi
si Birlik [1989].

O serie de teste de iaborator au confirmar ci teoria liniaréd a vascoelastici—
tayii poate servi ca ¢ buna aproximatie in vederea descrierii mal exacte
a proprietagilor neliniare dependente de timp. Numarul lucrarilor publi-
cate considerand sisteme stratificate guvernate de legi constitutive liniar
vascoelastice este totusi relativ redus. Cea mail mare parte a acestora stu-
diaza sisteme formate din doua sau tre: stravurl. iar cand sun: considerate
mal multe straturi. acestea sunt presupuse omogene sl 1Zotrope.

Dinamica pléacilor compozite a fost consideratd intr-un numar destul
de mare de lucrari, studiindu-se atat vibratiile, cat si propagarea undelor.
Insa, majoritatea acestor lucrari aplicd ecuatiile elasticitatii la fiecare lamina
si tin cont de conditiile de continuitate in tensiuni si deplasari la interfata
straturilor, ceea ce duce la un volum mare de calcul.

In acest capitol. autorul dezvolta o teorie a placii subtiri laminate supusa
la forfecare transversald pentru un mediu compozit format din straturi de
fibre fixate intr-o matrice. Raspunsul global al fiecarui strat este presupus
ca ascultd de o lege constitutiva de tip Boltzmann. Teoria este dezvoltatd
pentru cazul In care straturile sunt presupuse ortotrope si omogene. Evi-
dent ca, in cazul straturilor omogene si izotrope, ecuatiile dinamice ale
placii compozit laminate se simplificd. Sunt stabilite ecuatiile problemei
dinamice mixte a placii subtiri liniar vascoelasic laminatd cu conditii pe
frontiera de margine destul de generale. Se da o furmulare in deplasari a
problemei dinamice mixte, se stabilesc teoreme dinamice de reprocitate. se
formuleaza principii variationale de tip Gurtin. se demonstreazad existenta
solutiel problemei mixte, se stabilesc principii de minim i se analizeaza
raspunsul dinamic al placii subtiri liniar vascoelastic laminatd cu ajutorul
transformatelor integrale ,,EC” si ..ES” introduse de autor.

3.2. Ecuatiile de baza ale dinamicii vascoelasticitatii liniare

Consideram un corp vascoelastic liniar §i anizotrop care la momentul
t=0 ocupd domeniul B cu frontiera 5. Sistemul fundamental de ecuatii
care guverneaza dinamica vascoelasticitatii liniare anizotrope cu referire la
un sistem de coordonate cartezian ortogonal Or;z9z3 consta din:
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-ecuatia bilantului momentului liniar

4 | : : |
(3.2.1) — [ p(x)u;(x.t)dx = / p(x) fi(x, t)dx + / 0 (X, t)nj(x)dx.
dt D 2 oP
-ecuatia constitutiva (tip Boltzmann)
ot

(322) O’ij(X, f) = / Gijk/(x.f - T)ék[(x, T)dT.

-relatia cinematicd deformatie—deplasare

1

(3.2.3) si_,-(x, t) = §(ui,j(x. t) +u;i(x,1)).

unde s-au utilizat notatiile
x —vectorul de pozitie al particulei materiale,
p—densitatea de masa,
u;—componentele vectorului deplasare u,
e;;—componentele tensorului deformatie ¢,
o;;—componentele tensorulul tensiune al lui Cauchy o,
fi—componentele vectorului densitatii fortei de volum f.
Gijr—componentele tensorului de relaxare G,
P-domeniu arbitrar inclus in B,
JP-frontiera domeniului P,
n;,~componentele vectorulul exterior unitar n normal la frontiera 9P.
In cele ce urmeaza presupunem ca Gjjy, componentele tensorului de
relaxare 3, satisfac urmatoarele relatii de simetrie

(3.2.4) Gijet = Gjitt = Ghiij-
Vom admite in continuare conditia initiala
(3.2.5) u(x,0)=0, V(x.t)€ B x(-oc,0).

Din relatiile (3.2.2) si (3.2.3) daca tinem cont de conditia initiala (3.2.5)
rezulta

(3.2.6) =z(x.t)=0 s1 o0;(x.t)=0 pentruV(x.t)€ B x (->.0).

Integrand prin parti ecuatia caracteristica (3.2.2) si apoi utilizand relatia
deformatie —deplasare (3.2.3) impreuna cu conditia initiald (3.2.6);. gasim

Y
(3.2.7) 0’,'_,'()(. t) = G,jk/(x.O):‘k{(x.t) +/ G,‘j“(x,f — 7)zr(X, T)dT,
0
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unde functiile Gji(x.0) sunt numite coeficienti de elasticitate initiala si
descriu raspusul instantaneu al materialului.

Forma locala a legii de bilant a momentului se scrie sub forma binecunos-
cuta

(328) Oij i+ ,sz' = pu;.
Conditiile pe frontiera

(3.2.9) oijn; =7 pe 0B, x[0.00),

(3.2.10) u; =1u; pe OBy x[0,00),
unde 0B = 8B, U0B, si 0B, N oB, = 9.

Conditiile 1nitiale

(3.2.11) ui(x,0) =40, 4i(x,0) =1 pe B.

3.3. Consideratii generale privind placa subtire vascoelastic
laminata.

Vom considera o placa laminata formata din N lamine, astfel ci la scara
macroscopica global fiecare lamina are o comportare vascoelastica. Se pre-
supune de asemenea ca laminele sunt perfect lipite, astfel ca nu este posibila
alunecarea uneia fata de alta.

Placa lamiata este consideratd ca un corp continuu cu raspuns global la
solicitarile exterioare, astfel ca si continuitatea deplasarilor este presupusa.
Se fac in plus urmatoarele presupuneri:

-placa laminata este subtire si de grosime h constanta in timpul proce-
sulul de deformare:

—-laminele sunt unidirectional orientate:

—laminele din care este confectionata placa sunt vacoelastic ortotrope
satisfacand o lege constitutiva de tip Boltzmann si avand axele naturale
distincte de la o lamina la alta:

—-componentele deplasarii u. v. w respectiv dupa directiile x.v.z sunt mici
comparativ cu grosimea h. iar componentele deplasarii u si v au forma
liniara dupa cordonata z;
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—deformatiile z,. 2. 2.y, Zy: §1 €2, sunt micl comparativ cu unitatea. iar
se neglijeaza:
—fortele de volum se neglijeaza in ecuatiile de momente:;
—normala la suprafata medie a placii nu trebuie sé ramana perpendiculars
pe planul mediu deformat ca in cazul veoriel Love-kircnhoff {proprietatgiis
de material distincte ale straturilor constituente dau rotatii (microrotatii)
distincte in straturi cu materiale diferite si In consecinta presupunerea ca o
sectiune plana inainte de deformare. ramane plana dupa deformare nu este
valabild conform lui Sun. Gilmore si koh [1972]).

Pentru deplasari se adopta relatii de tipul (1.4.1).

Intr-un sistem de coordonate normale corespunzator laminei de rang
k, ecuatiile constitutive in cazul vascoelasticitatii liniare ortotrope sunt de

forma

o

ty

o) [CL ChL Ch O 0 O ‘)

09 CIQ 052 053 0 0 0 £9

O3 _ 0;3 053 C§3 0 0 0 g3
B3 Yo (Tl 0 0 0 ¢y oo 0| Yl

o5 0 0 0 0 C& 0 &

o), Lo 0 0 0 0 cul, le),

unde este utilizata notatia contractatd introdusa in §1.4. o;. &; (i=1.6)
respectiv pentru tensiuni si deformatii, iar prin C7; se noteaza operatorii
integrali

(3.3.2) Cii(e(r,t)) = Gyj(r,0)e(r. t) + /1 Gij(r,t — 7)e(r, T)dr.
0

cu precizarea cd Gj;(r,t) se obtin din Gys(r.t) considerand ca kl — ¢ si
rs — j dupa regula 11 — 1,22 —2,33 —3.23 — 4,31 — 55112 — 6, 1ar
r=(x.v.z).

Functiile de relaxare G;;(r.t) pot fi determinate analitic tinand cont de
functiile de relaxare ale constituentilor folosind de exemplu metoda omo-
genizaril sau prin metode experimentale.

Tensiunile o;; reprezintd componentele tensorului tensiune simetric al lui
Cauchy.

Datorita faptului ca placa este subtire se poate aproxima tensiunea o3
ca fiind nula. 1ar pentru tensiunile de forfecare transversale se admite ca ele
se anuleaza pe suprafetele superioara si inferioara ale placii.
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Cousiderand oy >~ 0. din relatia (3.3.1) urmeaza ca
(3.3.3) 25 = —((Cia) ' Ciy)er — ((C3y) ™' Cigen

unde (C35)7" este inversul operatorului Cjs.
Substituind (3.3.3) in {3.3.1) se obtin urmatoarele ecuati: constitutive

ale laminei k:

/

a1 F 6211 (212 0 0 0 2]
02 Qi @ 0 0 O €9

(3.3.4) { 0 p = 0 0 Q% 0 O £6 F
04 0 0 0 Q:M 0 €4

L 05 ), 0 0 0 0 @i, e

unde Q7; sunt operatori ale caror expresii sunt date de

(3.3.5) Qi = Cj; — Ci(C33) 7' Chy
pentru 1,)=1.2 si
(3.3.6) Qi =Cj

daca 7,7 = 3,4.5. In raport cu un sistem de coordonate carteziene ortogo-
nale nenaturale Oxyz, ecuatiile constitutive pentru lamina k au forma

(0, ) _Q’fl QTQ QQIGS 0 0 1 ( =
Ty C_QIQ Q_32 2@36 0 0 <y
(337) {om p = | Qi Q3 2@ 0 0 | { ey oo,
Oy: 0 O 0 26_224 2@;5 Eyz
( 02 ), 0 0 0 2Q% 2Q5 1, e ),
unde Q7 (r,t) reprezinta operatorii transformati, componente ale matri-

cei [Q*] = [T)~}{Q*][T) obtinuta pe baza matricei [T] definitd prin relatia
(2.4.8). iar [Q"] este matricea ale cérei elemente sunt operatorii Q};(r.1t).

Introducand notatiile:

mmﬂ=2/

(3.3.8)

=] Y Tk-l

(@ )ds,

))rdz.
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D;;(p,t) Z / Nedz,

cu p = (z,y), putem defini opelatoru

AL(€) = (AL + Aix)(8),

(3.3.9) By;(€) = (BY; + Bij*)(€),
ij(é) = (D?j + Dij*)(f),
unde
(3.3.10) Aj; = Aij(p,0), B = Bi;(p,0), Djj = Dy(p,0).

Luand in considerare ca fortele rezultante N, IV, N, fortele rezultante
transversale (), (), sl momentele rezultante M, ]\ly, M, sunt date de relatiile

(X1

(N:m Nya Nn:ya an Qm) = /1 (Uzra OyyOzy, Oyz, Uz.r)dz =
(3.3.11) N 2k

= § ,/ (Owaayaa:cyaayzaazz)kdza

2

h

2 N %k
(3.3.12) (M,, M,, M,,) :/ z(al.,oy,ag,y)dz:z:/ 27,09 00y Yol
Y2 k=1 k-1

z

(124

st introducand de asemenea notatiile

(3.3.13.0) {Z}={N. N, N,, M, M, M,, Q, Q.}",

(3.3.13.0) {e} = {e) 62 ’72!, ’7’23 Yor Kz ky k:ry}Ta

*

f 12 Als . '
* * * * * A/M <145
[A]Z 12 22 A2 | o [H]= « ,

*
* * 4% 45 “55
16 26 “*66
* + * * ])t ’ Y+ ]
11 12 16 I1 2
. *) __ * * * ] ¥ ¥ yt
(3.3.14) [B ] = 12 B3y B |, [D ] = | Di, Dy 1 th ,
* * *
16 B?G B(iﬁ I*G [)56 ‘1:6
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T
_[ooo0 qa_ | 4T 0]
[Ol] - [0 0 0:| ’ [‘411 - [[OI]T [[{*] )
* T 1% [A*] [B*] :|

Bij=1|1B*] 0] , [C"= R i

B1= 1) 1] (e = ik
atunci pe baza acestor notatii, ecuatiile constitutive (3.3.9) se scriu conden-
sat sub forma

(3.3.15) {£} = [C"{e},
care exprima legea constitutiva a placii laminate liniar vascoelastice cu
(3.3.16) [C*] =[C% + [C] *.

Trebuie remarcat cé relatia deformatie-deplasare se obtine la fel ca si
(1.4.15) cu conditia x = 0 (cazul liniar), adica rezulta:

(3.3.17) {e} = (D] + [SP{U}

cu {U}, {e}, [D] st [S] matrice definite in capitolul .
Procedand ca in capitolul I, din forma locala a legii de bilant a momen
tului (3.2.8) se obtine ecuatia de migcare sub forma matriceala

(3.3.18) (D) = [S)"){T} + {P} = [RI{U}.
Conditiile initile sunt exprimate astfel:
(3319) (U500} = {00 9)},  {U(e,2,0)) = (V"(r, )}

Conditiile pe frontierd sunt:

(3.3.20.a) [LHAUY = [LHU} pe 9. x [0, 1),

(3.3.20.h) (LU} = LY pe 0. x [0,10),
cu [I]. [I], {P.} ( aici \=0) si {P,} matrice definite in paragiafui 1

Propozitia 3.3.1. Daci {e} = {<) ) 12, 1), v, ko by by} 1 {0} =

& E?/ 72;/ :YSz Y, ky ky ko, }', dar [C"] este definitd prin volotie /20 0

atunci are loc eqalitatea

(3.3.21) {e}" < ([C*{eh) = (&} = ([C*){e]).
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Demonstratie. Tinand cont ca matricea [C*] este definitd prin relatin

(3.3.16) avem evident relatiile

(3.3.22) [C*H{e} = [C*{e} + [C] + {e}
si
(3.3.23) [C*]{e} = [CY{e} + [C] * {&}.

Avand in vedere ca produsul de convolutie este comutativ gi asociativ,

daci se utilizeaza faptul ca [C] si [C] sunt matrice simetrice, rezulta
{e}T = (IC"H{e}) = {e} ([C{e} + [C] + {e}) =
= {e}"* ([C"1e}) + {e}T + ([C]  {&e}) = ([C*HeD) + {e}+
HCT ENT + e} = (YTIC) e} + (&) + [C1) + -} =
= {&}" + (ICHeh) + {&}" * ([T {e}) = {e}" + ([C"{e )} +
(33.24) HE+ fe)) = {67 + (€ e},
adica relatia (3.3.21). _

Matricele [C], [R] caracterizeaza proprietatile date ale placii subtiri vasco-

elastic laminata.
Facemn in plus presupunerile

(a) {P}:Q x[0,t0) — I,
(h) {P} € C*(Qy x [0, 1)),
() {U} AV} = B,
() {U°}, {V ), e CO(),

((‘) {U} . 600,, X [O,fo) — Rs,
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(f) {U} € C%0%. x [0, 1)),
(g) {Isn} . 8Q00 X [Ovt()) - er),
(h) {15”} € C'O(aﬂ(),-, X [(),t())).

Definitia 3.3.1. Se numeste cauzdi crternd pentru placa sublire vascoelastic
laminatd, functia {P} avind proprietdifiile (a) gi (b).

Vom introduce acum conceptul de proces admisibil pentru placa subtire
vascoelastic laminata.

Definitia 3.3.2. Prin proces admasibil pentru placa subfire vascoclastic
laminatd, vom infelege un ansamblu ordonat de functn

= ({U} {}', {Z}")
indeplinind urmdtoarele proprietdafr
(i) {U}: Qg x[0,t9) — I,

(i) {U} € C3x[0,10)); {UL AU AU AU AU, ()0 (U} €
CO( x [0, 19)),

(iii) {e} : Qo x [0,%9) — I8,

(iv) {e}:C%p x [0, 1)),

(v) {Z}: Q0 x [0,t0) — R,

(vi) {Z} € CMO(8 x [0,10)); {=}.{Z} . {B}, € CUQp ¥ [0,1y)).

Daca definiim adunarca proceselor admisibile gi inmultirea cu un sealar
prin

(3.3.25) H4+ 1= (U} +{TY  {e}" + {6} {S) + {5,

(3.3.26) AT = (MUY M} A 2.
atunct multimea proceselor admisibile este un spatiu liniar.
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Definitia 3.3.3. Numim solutie a problemei mixte a placii subfiri visco-

clastic laminatd, un proces admisibil care satisface ecuatiile (3.3.15), (3.3.17),

(3.3.18), conditiile pe frontierd (3.3.20) st conditiile inifiale (3.3.19).
Definitia 3.3.4. Numum camp deplasare admisibil peniru placa subtirve
vascoelastic laminatd, functidle {U} care satisfac conditiile (1) s1 (1),
Multimea campurilor deplasare adinisibile pentru placa subtire vascoe -
lastic laminatd formeaza un spatiu liniar fata de operatiile de adunarca
campurilor si inmultirea cu scalari.
Definitia 3.3.5. Campul deplasare admisibil pentru placa sublire viscoe
lastic laminatd care satisface condifirle pe frontierd (3.3.20.a) in deplasdir

se numegte campul deplasare cinematic admaisibil pentru placa subfire vasco -
elastic laminatd.

3.4. Formularea in deplasari a problemei dinamice a placii
subtiri liniar vascoelastic laminata.

Eliminand {e} intre ecuatia cinematica deformatie-deplasare (3.3.17) si
ccuatia de migcare (1.3.18) obtinem

(3.4.1) (I} = [SICIAP] + [SH{UD) +{P} = [RI{U)
La ecuatia de migcare (3.4.1) se adaugd conditiile initiale

(3.4.2) {U(z,9,0)} = {U’(x, )}, {U(z,3,0)} = {1 (2, 1)}

si conditiile pe frontiera

(3.4.3.0) (LHUY = (LUTY pe 9% x [0,00),

(3.43.0) [LUDJCD) + [SHIUY = (LU} pe 982, x [0.50),

ultima conditie obtinuta in urma eliminarii lui {P,} dat de relatia {P,} =
[D,]"{T}, prin intermediul relatiilor (3.3.15), (3.3.17) in (3.3.20.1).
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3.5. Teoreme de reprocitate in dinamica placii subgiri liniar
vascoelastic laminata.

Analog ca in paragraful 1.6. se pot formula g1 demonstra urmatoarele
doua teoreme:

Teorema 3.5.1. Functiile { U} si {¥} satisfac ecuafia (3.3.18) g1 condifiile
initiale (3.3.19) dacd st numai dacd

(3.5.1) —g* (([D]" = [SI"{SH + [R{U} = {F},

unde

(35.2) g(t)=t (te[0,00) si {F}=g+{P}+IRI({(1")+ (U)).

Teorema 3.5.2. Un proces admisibil II = ({U} {e}’ {L17) este o
soluie a problemei mizte (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.20) dacd §i numai daca
satisface ecuatitle (3.5.1), (3.3.15), (3.3.17) gi condititle pe fronticrd (3.3.20).

Counsideram o placa subtire liniar vascoelastic laminata supnsa la doua
sisteme diferite de incarcari vascoelastice
(35.3) LY = ({PYP T} P} (U (VD) (3 =1,2)

si doud stari corespunzatoare ¢\ = {U}P) (8 = 1,2) reprezentind solutiile
i deplasari a problemei (3.4.1)-(3.4.3.a,b) corespunzatoare sistemului de
incarcari L) (8 =1,2).

Vom folosi notatia

(3.5.4) {FY7 = g+ (PYP[R)(t {1 )P 4+ {U}7),

unde g este definita prin (3.5.2),.
Teorema 3.5.3. Daca o placd subfire liniar vascoelastic laminatd este
supusd la doud sisteme diferite de incdrcdari L) (8 = 1,2). atunci intre

configuratiile corespunzitoare ¢ are loc uwrmdatoarea relatic de reprocitate:
V()T (7712 : DT, (7712 —
an{F}( W {U Y2 + ./0(2,, g * {P YT {UY 2l =

= fQO{F}('Z)-]' * {U}(l)rIQ + anO g * {1)”}(-2)1. . {] ; }(”([/‘
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unde {F}P) (8 =1,2) se obtin din (3.5.2)s.
Demonstratie. Pe baza simetrici matricei [C*], commntativitatii pro-
dusului de convolutie si a legii constitutive (3.3.15), deducem

(3.5.6) (BT 4 )@ = (£1OT y fe} (),

Introducand notatia
(3.5.7) L= / g * {2} 4 {1 dQ,
J

pe baza lui (3.5.6), rezulta

(3.5.8) Ly = Iy

Avand in vedere comutativitatea gi asociativitatea produsului de convolutie,

ecuatiile (3.3.15), (3.3.17), (3.5.1) st utilizand formula lui Green pe baza
notatiel

(3.5.9) (PP = [D,){E}P) (B=1,2),

putem scrie

L,,,zf g*{z}(“”’*{e}(/’)dﬂz/ g+ {e}PT {10 =
Qo J

- / g* (([D] + [S]){U}(ﬂ))T * {E}(“)dﬂ = / g([Dn]{U}(ﬂ))T*

Qo I

S}l - / g+ {UYT 5 (D) = [S)THE ) =
Qg

(3.5.10) = / g+ {UYT 5 ([D,){SYVdl + | {UYDT « (— g+ ([D])-
0 Qg

J 00

+ {U}(’”"'*({F}"‘)—[R]{U}("))dﬂz/ g* {0, 7T
-Qo 8(20

LY | {FYT S (U P a0 -

Qo
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—/{mm%ﬂmwme.
J Qg

Tinadnd cont de relatia (3.5.10) si de simetria lui [R] rezulta relatia de
reprocitate (3.5.5).
Daca conditiile initiale sunt nule, atunci

(3.5.11) {FY*) = g5 {P}Y) (a=1,2),
iar relatia (3.5.5) devine
g% (Jo {PYIT + {UYDQ + [ {Pa} 7T+ {U} Pl -

= Jo AP} {U}DdQ — Joa AP}« {UYDdl) = 0.

iar pe baza proprietatil produsului de convolutie

(3.5.13) axb=0 — a=0 sau b=0,

avelll

Jo APYOT 5 {UYDAQ + [o0 {P 3T {U D] =

(3.5.14) = Jo AP+ {UYDAQ + [o {P T« (U}l

Tinand cont ca
(3.5.15) (U} = g+ {U},
relatia (3.5.14) poate fi scrisa
oo PHIT + (U240 4+ o (P {17} =

= o AP} {TYOAQ + [ (PO« (LY
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3.6. Formularea variationala cu ajutorul produsului de convolniie.

3.6.1. Stadiul actual al problemei.

Formularea variationald a dinamicii vascoclasticitatii lintare a fost veali-
zata pentru prima data de Leitman [1966], extinzand principiile variationale
ale elastodinamicii expuse de Gurtin [1964].

Reddy [1976] a formulat un principiu variational modificat al lui Gurtin
in teoria dinamica a vascoelasticitatii. De asemenea, principii variationale
de tip Gurtin in dinamica vascoelasticitatii liniare, au fost stabilite de
Senchenkov si Karnauhov [1978]. Ei dau si principii variationale pentrn
vibratiile mediului liniar vascoelastic.

Hlavacek [1979], utilizand teorema 4.1 din Leitman [1966G], a dat o foi-
mulare variationald pentru corpuri vascoelastice armate cu fibre. To plus,
utilizand metoda rigiditatii efective pe baza formularit variationale date, el
a obtinut ecuatiile de migcare in cazul cand constituentii sunt presupirs
izotropi §i a studiat propagarea undelor armonice.

Remarcabile sunt si rezultatele Ini Manole [1980,1992], exprimate prin
teoreme variationale in teoria vascoclasticitatii asimetrice, respectiv in feo-
ria liniara a vascoelasticitagii micropolare.

[Formulari variationale ale migcarii perturbate pentru un corp vascoelastic
ntiizand produsul de convolutie an fost date de Dall'Asta g1 Menditio
[1994)].

In continuare, vom formula si demonstra principii variationale care vor
caracteriza solutia problemeil mixte corespunzator dinamicit placii subtiri
lintar vascoelastic laminata, in contextul teoriel formulate de attor.

3.6.2. Formularea variationala.
Teorema 3.6.1. Fic R multimea proceselor admasihilc. Uentru orice
1 € [0,00) definim functionala Ji(-) pe R prin
1 T ¥ T
J(M) = ‘2‘/(g* (fe} « (CHeh) = 20T} + (e = (D)4

Q

(3.6.1) +[S]>{U}>>—2{F}"'*{U}+{U}T*([n]{crn)(“—/ g (D)

J OO

+([LJ{UY = {U))dl - / g+ LU s (LD, ),

JO, .
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oricare ar ill = ({U} {e}! {Z}7) € R. Atunci Il € R cste o solufic a
problemei mizte (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.20) dacd st numai daca

(3.6.2) 6Jy(I1) =0 pentru orice t € [0, 00).

Demonstratie. Necesitate. Fic Il 5i I € R (I1 mut depinde de ).
Rezultd ca [T+ €11 € R oricare ar fi scalarul €. Utilizand formula Iui Green
si tinand cont de simetria matricelor [C*] si [R], precun si de asociativitatea
si comutativitatea produsului de convolutie obtinem

SHI) = [ OV« (RHUY = {F} = g+ (P)'-

(3.6.3) —[SI"{ED + g+ (U = ([C]x{e} = {Z}) + g+ {L} * (([DP]+

+[SH{U} = {e}))d + /

8

g+ ({Pu} * (LT} = {17 1)+

+ [ g RS~ AP
J 0,

Daca IT este o solutie a problemei mixte (3.3.15), (3.3.17) (3.3.20), atwnci
folosind teorema 3.5.1. si tinand cont ¢a {7} = [D,]T{E}, rezulta

(3.6.4) 6 Ji(IT) =0, V1el0,00)
pentru orice IT € R 51 deci (3.6.2) are loc.
Suficienta. Presupunem ca (3.6.2) are loc. Consideram I = ({I7}7 {0}

{0}7), unde {U} este vector mul pe 9§, Din relatiile (4.6.2) si (4.6.3)

obtinem
(3.6.5) / {UY « (g (([D)" = [SIH{UN + {F} = [RI{U})ds2 = 0.
J

Pe baza lemei generalizate din calculul variational, din (3.6.5) rezulia
ccuatia (3.5.1).
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Analog, se arata ca II satisface ecuatiile (3.3.15), (3.3.17) si conditiile pe
frontiera (3.3.20). In baza teoremei 3.5.2 rezulta ca Il este solutie a proble-
mei mixte (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.20). _

Fie Ko—campul deplasarilor admisibile ale placii subtiri lintar vascolelastic
laminata.

Teorema 3.6.2. Pentru fiecare t € [0,00) defintm functionala H,(-) pe

Ko prin
U =4 [ (e LelUNI + (C Rt + ()
(3.6.6) «([RI{U}) = 2{F}T « {U})dS) — /aQ g+ {UY « (U1, )( P 1)l

unde {e({U})} este definit de (3.3.17). Atunci {U} € Ky aparfine la solufia
P a problemei mizte (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.20) dacd si numai dacd

(3.6.7) SHi({U}) =0 pentru orice t € [0, )

(Variatiile {UY} sunt funclii numai de = gi y, ele nu depind de timpul 1),

Demonstratie. Necesitate. Fie {U} si {U} € Ko, und~ {7} este un
vector nul pe 88, x [0, 00) care nu depinde de t. Rezulta i {17} +€{U} €
Ky pentru orice scalar €. Tinand cont de relatia (3.3.17) si de simetria
matricelor [C*] si [R] obtinem:

U = [ (95 (D) + I + (€

(3.6.8) +H{e({UN}+{UY + ([R{UY) = {U} + {F})d2—

S R XA
JOQ s

Pe baza relatiilor (3.4.2), utilizand notatia {P,} = [D,]"{T} si aplicand
formula lui Green, relatia (3.6.8) devine

SnH({U}) = 0 (O s ([RUUY = {F} + g+ (D)~
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(3.6.9) —[S]T){E}))dQ“L,/ {UY 5 g+ (LI {EY = {F )i

o0

4 / {TY" % g+ (LD}l
O

Fie I1 = ({U} {e}” {Z}") o solutie a problemei mixte (3.3.15). (3.3.17)-
(3.3.20). In acord cu faptul ca {U} € Ky este camp al deplasarilot cinematic
admisibile corespunzator solutiei problemei mixte (3.3.15), (3.3.17) (3.3.20)
si tinand cont de presupunerea ca {U} este vector nul pe 99, x [0, <), din

relatia (3.6.11) obtinem (3.6.8).

Suficienta. Presupunem cé (3.6.6) are loc pentru {U} € Ky, Delinim
{2} prin (3.3.15) si {e} prin (3.3.17), astfel ca exista relatia (3.6.9) peutn
{U} € K. ]

Considerand {U} un vector nul pe frontiera 9, din ecnatin (3.6.8) si
relatia (3.6.9) pe baza lemei calculului variational, rezulta ecustia (3.5.1).
Presupunand acum {U} un vector nul pe Qg si pe 0, atunci ccuatia
(3.6.8) si relatia (3.6.9), in baza leinel calculului variational - - lica

(3.6.10) g * ([IUD,){Z) — {2 })) = {0},

Derivand ecuatia (4.6.10) de doua ori in raport cu t se obfine condilia pe
frontiera (3.3.20.h).

S-a demonstrat astfel ca {U} € Ky este camp al deplasirilor cinematic
admisibile corespunzand solutiei mixte (3.4.1)-(3.4.6).

3.7. Existenta si unicitate a solutiel in dinamica placii subgiri
compozit liniar vascoelastic laminata.

3.7.1. Stadiul problemei.

Teoreme de unicitate an fost stabilite: i teoria dinamica a solidelor
vicoclastice anizotrope de Edelstein gi Gurtin [1964]; in teoria dinamicii
materialelor liniar termovascoelastice cu variabile interne de stare de Chiniga
[1982] si in vascoelasticitatea cvasi-staticd de Fabrizio [1989)].

Existenta gi unicitatea solutiilor problemelor vascoelasticitatic - o
diata in diverse lucrari. Astfel, teoreme de existenta si unicitale sunt prezen-
tate in teoria dinamicii vascoelasticitatii liniare de Duvaut i Lions [1972] i
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de asemenea de Lazzari g1 Vuk [1987]; in teoria dinamicii vascoclasticitatii
liniare micropolare de Manole [1982]; iu teoria dinamicii vascoclasticitaii
incrementale de Quintanilla si Williams [1985], iar in cazul problemei val-
orii frontierd mixte a dinamicii termovascoelasticitatii liniare de Chehninski

[1987].

Teoreme de reciprocitate g1 de dependenta continua in teoria liniara a
vascoelasticitatii au fost stabilite Rionero gi Chirita [1989).

Principalul rezultat al acestui paragraf il reprezinta stabilirca si demon-
strarea unei teoreme de existenta si unicitate in dinamica placii compozit
subtiri liniar vascoelastic laminata in conditii pe frontierda mixte destul de
generale,

3.7.2. Ecuatii de baza.
Introducand operatorul matriceal [A] definit astfel

(3.7.1) [ARU®)} = = [RI7(P] = [SINCUPY + [SHU (1))
si ficand notatia

(3.7.2) {f(} = [RI7H{PM)},

ecuatia de migcare (3.4.1) se mai poate scrie sub forma

(3.7.3)  {U@®}+ [A{U()} = {f(1)} pentru (x,y,1) € Qo x [0,T),

unde s-a lunat T = ty ca moment final.
Conditiile pe frontierda in cazul problemel mixte sunt

(3.7.4a) (LU} = [LI{U(t)} pentru  (x,y,t) € 00, > [0.T],

(3.7.4h) [L)[P(1)] = [P, (t)} pentru  (a,y,1) € Iy, x [0.T),
unde 9y = 00, U 0y,

Clonditiile mnitiale sunt de forma

(3.7.5a) {(U(x,y,0)} = {U%x,y)} pentru (x,y) € Qy,

(3.7.5h) U, y,0)} = {Ulr, y) entrn (. y) € .
I
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3.7.3. Formularea variationala.

Pentru orice pereche de functii vectoriale {U}! si {U}? de dimensiune

5 x 1, definim formele biliniare

a16) (UL = [ (U} I e Uy

i

(3.7.7) b(t; {UY {UY) = QU{e({U}‘)}T[C'<t>1{e<{v}?)}m-

Tinand cont ci [C?) si [C] sunt matrice simetrice, rezulta

(3.7.8) a({UY {U}") = a({U}?, {U}))
s
(3.7.9) b(t; {UY ,{UY?) = b(t; {U}*, {U})).

Vom presupune cd existda o constantd ¢ > 0, astfel ca

(3.7.10) {{UNYICHe({UN} 2 cfe({UN} {e({U D1,

de unde rezultd imediat pe baza lui (3.7.06) inegalitatea

(3.7.11) a({Uh D ze | {ec({UNY {e({U})}d2.
Introducem acum spatiile

(3.7.12a) V = (HY (D)), H= (L))",

(3.7.12D) Vo= {{UH{U} eV, [LJ{U}={0} pe 3.}

g1 definim produsul scalar al functiilor {U}, {V'} €H, astfel:

(3.7.13) <{UL{V}>= [ {U}[R){V}dS
JQq
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Analog ca in §1.9 se demonstreaza ca fQO{U}T[R]{U}a’Q > 0 si deci
(3.7.13) verifica proprietatile produsului scalar.
Utilizand legea constitutiva (3.3.15) si relatiile (3.7.6)-(3.7.7) putem scrie

[ﬁdwnﬂ&mwm=[jawwfmﬂx

x{e , c T t (t — )%
{uvm»wﬂ+ﬁfuvn}AKw )
(3.7.14) x{e({U(T)H)}d7dQ2 = a({U(t)},{V}+

t _ i
+/0 /Qo{e({V})} [C(t — ){e({U(7)})}dQdT =

—a{UOL VD + [ Ut = ri (U (VD

Pe baza legii deformatie-deplasare (3.3.17), utilizand formula lui Green
i {inand cont de (3.7.1) si (3.7.13) avem:

0 {e({VDYH{Z()}dQ = | {Z()} {e({V})}d2 =

Qo

=/ {ZOY (D] + [SP{V }d = | VYTDLIT{S()) 11—

(3.7.15) —/Q{V}”‘['D]”‘{E(t)}dQJr/Q (SN [SHV 0 =

= [ {VY D)} dl - i (TAD)T = [SI ()0 =

asd

= [ (VYD) + [ {(VYTRIJANU (1) }d) =

[} aQo . (20

— (VD) {2+ <[AH{U D)}, {V} >.

J agy,
Comparand relatiile (3.7.14) si (3.7.15), rezulta
(Y DB+ <[A{UM} A1} > =
a9
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I
(3.7.16) —a({UIO}AV) + [ bt = m UM (e
Jo
Facand produsul scalar dintre ecuatia (3.7.1) si {V'} € V§ C H, obginemn

(3717 <{UOL{V} >+ <AUMEAVE > = <{/()}, {1} >
Din ecuatiile (3.7.16) si (3.7.17), rezulta

SUORAVY > + (U@} (V) + / ot — 7 {U()],

(3.7.18) AVYdr = <{f(t)},{V} >+/ (VAT[D, )T {S (1))l

Deoarece {V} = {0} pe 0Qq,, tinand cont ca 9Qy=0, U 3., ccnatia
(3.7.18) se mai poate scrie

O} V) > +a{UOL VY + /lbu—nw(r)},

(3.7.19)  {V}dr= <{f(hH},{V} >+ /0 ) (VYD) {50}l

Daca se fac transformarile

(3.7.21) {Z(x,y, )} = {U(2,9,)} — {®(x,y,1)},
(3.7.22) {Z(2,y,0)} = {U%z,9)} — {®(z, 5,0} = {Z"(r, )},
(3.7.23) {Z (x yO}—{U (,9)} — {®(a,y,0} = ( {Z (r,y)}),

cit {P(r,y,t)} € V astfel ca
(3.7.24) {D(x,y, 1)} = {U(r,y, 1)} pe I
si ({79}, {Z'} € Vy), atunci ccnatia (3.7.19) devine
!
(3.7.25) <{Zt)} {V}>+a{Z()}, {V}) + / T,
0
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AZ(M)EAVHdr = <{LB)} {1V} >,

unde

ALY, V) >=< {JO} V) > + /a VYRR )

t

(3.7.26)  — <{@(t)},{V}> —a({®(1)}},{V}) —/0 b(t — 5 {P(7)},

AVDdr = [ VYTILIDTICN)+ (SHH (),

/804
Presupunand ca Vj este dens si continuu scufundat in H, identificand
H cu propriul sdu dual si notand cu Vj dualul lui Vy, atunci avem V C
H C V.
Vom utiliza in continuare notatiile: |- | norma in H, || - || norma in Vj si
| - ||+ norma in Vy,.

Datorita faptului ca forma {V} — b(t;{U},{V}) este continua in Vy,
aveln

(3.7.27) b(t; {UL {V}) =<ABH{U}},{V} >,
unde
(3.7.28) {B(t){U}} € Vy, {B(t){U}} € L(Vy, Vy).

3.7.4. Teorema de existenta si unicitate.

Putem acum sa formulam urmatoarea problema:

Problema. Sai se giseasca t — {Z(x,y,t) a lui [0,T] — Vy verificand
ccualia

(3.7.29) <{ZML{VY > +a({Z)}{V)) + A h(t — 1,

AZ(N)}AAVHdr = <L)} {V} >, V{V}eV,,
cu conditiile initiale
(3.7.30) (Z(r,y. )y = {Z°)}. {Z(x,y.0)} = {Z"}.
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Teorema 3.7.1. Se presupune ca

(3.7.31) {FLASY AfY € (LAD)),  wnde T =Qqx (0,T);
(3.7.32)  {P,}, {Pn}, {Pn} € (LX), wunde ~ =8 x (0.T):

(3.7.33) {®}, {®}, {®} € L¥0,T;V),

{8}, {2} € L0, T; H), {®(0)} € V;
(3.7.34)
<A{LOL{VY >=<{Z*},{V} >, cu {Z*}cH g (V)|V} eV,

Atunci existd o functie {Z(x,y,t)} ¢ numai una pentru care

(3.7.35) {Z}, {Z} € L™(0,T; V)
(3.7.36) {Z} e L™(0,T; H)
st verificd ecuafia (3.7.29) si conditiile inifiale (3.7.30).

Demonstratie. a). Unicitate. Fie {Z} si {Z} € V{ doua soluti
posibile ale problemei (3.7.29),(3.7.30). .
‘Dacd in ecuatia (3.7.29) punem mai intai ({Z} — {Z}, {V'} — {Z}

{Z}) siapoi ({Z} — {Z}, {V} — {Z}~— {Z}) st adunam ecuatiile obtinnte
atunci facand notatia {W} = {Z} - {Z} si tinand cont de (3.7.27), obtinem

<AWMYL{W (N} > +a({W ()}, {W(H )+

(3.7.37) + < / (B(1 — ){W ()} }dr, {IW($)} >= 0,
J ()

de unde

d - .
(3.7.38) a(l{”"(f)Hz +a({W()}{W()})) =

- 9« /0 (B(1 — 1){WV ()} }dr, (1(1)} >
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$1 prin urmare

(3.7.39) {W (O +a({W )} {W ()} =
= —2/0 < /()T{B(t — T]){I"V(Tl)}}dTl, {VV(T)} > dr.

Pe de alta parte avem

[ < [1B6 = mwinan, (v} > i =
J0 0

B / (/ <AB(r = )HW(r)},{W ()} > dr)dr =
0 T

(3.7.40) = /0 (< AB(t = T){W(r)}}, {W ()} > -
= <ABO{{W(r)}}, {W(n1)} >)dm -

—/ (/ < {B(f — )W ()} {W(r)} > dr)dmn,
0 I

ultima egalitate obtinandu-se integrand prin parti dupa variabila 7 pe in-
tervalul {7y, t].

Vomn evalua acum ultimii trei termeni din (3.7.40). Astfel, utilizand
inegalitatile, de tip Schwartz

(3.7.41) | < a,b> | < |lalllfo]

st de tip Young

1
(3.7.42) 2ab < ea’ + -b* (e > 0),
'S
aveln:

| /0 <ADB(t = m){W(r)}}L,{W()} >dn| <

(3.7.43) < [ 1< (Bt = ) Ir (L (W0} > 1in
JO

< [ HBU= DIV Hln <
0
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< WU+ [ 1O,
[ < BOHW DL W)} > dn <
(3.7.44) < /0 < (BOOV ()}, (W (7)) > I <
<es [ WP

|/ / <{Bt—T{1V 1)}, AW (1)} > d7)dn | <
sAX[}<{Bu—nHWnnhﬂvvn>khwns

(3.7.45) 5/0'(/ < (B(t = WD)} > ldr)dn <
sAQ[MHBU—ﬂﬂﬂnnm”HHWh»WMﬂmls

¢
< e WO+ [ V()
Tinand cont de (3.7.40), (3.7.43) - (3.7.45), rezulta

aras) 2 [ < [{Br = (W) n, () > i) <

< WP + [ 1w () Par).

Analog cum s-a demounstrat (1.9.39), se poate arata ca pentru A > 0
exista ¢ > 0 astfel ca

(3.7.47) a({W 1AV H) + AV HE > (VI

care se mai poate scrie sub forma

(3.7.48) AW (I = MV} < al{WV (D)} {1V (1)),
[0S
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Din ecuatia (3.7.39) si inegalitatile (3.7.46) si (3.7.48), obtinem
(3.7.49) {W @O} + cl{W (O}® = MW (1)} <

< el (WP + [ 1w Par).

Tinand cont ca pentru orice functie derivabila {W} : [0,7] — R, din
existenta relatiel

(3.7.50) (W)} = (W(0)} + /Ot{I/V(T)}dT,

rezultd cad exista constata ¢ > 0 astfel incat sa aiba loc megalilatea (vezi
Lions si Duvaut [1972] ):

(3751) W) < 2{W(O)}P +c /0 W (7))

Din faptul ca

(3.7.52) {(W(0)} = {W(0)} = {0},
(3.7.53) HW ()} < c / {W (1)} |2dr.
J0

Pe baza inegalitatii (3.7.53), inegalitatea (3.7.49) unplica

t

(3.7.55)  {WOI* + [{W (D} < 67/0 (KW O+ W (1)

de unde in virtutea unui caz particular al inegalitatii lni Gronwall obtinem
(3.7.55) {V O+ I{W O =0,

ceca ce implica {W (1)} = {0}, adica {Z(t)}={Z(t)} si unicitatea solutici

este demonstrata.

h). Existenta. Vom demonstra existenta solutiei problemei (3.7.29).(3.7.30)

utilizand metoda Faedo Galerkin. Demonstratia este divizata in tret pasi:
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1) constructia solutiilor aproximative ale lui {Z} prin sirul {7},, (in=1,2,. °
asa numitele aproximari Galerkin;

2) estimdrile apriori ale aproximatiilor Galerkin {Z},, (m=1,2,...);

3) convergenta sirului {Z},, (m=1,2,...) la solutia problemei valorii
initial-frontierd (3.7.29),(3.7.30) pe Qy x [0,T).

Pasul 1). Fie {W*}; (i=1,2,...) un sir de functii care coustitie o baza in
V, astfel ca

{(W*},, Vi,
(3.7.56) {W*}, {W*}y, ..., {W*},, sunt liniar independente Vm
VvV =UV,, V,. subspatiu al i V,

unde V,, = [{W*}, {W*}q, ..., {W*},,] este subspatiu al lui V generat de
primii m vectori {W*};, {W*}q, ..., {W*},,. Combinatiile liniare finite de
{W*}; sunt dense in V.

Aproximatia Faedo-Galerkin a solutiei problemei (3.7.29),(3.7.30) const.:
in gasirea lui {Z} € V, {Z},, : Q x [0,T) — R?® de forma

m

(3.7.57) {Z(z,y,0)bm =) _ 2im(O{W " (2,9)};,

j=1

cu zim € C*([0,T); R) (2im — functii necunoscute), astfel incat si satisl:
sistemul de ecuatii integro-diferentiale

(3.7.58) <AZ(t)}m, {V} > +a({Z(1) }m,{V})Jr/Ovb(l - T;

AZ() b AV Hdr =< {L({1)} {V} >, V{V} € Vi,

supusd la conditiile initiale

(3.7.59a) {Z(0)}m = {2, {Z2°}n € Vi, lim {Z%,, = {Z"} in V.

m-—oo

(3.7.590) {Z(O)}m={Z"}. {ZVw€Vn, lim{Z'1.={2"} n H

—

Daca in (3.7.58) se inlocuicgte (3.7.5
1,2,...,m), se obtine sistemul:

7) si se considera V" = {11}, (

m m m

(3.7.60) Y aiEm(t +Zb,)z],,, +Z/ Cij(t = 1) z2jm(7)dr = dy(1)

=1
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(i=1,2,...,m),
unde

agj =< AW}, {W*}; >, = a({W"}i, {W"})),

(3.7.61) cij(t) = b(t; {W* i, {W*})),  di(t) =< {L()}, {7} > .

Cum {ZO} € Vy si {V}., este dens in Vy, atunci

m

(3.7.62) {2° = lim ) 20 (W}

m—oo £
1=1

Introducand notatia

m

(3.7.63) {Z%m =) 20 {W"Y},

=1

unde {Z}n € V si tinand cont de (3.7.57), se deduce ca (3.7.59a) est
echivalenta cu

(3.5.64) zim(0) =20 (i=1,2,...,m).

m

In mod analog, cum Vj este dens in H, functiile din H de asemecnea
sunt aproximate prin combinatii liniare finite de {W*};. Deci, introducand
notatia

m

(3.7.65) {2} =) bW},

1=1
conditia (3.7.59b) este echivalenta cu
(3.7.66) Gin(0) =2} (i=1,2,...,m).

Din teoria sistemelor de ecuaii integro- diferentiale este cunoscut c¢a o
solutie unic determinata pentru sistemul de tipul (3.7.60), (3.7.61), (3.7.6)
exista n intervalul [0,¢,,]. Estimari apriori, ce urmeaza, vor dovedi ca

ty = T.
Pasul 2). Punand {V'} = {Z(t)},, in (3.7.58) si tinand cont. de (3.7.27).

obtinem:

2(“ |{ },,,|2 +a({Z(f)}'”’{Z(’)}m)) =< {L‘(f)}
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(3.7.67) AZ()} > - < /0 {B(t = T{Z(7) }mbdr A Z (1)} > .

Integrand 1n raport cu timpul de la 0 la t ecuatia (3.7.67), obtinem

{2}l + a({Z(0} AZ(0}a) = HZ' Y+

(3.5.68) +a({Z0},,,,{ZU},,,) + 2/ < {ﬁ(T)},{Z(T)},n > —

0

-1 T
—2/0 </0 {B(T — Tl){Z(Tl)}m}dTl,{Z(T)}m > dr.
Tinand cont de relatia
3709 [ <HLOIAZI > dr =< {LO}AZW} > -
- <HLONAZY > = [ <ALORAZO > i
(ob{inuta integrand prin parti), ecuatia (3.7.69) devine
HZ(O)}al* + a{Z()}m, {Z(1) }) = {Z' Yl *+
+“({Zo}ma {Zo}m) +2< {L:(t)}, {Z(t)}m > =

-t

(3.5.70) -2 < {L(M},{Z"},., > —2/0 <AL}, {Z(1)} e > dr-

—2 /o < /U {B(r - Tl){Z(ﬂ)},,,}(lTl,{Z.(T)},“ > dr.

Pe de altd parte, tinand cont de inegalitatile
(3.7.71) a({Z()}a, {Z() ) + M{Z(O}]* > HZ(@) Yol
) T .
(3.7.72) |/ < / {B(r — t){Z(r)}Ydr, {Z(1)}, > dr| <
0 Jo

Y, ‘
< Al ZO}nll? + o / {Z(r) bl
U
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319 1 <O 2> drl < 5 [ (LI

Y
HHZ ) lB)dr < o+ e / H{Z(r) b,
0
din (3.7.70) se obtine inegalitatea

(3.7.14) HZOYal* + IH{Z(0)}nll* < c12(1+

1
b [ U2 + 2Ol
Utilizand inegalitatea lui Gronwall, din (3.7.74) rezulta
(3.7.75) {Z(®)}al* + {Z(t) }ull* < comst,
g1 pPriu urmiare
(3.7.76) I{Z()}o|l < const;  |{Z(t)}m] < const.

Derivand in raport cu t ecuatia (3.7.59), obtinem

B797) <AZ O AV} > +a({ZO) i AVH+ < {BO){Z()}u},
s+ < /U (B(t = T{Z(r)}n)dr AV} >=< {£B)}, (V] > .

Punand {1} = {Z(t)} in (3.7.77), avem ecuatia

2(“ l{Z( )}mlz'f‘u {Z ”“{Z )}m )) =

(3.7.78) =< {Z(t)},{Z(t)},,, > — < {B(O){Z(t)},,,},{Z(t)} > —

— < /0 {B(t = T){Z(T)} YT, {Z(t)} > .

Integrand in raport cu timpul ecuatia (3.7.78), obtinemn
HZ(O) Yl + a({Z(O) b, {Z() }) = {Z(0) }]*+

1d
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-

(3.7.79) +a({Z" Y {200) + 2/ < {ENAZ () > dr—

0

——2./0 < {B(O){Z(T)}m},{Z(T)}m>(l7'—2/0 </0 {B(r — 1)x

X {Z(Tl )}m}(lTl, {Z(T)}m > dr.

[n plus avem

(3.7.80) /0 <AL AZ(T)}m > dT =< {LO)}, {Z ()} >

— < {E(O)},{Zl},,, > —/0. < {E(T)}, {Z(T)}1Tt > dr

(oblinuta integrand prin parti)

[) < {B(O){Z(’T)}m},{Z(T)}m > dr =
(3.7.81) =< ABO{Z()}m}, {Z(t)} > = < {B(0){Z2°}},

A2 > + [ < BOWZE b 20 > dr.
(obtinuta integrand prin parti).
Astfel, tinand cont de relatiile (3.7.80),(3.7.81), ecuatia (3.7.79) devine:
HZOYul” + a({Z2(1) b, {Z(1)}m) = {Z(0)}u*+
+a({Z"m, {2 1) + 2 < {LLO} 2O} > -

-1

—2 < {L£(0)},{Z"},. > —2/ <AL} {Z(1)}y > d7—

JU

(3.7.82) —2 < ABO{ZO)}u 1, {Z(O)} o > +2 < {B0){Z°}..},

-

AZ'Y} > +‘2/ < ABOYZ()} 1, {Z(1)}m > dr—

U

N .r
—2/0 <./u {B(T— T,){Z(Tl)},,,}dn,{Z(T)},,, > dT.
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Analog cu (3.7.40), avem:

/ < /T{B(T ) Z(r) b, {2 ()} > dr =
0 0

(3.7.83) ::A(/¢<{Bh—wn&ﬂﬂhJ&Zﬁnm>dﬂm1=

= / (< {B(t — TI){Z(TI)}rwz}a{Z(t)}rrt > —< {B(O){Z(Tl)}m}>

JU

AZ(1,)} >)dr — /

0

(/ < {B(t - m){Z(m)}n}, {Z(T)}m > dr)dTy;

[ plus avern estimarile:

(3.7.81) | /0 < /O'T{Bu — {2 b, {2(T) > dr| <

{
< e+ enl {2000l + o [ IHEEular,

(3.7.85) 2A <AL AZ() > dr < 55—“/0 (L) IP+

2 l2)dr < a5 + e / 2 mllPdrs

! . . t . .
(3.7.80) 2/ <ABOX{Z(7)}, {Z(7)}n > dT < (727/0 I{Z()}||*dr;

U

(5.7 57) AZWO b {20 1) + AHZO Il > 2O}l
Daca se considera t = 0 1n ecuatia (3.7.58), atunci rezulta

(3.7.88) <AZO) 1, (V) > +a({Z2°}, {Z2°)0) =< {L£(0),{V} > .
Pacand ¢ = 0 in (3.7.29) i apoi tinand cont de (3.7.88), obtinemn

<AZOL AV >=< {fI0O)},{V} > +/ {VHLI{Pa(0) }dl-

Iy,
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(3.7.89) — < {2(0)},{V} > —a({2(0)},{V})-

_ / VYD ICUP] + (SR}l - a({2°), {V}),

Cuin
3790)  a{Z),{V)) =< A{Z} (V) > + /) VYL PO}l
oo
s
(3.7.91) ({8, {V}) =< A{B(0)}, {V} > +/@Q VY’

x[L)[Da) [CP)([D] + [SH{2(0) }dl.
atunci (3.7.89) devine

(3.7.92) < {Z(0)},{V} >=< {f(0)},{V} > — < {®(0)},{V} > —
— < A{Z%,{V} > - < A{®(0)},{V} >,

de unde

(3.7.93) {Z(0)} = {£(0)} — {&(0)} — A{Z°} — A{2(0)}
51 10 consecinta

(3.7.91) {Z(0)}] < const.

Utilizand inegalitagile (3.7.84) - (3.7.87) 51 (3.7.94) in ecuatia (3.7.82), se

obtine incgalitatea

(3.7.95) {Z()}l? + I{Z () bull? < (14

+/ (HZ( Yl + IHZ(7) bl P)dr),
0

st contorm inegalitatii ln Gronwall, rezulta

(3.7.96) HZ)YVu)? + I{Z(t) )| < const.,

de unde

(3.7.97) HZ)all? < ¢ {Z(H)}a] < ¢
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In Laza inegalitatilor (3.7.76) i (3.7.97) suntem condusi la concluzia ci:

(3.7.984) {Z}>_, € submulf marg. a lui L*(0,T; Vy),
] ) * oo submult marg. a lui L*(0,7;Vy)
(3.7.980) {Zhn-1 € { submul{ marg. a lui L0, T; V).

(3.7.98¢) {Z}fno:l € submult marg. a lui L*=(0,T; H),

Pasul 3). Astfel, (3.7.98a,b,c) implica existenta subsirului {Z},, cu pro-
prictatile:

(3.7.99a) {Z}, = {Z} slab star in L*(0,T; Vy);
(3.7.990) {Z}, — {Z} slab star in L®(0,T; Vy);
(3.7.99¢) {Z}, = {Z} slab star in L>(0,T;H).

Daciin (3.7.29) se inlocuieste {Z} prin {Z(t)}, si se presupune ca {V} =
{(V()} ca {V(-)} € L¥0,T; Vy), apoi se integreaza in raport cu timpul pe
intervalul [0, T'), urmand un procedeu standard de trecere la limita pentru
v — o se obtine

(3.7.100) <AZWOEL{VI-{2)} > +e({Z,},{V} - {Z() )+

_A bt -7, {Z(7),{V} - {Z(t)})(lr =< {L(t)},{V} >.

Verilicarea conditiilor initiale.

Din estimarile pentru {Z},, si {Z},, concluzionam ca girul {Z},, (m =
1,2, ..) estemarginit In V. Acelayi lueru este valabil pentru girul {Z 1}, (im0 =
1.2,..). Cum scufundarea Ini L*(0,7T; V) este compact in L4(0,T; H), sc

poate garanta ca subsirurile ({Z},) si ({Z},) converg tare respectiv spre
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(Z} si {Z} in L*0,T;H), deci slab in acelasi spatiu. Rezulta ca exista
0 C'([0, T];R), 0(0) =1, 6(T) = 0, astfel ca

T T
(3.7.101} lim <{Zt)},,{V} > 8(t)dt = / <A{Z®)},{V} > o(t)dt.
v—= Jo 0
T _ T .
(3.7.102) lim <A{Zt)},,{V} > 6(t)dt = / <A{Z()},{V} > 6(t)dt.
v=oe Jo 0

Integrand prin parti in ambii membrii ai lui (3.7.101), unde {Z} €

C'([0, T]; H), se obtine:

V—00

(3.7.103)  lim [~ /OT <{ZM}, {V} > 0(t)dt— < {Z(0)},,{V} >] =

Nk
—/0 < {Z(t)},{V} > 0(t)dt— < {Z(0)},{V} >.
Din (3.7.102) si (3.7.103), rezulta

(3.7.101) Vll_lél() <A{Z0)},,{V}>=<A{Z2(0)},{V} >

pentru orice {V} € Vy. Din convergenta tare a lui {Z(0)}, spre {Z°} i
Vy, rezulla si convergenta tare in H, deci slaba, astfel ca

(3.7.105) <{Z(0)},{V} >=< {2}, {V}> VY{|V}eV,,
dovedind ca {Z(0)} = {Z°}, deoarece Vi este dens in H.

Pentru a calcula {Z(0)}, ne intoarcem la ecuatia aproximativa (3.7.54).
Fic 0 € CY([0,T); R), 6(0) =1, 6(T) = 0. Multiplicand (3.7.54) prin ¢ si
integrand prin parti, se obtine:

N

- < {Z(O)}ua {V} > _/ < {Z(t)}ua {I} > O(t)dt-f-

0

A M 3
(3.7.100) +/ a({Z(t)},,,{\"})()(t)«lt+/) (/U b(t —1;{Z(7)}.,
U ( .

T

AV Hdr)g(t)dt :/ <ALV > 6()dt, v{V}e{V}..

0
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Trecand la limitd pentru v — oo, tinand cont de (3.7.59b) si (3.7.105),
se obtine

T

{2} V) > - / < 2}, (V) > b(t)dt + / o({Z(1)},

(3.7.107) ,{V})e(t)dt+/ﬂ‘

JO

(/ b(t — 7;{Z(7)}.,,{V}dr)8(t)dt =
0

T
=/ < A{L(t)},{V} > 6(t)dt.
0
Integrand prin parti, si tinand cont ca {Z} este solutie a lui (3.7.29),
rezulta ca {Z(0)} = {Z'}.
Pentru calculul lui {Z(0)}, revenim la ecuatia aproximativa (3.7.77).
Considerand de asemenea 6 € C'([0,T];R), 6(0) =1, 6(T) = 0, multi-
plicand cu 6(t) ecuatia (3.7.77) si apoi integrand prin parti, se obtine:

T

— <{Z2(0)},,{V} > —/0 <{Zt)},, {V} > 6(t)dt+

T

T .
(3.7.108) +/ a({Z(t)},,,{V})O(t)dt-k/ < {BO)Y{Z(t)} 1,
0 0
T 4
) >()(t)(lt+/0 < /U (B(t— ){Z(1)h}dr AV} > 6(t)dt =

1
_ / <{L(O},{V} > 8(t)dt, V{V}eV,.
0

Trecand la limita in (3.7.108) pentu v — oo, rezulta

T

— <{Z(0)},{V} > —/0 <A{Z()},{V} > 6(t)dt+

a

]
(3.7.109) +/U a({Z(f)},{V})()(t)dt+/ (< {B(0){Z(t)}},

AVI> + < / {B(t = T){Z(T)} Y1, {V'} >)0(t)dt =
0
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T
= [ <ty > s, vivyeve
0
Tinand cont ca

d

(3.7.110) - /0. {B(t — T){Z(7)}dT = {B(0){z(t)} }+

+ < /0 {B(t — 7){Z(7)}}dr,

si integrand prin parti In ecuatia (3.7.110) vomn avea,

T

— < {Z(0)},{V} >'—/ <{ZMH},{V} > 0(t)dt—

0
T .
BT —a({Z(O)},{V})—/0 {Z(O}, (Vi) dt+

T o |
+/0 < /0 {B(t = 1){Z(7)}}dr, {V} > 0(t)dt =

o
C (L)} V) > —/ < (LWL (VY > 0B)dt, YV} e V.
0
Tinand cont ca {Z} este solutie a ecuatiei (3.7.77), obtinem
(3.7.112) <AZO)},{V} > +a({Z2°},{V} >=< {£(0)}, {V} >,

V{V'} € Vy, iar in urma utilizarii notatiei {Z2} = {Z(0)}, relatia (3.7.111)
devine (3.7.34).
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3.8. Principii de minim in dinamica placii subtiri liniar
vascoelastic laminata.

3.5.1. Stadiul actual al problemaei.

Scncheukov [1979] a stabilit un principiu de minim in dinainica ter-

~wnclasticitagii liniar cuplate utilizand transformata Laplace.

Ciarleta gi Pasquino [1980] au studiat conditiile care garantcaza prin-
cipiul de minim in dinamica materialelor vascoelastice descrise de o lege
constitutiva de tip Boltzmann.

Li si Zhang [1988] pentru trei principii variationale de minim propuse
in teoria dinamica liniard a vascoelasticitatii stabilesc corespondenta cu
principit de minim din dinamica elasticitatii liniare. Se formuleaza gi se
demonstreaza teorema de corespondenta.

Plecand de la o serie de rezultate obtinute de Fabrizio, Giorgi i Morro
[1989], in dinamnica vascoelasticitatii, In acest paragraf voi prezenta un pro-
cedeu prin care un principiu de extremum este formulat pentru problema
valoril itial- frontiera in dinamica placii subtiri liniar vascoclastic lani-
nata cu condifii pe frontiera mixte. In acest scop este construita o famnilie
de funclionale 1in domeniul transformatei Laplace, peutru care este prezen-
tatd o teorema de minim si pas cu pas construind o functionala biliniara
cit o functie pondere de timp este aratat ca solutia problemei mixte da un
iinitn pentru aceasta functionala.

3.8.2. Problema mixta a placii subtiri vascoelastic laminata.
I'ie A7 multimea campurilor deplasare cinematic admisibile. Vo nuini
probleima Py, problema mixta (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.20).
Definigia 3.8.1. O solutie « problemei Py va fi un camp {U} € K.,
astfel tncat satisface ecuatule
(3.8.1) )
(D] 1517 UCY) + (1P + [SHU N +{ P} = [R{T} pe Q% [0,50),

conddtw pe frontiera
3821 1LUPIUCT+ [C1) (D) + [SIUY) = [LI{P pe 9%, x [0,50),
st conddade mifiale (3.3.19).
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3.8.3. Principiul de stationaritate si principiul de minim in
transformata Laplace.

Fic ¢, multimea proceselor deplasarilor admisibile {U} € U care poseda
transformata Laplace {U} in raport cu timpul t in semiplanul complex
Cy={s € C: Re s > 0}, unde C este multimea numerelor complexe.
Presupunem cd {P},{U} si {P,} poseda transformatd Laplace in Cy. Este
evident ca {U} satisface conditia

(3.8.3) (LJ{U(z,y,s)} = [Ilt]{(:J(a;,y, s)},  (z,y,s) € 0Qq, x Cy.

Legat de problema Py, aplicand operatorul transtformata Laplace ecuatiel
de migcare (3.8.1) si tinand cont de conditiile initiale (3.3.19) rezulta

L{0}) = s* (RO} — ([P]" = [S])([C) + [CENP+

(3.8.4) +[S]){0})) = {f}, pe Qo x Cy,
unde
(3.8.5) {f} = {P}+ [RIs{U°} - {V*}).

Clorespondenta problemei Py, in contextul transformatei Laplace g1 no-
tata cu Py, este datd de ecuatia

(3.8.6) L{{W}) ={f}, pe € xCy
nnpreuna cu conditiile pe frontiera (3.8.3) i
(3.8.7) )
[L[2.UC) + [CEODUD) + [SIH{WY) = [LI{ P}, ve 90 x Co.
Iste evident ca, solutia {W*(s)} a problemei Pu este un punct de
stationaritate al functionalel
1

(3.8.8) C.({W(s)}) = 5 [ (s2{W () [RHW (s)}+
J

(D) + SN UCY) + [CINUD] + [SH{V ()} -
_.-gms)}"'{n'(s)})dsz-/ (LI{P. ()Y AW ()}l pe €y x Cy.
J Ky,
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Punai.d

(3.8.9) A({U}) = L,{U(s)})

functiouala (3.8.8) poate fi considerata ca o functionald pe Uy, parametri-
zata prin numadrul complex s. Deci, o solutie {U*} € Uy a problemei Py, da
un punct de stationaritate al lui A; pentru orice s € Cy.

Daca matricea simetrica [C(t)] satisface conditia

(3.8.10) €Y+ [C(s)] >0, s>0,

atunci matricea [C?) + [C(s)] este pozitiv definita.
Teorema urmadatoare arata ca punctul de stationaritate este un punct de
minnm.

Teorema 3.8.1.  Fie [C] satisfacand inegalitatea (3.8.10). Dacd o

functie {U*} € Uy este o solutie a problemei Py, atunci pentru orice numar
real £ > 0, Ae are un minim strict in {U*} pe multimea Uy .

Demoustratie. Fie {U*} € U, o solutie a problemei Py Atunci,
pentiu orice Re s > 0, {U*(s)} satisface ecuatiile (3.8.3), (3.8.6) (3.8.7a) si
(3.8.7h) si este un punct de stationaritate pentru functionala (3.8.8). Mai
mult, considerand {U*} + o{h} € U, cu « € I, C R, pentru s € Cy avem

(3.8.11) #&HW@nmm»%iﬁ (s*{h(s)} [R){h(s)}+

(D] + [SH{R() DT ([CO) + [CMD] + [SD{R(s) g,

unde L.b({(f‘ D{ (s )}) reprezinta derivata Gateaux de ordinul al doilca.

Fie s real.  Atunci {h(s)} si ([D] + [S]){h(s)} sunt vectori ale caror
clemente au valori reale ca g1 Le. Pentru orice £ > 0 gi pentru orice {iz}
adnnsibil nenul, avein

(3.8.12) AL (LU (EMN{RE)}) >

in baza faptului ca [R)] si [CY] 4 [C'(5)] sunt matrice pozitiv definite conform
Ini (3.7.8) 5i (3.7.10). Se poate observa ca anularea lui {h} pe (o0, 00), iinplica
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{k} = 0. Prin intermediul lui (3.8.9), urmcaza d*A¢({U*}|{h}) > 0 pentru
orice {/f .lmisibil nenul §i & > 0.

Teoreina 2.8.2. Fie [C] satisfacand [3.8.10] siTl = {{U} € U;|{U(s)} €
H'(), Vs € C4}, cu HY(Qy) = (HY(Q))®. Dacd pentru orice £ € (0, 00),
functionale Ae are un minim strict in {U*} € I, atunci {U*} este solufie
unicd a problemet Pyy.

Demonstratie.  Presupunem ca {U*(£)} este un minim strict al lui

Ae. Alanci, tinand cont de (3.8.9), pentru orice { € (0,00) trebuie sa fie
indeplinite conditiile:

(3.8.13) dLe({U(€)}{ME)}) =0
S
(3.8.14) dLe({U* ()R} = 0.

Tinédul cont de formula lui Green i de faptul ¢ {iz(s)}lm()“ = {0}, avemn

(3.8.15) AL({U(E)}{E)}) = Q (h())T (R IRI{T*(6)} -

([P} = [SIC® + [P + (ST (E)D) — {F (&) P+
b LREY AP+ CEDUPT+ SO = (Pu(©p

pentru orice {h} adnisibil. Pe de alta parte

(3.8.16) EL (T E{HE)}) = / (€)Y RI(E)} +

Qq
HUDY+ [SH{REO N (] + [CNUD] + [SDH{R(E)1))de

pentra orice {h} admisibil gi nenul. Cuin, conditia (3.8.13) are loc pentru
orice € > 0, pe baza relatiei (3.8.15), functia {U*(€)} satisface ccuatiile
(3.8.6) 51 (3.8.7) In €y, adica este o solutie a problemeti Pui peutru valorile
reale ale hun s,

Mai ninlt, ca este o solutic unica a acestei probleme ca o consecinta ca
matricile [£] g1 [C0) + [C(s)] sunt pozitiv definite.
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Pe e alta parte in virtutea faptului cd matricele [R] si [C?] + [C’( )] sunt
pozitiv d:finite, operatorul L, este tare eliptic pentru orice s € Cg. Deci
problema Py are o solutie unica {W*(s)} € H'()) care este analitica in s
pe Cy si egala cu {U*(s)} pe semidreapta reald pozitiva (conform lui Lions
[1955]). Urmeaza ca {W*(s)} si {U*(s)} vor coincide pe intreg semiplanul
complex Cy.

Unicitutea transformatel lui Laplace, implica prin uwrmare ca {U*} tre-
buie sa fie solutie unica a problemeil Py 1n H..

3.8.4. Principii de minim via functii pondere in domeniul
timpul..:.
Vo cousidera spatiile
(3.8.17)
]Jj([(),\)O) — {{U} € Lloc [O OO )l{U( )} € {V}7 Vs € Cd})
(3.8.13)

H ([0, x); L) := {{U} € Hi,e([0,00); LAQ){U(5)} € L*(Q), Vs € Cy},

unde

V - spatiu Hilbert convenabil ales;  L2(€g) := (L*(Q))®;

Li ([0,00); V) := {{U} : [0,00) — V| {U} — masurabila si {U} €

L%(I1) peutru orice interval compact I C [0,00)};

! ([0,00); L2(Q)) := {{U} : [0,00) — L*(y)] {U} — masurabila si
{U},'l } € LZ([) pcntlu orice interval compact I C [0,00)}.

Fie funciia T € CY(J0,00)) a carei transformata Laplace reala este data
de

(3.8.19) ')f(t)-_—/ [(s)e " ds.
0

In termeni de v putem defini forma biliniara < -, - >, pe L% ([0, 00);
L2 (Qy)) prin relatia
(3.8.20)

< U AV >7=/ / w+r)/Q (U, y, YV (e, y, 7) YdtdTdSd,
0 0 0

cu {7} 51 {V} vectort de dimensiune 5.
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Din definitia lui 4 avemn si
(3.3.21) < {U}L{V} >7=/ I‘(s)/ {U(z,y, )} {V(z,y, s)}dsdQ.
0 Qg

Este evident ca aceasta forma biliniard este bine definitd pe L? cand I' €
LIS\
C™([0, 00)).
Putem acum sa aratam ca problemei mixte Py, 1 se poate da o formulare
variationald in termeni de < -, - >,.
Consideram functionala

MUY = 5 < (U}, [RI} >, 4+ < (DI

TSIUY (ICY) + [O]*)((['D] FSIUY >y — < (U} {P} >, -
3.8.22 — S T T{P,(7)}dtdrc
(3.8.22) /0 / 2t +7) /mua]wa)} {By(r)}dtdrdl+

+ [0 [ QO@YTIRIUO) - {0°) ~ (V@Y R D

1 ' g _

+37(0) | ATO}F [RHU(0)}d,

unde vectorii {P} si {P,} sunt presupusi cd apartin respectiv la spatiile
L2([0,00) - LAQ)) § L2([0, 00); L2(O%%)).

Introducemn deasemenea spatiile :

(3.8.23)
P = {{U} € Li([0,00); H'(Qy) N HL([0, 00); L)) : {UMoa,. = {U}},
(3.8.21)

Py = {{I} € LE([0, 00); H'(£2y) N H ([0, 00); L*())) : {k}|oa,. = {0}},
und THY(Qy) = (H'(Q))®.

In aceste conditii principiul de minim poate fi formulat astfel:

Teorema 3.8.3.  Fice [C] satisfacand inegalitatea (3.8.10). Daca {U*} €
P oeste o solutie a problemei Py cu {P} € Li([(),oo);Lz(Q)) §1 {]_’,,} €
LA([0,x); L2(O)); atunci pentru orice funcfie T € C3([0,00)), funcfionala
A ({UY) wre unomanam tn {U*} € P.

126

BUPT



Demonstratie . Fie {U*} € P. Orice element {U} € P poate fi scris
ca o camd {U*} 4 {h}, unde {h} € Py. Atunci, tinind cont de simetria lui

o avelll .

(3.8.25) AU} + (1)) = A, ({U*}) =< (B}, [RI{T*} >, +
5 < AL BRI} >, + < (D] + [SH{R), (") + [CI) (D14
SN >, 45 < (D14 [SDIRY, (€] + [CPO((D) + [SDRY) >, -
_ . _‘OO.OO,T. UOY{ P, (1) }dtdTc
< (py> L[ e [ MY P)
4/ ) /Q (RO TIRI{T (O} + {h(t)} + () [RI{U* (0)} - {U°}) -
~{R0Y TRV} didS + 54(0) /Q {R(0)} ((RI{R(0)} + 2[RI{U" (0)})ds2.

Tutrucal {U*} este solutie a problemei Py, pe baza formulei lui Green si
(inand cont de (3.8.20) 51 (3.8.21) se obtine

(3.8 26) AL (U + (1Y) = A ({U*)) = % < {0}, [RI{}} >,
- [750 [W RIO)a2 + 30) [ (RO IRIMO0) a2
Ju J Qg

3 < (D)4 [SD{RY, ("4 [CIP] + [SD{RY) >

care se ial poate scrie

AU+ {h)) = AL({U*D) / /Q (52 ()Y [RI{R(s) ) +

7o

(3827) LD+ [SHR) DT CY) + [CMUP) + [S){R(s)}dsd2.

Datorita faptului ca [R] si [C°] + [C'(s)] sunt matrice pozitiv definite, din
(3.8.27) rezulta

(3.8.28) A({U*Y + {h}) = A, ({U*}) > 0,

adica {U"} este minim pentru A, pe P g1 demonstratia este completa.
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3.9. Raspunsul dinamic al unei placi vascoelastice utilizand
transformatele integrale "EC” SI ”ES”.

3.9.1. Stadiul actual al problemei.

T vederea analizei tensiunilor vascoelastice , Schapery [1962] a utilizat
metoda colocatiel pentru a putea aplica transformata Laplace inversa. Cost
4 oo [2] au folosit aceeasi metoda in aproximarea transformatci Laplace
inverse i au dat o recomandare privind modul de alegere a punctelor de
colocatie.

Utilizand o versiune modificata a metodei lui Schapery, Novotuy si Hanu-
Ska [1976] au realizat un studiu numeric privind raspunsul vascoelastic al
unui sistem multistrat.

T conlinuare se va ardta cumn utilizarea transformatelor integrale ”EC” si
"ES” introduse de Chelu [1991], combinatd cu metoda colocatiei, permite
aflarca raspunsului dinamic aproximativ al unei placi subtiri vascoelastic
izolropa i omogenda. Modul cum se poate obtine raspunsul dinamic al unei
hare vascoelastice omogene drepte, respectiv curbe utilizand aceeagi metoda
a fost prezentat in lucrarile lui Dobre gi Chelu [1995a,c].

3.9.2. Transformatele integrale "EC” si ”ES”.

Vour nota cu R multimea numerelor reale. Fie data functia £:(0,00)— R,
integiabila Lebesque pe intervalul (0,a)CR g1 un numar complex s=o + i1
(0, 7 € ), expresia

(3.0.1) fo)= [ e = i),

dupa cum este bine cunoscut se numeste integrald Laplace, iar functia f(s)
transformata laplace a funcgiel {(t).

Dacd uotam cu o = p $1 7 = -w, atunci
- B . —— -y
(3.9.2) f(s) = / eI ydt = [ (pyw)+ i f(pyw),
0 NG ES
unde
(3.9.3) T(p,w) = / e Pf(t) coswtdt = L (f(t))
Ec Ju EC
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5l
(3.9.4) Efs(p,w) =/0 e P f(t) sinwtdt = E‘Cs(f(t))

Expresiile (3.9.3) si (3.9.4) le vomn numi respectiv integrale "EC” 51 ”ES”,

jar f (p,w) si f (p, ) transformate "EC” gi "ES”.
[‘umu(l cont ca

(3.9.5) /0 f'(t)e P coswtdt = pETC(p,w) + wzg(p,w) — f(0)
51
(3.9.6) /0 f'(t)e P sinwtdt = pETS(p,w) — wi(p,w),

trecand la limita pentru p—0 si. w —0 obtinem respectiv:

(3.9.7) f(00) =lim(p [ (p,w)) + lim(w f (p,w))
51
(3.9.8) lim(p E?S(p, w)) = lim(w E?C(p,w))-

Pe de altd parte trecand la linitd pentru p — oo gt w — oo 1n relatiile
(3.9.5) si (3.9.6), obtinem respectiv

na RTINS | : N
(3.9.9) £(0) %L:E(z)bfc,(1),w)) + %{‘E(“’JS(““’))
51
3.9.10 f = lin (w [ (p,w)).
(3.9.10) fin (p pf(p,w) %L_Ig(wg;,(p,w))
() proprictate importanta in cele ce urmeaza este urmatoarea:
Proprictatea 3.9.1. Au loc relafule:
3.9, C(f f g — f(p,w) T
(3.9.11) L(fxg) =L (pw) T (pw) = J(pw) T (pw),

129

BUPT



(3.9.12) L(fxg)= bfs(}),w) (p,w) + f(p, w) g (p, )-

wnde * reprezintd produsul de convolujie.
Demonstratie. Rezulta imediat ca

L(f*g) = f(p—iw)d(p —iw) = (,

(P,w) + i [ (p,w))x

R\I

(39.13) x(L (pw)+if(0w) = (L0,0) T Bw) - [ (p.w) T(n,w)+

+i( L (p,w) T (0,w) + [ (p,w) T (p,w)),

Timaud cont ca
914 - _ :
(3.9.14) L(frg)= L(frg)+iL(f*g),

din relatiile (3.9.13) 51 (3.9.14) rezulta (3.9.11) si (3.9.12).

Daca definim operatorul £ = [£ L]7) atunci exprimarile (3.9.11
EC ES P

(3.9.12) se pot scrie condensat astfel:

LI [ (pw) —f(pw 9.(p,w
(3.9.]5-) L‘(f*g)={ }(f*J) [E(v([7 ) E_S(p’ )}{ES_IC(L )}

Es Efs(l) w) Efc(p,w) 5. (p,w)

3.9.3. Ecuatiile de miscare.

Vom cxamina vibratiile transversale ale unei placi subtiri plane drep-
tunghiuare de dimensiuni a , b g1 grosime h, corespunzator cazurilor

1), simplu rezemata pe margini;

2% shplu rezematd pe marginile opuse de latime b si incastrata pe
celelalte doud, care este confectionatd dintr-un material liniar vascoelastic
omogen i izotrop. Acest caz a fost considerat intr-un alt context de Dobre,
Chelu 31 Motica [1994] prin utilizarea metodei medierii.

Feuatiile de migeare in deplasari se exprimd matriceal prin ecuatia

(3.9.16) [L{U} + {¢} = [RI{U},
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unde: {7} = [u® @ w, P,)7, {q} =[00¢00]7 (q-Incarcarea transversala);
[R] este o natrice patratd de dimensiuni 5x5 definita astfel

5o 0 0 0 0]
0 po 0 0 0
(3.9.17) [Rl=|0 0 g 0 0
00 0 p O
00 0 0 p|

cu
hf?2 . ph3
(3.9.18) Pup) = [ (1,pz = (o, B0
b2 12
i p densitatea de masa; [L] este o matrice patratd de dimensiuni 5x5 cu
clementele L;; operatori integro-diferentiali de forma
Lll - All( ),:x::c + 446(5( ),Uya
Lipg = Ly = (A1g + Ag)( )
Loy = Ags( )2z + A2l ) yy»
Lyy = k[As5( ) ze + Aaa( ) yy»
Lyy = —Lyg = kAss( ) o,

(3.9.19) Lys = —Lgy = kAu( ).y,

Las = Dy ) o + Des( ) yy — KAss( ),

Lss = Des( ) ex + Daa( ) yy — kAas( ),
Liy= L3y =Lyy=Ly=Ljs=1Ls =Laz=
Lyy= Ly =Ly = Lys=Lsy=Lys=L5g=0

cu k= n*/12 - factor de corectie gi virgula urmata de indici reprezentand
derivata partiala in raport cu acei indici. In relatiile (3.9.19), operatorii A;;
51 D sunt definity astfel:

_‘U = A(‘Jj + ‘Liij cu .4?_' = h(/\UAU + 2#061}) §l
-4

(3.9.20) ALE() = RN + 2“0@,,)/ L(t — 7)E(T)dT

U
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(27J = 1)2) 37475’6)7

D = DO + D] cu D (h3/12)()\0A,J + Z,U()éij) s

(3921) D?J(f(t)) = (h3/12)(/\0A,'j + 2/L0(Sij)/(; F(t - T)f(T)(lT

(4,7 =1,2,6)

unde: Ay g1 pg sunt constante de material; I' este functia de relaxare, 6;;
este siinbolul lul Kronecker g1 A;; care poate lua valorile 1 dacd simultan
indicii 1 g1 j sunt mai mici sau egali cu 2, respectiv 0 daca cel putin unul
dintre indicii 1 g1 j este mai mare strict decat 2.

Conuditiile la imita pentru cele doua cazuri considerate sunt:

1Y), placa simplu rezemata pe contur

(3.9.22.u) W =w= Yy = u =,, =0 daca 2=0,a (0<y <)

(3.9.22.a) O =w=1, = 'v?y =1y, =0 dacd y=0,b(0<2<aq)
2"). placa simplu rezemata + Incastratda pe contur

(3923¢) V=w=y,=u, =1, =0 dacd 2=0,a (0 <y <)

(3.9.23 b) wW=v"=w= '«,/.’;. =¢,=0 daca y=0,b(0 <2< a)
Counditiile inigiale se considerd de forma:

(3.9.24) {U%,y,0)} = {U°x,9)};  {U(x,4,0)} = {V(x,9)},

unde {0} = [ul o8 w® 0 )" si {VO} = [@f 08 w® 0 +,]T sunt vectori

dati avand elementele depinzand de coordonatele spatiale x si y.
Solutia ecuatiei (3.9.16) se cautd sub forma de serie:

o0 00
(‘S()_)S) {(/(LL','J, ZZ ' l/ nm (t)}mn)
=1 n=1
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unde

(3.9.26)
)I(mn(xa !/) -)Q{mn(a;> y) 0
[X(L,y)] - 0 0 }3{11111(17,?/) 0
0 0 0 )l(mn(a;)y) }gmn(w,y)
1Y). placa simplu rezemata pe contur

(3.9.27.4) Xomn(2,7) = cos ToL gin MY

1 a b
(3.9.27.0) Xon(2,y) = sin ot cos oY

2 a b
(3.9.27.¢) Xon(,y) = sin 2 sin "_;)TJ_

' a

2V} placa simplu rezemata 4 incastratd pe contur

(3.9.28 a) Xl y) = cos ™V gin Y.

! a b
(3.9.28.b) Xpun(it, y) = sin —= sin —2 |

2 a b
(3.9.28.(7) an( - J) — sin mmx sin n7ry,
(3.9.29) {T(t)} = [T,,,,, T,,l,, (1) Tmn( )T

Substituind solutia (3.9.25) in ecuatia de migcare (3.9.16), luand in con-
siderare relatiile (3.9.17), (3.9.19), (3.9.26), (3.9.27) (respectiv (3.9.28)) si
(3.9.23), multiplicand la stanga cu [X(x, y)]%  si apoi integrand pe dome-
mul {0 «] x [0,b] In raport cu x si y, obtinemn urmatorul sistem de ecuatii

de migcare seris sub forma matriceala:
(3.9.30)

[R]{f['“)}lll“ + [C'],,,”{T(t)},,,,, = {Q(t)}mn + )\[C']mn/

0

!
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unde

] 250 0 0
(3.9.31) [Rl=<¢ 0 py 0 %
0 0 2p

iar cu [Clmn s—a notat matricea de dimensiuni 3x3 avand elcinentele
1mn n "
= (= . (A + AY) + (3)2(14(2)2 + Ags)),

mn 1 m n
Coy' = "’”2[(;)214.%5 + (E)QAM’

(D} + Di) + (5

v;gn — Cmn Cirén — C 0
mn mn
23 — C32 - ( )A55’

{Q )}mn - [O an ) 0]7

(3.9.32) Co" = )2(DYy + DY) + k(19 + AY),

cu

4 a b
(3.9.33) Qun(t) = — / / q(z,y,t)sin T2 sin nﬂy({:v({y
(lrb JO 0 b

a

$i A un parametru mic daca presupunem o vascozitate mica corespunzand

C011dl§111e 1n1!;1a,le (3.9.24) devin:

t {
(3()34(1) {T(O)}”m = ib/ /[4\’(.1,‘,3/ mn{U T, yv())}lh(ll/v
ab Jo Jo

(3.9.34.)) {T(0)}m = b_/ /[\ z, )T {U(x,y,0)}dady.
a

3.9.4. Utilizarea transformatelor integrale ’EC” si "ES” pentru
aflarea raspunsului dinamic al placii.
Vom prezenta aici o metoda de solutionare numerica a problemer uti-

lizand transformata integrala £ = [Il; /Ls]7
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Pentru a nu ingreuna scrierea indiciald ne vom referi nuumnai Ja compo-

nenta mn. Astfel, pentru {T'(t) },,, folosim aproximarea

Moin
{T(t)}mn = {T(OO)}mn + Z e—akt({C'}gk_l cos kwt |-
k=1
(3.9.35) +{C}2k sin kwt) + {C’}QMn"‘_},lfQ[W"m_l_l(t),

unde: {C}; (i = 1,2,...,2M,,, + 1) sunt constante necunoscute; oy (k =
1,2,..,2M, + 1) si w sunt parametri specificati ai aproximatiei; fops 41(#)

este o functie aleasa convenabil astfel incat

(3936) tlim f2an+1(t) = 0.

Constantele {C}; (1 = 1,2,...,2M,,,, + 1) se determina din conditia ca
eroarea medie patraticd intre {7'(t) },,, i aproximatia (3.9.35) sa fie minima,

ceea ce implica relatiile:

o 1 [° -
3.9.37 (= (¢ (1) bndt) (K =1,2,..., M,
B93T)  gra—(5 [ OV }mdt) )

sl

o 1 [ .
3.9. AT\~ ’ (1) pmnat =1,2,...,M,,),
(0:938)  gra(G [ COMEOhd) (k= 1.2.08,)
unde
M"l"
{r(t)}mn = {T(t)}")” - {T(OO)}nm - Z e_akt[{c’}2k~l (()f:(l‘nwf)_"_
k-1
(3939) +{C’}2k Sill(kwf)] — {C’}Q}\/m"+]ngm"+1(f)

este rezidul si {0} = (00 ... 0]1,,, .
Din ecuatiile (3.9.39) si (3.9.38) urineaza, respectiv

[) [{T(t)}mn - {T(OO)}mn - {C'}'Zt\l,,,n+lf2/\lm,,+l(t)](-)nj’ “”S(.}.w’)(lt =
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= / e~ (@t cos(jwt)[{CYa_ cos(kwt) 4+ {C}o sin(kwt)]dt
0

(j=1,2,..., M,,,,,)
51

/U.OO[{T(t)}mn - {T(OO)}mn - {C}2an+lf'ZM,,,,,+l(t)]eajt Sin(th)dt =

Mon

(3.941) = Z/ ~leitel gin (jwt)[{C}ak—1 cos(kwt)+{C Yo sin(kwt)]dt

(j=1,2,...Mp,).
Ecuatiile (3.9.40) st (3.9.41) se mai pot exprima respectiv prin

U,

Iy

(‘rjajw)}mn - {T(OO)}mnblc(a])]w) - {C}2M,,m+1 f2M"1"+1 (ajajw) -

Almn

(’391‘) - 2 Z[{C}QL 1 (a_] + Qf, W (7 + k)) + E.Tc(aj +akaw(k _J)))+

+{C"} 1((¥J+(Y/€,w(J+L)) Lb(a1+ak, wk=3)))] (G=12,...,M,,)

si

Y

{[",;1.1 (“l'ja.jw)}mn - {T(OO)},”,,le((\_),jw) - {C}ZA’I m+1 f21\/[ ntl (a.l) /w) =

M,,
(3.9.13) Z[{C}Ml (0 + g, w(i + k) + L+ aw,w(j = k)+

k*v{('}'lk(lj‘.(“j + (Yk)w(k - .})) - I?T(V.(aj +(l’k,(.d(j + "’)))] (.} = 172a ceey A/[mn)
L pr 1 1 s
unde prin & gl s

s-au notat transformatele integrale "EC” g1 "ES” ale
functicr f(t )'
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Tinand cont ca

_ P - W
(3() ll) EC(p,uo p2-+(02, Es(p’uo pQ-F(U2’
ecuatiile (3.9.42) si (3.9.43) devin respectiv
M
> (azjo1pe-1{Chok1 + azjm1 21 {C o) + @2j- 120, 41{C }omt1 =
kol
(3.9.1%) = {blyj-1 (1 =1,2,..., Mmn),
A,
> (a2 1{Chakr + azju{Chan) + azjomm 1 {Chomtn =
k-1
(391()) - {b}ZJ (_} = 1>27"'7A{[mn)7
unde
; _ 1
(3.9.47 «) azj-126-1 = 5(0 +ou)(wje + vje),
, . W, . ,
(3.9.17.0) Qgj—12k = 5[(] + E)ujr — (5 — E)vji],
‘ w,, . .
(3.9.17.¢) a2j k-1 = 5[(] + B)wjk + (5 — k)vil,
, 1
(3.9.47.d) wjsk = 50+ a)(vje — i),
(3.9.17.¢) A1 M+l = E{?”’nm*" ((Yjajw)7
(\59]71) A2 2Mun+1 = E-{S?Almu'fl (aj,ju)),
(3.9.17.¢) u :
J.. A ke — 5, - )
J Ik (@ + )2 + w2(j + k)2
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1

3.9.4H.h 7 —
(59474 Vit = o ) i R
(3.9.17.1) {bhjm1 = {T(aj,50) bnn — dj1i{T(00) }ran
(3.9.47 §) {b}2; = {T(a;,j0)bmn ~ de{T(00) }sun,
- Q; Jw
3.9.47.k dyi_1 = J Iy, =
( ) 2_] 1 (Y?‘{— (](4))2 b] (2] O.’?-'— (]u})Q )
(3.9.47.1) {T(c0)} = lm[p{T (p,w)}n +w{T (p,w)}].
Conziderand t=0 1n (3.9.35), obtinem:
Mo
Z(GQM,,,,,H,‘zk—l{C}zk—1+
k=1
(3.948)  tasps,,+1,26{C }ar) + @ontpn 412 +1{C YoM 41 = {bfartt1,

unde:

(3.9.»19.(1) (12;\[,,,,,+l,2k—l = 1, ' a'2M,,,,,+l,2k = 0 (I‘»‘Zl,Q,...,]V[mn);

(3.9.19 b)
g, 1zk—1 = o, +1(0); {b}am,4+1 = {T(0)}inn — {T(00) bun-

Iutroducand notatia
(3.9.50) [A],‘j = (l,'j[[],

cu (1] matricea unitate de ordinul 3x 3, sistemul format din ecuatiile (3.9.45),
(3.9.16) 5i (3.9.48) se mai poate scrie sub forina matriceala

RN [4]12 [Alioar,+1 1 ( {Ch
| 1) [A]2 [A]2280,41 ) {C} _
A v o (Ao, 12 [Al2atu + 12800 +1 1 UAC Fortint
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( {bh )
(3.9.51) = {b:}Q 3

C{b}ertnnt1 )
de unde se determina vectorii {C'}; (1 = 1,2, ...,2Mpn, + 1).
Acum, vom arata cum sc obtin {T aj,jw)}mn, {TS(aJ,Jw)},,m (j =

M) $1 {T(00) o, care 1nterv1n in expresiile termenilor liberi {b};
(i — 12 M+ 1),

Ecuatia (3.9.30) se mai poate scrie:

(3.9.52) (BT} + [Clan(1 = AT){T 0 = Qs

avand conditiile initiale date de relatiile (3.9.34.a,b).
Existd urmatoarele relatii evidente:

G L (p* = A 2pw[I]
L({I (t)}mn) = { } {T }mn) = , ‘ 9 X
55 l: —2pw[[] (p2 — W )[I]]

. P y {Z—"(p’ w) }mn B [[] ) ~ p[I]

(3.9.53) { {i(l%w)}mn } [[0]] {T(0)}nn [~w[[]] {T(0)}nn |

[;:Fc I} =L (p,w)I] {{Zc(p,w)}mn }
{L(p,w)}n

Cp)l] L))
Aplicaud operatorul £ = [ELC é’s]r ecuatiei (3.9.52), pe baza relatiilor

(3.9.53) 51 (3.9.54), obtinem

(3.9.55)

[,13(1), (d)],,,” — [’7’(1), w)],,,,, ] {E_T_C(P’ w)}um } _ { {gc(p'w)}mn }
[ l(‘“’w)]”m [’d(p’w)]'“" {g;.(z’ﬂ"))}mn {Egs(p7w)}mn ’

unde
(.5()5()(1) [,d(p,w)],,,,, = (])2 - Wz)[ﬁ] + (1 - )\EF(,(P,W))[C]mm
(3.9.50.b) bl = —2pw[R] - F (P, W)[Clun,

139

BUPT



(3956)  { T (e = {QP) b + RO bn + PIT(O) o,

(3.9.56.d) {Egs(p,w)}mn = {gg(p,w)}m,, — wW[Cma{T(0)}1n.

Considerand pe rand inlocuireap — o, w — jw pentru (j = 1,2, ..., M,,,.)
1 ccuatia matricealda (3.9.55), utilizand relatiile (3.9.56.a-d) si conditiile
initiale (3.9.34.a,b), prin rezolvare se obtin {g;(aj,jw)}mn si {g;(aj,jw)},,,"

(j =1,2,..., My,) care intervin 1n expresiile lui {b}s;_1 51 {b}2; ( = 1, 2,
M)

Pentru a determina {T'(00)},nn, este necesar sa se evalueze limitele

L { I’{Ez(p,w)}nm} = (lim [[ﬁ(p,w)]mn —['y(p,w)]mn]_l)x

f(«‘) . V{g;.(p>w)}mn [7(1), w)]mn [ﬁ(p,w)]mn

ey

p—0

w0

' g ) mn
(3.9.57.a) X (lim {p{E—C(p <)} }),

: (‘){T(,'(p’w)}”m o [/B(paw)]"m _[7(107"‘))]"1“ -
lhn { E } (lim [[7(p,w)]1nn 1B(p, )]s ] ) X

w ﬁ P,w) mn
(3.9.57 1) x(lim{ {E_C( } }

w{gs(pa w)}mn

care se oblin multiplicand (3.9.55) respectiv prin p g1 w, lar apoi trecand
la limita pentru p — 0 ¢i w — 0. Tindnd cont de limitele (3.9.57.a,b) In
relatio (3.9.47.1), rezulta {T'(00)} -
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CAPITOLUL IV

PRROPAGAREA UNDELOR INTR-O PLACA SUBTIRE
VASCOELASTIC LAMINATA

4.1. Stadiul actual al problemei.

Majoritatea studiilor privind propagarea undelor in medii vascoclastice
a lo.t focalizatd asupra cazului unidimensional, cazul tridimensional fiind
cougiderat intr-un numar mult mai mic de lucrari. Coleman 1 Gurtin [1965)
au studiut propagarea frontului de unda intr-un mediu vascoelastic tridi-
meunsional obginand viteza de propagare a undelor de acceleratie gi de ordin
superior. Varley [1965] a obtinut o ecuatie neliniard de transport pentru un-
dele de acceleratie in care frontul de unda are o forma arbitrara. Propagarea
51 atenuarea undelor 1n solide liniar vascoelastice a fost studiata de Valanis
[1965] Herrera gi Gurtin [1965] cu ajutorul unui principiu de corespondenta
au cxtins rezultatele asupra propagarii undelor de acceleratie i materiale
clastice neomogene i anizotrope la materiale vascoelastice neomogene si
anizotrope, dar nu au stabilit g1 ecuatia care descrie cregterea amplitudinei
undel. Fisher gi Gurtin [1965] au studiat apoi atat problema propagérii un-
delor de soce, cat st a undelor de acceleratie si de ordin superior In materiale
vascoclastice, neomogene gi anizotrope i au aratat ca viteza de propagare
este Jdata de acceeasi ecuatic pentru undele de soc, de acceleratie i cele
de¢ ordin superior. Hayes g1 Rivlin [1972] au studiat propagarea undelor
plane sinusoidale de amplitudine mica intr-un material viscoelastic neliniar
izotropic supus la o stare purd de deformatie omogend. Undele sunt po-
larizale de-a lungul directiilor principale pentru deformatia omogena pura.
De ascinienea, Hayes gi Rivlin [1974] au studiat propagarea undelor plane
sinuscoidale In materiale liniar vascoelastice, izotrope i anizotrope. Ei au
presuj.us cd partile imaginare ale modulilor complexi sunt mici comparativ
cu paiGile reale $1 ca marimea corespunzatoare a partil imaginare a vec-
torului wlowness este mica comparativ cu partea reala. In plus, au aratat
can cazul anizotrop exista trei unde - una longitudinala gi doua transver-
sale care se propaga, fiecare din ele filnd ugor polarizata eliptic, iar in
cazul 1zotrop una din aceste unde este longitudinala, 1ar celelate doua sunt
nude transversale identice, de asemenca ugor polarizate eliptic. Ting [1976]
utilizandd tehimica dezvoltari in serie n jurul frontului de unda (tehnica
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initiata de Friedlander [1958] si aplicatd pentru unde acustice liniare) a stu-
diat propagarea discontinuitagilor de ordinul intai, cat si a celor de ordin

;.. .ior pentru un mediu vascoelastic neliniar. El a obtinut viteza normala
a froutului de unda, viteza de raza si ecuatiile de transport pentru unde de
orice ordin. De asemenea, el a aratat ca ecuatiile de transport pentru un-
dele de acceleratie sunt neliniare, in schimb pentru undele de ordin superior
acesle ecuatii sunt liniare. McCarthy i Eringen [1969] au studiat propa-
garca undelor in materiale micropolare vascoelastice, determinand vitezele
de propagare a undelor de soc. Ei au gasit cd ele nu sunt influentate de
functiile de microrelaxare ale materialului. De asemenea au fost deduse
couditiile de propagare g1 ecuatiile de crestere a amplitudinii undei. Mau-
giu [1971] a investigat propagarea undelor in materiale micropolare simple
st liniar vascoelastice.

Unde de acceleratie in medii vascoelastice de tip Maxwell-Zambera au
fost analizate de Dunwoody si Dunwoody [1977].

Asa cum s—a aratat in §3.1, propagarea undelor in materiale compozite
modclate ca medii vascoelastice a fost studiata de: Bedford si Stern [1970];
Stern, Bedford gi Yew [1971]; Baker {1971]; Chen si Gurtin [1973]; Chris-
tensen [1973]; Hlavacece [1979); Ting si Mukunoki [1979]; Ting [1980], Madan
[1993), etc.

Relutiile de dispersie gi forma modurilor pentru unde in materiale com-
pozile vascoelastic laminate, a fost studiata prin metode diferenta gi metode
varialionale de Mukherjee si Lee [1975,1978].

Cliclu gi Marinca [1984] au studiat propagarea undelor de soc avand
forma arbitrard, intr-un mediu liniar vascoelastic neomogen g1 anizotrop in
cazul tridimensional. S-au stabilit atat conditia de propagare, cat gi ecuatia
care descrie intensitatea undei.

Caviglia si Morro [1995] au investigat propagarea undelor armonice in ra-
port cu timpul 1n solide liniar vascoelastice omogene si anizotrope. Propa-
garea undelor Intr-un solid transversal izotropic este examinata in detaliu.

Demiray i Eringen [1977] au studiat propagarea undelor in materiale
compozite vascoelelastice armate cu straturi de fibre ortogonale.

Chiclu [1985] a studiat propagarea unelor Intr-o placa vascoelastic lami-
nata. Propagarea undelor de aceleratie intr-un cilindru subtire vascoelastic
laminat a fost studiata de Chelu [1987] pentru cazul circular i de Chelu i
Draganescu [1995] pentru cazul necircular.
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I wcest capitol noi prezentam propagarea undelor de gsoc si de acceleratie
avan.d forna arbitrard, intr-o placd subtire omogena liniar vascoelastic la-
iiniava. i liecare caz am stabilit atat conditia de propagare, cat si ecuatia
de transport. Utililizand tehnica datoratd lui Braun [1974] am stabilit apoi
ccuatia de transport de-a lungul bicaracteristicelor. Am aratat ca vitezele
undclor de goc si de acceleratie sunt date de aceeasi ecuatie corespunzatoare
probluinei de valori proprii g1 vectori proprii. Punctul esential In aceasta
aflirmatie 1-1 reprezinta faptul ca vitezele undelor vascoelastice sunt dictate
de rdspunsul elastic al materialulul. Acest lucru este important pentru céa
avand acceasgi conditie de propagare ca la elasticitatea liniard, o serie de
rezultate privind propagarea undelor in placa liniar vascoelastica au ana-
log 1In j:laca liniar elasticad. De asemenea, am ardtat cd intr—o placd liniar
vascoclustica laminatd omogend si ortotropa, o unda de acceleratie nicio-
datd nu se poate transforma ntr-o unda de soc.

4.2. Propagarea undelor de soc intr-o placa subtire liniar
vascoelastic laminata.

4.2.1. Unde de goc. Conditia de propagare.

Sc considera o placa subtire liniar vascoelastic laminatéa infinita cu lamine
omogene in care se presupune ca se propagd o unda de soc.

Lema 4.2.1. (Fisher gi Gurtin [1965]). Dacd g st k sunt doud funciii
definite pe R? x R cu urmdtoarele proprietdfi:

(i) g este functie continud pe R? x R,

(ii) k cste functie continud §i cu derivate continue pe R? x R — &,

(iii) k cste functie mdrginitd pe orice compact inchis, inclus in R? x R,

(iii) multimea w,={t|x € L, C R* 0 < t < oo} are mdsurd nuld, atunci
functia A definetd prin A(a:,y,t):fot g(z,y,t —s)k(x,y, s)ds este continud pe
R* x .

Decfinitia 4.2.1. Se spune cd o curbd C;, C R? de ecuatie

(12.1) fleynt) =t — (e, y) =0
care sc propagd cu viteza U, in planul mediw al placie subtirt lintar vascoelastic
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luminuld este o curba de discontinuitate tare (unda de soc) dacd sunt
sati~[icute wrmdtoarele condifii:

) functia {U} este continud pe R* x R;

b) functiile {£}, {e}, 2{U}, 2{U}, {U} ca gi derivatele lor de ordin su-
perior pot poseda discontinuitdfi de salt la traversarea lur Cy, dar ele sunt
continue pe R* — Cy;

¢) functia vectoriald {P} este functie de clasd C° pe R? x R;

d) functia matriceald [C] este funtie de clasd C* pe R? x R.

Definitia 4.2.2. Presupundnd cd saltul i {V} = {U} la traversarea
curbot C; este dat de

(4.2.2) [{V}] = —sid},

unde {d} este un vector unitar al spatiului vectorial R® ({d}T{d} = 1), s
se numeste intensitatea saltului undei de soc.

Considerand @ = {V'} 1n conditia de compatibilitate cinematica (2.2.7) si
luand 1n considerare continuitatea lui {U} la traversarea curbei C; obtinein

(4.2.3) [{U}] = (1/U)snu{d}.

Teorema 4.2.1 Intr-o placd subtire compozit lintar vascoelastic lami-
natd wvand ecuatia constitutiva (3.3.15), viteza de propagare U, a undet de
soc constderatd tntr-un punct (x,y,2) € C; satisface urmdtoarea problema

de vectort propric gt valort proprit numaita condifia de propagare:

(4.2.1) ([Da]"[C°)[Da] - U[RD{d} = {0}.

Deinonstratie. Ecuatia de salt obtinuta din legea de bilant a momen-
tulul lintar are forma

(1.2.5) [DI'I{=} + UL[RII{V }] = {0},
unde s a {inut cont de continuitatea lui [S]T{EZ}, {P} si [R] la traversarca
curber O

Considerand operatorul salt la traversarea curbei C; 1n legea constutitiva
(3.3.15) si tinand cont de relatia (3.3.16) g1 de lema lui Fisher gi Gurtin
[1965], avem
(-1.2.6) {E(x, y, 0} = [C(x,y,0)][{e(z, y,t)}].
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Aplicdnd operatorul salt la traversarea curbei C; relatiei (3.3.15), rezulta

(127) [{e}] = LIPHU},

unde coutinuitatea lui {U} la traversarea curbei C; a fost considerata.
Utilizand relatia (4.2.3) avem

(4.2.8) [[IDRU} = (1/Un)s[Dn}{d},
iar din relatiile (4.2.6)—(4.2.8) se obtine

(4.2.9) {E(=z,y,0)}] = (1/Un)[C (=, y,0){d(2, y) }-

Substitaind [{Z(z,y,t)}] dat de (4.2.9) in ecuatia (4.2.5), luand in consi-
derare relatia (4.2.2) gi utilizand notatia [C°] = [C(a, y, 0)], obtinem conditia
de propagare (4.2.4).

[enatia (4.2.4) admite o solutie netriviald pentru vectorul propriu {d}
daca 1 numai daca

(4.2.10) det([D,)"[CY[D.] — UAR]) = 0.

Remarca 4.2.1. Vitezele de propagare ale undelor de soc tntr-o plucd
sublire lintar vascoelatic laminata nu depind de timpul t, dar sunt functic
de clementele matricelor [C, [R] st [D,).

4.2 2. Variatia intensitatii saltului undei de soc.

Voui examina acumn variatia intensitatii saltului undei de goc ce se propaga
mtr-o placa subtire compozit liniar vascoelastic laminata.

Sc puate astfel enunta teorema:

Teorema 4.2.2. Intensitatea s o saltului unet unde de soc propagandu-
se tnlr o placd subfire compozit lintar vascoelastic laminatd avand ecuafia
constilutiva (3.83.15), satisface urmadtoarea ecuatie diferentiald cu derivate
parfiale:

(L DSTCPH Y + Ud} [PI(CO)Dul{d}s/Un) =

211y = s ISIICUPAAY + (/UMY DT ICNDa)).
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Demonstratie. Utilizind operatorul salt la traversarca curbei C, in
ecuatia de migcare (3.3.18), obtinem ccuatia

(4.2.12) [D1{=}] - [SITI{=H = RV},

unde continuitatea lui {P} si a lui [R] la traversarea curbei (; a fost cousi-
derata.

Derivand in raport cu timpul legea constitutiva (3.3.15), rezultd

{E(x,y, )} = [Cla,y, 0)]{é(x, 5, 1)} + [C(2, y,0)] {e(2, 4, 1) } +

(4.2.13) +/0’[C'(3;,y,t — 7){e(z,y, 7) }dT.

Considerand operatorul salt la traversarea curbei C; in (4.2.13) si tinand
cont de lema lui Fisher gi Gurtin [1965], se obtine

(4.2.14) [{Z(z,y,1)}] = [C (2, 9, O[{e(z, 3, )} + [Cla, g, DIy, D],

unde continuitatea lui [C] si [C] a fost considerata.
Derivand in raport cu timpul t ecuatia (3.3.17) si apoi aplicind opera
torul salt la traversarea curbei C; ecuatiei rezultate, ecuatia oh{inuta este

(4.2.15) [{ed] = I[PV}

Luand ® = {¥} si ® = {V} in conditia de compatibilitate cinematica
(2.9.7), rezulta respectiv relatiile

(4.2.16) [([DV{=}] = [P [{=}] - (1/U)Da)I{Z)]
i
(4.2.17) [(DI{V}] = [PV} - (1/U)D{ V]
Din relatiile (4.2.15) si (4.2.17) rezult
(4.2.18) [{é}] = [PH{V - (1/U)DW{V -
Eliminand [{e}], [{¢}] si [{Z}] intre relatiile (4.2.7), (4.2.16) 5i (1217

obtinem
[D){EM = [P H{EH = (1/U) [P (")
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(4.2.19) x([DJH{V ~ (L/U)DHHVID + [COIIPKUID),

unde au fost utilizate notatiile [C°] = [C(z,y,0)] si [C?] = [C(x,y,0)].
Din nou, eliminand [[D]7{Z}] intre ecuatiile (4.2.12) si (4.2.19) obtinem
ecuatia:

([DA]"IC°IDa] = UARDI{V Y = ~UR(D]" = [STDOI{E +

(4.2.20) +Un[D)T(ICDIHV H + [CUMPKU D).

Multiplicand la stanga ambii membrii ai ecuatiei (4.2.20) prin [{V}] si
luand in considerare forma echivalenta a conditiei de propagare (4.2.4) care
se exprima astfel

(4.2.21) ([P [CO)[Da] = Un[RDI{V}] = {0},
impreund cu faptul ca [C?] si [R] sunt matrice simetrice, rezulta ecuatia

~UH{VID] = [SIHHEH + Ual{VH[Da]"

(4.2.22) x([CNDIHV I + [CODIHU D).

Utilizand relatiile (4.2.2), (4.2.8) si (4.2.9) in ecuatia (4.2.22) se obtine
ccuatia (4.2.11).

Acum, aratdm cum ecuatia cu derivate partiale (4.2.11) poate fi trans-
formata intr-o ecuatie diferentiald ordinara.

La fel ca in capitolul II si aici se considerd un camp de vectori arbitrari

din R? de componente [;(z,y) (i=1,2) legat de frontul de unda (4.2.1),
normalizat prin conditia

(4223) l,’?l,’ = 1,
si se utilizeaza derivata
)
(4.2.24) % = Un(li( )2+ 12( ) y).

Teorema 4.2.3. FEcuatia diferentiald cu derivate partiale (1.2.11) s¢
transformd de-a lungul bicaracteristicelor intr-o ecuatie diferventiald ordi-
nara de forma

&
(4.2.25) (%: +as=0,
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wurde

a = ({d} " [D] [C)[DHd} + 2{d} " [D]"(IC°)[Dal{d}) — ({d}"[S]"

(4.2.26) x[C][Dal{d} + (1/U{d}T [Da]T[C][Dal{d}))/ (2Un{d} ' [RI{d})
Demonstratie. Vom considera campul de vectori {1(z,y)} din R?, avand
componentele l;(z,y) (i=1,2) definite prin relatiile

ooy = WD AP

UHdYT[RH{dy U{d}yT{R{d}

unde [«] i [B] sunt matrice numerice obtinute prin descompunerea lui [D]
dupa cum urmeaza:

(4.2.28) D] =[dd( )=+ BI0) s
Din definitia matricei [D,] pe baza descompunerii (4.2.28), rezulta
(1.2.29) [D,] = [a]n + [B]ne.

De asemenea, conditia de normalitate (4.2.23) este satisfacuta de catre
campul vectorial definit de relatiile (4.2.27) daca se tine seama de relatia

(4.2.30) {}T[D,)T[C[D.){d} — U2{d}"[R]{d} = 0,

obtinatd din multiplicarea la stanga a conditiei de propagare (4.2.4) cu
vecturul {d}?. Pe baza relatiilor (4.2.24), (4.2.27), (4.2.28) si luand in
considerare ¢a U, nu este functie de timp, putem scrie

{d}T[D)[CON[PI({d}s) = {d} D] [CO)([o]({d}s) o+
+[B]({d}s)y) = s{d}T[D]"[C°I[DI{d} + {d}"[Da]"[C7) x

231y x(el{d}s. + [Bl{d}s,) = s{d}[Da)"[C][DH{d}+
UMY [RI{d} (s s + 1s ) = s{d} [Du]"[CO)[D{d}+
+U, {d}T[R{d}és/6t

—~~
—
N>

51

U [PYC DG d Y s/ U,) = Undd} ([0 (IC)[Dal{d} s/ Un) o+
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B ([CO)[Dal{d}s/U) y) = s{d} [P ([C°)[Dal{d})+

1) +s{d}" ([a]"([C)[Dal{d}) » + [BI"([CO)[Dal{d} ,)+
U ([T [CVDA{d}(s/Un) o + [BIT[CODa{d} (5/Us) ) =
= 2s{d}" [DI'([C°)[D{d}) + UA{d} " [RI{d}(1i(s/Un) o+
Hal(/Un).,) = 25{Q)TIDIT(CODAI{}) + Und) (R} d}bus 6t
Tindnd cont de relatiile (4.2.31) si (4.2.32) in ecuatia (4.2.11), prin uti-

lizarca notatiei (4.2.26) obtinem ecuatia (4.2.25). Astfel, teorema 4.2.3 este

demonstrata. .

4.3. Propagarea undelor de acceleratie intr—o placa subtire
compozit liniar vascoelastic laminata.

4.3.1. Unda de acceleratie. Conditia de propagare.

Se considera o placa subtire liniar vascoelastic laminata infinitd cu lamine
omogene 1n care se presupune ca se propaga o unda de acceleratie.

Dlinitia 4.3.1. Se spune cd o curbd netedd 'y C R? de ecuatic
(1.3.1) flz,y,t) =t —1(2,y) =0

care sc¢ propagd cu viteza U, tn planul mediu al unet plact subfiri compozit
liniar vascoelastic laminatd este o curba de discontinuitate slaba (unda
de acceleratie) dacd sunt satisfacute urmdtoarele conditu:

a) functide vectoriale {UY, {U},[DHU}, {e} si {E} sunt functii continue pe
2y x R (Qy C R?);

b) functiile vectoriale {U}, [D{U}, {Z}, [D)T{Z} si {¢}, precum gi derivatele
lor de ordin superior pot sufert discontinuitaty de salt la traversarea curbet
I, dar sunt continue pe R* x R = T'y;

¢) Funclic vectoriala {P} i functia mtriceala [R] sunt respectiv functii de
clusa €'V g (Y pe R? x R

d) Punctia matriceald [C)] este functie de clasa C3 pe R? x R.,
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Definitia 4.3.2. Presupundnd cd saltul i {V} = {U} la traversarea
curbei Ty este dat de

(4.3.2) {V}] = Uls{d},

unde {d} reprezintd un vector unitar al spativlui vectorial R¥({d}T{d} = 1),
scalarul s este numit intensitatea undei de acceleratie.

Counsiderand ® = {V'} in conditia de compabilitate cinematica (2.9.7),
tinand cont de continuitatea lui {V'} la traversarea curbei I'; si folosind
relatia (1.3.2) obtinem

(4.3.3) [{V}i] = —Unsni{d}.

Teorema 4.3.1. Intr—o placd subfire compozit liniar vascoelastic lami-
natd avand ecuatia constitutivd (3.3.15), viteza de propagare U, a undei
de acceleratie tntr-un punct (x,y,t) € [y satisface urmdtoarea problemd de
vectort proprie gt valort proprie numatd condifie de propagare:

(+1.3.4) ([DJTICOND.) - U [RD{d} = {0}

Demonstratie. Aplicand operatorul salt la traversarea curbei I'y, ecuatiel
de migeare (3.3.18), obtinem ecuatia
(4.3.5) [P {=}] = [RII{V},

unde s a tinut cont de continuitatea lui {X}, { P} si [R] la traversarea curbei
I

Derivand in raport cu timpul legea constitutiva (3.3.15) si relatia defor-
matic  deplasare (3.3.17), iar apoi aplicand operatorul salt la traversarca
curbei I', in relatiile gasite, pe baza lemei lui Fisher gi Gurtin [1965], obtinem
respectiv

(1.3.6) [{23] = (C°ll{eN]

sl

(1.3.7) [{c}] = [IPHVH,

unde s a tinut cont de continmitatea lui [C] si {V'} la traversarea curbei I,.
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Utilizand relatia (4.3.3), avem

(4.3.8) [ID{V}] = —U,s[D.){d},
iar din relatiile (4.3.6)-(4.3.8),rezulta
(4.3.9) [} = = U,s[C[D,}{d}.

Pe haza conditiei de compatibilitate cinematicéd (2.9.7), considerand ® =
{¥} se obtine

(4.3.10) [P {2} = —(1/Ua) D) [{ZH],

unde s a tinut cont de continuitatea lui {X} la traversarea curbei I';.

Substituind [{£}] din (4.3.9) In relatia (4.4.10), obtinem
(4.3.11) [[DY{2}] = s[Da]"[C){d}.

Tinand cont de relatiile (4.3.2) gi (4.3.11) in ecuatia (4.3.5) obtinem
conditia de propagare (4.3.4).
Conditia de propagare (4.3.4) mai poate fi scrisa si astfel:

(4.3.12) ([D11CO)D.) — UARDI{V H = {0}.

Ecuatia (4.3.4) (sau (4.3.12)) admite o solutie netriviala pentru vectorul
propriu {d} daca si numai daca are loc relatia (4.2.10).

Deci i 1n cazul undelor de acceleratie, vitezele de propagare satisfac
ccnatia undelor (4.2.10) obtinutd pentru vitezele undelor de goc.

4.3.2. Variatia intensitatii saltului undelor de acceleratie.

Vo examina acuimn variatia intensitagil saltului undelor de acceleratie
ce se propagd intr-o placa subtire compozit liniar vascoelastic laminata.

Tecorcema 4.3.2. Intensitatea s a saltulur undet de accelerafie propagandu -
se tntr o plucd subtire compozit intur vdascoelastic laminatd avand ecuafia
constitutiva (3.8.15) satisface urindtoarea ecuatie cu derivate partiale

(YT [D)TIC)[D)({d} sUZ) + U {d}T D] ([CY)[Du{d} sU) =
= U, {d}"[D.])"[C)[D.}{d}.
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Demonstratie. Derivand in raport cu timpul ecuatia de migcare (3.3.18)

1 aplicand apoi 1n ecuatia obtinuta operatorul salt la traversarea curbei Iy,
Lt UL!’.AMU C(,ua&ia.

(4.3.14) [P1'{23] -~ (ST} = (RI{V3,

unde coutinuitatea lui { P} la traversarea curbei I'; a fost presupusa.

Derivand de doud ori in raport cu timpul atat ecuatia constitutiva (3.3.15)

?
rezulta

(32, y,1)} = [C(z,y,0){é(z,y, 1)} + [C(z, y,0)[{é(z, y, 1) }+

(4.3.15) +(C(z,y,0){e(x,y, 1)} + /0' G (z,y,t— 17){e(z,y, 7)}dT.

Aplicand operatorul salt la traversarea curbei [y, tinand cont continu-

itatea lui {e} si [G] la traversarea acesteia si utilizand lema lui Fisher si
Gurtin [1965], obtinem

(4.3.16) [{=} = [C][{e] + [C][{e}.

Derivand de doua ori ecuatia deformatie - deplasare (3.3.17) si aplicand
opratorul salt la traversarea curbei I'y, rezulta

(43.17) [{eH = [PV + (SIHV .

Pc¢ liaza conditiei cinematice de compabilitate (4.3.7) putem scrie
(2.10.12) [PV = [PV - (1/U)DIVH

Din relatiile (4.3.7) si (4.3.16) - (4.3.18), rezulta
(43.19)  [{ZH = [CUAPIHV I - (1/UDLHV ) + [CID{V ).

Tot pe baza conditiei cinematice de compabilitate (2.9.7) putem scrie
relatia

(1.3.20) [P (Y] = [PITIEN - (/U)W

Eliminand [{£}] intre relagiile (4.3.19) si (4.3.20), iar apoi pe [[D]"{}]
intre relutia obginuta gi ecuatia (4.3.14), se obtine astfel ecuatia
(1.3.21) ) |
([P C)[D.) = UARDIEV I = U[D]CODI{V ] + Un[Da]"

x|CUSTHVH + VD) [COIPHV T = UE(D) = (ST}
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Inmultind la stanga cu [{V'}] ecuatia (4.3.21) si tinand cont de conditia
de propagare (4.3.12) si de simetria matricelor [C] si [R] obtinem

Ua[{V 3D ICONDIV H + Un{V HT (D) [COYSITV I+
+UH{VI D ICNDPHV Y = UV HT (D) - (SO

Folosind relatiile (4.3.2),(4.3.8) si (4.3.9), ecuatia (4.3.22) sc lransforma
in ecuatia (4.3.13), unde s-a mai tinut ca

(4.3.23) {d}TID.)T[CYNISHd} = {d}T[S]TIC) D) {d}.

(4.3.22)

Teorema 4.3.2 este astfel demonstraté.-

Vom arata acum cum ecuatia cu derivate partiale (4.3.13) poate fi trans-
formata intr-o ecuatie diferentiala ordinara.

Teorema 4.3.3. Ecuafia diferentiald cu derwate parfiale ({.3.13) se

transformd de-a lungul bicaracteristicilor sale intr-o ecuafie difereniiald or-
dinard de forma

618 -
(4.3.24) 5 T =0,
unde
& = (Y IDTICOUDIA) + (@Y (DT (D) -
(4.3.25)

—(L/U{d}Du] D))/ (2Un{d} T [RI{1}).

Demonstratie. Vom presupune campul de vectori {l(x,y)} din R?
avand componentele [;(2,y)(i = 1,2) definite prin relatiile

_ A" D))"l d) _ AT DIC A1)
(4.3.26) ) = = . ly = — ——.
U{d}"[R]{d} U{d}T{R]{d}
Pe baza relatiilor (4.2.23), (4.3.26), (4.2.27) si luand in considerare ca [
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nu este functie de timp putem scrie
{OTD"[CDI({d}sUZ) = {d} " [D.]TIC) ([ ({d}sUR) o+
+B1({d}sU2) ) = {d}T D" (C)([el{d} . + [B1{d} 4)sU+
e +{J}Tw?an[C"’]([a]{d},(sff,%),z + [B{d}(sU2) 2) =
= sUXH{d}T[D,)T[CY)[DHd} + UHd} [RH{d}(1i(sU2) o+
L(sU2) ) = sUHd} ' [D.)TICO|{d} + U{d}T[RI{d}6,(sU2) /6t =
= sUZ{d}T[D,)T[CYI[D{d} + UHd}"[R]{d}bis /61
i
U D) ([CODa{d}sUn) = Un{d} (o] "(IC)[Dul{d} sUn) o+
118" ([CND{d}sUn) o) = sU Y (o] ([CO)[Dal{d}) o+
BT (CONPH{A}) o) + Un{d} (o] [CONDWI{d} (sUn) o+
(4.3.28)  +[B]T[CPH{d}(sU,) y) = sUHAY DI ([CO)D.H{d})+

FUHA R} (5Un) 2 + La(sUn) ) = sU{dYT DT ([CO)[Dal{d})+
+ UMY [R{d}6i(sU,) /6t = sU{d}F DT ([CY)[D.]{d}) +
+U{ YT [R){d}é:s/6t.

Utilizand relatiile (4.3.27) si (4.3.28) in ecuatia (4.3.13), se obtine ecuatia
(+4.3.24) cu a definit prin relatia (4.3.25). Teorema 4.3.3 este astfel demon-
strata.

a

Rewmarca 4.3.1. Din forma solufiei ecuatier (4.3.24) (cu a dat de relafra
(4.3.25)):
(1.3.29) s(t) = spe®, (50 = s(0)),

se constatd ¢a pentru placa subfire compozit lintar vascoelastic laminata
avdand ecuafia constitutivd (3.5.15), niciodata o undd de acceleratie nu se
poate transforma tntr-o undd de goc.
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CAPITOLUL V
REZULTATE NUMERICE S1I DISCUTIL

Problemele tratate in capitolele precedente ar necesita neaparat o vali-
dare experimentald; in conditiile de dotare ale laboratoarelor noastre, inexis-
tenta unei aparaturi adecvate face imposibila degfagurarea unui program
experimental adecvat.

Tu aceste conditii, singura posibilitate de a testa corectitudinea teoriei
concepute este cea numerica. Existenta calculatoarelor puternice permit ru-
larca d¢ programe performante care sa prezinte grafic evolutia unor fenomene
dinanmiice cum sunt cele cercetate de mine in capitolele precedente.

In accastd ordine de idei, am intocmit un program de calcul in limbaj
basic pe care l-am denumit DINPLTEL si care are drept scop, studiul dina-
micii plicii subtirl termolelasticd laminata. Cu ajutorul acestui program am
studiat istoriile (evolutiile In raport cu timpul) deflexiei (deplasarii transver-
sale) w, unghiurilor de rotatie v,, 1,, precum si a tensiunilor o, 0.y, oy,
g,. §10,,. Programul este aplicabil pentru placi dreptunghiulare de grosime
unmforma.

Plicile considerate 1n exernplele numerice prezentate in continuare sunt
compuse dintr-o lamina sau din trei lamine (de tipul [0° 90° 0%]), toate
laumincle avand aceeasi grosime.

Se considerd o placa patratd cu lungimile marginilor laterale a, b respec-
tiv in dircctiile x si y si de grosime h. Placa este simplu rezemata.

Proprictatile termoelastice ale fiecdrei lamine grafit—-aluminiu (G/AL)
sunt:

-module de elasticitate longitudinale:
E, =190GPa; FE,=48,3GPA,
-mmodule de elsticitate de forfecare:
Giy=G3=17,3GPa; Gy =2,39GPa;

-cocticientul de contractie transversala :

vy = 0,28;
-coclicienti de dilatare termica:

ay = 3,34 x 107°/°C; oy = 26,1 x 107%/°C;
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-densitatea de masa:
p = 2400kg/m>;

-coeficient, de difuzie termica:
k=4,84 x 107°m?/s,

unde indicele ”1” indica directia fibrei.

Grosimea unei lamine este h; = 0,00125m.

In figurile 5.1. si 5.2. sunt prezentate istoriile deflexiei w in centrul placii
patrate (a = b = 0,25m) cu o singurd lamina, respectiv cu {iel lamine,
pentru trei temperaturi de soc diferite si anume 50°C’, 75°C si 100°C.

Figurile 5.3 51 5.4 prezinta suprafetele deflexiei w in centrul placilor drep-
tunghiulare cu dimensiunile a = 0,3m, b = 0,2m dar formate dintr-o sin-
gura lamind, respectiv din trei lamine, ambele la temperatura de soc de
100°C si dupa t = 0,004s de la aplicarea socului.

Figurile 5.5 si 5.6 prezinta suprafetele deflexiei w in centrul placii drep-
tunghiulare cu dimensiunile a = 0,3m, 0 = 0, 2m, dar formate dintr-o sin-
gurd lamina respectiv trei lamine, ambele la temperatura de soc de 100°C
st dupa t = 0,00825s de la aplicarea socului.

Figurile 5.7 si 5.8 prezinta suprafetele deflexiei w in centrul placii drep-
tunghiulare cu dimensiunile a = 0,3m, b = 0, 2m, dar formate dintr-o sin-
gurd lamind respectiv trei lamine, ambele la temperatura de soc de 100"C
st dupa t = 0,001125s de la aplicarea gsocului.

Figurile 5.9 g1 5.10 prezinta istoriille unghiului de rotire ', in centrul
placilor patrate (¢ = b = 0,25m) cu o lamina, respectiv cn trei lamine,
ambele plici la temperatura de soc de 50°C.

Figurile 5.11 si 5.12 prezinta istoriile unghiului de rotire 1, in centrul
placilor patrate (a = b = 0.25m) cu o lamind, respectiv cu (rei lamnine,
ambele placi la temperatura de soc de 50°C.

Figurile 5.13 si 5.14 prezinta detalii pe intervalul de timp [0;0,01], re-
spectiv a unghiurilor de rotatie ¥, si ¥, 1n centrul placilor patrate (o =1 -
0,25m) supuse la temperatura de soc de 50°C, comparativ pentrn placile
cu o laminé si cu trei lamine.

Figurile 5.15 st 5.16 prezinta istoriile unghiului de rotive i, in cont
placilor patrate (a = b = 0.25m) cu o lamina, respectiv cu e famine
ambele placi la temperatura de soc de 75°C.
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Figurile 5.17 i 5.18 prezinta istoriile unghiului de rotire 3, in centrul
placilor patrate (a = b = 0,25m) cu o laminé, respectiv cu trei lamine,
ambele plici la temperatura de soc de 75°C.

Figurile 5.19 si 5.20 prezinta detalii pe intervalul de timp [0;0,01], re-
spectiv a unghiurilor de rotatie ¥, si ¥, in centrul placilor pitrate (a =0 =
0,25m) supuse la temperatura de soc de 75°C, comparativ pentru placile
cu o lamind si cu trei lamine.

Figurile 5.21 si 5.22 prezinta istoriile unghiului de rotire v, in centrul
placilor patrate (e = b = 0,25m) cu o lamind, respectiv cu trei lamine,
ambele plici la temperatura de soc de 100°C'.

Figurile 5.23 g1 5.24 prezinta istoriile unghiului de rotire i, in centrul
placilor patrate (a = b = 0,25m) cu o lamind, respectiv cu trei lamine,
ambele placi la temperatura de soc de 100°C.

Figurile 5.25 si 5.26 prezinta detalii pe intervalul de timp [0;0,01}, re-
spectiv a unghiurilor de rotatie ¥, si v, in centrul placilor patrate (a = b =
0,25m) supuse la temperatura de soc de 100°C, comparativ pentiu placi ¢
o lamina g1 cu trei lamine.

Figurile 5.27 §i 5.28 prezintda detalii pe intervalul de timp [0;0,01], a
unghiului de rotatie v, in centrul placii patrate (a = b = 0,25m) comparativ
pentru trei temperaturi de soc 50°C, 75°C' si 100°C, respectiv pentru placi
cu o lamina si cu trei lamine.

Figurile 5.29 si 5.30 prezinta detalii pe intervalul de timp [ 0,01], a
unghiului de rotatie 1, In centrul placii patrate (a = b = 0, 25m) comparativ
pentru trei temperaturi de soc 50°C, 75°C' si 100°C', respectiv pentru plici
cu o lamina si cu trei lamine.

Figurile 5.31 si 5.32 prezinta istoriile tensiunii o, corespunzator placilor
patrate (a = b = 0,25m) cu o lamind st cu trel lamine la o temperaturi
de soc 8 = 100°C, in centrul fetei inferioare opusa celei a socului termic,
respectiv pe intervalele [0;0,05] si [0;0,01] (detaliu).

Figurile 5.33 si 5.34 prezinta istoriile tensiunii o, corespunzator plicilor
patrate (@ = b = 0,25m) cu o lamina st cu trei lamine la o temperatura
de soc 8 = 100°C, in centrul fetei inferioare opusa celei a soculni termic,
respectiv pe intervalele [0;0,05] si [0;0,01] (detaliu).

Figurile 5.35 s1 5.36 prezinta istoriile tensiunii o, corespunzator placilog
patrate (a = b = 0,25m) cu o lamina si cu trei lamine la o temperatura
de soc 8 = 100°C, in centrul fetei inferioare opusa celei a socului termie,
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respectiv pe intervalele [0; 0, 05] si [0;0,01] (detaliu).

Figurile 5.37 si 5.38 prezinta istoriile tensiunii oy, corespunzitor placilor
patrate (a = b = 0,25m) cu o lamind si cu trei lamine la o temperatiri
de soc # = 100°C, in centrul fetei inferioare opusa celei a socului termie,
respectiv pe intervalele [0; 0, 05] si [0;0,01] (detaliu).

Figurile 5.39 si 5.40 prezintd istoriile tensiunii o,, corespunzitor placilor
patrate (a = b = 0,25m) cu o lamind si cu trei lamine la o temperatura
de soc @ = 100°C, in centrul fetei inferioare opusa celei a socului termic,
respectiv pe intervalele [0;0,05] si [0;0,01] (detaliu).

Din examinarea diagramelor, reese o concluzie evidenta si anume ca atal
deflexia w, cat si unghiurile de rotatie 1, si ¢, sunt proportionale cu tem
peratura in orice moment al timpului.

Comparand diagramele realizate pentru placile cu o lamind, respectiv

cu trei lamine, ambele la aceeasi temperatura de soc se constald ca forma

curbelor si comportarea in timp este diferitd atat pentru deflexia w, cat si
pentru unghiurile de rotatie (v;,,) si tensiuni (o,, 0.y, 0y,0y.,0,,).
De asemenea, examinand diagramele din figurile 5.31, 5.33, 5.35, 5.37 si

5.39 se constatd cd pe intervalul [0;0,05] tensiunea cea mai semnificativi

este 04, urmata in ordine descrescatoarc a importantei de gy, o, 0, i
Ty

Se observa ca pe directia unde rigiditarea este mai mare, modulul tensi
unii atinge un maxim de ascinenea nai mare.

Metoda care sta la baza programului conceput, folosegte tehnica modali
combinatd cu aproxiimarea printr-o serie trunchiata a temperatuuii.

S-a constatat o foarte bund convergenta si rezultatele obiinnte pentiu
deflectia w sunt apropiate de cele ale lui Huang si Taucher( [1992] pentyn
cazul placii plane.
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Fig. 5 1 Isturile deflexier w in centrul placii cu o singura lamina, pentru trei temperaturi de goc diferite.
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0.2 b= 25m - 750 -
0 = 100°C —
0 ] 1 | 1 1 1 1 1 1

U 0.005 0.0 0.0l 002 0025 003 0035 004 0045 0.05
Tunpul (s)

Fag 52 Istornle delexier w o centrul placii cu trer lamine, pentru trei temperatun de goc diferite.
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32z 30 0

Fig. 5.3. Suprafata deflexier w a placii cu o lamina la momentul t = .004 s.

w (mm)

PEEN

TTTTTTY

Fig 5.4. Suprafata deflexiei w a placii cu tret lamine la momentul t = 0.004 s.
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Fig. 5.5. Suprafata deflexiel w a placii cu o Jamina la momentul t = .00825 s,

w (mm) a=0.3m
b=0.2m
0 =1u,,°C
-
]
30
0

Fig. 5.6. Suprafata deflexiel w a placii cu trei lamine la momentul t = 0.00825 s
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w (mm)

Fig. 5.7. Suprafata deflexiel w a placi cu o laminéd la momomentul t = .01125 s.

Fig. 5.8. Suprafaya deflexiei w a placii cu trel lamine la momentul t = 0.01125 s.
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Fig. 5.10. Istoria unghiului de rotatie v, 1 centrul placii cu trei lamine.
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Fig. 5.9. Istoria unghiului de rotatie 1, in centrul placii cu o lamina.
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Fig. 5.11. Istoria unghiului de rotatie 1, in centrul placii cu o lamina.
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Tinmpul (s)

Fig 512 Istoria unghiului de rotagie 4, in centrul placii cu trei lamine,
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0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
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Fig. 5.13. Istoriile unghiului de rotatie ¥, in centrul placii la temperatura § = 50°C.

Y, x 104 2 -

3 F .

a4k .
a = .25m

-9 b= .25m 1
placa cu o lamina —
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7 1 1 1 L 1 1 1 1 1

) 0001 _._.2 _..38 .4 __.5 __6 _._.7T _._8 _._..9 00]
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Fig. 5 14, Istoriile unghiului de rotatie ¢y in centrul placii la temperatura 0 = 50°C.
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Fig. 5.15. Istoria unghiului de rotatie ¥, in ceutrul placii cu o lamina.
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PR TV W ]
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0 0.005 0Ul 0015 002 0025 003 0035 004 0045 0.05
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Fig. 5.16. Istoria unghiului de rotatie ¢, in centrul placu cu trei lamine.
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12 I 1 1 1 i 1 1 I I
0 005 .1 s 2 . 25 .3 .35 004 0045 0.05
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Fig. 5.17. Istoria unghiului de rotatie 'l/)y in centrul placii cu o lamina.
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Fig. 518, Istoria unghiului de rotatie ¢, 10 centrul placii cu trei lamine.
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Fig. 5.19. Istoriile unghiului de rotatie 1, in centrul placii la temperatura de goc
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Fig 5 20 Istoriile unghiului de rotatie b, in centrul placii la temperatura de soc 8 = 75°C".
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Fig. 5.21. Istoria unghiului de rotatie ¥, in centrul placii cu o lamina.
0 T T I
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Fig. 522 Istoria unghiului de rotatie ¥, 1 centrul placii cu trei lamine.
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Fig. 5.23. Istoria unghiului de rotatie 1, in centrul placii cu o lamina.
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Fig. 5.24. Istoria unghiului de rotatie 1, in centrul placii cu trei Imine
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placa cu trei lamine —
20 ! L L I L 1 1 i L
0 001 .2 .3 4 5 6 . 7 0.008 0.009 0.0!

'I"im'pui (s)

Fig. 525, Istoriile unghiului de rotatie ¥, in centrele a doua placi la temperatura de goc 8 = 100°C.

g, x W2 b

a = .25m
10 b= 25m 1
placa cu o lamina —
12 | placa cu trei lamine —— -

14 1 1 1 1 1 1 1 1 |

0 0.001 0.002 0.003 0004 0005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.0l
Timpul (s)

Fig 526 Istoriile unghiului de rotagie ¥, i centrele a doua placi la temperatura de goc 8 = 100°C.
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Fig. 527 Istoriile unghiului de rotatie 1, in centrul placii cu o lamina la temperaturi de soc diferite.
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Fig 528 Istoride unghiului de rotalie 4, 1 centrul placii cu trei lamine la temperaturi de goc diferite.
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Fig 529 Istoriile unghiului de rotatie 1)y, 1n centrul placii cu o lamina la temperaturi de goc diferite.
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Fig 530 Btornle unghiulul de rotatie ¢ an centrul placn cu trer lamine pentru temperaturi de goc diferite.
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Mig 5 31 Istoriile tensiunii o, in centrul placii pe fata inferioara la temperatura de goc § = 100°C".
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brg 532 Latoriile tensiunii 0, i centrul placii pe fata inferioara la temperatura de soc 8 = 100°C" (detalin).
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Fig 533 Istoriile tensiunii 0y in centrul fetei inferioare a placii la temperatura de soc 6 = 100°C.
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bie 531 Ftornle tensiunii 0, 1 centrul feel inferioare a placii la temperatura de yoc 8 = 100°C" (detaliu).
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Iig. 5 35 Istoriile tensiunii 0y in centrul fetei inferioare a placii la temperatura de goc § = 100°C".
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Fig 5 3d 1 tonile tenstunit 0y in centrul {eter inferioare a placit la temperatura de goc 0 = 100°C" (detalin).
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ig 5 37. Istoriile tensiunii gy, in centrul fetei inferioare a placii la temperatura de soc 8 = 100°C.
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Timpul (s)

0.05

1 T T T T T T rT
0.5 !
0 fRH o \
-0.5 {
-1
g, x 107% <15
(N/m?)
-2
-2.5
a = .25m
-3 b= .20m
placa cu o lamina  —-
-3.5 placa cu tret lamine —
4 1 1 ) 1 1 1 S
- L2 L3 LA Ll 6 .07 0008 0009 0nol
lnnpnl (s)
Fig. 5.40. Istoriile tensiunii @,, in centrul fetei inferioare a placii la temperatura de gar A — 100070
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CAPITOLUL VI
OBSERVATII. CONTRIBUTII. CONCLUZII.

Studiul comportamentului dinamic al placilor din materiale compozite
si Tn particular al celor stratificate cu fibre lungi este destul de complex, In
condi(il de goc termic. |

Accastalucrare nu reprezinta decat o etapa in cercetarea realizatd asupra
materialelor compozite 1n cadrul catedrelor de Mecanica gi Rezistenta ma-
terialelor ale Universitatii ,,Politehnica” din Timigoara, incepand cu anul
1984 e catre autorul prezentei teze si conducatorul sdu stiintific.

Vo1 prezenta In continuare sintetic, rezultatele obginute in fiecare capitol
cu sublinierea contributilor mele.

Temperatura este un parametru ce poate modifica semnificativ compor-
taanenlal n thimpul utilizarii al structurilor realizate din materiale com-
pozite,

Clapitolele Tgi IT sunt consacrate tocmai studierit din punct de vedere teo-
retic a dinamicii placilor subtiri elastic laminate in care se ia in considerare
campul Jde temperatura.

I capitolul T consacrat dinamicii placii subtiri termoelastic laminata,
principalele contributii ale autorului sunt:

o duducerea ecuatiilor dinamicii termoelasticitatii placii subtiri termoe-
lastic Jaminatd sub forma matriciala; ‘

e sciicrea condititlor pe frontiera laterald a placii sub o forma destul de
gencrald;

o introducerea notiunilor de cauzd externd, proces admisibil, camp de-
plasare - temperaturd si camp deplasare - temperaturd admisibil pentru
placa sublire termoelastic laminata;

e caracterizarea problemel mixte a placii subtirl termoelastic laminata
cu ajutorul deplasarilor g1 a temperaturit;

o lormularea problemei dinamicii placii subtiri termoelastic laminata cu
ajutorul produsuluil de convolutie; in ccuatiile de baza sunt incorporate si
condigile mgiale;

o caraclerizarea placii subtiri liniar termoelastic laminata cu ajutorul
tensiunii 51 a fluxulu de calduara;

o o dd o formulare variationala cu ajutorul produsului de convolutie,
teorcina 1.8.1 cand functionala contine campul deplasare - temperatura ca
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functii ldependente si teorema 1.8.2 cand contine intregul proces admisibil
cu elementele sale ca functii independente;

e dcmonstrarea unel teoreme de existentd si unicitate pentru dinamica
placii subtiri liniar termoelastic laminata, incastrata pe marginea laterala -
iar ca necesitate pentru aceasta, in prealabil s-au demonstrat trei propozitii
51 patru leme;

e principii de minim In dinamica pléacii subtiri liniar termoelastic lami-
nata, unde principalele rezultate obtinute sunt: construirea unei functionale
in donieniul Laplace; doud teoreme in domeniul transformatei Laplace, prin-
cipiul de stationaritate gi principiul de minim in domeniul transformatei
[Laplace exprimate respectiv prin teoremele 1.10.1 gi 1.10.2; considerand
niste spatii de functii convenabil alese si construind o functionald in dome-
niul timpului s-a obtinut principiul de minim in domeniul timpului exprimat
prin teorema 1.10.3.

Capitolul al Il-lea consacrat propagarii undelor in placa subtire liniar
termoclastic laminata contine urmatoarele contributii principale:

o dJcfinirea curbei de discontinuitate tare (unda de goc) care se propaga
intr-o placd subtire liniar termoelastic laminata;

o dcfinirea intensitatii saltului undei de goc care se propaga in placa
sub{ire linlar termoelastic laminata;

o stabilirea conditieil de propagare a undei de goc care se propaga 1n placa
subtic linlar termoelastic laminatd exprimatd prin teorema 2.2.1; variatia
inlensilagl undei de goc exprimata prin teorema 2.2.2, care de-a lungul
Licaracteristicelor se exprimd printr-o ecuatie diferentiala foarte simpla data
m cadiul teoremei 2.2.3;

o dcfiniiea curbei de discontinuitate slaba (unda de acceleratie);

o dcfinirea intensitatii undei de acceleratie intr-o placd subtire liniar
termodclastic laminata;

o slabilirea conditiei de propagare a undei de acceleratie care se propaga
in placa subtire liniar termoelastic laminatd, exprimata prin teorema 2.3.1;
vartatla intensitatil undei de acceleratie exprimatd prin teorema 2.3.2, care
de-a Tungul bicaracteristicelor are aceagi forma ca gi in cazul undei de goc
Jdar cu cocticienti diferiti (teorema 2.3.3);

e s a studiat propagarea undelor armonice plane intr-o placa subtire;
s-aoblinat ccuatia dispersiei undelor;

Capitolul al TIT - lea este dedicat studierii placii subtiri vascoelastic lami-
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natd. Dintre principalele contributii obtinute de mine in acest capitol am-
intesc:

e stabilirea sub forma matriceala a ecuatiilor dinamicii placii subtiri
liniar vascoelastic laminata;

e introducerea notiunilor de cauza externa, proces admisihil si camp
deplasare admisibil pentru placa subtire liniar vascoelastic laminata;

e formularea in deplasari a problemei dinamice a placii subtiri liniar
vascoelastic laminata;

e stabilirea unei teoreme de reprocitate (teorema 3.5.1) utilizand pro-
dusul de convolutie;

e formularea variationald cu ajutorul produsului de convolujie a dina-
micii placii subtiri liniar vascoelastic laminata exprimata prin teorcina 3.6.1
cand deplasarile, deformatiile si tensiunile sunt functii indepci:icute pentiu
functionala construita si teorema 3.6.2 cand nwnai deplasarile adiisil-ile
sunt functii independente pentru funtionala construita;

o studiul existentel si unicitatii solutiei problemei mixte o linamicii
placii subtiri vascoelastic laminata; formularea variationala a pioblemet in
acest caz; stabilirea si demonstrarea teoremei de existenta si nnicitate (teo-
rema 3.7.1);

e principii de minim in dinamica placii subtiri liniar vascoelastic lami-
nata, unde principalele rezultate obtinute sunt: construirea unei finctionale
in domeniul Laplace; doua teoreme in domeniul transformatei Laplace, prin-
cipiul de stationaritate si principiul de minim in domeniul franslovmatel
Laplace exprimate respectiv prin teoremele 3.8.1 si 3.8.2; considcrand nigte
spatil de functii convenabil alese, construind o functionala in domeniul tim-
pului s-a obtinut principiul de minim in domeniul timpului exprimat prin
teorema 3.8.3.

e am introdus transformatele integrale ,,EC” si ,,ES”; aceste Lianstor-
mate integrale au fost utilizate pentru aflarea raspunsului dinamic al placi
vascoelastice.

Capitolul al IV-lea consacrat propagarii undelor in placa subtire lintar
vascoclastic laminatd contine urmatoarele contributii principale:

e definirea curbei de discontinuitate tare (unda de soc) care se propapga
mtr-o placa subtire liniar vascoelastic laminata,;

e definirea intensitati saltului undei de goc care se propags i placa
subtire limar vascoelastic laminata;
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e stabilirea conditiei de propagare a undei de soc in placa subtire liniar
vascoelastic laminata exprimatd prin teoremna 4.2.1; variatia intensitatii nun-
dei de goc exprimata prin teorema 4.2.2, care de-a lungul bicaracteristicelor
se exprima printr-o ecuatie diferentiala foarte simpla data in cadrul teoremei
4.2.3;

o definirea curbei de discontinuitate slaba (unda de acceleralic) care se
propaga intr-o placa subtire vascoelastic laminata;

o definirea intensitatii undei de acceleratie intr-o placa subtire liniar
vascoelastic laminata;

e stabilirea conditiei de propagare a undei de acceleratic in placa sublire
vascoelastic laminata, exprimatd prin teorema 4.3.1; variafia intensitali
undei de acceleratie exprimata prin teorema 4.3.2, care de-a lungul bica-
racteristicelor are aceeasi forma ca si in cazul undei de soc, dar coclicient
diferiti (teorema 4.3.3);

Capitolul V face o analiza numerica a placit  subtiri elastic Jaminate
cand aceasta este supusa de exemplu pe fata superioara la socuri termice
de diferite temperaturi (6 = 50°C, 75°C, 100°C). In acest scop s-a claboral
programul DINPLTEL cu ajutorul caruia se pot obtine in orice punct al
placii dreptunghiulare simplu rezemate, deflexia transversala, unghinrile de
rotatie, precum si tensiunile, cand placa este supusa la un soc de tempe-
ratura.

In cadrul acestei teze de doctorat am incercat sa aduc cateva contribulii,
in special in domeniul teorctic, privind dinamica placilor subtiti termoe-
lastic laminate gi a placilor subtiri liniar vascoelastice. Se poate vedea
cd redusd chiar la unele cazuri particulare, problema tratala este destnul
de spinoasa. Prin formularile pe care le-am dat, am deschis insid calea
unor noi cercetari care sa elucideze comportarea altor tipuri de structuri de
rezistentd, in conditil poate si mai complexe.
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