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PREFAŢA 

Necesităţi de ordin practic au condus ia înlocuirea diferitelor materiale 
clasice cu materiale moderne care posedă caracteristici tehnico-funcţionale 
şi economice superioare, având o largă intrebuinţcire în domeniile construcţi-
ilor de maşini, civile, industriale, marine, aerospaţiale, sportive, etc. 

Aceste materiale trebuie să aibă imele trăsături definitorii cum ar fi : du-
rată mare de funcţionare, uşoare din punct de vedere ale greutăţii specifice, 
rezistente din punct de vedere mecanic, uşor de prelucrat, anticorozive, ne-
infiamabile şi cu rezistenţă mare la agenţii atmosferici şi biologici. O astfel 
de clasă de materiale o reprezintă materialele compozite. 

Domeniul materialelor compozite a cunoscut în ultimii ani o adevărată 
revoluţie, iar competiţia care opune materialele compozite materialelor tradi-
ţionale are deja o vechime apreciabilă. 

Un material compozit este definit ca un material compus din unul sau mad 
mulţi constituienţi, combinaţi într-un astfel de mod încât să producă una 
sau mai multe proprietăţi superioare celor ale fiecăruia dintre constituenţi. 

Anizotropia mare a materialelor compozite, le permite să fie utilizate 
optimal în diferite structuri. 

Materialele compozite se împart în următoarele tipuri: 
a) cu particule (whiskersuri ceramice, whiskersuri metalice) 

b) cu fibre (sticlă, kelvar, carbon, bor) < ^ l -scurte 
Fibrele au diametre cuprinse între 5 şi 15 microni. După modul de ori-

entare a fibrelor materialele compozite pot fi: 
- unidirecţionale (fibre orientate având aceeaşi direcţie în spaţiu) 
- bidimensionale (ţesătură) 
- tridimensionale (fibre orientate după mai multe direcţii în spaţiu) 
Fibrele care intră în componenţa unui material compozit pot fi: 

- fibre organice : in, cînepă, bumbac, paie, lemn: 
- fibre minerale : de sticlă, carbon sau grafit; 
- fibre sintetice : poliesteri (trevira, diolen), polietilenă (fabrene), 

poliamide (peadon, nylon), poliacrilitril (drcdon), axamide (kelvar); 
- fibre de azbest : crisotil (silicaţi de magneziu hidraţi), croci-

dolitul (silicaţi de sodiu şi fier), arnositul (silicaţi de magneziu şi de fier) -
rezistente la temperaturi mari. 
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Matricea reprezintă materialul care leagă fibrele într-un mediu continuu 
nimiit material compozit. Matricea are rolul de a fixa fibrele în cadrul ma-
terialului compozit. Principalele materiale folosite ca matrice suni răşinile 
şi aliajele metalice cum ar fi: 

{- convenţionale (tip glicidil) 

- epoxi - fenol - novolac 
- cicloalifatice 

- răşini fenolice 
- răşini poliesterice 
- răşini siliconice 
- poliamidele 

Această lucrare conţine noi rezultate în dinamica materialelor compozite 
şi în particular a plăcilor subţiri laminate. 

Pentru materialele compozite, influenţa temperaturii asupra comporta-
mentului acestora este adesea spectaculoasă. 

Studiul dinamicii plăcii subţiri elastic laminată ţinând cont de influenţa 
temperaturii este realizat în capitolele I şi II. 

Adesea, materialele compozite şi în particular cele compuse dintr-o ma-
trice orgajiică, prezintă un comportament vâscoelastic mai mult sau mai 
puţin pronunţat. Când structura este făcută dintr-un material vâscoelastic, 
problema devine mult mai complicată întrucât ecuaţia de mişcare se trans-
formă într-o ecuaţie integro-diferenţială faţă de o ecuaţie diferenţială în 
cazul elastic. 

Studiul dinamicii plăcii subţiri liniar vâscoelastic laminată considerând 
că răspunsul global al fiecărei Icimine ascultă de o lege liniaj vâscoelastică 
de tip Boltzmcin este prezentat în cuprinsul capitolelor III şi IV. 

Pornind de la aceste consideraţii globale, am structurat teza pe şase 
capitole principale. 

In capitolul I, s-a efectuat un studiu asupra dinamicii plăcii subţiri ter-
moelastic laminată. S-au stabilit ecuaţiile care guvernează dinamica plăcii, 
s-au dat formulări Vciriaţionale, s-a stabilit o teoremă de existenţă şi uni-
citate, precima şi principii de extremum dinamic atât în domeniul transfor-
matei Laplace cât şi în domeniul timpului. 

Capitolul II este în totalitate dedicat propagării undelor într-o placă 
subţire liniar termoelastic laminată de extindere infinită. Sunt studiate 
undele de şoc, undele de acceleraţie şi undele cirmonice. 
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In capitolul III este realizat un studiu privind dinamica plăcii subţiri 
liniar vâscoelastic laminată. Considerând că laminele sunt omogene şi or-
totrope, iar legea constitutivă este de tip Boltzmann se construieşte o teorie 
de ordinul întâi a plăcii subţiri liniar vâscoelastic laminată. Şi aici sunt 
obţinute ecuaţiile care guvernează mişcarea plăcii, sunt date anumite for-
mulări variaţionale, se studiază existenţa şi unicitatea soluţiei şi sunt sta-
bilite principii de extremum dinamic atât în domeniul transformatei Laplace 
cât şi în domeniul timpului. Utilizând transformatele integrale " E C şi 
"ES" introduse de autor se prezintă modul de aflare a răspunsului dinamic 
al unei plăci subţiri liniar vâscoelastică. 

Capitolul IV este de asemenea dedicat în totalitate propagării undelor, 
dax de această dată într-o placă subţire liniar vâscoelastic laminată. Şi aici 
sunt studiate atât undele de şoc, cât şi cele de acceleraţie. 

Capitolul V este consacrat prezentării unor rezultate numerice. 
Capitolul VI este destinat expunerii şi comentării principalelor rezultate 

obţinute în cadrul prezentei teze de doctorat. 
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CAPITOLUL I 

DINAMICA PLĂCII SUBŢIRI TERMOELASTIC LAMINATA 

1.1. Stadiul actual al problemei. 

In contrast cu abundenţa de literatură asupra problemelor dinamice pur 
mecanicp ale plăcilor compozite, se pare că teorii dinamice în care efectele 
termice să fie incluse sunt mult mai puţine. 

Teoria dinamică a plăcii subţiri liniar termoelastic laminată se bazează 
pe cuplarea câmpurilor de deformaţie şi temperatură. 

O serie de studii, au utilizat teorii bidimensionale ale plăcii pentru predic-
ţia răspunsului dinamic termo-mecanic. Dintre autorii acestor studii a-
mintim: Zorski şi Lyons [1962], Anderso şi Mowbray 

Ibănescu 
1969 
1982 

McQuillen şi 
etc. BruU [1970], Inan [1972], Deresiewici [1975 

Unul dintre primele studii privind vibraţiile induse termic, este lucrarea 
lui Boley şi Barber [1957], în care s-a examinat răspunsul dinamic al barelor 
şi plăcilor simplu rezemate cărora le sunt aplicate diferite şocuri de încărcare 
termică. Se pune în evidenţă importanţa inerţiei de rotaţie în cazul încălzirii 
rapide a structurilor cu pereţi subţiri. 

Studii privind vibraţiile induse de temperatură în plăci şi învelişuri izotro-
pe pot fi găsite în lucrările lui Stroud şi Mayers [1971], Cukic [1972], Jade-
jda şi Loo [1974], Zak şi Drysdale [1976], Biswas [1977,1978], Irie şi Ya-
mada [1978], Massalas, DalamajigcLS şi Tzivanidis [1982], Das [1983], Che-
botajevschii şi Yagubova [1985], Krys'ko, Guba şi Fomin [1986], etc. 

Deşi puţin studiat, în ultimul timp o atenţie specială îi este acordată 
răspunsului dinamic indus prin şoc termic, al plăcilor şi învelişurilor ani-
zotrope. Şocurile termice tranzitorii pot schimba caracteristicele vibratorii 
şi este posibil ca o structură care este stabilă sub o încărcatre dată să poată 
deveni instabilă datorită prezenţei tensiunilor termice tranzitorii. 

Astfel, Kao şi Pao [1976] au studiat comportarea la defiexie a unei plăci 
compozit transversal laminată simetrică şi simplu rezemată supusă la şoc 
termic. Zak şi Drysdale [1976] au studiat efectul asupra tensiunilor termice 
induse printr-o încărcare sinusoidadă staţionară. Bisvas [1977] a investigat 
vibraţiile unei plăci ortotrope tranversal laminată simetrică aşezată pe o 
fundaţie elastică, căreia i se aplică un şoc termic. 
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Tratând temperatura în placă ca un câmp variabil în tim 
dependent de spaţiu, Tauchert [1987] a investigat vibraţiile 
laminate. De asemenea, Tauchert [1989, 1990] a examinat 
şoc termic a plăcilor ortotrope transversal laminate simetn 
margini paralele simplu rezemate, iar Huang şi Tauchert 
comportarea vibraţională a plăcilor dublu curbate tansverso 
metrice şi antisimetrice, simplu rezemate şi supuse la şoc • 
Huang [1996 

.ochastic-
se în plăci 
ortarea la 
"ând două 
au studiat 
.minate si-

mic. Liu şi 
au prezentat un studiu privind analiza vibra lor plăcilor 

compozite laminate supuse la schimbări de temperatură utilizând teoria 
deformaţiilor de forfecare de ordinul întâi. In deformaţii suni consideraţi 
termenii neliniari din teoria von Kărmăn; astfel pe baza elementului finit 
se obţin ecuaţii neliniare cuplate conţinând deplasările în plain, deflexia, 
precum şi unghiurile de rotaţie. Sunt calculate frecvenţele de vibraţie ale 
unei plăci transversal laminată simetrică. Negishi şi Hirashima [1997] au 
formulat o teorie aproximativă de ordin superior pentru analiza comportării 
statice şi dinamice a structurilor laminate cu alunecare interlamdnară. 

Determinarea răspunsului dinamic al învelişurilor cihndrice armate, la o 
încărcare termică (şoc termic), a fost studiată de Birman [1990\ 

Alte studii au fost a^xate pe problema propagării undelor în plăci ter-
moelastice ( de exemplu referinţele: Chadwick [1962], Deresiewich [1975], 
Massalas [1986]. Ma^salas şi Kalpakidis [1987], etc.). 

Analiza comportării termo-mecanice în dinamica plăcii subţiri poate fi 
importcintă în multe probleme de inginerie mecanică multidisciphnară. 

In acest capitol va fi studiată dinamica plăcii subţiri liniaj termoelastic 
laminată. Se stabilesc mai întâi ecuaţiile de mişcare, condiţiile la limită şi 
condiţiile iniţiale. Apoi, se dau diferite formulări variaţionale, teoreme de 
existenţă şi unicitate, precum şi teoreme de minim. 
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1.2. Ecuaţiile dinamicii termoelasticităţii neliniare. 

Fie B un corp continuu elastic care în configuraţia de referinţă este un 
subdomeniu Bq al spaţiului euclidian tridimensional R^. Prin Bq exprimăm 
interiorul acestui domeniu a cărui frontieră este dBo. Se consideră de aseme-
nea un sistem de axe carteziene rectangulare Ox,- (i=l,2,3). 

Ecuaţiile fundamentale ale dinamicii termoelasticităţii neliniare folosind 
descrierea lagrangeiană a deformării (vezi leşaa [1979]) sunt: 
- ecuaţiile de mişcare 

(1.2.1) TKi,K + Pofi = PoUi pe Bo x [0,to), 

- ecuaţia energiei 

(1.2.2) poTv = Ql,l + Por pe Bq X [O, ̂ O), 

- ecuaţiile constitutive 

(1.2.3) a = a(Eij,T,Xs) pe Bq X [0,TO), 

(1.2.4) Tjr = + + pe Bo x [O, io), 

1 ^ 
(1.2.5) 7) = ^ pe 5ox[0,io), 

Po oT 

(1.2.6) Qi = Qi{Emn,T,Tj,Xs) pe Bo x [0,to), 

- ecuaţiile geometrice 

(1.2.7) 2Eij = Uij + Uĵ i + Us,iUsj pe Bo x [O, to), 

unde au fost utilizate notaţiile: Xk - coordonate materiale: t - timpul; 
Ui{Xj.f) - componentele vectorului deplasare; Eij(Xs,t) - componentele 
vectorului deformare lagrangeian; Tij(XsJ) - componentele tensorului Piola 
- KirchiiofF de prima specie; Qi{Xs,t) - vectorul flux de căldură măsurat 
pe unitatea de arie din corpul nedeformat, faţă de reperul considerat; <7 -
energia liberă pe unitatea de volum iniţial; po{X) - densitatea de masă în 
configuraţia de referinţă: /, - componentele forţelor de volum pe unitatea 
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de masă; rj(X^t) - entropia pe unitatea de masă; r[X^t) - debitul surselor 
de căldură pe unitatea de masă; T - temperatura absolută. 

La ecuaţiile fundamentale (1.2.1)-(1.2.8) se adaugă condiţii iniţiaJe şi 
condiţii frontieră ale corpului considerai. 

- Condiţiile iniţiale: 

(1.2.8) Ui{X, 0) = v!l{X), 0) = (X), 77(A-. 0) = 7;o(X), X G Bq, 

imde şi t̂o sunt fimcţii prescrise, continue pe Bq. 
- Condiţiile pe frontieră: 

(1.2.9) 

unde 

Ui — Ui pe dBov X [O.̂ o)' Tijrij = T pe dBoa x [0,to): 

T = T pe dBoe x [0,to), Qirii = Q pe dBoq x [0,to), 

(1.2.10) dBou^dBoa = dBooUdBoq = dBo, dBouOdBoa = dBoendBog = ^ 

şi cu $ mulţimea vidă. 
Condiţia de convecţie are forma 

(1 .2 .11) QiUi = h(T - Te) pe dBo x [O, to), 

imde Te este temperatura mediului înconjurător, iax h{> 0) este coeficientul 
de trcinsfer de căldură. 

1.3. Ecuaţiile dinamicii termoelasticitâţii liniare. 

Teoria dinamică a termoelasticităţii liniare este cciracterizată de ecuaţiile 
(leşan [1979]): 
- ecuaţiile de mişcare 

(1.3.1) a i j j f i = pili, pe B q x [ 0 , t o ) , 

- ecuaţia energiei 

(1-3.2) pToî  = Qi, + pr, pe Bq X [O, to), 

- ecuaţiile constitutive 

(1.3.3) = C,jkieu - 3,jB pe 5ox[0.<o). 
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(1.3.4) pr) = Pijeij + aO, pe Bq X [O, to), 

(L.S.O) qi = kijOj, pe Bq X [0,to), 

- reiaţiiie cinematice 

(1.3.6) 2€ij = Uij + Uj^i, pe Bq X [0,to), 

(1.3.7) e = T - T o , 

unde au fost utilizate următoarele notaţii: p - densitate de masă constantă; 
To - temperatura absolută constantă a corpului în starea lui de referinţă; 
T - temperatura absolută; 6 - variaţia temperaturii măsurată de la tempe-
ratura stării de referinţă; Ui - compontele vectorului deplasare; eij - com-
ponentele vectorului deformaţie; ajj - componentele tensorului tensiime ale 
lui Cauchy; qi - componetele vectorului flux de căldură; fi - componentele 
forţelor de volum; r - radiaţia căldurii pe unitatea de masă a volimiului 
iniţial; Cajk^ PijiO-ihij - funcţii de material; ele satisfac relaţiile de simetrie 

(1.3.8) Cijki = Ckiij = Cjikh (^ij = Pji-

Inegalitatea entropiei implică 

(1.3.9) kijO^idj > O, 

unde kij sunt componentele tensorului conductivităţii termice. 
La ecuaţiile (1.3.1)-(1.3.7) sunt adăugate: 

- condiţiile iniţiale 

(1.3.10) Ui(x, 0) = Ui(x, 0) = t;?(a:), 7]{x, 0) = 770(0:), x eBo 

şi 
- condiţiile pe frontieră 

(1.3.11) Ui = Ui pe dBou^[0,to), 

(1.3.12) a i j n j = p , pe a^ocr x [O, ^o). 

(1.3.13) ^ = ^ pe dBoe x [O.̂ o)-
13 
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(1.3.14) qini = q pe dBoqX[0,to). 

In relaţiile anterioare şi q sunt funcţii prescrise, iar 
dBou.dBoo- dBoe şi dBoq sunt submuiţimi ale iui dBo - frontiera iui Dq. astfel 
că 

dBou U dBoa = dBoe U dBog = OBq, 
(1.3.15) 

dBou n dBoa = dBoo n dBoq = 

Se mai fac următoarele presupuneri asupra proprietăţilor materialului 

(1.3.16) p > 0 , To>0 , a > 0 , 

(1.3.17) Cijkieijeu > aeijeij, a > O, Vê j = e î, 

(1.3.18) kijTjiTij > jriirji, 7 > O, V 77,-. 

1.4. Consideraţii privind placa subţire termoelastic laminată. 

Aici, vom prezenta unele consideraţii privind placa subţire termoelastic 
laminată, în general urmând lucrarea lui Chelu [1995a . 

Vom considera o placă formată din N lamine astfel că la scajă macro-
scopică, global fiecare lamină are o comportare termoelastică. 

Laminele le presupunem perfect lipite, astfel că nu este posibilă alunecarea 
uneia faţă de alta. 

Placa laminată este considerată un corp continuu cu răspuns global la 
solicitările exterioare, ceea ce presupune continuitatea deplasărilor. Facem 
de asemenea presupunerile (vezi Cristescu [1983]): 

-placa compozit este subţire şi de grosime h în timpul procesului de 
deformare; 

-laminele sunt unidirecţional orientate; 
-laminele au o comportare termoelastic ortotropă, cu axe naturale dis-

tincte de la o Icimină la alta a plăcii; 
-legătura între lamine este suficient de subţire astfel ca geometria plăcii 

să nu fie alterată şi inerţia legăturii să poată fi neglijată; 
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-deplasările u, v, w după direcţiile x, }', z sunt mici comparativ cu h şi 
sunt fimcţii liniare de coordonata z; 

-deformaţiile specifice £x, Cy, e,- cxy, Sŷ , s.t sunt mici comparati^v- cu 
unitatea; 

-termenii neliniari în ecuaţiile fundamentale sunt neglijaţi cu excepţia 
produselor între tensiuni şi panta plăcii; 

-normala la suprafaţa medie a plăcii nu trebuie să rămână perpendiculară 
pe planul mediu deformat ca în cazul teoriei Love-Kirchhoff (proprietăţile 
de material distincte ale straturilor constituente dau microrotaţii distincte 
în straturi cu materiale diferite şi în consecinţă presupunerea că suprafaţa 
plană rămâne plană după deformare, nu este valabilă (vezi Sun, Giimore şi 
Koh [1972])). 

Adoptarea presupunerii cinematice Love-Kirchtioff din teoria clasică a 
plăcii elastic laminată cu neglijarea efectelor deformaţi ei de forfecare şi a 
inerţiei de rotaţie conduce la o teorie inadecvată a plăcii compozit (conform 
Ashton şi Whitney [1970]). 

In plus la încărcările mecanice, placa este supusă la o distribuţie de 
temperatura 9{x, y, z, t) care este măsurată dintr-o stare de referinţă a unui 
câmp de temperatură uniformă Tq în care placa nu are nici o tensiune sau 
deformaţie. 

Pentru câmpul deplasărilor plăcii adoptăm relaţiile: 

(1.4.1) 

u = y, t) + zipxix, y, t), 

V v^(x,y,t) + zxl)y{x,y,t), 

w = w(x,y,t). 

Intr-un sistem natural de coordonate, ecuaţiile constitutive pentru o 
lamină corespimzând termoelasticităţii liniar ortotrope sunt 

(1.4.2) 

'Cu Ci2 Cu 0 0 0 " 
• V ) 

o-i Ci 2 C23 0 0 0 

C23 C33 0 0 0 
< 

Oa 0 0 0 C44 0 0 
< > - < 

0 

Oh 0 0 0 0 C55 0 0 

. 06 . 0 0 0 0 0 ^66 _ . > . 0 . 

0. 
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unde notaţiile contractate sunt utilizate cistfel: {11}—+{1}, {22}—)-{2}, {33} 
-{^3}, {23}-.{4}, {31H{5}, {12}--{6}. 

Deoarece placa este presupusă subţire, putem utiliza ipoteza standard 
că tensiunea normală <73 este nulă, iar tensiunile de forfecare transversală 
se anulează pe suprafaţa superioară şi inferioară a plăcii. 

Considerând <73 = O, din relaţia (1.4.2) obţinem pentru 63 expresia 

= 
Ciz C23 , /̂ s - + 

^ ^ ^33 ^ C33 ^ C33 

care substituită în relaţiile (1.3.2) conduce la scrierea acestora astfel 

(1.4.4) 
02 

< ^ = 

CT4 

Oii «12 0 0 0 • ' €1 ^ f Â l 
QI2 Q22 0 0 0 €2 h 
0 0 «66 0 0 < ^ — < 0 ^ 
0 0 0 044 0 e4 0 
0 0 0 0 Q55. 0 

^ / 

unde Qij = Cij — (CjjQs/Css) reprezintă rigidităţile reduse, iar Ă = A -
(CalCîi)lii dacă i = 1,2. 

In raport cu un sistem de coordonate carteziene ortogonale Oxyz având 
planul xOy coincizând cu planul mediu al plăcii şi axa Oz perpendiculară 
pe aceasta, ecuaţiile constitutive pentru o lamină au forma 

(1.4.5) 

' a , ^ 
CTy 

< O^y > — 

Q n Q n 2Qi6 O O 
Qi2 Q22 2^26 O O 

O16 Q26 2Q26 ^ _o 
0 0 0 2Q45 
0 0 0 2O45 2(355 J 

ei \ 
fii 

< x̂j/ • - < Pt > 
0. 

. 0 . 

>0. 

unde Qij sunt componentele tensorului rigidităţilor transformate Q. Expre-
sia lui Q este dată de relaţia 

(1.4.6) {Q} = [T]-^[Q][Tl 

unde [T] este matricea de transformare, iar sunt elemente ale vectorului 
{0} = {Bl 02 h O 0}^ obţinut din relaţia 

(1.4.7) = [T^iP}. 
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în relaţiile (1.4.6) şi (1.4.7), [T] reprezintă matricea transformării de la 
sistemul de coordonate Oxix^xz la sistemul de coordonate Oxyz şi are forma 

(1.4.8) T 

m' Ti 
m' 

2mn 
—2mn 

O 
O 

—mn mn rn? — n^ O 
O 
O 

O 
O 

O 
O 

O 
O 
O 

m —n 
n m 

cu m=cos^, n=sin^ şi O unghiul dintre orientarea fibrei şi axa Ox. 
Teoria gradienţilor mici ai deplasării şi teoria lui Von Kârmân pentru 

plăci pot fi unificate utilizând următoarele relaţii deformaţie-deplasare: 

du 1 dv 1 .dw.n 
~ d x d x ^ ' ^"'dy dy 

(1.4.9) 
_ \ .du dv dwdw _ l.dv dw 

2 dy dx dx dy 

l ,dw du. 

2^dz dy 

2^dx dz 
unde X ia valorile ,,0" pentru teoria gradienţilor mici ai deplasării şi ,.1" 
pentru teoria lui Von Kăjmăn. 

Relaţiile (1.4.1) se mai pot scrie 

(1.4.10) 

imde 

(1.4.11) 

li 

w = U V w u^ v^ w , {U^} = [tP, XPy o 

w®, i;® şi w - componentele deplasării planului mediu al plăcii, ipx şi ~ 
imghiurile rotaţiilor respectiv faţă de axele Oy şi Ox. 

Ţinând cont de relaţiile (1.4.10) şi (1.4.11), relaţiile (1.4.9) devin 

(1.4.12) = + 

unde s-au utilizat notaţiile 

— {-2- -y ly: • -T -y !xy 
17 
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^ r o O O O O | r 
J ^y ixy lyz izxJ ' 

"̂ /cj' — "[/cj /cy k^y o 

(1.4.13) 
.duQ dvQ duQ dvo dw , dw 

' r̂ h U i ' • dx dy dy 

n n^T 

dx dy " ^^ dx 

o o f , 
dx^ dy^ dx dy 

ax oy dy dx 
Txy ~ 2Exyi 'yyz — 2£yz. ')'zx ~ 26zx-

Notăm cu mulţimea matricelor de tipul m x n cu elemente reale 
şi considerăm operatorul L:A^3i(R) —̂  A^gaCR) definit prin relaţia 

T 

(1.4.14) L({a}) = 
r 1 fai O 0 0 0 0 0 0 

O ia2 O O O O O O 
O O a3 O O O O O 

unde {a} = {ai a^ 03}^, ai G R. Se observă că relaţiile (1.4.13)4 §i (1.4.13)5 
se pot scrie condensat sub forma 

(1.4.15) 

unde 

(1.4.16) 

(e} = {[V] + [5]){t/} + XL{[T]{U})[G]{U}, 

{e} = { 4 4 tS. tL ky k z f . 

(1.4.17) 

laj PI, fS 

{U} = {Uo Vo W Ipx ^y}^, 

T], [Q] sunt operatori matriceali definiţi astfel: 

V 

' d O O O O O O 
o 1 I o o o o o 
O O o I : O o o 
o o o o o I : o I 
O O O O O O 1 
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T 

[5] = 

OX 

0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 ^ 0 0 
o o I o o 
o o # o o 

o o o o dx 
o o I o o 
o o I o o 

Proproziţia 1.4.1. Pentru oricare doi vectori {a}, {6}gCi(R) are loc 
relaţia 

(1.4.19) Lm{^})[Om = L{lG]{b})[T]{a}. 

Demonstraţie. Proproziţia rezultă imediată dacă se efectuează cal-
culele în cei doi membri ai lui (1.4.19).^ 

Cum ecuaţia constitutivă (1.4.5) pentru lamina k se mai poate scrie 

(1.4.20) 

unde {a}k={(Tj: Oy a^y Oy, a .x j l , {£}k={Sx £y Sxy Sy- §i {P}= 
O O ir^ atunci forţele rezultante de membrană Nx, Ay, Nxy, momentele 

rezultante de încovoiere Mx- My, Mxy şi forţele de forfecare transversale 
rezultante Qy şi Qx corespunzătoare ale plăcii sunt date de relaţiile 

A'. 

N: xy 

M/2 

J-h/2 

Ox 

Oxy 

e 

Oll QI2 2(316 
Qn Q22 2(526 

QI6 Q26 2(366 . 

y 
xy 

Bk)dz, 

(1.4.21) 
Mx 
My 

Mxy - L 

hl2 

h/2 

Ox 
O y 

Oxy 

dz 
- U ' 

( 
<311 912 2(3I6 
Qi2 Q22 2(326 

.<3i6 Q26 2(322 J 
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/ ( e, ] ( P i ) 
^y \ - \ b \ . ̂ xy ) , l J L 

)dz. 

f 1 / ! a 
\ Qx ) J-h/2 l ^^x 

Introducând notaţiile 
k=i 

Qu Qro 
Qa'o Qbb 

I 

i oi: I 
dz. 

(1.4.22) {E} = {A', N, N,y Qy Q, M, M, 

.h/2 
(1.4.23) {Aij,Bij ,Dij)= / {l,z,z^)Qijdz = 

J-h/2 

N 

(1.4.24) B 

Ol 

Bl 

^11 An AI6 • 
Ai2 A22 ^26 
Ai6 A26 Aee _ 

Bn Bi2 Biq 
Bi2 B22 B26 
jBie B26 ^66 

0 0 0 
0 0 0 

H 

D 

k=i 

A44 A45 
A45 ^55 

Dii A 2 Du 
DI2 D22 D2Q 
Diq D26 DQQ 

B] [Ol iT" 

Al 

C 

A Ol 
L[Oi T H] _ 

.^il 1-BiJ 
[[•Bl] T [D] , 

considerând pentru temperatura relativă O dezvoltarea 

(1.4.25) e{x, y, z, t) = y. t) + ze\x, y, t) 

şi utilizând notaţiile 

W = { S } ; = (< = 1.2.6); 
/r 1 
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(1.4.26) 

i>} = t r 4Pi)kdz (! = L2,6); 
k = l Jzk-l 

b l = i : r (z = 1,2.6): 

^ "6? 65 o 65 h\ bl 
_b\ bl bl O bl bl bl 

obţinem următoarea ecuaţie constituitivă pentru placa subţire termoelastic 
laminată: 

(1.4.27) {S} = lC]{e} - [b]{e}. 
Vom considera acum rj ca fiind dat de relaţia 

(1.4.28) r){x, y, z, t) = rj\x, y, t) + Z7]\x, y. t) 

şi vom introduce notaţiile: 

nh/2 N h/2 
(1.4.29) a ' = / z'adz = 2 / z'akdz {i = 0A,2); 

J-h/2 J-h/2 

(1.4.30) 

(1.4.31) 

/•V2 . - f̂ k , 
pi = / z^pdz = ^ / z^pkdz {i = 0,1,2); 

J-h/2 fl^ Jzt-I 

N 

a 
a' a' 
a' a' Ri Po Pi 

Pl P2 

Integrând ecuaţia (1.4.4) în raport cu 2 de la —h/2 la h/2, apoi înmulţind 
aceecLşi ecuaţie cu z şi integrând după 2 între aceleaşi limite ecuaţia ce 
rezultă, obţinem a doua ecuaţie constituitivă matricială 

(1.4.32) 
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1 1 

Ţinând cont că trecând de la coordonatele naturale {x\,x2.xz) la co-
ordonatele globale (x.y.z) pentru vectorul flux de căldură q şi gradientul 
temperaturii avem relaţiile 
(1.4:33) 

Qi 
92 
93 

Pentru cazul ortotrop (conform lui Borş [1970], p. 27), tensorul conduc-
tivităţii intr-un sistem de coordonate natural Oxix^x^ este dat de 

kn O O ~ 
O k22 O 
O O /C33 

Qx " m —n 0 • 
Qy > = n m 0 

> _ 0 0 1 _ 

" m —n 0 • 
= n m 0 < I _ 0 0 1 _ \ 

02 V 

(1.4.34) k 

între tensorul conductivităţii transformate [/c] şi tensorul consuctivităţii 
k] există relaţia 

T (1.4.35) 

unde: 

k re k re 

" ku ki2 0 • ' m —n 0" 
(1.4.36) [k] = k2\ k22 0 r i T ; Ve] = n m 0 

0 0 hz _ _ 0 0 1 _ 

Pe baza relaţiilor (1.4.35) şi (1.4.36) se obţin elementele kij ale tensorului 
conductivităţii transformate k: 

ku = m^ îi + n'^k22\ k22 = n /̂cii + m'̂ /c22; 
(1.4.37) _ _ _ 

3̂3 = 3̂3; 1̂2 = 2̂1 = rnn{k22 - ku). 
Ecuaţiile constituitive (1.3.5) se exprimă în coordonate globale sub forma 

< (1.4.38) 
1̂1 1̂2 O 

k2i k22 O 
O O I33J 

.y 

B. 

Utilizând notaţiile 

/

l'h/2 f^n/z 

z'q,dz. ql= / z'Qydz, q'^ = / z'q.dz (2 = 0.1); 
•h/2 J-h/2 J-h/2 

^h/2 
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(1.4.40) {9} = {9S îl l\ îl îl îl] 

(1.4.41) 
.h/2 

K\.= / z'kijdz (/ = 0,1,2); 
J-h/2 

(1.4.42) [K 

K'n KI2 0 KI2 0 • 
^22 0 -̂ 22 0 

[K'] [K'] 0 0 ^zz 0 
[K'] Kl, 0 A-îi 0 

KI2 0 Kl ^22 0 
0 0 0 0 Klz\ 

(1.4.43) [H 
A Â. 
dx dy 
O o 

0 0 0 
o A A 
^ dx dy 

o 
o 

0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

integrând în raport cu 2 de la - / i / 2 la /i/2 ecuaţia (1.4.38), apoi înmulţind 
cu 2 aceeaşi ecuaţie şi integrând după aceeaşi variabilă şi între aceleaşi limite 
ecuaţia rezultată, obţinem şi cea de-a treia ecuaţie constitutivă 

(1.4.44) W = + [-^iDW. 

Integrând în raport cu 2 ecuaţiile (1.3.1) de la —h/2 la /i/2, apoi înmulţind 
cu 2 primele două ecuaţii din (1.3.1) şi integrând din nou în raport cu aceeaşi 
variabilă şi între aceleaşi limite, obţinem forma matricială a ecuaţiilor de 
mişcare 

{[VY - [5]^){E} + 
(1.4.45) 

unde 
+ { p } = mu}^ 

(1.4.46) {P} = 

Qx 

Qy 
Qz 
rUx 
m,, 

+ / h/2 

h/2 

fx 

fy 
fr 

O^fx 
yfy 

> dz\ 

qx = qi + qî 
Qy = 92 + Q2 
q-. = qt + qz 

rrix = h/2{q^ - q^} 
TTLy = h/liqţ - qo) 
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(1.4.47) R 

Po O O Pi O 
O po O O Pi 
O O po C O 

PI O (} P2 O 

. O Pi O O . 

cu qŢ, q~ (i=l,2,3) componentele vectorului încărcare res} ctiv pe feţele 
superioară şi inferioară ale plăcii, iar /x, fy şi sunt comj nentele forţei 
volumice a acesteia. 

Acum, pe baza relaţiilor 
r 

(1.4.48) M = { 

Şl 

(1.4.49) _ f «z(V2) - g.i-h/2) 
- \ k/2{g,{h/2) - qA-h/2)) 

integrând după z de la —h/2 la h/2 ecuaţia (1.2.2) apoi înmulţind cu 2 
aceeaşi ecuaţie şi integrând din nou după între aceleaşi limite, obţinem 
următocirea ecuaţie a energiei scrisă sub formă matricială: 

(1.4.50) ro[ili]{)?} = {[HY - (5i]^){g} + {?} + [iîi]{r}. 

Din inegalitatea (1.3.9), în acelaşi mod obţinem condiţia: 

(1.4.51) (([?i] + [Si]){0}f[K]{[H] + [Si]){e} > 0. 

Condiţiile iniţiale. 

Condiţiile iniţiale (1.2.8) ( sau (1.3.10)), în cazul plăcii devin: 

(1.4.52a) {U(x, 2/, 0)} = {U\x, y)}, {f/(x, y, 0)} = {F^a:, ?/)}, 

(1.4.526) {77(x,2/,0)} = {77o(x,2/)} 

sau echivcdent 

(1.4.o3q) {r(x.î , ,0)} = { r V . ! / ) } , {U(x.y.O)} = {V'>{x.y)}. 
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(1.4.59) {qn} = {qnx QnyV = 

unde {U'} = w ' f , {T/O} = {^g v§ {77°} 
-[̂ 0 funcţii prescrise. '/o o}^ ŞI 

Condiţiile pe frontieră. 

în continuare notăm prin [r>„] şi matricea obţinută respecti^• din 
dx dy-

^ r 

[V] şi [H] punând n\ şi 712 în locul lui ^ şi Inroducând de asemenea 
notaţiile 

(1.4.54) 
{Pn} = {iVnx Nny QnZ Mn, = 

+x{[:FnnL{mu})nj:}+iG.nLmuwiE}); ^T| 

Nnx = + Nxyn2, 

N n y = N x y T l l + N y n 2 , 

(1.4.55) QnZ = + Qyn2 + + N ŷW ŷ), 

Mnx = M^ni + Mxyn2, 

M n y = M x y n i + M y n 2 \ 

(1.4.56) {0} = [ilO u) î^yf; {P„} = [Nn, N,2 QnZ Mm M^s] T. 

(1.4.57a) N. 
rh/2 ^ _ _ 

= / padz (0=1,2); QnZ= / 
J-h/2 J-h/2 

^h/2 
riQ 

(1.4.576) 

(1.4.58) 

.h/2 
Mna= / (Q'=1,2); 

J-h/2 
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(1.4.59) {qn} = {qnx QnyV = 

(1.4.60) \Qn} 
( - > r^f^ c 1 ̂  

l qny j J.h/2 l ^ J 

condiţiile pe frontieră sunt 

(1.4.61) I^]{U} = [Iu]{U} pe dQou X [0,to) 

(1.4.62) I,]{Pn} = [Ia]{Pn} pe arZocrX [0,to), 

(1.4.63) le]{0} = lIe]{9o} pe 

(1.4.64) 

unde: 

Ig]{Qn} = [Iq]{Qn} pe dQoq X [0,to), 

Af-
= -^"^"Pan-i^^y^l^iul pentru (x,y) € dQou, 

i=l 
M ' 

= + pentru (x, y) € dVt^^, 
i=l 
M" 

= + pentru (x,y) G âQoff, 6 t t=i 
M" 

9̂] = + pentru (x,y) € 
t=i 

7*]-matrice unitate de dimensiune 5 x 5 ; 
/**]-matrice unitate de dimensiune 2 x 2 ; 

[/*^]-matrice pătrate de dimensiune 5 x 5 având toate elementele 
nule cu excepţia unora de pe diagonala principală care pot fi egale cu 1; 

[/J*]-matrice pătrate de dimensiune 2 x 2 având toate elementele 
nule cu excepţia unora de pe diagonala principală care pot fi egale cu 1: 

+ = m = of); 
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'^dQv "PdQî  ^dn;-^ ^dciy^ ^dQr caracteris-, -

M' M' 
= {dni) u ( u dQ;), dQoa = (dni) u ( L 

» = i 

{dQou) U idno.) = ono, (dQ:) n (^q;) = 
( a ^ n n (ar^;) = ^ pentru 

M- M' 
dnoe = ( d n r ) u { u dQD, dQo, = ( d n ; ) u { u dnr)-. 

x = l i = l 

idQoe) u (dQoq) = (^^^D n m ; * ) = 
(af^r) n (an;*) = ^ pentru i ^ j. 

Matricele [C], [iî], [B], [K] şi [a] caracterizează proprietăţile plăcii subţiri 
termoelcLstic laminată, dată. 

Facem în plus presupunerile 

(a) {P} : Qq X [O, /o) { f } : ^O x [O, to) ^ 

(b) {P},{f}GCO(nox[0,^o)); 

(c) {770} : Qo -

(d) 

(e) 

(f) {U}eC'{dQouX[0,to)y, 

(g) 

(h) x[0,^o)); 

(i) {0} :dQo X [0.<o) 
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(j) W e c V ^ o . x [ o , t o ) ) ; 

(k) {q} : d^og X [Q,to)R-, 

(1) {g}€C^(anocX [0,^o))-

Definiţia 1.4.1. Se numeşte cauză externă pentru placa subţire termoe-
lastic laminată, funcţiile {P} şi {r} având proprietăţiile (a) şi (h). 

Vom introduce acum conceptul de proces admisibil pentru piaca subţire 
lermoelastic laminată. 

Definiţia 1.4.2. Prin proces admisibil pentru placa subţire termoelastic 
laminată, vom înţelege un ansamblu ordonat de funcţii 

îndeplinind următoarele proprietăţi: 
(i) 

(ii) {t/}GC2(Qox[o,ito)); {u}AU}Au}Au},rAu},yAU},rAU},ye 

(iii) {e} :Qox[0,to)R^] 

(iv) {e}:CO(noX [0,M); 

(v) {E} : no X [OJo) ^ iî®; 

(vi) {S} € X [O, to)); {S}, {E},, G C'(Qo x [O, to)); 

(vii) : Ho X 

(viii) {6} e C^'H^o X [O, ^o)): {0}. {0},y. {0} G C'{Qo x [O, to)); 

(ix) {77} : Ho X [O, t o ) i ? ^ 

(x) {rj} G C ' H ^ o X [0. to)); iv} € x [0. ̂ o)): 
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(xi) {g } : ăo X [0,to) 

(xii) {q} e C'H^o X fO.io)); ^ C^iPi > 

Dacă definim adunarea proceselor admisibile şi înmulţirea cu un scalar 
prin 

(1.4.65) n n = {{UY + { U f \ {e}'' ^ {e} iT T 

(1.4.66) An = { X { u y \ , A { s r , Ajr^r , A{gf ) , 

atunci mulţimea proceselor admisibile este un spaţiu liniar. 
Definiţia 1.4.3. Numim soluţie a problemei mixte a plăcii subţiri ter-

moelastic laminată un proces admisibil care satisface ecuaţiile (1.4-15), (1.4--
27), (1.4.32), (1.4.44), (14-45), (1.4.50), condiţiile pe frontieră (I.4.6I)-
(1.4.64) şi condiţiile iniţiale (1.4.52). 

Definiţia 1.4.4. Numim câmp deplasare - temperatură admisibil pen-
tru placa subţire termoelastic laminată, ansamblul ordonat de funcţii U = 

în care {U} satisface condiţiile (i) §i (ii), iar {0} satisface 
condiţiile (vi) şi (viii). 

Mulţimea câmpurilor deplcisaje - temperatură admisibile pentru placa 
subţire termoelastic laminată formează un spaţiu liniau faţă de operaţiile 
de adunarea câmpurilor şi înmulţirea cu scalari. 

Definiţia 1.4.5. Câmpul deplasare - temperatură admisibil pentru placa 
subţire termoelastic laminată care satisface condiţiile frontieră (I.4.6I) şi 
(1.4.63) în deplasări şi temperatură se numeşte câmpul deplasare - tempe-
ratură cinematic admisibil pentru placa subţire termoelastic laminată. 

1.5. Caracterizarea problemei mixte a plăcii subţiri termoelas-
tic laminată cu ajutorul deplasărilor şi temperaturii. 

Vom arăta că problema deformării termoelastice a unei plăci subţiri ter-
moelastic laminată se reduce la determincirea componentelor vectorilor de-
plasare {U} şi temperatură {0]-. 
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Ecuaţiile (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.45) şi (: .4.50), condiţiile 
pe frontieră (1.4.61) - (1.4.64) şi condiţiile iniţiale (1.4.53] pot fi formulate 
cu ajutorul necunoscutelor {Uiz.yA)] şi {0(x,y. t)}. 

Uoilizând relaţiile (1.4.15), ecuaţiile constitutive (1.4.27), (1 .4.32) şi (1.4.44) 
devin respectiv 

(i.5.1) {S} = + + 

(1.5.2) 

(1.5.3) 

= IfcĴ CCIî'] + ^ xLmm) + 

{?} = [AKIH] + [5i]){«}. 

înlocuind expresiile (1.5.1) - (1.5.3) ale funcţiilor {£},{»;} şi {g} în 
ecuaţiile (1.4.45) şi (1.4.50) se obţin respectiv ecuaţiile 
(1.5.4) 

{[Vf - [5ir)([C](([D] + [5]){ia + xLm{U})[g]{U} -

+ x ( ( [ ^ F ( i ^ ( ( e ] { i / } ) ( [ c ] ( ( [ D ] + [ 5 i ) { i 7 } + x H m m m u } ) -

- w f ^ } ) + \ G Y { L ^ m { u m c m v ] + i s ] ) { u } + 

+xLm{u})ig]{u}) - mem + { P } = [IÎ]{!7} 

Şl 
(1.5.5) 

ro{[6]^(([i>] + [5]){f7} + xm{u})\g]{u} + i.([a]{t/})[7-]{c/})+ 

+[a]{e}) - {[Hf - [5:]^)([A-]([W] + (5i]){e}) - {«} = [Jîi]{r}. 

Condiţiile iniţiale pot fi scrise astfel: 

{!7(x,y,0)} = {Î7V,!/)}, {f>(^,y,0)} = {FV,Î / )} , 
(1.5.6) 

unde 
(1.5.7) 

w = a - l . iimno} - ^ ^ ( ( p ] + [ s m u " } + 
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Ţinând cont de relaţiile (1.4.15), (1.4.27) şi (1.4.44), condiţiile pe fron-
tieră (1.4.61) - (1.4.64) devin: 

(i.0.8) 

(1.5.9) 

= lIu]{U} pe dno^ X [0,^o), 

T^nf[C]i{[D] + IS]){U} + XL{[T]{U})[Q]{U / I 

= pe dQoc X 

(1.5.10) 

(1.5.11) M H n f m m + [Si]){0} = [J,]{gJ pe d^o, x [O, io) 

1.6. Formularea problemei cu ajutorul produsului de convoluţie. 

In acest paragraf vom da o nouă formulare care îmi aparţine, a problemei 
plăcii subţiri termoelastic laminată cu ajutorul produsului de convoluţie. In 
formulare sunt încorporate ecuaţiile de bază şi condiţiile iniţiale. 

Teorema 1.6.1. Funcţiile {Î7},{E} §i {rj} satsifac ecuaţiile (1.4-4^), 
(1.4-50) §i condiţiile iniţiale (1.4-52) dacă §i numai dacă 

(1.6.1) 
-g * ([D]^ - [ S r m + x(\Tf(L'^{\g]{U}){^}+ 

+ [R]{U} = {F} pe Qo X [O, I»), 

(1.6.2) [iîi]{r,} = I j * (([H 
J-a 

unde 

(1.6.3) 

'^ir)!?}) + pe nox[0, /o) 

9{t) = t, ^e[o,<o) 

(1.6.4) {F} = g*{P} + lR]{t{V'} + {U'}) •ro-
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(1.6.5) {W }̂ = * {lRi]{r} + {q}) + io 
Demons t r a ţ i e . Necesi ta te . Trebuie remarcat că 

(1 .6 .6 ) 

9*{U}= [ {i-r){U{x,y,r)dr = {U{x.,y,t)}-t{U(x,y,0)} 
J o 

(1.6.7) / {r}}{x,y,T)dT = {r]{x,y,t)) - {'q{x,y,0)}. 
J o 

Dacă funcţiile {U}, {E} şi {r}} satisfac ecuaţiile (1.4.45), (1.4.50) şi condiţi-
ile iniţiale (1.4.52), atunci se obţin ecuaţiile 

(1.6.8) 

(1.6.9) 

9 * (W - [51^){S} + xm^iL^{[G]{U}m+ 

+ 5 * {P} = 5 * 

h * m Y - ( 5 / ) { g } + ^ g * {r} = [iî,]({,,} - {r,»}). 
i o -10 

Pe baza relaţiilor (1.6.6) şi (1.6.7), ţinând cont de notaţiile (1.6.4), (1.6.5) 
din ecuaţiile (1.6.8) şi (1.6.9). rezultă ecuaţiile (1.6.1) şi (1.6.2). 

Suficienţa. Dacă funcţiile {{7},{S} şi {?;} satisfac ecuaţiile (1.6.1) şi 
(1.6.2), atunci ţinând cont de (1.6.4) - (1.6.7), putem scrie 

5 * m f - ( 5 ] ^ ) { s } + x i [ m L n e ] { u } m + 

(1.6.10) + 9*{P} + [iî] 

+{t/°}) = g * (IR]{U}) + t{U{x,y,0)} + {t/(x,!/,0)}, 

(1.6.11) 
jrg * {\Hf - [Si]^){g} + i p * ([Jî,]{r} + {?}) + = 

Făcând / = O în relaţiile (1.6.10) şi (1.6.11). obţinem 

(1.6.12) {!'"} = {[-(x.y.O)}. {T,o} = {r,{x.y.O)}, 
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iar dacă derivăm în raport cu timpul ecuaţiei (1.6.10) şi apoi considerăm 
f = O, rezultă 

Ţinând cont de aceste rezultate, ecuaţiile (1.6.10) şi (1.6.11) se reduc ia 

g * {{[Vf - [5]^){E} - x{[^nL-{ig]{u}){i:}+ 

- ^ m L m T m m ) ) - {p} - iRim = {o}. 
(1.6.14) 

Şl 

(1.6.15) * m v - + m - Toinm) = {o} To 

Pe baza unei proprietăţi a produsului de convoluţie (proprietatea (27.2)3 
din leşan [1979]), rezultă că funcţiile {t/},{E} şi {77} satisfac ecuaţiile 
(1.4.45) şi (1.4.50).^ 

Ca o consecinţă imediată avem 

Teorema 1.6.2. Un proces H = {{U}^A^VA^VA^VAvVAqV) 
este o soluţie a problemei mixte (I.4.I5), (14.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.45), 
(1.4-52), (1.4-61) - (1.4-64) dacă §i numai dacă satisface ecuaţiile (1.6.1), 
(1.6.2), (1.4.15) (1.4.27), (1-4-32), (1.4.44) §i condiţiile pe frontieră (I.4.6I) 
- (1-164)-

1.7. Caracterizarea problemei mixte a plăcii subţiri liniar ter-
moelastic laminată cu ajutorul tensiunii şi a fluxului de căldură. 

Având în vedere că se consideră cazul liniaj peste tot în acest paragraf 
va trebui luat x = 0. 

Ecuaţia de mişcare (1.4.45), când x = ^ ^ poate fi scrisă astfel: 

(1.7.1) » {{[Vf - [ 5 f ){E})) + {F} = {U}. 

Aplicând ecuaţiei (1.7.1) operatorul [D] + [5], obţinem 

(1.7.2) ([P] + * {([Df - [5]^){E})) + {F}) = ([D] + [S]){U}. 
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Ţinând cont de relaţia (1.4.15) când x = O? ecuaţia (1.7.2) devine 

(1.7.3) m ^ [S]){IR]-\9 * {{[Vf - [5]^){E})) + {F} = {e}. 

Din relaţiile (1.4.32) şi (1.4.50) rezultă 

(1.7.4) bf{e} + [a]{^} = ^g * {([Uf - [5il^){g}) + 
-LO 

care pe baza ecuaţiei constitutive (1.4.27) mai poate fi scrisă 
(1.7.5) 

dC] + [fe][a]-H6]^){e} = {E} + * (([H 
-Io 

T 

sau 
(1.7.6) 

a - l 1 
io 

Substituind (1.7.6) în ecuaţia (1.7.3) vom avea 
(1.7.7) 

m + [5])([iî]-'(p * {{[Vf - [ 5 ] ^ ) { i ; } ) ) + {F}) = ([C]+ 

a - l + [6][a]- '(is * {{[HY - [5,]^){g}) + [iîi]{r})). - 1 / 1 

Din ecuaţiile (1.4.27) şi (1.7.5) rezultă ecuaţia 
(1.7.8) 

+ + [a]){e} = - [5i]){?}) + [iîi]{r} - l 1 . 

sau 

(1.7.9) 

To 

{«} = + * ({[W]^ - lSi]){q})+ 

+[iî:]{r} - [6f [C]-'{S}). 

Aplicând operatorul lui (1.7.9) şi utilizând ecuaţia (1.4.44), 
vom obţine 
(1.7.10) 

{q} = [K]{[n] + [5i])(([6]nC]-Hfe] + * m V " 
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Ecuaţiile (1.7.7) şi (1.7.10) exprimă formularea cu ajui 1 tensiimii şi 
fluxului de căldură. 

Condiţiile pe frontieră sunt: 

T pe •S'Qoi/XiO t̂o), 

(1.7.12) I^]{Pn} = lIa]{Pn} pe aaOaX[0,to), 

mmc'nb] + [a]r\^9 * m f -
in 

(1.7.13) +[Ri{r} - = [le]{0} pe dQoe x [0,io), 

(1.7.14) 

Condiţiile iniţiale: 

(1.7.15) 

WQti} = [Ig]{qn} pe d^Oq X [0,^o)-

{S(x,î/,0)} = {EO(a:,y)} {x,y) eTîo. 

{q{x,y,0)} = {q\x,y)} (x.y) eQo. 

1.8. Formularea variaţională cu ajutorul produsului de convoluţie. 

Formulări variaţionale în cadrul teoriei termoelcLSticităţii pot fi găsite 
în cadrul lucrărilor lui Biot [1956], lonescu [1966], Rafalski [1968], Belii şi 
Morosi [1974], etc. 

leşan [1964] a dat un procedeu general de deducere a principiilor variaţio-
nale în dinamica liniară a mecanicii continuului având la bază principii 
variaţionade de tip Gurtin [1964]. De asemenea leşan [1966,1967,1979], a 
stabilit teoreme de acest tip pentru dinamica termoelasticităţii liniare cu-
plate şi micropolare. 

Nickel şi Sackmann [1968] au dedus câteva principii variaţionale în di-
namica termo elasticităţii cuplate bazate pe produsul de convoluţie extinzând 
rezultatele obţinute de Gurtin în dincimica elasticităţii liniare. 
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Aici, autorul formulează şi demonstrează două principii vaxiaţionale pen-
tru dinamica plăcii subţiri termoelastic laminată cu neliniarităţi geometrice, 
utilizând produsul de convoluţie ca în metoda lui Gurtin. 

Teorema 1.8.1. Fie JC mulţimea câmpurilor deplasare- temperatură 
cinematic admisibile {IX) = adică satisfac condiţiile pe frontieră 
(1.4-61) §i (1.4-63). Pentru t € [O, to) definim funcţionala Jt{-) pe K. prin 

Mm) = l f (ia* [Cl{e({î7})} - 2{e{{U})fx 
J n» 

x[6){0} - + - i 9 * g * ((([W] + [5i])x 

•{e}f[mH] + [Si]){e}) - 2{F}^{U} - 2g * {{Wf{e}))ds-

- f 9* {lI.]{PnV{U})dl + i / g*g* {[I,]{g„}{9})dl 
J aa.. •'oJ ea.. 

(1.8.1) 

oricare ar fi {U] G IC, unde {e({t/})} este definit de (1.4-15). Atunci 
{U} G /C este câmp de deplasare temperatură corespunzând soluţiei pro-
helemei mixte (1.4-15), (1-4-27), (1-4-32), (1-4-44), (14-50), (1-4.54) -
(1.4-55) §i (1.4-52), dacă §i numai dacă 

(1.8.2) 6Jt{{U]) = 0, te[0.to). 

Demonstraţie. Necesitate. Fie {U}, {ÎÂ] e /C, unde vectorul {U} este 
nul pe VLou X [ 0 , t o ) şi nu depinde de timpul t. Rezultă că {U} ^{U} 6 K 
pentru orice scalar ^ G R. 

Ţinând cont de formula lui Green şi de simetria matricelor [C],[a], [K 
şi [R] obţinem: 

J Qo 

+i(l^l{t'})(e]{t;'}))^{[C]{e({[;})} - m o } ) -

(1.8.3) - { e f [a]{e}) + (((H) + (5i]){e})^[A' 

x([W] + (5,J){e}) - - 9 * - / 9* 
J da.. 
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*{[Ia]{UV{Pn})dl + 
1 
•OJ dQog 

Pe baza relaţiilor (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32) şi (1.4.44), aplicând formula 
lui Green şi ţinând cont de relaţia (1.4.19), relaţia (1.8.3) se mai scrie: 

&iu)Jtm) = [ - 9 * -J f2o 

(1.8.4) + / 
J aa. 

Ic]{U}{g * ([PJ^iS} + x{[rnr L' i[0]{U})m + T T T , 

xX^([^]{t/}){E}) - {Pn}))dl + / mU}i9 * {[Dnfi^H 
dQc 

TTT, 1 
+x{[^nY L'{[Qmm+[GnY L'm{u}){m)di -

J-o 

dQ oq J-OJ d^oe 
^ ^ {[HnY{q]))dL 

Fie n = ({^7}^, {e}^, {E}^, {9^ , {77}̂ , {g}^) o soluţie a problemei mixte 
(1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.50), (1.4.54) - (1.4.55), (1.4.52). 
Atunci în acord cu faptul că {Ẑ } G /C este câmp al deplasărilor - tempe-
ratură cinematic admisibile corespunzător soluţiei problemei mixte (1.4.15), 
(1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), (1.4.50), (1.4.54) - (1.4.55), (1.4.52) şi ţinând 
cont de presupunerea că {Î7} şi {0} simt vectori nuli respectiv pe Qqu x [O, to) 
şi Qoe X [0,^0), din relaţia (1.8.4) obţinem relaţia 

= O pentru t € [O, to). 

Suficienţă. Presupimem că (1.8.2) axe loc pentru {U} 6 /C. Definim 
{E} prin (1.4.15), {77} prin (1.4.32) şi {g} prin (1.4.44), astfel că există 
relaţia (1.8.4) pentru {îi} € K. 

Considerând că vectorul {U] este vector nul pe frontiera ecuaţia 
(1.8.2) şi relaţia (1.8.4). pe baza lemei calculului variaţional rezultă ecuaţiile 
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(1.6.1) şi (1.6.2). Presupunând {U} vector nul pe Qq. iar {U) şi {6] de 
asemenea vectori nuli respectiv pe dVtou şi dQoe-, atunci ecuaţia (1.8.2) şi 
relaţia (1.8.4), în baza. lemei calculului variaponal implică 
ri.8.5) 

h]{Pn} = {0} pe a n , , x[0,to) 

Şl 

(1.8.6) Ig]g * p * {[Hnfiq} - {q})dl pe dO^oq x [0,Zo)-

Derivând în raport cu timpul de două ori ecuaţia (1.8.5) şi de trei ori 
ecuaţia (1.8.6) se obţin condiţiile pe frontieră (1.4.54) şi (1.4.55). 

Am arătat altfel că {U} € K, este câmp al deplasărilor temperatură 
corespunzând soluţiei problemei mixte (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44), 
(1.4.50), (1.4.54) - (1.4.55), (1.4.52) şi demonstraţia este încheiată.^ 

Teorema 1.8.2. Fie V mulţimea proceselor admisibile. Pentru orice 
t G [0,^o) definim funcţionala It(-) pe V prin 

I,{n) = J / ig* ({eY[C]{e} - - 2{E}^({e} - ([V]+ 

+ m u } - xLm{U])\g]{U})) - 2{FY{U} + {C/}^[iî]{i7}+ 

+9 * (([iJi]{'?} - a 1 -\[Ri]{r)}-lbf{e}) + 9*{^{qfx 
J-o 

1 
(1.8.7) x[K]-'{q}) - Tfrg * ({9^(1^] + [^iDW) + 2{ef{{W} - [R, 

•LO 

:{v}))ds- f 
J en. 

g^{[h]{PnY{U})dl- I 9*{[lu]{{uy -{uy)x 
dQo 

xdVr^Yi^} + xdTr^YL^ {[G]{U}m + igr^]^L^{[T]{U}){E})))dl + 
io 

< f 9*9* ({qf[nn][Io]({0} -imdl + ^ f 9*9* i{OVmqn})dl 
J dîio» •'•oJ dîi.. 

38 

BUPT



oricare ar fil[= {{UY, {e}^, {E}^, {OY, {77}^, {g}^) € V. Atunci U^V 
este soluţie a problemei mixte (14.15), (14.27), (1.4.32), (I.4.U), (1.4.50), 
(1.4-5^) - (1.4-55), (1.4-52) dacă §i numai dacă 

(1.8.8) 6jjlt(7r) = O pentru orice t G [0,io)-

(Variaţia n = ({6"'}^, {e}^, {S}^, {g}-') este independentă de 
timp) 

Demonstraţie. Necesitate. Fie II şi n G "^(11 independentă de timp). 
Rezultă că n + ^n G 'P oricare ar fi scalarul ^ E R. Utilizând simetria ma-
tricelor [C], [jR] şi [Ri], formula lui Green şi formula (1.4.19), obţinem 

6fl / , (n)= / {{Uy{-g*{{[V 
fio 

xiL' + [GY (L' ([^]{!7}){S}))) - {F}+ 

+[/?]{l/}) + {eYig * ([C]{e} - {S} - [6]H-n[iîi]{'?} - [il^{e}))+ 

+ { S f (S * ({e} - i[V] + [5]){!7} - xLm{U})[g]{U)))^ 

* {{W} + g * (^{[HY - - [ililW)) + {il}))+ 
J-o 

+{fi}{g * (-[iî,]{e} + liîi][a]-'([iîi]{>?} - [6f {e}))) + {g}(s* 

(1.8.9) * g * ( h [ K ] - ^ { g } - ( [ H ] + [S,]mmds+ [ g * { { u y i h : 

-{P„})dl - f g* {{S}^([D„] + xmG]{U})[T.\ + L{[f]{U})^ 
J n» 

- { î ? } ) + - (ufWr,fL^imO}m+ 

•'•oJ an,, 

- ^ f g*g* {{6V[I,m„f{q} - m)dl. 
•^oJ an.. 

X 
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Dacă n este o soluţie a problemei mixte (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), 
(1.4.44), (1.4.50), (1.4.54) - (1.4.55), (1.4.52), pe baza teoremei 1.6.2, rezultă 

(5nit(n) = 0, t e [O.io). 

pentru orice II E ^ şi deci (1.8.8) axe loc. 
Suficienţa. Presupunem că (1.8.8) are loc. Considerăm n = ({C'}^. {0}^ 

unde vectorii {C/}, şi IG]{U} sunt nuli pe 
frontiera <9̂ 0 şi ^^ depind de t. Din relaţia (1.8.9) şi ecuaţia (1.8.8) rezultă 

(1.8.10) 
fio 

{ă}([iî]{D-} - {F} - 5 * {({Vf - + x d ^ f x 

Pe baza lemei calculului variaţional, din ecuaţia (1.8.10) rezultă ecuaţia 
(1.6.1). 

Analog, presupunând pe rând U = ({0}^, {e}^. {0}^, {0}^, {0}^, {0}^) 
şi n = ({0}^,{0}^,{î:}^,-{0}^,{0}^,{0f), dar cu vectorul {E} nul pe 
frontiera dClô  rezultă respectiv ecuaţiile 

(1.8.11) 

şi 

(1.8.12) 

9 * ({S} - [C]{e} + - [bfle})) = {0} 

P * ({e} - m + IS]){U} - = {0} 

Dacă se derivează de două ori în raport cu t ecuaţiile (1.8.11) şi (1.8.12), 
se obţin respectiv ecuaţiile 

(1.8.13) {E} = [C]{e} - [6][a]-i([iîi]{r;} - [6]'̂  {e}) 

şi (1.4.15). 
Considerând acum pe rând fl = ({0}^, {0}^, {0}^. {9Y\ {0}^, {0}^), ft = 

({0}^ {0}^, { o r , {0}^, {vV. {0}^) şi fi = ({0}^, {0}^ {0}^, {0}^, {0}^, m , 
dar cu vectorul {5} nul pe frontiera (9r2ov îii mod analog cum s-a oţinut 
ecuaţia (1.4.15) se obţin respectiv ecuaţiile (1.6.2), (1.4.32) şi 

(1.8.14) 1 
/ * - + ['^iDi^})) = {O}-

40 

BUPT



Derivând în raport cu'^ecuaţia ^8.14), iar ecuaţia obţinută înmulţită la 
stânga cu To[K], conduce la (1.4.44). Ţinând cont de (1.4.32) în (1.8.13), 
rezultă relaţia (1.4.27). 

Fie acum n = ( { L ' ^ f , { 0 } % { 0 } ^ , { 0 } ^ , { 0 } ^ , { 0 } " ) cu vectorul {U} nul 
pe CLQ X [0. to) şi pe dQov Din relaţia (1.8.9) şi ecuaţia (1.8.8) se obţine 

(1.8.15) 
'dClc 

9 * ({urimDnm+ 

- {Pn})di = 0. 

In virtutea lemei generalizate a calculului variaţional (conform Gurtin 
1964]), rezultă condiţia pe frontieră (1.4.54)2. 

Considerând II = ({0}^, {0}^, {E}^, {0}^, {0}^, {0}^) cu vectorul {E} 
nul pe Qo x [O^̂ o) se obţine în mod analog condiţia pe frontieră (1.4.54)i. 

Luând acum pe rând fl = ({0}^, {0}^, {0}^, {0}^, {0}^, {qY cu {q} vec-
tor independent de timp, nul pe f̂ o x [O, to) şi fi = ({0}^, {0}^, {0}^, 
{0}^, {0}^) cu vector independent de timp, nul pe Qq x [O^̂ o): atunci 
în virtutea lemei calculului variaţional (conform Gurtin [1964]), rezultă re-
spectiv ecuaţiile 

(1.8.16) 

şi 

(1.8.17) 

Derivând în raport cu timpul ecuaţiile (1.8.16) şi (1.8.17), rezultă respectiv 
condiţiile pe frontieră (1.4.55)i şi (1.4.55)2- ^ 

1.9. Existenţă şi unicitate în dinamica plăcii subţiri liniar ter-
moelastic laminată. 

Dintre lucrările în care s-a studiat existenţa soluţiilor problemelor ter-
moelasticităţii, putem menţiona pe cele datorate lui Dafermos [1968], Du-
vaut şi Lions [1969], Kuprazde [1968], Nistor [1973], Liolios [1991], Rusu 
1987], Figueiredo şi Trabucho [1995], etc. 

Principalul rezultat al aceastei secţiuni î-1 constitue stabilirea şi demon-
strarea unei teoreme de existenţă şi unicitate în dinamica plăcii subţiri 
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liniar termoelastic laminată (x = 0), încastrată pe marginea laterală şi cu 
diferenţa de temperatură 9 nulă pe aceasta. Cazul mai generai, cu condiţii 
neomogene pe frontieră poate fi obţinut fără dificultate urmând un procedeu 
analog cu cel ce v-a n prezentat in paragraful 7 al capitolului al III - lea. 

Pentru stabilirea teoremei de existenţă şi unicitate sunt utilizate unele 
rezultate din teoria semigrupurilor de operatori (Barbu [1974]. Goldstein 
[1985], Pazy[1972]). A fost necesar ca o serie de rezultate (propoziţiile 1.9.1 
- 1.9.3 şi lemele 1.9.1 - 1.9.4) să fie demonstrate în prealabil. 

Vom considera spaţiul 

(1.9.1) 
x = { W I {W] = {{UY { B f f , { i T e H i m , 

{V} € H»(no), 6 

unde {U} = v" w ţfr j^, {V} = {u" i» w V-x ^yV, {6} = 
{00 6'Y, H j ( n o ) = = iar Hl{Q.,) şi H\n,) 
sunt spaţii Sobolev uzuale. 

Vom transforma problema valorii proprii iniţiale şi frontieră într-o ecuaţie 
de evoluţie omogenă temporală în spaţiul Hilbert X. 

Pentru aceasta definim operatorii .Ă : X —» H''(no)>S : X —• Ho(no) şi 
C : X ^ astfel: 

(1.9.2) Â{W} = {y}, 

(1.9.3) B{W} = \R]-\[VY - [5]'̂  )([C](D1 + [S]){U} -

(1.9.4) 
C{W} = i a - 1 / 

a 

{[H 
- l hY{[v] + [S]){v}. 

Introducem de asemenea operatorul ^ : X —̂  X prin 

] ( Ă{W} ] 
(1.9.5) A{W} = •{ B > {»•} = l > . 

. C J [ J 

cu domeniul 

(1.9.6) V{A) = {{TT'}|{H-} G X. A{W} e X. {V} = O pe dQo}. 
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închiderea lui V{A) este evident spaţiul X şi rezultă că el este dens în 
X. Domeniul V{A) nu este vid, el conţine cel puţin pe (Co°(r2o))^'. 

Astfel, problema valorii iniţial frontieră se reduce la următoarea pro-
blemă a valorii iniţial abstractă pe X: 

â{W} 
(1.9.7) 

(1.9.8) 

dt 
= Am ^2}, 0<t<to, 

W{0)} = {Wo} 

(1.9.9) { ^ } = { { 0 f m - ' { P } y \ + - 1 

Şl 

(1.9.10) 

Tn 

{Wo} = {{uY {yn^ \T^T 

Fie X* spaţiul Hilbert X echipat cu norma indusă de următorul produs 
scalar 

(1.9.11) 
{V}^[R]{V} + {0}^[a]{e})dn. 

Propoziţia 1.9.1 Există constantele pozitive c\ §i c^ astfel că 

(1.9.12) 
J FIN 

unde 

(1.9.13) Ci = ^c, p = inf p{x,y,z), c= mm(/i,—), 

C2 = max{po + l^il, />o, \pi\ + p2)-

Demonstraţie. Prima inegalitate (1.9.12), rezultă imediat astfel: 

(1.9.14) f = [ puiUidQdz> 
Jqo JQCJ-^ 
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'fio-'-l 
(iil + + Zlia.) + {ulf]dQdz = 

p [ Ih(ul)' + h{ul f -r > ci|{V-}||^0(a,v 
JQo 

A doua inegalitate (1.9.12) se obţine după cum urmează: 

(1.9.15) 
JQo 

imde s-a ţinut cont că 

(1.9.16) 2piul4>^ < 2\piuli>^\ < + 

Qo •>'̂ 0 

Propoziţia 1.9.2. Există constantele pozitive Ai §i A2 astfel că au loc 
inegalităţile 

(1.9.17) Ai||{î7}||^< [ {e{{U})flC]{e{{U})}dQ<X2\\{U} 
JQo 

2 
X -

Demonstaţie Vom demonstra mai întâi prima inegalitate (1.9.17). Pen-
tru fiecare lamină avem condiţia de elipticitate 

(1.9.18) Cijkieij€ki > ami^ijf i^m > 0 , m - rangul laminei) 

sau 

(1.9.19) 

unde Q = min am • 

/ Cijki€ij€kidx > a {€ijfdx, 
J BO J BQ 

m 
Prima inegalitate a lui Korn se poate scrie 

(1.9.20) [ 
JBc^ 
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cu u = {u, V, w) şi 

(1.9.21) 

Cum 

(1.9.22) 

şi 

(1.9.23) 

u IHi(Bo) = / (u • u + ( v u ) • (Vu))dx. 
JBo 

f Cijkieijekidx = I {e{{U})y[C]{e{{U})}dn 
JBo Jo.0 

U 2 
HHBo) 

h' 

.2 , ...2 

h{ul 4- vi + w^) + + 
12 

+ Huly + + wl) + ^ ^ ^2 > 

> C [ [{ul + vi + + + ( u g ^ + + wl + 
JQo 

+ ^L) + + + + V'L + V'L)!^^ = 
= C 

2 
HHfîo)' 

din relaţiile (1.9.19), (1.9.20), (1.9.22) şi (1.9.23) rezultă 

(1.9.24) / {e({[/})}^[C]{e({t/})}dn > 
v/fio 

cu ă = acc. 
Să demonstrăm acima a doua inegalitate (1.9.17). 
Dacă = rezultă {U} = {0}. Aceasta are drept consecinţă 
{e{{U})} = {0} şi deci 

/ = 0. 
J^o 

(1.9.25) 

Putem astfel scrie 

(1.9.26) [ {e{{U})f[C]{e({U})}dQ < C2{U} 
J^O 

2 
Hi(no)-
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Dacă > O, cum /Qje({LO)}^[C]{e({L'})} > O conform lui 
(1.9.24), există 4 > O astfel că 

(:.9..27) / {em)V[C]{e(AU})}dQ < 4||i{t.-}|i^Hr.oV 

unde A2 = max{c2. 02}.̂  

Lema 1.9.1. Există constantele pozitive şi 112 astfel că 

(1.9.28) < IK^'^llx. < ^2\\{V/}\\i. 

(Norma || • ||x' este echivalentă cu norma originală || • ||x/ 

Demonstraţie. Vom arăta mai întâi că există numerele pozitive di şi 
^2 astfel că 

(1.9.29) < / < 

Prima inegalitate (1.9.29) rezultă astfel 
(1.9.30) 

r r rn/2 p pn/2 
/ {Of[a]{e}dQ = / / aO^dQdz > â / / + ze^f)dQdz = 

= â / (h{9'f + ţ.{e'f)dQ > 
Jna ^^ 'fio 

unde ă = 
I Q 

inf a(x,y, z) şi dl = min(ăh:ă-^). 

A doua inegalitate (1.9.29) se obţine după cum urmează 
(1.9.31) 

JQo «/fio 
unde ^2 = max(a°, a^) şi s-a ţinut cont că 

(1.9.32) < (^0)2+ (^1)2. 

Conform propoziţiei 1.9.1, există constcintele pozitive ci şi C2 astfel că 

(1.9.33) c,||{V-}|||,,,„„,< f < 
JQq 
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Ţinând cont de relaţiile (1.9.24) şi (1.9.27) avem 

(1.9.34) â||{!7}||i,,,„„) < / {e({D'})}^[C]{e({D-})}dn < d,\\{U] 
J Cir, 

|2 
iHi(r.o) 

cu â si C2 constante pozitive. 
Adunând membru cu membru inegalităţile (1.9.29). (1.9.33) şi (1.9.34) şi 

ţinând cont de definiţia normei || • ||x cu ajutorul produsului scalar (1.9.11), 
obţinem ineglităţile (1.9.28) unde s-a utilizat notaţia: 

(1.9.35) /Zi = mm(ă; ci; c/i): = marc(c2, C2; do) ^ 

Lema 1.9.2. Operatorul A este disipativ, adică 

(1.9.36) < {W},A{W} >x-< O, V{T^} € V(A). 

Demonstraţie. Inegalitatea (1.9.36) rezultă imediat utilizând produsul 
scalar (1.9.11), definiţiile operatorilor A, B, C date de relaţiile (1.9.2)-(1.9.4) 
şi formula lui Green, după cum urmează: 

<{W},A{W} >x-= / {{e{{U})f[C]{eiĂ{W})}+ 
JQO 

+{V}^[R]{B{W}) + = 

= / ({e({t/})}^[C]{e({y})} + {Vf{[Vf - [51^)([C]([D]+ jQo (1.9.37) 
+[S]){U} - [b]{e}) + {enjriinr - [5i]^)([Ai([?i]+ 

+[Si]){0}) - miV] + = 

= - r [ (([?t:] + [5i]){^f + < 0. 

Lema 1.9.3. Există numerele pozitive ai şi a2 astfel încât 

(1.9.38) ^"o 

+ + [Si]){e})dQ < a2\\{e} 
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Demonstraţie. Din inegalitatea(j.3.jS) presupunând că aceasta este 
valabilă pentru orice iamină, rezultă 

fhfl !' f'h/2 
I I kij6,iejdQdz>^ I I OjOjdadz, 

I n^ tu /n 
(1.9.39) 

unde 7 = 
JQo J-h/2 jQ,o J-h/2 

inf 7(0;, ^,2). 
(x,y,z)€nx\-h/2.h/2] 

Inegalitatea (1.9.39) se mai poate scrie 
(1.9.40) 

[im + + [s,]){e})dn > 7 /melY ^ {o'y?) 
JQo 

{Hmr-

unde a — min('yh; 775). 
Inegalitatea 

(1.9.41) [ (([7^] + + < p\\{0} 
JQO 

H'oino))' 

CU > O, rezultă imediat. 
Din (1.9.29), (1.9.30) şi (1.9.41) se obţine (1.9.38) dacă se folosesc notaţiile 

ai = a şi a2 = P d^. ̂  

Lema 1.9.4. Operatorul A satisface condiţia 

(1.9.42) 7 ^ ( A / - ^ ) = X, VA>0. 

Demonstraţie . Trebuie să arătăm că pentru orice {W} G X, ecuaţia 

(1.9.43) {XI-A){W} = {W} 

are cel puţin o soluţie {W }̂ în V(A). 
In (1.9.43) prin eliminarea funcţiei {V}, obţinem următorul sistem de 

ecuaţii în {U} 

(1.9.44) - - ['5]^)([C]([P] + [S]){U} - [6]{^}) = {p}. 

(1.9.45) 
- j r l a ] - \ [ n f - [ S i f ) i l K ] m + [ 5 i ] ) { ^ } ) + 
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unde 

(1.9.46) 

şi 
(9.47) 

{9} = HU} + {V'} 

{h} = W + ia]-Mî>f (iX») ̂  [5]){ca. 

Vom nota cu respectiv membrii stângi ai ecuaţilor (1.9.46) 
şi (1.9.45) şi cu = nnde = { { r j ^ ' 

Fie < • >L2(r/oj produsul scalar ponderat în L2(no) = {L2{^Lo)y şi forma 
biliniară 

(1.9.48) 
BmAO) =< >L.(Qo)= 

'fio 

Utilizând formula lui Green, ecuaţia (1.4.15) când x = 0,(1.9.46) -
(1.9.47) şi condiţiile pe frontieră nule {{U} = {0}, {0} = {0} pe dQo), 
obţinem 

(1.9.49) 

B m . {?}) = / iX'{UflR]{U} - { U f m - [5]^)([C]([Î)]+ 

- m m + - {en^sinf -

pentru orice {«} = { { U f , G ( m m Y -
Avem în continuare nevoie de următorul rezultat: 

Proprietatea 1.9.3. Pentru orice 6 există constantele 
pozitive Jii §i 7^2 CLstfel că 

(1.9.50) j^m] 2 
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Demonst ra ţ ie . Se poate arăta cu uşurinţă că pentru orice {D'} 6 
Ho(f^o)î există > O astfel că 

(:.9.51) J FIO 

12 
'Hjff/o)-

Adunând membru cu membru inegalităţile (1.9.38) şi (1.9.51), notând 
cu TIi = min{ii\\ai) şi 7I2 = max{ţi2\ Q2), pe baza expresiei Iu: 
dată de (1.9.49) rezultă (1.9.50). • 

Forma biliniară - ^ ( { ^ ' { O ) ®ste continuă în x {HQ{Q,Q))' şi 
există transformaxea linear mărginită T : (iJoH^o))^ —̂  (-^oH^o))^ astfel că 
(1.9.52) 

= < { O M pentru V{0 ,{ l} € (i^oH^^o))'-
Putem dovedi că T este o transformare liniară biunivocă în spaţiul (i^oH^))^ 

şi domeniul 1Z{T) este mulţime densă în (i^oH^))^-
Astfel, putem defini T"^ : (i^oH^o))^ (i^oH^o))^ §i din (1.9.52) urmează 

Fie {z} în n{T) şi funcţia unică în (i^oH^o))^ astfel că {2} = 
Definim acum funcţionala 

(1.9.53) 

unde {9} = {{p}^ {hyV. Evident 

(1.9.54) 
- 1 

şi conchidem că este o funcţională liniar mărginită definită peste 7^(T), 
astfel că 

(1.9.55) {Ho'my 
şi putem prelungi prin continuitate pe p̂ în întreg spaţiul (i^oH^o))"' într-un 
astfel de mod că funcţionala prelungită $ va avea aceeaşi normă. Teorema 
lui Hiesz arată că există im unic G {HQ{QO))'', astfel că 

(1.9.56) m i } ) = < {O- {1} pentru V{|} G (Hi{Qo))\ 
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Dacă aJegem {O = lirmează că 

(1.9.58) {?}) = < {p}. {!} > 1^2(^0) pentru € (ir^(rio))^ 

Din relaţiile A{r}-{c7} = {V}, urmează că {W} = G 
V{A). Demonstraţia este completă. ^ 

In continuare avem nevoie de următoarea teoremă (vezi Popescu fl988]): 
Teo rema 1.9.1 (Lumer - Phill ips). Fie A : V{A) C X X un 

operator liniar, dens definit. 
i). Dacă A este disipativ §i există A > O astfel încât 7v(A7 — = X, 

atunci A este generatorul infinitezimal al unui semigrup de contracţii de 
clasă Co pe "X.. 

ii). Dacă A este generatorul unui semigrup de contracţii de clasă CQ 
pe X, atunci A este disipativ (§i mai mult, < Ax,x* >< O pentru orice 
X G V{A), X* e F(x) şi n[\I-A) = X pentru orice A > O, F : X 
F(x) = {x* >= X 2 _ X' x-} aplicaţia de dualitate). 

Teorema 1.9.2. Operatorul A definit prin relaţiile (1.9.5) generează 
Co-semigrup de contracţii pe X. 

un 

Demonstraţie. Rezultă ca o consecinţă a lemelor 1.9.2, 1.9.4 şi a teo-
remei 1.9.1 (Lumer-Phillips).^ 

Existenţa şi unicitatea se obţin pe baza teoremei următoare (conform 
Pazy [1972]): 

Teorema 1.9.3. Fie A generatorul infinitezimal al unui Co-semigrup 
de contracţie pe X, T{t). Dacă {T} este continuu diferenţiahilă pe [0,io 
atunci problema valorii iniţiale (1.9.7) - (1.9.10) are pentru orice {PFo} G 
V[A) soluţia unică 

(1.9.59) = T{t){Wo} + J^ T{t - t G [O, ô 

astfel că 

(1.9.60) {W{f )} = C^([0. /o]: A') n C°([0. to]:V{Ay). 
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1.10. Principii de minimum în dinamica plăcii subţiri liniar 
termoelastic laminată. 

1.10.1. Stadiul actual al problemei. 
Principii variaţionale pentru problema valorii iniţial frontieră în dinamica 

termoelasticităţii liniare au fost elaborate pentru prima dată de Nickel şi 
Sackman [1968], pe baza produsului de convoluţie. Trebuie remarcai, câ 
principiile variaţionale stabilite în această lucrare sunt de tip staţionar, în 
timp ce principii de extremum dual în dinamica termoelasticităţii liniare 
pentru un mediu continuu neomogen şi anizotrop, sunt introduse de Lilios 
1991], pe baza transformatei Laplace, metodei hipercercului şi utilizând 

anumite funcţii pondere continue şi pozitive pe intervalul [O, oo). In foarte 
multe cazuri, principiile de extremum sunt mult mai utile decât principi-
ile de staţionaritate atât în dezvoltările teoretice, cât şi în determinarea 
soluţiilor aproximative. Plecând de la o serie de rezultate obţinute de Fa-
brizio, Giorgi şi Morro [1989], în dinamica vâscoelasticităţii, în acest para-
graf este prezentat un procedeu prin care un principiu de extremum este 
formulat pentru problema valorii iniţial-frontieră în dinamica plăcii subţiri 
liniar termoelastic laminată cu condiţii pe frontieră mixte. Este construită 
o familie de funcţionale în domeniul transformatei Laplace pentru care este 
prezentată o teoremă de miaim şi pas cu pas este construită o funcţională 
biliniaxă cu o fimcţie pondere de timp şi este arătat că soluţia problemei 
mixte dă un minim pentru această funcţională. 

1.10.2. Problema mixtă a plăcii subţiri termoelastic laminată. 
Cum se analizează cazul liniar, se consideră x = O peste tot în acest para-

graf. Vom numi problemă V, problema mixtă (1.4.15), (1.4.27), (1.4.32), 
(1.4.44), (1.4.45). (1.4.61) - (1.4.64), (1.4.52). 

Definiţia 1.10.1. O soluţie a problemei V va fi un câmp {U) 
{U] € /C, astfel încât satisface ecuaţiile 

{[VY - [Sf){lC]{[D] + [S]){U} - [6]{^}) {P} = 
(1.10.1) 

= 

R\{U} pe f]ox[0,oc). 
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( 1 . 1 0 . 2 ) 
ToiWim + [S]){U} + [a]{0}) - {[Hf - [ 5 i ] ^ ) ( [ A -

condiţiile frontieră 

(1.10.3) [/.][Pnf([C]([î)] + [5]){L0-[^>]{^}) = [ / . l { P j pe dQocrXlO^oo). 

(1.10.4) [I,][Hnf\K]{[H] [5i]){^} = pe dQog >• [0,oo) 

§i condiţiile iniţiale (1.4-53). 

1.10.3. Principiul de staţionaritate şi principiul de minim în 
transformata Laplace. 

Fie {U{S)}L mulţimea proceselor deplasare - temperatură admisibile 
{U] G {U{s)} care posedă transformată Laplace {U] în raport cu tim-
pul t în semiplanul C^. Presupunem că {P}, {t*}, {g}, {t/}, {Pn} şi 

posedă transformată Laplace în Cq. 
Funcţiile {U} şi {0} satisfac respectiv condiţiile frontieră 

(1.10.5) [Iu]{U{x,y,s)} = [ /J{r7(x , î / , s)} , {x,y,s) € dQou x Cj, 

Şl 

(1.10.6) Ie]{e{x, y, s)} = [Ie]{9{x, y, s)}, (x, y, s) e dQoe x Q . 

Pentru problema V, aplicând operatorul transformată Laplace ecuaţiilor 
(1.10.1) şi (1.10.2) şi ţinând cont de condiţiile iniţiale (1.4.53), obţinem 

(1.10.7a) Ls{{U}) : = s'[R]{U} - {[Df - [ 5 ] ^ ) ( [ C ] ( [ Î ) ] + IS]){U}-
bm = {/}, 

(1.10.8a) 
Gs{{U}) sToi[bf{[D] + [S]){U} + [a]{0}y 

-i[nf-[s,f)([n] + is,]){o}) = {g}. 
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unde 

{1.10.76) { /} = {P} - - {V-"}), 

(1.10.86) {5} = iHi]{f} - {?-} - ro(!6]^([D] - ^ [ajl?"}). 

Corespondenta problemei V, în contex'tul transformatei Lapiace şi notată 
cu V. este dată de ecuaţiile 

(1.10.9) 

(1.10.10) Gsi{W}) = {g}, {x, y, s) e Qo x Cd. 

împreună cu condiţiile frontieră (1.10.5), (1.10.6), 

(1.10.11) [/.][X>nf([C](p]+[5]){W'i}-[6]{T^2}) = [ / . ] {F4 pe dQoaxC^ 

Şl 

(1.10.12) Mnnf[K]{[n] + [Si]){W2} = [/,]{t„} pe dQo, X c , , 

unde = 
Soluţia {W'*(5)} a problemei V este evident im punct de staţionaritate 

al funcţionalei 

^ J «o 

[CKIX»] + [5]){W^i(s)} + 

(1.10.13) + [S,l){W'2(s)}) + [5i]){H'2(s)} - 2 { f ( s ) f x 
Sin 

J dClo. 

Punând 

(1.10.14) 

(x, y, s) e Qq x Q. 

54 

BUPT



funcţionala (1.10.14) poate fi considerată ca o funcţională parametrizată 
prin numărul complex s. 

Deci, o soluţie {U*] ^ problemei P dă un punct de staţionaritate 
pentru orice s € C^. 

Teorema care urmează acum. arată că punctul de staponciriLate esx.e cmar 
un punct de minim. 

Teorema 1.10.1. Dacă o funcţie {Z/*} E Ul este o soluţie a prohle'm,ei 
T. atunci pentru orice număr real ^ > O, Ar are un minim sinet în {U'] 
pe Ul • 

Demonstraţie. Fie {U*} G o soluţie a problemei V. Atunci, 
pentru orice Re s > satisface ecuaţiile (1.10.5), (1.10.6), (1.10.9) 
- (1.10.12) şi este un punct de staţionaritate pentru funcţionala (1.10.13). 
In plus, considerând {U*} + <y{h} G cu a G Iq, pentru s e Cd 
({/i} = având {/ii} şi {/i2} vectori de dimensiune 5, respectiv 
2) se obţine 

(1.10.15) +[5]){/ii(s)}f [C]([î>] + + 

+ [5i]){ft2(s)}^[is:]([W] + [S,]){h2(s)})dQ, 

unde rf^£s({ZY*(s)}|{^(s)}) reprezintă derivata Gâteaux de ordinul al doilea. 
Considerând s real, atunci {^1(5)}, {h2{s)}, {[V] -f [5]){^i(5)}, şi {[H] + 

5i]){^(s)} simt vectori ale căror elemente au valori reale ca şi C .̂ Pentru 
^ > O şi pentru orice {h} admisibil nenul avem 

(1.10.16) 

ca o consecinţă a faptului că matricele [i?], [C] şi [A'] sunt pozitiv definite, 
ceea ce rezultă pe baza inegalităţilor (1.9.17)i, (1.9.18)i şi (1.9.24). Se 
observă că anularea lui {h] pe [O, 00) implică {/i} = 0. 

Prin intermediul lui (1.10.14) urmează că d'^A^{{U*}\{h}) > O pentru 
orice {h} admisibil nenul şi ^ > 0. 
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Utilizând notaţia H'(fio) = i^^i^o))'^^ putem enunţa teorema următoare: 

Teorema 1.10.2. Fie H = {{U} E € H^(Qo) x H (Qo)}-
Dacc, pentru orice ^ G (0,00)^ funcţionala Ap are un minim strict in {W} 
pe E, atuTici {U*} este soluţie unică a problemei V. 

Demonstraţie. Presupunem că ®ste un punct de minim strict 
ai lui A .̂ Atimci, ţinând cont de (1.10.14) pentru orice ^ € (O, 00) trebuie 
să ne îndeplinite condiţiile 

(1.10.17) drţCKCOlK'îK)}) = o 
§i 

(1.10.18) > 0. 

Ţinând cont de formula lui Green şi de faptul că = O şi 
{h{s)}\dQoe = avem 

dcd{u*m{hm = [ iiMofmimo}-J fio 
-i[Df - [5]^)([C]([Î)] + [S]){U'iO} -

- { / « ) } ) + ( [ f e f (PI + \s]mo} + 

(1.10.19) 1 
iTo fTo 

+ 
J an„ 

-{Kmdi+^ / mh2(of{[-H„f[Km]+ ţ-'oy an,. 

pentru orice {h} admisibil. Pe de altă parte 

J fio 

(1.10.20) ^ [5]{^i(0})^lC]([P] + [5]){;ii(0}+ 
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pentru orice {/i} admisibil şi nenul. 
Cura condiţia (1.10.17) are loc pentru orice ^ > O, pe baza relaţiei 

(1.10.19), funcţiile Şi satisfac ecuaţiile (1.10.9) - (1.10.12) 
în Qq, adică esie o soluţie a lui V pentru valorile reale aJe iui s. 
Mai mult. ea este o soluţie a a.cestei probleme datcriLâ faptului ca [C] 
şi [A'j sunt matrice pozitiv definite. 

Dar în virtutea faptului că [R], [CI şi [A'] sunt matrice pozitiv definite, 
operatorul Lg este tare eliptic pentru orice s G C(j. Astfel problema V 
are o soluţie unică ^ H^(Qo) x H'(^-o) care esie ajiaiitică în s pe 
Cj şi egală cu {Zi*(5)} pe semidreapta real pozitivă. Urmează că {W*{s)} 
şi vor coincide pe întreg semiplanul complex C^. Din unicitatea 
transformatei Laplace urmează că {U*} trebuie să fie soluţie unică a pro-
blemei 'P în n._ 

1.10.4. Principii de minim via funcţii pondere în domeniul 
timpului. 

Vom considera spaţiile 
(1.10.21a) 

LI([0,oo); V) := {{U} G LL([0, oo); V)| {U{s)} G {V}, V^ G C,} 

=-2 (1.10.21b) L 2 ( [ O , O O ) ; V ) : = { { 0 } G L ; , , ( [ O , O O ) ; V ) | W 5 ) } G V , V^ G C , } 

(1.10.22a) 
Hi([0,OO);L2(NO) := {{U} G KIMOO);L\Q))\ {Uis)} G WS G C , } , 

( 1 . 1 0 . 2 2 6 ) 
Hi([0,oo);L'(Qo)) := { W e hL([0, o o ) ; L ' ( Q o ) ) | W } € l ' ( Q o ) , V^ G C } , 

unde 
V , V spaţii Hilbert convenabil alese; 

L?, , ( [0 ,OO ) ;V) : = {{U} : [0,oo) V | {L'} - măsurabilă şi {U) G 
L^(7) pentru orice interval compact I C [O.oc)}: 
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= - 2 L;^,([0,OO); V) := {{0} : [O, oc) ^ V | - măsurabilă şi {6} £ l \ i ) pen-
tru orice interval compact / C [O, oo)}, 

Kj,.,([0.oo):î.^(ao)) := {{U} : [0,oo) - L^ffZo)! {U} ~ măsurabilă şi 
'̂L'}, {L'} € pentru orice interval compact I C [O.oo)}. 

:= {{0} : [O, oo) L'(Qo)| {0} - măsurabilă şi 2 
L (J) pentru orice interval compact J C [0,oo)}. 

In contextul teoriei lui Reiss [1978] şi Reiss şi Haug [1978], ne funcţia 
€ C^([0,oo)) a cărei transformată Laplace reală este dată de funcţia 

pondere admisibilă 7 definită prin 

(1.10.23) 7 W = / " r w 
Jo 

în termeni de 7 vom defini acum forma biliniară < • pe spaţiul S 
prin relaţia 
(1.10.24)" poo poo p 

<{a},{p}>^= / j{t + T) {a(x,y,t)f{p{x,y,T)}dtdrdQ, 
Jo Jo JQo 

unde spaţiul S poate fi unul din spaţiile L|([0, 00); L^(Qo)) sau L^([0,oo); 
L (^o)), iar {a} şi {/3} sunt vectori, ambii de dimensiune 5 sau ambii de 
dimensiune 2. 

Pentru {a} şi {/?} din definiţia lui 7 avem 

(1.10.25) < { a } , { P } > ' r = H / 2/, y, 
J o v/fio 

Vom arăta că problemei V îi putem da o formulcire vaxiaţională în termeni 
de < 

Considerăm funcţionala 

:= rT{s)C.ms)})ds = i < {C/},[JÎ]{t>} >r + 

+5 < m + [S]){U}, [CKfP] + IS]){U} >, +1 < {S}, [a]{e} >, + 
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1 R R R / (([^^j+[Si]){e(T)})^[A-]([w]+ 
Q J Q J t-^T J fio 

-j /»co /»cx: 

-^oj o ^ o ^ i+r J .Qn 

(1.10.26) 
oo noo 

7(t + r) 
o J Q J dQoc 

Ia]{U{t)y{Pn{r)}dtdrdI-

I lIg]{0{t)}^{q^{r)}dtdTdQ!dl^ 
J afîo, 

+ r - r i t ) [ ({î7W}^[iJl({i7(0)} - m -
J o J 0.0 

J o J i J Clo 

+ [ 5 ] ) { Î 7 ^ } + [a]{e^})dtdadQ + ^ 7 ( 0 ) / {U{0)f[R]{U{0)}dQ, 
2 J Qo 

u n d e { P } ^ L i ( [ 0 , o o ) ; L2(Qo ) ) ; { P „ } _ G Li([0, o c ) ; V{dno)\ M , {q} e 
l ' ( [ 0 , O O ) ; l ' ( Q O ) ) ; { Q n } ^ L i ( [ 0 , o o ) ; L \ d a o ) ) -

Introducem de asemenea spaţiile 

f := {{U) € (Li([0,oo);Hi{n) nH}([0,oo);L=(n))))x 

(1.10.27a) x(Li{[0,c«);H{no) nHi([0,c«);L'(no))))l {U}\aa^ = {U}, 

m := m 6 (Li([0,oo);H'(fio)nHi([0,c«);L2(no)))x 

(1.10.276) x(Li([0 ,oo) ;H(no)nHi([0 ,oo) ;L ' (n)) ) | 

{0}, = {0}}. 

Principiul de minim poate fi formulat astfel: 
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Teorema 1.10.3. Dacă {U*} G V este o soluţie a problemei V cu {P] £ 
Li([0, oo); L2(no)), {P„} € Li([0., oo); L2(âfio)), {r}, {g} 6 Li([0. oo); r ' (no) ) 

2 2 
{Qti} - CLtunci pent'^u orice funcţie F € Cq^([0,oo)). 

funci'tonala /.^({L'}) are un mimm în {U'] pe V. 

Demonstraţie. Fie {U*} 6 V. Orice element {U} G V poate fi scris 
ca o sumă {U*} -f {h}, unde {h} 6 Vq. Atunci, ţinând cont de simetria lui 
R], [C] şi [A'], avem: 

A t ( K } ^ {h}) - = < {k}, ^ 

< {hi}. >7 + < ( P ] + [S]){hi}, [C]([P]+ 

+[5]){Î7*} + < [{V] + [5]){/ii}, [C]{[V] + [S]){hi} + 

+ < {^2}, >7 + 5 < {^2}, [A]{/I2} >7 + 

r r r i(c^) / (([^i+ 
j-oj o J o J t-^-T J Clo 

•j 0̂0 0̂0 /»oo /• 
+[Si]){0'{T)}dtdTdo:dQ + — / / 7(a)/ (([H]+ 

^j-oj O J O J t-\-T J Qo 

(1.10.28) + lSi]){h2{r)}dtdrdadQ-

- < { / i i } , { p } - l r r r t w / { h ^ m ^ i M r ) } ^ 

•LOJ o J o J i+T J Qo 

-^{q{T)})dtdrdadQ- [ [ j{t + T) [ M{HI{T)}^{PN(T)}DTDTDL-J o J o J dQoc 

~ r r r / [mh2{t)f{ur)}dtdTdadi+ 
-I-OJ o J o J i+T J dQo,, 

+ r ^ i t ) I ({/i,(t)}^[ii]({i/-(o)} - {i'"})-
v/ fio 

-{;ii(t)}^[iî]{V«})d«if2 + r r-fia) f {ft2(t)}^([6]([î>]+ 

J o J t J Qo 

+ + [a]{9^})dfdadQ + ^7(0) [ {/ii(0)}^[J?]x 2 J Qo 
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x(2{U(0)} -h {hi{0)})dQ. ^ 
întrucât {W] este soluţie a problemei V. integrând şi ţinând cont de 

formula lui Green rezultă 

K,({U'} + {h}) - Ky{{U'}) = \< {h,}, [R]{k} + 

+ /"tCS) / {hi{t)f[R]{h:{0)}dtdQ + ^7(0) [ {/i(0)}^x J O J Clo ^ J Qo 

( 1 . 1 0 . 2 9 ) - f < {[V] ̂  [C]{[V] - r [ 5 ] ) { / i i } -

< {''2}, [a]{fc2} >7 r r r lia) 1 (([«]+ 

^ ^j-oj o J o J t-^T J fio 

+[S2\){h2{t)}f[K]{[H] + [Si]){h2{r)}dtdTdadQ, 

care mai poate fi scrisă 
+ - Ayim) = \ r i T{s){h,{s)Yx 

^J o J fio 

•00 

(1.10.30) R]{hi{s)}dsdQI / r(5)(([D] + [5]){/ii(5)})^x 
o J fio 

C]{[D][S]){hi{s)}dsdQr f -r(s)(([?^ 
J o J Qo^ 

+ 

Datorită faptului că [iî],[C] şi [K] sunt matrice pozitiv definite, din 
(1.10.30) rezultă 

(1.10.31) 

adică {U*} este minim pentru funcţionala pe V şi demonstraţia este 
încheiată. _ 
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CAPITOLUL II 

PROPAGAREA UNDELOR ÎNTR-O PLACĂ SUBTIP^E 
LINIAP. TERMOELASTIC LAMINATĂ 

2.1. Stadiul actual al problemei. 

Propagarea undelor în cadrul teoriei termoelasticităţii clasice a fost stu-
diată de Kaliski [1965], Boley şi Hertnarski [1968], Daimaruya şi Ishikaua 
1974], etc. Printre cei care au studiat undele termoelastice armonice piane 

amintim pe Deresiewicli [1957] în cadrul teoriei termoelasticităţii cuplate: 
Gurtin şi Pipkin 
19731, Tokuoka 

1968 
1973 

19691. Francis [19721 Puri Norwood şi Warren 
etc., în cadrul termoelasticităţii generalizate. 

Chawick şi Powdrill [1965] au realizat o descriere detaliată a propagării 
suprafeţelor de discontinuitate într-un solid elastic omogen şi izotrop în 
cadrul teoriei liniare a termoelasticităţii, utilizând metoda lui Thomas [1961 
Sunt studiate atât undele tari (de şoc) cât şi undele slabe de ordinul doi 
(de acceleraţie) şi ordin superior. 

Banerjec şi Pao [1974] şi de asemenea Sharma şi Singh [1968] au investigat 
propagarea undelor plane într-un mediu omogen termoelastic anizotrop. 

Propagarea undelor termoelastice produse de o forţă punctiformă într-un 
mediu elastic nemărginit a fost analizată de Soos [1968 . 

Lord şi Lopez [1970] au analizat propagarea undelor în solide termoelas-
tice la schimbări de temperatură foarte joase. 

McCarthy [1972] a studiat propagarea undelor de acceleraţie de formă 
arbitrară în termoelasticitatea generalizată. Propagarea acestor unde în 
materiale izotropice este tratată în detaliu şi se pim în evidenţă patru unde 
principale care se pot propaga. 

Propagarea undelor într-un mediu iniţial termoelastic tensionat a fost 
studiată de Şuhubi [1974 . 

Efectul variabilelor de stare asupra comportării undelor de acceleraţie în 
materiale termoelastice nelinicir anizotrope a fost studiat de Bowen şi Chen 
1972] . De asemenea, ei dau condiţii suficiente care asigură existenţa unei 

unde de acceleraţie longitudinale şi a două unde de acceleraţie transversale, 
plane cu arapiitudini ortogonale. In plus, propagarea undelor de acceleraţie 
termomecanice finite şi simetrice în materiale cu vciriabile interne de stare 
a fost studiată de Mihăilescu şi Suliciu [1976]. In particular, pentru cazul 
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teoriei liniar izotropice ei au tratat atât undele de acceleraţie cât şi pe cele 
de şoc. 

Incluzând teoria clasică a termoelasticităţii liniaje în teoria perturbaţiilor 
infinitezimale suprapuse peste deformaţiile finite în materiale termoeiastice. 
Dunwoody [1977] pe baza principului redus al superpoziţiei deduce că un-
dele de şoc slabe sunt izotermale. 

Intr-o notă, Grioli [1979a] propune o modificare a legii lui Fourier ce 
face legătura între fluxul de căldură şi temperatură cu scopul de a elimina 
paradoxul vitezei infinite de propagare a căldurii şi de stabilire a unu: tip 
sigur de interacţiune între fenomenul termic şi fenomenul mecanic. Intr-
o altă notă, Grioli [1979b] aplică aceasta la cazul fluidului nevâscos şi la 
corpul elastic deformabil. 

Torrisi [1980] explorează posibilitatea propagării undelor sub condiţii 
de interacţiune completă între fenomenul termic şi cel mecanic în corpuri 
hiperelastice utilizând ipoteza vectorului flux de căldură raportată de Grioli 
;i979a]. 

Nistor [1989] studiază propagcirea undelor de acceleraţie în teoria liniară 
a termoela^ticităţii stabilită de Green şi Lindsay [1972], arată că undele de 
acceleraţie ce se propagă într-o regiune cu stare imiformă sunt izotermice şi 
stabileşte de asemenea condiţia de propagare, iax prin intermediul metodei 
bicaracteristicelor obţine ecuaţia de transport. 

Sve [1971] a studiat propagarea undelor într-un mediu periodic laminat. 
Propagarea undelor termo elastice într-o placă a fost studiată de mai 

mulţi autori. Numărul acestora este totuşi relativ mic. Printre aceştia 
amintim: Chadwick [1962] care a studiat atât propagarea undelor termoe-
lastice în plăci cât şi în bare; Deresiewici [1975] a studiat propagarea undelor 
în plăci termoelastice sub stare de deformaţie plană în cadrul teoriei ter-
moelasticităţii cuplate; Massalas [1986] a analizat propagarea undelor într-o 
placă subţire omogenă şi izotropă; Massalas şi Kalapakidis [1987] au real-
izat un studiu privind propagarea undelor într-o placă subţire omogenă şi 
izotropă cu condiţii la limită mixte şi relaxare termică, etc. 

In continuare în cadrul acestui capitol, am studiat propagarea undelor 
de şoc şi de acceleraţie într-o placă subţire termoelastic laminată infinită 
cu IcLmine omogene şi ortotrope. In ambele cazuri am obţinut condiţia de 
propagare şi ecuaţia diferenţială de transport care descrie variaţia inten-
sităţii saltului . De-a lungul bicaracteristicelor. am arătat că ecuaţia de 
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transport are o formă simplificată. De asemenea, am studiat propagarea 
undelor armonice plane, obţinând ecuaţia de dispersie a undelor. 

2.2. Propagarea undelor de şoc intr—o placă subţire liniar ter-
moelastic laminată. 

2.2.1. Unda de şoc. Condiţia de compatibilitate cinematică. 
Condiţia de propagare. 

Se consideră o placă subţire termoelastic laminată infinită cu iamine 
omogene în care se presupune că se propagă o undă de şoc. 

Definiţia 2.2.1. Se spune că o curbă Ct CH'^ de ecuaţie 

(2.2.1) f(x,yA) = t-r{x,y) = 0 

care se propagă cu viteza Un în planul mediu al plăcii subţiri compozit liniar 
termoelastic laminată este o curbă de discontinuitate tare (undă de 
şoc) dacă sunt satisfăcute următoarele condiţii: 
a) funcţiile vectoriale sunt continue pe R^ x R ; 
b) funcţiile vectonale {S}, {e}, {U}, {q},{v}, ^{S}, ^{0}, {9}, 
ca §i derivatele lor de ordin superior pot poseda discontinuităţi de salt la 
traversarea lui Ct, dar ele sunt continue pe R^ — Ct; 
c) funcţiile vectoriale {P} §i {r} sunt funcţii de clasă C^ pe R^ x R. 

In continuare vom presupune satisfăcută condiţia iniţială 

(2.2.2) {l/(x,î/,0)} = {0} dacă (x , î / )gR2. 

Definiţia 2.2.2. Fiind dat un câmp arbitrar (scalar, vectorial) 
definit pe Qq ^ R(^o C R^), saltul lui y, t) la traversarea curbei Ct este 
definit prin 

(2.2.3) = 

unde este presupusă existenţa limitelor 

Hm ^ix,y,t) {xo.yo)eCt) 
(i,y)—(lo.yo) 

(2.2.4) 
lim ^{x.y.t) {{x.y) e^o-i^o-yo) ^Ct) 

(io,i/o) 
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cu Qq" şi r̂ Q regiunile din domeniul r̂ o care sunt separate prin curba Ct şi 
Clo = fi^u^o. 

Condiţia de compatibiiitaLe de ordinul întîi (vezi Hadamarc [1903 esT-e 

(2.2.5) ,k = - Mr^k, 

unde aici k poate fi x sau y. 
Dacă n^ sunt componentele vectorului unitar normai la curba Ct, atunci 

avem relaţiile: 
(2.2.6) 

/> rr f 1 Uk = 

H + 
şi Un = 

Cu ajutorul relaţiilor (2.2.6), condiţia de compatibilitate cinematică (2.2.5) 
mai poate fi scrisă sub forma 

(2.2.7) 

Definiţia 2.2.3. Presupunând că salturile lui { y } = {U} şi {0} la 
transversarea curbei Ct sunt date de 

(2.2.8) 

unde {a} = {{d}^{di}^}'^ reprezintă un vector unitar al spaţiului vectorial 
R^({a}^{fl} = 1), s se numeşte intensitatea saltului undei de şoc. 

Considerând pe rând ^ = {U} şi ^ = {0} în condiţia de compatibi-
litate cinematică (2.2.7) şi ţinând cont de continuitatea lui {U} şi {0} la 
traversarea curbei Ct obţinem 

(2.2.9) 

Teorema 2.2.1 Intr-o placă subţire compozit linear termoelastic la-
minată având ecuaţiile constituitive (1.4-27), (1.4-32) şi (1.4-44); viteza 
de propagare Un a undei de şoc considerată într-un punct (x,y,t) E Ct 
satisface următoarea condiţie de propagare 

(2.2.10) 
[I'nl^lCllPn] 0 

[Pn] \n„ 
W 
R } 

{0} 
{0} 
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şi 712 ^oc de ^ şi ^ 
unde [Dn] şi \Hn] sunt matricele obţinute respectiv din [D] şi [H] punând ui 

^ si ^ dx dy-

Demonsr.raţie. rjcuaţiile de sah obţinute din legea de bilanţ a momen-
tujui iimar şi iegea de biiaa^ a energiei cinetice sunt respecţi^-

(2.2.11) 

şi 

(2.2.12) 

Considerând operatoriil salt la traversarea curbei Q în ecuaţiile (1.4.27), 
(1.4.15), (1.4.32) şi (1.4.44) obţinem respectiv ecuaţiile: 

(2.2.13) [{S}] = [C][{e}l, 

(2.2.14) = m{u}i 

(2.2.15) l-RilK'?}] = 

(2.2.16) [{9}1 = IA1I[H]{«}]. 

unde s-a considerat x = 0 şi s -a presupus continuitatea lui {Î7}, 
[5]{E}, şi {r} la traversarea curbei Ct. 

Utilizând relaţiile (2.2.9) avem 

(2.2.17) = {l/Un)s[Vr,]{d}, 

(2.2.18) m m i = il/Un)s[Hn]{di}. 

Din relaţiile (2.2.13), (2.2.14) şi (2.2.17) rezultă 

(2.2.19) [{E}I = {l/U„)s[C][Dn]{d}, 

iar din relaţiile (2.2.15) - (2.2.18) se obţin ecuaţiile 

(2.2.20) [Ri]l{rj}] = {l/Un)s[bf[Dn]{d} 
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Şl 

(2 .2 .21) l{q}] = {l/Un)s[K]lnn]{d,}. 

Substituind [{D}] dat de relaţia (2.2.19) şi {iV}} dat oe (2.2.S)i in 
ecuaţia (2.2.11) obţinem 

(2.2.22) {{l/Un)s[Dnf[C][Vr:] - = {O}. 

Analog, substituind [iîi][{7?}I dat de (2.2.20) şi |[{g}| dat de (2.2.21) in 
ecuaţia (2.2.11) rezultă 

(2.2.23) Tos[bf[Vn]{d} + {l/Un)s[Hnf[K]['^n]{di} = {0}. 

Ecuaţiile (2.2.22) şi (2.2.23) pot fi scrise 

(2.2.24) ^nV{C][Dn] - Ul[R 
ToUnWYDn 

o 
\Hn 

\ _ / 1 
M i " I {0} / 

care reprezintă condiţia de propagare a undei de şoc. ^ 
Pentru a avea o soluţie diferită de soluţia banală a ecuaţiei (2.2.24), 

trebuie ca 

(2.2.25) det l^nf [C] m - ui[R] o; 
ToUnlbflVJ [^nl 

= 0. 

Observaţia 2.2.1. Deoarece matricea [^n]^lC][Vn] este simetrică, vec-
torul propriu la stânga coincide abstracţie făcând de un scaJax ce intervine 
multiplicativ cu vectorul propriu la dreapta {d}. 

Observaţia 2.2.2. Vectorul {{c?}^{0}f}, cu {0}f = {O 0}, satisface în 
mod unic (abstracţie făcând de o constantă) relaţia 

(2.2.26) 
{d} 

{0}i ToUJbflVn 
o 

nnf[K][Hn 
{0} 
0}i 

2.2.2. Variaţia intensităţii saltului undei de şoc. 

Teorema 2.2.2. Intensitatea s a saltului undei de şoc propagându-se 
într-o placă subţire compozit liniar termoelastic laminată având ecuaţiile 
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constituitive (1.4.27), (1.4-32) §i (1.4-44) satisface următoarea ecuaţie dife-
renţială cu drivate parţiale 

(2.2.27) 

Demonstraţie. Utilizând operatorul salt la traversarea curbei C in 
ecuaţia de mişcare (1.4.45) când x = O Şi îii ecuaţia energiei (1.4.50). 
obţinem ecuaţiile 

(2.2.28) [ P l ^ i S } ! - = iiîjf{F}] 

§1 

(1.2.29) TbliîilH'?}! = 

unde continuitatea lui {P} şi {r} la traversarea curbei Ct este presupusă. 
Derivând în raport cu timpul relaţiile (1.4.27), (1.4.15) când = O, 

(1.4.32), (1.4.44), considerând operatorul salt la traversarea curbei în 
relaţiile obţinute şi apoi eliminând [{e}], obţinem: 

(2.2.30) 

(2.2.31) 

m = [C]i[v]{v}}-[b]i{e}i 

= m^imv}} + mo}i 

(2.2.32) i m = [Kunmi+[sMm-

Pe baza condiţiei de compabilitate cinematică (2.2.7) putem scrie 

(2.2.33) l[Df{m = [T^fum - (l/Un)[Vr^fl{t}l 

(2.2.34) i[m'}i = imv}}-{i/uMi{v}i 

(2.2.35) mvm = imiQ}} - mr^mnf mi 
Substituind I[P]{V'}} dat de relaţia (2.2.34) în (2.2.30) şi (2.2.31), obţinem 

respectiv 

(2.2.36) l{t}] = [C1([P][{V-}I - (l/rn)[P„]I{r-}l) - [b 
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(2.2.37) m i m = {^fimiv}} - {iiUnmuv}}) + [a][{^}] 

Pe de altă parte substituind {{q}] dat de (2.2.16) şi {{q}] dat de (2.2.22) 
in (2.2.35;, rezultă 
(2.2.38) 

= - {l/Un)[Hn\^immO}] + [SMO}}). 

Pe baza condiţiei de compatibilitate cinematică (2.2.7) avem 

(2.2.39) 

astfel că (2.2.38) devine 

(2.2.40) 
mf{Q}i = [ H f m m m i - {i/UnWnYimuw 

înlocuind {{t}] dat de relaţia (2.2.36) în (2.2.33), rezultă 

= [Î>]^[{E}I - {l/Un)[VnnC]{[V]l{V}} 
(2.2.41) 

Substituind [[X)]^{E}1 dat de (2.2.41) în (2.2.28), iar [i^i][{77}l dat de 
(2.2.40) în (2.2.29), apoi ţinând cont în ecuaţiile rezultate de relaţiile (2.2.8), 
(2.2.18) şi (2.2.19) rezultă două ecuaţii diferenţiale scrise sub următoarea 
formă matriceală 

(2.2.42) 

unde 

0] 
T f^nl 

{ / } = + U^[Dnf[C 

î)]({d}s) + sUn[Vnf[b]{d:} - sUn[sf[C][Dn]{d}s, 
(2.2.43) 

+sToC-„^[6]'[a]{d,}' + r„[W„]^[A-][S,]{<ii}). 
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înmulţind la stânga ecuaţia matriceală (2.2.42) cu {{<^}^{0}f} rezultă 
ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale (2.2.27). ^ 

Se consideră un câmp arbitrar de vectori {l{x, y)} din R^, de componente 
li{x,y) (i=l,2), legat de frontul de undă (2.2.Ij şi normalizat prin condiţia 

(2.2.44) 

Fie de asemenea derivata 

(2.2.45) 

IjUi = 1. 

Sl{ ) 
bt - = Unli{ ),i 

utilizată de Braun [1974] în cazul propagării undelor de acceleraţie în ma-
teriale liiperela^tice anizotrope. 

Derivata (2.2.45) este o măsură a schimbării în timp a unei mărimi ob-
servate de un observator situat pe frontul de undă şi mişcându-se în direcţia 
câmpului de vectori {l{x,y)}. 

Dacă vectorii {l(x. y)} coincid cu vectorul unitar normal {n} la frontul 
de undă, derivata (2.2.45) devine derivata deplasării după Thomas [1961\ 

In continuare vom arăta cum ecuaţia cu derivate parţiale (2.2.27) poate 
fi transformată într-o ecuaţie diferenţială ordinară. Acest rezultat este dat 
de teorema următoare. 

Teorema 2.2.3. Ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale (3.2.27) se 
transformă de-a lungul bicaracteristicilor într-o ecuaţie diferenţială de forma 

Sis 
(2.2.46) 

unde 

(2.2.47) 

St 
+ a5 = O, 

Q = m^'l^nflCmid} + {dy[Df{[C][D]{d})+ 

Demonstraţie. Urmând ideile prezentate în lucrarea lui Dobre şi Chelu 
1992]. vom considera câmpul de vectori {1(2-. y)} din având componen-

tele li(x,y) (i=1.2) definite prin relaţiile 

(2.2.48) /i = 
{d}^[VnV[C]la]{d} 

l'HdVmd} h = 
{dY[Vnncm{d) 

n{dV[R]{d} 
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unde [a] şi [3] sunt matrice numerice obţinute prin descompunerea lui [D 
după cum urmează: 

(2.2.49) 

Din definiţia matricei pe baza descompunerii (2.2.49), rezultă 

(2.2.50) Vrx] = [a'jni + [(5]n2. 

Deasemenea. condiţia de normaiitate (2.2.44) este satisfăcută de către 
câmpul vectorial definit de relaţiile (2.2.48) dacă se ţine seama de relaţia 

(2.2.51) dV[Vn]^[C][Vn]{d] - Ul{dY[R]{d] = O, 

obţinută din multiplicarea la stânga a ecuaţiei (2.2.22) cu vectorul {d}'^. 
Pe baza relaţiilor (2.2.45), (2.2.48), (2.2.49) şi luând în considerare că Un 
nu este funcţie de timp, putem scrie 

{dV[Vn]lC][V]({d}s) = {dnvnnc]{[a]i{d}s),,^ 

+ [md}s),y) = s{d}^[Dnf[C][D]{d} + {dflVnfiC] X 

(2.2.52) x{la]{d}s^, + [(3]{d}s,y) = s{d}^[VnflC][V]{d}-^ 

+UHd}^[R]{d}(hs,, + l2S,y) = s{dy[Dnf[C][V]{d}+ 

-\-U„{d}^[R]{d}Sis/St 

§1 

X 

(2.2.53) 

x{d}s/Un).r+[Pf{[C][Dn]{d}s/Un),y) = s{dY[VY{[C]x 

= 2s{dY[VY([C][V]{d}) + ^^ 

+/2(5/^n),y) = 2s{dY[DY{[C][Vr]{d}) + l\{dY[R]{d}6lS / bt. 
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Ţinând cont de relaţiile (2.2.52) şi (2.2.53) în ecuaţia (2.2.27). prin uti-
lizarea notaţiei (2.2.47), obţinem ecuaţia (2.2.46). Astfel, teorema 2.2.3 este 
demonstrată. _ 

2.3. Propagarea undelor de acceleraţie într-o placă subţire liniar 
termoelastic laminată. 

2.3.1. Unda de acceleraţie. Condiţia de propagare. 

Se consideră o placă subţire termoelastic laminată infinită cu lamine 
omogene în care se presupune că se propagă o undă de acceleraţie. 

Definiţia 2.3.1. Se spune că o curbă Tt C R2 de ecuaţie 

(2.3.1) f{x.y,t) = t-T(x,y) = {) 

care se propagă cu viteza Un îri planul mediu al plăcii subţiri termoelastic 
laminată este o curbă de discontinuitate slabă (undă de acceleraţie) 
dacă sunt satisfăcute următoarele condiţii 
a) funcţiile vectoriale {U}, {f:>}, [D]{U}. {e}, {E}, {77}, {q}, {9}. {0} §i [H]{e} 
sunt continue pe R^ x R, 
b) funcţiile vectoriale {U}, [D]{U}, {E}, {e}. {7)}, {g}, [Hf{q}, 
1~C\{B], precum §i derivatele lor de ordin superior pot poseda discontinuităţi 
de salt la traversarea curbei Tt, dar ele sunt continue pe R^ — Tt, 
c) funcţiile vectoriale {P} §i {r]sunt funcţii de clasă C^ pe R^ x R. 

Definiţia 2.3.2. Presupunând că salturile lui {V} = {£'} §i {0} la 
traversarea curbei Tt sunt respectiv 

(2.3.2) - 2 . 

unde vectorul {a} = ^^ vector unitar al spaţiului R' 
('{a}^{a}= 1/, scalarul s este numit intensitatea undei de acceleraţie. 

Considerând ^ = {V} şi apoi ^ = în condiţia de compatibilitate 
cinematică (2.2.7), ţinând cont de continuitatea lui {T'} şi a lui la 
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Considerând ^ = {V} şi apoi ^ = {6} în condiţia de compatibilitate 
cinematică (2.2.7). ţinând cont de continuitatea lui {T'} şi a lui la 
traversarea curbei Ti şi folosind relaţiile (2.3.2), obţinem: 

(2.3.3) f{T'}.J = -UnSUkid}, = Unsrikidi}. 

Putem enunţa acum teorema următoare: 

yN 
Teorema 2.3.1. Intr—o placă subţire compozit liniar term,oelastic la-

minată având ecuaţiile constitutive (1.4-27). (1.4-32) şi (1.4-44)viteza de 
propagare Un cl undei de acceleraţie considerată într-un punct (x^y. t) £ 
satisface următoarea condiţie de propagare 

(2.3.4) 
\ 

'DnY[C][Vn] -

TMbV\V„ 
O 

HnYlKWHn 
{d} {0} 

{0}i 

Demonstraţie. Aplicând operatorul salt la traversarea curbei Tt ecuaţiei 
de mişcare (4.45) când \ = O şi ecuaţiei energiei (1.4.50). obţinem respectiv 
ecuaţiile 

(2.3.5) 

şi 

(2.3.6) 

= IR]1{V} 

Tomim = mf{Q} 

unde s-a ţinut cont de continuitatea lui {P}, {r}, şi la 
traversarea curbei Tt. 

Derivând în raport cu timpul legile consituitive (1.4.27), (1.4.32), (1.4.44) 
şi relaţia deformaţie - deplasare (1.4.15) când x = O şi apoi eliminând [{e} 
obţinem ecuaţiile 

(2.3.7) = [cmvmi 

(2.3.8) m m = m m i i 

(2.3.9) 

unde continuitatea lui la traversarea curbei a fost considerată. 
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Pe baza relaţiilor (2.3.3). putem scrie: 

(2.3.10) m{V}} = -UnS[Dn\{d}, l[Hn]{0}j = -^„^[T^nlidi}. 

Dacă în condiţia de compatibilitate cinematică (2.2.7) se consideră = 
{q} şi se ţine cont de continuitatea iui {q} ia traversarea curbe: Zf se obţine 
următoarea ecuaţie: 

(2.3.11) 

Din ecuaţiile (2.3.5) - (2.3.11) rezultă (2.3.4). ^ 

Observaţiile 2.2.1 şi 2.2.2 din paragraful precedent rămâm valabile şi aici, 
unde vectorii {d} şi {di} se înlocuiesc respectiv prin vectorii {c?} şi {(ii}. 

2.3.2. Variaţia intensităţii saltului undei de acceleraţie. 

Teorema 2.3.2. Intensitatea s a saltului undei de acceleraţie propagân-
du-se într-o placă subţire compozit termoelastic laminată având ecuaţiile 
constitutive (1.4-27), (1.4.32) §i (1.4-44)> satisface următoarea ecuaţie dife-
renţială cu derivate parţiale 

(2.3.12) 

{dy[VnnC][V]({d}sU'j + Unid^Vf 

{[C][D„]{d}sUn) + sUUdV[Dnf[b]{di} = 

= sU^{d}^[SflC][Vn]{d}. 

Demonstraţie. Derivând în raport cu timpul ecuaţia de mişcare (1.4.45) 
când X = O şi ecuaţia energiei (1.4.50) şi apoi aplicând ecuaţiilor obţinute 
operatorul salt la traversarea curbei F ,̂ se obţin respectiv ecuaţiile 

(2.3.13) 

(2.3.14) 

|[X>]^{t}l - m m = 

= m f m -

unde continuitatea fimcţiilor {P} şi {r} a fost presupusă . 
Derivând de două ori în raport cu timpul ecuaţiile constituitive (1.4.27). 

(1.4.32), (1.4.44), cât şi ecuaţia deformaţie - deplasare (1.4.15) când x = O» 
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aplicând ecuaţiilor obţinute operatorul salt la traversarea curbei r< şi apoi 
eliminând |{e}l. rezultă: 

ţ o 1 r. \ 

(2.3.16) 

|{S}1 = !C]|[P]{r'}l - [ i f l 

(2.3.17) i m = [A1(Î[W]{«}1 + [5i]|{e}]). 

In baza condiţiei de compatibilitate cinematică (2.2.7), putem scrie: 

(2.3.18) 

(2.3.19) 

(2.3.20) 

Vf{t}} = [vYi{i:}} - (1/L^„)[Î)J[{E}I, 

m{v}} = [v]i{v}j - (i/Un)m{v}i 

m f m = i m m - m n m r ^ f m 

Substituind l[V]{V}j dat de relaţia (2.3.19) în (2.3.15) şi (2.3.16), rezultă 
respectiv ecuaţiile: 

(2.3.21) [{!:}I = [C]([P]I{T>}1 - i i / u M m i ) -

(2.3.22) m i m = [bfim{y}} - {^/Un)ivn]i{v}j)+[aim 

Dacă se substituie l{q}} dat de (3.3.9) şi l{q}j dat de (2.3.17) în (2.3.20) 
se obţine relaţia 
(2.3.23) 

= i^fiK]m]m - {^/Un)[HnfiK]a[H]{e}j+[5i]i 

Pe baza condiţiei de compatibilitate cinematică (2.2.7) avem 

(2.3.24) = Nli*?}! - {l/Un)[Hn]mi 
astfel că (2.3.23) devine 

(2.3.25) 

/O 
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înlocuind l{t}j dat de relaţia (2.3.7) şi [{E}! dat de (2.3.21) în (2.3.18) 
rezultă 

(2.5.26) -{ l /Uny{DrMnT) - il/Un)[DnflU\l{e}l 

Substituind [{t}] dat de (2.3.7) şi dat de (2.3.26) în (2.3.13): 
dat de (2.3.22), [{g}J dat de (2.3.9) şi l[nV{q}} dat de (2.3.25] în 

(2.3.14), apoi ţinând cont în ecuaţiile rezultate de ralaţiile (2.3.2 ) şi (2.3.10). 
se vor obţine două ecuaţii diferenţiale care sunt scrise sub următoarea formă 
matriceală 
(2.3.27) 

ToUnlbfWn 

O 

HnVmHn 
f 

unde 

(2.3.28) 

{/l} = Un[VnY[C][V]{sUl{d}) + Ul[VY{[C][Vr]{d]sL\)-^ 

- sU'^lSnCjlVnm-

{pi} = Toiqibfmsuud}) -

+sToU^[a]{d,} + sU^[nnf[K][Si]{d,} - sU^lSif[K][Hn]{d] 

înmulţind la stânga ecuaţia matriceală (2.3.27) cu {{d}^ {Ojf} §i ţinând 
cont de relaţiile (2.3.4) şi (2.3.28) rezultă ecuaţia diferenţială cu derivate 
parţiale (2.3.12). ^ 

Modul cum ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale (2.3.12) poate fi 
transformată într-o ecuaţie diferenţială ordinară de-a lungul bicaracteristi-
cilor este pus în evidenţă prin teorema următoare: 

Teorema 2.3.3. Ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale (2.3.12) se 
transformă de-a lungul bicaracteristicilor într-o ecuaţie diferenţială ordi-
nară de forma 

6is 
(2.3.29) 6t + âs = O 
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unde 

(2.3.30) 
a = ({d}^Vnnc]\v]{dY + {d][vV{[c][Vr]{d})^ 

^{df[V„f[b]{d;} - {d]^ClV„]{d])/[2Ur,{dY\R]{d} 

Demonstraţie. Şi aici se consideră un câmp de vectori {1(.t. y)] din R"̂  
de componente li{x, y) [i = 1. 2), definit ca în lucrarea lui Dobre şi Chelu 
[1992]. Fie 

(2.3.31) U = 
{dy ^Pn. a [d] 

[R]{d} 
^ ^ {dYm[Cm{d\ 

' ' Ul{dY[R]{d} 

(2.3.32) 

Şl 

Pe baza relaţiilor (2.2.45), (2.2.49), (2.3.31) şi luînd în considerare că Un 
nu este funcţie de timp putem scrie 

{dY[V„nC][V]{{d}sUl) = 

mmsU^).) = {<i}^[î)„]^[C]([a]{d},, + [P]{d},y)sU^+ 

= sU'„{d}^lV„nC][V]{d} + U'„{df{R]{d}(h{sU'„).,+ 

= sUUdV[t>nf[Cm{d} + U^{d}^[R]{d}6,s/5t 

U^{df[Vf{[C][D„]{d}sUn) = U„{df(laf{[C][Vn 

x{d}sUn).. + [/3]^([C][D„]{d}«C/„),5,) = s U ' A d f i 

x([Cl[D„]{d})., + [/JirdCKPnlidD.^) + U„{df{ 

a 

a 

X 

T X 

X 

(2.3.33) X C][Vn]{d}{sUn),, + [3flC][Vn]{d}{sUn)^y) = sUlx 

x{dfiv]^{ic][v„]{d}) + 
+h{sUJ,y) = sU';{df[Vf{[C][V„]{d}) + u ' ^ d f x 

R]{d}6i(sUr^)/6t = sU'„{dflVf{lC]lVn]{d})+ 
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8t' 
Utilizând relaţiile (2.3.32) şi (2.3.33) în ecuaţia (2.3.12), se obţine ecuaţia 

(2.C.29) cu a dermit prin relaţia (2.3.30). Teorema 2.3.3 este astfel demon-
strată. ^ 

Remarca 2.3.1. Din forma soluţiei ecuaţiei (2.3.29) (cuă dat de relaţia 
(2.3.30)): 

/o o, 

se constată că pentru placa subţire compozit liniar termoelastic laminată 
având ecuaţiile constitutive (1.4-27), (1.4-32) §i (1.4-44), niciodată o undă 
de acceleraţie nu se poate transforma într-o undă de şoc. 

2.4. Propagarea undelor armonice plane într-o placă subţire 
liniar termoelastic laminată. 

Considerăm că placa este infinită. Dacă se consideră {P} = {0}, {g} = 
0} şi {r} = {0} şi se ţine cont că x = O (cazul liniar), atunci ecuaţiile (5.4) 

şi (5.5) devin respectiv 

(2.4.1) ([Df - [SI^'jdCKlî)] + IS]){U} - = [iîiiia. 

(2.4.2) 
T o i l b f m + [5]){D'} + [al{e}) - ( [Hf - [Si]^)([A-]{[W] + [5,]){e}) = {0} 

Considerăm unde armonice plane de forma 

(2.4.3) {U} = {U}e ikinix-^n^y-ct] {«} = We ik{Tiix+n2y-ct) 

unde: {('} = {Uq l'o W ij- = {^o " sunt vectori constanţi; 
k - numărul de undă: c - viteza de fază; ni.n2 - cosinuşi directori: x. y 
- coordonate spaţiale ale punctului situat în planul mediu al plăcii şi pe 
frontul de undă. 
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înlocuind (2.4.3) în (2.4.1) şi (2.4.2) obţinem următorul sistem liniar şi 
omogen format din 7 ecuaţii cu 7 necunoscute, scris sub formă matriceală: 

(2.4.4) 

unde 

(2.4.5a) 

(2.4.56) 

.iA)2i [A]22j i m j " i w r 

A]ii = k'c'lR] - k''[Vn:^[C][Vn] -

+ik([Vnf[C][S]-[Sf[C][Vn]), 

A]i2 = {iklVnf - [Sf)[bl 

(2.4.5c) A]2i = -iTokc[bf{ik[Dn] + [S]), 

(2A.bd) [A]22 = k^[nnf[K][Hn] + [A'][5i] - ik[HnY [K][Si\-^ 

+ik[Sif[K][Hn] - iTokclb a 

Ţinând cont de relaţiile (2.4.5a)-(2.4.5d), ecuaţia matriceală (2.4.4) se 
mai poate scrie şi sub forma: 

(2.4.6) A1{C/} = {0}, 

CU {U} = {tio it' ^y şi [A] matrice patrată de ordinul 7 
având elementele 

Qii = k'^(Aunl + 2Aienin2 + ^66^2) - Pok^c^. 

ai2 = 021 = k'^(Aienl + [An + AQe)nin2 + .426n2), 

a22 = k^{A6Qn\ + 2.426ni7?2 + -422^2) - Po '̂̂ c^ 
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Q'13 = Q-si = o, 

Q'14 = A'4I = k^[Biin\ ^ 2BiQn\n2 ~ BQ^U^^) — pik^c. 

Q-'15 = Qoi = k'^iBienl + {Bu + BQe)nin2 + B26nl), 

ai6 = ik{h\ni + 6?n2). Qit = ik{h\ni -f h\n2). 

OI2Z = 0̂ 32 = O, 

a24 = 0̂ 42 = k'^{Bun\ + {Bn + Bm)nin2 + 

= = k'^iB^^nl H- 2B2&n\n2 + B2%nl) - pik^c^, 

Qf26 = ik(bQni + 62n2), a27 = ik{blni + 62/12), 

^33 = k'^iA^^nl + 2A45NIN2 + A44N2) - pok'^c'^. 

az4 = = + ^45772), 

<̂ 35 = -<^53 = + ^44712), 

<̂36 = <̂ 63 = <̂37 = CV73 = 

Q44 = k'^(Dun\ + 2Z)i6nin2 + ^6^2) " ^55 -

(2 .4 .7) Q45 = A54 = A'^LAE^? + ( A 2 + ^ 6 ) ^ 1 ^ 2 + ^ 6 ^ 2 ) " -^45, 

Q46 = ik{b\ni + 6̂ 712), Q47 = ik{blni + 66^2), 

80 

BUPT



a55 = k^iDQQTll + 21̂ 16711772 + " " Pl^'^C'-, 

Qjg = z7c(6gni ^ Dorio). a^y = i/c(tg7ii — bln2). 

Q6i = Tok^c'^ib^.ni + Q62 = + blnn), 

^64 = To/c^r(6j7ii -f 6jn2), aeo = TQ}rc^{h\ni + 60^2), 

Q'gg = /c^(A'fi7ii + 2A'f27^in2 + ^'22^2) — ikca^, 

<^67 = + 2A'j2^in2 + ^'227^2) ~ ikca}, 

ayi = + 6̂ 712). ^72 = + h\n2). 

Q-yg = + 2A'I271I722 + ^'22^2) ~ ikca^. 

^77 = /c^(A'iini + 2/̂ 12^1712 + A'|2722) + A'33 - îi/ccfl̂ . 

Pentru a avea soluţie netrivială trebuie ca determinantul sistemului (2.4.4) 
să fie nul, adică 

(2.4.8) det[A] = 0. 

Ecuaţia (2.4.8) este ecuaţia de dispersie a undelor. 
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CAPITOLUL III 

DINAMICA PLĂCII SUBŢIRI LINIAR VÂSCOELASTIC 
LAMINATA 

3.1. Stadiul actual al problemei 

Numeroase investigaţii experimentale au confirmat că teoria liniară a 
elasticităţii mediilor stratificate curent utilizată in tehnică nu întotdeauna 
este in acord cu acestea. 

S-a demonstrat că in condiţiile unei încărcări dinamice, răspunsul este 
neliniar în foarte multe cazuri. In urma experienţei s-a constatat că anumite 
materiale compozite formate din straturi de fibre, manifestă proprietăţi nee-
lastice la întindere şi la compresiune. Pentru anumite materiale compozite, 
constituenţii au proprietăţi vâscoelastice dependente de timp. Global, ma-
terialul compozit are o comportare vâscoelastică. Există prin urmare o 
nevoie crescândă privind modelarea matematică a proprietăţilor dinamice 
ale structurilor materiale compozite. 

Printre primii caxe au realizat modelarea matematică a materialelor com-
pozite ca mediu vâscoelastic cităm pe: Bedford şi Stern [1970] care au in-
vestigat propagarea undelor vâscoelastice în compozite laminate alternante; 
Stern, Bedford şi Yew [1971] au studiat dispersia şi atenuarea caracte-
risticelor pentru unde longitudinale propagându-se întru-un mediu lami-
nat constând din straturi alternante din materiale elastice şi vâscoelastice; 
Barker [1971] a arătat că propagarea undelor în compozite laminate plane 
poate fi caracterizată printr-un model vâscoelastic neliniar efectiv cu pro-
prietăţi complet determinate din cele ale constituenţilor individuali: Chris-
tensen [1973] bazându-se pe teoria dielectricului a arătat că funcţia de re-
laxare pentru materialul vâscoelastic echivaJent este o funcţie oscilatorie de 
timp: Chen şi Gurtin [1973] au investigat propagarea undelor de acceleraţie 
într-un compozit vâscoelastic cu straturi alternante presupuse omogene şi 
izotrope: utilizând o teorie a microstructurii de ordinul al doilea Hlavâcec 
1979] a studiat propagarea undelor armonice plane: Ting şi Mukunoki 
1979] au aplicat teoria analogului vâscoelastic la compozite Icuninate cu 

straturi omogene şi izotrope: efectele disipării şi dispersiei asupra propagării 
undelor în corpuri vâscoelastic laminate au fost tratate de Ting [1980]; 
propagarea undelor în medii vâscoelastice cu straturi anizotrope a fost abor-
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dată de Madan [1993]: propagarea undelor în plăci şi învelişuri compozite 
vâscoelastice a fost studiată de Chelu [1985.1987] , iar într-o bară compozit 
vâscoelastică de Dobre, Chelu şi Bereteu [1985]. Diverse metode de re-
zolvare a problemelor care conduc la ecuaţii integro-difernţiale poi n găsî '.e 
în lucrările lui: Filat,ov [1971, 1974]. Matveev [1979], Badalov [2983.1987], 
Badalov. Esmatov. Anziev [1985], Ogibalov şi Badalov [1987]. etc. 

Problema răspunsului dinamic al plăcilor vâscoelastice a fost analizată 
într-o serie de lucrări printre care amintim: Pan [1966] care a extins teoria 
plăcii elastice a lui Mindlin la materiale vâscoelastice; Rashidov. Kajumov şi 
Eshkuvotov [1979] au studiat răspunsul dinamic la şoc transversal ai plăcii 
vâscoelastice; Cederbraum şi Abudi [1989] au investigat răspunsul dinamic 
al plăcilor vâscoelastic laminate sub încărcări impulsive prin aplicarea trans-
formatei Fourier, iar inversarea funcţiei în domeniul timpului este realizată 
utilizând algoritmul transformatei Fourier rapide; Chelu [1991] a prezentat 
un procedeu privind aflarea răspunsului unei plăci compozit vâscoelastic 
laminată utilizând transformatele integrale ,,EC" şi ,,ES"; Dobre şi Chelu 
1994], Dobre, Chelu şi Moţica [1994a,b] au studiat vibraţiile transversale 

ale unei plăci vâscoelastice izotrope şi al unei plăci vâscoelastic laminată 
utilzând metoda medierii, iar Chelu [1995b] a aplicat metoda integralelor 
,,EC" şi ,,ES" la aflarea răspunsului dinamic al unei plăci vâscoelastice 
izotrope şi omogene. 

Vibraţiile plăcilor vâscoelastice au fost analizate de: Sarova [1974], Sobot-
ka [1978]-vibraţii libere ale plăcilor rectangulare vâscoelastic ortotrope. An-
barov şi Gegela [1979] - vibraţii ale plăcilor vâscoelastice, Fillipov [1986 -
vibraţii ale plăcii vâscoelastice, Aboudi şi Cederbraum [1989] - vibraţii ale 
plăcilor compozite vâscoelastic laminate. 

Stabilitatea dinamică a plăcilor vâscoelastice a fost studiată de: Librescu 
şi Chandiramani [1989] pentru plăci vâscoelastice transversal izotrope uti-
lizând metoda transformatei Laplace şi analizând zerourile ecuaţiei caracte-
ristice; Chandiramani, Librescu şi Aboudi [1989] pentru plăci compozite 
vâscoelastic ortotrope şi cu aceeaşi metodă; Aboudi, Cederbraum şi El-
ishcikoff [1990] pentru plăci liniar vâscoelastic omogene, Cederbraum. Aboudi 
şi Elishakoff [1991] pentru plăci liniar vâscoelastic laminate, Tbuati şi Ceder-
braum [1994] pentru plăci neliniar vâscoelastice. toate pe baza metodei 
exponenţilor Liapunov. 

Teorii de ordin superior privind dinamica materialelor compozite vâscoe-
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lastic stratificate au fost elaborate pentru: plăci de Mengi şi Turliaii [1984^ 
Librescu şi Chandiramani [1989], iar pentru învelişuri cilindrice de ]\Iengi 
şi Birlik [1989]. 

O serie de teste de laborator au confirmat că teoria liniară a vâscoelastici-
tăţii poate servi ca o bună aproximaţie in vederea descrierii mai exacte 
a proprietăţilor neliniaxe dependente de timp. Numărul lucrărilor publi-
cate considerând sisteme stratificate guvernate de legi constitutive liniar 
vâscoelastice este totuşi relativ redus. Cea mai mare parte a acestora stu-
diază sisteme formate din două sau trei straturi, iar când sunt considerate 
mai multe straturi, acestea sunt presupuse omogene şi izotrope. 

Dinamica plăcilor compozite a fost considerată într-un număr destul 
de mare de lucrări, studiindu-se atât vibraţiile, cât şi propagarea undelor. 
Insă, majoritatea acestor lucrări aplică ecuaţiile elasticităţii la fiecare lamină 
şi ţin cont de condiţiile de continuitate în tensiuni şi deplasări la interfaţa 
straturilor, ceea ce duce la un volum mare de calcul. 

In acest capitol, autorul dezvoltă o teorie a plăcii subţiri laminate supusă 
la forfecare transversală pentru un mediu compozit format din straturi de 
fibre fixate într-o matrice. Răspunsul global al fiecărui strat este presupus 
că ascultă de o lege constitutivă de tip Boltzmann. Teoria este dezvoltată 
pentru cazul în care straturile sunt presupuse ortotrope şi omogene. Evi-
dent că, în cazul straturilor omogene şi izotrope, ecuaţiile dinamice ale 
plăcii compozit laminate se simplifică. Sunt stabilite ecuaţiile problemei 
dinamice mixte a plăcii subţiri liniar vâscoelasic laminată cu condiţii pe 
frontiera de margine destul de generale. Se dă o furmulare în deplasări a 
problemei dinamice mixte, se stabilesc teoreme dinamice de reprocitate, se 
formulează principii vaxiaţionale de tip Gurtin, se demonstrează existenţa 
soluţiei problemei mixte, se stabilesc principii de minim şi se analizează 
răspunsul dinamic al plăcii subţiri liniar vâscoelcistic laminată cu ajutorul 
transformatelor integrale şi ..ES'' introduse de autor. 

3.2. Ecuaţiile de bază ale dinamicii vâscoelasticităţii liniare 

Considerăm un corp vâscoelastic liniar şi anizotrop care la momentul 
t=0 ocupă domeniul B cu frontiera dS. Sistemul fundamental de ecuaţii 
care guvernează dinamica vâscoelcisticităţii liniare anizotrope cu referire la 
un sistem de coordonate cartezian ortogonal 0x\x2xz constă din: 
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-ecuaţia bilanţului momentului liniar 

(3.2.1) ţ I p{x)ui{x. t)dx = I p{x)Mx,t)dx+ I ai,{x,t)nj{x)dx. 
"" Jv Jv JdV 

-ecuaţia constiiuiivă (tip Boltzmann) 

(3.2.2) = I G,jk,{x.t- r)iki{x.,r)dT. 
J-oc 

-relaţia cinematică deformaţie-deplasare 

(3.2.3) s^j{x,t) = + 

unde s-au utilizat notaţiile 
X -vectorul de poziţie al particulei materiale, 
/9-densitatea de masă, 
u—componentele vectorului deplasare u, 

componentele tensorului deformaţie e, 
(jjj—componentele tensorului tensiune al lui Cauchy a, 
/f-componentele vectorului densităţii forţei de volum f, 
Gijki-componentele tensorului de relaxare G, 

-domeniu arbitrar inclus în B^ 
-frontiera domeniului V, 

n—componentele vectorului exterior unitar n normal la frontiera dV. 
In cele ce urmează presupunem că Gijkh, componentele tensorului de 

relaxare G, satisfac următoarele relaţii de simetrie 

(3.2.4) Gijki = Gjiki = GkUj. 

Vom admite în continuare condiţia iniţială 

(3.2.5) u(x, 0) = O, V (x, t)eBx ( -oc , 0). 

Din relaţiile (3.2.2) şi (3.2.3) dacă ţinem cont de condiţia iniţială (3.2.5) 
rezultă 

(3.2.6) c,;(x./) = 0 şi a,j{x.t) = 0 pentru V ( x . € x (-oc.0) . 

Integrând prin părţi ecuaţia caracteristică (3.2.2) şi apoi utilizând relaţia 
deformaţie -deplasare (3.2.3) împreună cu condiţia iniţială (3.2.6)]. găsim 

(3.2.7) a„(x. / ) = GoH(x.O)£^/(x.f)+ / / - r)£;t/(x, rjcfr, 
Jo 
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unde funcţiile 0) sunt numite coeficienţi de elasticitate iniţială şi 
descriu răspusul instantaneu al materialului. 

Forma locală a legii de bilanţ a momentului se scrie sub forma binecunos-
cută 

(3.2.8) (^rjJ^ Pf: = pUi. 

Condiţiile pe frontieră 

(3.2.9) aijUj = pi pe x [O, cx)), 

(3.2.10) Ui = îLi pe dBu x [O, oo), 

unde dB = dB^ U dB^ şi dB^ = 
Condiţiile iniţiale 

(3.2.11) wi(x,0) = w?, = pe B. 

3.3. Consideraţii generale privind placa subţire vâscoelastic 
laminată. 

Vom considera o placă laminată formată din N lamine, astfel că la scară 
macroscopică global fiecare lamină are o comportare vâscoelastică. Se pre-
supune de asemenea că laminele sunt perfect lipite, astfel că nu este posibilă 
alunecarea uneia faţă de alta. 

Placa lamiată este considerată ca un corp continuu cu răspuns global la 
solicitările exterioare, astfel că şi continuitatea deplasărilor este presupusă. 
Se fac în plus următoarele presupuneri: 

-placa laminată este subţire şi de grosime h constantă în timpul proce-
sului de deformare; 

-laminele sunt unidirecţional orientate; 
-laminele din care este confecţionată placa sunt vâcoelastic ortotrope 

satisfăcând o lege constitutivă de tip Boltzmann şi având axele naturale 
distincte de la o lamină la alta: 

-componentele deplasării u. v. w respectiA' după direcţiile x.y.z sunt mici 
comparativ cu grosimea h. iar componentele deplasării u şi v au formă 
liniară după cordonata z; 
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-dcformaţiile Sy. s^y- ^y: şi sunt mici comparativ cu unitatea, iar 
c; se neglijează; 

-forţele de volum se neglijează în ecuaţiile de momente; 
-normala ia suprafaţa medie a plăcii nu trebuie să rămână perpendiculară 

pe pianul mediu deformat ca în cazul teoriei Love-Kirciihoff (proprietăţile 
de material distincte ale straturilor constituente dau rotaţii (microrotaţii) 
distincte în straturi cu materiale diferite şi în consecinţă presupunerea că o 
secţiune plană înainte de deformare, rămâne plană după deformare nu este 
valabilă conform lui Sun, Gilmore şi Koh [1972]). 

Pentru deplasări se adoptă relaţii de tipul (1.4.1). 
Intr-un sistem de coordonate normale corespunzător laminei de rang 

k, ecuaţiile constitutive în cazul vâscoelasticităţii liniare ortotrope sunt de 
forma 

(3.3.1) 

'Cu r* r* 
02 CI2 Q2 Q3 

Q s Q3 < (74 0 . 0 0 
0 0 0 

. Cr6 . k 0 0 0 

O 
O 
O 

r* o 44 
O 
o 

o 
o 
o 
o 

Q5 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

cr 66 J 

' ei ' 
e-i 

< > 
54 

k . £6 . 
unde este utilizată notaţia contractată introdusă în §1.4. a,, c, (i=1.6) 
respectiv pentru tensiuni şi deformaţii, iar prin C*j se notează operatorii 
integrali 

(3.3.2) C^(5(r, t)) = Gij(r, 0)e(r.. t) + f Gij(r, t - T)e{T,, T)dT. 
Jo 

cu precizarea că Gij(T,t) se obţin din Gkirsi^^i) considerând că kl —^ i şi 
rs j după regula 11 1. 22 2, 33 3. 23 4, 31 5 şi 12 6, iar 
r=(x,y.z). 

Funcţiile de relcixare Gijiv.f) pot fi determinate analitic ţinând cont de 
funcţiile de relaxare ale constituenţilor folosind de exemplu metoda omo-
genizării sau prin metode experimentale. 

Tensiunile Oij reprezintă componentele tensorului tensiune simetric al lui 
Cauchy. 

Datorită faptului că placa este subţire se poate aproxima tensiunea (73 
ca fiind nulă. iar pentru tensiunile de forfecare transversale se admite că ele 
se anulează pe suprafeţele superioară şi inferioară cde plăcii. 
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Considerând ~ 0. din relaţia (3.3.1) urmează că 

(3.3.3) C3 = -((C3,)-'Cr3)£i - ((C33)-'C|3)=2. 

unde ^^^^ inversul operatorului C33. 
Substituind (3.3.3) în (3.3.1) se obţin următoarele ecuaţii constitutive 

ale laminei k: 

(3.3.4) 

' Q h Qh 0 0 0 " 

<̂ 2 Qh Qh 0 0 0 £0 

> = 0 0 Qh 0 0 < £6 > 

(74 0 0 0 QU 0 £4 

k 0 0 0 0 k k 

unde Q*j sunt operatori ale căror expresii sunt date de 

(3 .3 .5) (3-, = Q . - Q ( C 3 * 3 ) - ' Q 3 

pentru i,j=1.2 şi 

(3.3.6) Ql, = C* 

dacă z, j = 3, 4, 5. In raport cu un sistem de coordonate carteziene ortogo-
nale nenaturale Oxyz, ecuaţiile constitutive pentru lamina k au forma 

(3.3.7) 

a . ^ r O î i ' ? i 2 2QÎ6 0 0 • 
f ^ ^ 

Qh Qh 2Q26 0 0 

> = Qh Qh '^Qh 0 0 < £xy 

0 0 0 2 0 ^ 4 2 ^ 5 
k 0 0 0 20^5 2055] k < ^ZX J 

unde Q*j(r,t) reprezintă operatorii transformaţi, componente ale matri-
cei Q- ~ [̂(5*][TJ obţinută pe baza matricei [T] definită prin relaţia 
(2.4.8), iar [Q*] este matricea ale cărei elemente sunt operatorii Q*j{T.t). 

Introducând notaţiile: 

Mp.t) = Y , / {Q:j{r.t)hdz. 
1=1 

A' 

-ib-i 

(3.3.8) 
: = 1 
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CVI p = {x,y), putem defini operatorii 

(3.3.9) 

unde 
DUO = {Dl + Dii*m, 

(3 .3 .10) AL = AIJ{P,0) , BL = D,J{P ,0 ) , D ^ = 

Luând în considerare că forţele rezultante N ;̂, Nŷ  N -̂y, forţele re/Ailtanl e 
transversale Qx, Qy §i momentele rezultante M^, My, M^y sunt dat e de relaţiile 

(3.3.11) 

[ N x , N y , Nxy, Qy, Qx) = / (CTx, CTy, ^ x y , O y , , G = 

J-'j 
rz, 

(3.3.12) {Mx,My,Mxy)= / z{ax,ay,a - l 
^ rz, 

fţi introducând de asemenea notaţiile 

(3.3.13.a) {E} = {A ,̂ Ny N^y M, M, M^y Qy Qx}'\ 

(3.3.13.6) {e} = el lî,; 7.!!. 7?. k,, k^yf, 

(3.3.14) B* 

^12 ^16 
Â* 4* 

-456 4* 

D'n 
B'n 
Dk Aţe. 

W 

D* 

Â* 4* /l/l 4 Ĥ̂ r, 
A* A* 

DU 
îl* n* / 
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o 

Bl 

0 0 0 
0 0 0 

D*] \0 ^T c* 

Al \o 
o , ir]_ 

[Bl]' 
. [ b ; ] 

T D'\ 
atunci pe baza acestor notaţii, ecuaţiile constitutive (3.3.9) se sciiu conden-
sat sub forma 

(3.3.15) {E} = [C"]{e}, 

care exprimă legea constitutivă a plăcii laminate liniar vâscoelastice cu 

(3.3.16) C*\ = [C^l + \C * . 

Trebuie remarcat că relaţia deformaţie-deplasare se obţine la fel ca şi 
(1.4.15) cu condiţia x = ^ (cazAil liniar), adică rezultă: 

(3.3.17) {e} = m^[S]){U} 

cu {U}, {e}, [D] şi [S] matrice definite în capitolul I. 
Procedând ca în capitolul I, din forma locală a legii de bilanţ a moincn 

tului (3.2.8) se obţine ecuaţia de mişcare sub formă matriccală 

(3.3.18) {[Df - [Sf){^} + {P} = 

Condiţiile iniţile sunt exprimate astfel: 

(3.3.19) {U{x,y,0)} = {^7%T,y)}, {f/(.T, a-,0)} = {V^^fr, :y)}. 

Condiţiile pe frontieră sunt: 

(3.3.20.a) 

(3.3.20./;) 

h]{U} = [Iu]{U} pe X [0,/o), 

= pe aOo. x[0,/„), 
cu /„), [Iff], {P,,} ( aici \=0) şi {-P,,} matrice definite în paiag?;»fiii I 

Propoziţia 3.3.1. Dacă {c} = {^J. ej 7J, Av /r, {r] = 
jSz i^r kj kyy\ tai' [C*] cste definită priv -

atunci are loc egalitatea 

(3.3.21) = {pr*([C'1{p}). 
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Demonstraţie. Ţinând cont că matricea [C*] este definită prin 
(3.3.16) avem evident relaţiile 

(3 .3 .22) 

şi 

(3 .3 .23) 

C*l{e} = [C«]{e} + [Cl*{e} 

C*]{e} = [C^{e} + [C]*{e}. 

Având în vedere că produsul de convoluţie este comutativ şi asociativ, 
dacă se utilizează faptul că [C] şi [C] sunt matrice simetrice, rezultă 

{eV * ([C"]{e}) = {e}' ([C°){c} + [C] * {«}) = 

= {eY * {[COjic}) + { c f . ([C] . {e}) = ([C»]{e}f * {r) + 

+{1C] . { « i r * W = ( { W ! ) * W + ( 

= {^Y * {[C']{e}) + {eY * ([C] * {e}) = {e} ' * ([C"l{c)-|-

(3 .3 .24) + [ C ] * { E } ) = { E R * ( [ C L { E } ) , 

adică relaţia (3 .3 .21) . 

T 
C'l) 

Matricele [C], [B. 
elastic laminată. 

Facem în plus presupimerile 

(a) { P } : n o x [ 0 , / o ) - / ? \ 

(1)) {P} GC"(r2ox[(),/o)), 

(c) 

(d) 

(e) 

acH siii)r,ui vasco-
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(f) 

(g) 

(ii) {Pn} 

Definiţia 3.3.1. Se numeşte cauză externă pentru placa subţire vâscoelastK 
laminată, f^mcţia {P] având proprietăţiile (a) §i (b). 

Vom introduce acum conceptul de proces admisibil pentru placa subl^ire 
vâscoelastic laminată. 

Definiţia 3.3.2. Prin proces admisibil pentru placa subţire vâscoc.lastic 
laminată, vom înţelege un ansamblu ordonat de funcţii 

îndeplinind următoarele proprietăţi: 
(i) 

(ii) {U} G C^Qo X [O,/o)); e 
C^Oo X [O,/o)), 

(iii) {e} : Clo X [0,to) ^ R \ 

(iv) {e}:CO(noX [O,/(,)), 

(v) { E } : ^ l o x [ 0 , / o ) - / ? ^ 

(vi) {E}GC^'0(nox[() ,fo)); {E},{S},„{E}, ,GCO(r2oy [O,/,,)). 

Dacă. definim adunarea proceselor admisibile şi înmulţirea cu un scalar 
prin 

(:3.3.25) n + fi = ({c/}'' + {U}'\ {c}^' + { r}^ {E}^' -h {E}' 

(3.3.2G) AH = {\{U}^\\{ry\ 

atunci mulţimea proceselor a(hnisibile este un spaţiu liniar. 
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Definiţia 3.3.3. Numim soluţie a problemei mixte a jAdcii subţiri vâsco-
elastic lamina,tă, un proces admisibil care satisface ecuaţiile (3.3.15), (3.3.17), 
(3.3.18), condiţiile pe frontieră (3.3.20) şi condiţiile iniţiale (3.3.19). 

Definiţia 3.3.4. Numim câmp deplasare admisibil pentru placa subţire 
vâscoelastic laminată, funcţiile {U} care satisfac condiţiile (i) şi (ii). 

Mulţimea câmpurilor deplasare admisibile pentru placa sul)ţire vâscoe 
lastic laminată formează un spaţiu liniar faţă de operaţiile de adunarea 
câmpurilor şi înmulţirea cu scalari. 

Definiţia 3.3.5. Câm,pul deplasare admisibil pentru placa subţire vâscoe 
lastic laminată care satisface condiţiile pe frontieră (3.3.20. a) în deplasări 
se numeşte câmpul deplasare cinematic admisibil pentru placa subţire vâsco -
elastic laminată. 

3.4. Formularea în deplasări a problemei dinamice a plăcii 
subţiri liniar vâscoelastic laminată. 

Eliminând {e} între ecuaţia cinematică deformaţie deplasare (3.3.17) şi 
ecuaţia de mişcare (1.3.18) obţinem 

(3.4.1) ([Df - [5l''')([C'1([P] 4- [S]){U}) + {P} = [/?){[>}. 

La ecuaţia de mişcare (3.4.1) se adaugă condiţiile iniţiale 

(3.4.2) {U(x,yA))} = {l/V,?;)}, {t/{x,y,0)} = {T"(.r,!y)} 

.'ţi condiţiile pe frontieră 

(3.4.3.a) W n = [Iu]{U} pe ^Q,„x[0,oo), 

(3.4.3./)) [/.]{lA,r([C'*l(['Pl + [5]){/:A}) = [/.){P„} pe OU,, x [i),oo), 

ultima condiţie obţinută în urma eliminării lui {P,,} (b'̂ t de rcinţia {P,,} = 
prin intermediul relaţiilor (3.3.15), (3.3.17) în (3.3.2().b). 
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3.5. Teoreme de reprocitate în dinamica plăcii subţiri liniar 
vâscoelastic laminată. 

Analog ca în paragraful l.G. se i)ot, formula şi demonstra următoarele 
două teoreme: 

Teorema 3.5.1. Funcţiile {U} {S} satisfac ecuaţia (S.3.1S) şi condiţiilr 
iniţiale (3.3.19) dacă şi numai dacă 

( 3 . 5 . 1 ) -g * ( ( [ P f - [ 5 ] ^ ) { S } ) + [R]{U} = { F } , 

unde 

(3.5.2) g{t) = t (tG[0,oo)) şi {F} = g ^ {P} + [n](t{V'} + {U'}). 

Teorema 3.5.2. Un proces admisibil n = {{U}^ {e}' {I!}^) este o 
soluţie a problemei mixte (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.20) dacă .şi numai dacă 
saiisface ecuaţiile (3.5.1), (3.3.15), (3.3.17) şi condiţiile pe frontieră (3.3.20). 

Considerăm o placă subţire liniar vâscoelastic laminată supusă la două 
sisteme diferite de încărcări vâscoelastice 

(3.5.3) L"" = ({P}"",{£/}<"',{P„}<">,{l/"}<'".{!'"'}"") 1,2) 

şi două stări corespunzătoare = {UY^^ {(̂  — 2) reprezentând soluţiile 
în deplasări a problemei (3.4.1)-(3.4.3.a,b) corespunzătoare sistemului de 
încărcări L̂ f̂ ^ = 1,2). 

Vom folosi notaţia 

(3.5.4) 

unde g este definită prin (3.5.2)i. 
Teorema 3.5.3. Dacă o placă subţire liniar vâscoelastic laniinai.ă este 

supusă la două sisteme diferite de încărcări {l3 = 1,2). atunci între 
conjigii.raţiile corespunzătoare (f)^^^ are loc imnăioaxea reia,ţie de reprocitate: 

(:Î.5.5) 

<)t 
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unde (P = 1,2) 5e obţin din (3.5.2)2. 
Demonstraţie. Pe baza simetrici matricei [C*], comuta t i vitaţ^ii pro-

dusului de convoluţie şi a legii constitutive (3.3.15), deducem 

(3.5.6) = 

Introducând notaţia 

(3.5.7) [ 

pe baza lui (3.5.6), rezultă 

(3.5.8) Iv2 = l2i. 

Având în vedere comutativitateaşi asociativitatea produsului de convoluţ^io, 
ecuaţiile (3.3.15), (3.3.17), (3.5.1) şi utilizând formula lui Green pe baza 
notaţiei 

(3.5.9) 

putem scrie 

Jilo Jqo 

Jq„ JdQo 

(3.5.10) = [ f {UY^^^ 
JdQo Jnn 

= I g^ {uY''^'' * f-
./(HJo 

./fio JdQo 
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- [ {uY""^^ * i[B]{u}fUn. 

Ţinând cont de relaţia (3.5.10) şi de simetria lui [R] r e z A i l t ă iclat^ia do 
reprocitate (3.5.5). ^ 

Dacă condiţiile iniţiale sunt nule, atunci 

(3.5.11) = (a = 1,2), 

iar relaţia (3.5.5) devine 

iar i)e baza proprietăţii produsului de convoluţie 

(3.5.13) a * 6 = 0 a = 0 sau 6 = 0, 

aveui 

Ţinând cont că 

(3.5.15) {U} = g^{(f}, 

relaţia (3.5.14) poate fi scrisă 
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3.6. Formularea variaţională cu ajutorul produsului de convolnl^ie. 

3.6.1. Stadiul actual al problemei. 
Formularea variaţioiială a dinamicii vâscoelasticităţ̂ ii liniare a fosi k nli-

zal ă pentru prima dată de Leitman [19GG], extinzând principiile variat̂ioiiMlf-
ale elastodinamicii expuse de Gurtin [1964 . 

Reddy [1976] a formulat un principiu variaţional modificat al lui Gurtin 
în teoria dinamică a vâscoelasticităţii. De asemenea, princi[)ii variat̂ ionalc 
de tip Gurtin în dinamica vâscoelasticităţii liniare, au fost stabilite de 
Senclienkov şi Karnauliov [1978]. Ei dau şi principii varial̂ ionale i)on(iii 
vil)raţiile mediului liniar vâscoelastic. 

Hlavâcek [1979], utilizând teorema 4.1 din Leitman [1966], a dat o foi-
mulare variaţională pentru corpvui vâscoelastice armate cu filue. hi ĵ lns, 
utilizând metoda rigidităţii efective pe baza formulării varial̂ HMiale (lat( , (>l 
a obţinut ecuaţiile de mişcare în cazul când constituenţii sunt presupuşi 
izotropi şi a studiat propagarea undelor armonice. 

Remarcabile sunt şi rezultatele lui Manole [1980,1992], exprimate pt iu 
teoreme variaţionale în teoria vâscoelasticităţii cisimetrice, k Pi)ectiv in t(>()-
ria liniară a vâscoelasticităţii micropolare. 

Formulări variaţionale ale mişcării perturbate pentru un corp vâscoelastic 
utilizând produsul de convoluţie au fost date de DaiFAsta şi M(>n(litlo 
[1994]. 

In continuare, vom fornnda şi demonstra principii variaţionale caif xci 
caracteriza soluţia problemei mixte corespunzător dinamicii plăcii subţiii 
liniar vâscoelastic laminată, în contextul teoriei fornudate de autor. 

3.6.2. Formularea variaţională. 
Teorema 3.6.1. Fie 'R niulţiwea proceselor adniisihilc. Vriiiru oixc 

i G [n,oo) definiin fuiu'tioiw.la Jt{-) pe R. prin 

J,{n) = \ j u , * {{-•}'• * (|C'|{r}) - 2{E}'' • ({r) -- (!/>] + 

(3.C.1) +[S]){U}})-2{F}''*{U} + {U}''*m{U}))'l-'- f 'l*{r„]''* Jnv .. 
*{[m{u}-{u})))<ii- f !i*{uy*{m{r',.}),ii. 
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oricare ar fi, Y[ = ({^Y {e}^ ) ^ Atunci II E R- crdc o soluiie a 
problemei mixte (3.3.15), (3.3.17)^(3.3.20) dacă §i mmiai dacă 

(3.G.2) 6J i{ I l ) = O pentru orice t E [0 ,oo) . 

Demonstraţie. Necesitate. Fie U şi U e TZ {U mi dopiudc f,). 
RezAiltă că Il-f ^n E oricare ar fi scalarul Utilizând formula lui Green 
şi ţinând cont de simetria niatricelor [C*] şi [R], precum şi de asociativitatea 
şi comutativitatea produsului de convoluţie obţinem 

6J ,{n)= [ ({C/f • ( [ i î l i t / l - i F l - s M d p r -
./sio 

( 3 . C . 3 ) - [ S ] ^ ) { E } ) + g * { { U f * ( [ C " ] * { e } - { E } ) + y * { L J ' ' * { ( 1 P ) + 

+l5 ] ){c /} -{e} )Mn+ [ !7*{{F„}*(N{{£ '} -{ ' • ) ) ) ) • "+ 
JdUn,. 'dUou 

T 
JdQoo 

Dacă n este o soluţie a problemei mixte (3.3.15), (3.3.17) (3.3.20), atunci 
folosind teorema 3.5.1. şi ţinând cont că {P,,} = rczullă 

(3.G.4) = V/G[0,oo) 

pentru orice 11 G R şi deci (3.6.2) are loc. 

Suficienţa. Presupunem că (3.C.2) are loc. Considerăm II = ( {0}^ 
{()}' ), unde {0} este vector nul pe OQo- Din relaţiile (4.G.2) şi (4.G.3) 
obţinem 

(3.G.5) [ {Uf * [cj * (([P]'^' - [5]''){P}) + {F} - [n]{U])dU = 0. 
'hh 

IV baza lemei generalizate din calculul variaţional, din (3.r> ?(>/n)'M 
(H uaţia (3.5.1). 

<)S 
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Analog, se arată că II satisface ecuaţiile (3.3.15), (3.3.17) şi condiţiile pe A 
frontieră (3.3.20). In baza teoremei 3.5.2 rezultă că II este solvil̂ ie a proble-
mei mixte (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.20). ^ 

Fie /Co-câmpul deplasărilor admisibile ale plăcii subţiri liniar vâscolelastic 
laminată. 

Teorema 3.6.2. Pentru fiecare t G [0,oo) definim funcţionala 'Hi{ ) pe 
/Co prin 

= [ (^/*{e({^})^*(lC1{e({f7}))) + { f / ^ * 
./fio 

^([R]{U}) - 2{Ff * {U})dn - [ g* {Uf * (ir,r]{p.})di. 
JdQo. 

unde {e({(7})} este definit de (3.3.17). Atunci {U} ^ Kq aparţine la soluţia 
V a problemei mixte (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.20) dacă şi numai daca, 

(3.6.7) 67{t{{U}) = O pentru orice t E [0,oo) 

(Variaţiile {U} sunt fuiicţii numai de x şi y, ele nu depind da. limpid i). 
Demonstraţie. Necesitate. Fie {U} şi {U} G ICq, unfl-̂  [U] vslc un 

vector nul pe dQou x [0,oo) care nu depinde de t. Rezultă că f ^{L^} G 
A'o pentru orice scalar Ţinând cont de relaţia (3.3.17) şi de simetria 
matricelor [C*] şi [R) obţinem: 

J îîo 

(3.0.8) + w v * m w ] ) - {Uf * {F})r/u-

Jmi,. 
Pe baza relaţiilor (3.4.2), utilizând notaţia {P,,} = [P,,]' şi aplic ând 

formula lui Green, relaţia (3.G.8) devine 
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( 3 . G . 9 ) -[Sf){i:}))dQ+ f fn .})>/ / - ! 
•fd^oo 

+ 
Jd^ou 

Fie n = {{uy {ey {Ey') o soluţie a problemei mixte (3.3.15), (3.3.17)-
(3.3.20). In acord cu faptul că {U} E /Co ̂ ste câmp al deplasăiilnv ciiirmalic 
admisibile corespunzător soluţiei problemei mixte (3.3.15), (3.3. ] 7) (3.3.20) 
şi ţinând cont de presupunerea că {C/} este vector nul pe dî ô i ^ [0,oc>), din 
relaţia (3.6.11) obţinem (3.6.8). 

Suficienţa. Presupunem că (3.6.6) are loc pentru {U} G ^o- Definim 
{E} prin (3.3.15) şi {e} prin (3.3.17), astfel că există relaţia (3.G.9) pentru 
{ujeiCo. 

Considerând {U} un vector nul pe frontiera dQo, din ecuaţia (3.6.8) şi 
relaţia (3.6.9) pe baza lemei calculului variaţional, rezultă ecU'iţiiv (3.5.1). 
Presupunând acum {U} un vector nul pe Oq P̂ ^ Oilo,,, atniui ecuaţia 
(3.6.8) şi relaţia (3.6.9), în baza lemei calculului variaţional i- ^ Hcă 

(3.6.10) 

Derivând ecuaţia (4.6.10) de două ori în raport cu t se obţinr (undil.in pe 
frontieră (3.3.20.b). 

S-a demonstrat astfel că {U} E JCq este câmp al deplasănlci (iuematic 
a(lmisil)ile corespunzând soluţiei mixte (3.4.1)-(3.4.6). ^ 

3.7. Existenţă şi unicitate a soluţiei în dinamica j)lăcii subţiri 
compozit liniar vâscoelastic laminată. 

3.7.1. Stadiul problemei. 
Teoreme de unicitate au fost stabilite: în teoria dinnnrH ă a soli'h lor 

v.sco(>hustice anizotrope de Eddstein şi Gurtin [1964); iu teoiia diiinini( ii 
materialelor liniar termovâ.scoelastice cu variabile interne^ de .slaif^ (1(> Cliii iţâ 
1982) şi în vâscoelasticil atea cviisi-statică de Fabrizio [198 )̂ . 

Existenţa şi unicitatea soluţiilor problemelor vâ.scoela,stir Mfi: r « -
diata în diverse lucrări. Astfel, troreme de existenţă şi uni( itafe suni j)r( /< ii-
tat.e în teoria dinamicii \'âscoelasticităţii liniare de Duvaut şi I.ioii'. [197!'̂ ] şi 

100 

BUPT



de asemenea de Lazzari şi Vuk [1987]; în teoria dinamicii vâsccx lasticifiiţ^ii 
liniare micropolare de Manoie [1982]; în teoria dinamicii vâscoclasticitaţ̂ ii 
incrementale de Quintanilla şi Williams [1985], iar în cazul problemei val-
orii frontieră mixte a dinamicii termovâscoelasticită^ii liniare de Clielminski 
[1987). 

Teoreme de reciprocitate şi de dependentă continuă în teoria liniară a 
vâscoelasticităţii au fost stabilite Rionero şi Chiril^ă [1989 . 

Principalul rezultat al acestui paragraf îl reprezintă stabilirea şi demon-
strarea unei teoreme de existenţă şi unicitate în dinamica plăcii compozit 
subţiri liniar vâscoelastic laminată în condiţii pe frontieră mixl e destul de 
generale. 

3.7.2. Ecuaţii de bază. 
Introducând operatorul matriceal [v4] definit astfel 

A]{U{t)} = - [5 ] ' ) ( [n ( [P ] + [5]){(;(0}) (3.7.1) 

şi făcând notaţia 

(3.7.2) {/( ')} = 

ecuaţia de mişcare (3.4.1) se mai poate scrie sub forma 

(3.7.3) {U{t)} + [A]{U(t)} = {/(/)} pentru (.x,y,/) G Qo x [(),T), 

unde s-a luat T = f-o ca moment final. 
Condiţiile pe frontieră în cazul problemei mixte sunt 

(3.7.4a) [Iu]{U{t)} = [/„]{f7(0} Pentm (-r, y, t) G dQ.n y [O, T 

(3.7.4/;) [/.)[P„(0] = m{Pn{t)} pentru {x .y j ) G ^^o. x [(),r), 

unde OQo = OQon U ^Uo^. 
Condiţiile iniţiale sunt de forma 

(3.7.5a) {U(.v,yA))} = {U^{x,y)} pentru 

(3.7.5/)) (/,())} = pentru 
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3.7.3. Formularea variaţională. 
Pentru orice pereche de funcţii vec toriale {Uy şi {Uy de diiiicnsiuiic 

5 x 1 , definim formele biliniare 

(3.7.6) a{{U}\{Ur)= [ {e{{Uy)f[C']{e{{U}')]dn 
jQo 

şi 

(3.7.7) b{t-{U}\{Ur)= [ {e({Uy)f[C(t)]{e({U}')]<l^ 
jQo 

Ţinând cont că [C®] şi [C] sunt matrice simetrice, rezultă 

(3.7.8) a{{U}\{Uf) = a({U}\{U}') 

(3.7.9) K<; {[/}', {C/p) = 6(<;{^/}^{C/}'). 

Vom presupune că există o constantă c > O, astfel că 

(3.7.10) {e({(^})}' lCl{e({l/})} > c{e({lO)r{e({(/))) , 

do unde rezvdtă imediat pe I)aza lui (3.7.6) inegalitatea 

(3.7.11) a{{U}AU})>c [ {c({U})f{e{{U})}<m. 

Introducem acum spaţiile 

(3.7.12a) V = {H\Qo))\ H = {L^Qo)?. 

(3.7.12/;) Vo = {{U}\ {U} e V, m { U \ = {0} pe Oihu,] 

şi definim produsul scalar al funcţiilor {U}, {V} gH , a,stfel: 

(3.7.13) <{^:/},{v'}>= / {uy'[n]{v]dii 
•Aio 
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Analog ca în §1.9 se demonstrează că jQ^{U}^[R]{U}dU > O şi deci 
(3.7.13) verifică proprietăţile produsului scalar. 

Utilizând legea constitutivă (3.3.15) şi relaţiile (3.7.6)-(3.7.7) putem scrie 

f {e ({ l /} ) f{S( i )} r fn = [ {e({l/})}^[C 
jQo 

-.{e({U{t)})}dQ+ [ {e({V-})f f[C(t-
JQo -'O 

X 

X 

(3.7.14) x{e{{U{T)})}dTdQ = a{{U(t)},{V})+ 

+ [' [ - r)]{e{{U{T)})}dQdT = 
JQ JQo 

= a{{U(t)}, {V}) + f b{t - r; {U(t)}, {V})dr. 
Jo 

Pe baza legii deforrnaţie-deplasare (3.3.17), utilizând formula lui Grcen 
şi ţinând cont de (3.7.1) şi (3.7.13) avem: 

[ {e{{v})f{Y:{t)}dn= [ { m V H i v m n ^^ 
./fio J ^ h 

JUo -hQo 

(3.7.15) - [ {Vf[Df{Y:{t)}dQ-\- [ {E(<)}'^[5){l'}</U = 
JQo «/fio 

Jdihi .Aîo 

= f {V}'qp„]''{!](/)}r//+ / {Vf[n][A]{U{1)]di} = 
JdQo -hio 

= f {Vf[D,,f{E(f)}dU >. 
JdQo 

Comparând relaţiile (3.7.14) şi (3.7.15), rezultă 

[ {V}' (P„]' {E(/)}rf/ + {V} > = 
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(3.7.16) = a{{U{t)}. {y}) + f b{t - r; {C/(r)}, {V})dT. 
Jo 

Făcând produsul scalar dintre ecuaţia (3.7.1) şi {F} G Vq C Ii, obţinem 

( 3 . 7 . 1 7 ) < { i > « ) } , { V ' } > + < { . / • ( ' ) ) , { ' } > • 

Din ecuaţiile (3.7.16) şi (3.7.17), rezultă 

<{[/(<)}, {V} > + a{{U{t)}, {1/}) + f b{t - r; {l/( r)}, 
Jo 

( . 3 . 7 . 1 8 ) ,{V})dT= <{f(t)},{V}> + [ {Vf[D„f[m},U. 
Jdno 

Deoarece {V} = {0} pe ^r^oto ţinând cont că dQo=9QQu U ecuaţia 
(3.7.18) se mai poate scrie 

<{U{t)}. {V} > + a{{U(t)}, {]/}) + f b{t - r ; 
Jo 

(3.7.19) ,{v})dT = <{m}Ay} > + / { v f i i m ' ' { m ] d i . 
JdUoo 

Dacă se fac transformările 

( 3 . 7 . 2 1 ) {Z{x,y,t)} = {U{x, yJ.)} - y , / ) } , 

(3.7.22) {Z(.x',î/,0)} = {U\x,y)} - y, ())}(= {Z"(.r, .y)}), 

(3.7.23) {Z(:r,î/,0)} = {C/'(:r,?y)} - {«^(.r,;v,0} = ({Z'(.r,/y)}), 

cu {<P(.R,7/,/)} G V astfel că 

(3.7.24) = po OUou 

şi ({Z^^}, { Z ' } € Vo) , atunci ecuaţia (3.7.19) devine 

(3.7.25) <{Z(/)}, {V-} > + a{{Z{t)}, {V}) + [ b{i - r; 
Jo 
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unde 

; { 2 ( r ) } , { l / } ) < i r = <{£(<)}, {V^} > , 

< {C{t)}, {!/} >=< {/{<)}, {V} >+ [ {V}''m{P„{1)}dl-
JdQoo 

(3.7.26) - < { iW} , {1^} > - a ( { m } } . {^O) - f Kt - r; {cT>(r)}, 
Jo 

, {V})dT - [ {V}'\l„][Vnf[C']([D] + 
'dQoo 

Presupunând că Vq este dens şi continuu scufundat în H. idontificând 
H cu propriul său dual şi notând cu VG dualul lui Vq, atunci avem Vq C 
H C V^. _ ^ 

Vom utiliza în continuare notaţiile: | • | norma în H, || • || norma în Vq şi 
I • 11+ norma în Vq. 

Datorită faptului că forma {Y} —> Ht;{U},{V}) este continuă în Vq, 
avem 

(3.7.27) 

unde 

(3.7.28) 

b(t-{U}AV})=< {D(t){U}}AV}>. 

{B{t){U}} e v;, {B{t){U}} G AVo, v;,). 

3.7.4. Teorema de existenţă şi unicitate. 
Putem acum să formvdăm următoarea problemă: 
Problemă. Să se găsească t —> {Z{.v,y,t) a lui [(),T) Vq verificând 

(Huaţia 

(3.7.29) <{Z(/)} ,{V'}>+a({Z(0},{V'})+ f h { f - r ; 
./o 

;{Z{T)},{V})dT= < { £ ( / ) } , { K } > , V { L ' } G V O , 

cu condiţiile iniţiale 

(3.7.30) {Zir.yA))} = {Z"}, {Z(:r,y,())} = {Z'}. 
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Teorema 3.7.1. Se presupune că 

(3.7.31) { / } , { / } , { / } e (L^ r ) ) ' , unde V = 

(.3.7..32) {P„}, {F,,}, {P,,} € v.nde 7 = an„ x ((),T); 

(3.7.33) {f}, {4}, { $ } e L ' ( 0 , T ; V ) , 

(3.7.34) 

Atunci există o funcţie {Z{a',y,t)} §i numai una pentru cava 

(3.7.35) {Z}, { Z } G L ' m T ; V o ) 

(3.7.36) {Z} G L^(0 ,T;H) 

verifică ecuaţia (3.7.29) şi condiţiile iniţiale (3.7.30). 

Demonstraţie, a). Unicitate. Fie {Z} şi {Z} G Vq două soluţii 
posibile ale problemei (3.7.29),(3.7.30). 

Dacă în ecuaţia (3.7.29) punem mai întâi {{Z} —̂  {Z}, {V} —̂  {Z) 
{Z]) şi apoi ({Z} —̂  {Z}, {!'} —̂  {Z} — {Z}) şi adunăm ecuaţiile obţinnif-
atuuci făcând notaţia {H''} = {Z} — {Z} şi ţinând cont de (3.7.27), obţinom 

< {i.r(/)},{ii-(/)} >+„,({iy(0},{iK(0})+ 

(3.7.37) 

de unde 

(3.7.38) 

+ < / {D{f-T){W{T)}}dr,{\V(t)}>=i\ 

1 
dt 

( |{ir(/)}p + a({ir(/)},{H'(0})) = 

= -2< [\D{f-T){W{T)}}dT,{W{f)}> 
./o 
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Şl prin urmare 

(3.7.39) + «({'^'(O}, {ţ'V'(<)}) = 

= - 2 < [\B{t - r i ) { lV{r , ) } } r f T , , { i y ( T ) } > dr. 
Jo Jo 

Pe de altă parte avem 

F < [\B(T - T,){W(T,)}}dTu {W(N)} > dr = 
Jo Jo 

= A [' < {B{T - r ,)}{l 'F(r,)},{l^(r)} > rfr)</r, = 
Jo JTI 

(3.7.40) = / ' ( < {D{t - T , ) { H / ( r , ) } } , {H/(()} > -
JO 
-<{ i? (0 ){ l ' l / ( r , )}} ,{ I 'F{ r , )}»dr , -

- ['([ < {i3(t - T){W(T,)}},{W(T)} > DT).ln, 
Jo JT, 

ultima egalitate obţinându-se integrând prin părţi după variabila r \)e in-
tervalul [ti , / . 

Vom evalua acum ultimii trei termeni din (3.7.40). Astf(4, utilizând 
inegalităţile, de tip Scliwartz 

(3.7.41) 

şi de tip Young 

(3.7.42) 

avem: 

<a,b> \< 

.2 . 

a 

(3.7.43) 

2ab< en'-\--l/ (f > 0), 

f <{D(t -T,){W(T,)}}AW{t)}>dT,\< 
Jo 

< f \<{D{t -T,){\V(r,)]}.{W(t)} > 
Jo 

Jo 
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<Cl\\{W(t)}f + C2 f\\{W(T)fdT; 
Jo 

I t < {D(0){W{t,)}},{W{t,)} > dn\ < 
Jo 

(3.7.44) < f\< {B(0){W(t,)}}, {W(n)} > \dn < 
Jo 

< C3 f \\{W(T,)}fdT,; 
Jo 

(3.7.45) 

[ \ f < {^t - T ) { T Y ( T , ) } } , { i y ( T ) } > dT)dT,\ < 
Jo JTI 

< f ( f I < {B(t - r){iy{ri)}}, {I'l^(r)} > \dr)dT, < 
Jo JTX 

< { B ( ( - r){iy(r,)}}||||{VK(T)} > \\d, )dT, < 

Jo Jti 

<c4{W{t)}f + C, t\\{W(T)}fdT. 
Jo 

Ţinând cont de (3.7.40), (3.7.43) - (3.7.45), rezultă 

(3.7.46) 2| f < H n i r - T,){W{n)}}dTu{W(TO} > dr] < 
Jo Jo 

<'^r,(||{ll' '(0}|p+ f WV(T)}fdT). 

Analog cum s-a denionstrat (1.9.39), se poate arăta că pentru A > O 
există r > O astfel că 

(3.7.47) "({"•}, {11'}) + A|{M'}P>< ||{11'') 

car(̂  se mai poate scrie sub forma 

(3.7.48) • | | {Vr( / )} |p-A|{ i r ( / )}p<a({Vr(0} ,{U(/ ) ) ) . 
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Din ecuaţia (3.7.39) şi inegalităţile (3.7.46) şi (3.7.48), obţinem 

(3.7.49) 

<C6(||{M^(0}||'+ f \\{Wir)}fdT). Jo 
Ţinând cont că pentru orice funcţie clerivabilă {VF} : [0,r] —̂  R, din 
existenţa relaţiei 

(3.7.50) {W{t)} = {W(0)}^ f { W { T ) } d T , 
Jo 

rezultă că există constata c > O astfel încât să aibă loc inegalitatea (vezi 
Lions şi Duvaut [1972] ): 

(3.7.51) 

Din faptul că 

(3.7.52) 

{W(f)}f<2\{W(0)}\' + c f \ { W { T ) } 
Jo 

' d r . 

avem 

(3.7.53) 

{H^(())} = {Ty(0)} = {()}, 

<C f \{W(T)}\'^dT. 
Jo 

Pe baza inegalităţii (3.7.53), inegalitatea (3.7.49) implică 

(3.7.55) \{W(t)}\' + \\{W{t)}f < C7 f{\{W{r)}\' + ||{ir(T) j f )./r, 
Jo 

de unde în virtutea unui caz ])articular al inegalităţii lui Groirvall obţinem 

(3.7.55) {H'(/)}P+| |{VnO}| | ' = 0, 

ceea ce implică {W(t)} = {()}, adică {Z{t)}={Z{t)} şi unicitatea soliit̂ iei 
(\ste demonstrată. 

1)). Existenţă. Vom demonstra existenţa soluţiei probleinr-i (.'V7.29),( ̂ .7.3()) 
utilizând metoda Faedo Galerkin. Demonstra(^ia esto divizată în Irei j)aşi: 
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1) construcţia soluţiilor aproximative ale lui {Zj prin şirul {Z}„, (ni=l,2,. ^ 
aşa numitele aproximări Galerkin; 

2) estimările apriori ale aproximaţiilor Galerkin {Z}„i (ra=l,2,...); 
3) convergenţa şirului (m=l,2,...) la soluţia problemei valorii 

iniţial-frontieră (3.7.29),(3.7.30) pe Qq x [0,T). 
Pasul 1). Fie (i=l,2,...) un şir de funcţii care constitue o bază îii 

V, astfel că 

(3.7.56) 777 
v = uv 777. 

Vz, 
sunt liniar indepenclmte V???. 

subspaţiu al lui V, 

unde V,„ = pste subspaţiu al lui V generat de 
primii m vectori {Ty*}i, {iy*}2,..., Combinaţiile liniare finite de 
{LY*},- sunt dense în V q . 

Aproximaţia Faedo-Galerkin a soluţiei problemei (3.7.29),(3.7.30) constf; 
în găsirea lui {Z} G V, : Qq X [0,T) ^ R^ de forma 

771 
(3.7.57) 

cu 2„„ G C^([0,T];R) (2;„„ - funcţii necunoscute), astfel încât să satisf?' 
sistemul de ecuaţii integro-diferenţiale 

(3.7.58) <{Z(t)UAV}>+a{{Z(t)U{V})+ / />(/-t; 

;{Z(r)}„„{V'})6/7 = < {C{t)}.{V} >, V{V} G V„„ 

supusă la condiţiile iniţiale 

(3.7.59a) {Z(0)},„ = {Z^},,,, G lim {Z^},,, = {Z'} in V,,. 771 —OO 

(3.7.59/>) {Z(0)},„ = {Z'}„., G V,„, lim {Z'},„ = {Z'} in H. —oo 
Dacă în (3.7.58) se înlocuieşte (3.7.57) şi se consideră 1' = {H ( 

1 , 2, ..., 777,), se obţine sistemul: 
VI }ii m 

(3.7.G0) + + ^ ^ / " = Ml ) 
j=i 
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unde 

(3.7.61) 

{i = 1,2, ...,7n), 

Cij{t) = h{t;{W*}u{W*},), diit) =< > 

î=i 

Cum {Z®} G Vq şi {V}„i este dens în Vq, atunci 
in 

(3.7.62) {Z°}= lim J ] 
TTI—^OO ' 

Introducând notaţia 

(3.7.63) = 

unde {Z}m E V şi ţinând cont de (3.7.57), se deduce că (3.7.59a) esl 
echivalentă cu 

m 

(3.5.64) 

In mod analog, cum Vq este dens în H, funcţiile din H de asemenea 
sunt aproximate prin combinaţii liniare finite de {î^*},. Deci, introducând 
notaţia 

in 

(3.7.65) 
7=1 

condiţia (3.7.59b) este echivalentă cu 

(3.7.66) i,„,(0) = zi, (/;= 1,2,...,770. 

Din teoria sistemelor de ecuaţii integro diferenţiale esl(> cinioscut că o 
soluţie unic determinată pentru sistemul de tipul (3.7.60), (3.7.̂ *1), (3.7.66) 
(\\istă în intervalul [0,/„,]. Estimări a})riori, ce urmează, vor dovedi că 
f,u = T. 

Pasul 2). Punând {V} = {Z(t)},„ în (3.7.58) şi ţinând cont de (3.7.27). 
obţinem: 
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(3.7.67) , {Z(t)U >-< fiBit - T ) {Z( r ) } , „ } c / r , > • 
Jo 

Integrând în raport cu timpul de la O la t ecuaţia (3.7.67), obţinem 

(3.5.68) {Z"},,) + 2 < {C(t)}, {Z(r)},, > -
Jo 

- 2 f < I\b{t - T,){Z(ri)}„Jf/ri,{Z(T)},„ > dr. 
Jo Jo 

Ţinând cont de relaţia 

/' < {C{t)}, {Z(t)}.„ > dr =< {£(<)}, {Z{t)} 
Jo 

(3.7.69) > -

- < { £ ( 0 ) } , { Z " } , „ > - / < { / : ( t ) } , { Z ( t ) } „ , > dr 
Jo 

(i)l>ţiniitn integrând prin părţi), ecuaţia (3.7.69) devine 

{Z'U) + 2 < {C{t)}, {Z{t)}m > -

(3.5.70) - 2 < {£(0)},{Zn, . > - 2 < {C{T)}AZ(T)U > dr-
Jo 

- 2 f < f {D{t - T,){Z[T,)],Mru{Z{T)},„> dT. 
Jo Jo 

Pi' vie altă parte, ţinând cont de inegalităţile 

(3.7.71) a({Z(/)}„., {Z(/)},„) + A|{Z(0},aP > 

(3.7.72) T - r , ) { 2 : ( r , ) } „ . } < / T i , { Z ( r ) } , „ > dr I f < Jo Jo 

Jo 

< 
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(3.7.73) I J^ < {C{r)}, { Z ( r ) U > CIT\ < 1 j\\\{C{r)}fi-

(lin (3.7.70) se obţine inegalitatea 

(3.7.7^1) 

Jo 
llLilizâjid inegalitatea lui Gronwall, din (3.7.74) rezultă 

(3.7.75) {Z(t)}J'+\\{Z(t)}rnf < C 0 7 l s t , 

tji plin urinare 

(3.7.7(i) < corist; |{Z(<)},„| < const. 

Derivând în raport cu t ecuaţ;ia (3.7.59), obţinem 

(3.7.77) < {Z (0}m, {V} > +a{{Z{t)}.„, {r})+ < {B{0){Z(t)U}, 

,{V}> + < l'{B{t - r){Z(r)},„}dr, { V} > = < {£(«)}, {V} > . 
Ju 

Pniii'iii.l j l ' } = {Z{t)} în (3.7.77), îivem ecuaţia 

(3.7.7«) = < {£(()}, {Z(t)],., >-< {B(0){Z(()},„}, { m ) > -

- < f {Bd - T){z(T)U]dr,{m} > • 

Iiili'grând în raport cu timpul ecuaţia (3.7.78), obţinem 
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(3.7.79) {^'U) + 2 / < {C{T)}, > dr-
Jo 

- 2 f < {J5(0){Z(r)}„J, { Z ( t ) U > d T - 2 f < - r i)x 
J{) Jo Jo 

)lus avem 

{3.7.8l)j f < {£(r)}, {Z(T)}m > dr =< {£(/)}, {Z(0},n : 
Jo 

- < {C{0)]AZ'U > - f < {Ar)},{Z(T)},, > dr 
JO 'o 

(obi^iiiută integrând prin părţi) 

f <{B{0){Z{T)U}AZ{T)U>dT = 
Jo 

(3.7.81) = < {B(0){Z(/)}„J,{Z(OU > - < {B(0){ZX,}, 

> + < {B(0){Z(t)}„J,{Z(t)},„ > dr, 
Jo 

(t)l)ţ̂ iHulă integrând prin părţi). 
A.^tlel, ţinând cont de relaţiile (3.7.80),(3.7.81), ecuaţia (3.7.79) devine 

+ 2 < {£(/)}, {Z(t)U > -

- 2 < { £ ( 0 ) } , { Z ' } , „ > - 2 / <{C{T)},{Z{T)U>dT-
Jo 

(3.7.82) - 2 < {D(()){Z(/)}„.},{Z(/)}„. > +2 < {D{()){Z'},„}, 

,{Z'} > +2 /' < {/?(0){Z(T)}„.},{Z(T)},„ > c/r-
Jo 

- 2 / < / {ij(r-ri){Z(Ti)}..}^/r,,{Z(r)}.,. 
Jo Jo 
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Analog CU (3.7.40), avem: 

< - r,){Z(T,)}m}dTu{Z{T)},n > dr 
Jo Jo 

(3.7.83) = l \ r < {D{r - ti){Z(t)},J, {Z(r)},„ > dT)dn = 
Jo Jt\ 

= f(< {B(t - r,){Z(r, )},„}, {Z(i)}„. > - < {S(0){Z(r,)},„}, 
Jo 

, { Z ( T , ) } »<iT, - / ' ( / ' < {B(r - T,){Z(r,)}„.}, { i ( r ) } „ > ((T)f/r,; 
Jo ./r. 

In plus avem estimările: 

(3.7.81) l / < / { i i (^-Ti){Z(r , )}„Jf / r i ,{Z(r)} ,„>c/r | < 
Jo Jo 

<C-20 + C2l||{Z(0}m|| + C22 / || { Z(T) ||dT; 
Jo 

(3.7.85) 2 < {£(r)}, {Z(0},„ > < Ş j \ \ m r ) } f + 

m Z { r ) } . n f ) d T < C 2 , + / | | { Z ( t ) } „ . | | \ / T ; 
Jo 

(3.7.86) 2 f < {Z?(0){Z(r)}„„ { Z ( t ) } „ , > dr < c,, f \\{Z(T)}fdT-
Jo Jo 

(3.7 87) a ( { Z ( 0 } , n , { ^ ( 0 } m ) + A | { Z ( 0 } m P > c\{Z{t)},, 

Dac a .se consilieră / = O iu ecuaţia (3.7.58), atunci rezultă 

(3.7.88) < {Z(0)}„.,{\'} > = < {AO),{K} > . 

l''a< âiul t = O în (3.7.29) î apoi ţinând cont de (3.7.88), obţinem 

< {Z(())},{V'} > = < {/(0)},{V'} > + / {V flh]{P,AO)}dl-
JdQo<, 
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(3.7.8iJ) 

- / { V f i l a W i C ' j m + [5]){$(0)}̂ / - {V}). 
JdQoa 

C iiiii 

(3.7.90) a({Z'},{V}) =< > + / 
Jcmoo 

•îl 

(3.7.91) / {F} 
Jdiloa 

T X 

X 

aluiu i (3.7.89) devine 

(:i.7.9'2) < {^(0)}, {F} > - < {/(O)}, {!/} > - < {$(())}, {V} > -

- < AIZ"}, {1/} > - < ^{$(0)}, {V} >, 
(le uiule 

(3.7.93) 

ĵi în ( (Hisecin̂ ă 

(3.7.91) 

{z(o)} = {/(O)} - {i(())} - ^ { z n - ^{^(0)} 

{Z(0)}| < const. 

l Ililizâiul iiiegalităţ̂ ile (3.7.84) - (3.7.87) îji (3.7.94) în ecuaţia (3.7.82), se 
oiil̂ine inegalitatea 

(3.7.95) 

Jo 
.si ( i)nl.>rm inegalităţii lui Groiiwall, rezulta 

(3.7 9(i) \{Z(t)}.n\'' + ||{^(0}n.ir' < f-onst., 

dl- luide 

(3.7.97) \\{Z{t)],£ <c- {Z(/)},,| <c. 
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Ia Laza inegalităţilor (3.7.7G) şi (3.7.97) suntem conduşi la concluzia că: 

(3.7.98a) ^ snbmulţ mărg. a lui Vq), 

ri 7 o«/ A / 7100 ^ f «ul)mulţ mărg. a lui T; Vq) 

(3.7.98c) {^}m=i e submulţ mărg. a lui L°°(0,T; H), 

Pasul 3). Astfel, (3.7.98a,b,c) implică existenţa subşirului cu pro-
prietăţile: 

(3.7.99a) slab star în L°°(0,T;Vo); 

( : i 7 . m ) slab star în L°°(0,T;Vo); 

(3.7.99c) slab star în L^(0,T;H). 
Dacă în (3.7.29) se înlocuieşte (Zj prin {Z(t)}t, şi se presupune că {V̂ } = 

{V^(/)} cu {K(-)} G Vo), apoi se integrează în raport cu timpul pe 
intervalul [0,T), urmând un procedeu standard de trecere la limită pentru 
// se obţine 

{:i.7.100) < {Z(t)}, {V} - {Z(t)} > +a({Z,}, {V} - {Z(t)})+ 

- f h(t - r ; {Z{r), {V} - {Zmdr = < {£(()}, {V} > . 
Jii 

Verilic.area condiţiilor iniţiale. 

Din e.stimările pentru {Z},„ şi {Z],n concluzionăm că şind {Z},„ {ni = 
1, 2, ...) i ste mărginit în V. Acela.'ji lucru este valabil pentru ."jirul {Z],„ {ni = 
1,2,.. ) ( j im scufundarea lui /.•((),T;V) este compact în L'^((),T;H), se 
poali' garanta că subşirurile ({Z}^,) şi {{Z}i,) converg tare respectiv spre 
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{Z} {Z} în L^(0,T;H), deci slab în acelaşi spaţiu. Rezultă că există 
O e C'([0,T];R), 6>(0) = 1, 6'(T) = 0, astfel că 

/yn r j - } 

(3.7.101) l im / <{Zit)},,{V}>e{t)clt= I <{Z{t)},{V}>d 
Jo Jo 

6(t)dt. 

T '7' 
(3.7.102) lim / < {V} > B{t)dt = 1 < {Z{t)}, {V} > 0(t)dt. 

Jo Jo 
Integrând prin părţi în ambii membrii ai lui (3.7.101), unde {Z} G 

C'"([(),7'1;H), se obţine: 

(3.7.103) lim [ - r < {Z{t)},, {V} > e{t)dt- < {Z(0)},, {V} > //̂ OO Jq 

- l 
T 

< {V} > 0(t)dt- < {Z(0)}, {F} > . 

Din (3.7.102) (3.7.103), rezultă 

(3.7.101) lim < {Z(0)}, ,{y} > - < {Z(0)}AV} > i/—+00 

p(;nlru orice { F } G Vq . Din convergenţa tare a lui {Z(0)}J, spre {Z^} în 
Vu, Kîzultă şi convergenţa tare în H, deci slabă, astfel că 

(3.7.105) < { Z ( 0 ) } , { V } > = < {Z'}AV} > V { V } G Vo, 

dovcilinvl că {^(0)} = {Z^), deoarece Vo este dens în H. 
Pentru a calcula {Z(0)}, ne întoarcem la ecuaţia aproximativă (3.7.54). 

Fie O G C"([0,T1;R), ^̂ (0) = 1, E{T) = 0. Multiplicând (3.7.54) prin O şi 
integrând prin părţi, .se obţine: 

- < {Z(0)}„{V^} > - I' <{z{t)},,{v}>e(t)dt-\-
Jo 

(3.7.I0()) + f a{{Z(t)],,{V))E{t)dt^ l \ l 6 (<- r ;{Z(7)} , , 
Jo Jo Jo 

,{\ \dT)0{t)di= L' <{C{t)},{v]>e{t)dt, V { V ^ } G { V } , . 
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Trecând la limită pentru t/ —> oo, ţinând cont de (3.7.59b) şi (3.7.105), 
se obţine 

- <{Z'},{V}> - I <Z(t)},{V}>e(t)clt+ I a{{Z{t)}, 
Jo Jo 

(3.7.107) , {V})e{t)dt + l \ f h { t - r; {Z(r)}„ {V})clr)0(t)dt = 
Jo Jo 

' < {Cit)},{v} > e{t)dt. 
'o 

Integrând prin părţi, şi ţinând cont că {Z} este soluţie a lui (3.7,29), 
rezultă că {Z{0)} = {Z^}. 

Pentru calculul lui {Z(0)}, revenim la ecuaţia aproximativă (3.7.77). 
Considerând de asemenea (9 G C'([0,T];R), 6'(0) = 1, 6>(T) = O, multi-
plicând cu 0{t) ecuaţia (3.7.77) şi apoi integrând prin părţi, se obţine: 

- < {2(0)}., {V} > - < {z{t)}„{v}>mdt+ 

(3.7.108) + / a{{Z{t)},AV})e(t)dt-{- I < {B{0){Z{t)},}, 
Jo Jo 

, [V] > e(t)dt I < I {B{t - T){z(T)},}dr, {V} > e{t)dt --
Jo Jo 

= f <{C{t)}AV}>0{i)dt, V{V}GV,. 
Jo 

Trecând la limită în (3.7.108) pentu u —> oô  rezultă 

- < { z m ^ v } >-1' < {2{t)}Ay} > mdn 
Jo 

•T 

'O 

'T l-T 
(3.7.109) + / a{{Z{t )}AVmt)d t + I « {B(0){Z(/)}}, 

Jo Ji) 

, { \ ' } > + < l ' { B ( l - T){2(r)}},/r, {!'} »e(t)dt = 
Jo 
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= r < > 0it)dt, V{y} e Vo. 
Jo 

Ţinând cont că 

(3.7.110) 
dt jQ 

f{D{t-T){Z{T)}dT = {Bmz(t)}}+ 
Jo 

+ < / {D{t-T){Z{T)}}dr, 
Jo 

int(;giâiul prin părţi în ecuaţia (3.7.110) vom avea 

- < {Z(o)}, {F} > - r < {Z{t)}, {y} > B{t)dt-
Jo 

(3.7. J11) -a({Z{0))AV})- f a{{Z{t)}AV}mdn 
Jo 

T t 

+ I < I {B(t-T){Z{T)}}dT,{V}>mch = 
Jo Jo 

= - < { £ ( ( ) ) } , { V ' } > - / ' <{£(<)}, v { v } e V o . 
Jo 

'Piuând cont că {Z} este soluţie a ecuaţiei (3.7.77), obţinem 

(.17.112) < {Z(0)},{V-} > +a({Zn,{V'} > = < {/:(0)},{V'} >, 

V{\'} t Vo, iar în urma utilizării notaţiei {Z^} = {Z(0)}, relaţia (3.7.111) 
devine (3.7.34). . 
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3.8. Principii de minim în dinamica plăcii subţiri liniar 
vâscoelastic laminată. 

5.6.J . Stadiul actual al problemei. 

ST;iiclieiikov [1979] a stabilit un principiu de minim în dinamica ter-
,v («elasticităţii liniar cuplate utilizând transformata Laplace. 

Ciarleta şi Pasquino [1980] au studiat condiţiile care garantează prin-
cipiul ile minim în dinamica materialelor vâscoelastice descrise de o lege 
constitutivă de tip Boltzmann. 

Li ̂ i Zhang [1988] pentru trei principii variaţionale de minim propuse 
in te(jiia dinamică liniară a vâscoelasticităţii stabilesc corespondenţa cu 
prinţ i[>ii de minim din dinamica elasticităţii liniare. Se formulează şi se 
(l(;monotrează teorema de corespondenţă. 

Plecând de la o serie de rezidtate obţinute de Fabrizio, Giorgi şi Morro 
1989), în tlinamica vâscoelasticităţii, în acest paragraf voi prezenta un pro-
cedeu prin care un principiu de extremum este formulat pentru problema 
valoiii iniţial frontieră în dinamica plăcii subţiri liniar vâscoelastic lami-
nată ( u condiţii pe frontieră mixte. In acest scop este construită o familie 
de fuiK ţioiiale în domeniid transformatei Laplace, pentru care este prezen-
tată o teoremă de minim şi pas cu pas construind o funcţională biliniară 
cu o funcţie pondere de timp este arătat că soluţia problemei mixte dă un 
minim peiitru această fimcţională. 

3.8.2. Problema mixtă a plăcii subţiri vâscoelastic laminată. 
Fie K nudţimea câmpurilor (lei)lasare cincunatic admisibile. Vom numi 

probli iiiâ P^j, problema mixtă (3.3.15), (3.3.17)-(3.3.2()). 
Deliiiiţia 3.8.1. O soluţie a probleniti Pm va fi an câmp {U} E K-, 

astfel iiicât satisfacc ecuaţiile 
(3.8.1) 

V )(([C"]-f-[C]*)([-Pl-h[5]){L/})-f-{P} = [/?]{L^} pe 

coiiililiiL pc frontieră 

.st iitiuhlitli' uii(ialc 
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3.8.3. Principiul de staţionaritate §i principiul de minim în 
transformata Laplace. 

Fie Ui mulţimea proceselor deplasărilor admisibile {U} ^U care posedă 
transformata Laplace {U} în raport cu timpul t în semiplanul complex 
C^i = {a £ C : Re s > 0}^ unde C este nudţimea numerelor complexe. 
l^(;su[)\uicm că {F}, {U} §i {-/^j} posedă transformată Laplace în Cj. Este 
cvidciil, că {[/} satisface condiţ.ia 

(3.8.3) [Q{U(x, y,s)} = [I,]{D{x, y, s)}, {x,y,s) G x Cj. 

Legat de problema a/, aplicând operatorul transformată Laplace ecuaţiei 
de mif^care (3.8.1) şi ţinând cont de condiţiile iniţiale (3.3.19) rezultă 

7'> 

(3.8.̂ 1) 

1111(1 

(3.8.5) 

:= 6iiî]{f/} - ([D]' - [5]' )({[C") + (C(s)])(([Pl+ 

+[S]){U})) = { f } , pe fioxC„, 

{ f } = {P} + mHU"}-{V'}). 

Corcîspoiidenta problemei Pm, în contextul transformatei Laplace şi no-
(ală cu este dată de ecuaţia 

(3.8.G) LMW}) = { f } , pe Q o x C , 

inipicună cu condiţiile pe frontieră (3.8.3) şi 
(3.8.7) 

+ 1<^(6)1)(([P1 + [S]){W}) = lIa]{~Pn}, pe m w X C,. 

lî slii evident că, soluţia a problemei Pm este un i)un( t de 
sl.il^ioiiarilate al funcţionalei 

(3.8.8) I + 

i m + + [^'(^)1)(([P1 + I5i){ir(6)})-

-'2[f{.))'{\V{s)})di}- I m{P.,{s)}''{W{s)}dl pe U o x Q / . 
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Piniăiivl 

(3.8.9) 

fuiicl^ioiiala (3.8.8) poate fi considerată ca o funcţională pe Ul^ parametri-
zată prin numărul complex s. Deci, o soluţie {U*} EUi â, problemei V^ dă 
un punct de staţionaritate al lui Â  pentru orice s G C /̂. 

Dacă matricea simetrică [C(t)] satisface condiţia 

(3.8.10) C^] + [C(6)] > 0 , s > O, 

atunc i matricea + [C'(5)l este pozitiv definită. 
Teorema următoare arată că punctul de staţionaritate este un punct de 

minim. 

Teorema 3.8.1. Fie [C] satisfăcând inegalitatea (3.8.10). Dacă o 
funcţie [U*} G Ui este o soluţie a problemei Vm, atunci pentru orice număr 
real ̂  > O, A^ are un minim strict în {U*} pe mulţimea Ui. 

Demonstraţie. Fie {U*} G Ui o soluţie a problemei Vm- Atunci, 
pentru orice Re s > O, {[/*(s)} satisface ecuaţiile (3.8.3), (3.8.6) (3.8.7a) 
(3.8.7b) iji este un punct de staţionaritate pentru funcţionala (3.8.8). Mai 
mult, considerând {U*} + (^{h} G Ul CU A G C R, pentru s G C^ avem 

(3.8.11) d'CMU'{s)]\{h{s)})= I (s'{h{s)y[Rms)} + 

-f ((i'̂ î + +K'(^) i ) ( [pi+[s]){h(8)})dQ, 
unde i/"'-'/.'^({r/*(6)}|{/i(5)}) rei)rezintă derivata Gâteaux de ordinul al doilea. 

Fie s real. Atunci {h{s)} î {[D] + ['5]){/i(6)} sunt vectori ale căror 
elcmcnle au valori reale ca şi C .̂ Pentru orice ^ > O î i pentru orice {Ji} 
admisibil nenul, avem 

(3.8.12) 

in ba/.a la[)tului că [R] ĵi [C^] + sunt matrice pozitiv definite conform 
lui (3.7.8) rji (3.7.10). Se poate observa că anularea lui {/t} pe (o, oo), implică 
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{h} = 0. i^iii intermediul lui (3.8.9), urmează > O pentru 
orice [h\ .vlmisibil nenul şi ^ > 0.^ 

Teoreina 2.8.2. Fie [C] satisfăcând [3.8.10] §iU = {{[/} G UL\{U{S)} G 
H ^ l ^ ) , V5 G Cd}, cu H\Qo) = {H\Qo))K Dacă pentru orice ^ G (0,oo), 
funclionala Â  are un minim strict în {U*} G 11, atunci {U*} este soluţie 
anică a problemei Vm-

Demonstraţie. Presupunem că este un minim strict al lui 
A .̂ Alunei, ţinând cont de (3.8.9), pentru orice ^ G (0,oo) trebuie să fie 
indejjliinte condiţiile: 

(3.8.13) 

(3.8.11) 

Ţinând cont de formula lui Green şi de faptul că {/i(s)}|ai7o„ = {0}' «wem 

(3.8.15) 

- m ' - + i c ( . ) ] ) ( ( [ P i + [ s ] ) { w m ) - m o m n 
-.0 

lAiHofm^fiic'] + [C(^) ] ) ( (PI + [5I){T/^(O}) - {Kiom 

pentru orie e {li} admisibil. Pe de altă parte 

(xs.i.i) '('Ci({u-m{Mo})= I {e{mf[R]{ko}+ 

K d P ) + [51){/.(«})•'•( [ C i + [d]){m + (S]){Ă«)}))</S2 

IX'ntru orire {Ji} admisibil şi nenul. Cum, condiţia (3.8.13) are loc pentru 

orice ̂  > O, pe baza relaţiei (3.8.15), funcţia {f/*(^)} satisface ecuaţiih? 

{3.8.()) .Ni (3.8.7) în l̂ u, adică este o soluţie a problemei Vm pentru valorile 

reali' aK lui s. 

Mai iiiull , ea este o soluţie unică a acestei probleme ca o consecinţă că 

matririU- [li] şi [C") [C(5)] sunt pozitiv definite. 
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Pe (Io dl la parte în virtutea faptului că matricele [R] şi [C®] + [C(s)] sunt 
poziliv vlv;{inite, operatorul Ls este tare eliptic pentru orice s G C /̂. Deci 
pr(>l>K;iiia Vm are o soluţie unică {PF*(s)} E H^(Qo) care este analitică în s 
l)e C^l ̂ i egală cu {U*{s)} pe semidreapta reală pozitivă (conform lui Lions 
1955]). Urmează că vor coincide pe întreg semiplanul 

complcx Cj. 
Uiiicilatea transformatei lui Laplace, implică prin urmare că {U*} tr(î-

buie să fie soluţie unică a problemei Vm în 

3.8.1. Principii de minim via funcţii pondere în domeniul 
t impului . 

V(Hii considera spaţiile 
(3.8.17) 

i;f ([0,oo); V) := {{U} G LL([0,oo); V)|{î/(5)} G {V}, Vs G C,}, 

(3.8.18) 

H[([(),.x.);L'^((7o) {{U} G U l M o o y X \ n ) ) \ { U { s ) } G VS G C,}, 

undo 
V - spaţiu Hilbert convenabil ales; L"̂ (Qo) := (^^(^o))^; 

V) := {{U} : [0,oo) V| {U} - măsurabilă şi {U} G 
|)(;ntru orice interval compact I C [0,oo)}; 

Ii;. (|0,.oo);L'^(^7o)) := {{U} : [O, oo) ^ L''̂ (Qo)| {U} - măsurabilă şi 
{^M;Î^M ^ pentru orice interval compact / C [0,oo)}. 

Fii' linu ţia P G C"([0,cxd)) a cărei transformată Laplace reală este dată 
(le 

'•OO 
(3.8 19) 7(0 = / T{3)t-"ds. 

'o 

Iii l» iim>ni de 7 putem defini forma biliniară < • , • pe L|([0,cxo); 
M |>i iii relaţia 

(3.8.21)) 

< riV + r) I {U{j-,y,t)}'{Viv,y,T)}dtdTdil 
Jii Jo J^lo 

CU [l ' \ .si {\'} vectori de dimensiune 5. 
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Din definiţia lui 7 avem şi 

(3.i.>i) < { C / } , { n > T = / " r W / {Uix,y,s)f{V{x,y,s)}dsdQ. 
Jo J^o 

Este evident că această formă biliniară este bine definită pe L | când F E 
C - ( [ ( ) , ( X ) ) ) . 

Patern acum să arătăm că problemei mixte VM-, i se poate da o formulare 
variaţ^ională în termeni de < •, • 
Considerăm funcţionala 

A,({C/}) := I < { U } , [ m U } > j + l < ( P K 

I [••>l){t'}.([c"'] + [CWld'Pl + [S1){C/}) - < { U } , { P } >y -

n'OO p 

+ / m{U{t)f{Pn{r)}dtdTdl-\-
J JdQo<7 

+ T l C ) / {{U{t)fm{U{0)-{U'>})-{U(t)f[R]{V''})<ltdQ+ ./iJ Jiio 

47(0) / {u{0)f[R]{umdn, + • 

unvie vec:lorii {P) §i {P„} sunt presupuşi că aparţin respectiv la spaţiile 
: LH^H)) şi Li([0,oo);L-^(ano)). 

Introducem deasemenea spaţiile : 
(3 .8 .23) 

V :=. { { / / ) E L I ( [ 0 , A . ) ; H \ Q O ) N H U [ 0 , O O ) ; L ' ^ ( Q O ) ) ) : = {F /}} , 

(3 .8 .21) 
A. [ {H] E L"I([0,OO);H'(^IU)NH[([0,OO);L'^(NO))) : = W ) . 

In ace.'Jt̂  condiţii principiul de minim poate fi formulat a^itfel: 
Tt^orenia 3.8.3. Fie [C] sdtisfdcăiid iiie(j(ditatea (3.8.10). Dacă {U*} E 

V CSTI- o soluţie a problemei PM CU { P } E L|([ ( ) , 00); L"^(Q)) §i {P,,} E 
L~([(). x ); l/(Oi})) ', atunci pentru orice funcţie T E C'O^([0, 00)), funclionala 
A , ( { / ' ) ) are un minim în {T^*} E P . 
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D(irnonstraţie . Fie {^7*} G V. Orice element {U} ^V poate fi scris 
ca o ' îiînri {U*} + {/i}, unde {/i} E VQ. Atunci, ^inînd cont de simetria hii 

i cj-vem : 

(3,8.25) + {h}) - AMn) =< {h}, [R]{U*} >, + 
J 

-1-2 < >7 + < ( P I + + [C»(([ î ) ]+ 

>7 < ([^1+imh}. ( n + [c]*){m+I^dim) -
OO /•OG 

- < { M , { P } > - I I + r ) / [I,]{h{t)f{Pn{T)}dtclTdl + Jo Jo JdQoa 

U JQO 
1 

-{m)y [R]{V'})dtcm-\-^^(Q) l {h{0)y\[R]{h{0)} + 2[R]{U*(0)})di}. 

liilnicât {U*} este soluţie a problemei VM, pe baza formulei lui Green jji 
iJiiAikI cont de (3.8.20) şi (3.8.21) se obţine 

(3.8.2fi) A ^ m + {M) - = \< {A}, [R]{h} -

- r i w I mt)f[R]{hmdQ-^\j{()) I {h{o)f[R]{h{o)}din Jil Ju, ' JQo 

H-l < (rPl + [S]){/,},([C"l + lC»( ( [ I ' ] + (S]){/î}) > „ 

( arc ric uiai poate scrie 

^ 'o Jiio 
r{s){s'{h(s)y'[R]{fi{s)} + 

(3.8.27) f (([-P] + [51){/i(.s)})'^'([C^l + (C(5)1)(['P1 + [S]){h{s)})d.dQ. 

Datoiilâ faptului câ [/?] şi [C"] + [C(a)] sunt matrice pozitiv definite, din 

(3.8.27) rc/.uUa 

(3.8.28) + 

adiia [l''\ este minim pentru A-, pe P demonstraţia este comph.'tâ. 
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3.9. Răspunsul dinamic al unei plăci vâscoelastice utilizând 
traiir,formatele integrale "EC" ŞI "ES". 

3.0.1. Stadiul actual al problemei. 
Tii veilcrea analizei tensiunilor vâscoelastice , Schapery [1962] a utilizat 

iiK Iw.lii colocaţiei pentru a putea aplica transformata Laplace inversă. Cost 
. i.oi [z] au folosit aceeaşi metodă în aproximarea transformatei Laplace 

inverne şi au dat o recomandare privind modul de alegere a i)unctelor de 
col(j(a|^ie. 

Ul llizâud o versiune modificată a metodei lui Schapery, Novotny şi Hanu-
ska [1976] au realizat un studiu numeric privind răspunsul vâscoelastic al 
unui si.-jtem multistrat. 

Iu COI ii inuare se va arăta cum utilizarea transformatelor integrale "EC" şi 
"ES" introduse de Clielu [1991], combinată cu metoda colocaţiei, permite 
aflar(;a răspunsului dinamic aproximativ al unei plăci subţiri vâscoelastic 
izotr(>[)ă şi omogenă. Modul cum se poate obţine răspunsul dinamic al unei 
bare vâscoelastice omogene drepte, respectiv curbe utilizând aceeaşi metodă 
a fost prezentat în lucrările lui Dobre şi Clielu [1995a,c . 

3.0.2. Tiansformatele integrale "EC" şi "ES". 
Vom nota cu R mulţimea numerelor reale. Fie dată funcţia f:(0,oo)—>R, 

iut('gi:ibilâ Lebesciue pe intervalul (0,a)cR şi vm număr complex s=(t + ir 
(o", T G R), expresia 

(3.9.1) f { s ) = r e - ' ^ f ( t ) d t = C { f ( t ) \ 
JU 

(inpâ cum este bine cunoscut se runneşte integrală Laplace, iar fiuicţia /{a) 
tran.slorniata laplace a fvmcţiei f(t). 

Da» ă notăm cu a = p şi r = -u, atiuK i 

(3.9.2) / ( . ) = = J ip^uj) + / 

undr 

(3.9.3) /.(/>,u;) = r C ( f ( t ) ) 
TA /J, EC 
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•̂oo 
(3 .9 .4 ) = J^ e-"'f(t) sin u,tdt = C{f{t)). 

Expresiile (3.9.3) §i (3.9.4) le vom numi respectiv integrale "EC" şi "ES", 
iar 7 (p,u) Şl 7ip,Lj) transformate "EC" ĵ i "ES". 

FjC' ES 
Ţiiiiuid cont că 

/•OO _ _ 

(:i.J.5) / f(t)e-<" cosojtdt = pf(p,oj) +ojf(p,uj) - /(O) 

/•OO _ _ 

(3.9.6) f{t)e-'"siniotdt = p f^ (p ,u ) -u j f^{p ,L j l 

trecând la limită pentru p—>0 şi.u; —>0 obţinem respectiv: 
(3.9.7) f{oc) = nm()'/.(P,u))) + 7 (P. 

LJ-rO iV-^Q 

(3.9.8) Hm(p7(p,u;)) = lim{a; 7,(p,a;)). 

Pe clc altă parte trecând la limită pentru p ^ oo §i a; —> oo în relaţiile 
(3.9.5) şi (3.9.6), obţinem respectiv 

(3.9.9) /(O) = Hm(p/^,(p,u.)) + lhu(u-/^,(p,a^)) 
U' —OO 

(3.9.10) liin(p7(p,u;)) = liin(u; 7.(p, u;)). 
W CVJ i*/ —» Zkj 

O proprietate importantă în cele ce urmează este următoarea: 
Proprietatea 3.9.1. Au loc relaţiile: 

(3.9.11) Cif * y) = / , ( />,u;) |>,u;) - 7 ( p , u ; ) , 
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(3.9.12) CU * 9) = i s M l M + 

unde ^ reprezintă produsul de convoluţie. 
Demonstraţie. Rezultă imediat că 

m *g) = fiP - - i^) = iJjP^^) + tfC ho 

(3.9.l.'i) x{f^(p,co) + u,)) = u.)9^{p,c^) - /^(p,co)g^{p, 

Ţinând cont că 

(3.9.14) 

din rclaUile (3.9.13) §i (3.9.14) rezultă (3.9.11) şi (3.9.12). 
Dacă definim operatorul C = \ C. 

(3.9.12) se pot scrie condensat astfel: 

C(f*g) = f^U* 9) +i cu* a), 

Dacă definim operatorul £ = ^ atunci exprimările (3.9.11) şi EC ES 

(3.9.15) = 
E S 

f (p,Uj) - f (p,Lj) 

f (p,uj) f iv,^) 
^ E S ' E & ' ^ 

I M 
I M 

3.9.3. Ecuaţiile de mişcare. 
Vom examina vibraţiile transversale ale unei plăci subţiri plane drep-

tunghiulare de dimensiuni a ^ b şi grosime li, corespunzător cazurilor 
simplu rezemată pe margini; 

2"). simplu rezemată pe marginile opuse de lăţime b şi încastrată pe 
(•<4elalte tlouă, care este confecţionată dintr un material liniar vâscoelastic 
omogen şi izotrop. Acest caz a fost considerat într -un alt context de Dol)re, 
Clielu şi Moţica [1994) prin utilizarea metodei medierii. 

E( uaţiile de mişcare în dei)lasări se exprimă matriceal prin ecuaţia 

(3.9.1(1) 
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unde: {U} = [u^ v^ w V'x- V'yl̂ î {Q} = [O O O 0]^ (q-încărcarea transversală); 
R] este o matrice patrată de dimensiuni 5x5 definită astfel 

(3.9.17) R 

cu 

(3.9.18) 

po O O O O 
O po O O O 
O O O O 
O O O O 
O O O O P2 _ 

'-h/2 

şi f) densitatea de masă; [L] este o matrice pătrată de dimensiuni 5x5 cu 
elementele Lij operatori integro-diferenţiali de forma 

= ),xx + ),yy, 

L\2 = = {Ai2 + ),xy, 

L22 = + ^22( ),yy, 
L33 = + ),yy, 

L34 = -L43 = A;A55( ,X5 

(3.9.10) L35 = -L53 = A;Ai4( )_y, 

Lu = Dn{ 4 - Dm{ ),yy - kA^bi 

= + D22{ ),yy - A;A44( ), 

Ln = L'ii = Li4 = L41 = LI5 = L51 = L23 = 

^32 = L24 = Li-2 = 1/25 = ^52 = •̂ '45 = -̂ 54 = O 
ru k ~ TI-/\'2 - factor de corecţie şi virgula urmată de indici reprerzentând 
(leri\aia parţ^ială în raport cu acei indici. In relaţiile (3.9.19), operatorii Atj 
.•ţi D,j suni. definiţi cistfel: 

A,j = Al + Ăij cu Al = h(\oA,j-\-2fioS,j) şi 

(3.9.20) 
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= 1,2,3,4,5,6), 

= D ' ^ j D i j cu D l = {hyi2){XoAij-\-2fio6ij) şi 

(3.9.21) D ^ m ) ) = {h'/l2){\oAij + 2 ^ 7 ) - r)^(r)^/r 
Jo 

= 1 , 2 , 6 ) 
unde: Ao şi /fo sunt constante de material; F este funcţia de relaxare, 6ij 
este simbolul lui Kronecker şi Ajj care poate lua valorile 1 dacă simultan 
indic;ii i şi j sunt mai mici sau egali cu 2, respectiv O dacă cel puţin unul 
dintre indicii i şi j este mai mare strict decât 2. 

Condiţiile la limită pentru cele două cazuri considerate sunt: 
1'̂ ). placă simplu rezemată pe contur 

(3.9.22.c() v^ = w = il}y = tf®,. = = O dacă x = 0,a (O < y < b) 

(3.9.22.a) = lu = i/»̂ . = v^ = ^y^y = O dacă = 0,6 (O < a; < a) 

2 '̂). placă simplu rezemată + încastrată pe contur 

(3.9.23 (/) = w = i)y= u^^ = = O dacă x = 0,a (O < y < b) 

(3.9.23 b) = = tu = tiu = V'y = O dacă y = 0,6 (O < .x < a) 

('oiivliţiile iniţiale se consideră de forma: 

(3.9.2^1) {U%v,y,0)} = {U\x,y)}- {U(x,y,0)} = 

muUi {//"l = [tij W^ Vvl'̂ ' = ["o '̂ o ^pF sunt vectori 
daţi având elementele depinzând de coordonatele spaţiale x şi y. 

Suliil^ia ecuaţiei (3.9.16) se caută sub formă de serie: 
00 00 

(3.9.25) = {T(0},„,n 
/n= 1 M — I 
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unde 
(3.9.26) 

Xix^y) 

(x/y) Xmn{x,y) 0 0 0 
O O O O 

3 
0 0 0 Xmn{x,y) Xmn{x,y) 

1 2 

T 

1^). placă simplu rezemată pe contur 

(3.9.27.a) ^ , X mnx . mry 
Xmn(x, y) = cos sm ——, 

1 a o 

(3.9.27./.) . mnx mry 
Xmn{^, y) = sni cos - — , 
2 a O 

(3.9.27 ^ . . . imrx . mry 
Xmn[x, y) = sm sm ——, 
3 a 0 

2"). [jlacă simplu rezemată + încastrată pe contur 

(3.9.2S.a) . , inTTx . mry 
Xjnn{x, y) = cos sm ——, 

1 a o 

(3.9.28. ^ , . . tmvx . mvy 
Xmn{x, y) = sm sm ——, 
2 a o 

(3.9.28.r) ,, , . . niTTX . mvy 
y) = sm sm ——, 

3 a b 

(3.9.29) Tnui (t) T,Ut) 
1 2 3 

Sul)s(iliiiiicl soluţia (3.9.25) în ecuaţia de mişcare (3.9.16), luând în con-
sidciaic relaţiile (3.9.17), (3.9.19), (3.9.26), (3.9.27) (respectiv (3.9.28)) şi 
(3.9.2l)), multiplicând la stânga cu [ X ( . i : , ş i apoi integrând pe dome-
niul [l) a) X [0,6] în raport cu x şi y, ol)ţinem următorul sistem de ecuaţii 
do mi.şc art' scris sub formă matriceală: 
(3.9.30) 

N O I . . . + [CUu{nt)},nn = {Q{t)},nn + A[C']„.„ / r{t - T){T{r)} 
Jo 
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unde 

(3.9.31) 
2po O O 

n]={ O po O 
O O 2p2 

iar cu C]mn s-a notat matricea de dimensiuni 3x3 având elementele 

q r = + + { ' i n ^ ^ n + lO n ,2/ 

= icAi^Al + ( 

(3.9.32) Q " = + Dl,) + + 4 M A , + 
n 

Cmn /̂ mn ^mn ^mn r» 
12 — '-̂ 21 — ^13 — .̂31 — 

a 
r 

C23" — C32" — Â;7r(— H' 
{Q(0}m„ = [O Qmnit) O 

CU 

^ ra rh niTTX llTl V 
(3.9.33) Q,nn(t) = -r / q{x, y, t) sin sin —^ dxihj abjQ Jo a b 

Şl A un parametru mic dacă presupunem o vâscozitate inicn (orespunzând 
la ( ) < / J r(T)dr < 1. 

Condiţiile iniţiale (3.9.24) devin: 

{3.9.34.n) {T{0)},„„ = ^ J^lX{x,y)]l„{U{x,y,i))]4r,ly, 

(3.9.34.6) {r(())} = 1 / ' f{X(x, y)ir,„{f/(.T,i))}>lx-h,. 

3.9.4. Utilizarea transformatelor integrale "EC" şi"ES" pentru 
aflarea răspunsului dinamic al plăcii. 

Vom prezenta aici o metodă de soluţionare numerică m i'iohh nuM uti-
lizând transformata integrală C — \ C C^^ 
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Pentru a nu îngreuna scrierea indicială ne vom referi iiiunai la compo-
nenta mn. Astfel, pentru {T(i)},„„ folosim aproximarea 

Mn 
{T{t)}mn = { T ( 0 0 ) U n + ^ COS kcof \ 

k^l 

(3 .9 .35) -\-{C}2k sin kcot) + {C}2M„,„+I/2M,„„+I(0, 

unde: {C}i (i = 1,2, ...,2Mmn + 1) sunt constante necunoF f̂ nte; cvjt (k = 
1,2,.., 2M,nn + 1 ) şi ci; sunt parametri specificaţi ai aproximal^iei; f2M„,„ + \(f) 
este o funcţie aleasă convenabil astfel încât 

(3 .9 .36) LIM/2M,„„+I(0 = 0-t—*oo 

Constantele {C}i {i = 1,2,..., 2M,„„ + 1) se determină din condiţia ca 
eroarea medie pătratică între {T(<)}„i„ şi aproximaţia (3.9.35) r̂ ă fie minimă, 
ceea ce implică relaţiile: 

d l 
(3 .9 .37) ( - / {r{t)}l,Mt)Undt) {k = 1,2,...,M„,„) 

o{C}2k-i 2 JQ 

şi 
d 1 

(3.9.38) I = 2, • , M ), 

unde 

Mmn 
{'•(<)},„„ = i m ) - {T(~)},„„ - + 

it-1 

(3.9.39) -\-{Chkshi{ku;t)] - {C}2a/„...+i/2M„.,.+i(/) 

este rezidul şi {0} = [O O ... 
Din ecuaţiile (3.9.39) şi (3.9.38) urmează, respectiv 

-oo l 
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(3.9.40) 
A/, i^'iiin poO 

(j = 1,2,...,M,„„) 

•oo /•OO 

Jo 

l̂ m̂ri /.QO 

. , -/o 

Eciial^iile (3.9.40) şi (3.9.41) se mai pot exprima respectiv prin 

1 ^^mti 
(3.9.42) == + 

k=i 

/i» .b x!/ .D 

A/,un 

(3.9.43) - - + + ^O) + + c^kMj - m - \ -k=i + - j)) - + k)))] (j = 1,2,..., ), 
Zv l Lj\ 

uiicU' plin iji s-aii notat transformatele integrale "EC" şi "ES" ale 
linuţ^ifi f(t)-^l. 
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Ţitifiiid cont că 

f3.9..11) T(p,u;) = T ( p , c j ) = "" 

ecuaţiile (3.9.42) şi (3.9.43) devin respectiv 

Y^{(l2j-l,2k-l{C}2k-l + Cl-2j-\,2k{C}2k) + «2j-l,2M^„+l{C}2M,n„ + l 

(3.9. ir.) = W2i-1 ( j = l,2,. . . ,M^„), 

Y^{a2j,2k-\{C}2k-\ + Cl2j,2k{C}2k) + «2j.2M„„ + l{C'}2M^„ + l = 

(3.9..1t;) = {b}2j ( j = l,2,...,M„.„), 

unde 

(3.9.17 a) fl2j-i,2jb-i = + 

(3.9.17 7>) a 2 j - i , 2 k = ^ [ { j ^ y i - ^ j k - {j - k ) v j k 

(3.9.17.r) a 2 j , 2 k - \ | [ ( j + + ( j - k ) v j k 

(3.9.17.(/) a2j,2k = ^{aj-\-ak){vjk-Ujk)^ 

(3.9. 17.(-) (I2j-\.2M + 1 = \ {OijJu}), 

(3.9.17./) a2j:2M +1 = (cVj, jcj), 

(3.9 17,(y) Ujk = ^ 

137 

BUPT



(3.9.47./0 Vjk = 

(3.9.17./) {^2;-! = {T_{ajJoj)}„,n-d2j-l{T{oo)}rnn . 

(3.9.-17 j) {bhj = {T(ajJco)U-d2j{T{^)} mn-i 

(3.9.47./.) d-ij-i = 
CV; 

+ [ju^f ' d2j = 

(3.9.47./) {T(^ )} = 

w — o 

CoiK.iJciând t=0 în (3.9.35), obţinem: 

M,nn 

it=l 

(3.9.48) + + RT2A/„.,. + l,2A/,,.,. + l{C'}2M^,. + l = {^>}2M„.,. + 1, 

uikU;: 

(3.9.49 a) «2A/,„..+i.2ii-i = 1, ft2A'/,„,.+i,2)i- = O (A," = 1,2,..., M,„„); 

(3.9.49 /.) 
11,2)1-1 = /2A/„.„+i(0); {6}2M„.„+i = {T(0)},„„ - {T(oo)},„„. 

Iii(iDiliicâiul notaţia 

(3.9.50) .4 

c u 1] mal rii ea unitate de ordinul 3x3, sistemul format din ecuaţiile (3.9.45), 
(3.9. i(>) (3.9.48) se mai poate scrie sub forma matriceală 

11 
ji 

[--l -41., 
.4 

2A/„.„ + l 

•M 11,1 1''̂ J2A7„.,. + 1.2 .4 
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(3.9.51) = < 

{bh 
{b}2 

de unde se determină vectorii {C}, (i = 1 , 2 , 2 M m n + !)• 
Acum, vom arăta cum se ob^in {Ţ(oijJ(^)}mn, ( j = 

hiy L/O 

1, 2,.... A/„j,j) §i {T(oo)}ni„, care intervin în expresiile termenilor liberi {b}i 

E( ual̂ ia (3.9.30) se mai poate scrie: (3.9.52) ( f l im„ .„ + [C]™„(1 - Ar*){r}„,„ = {(?}„.„, 

având (ondiţiile iniţiale date de relaţiile (3.9.34.a,b). 
Există următoarele relaţii evidente: 

C 1 
a m U n ) = C{{T{t)}„..,) = <j EC 

ES J 

{p'^ - UJ'^)[I] 2pL0[I 
X 

(3.9.53) ^̂  
i Z M } 

rnn 

ES 
iiin 

{Tmrnn " P 
—to M O ) } inji -i 

( 3 . 9 . 5 1 ) 

) ( < ) ) = 
r(p,u,)[I] -r(p,a;)(/ 

U ^ i P , - ) } 

mu 

mn 

Aplicând operatorul C = [C C]^ ecuaţiei (3.9.52), pe baza relaţiilor 
(3.9.53) .-îi (3.9.54), obţinem 
(3.9.55) 

IKP,^) 

undo 

(3.9.51) a) 

iuti 

niii 

7(p,cj) 
IHP^'^) 

înn 

mu 
înn înn 

jnn 

mP.uj)Uu = (K - u;'-̂ )!/?) + (1 - A r.(p,u;))[C înn ) 

(3.9.50./^) mu ? 
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mn) 

(3.9.56.J) 

Coiisitlci ând pe rând înlocuireap —̂  Q̂ j, cj —> jto pentru ( j = 1,2,..., M,„„) 
în lîc iia^ia matriceală (3.9.55), utilizând relaţiile (3.9.56.a-d) §i condiţiile 
iniţi<ilc (3.9.34.a,b), prin rezolvare se obţin { şi C/C Lb 
{j = ]. 2,..., M,n,i) care intervin în expresiile lui §i ( j = 1,2,..., 
Jl.nn)-

Ptîiil ru a determina {T(oo) 

r: I p{T(p,^)} 

rnn 

mn 

„in, este necescU' să se evalueze limitele 

- l 
= (lim 

w-.o 

mn 

mn 

y(p,u)) 
fiiP,^) 

mn 

mn 

1 p{ lg (pM} 

mn 

mn 

l> .U 

mn 

mn 
= (lim 

u — o 
PiP.^) 11 m 

mn 

7 ( p , ui) mn 

mn 

- l 

)x 

(3.9.57 h) ... x(lmi< 
înn 
iun 

care se t)bţin nudtiplicând (3.9.55) respectiv prin p şi LJ, iar apoi trecând 
la liiuiia piMitru p —> O şi cj —̂  0. Ţinând cont de limitele (3.9.57.a,b) în 
relaţia (3.9.17.1), rezultă {T(oo)},„„. 
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CAPITOLUL IV 

PROPAGAREA UNDELOR ÎNTR-O PLACÂ SUBŢIRE 
VÂSCOELASTIC LAMINATA 

4 1 . Stadiul actual al problemei. 

Majoj itatea studiilor privind propagarea undelor în medii vâscoelastice 
fi foccilizată asupra cazului unidimensional, cazul tridimensional fiind 
con^jiderat într-un număr mult mai mic de lucrări. Coleman §i Gurtin [1965 
au studiat propagarea frontului de undă într-un mediu vâscoelastic tridi-
mensional obţinând viteza de propagare a undelor de acceleraţie şi de ordin 
sui)erii>r. Varley [1965] a obţinut o ecuaţie neliniară de transport pentru un-
eltele dc ai c;eleraţie în care frontul de undă are o formă arbitrară. Propagarea 

atenuarea undelor în solide liniar vâscoelastice a fost studiată de Valanis 
1965] Ihirrera şi Gurtin [1965] cu ajutorul unui principiu de corespondenţă 

an extins rezultatele asupra propagării undelor de acceleraţie în materiale 
elasliv o neomogene şi anizotrope la materiale vâscoelastice neomogene şi 
anizc>troj)e, dar nu au stabilit şi ecuaţia care descrie creşterea arnplitudinei 
untlei. l'i.sher şi Gurtin [1965] au studiat apoi atât problema propagării un-
delor de şoc, cât şi a undelor de acceleraţie şi de ordin superior în materiale 
vâscoi.Listice, neomogene şi anizotrope şi au arătat că viteza de propagare 
estc! viată de acceeaşi ecuaţie pentru undele de şoc, de acceleraţie şi cele 
(U; onlin superior. Hayes şi Rivlin [1972] au studiat propagarea undelor 
plane .siiuisoidale de amplitudine mică într- un material viscoelastic neliniar 
i/o(r()j)ic supus la o stare pură de deformaţie omogenă. Undele sunt po-
lari/alo dl- a lungul direcţiilor principale pentru deformaţia omogenă pură. 
Di; a s e m e n e a , Hayes şi Rivlin [1974] au studiat propagarea undelor plane 
sinu.soitlaK; în materiale liniar vâscoelastice, izotrope şi anizotrope. Ei au 
presu|ais v ă părţile imaginare ale modulilor complexi sunt mici comparativ 
( u pail^ik; reale şi că mărimea corespunzătoare a părţii imaginare a vec-
loiuhii .diAvness este mică comparativ cu partea reală. In plus, au arătat 
ca in < <i/nl anizotrop există trei unde - una longitudinală şi două transver-
sale c .irc se propagă, fiecare din ele fiind uşor polarizată eliptic, iar în 
ca/ul i /o l iDp una din aceste unde este longitudinală, iar celelate două sunt 
unde I iaiisv(îrsale identice, de asemenea uşor polarizate eliptic. Ting [1976 
nlili/âi.d Ulinica dezvoltării în serie în jurul frontului de undă (tehnică 
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iiiiţ^iată do Friedlander [1958] şi aplicată pentru unde acustice liniare) a stu-
diat propagarea discontinuităţilor de ordinul întâi, cât şi a celor de ordin 
!:• -. . i.;r pentru un mediu vâscoelastic neliniar. El a obţinut viteza normală 

a frontului de undă, viteza de rază şi ecuaţiile de transport pentru unde de 
orice ordin. De asemenea, el a arătat că ecuaţiile de transport pentru un-
dele de acceleraţie sunt neliniare, în schimb pentru undele de ordin superior 
cicestc ecuaţii sunt liniare. McCarthy şi Eringen [1969] au studiat propa-
garea undelor în materiale micropolare vâscoelastice, determinând vitezele 
d( [)ropagare a undelor de şoc. Ei au găsit că ele nu sunt influenţate de 
fu net, iile de microrelaxare ale materialului. De asemenea au fost deduse 
condiIniile de propagare şi ecuaţiile de creştere a amplitudinii undei. Mau-
giii [197-1] a investigat propagarea undelor în materiale micropolare simple 
şi liniar vâscoelastice. 

Unde de acceleraţie în medii vâscoelastice de tip Maxwell-Zambera au 
fost analizate de Dunwoody şi Dunwoody [1977 . 

Aşa cum s-a arătat în §3.1, propagarea undelor în materiale compozite 
modelate ca medii vâscoelastice a fost studiată de: Bedford şi Stern [1970]; 
Stern, Bedford şi Yew [1971]; Baker [1971]; Chen şi Gurtin [1973]; Chris-
t(;nson [1973]; Hlavâcec [1979]; Ting şi Mukunoki [1979]; Ting [1980], Madan 
1993], etc. 

Relaţiile de dispersie şi forma modurilor pentru unde în materiale com-
pozite vâscoelastic laminate, a fost studiată prin metode diferenţă şi metode 
variaţiiiuale de Mukherjee şi Lee [1975,1978 . 

Chelii şi Marinca [1984] au studiat propagarea undelor de şoc având 
formă arbitrară, într-un mediu liniar vâscoelastic neomogen şi anizotrop în 
cazul (lidimensional. S-au stabilit atât condiţia de propagare, cât şi ecuaţia 
care' desi iie intensitatea undei. 

Cavi{^lia şi Morro [1995] au investigat propagarea undelor armonice în ra-
port VW timpul în solide liniar vâscoelastice omogene şi anizotrope. Propa-
garea untlelor într-un solid transversal izotropic este examinată în detaliu. 

Deiniray şi Eringen [1977] au studiat propagarea undelor în materiale 
conipozilc vâscoelelastice armate cu stratvui de fibre ortogonale. 

C'lu Iu [1985] a studiat propagarea unelor într o placă vâscoelastic lami-
nata. PiDi^agarea undelor de aceleraţie într-un cilindru subţire vâscoelastic 
laminat a h)st studiată de Chelu [1987] pentru cazul circular şi de Chelu şi 
nrâgâiR'sc u [1995] pentru cazul necircular. 
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Iii acest capitol noi prezentăm propagarea undelor de şoc §i de acceleraţie 
avâii.l foi iriă arbitrară, într-o placă subţire omogenă liniar vâscoelastic la-
iijiiicita. iu liecare caz am stabilit atât condiţia de propagare, cât şi ecuaţia 
(le tran.^p(irt. Utililizând tehnica datorată lui Braun [1974] am stabilit apoi 
ecuaţia de transport de-a lungul bicaracteristicelor. Am arătat că vitezele 
undelvH- (le şoc şi de acceleraţie sunt date de aceeaşi ecuaţie corespunzătoare 
probK inei de valori proprii şi vectori proprii. Punctul esenţial în această 
afirmaţie î-1 reprezintă faptul că vitezele imdelor vâscoelastice sunt dictate 
de ră.jj>unsul elastic al materialului. Acest lucru este important pentru că 
având aceeaşi condiţie de propagare ca la elasticitatea liniară, o serie de 
rezultate privind propagarea undelor în placa liniar vâscoelastică au ana-
log în placa liniar elastică. De asemenea, am arătat că într-o placă liniar 
vâsc()(;la.jtică laminată omogenă şi ortotropă, o undă de acceleraţie nicio-
dată nu se poate transforma într-o undă de şoc. 

4.2, Propagarea undelor de şoc într-o placă subţire liniar 
vâscoelastic laminată. 

4.2.1. Unde de şoc. Condiţia de propagare. 

Se consideră o placă subţire liniar vâscoelastic laminată infinită cu lamine 
()ni()g( iie în care se presupune că se propagă o undă de şoc. 

Liinia 4.2.1. (Fisher şi Gurtin [1965]). Dacă g §i k sunt două funcţii 
dcjiiiilc pc R'̂  X R cu următoarele proprietăţi: 

(i) i) este funcţie continuă pe R^ x R, 
(ii) k este funcţie continuă ^i cu derivate continue pe R^ x R — 
(iii) k este funcţie mărginită pe orice compact închis, inclus în R"̂  x R, 
(iii) înălţimea LJi.={/|x G Si C R^,0 < t < oo} are măsură nulă, atunci 

func{ia .1 definită prin A(x,y,t)=\^ — s)ds este continuă pe 
R- x R 

Deliiiiţia 4.2.1. Se spune că o curbă Ct C R^ de ecuaţie 

(1.2.1) = t-T{x,y) = 0 

c(irc SC pnrpagă cu viteza U^ în planul mediu al plăcii subţiri liniar vâscoelastic 
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larninală este o curbă de discontinuitate tare (undă de şoc) dacă sunt 
sdti'.făcute următoarele condiţii: 

a) juiLcţia { U} este continuă pe R^ x R; 
b) funcţiile {S}, {e}, ^{C/}, {[/} ca şi derivatele lor de ordin su-

perior pot poseda discontinuităţi de salt la traversarea lui Ct, dar ele sunt 
continue pe R^ — Ct; 

c) funcţia vectorială {P} este funcţie de clasă C^ pe R^ x R; 
d) funcţia matriceală [C\ este funţie de clasă C^ pe R^ x R. 

Definiţia 4.2.2. Presupunând că saltul lui {V} = {U} la traversarea 
curh.-i Ci este dat de 

(4.2.2) 1{V}} = -s{d}, 

unde {(l] este un vector unitar al spaţiului vectorial R^ ({d}^{d} = l), s 
se numeşte intensitatea saltului undei de şoc. 

Considerând ^ = {y} în condiţia de compatibilitate cinematică (2.2.7) şi 
luând în considerare continuitatea lui {U} la traversarea curbei Ct obţinem 

(4.2.3) [{t/}.,! = (l/C/„)sn,{f/}. 

Ti;iirenia 4.2.1 Intr -o placă subţire compozit liniar vâscoelastic lami-
nată aiHind ecuaţia constitutivă (3.3.15), viteza de propagare a undei de 
şoc considerată într-un punct (x^y,z) 6 Ci satisface următoarea problemă 
de vectori proprii şi valori proprii numită condiţia de propagare: 

(4.2.-1) m f [ c ' ] m - u ' M m = {o}. 

Demonstraţie. Ecuaţia de salt obţinută din legea de bilanţ a momen-
tului liniar are forma 

uiidt' s a ţinut cont de continuitatea lui [S^jE}, {P} §i [R] la traversarea 
curin i cV 

C\)u.sid('rând operatond salt la traversarea curbei Ci în legea constutitivă 
(3.3.15) ^̂i ţinând cont de relaţia (3.3.IG) .̂ i de lema lui Fisher şi Gurtin 
19(151, avem 

l l.-i.ti) U^iv . y . t )n = [C(.1-, y, 0)l[{e(x-, y, OH-
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A[>li.;âii<i operatorul salt la traversarea curbei Ct relaţiei (3.3.15), rezultă 

M- '7) I W l = { [ P l W l , 

unde c (>ntinuitatea lui {U} la traversarea curbei Ct a fost considerată. 
Ulilizârid relaţia (4.2.3) avem 

(4.2.8) m m i = {l/Un)s[Dn]{cl}, 

iar diii relaţiile (4.2.6)-(4.2.8) se obţine 

(4.2.9) [{E(a;,2/,/)}l = {l/Un)[C(x,y,0)]{d{x,y)}. 

Substituijid |{E(a;,î/,/)}] dat de (4.2,9) în ecuaţia (4.2.5), luând în consi-
derare relaţia (4.2.2) şi utilizând notaţia [C®] = [C(x, ?/, 0)], obţinem condiţia 
de propa^f^are (4.2.4). ^ 

El uaţ̂ i.i (4.2.4) admite o soluţie netrivială pentru vectorul propriu {d} 
dacă ţ-i mimai dacă 

(4.2.10) det{[DnflC''][Vn] - U'f,[R]) = 0. 

Remarca 4.2.1. Vitezele de propagare ale undelor de şoc într-o placă 
sublirt liniar vâscoelatic laminată nu depind de timpul t, dar sunt funcţii 
de dementele rnatricelor [C], [/?] §i [P„ . 

4.2.2. Variaţia intensităţii saltului undei de şoc. 
Voiii examina acum variaţia intensitătii saltului undei de şoc ce se propagă 

îulro placă subţire compozit liniar vâscoelastic laminată. 
Sc puate astfel enunţa teorema: 
Teorema 4.2.2. Intensitatea s a saltului unei unde de şoc propagându-

se într o placă subţire compozit liniar vâscoelastic laminată având ecuaţia 
conslilutivă (3.3.15), satisface următoarea ecuaţie diferenţială cu derivate 
parii ale: 

T T TI -.0 

(1.2. II) = + 
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Demonstraţie. Utilizând operatorul salt la traversarea curbei Ci în 
ecuaţia de mişcare (3.3.18), obţinem ecuaţia 

(4.2.12) ^ n m - = m m i 

unde continuitatea lui {P} şi a lui [R] la traversarea curbei Ci n fost consi 
derată. 

Derivând în raport cu timpul legea constitutivă (3.3.15), rezulta 

{t{x, y, t)} = [C{x, y, 0)]{e(a;, y, <)} + [C(x, y, 0)l{e(.r, jj, /,)}+ 

(4.2.13) + / [C{x,y,t - T)]{e{x,y,T)}dT. 
Jo 

Considerând operatorul salt la traversarea curbei în (4.2.13) şi ţinâii'1 
cont de lema lui Fislier şi Gurtin [1965], se obţine 

(4.2.14) l{t{x, y, 0)1 = [C{x, y, 0)[{e(.T, y, t)}j + [C{x, y, 0))l{-(.r, f) 

unde continuitatea lui fC §1 C] a fost considerată. 
Derivând în raport cu timpul t ecuaţia (3.3.17) şi apoi aplic ând opera 

torul salt la traversarea curbei Ct ecuaţiei rezultate, ecuaţia ohţiiuită este 

(4.2.15) = m m i 

Luând $ = {E} şi ^ = {V} în condiţia de compatibili tal ( inematit ă 
(2.9.7), rezultă respectiv relaţiile 

(4.2.16) T 

¥ 

(4.2.17) imvn = rnivn - i^/u.mmvn-

Din relaţiile (4.2.15) şi (4.2.17) rezultă 

(4.2.18) l{e}j = [PI{V'}1 -

Eliminând [{e}l, [{e}! şi [{E}! între relaţiile (4.2.7), (4.2. If») si ( I ^ ' 
obţinem 

I[P1' { E ) 1 = [ P 1 1 { E } 1 - (L/T'„) [P„PDC"|X 
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(4.2.19) x([p][{v}i - {i/u„)iv„]i{vm + (c")]!!»)!!:/}!), 

unde au fost utilizate notaţiile = [C'(a:, y, 0)] şi [C®] = [C'(:î:,y,0) 
Din nou, eliminând între ecuaţiile (4.2.12) şi (4.2.19) obţinem 

ecuaţia: 

{ [ V n f i c ' m - u ' M ) l { v n = -U'AT^f - [5]^)I{E}1 f 

(4.2.20) "l-UnlDnfilC'milV}} + [C']l[D]{U}}). 

Multiplicând la stânga ambii membrii ai ecuaţiei (4.2.20) prin şi 
luând în considerare forma echivalentă a condiţiei de propagare (4.2.4) care 
se exprimă astfel 

(4.2.21) {[I^nf[C'][Dn] - = {0}, 

împreună cu faptul că [C^] şi [R] sunt matrice simetrice, rezultă ecuaţia 

- U A i V W i l V f - [5]' )I{E}1 + U„l{V}f lV„ r X 

(4.2.22) x{[C'][D]l{V}i + [C']l[V]{U}j). 

Utilizând relaţiile (4.2.2), (4.2.8) şi (4.2.9) în ecuaţia (4.2.22) se ol)ţiue 
ecuaţia (4.2.11).^ 

Acum, arătăm cum ecuaţia cu derivate parţiale (4.2.11) poate fi trans-
formată într-o ecuaţie diferenţială ordinară. 

La fel ca în capitolul II şi aici se consideră un câmp de vectori arbiiraii 
din R^ de componente li{x,y) (i=l,2) legat de frontul de undă (4.2.1), 
normalizat prin condiţia 

(4.2.23) 

şi se utilizează derivata 

(4.2.24) M i 
6t 

liiii = 1, 

Teorema 4.2.3. Ecuaţia diferenţială cu derivate parţia.lr (',.2.11) sc 
transformă de-a lungul hicaracteristicelor într-o ecuaţie diferenţială ordi-
nară de forma 

(4.2.25) 
St 

+ 0.9 = O, 
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undi. 

a - {{dY[V,,Y[C'\[D]{d} + 2{dY[VY{[C'][Vr]{d}) - {{dYis T X 

Demonstraţie. Vom considera câmpul de vectori {\{x^y)} din R^, având 
componentele li{x,y) (i=l,2) definite prin relaţiile 

{ d y [ D n n c ' m { d } (4.2 27) li = idVlVn] T fC^l \A {d} 
unmR] {D} 

h = um^md} ' 
nndc- [a] î [/3] sunt matrice numerice obţinute prin descompunerea lui [D 
după cum urmează: 

(4.2.28) V a ( ),X + m ( ) . y 

Din definiţia matricei [Pn] pe baza descompunerii (4.2.28), rezultă 

(4.2.29) P„] = [alni + [/3]n2. 

De asemenea, condiţia de normalitate (4.2.23) este satisfăcută de către 
(•âiiii)ul vectorial definit de relaţiile (4.2.27) dacă se ţine seama de relaţia 

(4.2.30) - U'f,{df[R]{d} = O, 

obl̂ iiKită din multiplicarea la stânga a condiţiei de propagare (4.2.4) cu 
vcHli.ml {d}''. Pe baza relaţiilor (4.2.24), (4.2.27), (4.2.28) şi luând în 
consiclorare că Un nu este funcţie de timp, putem scrie 

+UUd}''[R]{d}(hs,, + ks,,) = s{d}''lV„f[C''][D]{d}+ 
(I.2.:ii) 

.Şl 
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= 2s{df[Vf{[C'][V]{d}) + Uf,{df[R]{d}{h{s/Un)^,-^ 

^Ms/Uu),y) = 2s{dy'^[Vf([C'][V,]{d}) + Un{df[R]{d}6is/6t. 
Ţinând cont de relaţiile (4.2.31) §i (4.2.32) în ecuaţia (4.2.11), prin uti-

lizaroa notaţiei (4.2.26) obţinem ecuaţia (4.2.25). Astfel, teorema 4.2.3 este 
demonstrată. _ 

4.3. Propagarea undelor de acceleraţie într-o placă subţire 
compozit liniar vâscoelastic laminată. 

4.3.1. Unda de acceleraţie. Condiţia de propagare. 

consideră o placă subţire liniar vâscoelastic laminată infinită cu lamine 
omogene în care se presupune că se propagă o undă de acceleraţie. 

D i î l i i i i ţ i a 4 . 3 . 1 . Se spune că o curbă netedă Tt C R de ecuaţie 

(-1..1I) f{x,yJ) = t - T ( x , i j ) = 0 

rare ne propagă cu viteza Un în planul mediu al unei plăci subţiri compozit 
liniar vâscoelastic laminată este o curbă de discontinuitate slabă (undă 
de acceleraţie) dacă sunt satisfăcute următoarele condiţii: 
a) fuiic(.ule vectoriale {U],{U},[D]{U},{e} ^i {S} sunt funcţii continue pe 
Uo X n C R'^); 
b) fiiit( (iile vectoriale {U}, {E}, [D]^ {S} §i {e}, precum §i derivatele 
lor de ordin superior pot suferi discontinuităţi de salt la traversarea curbei 

dar sunt continue pe R'̂  x R — P^; 
c) Fiiiii (UL vectorială {P} ^i funcţia nitriceală [/?] sunt respectiv funcţii de 
clasa ( C^ pe R^ X R ; 

d) Funcţia matriceală [C] este funcţie de clasă C^ pe R^ x R. 
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Definiţia 4,3,2,Presupunând că saltul lui {F} = {U} la traversarea 
curhti r^ este dat de 

(4.3.2) m i = u!s{d}, 
unde {î/} reprezintă un vector unitar al spaţiului vectorialIt^{{d}^{d} = 1), 
scalarul s este numit intensitatea undei de acceleraţie. 

Considerând $ = {y} în condiţia de compabilitate cinematică (2.9.7), 
ţinând cont de continuitatea lui {V} la traversarea curbei Tt şi folosind 
relaţia (4.3.2) obţinem 

(-1.3.3) = -U„sn,{d}. 

Teorema 4.3.1. într-o placă subţire compozit liniar vâscoelastic lami-
nată având ecuaţia constitutivă (3.3.15), viteza de propagare Un a undei 
de acctlcraţ/ie într-un punct (a;, y, t) 6 Tt satisface următoarea problemă de 
vectori proprii §i valori proprii numită condiţie de propagare: 

(•I.3.-1) {[V,]^[C\V,] - U^{R]){d} = {0}. 

Demonstraţie. Aplicând operatorul salt la traversarea curbei F ,̂ ecuaţiei 
de nii.>5« are (3.3.18), obţinem ecuaţia 

T (4.3.5) 

unde s a ţinut cont de continuitatea lui {S}, {P} şi [R] la traversarea curbei 
n . 

Derivânil în raport cu timpul legea constitutivă (3.3.15) şi relaţia defor-
niaţie deplasare (3.3.17), iar apoi aplicând operatorul salt la traversarea 
(•iirl)ei \\ în relaţiile găsite, pe baza lemei lui Fisher şi Gurtin [1965], obţinem 
resi)('< tiv 

(.1.3.0) N I ; } ! = (C"II{e}L 

si 

i{<4i = m { y ) i 

unde s a ţinut cont de continuitatea lui [C] .-ji {V̂ } la traversarea curbei F<. 
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Utilizând relaţia (4.3.3), avem 

(4.3.8) m { y } } = -Uns[Dn]{cl}, 

iar din relaţiile (4.3.6)-(4.3.8),rezultă 

(4.3.9) [{E}1 = -Uns[C'][D,]{cl}. 

Pe Ijaza condiţiei de compatibilitate cinematică (2.9.7), considerând ^ = 
{E} se obţine 

(4.3.10) I p r { S } l = -(1/L/„)[D,/[{E}1, 

unde s a ţinut cont de continuitatea lui {S} la traversarea curbei F/. 
Sulistituind [{E}] din (4.3.9) în relaţia (4.4.10), obţinem 

(4.3.11) = 

Ţinând cont de relaţiile (4.3.2) §i (4.3.11) în ecuaţia (4.3.5) obţinem 
condiţia de propagare (4.3.4). ^ 

Condiţia de propagare (4.3.4) mai poate fi scrisă şi astfel: 

(4.3.12) - u^mmv}} = {o}-

Ecuaţia (4.3.4) (sau (4.3.12)) admite o soluţie netrivială pentru vectorul 
l)ropriu {d) dacă şi numai dacă are loc relaţia (4.2.10). 

De. i în cazul undelor de acceleraţie, vitezele de propagare satisfac 
lîcuaţia undelor (4.2.10) obţinută pentru vitezele undelor de şoc. 

4.3.2. Variaţia intensităţii saltului undelor de acceleraţie. 

Vom examina acum variaţia intensităţii saltului undelor de acceleraţie 
ce se propagă într-o placă subţire compozit liniar vâscoelastic laminată. 

Ttioroina 4.3.2. Intensitatea s a saltului undei de acceleraţie propagându 
SC hitr o placă subţire compozit liniar vâscoelastic laminată având ecuaţia 
constilutioă (S.S.15) satisface următoarea ecuaţie cu derivate parţiale 

{dy'[D 
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Demonstraţie. Derivând în raport cu timpul ecuaţia de mişcare (3.3.18) 
jji ajilicând apoi în ecuaţia obţinută operatorul salt la traversarea curbei 

oLî liic ecuaţia 

(4.3.11) [ [ î ' n s } ! - [5F({E}1 = {R]l{V}l 

undo continuitatea lui {P} la traversarea curbei Vt a fost presupusă. 
Derivând de două ori în raport cu timpul atât ecuaţia constitutivă (3.3.15), 

nrzuUă 

{ y , t)} = [C{x, y, 0)]{e(x, y, t)} + [C{x, y, 0)]{e(a;, y, / ) } + 

(4.3.15) +[C(x,î/,0)]{e(:i-, </,/)}+ / [G {x,y,t - T)]{e{x,y,r)}clT. 
JQ 

Ai)li(;ând operatorul salt la traversarea curbei r<, ţinând cont continu-
itatea lui {e} şi [G'] la traversarea acesteia şi utilizând lema lui Fislier şi 
Gurtiii [1965], obţinem 

{'1.3.10) I{S}l = lC»]I{e}l + (C°]l{e}l. 

Derivând de două ori ecuaţia deformaţie - deplasare (3.3.17) şi aplicând 
opratorul salt la traversarea curbei P ,̂ rezultă 

(4.3.17) I{e}l=I[Pl{V'}l + [5]I{l/}l. 

Pe ]>aza condiţiei cinematice de compabilitate (4.3.7) putem scrie 

(2.10.18) ll^lf^ll = - (l/t̂ n)[î5„]I{V}l. 
Di.i relaţiile (4.3.7) şi (4.3.16) - (4.3.18), rezultă 

(4.3. I>.)) |1{E}1 = [C"1{([Î)1I{V01 - (1/C'„)[P„1I{^}1) + [C'1[I>{V}1. 

pe baza condiţiei cinematice de compabilitate (2.9.7) putem scrie 
r e l a ţ i a 

(4.3.20) i p r { s } i = [r^mm - {i/Urm^fum. 

Eliuiinând [{E}1 între relaţiile (4.3.19) şi (4.3.20), iar apoi pe l[DY'{t} 
între n hiţia obţinută şi ecuaţia (4.3.14), se obţine astfel ecuaţia 
(4.3.21) 
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Inmuiynd la stânga cu [{V}] ecuaţia (4.3.21) şi ţinând cont de condil^ia 
de propagare (4.3.12) şi de simetria matricelor [C] şi [R] obţinem 

(4.3.22) 

Folosind relaţiile (4.3.2),(4.3.8) şi (4.3.9), ecuaţia (4.3.22) se transformă 
în ecuaţia (4.3.13), unde s-a mai ţinut că 

(4.3.23) {dV[^uf[C%S]{d} = {df[SflC^][D„]{d}. 

Teorema 4.3.2 este astfel demonstrată.^ 

Vom arăta acum cum ecuaţia cu derivate parţiale (4.3.13) poate fi trans-
formată într-o ecuaţie diferenţială ordinară. 

Teorema 4.3.3. Eciiaţia diferenţială cu derivate parţiale (/,.3.13) se 
transformă de-a lungul bicaracteristicilor sale într-o ecuaţie diferenţială or-
dinară de forma 

(4.3.24) 

unde 

(4.3.25) 

6/s 
Jt + ăs = O, 

Demonstraţie. Vom presupune câmpul de vectori {l(:i-,7/)} din R^ 
având componentele /,(.r,y)(?' = 1,2) definite prin relaţiile 

(4.3.26) 
U?Ad}r[R]{d} U^nidyVAW 

Pe baza relaţiilor (4.2.23), (4.3.26), (4.2.27) şi luând în considfiare ca fi. 
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nu ebU; funcţie de timp putem scrie 

h{sUl),y) = sU^{dy'[Dr,f[C']{d} + Un{d}^R]{d}6,{sU^)/St 

= sU^{cl}'^[Vnf[C^][V]{d} + Ui{d}'^[R]{d}Sis/St 

(4.3.27) 

UfAdf[Vf{[C'][VMd}sUn) = Un{df{[af([C'][Vn]{d}sUn),.+ 

(4.3.28) 

+U'^{df[R]{cl}6is/St. 

Utilizând relaţiile (4.3.27) şi (4.3.28) în ecuaţia (4.3.13), se obţine ecuaţia 
(4.3.24) cu ă definit prin relaţia (4.3.25). Teorema 4.3.3 este astfel demon-
strată. 

Remarca 4.3.1. Din forma soluţiei ecuaţiei (4.3.24) (cu ă dat de relaţia 

(4.3.29) 

SC coii.statâ că pentru placa subţire compozit liniar vâscoelastic laminată 
amlnd Ci Uaţia constitutivă (3.3.15), niciodată o undă de acceleraţie nu se 
poale transforma într-o undă de ^oc. 
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CAPITOLUL V 

REZULTATE NUMERICE ŞI DISCUŢII. 

Pio])lemele tratate în capitolele precedente ar necesita neapărat o vali-
dare experimentală; în condiţiile,de dotare ale laboratoarelor noastre, inexis-
ten(.a unei aparaturi adecvate face imposibilă deşfăşurarea unui program 
experimental adecvat. 

In aceste condiţii, singura posibilitate de a testa corectitudinea teoriei 
concepute este cea numerică. Existenţa calculatoarelor puternice permit ru-
larea dt.' i)rograme performante care să prezinte grafic evoluţia unor fenomene 
dinamice cum sunt cele cercetate de mine în capitolele precedente. 

In această ordine de idei, am întocmit un program de calcul în limbaj 
basic care l-am denumit DINPLTEL şi care are drept scop, studiul dina-
micii plăcii subţiri termolelastică laminată. Cu ajutorul acestui program am 
studiat istoriile (evoluţiile în raport cu timpul) deflexiei (deplasării transver-
sale) w, unghiurilor de rotaţie ipy, precum şi a tensiunilor ax, cr̂ , 
(̂ tjz şi - Programul este aplicabil pentru plăci dreptunghiulare de grosime 
uniformă. 

Plăcile considerate în exemplele numerice prezentate în continuare sunt 
com[)Ube dintr-o lamină sau din trei lamine (de tipul [O® 90^ 0^]), toate 
lamini le având aceeaşi grosime. 

Se consideră o placă pătrată cu lungimile marginilor laterale a, b respec-
tiv în direcţiile x şi y şi de grosime h. Placa este simplu rezemată. 

Proprietăţile termoelastice ale fiecărei lamine grafit-aluminiu (G/AL) 
sunt: 

-module de elasticitate longitudinale: 

El = m)GPa; E-^ = 48, ZGPA\ 

-mtJvlule de elsticitate de forfecare: 

G n = G v i = 1 7 , a C P a ; G n = 2 , 3 9 G ' P a ; 

-coclii ieiitul de contracţie transversală : 

^̂12 = 0,28; 

- c o c l i t i e n ţ i d e d i l a t a r e t e r m i c ă : 

a i = 3 , 3 4 X a . = 2 6 , 1 x 
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-densitatea de masă: 
p = 2400A;.r7/777,^; 

-coeficient de difuzie termică: 

fc = 4 , 8 4 X I Q - ^ N V S , 

unde indicele "1" indică direcţia fibrei. 
Grosimea unei lamine este hi = 0,00125771. 
In figurile 5.1. şi 5.2. sunt prezentate istoriile deflexiei w în centrul plăcii 

pătrate (a = b = 0,257n) cu o singură lamină, respectiv cu tioi laniinr, 
pentru trei temperaturi de şoc diferite şi anume 50®C', 75®C' şi 100"C. 

Figurile 5.3 şi 5.4 prezintă suprafeţele deflexiei w în centrul plăcilor (Irej) 
tunghiulare cu dimensiunile a = 0 , 3777, b = 0,277?. dar formate dintr-o sin 
gură lamină, respectiv din trei lamine, ambele la temperatura de şoc dc 
lOO^C şi după t = 0,0045 de la aplicarea şocului. 

Figurile 5.5 şi 5.6 prezintă suprafeţele deflexiei w în centrul plăcii drep-
tunghiulare cu dimensiunile a = 0,37n, b = 0,2771, dar formate dintr-o sin-
gură lamină respectiv trei lamine, ambele la temperatura de şoc do 1()()"C' 
şi după t = 0,00825s de la aplicarea şocului. 

Figurile 5.7 şi 5.8 prezintă suprafeţele deflexiei w în centrul p lăcii drcp 
tunghiulare cu dimensiunile a = 0,37n, 6 = 0,2m, dar formate dintr-o sin 
gură lamină respectiv trei lamine, ambele la temperatura de şoc do 1()()"6' 
şi după t = 0,001125.9 de la aplicarea şocului. 

Figurile 5.9 şi 5.10 prezintă istoriile unghiului de rotire i/v,. în centrul 
plăcilor pătrate (a = b = 0 , 2 5 77i) cu o lamină, respectiv cu froi laniiiio, 
ambele plăci la temperatura de şoc de 50^C'. 

Figurile 5.11 şi 5.12 prezintă istoriile unghiului de rotire Vv hi centrul 
plăcilor pătrate (a = b = 0,25777) cu o lamină, respectiv cu ti^i lamine, 
ambele plăci la temperatura de şoc de 50^C'. 

Figurile 5.13 şi 5.14 prezintă detalii pe intervalul de timp [();(), 01], ro-
spectiv a unghiurilor de rotaţie i/'i- şi V'j/ îii centrul plăcilor pătrate {<i = l> — 
(),2577î) supuse la temperatma de şoc de 50^C', comparativ jinitru j)la( ilc 
cu o lamină şi cu trei lamine. 

Figurile 5.15 şi 5.1G i)rozintă istoriile unghiului de rotire Vv i" " ' ' ' 
plăcilor pătrate {a = b = 0,25 777 ) cu o lamină, respectiv cu h ' i laiiiui' , 
ambele plăci la temperatiua de şoc de 
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Figurile 5.17 şi 5.18 prezintă istoriile unghiului de rotire în centrul 
plăcilor pătrate (a = b = O, 257n) cu o lamină, respectiv cu trei lamina, 
ambele plăci la temperatura de şoc de 75®C. 

re-Figurile 5.19 şi 5.20 prezintă detalii pe intervalul de timp [0,0,01 
spectiv a unghiurilor de rotaţie t/̂ j. şi ipy în centrul plăcilor pă( vatc [a = b = 
0,25m) supuse la temperatura de şoc de 75®C, comparativ pent ru pla( il(> 
cu o lamină şi cu trei lamine. 

Figurile 5.21 şi 5.22 prezintă istoriile unghiului de rotire (/'.̂  în centrul 
plăcilor pătrate (a = 6 = O, 257n) cu o lamină, respectiv cu trei lamine, 
ambele plăci la temperatura de şoc de lOO^C. 

Figurile 5.23 şi 5.24 prezintă istoriile unghiului de rotire în centrul 
plăcilor pătrate (a = 6 = O, 257n) cu o lamină, respectiv cu trfn lamine, 
ambele plăci la temperatura de şoc de lOO^C. 

re-Figurile 5.25 şi 5.26 prezintă detalii pe intervalul de timp [0,0,01 
spectiv a unghiurilor de rotaţie xJjx şi V'y îî  centrul plăcilor pătrate (a = b ~ 
O, 25m) supuse la temperatura de şoc de lOO^C, comparativ i)entiu plăci ( u 
o lamină şi cu trei lamine. 

a. Figurile 5.27 şi 5.28 prezintă detalii pe intervalul de timp [0;0,01 
unghiului de rotaţie ipx în centrul plăcii pătrate (a = 6 = O, 2577?) (oinparativ 
pentru trei temperaturi de şoc 50^C, 75"C' şi lOO^C, respectiv prnim plă( i 
cu o lamină şi cu trei lamine. 

a Figurile 5.29 şi 5.30 prezintă detahi pe intervalul de tim[> [^,0,01 
unghiului de rotaţie |̂)y în centrul plăcii pătrate (a = 6 = O, 257??) c()uii)arativ 
pentru trei temperaturi de şoc 50®C, 75®C' şi lOO^C, respectiv pf nlru pbu i 
cu o lamină şi cu trei lamine. 

Figurile 5.31 şi 5.32 prezintă istoriile tensiunii Gx corespunzăl.ot plăcilor 
pătrate {a = b = 0,2577?) cu o lamină şi cu trei lamine la o t( in]>eratură 
de şoc 6 = lOO^C, în centrul feţei inferioare opusă celei a şn- ului termic, 
respectiv pe intervalele [0;(),05) şi [0;0,01) (detaliu). 

Figurile 5.33 şi 5.34 prezintă istoriile tensiunii a^y corespuiizăifu plnciKv 
pătrate (« = 6 = 0,25777) cu o lamină şi cu trei lamine la o tonipei atură 
de şoc 6 = lOO^C, în centrul feţei inferioare opusă celei a şocului termic, 
res})ectiv pe intervalele [0;0,()5] şi [0; 0,01] (detaliu). 

Figurile 5.35 şi 5.36 prezintă istoriile tensiunii cr̂  coresi)unzăf oi pi u il"i 
pătrate (a = 6 = 0,25777) cu o lamină şi cu trei lamine la o l' jujx-iatuiă 
de şoc 6 = lOO^C, în centrul feţei inferioare oj)usă celei a şor ului termir, 

57 

BUPT



respectiv pe intervalele [0;0,05] şi [0; 0,01] (detaliu). 
Figurile 5.37 şi 5.38 prezintă istoriile tensiunii (jŷ  corespunzal.or plăcilor 

pătrate {a = b = 0,2577?,) cu o lamină şi cu trei lamine la o temperat MI ă 
de şoc 9 = lOO^C, în centrul feţei inferioare opusă celei a şocului tcrinir, 
respectiv pe intervalele [0;0,05) şi [0;0,01] (detaliu). 

Figurile 5.39 şi 5.40 prezintă istoriile tensiunii cr̂ j. corespunzăl or plă( iloi 
pătrate [a = b = O, 257n) cu o lamină şi cu trei lamine la o teiiiporatu! ă 
de şoc 6 = lOO^C, în centrul feţei inferioare opusă celei a şocului termi(, 
respectiv pe intervalele [0;0,05] şi [0;0,01] (detaliu). 

Din examinarea diagramelor, reese o concluzie evidentă şi anume că atâl 
deflexia w, cât şi unghiurile de rotaţie V'r şi V'y sunt proporţionale cu l.ciu 
peratura în orice moment al timpului. 

Comparând diagramele realizate pentru plăcile cu o lamină, respecţi 
cu trei lamine, ambele la aceeaşi temperatură de şoc se constat ă că foni i n 
curbelor şi comportarea în timp este diferită atât pentru dcfl' xia w, cfit şi 
pentru unghiurile de rotaţie {ipx^i'y) §i tensiuni (c^j.,cr^-y,cr^,a^.,.). 

De cLsemenea, examinând diagramele din figurile 5.31, 5.33, 5.35, 5.37 .fi 
5.39 se constată că pe intervalul [0;0,05] tensiunea cea mai ^(Munificativă 
este urmată în ordine descrescătoare a importanţei de rr̂ y, rr̂ ., a,, si 
^xy 

Se observă că pe direcţia unde rigiditarea este mai mare, modulul tensi 
imii atinge un maxim de asemenea mai mare. 

Metoda care stă la baza programului conceput, foloseşte tf^lniica modală 
combinată cu aproximarea printr-o serie trunchiată a temperai urii. 

S-a constatat o foarte bună convergenţă şi rezultatele obţinute pentiu 
deflecţia w sunt apropiate de cele ale lui Huang şi Tauchert. [1092] penlui 
cazul plăcii plane. 
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w (iniii) 2 

- 2 

-1 

a = .25m 
6 = .25m 

0= 50"C 
0= 75OC 
O = 100°C 

o 0 .005 0.01 0 .015 0.02 0 .025 0 .03 0 .035 0.04 0.045 0.05 
T i m p u l (s) 

Fig. 5 1 Istoriile dcflexiei w in centrul plăcii cu o s ingură lamină, pentru trei temperaturi de şoc diferite. 

16 

1.4 

1 . 2 

1 

w (mui) O.b 

0.6 

U.4 

0.2 

O 

« = .25m O z 50Og 
6=.25m o^^Q^fc 

O 0 005 0.01 0 .015 0 02 0 025 0 03 0 .035 0 04 0 045 0 05 
T impul (s) 

1 iţ̂  5 J Uliiriilc dcllcxii i w in centrul pl ic i i cu troi laminc, pentru trei teniperaturi tle şoc dilcriti-
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w (mm) a = 0 . 3 m 
b = 0 . 2 m 
e = lOO^C 

30 

Fig. 5.3. Suprafaţa deflexiei w a plăcii cu o lamina la m o m e n t u l t = .004 s. 

w ( m m ) a = 0 .3m 
b = 0 .2m 
6 = 100°C 

30 

Fig 5.4. Suprafaţa defiexiei w a plăcii cu trei lamina la momentu l t = 0.004 s. 
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w (mm) a = 0 .3m 
b = 0 .2m 
e = ioo°c 

Fig. 5.5. Suprafaţa deflexiei w a plăcii cu o lamina la momentu l t = .00825 

w ( m m ) a = 0 .3m 
b = 0 .2m 
e = ioo°c 

30 

Fig. 5.6. Suprafaţa deflexiei w a plăcii cu trei lamine la momentul t = 0 .00825 
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w (mm) a = 0 . 3 m 
b = 0 . 2 m 
6 = IGÔ C 

30 

Fig. 5.7. Suprafaţa deflexiei w a plăcii cu o lamina la m o m o m e n t u l t = .01125 s. 

\v ( m m ) a = 0 .3m 
b = 0 .2m 
e = loo^c 

30 

Fig 5.8. Suprafaţa deflexiei w a plăcii cu trei lamine la momentu l t = 0 .01125 s. 
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V'x- X lu-

0 0 .005 0.01 0.015 0 .02 0 .025 0 .03 0 .035 0.04 0.045 0.05 
T i m p u l (s) 

Fig. 5.9. Istoria unghiului de rotaţie il'x 'n centrul plăcii cu o lamina. 

Vv X 10^ - l -

O 0 005 O.Ol 0 015 0 02 0.025 0 .03 0.035 0.04 0.045 0 05 
'riin|>ul (s) 

rift 5 10. Istoria iingliiuliii de rotaţie V r "i (ciitrul plăcii cu trei lainine 
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>l'y X K)'^ 

O 0.005 0.01 0 .015 0 .02 0 .025 0 .03 0 .035 0.04 0.045 0.05 
T i m p u l (s) 

Fig. 5.11. Istoria unghiului de rotaţie î/'y centrul plăcii cu o lamina. 

U 0 005 0.01 U.015 0.02 0 .025 0 .03 0.035 0.04 0.0-15 0.05 
T i m p u l (s) 

l'ig 5 12 Istoria unghiului il<; rotaţie i/'y ui centrul plăcii cu trei lamim-. 
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i/'x X 10'' 

o 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 
Timpul (s) 

Fig 5.13. Istoriile unghiului de rotaţie xp̂  ÎN centrul plăcii la temperatura 6 = 50®C. 

Xl'y X lÛ  

0 001 0 .002 0 .003 0.004 0 .005 0 .006 0.007 0.008 0.009 0 01 
Tiin|>ul (s) 

l ig 5 14. Istoriile unghiului de rotaţie 4'y centrul |)lăcii la temperatura O = 
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V'x X 10'' 

o 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 
T i m p u l (s) 

Fig. 5.15. Istoria unghiii lui de rotaţie xl>j: in centrul plăcii cu o lamina. 

(/'. - IU- -1.5 -

O 0.005 O.Ul 0 .015 0.02 0.025 0 03 0 .035 0.04 0.045 0.05 
'l iiiipul (s) 

l'ig 5.16 Istoria ungliiului tic rotaţii- i/'̂  in centrul |)lăcii cu trei lamine 
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0.005 0.01 0 .015 0.02 0 .025 0 .03 0.035 0.04 0.045 0.05 
T i m p u l (s) 

Fig. 5.17. Isloria unghiului de rotaţie ipy iu centrul plăcii cu o lamina. 

1 r 
a = .25m 
b = .25m 
d = 75"C 

O 0.U05 0,01 0 .015 U.02 0 .025 0 .03 0 .035 0.04 0.045 0.05 
T impul (s) 

l'ig 5 18 Isloria unghiului ilc rotaţie (/•„ in ctnlrul plăcii cu trei laitiine. 
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i/'x X lU'^ 

o 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 
T i m p u l (s) 

Fig 5 19. Istoriile unghiului de rotaţie ijjx în centrul plăcii la temperatura de şoc 9 = I b ^ C . 

O 0001 0,002 0.003 0.004 0 005 0.006 0.007 0.008 0.009 0 01 
Timpul (s) 

l ig 5 "JO Istoriile uiighiului de rotaţie il'y in centrul plăcii la temperatura de şoc O = 
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( / . , X lO'̂  -5 

O 0 .005 0.01 0 .015 0 .02 0 .025 0 .03 0 .035 0.04 0.045 0.05 
T i m p u l (s) 

Fig. 5 .21. Istoria unghiului de rotaţie tĵ x in centrul plăcii cu o lamina. 

(/V X lU- -2 -

O 0 005 O.Ol 0 .015 0.02 0 .025 0 .03 0 .035 0.04 0.045 0 0 5 
T i m p u l (s) 

Fig 5 22 Isteria uiigliiului dt- rotaţie i/'ĵ  iii emiru l plăcii cu trei laniine 
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î/v X 10' 

O 0.005 0.01 0 .015 0.02 0 .025 0 .03 0.035 0.04 0.015 0.05 
T i m p u l (s) 

Fig. 5.23. Istoria ungliiului de rotaţie în centrul plâcii cu o latTiiiin. 

-0 .5 

f/'v X 10^ -1.5 -

O 0,005 O.OI 0 .015 0.02 0 .025 0 .03 0 .035 0 01 0 015 O.O.") 
T impul (s) 

Fig. 5.24. Istoria unghiului de rotaţie j/'y centrul plăcii cu trei Imin'^ 
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X 10'^ 

0.001 0 .002 0 .003 0 .004 0 .005 0 .006 0 .007 0 .008 0.009 0.01 
T i m p u l (s) 

Kig. 5 25. Istoriile unghiului de rotaţie în centrele a două plăci la temperatura de şoc 6 = lOO'^C. 

O 0.001 0 .002 0 .003 0 .004 0 .005 0 .006 0 .007 0 .008 0.009 0.01 
T i m p u l (s) 

l'ig f) 21) Llurii le unghiului de rotaţie i/'^ in centrele a douâ plăci la temperatura de şoc O = lOO'Yy. 
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(/•-, X 1 0 -

0 O.OOl 0 .002 0 .003 0.004 0.005 0 .006 0.007 0 .008 0.009 0.01 
T i m p u l (s) 

l'ig. 5 27 l-sloriile unghiului de rotaţie ^'x centrul plăcii cu o lamina la temperaturi de şoc diferite. 

15 -
V'V X 10̂  

:{5 L--
0 0 001 0 .002 0 .003 0.004 0 .005 0 .006 0.007 0.008 0.009 OUI 

T i m p u l ( s ) 

I if; :> JJS l.^lijriilf u n g h i u l u i d c r o t a ţ i e i/'^. in c e n t r u l p lăc i i cu trei l a i i i i n e la t e m p e r a t u r i d e ^oc d i f e r i l e 

1 7 2 
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o 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 O.Ol 
Timpul (s) 

i ig ;'» '.t\) l.-iloriile unghiului de rotaţie in centrul plăcii cu o lamina la temperaturi de şoc diferite. 

0 5 

X 
1.5 

-2 

2 5 

o = 75OC 

0 0 001 0 002 o.oo;i 0.00-1 0 .005 0 .006 0 .007 0 .008 o.ooy 0 0 1 
Timpui (s) 

I U) l.-l>>mlc- iingliiuliii Jc rotaţie ii>y 111 ct nlrui plăcii cu Irci laiiiine ptiilru teiiiperaluri de .-jcjc diIVriti-
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0.4 
0 .005 0.01 0 .015 0.02 0 .025 0 .03 0 .035 0.04 0.045 0.05 

T i m p u l (x) 

l'ifi, 5 :jl l.-jtoriile tensiunii (Jj,. în centrul plăcii pe fa^a inferioară la temperatura de şoc O — lOO'^C 

a , X 10 
{.\/nr) 

U.OOl 0 .002 0 .003 0.004 0 005 0 .006 0 .007 0 008 O.OOSJ 0.01 
'I impui (s) 

l .'» iJ l.̂ t./iiilc it nsiuiiii cr̂ . ni centrul |)lăcii pe fâ a inferioară la temperatura de şoc O — lOU"̂  ' (detaliu). 
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a = .25m 
b = .25m 

placă cu o lamina 
placă cu trei lamine 

0.003 1 

a, ,, X 10 '0 002 
( N / n . ' ) 

0 . 0 0 1 

0 0 0 1 -

0.002 
O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 

Timpul (s) 

I 5 33 lotoriile tensiunii în centrul fe^ei inferioare a plăcii la temperatura de şoc O — lOO^C. 

0 . 0 0 6 

O 005 -

0 004 -

O 003 

n . , , IU ^̂  

(.V////-) 0 002 

O 001 

O 001 
O 0 001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0 007 0.008 0.009 0 01 

Ti[n|>ul (s) 

1 ii'. '.) ;i I I .i..iiilo Uiisiunii cr̂ .y in centrul fĉ ci inferioare a plăcii la temperatura de ôc O — lUÔ T̂' ((K laliii) 
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rr̂  X 10 

(A'/'"') 

a = .25m 
h = .25m 

placă cu o lamina 
placă cu trei lamine 

0 .005 0.01 0 .015 0 .02 0 .025 0 .03 0 .035 0.04 0.045 0.05 
T i m p u l (s) 

O 

1 ig 5 35 Istoriile tensiunii Gy în centrul fe^ei inferioare a plăcii la temperatura de şoc O = 100"C. 

(.V/.W-) 

t) U5 

0 1 
l) 15 

a — .'lf)m 
b = rl^ui 

placă cu o lariiină 
placă cu trei lamine 

I iK r. : 1 

O 0 001 0 .002 0 003 0.004 O 0U5 0 .006 0 007 0.008 0 009 0 01 
T impul (s) 

• tiilo teiisiiinii a^ in centrul fc^ei inferioare a (ilăcii la temperatura de şoc 6 = (tlelaliu). 
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X lu '-̂  

-a 

a = .25m 
b = .25m 

placă cu o lamina 
placă cu trei lamine 

O 0 .005 0.01 0 .015 0.02 0 .025 0 .03 0.035 0.04 0.045 0.U5 
T i m p u l (s) 

l'ili .') '.n Iriloriile tensiunii ay^ în centrul fe^ei inferioare a plăcii la temperatura de şoc O = lOO^'C. 

O UUOl 0 002 0 003 0.004 0 .005 0.006 0 .007 0.008 0.009 O Ol 
Timpul (x) 

I ig, •« Utili iilo tensiunii (Ty. in ccntrul fc^ci infi-rioan- a plâcii la temperatura tle ^uc O = lOO'^r* («li ialiii). 
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- 9 
^zx X 10 

(yv/m )̂ -l 

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.01 0.015 o.or) 
T i m p u l (s) 

Fig. 5.39. Istoriile tensiunii in centrul feţei inferioare a plăcii la temperatura de şr)r O — lOO'V '. 

rT„. X 10"^ -1.5 

(yV/rn̂ ) 

O 0.001 0.002 0.003 O.OOi 0.005 0.006 0.007 O.Of̂ H OOOî) 
rimpiil (s) 

l ift 5.10. Istoriile tensiunii â ^ in rrntrul feţei inferioare a plârii la temperatura (\r y^r O — I I I . i:,. \ 

177 

BUPT



CAPITOLUL VI 

OBSERVAŢII. CONTRIBUŢII. CONCLUZII. 

Sliicliul comportamentului dinamic al plăcilor din materiale compozite 
f̂ i în [)arti(:ular al celor stratificate cu fibre lungi este destul de complex, în 
condil^ii de şoc termic. 

A( Ccistă lucrare nu reprezintă decât o etapă în cercetarea realizată asupra 
îuatcrialclor compozite în cadrul catedrelor de Mecanică şi Rezistenţa ma-
l(;rial(:l.>r ale Universităţii „Politehnica" din Timişoara, începând cu anul 
1984 (Ic către autorul prezentei teze şi conducătorul său ştiinţific. 

W/i i)r(;zenta în continuare sintetic, rezultatele obţinute în fiecare capitol 
cu suliliiiierea contribuţilor mele. 

TcMiipcratura este un parametru ce poate modifica semnificativ cornpor-
lairichliil îu timpul utilizării al structurilor realizate din materiale com-
[)ozilc. 

Ca|)iL(jK'le I şi II sunt consacrate tocmai studierii din punct de vedere teo-
rcl ic a dinamicii plăcilor subţiri elastic laminate în care se ia în considerare 
c aini)ul de temperatură. 

In ( apil(;liil I consacrat dinamicii plăcii subţiri termoelastic laminată, 
prin( i|jaK;lc contribuţii ale autorului sunt: 

• di ducerea ecuaţiilor dinamicii termoelasticităţii plăcii subţiri termoe-
lasl it laminată sub formă matricială; 

• l icrea condiţiilor pe frontiera laterală a plăcii sub o formă destul de 
genei <il A; 

• iiilrixliicerea noţiunilor de cauză externă, proces admisibil, câmp de-
phisaii' - temperatură şi câmp deplasare - temperatură admisibil pentru 
piaeâ ^.ubţire termoehistic laminată; 

• caracterizarea problemei mixte a plăcii subţiri termoelastic laminată 
( u ajutorul ilei)lasărilor şi a temperaturii; 

• lonnularea problemei dinamicii plăcii subţiri termoelastic laminată cu 
.ijulorul i)r()dusului de convoluţie; în ecuaţiile de bază sunt încorporate şi 
( uudi(,iiK iniţiale; 

• c ai cit t(irizarea plăcii subţiri liniar termoelastic laminată cu ajutorul 
(eusiunii şi a fluxului de căldură; 

• Ne dă o formulare variaţională cu ajutorul i)rodusului de convoluţie, 
U nreiiia 1.8.1 când funcţionala conţine câmpul deplasare - temperatură ca 
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fiiiK tji independente şi teorema 1.8.2 când conţine întregul proces adnaisibil 
cu elementele sale ca funcţii independente; 

• demonstrarea unei teoreme de existenţă şi unicitate pentru dinamica 
plăcii subţiri liniar termoelastic laminată, încastrată pe marginea laterală -
iar ca necesitate pentru aceasta, în prealabil s-au demonstrat trei propoziţii 
jji pati u leme; 

• j)] incipii de minim în dinamica plăcii subţiri liniar termoelastic lami-
nată, inidc principalele rezultate obţinute sunt: construirea unei funcţionale 
în doiiieniul Laplace; două teoreme în domeniul transformatei Laplace, prin-
(•il)iul de staţionaritate şi principiul de minim în domeniul transformatei 
f.aphue exprimate respectiv prin teoremele 1.10.1 şi 1.10.2; considerând 
ni.̂ te si)aţii de funcţii convenabil alese şi construind o funcţională în dome-
niul Liiiipvilui s-a obţinut principiul de minim în domeniul timpului exprimat 
prin teoiema 1.10.3. 

Ca])itoiul al Il-lea consacrat propagării undelor în placa subţire liniar 
( (u ino(;lastic laminată conţine următoarele contribuţii principale: 

• definirea curbei de discontinuitate tare (undă de şoc) care se propagă 
într o placă subţire liniar termoelastic laminată; 

• di;finirea intensităţii saltidui undei de şoc care se propagă în placa 
subţire liniar termoelastic laminată; 

• sl.abiliiea condiţiei de propagare a undei de şoc care se propagă în placa 
siibţic. liniar termoelastic laminată exprimată prin teorema 2.2.1; variaţia 
inii;nsităţii undei de şoc exprimată prin teorema 2.2.2, care de-a hnigul 
hicarai teristicelor se exprimă printr-o ecuaţie diferenţială foarte simplă dată 
în cadiul teoremei 2.2.3; 

• definii curbei de discontinuitate slabă (undă de acceleraţie); 
• definirea intensităţii undei de acceleraţie într-o placă subţire liniar 

leruio* lastic laminată; 
• .stabilirea condiţiei de propagare a undei de acceleraţie care se propagă 

in [>la( a subţire liniar termoelastic laminată, exprimată prin teorema 2.3.1; 
variaţia intensităţii undei de acceleraţie exprimată prin teorema 2.3.2, care 
de-a lungul bicaracteristicelor are aceaşi formă ca şi în cazul undei de şoc 
ilar cu loefic ienţi diferiţi (teorema 2.3.3); 

• s a studiat propagarea luuUîlor armonice plane într-o placă subţire; 
s-a obt^inut ecuaţia dispersiei undelor; 

Ca|)ilijlul al III - lea este dedicat studierii i)lăcii subţiri vâscoelastic lami-
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nată. Dintre principalele contribuţii obţinute de mine în acest copitol am-
intesc: 

• stabilirea sub formă matriceală a ecuaţiilor dinamicii i>lnrii sHl)(̂ iri 
liniar vâscoelastic laminată; 

• introducerea noţiunilor de cauză externă, proces admişii «il fţi ( âmp 
deplasare admisibil pentru placa subţire liniar vâscoelastic laminată; 

• formularea în deplasări a problemei dinamice a plăcii sul'î^iri liniar 
vâscoelastic laminată; 

• stabilirea unei teoreme de reprocitate (teorema 3.5.1) utilizând pro-
dusul de convoluţie; 

• formularea variaţională cu ajutorul produsului de convoluţie a dina-
micii plăcii subţiri liniar vâscoelastic laminată exprimată prin teoroina 3.G. i 
când deplasările, deformaţiile şi tensiunile sunt funcţii indepcp 'UMI'Î  peniIn 
funcţionala construită şi teorema 3.6.2 când numai deplasările admişii '.Ir 
sunt funcţii independente pentru funţionala construită; 

• studiul existenţei şi unicităţii soluţiei problemei mixte a dinamicii 
plăcii subţiri vâscoelastic laminată; formularea variaţională a pioMrmoi în 
acest caz; stabilirea şi demonstrarea teoremei de existenţă şi unif:i(,a(.(̂  (l(u) 
rema 3.7.1); 

• principii de minim în dinamica plăcii subţiri liniar vâscorla,' tic lami-
nată, unde principalele rezultate obţinute sunt: construirea unei funcţionalf> 
în domeniul Laplace; două teoreme în domeniul transformatei Lai>1'ir(\ priîi-
cipivd de staţionaritate şi principiul de minim în domeniul transfoimal' i 
Laplace exprimate respectiv lU'in teoremele 3.8.1 şi 3.8.2; consid( rmid nişt e 
spaţii de funcţii convenabil alese, construind o funcţională în donu ninl tim-
I)idui s-a obţinut principiul de minim în domeniul timpidui oxpiiniat j>i in 
teorema 3.8.3. 

• am introdus transformatele integrale ,,EC" şi ,,ES"; accslc tiansior-
mate integrale au fost utilizate pentru aflarea răspunsului dinamic al pla» ii 
vAscoelastice. 

Capitolul al IV-lea consacrat propagării undelor în placa subl^irc liniar 
vâscoebistic laminată conţine următoarele contribuţii p r i n c i p a l e : 

• definirea curbei de discontinuitate tare (undă de şoc) care sr piopnj^ă 
într-o placă subţire liniar vâscoelastic laminată; 

• definirea intensităţii saltului undei de şoc care se piopaiv' în |>la'a 
subţire liniar vâscoelastic laminată; 
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• stabilirea condiţiei de propagare a undei de şoc în placa su1>l̂ irc liniar 
vâscoelastic laminată exprimată prin teorema 4.2.1; variaţia intensită(,ii un-
dei de şoc exprimată prin teorema 4.2.2, care de-a lungul bicaractcrist icclor 
se exprimă printr-o ecuaţie diferenţială foarte simplă dată în cadrul tcorruici 
4.2.3; 

• definirea curbei de discontinuitate slabă (undă de acceleraţia^) cmc se 
propagă într-o placă subţire vâscoelastic laminată; 

• definirea intensităţii undei de acceleraţie într-o placă subţire liniar 
vâscoelastic laminată; 

• stabilirea condiţiei de propagare a undei de acceleraţie în placa subţire 
vâscoelastic laminată, exprimată prin teorema 4.3.1; variaţia intensităţii 
undei de acceleraţie exprimată prin teorema 4.3.2, care de a lungul bi( a-
racteristicelor are aceeaşi formă ca şi în cazul undei de şoc, dar (oefic icnţi 
diferiţi (teorema 4.3.3); 

Capitolul V face o analiză numerică a plăcii subţiri elastic laiiiiiiate 
când aceasta este supusă de exemplu pe faţa superioară la şociui t( imice 
de diferite temperaturi {0 = 50"C', 75°C', 100*^6'). în acest scop s a elaborat 
programul DINPLTEL cu ajutorul căruia se pot obţine în orice [xuicl al 
plăcii dreptunghiulare simplu rezemate, deflexia transversală, vuifj,liiuj ilĉ  de 
rotaţie, precum şi tensiunile, când placa este supusă la un şoc de tempe-
ratură. 

In cadrul acestei teze de doctorat am încercat să aduc câteva contribuiţii, 
în special în domeniul teoretic, privind dinamica plăcilor subţiii l.rimoc-
lastic laminate şi a plăcilor subţiri liniar vâscoelastice. Se poate xcdoa 
că redusă chiar la unele cazuri particulare, problema tratată df\shil 
de spinoasă. Prin formulările pe care le-am dat, am deschis însă calra 
unor noi cercetări care să elvu ideze comportarea altor tipuri de stiucluii de 
rezistenţă, în condiţii poate şi mai complexe. 

• * + 
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