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INTRODUCERE

Diverse probleme din teoria semanticilor limbajelor de programare, teoria jocurilor.
teorta controlulur optimal, lingvisticd, matematicd economicd, fizicd, teoria perceptiei.
aphicatnle proceselor stochastice etc., au impus studiul categoriilor de multimi structurate, in
care mortismele sunt relatii ori corespondente (functii multivoce) compatibile cu structura
faya numitele categorii ordonate concrete). Instrumente esentiale in asemenea domenii s-au
devediva ti mitele (proiective ori inductive), in special in tehnicile de aproximare, dar si in
wsohvarea ccuatitlor de domeniu semantic pentru limbajele de programare concurente. Din
ravate proprietatile categoriale in aceste situatii sunt sdrace: categoriile ordonate concrete nu
it de cele mai multe ori. egalizatori, coegalizatori, uneori nici chiar produse, ori coproduse
:t. drept urmare. pentru asigurarea existentei limitelor apar ca necesare conditii greoaie si
restrictive. in pofida existentei unor “‘candidati naturali” la aceste titulaturi — candidati care
~atistac cerintele problemelor practice (vezi [Ber.69], [Cho.58], [Hen.50], [HP.79], [HS.54].
IMa T4 Ma 73] [Met.63]. [Plo.76], [Pro.56], [Sch.69a], [Sch.69b], [St.64]. [Top.72].
Vs 71 [Wan.75]). Aceastd inadecvare a conceptelor categoriale provine din faptul ci in
detimirea lor este preponderent punctul de vedere ecuational; inlocuirea relatiilor de egalitate
cwrelani de ordine intre morfisme, relafii compatibile cu compunerea acestora, aduce o
nuantare a acestor concepte, raspunde deseori cerinelor aplicative, dar natura extracategoriala
+ notiunior generalizate astfel impune o abordare diferita de cea categoriala.

feona categoriilor cu aproximare (a-categorii) al cirei promotor este E.M.Bertin
olerd o asemenea tlexibilizare a metodelor categoriale. O a-categorie concreti este o categorie
ordonata concretad unde, respectand comportarea unor procese de aproximare numerici.
funchile apar ca o clasi “ideald” de morfisme — morfismele stricte — iar functorii (implicit si
sestemele proiective, inductive, sau, mai general diagramele si codiagramele) devin a-functori
treo a-tunctorul Forespectd relatiile de forma F(a)F(b)cF(ab), pentru orice morfisme
~ompozabile a 31 b): in acest context. de exemplu, existenta limitelor proiective, limite care
varitica o proprietate de universalitate relativ la morfismele *

ideale”, nu atrage existenta

“wadizatortfor. nici chiar a produselor, in schimb “candidatii” amintiti sunt limite proiective

d-vitezonale autentice. Intr-o asemenea abordare sistemele proiective ori inductive analizate
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in lucrarile anterior citate au limite, fard conditii restrictive, iar constructia lor este simpla si
cleganta.

Totusi, uneori limitele proiective a-categoriale nu sunt suficient de fine in abordarea
procedeelor de aproximare, nici in rezolvarea ecuatiilor de domeniu. Defectul unei asemenea
constructil constd in lipsa unui analog al caracterizarii limitelor proiective prin intermediul
produselor si egalizatorilor. E.M.J.Bertin, [Ber.75b], introduce notiunea de limitd tare a unei
diagrame (mai generala decat limita categoriald, dar mai restrictiva decét cea a-categoriald) si
o generalizare a notiunii de egalizator — cea de nivelator al unei 1-diagrame. Astfel, folosind o
constructie speciala — diagrama nivelata asociata unei diagrame — el introduce asa numitelc
a-categorii constructive, unde este valabil analogul a-categorial al teoremei categoriale clasice
Je caracterizare a limitelor proiective cu produse §i egalizatori: Intr-o asemenea a-categoric
limita proiectiva a unei diagrame se obfine ca nivelatorul diagramei nivelate asociate.

In aceasta teza prezentim citeva dintre rezultatele autorului privind existenta
hmntelor in a-categorii concrete uzuale (vezi lista a-categoriilor analizate), posibilitatea
Itaririi acestora cu teoreme de constructivitate §i unele probleme conexe. Fiecare dintre cele
opt paragrafe incepe cu un rezumat al problematicii abordate si o raportare la literatura
Jdomenulur,

In primul paragraf introducem terminologia utilizata si prezentam cateva rezultatc
cunoscute (fara demonstratii) din teoria a-categoriilor necesare in urmatoarele sectiuni.

Tehnica obiectului inifial in raport cu familii de obiecte si morfisme in a-categorn
bogate utilizatd in [Ber.71] pentru demonstrarea existentei limitelor proiective de subspatii i
mortisme impune superior bicompletitudinea a-categoriilor respective, conditie care. dupa
cum subliniem constant pe parcursul lucrarii, se realizeaza rar (in a-categoria multimilor
(Ec. Ef) i in cateva a-categorii de spatii topologice si corespondente continue). in cel de-al
dotlea paragrat extindem aceasta tehnica in a-categorii prebogate (pe care se poate defini un
tunctor izoton fidel la stanga intr-o a-categorie bogata superior completa la stanga, [DK.98a]).
Deoarece de reguld categoria morfismelor stricte C’, poseda produse care dau posibilitatca
reprezentarn oricdrei diagrame discrete din a-categoria (C, C*), formalizam aceasta calitate in
(crmenn produselor stricte, [DK.98b], aratand ca intr-o a-categorie cu asemenea produse s¢

poate stabih un izomorfism de ordine intre familiile invariante ale oricarei diagrame Iy
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INTRODUCERE

familnle nvariante ale diagramei nivelate G asociate acesteia, iar reprezentabilitatea
diagramel G atrage reprezentabilitatea diagramei F; aceste rezultate ne faciliteazd punerea in
ovidentd o unei clase largi de a-categorii cvasiconstructive: a-categoriile la stinga cu produse
sticte in care  1-diagramele sunt reprezentabile. in plus, aritim ci superior tare
completitudinea la stanga a unei a-categorii cu limite proiective atrage existenta limitelor tari,
ceea ce dd posibilitatea reprezentdini diagramelor si stabilini unui rezultat des utilizat in
continuare: orice a-categorie superior tare completi la stdnga (nu neaparat concretd) cu
produse stricte si hmite proiective este constructivd. Dam de asemenea citeva conditii
~uliviente (din [Da.83b] si [Da.86b}) pentru superior bicompletitudinea unor bicategorii.

De multe ori a-categoriile concrete (introduse in [Bun.85]) se scufunda izomorf si
soten ina-categoria multimilor. Este motivul pentru care in paragraful al treilea am insirat
vateve proprietatt ale corespondentelor, caracterizind monomorfismele, epimorfismele.
werractele 51 osectiunile din categoria Ee prin intermediul selectiilor stricte si in termeni de
sumiunivocitate, respectiv univocitate. Am stabilit de asemenea structura limitelor proiective
A Fe din cazul existentel acestora) si legatura cu limitele proiective din a-categoria (Ec. EN
'care exista intotdeauna) in cazul diagramelor conservative. in plus am analizat o clasi de a-
walegoril concrete care posedd un generator punctual — conditia (3.1) - fatd de care limitele
protective ale imaginilor diagramelor prin functorul de subiacentd verifica o conditie de
regulantate relativ la morfismele stricte — conditia (3.2) - (conditie necesara si suficienta
pentru exastenta limitelor proiective) dovedind cvasi-constructivitatea lor; adaugind celor
Joua condiui superior completitudinea si impunand ca functorul de subiacentd sa comute cu
reuniuntle de mortisme — conditia (3.3) ~ am demonstrat constructivitatea acestor a-categorii.
in final. utilizand aceste rezultate am extins teoremele de existentd a limitelor in a-categorii de
spalit masurabile generalizate din [Ber.76], [Ber.77] si [Bun.85], cele din [St.64], [Ber.71].
tLop 721 51 [Ber.75b] pe a-categorii de spatii topologice $i corespondente continue si cele din
|DB.86a]. [DB.86b] si [DR.86a] pentru a-categorii de multimi ordonate si de corespondente
t7otone in sensul Jui T.B. Muenzenberger si R.E. Smithson.

n cel de-al patrulea paragraf stabilim dualele a-categoriale ale unor a-categorii la
dreapta de latici distributive cu prim si ultim element (numite aici algebre prebooleene) in

‘nexiune cu a-categoriile la stinga de spatii masurabile generalizate (care au limite
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INTRODUCERE 7

proiective, conform teoremelor 3.36. si 3.38.) de asa maniera incit functorii de dualitate sa
comute cu limitele a-categoriale. inlocuirea functiilor cu corespondentele masurabile distruge
dualitatea categoriald rezultatd din teoremele de reprezentare ale lui Birkhoff si Stone din
cauza comportarii nesatisficitoare a acestor corespondente fatd de intersectii i
complementari. Totusi, renuntdnd la compatibilitatea standard a morfismelor laticeale in
raport cu intersectia, gasim “cele mai largi” a-categorii de algebre prebooleene, respectiv de
spatii masurabile generalizate care au limite §i pentru care functorii uzuali de dualizare
comuta cu acestea. Ddm, de asemenea, teoreme constructive de existentd a limitelor inductive
in a-categoriile la dreapta de algebre prebooleene, caracterizéri ale limitelor proiective in
dualele a-categoriale ale acestora si citeva exemple netriviale de aplicare a acestor rezultate.

Corespondentele omomorfe sunt cazuri particulare de relatii omomorfe (generalizar
corcspondentiale ale omomorfismelor de algebre), relatii al caror studiu a fost initiat de
B.7clinka. Aplicatiile acestora in cele mai diverse domenii ne-au determinat sa analizam
citeva a-categoril in care morfismele sunt corespondente omomorfe in urmatoarele tre
seetiuni.

Paragraful al cincilea este dedicat studiului categoriei ordonate a grupurilor i
corespondentelor de grupuri, Ge, respectiv al catorva a-categorii de grupuri. Deoarece multe
a-categorii la stdnga in care obiectele sunt grupuri cu multioperatori se scufunda izomortf in
a-categoria grupurilor (Ge, Gf), am caracterizat citeva tipuri de morfisme speciale. am
dovedit existenta coegalizatorilor, am dat conditii necesare si suficiente pentru existenta
cealizatorilor, conditii de existenta a limitelor proiective din Ge si legatura lor, in situatii
speciale. cu limitele proiective din (Ge, Gf) (limite care existd intotdeauna) si am demonstrat
constructivitatea acestei a-categorii. in final am caracterizat corespondentele de grupuri
ordonate si am dat condifii necesare si suficiente de existenta a limitelor proiective in a-
ategornt de grupuri ordonate.

In prima parte din §.6. am demonstrat constructivitatea a-categoriei la stanga a
melelor (Re, Rf), iar in cea de-a doua parte am rezolvat urmatoarele probleme:

I. Fie a, ay,..,a, corespondente intre inelele asociative R si R’ astfel ca
¢t uyp.orug. SA se dea condifii pentru ca una dintre corespondentele a;..... «, 53 fie selectic

£ corespondentel o $i sa se precizeze, in aceste condifii numarul acestor selectii.
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INTRODUCERE

2. Fie a. B. v. & eRe(R.R’) astfel ca a=y+56-B, unde R si R’ sunt inele asociative; sa
se dea conditil, pentru ca cele patru corespondente s3 admita selectii in perechi.

Ultima problema a fost rezolvatd de A.Vesanen in cazul in care R=R’ este un corp
finit. «. B. vy s1 & sunt automorfisme ale acestuia, unul fiind identitatea, rezultat extins de
M Deaconescu in cazul in care a,fB,y si & sunt endomorfisme ale domeniului comutativ R,
unul fnnd automorfism. Rezultatele obtinute de noi au cateva consecinte interesante, in
special in ceea ce priveste multimea punctelor fixe ale corespondentei o in cazul R=R’.

In paragraful al saptelea am demonstrat constructivitatea a-categoriei algebrelor
nnnversale cu operatii finitare precizate §i a corespondentelor de asemenea algebre in cazul in
. a1e aceste corespondente sunt semiunivoce folosind caracterizarile acestora date de Malcev-.
¢« haida. Duda. Lambek. Findlay, Wemner. Purdea si Virag: apoi, utilizind tehnica obiectulus
mitial din 8.2 extindem rezultatul principal din [CD.87b], aritand ci a-categoria
\-modulelor (stangi) §1 a corespondentelor de A-module este constructiva si. la fel.
wcategoria. modulelor (stdngi) si a dicorespondentelor de module. [Da.88c]. respectit
a-categoria - perechilor  Jordan liniare, [DP.87]. in plus. demonstrim superior tare
-ompletitudinea la stanga a a-categoriei spatiilor local convexe si a corespondentelor continuc
'CD.87a] si. cu ajutorul fidelitatii la stAnga a functorului de subiacentd cu valori in categoria

ordonata concretd a grupurilor abeliene (via categoria ordonata concreti a R-modulelor).
Argumentam constructivitatea acesteia.

In §.8. dam cateva exemple netriviale de a-categorii aditive, [Da.97b], si demonstram
constructivitatea unor a-categorii de module si transformiari a-naturale peste a-categorii
aditive. In final prezentdm cateva rezultate privind structura a-categoriilor concretizabile:
aritam. de exemplu. ca o asemenea a-categorie (C.C”) se scufundi izomorf in a-categoria
sanoimed peste €. cd este simpld daca si numai daca este echivalentds Morita cu a-inetul
canumie peste un inel simplu §i ci este simpla si artiniana doar in cazul in care este echivalenta
Vtorita cu a-inelul canonic peste un inel cu diviziune.

Exceptand exemplele date pe parcursul lucririi nu am maj inclus aici aplicatiile
obtinute de autor in domeniul aproximdrii. De altfel, stimulati de ideile lui S.Takahashi si alc
w1 W.Forster. noi am ardtat ci teoremele clasice de tip Lax-Aubin de caracterizare a

Aenteler tpuri de convergenta prin intermediul stabilitatii $1 consistentei schemelor de
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INTRODUCERE 9

aproximare (metoda "ecuatiilor apropiate” a lui L. V. Kantorovici, a "spatiului limita discret”
a lui F.Stummel, a schemelor de aproximare date de J.L.Lions, J.P.Aubin, I.Ekeland.
(1. Marinescu, E.Schechter) admit o formulare generalizatd a-functoriald in [Da.81], [Da.82].
|Da.83.b], [Da.84], [Da.84.a], [Da.85a], [Da.85b], [Da.85¢], [Da.85d], [DK.85], [Da.86a] si
[DH.R6].

in ultimele doud decenii, prin lucrarile unor Abramski, Aczel. Hennessy, Oles.
Plotkin. Smyth, Rutten, Turi, etc. s-a impus tehnica coalgebrelor finale (cel mai mare punct
ti~ al unui endofunctor definit pe o categorie ordonata concretd) si aceea a algebrelor initialce
(cel mai mic punct fix al unui endofunctor) in studiul solutiilor ecuatiilor de domeniu. tehnict
care folosesc constant procedeele de trecere la limitd proiectiva, respectiv inductiva, in asa
numitele sisteme de perechi "scufundare-proiectie”. Nu am inclus aici nici contributiile
autorului - [Da.93a], [Da.93b] - legate de acest subiect.

Tin sd@ muliumesc conducétorului stiintific al prezente: teze, prof.dr.Borislav Crstici.
pentru sprijinul acordat la elaborarea acestei lucrari.

l'rmatoarele persoane au contribuit cu observatii si discutii utile la simplificarca unor
demonstratin:. E.MUJ. Bertin, T.Béanzaru, N.Boja, M.Deaconescu, Cs.Hatvany. [.Purdca.

3.Rendi, A.1.Rus, E. Schecter; le raman indatorat tuturor.
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Observatii asupra notatiilor

mul{imea numerelor naturale;

multimea numerelor intregi;

- multimea numerelor reale;
[a.b] -
ra.h -

intervalul inchis {xeR|a < x <b};
intervalul deschis {xeR|a<x <b}, a<b;
clasa obiectelor categoriei C;

clasa morfismelor categoriel C;

multimea morfismelor de sursa A si adresd B in categoria C:

¢ - (C(-. X) - hom-functorul contravariant uzual definit pe categoria C:

\MonC subcategoria monomorfismelor categoriei C;

FpC subcategoria epimorfismelor categoriei C;

BiC - subcategoria bimorfismelor categoriei C;

ReC subcategoria morfismelor retractabile (sectiunilor) categoriei C:
Se( - subcategoria morfismelor sectionabile (retractelor) categoriei C:
1oC subcategoria izomorfismelor categoriei C;

("= (C - este subcategorie a categoriei C;

I =1dy - mortismul identic din C(X,X).
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§.1. PRELIMINARII

in acest paragraf prezentim terminologia utilizati in urmitoarele secfiuni. Preluim
de asemenea cateva rezultate privind a-categoriile la stanga din [Ber.71], a-categoriile la
dreapta din [Ber.75a], a-categoriile (cvasi-)constructive din [Ber.75b], a-categoriile concrete
st unn functonn generalizagi din [Bun.85], 1ar cele privind algebrele si coalgebrele unor

endofunctori din [Ole.82] s1 [RT.92].

1.1. Definifii si convenfii. 1. Fie X si Y doud mulfimi. Numim coresponden; dc
la X la 'Y o functie definita pe X cu valor in mulfimea partilor nevide ale lu1 Y. Vom nota
cu Ec categoria ale careir obiecte sunt mulfimile s1 ale carei morfisme sunt corespondentele.

compunerea celor din urma fiind cea relajionala, i1.e. daca feEc(X,Y) s1 geEc(Y.Z).

corespondenta gfeEc(X,Z) este definita prin: X — Ugly) xeX Uneori, dacd f(x)={v.

yef(x)
vom scrie f(x)=y. Vom utiliza frecvent categoriile Ef (a multimilor $1 a funcpulor). POf (4
mulfimilor preordonate g1 a aplicagiilor 1zotone) s1 Of (a multimilor ordonate s1 a aplicatitior
izotone). Desigur, cu precizarile de mai sus, Ef<Ec. Daca (X.<), (Y,<)eOf, vom nota, in lipsa
altor precizar, tot cu simbolul "<" ordinea indusa pe Of ((X,<), (Y,9)), 1e
fego(fix)<gx), .xeX] (hh

Daca (1,<)ePOf 1 1€l, vom utiliza notagia I, pentru multimea {jel | 15},

2 Categona C se numeste ordonatd (preordonatd) fata de relatiile ", sau o-categoric
p-categorie) daca pentru orice X, YeC, (C(X,Y), ©)eOf (POf) si ordinea (preordinea) este
compattbild cu compunerea morfismelor, 1.e.

[feeC(X)Y), fcg)={thcgh si kfckg]
pentru orice morfisme compozabile h s1 k.

Vom nota cu C categoria duald categoriei C si cu simbolul "*" actiunea functorulu

canonic de dualizare, iar pe C* vom considera relagiile de ordine (preordine) definite prin

f'cp'>fcy
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12 §.1. PRELIMINARII

Nu vom preciza intotdeauna explicit nofiunile §i proprietafile duale, dar convenim ca
pentru notiunile sau afirmatiile care apar in contextul categoriei C insofite de sintagma
"stanga" ("dreapta"), dualelor acestora s le asociem expresia "dreapta” ("stdnga").

In continuare, in lipsa altor preciziri, cind afirmdm despre C cd este o categorie
ordonatd, vom presupune ci C este o-categorie fafd de relafiile "c".

3 Fie C o categorie ordonatd si I o mulfime nevida. Numim / - familie de morfisme
orice mulpime de forma {f,eC(X,Y)lieI}, X,YeC; o vom nota {f},.;, sau, dacd nu exista

nericolul unor confuzii, {f}. I - familia {f;} se numeste superior completd daca ea admite un

supremum f notat U f on Uf, daci, in plus fg=fg, unde g este un morfism compozabil

L8

spunem ci f este compatibil la dreapta cu g si cd familia {f} este superior compatibild la
freapta on ¢o dacd acest fapt se realizeaza pentru orice morfism compozabil g, spunem ca
¢ oxte stabild la dreapta, 1ar {f} este o I-familie superior stabild la dreapta

Categonia C se numeste superior [-completd daca orice I-familie de morfisme majorata
oste supenor completd, daca aceasta proprietate are loc pentru orice mulfime nevida I spunem
24 C este superior completd. Categoria C se numeste superior [-completd la dreapta daca este
supentor I-completa s orice I-familie majorata este superior stabila la dreapta; C se numeste
wupertor [ - hicompletd daca este superior 1 - completa la stinga g1 la dreapta; in sfarsit, C
aste superior completd la stanga (dreapta, bicompletd) daca ea este superior I - completd la
tinga (dreapta, bicompletd) pentru orice mulfime nevida 1.

Cand sintagma "superibr” va fi inlocuitd cu expresia "inferior", in oricare dintre
defiminle de mai sus, vom injelege prin aceasta duala laticiald a respectivei proprietafi. De
exemplu C este inferior I-completa daca orice I-familie minorata {f;} admite un infimum notat

vu o f Daca pentru orice X,YeC orice lant din C(X,Y) admite un majorant (minorant)

punem cd C este inductiv (coinductiv) ordonatd.

1.2.Exemple. 1 POf este o categorie preordonata, iar Of una ordonati fafa de relatiile

Jefinite la (1.1). Aceste categorii se mai numesc categorii imbogifite prin (pre)ordine,
[SP 82]

BUPT



§.1. PRELIMINARII 13

2. Ec este o categorie ordonata fata de relagiile definite prin:
[f.g€Ee(X,Y),fcg] > [f(x)(x), ¥ xeX] (1.2)

superior bicompleta, inductiv ordonata st inferior completa la dreapta.

1.3. Observafii. 1. in limbajul hom-functorilor uzuali categoria C este ordonati daci
st numai daca:

C(X,-)(C) £ Of s1 C(-X)C) < Of,
pentru orice X€C; in acest caz vom considera acesti functori de baza cu valori Of s1, desigur.
notiunile de completitudine introduse la 1.1.3. se pot exprima cu ajutorul lor; de exemplu I-
familia superior completa {f}CC(X,Y) este superior stabila la dreapta daca s1 numai daca

C(Z, of) = UC(Z, f)
pentru orice ZeC.

2. O categorie ordonata in care obiectele sunt mulfimi structurate, morfismele sunt
corespondente, 1ar compunerea morfismelor este cea din Ec §1 ordonarea este data de (1.2)
se va numi o-categorie concretd in general, daci nu este pericol de confuzie, vom identifica
mulfimile structurate cu subiacentele lor.

3. Dacad C este o categorie superior (inferior) I-completa 1ar {f} este o I-familie de
morfisme marginita superior (inferior), atunci pentru orice morfisme compozabile f g1 ¢ au
loc relatule:

Jff, < f(uf), (f(f) < ~ff) (13)

wtg < (Uf)g, ((Nf)g < Nfg) (14

4. Este cunoscut faptul ca Ec nu este o categorie cu limite proiective, nici inductive
Topsoe, in [Top.72], arata ca pentru ca un sistem proiectiv sa aiba limitd proiectiva sunt
necesare condifin foarte restrictive, in ciuda faptului c3, uneori, asemenea sisteme au

"candidap naturali” la aceastd calitate. Urmatorul exemplu ilustreazi acest fapt

1.4. Exemplu. Fie (x) un §ir de numere reale distincte, convergent la x, X,

ox L AL L (x)=xost (%, )=X,, pentrunme N, n<m_ Atunci F=(X, f, ) este un sistem

protectiv in Ec care nu are limita protectiva.
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le-

u=2 n=1 n=0

intr-adevdr, s presupunem prin absurd cd (X, f,) este o limita proiectiva a lui F. Fie
Y-10) g g e Ee(Y,X,) definite prin: g,(0)=x%, g,'(0)=X,, ne N. Cum pentruoricen,me N, n<m,
f u =g si f_g '=g, existd exact doud corespondente f, feEc(Y,X) astfel ca ff=g, s1
ff=y ' neN Fie aef(0); atunci @#f (a)cg,(0)=x, deci f (a)=x, neN. Din proprietatea de
amcitate a lui f rezultd ci f(0)=a. In plus, existd be f'(0) astfel ca x,&f,(b); dar x,ef,(b)=f,,f,(b)
o f{b)=X . analog se arati ca f (b)=X,, ne N. Din proprietatea de uniciate a lui f' rezuita ca
Ti0)=b Cum elementele sirului (x,) sunt distincte, din definifia lut F rezultd ca a#b. Fie acum
"= Ec (Y.X) definit prin f*(0)={a,b}; atunci f f'=g ', neN, in contradicfie cu proprietatea de

unicitate a hw .

1.5. Observatie. "Candidatul natural" ({x}, x—x) la calitatea de limita a sistemului
precedent se obtine in cadrul mai suplu oferit de conceptul de categorie cu aproximare la
stanga. O motivare mai detaliatd a introducerii sintagmei "categorie cu aproximare" este data
de promotorul teorier a-categoriilor ("a"- de la aproximare), E.M.J Bertin in [Ber.71].

In paragraful al treilea vom reveni asupra limitelor proiective in Ec st in categorn

ordonate speciale dind condifii necesare §i suficiente pentru existenta acestora.

1.6. Definitii. Fie C o categorie ordonata.
I. Un functor F:D — C, unde D este o categorie ordonati se numeste functor izofon daci

pentru ortce morfisme comparabile f 51 g

f—g = F(f) F(g)

2. Fie D o categonie. O funcfie F definitd pe obiectele si morfismele lui D cu valori
in clasele corespunzatoare ale categoriei C astfel ca:

FAeC, F(1,)=1;,, pentru orice AeD

F(f)e C(FB,FA), pentru orice feD(A B) si

F(f) F(g) < F(gh) (1.5)
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pentru orice morfisme compozabile f 1 g din D se numeste a-functor contravariant, in acest
caz vom folosi notagia F:D — C. Dual se defineste un a-functor covanant, i.e. un a-functor
covanant din D in C".

3. Daca I este o categorie mica vom numi I-diagramd in C, sau cu valori in C un
a-functor contravariant F:I — C si il vom nota F=(X,, F(s)), unde F(1)=X,, 1€l iar s parcurge
multimea morfismelor categoriet I, adesea notata cu S; daca s€l(1,j) vom scrie uneori j=c(s);
in cazul in care relaple "C" -din (1.5) sunt cele de egalitate, I-diagrama F se va numi
conservativd Vom nota cu I categoria discreta atagata categoriel I si cu F, restrictia lw F
la 1, Vom nota pentru orice XeC:

FI(X,F) = {(g)elIC(X,X)) | F(s)g g, Li€l, sel(i,))}

s vom considera aceste mulfimi inzestrate cu ordinea produs. Dual, daca F este un a-functor
covariant, vom nota cu

IN(X,F)={(2)eTI(X,, X)| gF(s)cg, ijel, sel(ij)}
de asemenea inzestrata cu ordinea produs. Elementele din FI(X F) sau din IN(X,F) le vom
nwmi familii invariante. Daca (1,<) este o mulfime preordonata, iar I este categoria uzuala
atagata acesteia, o I-diagrama F o vom numu sistem proiectiv de bazd (schemd) I: in acest caz
vom serie F=(X,, ), unde f=F(s), s fiind unicul morfism din 1(i,}), pentru orice 1,j€l. 1" ]
Vom nota cu pro C, (in C)) clasa sistemelor proiective (inductive) de baza (1,<) cu valor in
¢ (respectiv in C).

4. Fie D o categorie ordonata s1 F, G: D — C doi a-functori contravariangt. O funcfie
H' D > HomC se numeste transformare a-naturald la stdanga din F in G dacd H:X — H. -

C(FX. GX), XeD si pentru orice feD(Y,X) diagrama:

H
FX X > GX
F(t)l lG(i)
FY > GY
Hy

oste ortentatd lu stdanga, i.e. G(f)HycHF(f). in acest caz vom scrie HF — G
S O reprezentare a I-diagramei F in C este un cvadruplu (L. f, H. J,) unde L- C

(t) FI(L.F) astfel ca:
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e e s e e

(L1) J. € — Of este un functor contravariant construit de asa manierd incat
I X FI(X.F). pentru orice XeC, 1ar J;:g —((g)—(gg)), pentru orice Y eC si geC(Y.X), unde
(¢} X Evident J; este 1zoton.

(L2 (f)ellL

(L3) H:J, > C(-,L) este o transformare a-naturala la stanga.

(L) H (D=1,

(1) [(g)€X, g=Hx((g))] = (fg)=(8)

1.7. Observatie Fie F o I-diagrami in categoria C ordonata cu relatiile de egalitate

5 presupunem cd existd limita inversd lim ¢ F=(L,f). Fie JX = FI(X,F) 51 Hx((g))=g, unde

o este unicul morfism din C(X,L) pentru care (fg)=(g), pentru orice XeC siorice (g)el X
Atunct (L. f. H, J;) este o reprezentare a I-diagramei F in C. Prin urmare notiunea de
. eprezentare intr-o categorie ordonati este o generalizare a celei de limita proiectiva din teona
categorulor.

Introducem in continuare conceptul de a-categorie i generalizarea nofiunii de limita

categoniald in noul context.

1.8. Definitii. Fie C o categorie ordonata s1 F=(X_F(s)) o I-diagrama in C.
I O pereche de forma (C,C") unde C' este o subcategorte a categoriel C cu C=C’
¢ numeste categone cu aproximare la stdnga sau a-categorie la stanga daca morfismele din

(" sunt caracterizate prin:

feC'(Y,2) @ [XeC, geC'(X,Y) = fg este minimal in C(X,Z)]

Morfismele subcategoriei C' le vom numi morfisme stricte. Notam cu FIM(X.F)
multpimea familulor invariante (f)eFI(X,F) pentru care (ff) este element minimal in FI(Y.F).
pentru orice Y&C si pentru orice fe C'(Y,X).

Cuplul (C,C" se numeste a-categorie la dreapta daci (C”,C") este o a-categorie la stinga.

2 Perechea (X,f) unde X € C,1ar (f) € FI(X,F) se numeste /imitd (proiectivd) a
I-diagramer F in a-categona la stanga (C, C") daca relagiile

C'(Y,X) —» FIM(Y.,X), f— (ff)
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definesc o bijectie, pentru orice YeC. Se verifica imediat ca limita, daca existd, este unica

pand la un 1zomorfism din C', ceea ce legitimeaza notatiile: l1m(C‘ o F = (X, f), llmm(.,‘ F-

= X ori dacd nu este pericol de confuzie, Im F = (X/f). O limiti a I,-diagramei F se

numeste produs. Se arata ca produsul in (C, C) daca exista, coincide cu produsul in C" il
vom nota cu simbolul (IIX,, p,): De altfel, dacd C=C', 1ar relatiile de ordine sunt inlocuite cu
cea de egalitate, limita proiectiva in (C, C') coincide cu limita proiectiva categoriala.

Daca (C, C') este o a-categorie la dreapta, iar Fe in C,, vom nota INM(X,Y) mulfimea

FIM(X,F), dacd (X,f7)=1lm ., ..F" spunem cd (X.f) este limita inductivd a sistemulu

inductiv F: vom scrie in acest caz: lim of = hm F = (x f)

3. Fie G=(Y,, G(s)) o alta I-diagrama in C, iar (C, C') o a-categorie la stanga

tamihie (h)eTIC'(X,, Y,) pentru care G(s)h, = hF(s), i,J€l, s€l(i,)), se numeste I-diagram /.

aplicagii (din F in G). Daca (X,fi)=lirrl F, (Y,gl)=1?mG si exista un unic he C'(X,Y) astfel ca

ht gh, pentru orice 1€l, atunci morfismul strict h va fi numit /imita (proiectiva) a diagramer

de aplicatii (h,) si vom scrie iMh=h Daci pentru orice categorie mica I, orice I-diagrami

Py

4 Care imita prolectiva in (C, C') spunem ca a-categoria (C, C') este cu limite (protective)
\'om nota cu pro C, categoria I-sistemelor proiective ((I1,<)e POf) s1 a sistemelor protective de
aphceati; dual, vom nota cu inC; categoria sistemelor inductive si a sistemelor inductive de
aphicagn din (C, €") (in acest caz (C, C') este, desigur, a-categorie la dreapta).

4. A-categoria la stanga (C, C") este de tip stang M. unde M este 0 mulfime nevida
de obrecte ale categorier C daca:

() C(X.Y)={feC(X,Y) | f minimal in C(X.Y)!, pentru orice XeM si Y-

(i1) fzg = [3XeM, FheC'(X,Y): fth=gh], pentru orice Y,ZcC 51 fge C(Y./)
Dual se defineste o a-categorie la dreapta de tip M.

S A-categona la stanga (C, C") se numeste concretd daca C este o categorie ordonata

concretd, 1ar functorul de witare (0 C — Ec verifica urmatoarele condifi
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M CUXY) = C(X,Y)Ef(OX,0Y)

() Iy = I
pentru once X.YeC. Simbolul "[I" va fi rezervat functorului de witare.

6 Fie (D.D" si (C, C') doui a-categorii la stanga. Un functor (covariant) G:C — D se
numeste cchivalen(d la stanga din(C, C) in (D, D') daca:

(1) G induce un izomorfism de ordine din C(X,Y) pe D(GX,GY), pentru orice

XYeC
(1) G induce o bijecgie din C'(X,Y) pe D'(GX,GY), pentru orice X,YeC.
(i) pentru orice YeD exista XeC astfel ca GX sa fie izomorf cu Y in D.
Omitem din nou explicitarea nofiunilor duale, cum ar fi echivalenta la dreapta (dintr-o
t-categorie la  dreapta intr-o a-categorie la dreapta), echivalenta la stanga-dreapta (dintr-o

4-categorte la stanga intr-o a-categorie la dreapta), etc.

7. Fie (C, C") 51 (D, D) doud a-categori la stanga. Un un functor izoton : C — D se
numeste fidel la stanga daca pentru orice F = (X, f)epro C, 1 pentru orice X,YeC sunt

indeplinite proprietatile:
(1 geC(X,Y) = §eD'(X.Y)
(1) fcpg =>fcg fgeCX,Y)

() (g)eFIM(X,F) = (&)eFIM(X,F),

unde F (X f).

1.9. Exemple. 1. (Ec, Ef) este o categorie la stnga de tip sting {X,}, unde Xo={x,}.

2. Sistemul proiectiv F definit la 1.4, admite limitd proiectivd in (Ec, Ef) s

hm repnF=({x},f.), unde f (x) = x, pentru orice neN.

De altfel in (Ec,Ef) orice sistem proiectiv are limitd proiectiva, [Ber.71].

1.10. Teorema. Fie F=(X,f)eproEc, PI(F)={(A) | T2A X, f,ACA, Viel, Vel

ordonata cu ordinea produs st PIM(F), ori PIM, mulfimea elementelor minimale ale lui PI(F).
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Atunci l_if(&,E0F=(PIM, f), unde f(A)=A,, pentru orce j€l si orice (A,)ePIM. Daci F este

conservativ, atunci f;A;=A,, pentru orice (A))ePIM, i€l, jel,

1.11. Observatie. O analizd ceva mai detaliata a proprietafilor categoriale s
a-categoriale pentru (Ec, Ef) o-vom face in §.3. Aici prezentam doar o altd caracterizare a

limitelor proiective de sisteme proiective in varianta din [Bun.85].

1.12. Teorema. Fie F=(X,, f;) eproEc, 51 X={(x)) €IIX)) | Viel Jjel, astfel capentruorice
ke 1:[pefi(x) = x,€f(p)]}. Definim pe X o relafie de echivalenta R prin:

(x)R(y,) < [Viel Jjel, :V kel, x;ef,(y,)] 1 g €Ec(X/R,X)) prin:

A —>{peX,\3(x,)eA: X=p},

pentru orice i€l. Atunci ljg(& F=(X/R,g), iar izomorfismul ge Ef(X/R,PIM) este definit prin

A > (gA), AeX/R, iar  g'(A)={(x)elIX,|x,cA, Viel}, (A)ePIM.
Pentru sistemele proiective in care morfismele sunt sectionabile are loc urmatoru:

recultat, [Ber. 71]:

1.13. Teorema Fie (C, C') o a-categorie la stdnga s1 F=(X,, f) un sistem proiectr

conservativ de baza (1,<) dinjata la dreapta. Daca exista G=(X,g;)€ in C', astfel ca f g =1.
pentru orice 1€1, jel s (X,fl)=lim(c.c.)F, atunci pentru orice i€l exista un unic g eC'(X N

astfel ca g ~tg, pentru orice jel,.

1.14. Propozifie. [Bun.85]. Fie (C,C") s1 (D,D") doui a-categorn la stanga.

I Un functor F:C — D este o echivalenta la stinga din (C,C") in (D,D’) daca:

(a) F este o echivalenta:

(b) restricha lui F la C' realizeaza o echivalenta din C' pe D"

(¢) tZg < F(f) c F(g), VX, Ye(, fgeC(X)Y).

2 Fie G: C —> D o echivalenta la stanga s1 FeproC, care admite o limitd proiecti:. .

in (C,C" Atunct GFeproD, g1 admite limita proiectiva in (D,D"; in plus
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G l\iT(cmF) = I}E(D.D')GF

1.15. Observafii. 1. Rezultatele de la 1.14. admit dualizari imediate.

2. O categorie ordonatd concretd nu admite decédt rareori limite proiective, dar
notiunea de limitda protectiva este constructivd in sensul ca aceasta, daca exista, se obfine ca
egahizatorul uner perechi de morfisme intre doua produse; in categoriile abordate aici nu
existd, in general, produse ori egalizatori, dar existi limite proiective in sens a-categorial. In
wdeea obpnerit unw rezultat similar celw categorial, urmand [Ber.75b], vom introduce o

noflune mai tare decat cea de limitd proiectiva intr-o categorie la stinga (C, C'), dar mai

slaba decat cea de limita proiectiva in C.

1.16. Definifii si observatii Fie (C,C') o a-categorie la stinga si F o I-diagrami in C
I O reprezentare (L, f, H, J;) a lw F in C se numeste reprezentare in (C. C') daca
(L6y  (f)=sFIM(L,F)

(L7 (8)eFIM(XF) = [(g)eJ(X) st Hx((g))eC'(X,L)].

Se aratd cd dacd (L. f, H, J;) este o reprezentare a lui F in (C, CY) atunci im _ F=(Lf)

2 Fie 1 o categorie cu un unic obiect notat 1 §i cu mulfimea morfismelor S, iar G o
I-diagrama in C O limitd (L, k) in (C, C') a lui G se numegte nivelator al lui G. orni al
tamilier G(S). Prin abuz de limbaj dacd (L k) este prelungibili la o reprezentare (L.k,H,.J.)

in (C, "), vom spune cd aceastd reprezentare este nivelatorul lui G.

Fie Sli{l(i,j), pentru orice i€l si S=IIS, Se arati imediat ci 1 este o categorie cu
)€

mulfimea morfismelor S, unde compunerea morfismelor s=(s;), t=(t,)€S, este definitd prin
(ts) =t s,. S@ presupunem cd (IIXi, pi, H, Ji,) este o reprezentare I, - diagramei discrete F,
asoctatd diagramei F. Functorul G:1 — C definit prin:

| > 11X, s > Hy(F(s)P,q,,))

se numeste diagrama nivelatd a diagramei F.
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3. O limita proiectiva (L, f) in (C,C') a lui F se numeste limitd tare daca pentru orice

(LF1) pentru orice (g,)€FI(X,F) mulfimea {geC(X,L) | (fg)c(g)} este vida sau are un
cel mai mare element notat H((g))).

(LF2) H((f.f))=f pentru orice feC'(X,L).

O limita tare a unei 1-diagrame se numeste nivelator tare, iar o limita tare a unel
I-drtagrame discrete - produs tare.

4. A-categoria la stinga (C, C") se numeste cvasi-constructivd daca pentru orice
I-diagrama F existd o 1-diagrama G, astfel ca:

(Cl) existda o reprezentare (L, f, H, J;) a lui F in (C, C"), deci $1 o reprezentarc
(1IN p.H..J.) a l-diagramer F,,

(C2)  G(S)cC(IMX,IIX,), unde S=Hom 1, iar (L, k, H,, J;) este un nivelator al familic:
(i(S). unde k=H,((f)), astfel ca (f) € J;,L s1 (f) = (pk)

Vom nota cu FIM(X, F,,G) mulfimea familiilor (g )ell(X,X ), X<C, pentru carc
H ((¢g¢)) este un element minimal al mulfimii Hy(J;,Y)FI(Y,G), pentru orice Y~=C
o CEY X)),

S A-categoria cvasi-constructiva (C, C") se numeste constructivd (la stanga) daca orice
I-diagrama F din C are o hmita tare (L, f)) astfel ca:

(C3) (L, k) sa fie nivelatorul diagramei nivelate a lui F.

(C4) (f) e J.L

1.17. Observatie. O serte de rezultate privind a-categoriile (cvasi-)constructisc
bicomplete sunt prezentate in [Ber.75b] si sunt folosite pentru a dovedi constructivitatea o
cateconier (Ec, Ef) g1 a uner a-categorn de spatii topologice. No1 vom prezenta in paragratel-
urmatoare clase de a-categorii constructive fara a impune bicompletitudinea acestora \
vom reproduce doar un set de rezultate din lucrarea amintitd, precizand ca notapule care o

ti utihizate sunt cele din 1.16.
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1.18. Teoreme. Fie (C, C) o a-categorie la stinga §i F o I-diagrami in C.

| Daci (L, f, H, J;) este o reprezentare a lui F in (G, C", atunct:

(a)  (L.f)=Hm F

(b)  (g)eFIM(XF), geC'(Y.X) =H(gg) = H((2))s

(c) daca (L', f/, H', J;') este o altd reprezentare a lui F in (C, C'), atunci H((f') este
un 1zomorfism in C'(L'L) al cdrui invers este H'((f)).

2. Daci (C, C') este cvasi-constructiva, atunci:

= C(X.L). Ha(fg))el;X = H((fg))=H,(H((fg)))

3 (a). (b) = (c). unde:

(a) onice I - diagrami discretd F, admite o reprezentare (ITX,p, Hy, Ji,) in (C. ()

(b) daci F este L-diagrama discretd a I-diagramei F s (L, f) = “m_.,CC.FF_ atun.

R

(¢) ducd F este o I-diagramid discretd, XeC s (g)ellC(X, X)), atunci (g)el X\

3

voo-tp HLe )
4 Daci (C,C") are proprietdile (a) i (c) de mai sus, iar G este diagrama nivelata a
I-diacramei F. atunci (C3) este echivalentd cu oricare dintre urmétoarele doud condifir:
(C3) daca YeC si heFI(Y,G) atunct: (ph)eFIM(Y F,,G) ©heFIM(Y,G)
(C3") daca Ye&C g1 heFI(Y,G) atunci [he FIM(Y,G) sau (p;h) e FIM(Y,F,.G)] ::> & =
Ho((p.h),

S Fre(Lf) = l_%T(c,ch st pentru orice XeC notam J;X={(g,)eFI(X,F) | dgeCiN 1)

(o) (g)) Atunci (L.f H, J.) este o reprezentare in (C,C"), a lut F dacd §1 numai daca sunt
snticate condigrile (LF1) s1 (LF2).
o Pentru ca a-categoria cvasi-constructiva (C, C") sa fie constructivd este necesar st
suficient ca ea sa aibd mivelatori §i produse tan, J; (-)=IlC(-,X,), pentru orice I-diagrama
discretd Fosi (C3'), sau (C3") sa fie venificatd pentru orice diagrama nivelatd a unei diagrame

aarecare F din C. In acest caz H((g,))=H,(H,(g; )), pentru orice (g)eJ);X, XeC. unde J.X este

defimt fa 1 ERS
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1.19. Definifii. Fie C o categorie §1 F:C — C un endofunctor covariant.

1. Obiectul MeC se numeste punct fix pentru F daca M este izomorf cu FM. Notatn
M=FM, sau M=FM, unde icIzC(M,FM), iar j=i".

J

2. Un cuplu (X,f), unde XeC s1 feC(FX,X) se numeste F-algebrd Dual se defineste
notiunea de F-coalgebrd. Daca notam cu AF categoria F-algebrelor, i.e. categoria ale carel
obiecte sunt F-algebrele, iar morfismele sunt definite prin: fe AF((X,g), (Y,h)) < [feC(X)Y)
si hF(f)=fg]; un obiect inifial din AF se numeste F-algebrd inifiald Dual, daci CF este

categona F-coalgebrelor, un obiect final al acesteia se numeste F-coalgebrda finaldi

1.20. Teorema. Fie F: C — C un endofunctor covariant.
(a) Daca (M,)) este o F-algebra init1ala, atunci M este punct fix pentru F.

(by Daca (N,1) este o F-coalgebra finala, atunci N este un punct fix pentru |-

1.21. Observatie. Denumirea categoriala de F-(co)algebra este rezervatd uzual pon
cazul in care F este functorul unei (co-)monade, [Lan.71]. Noi am abordat aici terminolo:

tolositd in teoria semanticilor limbajelor de programare ca in [Ole.82], [RT 92] etc
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§.2. CATEGORI CU APROXIMARE LA STANGA

Secfiunea este destinatd prezentdrii unor rezultate generale, rezultate care vor fi utilizate
in paragrafele urmatoare in studiul unor a-categorii la stinga concrete. Aratam ca rezultatele
obpinute in [Ber 71] relative la sisteme proiective in a-categorii la stanga superior bicomplete
.1 bogate se pot extinde in cadrul mai general al a-categorilor superior complete la stinga
rrebogate Dam apoi condith suficiente pentru reprezentabilitatea unor diagrame §i prezentim
~ clasa de a-categorii constructive ca in [Da.98]. In final prezentim conditii suficiente pentru

-upertor bicompletitudinea unor bicategorii, dupa [Da.83a] si [Da.86b].

2.1. Lema. Fie (C.C") o a-categonie la stinga superior I- completa, (I1,<)<POf, J o parte

coimald a tun L F=F=(X £ )epro C;, YeC, (g)eFIM(Y,F) si F, restrictia lui F, la J. Atunci

Ioo= U f.g,. pentru orice i€l;

- daca |l este dirjjata la dreapta si F este conservativ, g=f,g, pentru orice 1€l s1 <1

in parucular. dacd X =X, f,=1y, pentru orice i€l jel, atunci m _ X=X

3. F. are limitd proiectivd daci §i numai daci F, are limiti proiectivi (in (C.C)). in

aCest vaz llm (.("F?ZIIT(C,C?FJ

Demonstrafie. 1. Fie gl'=JEJ f.g.1€l. Evident (g)=(g) Fie i,kel, i<k Atunci f.g =fe.

. / /
pentruonice je i, dect f, gkCL{fi,g,CL{fijgj B, prin urmare (g,) € FI(Y.F) si cum (g)eFIM(Y F)
SN Jed,

resulta ca (g)=(g)).
2. Fre 1€l 51 J=1, care, evident este o parte cofinali a lui I. Din proprietatea precedenta

rezultd cd 8 =U1 fi8:: dar F este conservativ, dect: &; =kU; fl,fjkgkckuj fig, 8- prin urmare g=f,g.
I €l, el, : 1S

cact (g)< FIM(Y.F).
3 Este suficient s argumentim ci restrictia (g), — (g;); defineste o bijecyie din

FIM(Y.F,) pe FIM(Y.F,) Fie (g)eFIM(Y,F)), ZeC, geC'(Z,Y) si (h)eFI(ZF,) astfel ca
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12 CATEGORII CU APROXIMARE LA STANGA 25

(h)c(gg), Fie h'/jgfijhi’ 1€l Atunci (h)eFI(Z,F,)). Fie icl. Folosind ipoteza hcgg si 2.1 |

rezultd ci: hi’chUgng(jgﬂ,.gj)g%ig, deci (b)), c(gg); dar (g)eFIM(Y,F,), prin urmare

J€],

(h,),=(gg),, deci s1 (h);=(g,g),, de unde (h),=(g,g), st (g,),€FIM(Y,F)). In consecinta restricfia
(g), = (g), defineste o aplicatie din FIM(Y,F,) in FIM(Y,F)).

Pentru a demonstra surjectivitatea ei, fie (g;),€FIM(Y,F)) si g =Ufijgj, pentru orice 1€
Jel,

Din 2.1.1 rezulta ca g'=g, pentru orice 1€J; daca (h)eFI(Z,F)) s1 geC(ZY) astfel ¢
th)y (g'g), atunci (h),=(g'g),, cac (g'),=(g),€FIM(Y,F,). Fie 1l Atunc

S Ufl,g,)g:(UJng,/)g, deci, pentru orice jeJ;: g'g fu,gj’g =fh ch = g'g. prin urmarc

(v') FIM(Y.F)) st (g),=(g),. Deci aplicatia de referinta este surjectiva 1 cum prelungirea lu

(g),~FIM(Y,F)) la famihia (g,');€e FIM(Y,F,) este unica, rezulta bijectivitatea acesteia

2.2. Definifii. 1. A-categoria la stanga superior completa la stanga (C,C") se numest:
hogatd la stanga daca:

[f - C(X,Y),g € C(Y,Z),h € CX,Z)h cgf]= ={3f = gf —h] (2

2. A-categoria la stinga (C,C") se numeste prebogatd la stinga daca pe ea se poatc

detin un functor fidel la stanga (definifia 1.8.7.) cu valon intr-o a-categorie bogata la stanu.
2.3. Exemplu. (Ec,Ef) este a-categorie bogata la stanga.

2.4. Observatie. Din faptul ca o a-categorie (C,C') bogatd la stanga este superio

ompleta la stanga rezulta ca exista un cel mai mare morfism e C(X.Y) care verifica (2

2.5. Teorema Fie (C,C") o a-categorie prebogati la stanga s1 (I.<)e POf.
I Daca (C,C") are I-limite proiective, atunci ea are I-limite proiective de aphicajn

2 Daca | este dinjata la dreapta s1 F=(X,f )eproC, atunci:
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26 §.2. CATEGORII CU APROXIMARE LA STANG:‘E

hm,F=(X.f) & N F=(X.f).

Demonstragie. 1. Fie F=(X,f;), G=(Y,g;)€proC, EEI_(C,C)F=(eri)’ I:E(C,C')G:(Y’gi) 1
(th yzproC,(F,G). Pentru a demonstra afirmatia, conform 1.7.3., este suficient sa aratam ca
(hf)e FIM(X,G) Fie geC'(Z,X), (k)eFI(Y,G) astfel incat (k)c(hfg). Cum (C,C) este
prebogata la stinga, cu notafiile din 1.7.7., din f(ic: ﬁi f‘i g rezulti, conform 2.4, ca exista
un cel mai mare morfism s e D(Z,?l) astfel ca ﬁlsid}i si Slﬁig' Atunci(s) FI(Z,G): dar
v FIM(Z.G). deat (Sl){flg) si [(lillflg; din 1.77 rezultd ca (hfg)gk). e
ihry - FIM(X.Q)

> Este suficient si argumentim ca, g,€C'(Y,X)) pentru orice i€l §i pentru orics
o FIM(Y F) Fie geC'(Z)Y) §i hcgg.. Din 2.1.2, 2.2, 51 2.4 rezultd ca pentru orice 1=1

Sustiun cel mar mare q g g astfel ca }‘ijq —h. Definim pentru orice jd = q =g g. Atunc:
i 3 i) !

1) =FI(Z.F) $t cum (§§) este minimald in gz ) rezulta ca h=gg, dect geC'(Y. X0

2.6. Definitii. Fie (C,C") o a-categorie prebogata la stanga.
i Cuplul (X.f) se numeste subspafiu al obiectului YeC daca XeC. feC(X,)Y). § este
monemorfism in D st cu notagitlle din 1.7.7, pentru orice z<C geD’(Zf'{) pentru car:
oo CZY) exista geC(Z,X) astfel ca g5 dacd aceasta proprietate este valabila pentr:
snce 5=pY(Z,X) spunem cé (X.f) este un subspapiu strict al lui Y.

2. Fie G=(Y,g,)eproC,. O familie(X;h)  se numeste sistem proiectiv de subspa;

ale lur ¢r dacd (X,h) este subspapiu strict al lwi Y,, pentru orice 1€1 si (h) este un sistem
protecty de aplicafii dintr-un sistem F=(X,f)eproC, in G. Desigur, din fidelitatea functorulu.

rezultd ca h, este monomorfism in C 51, in consecinta, morfismele f sunt unic determinate

3. Fie (X) o familie nevidd de obiecte din C, Xep si (f)elID(X,X ). Un cuplu

Nty unde X+ C i (f)ellC(X,X)) se numeste obiect inifial pentru familiile (X ) si (f) asociu
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li ¥ daca:

(1) X=X si f£pentruorice i€l

(1) dacd YeCsi geD/(Y,X) astfel ca }‘ige’\C(Y,Xi), ¥V iel atunci existd ge C'(Y. X
a-tfel ca g=5.

2.7. Teorema. FieG=(Y,g;)eproC,, (C,C’) fiind o a-categorie prebogata la stanga. Dac:

\lon D= Mon D, (C,C") si (D,D") sunt cu I-limite proiective, iar functorul fidel * conser

bimatele protective, atunci pentru orice sistem proiectiv de subspatii (X h) akelur (1 o

Che X |'m,(“(..,hl) si acest cuplu este subspatiu al lui lim cen Y,
Demonstratie. Conditiile din 2.5.1. fiind indeplinite existd 'Mh ~h s desigur. h-hn

e (Y.g)= MG si, cain 2.6.2, F=(X,f,). Fie (X,£)=lIMF. Atunci hf-gh. pentru on -
Sd ardtim cd f, este monomorfism in D' Dacd, [, 4y atunci, h fush fv. deci. cun,
e monomorfism,f‘lu £v; dar functorul ~ conserva limitele proiective. dect hmF«X.i)

a s sunt morfisme stricte,de unde u=v.
Fie acum 5 ep/(Z, X) astfel ca fze“C(Z,Y). Pentruorice iel, ghphfg.. C(ZNY )

amate conform apotezel, din 2.6.1. §1 262  existd g C(Z.X)) asttel ca f

anr

(25

1

G FINENLE) peD(Z.X)> 1ar ~ este fidel; deci (g)eFIM(Z.F) 1 exista ¢ ((Z N\ .

RTIN (g.)ﬂ]g).

2.8. Consecinta. Fie F un I-sistem proiectiv intr-o a-categoric prebocatd 1o -t

Dach eastd (X)) Aim Fosioun obiect initial (X.f) pentru familiile (X ) g (1) asociat ©

TR 1111 1 B N
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2.9. Observatie. Toate rezultatele prezentate anterior sunt valabile intr-o a-categorie
{1 stinga concreta pentru care functorul de uitare [J este fidel, deoarece a-categona (Ec,Ef)
o<te bogata la stanga, din piicaté ea nu este bogati la dreapta, 1.e. duala relafter (2.1) nu este
adevdratd Intr-adevir, fie X=2={0,1}, Y={0} g(0)=g(1)=0, h=1, si f(0)=Z; desigur hcfg si
nu existd f =f astfel ca fg'ch. Prin urmare, pentru a obfine rezultate analoage cazulw proiectiv
in a-categoru la dreapta sunt necesare instrumente mai rafinate. Acestea sunt prezentate in
[Ber 75a] in termenii "divizzbilitafii la dreapta”, subiect pe care noi nu il abordam aici.

Urmatorul rezultat este o generalizare a teoremei 1.13. din [Da.88a].

2.10. Teorema Daca I este o categorie mica care are un obiect final, atunci ori..
i-categorie la stanga are I-limite proiective.

Demonstratie Fie 1, obiectul final al categoriei I 5i F=(X_ F(s)) o I-diagrami in ¢
Y om arata ca I"T‘ C‘C,f:()(‘,F('sf)), unde s?el(i,io), iel. Fie XeC, gEC/(X.X._) s1 s.=ltg:
viune Fts) F(s)g < F(ss)g = F(s”)g, deci (F(s°)g)eFI(X,F). Daca (g)=FLX.F:
¢ V2UF(s g), atuna (g, )F(s”)g=g, si, cum g este morfism strict, rezulti ci g =g Dacai=!.

aunar ¢ ZF(s, )g—g, deci (g)=(F(s’)g); prin urmare (F(s,)g)cFIM(X,F). Am definit astfe:

aplicapa
¢ — (F(s)g). C’(X,X:Q) — FIM(X,F) ¢
aplicapie care trebute si fie o bijectie; din (F(s,")g)=(F(s%)h) rezulti ci g=F(s;)g=F(s )h=h.
dz2c1 aphcapia (1) este injectiva
Fie acum (g)e FIM(X,F) si £=8, . Aratam cd g este un morfism strict. Pentru aceasta
Hebh=C(Y X)sife C(Y,Xl‘) astfel ca fcgh. Definim fi‘ =f 51 f=gh, pentruie\{i,} Atunci per-
truoncer= ), F(s:"’)fl‘ —F(s) gl'hcg,h=f,, 1ar pentru orice s€l(i,j), i, elM1.}: F(s)f=F(s)ch =

¢ h=t_deci (f)eFI(Y F), (f)c(gh) si, cum (8)eFIM(X,F),iarheC'(Y,X), rezuiti ci (f)=(ghi.

prin urmare f=gh si geC'(X,XH)_ in plus (F(sMe) < (g) < FIM(XF), deci (F(s")g)=(g) 3

aphcana (1) este o bijecpe; prin urmare le_(C,C’)F=(X‘.,F(S.O))~

BUPT



.2 CATEGORII CU APROXIMARE LA STANGA 29

Dacid G=(Y,G(s)) este o altd I-diagrama in C, iar (h;) este o I-diagrama de aplicaji

din F in G, din construcfia de mai sus g1 1.8.3. rezulta imediat ca liT_ h= hlo.

<

2.11. Propozifie. Fie (C,C) o a-categorie la stanga de tip sting M, F o I-diagrama in
C si (g)eFI(Y,F). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) (g)eFIM(Y,F)
(b) [XeM, feC'(X,Y)] = [(gf) este o familie minimala in FI(X,F)].
Demonstrafie. (a)=>(b) este imediata din definifia famililor invariante minimale 1/
PR 1)
(b)=>(a). Fie ZeC s1 geC'(Z,Y) Sa presupunem, prin absurd, ca existd (h)eFI(Z.1)
astfel ca (h,)i(g,g). Atunci existd jel pentru care hjfgjg, deci 51 XeM, feC'(X,Z). contorm
| 84 astfel ca ggf#hf Dar gfeC'(X,Y) si din ipoteza (b) rezultd ca (g,gf) este minimald in

FI(X_.F), ceea ce contrazice relafia imediata (hif)f(gigf').

2.12. Observatie. in cele ce urmeazi ne propunem si dam condifii suficiente Jo
reprezentabilitate a unor diagrame, de existentd a unor nivelatori pentru acestea, de ¢\ asi-
constructivitate i constructivitate a unor a-categorii la stanga (C,C'). Fie F o I-diagramd in
C 1 I diagrama discreta atagata acesteia. Pentru reprezentabilitatea diagramer F, vom impunv
va ' sa fie cu produse s1 ca acestea sa coincida cu cele din C'. Aceasta condifie va I
suficienta pentru realizarea unui izomorfism de ordine intre familiile invariante ale lui F 3
cele ale diagramer nivelate G a lui F (vezi 1.16.2), precum $1 pentru construirea unw:
reprezentan a diagramel F prin intermediul unei reprezentari a 1-diagramer G. Cvasi-
constructivitatea a-categoriel (C,C), conform 1.18.1. si condifiel (C1), impune cu necesitate
sxistenta hmitelor proiective §1 posibilitatea prelungirii lor la o reprezentare in (C.C"). pentiu
detimirea tunctorului J; vom folosi 1deea sugerata la teorema 1.18 5. existenta limitelor tar
conform | 16 3 impune o conditie speciala de completitudine-superior tare completitudin .,
la stanga - definitd mai jos. Toate aceste condifii vor atrage posibilitatea argumentar

constructivitdji a-categoriel (C,C).

2.13. Propozifie. Fie (C,C) o a-categorie la stinga. Categoria C este cu produse duc.

»1 numar daca orice diagrama discretd F din C are limitd proiectiva in (C.(")
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[n acest caz l?mcF = liE(c‘c,F.

Demonstratie. Este suﬁ&mt sd aritim cid pentru orice I-diagrama discreta din C.
FIM(X.F)=IIC'(X/F,,,), pentru orice XeC. Egalitatea rezulta din urmatoarele echivalente:

(g)eFIM(X)F) < |[(gf) este minimalda in FI(Y,F)=IIC(Y,X)), pentru orice
F= C'(Y . X).Y €C] < [g f este morfism minimal in C(Y,X)), pentru orice fe C'(Y ,X), YeC.iel}
= [g2C(XX)ael] & (g)ellIC'(X X).

2.14. Definifie. Fie (C,C) o a-categone la stinga. Spunem ca (C.C) este cu prodi. -
1acd onice 1-dragrama discretd din C are un produs in C, (TIX p,). unde p.=C(TIN .Y

Sa ooTice =L

1.15.0bservatie. Dacd (C,C) este cu produse stricte, atunci pentru crice I-diacrar

coeti Fodin C “TCF = l"EcF = liE,‘CC.,F,,, ceea ce rezulta din 2.14. 51 2.13

<

2.16. Exemplu. A-categoria (Ec, Ef) este cu produse stricte.

2.17.Lema. Intr-o a-categorie la stanga cu produse stricte (C.C) orice dagrar
:x¢rety admute o reprezentare in (C,C).

Demonstratie. Fie F. o I-diagramai discretd. Din 2.17 rezulti c3 hm F = bm

~F - (T1X p)). unde p,e C(TTX X)), il Pentru orice X C definim J.X=TICIX N

suztounicul morfism din C(X,IIX,) pentru care (p.HA((g))=1g). Atunc H,((p.s=

NN F) = NCXX)zk X, (p)eFIMIIX.F,) s daci (g)sFIMIXF .
T2 =C(XTIX,). Prin urmare, conform 1.6.5.5i 1.16.1 . (IX,, p.. H,. J, ) este o reprezenta- -
€ (") 4 dhagramer discrete F,.

2.18. Observatie. Conform 1.7. st 217, H.: Jo - Ci-TJIX ) sste transios

Sutsld in plus. H, realizeazi un 1zomorfism de ordine in Of din J. X'in CXTINy po
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2.19. Lema. Fie (C,C) o a-categorie la stanga cu produse stricte, F o I-diagrama in
C s1 G diagrama nivelata a lw F. Atunci, pentru orice XeC, restrictia lui H, la FI(X F)

realizeazd un izomorfism in Of din FI(X,F) pe FI(X,G), unde (IIX, p, H, J.) este

reprezentarea I -diagramet F,, cain 2.17..

Demonstratie. Este suficient si demonstram ca pentru orice (g)eFI(X,F).
H.((g,))€FI(X,F) si, conform 2.18.H,"(g) eFI(X,F) pentru orice X C si geFI(X,G). Folosim
notatitle din 2.17. s1 1.16.2..

Fie (g)eFI(X,F). Din demonstratia lemei 2.17. rezulta ca (pH,((g)))=(g) si pentru
orice s=(s)eS: F(s,)gc(socg,, péntru orice 1€, deci F(si)pc(S‘)Ho((g,)) —(pH.((g))). Aphcand
izotonia functieir H, s1 definifia 1.16.2. rezultd ca: HO((F(si)pc(S‘)HO((g,)))) = G(s)H,((g,))

H.((g,), dect Hy((g,))eFI(X,G) .
Fie acum geFI(X,G) s15=(s,) € S. Atunci: G(s)gcg, sau, H,(F(s,)p,;, 8)g, deci aplicand

izotonia lur H,' si definifia sa din 2.17. rezulta ci;: F(s)p,,,8<p.g, pentru orice 1€l $1 once

~- S, prin urmare (p,g)=H,"(g) e FI(X,F).

2.20. Lema. Fie (C,C) o a-categorie la stanga cu produse stricte s1 F o I-diagrama in
¢ Daca exista lim(C‘C,F=(L,fi) atunci (L k) este nivelatorul diagramei nivelate G a lui F. unde

K HL((F)).
Demonstrafie. Conform lemei 2.19. este suficient s3 aratim ca H,((f))eFIM(L,G)

Fie s- S Atunci G(s)k=H0((F(s,)pc(s‘)k)) s1 (f)=(p k). Cum H, este transformare naturala din
in C(-.11X)) rezulta ca: G(s)k=C(k,ITX )H,(( F(s.)pc(s) ))CHOJFO(k)((F(sl) P.,,)) =H.(F(s)p,. kn
L ( F(s,)fm.) NcH((f))=k, deci keFI(L,G). S& aritim acum ca H,((f))eFIM(L,G). Fic

- ("(X.L) s1 sa presupunem c3 exista ge FI(X,G) astfel ca gckf. Atunci H, '(g)cH, '(kf)= (1 1)
Din lema 2.19. rezultd cd@ Hy'(g)eFI(X,F) si cum (ff) este minimala in FI(X.F). caci (I 1)

este hmuta lw F in (C,C"), rezultd cd H,'(g)=(ff), deci g=kf si ke FIM(X,G).

2.21. Lema. Fie (C,C") o categorie la stinga cu produse stricte si F o I-diagrami in
¢ Daca diagrama nivelatd G a lui F admite o reprezentare in (C.C') atunct F -t

reprezentabild in (C,CY).

BUPT



32 §.2. CATEGORII CU APROXIMARE LA STANGA

Demonstratie. Fie (L k,H,J;) o reprezentare a diagramei G in (C,C"). Din 1.18.1.

rezultd ca (L,k)=l_i_"_’(c’c.)G. Fie (TTX,,p,H,, J; ) reprezentarea I,-diagramei F, ca in lema 2.17.

st (£)=H. (k). Cum pentru orice X € C, J;X c FI(X,G), din lema 2.20.rezultd ca
H (J.X)TFI(X.F). Definim J(X)=H,'(J;X) si, pentru orice (g) € J:X, Hx((g))=H,(H,(g)). Se

venficd imediat ca (L,f,H,J;) este o reprezentare a I-diagramei F in (C,C).

2.22. Teorema. Fie (C,C") o a-categorie la stinga cu produse stricte. Daca orice
I-draerama din C admite o reprezentare in (C,C") atunci (C,C") este cvasi-constructiva

Demonstratie. Fie F o I-diagrama in C si F, diagrama discretd asociatid acesteia

¢ onform lemer 217 exista o reprezentare (IIX,p H,.J, ) a lui F, in (C.C'). Din 1potezi

diagrama nivelata G a lw F are o reprezentare (L,k,H,,J;) in (C,C") s1 conform lemer 2 21
.1 H.J,) este o reprezentare in (C,C") a diagramei F. In plus k=H,((f)), (f)<J:L s1 (f)=(p.k)
Prin urmare condifule (C1) 1 (C2) din 1.16 4. sunt verificate; in consecinti (C,C') este cvasi-

constructivag

2.23. Definifie. A-categoria la stanga (C,C") se numeste superior tare completd la
+inga daca pentru orice mulfime nevidi I, orice I-familie de morfisme din C este superior

stabila la stinga (vezs 1.1.3).

2.24. Teorema Fie F o I-diagrami in C si (L,ﬁ)=lfm(CC7,F, unde (C,C") este superior

tare completa la stanga. Atunci' (L.f) este himita tare a I-diagramei F.

Demonstatie. Fie XeC si (g) € FI(X,F) astfel ca multimea N={feC(X,L)|(ff)c(g)! sa
fte nevida (vezi 1.16.3). Conform ipotezei de completitudine tare la stinga, familia de
morfisme N admite un supremum H((g)) care, conform 1.1.3., este compatibil la stinga cu f,

pentru orice i€l; prin urmare H((g,)) este cel mai mare element din N s1 axioma (LF1) este

verificata. Mar mult:
(¢)=FIM(X,F) < H((g))eC'(X,L),
cdct (L.f) este imita proiectivi a lui F in (C,C'). Deci pentru orice feC'(X,L), (£ eFIM(X,F)
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st H((f f))=f, deci (LF2) este de asemenea verificatd. Din 1.16.3. rezultd ca (L.f)) este limita

tare a I-diagramer F.

2.25. Consecinta. Orice a-categorie superior tare completa la stinga cu limite

prolective este cu limite tari.

2.26. Observatie. Construcfia reprezentarii unei I-diagrame F din demonstrafia
urmatoarei teoreme va fi utilizati des in problemele de reprezentabilitate abordate in

secpiunile urmatoare.

2.27. Teorema. Fie (C,C') o a-categorie superior tare completa la stanga cu himite

protective. Atunci orice diagrama din C admite o reprezentare in (C,C").

Demonstratie. Fie F o I-diagrama in C si (L f, =lim __ F Definim pentru orice \- (
§ (e p

1L X g eFI(X,F)/3fe C(X,L): (ff)c(g)} st pentru orice ge C(X,Y), J.(g)((g))=(g,g). orcare
ar f1 (g,)e);X. Atunci J;:C — Of este un functor contravariant izoton care verifica (L1), ([.2)
st (1.6). Pentru orice XeC s1 (g)€J:X definim:

Hy((g))=oifeCX.L) | (EDc(e))
Atunct Hy J, X — C(X,L) este o aplicatie 1zotona, care, conform demonstatiei teoremer 2 24 .
venticd (LFIT) st (LF2). Din teorema 1.18.5. rezulta ca (L, f, H, J,) este o reprezentarc a
I-diagramer F in (C,C).

2.28.Teorema. Orice a-categorie superior tare completa la stinga cu produse stricte ;i
limite protective este constructiva.
Demonstrafie. Verificam condifiile de constructivitate din teorema | 186 Fie (C.(")

o a-categorie care verificd ipotezele teoremei. Din 2 25 rezultd cd (C,C') este cu produse yi

ninelatory tant. Fie F o I-diagrama in C, (L,fl)=|‘im(cvCj Fsi (IX, p, H,, J, ) reprezentarca I -

diagramer discrete F, asociate lui F, a carei existenti este asigurata de lema 217 Din 2 |~

resulta ca
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l'mch = l:i_lEiC.O F, = (X;p) i

FUXF) = IC(X.X) = 3, X,

pentru once XeC In particular, conditiile (a) si (b) din teorema 1.18.3. sunt asigurate, dec
este valabila 1 proprietatea (c) din aceeagi teoremi. Conform teoremei 1.18.4. conditia (C3)
este echit alentd cu (C3"), conditie realizati, deoarece Hy((ph))=h, pentru once heC(Y IIX).
conform 2 18 In consecingd, din teorema 1.18.6., rezulta ca (C,C) este o a-categorie la

stanga constructiva.

2.29.0bservagie. Finalul secfiunii il dedicim studiulwi unei clase speciale de categern:
~rsordonate 1 prezentdrii unor condifii suficiente pentru superior bicompletitudinea unor

~;oategorn dupa [Da 83a) 1 [Da86b].

2.30. Notagii. Fie C o categorie ;1 feC(A,B). Dacid A’ este subobiect al obiectulur
scrizm A'—A. sau uA'CA unde, u este monomorfismul care defineste subobiectul A Notam
c: f1A’y imaginea lw A’ prin f (daca existd). Vom utiliza propnetatea:

eft A = g(f(A") -2
unde f $t ¢ sunt morfisme compozabile. Desigur (2.2) nu este adevaratd, in general \om
construi o subcategone cu imagini a categoniei C notata ImC prin ImC = C §1 felmC(A.B:

<= rzlapa (2 2) este verificatid pentru orice A'CA it onice g morfism compozabil cu f care ar2

:magin: Peste tot. in cele ce urmeaza vom considera ca C este o categorie locala mica.

2.31.Propozifie. ImC este cea mai mare subcategorie cu imagim a categornier C

Demonstrafie. 1. Se venfica imediat ca Im C < C

2. Arataim ca Im C este cu imagini. Pentru aceasta este suficient si aratam ca ir
factorizarea prin imagine din C : f=uf, are loc apartenenta f, s ImC(A f(A)). deoarece se su:
ci uz=ImC(f(A).B)). Evident f{A)=f,(A). Fie v:A'CA s1 u, u', u", monomorfismele de definire

a imaginilor ca in urmatoarea diagrama:
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A > B
A A
fA u
v Iy v
ull
A gv >QA)

Cum f(A")cf(A)cB rezulta ca u'=uu"; dar f are imagini, dec1 fv=u'f, si f=uf,; prin urmare
uf v=uu"f,,deci f,v=u"f,. Analog se verifica proprietatea de universalitate a imaginii in Im(
3. Daca C' este o subcategorie cu imagini a categoriei C, atunci pentru orice doua

morfisme f 1 g compozabile, relatia (2.2) are loc, prin urmare C'<Im C

2.32. Consecinta. Daca C este categorie echilibrata cu 1magim  epimortice.

atunct C=ImC.

2.33. Lema Fie C o categorie i A,BeC. Daci pentru orice subobiect A CB exista un
subobiect B'=B s1 PeIlmC(A’,B') astfel ca f).=*, pentru orice A¥CA', atunci existd un unic
mortism  felmC(A,B) cu proprietatea ca f(A’)=B’, pentru orice A'CA.

Demonstrafie. Daca u, A*CA!, atunci existd v, B*cB’ astfel ca Pu,=v, f*. deoarece

{ -t . dect in diagrama :

A » R
\ /
£ , ‘
A »B v
Wy . . u
Vs Nt
AJ £l )
/s 2\
Ak » BK
rk
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3o §.2. CATEGORII CU APROXIMARE LA STANGA

triunghiurile g1 trapezul de jos sunt comutative. Fie 1,: ACA; atunci existd v: B'CB ¢

- ImC(A,B,') astfel ca f',,=f pentru orice A'cA. Fie f=vf. Atunci, pentru orice u, : A'CA,

fuv'f unde v\, B'CB', deci fu=v,f. Presupunem acum ci fu=yF este o alti factorizare; la
fel ca in demonstratia propozitei 2.31. se arati ci f(A)=B*=f*(A"), deci £(A’)=f(A’)=B’; prin
urmarc va exista un morfism p astfel ca vj:?p.Daci g€lmC(A,B) are proprietatea: g =1,

atuna f =g, deci f=g.

2.34.Propozifie. ImC este o categorie preordonatd, iar scheletul sau este o categor
~rdonatd faga de relagnle

tZg <> flA)Zg(A"), pentru orice A'CA (23
dinde tg=ImC(A.B).

Demonstrapie. Desigur ImC(A,B) este o mulfime preordonati fati de relaguile (2 3).
Dacd tZg, A'ZA. atunci:

th(A)=f(h(A’))cg(h(A"))=gh(A"),

kf(A")=k(f(A"))k(g(A"))=kg(A")
pentru orice morfisme compozabile h si k din ImC.

Daca fg st gf atunci f(A')=g(A') pentru orice A'CA: prin urmare f,=g,. in ImC s
contorm lemer 2.33 ., f=h in scheletul lui ImC.

2.35. Lema Intr-o bicategorie (CMonCEp C) cu imagini are loc proprietatea (2 2
pentru orice morfisme compozabile.
Demonsfratie. Fie fe C(A B), f=uf, factorizarea prin imagine §i f=vp descompunerea

permisa in bicategorie ca in diagrama :
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Cum C are imagini, exista weMonC(f(A),D) astfel ca u=vw, dect p=wf,.dar p este

epimorfism, deci w este izomorfism;in plus C este echilibrata si conform 2.32. are loc (2.2).

2.36.Teorema. Orice bicategorie (C,MonC,Ep C) local mica la stinga, cu intersecti
1 reuniuni este superior completa faa de relatiile (2.3).
Demonstratie. Fie {f}.., o familie nevida marginita superior din C(A,B). Fie {A'{)<]!

clasa reprezentantilor subobiectelor lui A si {f/keK} familia morfismelor care majoreaza

familia {f}. Notaim f(A)=B;, f*(A’)=B¥ si B'UB), B'=1B¥ Mai notim cu v. respectis

1€l ke K

monomorfismele din definifiile intersectiilor, respectiv reuniunilor, 1ar cu findexat morfismelc

din factorizarile prin imagini ca in urmatoarea diagrama :

Din defimpra imaginu prin f a subobiectului v : A'CA:
fu - v f (1

u-n

tar din definifia imaginii prin f*

. N
tu - \',f'lk
Cum B’ este intersectie, are loc
b N
vo— v £

ity reuntune
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« x (3)
A

IE |

—_ oL _ N
Dar B, este dus in B prin 1, §i cum B’t’B’, rezulti ci J este dus prin 15 in BY, adica

existd (% =C(B,BY) astfel ca:

R (6)
Din (6) rezultd cd 5 este monomorfism, deci pentru orice keK, g1 este subobiect al lui B".
In plus. din (4). (5) si (6) rezulta:

[ —_ k-——"‘
vyl o =vo = vy =VJvk’V’l

o 1

. —— Jo— . - k . -
s+t cum " este monomorfism, v'; = VoY deoarece i este factorizat prin v, pentru orice

i K. 1ar B =BY rezulti ci ¥ este factorizat 1 prin V', deci exista un p‘eC(ET,B-‘) astfei
k ]

Cd

voo= \'-’pl L)
rar p. este monomorfism. Folosind consecutiv (1) st (5) rezulta ca:

. k_k
fu =vf =vvf,
: Rt L )

deci. pentru orice i€l si keK, monomorfismul fu' este factorizat prin V_]k; din defimfia w1 B’
rezulta ¢ morfismul fu va fi factorizat prin v, deci va exista un morfism feC(A’ B') astfel
cd

fu=v'f', pentru ornce jel (8)

S4 ardtim acum ca tripletele (A’,f,B’) verificd conditiile lemei 2.33. Fie deci u : A"\~
L
Atunct pentru orice keK exista Vij: Bkj'C Bk“‘ unde BB deci v' =vv . in plus exista:
2 Ik

. B'—B*'$ fu = ’l"‘fu. Atunci:

i

Cfu = fuu ot =V =vv, £, de unde: fru =v £

[P 3 I
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- . - o~ - . . . ~ . J =~ th
in fine, dacd Bhec § fleC(ABY) lar V;; este un morfism pentru care: f u _vmlf .

atunci V:fy =v £, deci f}dl:xfﬁmf‘j’. Cum C este bicategorie in raport cu
hha hh 2

monomorfismele i epimorfismele sale si fy: este factorizat prin \H'\”/j_ rezulta imediat ca
1

)

f =%, deci conditiile lemei 2.33. sunt verificate. Prin urmare existd fe C(A,B) pentru care

B' este tocmai imaginea lui A’.

Sa aratam acum ca f=Llin_ Fie 1€l s1 jeJ. Atunci p,\—’J.i B!c B’- Folosind consecutin

(4) 51 (8) rezulta ca:

v, =VV =Vvpv,

i

dect £ f pentru orice iel. Daci f* este o majoranta a familiei {f}, atunci (' B’ . pentrt.

orice 1<J. Prin urmare f=Ufi_
1€]

2.37. Teorema. Fie (C,MonC,Ep C) o bicategorie local mici, cu intersectii, reuniuni

. tmagint inverse care verificd :
t < [f,,=8,, pentru orice AIcA] (24
unde t.ge C(A,B). Atunct C este o categorie superior bicompleti fata de relatiile (2.3).

Demonstrafie. Folosim notatiile din 2.36. Deoarece in C existad imagini si imagini

tverse rezulta ca:

fUAY) = Uf(A) i f(NAY) = NFAY) |
| ) V )

pentiuonice J'CJ Atunct din teorema 2.36. s1 conditia (2.4) rezultd ca pentru onice o (1) \.

-1 he ((B.E) avem:
(U)g =Ufg s1 h(Uf) =Unf,

prin urmare categoria C este superior bicompleta.
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§.3. LIMITE PROIECTIVE SI REPREZENTABILITATE
IN a-CATEGORII CONCRETE

Prezentam aici o clasa de a-categorii concrete care au un generator punctual - condifia
3 1) - fafa de care limitele proiective in (Ec, Ef) verifica o axioma de regularitate relativ la
mortismele stricte - condifia (3.2). In acest context suntem in misurd sa demonstram
existenta hmitelor prolective a-categoriale gi teoreme de cvasi-constructivitate. Teorema 2.28.
va permite sa dam o clasa de a-categorun constructive si, in particular, posibilitatea intarirn
teoremelor de existentd a hmitelor proiective de sisteme proiective in a-categorii de spatil
masurabile s1 probabilistice din {Ber.76], [Ber.77] s1 [Bun.85] s1 generalizarea lor. Parte din
rezultatele de ma jos sunt preluate din [DK . 98a] s1 [DK.98b].

incepem cu un inventar al unor proprietifi speciale ale a-categoriei (Ec, Ef).
rioprietdf care, in anumite condifi, sunt reflectate asupra a-categoriilor concrete (C, C") prin
tunctorul de urtare [1 un studiu mai detaliat in contextul mai larg al unor categorii ordonate
Je mulpmi g1 relapn fuzzy 1-am realizat in [Da.82b], [Da.83a] s1 [Da.83d]. Pentru proprietitile
corespondentelor am folosit monografia [BGMO.84], pentru cele ale spatiilor masurabile
(BB 85]. 1ar pentru cele ale spapilor topologice [Kel.69].

in cele ce urmeazi vom considera ca (C,C") este o a-categorie la stdnga concretd care
dre proprietatea.

3D',=C astfel ca (OD';=D, s1 [ZeC, feEc(D,,[12)] = feC(D',,Z) (3.1

unde D.={x,}, 1ar "[J" reprezintd functorul de uitare (vezi 1.8.5.).

3.1. Definifii.  Fie fe Ec(X,Y), AcX si BcY. Notim f(A)=Uf(a)g

azA
tB) = {x=X ! f(x)mB=J}. Uneori in loc de f(A) vom scrie fA. Desigur f~ € Ec(fX,X); f se
numeste /nversa slabd a corespondentgei f. Daca:

[x.y= X, () f(y)=I] = f(x)=f(y),
t se numeste corespondentd semiunivocd Daca:

[xveX, f(x)nf(y)=d] = x=y,

! se numeste corespondentd univocd (injectivd). Daci fX=Y, f se numeste corespondentd
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surjectivd Desigur f este surjectiva daca i numai daca f €Ec(Y,X). Notam:
f'B sau f'(B) mulfimea {xeX | f(x)cB} si graf(={(x.y)eX~Y |yef(x)};
f * se numeste inversa tare a corespondentei f, iar graf(f) - graficul ei. Se verificd imediat

urmatoarele:

3.2. Propnietafi. Fie feEc(X,Y), I€Ec, A,cX, B,CY pentru orice i€l 51 BCY. Atunci:
(a) f(LUA)=UfA, f(UB)=uUf (mB), f'(mB,)=~f"'(B)

(b) f ("B,)cf (B), L f '(B)cf '(UB)

(c)  f(BY)=(f'B)

unde cu B® am notat complementara lui B (in Y).

3.3. Propozitie. Fie fe C(A,B). Urmatoarele afirmatu sunt echivalente:

(a) f este monomorfism

(b) [(fX=fY, X, YCA] = X=Y.

Demonstratie. (a) = (b). Fie X,YCA astfel ca fX=fY. Defimim g(x,)=X, h(x,)=Y": din
(3 1), g,he(D,,A) s1 cum fg=fh, din (a) rezulta ca X=Y.

(b) = (a). Fie g,heC(Z,A) astfel ca fg=fh s1 zeZ X=g(z), Y=h(z): atunci. din (b)
recultd ca X=Y,; deci g=h.

3.4. Observatii. 1. Daca f este univoca, atunci este si monomorfism. Intr-adevar. daca
FX=tY st xe X, atunci existayeY astfel ca f(x)f(y)=0, deci x=y; prin urmare XCY $1 analog
Y X, 1ar din 3.3 rezulti ca f este monomorfism.

Inversa afirmatier precedente nu este adevarata in general De exemplu. in Ec
constderam  A={a,b}, B={x,y,z}, cu elemente distincte, f(a)={x,y}, f(b)={v.z}. atunc
t NonEc(A.B), dar f nu este nic1 micar semiunivoca.

2 Daca feEc(A,B), geEc(B,C) sunt surjectii, atunci (gf) =f g si (f ) =t

3.5. Propozifie. Daca fe EpEc(A,B) atunci f este corespondenta surjectiva
Demonstrafie. Presupunem, prin absurd, ca fA#B. Fie g=1,, h(x)=x, pentru x=t\ 1

hix) v pentru xeB\fA, unde y este un element fixat din fA Atunci gf=hf 1ar g7h

1!
It
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3.6. Observatie. Inversa afirmatiei precedente nu este, in general, adevarata. De
exemplu, fie feEc(A,B), A={ab,c}, B={x,y,z}, cu elemente distincte, f(a)={y,z}, f(b)={zx],
fior-ix.vt Desigur f este surjectivd, dar nu este epimorfism; intr-adevar, pentru g(x)={y,z}.
etvh tzxg . g2)={xy} st h(x)=h(y)=h(z)=B se verifica imediat ca gf=hf 1 g=h.

Urmadtoarea proprietate este utila in constructia epimorfismelor din Ec care nu sunt

funci

3.7. Propozifie. Dacid fe EpEc(A,B)\Ef(A,B), atunci pentru orice a€ A pentru care existi
I b= f(a). b=b'. existad st un a'ef (b') astfel ca bef(a').

Demonstrafie Presupunem, prin absurd, ca exista acA, b,b'ef(a), b=b', iar b,b'=f(x)
~au b b’ f(x). pentru orice xe A. Fie g=1; s1 h(x)=x, daca xeB\{b,b'}, h(b")=b, h(b)=b'. Atunci
Bt ot 51 h=g

fees

3.8. Propozifie. Fie feEc(A,B). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) feEpEc(A,B)

(b) f eMonEc(B,A).

Demonstratie. (a) = (b). Din 3.5. rezultd ¢ f €Ec(B,A). Fie g,heEc(C,B), astfel ca
tu=t hg1 D={x}..C, unde x¢C. Definim u,ve Ec(D,B) prin u(x)=v(x)=B, u(c)=g(c), v(c)=h(c).
¢- (. Atunci u §1 v sunt surjective §i f'u=f"v, iar din 3.4.2. i (a) rezulta ca g=h.

(b) = (a). Fie f'eMonEc(B,A). Fie g,heEc(B,C) astfel ca gf=hf. Cum f este surjectie.
fard a restrange generalitatea putem considera ci g si h sunt de asemenea surjectii; din 3.4.2.

rezulta ¢ f'h'=f'g’, 1ar din (b) §i din nou 3.4.2., g=h

3.9. Consecinta. Fie feEc(A B). Urmaitoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) feBiEc(A,B)
(b) feMonEc(A,B) si f'eMonEc(B,A)

3.10. Propozifie. Fie feC(A,B). Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) f este semiunivoca

(b) f=ff f
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Demonstratie. (a) = (b). Din 1,cf f rezulta ca fcff f; invers, daca be ff f(a) atunci
exista b'ef(a) g1 a'ef (b') astfel ca bef(a'); prin urmare b'ef(a)f(a'), 1ar din semiunivocitate
rezulta ca bef(a), deci f ffcf.

(b) = (a). Fiebef(a)f(a'), a,a'€ A. Atunci a,a'ef (b), de unde f(a)ff (b)=ff f(a")=f(a")
s1, analog f(a')cf(a).

3.11. Consecinta. Daca feEc(A,B) este semiunivoca atunci f este un morfism regulat
(in sens Von Neumann).

Demonstratie. f=fgf, unde g(b)=f" (b), pentru befA s1 g(b)=A, pentru be B\fA.

3.12. Definifie. Fie fe C(A,B) 51 fe€C'(A,B). Daca f'cf spunem ci f este o sclecyi

virretd a lun f; notam cu S(f) multimea selectiilor stricte ale corespondentei f.

3.13. Propozifie. Fie feEc(A,B). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) feReEc(A,B)

(b) f este univoca

(c) S(f) cMonEf(A,B)

Demonstratie. (a) = (b). Fie geEc(B,A) astfel ca gf=1, s1 a,a’e A cu proprietatea ca
existd xef(a)~f(a'); atunci g(x)=a=a’, deci f este univoca.

(b) = (c).Evident, daca f 'eS(f), f ' este univoca, deci si injectiva.

(c) = (b). Daca a,a'e A s1 xef(a)nf(a"), exista f' e S(f) astfel ca f'(a)=f(a')=x. tar din (¢}
recsculta ca a=a'.

(b) => (a). Fie g(b)=f"(b), pentru befA si g(b)=x, pentru be B\fA, x fiind un element
finat dim A Atunci gf=1,; intr-adevar, cum 1,cf f, rezulta ca acgf(a), ac A, 1ar daca a'- vi(u)

exista bef(a) astfel ca a'ef(b); deci bef(a)f(a') si a=a'.

Tinand seama de 3.4.1. §1 3.13. rezultd c3, in general ReC(A,B)~MonC(A,B). In cazui

(" Ec¢ are loc urmatoarea caracterizare a morfismelor retractabile:

3.14. Propozifie. Fie feEc(A,B). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) fe ReEc(A,B)
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(b) feMonEc(A,B) si f este semiunivoca.
Demonstratie. (a) = (b). Este imediata din 3.13..
(b) => (a). Daci f(a)~f(a)=J, cum f este semiunivoca, f(a)=f(a'); dar f este

monomorfism, deci, conform 3.3, a=a'.

3.15. Observafie. Daci in locul categoriei Ec consideram categoria C, atunci intre
afirmapile din 3.13. au loc implicatiile (a) = (b) <> (c), iar intre afirmafpile din 3.14,

imphicapa (a) = (b).

3.16. Propozite. Fie feEc(A,B). Urmatoarele afirmagti sunt echivalente:

(a) f=SeEc(A,B)

(b) JA'CA astfel ca restrictia f,.€IzEf(A',B).
In acest caz:

(c) f este surjectiva si S(f )"MonEf(B,A)=J.

Demonstratie. (a) = (b). Fie geEc(B,A) astfel ca fg=1;. Pentru orice beB alegem
@ - uib) s A":{ahibeB}. Cum g este retractabild, din 3.13. rezultd ca este univoca: dar
tta,)—fe(b)={b}, beB, deci f(a,)=b s f, €IzEf(A',B).

(b) = (a). Se verifica imediat ca g=f,.” este o sectiune a lui f.

(a) = (c). Cum f este epimorfism, din 3.5. rezultd ca este corespondenta surjectiva,
iar din (b). ca existd A'CA astfel ca f, eIzEf(A',B). Atunci luind g(b)=f (b)nA', beB, rezultd
unediat cd geS(f)mMonEf(B,A).

3.17. Consecinfe. 1. feSeC(A,B)=>S(f)cEpEf(L1A,[1B).
2. 1zC=1zC".

Pentru ultima afirmatie se folosesc 3.13. si 3.16..

3.18. Propozifie. Ec este 0 categorie perfecta.
Demonstratie. Fie fe BiEc(A,B). Atunci
b, ef(a)\f(A\{a}), VacA (1

cicr. daca nu ar fi aga, ar exista un ac€A pentru care f(a)cf(A\{a}), iar din 3.5 ci
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fA=f(A-{a})=B s1 din 3.13. ca f nu este monomorfism.

Fixdam b, ca in (1), pentru orice ac A. Fie B'={b, | a€A}. Din (1) rezulta ca f, (b,)=a.
deci f,, eEpEf(B',A). Mai mult, din construcfia lu B', fy €IzEf(B,A), iar din 3.16. ca
f <SeEc(B,A). Dar f'eMonEc(B,A), conform 3.9, deci f €1zEc(B,A). In sfarsit, din 3.17.2.
rezulta ca felzEf(A,B).

3.19. Observatie. In continuare vom aborda problema reprezentabilititii in (C,C").
Inainte de aceasta, dam cateva rezultate din a-categoria multimilor care vor fi utile in

continuare.

3.20. Propozifie. Fie F=(Xf,)eproEc, si (PIM,f)=lm _ . F (vezi 1.10.) Fie i.- |
A X s xef A . Atunci existd o1, astfel ca pentru orice j2j,, fJ(X)CleJA,
Demonstrafie. Fie x=(B;)ePIM. Definim C B (Xf A ) pentru 12i, st C,=B, in rest

Atunct (C)(B), f,C,cC,, pentru orice i€l s j€l;, iar C =B, ﬂAchl . Prin urmare exista ) ¢ |

astfel ca € 4J, ceea ce atrage egalitatea C,=(J, pentru orice j>j,, deci f(x)cf, A, . pentru

oriee )z,

3.21. Observatii. 1. (C,C') este o a-categorie la stinga de tip sting {D'}. sau.
cchivalent, D', este generator pentru C si pentru C'

2 Ec nu are egalizator. De exemplu, dacda A={ab}, azb, f(a)=a, f(b)=A. si
presupunem ca f g1 1, au un egalizator ke Ec(N,A). Fie geEc(D,, A) definit prin g(x,.)-a
\tunci exista un unic heEc(D,,N) astfel ca g=kh, deci un unic neh(x,) astfel ca a=k(n)
desigur, atunci h(x,)=n.

Fie g'eEc(D,,A), g'(x,)=A. Atunci exista un unic h'e Ec(D,,N) astfel ca g'=kh’ Cum
mortismul k este monomorfism, din 3.3. rezulta ca h'(x,)#n si existd n'eh(x,), n'#n astfel ca
b k(n'). dar k este egalizator, deci k(n')=A, 1ar din proprietatea de unicitate a lui h' rezultd
ca h'(x)=n'

Fie acum h"e€Ec(D,N), h"(x,)={n,n'}; atunci g'(x,)=A=kh"(x.), in contradicfie cu
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propnetatea de umaitate a morfismulu h'.
Pnin urmare Ec nu are liiite proiective. Totus, daca o F-diagrama conservativa din

Ec are limita suntem in masura si precizam structura acesteia.

3.22. Propozigie. Daca F-diagrama conservativa F din Ec, are are limita in Ec, atunc
ST F=(PIM_f) unde PIM. este mulfimea elementelor minimale ale mulgimn

PL=1IIA 2=A X =F(), A=F(s)A, Vijel @ sel(i))} ordonati cu relapia de incluziune, 1ar
"i1A=A_ pentru once 1€l @ orice [TA e PIM.

Demonstragie. Fie (X f ,}=hE,,F Atunci legea g — (f'g) defineste o byecpe inirz

E2Y X) ¢ mulpmea FI(Y,F)={(g) | g, € E«(Y.X), F(s)g=g, vs<l(ij)}. Conform 3172 etz
suticient 53 indicam o bijectie f din E{PIM_X) astfel ca (f f)=(f). Deoarece (f)<FL(PIM_F .
r2zultd cd exastd un unic feEc(PIM_X) astfel ca (f)=<ff). Fie gcf 51 x=[1A <PIM. Arunc:
[t gx)ePl s I 'g(x)TIf(x) ePIM,, deci (f'g)<(ff) si f=¢. Prin urmare feEf(PIM_X)

Fie Y<Ec. g.g'eEc(Y,PIM,) astfel ci fg=fg'; anmci (f fg)=(f fe'). deci (fg)=<(fg). 1ar
3in defimna morfismelor f, i€l, rezultd c3 g=g’. Prin urmare f este monomorfism.

Fie acum y €X; atuna ITf;(v)ePI_ Daci x=I1A cTIf (y), unde x€Pl, atunci exasti un
«m¢ heEc(iv} X) pentru care A =fh(v), pentru orice i€l. Fie h'(v={v}! o h(v). Atunc:
t (V=T hiy). pentru onice icl, deci h'(y)={v}, A=f'(v). iar IIf'(v)=PIM_: prin urmare f este
Tunecuva.

In plus. daci yeYeEc, (g)eFI(Y.F) s g(y)={xePIM, | f(x)cg(v). Ti<l}. anmc;
fe¥ (g)

3.23. Propezifie. Orice k-diagrami F din Ec are limit3 in (Ec,Bf) 5i Lim mepnE=(PIMLE ).

ande PIM  este mulpmea elementelor minimale ale multimii Pl = {TIA | &=A X =
=Fu). F(s)A.CA,, pentru orice i, €l g s€l(ij)} ordonati cu relapa de incluziune, iar f{T1A }=A .
pentru once 1€1 @ once INA,ePIM

Demonstragie. Evident (f)eFIM(PIM.F). Pentru orice gsEf(XPIM) s1 sl
Fisifgtg, deci (fg)eFI(XF); daci xeX, (8)eFIXF) s (g)(fg), ahmci Ig(x)=PIL.
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g(x)=IIf g(x) si g, (x)cg(x)ePIM, deci (g)=(f;g); prin urmare (f;g)cFIM(X,F), iar aplicafia
definitd prin g—(fg) este o injectie din Ef(X,PIM) cu FIM(X,F); ea este §i1 surjectie, caci dacd
(g,)=FIM(X,F), si xeX, atunci A=IIg(x)ePIM si f A=g(x), pentru orice 1€l. Prin urmare

hm . e F=(PIM,f).

3.24. Observatie. Cu notatiile din 3.22. s1 3.23. sa remarcam faptul ca daca F este o
I-diagrama conservativa, atunci PI.cPI, deci nu putem afirma ca limitele proiective in Ec.
daca exista, coincid cu cele din (Ec,Ef). Totusi coincidenta se realizeaza in cazul in care !

cste o mulfime preordonata, dirijata la dreapta si in cazul in care F este o diagrama discrets

3.25. Propozifie. Fie F=(X,f ) un sistem proiectiv conservativ din Ec de baza |, dirijata

. 5 existi l1m inci hm
la dreapta. Daca exista (_(&)F, aceasta coincide cu _(&_EDF.

<

Demonstraie Fie (PIM,f)=lim _ _F ¢ in 1.10, (A)ePIM, iel si j.el  Atunc
i (Ec,Ef) 1 1

)| 1, este nevida, pentru orice i€l. Fie BliLJJflkAk’ pentru orice 1€l Atunci (B)«<Pl .

(B)(A), deci (B)=(A) si A £ A _Fie (Y,g)=lim_F Cum pentru orice ijel, 10, f,f

rezultd ca exista un unic geEc(PIM,Y) astfel ca (gg)=(f).

Pe de alta parte, daca yeY, atunci (g,(y)) este un element mintmal in PI; intr-adev:

daca (C)ePl, (C)c(g(y)), fie Bfgfi,cj, 1€1; atunci (B)ePlsi f B=B,, pentruorice1€l si)-1.
e,

y)

cum (B)(g(y)), rezulta ca (B)=(g(y)), deci s1 (C)=(g(y)). Prin urmare exista un uni.
- Ff(Y PIM) astfel ca (fh)=(g). in consecintd gh=1, si hg=1,., deci cele doud hmr

voimnetd (pina la un 1zomorfism).

3.26. Observatie. Rezultatul precedent se poate extinde fara dificultapi pentru casul

m care F oeste o I-diagrama, unde 1 este o categorie mica filtranta la dreapta. [PR 71|
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3.27. Exemple 1. Fie F=(X,.f,,), unde X k2™ lk0.2", neN, f =1y si pentru n<m,

n.m N

ix) dacd xeX_

b

fxy =
k27 (k+)2" b, dacd xeX N (k27 (k4)27)

Desigur F este un sistem proiectiv conservativ de bazi N in Ec. Atunci I:E epnf =([0,11.£)),

unde £.(x)={x}, dacaxe X, si f,(x)={k2™ (k+1)2"}, dacixe (k2™ (k+1)2™), oricare ar fixe[0,1]
2 n- N Intr-adevir pentru orice A=ITA ePIM exista doud posibilitafi:

(a) existi me Nsi x_eX_, astfel cd A ={x,}, pentru orice n>m; in acest caz 1dentificam
A cu X,

(b) pentru orice neN, A, confine exact doud elemente a, si b, pentru care b,-a,=2"; in
west caz existd un unic x€[0,1] pentru care a <x<b, pentru orice neN; in acest caz

rdentificdm pe A cu x.

Cum limita proiectiva este unica pina la un izomorfism si identificanle de la (a) 1 (b)

«tabilesc o bijectie PIM —> [0,1], din 3.23. rezultd ci ([0,11,f,) = Im , . F.

2 Fie £.~0 (in R), (M, d) un spatiu metric complet, X =M, f_(x) = {yeM | d(x,v)<

¢.-£. ' pentru orice n,me N, n<m st xeM. Atunci F=(X, f,,) este un N-sistem proiectiv care.

in gveneral, nu este conservativ. Vom arata folosind teorema 1.12. ca (M,gn)=1im(&‘mF, unde
o

¢ (x)={veM|d(x,y)<e,}, pentru orice xeM si neN Desigur, cu notatiile din 1.12., daca
ix )eX, atunci (x,) este un sir Cauchy, deci existd lim x =xeM, iar (x,)R(y,) daci si numai
dacd hm x =hm y_ Atunci corespondenfa A — lim x =x, unde (x, )€ A, stabileste o bijectie

din PIM pe M, 1ar f (A)=g (x), pentru orice (x,)eAeX/R, cu x=lim x_ defineste familia

(f.y= FIM(PIM,F) pentru care ljf(&’E,)F=(M,gn)=(PIM,fn).

3 Este posibil cd PIM=0. Fie F=(Nf ), unde f_(x)={x-m+n,x-m+n+1,...x}, daca
x -m>n g1 f (x)=N, pentru x<m (n<m). Am obtinut un sistem proiectiv conservativ in Ec

pentru care PIM=Q.
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3.28. Observatie. in continuare vom analiza existenta limitelor proiective in a-categorii

la stanga concrete (C,C") care verifica (3.1) s1 condifia: oricare ar fi o categorie mica I, pentru

orice I-diagrama F pentru care (L,fi)=lim eegnIF existaL'eC astfel ca [IL'=L, e C(L',X)), 1€l

s1 pentru orice Ye€C si orice geEf(LJY,L) are loc implicatia:
[f2eC(Y,X), Viel], = geC(Y,L) (3.2)

3.29. Teorema Condifia necesara §i suficienta pentru ca o a-categorie la stinga
concreta  (C,C") care verifica (3.1) sa aibe limite proiective este ca ea sa verifice
proprietatea (3.2).

Demonstratie. Fie F o I-diagrama in C. Din (3.1) rezulta ca (g)eFIM(D' F) dacd y
numal daca (g,)e FIM(D,,LJF) . Din 2.11. 51 (3.1) rezulta ca (h,)e FIM(Z,F) daca s1 numai daca

(h v FIM(OZ,00F), pentru orice ZeC. Notam (L,fi)=l?m(Ec‘EDEIF, limita care exista conform
123 41, ca de obicer, F(1)=X,, 1€l.

| Necesitatea, Fie(L',f)=1im _ .F. Conform observatiei precedente,(f')e FIM(CIL'.CJF ).
S (e :

dect exista o unica functie h: OL'>L pentru care (fh)=(f)).

Fie xeL fixat s1 k,(x,)=x (D,={x,}, conform (3.1)). Atunci (fk, )eFIM(D,F), dec
existd o unicd functie f: D, — L' astfel ca (f/f)=(fk,). Prin urmare x'=f(x,) este unicul element
din 1" pentru care h(x')=x; in consecinta h este o bijectie. Cum limita protectivad in (Ec,Ef)
este unicd pina la o bijectie (vezi 3.17.2.) putem considera ca [IL'=L s1 (f')=(f).

Fie acum YeC 1 geEf(Y,L) astfel ca fgeC(Y,X,), pentru orice i€l. Conform
constderagnlor din debutul demonstraties, (f,g) e FIM(OY,F), deci (f g) e FIM(Y F) Prinurmare
existd un unic g'e C'(Y,L'") astfel ca (f'g)=(fg), dec1 (f'g)=(f'g), de unde conform 1potezer.
resultd cd g'=g g1 geC'(Y,L"). Cu aceasta (3.2) este complet venficata

2. Suficienta. Din observatia imfiala rezulta cd (f)eFIM(L'F), unde ca in (3 2)
" L Mai mult, pentru orice ZeC si (h)eFIM(Z,F), existad o unica funcpie g [IZ — I astfel

ca(rfg) (h) Din (3.2) rezulta ca geC'(Z,L"). Prin urmare “m(c'(;.,F=(L'.fl)
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3.30. Observagie. Fie (C,C") o a-categorie la stinga concreta care verifica (3.1), F o

I-diagrami in C g1 eain 3.23, limmmDF=(PIM,fl). Conditia (3.2) s1 teorema 3.29. ne asigura

[ —

ca mulfimea PIM se poate inzestra cu structura specifica obiectelor din C obfinand astfel
obiectul .2 C astfel ca LIL=PIM, iar corespondentgele f, sunt compatibile cu structura acestuia.
In particular se poate arata ca (C,C"), in aceste condifii, este cu produse stricte. Daci in plus:
pentru orice mulpime nevida I, orice I-familie de morfisme {f;} este superior completa si

X )= A LK) (3.3)

+-categona (C,C') devine superior tare completd (la stanga).

3.31. Teorema Orice a-categorie la stanga concreta care verifica (3.1), (3.2) si (3.3)
oste constructiva.

Demonstrafie Pentru a arita cid (C,C') este cu produse stricte, conform 3.29., este
suficient sd aratam cd (Ec,Ef) are aceastd proprietate. Fie F o I-diagrami discretd in Ec:

contorm 3.23. 51 2 13,
hm e F=1M F=(TTX,p),

unde p_este proiectia canonicd a produsului ITX, din Ef pe X;=F(1), 1€l. Dacd XeEc si

(w1 TUX.X)), atunci unicul morfism care verifici egalitatea (p,g)=(g) este definit prin

a0 =Tg (x)TIX, xeX; deci lekF=(HXl,p,) s1, conform 2.14, (Ec,Ef) este cu produse stricte,

Daca {h} este o I-familie de morfisme din C(X,Y) s1 heC(Y,Z), cum Ec este tare
completa la stanga, din (3.3) rezulti ci:

hh=(Chh)=(Ch)(Th,)=(0h)(wCh,)=h(Uh),
drar (CUCY) este superior tare completi la stanga (vezi 2.23.). In consecinta, din 2.28. rezulta

ca {CNY este constructiva.
3.32. Consecingi. [Ber 75b]. A-categoria (Ec,Ef) este constructivi.

3.33. Observatie. Restul secfiunii il dedicdm unor exemplificar ale teoriei ficute

Vom extinde rezultatele privind sistemele proiective in a-categorii de spatii masurabile
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veneralizate din  [Ber.76], [Ber.77], [Bun.85], cele din [Ber.71], [Ber.75b] si [Top 72] pe
a-categorn de spafii topologice si cele din [DB.86a], [DB.86b] si [DR.86a] pentru a-categorii
de mulpimi ordonate §1 corespondente izotone in sensul lui [MS.73], [MS.74], [Sm1.73],
[RL.85] etc.

3.34. Definitii. 1.Fie X o mulfime. Numim pavare a multimii X o clasa nevida P, de
submulfimi ale acesteia; cuplul (X,Py) il vom numi mulfime pavatd, daca ZcX, pavarea
{X'"Z X'ePy} a mulfimii Z o numim wrma pavarii Py pe Z.

2. Fie (X,Py) si (Y,Py) douid multimi pavate; feEc(X,Y) se numeste corespondenyd
mdsurabild (fatd de pavarile Py §1 Py) daca f 'Y'eP, pentru orice Y'eP,. Daca u: P, » B s
v P, — R sunt doud functii spunem ca f conservd mdsura (faja de p s1 v) daca f este
masurabila si:

Y'eP,, f Y2 = w(Y') < u(fY")

Daca f este o funcfie spunem ca ea conservd mdsura strict daca f este masurabild yi
it Y')=v(Y"), pentru orice Y'eP,,.

3. Vom nota cu Y, multimea punctuala {y,}, cu B, mulfimea {J)Y }. 1ar cu
i B, = R funcia definita prin p,(2)=0 s1 p,(Y,)=1.

Fie in continuare (X,Py) o mulfime pavata astfel ca &, XeP,.

4. Daca P, este o latice fatjd de reuniune $1 intersectie, 1ar p(J)=0, p(X) |I.
w(A)tu(B)=p(AuB)+u(AnB) st AcB = pA<uB, pentru orice A,BeP,, atunci (X,P.) sc
numeste spafiv  semipremdsurabil, u-semipreprobabilitate pe P, 1ar(X,P.,p) sparin
senmipreprobabilistic.

5. Daca Py este o algebrd de submultimi ale lui X, 1ar u este o semipreprobabilitate
pe Pyoatunc (X,Py) se numeste spafiu premdsurabil, u-preprobabilitate pe P, 1ar (X.P. u»
spaie preprobabilistic.

6. Daca Py este inchisa la reuntuni s1 intersecfii numarabile, u este o preprobabilitate
pe Py astfel ca pentru orice sir crescitor (A,) si orice sir descrescitor (B,) din P.. . n- [N
il A\)=SuppA,, p(r\Bn)=inf|.1(Bn), atunci P, se numeste semi-c-algebra de submulpimi (ale
lwm XD, (X.Py)-spativ  semimdsurabil, u-semiprobabilitate (pe P.), i1ar (X.P..p)-spain

semiprobabilistic.
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7 Daci P, este o c-algebrd de submulfimi,iar p este o misurd de probabilitate, atunci

{\.P.) se numeste spayiu mdsurabil, iar (X,Py,u)-spatiu probabilistic.

3.35. Notatii si observafii 1. Esp (respectiv Ep, Es,Em) este categoria spatiilor
senmupremasurabile (premisurabile, semimasurabile, masurabile) §1 a corespondentelor
masurabile Dacd Ce {Esp,Ep,Es,Em} vom nota cu C categoria pentru care C'=C, ale carei
morfisme sunt funcfitle masurabile; se verifica imediat ca (C.C') este o a-categorie la stanga
concreta de tip stang {(Y,,B,)}.

2 EspP (respectiv EpP,EsP,EP) este categoria ale carei obiecte sunt spatitle
semipreprobabilistice (preprobabilistice, semiprobabilistice, probabilistice) si ale care
mortisme sunt corespondentele care conserva masura. Daca C=Esp (respectiv Ep,Es Em). vom
nota CP=EspP (respectiv,EpP,EsP EP), 1ar cu CP' categoria pentru care CP=CP' 1 ale care:
mortisme sunt functille care conserva masura. Se verificd imediat ci (CP,CP") este o a-
categorie la stanga concreta de np stang {(Y,,B,,u,)}. Vom nota cu A: CP—C functorul de
urtare

3 In (Esp,Esp) existi morfisme minimale care nu sunt stricte. De exemplu fie
N=Y=x.v,z}.cu elemente distincte, P,={@,X,{y},{x,y}.{y,2}} si P, clasa partilor lui Y. Fie

r<Ec(X.Y) defimita prin: f(x)=x, f(y)={x,z}, f(z)=z. Se verifici imediat c3 f este misurabili,

tar daca g —f, atunci g nu este masurabild. Prin urmare feEsp((X,Py),(Y,Py)) este minimal

tara a fi un morfism strict.

3 Fie (X,Py,u),(Y,Py,v)€EP 51 fe Em'((X,Py),(Y,P,)). Atunci f conservi misura. 1.e.
t= EP'((X,Py,u),(Y,Py,y)), dac@ §i numai daca pentru orice Y'eP,:

fY'g{& X} = u(fY) =Y.

5 Fie P o clasd de submulfimi ale lw X. Notim:

P, - laticea cu prim §1 ultim element generati de X, i.e. reuniunile finite de Intersectil
finite $i interseciile finite de reuniuni finite ale elementelor din P.

R(P) - algebra de submulfimi generati de P,i.e. reuniunile de forma U(A,\B,). unde
\.B.=P.. cu mulimile A\B,, ne N, mutual disjuncte.

<P>_ - semi-c-algebra generati de P;
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S(P) - c-algebra generata de P.

3.36.Teorema. Fie Ce {Esp,Ep,Es,Em}. Atunci (C,C’) este cu limite proiective.
Demonstrafie. Din 3.35.1. rezulta imediat ca a-categoria (C,C') verifica (3.1). Fie F

o I-diagrama in C, F(1)=(X,P),1eI s1 (L,f9=lim(&£0DF. Ca in 3.35.5. consideram cea mai
mica pavare P, a multimii L astfel ca {f A, | A,eP,1€l}P, si pentru care (L,P,)eC. Fie acum
(Y.P,)eC s1 geEf(1JY,L) astfel ca fg:(Y,Py) = (X,P,) sa fie masurabila pentru orice 1€1. Fie
PJ’,ACL‘g'AePY}. Atunci: (L,P))eC si {fi'Al|AleP,, 1€l} P, dect conform constructie
pavarn P, PcP,, incluziune ce atrage imediat masurabilitatea funcfier g 1o

v C'(((Y,Py),(L,P,)). Prin urmare (C,C") verifica si condifia (3.2). Conform teoremer 3 29

(C.(") este cu limite proiective.

3.37. Exemplu. Fie Ccain 3.36. 51 F=(X .f ) sistemul proiectiv din exemplul 3 27 |

e P o-algebra discretd a lw1 X, ne N Atunci F,=((X_,P,),f ) este un sistem proiectivin (.

tar LJF,=F. Notam, cain 3.27.1,, le(EdoEIF, =([0,1],f)), cu B c-algebra boreliana a lui [0.1].

unde pe [0.1] am considerat topologia uzuala si cu P mulfimea reuniunilor finite de intervale

deschise din [0,1] cu marginile superioare in UX_ . Atunci:

hm peFr = ((O,1LP)F) Iim o F, = (([0,11R(P)).f,) si

llm(r‘.\.b;s';Fl = l‘iE(Em,bn')F] = (([0,1],B),f)

3.38. Teorema. Fie Ce {Esp,Ep,Es, Em}, F o I-diagrami in CP si (X ,P,).f)=Itm . \F
Dacd  exista “m‘(-,,ﬂ,.)F, atunct exista o unica functie u: P, — R astfel ca

(NP )= lim cremF-

Demonstraie. Din 3352 rezultd imediat ca (CP,CP") vernifica (3 1) Fie

hm crerF=UY.Pyv)f). Din teorema 3.29. rezultd ca existd o umica funcfie masurabila
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n - CLY .POLX,Py)) astfel ca (Fh)=(f) si h este bijectie. Definim pA=v(h A), pentru orice
A =P, Atunct (X,Py,n)€CP si f,eCP((X,Py.1), (X, P,u)=F(i)), pentru orice i€l Prin urmare
(1= FIM((X,Py.u),F), deci existda o unici funcfie care conservd masura
<= CP((X.Py.0).(Y,Py,v)) astfel ca (f'g)=(f). Atunci fhg(x)=f(x), pentruorice i€l i XX, deci
b s helzCP((Y,Py.v),(X,Py,1)).

s

3.39. Exemplu. Fie F,=((X,.P,.n).f.) unde ((X,.P,).f..)=F, cain 337, lar p_ este
masura Dirac 1a 0, 1.e. p (A,)=1.daci0eA, si p,(A)=01inrest,neN, A €P_ Atunci F, este un
<~tem proiectiv in EspP (EpP,EsP EP). Consideram 8, masura Dirac la 0 definita, respectiv.
pe P. R(Py 51 B, (vezi 3.37.). Atunci’

(([Osl]vPv6ﬂ)-fn)=l}T4(&pP, mpprf 2 si (([0,11,B,3,).f,)= le(EsP, A le(EP. ek 2

v «chimb vom ardta cia limita proiectiva in (EpP,EpP) nu existd. Conform 3 37

WM e AF=(([0,11,R(P)).f,), unde orice element din R(P) este o reuniune finita de intervale

Arsjuncte C, din [0.1] avand marginea superioard in UX, .Sa presupunem, prin absurd. ca

2\istd l}f“ top gl ==(({0,1],R(P),0)f)), ca in 3.38.. Definim pentru orice ac[0,1] funcfia p, pe

R(P) astfel. p,A=0, dacd 0gR; u,A=1-a, daca QedA\[ON\4, . H.A=a, dacd QeA\A\{0}, §
@ A=l dacd QgAN4AN0}. A<R(P). Se aratd ugor ca ([0,1],R(P),n,)€ EpP. Mai mult. pentru
e A 2P pASle0eA, o [027)f A op(f A)=1, dect f conserva masura $
(1 )= FIM(([0,1],R(P),n,),F,), pentru orice a€[0,1]. Prin urmare ([0,1],R(P),u,) este izomorf cu
(10.1]).R(P).u), pentru orice a€[0,1] in contradictie cu 3.38..

3.40 Observatie. "Candidatul natural” pentru limita proiectiva in (EpP,EpP") a lu:
Fo- (([0,1],R(P),8,).f) - nu este limita proiectivd autentica din cauza exisfentel mai multor
1deale maximale in R(P). De exemplu pentru a=0 s1 a=1 se obfin doua probabilitagi p, s u.
avand wvalorile in {0,1}; lor le corespund douia ideale maximale in R(P): M(n,) =

TA=R(P) 1,A=0} = {AeR(P) | 0¢ ANJ0}} 1 M(1,)={A€R(P):n,A=0}={AcR(P) | 0g¢ A} Vom

~

anahza acest "defect" in §.4 pnn intermediul dualitatii Stone.
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In continuare analizim existenta limitelor proiective in cateva a-categoru de spati
topologice avand drept morfisme corespondente continue definite prin intermediul inverselor

slabe. respectiv tari (vezi 3.1.).

3.41. Definifii. 1. Fie (X,Py),(Y,Py) doui spatii topologice. Corespondenta fe Ec(X.Y)
se numeste continud (inferior éemi-continui) daca f"AeP, pentru orice AcP,; f este rare
continud (superior semi-continud) daci f 'A€Py pentru orice AP, .Vom nota cu Top (Topt)
categoria ale carei obiecte sunt spatiile topologice si ale carer morfisme sunt corespondentele
continue (tan continue) si cu Top=Topt' categoria spatiilor topologice si a functiilor continuc
[:vident (Top,Top") s1 (Topt, Topt') sunt a-categorii la stanga de tip stang {(Y,,B,)}. reamintim
ca ¥ =y} $1 B.={J)Y,}.

2. Notam cu Hausc categoria ale carei obiecte sunt spatiille Hausdorff nevide g1 alc
carer morfisme sunt corespondentele tari continue cu valori compacte, 1ar cu Hausc' categoria
cu aceleast obiecte s1 cu morfismele - functiile continue. Desigur si (Hausc, Hausc') este o

a-categorie la stanga concreta de tip stang {(Y,,B,)}.

3.42. Observatie. Nic1 una dintre categoriile Top, Topt ori Hausc nu este cu limite
prolective, dupa cum s-a constatat in [Top.72]). Exemple triviale demonstreaza ca de fapt
aceste categorii nu posedad egalizatori. In lucrarea amintiti se dau conditii foarte "tari" i
complicate de existenja a limitelor proiective pentru anumite sisteme proiective (vezi de
exemplu {Top 72, §.6]). Daca sistemele proiective poseda aceste calitatl, limitele protective
comcerd cu cele a-categoriale. in schimb, limitele proiective a-categoriale existd intotdeauna

N mult

3.43. Teorema. Fie Ce {Top,Topt Hausc} Atunci (C,C") este constructiva

Demonstratie. A-categoria (C,C’) este de tip stang {(Y,,B,)}, deci condifia (3 1) este

sansticutd Fie F o I-diagrami in C, unde F(i)=(X,T) si (X.f)=lm _ OF

I Daca C=Top, fie T topologia generata pe X de mulfimea |f D '1=1.D: T

¢ ondipa (3.2) fund satisfacuta, din 3.29. rezultd ca (Top,Top') este cu limite protective Fic
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1o o I-famihe din Top((X,Px),(Y,Py)). Atunci Ullg; este o corespondenta continud, deci(3.3)

oste verificata, g1, conform teoremei 3.31. rezulta ca (Top,Top") este constructiva. In

particular. ((X,T),fl)=limmp'1,p-,F‘

2 Daci C=Topt, ludnd pe X topologia T, generatd de mulfimea {f'D, | 1€l,D.eT},

hm F=((X,T).f) si analog cazului precedent, se verifica (3.1),(3.2) st (3.3); aplicand

ToptTopth

din nou 3 31. rezultd ci (Topt, Topt) este constructiva.
3 Fie acum C=Hausc. Definim: PIC={(C)) | @#C.cX,, C, compactd in X 1€l 1 pentru
snice se (i), F(s)C,=C,}, ordonati cu ordinea produs §i PIMc mulfimea elementelor minimale

ile lut PIC Pentru orice i€l definim g(C,)=C, pentru orice (C,)ePIMc. Fie T_ topologia

eneratd pe PIMc de {g'D, | 1€1,D,eT,}. Atunci ((PIMc,T,),g)= lim(ﬂ,m’mm?F. Intr-adevar.

i fema lw Zorn, PIMczd, (PIMc,T,) este un spatiu Hausdorff, 1ar g e FI(PIMc,T,),F). Cum
i Hausc.Hausc") este de tip sting {(Y,,B,)}, folosind 2.11 , pentru orice (Y,P,)eHausc are loc
cchivalenta

(h )yeFIM((Y,P,),F)<>[VyeY : (h(y))ePIMc],
decr (g)e FIM((PIMc,T,),F). Mai mult, pentru once (h)eFIM((Y,P,),F) exista o funcfie unica
=Y »PIMc astfel ca (g,g)=(h,);.cum T={UePIMc | gUcP,} este o topologie pe PIMc care
conpine mulpimea {g, ‘D, | 1€,D,eT }, rezulta ca T.CT s1 h este continua.

Prin urmare (Hausc,Hausc') este cu limite proiective. Din demonstratia de mai sus
rezulta ca Hausc este cu produse; pe de alta parte, limitele proiective in Hausc' si
(Hausc Hausc’) coincid pentru diagramele discrete, conform 2.13.. Deci (Hausc,Hausc') este
cu produse tar §1, respectind notafille din 1.16., J; (-)=IT Hausc(-,(X,T,).

Fie acum (Z,P,)eHausc §i J(Z,P,)={(h)eFI((Z,P,),F) i SheHausc((Z,P,),(PIMc.T.))

(e h)(h,); Presupunem caexista (h,)€J.(Z,P,). Pentru orice ze Z definim H((h,))(z)= = Uh(z)
heN

unde N=theHausc((Z,P,),(PIMc,T,))  (gh)<(h))}. Cum pentru orice heN si orice zeZ, h(z) este
compacta, g, fiind tare continua, rezultd ca H((h)) este cu valori compacte si este tarc
continud; in plus (g,H((h,))<(h), deci H((h)) este cel mai mare element din N. Din teorema

PR rezulta cd ((PIMc,T,),g,H,J;) este o reprezentare a I-diagramei F in (Hausc,Hausc)
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st (PIMc,T,),g) este limita tare a diagramei F. Din 2.20. rezultd ca ((PIMc,T,),k) este
nivelatorul tare al diagramei nivelate a lwi F, unde k=H((g)). Conform teoremei | 186

rezultd ca (Hausc,Hausc') este constructiva.

3.44. Observatie. in [BR.84] si [RHR.84] se face un inventar al diferitelor nogiuni de
continuitate pentru corespondenge. Pentru fiecare tip de corespondente se pot introduce
a-categornl la stdnga concrete de tip stang {(Y,,B,)}; folosind tehnici similare celor din
demonstratia precedenta se poate constata constructivitatea lor. Detali1 asupra unor constructi

speciale de himite proiective in asemenea a-categorii se gasesc in [CD.87a] s1 [Da. 884

3.45. Definifie. Fie (H,<) o mulfime preordonata (ordonata). Pe mulfimea parplo:
nevide ale lur H, notata P(H), definim relatiile:

A<B < [x€eA = JyeB: x<y] (3

A<B < [yeB = IxeA: x<y] (3

3.46. Proprietafi. Fie (H,<) o multime preordonata (ordonata) nevida, 1 o mulpime
nevida, A, B eP(H), astfel ca A <B, 1€, unde relatiile "<" sunt definite prin (3.4), prin (3 )
sau prin (3.4) 51 (3.5). Atunci:

I P(H) este o mulfime preordonata

9%

WA, € UB,;
3. TTA<IIB, unde pe produsele I1A, IIB, considerim relatiile de preordine (ordine)

produs, notate tot cu "<".

3.47. Definitii. Fie (H,<),(H',<) doua mulfimi preordonate (ordonate) s1 feEc(H.H')
Daca [a,beH, a<b] = f(a)<f(b) (30
unde relapia f(a)<f(b) este definitd prin (3.4), prin (3.5), sau prin (3.4) s1 (3 S), f se numest:
corespondenyd izotond. Notam: POI=POr=POIr=POf g1 O1=0r=0lr=0f Convenim cu

t+=POl((H.<),(H',5)) (respectiv fe Ol ((H,<),(H',<)))
dacd £ venticd (3.6) faja de relapa (3 .4).

t-POr((H.£),(H',2)) (respectiv feOr ((H,<),(H',<)))
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dacid f verifica (3.6) fajd de relafia (3.5).

fe POLlr((H,<),(H',<)) (respectiv feOlr ((H,),(H',5)))
daci f venfica (3 6) faa de relagile (3.4) 51 (3.5).

Se verifici imediat, folosind 3.46.1. si 3.46.2. cd POl, POr, POIr, Ol, Or 51 Olr sunt
cateporii ordonate concrete (vezi 1.3.2.) fatd de relapule (1.2).

Daci Ce {POL,POr,POIr} vom considera ca C=POf, iar daca C={01,0r,Olr}, C=0f.

Se venfica imediat:

3.48. Proprietafi. Fie C={POI, POr, POIr, Ol, Or, Olr}. Atuncr:
| (C.C") este a-categorie la stinga concretd de tip stang {D,}, unde D;={x.}.

2 (C.C'") este superior bicompleta;

. (C.CY) venfica relapia (3.1);

‘pd

4 (C.C") venfici relatia (3.3), deci este §1 superior tare completa la stinga.

3.49. Teorema. Fie C={POL,POr,POIr}. Atunci a-categoria (C,C") este constructiva

Demonstratie. Fie F o I-diagrama in C 1, ca in 3.23, (PIM,f,)=lim(Ec‘EoElF. Atunci
(PIM.<)eC. unde relatia "<" este definitd la 3.46.3.. Fie (Y,<)eC 1 geEf(Y,PIM) astfel ca
fo-CtY.X).1=21l Atunci pentruornice x,yeY, x<y, daca g(x)=I1A , g(y)=I1B,ePIM, din 3.46.3
tegxisfg(viael] = [A B 1€l] = g(x)sg(y), decit ge C'((Y,<),(PIM,<)). Prin urmare relafia

3 2) este venficata. Atunci, din 3.48.3., 3.48 4. s1 din teorema 3.29. rezultad ca (C.C") este

constructiva

3.50. Propozifie. Fie C={01,0r,0lr}. Atunci (C,C") este cu produse stricte.

Demonstratie. Cum C=0f este cu limite proiective, din 2.13. rezultd ca pentru orice
l-diagrama discreta F din C: le(QC,F = leC.F = ((TIIX,2),p,), unde pe produsul ITX, am
considerat ordinea produs "<" (vez1 3.46.3.). Fie (X,<)eC si (g)ellIC((X,<),(X,,<)). Definim
2(x)=T1g(x), pentru orice x€X. Din 3.46.3. rezultd ca g este unicul morfism din C(X ,TIX)

pentru care (p,g)=(g,). Prin urmare 1m F=((ITX,<)p,).
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3.51. Observatie. Fie Ce {0O1,0r,Olr}. Notam cu A:C—PC functorul de uitare, unde
dacd C=0I (respectiv Or,Olr) atunci PC=POI (respectiv POr,POIr). Din 3.48 4., 3.50. $1 2.28.
resulta ca pentru ca (C,C") sa fie constructiva este suficient ca aceasta a-categorie sa fie cu
himite proiective. Dar din 3.29. si demonstrafia teoremei 3.49. rezultd ci pentru ca o

I-diagrama F sd aiba limita proiectiva in (C,C') este necesar si suficient ca (PIM,<)eC. unde

(f PlM.i),f,)=1im(PC_PCjAF, proprietate care nu are loc intotdeauna.

3.52. Exemplu. Fie F=(Z,f ) sistemul proiectiv de baza Nin Olr, unde f, (x)=27. daca
x este par s1 f(x)=2Z+1, daca x este impar, pentru orice n<m, nme N Se verifica imediat
¢a in acest caz PIM={I12Z I1(2Z+1)} s1 evident (PIM,<)¢Olr.

Totusi, folosind 3.29., 3484, 2.24,,2.27. 51 1.18.1 se verifica imediat:

3.53. Teorema. Fie F o l-diagrama in Ce {Ol,0r,Olr} si l}{“(,,C'PC.)AFZ((PIM,S).f.), ca

i 349 Condifia necesara g1 suficientd ca F sa aiba limita proiectiva in (C,C') este ca
(PIN.=)c C | in acest caz F poseda o reprezentare ((PIM,<).f H,J.) in (C,C", 1ar ((PIM.<).f)

este hmita tare a I-diagramei F.

3.54. Observatie. Nict una dintre categoriile POl POr, POIr, Ol, Or, Olr nu are
~valizatont intr-adevar, din exemplele 1.4. 1 3.52. rezulta ca ele nu au limite proiective. 1

Jdin 348 41 3 50 ca ele au produse.
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§.4. DUALITATE STONE PENTRU a-CATEGORII
LA DREAPTA DE LATICI

in aceastd secjiune stabilim dualele unor a-categorii la dreapta de latric1 distributive
cu prim s ulum element - pe scurt algebre prebooleene - in conexiune cu a - categoriile la
<tincza concrete analizate la 3.34. - 3.43., ca in [Da 98a) st [Da.98b].

Reamintim ci spapiul Stone (Boole) al unei algebre Boole A poate fi construit cu
cuteru! idealelor maximale, sau cu ajutorul filtrelor maximale, [PR.71]; fie HA muliimea
-jealelor maximale ale lui A inzestrati cu topologia care are drept baza de mulfimi deschise

1:a 73 a=A- unde 3 AMecHA la@M}; atunci HA este spatiu Hausdorff compact, total disconex

~iul Stone (Boole) al lwt A, dacd f A — B este un omomorfism de algebre Boole. atunc
47y HB - HA este o funcqie definitd prin H(f)N={ac A f(a)e N}, NeHB: astfel. H devine

:chivalenja intre categona algebrelor Boole si categona spafiilor Boole cu aphicapnle tan
_orunue ca morfisme. Inlocuirea functiilor cu corespondente distruge dualitatea amintita. cel
rutin din cauza comportdni nesatisfacitoare a acestora relativ la operatia de compelmentars
ez 320

In cazul unur spatiu semi-premasurabil (X,Py) (definifia 3.34.) vom realiza construcfia
spapulw de up Stone in doud etape: inta1 vom renunga la mulfimea de baza X refinand doar
<leebra prebooleana de multimi Py; apoi vom inzestra mulfimea 1dealelor maximale ale unei

sizebre prebooleene (A.<) cu o algebra prebooleana de parp (analogul binecunoscutei teoreme

2o 12prezentare a lur Birkhoff). Formalizam acesti pasi prin intermediul a doi functon
contravanianpt K (functorul de witare) si, ca mai sus, H.

Consideram transformarea K definita prnin:
(X. Py) p———3 Py
r p—3 | K(f): B> £~ (B) (4.1)

YR p——— 3 P,
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pentru  orice feEsp((X,Py),(Y,Py). Atunci: K(H)d=C, KEY=X s1 K(f)(B,wB-)=
~K(HB,UK(f)B,, in timp ce, in general, K(f)(B,nB,)=K(f)B,~K(f)B, (proprietarea 3.2.), unde

B B.eP, Aceasta constatare impune drept codomeniu pentru K categoria PB a algebrelor

prebooleene (A,<) - notam operafiile pe A uzual: "V","A","0" s1 "1" - s1 a funcfilor
fe PB(A,B) care verifica:
f(0)=0, f(1)=1, f(a v b) = f(a) v f(b), a,beA, (4.2)

in acest fel PB devine o categorie ordonati faii de ordinea laticiald indusi pe
morfisme, 1.e..

f<g < [f(a)<g(a), acA] (4.3)
pentru orice f,ge PB(A,B), 1ar K devine un functor contravariant 1zoton intre Esp s1 PB

Peste tot in continuare B, va insemna algebra Boole cu exact doua elemente
(s 1, 0=1).

Ne propunem la inceput sa determindm cea mai mare a-categorie la dreapta de tip
drept {B,) care are ca obiecte algebrele prebooleene §i ca morfisme functiile care verificd

4 2) Vom folosi urmatoarele proprietati imediate:

4.1. Propnietafi si notafii. Fie AePB, | un ideal al lu1 A (1.e. 1200, av b € I, Yabel
st b 1 azb = ael), BCA astfel ca <B>=A (unde <B> indici idealul generat de B in A). P un
ideal prim al lui A (1.e. P este ideal propriusia Ab € P = aeP, saubeP)sif: A 5> B o
funcpie Atunci:

| TeM(A) < [beA = Jcel: b v c=1].

2 BPcl = Pd

3 fePB(A,B;) & f(0) este i1deal propriu al lu1 A

4 f este minimal in PB(A,B,) < f(0)eM(A),
unde cu M(A) am notat clasa 1dealelor maximale ale lu1 A. Vom nota cu I(a) tdealul generat
Jde clementul a€ A\{1} numit idealul principal al lui a.. in general idealul <C>, unde &=C A.

oste mulpimea: faeAldneN, ¢, ¢y, .., ¢, €Ca<c, v v}

4.2. Lema. Fie AePB. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) [g.he PB(B,A), g#h] =[3fe PB(A,B,) minimal astfel ca fg=fh]
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(b) [abe A, a<b] ={IceA: av czl s b v c=1]

(c) Orice 1deal principal al lui A este o intersecfie de ideale maximale.

Demeonstragie. (a) = (b). Fie abeA, a<b ¢ B={0,d,1} un obiect din PB cu exact trel
sizmente Definim ghePB(B,A) astfel ca g(d)=a si h(d)=b. Din (a) rezultd c3 existd un
slzmant mimimal f in PB(AB,) astfel ca fgzfh. Desigur f(a)=0; f(b)=1. 1ar f(0)=sM(A),
conform 414 .deci aef (0) ¢i bef (0). Din4.1.1. rezultd ca exista cef(0) astfel ca
b.c=1lsiavczl,cicdaciavc=1,atunci f{a v c)=fc)=1 ¢ f(0) nu ar fi maximal.

(b) = (a). Fie ghePB(B.A). gzh Atunci existi b<B astfel ca g(b)<g(b) . h(b) D
~vrezultd cd existd c= A astfel ca g(b) « ¢=1 1 g(b) « h(b) . ¢ = 1. Fie I=<{g(b).c}> Cum
. 2:t¢ 1deal. propnu a lui A, din lema lui Zom rezultd cd existi MeM(A) astfel ca 1M
v\tunct g(b)=M s h(b)eM. Fie fePB(A B,) definit pnin-

na=t < aeM
Atunct conform 4.1 4, f este mimimal in PB(A B.) 51 fg=fh, cac1 fg(b)=0 s1 fh(b)=0.

(b) = (c). Fie ac A\{1}. Conform lemei lui Zomn, exista ideale maximale ale lwm1 A care
c-apn pe la). fie M intersecpa acestora. Desigur M este ideal propriu al lm A s1 Ita)2\M
Mresupunsm cd exastd deMi(a). Fie b = d v a; atunci b>a. caci. in caz contrar. dsl(a) Dir
=1 rezultd cad exista ce A astfel ca a v =1 1 b v ¢=1 Fie M, un 1deal maximal cars
-onjne pe l(c). atunci ceM,; dar beMcM.. Pnn urmare b v ceM_; contradicpie !

(c) = (b). Fie a,beA, a<b. Dacia b=1, atunci (b) are loc pentru c=1. Fie b<l. Cum a<t
-2zulta ¢d existd un ideal maximal M care il confine pe I(a), astfel ca be A'M. 1ar din 4.1 !

.zuta ca exasta ceM astfel cab vc =1, dar aeM, decia v ¢c < 1.

4.3. Definitie. O latice care venfica condifia (b) de la 4.2. se numeste locald. Notar

.« PBI categona care are drept obiecte algebrele prebooleene locale s1 ca morfisme funcmi:

v janc locale care verifica (4 2), 1ar cu PBI' subcategonia categoriei PBl cu aceleas
oniecte §1 ale carel morfisme sunt definite pnin:

fePBI{AB) @ [NeM(B) = f NeM(A)].

4.4. Teorema (PBLPBI) este cea mai mare a-categorie la dreapta de up drept B

c:rz are ca obiecte algebre prebooleene §i ca morfisme functiile care verifici (4.2).
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Demonstratie. 1. Aratim ca (PBI,PBI") este o categorie la dreapta. Desigur B,PBI.
AM(B)={{0}}, 1ar din lema 4.2. rezulta ca pentru orice AcPBI:

PBL'(A,B,) = {fePBI(A,B,) | f minimal} (4.4)
Fie A,BePBI s1 gePBI(A,B) astfel ca pentru orice CePBI s1 orice fePBI'(B,C), fg sa fie
minimal in PBI(A,C). Fie M € M(B). Definim functia f;; B —» B, prin f(b) =0 < b e M
Din 4.1.4. rezulta ca f, € PBI'(B,B,) si f,g este minimal in PB(A,B,); deci (fg) (0)eM(A) s
g MeM(A). Prin urmare gePBI'(A,B).

Invers, daca g € PBI'(A,B) si f € PBI'(B,C), atunci fg este minimal in PBI(A,C).
mtr-adevar, daca ar exista hePBI(A,C) astfel ca h<fg, din lema 4.2 rezulta ca exists
I PB(C.B,) astfel ca foh<ffg, dec1 f,fgePBI'(A,B,) si nu este minimal in PBI(A.B.)

contradicpie cu lema 4.2.

[§S]

Din (4.4) s1 lema 4.2. rezulta ca (PBLPBI') este de tip drept {B,} .

3. Demonstram ca daca (C,C") este o a-categorie la dreapta de tip drept |B | unde
(- PB, atunci C<PBI 51 C'<PBI'. Deoarece (C,C") este de tip drept {B,}, din lema 4.2 rezultd
¢a (- PBI Din 414 rezulta ca pentru orice AeC:

('(A.B,)={feC(A,B,) | f minimal in C(A,B,)=PBI(A,B,)}cPBI(A,B.).

rar din 4 2 rezulta cd orice morfism din C' este morfism si in PBI'; prin urmare (' PBI'

4.5. Definifie. Morfismul fe PBI(A,B) se numeste perfect daca pentru orice M=M(B)

'\ este o intersectie de 1deale maximale ale lu1 A.

4.0. Proprietai. |. Morfismele categoriet PBI' sunt perfecte si. in plus suni
omomorfisme de latici.

2 Dacd t=PBI(A,B) 51 gePBI(B,C) sunt perfecte, atunci gf este pertect

3 Daca A este o algebra Boole si fePBI(A,B), atunci f este perfect i
t PBI'CAB) &> t este omomorfism laticial.

Aceste proprietagl fac posibila introducerea unei noi categori de latici locale

4.”7. Notafii. Notam cu PBp categorna ordonata fata de relagile (4 3) ale carer obi o

-unt laticile locale, 1.e. PBp=PBI §1 ale carei morfisme sunt morfisme perfecte st PBp' PBI
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4.8.Teorema. (PBp,PBp") este o a-categorie la dreapta de tip drept {B,}.

Demonstratie. Deoarece fePBp(A,B,) daca §i numai daca f(0) este o intersectie de
tdeaie maximale ale lut A, rezultd cd f este minimal in PBp (A,B,) daca §1 numai daca
t-PBI'(A.B,) pentruorice AePBp. Fie gePBp(A,B). Tinand seama de definifia categoriei PBp’
resultd ¢a

u< PBp'(A B) = [vCePBI, VfePBI'(B,C), fg este minimal in PBI(A,C)]=[VC<PBp.
“t PBp(B.C). fg este mmimal in PBp(A,C)] =[VfePBp'(B,B,): fgcPBp'(A,B,)] = gePBp'(A,B),
deci tPBp. PBp') este a-categorie la dreapta, §i, evident, este de tip drept {B,}.

4.9. Notapii. Fie AePBL
I 3 = :MeM(A)]aeM}. acA

2y - l3'asA)

-

T..A — A este aplicapia definitd prin a — 3, acA.

4+ T - topologia generata de A pe M(A)

Cand nu existd pericol de confuzii vom scrie T in loc de T, §1 T In loc de TA.

-

.10. Propnetafi. Fie AePBl. Atunci:

P ta b= t(a) v 1(b) 51 t(anb) = t(a)n1(b), a,beA.
)= <> a=0; 1(a)=M(A) < a=1.

tJ

"

(M(A), A)eEsp

FeN

t<1zPBI/(A,A)

N

(M(A).T) este un spafiu compact T,.
Demonstragie. 1. Se verifici imediat.

2 Desigur. 1(0)=9. Daci a#0, atunci 0<a $1, cum A este locald, existd be A astfel ca

4+ b= Tyibzl Fie M un ideal maximal care contine idealul propriu generat de {b}. Atuncr

M-7(a) g1, prin urmare 1(a)#@. Analog se verifici partea a doua a afirmatiei.

3. Fie abeA astfel ca 5?5 st Mep\3. Cum beM, existi ceM astfel cac v b = |
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Atunct Mé ¢z, dect glUp M(A) conform punctului 2., st gUazM(A).
4. Din punctele precedente rezulta ca tcpB](A,A) $i ca este surjectie. Fie NeM(A).

Atunci TN este un ideal propriu al lu1 A. Vom arata ca el este chiar maximal, ceea ce va
dovedi ca 1 este morfism strict. Presupunem ca ac A\ T'N; atunci 3 ¢ N, deci exista pcp astfel
ca 3UbM(A) st beT'N,1ar a v b =1, conform 1. 51 2.; prin urmare T'NeM(A).

Ramane sa aratam ca T este injectiv. Fie a,beA, a<a v b. Atunci existd c€ A astfel ca

a c¢= 1l stavbvc=1 Fie M un ideal maximal care confine pe a v ¢ Atunct

\l i Me b § prin urmare t(a)=1(b).
5. Fie J o multime, aj€ A pentru orice j€J, astfel ca M(A) =U5J. Presupunem. prin

absurd, ca M(A) = Uﬁ), pentru orice mulfime finita J'cJ. Conform 1. i 2. rezulta ca pentru
J/

arce mulfime finita J'cl, Va);tl' Fie I idealul generat de mulfimea {a ‘je]}. Desigur | este
J/

un 1deal propriu §1 el este confinut intr-un ideal maximal M. Atunci MeM(A)\Ua .
contradictie ' Prin urmare (M(A),'i') este spatiu topologic compact.
Fie M,NeM(A), M=N; atunci exista acM, beN astfel caa v b =1, deci M ep $IN &

(sau vers). prin urmare (M(A),T) este un spatiu T,.

4.11. Notatie. Fie H transformarea definita prin:
HA = (M(A),/.\) - spatiul Stone al Iui A, AcPBI

H(H) N - {MeM(A)|f NcM}, NeM(B), pentru orice fePBI(A,B)

4.12. Proprietati. Fie A,B,CePBI, f.f 'ePBI(A,B) s1 gePBI(B,C) Atuncr:
I H(t) este o functie, daca f este morfism strict.

2 - f = H(f) < H(f)

-

H(HH(g) = H(gf); daca g este morfism strict, atunct H(f)H(g)=H(gt)
t= PBp(A,B) =>H(f)eEsp(HB,HA)

4
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4

fcPBp(A.B) st H(f) este functie = fePBp'(A, B)
H(f) 1.(a) C15(f(a)), a€A

o

~d

H(f) este inchisd, i.e. H(f)N este o mulfime inchisd in spafiul (M(A),TA), pentru

once NeM(B).

Demonstrafie. Primele cinci afirmagii se verificd imediat.

6 Fie NeH(f) 1,(a) si MeH(f)NN1,(a); atunci agM si f NCM; prin urmare f(a)eN si
\ < T (t(a)).

7 Fie McH(f)N s1 acf 'N\M: atunci pentru orice M'e1,(a), f NM'; deci MgégT_;_ st

HON=C

4.13. Observatii. Inversa afirmatiei 4.12.1. nu are loc intotdeauna, deci daca H(f) este

funcpre. nu rezultd, in general, ci f este un morfism strict. De exemplu. fie

v =N H0.1]1eX\X} unde ¥ este interiorul mulfimu X s I idealul generat de muliimea

- | o :
ol _ | ) % neN } fie f: A — B, definitd prin fX=0 <> X €l: atunci unicul 1deal maximal

noon+H/

4l lwr A care contine pe 1 este M={Xc][0,1] ! 12X}, decit H(f) este o functie: dar [0.1]ML
f2cr 1 nu este maximal. ceea ce atrage faptul ca f nu este morfism strict.

Nici inversa implicafiel 4.12.2. nu are loc, in general; de exemplu, dacd f: A — B, este
definitd prin £X=0 < XeM, in exemplul precedent, atunci H(f) = H(f') s1 f#f"

Folosim acelagt exemplu pentru a artata ca incluziunile de la 4.12.3. 51 4.12.6. pot 1
tmicte Pentru X=[0,1)e A, XeM, dect Vg X; H(f)f(=® Si ‘EBD(f(X)) =TBa(1)¢®_ In fine. fie
B oo (o0 ), [1/2, 1], [0, 11} st h: B > A scufundarea identicd. Atunci (fh) (0)=!. .
Hith)(0)={N,, N,}, unde N={, [0, 1)} st N, = {QD, [1/2, 1]}; pe de altd parte

HiH(D(10})=H(h)M={N,}, deci H(h)H(f) TH(fh).

4.14. Propozitie. Fie fePBI(A ,B). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) f<PBp(A,B)
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(b) H(f) t.(a)=15(f(a)), pentru orice acA.

Demonstratie. (a) = (b). Fie ac A 51 Net,(f(a)). Atunci agf N si, conform 1potezei (a),
exista MeM(A) astfel ca f NcM s1 agM. Atunci MeH(f)Nnt,(a), deci NeH(f) t,(a); tinand
seama §1 de 4.12.6. rezulta (b).

(b) = (a). Fie NeM(B) s1 acA\f'N. Atunci Nertyf(a), iar din (b) rezultd ca
H(f)Nmt,(a)2d. Prin urmare exista Me1,(a) astfel ca f NcM.

4.15. Observatie. Din 4.12. rezulta ca H: PBp — Esp este un a-functor contravariant

izoton. Afirmatia se poate intari cu urmatorul rezultat:

4.16. Propozigie. KH este un functor covariant din PBp in PBp, 1ar aplicagia A -» 7.

A+ PBp, defineste o echivalenfa naturala intre functorii 15, 51 KH.

Demonstiatie. Fie A,BePBp s1 fePBp(A,B). Atunci KHA=4A., KHB= pj s

KH(f) A — B este definit prin: KH(f)(t,(a)) = H(f) 1,(a) = 15(f(a)), ac A, conform 4.14_ In
plus. din 4.10.4., 1, este un 1zomorfism in PBI'(A,KHA). Prin urmare KH(f)t =1.f. dec
KH(f)=1,ft, 1ePBp(A,f3). In consecintd KH defineste un functor covariant din PBp pe PBp.

tar T 1y, —> KH este o echivalenta naturala.

4.17. Notagii. Fie (X,Py)eEsp. Notam cu Ty topologia generata de P, pe X s
convenim ca toate considerapiile topologice pe care le facem in legdtura cu spapul
semipremasurabil (X, Py) sa se refere la topologia T,. Proprietatile 4105 ¢ 4127
suyereaza ca pentru a obfine o comportare naturala a lut H st HK sa consideram doar acele
spapin semipremasurabile pentru care (X, Ty) este spatiu compact T,, 1ar ca morfisme

orespondentele inchise.

4.18. Propozitie. Fie fe PBp(A,B), gePBp(B,C). Atunci H(f)H(g)N=H(gf)N, pentru
orce Ne M(C)

Demonstratie. Fie NeM(C). Din4.12.3 $14.12.7 rezulta ca H(f)H(g)N<H(gH)N Daca
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Mo H(gNN si ac A astfel ca Mea, atunci ag(gf) N, deci f(a)eg ‘N. Cum g este perfect, exista
\I'=\M(B) astfel ca f(a)eM' si g NCM'. Atunci a¢f 'M' si M'eH(g)N. Cum s1 f este perfect,
existd M"=M(A) astfel ca agM" §i f M'cM". Atunci M"e anH()H(g)N. Prin urmare

\1. H{fH(g)N (inchiderea topologica).

4.19. Definitii. 1. Numim compunerea inchisd a morfismelor fe Esp((X,Py),(Y,Py)) §i
¢ Esp((Y.P,).(Z,P,)) corespondenta notata g-f definita prin:

o =f(x), xeX
Romarcam ¢d ¢f este cu valori inchise g1 este masurabila; intr-adevar, daca C<P
O XX gf‘(gjrf(‘i@F{xeX | gf(x)NCz2B}=(gf) C=f g C.

2 Notam cu ES categoria ordonatd concretd care are ca obiecte spatile
~cmipremasurabile (X,P,) astfel ca (X, Ty) sa fie spatiu compact T, s1 ca morfisme
corespondentele masurabile cu valon inchise, pentru care compunerea este cea definita ma
wi~ Cu ES' notam subcategoria lu1 ES cu acelagt obiecte s1 cu functiile masurabile ca

martisme

Din 419. 418, 4105, 4127 ¢ din faptul ca daca fePBp(A,B) atunct
Hit) - Esp(HA HB), rezulta imediat:

1.20. Propozifie. 1 K(fg)=K(f'g), f s1 g fiind morfisme compozabile din Esp.
2 (ES,ES’) este o a-categorie la stanga de tip stang {(X,,B,)}.
3 H defineste un functor contravariant din PBp in ES.

Ca in cazul clasic, [PR.71], se verifica imediat legitura dintre proprietatile laticiale

ale spapnlor semipremdsurabile st cele topologice ale obiectelor categoriei ES.

4.21. Propozifie. Fie (X,Py)<Esp. Atunci:

I (X. Ty) este un spafiu T, dacd gi numai dacd pentru orice x,y € X: [xz v ==
A PoxzA s1ygAl

-~

(X.Ty) este compact dacd §i numai daci orice ideal maximal al lui P, este de

forma. |ASP.1xgA}, pentru un anume xeX.
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4.22. Definitii. Fie (X,Py)€Esp.
I (X,Py) se numegte redus daca pentru orice x,yeX: x#y = JAeP x€A, ygA
2. (X,Py) se numegste perfect daca: MeM(Py) = IxeX: M={AeP, | XZA}.
in general, vom nota Mx={Aer|xeA} idealul propriu al lw Py, pentru orice xeX.
3. (X,Py) se numeste local daca V xeX si V AeP,: xe A =[IBeP,: AUB=X 51 x¢B]

4. (X,P,) se numeste atomic daca: xeX = {x} € Py

4.23. Proprietafi. 1. Obiectele categoriel ES sunt spatiile semipremasurabile reduse
s1 perfecte (vezi 4.21)).

2 Fie (X, P,)eEsp. Atunci: {M, | xeX}cM(P,) < (X,P,) este local

3 Daca (X,Py) este local atunci P, este o algebra prebooleana locala de submulfinu

ale i X: inversa nu este valabila.

4.24. Notatie si observafii. Fie (X, Py) un spafiu semipremasurabil local. Notim

cu T N ->M(P,) funcfia definitd prin x — M,. Uneor, cand nu este pericol de contuzic.

N

vom onute indicele (X,Py) al functier.

T (X,P)—> (M(P,), f)x) este masurabild, p-A =A, pentru oricare AePy.

to

nX este o submulfime densa in (M(Px),’i‘ ).

-~

n este injectiva dacd si numai daca (X, Py) este redus.

+

A =ANr X pentru orice AePy.

S Daca, in plus, (X,Py) este redus, atunci g (X,P,) — (nX, ﬁ‘ﬂnx) este un
rzomorttsm in Esp'; vom identifica (X,Py) cu submulfimea dens3 a lut M(P,,) inzestrata cu

urma lur P pe aceasta submulfime.

4.25. Propozifie. Daca (X,P,) este un spafiu semipremasurabil perfect s1 redus. atunci

ol este g local, 1ar minduce un 1zomorfism in ES din (X,P.) pe (M(P,). P.)

Demonstrafie. Fie (X,P,)€ES s1 xeX Atunci, conform 4 222  exista ye X asttel c.
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MM 2 M(P). dar (X.Py) este redus, deci x=y st M,eM(Py). Prin urmare, conform 4.23.2.,

(N P.) este local Din 4222 si 4.23.3. rezultd cd m este o bijecpie din X pe 13X, iar din

4240 c¢d s ' sunt funcfii masurabile.

4.26. Propozifie HK este un functor covaniant din ES pe ES iar 7 este o echivalenta
naturala din I in HK.

Demonstrafie. K este un functor covariant ES — PBp. Intr-adevir, din 4.25., daci
N P 1:=ES. atunat K(X,Py)ePBp=PBl. Fie fe ES((X.Py).(Y.P,)) st M,eM(P,). Atunci
N\ =iB=P. f'BeM,}={BeP, | f(x)"B=0}={M, |y ef(x)},deciK(f) ePBp(Py.Py).iar din
¢ 21 . K ES — PBp este contravariant g1 HK: ES — ES este functor covariant.

-

2 = 1, — HK este o echivalenti naturald. Intr-adevir, din 425, = este

(N.F,»

wmorfism in ES. pentru orice (X,P)€ES. Fie fe ES((X.Py),(Y.P,)). Ardtam ca diagrama.

, TT -
% B ®PR) o (M(R), By)
' HK (9
A 4
—_— v -
(Y .Ry) T X, py) (M(Py ), Py)

wte comutatva Fie xeX. Awnci HK(Hn(x)=HK(OM,={M, |yeY, K(M.M,!-

N yef(x)) = n(f(x)). In plus, daci y€f(x), atunci existai B € P, astfel ca yeB. unde
B-Hx)=C. caci f(x) este inchisd in spafiul compact (Y.Ty); deci K()M,@M,, de unde
Ny Y KIOMEM, J={M, |yef(x)}; prnn urmare diagrama este comutativa.

4.27. Teorema. K: (ES,ES") — (PBp,PBp") este o echivalentd la stinga - dreapta. iar
i PBp.PBp') — (ES,ES") este o echivalenti la dreapta - stanga.

Demonstrafie. Vom verifica condifiile din 1.14. (vez s1 1.8.6.). Din 426. 51 4.10
wzulticda H PBp — ES i K- ES — PBp sunt echivalente. Din definita (4.1) si comentariul

armdtor formuler (4.3) rezultd izotonia lui K, iar din 4.12 cea a lui H. Raméane sa probam
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¢ ambu functori conserva morfismele stricte. Fie fe ES'((X,Py), (Y,Py)) s1 M, e M(Py). Atunci

K(f)M,=M,,, dect K(f)ePBp'(Py,Py). Din 4.12.1. rezulti proprietatea similara pentru H.

4.28. Consecinta. Fie F o diagrama in ES care are limita proiectiva in (ES, ES") 51 G

o codiagrama in PBp care are limita inductiva in (PBp, PBp'). Atunci:

(a) K (ljf(ss,ss")F) = lE@BpPBpDKF

(b) H (ll_n: ®Bpppy Q) = le(Es.Es")HG

4.29. Observatie. (ES,ES") s1 (PBp,PBp’) sunt cele mai mari a-categorii pentru care K
este o echivalenta la stanga-dreapta, 1ar H este o echivalenta la dreapta-stanga, in sensul cd
daca () este o a-categorie la stanga, tar (D,D’) o a-categorie la dreapta astfel ca

(1) D < PBI, D' < PBI'

(11) C < Esp

(m)  H induce o echivalenta la dreapta-stanga (D,D") — (C,C")

(1v) K induce o echivalenta la stanga-dreapta (C,C") —» (D,D")
atunct D < PBp, D' < PBp', C X ES 51 C' < ES".

Demonstratie. Din (111) rezulta ca orice obiect din C este izomorf in C' cu un spafiu
wnupremasurabil perfect s1 redus 1 ca orice morfism din C este o corespondenta inchisa
Deoarece H(f) este o functte masurabila pentru orice morfism f din D', rezulta ca orice obiect
din C este 1zomorf in Esp' cu un spafiu semipremasurabil perfect si redus, deci CCES 1 (7

ESN" Dacd f este un morfism in C, K(f) este un morfism in PBp, 1ar din 4 18 rezultd c¢a in
(" compunerea morfismelor este compunerea inchisa, deci C < ES. Din (1) s1 (1v) rezultd ¢i

D PBp. war D' PBp'

4.30. Observatie. Fie F o I-diagrama in Esp astfel ca H(KF) sa fie diagrama in ES
vom nota in continuare F=(X,P)), pentru orice tel. Vom analiza existenta limter protective
4 dhagramer H(KF) in (ES,ESY) 1 legdtura cu limita protectiva a lui F in (Esp,Esp') (vea
teorema 3 30 ) Din 428 rezulta ca existenfa acesteia este condifionata de existenga limite

mductive a l-codiagramer KF in (PBp,PBp'). De aceea vom demonstra in prealabil
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(PBp,PBp") este cu limite inductive, apoi vom da condifii necesare §i suficiente ca

hm eaprep-KF = K( l.,i,T(F‘P’F-P’JF) si vom arata ci (ES,ES") este cu limite proiective prezentand

doua caractenzan ale acestor limite.

4.31. Propozitie. Fie F o I-diagrama in Esp.

! H(KF) este diagrama in ES <> KF este codiagrama in PBp.
2 Daca F(1) = (X,,P)) este premasurabil, i€l, atunci KF este codiagrama in PBp.
Demonstragie. 1. Rezulta din 4 27

2 Deoarece, conform (4.1), K: ESp — PB este un functor covariant izoton, rezulta ca

P oste o algebra Boole (vez1 3.34.5.), 1ar din 4.6 3. rezulta ca F(s) este perfect, pentru orice

Homl. deci KF este o codiagrama in PBp.

4.32. Notatfii. Fie F=(AF(s)) o I-codiagrami in PBLl.
FX=4() | I, este ideal propriu in A, si F(s)I,cl, pentru orice i,j€l, s€l(i,j)}: pe N

<onsideram ordinea "C" definitd prin: (I)c(J) < 1<, 1€l

o

X - mulfimea elementelor maximale ale lui X.
3 Pentru orice 1€l si a €A, f(a)={(1)eX, | ael}
4 B = {f(a)lacA, iel}.

4

A - algebra prebooleana de submulfimi ale lui X, generati de B.

6 M =lacA | X¢a}, pentru orice xeX,,

4.33. Propozitie. (a) (g) €IN(B,F) < (g (0))eX

(b) (£)€INM(B,,F) & (8,(0))eX,

Demonstratie. (a) este imediatd, iar (b) rezulti din observatia ca daca
v th )2 IN(BLF). (g,)c(h,) dacad si numai dacid g (0)>h, (0), icl.

Urmatoarele proprietafi se verifica direct.

4.34. Proprietati. 1. f ePB(A,A), pentru orice icl

2 Pentru orice x=(1)eX,, i€l, a,€A; ael, & f(a)eM,

3.(f'M,), = x, pentru orice xeX,,
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4.35. Propozifie. Aplicafia T definita prin x — M, defineste o bijectie X, — M(A).

Demonstratie. Fie x=(I,)€X,. Desigur M, este un ideal propriu al lu1 A. Fie MeM(A)
astfel ca M, € M (Zom). Din 4.34.3. rezulta ca L.cf;M, 1€l. Dar (f M)eX si1 (1)eX,, deci
(f M)=(1,). In plus, pentru orice i€l §i pentru orice a,€ A, conform 4.34.3.: f(a)eM = acl =
—f(a)eM,; din 4.1.2., McM,, deci M=M,. Prin urmare 7 este bine definita si surjectivi,

injectivitatea sa rezultad imediat. din 4.34.3..
4.36. Consecinga. (X,,A)€ES si nelzES'((X,,A), HA).

4.37. Teorema. (PBIl, PBI') este cu limite inductive; daca F este o I-codiagrama in PBI.

atunci “m‘,,,,,',,,,,qF = (A,f), unde A si f sunt definift in 4.32..

Demonstratie. Din 4.24.5. si 4.23.3. rezultd imediat ¢ AePBI, cici (X,,A)<ES. In
plus, (f)cINM(A,F); intr-adevar, daca hePBI(A,B,), din 4.35. rezultd ca exista xe X, astfel
cah(0)=M_si1din 4343 ca((hf)(0))=(f M,)=x; atunci, din 4.33. rezultad ca (hf)eINM(B, .F)

Fie CePBl s1 (g)eINM(C,F). Cautam un unic gePBI'(A,C) astfel ca (gf)=(g) Fie

a- A Din definifia 4.32. rezultd ci existd un me N, meN, 1€l k< n, s0,m,, 3, €A astfel

woom, ) . . e . n o m,
iy - of (a ) Pentru a ne atinge scopul este suficient sd ardtdm cd: y- 3 —c=V Ag (a )
[ ™ [P

PO R T} [SEX =1

defineste un morfism din PBI'(A,C). Fie g/ =:J (.\fl (3,/") = ¥ c/=\l/ /\g, (a )eC Trebuie sa

p0 g0 ™ po ¢ ™

aratam ¢ c-¢' Presupunem, prin absurd, ca c#c' Cum C este locala, rezultd ci exisi
N A O) astfel cacnc'eNgicve'eN, dect cgN, sauc'g N. Sd presupunem cac'¢ N; atunci ¢ \
Fre h € -» B, definit prin h(d)=0 <>deN. Atunci (hg)eINM(B,F), iar din 433 rezulta

v e NN s xef(a) <> agg N <> g(a)eN, 1€l a€A, Dar ceN, deci exista s(k)={0,..m, | .k .0

witel ca g, (a, )eN Atunci pentru orice ke {0,...,n}, x& (a ), dect xga Dar ¢’=\, dea
SNt pe {00 ) astfel ca g (a,/ )eN, oricare ar fi q€{0, .t }. deci xef (a ). g0t st x a

In concluzie aza’, ceea ce contrazice ipoteza.
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Rimane si aritim ci gePBI'(A,C). Fie NeM(C) si h: C — B, definitd prin h(c)=0
dacd s numai daci ceN. Atunci x=(g /N)eX,. Este suficient sa aritam, conform 4.35, ca
VM =¢'N Frea1cl st a€A,. Atunci: f(a)eM, < x¢f(a) = aeg’ N = fi(a)egN,1ardin 41.2.

rezultd ¢d M Cg'N i, prin urmare, M,=g'N.

4.38. Teorema. (PBp, PBp’) este cu limite inductive; daca F este o I-codiagrama in
PBp atunci “m,PBuPBP.,.F=“m(m renAF=(A.f), unde A: PBp — PBI este functorul de uitare, 1ar

v oot osunt definign in 432

Demonstrafie. Conform teoreme1 4.37., este suficient sa aratam ca f este morfism

pertect (vezt 4.5)), pentru orice i€l. Fie MeM(A). Atunci exista x=(1,)eX,, conform 4.33
astiel ca M=M, Fie B=~{M,eM(A)|LcM,}, icl. Atunci B, este ideal propriu al lui A, si.
cum pentru once 1)€l, s€l(iy), F(s) este perfect, F(s)B,cB;, conform 4.32.1,, (B)eX. 1ar
val)yZ(B) Dar xeX,, dec, conform 4322, (B)=(1) si f este perfect, pentru orice i€l.

4.39.Teorema. Fie G=((X,P), G(s)) o I-diagrami in Esp astfel incit KG si fie o

codragrama in PBp 1, ca in 3.35, ((L,PL),gl)=l<if_n_(Bp_&wGA Daca P, ePBIl, atunci urmatoarele

condipn sunt echivalente:

() hm o eyKG = (K(L,P,) K(g))
(b) vIcl finitd si ¥V (A), €lTP,.
J
L=Ug A = Ikel: X, UG(s)A lie), sel(ik)) (4.5)

Demonstrafie. Fie F=KG=(P,F(s)), unde F(s)=KG(s), pentru orice i,jel si sel(i,j) st

h =K(g)), 1€l. Din teorema 4.38., lin(PBp’PBp.)F=(A,f]), A 51 £, fiind definite in 4.32..
(a) = (b). Fie l_iir}} eppppF =(PLhy). Atunci existd un izomorfism hePBp'(A,P,) astfel

i tht)=(h) Fie J o submulfime finitd a lui I, (A)€IP  astfel ca L4Jg A 4h A Fie 1
] J 1 ¥ ) 17 A
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idealul generat de multimea U{F(s)A, lieJ, s€l(1,k)}, kel. Pentru a demonstra (b) este suficient
sa aratam ca exista kel astfel ca I,=P,. Presupunem, prin absurd, ca I, este ideal propriu a

lur P,, pentru orice kel. Atunci (I)eX si exista, conform lemei lui Zorn un x=(J,)eX, astfel

ca (I, )cx. Atunci A ,€l,cJ,, pentru orice i€J, deci X LJinAl. Prin urmare Lih(LJJflAl)'{‘h,Al, in

contradictie cu ipoteza.

(b) = (a). Aratam ca (h,)eINM(P_,F). Fie MeM(P,). Atunci (h M)e X Fie x=(J)eX,
astfel ca (hyM)cx si1 J ideal generat de mulfimea {h A, | 1€l, A€l } in P,. Din (b) rezulta ca
I este 1deal propriu al lu1 P;. Cum pentru orice 1€l §1 A,eP, astfel ca h A eM rezulta ca A« |

s1 hAel, din 4.12 rezulta ca McJ, deci M=J. Dar J,ch J=h M, i€l, deci x=(h;M). atunci.

conform 433 g1 2,11, (h)€INM(P,F). Din (h)€INM(P, F) si (Af)=lim ., . F rezultd ci

exista un unic he PBp'(A,P,) astfel ca (hf)=(h,).

Deoarece multimea {PeP, | JacA: h(a)=P} este o subalgebra prebooleana a lu1 P. care
contine mulfimea {h,A,,ieI, A eP}, conform 4.6.1, rezultd ca h este surjectiva. Pentru a
proba injectivitatea, fie a,beA, a#b, x=(I)ea\b si J idealul lu1 P, generat de mulfimea
'h A liel. A el}). Din (b) rezultd ci J este un ideal propriu. Ca mai sus:

1€l, AeP, fAeM, = [Ael s1 fAeh]],
din 4 1.2 rezulta ca M,ch’]; dar J este 1deal propriu, 1ar din 435, M_ este un 1deal maximal.

prinurmare M _=hJ. Atunci agM =h'J, be M =hJ, deci h(a)#h(b). In concluziehelzPBp'(A.P.

4.40. Observatie. Conditia (b) din teorema 4.39. este exprimata in termenn diagramei
(. desigur ea este satisfacuta daca G este conservativ g1 daca pentru orice 1€1, din g A =X.
\ P resultd A =X, in rezultatele urmitoare vom analiza limitele proiective din (ES,ES™
prun antermediul echivalentei naturale © - teorema 4.41. - $1 printr-o constructie simtlard celes

din (EcEf) - teorema 4.45 ..

4.41. Teorema. Fie G:(()'(l,ﬁl),('j,(s)) o I-diagrami in ES, G, X, 5t A cain 43>

e XL \ definit prin: gl(ll)ﬂ{Af A.EI‘}‘ 1el. Atunci ((X,.,,A),gl)=“m“‘w G

Demonstrafie. Din 438 1 428 rezulta ca exista himita proiectiva in (ES,ES"). a lw
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HIKG) §i IinTEs‘Fs_‘H(KG) = (HA, H(f)). Din 4.26., cum 7: lg — HK este o echivalenta

naturala. rezulta ci limita proiecivi a lm G in (ES,ES") exista si

hm G = (HA. ; oH(£)). Din 4.36. rezultd c& ljg(mmé = ((X,, A),n;i_};‘)H(ﬁ)n)Darv

pentruonice 1= g1 xeX,, n(:.( 5 H(f)m(x)= {,71165(i |M,.(_eH(fi)Mx}=m{A]c | xefA, A€ Pl} = g(x),

Jeci Itm ess- G =((X,. A).g)

4.42. Consecinta. Fie G o I-diagrama in Esp, ((L.,P), f,)=“m(Bp‘Bp,}G, ca in 336

asttel ca
() H(KG) sa tie diagrama in ES
(1) P, =PBI

(ni)  sa fie venificata condifia (4.5) de la 4.39.

biz cain 441 hm o0 HKG)=((X,A).8). Atunci:

(a) hn.1 reprep i G=(PK(f))

(b)  Jg<1zPBp'(A,P)) astfel ca (gK(g))=(K(f))
(c) IfelzES'(HP,(X,,A)) astfel ca (HK(f))=(g,f)

Demonstratie. Din 4.32., (1) s1 (11) rezulta ca functorul KG este o codiagrama in PBp.
var din 4 39 rezultd (a). Din 4.28. rezulti ci (HP,, HK(f))=1m ;. H(KG), de unde rezult3
smediat (c). In sfarsit, cum (A,K(gi))=lg>n prapyKH(KG) rezulta ca existd un unic izomorfism

PBp'(A.P.) astfel ca gK(g,)=K(f), i€l si condifia (b) este verificata.
4.43. Observatie. Daca I-diagrama G din Esp satisface condifiile (i) s1 (11) din 4.42..

atunct din teorema 4.39. rezulta ca are loc echivalenta (4.5) < (c).

Exemplul urmator ilustreaza modul in care pot fi intrebuintate proprietifile de

BUPT



14 DUALITATE STONE PENTRU a-CATEGORII LA DREAPTA DE LATICI 77

dualitate din 4.42. si clarificd "defectul" remarcat la 3.40..

4.44. Exemplu. Fie F,=((X,,P,).f,,) sistemul proiectiv din Ep construit la 3.37. s

(([0.1]. R(P))’fn):l'iT(M,%)Fl' Desigur, F, satisface conditia (4.5):

7JcN, ] finita, V(Aj),eTJIPJ, din [0,1]=Uf A, rezulti c3 existd ne Nastfel ca X, = U f,A

1<) )en

e’

Fie (M(P,),P ) spatiul Stone al algebrei Boole P, neN si f: (M(X),R(P) ) -

» (M(P,)P ) definita prin f‘nN = {MeM(Pn)| {A P |f A,eN}cM}, pentru orice Me M(R(P)).
n- M Fiepy, cain 3.38.513.39.; cum M(p,)={AcR(P) | 0¢ A\{0}}, (vezi 3.40.) rezultd ca M(p. )
este 1deal maximal in R(P) s 'f“nM(pO)={M0",M:‘"} unde M,'={A €P |0¢A | s1

M :AHEP,‘}Z'”QAH}, ne N Atunci ?nM(uo)) M, si(%n) nu este familie invarianta

minimala.

L d

4.45. Teorema. Fie G =(()~(1’131)’G(5)) o I-diagrami in ES, Pl ={(B)|@#BcX,6 B -B.

L d

G(s)B "B, Vijel, Vsel(ij)}, ordonatd cu ordinea produs, PIM multimea elementelor

O s’

minimale din P! p algebra prebooleana de multimi a lui PIM generatia de multimea

L d

i Biiel. Biep ) unde f: PIM -, X, este definitd prin f((B,)) = B,
Atuncr ((PIM 1 py, F)Zlim(m,m')C}
Demonstratie. Fie ca in 4.44 li_m(Es'Es.)("}=((Xo,A),g,). Trebuie sa dovedim existentu

L I

unu izomortism teES'((X,,A),(PIM, p)) astfel ca (f f)=(g) Fie functule k X > Pl

~—

h Pl » X defimite prin: k(L)=(~{AS | Acl}),h(B)=({Acp | AcB'}), pentruorice(l): \

e

s (B) Pl Se verifica imediat buna definire a lui k si h precum s faptul ca sunt funcin

descrescitoare. in plus, daca (I))eX,, atunci hk(I))=(1). Prin urmare, daca f este restricpia lui
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P d

k la X . atuncr fX,=PIM si, in consecintd, putem considera c3 fe Of(X,, PIM) este inversabila

P = 4

st invesa sa este restrictia lui h la PIM Mai mult, (f‘l £)=(g) si f este masurabila, intr-adevar,

~ L " d

. ~PIM|f C~A} este o algebri prebooleani de submultimi ale lui PIM care contine

ol - . . e e . -
mulpmea {fB i1€l, BeP }, f' este de asemenea masurabild cdci, pentru orice 1€l, Ae P,
! H

N

fifA)=1(B)=PIM|A ¢ (C,e P |ccBs} }=f A, Prin urmare (PIM | p)€ES, felzES'((X,,A),

"

(P By 51 (F £)=(g).

L d P A

4.46. Observatii. 1. Orice element din Pl confine un element din PIMgi PIM=.",
conform lemer tul Zorn, situatie care nu este valabild, in general, in (Ec,Ef), dupa cum s-a

vazutla 3273

2 Conform 4.24.5. un spatiu semipremasurabil poate f1 identificat cu multimea densa
X a spapiulmi Stone (M(Py), TP )= (X, T), inzestratd cu urma }3‘{ ~nX. Remarcam ca si
ipapule  topologice (X, Ty) st (X, TnX) sunt 1zomorfe, intr-adevar mulfimea
P X aP=TNnrX] este o topologie pe X care contine Py s1 {Qcx | mQeT,} este o topologie x

care confine mulfimea 13X, dect . (X,Ty) = (X, TnX) este homeomorfism. Analog se
arata ca (X, S(P,)) s1 (X, S(f)x )NnX) sunt spafii masurabile izomorfe (vezi 3.35)) si, la fel.

XNUB(X)) ¢ (nX, B(x)nX), unde B(X) 51 B(%) sunt t-algebrele boreliene ale lui (X.T..).
respectiv (X, T)
4.47. Consecinfa. Fie G=((X,P), G(s)) o I-diagrami in Esp si (L, P,),f)=lm G

astfel ca (1) s1 (1) din 4.42. 53 fie verificate. Daca (X, P), i€l si (L, P,) sunt spatii locale i

reduse. 1dentificandu-le ca la 4.46.2. cu spafiile Stone corespunzitoare, notand G=H(KG) s,
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Cam — d L " d

ca in 445, ((PIM,I*,)j'):lim(Es sy (3 atunci existd o submulfime densd Y a lui PIM astfe]

ca (L.P,) s1 (Y,pNY) sa fie izomorfe in Esp' 51, dupd 1dentificarea lui L cu Y:

f(x) < £ (X)X, si f(x) = f{x), pentru orice i€l 5i xeL.

4.48. Propozifie. Fie G=((X/P,).g;) un (I,<) sistem proiectiv in Esp si ((L,P,), f)=

hm G: presupunem ca pentru orice 1€l, (X, P) este premasurabil g1 atomic (vez

Fsp,Esp’

422) Atunca (X, P) , 1€l s1 (L, P,) sunt spati1 locale s1 reduse.

Demonstrafie. Fie x,yeL, x#y. Din 3.35. rezulta ca exista 1€l astfel ca f (x)f(yv)=i"
Fre x ef(x) st A=f(x). Atunci xeA §1 ygA, deci (L,P,) este redus.

Pentru a demonstra ca tL, P,) este local, fie xe AeP,; conform constructier lu1 P,
putem presupune cd existad 1€l s1 A €P, astfel ca f;A=A. Fie x, ef(x)nA, Atunci xef(x)). 1ar
din 3 20 rezultd ca existd j€l, )21, astfel ca f(x)cg,(x). Fie B=f(g, (x))". Atunci BeP. s

VOB () (F (x)=X.

4.49. Consecinta. Daca GeproEsp, verifica conditule din 4.48. atunci G verifica si

condititle (1) st (n) din 4.42..

i
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Fie AFf categoria algebrelor universale cu operatiile finitare F s1 a omomorfismelor
de asemenca algebre. Dacd f este o operafie n-ard (feF,), AcAFf s DX, CA, k=1,..,n

definim operagiile lut Minkowsky, [BGMO.84], pnn:

fIX . X0 = {f(x,, ,xn)lxkeXk, k=1,...,n} (S
Foo \.A'= AFf s1 e Ec(TJA,A"). Daca pentru orice ne N, orice feF, si orice a, €A, k=1...n
floa . oa)o(f(a;,...a,) (S2)

spunem ¢d © este o corespondentd omomorfd sau coresponden{d de algebre, [Da.88b] Se
Conined umediat cd algebrele cu operatiile finitare F §1 corespondentele omomorfe intre
1semenea algebre formeaza o categorie ordonata fata de relafiile (1.2), categorie pe care o
aetam cu AFc

Corespondentele omomorfe sunt cazuri particulare de relatii omomorfe, relagu al caror
<tudiu a tost mipiat in lucranle lut B.Zelinka in contextul teoriei tolerantelor si dezvoltat in
b/l 7o) {Zel 7S] [CZ.75), [CNZ.76], [CZ.77], [Cha.77], [Cha.78], [MV.78], [MW .80].
{ChD 82]. [PB.82]. [PB.84], [Tam.84], {PB.87], [PB.88], [MR.89], [Rad.91] etc. Interesul
acordat acestur concept a fost generat de utilitatea aplicarii teoriei tolerantelor in cele mai
Jiverse domenn Remarcam in acest sens lucrarile de pionierat in teoria perceptiei - [Zee.61].
teorta automatelor g1 a controlului - [Arb.66] s1 [Arb.67], lingvistica - [Kal.67], [Jak.68] si
this 73] 1 biologie (teoria clasificarii) - [Sch.68], [JS.68] si [Sch.75]. Bibliografu

mplementare legate de acest subiect se gasesc in monografiile [Cha.81], [Mau.82], [BP.82].
P 82)

[n aceastd secfiune prezentim o selectie a unor rezultate privind structura.
completitudinea, existenta limitelor §i constructivitatea a-categoriei grupurilor preluate din
[R1) 84]. [Da 85e], [DR.86b], [Da.87a], [Da.88a] si [Da.95].

Fmalul paragrafului il dedicim unor probleme legate de existenta limitelor proiective

i 1-categoria grupurilor ordonate partial prezentate in [Da.89).
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A. Corespondente de grupun

Notiam cu Gf categoria grupurilor s1 a omomorfismelor de grupuri, 1ar cu Ge categoria
ordonata a grupurilor st a corespondengelor de grupuri; in acest caz, folosind notafia aditiva
(fara a presupune comutativitatea grupurilor), F=(+,-,0), 1ar o€ Gc(G,G'):

pa+pb Co(atb), -pace(-a) si 090, VabeG (53)

Daca GeGf s1 H este un subgrup al lu G vom sc;ie H<G; daca N este un subgrup
normal al lut G vom scrie NAG; daca XcG, simbolul <X> (sau <X>.) va indica subgrupul

cenerat de X in G; N;(H) va indica normalizatorul lui H in G, 1ar 0 grupul trivial {0}

S.1. Lema. Fie G,G'eGce 51 e Ec(0JG,[IG"). Atunci e Ge(G,G') daca si numai daca
pentru orice x,yeG: 0x - 9y C @(x-y).

Demonstratie. Fie € G¢(G,G") 51 x,y €G; din (5.3) rezultd ca ox-Qy COXTQ(-y ) x-V ).
Invers, daca @x-QycCo(x-y) pentru orice x,y€G, pentru x=y rezultd ca 0€¢0; daca u- ox.
atunci -ue 0-pxC@0-exCQ(-x), dect -OxCQ(-x); cum EX+Qy CEx-Q(-y)CQ(x+y), rezultica (s 3)
este verificata g1 e Ge(G,G).

Se verifica ugor proprietafile urmatoare:

5.2. Propnetafi. Fie 9 Gc(G,G'), ACG, BcG' s1 kerp={xeG | Oepx}. Atuncr
(a) P0APG<G'

(b) keroAG

(c) px=y+@0, pentru orice xe G si y€px

(d) (p este semiunivoca

(e) @ este umivoca daca s1 numai daca kerp=0

(N @-x)=-0x, P(x+y)=px+@y, Vx,yeG

(

.

') PO PA=0A, ¢ 09 BCop B

7

(h) ¢ BcB < [beB = b+@0cB]
(1) 0P A=A & [acA = atkerpcA]
(k) e Gf(G,G') © ¢0=0
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5.3. Observatie 1. in Gc grupul trivial 0 defineste doar obiectul final, nu si cel initial,
dect Ge nu are obiect nul i, in consecintd, nici nuclee. Totusi, vom folosi notafia "kero" in
sensul definifier de la 5.2..

2 Gc nu are egalizatori. Intr-adevir, dacd G este un grup netrivial, 0 este grupul
trivial, 82 Gf(0,G) este morfismul nul s1 9eGce(0,G) definit prin ¢(0)=G, atunci 6 §1 ¢ nu au
egalizatori, cac1 daca Bu=ou, atunci 0=6u(0)=pu(0)=G, in contradicfie cu alegerea lu1 G. Se
stie ¢a o categorie are limite proiective daca §1 numai daca are egalizatori §1 produse, [PP.79];

prin urmare Ge nu are limite proiective.

5.4, Lema. Fie G,G'eGc 51 ¢€Ec(UJG,00G"). Urmatoarele afirmatit sunt echivalente:

(a) 0=0Gc(G,GQY)

(b) 0 (0)AG. ©(0)A@G<G' si existd f,clzGf(G/p (0), ©G/p(0)) astfel ca
MXI1=v=0(0). unde yef (x+¢ (0)), pentru ornice xeG.

Afirmapia rezulta din 5.2.(a), 5.2.(b) §i prima teoremi de izomorfism. In cele ce

nrmeaza vom folosi adesea notatille din urmaitoarea proprietate imediata:

3.5, Lema Fie 0€Ge(G,G), ¢'eGe(G,9G) definitd prin ¢'(x)=¢(x), pentru orice x=G.
P .= GG, 9G/0(0)) proiectia canonici si ¢, Ge (9G/p(0),G') definita prin oLy )=y +o(0).

unde vz ¢ =0G/o(0). Atunci diagrama

G hd > G’
.
¢
oG ; —> nG/p(0)
Py

25te comutativa.

5.6. Observatie. Daci ¢,yeGe(G,G), atunci

D=y > =y <:>p'¢,=p'W S OFY & p'(p({)l = p'W\v' < (Drp'q. = \prlw-
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5.7. Teorema. Fie ¢€Gc(G,G'). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) ¢ este univoca

(b) ¢ este monomorfism

(c)  [gheGf(HG), pg=¢h] = g=h

Demonstrafie. (a) = (b). Din 5.2.(d) rezult cd 0=kero si p',0'€1zGf(G,pG/¢(0)); daca
pu=@P, atunci p',@',=p',®'s; Prin urmare a=p.

(b) = (c) este evidenta.

(c) = (a). Fie g,he Gf(ker@,G) definit prin g(a)=a, h(a)=0, pentru orice acker@. Atunci
oe oh, dect g=h, conform (c), prin urmare ker@=0, 1ar din 5.2.(e) rezultd (a).

5.8. Observatie. Daca ¢ Gc(G,G') este surjectiva nu rezulta ca ¢ este epimorfism in
Ge De exemplu daca G' este un grup netrivial, ¢(x)=G', pentru orice xeG, a=1, . 1ar

B(v)-G'. pentru orice yeG', atunci acp=p¢ s1 o=p.

5.9. Teorema Fie @€ Gc(G,G'). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) ¢ este epimorfism

(b) ¢, este epimorfism

(c) ¢ e EpGf(G,G')

Demonstrafie. Desigur un epimorfism in Gf, fiind surjectiv, este epimorfism si in Ge.
prin urmare (c¢) = (a). Din 5.5. rezultd ca (a) = (b). Presupunem ca (a) este adevarata.
folosind 3.4 1 S.7. rezulta imediat c3 ¢ €MonGce(9G,G) s1 ¢ este univoca, deci, conform
S 2 kerg =0 si @0=0; prin urmare ¢€EpGf(G,G'); am aritat astfel ci (a) = (c). In sfarsit, si
aratam ¢a (b) = (c). Presupunem ca ¢, este epimorfism; cum (a) < (c), rezulta ca
o EpGfeG/e0,G'), si, imediat, cd ¢0=0; din 5.2. rezulta ca ¢ Gf(G,G"), 1ar din faptul ca

D, este surjectle urmeaza ca @ este surjectie; in consecinta @€ EpGf(G.G")

5.10. Teorema. Gc este o categorie cu coegalizatori.

Demonstratie. Fie ¢ s1 weGc(G,G') si N inchiderea normala a mulpimu Utox vy

Detimm .. Ge(G',G') prin By=y+N. Atunci 8Q(x)=@x+N=@x-yx+N+yx=yx+N=0y(x), pentru
onice X G, dect Bp=08y. Daca deGce(G',G") astfel ca dp=0vy, atunci 0€d(px-\yx). pentru
once X+ G, dect Nckerd. Cum 86(y)=0(y+N)=03y, pentru orice y=G', rezulta ca 680 3 H
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oste un coegalizator pentru @ §1 Y.

S.a vizut la § 3. ci Ge nu are egalizatori. Dam in continuare condifll necesare i

suficiente pentru ca doud corespondente de grupuri sa aiba egalizatori.

5.11. Teorema. Fie ¢,yeGe(G,G'), n={N<G | pN=yN} ordonat, in cazul in care este
nevida. cu relagia "<". Urmitoarele condifii sunt echivalente:

(a) ¢ si v au egalizaton

(b) n are un cel mai mic element N, NOAH/=U N/ si @(x+N,)=w(x+N,), pentru

N'en
criee ao HY

Demonstratie. (a) = (b). Fie (H,u) un egalizator pentru ¢ $i y. Atunci p(0)ApH si
a0y, uHen Dacd Nen, atunci 8(0)=N defineste o corespondenta de grupuri e Gce(0,G). Mai
mult. 0d=ud, dect existd yeGe(0,H) astfel ca d=py, adicd N=py(0). Dar 0ey(0).
Ltor=uv(0)=N. dect p(0) este cel mai mic element din n. Evident H' este cel mai mare
dement Analog,  definind 8€Gce(0,G) prin  8(0)=H', exista yeGc(0,H) astfel ca
Ain—-pvU)=pH, dect uH=H' Din 5.2.(a) si din peGc(H,G) rezulta ca u(0)ApH<H' Daca
v H' atunci existd ac H astfel ca xep(a) st o(x+p(0))=ou(a)=w(x+u(0)); prin urmare N, =u(0)
ate toate proprietagile enumerate la (b).

(b) = (a). Fie H=H'/N,; definim pentru orice xe x €H: p(x)=x+N,. Deoarece kerp=0.
din S.2(e) i 5.7 rezulta ca p este monomorfism. Fie d€Gc(K,G) astfel ca pd=yd. Atunci
MOy, 8Ken, dect Ny<pu(0)ASK<H'. Din teorema a Ill-a de izomorfism rezultd existenta
izomorfismulur - canonic  fe Gf(0K/5(0), (8K/N,)/(8(0)/N,)). Notiand cu peGf(6K/N..
(oK NA(O(0)/N,)) proiectia canonica §1 cu 1€ Gf(8K/N,,H) incluziunea, din 5.2.(1) rezulta ca
- Ge((SK/N,)/(8(0)/N,), SK/N,). In diagrama:

SK/MNy l S>H ——3G @ 3G
. -
\\
p- ~ TS
Y \\\
K
Y Jf'

(8K/No)/(3(0)/Ng) — SK/5(0) <_p8_ 8K
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considerdm y=ip fps8'; pentru yed(x), x€K, notdm y=y+N, Atunci uy(x)=uip fps0'(x)=
~uip f(y )=pip ‘(;+5(O)/No)=p(y+5(0))=5(x), deci py=90. Prin urmare (H,u) este egalizator.
Cu toate cd Gc nu are limite proiective - vezi 5.3. - In condifl1 restrictive tmpuse

asupra categoriel de indexare a unui sistem proiectiv limitele proiective exista. Prezentam in

continuare o teorema constructiva in acest sens.

5.12. Teorema. Daca (I,$) este 0 mulfime bine ordonata de lungime local finita atunc:
Gce are I-limite proiective.

Demonstratie. Deoarece I satisface conditia de lanf a lui Jordan-Dedekind rezultd ca
pentru orice 1€1, 1>0 - unde O este cel mai mic element al lui [ - exista un unic lanf maximal

carc leaga pe 0 cu 1. Fie F=(G;, ¢;) un sistem proiectiv de baza 1. Daca I este finita, atunci.

conform teoremer 2.10., hmF=(G, ¢,,). Presupunem in continuare ci I este infinitd. Fie

- r?(p”G, $i N= H(D'J(O)’ pentru orice 1€1. Atunci, pentru i<k, ¢,(0)C@,9,(0)=¢,(0). dec

¢, N,=N,, pentru 15 (1)

Din (1), cu un simplu calcul se arata ca L = {(XI)EHHll)(IE(pUxJ, i€l, jel } eGe Definim

a((x))=x,+N, pentru orice 1€l §i (x,)eL. Din 5.2.(a) rezulta cd N AH, i1 se verificd imediat

ca ¢« Ge(L,G,) pentru orice 1€1, 1ar ¢,9,=¢, pentru orice jel. Fie acum g eGc(G.G,)) astfel

ca g g pentru orice i€l s jel. Din ¢,(0)co, g(0) rezultd ca N, cg(0), pentru orice 1+ 1.
ar din g G=¢,8,GCo,G, oricare ar fi jel, rezultad ca g GSH, pentru orice i€l

Fie1el, x eg(x), x€G, 1-1 precedentul lui 1 s1 1+1 succesorul sdu. Atunci, din g ,(x)~

0 e (x) rezultd existenta unul element x €9, (x,)Cg, (x), 1ar din g,(x)=0, . g, ,(x) rezulta

existenja unu X, €g,,,(x), cu proprietatea: x,€Q,,.,(x,.,); repetind inductiv acest procedeu

castm yirul (x))e LIg(x); definim  y(x)=LIlg(x), se verifica imediat ca ye Ge((G.L) $1 ca

Wy . oncare ar fi i€l. Prin urmare MF=(L ¢ ) pani la un izomorfism

Urmatoarea proprietate evidenta care ofera condifnn necesare 1 suficiente pentru ca

doud corespondente de grupuri sa fie in relatie de ordine va fi utilizata in continuare

BUPT



So §.5. A - CATEGORII DE GRUPURI

5.13. Lema. Fie ¢ 51 y€Gc(G,G'). Urmatoarele conditii sunt echivalente:

(a) Oy
(b) 0(0)cW(0) si P(x)Ny(x)2D, oricare ar fi xeG.

5.14. Teorema Ge este superior tare completd la stanga.

Demonstragie. Fie I o mulfime nevida si ¢,€Ge(G,G'), pentru orice i€l. Definim:

H < UQG > st ©(0) = <{yeH|3xeG, ijel: ye(x)-0{x)} >y Se verifica imediat ca

A(0)AH  Aceasta permite buna definire a corespondenter de grupuri @eGc(G,G') prin

Ay v -o(0), unde ve U(p,(x), pentru orice xe G. Desigur ¢= U(pi. Conform 1.1.3. raméne sa
1€] 1€l

aratim ca I-familia {@,} este superior stabili la stinga. Fie a.e Ge(G',K). Desigur Uop,cogp
SONE(Ca),)G | JaeG, 1yel: xeap,(a)-ap,(a)} = {xea(pG! JaeG, 1jel: xeo(p,(a)-;(a))}, deci

t .0 )0)=0ap(0) Prin urmare, conform lemei 5.13., ap=uoa, 1ar @ este stabild la stanga.

5.15. Observatie. Gec nu este o categorie bicompleta. De exemplu, daca (Z,+) este
crupul intregilor. f(k)=0, oricare ar fi keZ, g=1, s1 6 Gf(0,Z) este morfismul trivial, atunci
RENY 2V A (.f'\,)g)(O):{erl JaeZ: xef(a)-g(a)}=Z, deci fiug este cel mai mare element din
Ge(Z.Z): prn urmare (flug)8(0)=Z. Dar f8(0)=0=gb(0) si (fHgb)(0)=0.

5.16. Propozifie. Fie (¢),, o familie nevida din G¢(G,G'). Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(a) 3@, Ge(G,GY)

{b) M@ (x)#D, oricare ar fi xeG

Demonstrafie. Din (a) rezultd imediat (b). Pentru implicatia invers, fie @(x)=¢ (x).
v G Dacd ye(x), y'e@'(x'), atunci y-y'€@(x-x'), oricare ar fi icl, deci (x)-p(x')c@(x-x"),
pentru orice x st x' din G; din 5.1. rezultd ci o=n@,eGc(G,G).

§.17. Observafii. 1. Dac ¢=ug, atunci familia U={y| ,cy, iel} verifici 5.16.(b) si

0 mu"" Mai mult, notdnd: N = < Uker(pi >s, G, = < U(p-G >, 51 N' = <Up N>. atunci
o I : 1 0 1 i

1
i
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0n(x) = y+N', unde yeu@,(x), pentru orice xeG.
2. Folosind notatiile din 5.10. remarcam ca ¢uycB@=0y. Mai mult:
Bo=0y=puy < Ne((ewy)(0))=G"
3. In urmatoarele randuri vom face unele considerafii asupra structurii mulfimii

Ge(G.GY

5.18. Definifie. Fie 0,y Gc(G,G'). Spunem cad ¢ este echivalentd cu y si scriem ¢ ~\
dacd exista felzGf(pG/@(0), wG/y(0)) astfel ca yf=0q;.

5.19. Lema. Fie ¢,yeGc(G,G'). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) 0=y

(b) ® ~ st e(x)NY(x)2#J, oricare ar fi xeG.

Demonstrafie. (b) = (a). ¢(0)=yfp',0'(0)=wy{(0(0))=W{(w(0))=w(0), 1ar din S13

reecultd ca @=y. Inversa este imediata.

5.20. Teorema. Fie ¢,, ¢,€ Gc(G, Q') astfel ca @,(x)M,(x)#J, oricare ar fi xe G. Atunci
existd 0., 9,7, 9'°€Ge(G,G') astfel incat:

(a) ¢,(0) < (le(o) ) P,(0) < (Plz(o) )
9».'G < 9,G , 0,’G < ¢,G
LR Raoly : 0"°G=¢,Gn ¢,G

b e~ ~ "

Demonstrafie. Fie xe G; definim: ¢,%(x)=0,(0)+(¢,GM@,x), ¢, (X)=0-(0)*+( -G, (X))
st 0 ()= (x)H0,(0)n0,G)+ He,(0)+9,G), unde f'* este o selectie strictd a corespondentel
X0 o). din teorema a II-a de izomorfism rezultd cd ¢,'(0)A¢.'G, ©,°(0)A¢,"G s
O MG

Daca ue @.'(x), ve,'(x'), existd z,,z,€0,(0), x,.x,€G, y, €O, (X)NP,(X). v, 2@ (X') 0 (X')
asttel ca u=z,+y,, v=z,+y,. Atunci y -y, € 9,(x,-X,)NQ,(x-x")Co,G; dar ¢,(0)A¢,G, deci exista
s o (0) astfel incaty -y -z, =z+y -y,, deci u-ve @,(0)+(®, G, (x-x"))=0'(x-x") $1, in consecinti.
v este corespondenta de grupuri. Analog se arata ca (pf_ch(G,G').

Dacd uep'*(x), ve@'*(x), existd z,, 2, € ¢,(0) M ¢-(G), z.,2.€ ¢.(0),G asttel c¢a
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uv i x ) z-f (X)), unde z=2,+2z,-2,-2'); dar z,-2,€0,(0)9,G i 0'%(0)A@'*G, deci existd
, ~i-(0) astfel incat u-v=f(x)-FAx')+z'€¢*(x-x"), prin urmare @'’ este corespondenta
omomorfa Cu acestea proprietifile (a) se verifica imediat.

Din lema lui Zassenhaus rezultd ci ¢,'G/9,'(0) = ¢,°G/9,’(0) = ¢*G/¢'*(0), deci

I

\ -3 @

2.21. Consecinfi. ¢,C¢, = 0,C0" = ¢,'C0,’ = ¢,
Demonstrafie. Deoarece ¢,(0)C,'(0) = ¢,GM,(0) = ¢'*(0) pentru orice xeG:
D (0) = 9:00) L 0,(%) € ;' ()P ()N (X)N:(x) 51 9,'(X) < 9(x);

fc wei pnand seama de 5.13., 5.19. i 5.20,, afirmatia se verifica imediat.

5.22. Observafii. 1. (Gec, Gf) este o categorie cu aproximare la stinga concreta
nr-adevar. dacd 9eGe(G,G') astfel ca pentru orice feGf(H,G) corespondenfa of este
rammala in Ge(H,GY), oricare ar fi He Ge, ludnd H=0, 6 51 6' morfismele triviale din Gf(0,G)
cospectiv: Gf(0.G'), atunci 8'c@B, dect 8'=@0; din 5.2 (j) rezulta ca e Gf(G,G').

2 Din 5 14, rezultd ca functorul [J Ge¢ — Ec nu este un functor fidel, deci nu putem
stirma cd (Ge, Gf) este prebogata; in consecinta nu putem utiliza rezultatele din sectiunea

doua privind depistarea limitelor proiective §i constructivitatea. Cu toate acestea vom da un
procedeu concret de constructie a limitelor proiective - teorema 5.23. - legatura, in cazun

peciale, cu hmitele din (Ec,Ef) - teorema 5.24. - si1, in fine, vom demonstra cid (Gc¢,Gf) este

Senstructuva

5.23. Teorema. In a-categoria (Gce,Gf) orice sistem proiectiv are limitd proiectiva.

Demonstrafie. Fie F=(G;¢,)eproGc,,

Do (o) HNGN) L = (z)eMHN, | o,(z )k, i€l jel} si

N )=x+N . pentru orice (x,)€L, i€l, unde x €%, Se verifica imediat cd LeGc s

2 Ge(L.G).1el. Dacdjel, atunci (pij(pj((,‘(i))=(pij((§j))c§i=(pi(( x.),deci (¢,)eFI(L). Fie Ge Ge
0 22 GRGL). Desigur (¢,g)FI(G). Fie (g,)€FI(G) astfel ca (g)c(¢,g). Atunci g(0)c@,g(0)-
N pentru orice 1€l; dar 0,(0)c0;g,(0)cg(0)Ag,G, deci N,cg;(0), de unde N,=g(0), oricare ar
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fr 11 Din 5.2.(a) rezulta ca g(G)Ag(0), deci g,G<H, si, pentru orice xeG, g,(x)=x+N,, unde
x - g(x),1€li dar g(x)Cog(x), decl 9;g(x)=x;+0;g(0)=x+o,(N)))=x+N,; de aceea (¢,2)=(g) $1
in consecinja (¢@,)eFIM(L); analog se arata ca (¢,g)€eFIM(G). Prin urmare legea g — (9,8)
defineste o aplicatie injectiva din Gf(G,L) in FIM(G).

Fie acum (g, ) FIM(G) s1 6 € Gf(0,G) morfismul trivial; ca mai sus se arata ca N .cg (0),

i1, definim 0,€Gc(0,G,) prin 6,(0)=N,. Dar (piij=(pij(<kg <pjk(0)>)ckUl ®,(0), decr: o, NCN,,

pentru orice 1€l g1 jel;; atunci ¢,0,(0)cN;=0,(0), deci g(0)=N,. Dar g(0)AgG, deci g,G<H, si
(g(x))el., pentru orice xeG. Acum putem defini g(x)=(g,(x)), x€G s1, desigur, ge Gf(G.1.).

(p,g)=(g,), ceea ce probeaza ca lim(GC'G,)F=(L,(pi), pana la un izomorfism.
Fie acum (f ) eproGe,(F,F'), F'=(Gi',(p,-j') st (L,o,)= lim ceanl - Definim f((x )= =(f(x)).
pentru orice (x,)€L, unde xex, 1€l, 1ar Tl(xlj este clasa elementulmm f(x,) Daca

N L[)(DI”(O)-)‘“, atun(:i f,N, =<fl( U(pu(o)) >G: =< Ufl(‘pu(o)>u|’ = U('plljfj(o)>(;" =< U(DI/J(O) ':’,;' _-Nw .
. i€, Jel,

! =8 jel,

prin urmare este bine definit fe Gf(L,L'), mai mult, f,(pl((§l)) = fl(i,) =f(x) = ®'(f(x)) -

0 f((x )), pentru orice (il)eL,' deci f, =0/, oricare ar fi 1€l. Prin urmare “m(ccmfff

§.24. Teorema. Fie (1,<)ePOf dinjatd la dreapta, F=(G, o), F'=(G' ¢’ )=pro Gc.

lim G E=(Lg). l\if(m,coF'=(L"¢'n)’ (f)eproGe(F,F') s f=“mr(uc‘mf,. Atunci

hm Ll UOE (AL Do), m g OF'=(CL,Op') 5i Im ., . OF=CF

Demonstrafie. Daca | are un element 1, pentru care 1<i,, oricare ar fi 1€l, afirmatule
rezultd imediat din 2,10 In cele ce urmeazi presupunem ci | nu posedd un asemenea
clement. Folosim notatille din 3.23. §1 5.23.. Remarcam ca:

D(0)  0,0,(0) C 9,(0), pentru 1)<k (1
Dacd (a)<(A)e PIM=PIM(LIF) 1 J, este o parte cofinald a mulfimu [, 1=1, atunci
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o Yo.anc Yo c Yo @) Yon@ers

I2A

A = U(p,,(a]), oricare ar fi 1€l. (2)

2ed

Daci n,=N=¢(0), din (2) §i (1) rezulti cd existd j €l; 51 ke]; astfel ca n,e @y(0), a,€ 0, (a,), deci
4= (3)CA, prin urmare:

a~N A, oricare ar fi i€l §1 51 a,€A, (3)

Din (1), N==!(pu(0), jar din (3), (N)ePIM=#J. Daca x€L, atunci (Ug;(x))€Pl, 51, din (3),

(i Jo(x))=PIM, dear
L = PIM (4)
Pentru (a) = (A) € PIM, notam J = {jel, ! a,c@,(a)}, 1€l. Fie kel, Din (2) rezulta ca exista

[ astfel ca a=¢,(a), deci j€J; prin urmare J; este o parte cofinala a mulfimu I, 1€l. Mai

mult a s O«a.l(ai), deci ¢ (a)=a+¢,(0)ca+N, pentru orice jeJ, Aca+N, si din (2).

(A )=a+N) In consecinta, din (4), PIM=L1L.

5.25. Teorema A-categoria (Gc, Gf) este constructiva.
Demonstrafie. Deoarece Gf este o categorie cu produse, din 2.13. rezulta ca
i-categoria (Ge, Gf) este cu produse stricte; conform teoremei 2.28., cum (Ge. Gf) este

<uperior tare completa la stdnga - teorema 5.14. - este suficient sd ardtim cd ea este cu limite

prolecuve.

Fie F=(G, F(s)) o I-diagrama in Gec. Pentru orice 1€l notam, ca la 1.16.2.. cu

S sl jel). fie N=< UF(s)(0) 6, st H, normalizatorul lui N, in G, Se verificd imediat

HI=NH

V1= (O TTHAN, | F(s)(i))ci, seS§,, 1€l} este grup s1 cd (pi((il))=§l, oricare ar f1 (x )<L
Jetineste o corespondenta de grupuri @,€Ge(L,G), i€l
Fie GeGe, ge Gf(G,L). Trebuie sa aratam ca (¢,g) e FIM(G,F). Fie s€S;; daca xeG s

2(x)=(x JeL, atunci F(s)(pjg(x)=F(s)(§Ej)C§i=(pig(x), deci (@,g) este o familie invarianta. Fie

aeum fe GI(G',G) 51 (g,) € FI(G',F) astfel ca (g)c(o,gf). Atunci g,(0)co,gf(0)=0,((N,)) =N, 1=l

BUPT



©3 A - CATEGORII DE GRUPURI 91

rar dacd s€S, atunci F(s)(0)cF(s)g(0) < g(0)Ag,G, deci N, = g(0), icl. Dar g(0)<G.
¢ (0)Ag,G', de unde rezulta ca g,G'<H; si, in consecinta, pentru orice xeG', g(x)=x,+N,, unde
x < g (x); dar g (x)C@,gf(x), oricare ar fi xeG', 1ar din 5.13. rezulta imediat ca (¢,gf)=(g); prin
urmare (¢.g)e FIM(G,F).

in acest fel corespondenta g — (¢,g) defineste o aplicatie din Gf(G,L) in FIM (G,F)
care este evident injectivd; ramane sa justificim surjectivitatea ei. Fie (g)eFIM(G,F) si
6+ Gf(0,G) morfismul trivial. Fié sel(i,)); atunci F(s)(0) < F(s)g;(0) cg,(0) Ag,G, deci N,cg,(0),
i+ 1 Definim 8,€ Ge(0,G) prin 6,(0)=N,. Cum pentru orice s€l(i,)),

FN=F(s) < YF(d)(0) > = < dLer F(ds)(0) > = < YF(@)0) > = N

1

urmeaza ca pentru orice i€l si s€l(i,)), F(s)0,(0) € N;=6,(0), deci (6,)€FI(0,F); cum (6) -
(2.0) $1 (g,)eFIM(G,F) rezulta ca 6,=g0, deci g,(0) = N, 1€l. Dar g(0) AgG, deci ¢G H

si(g(x))el, oricare ar fi xeG. Atunci geGf(G,L) s1 (¢,g)=(g,). Prin urmare “m,v(;‘,_(;rF

(.. o)

Din 2.28. rezulta ca (Gc,Gf) este constructiva.
B. A-categoni la stinga concrete de grupuri ordonate.

Fie (G, £) s1 (G, £) doua grupurn abeliene ordonate 51 @€ Gce(G,G'). Daca ¢ este o
corespondenta 1zotona in sensul definitier 3.47. vom spune ca ¢ este o corespondenta de
wupirt ordonate Se verifica imediat cd (GOc, GOf) este o a-categorie la stanga concreta (ca
la 322 1), unde GOf este categoria grupurilor ordonate si a omomorfismelor de grupurn
ordonate. tar GOc este categoria cu aceleasi obiecte avand drept morfisme corespondengele
Jde vrupun ordonate, ordonarea acestora fiind datd de (1.2). Detalii asupra proprietatilos
corespondentelor 1zotone se gasesc in lucrarile lut R.E. Smithson 1 T B. Muenzenberger

in [DB 86a} si [DB.86b] am dat conditii necesare si suficiente pentru existenta
limitelor proiective in a-categorii la stinga concrete de mulfimi ordonate i corespondente
r-otone, 1ar in [DR 85] s1 [DR.86a] rezultate similare in a-categorii la stanga concrete de latici
Folosind unele rezultate din [Da. 89] aic1 vom analiza comportarea corespondentelor de

crupun ordonate §1 existenga limitelor.
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5.26. Notafii 1 Daci GeGOc vom considera implicit c3 ordinea pe G este notata cu
" sau. echivalent, [Bo.64], ci ordinea este datd de mulimea elementelor nenegative P
ion Py

Este binecunoscut faptul ¢ PCG determini ordinea "<" pe G, compatibila cu structura
de vrup prin:

x<y. x.y=G < y-xcP
Jaci &t numai daca:

0zP. P+PcP s1 P(-P)={0} (54

> Fie GeGOc. Daci N este un subgrup izolat al lm G, [Bo.64], adica:

Oivez veG. zeN = yeN (3.3)

'm scrie NAG

2.27. Propozifie. Fie G,G' € GOc §i 9€Gc(G,G'). Urmaitoarele condifit sunt echivalente.

(a) 0=G0c(G,G)

th azP. = [¥xe@p(a)Ize(0) z<x]

(<) azP. = [Vzep(0)Ixep(a): z<x]

(d) azP. = o(a) N P, =2

Demonstratie. Daci apartenenta (a) este definitd prin relapia (3.4) atunci (a)=>(c)=(d).
Jald =a este definitd prin relafia (3.5), atunci (a) = (b). Pnn urmare este suficient sa
arcumentam 1mplicagille (d) = (¢) < (b) = (a).

(d) = (c). Fie aeP; 51 xX'e@p(a) m P;. Dacd ze@(0), atunci x=z+x'€@Q(a) §1 z<x.

(c) = (b). Fie x 51 u €@(a). Cum u-xe@(0), din (c) rezulti ci existd veo(a) astfel ca
J-xsn o Atunct z=u-ve@(0) s1 z<x.

(b) = (c) Fie ze@(0) 51 x'e@(a). Cum x'-z€@(a), din (b) rezulta ca exista z'€ ¢(0) astfel
v zex'-zo Atuncl x=x'-z'e@(a) 1 z<x.

(b) = (a) Fie a,be@, a<b si xe@(a). Dacd ue@(a-b), atunci existd y'e@(b) astfel ca
:x-v' Dar b-asP, deci exasta ze @(0) astfel ca u<z; deci x<y, unde y=y'+zc@(b).

§.28. Observatii. 1. Fie fe GOc(G,G"). Atunci fe GOf(G,G') daci si numai daca f(0)=0

2 Dacid 9eGO0c¢(G,G') atunci ¢(0)<@G<G'. In schimb @(0) nu este subgrup izolat al
lur 9G, in general. De exemplu dacd GeGOc astfel ca el si nu aibi un subgrup izolat

netrivial. dar s3 existe un subgrup H<G netrivial, atunci y(a)=H, a€G defineste o
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corespondentda \ye GOc(G,G) pentru care y(0) este izolat in yG; definind ¢(a)=a+H, acG,
atunct @< Ge(G,G), 1ar dacad aePg, atunci acP;no(a), deci, din 5.27. rezulta ca o€ G0c(G,G),
tar (0) nu este i1zolat in G=0G.

Prin urmare grupul cat @G/@(0) nu poate fi inzestrat, in general, cu ordinea indusa de
prolectia canonica astfel ca el sa devina grup ordonat, [Bo.64].

3. Daca e G0c(G,G'), ¢(0) nu este, in general reticulat. Argumentafia acestui fapt este
stimilara celei de mai sus.

4 Cala 53.2. se arata ca GOc nu are egalizator1 si, prin urmare, nu are nici limite

nrolective

5§.29. Propozitie. Daca e G0c(G,G') si ¢(0)AeG atunci ker 0AG.
Demonstratie. Fie 0<a<u, aeG, ueker@. Din 5.27. rezulta ca exista xe@(a) s1 z< p(u)

astfel ca 0=xsz. Cum xe@G s1 ze p(0)A@G rezulta ca ackerg, deci kerpAG.

5.30. Consecinfa. Dacd ¢€GO0c(G,G') 51 ¢(0)A¢G, atunct () =, unde 3-Cykero

oo(a) $1 xepGl(0), defineste 1zomorfism in GOf din G/kere pe ¢G/o(0).

5.31. Propozitie. Fie F o I-diagrama in GOc, (y,)€FI(G,F) $1 N, subgrupul generat dc
N E(s)0) ] sel(1)), jel}, pentru orice 1€l. Atunci:

| N c v(0), i€l

2 (v) ~ FIM(G) < [N, = y(0), Viel]

Demonstiagie. 1. Daca sel(1y), atunci F(s)(0)F(s)y(0)cy,(0); dar v,(0) este subgrup
i G dect N oy (0).

2 Dacd (v)eFIM(G), atunci (y0) este familie invarianta mimimala in FI(0). unde
v GOE0,G) este morfismul trivial. Din proprietatea precedenta rezulta imediat c¢a g(0) N
v 1 detineste (g,)€F1(0) st (g,);(y,e), prin urmare (g)=(y0) st v,(0)=N,, pentru orice i- |

Invers, fie feGOf(H,G) s1 (f)eFI(H) astfel incat (f)c(yf). Fie 1€l Atuna
te) 2 (0) N g1, din prima proprietate rezulta ca f(0)=N. Cum f(x)= vy f(x)=?, pentru oric.

Hodin S 13 rezulta ca (f)=(y,f). Pnn urmare (y)e FIM(G).
A-categona (GOc, GOf) nu este cu limite proiective, dupa cum rezultd din urmatorn.

emplu
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3,32. Exemplu. Fie I=N cu ordinea naturala, G=R? iel, cu ordinea produs §i
1, dacai=)
Fis) = ' J
Bk , dacai #]

pentru orice s€l(i,j), unde o(x,y) =(x,y)+Z. Este imediat faptul ci 0eGOc(R%, R?) si 0*=0.

N4 presupunem ca existd lim F =(G, ¢.). Fie H=Z’ cu ordinea naturald produs si
« (GOc, GOf)

{n.m) — ( nv2, my3 )+Zz, pentru orice neN. Atunci, din 5.31,, rezulta ca (Yn)eFIM(H)

o exista = GOf(H.G) astfel ca @f=y, iar f este monomorfism. Fie acum H’=H §i Py-=- Py, iar

Cum Py verificd (5.4) rezulta ca (H’, Py-)eGOc. Dar y’(n,m)<y’(0,0)<y’(n,m), pentru
coee nm=2Z. dect v,eGOc(H'.G,) $1 cum v’(0,0)=Z" rezultd ca (y,)eFIM(H). Unicul
mortism 1 =GOf(H',G) pentru care of =y’ este f. Daca (x,y)ePu\{(0,0)} astfel ca f(x,y)>0,
cum -(x V)= Py rezultd ca £(-x, -y)= - f(x,y)>0; contradictie !

In cele ce urmeazi vom nota cu U: GOc¢ — Ge functorul care omite structura de
ordine a grupurnlor g1 cu V: Ge — GOc functorul definit prin

G >(G.Pg) . f-of,

ande P10}, Prezentam cateva conditii necesare de existentd a limitelor proiective in

a-categoria ( GOc¢, GOf).

5.33. Propozitie. Fie F o I-diagramd in categoria GOc. Dacd existd

him F = (G, ¢;), atunci:
< {Ghe,Gof)

1

| lim UF=(UG, Ug)
“- (Gc¢, Gf)

-

2 ~ ker yi A H, pentru orice (y;)e FIM(H,F)

Demonstratie. 1. Fie lim UF=(L, ;). Din 5.31. rezulta ca (y;)eFIM(VL, F),
« (Ge, Gf)

dect exista un unic fe GOf(VL, G) astfel ca (¢if)=( ;). Pe de alti parte (Ugp;)eFIM(UG, UF),

prin urmare exista un unic ge GRUG,L) astfel ca (yig)=(o;). Atunci f=g’’ si lim UF =
<~ (Gc, Gf)

(UG, Ugy).
- Daca (ya)eFIM(H), atunci existd un unic fe GOf(H,G) astfel ca (y;) = (oif). Fie
h. k= GOf(~ ker v, G), h(x)=f(x), k(x)=0, si 0;(x)=yi(x)=N;, iel, xeker y;. Din 5.31. rezulti
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ca (6,)FIM( ker v;), deci exista un unic e GOf{~ker v,, G) astfel ca (¢; 0)=(0;).
Cum (o; h) = (¢; k) rezultd ca h=k, deci f(x)=0, pentru orice x € ker m y;, prin urmare
~ker v; = ker f; invers, daca x € ker f, atunci ¢if{x) = N; = vi(x), pentru orice 1€l, deci ker f =

< ker v, 1ar ker f A H.

5.34. Consecinte. Daci exista (L, ¢;) = lim F atunci:
+ (GOc¢, GOf)

I L= {(x;)ellG/N; |F(s)X; c X; Vsel(i,j)}, unde ¢i((xi))=X; < G;, jel (pana la un
izomortism in Gf);

2 oncare ar fi (yi) € FIM(G), H = {(yi(a)) |aeG}eGOc unde (yi(a))ePy < f(a) =P, .
t f1ind unicul omomorfism din GOf(G, L) pentru care (¢;f) = (yi).

3 daca (y;)e FIM(H)~ FIM(H’), unde (H, Py), (H’, Py')eGOc si H = H’ atunci Py; ~

-1 ker vy,

5.35. Observatie. Sistemul proiectiv prezentat la 5.32. nu admite limita din cauza ca
0(x.v) contine atdt elemente pozitive cat §1 negative. Acest defect se poate elimina prin
conditia (5 6.), eliminare care permite 1inzestrarea grupului limitda L din (Ge, Gf) a I-
dragramer F cu ordinea indusa de P definit la (5.7) astfel ca limita proiectiva (L, ¢;) din (Gec.
G sd devind limitd proiectivd in (GOc, GOf). Vom nota in continuare (L. o))

lim UF. N;cala 5.31. s IL={jel | 1(1,j)=@}.
1Ge G

5.36. Teorema. Conditia necesara §i suficientd pentru ca I — diagrama F din GOc sa
posede limita proiectivd in a-categoria (GOc¢, GOf) este ca pentru orice acL pentru care

) P20 el sd aiba loc implicatia:
) - PG AN)2O = Jjeli gja)n(- P(-,J\Nj)=Q" (S ()

In acest caz multimea elementelor nenegative din L este definita prin-
a-Py @(pl(a)mPGl 2, Viel (5 7)
Demonstratie. 1. Necesitatea. Fie (L, ¢;) = lim F Sa presupunem, prin

« (GOe,GOf)

absurd, ¢d existd ae Py pentru care relatia (S.6.) nu este verificata. Deoarece (o;) =FIM(F)
resultd e

oda) PG = | pentru orice i€l (1)
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)

s1 existd 11 astfel ca:

() ~ (-Pg \N;) O , pentru orice i€ [ (2)
Din (1 §i(2) rezultd ca ¢ (a) # Ny, dect:

4= PV OY (3)

Daca 1 =1, si s€l(i, i), din (2) rezultd cd F(s) ¢;, (a)(- Pg, )23, dect:
o) 7 (-Pg ) 2D, Viel astfel ca ip€l; (4)

Fie H multimea numerelor intregi cu ordinea naturala §i pentru ke H:

ioi(ka) daca iel, , sau 1ig€l

LAY -

N, in rest

Din (11 s 5 31 rezulta ca (y;))eFIM(H,F), deci exista fe GOf(H,L) astfel ca (¢if) = (vi). Cum
Rer ker v, , din (3) rezultd ca f este monomorfism i

- kerv, = {0} ()
lie H multimea intregilor inzestratd cu ordinea indusi de Py = -Py. Din (2) si (4) rezulta ca
i 1 FINWH' . F), iar din 5.34.3. §i (5) urmeaza ci Py= {0}, in contradictie cu alegerea Py=N.

2 Suficienta. Fie (L, ¢i)= lim UF si P=P. c L definit la (5.7). Pentru a dovedi
« (Ge, Gf)

<2 (1. Py2GOc trebuie s3 verificam conditiile (5.4). Desigur P defineste pe L o relatie de
preordine, deoarece din (5.7)) rezultd imediat ca o€P si P+PcP. Fie acum a€P~(-P). Din
% 7y decurge imediat ca:
vila) ~ P =2, 51 gi(a) N (-Pg )=, V iel (6)
Na presupunem ca exista 1€l astfel incat @;(a) #N;. Relatia (5.6) atrage existenta unui jel;:
oi(a) 2 (-Pg \Nj) = O (7)
tar din (6) s1 (7) rezulta ca:

0,(a) ™ (-Py )2 (8)

Fie s 1(1): relatia (8) atrage incluziunea F(s) gj(a)c N; ; deci ¢i(a) = N, in contradictie cu
alegerea lur il Prin urmare P(-P) = {0} s1 (L,P)eGOc.

Cum (¢;)eFIM(UL, UF), din (5.7) rezulta ca (¢;)ell GOc(L, G;), iar din 531,
deducem ca (¢,)eFIM(L, F).
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in sfarsit, fie (v;,)eFIM(G, F). Atunci (v;)eFIM(UG, UF), deci existi un unic
fe Gf(UG, UL) astfel ca (¢if) = (yi). Fie xePg §i a=f(x); cum (y;)eI1GOc(G, Gj) rezultd ca

¢i(a) m P #O, pentru orice i€l, iar din (5.7) deducem ci a€P;. Prin urmare existd un unic

f= GOf(G, L) astfel ca (@if) = (v;). In consecinta lim F=((L,PL), ®i).
<« (GOc, GOf)

5.37. Consecinta. Fie F o I-diagrama in GOc care verifica:
el = Jjel; : NjAg;L (5.8)

Atunci existd hm F = (L, ¢;), unde
«— (Glc, GOf)

ac P gj(a)n Pg, #0, Vjel={jel| NjA gL} (5.9)

Demonstratie. Verificim conditia (5.6). Fie acL astfel ca sd existe x;ei(a) Pi; .
pentru orice 1€1. Fie 1€1 astfel ca ¢i(a)~(-Pg \Ni) #(J. Din ipoteza rezulta existenta unui jel,
astfel ca N;Ag;L. Fie s€l(i,j); sa presupunem ca existd un element X' j€@j(a)(-Pg \N).
Atunci 0<-x"12x- x’;€N;; cum N;AgL, rezultd ci x’;eN;; prin urmare @;(a)=N;. In plus, cum
Fis)ex, ) cpi(a), 1ar xjeN; rezulta ca ¢i(a)=N;. Am aratat astfel ca:

[pia) P 20, Viel] = [gi(a)(- PG \Ni)=J, V i€l]

st ca relatia (S 7) este echivalenta cu (5.9).

5.38. Observatie. In cazul in care NiAg;L pentru orice i€l, grupul cat oiL/ ¢,(0) sc
poate inzestra cu ordinea indusa de pi( P meiL), unde pie GOf(L, @iL/9i(0)) este proiectia
canonicd, tar relatiile (5.9) definesc pe L chiar ordinea produs.

Notam cu GOlc categoria grupurilor ordonate si a corespondentelor izotone care
mvartazda subgrupurile izolate, i.e. 9eGOIc(G, G’) daca ¢ GOc(G,G’) si pentru orice NAG

resultd ¢d 9NAPG. Din 5.37. rezulti cu usurinta:

5.39. Consecinta [Da.89). A-categona la stanga concretd (GOlc, GOf) este cu hmite

prowectne
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§.6. CONSTRUCTIVITATEA a-CATEGORIEI INELELOR.
SELECTII SI PUNCTE FIXE ALE CORESPONDENTELOR
DE INELE ASOCIATIVE

Fie Rf categoria inelelor §i omomorfismelor de inele, iar Re categoria inelelor §i a
respondentelor  de inele Conform (5.2), @€Rc(R.R’) dacd ¢eGe((R,+).(R7.+)) sl
wapoth) Zota by pentru orice abeR. Ca la 522 1. se verifica imediat cd (Re, Rf) este o
- ategone la stanga concreta.

In prima parte a acestei sectiuni, pornind de la rezultatele legate de superior
ompletitudinea la stdnga a categoriei Re, extindem teorema de existentd a limitelor
croiective din [Da 86c¢] dovedind constructivitatea a-categoriei inelelor.

Doua sunt problemele pe care le rezolvam in cea de-a doua parte:

I Fie a. axeRe(R, R7), ke{l, n} astfel ca a=a; + ..+ a, Sa se dea conditn
~uticiente pentru ca una dintre corespondentele «; ..., o, sa fie selectie a corespondentei a: sa
~ precizeze numarul maxim de selectn ale lui o dintre corespondentele a,.. ., o,

- biea, By, deRe(R, R’) astfel ca a=y+d-f. Sa se dea conditii pentru ca cele patru
corespondente sa admitd selectii in perechi.

Ultima problema a fost rezolvata in [Ves.97] in cazul in care R=R’ este corp finit, iar
3+ 91 & sunt automorfisme ale acestuia, rezultat generalizat in [Dea.97] in cazul in care

R-R e¢ste domeniu comutativ, o, B, v §i & sunt endomorfisme ale lui R, unul fiind

Jutomorfism.

A. Constructivitatea a-categoriei (Rc, Rf)

Cu Id(R) vom nota multimea idealelor inelului R i cu Spec R multimea idealelor

crime. prin Ax R vom intelege ca A este subinel al lui R.

Cateva proprietdti elementare ale corespondentelor de inele sunt prezentate in
(RR 35a] 31 [RR.85b]. Aici vom utiliza urmitoarele calitati imediate ale acestora, proprietiti

utthizate curent in cele ce urmeaza:
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6.1. Proprietiti. Dacid oeRc(R, R’), A BcR, A’cR’ , Ueld(R) si Veld(R’), atuncr:
(a) ©(A-B) = 0A-0B, 0A - 0B < ¢(AB)

(b) R <R’ , U € Id(oR), 9(0)eld(¢R), ¢ " Veld(R)

(c) ker ¢ € Id(R), unde ker ¢ = {xeR| Oco(x)}

6.2. Observatii. 1. Fie ABeRc §i ¢Ec(UA, UB). Din 6.1. rezultd imediat ca

urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) peRc(A,B)

(b) pA<B, @(0)eld(pA) st p(a)e A/p(0), oricare ar fi acA.

2 Fie p;eRc(A,B), iel#@. Notim: C = <u@i(0)>p si V={xeC|JacA, i,jel: xepi(a)-
o)t Desigur w@i(0)cV, dect V2. Fie ¢(0) = <V>c ; se verifica imediat ca ¢(0)eld(C).
ceea ce permite buna definire, conform 6.2.1., a corespondentei de inele ¢eRc(A,B) prin
o(a)=x+@(0), unde xeuw@j(a), oricare ar fi acA. Atunci ¢ = wg; Ca la 5.14. se arata ca

[-tamilia {¢;} este superior stabild la stinga. Prin urmare am constatat ca:
6.3. Teorema. A-categoria (Rc, Rf) este superior tare completa la stanga.

6.4. Observatie. A-categoria inelelor nu este bicompleta. Intr-adevar, daca Z, este
melul claselor de resturi modulo 2, A=B=2Z,, 0, este morfismul nul, iar 1, identitatea, atunci
(0 1a00)= (04w 14)(1) = Z;, fie 6eRc(0, Z;) morfismul trival; atunci (6.4,014)0(0)=Z-
st 1\ =0

In continuare extindem rezultatele privind existenta limitelor proiective in a-categoria
melelor din [Da 88a)]. Mentionam cé alte proprietdti speciale ale clasei morfismelor au tost

analizate in [Da.86c] in cazul particular al inelelor cu diviziune g1 in [BD.86], [BDH 86].

|BD 88} pentru corespondentele de corpuri.

6.5. Teorema. A-categona (Rc, Rf) este constructiva
Demonstratie. 1. Aratam ca (Rc, Rf) este o a-categorie la stanga cu limite proiective

Fie F(A,. F(s)) o I-diagramd in Rec. Fie i€l, ca la 525 notam Si={sel(i))j=1}.

BUPT



100 §.6. CONSTRUCTIVITATEA a-CATEGORIEI INELELOR. SELECTII $SI PUNCTE
FIXE ALE CORESPONDENTELOR DE INELE ASOCIATIVE

\ UF6N0Y >, st &={A’< Aj| Nield(A%)}. Multimea &; este inductiv ordonati fata de

refatia © 7L deci, conform lemei lui Zorn, ea poseda un element maximal, fie acesta B; si
A=i(a)i a; = B/N;, F(s)( a)) c a;, s€l(ij)},
uinde pe melul cat B/N; notim operatiile cu @, respectiv ® si la fel pe produsul IIBy/N;. Se
venticd imediat legatura dintre operatiile pe acest produs si operatiile lui Minkowski:
() D (b)) = (a;) + (by) (1)
(a,) (b)) ~ (a,) ® (b)) ()
Pic 4 N\oatunci g, este o sumd finitd de elemente de forma: aj), ..., aj, unde ageF(s¢)(0).
~ S, k-In Fie sel(1,)); atunci:
Fesicayn aw) D F(s)(ap) .. F(s)(an) = (ain + F(s)(0)) ... (ain + F(5)(0)),
unde ay = F(s)(ap), k=1,—n; deci:

an o an = F(s)ap . ajn) 1 F(s)ay ... ajn) = ayy ... ay + F(s)(0) < F(s)( aj1) ...F(s)(ajn) +

“FsUO)ZF(s)F(51)(0)... F(s)F(sn)(0)+F(s)(0) F(s51)(0)... F(ssn)(0)+ F(s)(0) © N;;
Pomnurmare

Fts)N; = N, pentru orice i,je] si sel(i,)) (3)
Fie acum (a)e(a,)e A si (b)e(b)eA; din (1) $16.2. rezulta ci pentru orice s€l(i,j):

Fesia, ~ b)) = F(s)(a;) - F(s)(b)) < a; - b; (4)
wardine2) §1 526 rezulta ca:

Fis)ab,) = cidi + F(s)(0) < ¢id, + N; = a;®b;
unde am considerat ci ¢; € F(s)(a)) si dieF(s)(b;), deci:

Fis)(a, ® b) = a;®b; (M
Din (4 51 (5) rezulta ca:

AcRc st A <TTBYN; (6)
Defimm. pentru orice iel:

O((a)) = a, + N; C A (7)
D (2) rezulta ca: oi((a)) i((by)) < ab+N; = ¢i((ai ® by)) si, tinind seama si de (1), rezulta
ca o, = Re(AA), 1€l

Desigur (¢;)eFI(A,F), iar daci R € Rc $1 geRf(R,A) atunci (pig)eFI(R,F). Fie
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(w,)€FI(R,F) astfel ca (y;) < (@ig). Din (7) se obtine:

Wi(0) < 0ig(0)  N;, 1€l (8)
1 cum, pentru orice s€l(i,)):

F(s)(0) < F(s) w;(0) < wi(0),
1ar wi(0) e Id(wiR), din (8) rezulta ca:

N, < wi(0), iel, %)
de unde:

N, = wi(0) = 9ig(0), 1€l (10)
Dar wiR<A;, wi(0)eld(yiR) deci yiRe a;, oricare ar fi icl. Dacd reR si a;ey;i(r), din (10)
rezulta ca:

wir)=ai+N; st @ig(r)=ait@ig(0)=ai+Ni=yi(r),
decr (o,g)=(wi); prin urmare (@;)eFIM(A,F). Analog se arata ca (¢;g)eFIM(R,F), oricare ar fi
¢+ RI(R A), ceea ce probeaza buna definire a functiei:

Rf(R.A) — FIM(R), prin g — (9ig) (1)
lunctie care, evident, este injectivd. Ramane sa demonstram surjectivitatea sa. Fie, pentru
accasta, (y,)e FIM(R), 6eRf{0,R) morfismul trivial. Ca la (9) se aratd ci N; < y;(0), i<l
Detinim 6,€Rc(0, A;) prin 8;(0)=N;. Din (3) rezulta ca pentru orice i,jel si sel(ij):

F(s)6,c6;,
dect (0,) ~ (yiB) 51 (6;) e FI(0,F); dar (y;) este familie invariantd minimala, deci-

(0)) = (wiB) $1 wi(0) =N;, i€l
Dar uy,(0) = 1d(wiR), ¢;R<A;, deci y;Re @;. Atunci, pentru orice reR, i€l si sel(i,)) -

Fesnay(r) (). deci (y; (r))€ A, ceea ce permite definirea functiei ge Efi R, A) prin g(r)
o)) Dacar teR, ajeyi(r) st biewy (1), atunci:

4, byeyn(r-t) 1 aibjeyi(nt),
tar din (1), respectiv (2) urmeaza ca:

2(r) O g(t) = (a,) - (b)) = g(r-t) si

2(r) © g(t) = (a,) @ (by) = (ai®b;) = g(r1),

ceea ce inseamna ca geRf(R,A) si (yi)=(pig);, prin urmare aplicatia (11) este bijectiva si in

consecinta
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fim F=(A, ¢i)
{Re,Rf)

pana la un 1zomortism.
> Deoarece Rf este o categorie cu produse, din 2.13. rezulta ca a-categoria (Re, Rf)
este cu produse stricte, din 6.3. rezulta ca ea este superior tare completa la stanga; aplicénd

seum teorema 2 28 rezultd ca a-categoria (Re, Rf) este constructiva.

6.6. Exemplu. Fie Z multimea numerelor intregi, p un numar prim si (N*. <)
iltimen numerelor naturale nenule. Pentru 1eN* definim.

O, ) n - p"lz, neZ, ¢i =1z $i @i = Pii-1 - Bj-1js pentru _]>l
viuner 1:2(ZZ. o,,) este un sistem proiectiv conservativ in (Re, Rf), N; =pMZ, B =Zsi

\ i-1 . . .. . .
v nponeg =0 (mod p'T), men;, ieN*}. Prin urmare limita lim F este izomorfa cu
< (Rc, Rf)

neud intregilor p-adicl.
B. Selectii in perechi de corespondente de inele asociative.

In aceasta sectiune R i R’ sunt inele asociative. Dacd o.eRc(R, R’) vom nota cu S(o)

siulumea selectiilor coresponden;ei a, i.e. S(@)={BeRc(RR")| Bca}. Dacd aeRc(RR).
v ta- R a-w(a)}, este multimea punctelor fixe ale corespondentei o.

Rezultatul principal, [Da.97a] stabileste legatura dintre selectiile corespondentelor

¢ po- RGR,R") pentru care a=B+y. Mai precis, vom arata ca daca o(0) este ideal prim in

melul generat de BRuyR, atunci corespondentele o, B si Y admit selectii in perechi, 1.e.

S SB)=E, sau S(B)NS(y)2D, sau S(y)S(a)2d. Generalitatea problemei nu este afectata

dacd vom presupune ca R’ =<gRuyR>.

6.7. Observatie. Fie o, BeRc(R,R’). Atunci S(at) ~ S(B)#<J dacd si numai daca
- ke ROORTY
[n general. suma a doud corespondente de inele nu este corespondentd de inele, iar

daca Py = Re(R,R”) 51 o(0) nu este ideal prim in <BR U yR)> si a = B+y, corespondentele
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. (3. ¥ nu admit intotdeauna selectii in perechi, cum rezulta imediat din exemplele de mai jos:

6.8. Exemple. 1. Fie BeRc(Z, Z) definitda prin 3k — 6Z, 3k+1 — 6Z+4,
3kt 2 > 6Z+2, pentru orice ke Z. Atunci oo = B+1z nu este corespondenta de inele deoarece
aly a(h)m af1)= @.

2. Daca B este corespondenta definitd mai sus, iar YeRc(Z,Z) este definitd prin
2k > 62Z, 2k+1 > 6Z+3, keZ, atunci a=p+yeRc(Z,Z) si Fix(a)=Z. In acest caz kera =

kerf . kery, a(0) =B(0) = y(0), dar a, B, y nu admit selectii in perechi; in schimb idealul

(1(0) = 6Z nu este prim in <BZ u yZ>=Z.

3 Daca f3 este corespondenta definitd mai sus, iar ye Rc(Z,Z) este definita prin
2k > 2Z. 2k+1 — 2Z+1, atunci o=B+yeRc(Z Z) si o=y; in acest caz <BLANZ>=Z si
tdealul 0(0) este prim.

4. Daca v este corespondenta definitd in exemplul precedent, iar f € Rc(Z,Z) este
definita prin k —» k+3Z, atunci a=B+yeRc(Z,Z) si o este corespondenta constatata k — Z.

k- Z In acest caz corespondenta definita prin k — 6Z, ke Z este o selectie a perechii (j3. v)

6.9. Lema. Fie B,yeRc(R,R’) si a=B+y. Conditia necesara §i suficientd pentru ca o. sa
tie corespondenta de inele este:

fa)y(b) + y(a)B(b) c o(0), abe R (61)

Demonstratie. Sa remarcdm intdi cd o este o corespondentd a grupurilor aditive
sublacente inelelor R s1 R’ Daca (6.1) este verificatd, atunci pentru arice a,beR:

u(a)a(b) < B(a)B(b) + B(a)y(b) + y(a)B(b) + Y(a)y(b) < B(ab) + y(ab) + a(0) = u(ab)
decr o Re(RRY) Invers, daca-aeRc(R,R’), atunci pentru orice abeR. a(a)a(b) - w(ab).
Jdee

Blab) + v(ab) + B(a)y(b) + v(a)B(b) < a(ab) + B(a)y(b) + y(a)B(b) < a(ab),
prinurmare conditia (6.1) este verificata.

6.10. Lema. Fie a, B, y € Rc(R,R’) astfel ca a=f+y. Atunci a(0) este ideal al inelului
R'( - 3R wR +)

Demonstratie. Fie acR, xef(a), vey(a) st mef(0) Cum u=x+vea(a) sy

m- BO)rza(0)eld(aR) rezultd ¢c@ m u ea(0), dar meP(0)eld(BR). dect mxeB(0). prin
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armare m v = a(0) §1

BOy(a) = a(0), aeR (1)
Dar +(0) = 1d(yR), deci y(0)y(a) < ¥(0) < a(0) s1

a(0)y(a) c a(0), aeR (2)
Din lema 6 9. si (1) rezulta ca y(0)B(a) = a(0) - B(O)y(a) < a(0), de unde:

a(0)B(a) = a(0) ,aeR 3)

Dar R este generat de BR U yR, iar din (2) si (3) urmeaza ca a(0O)R’ < o(0) i analog

R .rv))  a(0). Pnin urmare a(0) € 1d(R’).

6.11. Observatie. In ipotezele lemei precedente are loc urmatoarea “incluziune

Facobr

I = afa)fb)y(c) + Bay(b)a(c) + y(a)a(b)B(c) = a(0), pentru orice ab,ceR.
inu-adevar 1 = Blabyy(c) +v(a)B(b)yv(c) + B(a)y(b)B(c) ~B(a)y(ac) + v(a)B(bc) + y(ab)B(c). din
ieina 6 9 rezulta ca’ B(ab)y(c) + v(ab)B(c) < a(0), B(a)y(be) + y(a)B(be) < a(0), y(a)B(b)v(c) ~
arApe) = a(0) - Bayy(be) - y(a)B(be) = a(0); prin urmare J< o(0).

6.12. Lema. Fie o,B,yeRc(RR’), a=Pp+y si abeR. Urmaitoarele conditit sunt
cchivalente.

(a)  B(a)R’y(b)  o(0)

(b)  B(a)(BR)Y(b) < o(0)

ic)  B@yRyb) c a(0)

(d) v(a)(BR)y(b) < a(0)

te)  P(a)y R)B(b) € a(0)

() v(@)(BR)B(b) < a(0)

Demonstratie. Fie ceR. Din lema 6.9. rezulta ca: B(a)B(c)y(b)+o(0) = -B(a)y(c)B(b)+
“(0) = y(a)B(c)B(b) + a(0) = -B(a)y(c)y(b)+o(0) =y (a)B(c)y(b)+a(0), de unde rezultd imediat
~1ca(b) > (e) < (f) <>(c) < (d). Ramane sa aratam ca aceste ipoteze echivalente implica
{a). pentru aceasta este suficient s2 dovedim ca daca c,deR atunci B(a)B(c)y(d)y(b) < a(0).

Folosind consecutiv lemele 6.9., 6.10. si (e) rezulta ca: B(a)B(c)y(d)y(b) < -B(a)y(c) B(d)y(b)+
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~u(0) = Bla)y(cy(d)B(b)+a(o) = P(ayy(cd) B(b)+a(o) = a(0).
6.13. Lema. Daci a,8,yeRc(R,R’), a=B+y, atunci:
B(a)yy(b)(B(b)-v(b)) < a(0)

pentru orice a,beR.

Demonstratie. Fie a,beR. Din lema 6.9. rezulta:
Bla)y(b”) + ¥(2)B(b”) € (0)

Din (6 1)1 6.10. rezulta ca:
Blayy(b)B(b) + v(2)B(b*) < a(0)

Cum ¥(0), B(0) < a(0), din (1) s1 (2) rezulta (6.2).

(6.2)

6.14. Lema. Fie a,B,y = Rc(R,R’), a=B+y. Daca idealul a(0) este prim, atunci pentru

orice a R
(a)  PB(a) < a(0), sau y(a)(B(a) - y(a)) < a(0)
(b)  v(a) < o(0), sau B(a)(B(a) - y(a)) < a(0)
(¢)  B(ayr(a) c o(0), sau B(a) - v(a) < a(0)
Demonstratie. Punand b=a in (6.2) obtinem:
Ba)y(a) (B(a) - y(a)) < a(0)

Pentru a demonstra afirmatia (a) este suficient sa aratim ca:
[ta)R v(a) (B(a) - y(a)) < a(0)

ceca ce rezulta imediat daca dovedim ca pentru orice beR
Btayr(b)y(a) (B(a) - y(a)) < a(0)
Bra)B(b)y(a) (B(a) - v(a)) < a(0)

Freb- R Din 69 urmeaza ca:
Brab)y(a’) + y(ab)B(a’) < a(0)
Brab)y(a) + y(ab)B(a) c a(0)
Bibyva’) + y(b)B(a’) < a(0)
Bbyv(a) + v(b)B(a) < a(0)

Din (). respectiv (S), folosind lema 6.10. rezulta ca:
) pibivayy(a) + v(ap(b)B(a’) < a(0) i
Ba) Bebyva)B(a) + v(ahy(b)B(a’) < a(0),

(h

(2)

(3)

(+4)
()

(6)
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de unde se obtine imediat (3). Folosind succesiv (6.1), (6), respectiv (7), rezulta ca:
Biarbyv(a’) = -v(a)B(b)v(a’) + a(0) = Y(a)v(b)B(a’) + ax(0),
Blar/(byv(a)B(b) < -y(a)B(b)v(2)B(a) + a(0) = y(a)y(b)B(a’) + (0),
de unde decurge imediat (2).
Ramane sa demonstram (c). Din 6.9. obtinem:
(a)f(brya) = -Blayy(byr(a)+a(0) = -B(a)y(ba) + a(0) = y(a)B(ba) + c(0) = v(a)B(b)B(a)+c(0),
deci
“a)tb)(Ba)-v(a)) < a(0) (8)
LYot T s1(%) urmeaza ca:
Baynb)p(a)-v(a)) < a(0) (9)
i lema o 10 (8), respectiv (9) si lema 6.9 urmeaza:
Rlay«(a)Bb)(B(a)-v(a)) = a(0) si
Prars(a)y(b)pB(a)-y(a)) < a(0), beR.
de unde rezulta ca Ba)y(a)R’(B(a)-y(a)) < a(0). Cum a(0) este ideal prim in inelul asociativ

R rezultd imediat ca B(a)y(a) < a(0), sau B(a) - y(a) = o(0), ceea ce trebuia demonstrat.

6.15. Lema Fie o,B,yeRc(R, R’), a=P+y, B={aeR|B(a)ca(0)}, C={acR]y(a)ca(0)!.
ba-RPa)v(a) <= a(0)}. Daca idealul o(0) este prim, atunci una si numai una din
urmatoarele afirmatii este adeviarata:

(a) R=B=C

th) R=C=zB

iC) R=D=B=C

tdy R=B=C=D.

Demonstratie. Fie A={acR] B(az)uy(az)uﬁ(a)y(a) < a(0)}. Din lema 6.14. urmeaza
«d dacd asRY(BUCUD), atunci B(a)(B(a)-y(a)), v(a)(B(a)-v(a)), B(a)y(a) — a(0), de unde

rezulta ca a< A Prin urmare:
R=A_B_CuD (H
' Daca exista beB\C, atunci:

Bb) = a(0) s1 y(b) ~ a(0) = & (2)
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Fie cacsR Din 69. s1 (2) rezulta ca: B(c)B(a)y(b) < -B(cyy(a)B(b)+a(0) = o(0), deci
B(c)BR)y(b)c a(0), iar din lema 6.12. urmeaza ca B(c)R’y(b) < a(0); cum idealul a(0) este
prim in inelul asociativ R’=<BRwyR>, tindnd seama de (2) rezulta ca B(c) < a(0), pentru

orice c£R, adica am demonstrat ca:

BCxOd=>R=B=C (3)
s analog;

CBzd=>R=C=#=B (4)

2. Sa consideram cad exista deD\(BUC). Atunci:

B(d) - v(d) = a(0) (5)

B(d) m a(0) = y(d) n o(0) = (6)

tic abeR. Folosind consecutiv (5), lema 6.10. i lema 6.9 urmeaza ca: B(a)B(d)B(d) =
Ba)B(b) y(d) + a(0) = -B(a)y(b)B(d) + a(0) = y(a)B(b)B(d) + c(0), de unde:

(B(a) - v(a))B(b)B(d) = a(0), beR (7)
Din (5) 1 lema 6.10. se obtine B(b)B(d)c -y(b)B(d)+a(0), iar din (7) rezultd imediat ca:
([3(a) - y(a)) y(b)B(d) < a(0), beR (8)

Din (7) si (8) urmeaza c (B(a)-y(a))R’B(d) < a(0), iar din faptul ci idealul a(0) este prim si
din (6) rezulta ca acD. Am dovedit ca:
DA(BL.C)20=>R=Dz2B=C (9)
3 Ramane sa analizim cazul in care nici una dintre afirmatiile (a), (b), sau (c) nu este
adevirata Din (3) s1 (4) rezulta cad B = C, iar din (9) ¢cd D < BUC. Prin urmare B=C=DcA.
rar din (1) rezulta ca R=A. Fie a,beR. Atunci:
Ba)B(b) + B(b)B(a) < a(0) (10)
deoarece Prarb)’, (at), f(b?) < a(0); cum B(a)y(a) < a(0), din lema 6.10 si (10) rezulta ca
B(a)B(b)y(a) < a(0), beR,
ceea ce atrage incluziunea:
Ba)}BR)y(a) < a(0),
e dmoo 12 urmeaza c@ B(a)R’y(a) < a(0). Cum idealul a(0) este prim rezulta imediat ca

¢ B Prinurmare R = A= B = C =D si asertiunea (d) este demonstrata.
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6.16. Teoremi. Fie o, B, yeRc(R,R’) astfel ca a=P+y. Daci idealul o(0) este prim (in
R* (R .:yR>) atunci corespondentele o, B i y admit selectii in perechi. In acest caz una si
numai una din urmatoarele afirmatii este adevarata.

(a) Be S(a) siy ¢ S(a)

(b) ve S(a) s1 B ¢ S(o)

(c) B~y e SP) N SG), BeS(a), y&S(a), ker a=R, B=fa(0) = ya(0) si

char R/B = char R’/a(0) = 2.

(d) B = S(a), ¥y € S(a), BryeS(a)NS(B)S(y) st R = ker o

Demonstratie. 1. Sa remarcam intai ca daca B(a)ca(0), cum B(a) < o(a)-y(a), rezulta
Saooty - ufa)-v(a), dect y(a) © afa); invers, daca y(a)  o(a), cum y(a) < o(a) - B(a) §
$101—0(0). urmeaza ca B(a) < o(0). Prin urmare, folosind notatiile din lema 6.15. rezulta ca:

R BaoveS(a) (1)

R C < BeS(a) (2)
i lema 0 15 (1) s1(2) urmeaza ca:

R B=C<yeS(a) st BeS(a), sau:

R (z2BoBeS(a)siyeS(a).

~

Sa consideram acum ca R=D. Fie a,beR. Cum

fa) - v(a) = a(0), acR (3)
N (a) + v(a) = a(a), rezultd imediat ci:

B(2a). v(2a) < a(a), acR (4)
Piie 610 51 (4) urmeaza ca:

13(2a) y(b) — a(a)y(b) (5)
war din (3) §16.10. se obtine incluziunea:

B(ayy(b) - y(ab) < a(0) (6)
Aunct. din (5)s1 (6) rezultd ca:

3(2a) y(b) < a(0) (7)
vt din (5 §1(7) urmeaza imediat:

ala)y(b) < a(0), beR (8)

\nalog se arata ca:
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a(a)B(b) = o(0), beR 9)
Din (8) s1 (9), cum R’=<BRwyR>, decurge incluziunea a(a)R’ca(0), de unde rezulta ca:

R =D = ker a=R (10)
deoarece 1dealul a(0) este prim.

2.1 Daca R =D # B =C, atunci f&S(a) st yeS(a), conform (1) si (2); prin urmare
B'o(0)=B este ideal al lui R, inelele R/B, R/C si R’/o(0) sunt netriviale, iar din (4) si (10)
rezulta ca ele sunt de caracteristica 2. In plus, din (3) §i 6.7. rezultd ca BrweRc(RR’), deci
B v S(B)NS(a).

22 Dacd R=D=B=C, din (1), (2) si (10) urmeaza ca: By S(a)"S(B)(y) st are loc (d)

6.17. Observatii.. 1.Fie o,,yeRc(R,R’) astfel ca a=pB+y. Daca R=kerf, atunci y<.a.
rar daca R=kery, atunci fca.
2 Fie aeRc(K,R), unde K este un corp. Deoarece kera este un ideal al corpului K

rezulta ca O=kero, sau K=kero. Proprietdti speciale ale corespondentelor de corpuri au fost

analizate in {Da.86c¢] si [BD.88].

6.18. Propozitie. Fie aeRc(K,R), unde K este corp. Daca O=kera, atunci o(0) este un
rdeal maximal complet prim (in 'onK).

Demonstratie. Dacd o(0)cP, iar P este ideal propriu in aK, atunci din 6.1.(b) rezuita
ca o P=0; prin urmare P=0(0). Pentru a arata ca o(0) este complet prim este suficient sa
dovedim cd aK\a(0) este un subsemigrup al semigrupului (0K,.). Fie x,yeaK\{0}; atunci
existd abeK\{0} astfel ca xea(a) si yea(b); dar xyea(ab) i abeK\{0}; prin urmare

Weoakeg(0), deoarece kera=0.

6.19. Teorema. Fie a,B,yeRc(K,R), a=f+y, unde K este un corp, iar o este surjectiva.
Atuna Boa, sau yca.
Demonstratie. Din 6.17. rezultd cé este suficient sa consideram ca 0 = kera = ker[3

hery Dino 18 urmeaza ci a(0) este ideal complet prim in R, iar din 6 16 rezulta ca 3 - «.

SIVIRY'
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6.20. Consecinti. Dacid a,f,yeRc(K,R), K este corp, B este surjectivd §i o=+,
atunci o = B. sau una dintre cele trei corespondente este constanta.

Demonstratie. Sa presupunem cd o,f §i y nu sunt constante. Din o(0) = B(0) +y(0)
rezulta ca

B(0) = a(0) (1)
Cum § este surjectiva, din 6.10. rezulta ca a(0)eld(R); atunci din (1) §1 6.18. urmeaza imediat
¢i a(0) = B(0). Din 6.19. rezultd ca o =P, sau y < a.. Sa admitem, prin absurd, ca o = f.

viuner o dect B(a) = a(0), pentru orice a€K; contradictie ! In consecintd o = B.

6.21. Consecintd. Daca a,B,yeRc(K,R) sunt corespondente neconstante, a=B+y. K
ste corp. o este surjectiva, iar y este morfism strict, atunci a=p, iar K se scufundéa izomorf in
selul a(0)

Demonstratie. Din teorema 6.19. rezulta ca fca, sau yca, iar o(0)=pB(0), deoarece ¥
este mortism strict. Sa presupunem ci vy este o selectie a corespondentei a. Atunci B(a)ca(0)=

it deci B este constantd; prin urmare Bco. Fie acK Atunci B(a)ca(a)=p(a)+y(a)cB(a)+
)= =Ba)-p0)= B(a), deci B=a. Cum y(a)ea(0). 1ar y este monomorfism. urmeaza

imediat scutundarea izomorfa a corpului K la inelul o(0).

6.22. Consecinti. Daca inelul R’ nu are divizori ai lui zero, o,B,yeRf(R,R’) st a=p+

auncr o= sau 3=y, sau y=a.

6.23. Consecintd. Daca a,eRc(RR), a=B+1r si idealul o(0) este prim, atunci
bixt)=R . sau Fix(B)=R.

Demonstratie. Din teorema 6.16. rezultd ci identitatea lui R este selectia stricta a
corespondentel o, caz in care Fix(a)=R, sau fca si atunci B=a, deoarece o(0)=B(0), deci
Fint)=Fix(B)=R. sau PB(a)-a=a(0), pentru orice acR. In acest ultim caz, daca notim
“tay=a(0). agR. atunct yeRc(R,R) si B=y+1g; aplicind din nou 6.16. rezulta, ca mai sus, ca

caz n care kerf=kery=R si atunci Fix(a)=Fix(B)=R, sau Fix(B)=R, sau y(a)-a=f(a).

rentre orice a€R; in aceasta ultima situatie a(0)=a+o(0). acR, deci kerp=R si Fix(B)=R.
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6.24. Consecinti. Fie feRf{R,R’) un izomorfism o, eRc(R,R’), astfel ca idealul o(0)
sa fie prim, 1ar a=B+f Atunci izomorfismul f este selectie strictd a uneia dintre
corespondentele o si 3.

Demonstratie. Deoarece o=p+f si f este izomorfism, urmeazi ci of '=pf '+1y si
f '(e1(0)) este ideal prim al inelului R. Din 6.23. rezultd ca Fix(af ")=R, deci fco, sau

Fix(Bf ')=R, caz in care fcp.

6.25. Propozitie [Pat.61]. Daca A<Id(R) si f este un automorfism liber de punct fix
(e f(a)-a <> a=0), astfel ca (f-1r)(A)=A, atunci a(a)=f(a)+A defineste o corespondenti

- Re(R R) st Fix(a)=A.

6.26. Consecinta. Fie A un ideal prim al inelului R, o,BeRc(R R), a(0)=A si t un
awtomortism liber de punct fix astfel ca a=p+f Daca (f-1x)(A)=A atunci Fix(a)=Fix(B)=A

Demonstratie. Din 6.24. rezultd ca fco, sau fcB. Dacd fca, atunci, cum f(A)=A.
reeulta ca a(a)=f(a)+A st f(a)=A, pentru orice acA; prin urmare, din 6.25. urmeaza ca
Fixta)=Fix(B)=A. Daca fcP, atunci din 6.25. rezultd ca Fix(B)=A; in plus, daca acFix(u).

atunci {(2a)-a€ A, de unde se obtine ca f(a)e A; prin urmare Fix(ot)=A.

6.27. Observatie. In cele ce urmeaza vom cauta conditii suficiente pentru ca. daca
e RE(RRY), =10, a=o+oupt . +o, , cel putin una dintre corespondentele o, i=1,n | sa fie
selectic a corespondentei o Vom nota cu R(ai. a ., o) inelul generat de
RO acRe wonR st cu oy extinderea lui o, prin a(0), i.e. corespondenta definita prin

r ) aa)ta(0) Din a ll-a teorema de izomorfism rezulta imediat:

6.28. Propozitie. Fie a.B,yeRc(RR’) astfel ca Bryca Dacd a(0)<Id(R(c 3

atunci
(a) B, v'eRc(R,R")
(b) a(0)+R(B,y) = R(a,B.y)
(¢) Ria,B,y)a(0) = R(B,y)/(R(B,y)a(0))
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6.29. Propozitie. In ipotezele de la 6.28. una si numai una din urmatoarele afirmatii
exte adevarata

(a) kera=R

(abh)y BeS(a) s1 yeS(a)

(a2) yeS(a) 51 BeS(at)

(b) kera=R

(b1) a(0)=R(a,B.y), BeS(at) st yeS(at)

(b2) a(0)=R(a.B.y). PeS(a), veS(a) si B’=y’. In plus B=Pa(0)=ya(0)cld(R) si
char R’'B=char R(a.f,y)/a(0)=2.

Demonstratie. Desigur a=p"+y=3+y’=f"+y’.

ta) Cum Rzkera, din 6.16., rezulta ca are loc alternativa:
5 -S(o) s1 v€S(a): in acest caz, cum Be S(B’), urmeaza ca are loc (al);
in caz contrar ye S(at), iar B’(a)=a(0), aeR;, cum Rzkera rezultd ca & S(a).

¢b) Daca a(0)=R(a.,B,y), din 6.16.(d) urmeaza imediat: yeS(a) si Bcp’=a, deci are loc
th1) Daca a(0)=R(a,B.y), cum a=B’+y, din 6.16.(c) urmeaza ca y¢ S(a) si

C =B o(0) = yo(0)eld(R), B’~yeRc(R,R’) (1)
Analog. din a=B+y . rezultd ca B S(a) si
B =P a(0) =y a(0)eld(R), B~y eRc(R,R’) (2)

Din o=p’+y’ 1 6.16.(c) rezultd cd B’~y’eRc(R,R’) si B a(0) = y a(0), iar din (1) si (2)
urmeaza ca B=C si char R/B = char R(a,$3,y)/a(0) = 2.

6.30. Teorema. Fie o,B,y,0€Rc(R,R’) astfel ca B,=y+8, y1=B+8, 8;=p+ycRc(R,R’) si
4=B+v+d. Daca idealul a(0) este complet prim in inelul R(B,y,8), atunci una si numai una
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:

(a) kera=R

(al)  existda un unic eé{B,y,S} astfel ca e S(a)

(a2) PB.y.0eS(a), B=fa(0)=y'a(0)=d"c(0)ldR §i char R/B=char R(B,y,5)/c(0)=2.

(b) kera=R

(b1)  a(0)=R(B,y,3) 51 B,y,8€S(a)
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(b2)  a(0)=R(B,y,5) si’exista'l un unic 6e{p,y,0}astfel ca BeS(a); daca 6=f, atunci
v'=6". B=vy'a(0)=6"a.(0)eld(R), R(B,y,0)=R(7,0)+a(0) si char R(B,y,8)/c(0)=charR/B=2.

Demonstratie. (a). Deoarece kera#R si a=B+f,, din teorema 6.16. rezulta alternativa:

I Sau BeS(a); in acest caz urmeaza imediat ca:

v(a)+d(a)ca(0), acR (1)
Daca R(v,8)ca(0), din 6.29. (bl) s (1) rezulta cd y(a)ca(0) si 8(a)ca(0), pentru orice a€R:
dar kera=R deci v,8¢ S(a) si are loc afirmatia (al).

Daca R(y.8) @ a(0), din 6.29. (b2) rezulta ca:

=", B=y" a(0)=86"a(0)eId(R) si char R/B=char(R(y,0)+a(0))/o(0)=2, iar

(R(8.y)+a(0))/a(0) = R(y,8)/(R(v,6)no(0)) (2)
ultima asertiune rezultand din 6.28.(c). Din 6.28.(b) st (2) rezultd imediat ca:

R(y,8)+a(0) = R(B,y,d) si char R(B,y,6)/a(0) =2 (3)

Sa presupunem ca yca;, cum y+y;=a, din 6.16. urmeaza ca y,; ¢ S(a) $i

f(a) + y(a) c o(0), aeR (4)
de unde. tinand seama de (1) rezulta ca:

((0) + d(a) = a(a), aeR (S)
Din (3) $1 (5) rezulta ca deS(a), dect este valabila asertiunea (a2).

2 Sau BreS(a). in acest caz, din 6.16. rezulta ca BeS(a), iar din 6.29.(a) decurge
asertiunea (a2).

(b) Desigur, dacd a(0)=R(B,y,0) rezulta imediat ca B,y,5€S(a). Sa presupunem acum
ca a(0) = R(B.y.d). Daca R(y,d)ca(0), atunci BRca(0), in contradictie cu ipoteza. prin
wmare

R(y.0)za(0), R(B,y)za(0), R(B,5)za(0) (0)

Cum B+B, = a, are loc alternativa:

I R(B.B1) < a(0). Atunci conform 6.16.(d), B, B1eS(a). Din (6) si 6.29 (b2) rezulta ca

o S, v'=0", B=y'a(0) = 8'a(0) st char R/B= char R (a.,y,8)/a(0) = 2 prin urmare este
adeyaratd atirmatia (b2).

2 R(B.B1) ¢a(0) Atunci din 6.16.(c) rezultd ca B,B;¢ S(a), B=f'a(0) =B, a(0)=1d(R)
s char R/B=char R(a,.B1)/a(0)=2. Cum f;S(a) si1 B1(0)—a(0) urmeaza ca Rzkerf’;. iar din
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& 29 (a) rezulta ca:

[v=S(B1) 31 8 S(P"1)), sau [8eS(B") 51 y&S(B1)]

Atunci este adevaratd asertiunea (b2). Intr-adevar, in primul caz, cum
(ar fa)-Bla)ra(0), aeR, rezultd ci 8eS(a), dar a=d+d,, iar din 6.16.(d) rezulta ca
&.=Str). din (6) si 6.29.(b2) urmeazi ci B,yeS(a), B’=y" si B'a(0)=y'a(0)=B, iar R(a,B.p1)=

Rict,]3.v). Analog. in cel de-al doilea caz.

6.31. Consecinti. In ipotezele teoremei 3.30. are loc alternativa:
(d) B.v.8eS(a) <> [(ker a=R si char R(B,y,8)/a(0)=2), sau (kera=R si char
R o)i0)=2)]
ib) exista un unic 0e{B,y,6) astfel ca 6eS(a) <« [(kerazR s char
Koih s Sron0)=2). sau (kerae=R si char R(B,y,8)/(0)=2)].
0.32. Teoremi. Fie a, ay, .., a,€Rc(RR’), n>2, ca a;+oeRc(R,R’) pentru i#) i
5+ -, Daca idealul a(0) este complet prim in inelul R’=R(a, ..., o), atunct:
() daca R=kera existd un numar impar dintre corespondentele a, ..., o, care sunt
selectn ale lut o
(h) daca R=kera s1 a(0)=R”, atunci ajeS(a), 1{1,...,n}.
(¢) daca R=kera si a(0)=R”, atunci:
(ciy  daca n este par exista meN astfel ca 2m dintre corespondentele a, ..., a, sa fie
wrectn ale lur, daca au, .., aam € S(@), atunci o'yme= .= &'y, A oma1(0)=...= o’yo(0)=
B. Id(R) st char R/B=char R”/a(0)=2.
(c2) daca n este impar, atunci exista meN astfel ca 2m+1 dintre corespondentele
1, sa fie selectil ale lui a; dacd o, .., came1€S(0) §i 2m+1<n, atunci o’2m+2=...=0¢
i 20(M= =a,0(0)=B eld(R) si char R/B=char R”/0(0)=2.
Demonstratie. Pentru n=2 §1 n=3 teorema revine la afirmatiile din 6.16., respectiv
v Sa presupunem acum ca teorema este adevaratd pentru k<n §i sa ardtim ca ea este
wlevarata pentru k=n+1. Evident, dacd o(0)=R”, atunci are loc varianta (b). Notam
Ut rdy Atuncl 0=0n. 1B+ §1 82 presupunem cd R”=R(ay,...,00+1)20(0).

| kera=R. Din 6.16. rezulta alternativa:
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I'l o eS(a) st Bpr1(a)co(0), aeR.

Daca n este impar, cum o’ 1(a)+a2(a)+..+oy(a)=a(0), acR, rezulta ca:

1 1.1, sau R(a,...,0)c0t(0) si atunci unica selectie a corespondentet o este Op-1.

1 1.2, sau R(ay,...,o)2a(0). In acest caz, din ipoteza (c2) rezultd ci existi meN
asttel ca, de exemplu:

ai(a),..., Oame1(a)ea(0), acR (1)

Daca n=2m+1, atunci unica selectie a lui o este ay.;, cdci Rzkera. Dacd n>2m+1,
atuncr. din (1) rezulta ca:

Gam-2t. Fopto pe=a
s1 din 1poteza (a) rezultd ca existd un numar impar de corespondente dintre corespondentele
(L2m-2,. .0y, O .y care sunt selectii ale lui o

Daca n este par, rezulta ca:

I 13 sauR(ay,...,0)ca(0) si atunci unica selectie a corespondentei o este o, ;.

I 1.4, sau R(ay,...,0n)Z o0) §1 atunci, din faptul ca o,(a)t.  +a,(a)ca(0) si din
ipoteza (cl) rezultd ca existd meN astfel ca, de exemplu

a(a),.... aam(a)ca(0), aeR (2)
Daca m=0, atunci unica selectie a corespondentei a este a,.;. Daca m>0, atunci, din (2)
rezulta ca

O =0l 1+, F0 O ge 1,
rardinipoteza inductiel rezultd ca existd un numar impar dintre corespondentele iy, 1.. ..
(1.1 care sunt selectii ale lui o

I 2 a,.(a)ca(0), aeR st Barr€S(a). Atunci:

oot toa=a,
»t dinipoteza (a) rezultd ca existda un numar impar dintre corespondentele o, . o, care sa

tie selectii ale lui .

tJ

kera=R $1 a(0)=R”=R(ai,.. ,0n-1).

tJ

I Daca existd 1€{1,2,. ,n+1} astfel ca R(a,Bi)ca(0) atunci o, B,eS(c). unde
AT PRS0 BER v S g o SUSY Atunci:

Br=a’y + +o ot o, =,
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iar din o, —a rezulta ca:

Rt 0101, 0-1)=R(Q, ..., 00+ 1)

Prin urmare. din ipoteza inductiei rezulta (c). Mai precis, daca pentru cele n corespondente

L. .0n-p are loc ipoteza (cl) (respectiv (c2)), pentru cele nt+1 corespondente o
“f: iy rezultd concluzia (¢2) (respectiv (c1)).

2 2 Daca:

Ria, Bi)za(0), 1e{l,..., n+1} (3)

s, -0 din 6.16.(c) urmeaza ca

(103, E St (4)
LN (5)
B.-o a0y = B5a(0), char R/Bi=charR(a;, B;)/co(0)=2 (6)
pentru orice 1= (1 n+1}. Din (6) rezult imediat ci i
char R(d1....,0th-1)/o(0)=2 (7)
n+l
e Lo lioie) st e = Y ay o Atunci a=atoytay;. Cum R=kera si R(oy, o, o)
ok

~oti3) teum rezultd din (3)), din 6.30. (b2) rezulti ca oL ZaL §i

B.<B,=B. o', = ', (8)
D (5) oy ipoteza (a) rezultd ci existd un numir impar dintre cele n corespondente
Ui GhaQue s, 0. care sunt selectii ale lui o; ultima afirmatie contrazicand (4), urmeaza ca

h trebuie sa fie impar. Atunci din (5), (6), (7) si (8) rezulta asertiunea (cl).

6.33. Observatii. A Vesanen arata [Ves.97, lemma 3] ci daci F este un corp finit st
o1+ sunt automorfisme ale lui F astfel ca a=P+y-idy, atunci unul dintre automorfismele . B
D11y este identitatea. M. Deaconescu [Dea.97] arati ci daci R este un domeniu, 1ar o,f3,7.6
sunt edomorfisme ale acestuia astfel ca o+p=y+5, iar B este automorfism, atunci cele patru

endomorfisme sunt egale in perechi. Noi extindem aceste rezultate aritind ci daca:

t1.B.7.8€Rc(R,R’), atB = y+8, B(0)=o(0) (6.3)
a(v)=Spec R”, unde R” = R(B,y,5) (6.4)
xv-vx=a(0), pentru orice x,yeR” (0.5)
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atunci extinderile o,B’,y’ si 8’ prin a(0) ale corespondentelor a.,,y, respectiv 6 sunt egale in
perechi. Demonstratia o vom face fara a utiliza [HR.59] si [Lew.67], orn [Ves.97], spre
deosebire de cea din [Dea.97]. Si remarcam ca, in general -B, a+f, y-B, 8-f nu sunt
corespondente de inele, si, in consecinta, chiar in conditiile (6.3) si (6.4), rezultatele 6.30 -
6.32. nu sunt utilizabile aici. Totusi, cu condifii suplimentare, rezultatul amintit ramane
valabil ca in urmatoarele consecinte:
6.34. Consecinta. Dacd o,B,y,0eRc(R,R’), a+f=y+6, a+BeRc(R,R’) si idealul
" 2(0)+(3(0) este prim in R(y,8) si R(a,B) atunci corespondentele o,f3,y si & au extinderile
prin [ cgale in perechi.
Demonstratie. Notam extinderea prin U a corespondentel o cu o, 1.e. o’(a)=a(a) L.
a R
I Daca Rzker(at+f), atunci si ker (y+0)=R, iar din 6 16. rezulta, de exemplu. c¢a
Stat3) 1 BeS(y+d). In acest caz, pentru orice acR, a(a), y(a)cU. Deci o'=8 In plus
[la) v(a)rd(a)=y’(a), deci B’=y’.
2 Daca R=ker(a+p) st R(y,6)¢U, atunci din 6.16.(c) rezultd ca y'=0’, iar a(a)+f(a) U
4 R Daca R(a,B)=U, atunci o(a), B(a)cU, deci o’'=B’, 1ar daca R(a,B)=U, atunci. din
o 1o (¢) urmeaza ca o’=f’.
3 Daca R=ker(a+B) st R(y,8)=U, atunci y’=5". Cum oa(a)+B(a)=U, acR, daca R(c.[3) L.
atunct o =f’=y’=d’; daca R(a,B)=U, din 6.16.(c) urmeaza ca o,fe S(y’), dar o’=p
6.35. Consecinta. Daca o,B,y,0eRc(R,R’), a+=y+6, y-B, 6-BcRc(R,R’) si idealul U
generat - de a(0)+B(0)+y(0)+8(0) in inelul R(a,B,y,0) este complet prim, atunc
corespondentele o, B, y §1 6 au extinderile prin U egale in perechi.
Demonstratie. Deoarece a’=y+y,, unde y,=8-B €Rc(R,R’). din 6.16. rezulta cazurile
I R=ker o’
l

—_—

-yeS(a). Atunciy’=a’ §1 0’=f".

2 yi=a' Atunciy(a)cU, aeR st d’=a+f .
| 21 ker =R, In aceastd situajie «’'=8" si atunci B(a)cU. acR. adica =B, sau
voo8 Ty, analog, o=y

I 2.2 kerd'=R. Cum R(a,B)cU, din 6.16 (c) urmeaza ca o =", in plus y(a)-o(a) |
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a<R 1 din 6 29 (b) urmeaza ci y'=5’.

2 R=kera’

tJ

I R(v,ycU. Atunci y(a)cU, a€R, adica y’=a’ si 8(a)-B(a)cU, acR, de unde,
contorm ¢ 29 (b) rezultd ca 6’=p’.

22 R(y.y1)@U. Atunci y’=y,, de unde 6’=B’+y’. Din 6.16. rezulti situatiile:

221 ker 8#R. Atunci B’=6’ s1 v’ (a)=U, aeR, deci y’=a’, sau, in caz contrar, Y’=8" si
=

222 kerd=R s1 atunci B’=y’ 51 §’=a’.

6.36. Lema. In ipotezele (6.3), pentru orice a,beR:
((a)-Bta)) (8(b)-B(b)) + (8(a)-B(a)) (v(b)-B(b)) < at(0) (6.6)
Demonstratie. Fie a,beR, xef(a), yey(a), ze8(a), ue(b), vey(b) si wed(b)
Deoarece a=y+06-f, caci B(0)ca(0), rezulti ca:
(v—z-X)(vrw-u)+xu-yv-zw e a(0),
¢ unde
VW-vUTZV-ZU-Xv-xwt2xu € o 0),

sau. echivalent, (v-x)(w-u)+(z-x)(v-u)ea(0), apartenenta ce dovedeste (6.6).

6.37. Teorema. Fie ot,B,y,5€Rc(R,R’) astfel ca B(0)ca(0) si a+P=y+5. Daca a(0) este
'deal prim in R"=R(B,y,5) st inelul R”/a(0) este comutativ atunci extinderile o, B’, vy, prin
+117) ale corespondentelor a, B, y si & sunt egale in perechi. Mai mult, una si numai una dintre
urmatoarele afirmatii este adevarata:

(a) veS(a), B,0eS(a) si f7=§’

(b)  deS(a), B,yeS(a) si p’=y’

(c) B.v,8 € S(a)

td) BeS(a), v,8¢S(w), S(NSEB)2S, ya(0)=8a(0) si char Riya(0)=
- char R™ra(0)=2.

Demonstratie. Fie B={acR|5(a)co(a)}, C={acRly(a)ca(a)}, D={acR|B(a)co(a)! si
[>=1a=Rif(2a)+y(a)+8(a)=a(0)}. Se verifica imediat ci B, C 51 D sunt subinele ale lui R, iar
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din (6.3) rezultd ca B={aeR|B(a)-y(a)ca(0)}, C={acR|B(a)-d(a)ca(0)} si D = {acR|a(2a)=
=v(a)+ro(a)}.

Sa presupunem intai ca existda acB\C. Atunci, cum B(a)-y(a)ca(0),din (6.6) rezulta ca:

(8(a) - B(a)) @ (v(b)-B(b)) < (0), beR,
de unde, cum (8(a) - B(a)) N a(0)=, caci agC si cum a(0) este complet prim in R” deoarece
R”/0(0) este comutativ, rezulta ca y(b)-B(b)co(0), beR. Prin urmare:

B\CxZd => R =B
caz in care este adevarata varianta (b). Analog,

(B«» »R=C
s1 atuncl varianta (a) este verificata.

Ramane sa analizam cazul in care B\C=C\B=. Atunci B=C. Daca R=B=C, atunci.
pentru orice aeR, y(a)+d(a)=a(2a) si y(a)+d(a)=a(a)+P(a), prin urmare PB(a)ca(a) s este
verificata varianta (c).

Sa presupunem, in sfarsit, cd B=C#R. Daca acR\B. atunci din (6.6) si (6.5) rezulta ca.

(B(a) - y(a)) (B(2b) - 8(2b)), (B(a) - 5(a)) (B(2b) - ¥(2b)) < a(0),
tar din (6 4), cum (B(a)-y(a)) N a(0) = (B(a)-d(a))na(0) = I, iar B=C=BNCcD, urmeaza ca:

B(2b), y(2b), 6(2b) c a(2b), beR (1)
Fie acum b = a’ in (6.6); folosind (6.5), dupa calcule rezulta ca:

(B(a) - y(a)) (B(2a) +y(a) + 5(a))(8(a) - B(a)) < a(0), a€R,
sau, echivalent R=B U Cu D’=B uD’ Dar (B, +) 51 (D’, +) sunt subgrupuri ale grupului
aditiv (R +) si ca urmare ele nu pot fi, amandoua, subgrupuri proprii; cum R#B, urmeaza ca
R D" Fie asR=D’; atunci o(0)=p(2a) + y(a) + d(a) = B(3a) + a(a) si B(3a) = a-a), de unde
resulta ca B(9at)ca(a?) si cum B(9a%) +a(3a’) = a(4a?) urmeaza ci a(4a’) = o(0), deci-

a(2a)a(2a) < a(0), aeR,
ar din (6 4) rezulta ca:

a(2a) = a(0), aeR (?)
Din (1) 1 (2) rezulta ca inelul R”/o(0) este de caracteristica 2 i D’=D=R#B=C prin urmare
I St s, desigur v'=8". In plus:

v(a)+d(a) = a(0), aeR (3)
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s1 7. 0&8(a) (deoarece R#B=C). Din 6.16. g1 (3) urmeaza cd y'a(0)=6'a(0) s1 char R/y'a(0)=2.
In consecinta varianta (d) este complet demonstrat.
Din 6.37. 1 6.18. rezulta imediat urméatoarele extinderi ale rezultatului lui A. Vesanen

[Ves 07]

6.38. Consecinti. Dacd o, B, y eRc(R,R), atidg = B + v, a(0) e SpecR, iar R/o(0) este
un nel comutativ. atunci exista 6e{a,B’, v’} astfel ca Fix6=R, unde B’ si v’ sunt extinderile

fut (5. respectiv v prin a(0).

6.39. Consecinta. Fie K un corp comutativ, a. B, ye Rc(K,K) si a(0)=B(0)=v(0).
¢~ 1d =i~ Atunci una dintre corespondentele o, B, ori y are multimea punctelor fixe K.

Daca in 6.37. impunem ca o(0) = B(0)=y(0) = 5(0)=0 obtinem o extindere a
rezultatulul din [Dea 97}

6.40. Consecinta. Fie o, B, v, 6cRf{R,R’) unde R(B,y,5) este un inel comutativ fira

dnvizon ar lur zero. Dacé a+f =y +5 atunci cele patru morfisme sunt egale in perechi.

6.41. Teorema. Fie a, B, v, 8 € Rc(RR’) astfel ca a+B=y+8 st B(0)ca(0). Atunci
“Nistd trei extinderi minimale o, a, o ale lui o astfel ca 6 S(ow) pentru orice 8e {3, v. &}
Daca. in plus. R(B, v, 8)/U este un inel comutativ, unde U este idealul generat de o(0) in
Rtp, v 0) atunci ap ™ o, ™ as €S(a’) unde o este extinderea lui o prin radicalul lui U.

Demonstratie. Fie 0e{, vy, 8} si Sp = {9eRc(RR)|aeS(p) si 0S(¢p)}. Desigur
. cacr =Sy, unde o(a)=R(B,y,8), acR. Atunci as="SeeRc(R,R’), deoarece Bcay; cum
4o rezultd oyeSy, adica ag este o extindere minimali a corespondentei a astfel ca 0o,
Fie acum V=SpecR(B,y,8) astfel ca a(0)cV. Atunci UCV si, din 6.37., rezulti ci existd
He 1.0 astfel ca Ocay, unde cu oy am notat extinderea lui o prin idealul V; prin urmare
A G0) © as(0)cV pentru orice Ve Spec R(B,Y,8), cum o agMoL,MaLs, urmeaza imediat

Aty U 'O..sv?S(OL’)-
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Fie AFf categoria algebrelor universale cu operatiile finitare F si AFe categoria cu
aceleast obiecte avand ca morfisme corespondentele de algebre (care verifica (5.2)), tar AFS
categoria algebrelor cu operatiile finitare F §i a corespondentelor de algebre semiunivoce
Vom ardta cd dacd AFc = AFS, a-categoria algebrelor (AFc, AFf) este constructiva,
extinzand astfel teorema 7 din [Da.88b]. Teoremele de caracterizare a varietatilor pentru care
corespondentele de algebre sunt semiunivoce date de Al Malcev, J Chajda, [ Duda.
I'l.ambek. G D Findlay, H. Werner, 1 Purdea $1 1 Virag ofera astfel o clasa de a-categorn
constiuctive bogate, 1ar tehnica obiectului initial utilizata la 2.7. §1 2.8 pe a-categoru
prebouate permite extinderea teoremelor de existentd a limitelor proiective pe acestea. prin
mtermediul functorulur de scufundare; superior tare completitudinea fiind conservata de
tunctorul de scufundare si teorema 2.28. faciliteazd demonstrarea constructivitatii acestor a-
categorn prebogate. Hustram acest procedeu pentru a-categoriile A-modulelor, [CD 87b]. a
modulelor si dicorespondentelor, [Da.88c], a perechilor Jordan liniare, [DP.87] si a spatiilor
local convexe, [CD 87a].

7.1. Propozitie. (AFc, AFf) 51 (AFS, AFf) sunt a-categorii la stanga.

Demonstratie. Fie @eAFc(A,A’) astfel ca pentru once BeAFf si geAFf{(B.A)
corespondenta de  algebre ¢@g sd fie minimald in AFc(B,A’). Trebuie sa aratam ca
o AFHCAAT). Fie ae A st xe@(a) si B=<(a,x)> subalgebra generatd de {(a,x)} in A « A
Daca ax)!=Ba st By.i=Bx u {(flay. a,), fixi. xu))(anx1)... (anxa)eBy. foF(n), ne N

atunar B NBk Definim g(a’, x’)=a’ §i h(a', x’)=x" pentru orice (a". x')=B Desigur
he

2 AFHB.AY wi he AFf(B,A’). Vom ardata, prin inductie, cd@ hzog Pentru k=0

heax) X- ogla.x)=@(a). Sa presupunem cd h(a' x')copg(a’.x’). pentru orice (a .x )=B, Este
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witicient sa dovedim ca pentru orice feF(n), (a1, X1),...,(2,Xn)€Bx, h(a’,x’)copg(a’,x’), unde

e an) st X=f(x1,..., X»). Cum x’ef{@(a)),...,p(an)), 1ar @ verifica (5.2) rezultd ca
«  o(f{a;. . as))=0(a’). Prin urmare h=@g si, in consecintd ¢(a)=x, adica e AFf(A,A’) i
(AFc. AFf) este a-categorie la stinga concretd, cum compusa a doud corespondente

«emiuni oce este semiunivocd, urmeaza imediat ci si (AFS, AFf) este o a-categorie la stanga.

7.2. Observatie. AFc nu este, in general, o categorie cu egalizatori. Intr-adevar, daca
\  \Fc astfel ca sa existe doua subalgebre S, S’eS(A’) distincte definim ¢,yeAFc(A. A"
srinoa)-S s w(a)=S . pentru acA; daca pe AFc(N,A) ar fi un egalizator al morfismelor ¢ si
venct anwn. in contradictie cu definitia corespondentelor @ §1 w.
\'om nota. pentru g AFc(A,A’):
ker @={(a.b)e A x Ajp(a)no(b)=J}
Se verificd cu usurintd c@ “nucleul” kerg este o relatie de tolerantd compatibila, avand drept
iase de toleranta multimile ¢ @(a), unde ac A.
Sa remarcam, de asemenea, ca@ ¢ € AFc(p(A),A), caci daca feF(n), biep(a;), 1€{1,....n}
tta,. aget(ei(by),. ., ¢@(by)) atunci f(b),. . by)ef(p(a),...,oa.))co(f(a)), deci
A ifihy o by)). de aceea f{g(by),...,¢ (ba))co (flby,...,bn)). In plus:
kero ={(b,b")e©(A) x 9(A)|¢(b)ne'(b’ )=}
este o relatie de toleranta ale carei clase sunt multimile ¢ '@(a) (¢(a), in general), acA. In

consecinta, tindnd seama si de 3.10., obtinem:

".3. Propozitie. AFS(A,A’)={9peAFc(AA’)| o9 9=0}.

Caracterizari ale varietatilor algebrice pentru care corespondentele de algebre sunt
~emiunivoce au fost obtinute de A.IMalcev [Mal.54], J.Chajda si J. Duda [ChD.82].
I'l'ambek [Lam.58], G.D.Findlay [Fin.80], H Werner [Wer.73], 1.G.Maurer, 1 Purdea si

[ Virag [MPV 82], caracterizari pe care le inventariem in urmaitoarea propozitie.

7.4. Propozitie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

I AFc = AFS.
2. peS(A x B), A, Be AFc = p este difunctionala.
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‘s

p=A x A, Ae AFc este o relatie compatibila reflexiva = p este o congruenta.
4 o©,7 sunt congruente pe Ae AFc = 10 = oT.
S existd un polinom ternar p astfel ca p(x,y,y)=x si p(X,X,y)=y, pentru orice X,y€A si
A« AFc

6 existd un polinom 5-ar p astfel ca p(x,x,y,y,z)=x si p(X,y,y,z,2)=z, pentru orice
x.v.z«A st Ae AFc

7 AeAFc, a,be A = <Ax U {(a,b)}> este o relatie compatibild simetrica.

S Exista un polinom 7-ar p astfel ca p(x,x,y,y,y,z,z)=x st p(X,y,Y.X,2,y,z)=z, pentru
orice x.v.z€ A si orice Ae AFc.

Y A= AFc, ab,ce A = <Aa U {(a,b),(b,c)}> este o relatie compatibila tranzitiva

10 AeAFc, a,b,ce A = <Aa U {(a,b)}> si <Aau{(a,b), (b,c)}> sunt congruente.

Il AcAFc, a,b,ce A = congruenta i toleranta generate de {(a,b),(b,c)}sunt egale

12 Ae AFc = clasa tolerantelor pe A coincide cu aceea a congruentelor.

13 AvAFc s1 p © A x A este o relatie compatibila reflexivi = p este o relatie
compatibila simetrica.

14 AcAFc $1 p © A x A este o relatie compatibila reflexivi = p este o relatie

compatibtla tranzitiva.

7.5. Teorema. Daca AFc = AFS atunci a-categoria (AFc, AFf) este constructiva

Demonstratie. 1. Ardtdim ca (AFc, AFf) este o a-categorie cu limite proiective Fie

G A\, G(s)) o l-diagrami in AFc. Notam p;=< U ker G(s)~ > unde, ca de obicer,

sel,
e 1y Cum idA, el, rezultd ca p; este o relatie compatibila retlexiva, rar din
propoziia 7 4 urmeaza ca p; este o congruenta pe A;. Fie
\ a)elTAYpIGEs)(aj)c a, i€l, sel(ij)}
Detimm oa )= a ,cA, 1€l, pentru fiecare (5,)eA‘ Daca feF(n) si (a ,' ). (a :‘ )= AL tie

bhoah ke 11,...n} s11el. Atunci, daca sel(y,)):

BUPT



124 §.7. CONSTRUCTIVITATEA a-CATEGORIILOR DE ALGEBRE §I1
CORESPONDENTE SEMIUNIVOCE. APLICATII

G(If (b} bMSAG(s)b ). Gls)b ]RGN a Dr-G0) (2 cha i a )=

fib : b M), deci G(s)fi a ;; ?)cf(; :,5 ) si fla }5 ?)eAj/pj; de aceea AcAFc

s 02 AFC(ALA)), i€l Fie Be AFc, ge AFf(B,A) si (gi)FI(B) astfel ca (gi)c(¢ig). Trebuie sa
dovedim ca (g;)=(pig). Daca (a;, a’;)eker g atunci (a;, a’)egi(B) x gi(B)coigB) x ¢ig(B) si
200a) 2 ogl(a)= gia)c gei(a’s); dar g'¢’; este semiunivoca, deci g¢i(a)= goi(a’;);, prin
urmare:

ker o', Zker g'@’,, 1€l.
Prevasa’)- Ker g din incluziunea precedentd urmeaza imediat ca (¢ig)(ai) = (pig)(a’;), deci
oL a)s wo(@’,). Fie (gi)e(p'(a;), i€l fixat si (5 Deoi(a’y); atunci g'(g )= g'(g ). Fie

y a.). cum g(b)=( a ,-)=(5 ’;) urmeaza ca Ei-—-; i s1(a,. a'))epi. De aceea:

ker &, pu  (&(B) x g(B)), iel.
Dar Ker G(s) ~ < ker g7G(s) ™ < ker g, pentru orice sel(i.j), deci:

pe(gi(B) < gi(B)) < ker g,
wiea p - (gi(B) < gi(B)) = ker g, i€l, ceea ce atrage imediat egalitatea (g;)=(;g).Prin
irmare ()€ FIM(A). Analog (9ig) e FIM(B) pentru orice B€ AFc si ge AFf(B,A). Rimane sa
Jovedim ca aplicatia definita prin:

AFt(B.A) — FIM(B), g — (¢ig)
uste bijectiva. Daca (@ig) = (9ig’), cu g,g’ € AF{B,A) si g(b)=(§ ), g’(b)= (a’)), atunci pentru
ance i1 pgb)= a; = a’; = @ig’(b), adicd g=g’. In sfarsit, fie (gi))eFIM(B), beB, iar
“ AFt b, B) incluziunea uzualid. Cum

ker G(s) = = ker g/G(s) " < ker g7, iel, sel(i,j)
armeaza ca

P (gi(B) x gi(B)) c ker g, iel.
Definim 8, AFe(<b>,A)) prin:

0i(b”) = [pi ™ (8i(B) x gi(B))I(b’), b’ e<b>.
Dar G(s) {p; ~ (gi(B) x gg(B)I’) < [pi » (gi(B) x gi(B))I(b"), pentru orice b’ e<b>: de aceea
(B <FI(<b>). Cum (8;) < (g8) si (gi) € FIM(B) rezulta ca Bi=gi6, pentru orice i<l si

ker g = p, M (gi(B) x g(B))
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Aceasta este suficient pentru a dovedi ca:
g(b) = (gi(b)), beB

defineste g AFf(B,A) si ca (@ig)=(gi). Prin urmare (A, ¢;) = lim G
« (AFc, AFf)

2 Desigur orice I-diagrama discreta G din AFc are un produs (IIG(i), pi) st
p.- AFH(TTG(1), G(1)) pentru orice i1€l, deci, conform propozitiei 2.13., a-categoria algebrelor
este un produse stricte.

3 Fie ¢,eAFc(A,B), iel, o familie de corespondente de algebre. Notam cu
oo xLy)lye gi(x), xe A}, relatia compatibila asociatd corespondentei ¢;, pentru orice 1=l
Desigur, p; este o subalgebra a algebrei produs A x @i(A). Fie p=<Up;i>ap §1 ¢ prolectia a 11-

1 sa Evident e AFc(A,B) 51 9=w @ ; in AFc. Daca weAFc¢(B.C), atunci wo =~ wo.
1

deoarece. daca O este relatia compatibild asociata corespondentei y, rezultd imediat ca 6p

tp, v Prin urmare AFc este superior tare completa la stanga.
1

Aplicand acum teorema 2.28. rezulta ci a-categoria (AFc, AFf) este constructiva

7.6. Observatie. Tolerantele compatibile coincid cu congruentele pe grupuri, inele.
module $i, in general, pe grupuri cu multioperatori. Prin urmare (Ge, Gf) si (Re, Rf) sunt.
conform teoremei 7.5., a-categorii constructive. Pe de altd parte tehnica obiectului initial
unlizatd in 27 s1 2.8 pe a-categorii prebogate permite prelungirea limitelor proiective in
a-categonile  scutundate.  llustram, in cele ce wurmeaza, aceasta tehnica pentru
a-categoria modulelor extinzand rezultatul principal din [CD.87b]. Vom nota cu MAf
cateeorta A-modulelor (stangi) si a omomorfismelor dintre ele §1 cu MAc categona
\-modulelor stangi si a corespondentelor de module, 1.e 9 eMAC(EF) daca pcEc( E. F)

ap(x) + bo(y) C @(ax + by), a,be A x,yeE,

ande ao(x)=!auluep(x)}. Cuplul (MAc, MAS) formeaza o a-categorie la stanga concreta

“.7. Propozitie A-categoria grupurilor abeliene (Abc, Abf) este bogata y1 constructivi
Demonstratie. Conform teoremei 5.14., Abc este superior tare completa la stanga

Fie ca la 22, oeAbc(G,H), ge Abf(H,K) si he Abc(G.K) astfel incat h = g Atuna
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¢ o h oeAbe(G.H), fcoe si gf=h. Prin urmare (Abe, Abf) este o a-categorie bogata la stanga.

(onstructivitatea sa rezulta din teoremele 5.23. 51 2.28..

~.8. Propozitie. A-categoria A-modulelor (stangi) (MAc, MAf) este prebogata.

Demonstratie. Fie ~: MAc — Abc functorul de subiacentd, i.e, daca E este un

A-modul. E este grupul subiacent lui E si daca @eMAC(E,F) atunci ¢ este restrictia lui ¢

intre grupurile subiacente E si F. Se verifica imediat ca acest functor este fidel (definitia

~ }

~.9. Teoremi. A-categoria A-modulelor stangi este cu limite proiective.

Demonstratie. Fie F o I-diagramd in MAc si (E. @; )=hm F. Pe grupul E
< (Abc, Abf)
retinim structura canonica de A-modul stang, adica:

al x,)=( ax,), pentru a€A §i (;i)e E.
{1 aceasta corespondenta de grupuri @; se extinde canonic la corespondenta de module

N Ak F(i)) astfel ca 0=, 1€1.

Pe de alta parte, daca U §1 V sunt doud A-module si geAbf(fJ,V ), atunci

Sav-ay (v, a= A, xeU defineste geMAS(U,V) sig=g . Prin urmare (E, ;) este, conform

s 2053 un obiect initial pentru familiile (F(i)) si (¢;). Atunci, din consecinta 2.8. §i

viopozitnle 77 $1 7.8, rezulta ca:

lim F=(E, 9)).
< (MAc, MAS)

710, Teorema. A-categoria A-modulelor stangi este constructiva.
Demonstratie. Deoarece orice corespondentd de grupuri subiacente unor A-module se
«stinde canonic la o unica corespondentd de module, din teorema 5.14. rezultd cd MAc este o

<ategorie vrdonata superior tare completa la stanga, cu produse stricte. Atunci din 7.9. si 2.28.

rezulta ca (MAc, MAS) este o a-categorie constructiva.

7.11. Definitie. Fie (X,A) si (Y,B) un A-modul, respectiv B-modul (stdng). O pereche
(o) este o dicorespondenta de module de la (X,A) la (Y B) daca peRc(A,B), g Abc(X.Y)
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s1 playp(x)ce(ax), pentru orice ae A g1 xeX, unde p(a)p(x)={by|bep(a), yep(x)}. Notam cu
NMc categoria ale carei obiecte sunt modulele (stangi) si ale careir morfisme sunt
dicorespondentele de module in raport cu compunerea pe componente; incluziunea pe
componente este o ordine fata de care Mc devine o categorie ordonata, iar cuplul (Mc, Mf)
este 0 a-categorie la stanga, unde morfismele din Mf sunt dimorfismele in sensul lui Bourbaki
[Bo 61] (adicd ¢(0)=0 si p(0)=0). Propretati elementare ale dicorespondentelor de spatii

linare (stangi) sunt analizate in [Da.88c].

7.12. Teoremi. A-categoria modulelor si a dicorespondentelor este constructiva.

Demonstratie. Vom utiliza tehnica obiectului initial, ca in 7.10. Fie F o I-diagrama in
Mc. Pentru orice i€l, F(1)=(Xi, Aj) este un Aj-modul si pentru orice s€l(i,)),F(s)=(G(s), R(s))
este o dicorespondenta intre Aj-modulul (X, Aj) st Ai-modulul (X, A;). De aicl urmeaza
imediat faptul ca R=(A,, R(s)) este o I-diagrama in Rec, 1ar G=(Xj, G(s)) este o I-diagrama in
Abe Fie

(A, p;) =lim R si (X,0i) = lim G
< (Rc, Rf) < (Abc, Abf)

I-olosind constructiile din teoremele 6.5. 51 5.13. se verifica ca la 7.8 ca operatia

(a)( X)) =(ajx; ), (a)€A, (x)eX
defineste pe X o structura de A-modul astfel ca (X,A)eMc. Tot din 6.5. rezulta ca:

P2 ) @il X)) © @i ((aix; ), i€l
adicd o, se extinde canonic la dicorespondenta (@i, pi)eMc((X,A), (Xi,Ai)), i€l, astfel ca
(o) 9, unde ~Mc — Abc este functorul de subiacenta; acest functor este fidel si. in
conseeinta, (Me, Mf) este prebogata, iar ((A,X), (9;,pi)) este, in acord cu 2.6.3, un obiect

mutial pentru tamilitle (X,) s (@;). Din teorema 2.8 rezultd ca lim F=((A.X). (9.p)
« (Mc,Mf)

este limitd tare a I-diagramei F.
Sa aratam acum ca (Mc, Mf) este superior tare completa la stinga Vom utiliza ideca
demaonstratier teoremet 9 din [Da.88.c]. Fie (¢, p))eMc((X,A), (Y,B)), 1] o tamilic nevida

de dicorespondente. Notam cu Z submodulul generat de multimea  ¢;(X) in B-modulul Y 3
1

cu o) submodulul lut Z generat de multimea
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vVooveZi 3xe X Ljel yeoix) - 0i(y)}.
Definim @(x) = y + ¢(0), unde ye L @i(x); ¢ este 0 corespondenta bine definitd caci
1
dacd v = 9(x), atunci y-y’ €V. Fie p=up; supremumul familiei de corespondente de inele
i 1

i1 Jin Rc. acesta exista, deoarece, conform teoremei 6.3, a-categoria (Re, Rf) este superior
tare completa la stanga. Cuplul (@, p) este o dicorespondentd de module §i anume
supremumul familiei ((@i, pi)) in Mc((X,A), (Y,B)) care este superior stabila la stanga, dupa
~um rezulta din 6.2 s 5.14. Prin urmare, conform teoremei 2.28.. rezultd ca (Mc, Mf) este o

4o Aleore CONSIUctiva.

~.13. Observatie. A-categoria spatiilor liniare (stangi) si a dicorespondentelor univoce
'SLe. SL) este. de asemenea, superior tare completa la stanga, [Da.88c]. Cu toate acestea ea
‘1 este constructiva, deoarece SLf nu este o categorie cu produse. In continuare vom aréta ca
.-ategoria perechilor Jordan liniare este constructiva utilizand proprietdtile laticeale ale
_tespondentelor de asemenea perechi din [DP.87] si tehnica obiectului initial; pentru detalii

prvind perechile Jordan liniare vezi monografia [Loo.75].

7.14. Definitie. Fie K un inel unitar de caracteristica diferitda de 2 §i Jf categoria
serechilor Jordan liniare si a omomorfismelor de asemenea perechi, [Lo0.75]. Daca
V-V V)2t dar A.C < VO i B < V© definim operatia Minkovski, {A,B,C},, prin:

{AB.Cls={{ab,c}s|acA, beB, ceC}, o=t

Un cuplu o=(¢+, ¢.) se numeste corespondentd Jordan liniara intre perechile
VoV VY st W=(WT, W) din Jf daca goeMKe (V°, W) si

L Da(X), 0.0(¥), 0o(2)}o € Qo({X,y.2}0),

B - - ~ > - 6 - T X
pentru onice x,y£V® ye V™, 6=+ In acest caz vom scrie peJc(V,W).

7.15. Observatii. Jc, unde Jc=Jf, este o categorie ordonata in raport cu incluziunea si
compunerea pe componente. Dacd ¢elc(V,W), atunci ¢elJf{(V,W) daca si numai daca

2-(0)=0, o=%. In plus, dacd V<V si W <W sunt sub-perechi Jordan liniare, iar peJc(V, W),

atinci
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Lo o(V) = (0+(V1"), (V1 ))sW

20 (W) = (X (Wi"), oZ(W)<V
3 o(VYe(0) = (9(V)0+(0), 0(V)/0(0))€lc

4 (Jc, JF) este o a-categorie la stanga numitd a-categoria perechilor Jordan liniare.

7.16. Propozitie. Jc(V,W) este o semilatice completa fata de reuniune.
Demonstratie. Fie 1 o multime nevida si o'eJc(V,W), icl. Notim cu ¢u(0)

submodulul modului < 0o (VO)> generat de multimea:
1

e W Ixe VO, el ue@e(x)- 0d(x)}

s 0s(X)ut(ps(0), unde ue pgpci(x), xeV°® o=+ Din 5.14. rezultd, ca in demonstratia
1
reoremer 7 10, ca q),,=g)(pcieMKc (V°, W), o6=t. Fie x,2eV° 51 ye V" ue@s(x), v=0' (V)
1

st w. ('s(2), unde 1€1 este un element fixat. Atunci:

LUV WG € {(Pic(x), (Pi-c()'), (Pio(z)}c c (pi(,({x,y,z}c,) C 9s({x,y,2}s), 6 = £,
adicd (. )= s (plEJC(V,W).
i

7.17. Exemplu. Fie K=Z, si perechea Jordan liniara V unde V'= V'=M(p.q.Z,) este
Z, modulul matricilor cu p linii si q coloane, in raport cu aplicatiile:

! e VIXVoxV® 5 V° {xyzle =xyz+zy'x, cuxzeV’ yeV"™ jar v’
este transpusa matricii y. Daca 1 st 0€Jc(V,V) sunt identitatea, respectiv morfismul nul. din
T oo 10 este definit prin @o(x)=V°, pentru orice xeV°, o=t in plus, 100L000=0 s
oot oo pon urmare (JKk, Jf) este o a-categorie superior tare completd la stanga, dar nu este

breompleta

~.18. Teorema. A-categona perechilor Jordan liniare este constructiva

Demonstratie. Functorul J¢ & MKc definit prin V- V' x Visio —> ¢ < 0 compus
~u~scutundarea - MKe — Abc este fidel, deci (Je, Jf) este prebogata Fie F o 1-diagrama in
Je et (F(i)7. F(s)q) este o I-diagrama in MKc. Fie (V. ¢'5) limita sa proiectiva in (MKe.

MK Dacad (x,). (El)ev" s (;;)EV-O, atunci;
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(X2, (Y D)}o=({ X1, Y124 Jo)
defineste aplicatiile { . | }o: V'x V°®x V® - V° o=t, fafd de care V=(V", V') este 0
pereche Jordan liniara; deoarece:

LX), 0o((Y ), O'o(ZD)}e © O'al({Xi,¥1,2i Jo))
din 715 5 7.9, o'=(¢", ¢")elc(V, F(i)). Astfel, (V, ') este obiect initial pentru familiile
() - F(1)) st (9" x (pi_) in raiport cu scufundarea J¢ > MKc — Abc definitd mai sus, iar

din 2 8 rezulta ca (V, <pi) este limita tare a I-diagramei F. Acum, din 7.16. §1 2.28. rezulta ca

(Je. Jf) este constructiva.

7.19. Observatie. Teorema 7.18 extinde teorema 3.2. de existentd a limitelor
protective din [DP 87]

In continuare vom utiliza tehnica obiectului initial pentru a demonstra
constructivitatea  a-categoriei  spatillor local convexe prin intermediul teoremer de

nremductivitate — teorema 4 din [CD.87a].

7.20. Definitie. Fie SLCf categoria spatiilor locale convexe peste corpul numerelor
rcale R g1 a aplicatilor liniare §i continue dintre ele. Daca X,Y e SLCf, o corespondenta liniara
0= MRe(XY) se numeste corespondentd de spatii local convexe daca este continua,
|Ren 84], 1.e. pentru orice aplicatie continud g: Y — R pentru care go<Ef(C X, R), aplicatia

20 este continud; vom scrie, in acest caz: € SLCc(X,Y).

7.21. Propozitie. Daca ¢eSLCc(X)Y), atunci:

I wlaa + Bb) = ap(a) + Be(b), pentru orice a,be X si orice a, e R*=R\{0}.
o(X) € SLCT.

1o

[Y)

¢(0) este un subspatiu inchis al subspatiului ¢(X).

Demonstratie. Fie acR*. Atunci, din liniaritatea corespondentei ¢ rezulta ca
ao(0)=p(0), deci e(0)ca ' P(0)p(0) si ¢(0)=0p(0). Fie acX §i yee(a); cum aye@(aa)
rezultd ca ag(a)=ay+e(0), conform 5.2..

Cea de-a doua afirmatie rezulta imediat din prima.
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Fie acum g: Y — R o.aplicatie continud pentru care go este functie. Cum ¢ este
semiunivoca, conform 7.6., existd reR astfel ca g (r) = ¢(0); cum ¢ este continui si ¢p(X) este

subspatiu local convex al lui Y rezulta ca ¢(0) este subspatiu local convex al spatiului ¢(X).

7.22. Consecinta. Dacad ¢eSLCc(X,Y), atunci ¢(X)/@(0) este un spatiu local convex
separat, 1ar daca X §i Y sunt spatii Fréchet, atunci ¢(X)/@(0) este de asemenea spatiu Fréchet.

In plus, are loc urmatoarea caracterizare a corespondentelor de spatii local convexe.

7.23. Propozitie. Fie X,YeSLCf §si oeMRc(X,Y). Atunci corespondenta ¢ este
continua daca §i numai dacid peeSLCHX.,Y/0(0)), unde p: Y — Y/o(0) este proiectia

canonica pe spatiul cat.

7.24. Observatie. Dacd ¢eSLCc(X,Y), atunci oeSLCH(X,Y) daca i numai daca
((0) -0 Prin urmare restrictia relatiei de incluziune din SLCc(X,Y) la SLCf(X,Y) este relatia

de egahtate

7.25. Propozitie. Cuplul (SLCc, SLCf) este o a-categorie la stinga.

Demonstratie. Fie peSLCc(X,Y) §i weSLCc(Y,Z) si f Z — R o aplicatie continua
pentru care fgeeEf(() X IR). Atunci restrictia o€ SLCc(0(X),Z) §i fyluxy € Ef(C o(X), R)
dect . ©(X) = R et continud; fie h prelungirea continua a functiei fylux, pe Y Atunc
hota) fipp(a) pentru «n-e aeX, iar @eSLCc(X)Y), deci hg este continud, adica
vy SLOAX,Z).

Fie acum @eSL: '« X,Y) avand proprietatea ca pentru orice fe SLCHZ X), of este
mimmal in SLCe(Z.Y). ) cad 9gSLCf{X,Y), atunct ¢(0) are, conform 7 24., cel putin doua
clemente. luand Z spatia 1 ivial i f morfismul nul, atunci gcof si gzof. unde geSLC(Z)Y)
este mortismul nul. ceea '« contrazice minimalitatea morfismului o¢f, in consecinta o(0)=0 s

Jin 24 os SLCHX. Y

7.26. Propozitie. ~ .Cc(X,Y) este o semilatice completa faja de reuniune
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Demonstratie. Fie ¢ieSLCc(X)Y), i€l o familie nevida de corespondente de spatii
local convexe §1 ¢ supremumul ei in MIRc, care existd, conform demonstratiei teoremei 7.10..
Este suficient sa aratdm ca @ este o corespondenta continua. Fie f Y — R o aplicatie continui
pentru care compusa f@ este o functie. Pentru orice i€l, fo;cfo, deci fip; este la randul ei o

functie 51 to;=fp, 1€l este o aplicatie continua. Prin urmare peSLCc(X,Y).

7.27. Teorema. A-categoria spatiilor local convexe este constructiva.

Demonstratie. Din 7.26. §1 7.10. rezultd cd SLCc este superior completa la stinga si
NLCc. SLCY) este la randul e1 o a-categorie superior tare completa la stdnga. Pentru a arita
<1 este constructiva, este suficient, conform teoremei 2.28. sa dovedim ca ea admite limite
pretedhive tan

Na remarcam intar ca functorul de incluziune

SLCc - MRc¢ — Abc
vste tidel s1 conform 7.8. a-categoria spatiilor local convexe este prebogata. Fie F o I-dia-
vramd mm SLCc 51 (X, ;) limita sa proiectiva tare in a-categoria R - modulelor; din 7.9.
rezulta ¢ (X.0) este obiect inifial pentru familiile (F(i)) si (¢;) in raport cu functorul de uitare
MRec > Abec Pentru ca (X, ¢;) si conserve aceasti calitate si pentru functorul
SLCe > MRe — Abc este suficient sa inzestram R-modulul X cu o structura de spatiu

topologic local convex pentru care corespondentele ¢; si fie continue, icl. Conform 7.22..

11X)0i(0) este un spatiu local convex separat, iel. Topologia produs pe ITi(X)/9i(0) induce
1

e N o structura de spatiu local convex fata de care restrictia proiectiei canonice pi; X— X;
Cste continud §iopio; este de asemenea continuad. Prin urmare, in acord cu propozitia 7.23

SECAXUX). gar (X,@i) este obiect initial pentru familiile (F(i)) si (¢;) in raport cu
functorul  SLCe — Abe. In consecinta:

(X ) = lim F
< (SLCc¢,SLCY)

1ar a-categoria spatiilor local convexe este constructiva.
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[n acest paragraf introducem notiunea de a-categorie aditiva dupa [Da.97b]; prezentam
cateva clase de asemenea a-categorii §i dovedim constructivitatea unor a-categorii de module
peste a-categorii aditive precum si citeva aplicatii. In final initiem studiul a-categoriilor
aditive concretizabile (a-c-categoril) facdnd o paraleld intre teoria inelelor si teoria a-
categoriilor dupa ideile lui B.Mitchell, [Mit.72], K Baumgartner, [Bau 87] si R Street
[StvS) Aratam de exemplu cd orice a-c-categorie (C, C’) se scufundd izomort in a-
categona canonica peste C’; dam totodatd cdteva rezultate privind structura a-c-categoriilor

stmple §1artiniene.

A. A-categorii aditive

Fie Abf categoria grupurilor abeliene (mici) si a omomorfismelor §i Abc categoria cu
aceleasi obiecte avand drept morfisme corespondentele de asemenea grupuri. Cuplul (Abc,
Abf) formeaza o a-categorie la stdnga concretd, conform 5.22.1. Aici Abf este o categorie
aditivi. spre deosebire de Abc; totusi (Abc(G,G’),+,) este un semigrup abelian ordonat cu
clementul nul 0€ Abt{(G,G’), unde (a+B)(a)=a(a)+P(a) = {xty| xea(a), yeP(a)}, acG, pentru
orice B Abe(G,G’) Abstractizam  proprietdtile acestei a-categorii In termenii

a-categornlor aditive, [Da.97b].

8.1. Definitie. A-categona la stanga (C, C’) este o a-categorie aditiva daca pentru
once XY . Z UeC, aeC(Y,2), b,ceC(X,Y) s1 deC(U,X):

(1 (C(X.Y,+,©) este un semigrup ordonat cu element nul OxyeC(XY)
Ouyvd Oy,

(i1) €’ este o categorie aditiva (fata de restrictiile operatitlor “+" din C);

(in) ab - ac < a(b-c), unde -a = (-1z)a;

(iv)  (b+c)d  bd + cd.

V'om omite uneoni indicii X,Y pentru elementul nul, 1.e. 0,=0, daca nu exista pericol de

confuzie In cazul in care C are un singur obiect, cuplul (Hom C, Hom C*) se numeste u-tmel
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8.2. Exemple. A-categoriile: (Abc, Abf) — a grupurilor abeliene $1 a corespondetelor
de grupuri abeliene, (MAc, MAf) - a A-modulelor §i a corespondentelor de A-module
(vez1 7 8). (SLCc, SLC) — a spatiilor local convexe si a corespondentelor de spatii local
comexe (vezi 7.25)) sunt a-categorii aditive concrete. De asemenea a-categoriile grupurilor
preordonate, a grupurilor ordonate §i cea a grupurilor ordonate cu morfismele avand imagini
1zolate din [Da.89] sunt a-categorit aditive concrete. Daca notim GEc categoria avand drept
ohtecte grupurile abeliene §i ca morfisme toate corespondentele dintre asemenea grupuri si
detinim. pentru orice o, e GEc(G,G’), (a+B)(a) = a(a) + B(a), acG, atunci (GEc, GEf) este o
-categorte aditiva concreta, unde GEf este categoria grupurilor abeliene §1 a functiilor
Desteur (Abe, Abf) < (GEc, GEf).

Daca R este un 1nel asociativ cu unitate, atunci endocorespondentele grupului aditiv
+R.) tormeaza un a-mel, mai precis (Abc((R,+),(R,+)), Abf((R,+), (R,+)) este un a-inel fata

de adunarea. compunerea §i incluziunea corespondentelor de grupuri.

8.3. Exemplu. Fie R’ un inel asociativ cu unitate si R={a’+A| a’cR’ si A este ideal
dreptin R7¢ Vom introduce pe R doua operatii astfel ca (R,R’) sa devina a-inel. Ca de obicei,
~Jenuficam elementele minimale in raport cu incluziunea din R cu cele din R’. Daci a’+A.
b -B=R. atuncr:

a A b +Bea’-b’ e Bsi AcB.

Detinim, pe langa adunarea uzuald (a’+A) + (b’ + B) =a’ + b’ + A + B, inmultirea “o” prin:

(a*A)c(b’+B)=a’b’ + A+ a’'B.

\Wiemele (1) ¢ (11) din 8.1. sunt verificate, iar (iii) este valabila aici cu egalitate, cacr:
A o(b’+B) - (a'+A)o(c’+C)=a’b’ + A+ a’B - (a’c’ + A+a’C) = a(b-c’) + A+aB +
v oAby A+a(B+HC)=(a’ + A) o (b’ — ¢’ + B + C), unde a’+A, b’+B, ¢’+C € R:
cum pentru orice d’+D € R, (b’+¢’)D < b’D + ¢’D, are loc si (iv), deoarece: (b’+c’+B+C) o
td =Dy = (b’+B) o (d’+D) + (c’+C) o (d’+D) <> (b’+c’)d’ + B + C + (b’+c¢’)D = b’d’ + B
B - cd +C+c’D. Cum restrictia operatiei “o” la R’ este, cu conventia ficuta, inmul-
nrea din R ramane sa dovedim ¢ incluziunea este compatibila cu operatia “o” (sau categoria
ociatd dul R este ordonatd). Fie a’+A < b’+B, in R §i ¢’+CeR. Atunci: (a’+A)o(c +C)=

(b -B) o (c’+C) <> a’c’+A+a’C c b’c’+B+b’C <> (a’-b’)c’eB+b’C si A+a’C B+b’C;
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prima relatie este adevarata, caci a’-b’ € B, deci (a’-b’)c’ € B; pentru cea de-a doua, cum
A - B. este suficient si aratam ca a’C — b’C + B; fie xeC; atunci a’xeB+b’x, deoarece
a’-b =B si B este ideal drept. in fine:

(c’+C)o(a+A) c (c’+C) o (b’+B) @ c’(a’-b’) eC+c’B 51 C+c’A < C+¢’B;
prima relatie este adevarata, caci a’-b’eB, deci ¢’(a’-b’) € ¢’B, iar cea de a doua rezultd din
mmcluziunea ¢’A < ¢’B.

In cele ce urmeaza cuplul (R,R’) va fi numit a-inelul canonic peste inelul R’

8.4. Propozitie. Fie R’ un inel asociativ cu unitate. Atunct a-inelul canonic (RR") se
scufunda izomorf §i izoton in a-inelul endocorespondentelor grupului (R, +).

Demonstratie. Definim f: R — Gc((R’,+),(R’,+)) prin fla’+A)(x) = a’x+A. pentru
orice xeR s1a’+AekR.

Pentru orice X,yeR’, fla’+A)(x-y) = a’(x-y)+A = f(a’+A)(x) - fa’+A)(y), deci f(a’* A)
este o endocorespondentd a grupului (R’,+). Injectivitatea aplicatiei f rezultd imediat din
faptul ca R’ este un inel cu unitate. Dacd a’+A, b’+BeR, atunci f(a'+A)+f(b’+B) -

fla'+b’+A+B) s1 daca xeR’,

fla’+A)f(b’+B)(x) = fla’+A)(b’x+B) = a’(b’x+B)+A = f{(a’+A) o (b’ + B))(x)
deci t este o scufundare; daca a’+A < b’+B, atunci pentru orice xeR’, (a’-b")xeB si AcB,

decr a’x+Acb’x+B; prin urmare fla’+A)cf(b’+B) si izotonia aplicatiei f este probata

8.5. Observatii. Fie (R R’) a-inelul canonic peste R’ si f scufundarea din propozitia 8 4

| Dacaa’+AeR, atunci f{a’+A)(0)=A este ideal (bilateral) al inelului a’R’+ A

tJ

Axioma (iii) este verificatd — in a-categoria aditiva asociata a-inelului (R.R") - cu
cealitate, adica

(1’) ab - ac = a(b-c)
pentru orice morfisme compozabile.

i Aplicatia g2 R = Ge((R',+), (R'.+)) definitd prin g(a+A)(x) -~ xa =\ nu este
scutundare (antiizomorfa); mai precis g(b'+B) g(a'~A) = g(a’b’+A+a'B), caci B nu este. in

aeneral. inclus in idealul drept A+a’B.
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8.6. Exemplu. Fie C’ o categorie aditivd. Vom defini o noud categorie C cu aceleasi
obiecte. astfel ca (C, C’) si devini o a-categorie aditiva. Un C’-modul (drept) este un functor
("~ > Abf Vom nota cu MC’ categoria C’ — modulelor i a transformarilor naturale dintre
¢ic Daca XeC'. hom-functorul contravariant C’x uzual definit prin C'x(Y) = C(Y,X) si
¢ (a)(v) =va. pentru orice acC’(Y,Z) si yeC’(Z,X) defineste un C’-modul. Un X-ideal
(drept) A este un submodul (subobiect in MC”) al modulului reprezentabil C’x; in acest caz A
poate fi 1dentificat cu o colectie de morfisme ale categoriei C’ avind proprietatea ca daca
2 ANN)=A~CH(Y.X), dar yeC(Z)Y), atunci (atb)yeA(Z), [Str95]. Definim:
GOV Xo=1a tA(Y)) a'eC(Y,X), A este X-ideal drept in C’}. Daca at+A(Y)

“BiY) C(Y.X). atunci a’+b’+A(Y)+B(Y) € C(Y.X), deoarece (A+B)(Y) = A(Y)+B(Y)
iefineste un X-ideal drept. Fie acum a’+A(Y)eC(Y.X) s1 b’+B(Z)eC(Z,Y), definim:

(a - AY)) o (b’+B(Z)) =a’b’+A(Z)+a’B(Z).

Atunct (a2 +A(Y)) o (b’+B(Z))eC(Z,Y), deoarece K(Z) = A(Z) + a’B(Z) defineste un
N\-ideal drept Ca de obicei identificam C’(Y,X) cu multimea morfismelor minimale din

C'tY.N) fata de relatia de incluziune. Astfel cuplul (C,C’) devine o a-categorie care verifica

svomele () ogi (i), In plus este verificata si axioma (iii); intr-adevar. daca:
S =Dl SLAL TN a'+A(Y) . : ,
l 7 Y ————— X sunt morfisme in C, atunci (a’+A(Y))o (b'+B(Z))-

c+C(Z)

-ta ~ALY)) ¢ (¢ +C(Z)) = a’b’+A(Z)+a’B(Z)-a’c’+A(Z)+a’ C(Z)= a’(b’-¢’ )+ A(Z)+H(B+C)(2)=
1a ~A(Y)) ¢ (b-c’+(B-C)(Z)). Deoarece:

(b™+c'+(B+C)(Z)) o (d'+D(U)) = (b’+c")d +HB+C)(U) + (b’+c)D(U) < (b'+B(Z)) »

(d -D(U))+H(c+C(Z))o(d’+D(U)), pentru ca (b’+c’)D(U) < b’D(U) + ¢’D(U), este verificata

y axioma (1v). in consecinta (C,C’) este o a-categorie aditivd, o vom numi a-categoria

canonica peste C’

8.7. Definitie. Fie (C,C’) 51 (D,D’) doua a-categorii aditive.
I. Un a-functor F: C — D se numeste aditiv daca F conserva morfismele stricte (i.e
a- Hom C’ = F(a)eHomD’) §1 F(a) — F(b) < F(a-b), pentru orice a,be C(X,Y). Vom nota cu

I- " > D" restrictia lui F la morfismele stricte, 1.e. F’(a’) = F(a’), a’eHom C’.
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2. Un a-functor aditiv C* — Abe va fi numit (C, C’)-modul (drept) ., sau a-modul.
Cu MCs notdam categoria (C, C’) — modulelor i a transformarilor a-naturale la stanga, 1ar cu
MCd categoria cu aceleasi obiecte avind ca morfisme transformarile a-naturale la dreapta.
Dacd 6,1: M — N sunt doua asemenea transformari la dreapta (la stanga) atunci:
cCt1&ooxCtx, vXeC
defineste relatii de ordine fata de care MCs, respectiv MCd devin categorii ordonate. Cu MCf

vom nota categoria (C, C’) — modulelor i a transformarilor naturale.

8.8. Exemplu. Fie (C,C’) a-categoria canonica peste C’ i X<(C Extindem 7
modulul reprezentabil C’x la un (C,C’) -modul Cx prin Cx(Y) = C'x(Y), Y=C s
Coa  A(ZNY)=ya'+Ax(Z), pentru a’+A(Z)eC(Z)Y) st yeC(Y.X). unde Ax(/7) este
subgrupul generat de C’(Y,X)-A(Z) in C'(Z,X), desigur Ax este un X-tdeal drept in
feoarcce A este un Y-ideal drept; dacd y' eC’(Y,X), atunci Cx(a +A(Z))y) Cla
ANV - ya F Ax(Z) - yal - Ax(Z) = (y-y)a tAx(Z) = Cx(a™+A(Z))(y-v'). dea
Cfa - A(Z))e Abe(C’(Y,X), C(Z,X)) si, desigur Cx conserva morfismele stricte. Fie acum s
b - Bilh=C(U,Z), atunct Cx(b’+B(U))Cx(a'+A(Z))(y) = Cx(b'+B(U))(ya'+ Ax(Z)) - (va -
“A(ZNb + By(U) © ya’b’ + Ax(U) + Bx(U) c ya'db” + < C'(Y,X)(A(U) + a’B(l}))
Cutta’+ A(Z)) o (b" + B(U)))(y), adica Cy este un a-functor C* — Abc aditiv; il vom numi

v tnctor reprezentabil

8.9. Teorema. Fie C’ o categorie aditiva, M §1 N' doud C'-module drepte i

\1" » N o transformare naturala. Dacéd (C, C’) este a-categoria canonica peste (. atunci

extsta doud extinderi canonice M si N a C’-modulelor M’ respectiv. N'. astfel .a
MOCAdOMN)

Demonstratie. Fie a’+A(Y)eC(Y,X). Definim M(a’+A(Y)) o fa vy D

VALY
reoremd S b urmeaza ca M(aT+tA(Y))e Abc(M(X),M(Y))., unde. desigur M(X) M\
Lodent restrictia lui M la C? este chiar M’ st M este 1zoton. in plus, din demonstratia teoreme

boresultd cd M@ +AYN0)= (< MY(YNO0) 31 M@ +A(Y))Ma)- M

veALY)

baca b -B(Y)eC(Y.X), atunci, cum M(A(Y))cM((A+B)(Y)) st M(B(Y)HM((A-B)(Y))
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wmeaza 1mediat din 5.2.(f) cd M(a+A(Y))-M(b +B(Y))=M(a’-b’+(A+B)(Y)). Fie acum

7 el oy @A) L% morfisme in C. Deoarece Abe este superior tare completa la

stanga. A este un X-ideal drept, iar B este un Y-ideal drept, rezulta ca:

\Iib ~BZ)M@+AY)=  u_ [ME+B@M@+y)] = v [ v Mbb' +zM(a' +y)]=
yeA(Y) veA(Y) zeB(2)

: . M(ab’t+a’ztyb’+yz)] < U M’(a’b’+a’z+z’) = M(a’b +A(Z)+
csAYY s zeB(4) zeB(Z),2'eA(Z)

2’ B(Z)) = M((a+~A(Y)) o (b’+B(Z))); prin urmare M este un a-functor. Raméne sa dovedim

Jddragrama

M(x ) T, N(X)
M@ +A(Y) N(@+A(Y))
M(Y ) Ty N(Y)

oste orentatd la dreapta, adicd tyM(a’+A(Y))cN(a’+A(Y))tx, conform 1.6.4. Intr-adevar.
Jdeoarece T M'-—> N’ este o transformare naturald, iar Abc este superior completd la stinga
rezulta ca

M@ +A(Y)) =1y v M@+y) = v 1y M@+y) = o N(@ yyn =
vexty) (@a'+y) v (a'ty) v (a y)

N ) = N@ A

—AY

8.10. Propozitie. Fie (C,C’) o a-categorie aditivd. Atunci, pentru orice ac C(Y.Z),
co L CEXLY).
I Oyy “a-a=alyy

2

-a=a(-ly)
3 ab+ac < a(b+c)

4. a=a+a0,unde 0eC(Y,Y)

S b-c=-(c-b)

0. bcc<eb0cb-acco, unde 0= 0xx
7 bcce>b-c=c0, unde 0= 0xx
8. (b+¢c)0=0b0 + c0, unde 0eC(X,X)

9 la)={xeC(X,Y)] XeC, 0 ax} este un Z-ideal drept al categorie1r C°
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10. xa + ya = (x+y)a +.yaOyy, pentru orice morfisme compozabile x st y e HomC.
Il bccecec=b+clxx=c+bOxx

12. a(x+y) = ax + ay, pentru orice morfisme compozabile x,yeHom C’

13. a ¢ Hom C’ < a0yy # Oyz

14. K(a) = {xeC’(X,Z) | x < alxy, XeC} defineste un Z-ideal drept in C’.

Demonstratie. Notam cu 1, respectiv 0, identitatea, respectiv morfismul nul, cand nu
exista pericol de confuzie.

I. Din (i), (iv) si(ii1): 0=0a=(l-l)aca-aca(l-1)=a0=a0+0<a0+a-a

at-1)-a = a-a.
2. Dinl.si(iii);-a=0-ac a0-al ca(-1), iardin (i) ac -a(-1) < a, a = -a(-1) i
a a(-1).

3 Din (i) si 2.: ab +ac =ab - a(-1)c < a(b+c)

4 Din2 si(iv)a=at+t0cal+alca

S Din 2. si (iv): -(b-c) = (b-c)(-1) =b(-1)-c(-1)=-b+ ¢

6 Dacabcec,dinlsi(i)b0cb-bcb-ccc-c=¢0;,dacab0cb-cc cO din
Ibsrs b=b+b0cb+c-b=c+b0cc+cO=c.

7 Dacibcec,din6.sil.0cc-bc0OccO+c-b=c-bccO;dacab--c=cO
dinlsi6obtinemb+c0=b-c+c=c+cO=csibcb+cO=c.

8 Dinl. si5 rezultd: (b+c)0=b+c-(b+tc)=b0+cO.

9 Daca x,yel(a), atunci 0 c -ax = a(-x), deci —x € I(a) §i 0 < ax + ay < a(x+tv).
pentru Xy morfisme compozabile. Dacd xel(a) si y « Hom C° compozabil, din 07ax
urmeazd ca Ocaxy, deci xyel(a).

10 (x*viaoxatyac(x+y-yla+tyaC(xty)a-va+tyaT xa-~ va~yval ~a-va

Il Dacabcoc,dinl sid4d rezutacaicccrb0cc+cO=csedin? b+ cv

b-¢ b c¢c+b0O=c Invers,dind. b=b+b0cc+b0O=c saubcb+cO=¢

12 Din3 sill,a(xty)=ax +ay +a(xty)0 =ax + ay + a0 = ax + ay

13 Daca 0 = a0, atunci a € Hom C°, deoarece Oe Hom C" 1ar " este categorie
aditnd Invers, sa presupunem ca a € Hom €, atunci exista b « Hom C" g1 ¢ Hom €
asttel ca ¢ o ab si ¢ = ab, iar cO  a0; dacd ¢c0 = a0, din 7., ab - ¢ =ab0 = a0 = cOyab .

contradictie !
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14 Daca x,y € K(0) n C(X,Z), atunci x — y < a0 + a0 = a0, iar dacd z € C (U,X),

atunai vz a0z = a0, deci xze K(a).

B. Constructivitatea a-categoriilor de module

8.11. Lemi. Fie E §i F doud I-diagrame in Abc si t: E — F o transformare a-naturala

la stanga Daca (G, ¢;) = lim E si (H, yi) = lim F atunci multimea cores-
« (Abc, Abf) < (Abc, Abf)

sondentelor g& Abe(G.H) pentru care yig C tio; pentru orice i€] este o latice completa
Demonstratie. Fie E = (G;, E(s)) st F = (H;, F(s)). Atunci
Ay = < {F(s)0)] sel()) ) st
el

=
G tix )= TG/ @i(0) | E(s) X; < Xi, sel(i,j)}

ande N, este elementul x; € G / @i(0) considerat ca submultime a grupulur G, 1ar

oo N, L=l Deoarece t este transformare a-naturala la stanga:
Fisiy, = GLE(s), sel(y,j) (1
Lo RS 50 sel(ij)}>c< -t {t E(s) (0)] s€l(1,j)}>=
1= IG
b 1 E(s) (0)] sel(1,))}>= tigi(0) (2)
|
Dethnim g(0) = {(ﬁ;) e [TH;/yi(0)|u;e Ui} (3)

inm protectivitatea I-diagramei F rezulta ca:

F1040)= = o (F(s) () t(O)] rel(.0))>< o {Fasu(0)] relGh)}>

C F(Du(0)] rel(ik)}= U (4)

In plus, daca y;eti(x;), atunci:
tol(x) = t(X) = yi + Ui, iel, (x:)eG (5)
Definim g((x;) = {(yi)eH | vieti(x), xieX;, il}.
Din (3) rezulta imediat ca g((x;)) = (y:)+g(0), pentru orice yieti(x)), xi€X;, i<l, ceea
c¢ dovedeste buna definire a corespondentei ge Abc(G,H), iar din (2), (4) si (5) rezulta ca

oe o to; pentru orice iel. Daca g’ e Abc(G,H) astfel ca pentru orice i€l, yig’c tio;, atunci.
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pentru orice xeG: yi(g-g’)(x) < ti0i(0), deci Uicwyi(g-g’)(x), pentru orice i€l, iar din 5.16.
urmeaza ca gcg’. Prin urmare g este cel mai mic element din Abc(G,H) pentru care
(v1g) = (1, ;). Tot din 5.16. rezultd ca orice familie de asemenea corespondente are infimum.
f-xistenta celui mai mare element este asigurati de superior completitudinea la stanga
categoriel ordonate Abc (teorema 5.14.).

Vom nota cel mai mare element din laticea de mai sus cu lim (t).
< (Abc, Abf)

8.12. Propozitie. Fie (C, C’) o a-categorie aditivd. Atunct (MCs, MCf) este o a-
categorie, 1ar (MCd, MCf) este o a-categorie aditiva

Demonstratie. Daca te MC{(M,N), atunci pentru orice (C,C’) — modul L si orice
- MCt{(LL.M), ot este o transformare a-naturald minimala, deoarece, pentru orice X-(
.o+ ABHL(X), N(X)). Invers, sa presupunem cd te MCs(M,N) astfel ca pentru orice (C,C")
modul 1. s1 orice ce MCf(L,M), transformarea a-naturala tc este minimala in MCc(l N) Fie
| -modulul trivial, 1.e. L(X) este grupul nul, iar L(f) este omomorfismul trivial, pentru orice
NY. CsfeC(X)Y). Fieo: L -5 M 1 6: L — N transformarile naturale nule; cum 6 - 165,
reoulta ca ) to; dect Bx(0) = txox(0) = ©(0) = 0 s din 5.2.(k) rezultd ca tve Abt (M(X).
NN pentru orice XeC. In consecinta ce MCf(M,N). Prin urmare (MCs, MCf) cste o .
categorie la stinga. Argumente similare dovedesc ca si (MCd, MCf) este o a-categorie la
stanga

Fie acum o,te MCd(M,N). Pentru orice XeC definim (o+1)x = v + oy S ardtam ca
<+ 7 ¢ste o transtormare a-naturala la dreapta. Fie ac C(Y,X). Atunci

TyM(a) < N(a)tx §i oyM(a) < N(a) ox.

Din aceste relatii, folosind (iv) s1 (iit’) in a-categoria aditivda (Abc, Abf) urmeaza
rediat ¢

(1 o)yM(a) = (ty + oy)M(a) = tyM(a) + oyM(a) . N(a)tx + N(a)oy=N(a)(t o)

NN T O)\, dect o + T € MCAM,N). Verificarea axiomelor din 8 | este un exercitiu de

Tatnd

8.13. Observatie. Deoarece in (Abc, Abf) incluziunea (1v) este, in general. stricta (de
~~emplu luand b corespondenta strictd §i ¢ = -b, 1ar d o corespondenta care nu este in Abf,
wna o doua transformiri a-naturale la stanga nu este o transformare a-naturala la stanga v

consecinta, daca C = C’ (MCs, MCf) nu este o a-categorie aditiva
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8.14. Teorema. A-categoria modulelor drepte (MCs, MCY) peste o a-categorie aditiva
1. () este constructiva.

Demonstratie. Fie F = (M, F(s)) o I-diagrama in MCs si acC(Y,X). Atunci (Mj(X),
Fesror st (Mi(Y), F(s)y) sunt I-diagrame in Abc; fie (M(X), (pix) s1 (M(Y), (piY) limitele lor
tare ca la 323 dar (Mj(a)) defineste o transformare a-naturala la stinga intre I-diagramele

NNy Fos)y) st (M(Y), F(s)y); fie M(a)=lim (Mi(a)). Daca beC(Y,X), din lema
« (Abc, Abf)

N i oobtinem
0y \M(a) = Mi(a) @y (h
05 Mib) = Mi(b) o (2)
Oy Mia-b) = Mi(a-b) (pix (3)

pentru onice 121 Cum @y (M(a)-M(b)) = (pin(a)-M(b), din (1),(2) si 8.10. rezulta ca:

25 (M(a)-M(b)) © Mi(a) 0 - Mi(b) @ = (Mi(a) - Mi(b)) 0y = Mi(a-b) ¢ (4)
Din (3) $1(4) rezulta ca: -

M(a) - M(b) = M(a-b) (5)
Daca a’=C’(Y,X), cum ((pix) € FIM(M(X),(M(Y), F(s)y)), iar (M(Y), F(s)y) =

hm (M; (YY), F(s)y), rezulta ca:
Abc, Abf)

M(a’) € Abt(M(X), M(Y)) (6)

Din (5) $1 (6) deducem ca M este un (C, C’) — modul, iar (M, ¢') este limita tare a |-
Jagramer F in a-categoria (MCs, MCf). in particular, a-categoria modulelor este cu produse
SIS

Sa aratam acum c& MCs este superior tare completa la stinga. Fie TeMCs(M,N), iel.

Dacd Xz C definim 1= UI tiX . Fie acum ae C(Y,X). Deoarece N(a) ‘cix C‘[iY M(a) < tyM(a).
1€

pentru orice 11, iar Abce este superior tare completa la stinga rezultd ca:

M(a)ty = ul N(a) 'ciX < 1yM(a).
S

Superior stabilitatea familiei (1) rezultd din proprietatea similard in a-categoria

urupurtlor abeliene. In consecinta, din teorema 2.28. rezulti ci (MCs, MCY) este constructivi,
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8.15. Teorema. A-categoria modulelor drepte (MCd, MCf) peste o a-categorie aditiva

(C.C") este constructiva.
Demonstratie. 1. Fie E=(G;, E(s)) si F=(H;, F(s)) doua I-diagrame in Abc sit: E > F

o transformare a-naturala la dreapta, iar (G, ¢i) = lim E si (H, y;) = lim F
< (Abc, Abf) < (Abc¢, Abf)

Atunci exista o cea mai mica corespondenta ge Abc(G,H) astfel ca @it; < g, i€l Intr-adevar,
h(x) H. x-=G are proprietatea ceruta, iar din 5.16. urmeaza imediat existenta lur g. Vom nota

¢ him ().
t Abc, Abf)

2 Fie F = (M,, F(s)) o I-diagrama in MCd st acC(Y,X). Definim M(X)eAbc prin

lim (Mi(X),F(s)x) = (M(X), @%) si M(a) = lim (Mi(a)), ca mai sus. Se
< Abc, AbD <« (Abc, Abf)

cenfica ca la 8 14 ¢a M este a-modul drept si ca (M, ©') este limita tare a I-diagramei F.
3 Pentru a dovedi constructivitatea a-categorielr (MCd, MCf) este suficient, conform
reoremet 2 28 sa dovedim cda MCd este o categorie superior tare completa la stanga Fie

" AMCd(M.N), iel o familie de transformari a-naturale la dreapta. Pentru orice X<C definim

™ Tlx T“U(TIX-TJX)
i

unde 11 este arbitrar, dar reuniunea este realizatd in Abc, conform teoremei S 14 Fie

4 CtY.X) Atunci, folosind superior tare completitudinea categorier Abc:

wM(a) = Ty M(a)+( iLj(riy -t} )M(a) = Ty M(a) + l\j(r'y M(a)- T, M(a)) =~
N(a) 1\ +lkj( N(a) tix -N(a) 1% ) = N(a) Ty +ﬁN(a)(tg( -1y )C
N(a) T +N(a)ikj(t'x -t )= N@)[ T4 +.U,-( Ty - 1% )] = N(a) 1,
dear = MCAMN) st T = ki_J‘tl. ‘Rimaéne si aratdm ci ot = _ot pentru orice ce MCA(N Py,

ceed ce rezulta imediat din teorema 5. 14.

8.16. Observatie. Rezultatele 8.14. §i 815 raman valabile pentru a-categornle

maodulelor stangi g1 a transformarilor a-naturale la stanga, respectiv la dreapta
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$.17. Exemplu. Fie R un inel asociativ cu unitate. Atunci cuplul (R,R) formeaza un
1-inel (fata de relatia de egalitate), sau, echivalent, daca C este categoria cu unicul obiect X,
asociatd lui R, cuplul (C, C) este o a-categorie aditiva; pentru un (C, C) —modul stang M,
\Via)s AbM(X), M(X)); vom scrie, in acest caz, in loc de M(a)(x) € M(X), ax pentru orice
\iX) O transformare a-naturald la stinga @: M — N va fi atunci o corespondenta de
zrupurt o< Abc(M(X),N(X)) pentru care:
N - bo(y) = N(a) e(x)-N®)e(y)coM(a)(x)-eM(b)(y)=p(M(a)(x) - M(b)(y)) = o(ax - by),
~entru orice ab<=R st x.veM(X). Invers, orice R-modul poate fi analog identificat cu un
( .C -modul asttel ca orice coyespondengé de R-module sa devina o transformare a-naturala
"+ stanga  Prin urmare a-categoria modulelor stangi §i a transformarilor a-naturale la stanga
MCs. MCf) este echivalentd cu a-categoria aditiva (MRc¢, MRf) definitd la 7.6.. Atunci

fi:11reoremer 815, ne permite extinderea rezultatului principal, [Th.2.1.], din [CD.87b].

8.18. Consecinta. A-categoria modulelor (la stanga, la dreapta, bilaterale) peste inelul

R este constructiva

(. Structura a-c-categoriilor

Fie (C, C") o a-categorie aditivd §i XeC. C’-modulul reprezentabil C’x nu poate fi
xtins fa un (C,C")-modul in mod uzual, adica Cx(Y)=C(Y,X), deoarece, in general, C(Y.X)
i este un grup pentru orice X,YeC. In schimb, daca (C,C’) este concreta, iar operatia "+
2ste cea din Abe, atunci orice morfism ae C(Y,X) se poate scrie ca reuniunea selectiilor sale
aiicte din GEe: in plus (GEe, GEf) este o a-categorie superior completa la stanga care
venticad (') si astfel anomalia amintitd se poate remedia considerand Cx(Y)=GEf(Y.X).

Nintetizam aceste observatii in termenii a-categoriilor aditive concretizabile.

8.19. Definitie. A-categoria aditiva (C, C’) este concretizabild sau (C,C’) este
d-c-categorie daca exista o a-categorie aditivd (GC, GC’) superior completa la stanga care
veritica (1117) si un functor aditiv fidel la stinga G: C — GC, injectiv pe obiecte, astfel ca

peatru orice XY eC
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(v) aeC(X,Y)=>G(a)= v x,

xes(a)

unde s(a) ={xeGC(X,Y)| x < G(a)}.
8.20. Exemple. A-categoriile prezentate la 8.2., 8.'3., 8.6. 51 8.17. sunt concretizabile.

8.21. Observatii. Fie (C, C’) o a-c-categorie.

I (C, C) verifica (iii’), deoarece G este fidel la stinga.

2. Pentru orice X,YeC, G(C’(X,Y)) = G(C(X,Y)) n GC'(GX, GY). intr-adevar, daca
v GO(GX, GY) st aeC(X,Y) astfel ca G(a) = x, atunci aeC’(X,Y) cact altfel, din 8 10.13 .
cats 0 G(0) 2 G(a0) =x0 = 0.

3 Deoarece functorul G este injectiv pe obiecte si fidel la stinga, vom considera in
continuare, fara a restrange generalitatea, ca GC'(X,Y) = {xes(a)lacC(X,Y)} 1ar GC(X,Y)
este totalitatea reuniunilor de morfisme stricte din GC’(X,Y), pentru ortce X,YeC.

4 Fie abeC(X)Y), dacd x,es(a) §i xpes(b), atunci, din 8.10.11 urmeaza ca
Gl X, ((a0yy), G(b)=xp+G(b0xx) st G(a-b) = Xa — x» + G((a-b)Oxx), din 8. 10 14, rezulta ca
s(alxy) sios(bOxy) sunt subgrupuri ale lui GC’(GX, GY) st s(a) = Xa + s(a0xx), s(b) = xy, -
“s(b0yy): tinand seama de 8.10.8. si (v), s(a0xx) + s(bOxx) = s((a-b)Oxx). prin urmare

Gl G(b) = G(a-b),

8.22. Teoremi. Orice a-c-categorie (C,C’) se scufundd izomorf printr-un functor

adiin in a-categoria canonica peste GC’.

Demonstratie. 1. Sa remarcam intai ca daca ae Ge(X.Y), be GC(Y.Z) g1 a . respectn
b sunt doua selectii stricte ale morfismelor a §i b, atunci ba = (b'+b0)(a’+a0) = (b" r b0)a" -
(b -b0)ad ~b'a” +b0+b’a0 +b0 =b’a’ + b0 + b’a0. Dar b0 + b’a0 < ba0, deciba = ba
“ho - hrao
> Pentru orice XeC, definim S(X) = G(X) st pentru ae C(X,Y). S(a) = x, - sta0vu
unde v+ s(a). daca xes(a), atunci x,-x < G(a) - G(a) - G(a)0 = G(aOxy). 1ar din 8 10 14
reeulta e Sta)= GCe(G(X), G(Y)). unde (GCe, GC') este a-categoria canonica peste

.

categona GG
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Fie asC(X.Y) si beC(Y,Z). Cu notatiile de la punctul 2., folosind 8.6. si prima
ot o demonstratiel rezultd ca S(b) 0S(a) = (% + s(bOyy)) © (Xa + s(a0xx)) = XbXa + s(bOxy)
©stath = X, ~ s(baOxy) = S(ba) si S este un functor intre categoriile C si GCec.
1 Din 8.21.4. rezulta ca pentru orice a,beC(X,Y), S(a) — S(b) = S(a-b).
3 Din definitia 8.19. rezultd ci S este injectiv pe obiecte si fidel; in consecinta S

realizeasd scufundarea izomorfa a a-c-categoriei (C,C’) in a-categoria canonica (GCe, GC’).

8.23.Consecintd. A-categoria (GC, GC’) este echivalenta cu a-categoria (GCc, GC’).
Demonstratie. Din prima parte a demonstratiei teoremet 8.22. 51 din 8.10.14. rezulta
¢a tunctorul definit prin a —» a’ + (K(a) » GC’(X,Y)), unde acGC(X,Y) 51 a’ este o selectie

cootdoamortismulun a, este o echivalenta din GC in GCe, care conserva morfismele stricte.

8.24. Consecinta. Pentru orice XeGC, GC’-modulul reprezentabil GC’y se extinde la
p GO GCH-modul GCy;, 1ar GCxS este un (C, C’) — modul.
Demonstratie. Fie GCx extinderea modului GC’x construitd la 8 6. prin intermediul

comortismulur de la 8230 Atunci GCxS este un (C, C’)-modul.

8.25. Observatii si definitii. |. Cum S este bijectiv pe obiecte, fie AeC astfel ca
SCA)Y- N Numim functorul C4a=GCxS, un (C, C*) — modul reprezentabil. Atunci CA(U) =
GCGULN) 31 daca aeC(U,V), atunci corespondenta Ca(a)e Abc(Ca(V), Ca(U)) este definita
prm Co(a)x) = xx, tu{yes(alva)} = xx,+ G(alOv,), unde x,e5(a) 51 xe GC’(GV,X).

2 Exista un functor Yo: C — MCd numit scufundarea Yoneda pentru care
YtX)=Cx. intr-adevér, luand Y¢: € - MC’ scufundarea Yoneda uzuald, conform teoremei
89 pentru orice ac C(U,V) extinderea Yc(a)e MCd(Cy, Cu) defineste functorul Ye.

5 Notam cu DC subcategoria plina a categorieit MCd constand din acele module care
~unt retracte de sume directe de module reprezentabile. Din teorema 5.9. rezultd ca DC este
subcategorie plina a categoriei MCf. Prin urmare MeDC daca si numai daca hom-functorul
azual MCHM.-): MCf — ABf conserva colimitele.

4. Vom spune ca doua a-c-categorii (C, C’) si (D, D’) sunt echivalente Morita daca
a-categoriile modulelor asociate acestora sunt echivalente. Din observatia precedenta rezulta

(C.C")st (D, D’) sunt echivaleﬂte Morita daca §i numai daca DC este echivalentd cu DD.
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S Daca (C, C’) este un a-inel, atunci DC este categoria C’-modulelor proiective finit
eencrate. De aceea vom spune cd daca (C, C’) este a-c-categorie, DC este completarea
proiectiva a a-categoriel (C, C’); desigur, dacda C’ are sume directe i despica morfismele
idempotente, atunci (C, C’) este proiectiv completd, adica Y¢: C — DC este echivalenta de
categorin

6. Hom-functorul He: C*®C — ABC, unde C*®C este produsul tensorial, este un
(CC*, C®C’*)-modul. Un submodul K al acestuia se numeste ideal al a-categoriei (C,
(). prin urmare putem identifica idealul K cu totalitatea morfismelor din K(X,Y), X Y<C
pentru care pentru orice a,beK(X,Y) si orice morfisme compozabile u,v din C, u(a+tb)v=K
\-categoria (C, C’) este simpla daca ea are exact doua ideale.

7 Un obiect XeC este artinian (noetherian) [Bau.75] daca orice lant descrescator
(erescator) de subobiecte este fimit. Vom numi a-c-categoria (C, C) artinianad daca Cy este
artimian in MCd, pentru orice XeC,; 1n acest caz DC este artiniana, adica orice obiect din DC
Ssteartimian

8 Un (C, C")-modul M se numegste simplu daca are exact douad submodule (0 s1 M)

8.26. Exemplu. Fie (R, R’) a-inelul canonic peste inelul cu diviziune R’ Atunci
(MRd. MRf) nu este o a-categorie simpla. intr-adevar, ca la 818, colectia morfismelor
+ llom MRS care au imagini de dimensiune finitd formeaza un ideal propriu. Pe de altd
parte MCf-modulul reprezentat de R este simplu. Intr-adevar, un submodul M al modululu
\Rf este un R’-ideal drept in MRS si daca M ar contine un morfism nenul a. X > R™ atunci
4 este retracta 1 M = MRfg-.

In cele ce urmeaza toate a-categoriile considerate vor fi a-c-categorn $i toi a-functon

vor 1 presupust aditivi,

8.27. Lemi. Scufundarea Yoneda Y¢' C — DC induce o bijectie intre idealele din (7
stcele din DC

Demonstratie. Sa remarcam intii ca din teorema 8 18 si constructia tunctorulur Y¢ de
la N 232 restricia lui Ye la C’ este chiar Y, 1ar DC = DC’, conform teoremer S @ Prin
drmare este suficient sa ardtdm c@ Y'¢ C' — DC’ induce bijectia amintita Consideram

tunctorul Y ¢, ca fiind compunerea functorului Y’ €' — SC” cu incluziunea SC* » DC”
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inde SO este categoria  C’-modulelor care sunt sume directe finite de C’-module
reprezentabile Din lema 2., [Bau.75], primul functor induce o bijectie pentru idealele
categonier C' si cele ale categoriei SC’. Fie K un ideal in SC°. Acesta se extinde la un ideal L
din DC” prin
> DCMN)~NLosarek

unde < SCONLY) este o sectiune, iar r € SC(X,M) este o retracta. Extinderea este unica §i nu
depinde de alegerea lui s i1, Intr-adevar, daca s’eSC(N,Y) este o sectiune, iar r’ e SC(X,M)
este o retractd asttel casar=s'a’r, atunci exista fe SC(M, X) si ge SC(Y,N) astfel car f= Iy
w2 < I\ prinurmare a = gs’ar’f, iar gs’ i r’f sunt izomorfisme; in consecinta L este unicul

ideal din DC™ al caret restrictie la SC” este K.

8.28. Lema. Daca T este un a-functor aditiv intre a-c-categoriile (D, D’) s1 (C, C’)
pin i idel la stanga astfel ca YeT: D — MCA si fie dens, atunci DT: DD — DC este o
cchivalenta de categorin.

Demonstratie. Argumente similare celor din debutul demonstratiei lemei 8.27. arata
¢ este suticient sa dovedim ca DT’ este echivalenta. Cum Y’cT’ este dens restrictia la T *
este un functor H- MC’ — MDY, iar extensia Kan a functorului T’* este un functor adjunct
K MD® --> MC’ si HK = 1. Dar H este fidel, ceea ce atrage faptul ca H este inversul lui K; in

consecinta DT este o echivalenta de categorii.

8.29. Teorema. A-c-categoria (C, C’) este simpld daca si numai daca ea este
echivalentd Morita cu a-inelul canonic peste un inel simplu.

Demonstratie. Daca (R, R’) este a-inelul canonic peste inelul simplu R’, din lema
8 27 rezultd cd DR este de asemenea simplu, 1ar dacia (C, C’) este echivalentd Morita cu (R,
R din 8 25.4. 51 din nou 8.27. rezulta ca (C, C’) este simpla.

[nvers, sa presupunem cd (C, C’) este simpla. Atunci existd un obiect nenul, conform
8.2506.. X=C. Fie (R,R’) a-inelul canonic peste R’=C’(X,X). Vom arata ca (C, C’) este
echivalenta Morita cu a-inelul (R, R’). Sa observam intai ca C’x este un generator in categoria
MC*.  intr-adevar, daca teMC’(M,N), 120 trebuile s3a aratdm ca exista
1=MC(C’x, M) astfel ca to20; conform lemei lui Yoneda, este suficient sa dovedim ca

= ADIM(X), N(X)) este nenul;, fie K imaginea lui 1, cum t#0 urmeazia ca 0=K si

BUPT



$ ¥ A-CATEGORII ADITIVE. TEOREME DE STRUCTURA 149

kerK={xeHom C *|K(x)=0} este idealul nul caci C’ este simpla, prin urmare K: C’* — Abf
este fidel s1 K(X)#0, de unde t1x0. Pe de alta parte (R,R’) este un a-inel simplu caci R’ este o
subcategorie plind (nenuld) a categoriei C’, cu unicul obiect X. Functorul de scufundare
T. R — C are restrictia T’ plina i fidela, iar Yg'T’ este un functor plin si fidel; prin urmare
imaginea luit Yr-T’ este o subcategorie plina a categoriei MC’ si conform [DS 86] Yr-T este
dens, deci s'i YrT este dens. Din lema 8.28. si 8.25.4. rezulta ca (R,R’) este echivalent Morita
cu (C, C).

8.30. Consecinta. A-c-categoria (C, C’) este simpla si artiniand daca $1 numai dacé
este echivalenta Morita cu a-inelul canonic peste un inel cu diviziune.

Demonstratie. Fie 02XeC st R’=C’(X,X). Din 8.29 rezulta ca a-inelul canonic peste
R este echivalent Morita cu (C, C’). Un ideal minimal U al lui R’ este un R-modul simplu.
in plus. conform 4 107 [PP.77], U este un R’-modul proiectiv finit generat. deci Ue DR’ i
conform lemer lut Schur, D’=DR(U,U) este un inel cu diviziune. Atunci, conform leme: 8 28
(C'. () este echivalenta Morita cu (D, D’); in plus, cum (C, C’) este artiniand, R’ este un inel
artiman 1 dect R™ are un 1deal drept minimal.

Daca (C, C’) este o a-c-categorie artiniana i simpla, atunci DC este o categorie in

care sirurile exacte scurte despica; din 8.25.5. si teorema 6.8.18., [Pur.82] rezulta:

8.31. Consecintd. Daca a-c-categoria (C, C’) este artiniana i simpla atunci once

(C. C")-modul este proiectiv §i injectiv.
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Lista a-categoriilor

obiecte-multimi, morfisme-corespondente, morfisme stricte — functii; 1.1..

spatil semipremasurabile, corespondente masurabile, functii masurabile;
3.35.1.

spatii premasurabile, corespondente masurabile, functii masurabile; 3 35 1
spatil semimasurabtle, corespondente masurabile, functii masurabile. 3 35 |
spatii masurabile, corespondente masurabile, functii masurabile; 3 35 1

spatii semipreprobabilistice, corespondente care conserva masura, functi care
conserva strict masura; 3.35.2..

spatii preprobabilistice, corespondente care conserva masura, functit care
conserva strict masura; 3.35.2..

spatil semiprobabilistice, corespondente care conserva masura, functi care
conserva strict masura; 3.35.2..

spatii probabilistice, corespondente care conservd masura, functii care
conserva strict masura; 3.35.2..

spatii topologice, corespondente continue, functii continue, 3 41.1
spatii topologice, corespondente tari continue, functit continue; 3 41 |

spatii Hausdorf, corespondente tari continue cu valori compacte, functii
continue; 3.41.2..

multimi preordonate, corespondente izotone fatd de relapia (3.4). aphcatn
1zotone; 3.47..

multimi preordonate, corespondente izotone fatd de relatia (3 5). aphcatu
izotone; 3.47 .

multimi preordonate. corespondente izotone fatd de relatile (3 -4) 1 (3 )
aplicatii 1zotone; 3 .47

multimi ordonate, corespondente izotone fata de relatia (3 4). aphcatn
1zotone; 3.47..

multimi ordonate. corespondente izotone fata de relania (3 5) aphcatn
izotone; 3.47 .

multimi ordonate, corespondente izotone fatd de relatule (34) s (3 %)
aplicati izotone; 3 47

algebre prebooleene locale, functn care verifica relapia (4 2). functnle a caror
inverse invariaza idealele maximale. 43
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algebre prebooleene locale, morfisme perfecte, functiile a caror inverse
invariaza idealele maximale, 4.3..

spatii semipremasurabile reduse i perfecte, corespondente masurabile cu
valori inchise, functii mésurabile; 4.19..

grupuri, corespondente de grupuri, omomorfisme de grupuri; 5.22..

grupuri  (abeliene) ordonate, corespondente de grupuri ordonate,
omomorfisme de grupuri ordonate; 5.B..
grupuri ordonate, corespondente de grupuri ordonate care invariaza

subgrupurile izolate, omomorfisme de grupuri ordonate; 5.38..
inele, corespondente de incle, omomorfisme de inele; §.6..

algebre universale cu operatiile finitare F, corespondente de algebre.
omomorfisme de algebre; § 5., 7.1..

algebre universale cu operatiile finitare F, corespondente de algebre
semiunivoce, omomorfisme de algebre: 7.1 .

A-module stangi, omomorfisme de

A-module; 7.6..

corespondente de A-module,

¢rupuri abeliene, corespondente de grupuri, omomorfisme de grupuri; 7.7
module stangi, dicorespondente de module, dimorfisme de module; 7.11..
spatii liniare, dicorespondente univoce, aplicatii liniare; 7.13..

perechi Jordan liniare, corespondente Jordan liniare, omomorfisme de perechi
Jordan liniare; 7.14..

spatii local convexe peste R, corespondente de spatii local convexe, aplicatii
liniare §1 continue; 7.20..

grupuri abeliene, corespondente de multimi, functii; 8.2..

(C, C) - module drepte, transformari a-naturale la stinga, transforméri
naturale; 8.7..

(C, C’) - module drepte, transformari a-naturale la dreapta, transformari
naturale; 8.7..
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