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INTRODUCERE 

Di\ erse probleme din teoria semanticilor limbajelor de programare, teoria jocurilor, 

icorui controlului optimal, lingvistică, matematică economică, fizică, teoria percepţiei, 

aplicaţiile proceselor stochastice etc., au impus studiul categoriilor de mulţimi structurate, în 

c irc inorfismele sunt relaţii ori corespondenţe (ftmcţii multivoce) compatibile cu structura 

(aşa numitele categorii ordonate concrete). Instrumente esenţiale în asemenea domenii s-au 

III a ii limitele (proiective ori inductive), în special în tehnicile de aproximare, dar şi în 

arca ccuaiiilor de domeniu semantic pentru limbajele de programare concurente. Din 

p icaic proprietăţile categoriale în aceste situaţii sunt sărace: categoriile ordonate concretc nu 

III Jc cele mai multe ori, egalizatori, coegalizatori, uneori nici chiar produse, ori coprodusc 

r'.. drept urmare, pentru asigurarea existenţei limitelor apar ca necesare condiţii greoaie şi 

vcsinciixe. in pofida existenţei unor "candidaţi naturali" la aceste titulaturi - candidaţi care 

-.îislac cerinţele problemelor practice (vezi [Ber.69], [Cho.58], [Hen.50], [HP.79], [HS.54J. 

| M a - 4 | . fVla.75]. fMet.63]. [Plo.76], [Pro.56], [Sch.69a], [Sch.69b], [St.64], [Top.72]. 

|. (\Van.75]>. Această inadecvare a conceptelor categoriale provine din faptul că în 

definirea lor este preponderent punctul de vedere ecuaţional; înlocuirea relaţiilor de egalitate 

cu relaţii de ordine între morfisme, relaţii compatibile cu compunerea acestora, aduce o 

nuanţare a acestor concepte, răspunde deseori cerinţelor aplicative, dar natura extracategorială 

uouunilor generalizate astfel impune o abordare diferită de cea categorială. 

I cona categoriilor cu aproximare (a-categorii) al cărei promotor este E.M.Bertin 

. .te,a o asemenea tlexibilizare a metodelor categoriale. O a-categorie concretă este o categorie 

-rd.matâ concretă unde, respectând comportarea unor procese de aproximare numerică, 

luncţiilo apar ca o clasă "ideală" de morfisme - morfismele stricte - iar ftmctorii (implicit şi 

s,s,cn.clc proiective, inductive, sau, mai general diagramele şi codiagramele) devin a-functon 

a-iunctorul F respectă relaţiile de forma F(a)F(b)cF(ab), pentru orice morfisme 

. - n p . / a b i l e a b); în acest context, de exemplu, existenţa limitelor proiective, limite care 

o proprietate de universalitate relativ la morfismele "ideale", nu atrage existenta 

• . . . i .atonlor. nici chiar a produselor, în schimb "candidaţii" amintiţi sunt limite proiective 

- a t e g o n a l c autentice Intr-o asemenea abordare sistemele proiective ori inductive analizate 
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INTRODUCERE 5 

îii lucrările anterior citate au limite, fără condiţii restrictive, iar construcţia lor este simplă şi 

elegantă. 

Totuşi, uneori limitele proiective a-categoriale nu sunt suficient de fine în abordarea 

procedeelor de aproximare, nici în rezolvarea ecuaţiilor de domeniu. Defectul unei asemenea 

construcţii constă în lipsa unui analog al caracterizării limitelor proiective prin intermediul 

produselor şi egalizatorilor. E.M.J.Bertin, [Ber.75b], introduce noţiunea de limită tare a unei 

diagrame (mai generală decât limita categorială, dar mai restrictivă decât cea a-categorială) şi 

o generalizare a noţiunii de egalizator - cea de nivelator al unei l-diagrame. Ast fe l folosind o 

ct)nsirucţie specială - diagrama nivelată asociată unei diagrame - el introduce aşa numitele 

a-ealegorii constructive, unde este valabil analogul a-categorial al teoremei categoriale clasicx 

de caracterizare a limitelor proiective cu produse şi egalizatori: într-o asemenea a-categoru 

limita proiectivă a unei diagrame se obţine ca nivelatorul diagramei nivelate asociate. 

în această teză prezentăm câteva dintre rezultatele autorului privind existenţa 

liiniielor în a-categorii concrete uzuale (vezi lista a-categoriilor analizate), posibilitatea 

întăririi acestora cu teoreme de constructivitate şi unele probleme conexe. Fiecare dintre cele 

opi paragrafe începe cu un rezumat al problematicii abordate şi o raportare la literatura 

domeniului. 

în primul paragraf introducem terminologia utilizată şi prezentăm câteva rezultate 

cunoscute (fară demonstraţii) din teoria a-categoriilor necesare în următoarele secţiuni. 

Tehnica obiectului iniţial în raport cu familii de obiecte şi morfisme în a-categ(uii 

hogate utilizată în [Ber.71] pentru demonstrarea existenţei limitelor proiective de subspaţii şi 

moillsme impune superior bicompletitudinea a-categoriilor respective, condiţie care, după 

cum subliniem constant pe parcursul lucrării, se realizează rar (în a-categoria mulţimilor 

(Kc. Kf) şi în câteva a-categorii de spaţii topologice şi corespondenţe continue). în cei de-al 

doilea paragraf extindem această tehnică în a-categorii prebogate (pe care se poate defini un 

luuetor i/oton fidel la stânga într-o a-categorie bogată superior completă la stânga, [DK.98a|) 

Deoarece de regulă categoria morfismelor stricte C\ posedă produse care dau posibilitatea 

lej^re/entârii oricărei diagrame discrete din a-categoria (C, C ) , formalizăm această calitate in 

lei menii produselor stricte, [DK.98b], arătând că într-o a-categorie cu asemenea produse st 

poale stabili un izomorfism de ordine între familiile invariante ale oricărei diagrame I şi 
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INTRODUCERE 5 

familiil c invariante ale diagramei nivelate G asociate acesteia, iar reprezentabilitatea 

diaeranici (i atrage reprezentabilitatea diagramei F; aceste rezultate ne facilitează punerea în 

! !ci,iă a unei clase largi de a-categorii cvasiconstructive: a-categoriile la stânga cu produse 

si:;cţc in care 1-diagramele sunt reprezentabile. în plus, arătăm că superior tare 

coiiiplctitudinea la stânga a unei a-categorii cu limite proiective atrage existenţa limitelor tari, 

ccca CC dâ posibilitatea reprezentării diagramelor şi stabilirii unui rezultat des utilizat în 

continuare: orice a-categorie superior tare completă la stânga (nu neapărat concretă) cu 

p;.h1usc stricte ş\ limite proiective este constructivă. Dăm de asemenea câteva condiţii 

M.iicicnie (din [Da.83bl şi [Da.86b]) pentru superior bicompletitudinea unor bicategorii. 

Dc multe ori a-categoriile concrete (introduse în [Bun.85]) se scufundă izomorf şi 

/.ncn in a-categoria mulţimilor. Este motivul pentru care în paragraful al treilea am înşirat 

:iic\:î proprietăţi ale corespondenţelor, caracterizând monomorfismele, epimorfismele. 

•o'ractele şi secţiunile din categoria Ec prin intermediul selecţiilor stricte şi în termeni de 

^cn^luni\ocitate. respectiv univocitate. Am stabilit de asemenea structura limitelor proiective 

!in Fc liii cazul existenţei acestora) şi legătura cu limitele proiective din a-categoria (Ec. ED 

. .arc există intotdeauna) în cazul diagramelor conservative. în plus am analizat o clasă de a-

v iieguni concrete care posedă un generator punctual - condiţia (3.1) - faţă de care limitele 

pioicctnc ale imaginilor diagramelor prin functorul de subiacenţă verifică o condiţie de 

rcyuiantate relativ la morfismele stricte - condiţia (3.2) - (condiţie necesară şi suficientă 

pentru existenţa limitelor proiective) dovedind cvasi-constructivitatea lor; adăugând celor 

-ioua condiţii superior completitudinea şi impunând ca ftmctorul de subiacenţă să comute cu 

leumunile de morfisme - condiţia (3.3) - am demonstrat constructivitatea acestor a-categorii. 

l'inal. utilizând aceste rezultate am extins teoremele de existenţă a limitelor în a-categorii de 

^pati! măsurabile generalizate din [Ber.76], [Ber.77] şi [Bun.85], cele din [St.64], [Ber.71]. 

1 l op 72] şi [Ber.75b] pe a-categorii de spaţii topologice şi corespondenţe continue şi cele din 

|DB.86a]. [DB.86b] şi [DR.86a] pentru a-categorii de mulţimi ordonate şi de corespondenţe 

i/oione în sensul lui T.B. Muenzenberger şi R.E. Smithson. 

(n cel de-al patrulea paragraf stabilim dualele a-categoriale ale unor a-categorii la 

ircapia de latici disuibutive cu prim şi ultim element (numite aici algebre prebooleene) în 

-ncxuine cu a-categoriile la stânga de spaţii măsurabile generalizate (care au limite 
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INTRODUCERE 6 

proiective, conform teoremelor 3.36. şi 3.38.) de aşa manieră încât functorii de dualitate să 

comute cu limitele a-categoriale. înlocuirea funcţiilor cu corespondenţele măsurabile distruge 

dualitatea categorială rezultată din teoremele de reprezentare ale lui BirkJioff şi Stone din 

cauza comportării nesatisfâcătoare a acestor corespondenţe faţă de intersecţii şi 

couiplementări. Totuşi, renunţând la compatibilitatea standard a morfismelor laticeale în 

laport cu intersecţia, găsim "cele mai largi" a-categorii de algebre prebooleene, respectiv de 

s|iaiii măsurabile generalizate care au limite şi pentru care functorii uzuali de dualizare 

comută cu acestea. Dăm, de asemenea, teoreme constructive de existenţă a limitelor inductiv c 

în a-categoriile la dreapta de algebre prebooleene, caracterizări ale limitelor proiective în 

dualclc a-categoriale ale acestora şi câteva exemple netriviale de aplicare a acestor rezultate. 

Corespondenţele omomorfe sunt cazuri particulare de relaţii omomorfe (generalizări 

corcspondenţiale ale omomorfismelor de algebre), relaţii al căror studiu a fost iniţiat de 

H./elinka. Aplicaţiile acestora în cele mai diverse domenii ne-au determinat să analizăm 

cîie\a a-categorii în care morfismele sunt corespondenţe omomorfe în următoarele trei 

secţiuni. 

Paragraful al cincilea este dedicat studiului categoriei ordonate a grupurilor şi 

corespondenţelor de grupuri, Gc, respectiv al câtorva a-categorii de grupuri. Deoarece multe 

.l-categorii la stânga în care obiectele sunt grupuri cu multioperatori se scufundă izomorf în 

a-categoria grupurilor (Gc, Gf), am caracterizat câteva tipuri de morfisme speciale, am 

do\edit existenţa coegalizatorilor, am dat condiţii necesare şi suficiente pentru existenţa 

egalizatorilor, condiţii de existenţă a limitelor proiective din Gc şi legătura lor, în situaţii 

speciale, eu limitele proiective din (Gc, Gf) (limite care există întotdeauna) şi am demonstrai 
A 

construetivitatea acestei a-categorii. In final am caracterizat corespondenţele de grupuri 

ordonate şi am dat condiţii necesare şi suficiente de existenţă a limitelor proiecti\e în a-

aicgorii de grupuri ordonate. 

In prima parte din §.6. am demonstrat constructivitatea a-categoriei la stânga a 

inelelor (Rc, Rf), iar în cea de-a doua parte am rezolvat următoarele probleme: 

1. Fie a , ai,...,an corespondenţe între inelele asociative R şi R^ astfel ea 

(/ I ^. . ra„. Să se dea condiţii pentru ca una dintre corespondenţele a i a,, să fie selecţie 

a corespondenţei a şi să se precizeze, în aceste condiţii numărul acestor selecţii. 
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INTRODUCERE 7 

M 1 

unu 

2 Fie a . (3, y, 6 €Rc(R,R') astfel ca a=y+5-p, unde R şi R ' sunt inele asociative; să 

se dea condiţii, pentru ca cele patru corespondenţe să admită selecţii în perechi. 

l Itima problemă a fost rezolvată de A.Vesanen în cazul în care R=R' este un corp 

finii. a . p. Y şi 6 sunt automorfisme ale acestuia, unul fiind identitatea, rezultat extins de 

)eaconcscu în cazul în care a,P,y şi 8 sunt endomorfisme ale domeniului comutativ R, 

1 tund auiomorfism. Rezultatele obţinute de noi au câteva consecinţe interesante, în 

specia] în ceea ce priveşte mulţimea punctelor fixe ale corespondenţei a în cazul R=R' . 

in paragraful al şaptelea am demonstrat constructivitatea a-categoriei algebrelor 

Mni\ersale cu operaţii finitare precizate şi a corespondenţelor de asemenea algebre în cazul în 

. iie aeesie corespondenţe sunt semiunivoce folosind caracterizările acestora date de Ma]ce\ . 

' tiaida. Duda. Lambek. Findlay, Wemer, Purdea şi Virâg; apoi, utilizând tehnica obiectului 

iniţial din ^.2.. extindem rezultatul principal din [CD.87b], arătând că a-categoria 

\-niodulelor (stângi) şi a corespondenţelor de A-module este constructivă şi. la fel. 

i-caieeoria modulelor (stângi) şi a dicorespondenţelor de module. [Da.88c]. respecti^ 

-i-caieuona perechilor Jordan liniare, [DP.87]. în plus. demonstrăm superior tare 

- onipleiitudinea la stânga a a-categoriei spaţiilor local convexe şi a corespondenţelor continue 

U I) S7a) şi. cu ajutorul fidelităţii la stânga a flmctorului de subiacenţă cu valori în categoria 

• >! donată concretă a grupurilor abeliene (via categoria ordonată concretă a IR-modulelor). 

u gunientăm constructivitatea acesteia. 

in § 8. dăm câteva exemple netriviale de a-categorii aditive, [Da.97b], şi demonstrăm 

constructivitatea unor a-categorii de module şi transformări a-naturale peste a-categorii 

aditi\e. în final prezentăm câteva rezultate privind structura a-categoriilor concretizabile; 

irătăm. de exemplu, că o asemenea a-categorie (C,C ' ) se scuftjndă izomorf în a-categoria 

.nonică peste C \ că este simplă dacă şi numai dacă este echivalentă Monta cu a-inelul 

amunic peste un mei simplu şi că este simplă şi artiniană doar în cazul în care este echivalentă 

Monta cu a-inelul canonic peste un inel cu diviziune. 

Exceptând exemplele date pe parcursul lucrării nu am mai inclus aici aplicaţiile 

obiinute de autor în domeniul aproximării. De altfel, stimulaţi de ideile lui S.Takahashi şi ale 

an \\ .Forster. noi am arătat că teoremele clasice de tip Lax-Aubin de caracterizare a 

ineineior tipuri de convergenţă prin intermediul stabilităţii şi consistenţei schemelor de 
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INTRODUCERE 8 

aproximare (metoda "ecuaţiilor apropiate" a lui L. V. Kantorovici, a "spaţiului limită discret" 

a lui F.Stummel, a schemelor de aproximare date de J.L.Lions, J.P.Aubin, I.Ekeland, 

(r .Marinescu, E.Schechter) admit o formulare generalizată a-functorială în [Da.81], [Da.82], 

!l)a.S3.b], [Da.84], [Da.84.a], [Da.85a], [Da.85b], [Da.85c], [Da.85d], [DK.85], [Da.86a] şi 

|I)H.86]. 

în ultimele două decenii, prin lucrările unor Abramski, Aczel, Hennessy, Oles, 

IMoikin. Smyth, Rutten, Turi, etc. s-a impus tehnica coalgebrelor finale (cel mai mare punct 

li unui endofunctor definit pe o categorie ordonată concretă) şi aceea a algebrelor iniţiale 

(ccl mai mic punct fix al unui endofunctor) în studiul soluţiilor ecuaţiilor de domeniu, tchnici 

carc folosesc constant procedeele de trecere la limită proiectivă, respectiv inductivă, in aşa 

numitele sisteme de perechi "scufundare-proiecţie". Nu am inclus aici nici contribuţiile 

autorului - [Da.93a], [Da.93b] - legate de acest subiect. 

j in să mulţumesc conducătorului ştiinţific al prezentei teze, prof dr.Borislav Crstici. 

PLMitru sprijinul acordat la elaborarea acestei lucrări. 

l Următoarele persoane au contribuit cu observaţii şi discuţii utile la simplificarea unoi 

^leinonstraţii: E.M.J. Bertin, T.Bânzaru, N.Boja, M.Deaconescu, Cs.Hatvany, I.Purdea. 

R.Rendi, A.I.Rus, E. Schecter; le rămân îndatorat tuturor. 
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Observaţii asupra notaţiilor 

N - mulţimea numerelor naturale; 

Z - mulţimea numerelor întregi; 

R - mulţimea numerelor reale; 

[a.bj - inter\'alul închis {xelR| a < x < b}; 

(a.b) - intervalul deschis {x€lR| a < x < b } , a < b ; 

clasa obiectelor categoriei C; 

1 \omC clasa morfismelor categoriei C; 

i (A,B) - mulţimea morfismelor de sursă A şi adresă B în categoria C; 

( CV. X ) hom-functorul contravariant uzual definit pe categoria C: 

MonC subcategoria monomorfismelor categoriei C; 

I pC subcategoria epimorfismelor categoriei C; 

lliC ~ subcategoria bimorfismelor categoriei C; 

RcC subcategoria morfismelor retractabile (secţiunilor) categoriei C: 

NcC - subcategoria morfismelor secţionabile (retractelor) categoriei C; 

i /C subcategoria izomorfismelor categoriei C; 

C < C - C este subcategorie a categoriei C; 

1 \ -- id\ - mortismul identic din C(X,X). 
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§ . 1 . P R E L I M I N A R n 

în acest paragraf prezentăm terminologia utilizată în următoarele secţiuni. Preluăm 

de asemenea câteva rezultate privind a-categoriile la stânga din [Ber.71], a-categoriile la 

dreapta din [Ber.75a], a-categoriile (cvasi-)constructive din [Ber.75b], a-categoriile concrete 

Şl unii functori generalizaţi din [Bun.85], iar cele privind algebrele şi coalgebrele unor 

endofunctori dm [Ole.82] şi [RT.92]. 

1.1. Definiţii şi convenţii. 1. Fie X şi Y două mulţimi. Numim coresponc/eniâ ck 

1(1 X la Y o funcţie definită pe X cu valori în mulţimea părţilor nevide ale lui Y. Vom nota 

cu Ec categoria ale cărei obiecte sunt mulţimile şi ale cărei morfisme sunt corespondenţele, 

compunerea celor din urmă fiind cea relaţională, i e. dacă fEEc(X,Y) şi gGEc(Y.Z). 

corespondenţa gfEEc(X,Z) este definită prin: x -> U g(y) xeX Uneori, dacă f (x ) - | v ; 
y€f(x) 

\oin scrie f(x)=y Vom utiliza frecvent categoriile Ef (a mulţimilor şi a funcţiilor), POf ( i 

mulţimilor preordonate şi a aplicaţiilor izotone) şi Of (a mulţimilor ordonate şi a aplicaţiilor 

i/otone) Desigur, cu precizările de mai sus, Ef<Ec. Dacă (X,<), (Y,<)GOf, vom nota, în lipsa 

altor precizări, tot cu simbolul "<" ordinea indusă pe Of ((X,<), (Y,<)), i e 

f<gc:>[f(x)<g(x), xeX] " I) 

Dacă (l,<)EPOf şi i e i , vom utiliza notaţia I, pentru mulţimea {jeI i<j}. 

2 Categoria C se numeşte ordonată (preordonată) faţade relaţiile "a", sau o-caie^oru 

'l̂ -L cucf^oric) dacă pentru orice X , Y G C , ( C ( X , Y ) , ci)EOf (POf) şi ordinea (preordmea) este 

<oinpaiihilâ cu compunerea morfismelor i e. 

[f,gGC(X,Y), fqg)=>[fhc:gh şi kfckg] 

pcniiu orice morfisme compozabile h şi k. 

Vom nota cu C categoria duală categoriei C şi cu simbolul acţiunea functorului 

canonic de dualizare, iar pe C* vom considera relaţiile de ordine (preordine) definite prin 

f c g - o f c g 
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11 §.1. PRELIMINARII 

Nu vom preciza întotdeauna explicit noţiunile şi proprietăţile duale, dar convenim ca 

pentru noţiunile sau afirmaţiile care apar în contextul categoriei C însoţite de sintagma 

'stânga" ("dreapta"), dualelor acestora să le asociem expresia "dreapta" ("stânga"). 

in continuare, în lipsa altor precizări, când afirmăm despre C că este o categorie 

ordonată, vom presupune că C este o-categorie faţă de relaţiile "a" . 

v Fie C o categorie ordonată şi I o mulţime nevidă. Numim I -familie de morfisme 

..Mce nnilţime de forma { f , e C ( X , Y ) 1 l e l} , X , Y G C ; O vom nota {f,},^„ sau, dacă nu există 

pericolul unor confuzii, {f,}. I - familia { f j se numeşte superior completă dacă ea admite un 

iipremum f notat ^ dacă, în plus fg=of,g, unde g este un morfism compozabil 

spunem cl 1 este compatibil la drecpta cu g şi că familia {f,} este superior compatibilă la 

/ix iipia cil u; dacă acest fapt se realizează pentru orice morfism compozabil g, spunem câ 

' . v/f stabilă la dreapta, iar { f j este o l-familie superior stabilă la dreapta. 

Categoria C se numeşte superior I-completădacă orice l-familie de morfisme majorată 

•ste superior completă, dacă această proprietate are loc pentru orice mulţime nevidă I spunem 

. ă C" este supe nor completă. Categoria C se numeşte superior I-completă la dreapta dacă este 

-ipenor 1-completă şi orice I-familie majorată este superior stabilă la dreapta; C se numeşte 

• iipcnor / - hicompletă dacă este superior I - completă la stânga şi la dreapta; în sfârşit, C 

•ste superior completă la stânga (dreapta, bicompletă) dacă ea este superior I - completă la 

t.inga (dreapta, bicompletă) pentru orice mulţime nevidă l 

Când sintagma "superior" va fi înlocuită cu expresia "inferior", în oricare dintre 

(lefmiţiile de mai sus, vom înţelege prin aceasta duala laticială a respectivei proprietăţi De 

exemplu C este inferior I-completă dacă orice I-familie minorată { f j admite un infimum notat 

11 -.F Dacă pentru orice X . Y E C orice lanţ din C ( X , Y ) admite un majorant (minorant) 

punem că C este inductiv (coinductiv) ordonată. 

1.2.Exemple. l .POf este o categorie preordonată, iar Of una ordonată faţă de relaţiile 

definite la (11). Aceste categorii se mai numesc categorii îmbogăţite prin (pre)ordine, 

|SP 821. 
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2 Ec este o categorie ordonată faţă de relaţiile definite prin: 

[f,gEEcpC,Y),fqg] [f(x)cg(x),VxEX] (12) 

superior bicompletă, inductiv ordonată şi inferior completă la dreapta. 

1.3. Observaţii. 1. în limbajul hom-functorilor uzuali categoria C este ordonată dacă 

Şl numai dacă: 

C ( X , . ) ( Q < Of Şl C( . ,X)(Q < Of, 

pentru orice XEC; în acest caz vom considera aceşti functori de bază cu valori Of şi, desigur, 

noţiunile de completitudine introduse la 1.1.3. se pot exprima cu ajutorul lor; de exemplu 1-

familia superior completă { fJcC(X,Y) este superior stabilă la dreapta dacă şi numai dacă 

C ( Z , ^ f , ) = O C ( Z , f.) 

pentru orice ZGC. 

2 O categorie ordonată în care obiectele sunt mulţimi structurate, morfismele sunt 

corespondenţe, iar compunerea morfismelor este cea din Ec şi ordonarea este dată de (12) 

se va numi o-categorie concreta în general, dacă nu este pericol de confuzie, vom identifica 

mulţimile structurate cu subiacentele lor. 

3 Dacă C este o categorie superior (inferior) I-completă iar { f j este o I-familie de 

niorfisme mărginită superior (inferior), atunci pentru orice morfisme compozabile f şi g au 

loc relaţiile: 

o f f . e f(^f,) , (f(of.) d off . ) (L ^) 

.jf.g c M . ) g , ((of,)g c of^g) (14) 

4 Este cunoscut faptul că Ec nu este o categorie cu limite proiective, nici inducti\ e 

l opsoe, în [Top.72], arată că pentru ca un sistem proiectiv să aibă limită proiectivă sunt 

necesare condiţii foarte restrictive, în ciuda faptului că, uneori, asemenea sisteme au 

candidaţi naturali" la această calitate. Următorul exemplu ilustrează acest fapt 

1.4. Exemplu. Fie ( x j un şir de numere reale distincte, convergent la x, X 

L "^X/ fnm(x)=xşi f^(x^)=X„, pentru n,mE N, n<m Atunci F=(X,, f^J este un sistem 

pioiecti\ in Ec care nu are limită proiectivă. 
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>xi 

n - 2 n - 1 

într-adevăr, să presupunem prin absurd că (X, f j este o limită proiectivă a lui F. Fie 

^ - I o!. g^G Ec(Y.XJ definite prin; g„(0)=x, g„'(0)=X„, n e N. Cum pentru orice n,mG N, n<m. 

Şl există exact două corespondenţe f, f e E c ( Y , X ) astfel ca f j = g n Şi 

f r - g / . iigN Fie aGf(0); atunci 0?if„(a)cg„(O)=x, deci f„(a)=x, n e N . Din proprietatea de 

inicitate a lui f rezultă că f(0)=a. în plus, există bef (O) astfel ca XoGfo(b); dar XoGfn(b)=fo,f|(b) 

,1 t analog se arată că f„(b)=X„, neN. Din proprietatea de uniciate a lui f rezultă că 

r (0) -b Cum elementele şirului (x„) sunt distincte, din definiţia lui F rezultă că â ^̂ b. Fie acum 

r - ' Ec (Y.X) definit prin r'(0)={a,b}; atunci fnf'=gn', n e N , în contradicţie cu proprietatea de 

unicitate a lui f 

1.5. Observaţie "Candidatul natural" ({x}, x-^x) la calitatea de limită a sistemului 

piecedent se obţine în cadrul mai suplu oferit de conceptul de categorie cu aproximare la 

stânga. O motivare mai detaliată a introducerii sintagmei "categorie cu aproximare" este dată 

de promotorul teoriei a-categoriilor ("a"- de la aproximare), E.M.J.Bertin în [Ber.71]. 

în paragraful al treilea vom reveni asupra limitelor proiective în Ec şi în categorii 

ordonate speciale dând condiţii necesare şi suficiente pentru existenţa acestora. 

1.6. Definiţii. Fie C o categone ordonată. 

1 Un functor F:D ^ C, unde D este o categorie ordonată se numeşte functor izoton dacă 

pjiitru orice morfisme comparabile f şi g: 

f c g z:> F ( f ) c F ( g ) 

2 Fie D o categone. O funcţie F definită pe obiectele şi morfismele lui D cu valon 

in clasele corespunzătoare ale categoriei C astfel ca; 

F A g C , F(1 J = 1 pa, pentru orice A e D 

F(f)€C(FB,FA), pentru orice fGD(A,B) şi 

F(0 F(g) c F(gf) 5) 
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pentru orice morfisme compozabile f şi g din D se numeşte a-functor contravariant, în acest 

caz vom folosi notaţia F:D -> C Dual se defineşte un a-functor covariant, i e un a-functor 

covariant din D în CV 

3 Dacă I este o categorie mică vom numi l-diagramă în Q sau cu valori în C un 

a-functor contravariant F : I C şi îl vom nota F = ( X „ F(s)), unde F(i)=Xj, i e i iar s parcurge 

mulţimea morfismelor categoriei I, adesea notată cu S; dacă sEl(i j ) vom scrie uneori j=c(s), 

în cazul în care relaţiile " c " din (1.5) sunt cele de egalitate, I-diagrama F se va numi 

conseryativă Vom nota cu Iq categoria discretă ataşată categoriei I şi cu F^ restricţia lui F 

L:I I,, Vom nota pentru orice XEC: 

F1(X,F) - {(g ,)EnC(X,X ,) |F(s)g^c:g, I J E I , S E I ( I J ) } 

Şl vom considera aceste mulţimi înzestrate cu ordinea produs. Dual, dacă F este un a-functor 

covariant, vom nota cu 

lN(X,F)={(g)En(X. , X) I g^F(s)cg., i j E l , sEl(i,j)} 

(Ic asemenea înzestrată cu ordinea produs. Elementele din FI(X,F) sau din IN(X,F) le \om 

numi faniilii invariante. Dacă (I,<) este o mulţime preordonată, iar I este categoria uzuală 

ataşată acesteia, o I-diagramă F o vom numi sistem proiectiv de bază (schemă) /; în acest caz 

vom scrie F=(X„ f,j), unde s fiind unicul morfism din l(i,j), pentru orice I,JE1, I J 

\ om nota cu pro Cj (in C,) clasa sistemelor proiective (inductive) de bază (1,<) cu valon în 

( ' (respectiv în C'). 

4 Fie D o categorie ordonată şi F, G: D -> C doi a-functori contravarianţi. O funcţie 

Ml) > HomC se numeşte transformare a-naturală la stânga din F în G dacă H:X Hv ^ 

( (I CîX), XGD şi pentru orice fED(Y,X) diagrama: 

H x 
FX > GX 

F(f) G(0 

FY > GY 
H y 

. Stc oncnuiiâ la stânga, i e. G<f)HxCiHYF(f) în acest caz vom sene H;F G 

O tvprvzeruare a I-diagnmiei F în C este un cvadruplu (L, f„ H. J,) unde L ( 

(I )• l l(L,F) astfel ca 
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(LI) JP C Of este un functor contravariant construit de aşa manieră încât 

.1 X :F1(X,F). pentru orice XEC, iar J^ig ->((g.)-^(g.g)). pentru orice Y g C şi gEC(Y ,X), unde 

) J X Evident Jp este izoton. 

(L2) (f,)eJrL 

(L3) H Ĵ  -> C(-,L) este o transformare a-naturală la stânga. 

(L4) H,((f,))=lL 
(1.5) [(g,)€JPX, g=Hx((g.))] (f.g)c:(g,) 

1.7. Obseivaţie Fie F o I-diagramă în categoria C ordonată cu relaţiile de egalitate 

presupunem că există limita mversă lim^ F=(L,f.). Fie JpX = FI(X,F) şi Hx((g,))=g, unde 

i! esie unicul morfism din C ( X , L ) pentru care (f,g)=(g,), pentru orice X g C şi orice (g,)GJ;X 

Atunci (L. f , H, Jp) este o reprezentare a I-diagramei F în C Prin urmare noţiunea de 

;oprez.entare într-o categorie ordonată este o generalizare a celei de limită proiectivă din teoria 

categoriilor. 

Introducem în continuare conceptul de a-categorie şi generalizarea noţiunii de limită 

Lategonală în noul context. 

1.8. Definiţii Fie C o categorie ordonată şi F=(X„F(s)) o I-diagramă în C. 

1 O pereche de forma (C.C) unde C este o subcategorie a categoriei C cu C=C' 

-e numeşte categorie cu aproximare la stânga sau a-categorie la stânga dacă morfismele din 

C sunt caracterizate prin: 

feC'(Y.Z) o [XGC, gGC'(X,Y) => fg este mmimal în C(X,Z)] 

Morfismele subcategoriei C le vom numi morfisme stricte. Notăm cu FIM(X,F) 

înulţimea familiilor invariante (f,)€FI(X,F) pentru care (f,f) este element minimal în FI(Y.F), 

pentru orice YGC şi pentru orice feC'(Y ,X). 

Cuplul (€,€*) se numeşte a-categorie la dreapta dacă (C*,C'*) este o a-categorie la stânga 

2 Perechea (X,f,) unde X G C, iar (f,) G FI(X,F) se numeşte limită {proiectivă) a 

l-diagramei F în a-categoria la stânga (C, C ) dacă relaţiile 

C'(Y,X) F I M ( Y , X ) , f (f.f) 

BUPT



§ 1. PRELIMINARII 17 

definesc o bijecţie, pentru orice YGC. Se verifică imediat că limita, dacă există, este unică 

pana Ia un izomorfism din C , ceea ce legitimează notaţiile: ^ ^ '^"^rcc F" 

- X ori dacă nu este pericol de confuzie, F = (X,f,). O limită a I<)-diagramei F se 

numeşte produs. Se arată că produsul în (C, C^ dacă există, coincide cu produsul în C ; îl 

\ i)\n nota cu simbolul (FIX^, p^): De altfel, dacă C = C , iar relaţiile de ordine sunt înlocuite cu 

cca de egalitate, limita proiectivă în (C, C ) coincide cu limita proiectivă categorială. 

Dacă (C, C ) este o a-categorie la dreapta, iar FE in Cj, vom nota INM(X,Y) mulţimea 

r iM(X,F'); dacă c-)^* spunem că (X,f,) este limita inductivă a s istemului 

uuluctiv F; vom scrie în acest caz: ^ ^ ^ ( c , ^ F ^ (X,f,) 

3 Fie G(s)) o altă I-diagramă în C, iar (C, C ) o a-categorie la stânga ' 

familie (h,)EnC'(X„ Y,) pentru care G(s)hj = H,F(s), i,jEl, SE1(I,J), se numeşte l-clia^ranin iU 

ciphcaiii (din F în G). Dacă (X,f,)=lin^ F, (Y,g,)=lii^G şi există un unic hGC'(X,Y) astfel ca 

h t gji, pentru orice i e i , atunci morfismul strict h va fi numit Urnită (proiectivă) a diagrame 1 

dc aplicaţii (h,) şi vom scrie Dacă pentru orice categorie mică I, orice l-diagrama 
< — 

dii) ( ' are limită proiectivă în (C, C ) spunem că a-categoria (C, C ) este cu limite (proiecii\ c) 

\ om nota cu pix) C, categoria I-sistemelor proiective ((I,<)E POf) şi a sistemelor proiectiv c dc 

aplicaţii; dual, vom nota cu inC, categoria sistemelor inductive şi a sistemelor mducti\c de 

aplicaţii din (C\ C ) (în acest caz (C, C ) este, desigur, a-categorie la dreapta) 

4 A-categoria la stânga (C, C ) este de tip stâng M. unde M este o mulţime ne\ idă 

Ic obiecte ale categoriei C dacă: 

(I) C ' (X,Y)={fGC(X,Y) | f minimal în C(X,Y)!, pentru orice XeM şi \ A 

(II) f^G => [ 3 X E M , 3 h € C ( X , Y ) : fh^gh], pentru orice Y , Z E C ŞI F , G E C ( Y Y ) 

Dual se defineşte o a-categorie la dreapta de tip M 

A-categoria la stânga (C, C*) se numeşte concretă dacă C este o categorie ordonata 

.oncietâ, iar functorul de uitare • : C Ec verifică următoarele condiţii 
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(I) C'(X,Y) = C(X,Y)r^Ef(•X,•Y) 

(") 'x IcK 

pentru orice X,YGC. Simbolul "D' va fi rezervat functorului de uitare. 

6 Fie (D.D') şi (C, C ) două a-categorii la stânga. Un functor (covariant) G:C ^ D se 

numeşte echivalenţă la stânga din(C, C*) în (D, D') dacă; 

(1) G induce un izomorfism de ordine din C(X,Y) pe D(GX,GY), pentru orice 

X Y e C 

ŢII) G induce o bijecţie din C ' ( X , Y ) pe D ' ( G X , G Y ) , pentru orice X , Y G C . 

(111) pentru orice YGD există XEC astfel ca GX să fie izomorf cu Y în D. 

Omitem din nou explicitarea noţiunilor duale, cum ar fi echivalenţa la dreapta (dintr-o 

i-categorie la dreapta într-o a-categorie la dreapta), echivalenţa la stânga-dreapta (dintr-o 

.i-categorie la stânga într-o a-categorie Ia dreapta), etc. 

7 Fie (C, C) şi (D, D*) două a-categorii la stânga. Un un functor izoton C D se 

numeşte//c/e/ la stânga dacă pentru orice F = ( X „ F^j)Gpro C, şi pentru orice X , Y G C sunt 

iiuieplmite proprietăţile: 

gGC'(X,Y) geD'(X,Y) 

f c g z i^ fcg , f,gGC(X,Y) 

(i'i) (g_)GFIM(X,F) ^ (g , ) eFIM(X,F) , 

unde F KX ,f ) 

1.9. Exemple. 1. (Ec, Ef) este o categorie la stânga de tip stâng {Xq}, unde Xo={x„}. 

2 Sistemul proiectiv F definit la 1.4. admite limită proiectivă în (Ec, Ef) şi 

unde f„(x) = x, pentru orice neN. 

De altfel în (Ec,Ef) orice sistem proiectiv are limită proiectivă, [Ber.71]. 

1.10. Teorema Fie F=(X„f;j)GproEc„ PI(F)={(A,) | 0;eA.cX„ f.^A^cA,; V I G I , VJGI , ) 

ordonata cu ordinea produs şi PIM(F), ori PIM, mulţimea elementelor minimale ale lui PI(F) . 
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Atunci Q, unde FJ(Ai)=Aj, pentru orce JEI şi orice (A,)GPIM. Dacă F este 

conservativ, atunci f^jAj=Ap pentru orice (Ai)GPIM, i ^ I , JeI^. 

1.1 !• Obseivaţie. O analiză ceva mai detaliată a proprietăţilor categoriale şi 

a-categoriale pentru (Ec, Ef) o vom face în §.3. Aici prezentăm doar o altă caracterizare a 

limitelor proiective de sisteme proiective în varianta din [Bun.85]. 

1.12. Teoremă. Fie F = ( X P f-j)EproEcţ şi X={(x , )ENXJ) V i e I 3j e1, astfel ca pentru orie o 

k 1 :[pGf,j,(Xj) => XjGf,j(p)]}. Definim pe X o relaţie de echivalenţă R prin: 

(x,)R(y,) o [ViEl 3JEI, :V ICEI^, x,Ef^(y,)] şi g,EEc(X/R,X,) prin: 

A - > { p E X j 3 ( x . ) E A : x - p } , 

pcMitru orice IE1. Atunci iar izomorfismul gEEf(X/R,PIM) este definit prin 

A > (g .A) , A E X / R , iar G^(A, )={ (X , )ERTXJX,EA, , V i E l } , ( A . ) E P I M . 

Pentru sistemele proiective în care morfismele sunt secţionabile are loc următorii 

re/ultat, [Ber.71]: 

1.13. Teorema Fie (C, C^ o a-categorie la stânga şi F=(Xj, f,j) un sistem proiectr 

conservativ de bază (I,<) dirijată la dreapta. Dacă există G=(Xpg^j)E in C\ astfel ca 1. 

pentru orice IGI, JEI, şi atunci pentru orice iEl există un unic g,EC '(X ,X) 

astfel ca g,-f ,gp pentru orice jeI,. 

1.14. Propoziţie. [Bun.85]. Fie ( Q C ) şi (DJ) ' ) două a-categorii la stânga. 

1 Un functor F:C D este o echivalenţă la stânga din ( C C ) în (D,D') dacă 

(a) F este o echivalenţă: 

(b) restricţia lui F la C realizează o echivalenţă din C pe D' 

(c) f - g c ^ F ( 0 c F(g), V X , Y E C , f , g E C ( X , Y ) . 

2 Fie G C -> D o echivalenţă la stânga şi FEproCj care admite o limită proiectr i 

in (( , 0 Atunci GFEproD, şi admite limită proiectivă în (D,D'); în plus 
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1.15. Observaţii 1 Rezultatele de la 1.14. admit dualizări imediate. 

2 O categorie ordonată concretă nu admite decât rareori limite proiective, dar 

noţiunea de limită proiectivă este constructivă în sensul că aceasta, dacă există, se obţine ca 

egalizatorul unei perechi de morfisme între două produse; în categoriile abordate aici nu 

există, în general, produse ori egalizatori, dar există limite proiective în sens a-categorial. în 

ideea obţinem unui rezultat similar celui categorial, urmând [Ber.75b], vom introduce o 

noţiune mai tare decât cea de limită proiectivă într-o categorie la stânga (C, C) , dar mai 

slabă decât cea de limită proiectivă în C. 

1.16. Definiţii şi obseivaţii.Fie ( Q C ) o a-categorie la stânga şi F o I-diagramă în C 

1 O reprezentare (L, f„ H, Jp) a lui F în C se numeşte reprezentare în (C. C ) dacă 

(L6) ( f )eFIM(L,F) 

(L7) (g,)€FIM(X,F) :=> [(g.)€Jp(X) Şl Hx((g,))eC'(X,L)]. 

Se arată că dacă (L. f„ H, Jp) este o reprezentare a lui F în (C, C ) atunci ) 

2 Fie 1 o categorie cu un unic obiect notat 1 şi cu mulţimea morfismelor S, iar G o 

1-diagramă în C O limită (L, k) în (C, C ) a lui G se numeşte nivelator al lui G. ori al 

taniiliei G(S) Prin abuz de limbaj dacă (L,k) este prelungibilă la o reprezentare (L,k,H,J j 

in ( C O , vom spune că această reprezentare este nivelatorul lui G. 

Fie pentru orice IGI şi 5=118^. Se arată imediat că 1 este o categorie cu 

mulţimea morfismelor S, unde compunerea morfismelor s=(sj), t=(t.)eS, este definită prin 

(ts) ^ , s, Să presupunem că ( n x , p .̂ Ho, U este o reprezentare - diagramei discrete F, 

asociată diagramei F Functorul G:1 C definit prin: 

1 -> nx,, s ^ 

se numeşte diagrama nivelată a diagrwnei F. 
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3. O limită proiectivă (L, Q în ( Q C ) a lui F se numeşte limită tare dacă pentru orice 

X C 

(LFl) pentru orice (gi)GFI(X,F) mulţimea {gGC(X,L) (f^g)e(g,)} este vidă sau are un 

ccl mai mare element notat H((gi)). 

(LF2) H((f,f))=f pentru orice fEC'(X,L). 

O limită tare a unei l-diagrame se numeşte nivelator tare, iar o limită tare a unei 

I-diagrame discrete - produs tare. 

4 A-categoria la stânga (C, C*) se numeşte cvasi-constructivă dacă pentru orice 

I-cliagramă F există o l-diagramă G, astfel ca: 

(CI) există o reprezentare (L, f̂ , H, Jp) a lui F în (C, C) , deci şi o reprezentare 

(I IX p , H,. J, ,) a l^-diagramei Fq. 

(C2) G(S)cC(nX,,nX,) , unde S=Hom 1, iar (L, k, H^, J^) este un nivelator al familie 

(.(S) unde k=H,((f.)), astfel ca (f.) E J^.L şi (f.) = (p^k) 

Vom nota cu FIM(X, Fo,G) mulţimea familiilor (g , )En(X,Xj , XgC, pentru care 

II ((y u)) este un element minimal al mulţimii Ho(Jp^Y)niFI(Y,G), pentru orice Y - ( 

- C{\X) 

> A-categoria cvasi-constructivă ( Q C ) se numeşte constructivă (la stânga) dacă oricc 

l-diayramă F̂  din C are o limită tare (L, f,) astfel ca: 

(C3) (L, k) să fie nivelatorul diagramei nivelate a lui F. 

(C4) (f.) G 

1.17. Obseivaţie. O serie de rezultate privind a-categoriile (cvasi-)constructi\l 

huomplete sunt prezentate în [Ber.75b] şi sunt folosite pentru a dovedi constructn itatea j 

^ aioi^onei (Kc, Ef) şi a unei a-categorii de spaţii topologice. Noi vom prezenta in paragratei 

următoare clase de a-categorii constructive fără a impune bicompletitudmea acestora \i 

\om reproduce doar un set de rezultate din lucrarea amintită, precizând că notaţiile care \oi 

li uiili/ate sunt cele din 1.16. 
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1.18. Teoreme Fie (C, O) o a-categorie la stânga şi F o l-diagramă în C 

1 Dacă (L, f„ H, Jp) este o reprezentare a lui F în (C, C) , atunci: 

(a) (L, f,) = 

(b) (g.)€FIM(X.F). gGC'(Y;JC) =>H(g,g) = H((g.))g 

(c) dacă (L', f.', H', Jp') este o alta reprezentare a lui F în (C, C) , atunci H((f,) este 

un izomorfism în C'(L',L) al cărui invers este H'((fi))-

2 Dacă (C, C*) este cvasi-constructivă, atunci: 

. - C ( X . L ) , H,((f,g))GJ,X H((f.g))=H,(H,((f,g))) 

V (a), (b) :=> (c), unde: 

(a) once 1 - diagramă discretă Fq admite o reprezentare (nX„p„ H^, Jj J în (C. ( ' ) 

(b) dacă F este V^iagrama discretă a I-diagramei F şi (L, f,) = 't '" ' ' 

I-- 1 i 

ICI dacă F este o I-diagramă discretă, XGC şi (g,)GnC(X,X,), atunci (g,)eJ. X 

. j (pH„((g.)) 

4 Dacă (C,C') are propnetăţile (a) şi (c) de mai sus, iar G este diagrama nivelata a 

l-diai:ramei F. atunci (C3) este echivalentă cu oricare dintre următoarele două condiţii 

((•3 ) dacă YgC şi hGFI(Y,G) atunci: (p.h)eFIM(Y,Fo,G) o h G F I M ( Y , G ) 

(C.V ) dacă Y e C şi hGFl(Y,G) atunci [heFIM(Y,G) sau (pih)eFIM(Y,Fn,G)] : > 1 -

I t .((p.h )) 

\ Fie (L.f,) = şi pentru orice XGC notăm JFX={(G,)GFI(X,F) | 3geC( X L) 

!t (g )! Atunci (L,f,,H, Jf) este o reprezentare în ( Q C ) , a lui F dacă şi numai daca sunt 

•jiiiKate condiţiile (LFl) şi (LF2). 

n Pentru ca a-categoria cvasi-constructivă (C, C*) să fie constructivă este necesar şi 

-uTicienr ca ea să aibă nivelatori şi produse tari, Jpj,(-)=nC(-,Xi), pentru orice I-diagramă 

ii ̂ cretă F şi (C V), sau (C3") să fie verificată pentru orice diagramă nivelată a unei diagrame 

oarecare F din C. în acest caz H((g,))=H,(Ho(g,)), pentru orice (g,)GjpX, X e C . unde J^X este 

dclinit la 118.^ 
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1.19. Definiţii. Fie C o categorie şi F:C C un endofimctor covanant. 

1 Obiectul MEC se numeşte punct fix pentru F dacă M este izomorf cu FM Notaţii 

M ^ M , sau M'^FM, unde iGlzC(M,FM), iar j=i \ 
j 

2. Un cuplu (X,f), unde XeC şi fGC(FX,X) se numeşte F-algebră. Dual se defineşte 

noţiunea de F-coalgebră. Dacă notăm cu AF categoria F-algebrelor, i.e. categoria ale cărei 

obiecte sunt F-algebrele, iar morfîsmele sunt definite prin: fGAF((X,g), (Y,h)) <=> [fEC(X,Y) 

Şl hF(f)=fg]; un obiect iniţial din AF se numeşte F-algebră iniţială. Dual, dacă CF este 

. atcgona F-coalgebrelor, un obiect final al acesteia se numeşte F-coalgebrâ finala 

1.20. Teoremă. Fie F: C C un endofunctor covanant 

(a) Dacă ( M j ) este o F-algebră iniţială, atunci M este punct fix pentru F 

(b) Dacă (N,i) este o F-coalgebră finală, atunci N este un punct fix pentru I 

1.21. Obseivaţie. Denumirea categorială de F-(co)algebră este rezervata uzual ihmi! 

ca/ul în care F este functorul unei (co-)monade, [Lan.71]. Noi am abordat aici terminoh^L i 

lolosita în teoria semanticilor limbajelor de programare ca în [Ole.82], [RT 92] etc 
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Secţiunea este destinată prezentării unor rezultate generale, rezultate care vor fi utilizate 

iîi paragrafele următoare în studiul unor a-categorii la stânga concrete. Arătăm că rezultatele 

obţmute în [Ber 71] relative la sisteme proiective în a-categorii la stânga superior bicomplete 

7! bogate se pot extinde în cadrul mai general al a-categoriilor superior complete la stânga 

r rebogate Dăm apoi condiţii suficiente pentru reprezentabilitatea unor diagrame şi prezentăm 

' clasă de a-categorn constructive ca în [Da 98]. în final prezentăm condiţii suficiente pentru 

uperior bicompletitudinea unor bicategorii, după [Da.83a] şi [Da.86b] 

2.1. Lemâ. Fie ( C C ) o a-categone la stânga superior I- completă, (I,<)GPOf, J o parte 

. finală a lui L ,)Gpro C ,̂ Y e C , ( g . ) E F I M ( Y , F ) şi F^ restricţia lui la J. Atunci 

1 ^ f p e n t r u orice i e i , 

: dacă I este dirijată la dreapta şi F este conservativ, g^fygj pentru orice IE1 ŞI J EI . 

in particular, dacă X = X , pentru orice ieI, atunci l im^c^o^rX. 

3 F; are limită proiectivă dacă şi numai dacă Fj are limită proiectivă (în ( C C ) ) în 

. c - i . az lim 

Demonstraţie. 1 Fie g;= U Evident (g •)c(g,) Fie i ,kEl, i<k. Atunci te'-f.g,. 

[centru oricej - J , , deci f ^ g ^ c U f g^czUrg^^g/; pnn urmare (g ; )eFI (Y,F) şi cum (g,)EFIM(V.F) 

;e/ultă că (gj=(g,'). 

2 Fie iGl Şl J=I„ care, evident este o parte cofmală a lui I. Din proprietatea precedentă 

.'0/L.ltâ că y dar F este conservativ, deci: g .^ ' f^^ / jA^U^jgj^^ .g , ; prin urmare g=f.,g,. 

câci (g KFIM(Y.F) , 

3 Este suficient să argumentăm că restricţia (g,), ^ (g,)^ defineşte o bijecţie din 

nVKY.F,) pe F1M(Y,F,) Fie (g.)eFIM(Y,F,), Z e C , gGC'(Z,Y) şi (h,)GFI(Z,F,) astfel ca 

BUPT



3(> §.2. CATEGORII CU APROXIMARE LA STÂNGA 

(h )(z(g,g)j. Fie i e i . Atunci (h;)GFI(Z,F,). Fie i e i . Folosind ipoteza h,cg,g şi 2 I 1 

rezultă că: 
h ,eUrg jgc (Uf .g j )g=g .g , deci (h;)iC:(gig)i; dar (gi)EFIM(Y,Fi), prin urmare 

(h;),=(g,g)„ deci Şl (h;)j=(g,g)j, de \inde (hi)j=(g,g)j şi (g,)jEFIM(Y,Fj). In consecinţă restricţia 

(g), (g.); defineşte o aplicaţie din FIM(Y,Fi) în FIM(Y,Fj). 

Pentru a demonstra suijectivitatea ei, fie (gi)jGFIM(Y,Fj) şi pentru orice i e J 

Dm 2 11 rezultă că g^-g,, pentru orice i e J ; dacă (h,)GFI(Z,Fi) şi gEC'(Z,Y) astfel c > 

( h ) ( g / g ) , atunci (h , ) j=(g;g)j , căci (g;)j=(g,)jeFIM(Y,Fj). Fie l e l . At i i iu 

U f , g ) g < U f deci, pentru orice JEJ,: Ĝ Ĝ c= Tg^g = TH c: h_ c g . ' g ^ PNN urmai : 

( y - FIM(Y,Fi) Şl (g/)j=(g,)j. Deci aplicaţia de referinţă este surjectivă şi cum prelungirea Im 

(g,)jCFlM(Y,Fj) la familia (g/)iEFIM(Y,Fi) este unică, rezultă bijectivitatea acesteia 

2.2. Definiţii. 1. A-categoria la stânga superior completă la stânga (C,C) se numeai. 

ho^ilLiid la stânca dacă: 

[f . C(X.Y),g G C'(Y,Z),h G C(X.Z),h c rf]^ f c f g f c: h] <-

2 A-categoria la stînga (C.C*) se numeşte prebogată la stânga dacă pe ea se po a i l 
Îct ini un functor fidel la stânga (definiţia 1.8.7.) cu valori într-o a-categorie bogată la stânc i 

2.3. Exemplu. (Ec,Ef) este a-categorie bogată la stânga. 

2.4. Obseivafie Dm faptul că o a-categorie (C,C) bogată la stânga este s u p e n 

v>inpkMa la stânga rezultă că există un cel mai mare morfism fGC(X,Y) carc verifica (2 

2.5. Teorema Fie ( C C ^ o a-categorie prebogată la stânga şi (I ,<)EPOf 

1 Dacă (CCO are I-limite proiective, atunci ea are I-limite proiective de aplicaţii 

2 Dacă I este dirijată la dreapta şi F=(X„f,j)GproC,' atunci: 
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lim O 

Demonstnilie. 1. Fie F=pC,f;,). G=(Y.gij)eproC„ şi 

(lv)^:proC;(F,G) Pentru a demonstra afirmaţia, conform 1.7.3., este suficient să arătăm că 

(hf )eFlM(X,G) Fie g e C ' ( Z ^ ) . (ki)€FI(Y,G) astfel încât (k^c(h,f.g). Cum ( Q C ) este 

prebogată la stânga, cu notaţiile din 1.7.7., din k^c h, f g rezultă, conform 2.4., că există 

un cel mai mare morfism ŝ  G D(Z,Y) astfel ca H_s,cî, şi s.cf.g Atunci ( s ) € FI(Z,G); dar 

FIM(Z.G). deci ( s ) < f g ) şi k ,=hfg; din 1.7.7. rezultă că (h f .g )<k) . dec: 

(hr i - FIM(X.G) 

: Este suficient să argumentăm că, g,GC'(Y,X,) pentru orice ig1 şi pentru oncr 

I- F1\1(Y,F) Fie gGC'(Z,Y) şi hcg.g.. Din 2.1.2., 2.2. şi 2.4. rezultă că pentru orice i ^ l 

;sui un cel mai mare q , cg ,g astfel ca f q^ch- Defmim pentru orice j d, q . ^ . g Anin. 

' )-î:FI(Z.F) Şl cum (g_g) este minimală în FI(Z,G) rezultă că h=g,g, deci g,GC'(Y,X i 

2.6. Definiţii Fie (C,C) o a-categorie prebogată la stânga. 

1 Cuplul (X ,f) se numeşte subspaţiu al obiectului YGC dacă XGC. fGC'(X,Y)- f ^ste 

piMiiomorfism în D şi cu notaţiile din 1.7.7., pentru orice j^^q geD'(Z,X) pentru car: 

. % ( (Z.Y ) există gGC(Z,X) astfel ca g=g; dacă această proprietate este valabilă pentru 

ueD (Z,X) spunem că (X,f) este un subspa^M strict al lui Y. 

2 Fie G=(Y„g,j)GproCi. O f a m i l i e s e numeşte sistem proiectiv de siihspa{ij 

hii ( j dacă (X..h,) este subspaţiu strict al lui Y„ pentru orice iGl şi (h,) este un sistem 

proiectiv de aplicaţii dintr-un sistem F=(X„fg)GproCi în G. Desigur, din fidelitatea functorulu 

rezulta ca h. este monomorfism în C şi, în consecinţă, morfismele f ĵ sunt unic determinate 

V Fie o familie nevidă de obiecte din C, X^D ŞI ( f ) G n D ( X , X ) Un cuplu 

' \ . f ) unde X ;C şi (f)GnC(X,X^) se numeşte inifialpentru familiile (Xj ^i ( f ) asoau; 
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hn X dacă: 

X=X Şl f =f,pentru orice iGl. 

(II) dacă YEC şi gGD^(Y,X) astfel ca V iei atunci există gEC'(Y,X 

;i tfel ca g . 

2.7. Teorema FieG=(Yi,gij)GproCi, ( Q C ) fiind o a-categorie prebogată la stânga Dac; 

Mon D ' d Mon D, ( C C ) şi sunt cu I-limite proiective, iar functorul fidel ' consc i 

liniii'jic proiective, atunci pentru orice sistem proiectiv de subspaţii (X,j-i,) al? lui (i j ; 

( ( Şl acest cuplu este subspaţiu al lui 

l)emonsti:aţie. Condiţiile din 2.5.1. fiind îndeplinite există şi desigur, h -lm^ 

I IC ŞI, ca în 2.6.2., F = ( X „ r ) . Fie Atunci h . f - g , h , pentru oru o j < — 

Să arătăm că ^ este monomorfism în D'. Dacă, hu=hv atunci, h fu=h fv^ deci cuii 

\c iiuMioniorfism,fu=f^v; dar functorul conservă limitele proiective, deci liniF^X.! ) 

II şl ' sunt morfisme stricte,de unde u=v. 

I'ieacum gGD^(Z,X) astfel ca hg€'^C(Z,Y). Pentru orice l, g h g 4 i i ^ ^ C(Z.N i i i 

iiMKiic conform ipotezei, din 2.6.1. şi 2.6.2. există g,eiC(Z,X,) astfel ca ' 

: ) I I M ( X , R gED'(Z,X)> ^̂ ^ ^ste fidel; deci (g,)EFIM(Z,F) şi există ^ ( (7 X i . 

• - ri (g.) -(fg) 

2.8. C onsecinţă. Fie F un I-sistem proiectiv într-o a-categoric prebogaiâ Ij uim 

IVk .i ./\istâ F Şl un obiect iniţial (X,f,) pentru familiile (X ) si (t ) asociat t 

- M, iimi (X.f) 
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2.9. Observaţie Toate rezultatele prezentate anterior sunt valabile într-o a-categorie 

i.» stânga concretă pentru care functorul de uitare • este fidel, deoarece a-categoria (Ec,Ef) 

c :te bogată la stânga, din păcate ea nu este bogată la dre^ta, i e. duală relaţiei (2.1) nu este 

adevărată într-adevăr, fie X=Z={0,1}, Y={0} g(0)=g(l)=0, h= l , şi f(0)=Z; desigur h c f g şi 

nu există f c f astfel ca fg'ch. Prin urmare, pentru a obţine rezultate analoage cazului proiectn 

in a-categorn la dreapta sunt necesare instrumente mai rafinate. Acestea sunt prezentate în 

(Ber 75a] în termenii "divizibilităţii la dre^ta", subiect pe care noi nu îl abordăm aici. 

Următorul rezultat este o goieralizare a teoremei 1.13. din [Da.88a]. 

2.10. Teorema Dacă I este o categorie mică care are un obiect finaL atunci otr 

.i-categorie la stânga are I-limite proiective 

Demonstraţie Fie i„ obiectul final al categoriei I şi F=(X„F(s)) o I-diagramă in ( 

\ arăta că ,F(s')), unde s'gIO,!^), i€l Fie X s C . g s C ' ( X . X ) şi s - l( i .j 

\tur-.: F(s) F(s )g c F(s;X)g = F ( s , V deci (F(s:')g)GFl(X,F). Dacă (gJ = FI(X.Fi 

I I (F( s )g), atunci (g,o)eF(s °)g=g, şi, cum g este morfism strict, rezultă că ĝ  =g. Dacă i ^ i 

atanc. g =F(s^ )gcg„ deci (gJ=(F(s°)g); prin urmare (F(SI')g)eFIM(X,F). Am definit astfe; 

aplicaţia 

y (F(s; )g), C'( X ,X . ) ^ FIM(X,F) , ^ 

aplicaţie care trebuie să fie o bijecţie; din (F(Si'^g)=(F(s,>) rezultă că g=F( sj')g=F( s. )h=h 

-ieci aplicaţia (1) este mjectivă. 

Fie acum (gJeFIM(X,F) şi g=g^. Arătăm că g este un morfism strict Pentru aceasia 

fie h ( Y A ) Şl f€C(Y.X^) astfel cafcgh. Definim f =f şi f,=g,h, pentru 16l\{i„}.Atunci pen-

tru once.€r{,J,F(s;Of^cf(sJg^hcg^=f,iarpentruoricesGl^^^ 

h f deci (f )-FI(Y,F).(f,)(=(g^) Şl, cum (g.)GnM(X,F),iar hGC'(Y,X), rezultă că (f,)=( o h i. 

Pnn urmare f=gh şi g€C'(X,XJ. în plus (F(s.^)g) c (g.) e FIM(X,F), deci (F(s;^)g)=(g,) ş, 

aplicaţia (1» este o bijecpe, prin urmare 
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Dacă G=(Y^,G(s)) este o altă I-diagramă în C, iar (h,) este o I-diagramă de aplicaţii 

ciin F în G, din construcţia de mai sus şi 1.8.3. rezultă imediat că ĥ  . 

2.1 !• Propoziţie. Fie (C,C) o a-categorie la stânga de tip stâng M, F o I-diagramă în 

C Şl (gjEFI(Y,F). Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) (g.)EFIM(Y,F) 

(b) [XgM , fEC'(X,Y)] => [(gif) este o familie minimală în FI(X,F)] 

DemonstiBţie. (a)=>(b) este imediată din definiţia famililor invariante minimale (\c/i 

I S I ) 

(b)==>(a) Fie ZEC şi gEC'(Z,Y) Să presupunem, prin absurd, că există l(/ . l I 

astfel ca (h,)^(g,g) . Atunci exis tăJEI pentru care h j ^g jg , deci şi X E M , fEC ' (X,Z), conform 

I S 4 , astfel ca gjgf;^hjf. Dar gfEC'(X,Y) şi din ipoteza (b) rezultă că (g,gf) este minimală in 

I l(X,I ), ceea ce contrazice relaţia imediată (h^f)^(gigO 

2.12. Obseivaţie. în cele ce urmează ne propunem să dăm condiţii suficiente J : 

lopie/entabilitate a unor diagrame, de existenţă a unor nivelatori pentru acestea, de c\cisi 

constructivitate şi constructivitate a unor a-categorii la stânga (C,C) Fie F o I-diagramă in 

i 1,, diagrama discretă ataşată acesteia. Pentru reprezentabilitatea diagramei F„ vom impun, 

ca ( să fie cu produse şi ca acestea să coincidă cu cele din C. Această condiţie \a ti 

Mificientă pentru realizarea unui izomorfism de ordine între familiile invariante ale lui f 

loIc ale diagramei nivelate G a lui F (vezi 1.16.2 ), precum şi pentru construirea un-i 

reprezentări a diagramei F prin intermediul unei reprezentări a 1-diagramei G C\asi-

constructivitatea a-categoriei (C,C), conform 1.18.1. şi condiţiei (CI), impune cu necesitate 

jMstenţa limitelor proiective şi posibilitatea prelungirii lor la o reprezentare în ( C C ) pentru 

JiMinirea functorului Jj. vom folosi ideea sugerată la teorema 118 5 , existenţa limitelor ian 

contVum I 16 3 , impune o condiţie specială de completitudine-superior tare completitudm.m 

la stânga - definită mai jos. Toate aceste condiţii vor atrage posibilitatea argumentam 

constructiv ităţii a-categoriei (C,C). 

2.13. Propoziţie. Fie ( C C ) o a-categorie la stânga. Categoria C este cu produse dac a 

numai dacă orice diagramă discretă F din C are limită proiectivă în (C,C) 
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in acest caz l ' n i ^ = l i m ^ ^ ^ 

Demonstnilie. Este suficient să arătam că p ^ t n i orice I-diagramă discretă din C. 

FlM(X,F)=nC'(X,F^,,), pentru orice XGC. Egalitatea rezultă din următoarele echivalenţe; 

(g.)GFIM(XJ) o [(fef) este minimală în F I ( Y , F ) = n C ( Y ^ , pentru once 

C[\.X ) . Y € C ] o [g,feste morfism minimal în pentru orice fGC'(Y,X), Y e C , i € L ] O 

co (g -C'(X.X,),ieI] o ( g j e n c p c ^ J . 

2.14. Derini^e. Fie (C,C) o a-categone la stânga. Spunem că ( C C ) este cu proJu • 

•acă once l-diagramă discretă din C are un produs în C (TIX ,p ). unde p^C'dlX > 

-•nî'ii i - I. 

2.15.0bserva|ie. Dacă ( C C ) este cu produse stricte, atunci pentru cnce I-diag^a-

. etâ F d:n C . lim^F = = ceea ce rezultă din 2.14. şi 2 13 

2.16. Exemplu A-categoria (Ec, Ef) este cu produse stncte 

2.17.Lemâ. Intr-o a-categorie la stânga cu produse stricte ( C C ) once diagrar 

; scr-ta admite o reprezentare în (CC) . 

Demonstraţie. Fie F o I-diagraraă discretă. Dm 2.15 rezultă că , F = i ' ' -

" F i n x ,p ). unde p ,GC(nX,XJ , i e i Pentru orice XGC definim L X-nC{X. . \ 

- . M unicul morfism din C(X,nX.) pentru care (p .aXigJ lng . ) Atunc. R,(ip 

iM.X F ) ^ n C ( X . X J c J , X , ( p j G F I M ( n X , J , ) şi dacă (g.IsFIMiX.F : a : . 

i M a M - C ( x . n x , ) Prm urmare, conform 1.6.5. şi 1.16.1 . (IIX,, p̂, H,, J, ) este o reprezenta^ 

( C I a diagramei discrete F... 

:.1S. Observalie. Conform 17 şi 2.17., R - J, C( . n x . este tran^-

•^r ti' !n plus. H. realizează un izomorfism de ordine în Of dm J, X în CiX.ITX,. i -

\ iC 
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2.19. Lemă. Fie (C,C) o a-categorie la stânga cu produse stricte, F o I-diagramă în 

r Şl G diagrama nivelată a lui F. Atunci, pentru orice X e C , restricţia lui Hq ia FI(X,F) 

realizează un izomorfism în Of din FI(X,F) pe FI(X,G), unde (HX,, p„ Hq, J^ ) este 

reprezentarea I^-diagramei Fq, ca în 2.17.. 

Demonstraţie. Este suficient să demonstrăm că pentru orice (g,)GFl(X,F). 

H ,((g,))GFI(X,F) şi, conform 2.18.,Ho''(g)GFI(X,F) pentru orice XGC ŞI geFI(X,G). Folosim 

notaţiile din 2.17. şi 1.16.2.. 

Fie (g,)GFI(X,F). Din demonstraţia lemei 2.17. rezultă că (p,Ho((g,)))=(g,) şi pentru 

orice S=(S,)GS: F(S,)g^^^^cg„ pentru orice IGI, deci F(s,)p^(^)HO((g,)) c:(p,H„((g,))) Aplicând 

i/otonia funcţiei Hq şi definiţia 1.16.2. rezultă că: Ho((F(s,)p^(^jHo((g,)))) = G(s)H„((g,)) 

H ,((g,)), deci Ho((g,))GFI(X,G) . 

Fie acum gGFI(X,G) şi S=(S,)GS . Atunci: G(s)gc:g, sau, HO(F(s,)P^(^)g)cg, deci aplicând 

i/otonia lui H,,' şi definiţia sa din 2.17. rezultă că: F(s,)p^(^jgc:p,g, pentru orice IGI ŞI orice 

s .S, prin urmare (p,g)=Ho '(g)eFI(X,F). 

2.20. Lemă. Fie (C,C) o a-categorie la stânga cu produse stricte şi F o l-diagramă în 

( Dacă există (c,c')F=(L,f,) atunci (L,k) este nivelatorul diagramei nivelate G a lui F. unde 

Is li„((f,)) 

Demonstrare. Conform lemei 2.19. este suficient să arătăm că H,X(f,))GFlM(L,G) 

I le s S Atunci G(s)k=Ho((F(s,)p^(^)k)) şi (f,)=(p,k). Cum H„ este transformare naturală din .l 

inC V. l IX,) rezultă că: G(s)k=C(k.riXjHo((F(,^p^(^P)cHoJp^(k)((F(sJp,,,^)) =H,X(F(s,)p 

II (F(s,)f ,^^))cH„((f.))=k, deci kGFI(L,G). Să arătăm acum că H„((f,))GFlM(L,G) Fic 

I ("(X.L) Şl să presupunem că există gGFI(X,G) astfel ca g c k f Atunci H„ '(g)ciH„ '(kf)-(t 11 

Din Ierna 2 19. rezultă că Ho'(g)GFI(X,F) şi cum (f.f) este minimală în F1(X,F). căci (I i ) 

este hmita lui F în (C.C), rezultă că Ho '(g)=(f,f), deci g=kf şi kGFlM(X,G) 

2.21. Lemă. Fie (C.C) o categorie la stânga cu produse stricte şi F o l-diagramâ in 

( Dacă diagrama nivelată G a lui F admite o reprezentare în (C.C) atunci F jsţ 

lepre/.entabilă în (C.C) 
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Demonstraţie. Fie (L,k,H„Jo) o reprezentare a diagramei G în (QC*) Din 1.18 1 

rezultă că Fie (nX„p„Ho, Jj^) reprezentarea ^d iagramei Fq, ca în Ierna 2.17. 

şi(r,)=H„ Xk) Cum pentru orice X g C, JqX c FI(X,G), din lema 2.20. rezultă că 

H '(J.X)cF1{X,F). Definim Jp(X)=Ho-'(JgX) şi.pentru once (gi)eJpX, Hx((g.))=H,(Ho(g,)). Se 

\ enfică imediat că (L,f„H,JF) este o reprezentare a I-diagramei F în (C,C'). 

2.22. Teoremâ Fie (C,C) o a-categorie Ia stânga cu produse stricte. Dacă orice 

l -diaL-ramă dm C admite o reprezentare în ( C C ) atunci (C,C) este cvasi-constructivă 

Demonstraţie. Fie F o I-diagramă în C şi F„ diagrama discretă asociată acesteia 

' onîorm lemei 2 17 există o reprezentare (nX,,p„H^,Jp ) a lui F,, în ( C C ) . Din ipoteză 

diagrama nivelată G a lui F are o reprezentare (L.k.Hi.J^) în (C,C) şi conform lemei 2 21 

(l .f .H.J,) este o reprezentare în (C,C) a diagramei F. în plus k=Ho((f,)), (QeJpL şi (f,)=(p^k) 

Prin urmare condiţiile (CI) şi (C2) din 1.16 4. sunt verificate; în consecinţă (C,C) este cvasi-

Joii>tructi\ ă 

2.23. Definiţie A-categoria Ia stânga (C,C) se numeşte superior tare completa la 

• dacă pentru orice mulţime nevidă I, orice I-familie de morfisme din C este superior 

stabilă la stînga (vezi 1 1.3 ). 

2.24. Teorema Fie F o l-diagramă în C şi unde (C,C) este superior 

i.uc completă la stânga Atunci (L,f,) este limita tare a I-diagramei F 

Demonstiaţie. Fie X e C şi (gJeFI(X,F) astfel ca mulţimea N={fGC(X,L)|(f,f)c=(g,)j să 

n '̂ neMdă (vezi 1 16 3). Conform ipotezei de completitudine tare la stînga, familia de 

mortlsme N admite un supremum H((g.)) care. conform 1.1.3., este compatibil la stînga cu f 

pentru orice i e i ; prin urmare H((g^) este cel mai mare element din N şi axioma (LFl) este 

\erificată Mai mult: 

(g,)-FlM(X,F) o H((g.))eC(X,L), 

câci (L.f ) este limita proiectivă a lui F în (C,C) Deci pentru orice fGC'(X,L), (f,f)GFIM(X,F) 
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Şl H((f,f))=f, deci (LF2) este de asemenea verificată. Din 1.16.3. rezultă că ( L , f j este limita 

tare a I-diagramei F. 

2.25. Consecinţa Orice a-categorie superior tare completă la stînga cu limite 

proiective este cu limite tari. 

2.26. Observare. Construcţia reprezentării unei I-diagrame F din demonstraţia 

următoarei teoreme va fi utilizată des în problemele de reprezentabilitate abordate în 

s e c ţ i u n i l e următoare. 

2.27. Teorema Fie (C,C') o a-categorie superior tare completă la stânga cu l imi te 

p r o i e c t i v e Atunci orice diagramă din C admite o reprezentare în (C,C'). 

Demonstraţie. Fie F o I-diagramăîn C şi Definim pentru orice \ ( 
< — ~ 

J, X {(g,)GFI(X,F)/BfEC(X,L): (f,f)c(g,)} şi pentru orice geC(X,Y), Jp(g)((g.))-(g.g), oricare 

ar fi (gjeJpX. Atunci Jp'.C Of este un functor contravariant izoton care verifică (LI), (L2) 

(L6) Pentru orice XeC şi (gi)EJpX definim: 

H x ( ( g . ) ) - ^ { f e C ( X , L ) | ( f ^ f ) c = ( g , ) } 

Alunei Hv J,.X C(X,L) este o aplicaţie izotonă, care, conform demonstaţiei teoremei 2 24 . 

\entica (LFl) şi (LF2). Din teorema 1.18.5. rezultă că (L, f„ H, J, ) este o reprezentare a 

l-diagramei F în (C^C). 

2.28.Teorema Orice a-categorie superior tare completă la stânga cu produse s tr icte -i 

l imi te proiective este constructivă. 

Demonstraţie. Verificăm condiţiile de constructivitate din teorema 1 18 6 Fie (C .(") 

a-categorie care verifică ipotezele teoremei. Din 2.25. rezultă că ( C C ) este cu p r o d u s e 

in\elatori tari Fie F o l-diagramă în C, F Ş̂  (^Xp Pp Ĵ  ) reprezentarea I 

diagramei discrete F,, asociate lui F, a cărei existenţă este asigurată de lema 2 17 Dm 2 I 

r e / u l t â ca 
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= Fo = (nXj)i) şi 

F i i x j ) = = Jp X, 

pentru once XeC în particular, condiţiile (a) şi (b) din teorema 1.18.3 sunt asigurate, deci 

este valabilă şi propnetatea (c) din aceeaşi teoremă. Conform teoremei 1 . 1 8 . 4 . condiţia (C3) 

este echnalenta cu (C3"), condiţie realizată, deoarece Ho((p^))=h. pentru once h^C(Y,rTX ). 

conform 2 18 în consecinţă, din teorema 1 1 8 . 6 . , rezulta că (C,C) este o a-categone la 

stânga constructivă 

2.29.0bsei>'a|îc Fmalul secţiumi îl dedicăm studiului unei clase speciale de categon 

: reordonate şi prezentăni unor condiţii suficiente pratru superior bicompletitudinea unor 

-uategoni după [Da 83a] şi [Da.86b] 

2 JO. Notaţii. Fie C o categone şi f € C ( A 3 ) Dacă A' este subobiect al obiectului A 

>cnem A :zA, sau u A'dA unde, u este monomorfîsmul care defineşte subobiectul A' Notăni 

. : îi A » imaginea lui A' prm f (dacă există). Vom utiliza proprietatea: 

gtvv) - g(f(A')) : 

ande t şi g sunt morfisme compozabile. Desigur (2.2) nu este adevărata, în general \ om 

construi o subcategone cu imagini a categoriei C notată ImC prin ImC = C şi fElmC(.A,B i 

c-. relapa (2 2 j este verificată pentru orice A'czA şi once g morfism compozabil cu f care are 

n agin: Peste tot. in cele ce urmează vom considera că C este o categorie locală mică 

2.31.Propoziţie ImC este cea mai mare subcategorie cu imagiiu a categoriei C 

Demonstraţie. 1 Se verifică imediat că Im C < C 

2 Arătăm că Im C este cu imagini. Pentru aceasta este suficient să arătăm că ir 

îactorizarea prin imagine din C : f=uf^ are loc apartenenţa f^ElmC(A,f(A)), deoarece se şue 

că u9lmC(f( A),B)) Evident f(A)=fA(A). Fie v:A'cA şi u, u\ u", monomorfismele de definire 

a imaginilor ca in următoarea diagramă: 
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Cum f(A')c:f(A)ciB rezultă că u'=uu"; dar f are imagini, deci fv=u'f^. şi prin urmare 

uf . v^uu"fv,deci Analog se verifică proprietatea de universalitate a imaginii în IniC 

3 Dacă C este o subcategorie cu imagini a categoriei C, atunci pentru orice doua 

inorfisme f şi g compozabile, relaţia (2.2) are loc, prin urmare C<Im C 

2.32. Consecinţă. Dacă C este categorie echilibrată cu imagini epimortice 

atunci C-lmC. 

2.33. Lemă. Fie C o categorie şi A , B G C . Dacă pentru orice subobiect A^EB există un 

s u b o b i e c t B'ciB şi PGlmC(A\B^) astfel ca pentru orice A^ciA', atunci există un unic 

nuMfism rGimC(A,B) cu proprietatea că f(AO=B\ pentru orice A t A 

DemonstiBţie. Dacă u ĵ! atunci există Vĵ :̂ B^cB^ astfel ca f d e o a r e c e 

t - t^, deci în diagrama : 

1 

r 

fi 
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triunghiurile şi trapezul de joS sunt comutative. Fie AciA; atunci există v: B'czB şi 

f , ImC ( A,B,') astfel ca f'^, = f pentru orice A^ciA.. Fie f=vf . Atunci, pentru orice û  : A^ciA, 

f u \ r. unde v'̂  B^cfi', deci ftij^Vj^- Presupunem acum că fUj=vf este o altă factorizare; la 

fe! ca in demonstraţia propoziţei 2.31. se arată că f(A'')=B''=f^(A''), deci f(AJ)=f(AO=BJ; prin 

urmare \ a exista un morfism p astfel ca Vj=^^.Dacă gGlmC(A,B) are proprietatea: g^, = 

atunci deci f=g. 

2.34.Propoziţie. ImC este o categorie preordonată, iar scheletul său este o cateţ:oMr 

'rdonată faţă de relaţiile 

î c o f(A')c:g(A'), pentru orice A ' c A (2 3) 

f .gt lmC(A,B) 

Demonstraţie. Desigur lmC(A,B) este o mulţime preordonată fată de relaţiile (2 3) 

Dacă fug , atunci: 

tli(A')=f(h(A'))cg(h(A'))=gh(A'), 

kf(A')=k(f(A'))c=k(g(A'))=kg(A') 

i^enrru orice morfisme compozabile h şi k din ImC 

Dacă f e g şi g c f atunci f(A')=g(A') pentru orice A 'cA; prin urmare în ImC şi 

conform lemei 2.33 , f=h în scheletul lui ImC 

2.35. Lemâ într-o bicategorie (C,MonC,Ep Q cu imagini are loc proprietatea C I i 

pentru orice morfisme compozabile. 

Demonsţratie. Fie feC(A,B), f=uf^ factorizarea prin imagine şi f=vp descompunerea 

permisă în bicategorie ca în diagrama : 

» B 
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Cum C are imagini, există wEMonC(f(A),D) astfel ca u=vw, deci p=vvf^;dar p este 

epimorfism, deci w este izomorfism;m plus C este echilibrată şi conform 2.32. are loc (2 2) 

2.36.Teoremă. Orice bicategorie (C,MonC,Ep Q local mică la stînga, cu intersectii 

reuniuni este superior completă faţă de relaţiile (2.3). 

Demonstraţie. Fie {fj^^i o familie nevidă mărginită superior din C(A,B). Fie {A- I jeJ j 

clasa reprezentanţilor subobiectelor lui A şi {f^/kEK} familia morfismelor care majorează 

lia {f,} Notăm f,(AO=B/, şi B'^Jb;, Mai notăm cu v, respectiv , lamina 
lel k̂K 

nionomorfismele dm definiţiile intersecţiilor, respectiv reuniunilor, iar cu f indexat morfismele 

clin factorizările prin imagini ca în următoarea diagramă : 

Din definiţia imaginii prin f, a subobiectului u* : A c A : 

- v„f„ 

lai clin definiţia imaginii prin f^ : 

( uni IV este intersecţie, are loc : 

MI reuniune 

\ - v' 

( 1 

( ^) 

I 1 
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(5) 
\ = V V , J 

Dar B este dus în B''̂  prm 1b şi cum W4JB[ rezultă că gî este dus prin Ig în B", adică 
iei 

există ^^ 

= 

Din (h) rezultă că ^ este monomorfism, deci pentru orice keK, §7 este subobiect al lui B '̂ 

Iii plus. din (4). (5) şi (6) rezultă: 

vV, 
.1 I J » 

>1 cum este monomorfism, y j deoarece ^ este factonzat prin vj", pentru orice 

k k , iar B̂  rezultă că ^ este factonzat şi prin v-, deci există un p eC(B^,B-) 
k 

ca 

V - v-p 

iar p este monomorfism. Folosmd consecutiv (1) şi (5) rezultă că: 

fu' 

deci pentru orice i€ l şi k e K , monomorfismul este factorizat prin v,^; din definiţia lui B 

rezultă că morfismul f ^ va fi factorizat prin v\ deci va exista un morfism F eC(A\B-) astfel 

ca 

f u - v f , pentru orice j € J (8) 

Să arătăm acum că tripletele (A\f,BO verifică condiţiile lemei 2.33. Fie deci u : A ' lA Ji': 

Atunci pentru orice k ^ K există vj"̂  : B^'^'c B̂ ^̂  unde B^^cfi^ '̂ deci v ' = V v ^ . în plus există 

B c B ' Ş i f u = . Atunci: 

. f u - f u'̂ u =f û  = v̂ f̂» = V v f , de unde: f^u = v 
' Vi ^ Kh JvJ: JiJi 
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în fine, dacă ^ ^ ^ morfism pentru care: f^^u ^ =v 

atunci v^'f^'u = Vv f^', deci = f^'. Cum C este bicategorie în raport cu 
JIJ; JVJI 1 JVII 

monomorfismele şi epimorfîsmele sale şi fif^ este factorizat prin V^v rezultă imediat că i J1J2 

f ^ f deci condiţiile lemei 2.33. sunt verificate. Prin urmare există fGC(A,B) pentru care 

B este tocmai imaginea lui A .̂ 

Să arătăm acum că F " ^ i . Fie i e i şi jeJ . Atunci pV b ^ c B̂  Folosind consecut i\ P / 

(4) .̂1 (8) rezultă că: 

V ^ ^v^ 
II 1 l 

(ieci f c f pentru orice i e i . Dacă f^ este o majorantă a familiei {f,}, atunci v̂  B ' c f i ' p c i u n . 

orice Prin urmare 
lel 

2.31. Teoremă. Fie (C,MonC,Ep C) o bicategorie local mică, cu intersecţii, reuniuni 

,1 imagini inverse care verifică : 

t i ; <=> [fv=8A-P®^̂ ^̂  A ^ c A ] 

unde f,gGC(A,B) Atunci C este o categorie superior bicompletă faţă de relaţiile (2 3) 

Demonstraţie. Folosim notaţiile din 2.36. Deoarece în C există imagini şi imagini 

U)\LMSC rezultă că: 

f(UA') - U f( A ) şi f(nAO = n f ( A ) ^ 
f j ' y i' 

pjnii u orice J ' e J Atunci dm teorema 2.36. şi condiţ ia (2.4) rezultă că pentru orice u ( (I) \ 

,1 h C'(B,E) avem: 

(Ut;)g^Uf.g Şl h ( U ) = . U h f , 

pun urmare categoria C este superior bicompletă. 
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§.3. LIMITE PROIECTIVE ŞI REPREZENTABBLITATE 

ÎN a-CATEGORH CONCRETE 

Prezentăm aici o clasă de a-categorii concrete care au un generator punctual - condiţia 

i ) - îaţă de care limitele proiective în (Ec, Ef) verifică o axiomă de regularitate relativ la 

nu.rtisniele stricte - condiţia (3.2). în acest context suntem în măsură să demonstrăm 

existenţa limitelor proiective a-categoriale şi teoreme de cvasi-constructivitate. Teorema 2.28 

a permite să dăm o clasă de a-categorii constructive şi, în particular, posibilitatea întărim 

teoremelor de existenţă a limitelor proiective de sisteme proiective în a-categorii de spaţii 

îiulsiirabile şi probabilistice dm [Ber.76], [Ber.77] şi [Bun.85] şi generalizarea lor Parte din 

lezuitatele de mai jos sunt preluate din [DK.98a] şi [DK.98b]. 

începem cu un inventar al unor proprietăţi speciale ale a-categoriei (Ec, Ef), 

proprietăţi care, in anumite condiţii, sunt reflectate asupra a-categoriilor concrete (C, C ) prin 

tunctorul de uitare Q un studiu mai detaliat în contextul mai larg al unor categorii ordonate 

de mulţimi şi relaţii fuzzy l-am realizat în [Da.82b], [Da.83a] şi [Da.83d]. Pentru proprietăţile 

corespondenţelor am folosit monografia [BGM0.84] , pentru cele ale spaţiilor măsurabile 

[BB X:̂ ]. iar pentru cele ale spaţiilor topologice [Kel.69]. 

In cele ce urmează vom considera că ( Q C ) este o a-categorie la stânga concretă care 

are proprietatea: 

astfel ca •D'o=Do şi [ZEC, fEEc(Do,C]Z)] => fEC(D'o,Z) (3 1) 

unde iar reprezintă functorul de uitare (vezi 1.8.5.). 

3.1. Definiţii Fie f e EC(X,Y), A e X şi B (z Y. Notăm f ( A ) = U f ( a ) şj 
asA 

t (B) - {x^X i f (x)nB5t0}. Uneori în loc de f(A) vom sene fA. Desigur f e Ec(fX,X); f se 

numeşte inversa slabă a corespondenţei f. Dacă; 

[x.ye X, f ( x ) r ^ ( y ) * 0 ] f (x)=f(y) , 

t se numeşte corespondenţă semiunivocă. Dacă: 

[x,yGX, f ( x ) n f ( y ) ^ 0 ] rr> x=y, 

t se numeşte corespondenţă univocă (injectivă). Dacă fX=Y, f se numeşte corespondentă 
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suKjcctivă Desigur f este surjectivă dacă şi numai dacă f E E C ( Y , X ) . Notăm: 

f^B sau f^(B) mulţimea {XGX | f(x)ciB} şi graf(f)={(x,y)GXxY | y Gf(x)}; 

f ^ se numeşte inversa tare a corespondenţei f, iar graf(f) - graficul ei. Se verifică imediat 

următoarele: 

3 . 2 . Proprietăţi. Fie f G E c ( X , Y ) , IGEC, A^CZX, B^CIY pentru orice i e i şi B E Y . Atunci 

(a) 

(b) f - ( r^ ,)c:r^-(Bi) , ^ - H B ^ e f - ^ L ^ B , ) 

(c) f ( B X f ^ B r 

unde cu B' am notat complementara lui B (în Y). 

3.3. Propoziţie. Fie fGC(A,B) Următoarele afirmaţii sunt echivalente 

(a) f este monomorfism 

(b) [fX^fY, X ,YcA] X=Y. 

Demonstraţie, (a) => (b). Fie X , Y c A astfel ca 0(=fY. Definim g(xo)=X, : din 

( > I), g,hG(Do,A) şi cum fg=fh, din (a) rezultă că X=Y. 

(b) (a). Fie g,hEC(Z,A) astfel ca fg=fh şi ZEZ, X=g(z), Y-h(z); atunci, din (h) 

ic/ultă că X=Y; deci g=h. 

3.4. Obseivaţii. 1. Dacă f este univocă, atunci este şi monomorfism. într-adevăr, dac i 

TX^TY ŞL X G X , atunci ex i s t ăYEY astfel ca f(X)nf(Y) ; t0^ deci x=y; prin urmare X C Y şi analog 

^ X, iar dm 3.3 rezultă că f este monomorfism. 

Inversa afirmaţiei precedente nu este adevărată în general De exemplu, in Va 

Lv)nsiderăm A={a,b}, B={x,y,z}, cu elemente distincte, f(a)={x,y}, f(b)^{y,z| , atunci 

t Mc)nKc(A,B), dar f nu este nici măcar semiunivocă 

2 Dacă fEEc(A,B), g€Ec(B,C) sunt surjecţii, atunci (gf) g şi (f ) 

3.5. Propoziţie. Dacă f€EpEc(A,B) atunci f este corespondenţă surjectivă 

Demonstraţie. Presupunem, prin absurd, că fA^^B Fie h(x)^x, pentru x ztA un 

h(\) \ pentru x t B \ f A , unde y este un element fixat din fA Atunci gf=hf, iar g-h 
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3.6. Observaţie. Inversa afirmaţiei precedente nu este, în general, adevărată. De 

exemplu. Fie feEc(A,B), A={a,b,c}, B={x,y,z}, cu elemente distincte, f(a)={y,z}, f(b)={z,x}, 

1 l\ .y] Desigur f este suijectivă, dar nu este epimorfism; într-adevăr, pentru g(x)={y,z}, 

e(\ ) : / . \ | . g(z)^{x,y} Şl h(x)=h(y)=h(z)=B se verifică imediat că gf=hf şi g^h. 

Următoarea proprietate este utilă în construcţia epimorfismelor din Ec care nu sunt 

funcţii 

3.7. Propoziţie. DacăfGEpEc(A,B)\Ef(A,B), atunci pentru orice a e A pentru care există 

ii b' --f(a). există şi un a ' e f (b') astfel ca b^f(a') . 

Demonstraţie Presupunem, prin absurd, că există aeA, b,b'ef(a), b;tb', iar b,b'ef(x) 

sau h.b tf F(x). pentru orice XGA. Fie g=lB şi h(x)=x, dacăxeB\{b,b'}, h(b')=b, h(b)=b'. Atunci 

!!t' ut'şi h^g 

3.8. Propoziţie. Fie feEc(A,B). Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) fGEpEc(A,B) 

(b) f GMonEc(B,A). 

Demonstraţie (a) (b). Din 3.5. rezultă că f-GEc(B,A). Fie g,hGEc(C,B), astfel ca 

t g- f h Şl D = { x } u n d e x g C . Definim u,veEc(D,B)prinu(x)=v(x)=B, u(c)=g(c), v(c)=h(c). 

c C Atunci u şi V sunt suijective şi f u=f v, iar din 3.4.2. şi (a) rezultă că g=h. 

(b) => (a) Fie f sMonEcCB.A). Fie g,heEc(B,C) astfel ca gf=hf Cum fes te surjecţie. 

fără a restrânge generalitatea putem considera că g şi h sunt de asemenea surjecţii; din 3 4 2 

rc/ultă că f h =f g , iar dm (b) şi din nou 3.4,2., g=h. 

3.9. Consecinţa Fie f€Ec(A,B). Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) fGBiEc(A,B) 

(b) fGMonEc(A,B) şi f •eMonEc(B,A) 

3.10. Propoziţie. Fie fGC(A,B). Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) f este semiunivocă 

(b) f = f f f 
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Demonstraţie, (a) => (b). Din Ia^^ '^ rezultă că f d f f "f; invers, dacă bE f f ' f (a) atunci 

există b'Ef(a) şi a'Ef '(b') astfel cabEf(a'); prin urmare b 'Gf(a)nf(a'), iar din semiunivocitate 

rezultă că bGf(a), deci f 'ffczf. 

(b) (a). FiebGf(a)of(a ' ) , a,a'EA. Atunci a,a'Gf (b), de undef (a )ef f Xb)eff-f(a')=f(a') 

Şl, analog f(a')ef(a). 

3.11. Consecinţă. Dacă fGEc(A,B) este semiunivocă atunci f este un morfism regulat 

(în sens Von Neumann). 

Demonstraţie. f=fgf, unde g(b)=f ' (b), pentru b e f A şi g(b)=A, pentru beBVfA 

3.12. Definiţie. Fie f G C ( A , B ) şi f e C ' ( A , B ) . Dacă fc i f spunem că f este o sclcciu 

strictă a lui f; notăm cu S(f) mulţimea selecţiilor stricte ale corespondenţei f 

3.13. Propoziţie. Fie fEEc(A,B)- Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) fGReEc(A,B) 

(b) f este univocă 

(c) S(f) cJVtonEf(A,B) 

Demonstraţie, (a) => (b). Fie gEEc(B,A) astfel ca gf=lA şi a,a'EA cu proprietatea ca 

L^xistă xef(a)of(a ' ) ; atunci g(x)=a=a', deci f este univocă. 

(b) => (c).Evident, dacă f 'ES(f), f ' este univocă, deci şi injectivă. 

(c) ^ { h ) . Dacă a,a'GA şi xEf(a)of(a ' ) , există f E S ( f ) astfel ca f (a)=f(a ' ) -x , iar din ( o 

ic/uliă că a=a'. 

(b) => (a). Fie g(b)=f (b), pentru befA şi g(b)=x, pentru bEB\fA, x fiind un element 

i ixat din A Atunci gf=la ; într-adevăr, cum lACif f, rezultă că aGgf(a), aE A, iar dacă a' 

există bGf(a) astfel ca a'Ef (b); deci bEf(a)nf(a') şi a=a' 

Ţinând seama de 3.4.1. şi 3.13. rezultă că, în general ReC(A,B)^MonC(A,B) In ca/ui 

( Vx are loc următoarea caracterizare a morfismelor retractabile 

3.14. Propoziţie. Fie fGEc(A,B). Următoarele afirmaţii sunt echivalente 

(a) fEReEc(A ,B) 
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(b) feMonEc(A,B) şi f este semiunivocă. 

l)emonstra|ie (a) => (b). Este imediată din 3.13.. 

(b) (a) Dacă f(a)rf(a')?t0, cum f este semiunivocă, f(a)=f(a'); dar f este 

monomorfism, deci, conform 3.3., a=a'. 

3.15. Observaţie. Dacă în locul categoriei Ec considerăm categoria C, atunci între 

afirmaţiile din 3 13 au loc implicaţiile (a) => (b) O (c), iar între afirmaţiile din 3.14., 

implicaţia (a) (b). 

3.16. Propoziţe Fie feEc(A,B). Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) f-ESeEc(A,B) 

(b) BA'cA astfel ca restricţia fA.GlzEf(A',B) 

in acest c a z : 

(c) f este surjectivă şi S(f •)-nMonEf(B,A)vi:0. 

Demonstraţie (a) (b). Fie geEc(B,A) astfel ca fg=lB Pentru orice b e B alegem 

a -g(b) Şl .'X'^ţat, I beB}. Cum g este retractabilă, din 3.13. rezultă că este univocă; dai 

t(aj-:tg(b)={b}, b e B , deci f(ab)=b şi fA.eIzEf(A',B). 

(b) => (a) Se verifică imediat că g=fA' este o secţiune a lui f 

(a) :n:> (c). Cum f este epimorfism, din 3.5. rezultă că este corespondenţă surjectivă, 

iar dm (b). că există A ' cA astfel ca f^ elzEfCA'.B). Atunci luând g(b)=f "(b)nA', b e B , rezultă 

imediat că g€S(f •)r^MonEf(B,A). 

3.17. Consecinţe, l. feSeC(A,B)r:>S(f)cEpEf(ClA,C:B). 

2 IzC=lzC. 

Pentru ultima afirmaţie se folosesc 3.13. şi 3.16.. 

3.18. Propoziţie. Ec este o categorie perfectă. 

Demonstraţie. Fie fGBiEc(A,B). Atunci 

3b,Ef(a)\f(A\{a}), VaeA (D 

căc i . dacă nu ar fi aşa, ar exista un a e A pentru care f(a)cf(A\{a}), iar din 3.5., că 
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fA=f(A {a})=B Şl din 3.13. că f nu este monomorfism. 

Fixăm BG ca în (1), pentru orice a^A. Fie B '={B3 aeA}. Din (1) rezultă că fg-^BJ^a, 

dec i fp EEpEf(B',A). Mai mult, din construcţia lui B', fg. ElzEf(B,A), iar dm 3 16 că 

f eSeEc(B,A). Dar f •EMonEc(B,A), conform 3.9., deci f •GIZEC(B,A). în sfârşit, dm 3.17 2 

rezultă că fElzEf(A ,B). 

3.19. Observaţie. în continuare vom aborda problema reprezentabilităţii în (C,C') 

înainte de aceasta, dăm câteva rezultate din a-categoria mulţimilor care vor fi utile în 

continuare. 

3.20. Propoziţie. Fie F=(X^f;j)EproEci Şi (e^^ed^ (vezi 1.10.) Fie i 1. 

A rX^ Şl xEf/A^ . Atunci există jo>io astfel ca pentru orice j>jo, f(x)c:f,^A^ 

Demonstraţie. Fie X = ( B , ) E P I M . Defmim y pentru i>IO şi C = B , în rest 
1 1 'o 

Atunci (C,)(z(B,), f,.C c C „ pentru orice iGl şi j e l „ iar C ^ H A ^ c iB . Prin urmare există j 1 
'o 'o o 'o 

astfel ca =0, ceea ce atrage egalitatea Cj=0, pentru orice j>jo, deci f (x)cf,^A^ , pentru 

orice iJ j , 

3.21. Observaţii. 1. ( Q C ) este o a-categorie la stânga de tip stâng {D',}, sau. 

echivalent, este generator pentru C şi pentru C. 

2 Ec nu are egalizatori. De exemplu, dacă A={a,b}, f(a)=a, f(b)=A, să 

presupunem că f şi au un egalizator kEEc(N,A). Fie gEEc(Do, A) definit prin g ( x j a 

\tunci există un unic hEEc(Do,N) astfel ca g=kh, deci un unic nEh(x„) astfel ca a-k(n) 

desigur, atunci h(Xo)=n. 

Fie g'EEc(Do,A), g'(Xo)=A. Atunci există un unic h'GEc(Do,N) astfel ca g - k h ' Cum 

niortismul k este monomorfism, din 3.3. rezultă că h'(Xo);^ şi există n ' € h ( x j , n ' ;^ astfel ca 

h k(n'), dar k este egalizator, deci k(n')=A, iar din proprietatea de unicitate a lui h' rezultă 

că h'(x,)^n' 

Fie acum h"GEc(Do,N), h"(Xo)={n,n'}, atunci g'(x„)=A=kh"(Xo), în contradicţie cu 
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propnetatea de unicitate a morfismului h'. 

Pnn unnare Ec nu are hmite proiective. Totuşi, dacă o l-diagramă conservativă din 

Ex are limită suntem în misura să precizăm structura acesteia. 

3.22. Prepozifie. Dacă l-diagrama c<ms^*ativă F din Ec, are are limită în Ec, atunci 

i^=<PrM_f) unde PIM^ este mulţimea donentdor minimale ale mulţimii 

PI = ; R \ 0:«.\.czX=F(i), Ai=F(s)Aj, V i j e l şi s€ l ( i j ) } ordonată cu reâatia de incluziune, iar 

'TIA = .\ pentru once i € l şi once ITA^ePIM, 

Deawastnfie . Fie ( X f Atunci legea g ( ţ g ) defineşte o bijecpe intre 

t ; ( ^ A > Şl mulpmea n , ( Y J ) = { ( g j I g^eEc(YJQ, F(s)g=g, Tsel(i . j)} Conform 3 1" 2 esîe 

? jficieni să indicăm o bijecţie f din E f ţ P I M ^ ) astfel că ( f ' f H ^ ) Deoarece ( f j£FI , (PIM. .F i. 

rezultă că există un unic f G E c ( P I M ^ astfel ca (fj=<f,f) Fie g c f şi x = r L \ sPIM, Arunc: 

riî g(x)€PI, Şl nf;g(x)cn£;<x)GPIM^ ded (f ;gHf"f) şi ^ Prin urmare feEf(PIM,A) 

Fie Y^Ec . g,g €Ec(YJ»IM,) astfel că fg=fg'; atunci (f fgHf/ fg 'K deci ( f ^ H f e 1- iai 

i-̂ r. definiţia morfismelor f^ i eL rezultă că g=g'. Prin urmare f este monomorfism 

Fie acum > s X ; atuna Il£;(y)GPI^ Dacă x=IlA,c=nf;(y), unde x e P l . atunci există un 

.mc h € E c ( ! y } A ) pentru care .\,=fTi(y), pentru orice i e i Fie h'(yy={y} ^ h(y). Atunci 

f (vv=fh(v). pentru once i e i , deci h(y>={y}, A=f;(\'), iar n f ; (y )ePIM, : prm urmare f este 

^unectivă 

in plus. dacă v e Y e E c , (gJeFI,(Y,F) şi gCv)={xePIM,|fXx)cg<y). 7 , e l } , anmci 

3.23. Pi«p»zi|ie. Orice l-diagramă F din Ec are limită în (E^Ef) şi lim i. 

jnde PIM este mulţimea dementdor minimale ale mulţumi PI = (IlA, j 0 = A :z.\ = 

=¥{i). F(s)A,cA„ pentru orice i j e l şi s e l ( i j ) } ordonată cu relaţia de incluziune, iar 

?entTu once l e l şi orice nA^ePIM. 

Demoastmie. Evident (fJeFIM(PIMJ) Pentru once geEflTX.PIM) şi seKi. j! 

F < s ) f j c î ^ dea dacă x e X , ( g J e n ( X , F ) şi (&>c:(fj), atunci IIg(x)€PI 
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g(x)=nf,g(x) Şl ng,(x)cg(x)GPIM, deci (gi)=(fig); prin urmare (f,g)eFIM(X,F), iar aplicaţia 

definită prin g ^ ( f , g ) este o injecţie din Ef(X,PIM) cu FIM(X,F); ea este şi surjectie, căci dacă 

(g,)GFIM(X,F), şi XGX, atunci A=ngi(x)GPIM şi f,A=g,(x), pentru orice i e i . Prin urmare 

3.24. Observaţie. Cu notaţiile din 3.22. şi 3.23. să remarcăm faptul că dacă F este o 

l-diagramă conservativă, atunci PIcCJPI, deci nu putem afirma că limitele proiective în Ec, 

dacă există, coincid cu cele din (Ec,Ef). Totuşi coincidenţa se realizează în cazul în care 1 

este o mulţime preordonată, dirijată la dreapta şi în cazul în care F este o diagramă discreUi 

3.25. Propoziţie. Fie F=(X^,f,j) un sistem proiectiv conservativ din Ec de bază 1, dirijata 

la dreapta. Dacă există aceasta coincide cu '̂ "̂ (EC.EO'̂  

Demonstraţie Fie ^ec^ed^ CĂ în 1 10., ( A , ) E P 1 M , I ,E1 ŞI J Atiiiui 

I I 1, este nevidă, pentru orice iEl. Fie pentru orice IE1 Atunci (B>-PI 

(B.)c(A,), deci (B .HA.) şi A, A, . Fie (Y,g,)=limE,F. Cum pentru orice i j e l , i^.), f.f I 
o oJo Jo —— 

le/ultă că există un unic gEEc(PIM,Y) astfel ca (g,g)=(f,). 

Pe de altă parte, dacă y e Y , atunci (g,(y)) este un element minimal în PI, într-ade\ ai 

dacă (C,)GP1, (C,)c(g,(y)), fie I E I ; atunci ( B , ) E P I şi f . ,B = B „ pentru orice i e l şi | I 

cum (B,)c:(g,(y)), rezultă că (B,)=(g,(y)), deci şi (C,)=(g,(y)). Prin urmare există un uni. 

h M'(Y,PIM) astfel că (f,h)=(g,). în consecinţă gh^ly şi hg^lpp^, deci cele două lînni' 

uMncid (pînă la un izomorfism). 

3.26. Observaţie. Rezultatul precedent se poate extinde fără dificultăţi pentru ca/ul 

111 eare F este o I-diagramă, unde I este o categorie mică filtrantă la dreapta, [PR 711 
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3.27. Exemple 1. Fie F=(X„,f^). unde X ={k2Hk=0T'H HGN, f ^ şi pentru n<m, 

n.mN 

f (X) -
Ix} dacă XGX n 

i k2Mk-H)2^} , dacă x e X „ n ( k 2 ^ ( k 4 1 ) 2 " ) 

Desigur F este un sistem proiectiv conservativ de bază N î n Ec. Atunci 

unde f .(x)-{x}, dacăxeX„şi f„(x)={k2-^(k+l)2•"}, dacăxe(k2•^(k+l)2-"), oric^^ 

n ^ N într-adevăr pentru orice A=nA„ePIM există două posibilităţi; 

(a) există m e N ş i x„eX„ astfel că A„={x„}, pentru orice n>m; în acest caz identificăm 

A cu 

(b) pentru orice n e N, A„ conţine exact două elemente a„ şi b„ pentru care b n - a n = 2 î n 

icest caz există un unic XG[0,1] pentru care a„^<b„, pentru orice n e N ; în acest caz 

identificăm pe A cu x. 

Cum limita proiectivă este unică pînă la un izomorfism şi identificările de la (a) şi (b) 

stabilesc o bijecţie PIM [0,1], din 3.23. rezultă că ( [ 0 , l ] , f j = '̂̂ (EC.EOF 

2 Fie (în R), (M, d) un spaţiu metric complet, X„=M, f ^ ( x ) = {yeM | d(x,y)< 

I, pentru orice n,mGN, n<m şi XGM. Atunci F=(X„, f^^,) este un N-sistem proiectiv care. 

in general, nu este conservativ. Vom arăta folosind teorema 1.12. că unde 

U ( \ )={yeM! d(x,Y)<EN}, pentru orice XGM şi UGN. Desigur, cu notaţiile din 1.12., dacă 

(X,)GX, atunci (x„) este un şir Cauchy, deci există lim X„=XGM, iar ( x J R ( y J dacă şi numai 

dacă lim x^^lim ŷ , Atunci corespondenţa A lim x„=x, unde (X„)GA, stabileşte o bijecţie 

din PIM pe M, iar f„(A)=g„(x), pentru orice ( X „ ) G A G X / R , CU x=Iim x„ defineşte familia 

(f K:F1M(PIM,F) pentru care l jm^^^F=(M,g„)=(PIM,fJ. 

3 Este posibil că P1M=0. Fie F=(N,f^) , unde f^(x)={x-m+n,x-m+n+l,.. . ,x}, dacă 

X m ; n şi f„„(x)=N, pentru x^m (n<m). Am obţinut un sistem proiectiv conservativ în Ec 

pentru care PIM=0. 
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3.28. Obseivaţie. în continuare vom analiza existenţa limitelor proiective în a-categoni 

a stânga concrete ( Q C ) care verifică (3.1) şi condiţia: oricare ar fi o categorie mică I, pentru 

ice I-diagramă F pentru care existăL'EC astfel că DL'^L, f,EC(L',X.), IE1 or 

Şi pentru orice Y g C şi orice gGEf(IIIY,L) are loc implicaţia: 

[f.gEC(Y,X.), V i€ l ] , => gGC(Y,L ' ) (3.2) 

3.29. Teorema Condiţia necesară şi suficientă pentru că o a-categorie la stânga 

concretă (C,C) care verifică (3.1) să aibe limite proiective este că ea să verifice 

[Moprietatea ( 3 . 2 ) . 

Demonstrare. Fie F o I-diagramă în C Din (3.1) rezultă că (g,)EFIM(D'(,,F) dacă 

numai dacă (g,)EFIM(Do,IIlF). Din 2.11. şi (3.1) rezultă că (h,)EFIM(Z,F) dacăşi numai dacă 

(h FiM([IlZ,[IF), pentru orice ZEC. Notăm limită care există contorm 

2 > Şl, ca de obicei, F(i)=Xj, iEl. 

L Necesitatea. Fie (L',f;)= Conform observaţiei precedente,(f/) E F1M( DL ,DF ), 

deci există o unică funcţie h: • L ' - > L pentru care (f,h)=(f/). 

Fie X E L fixat şi MXO)=x (DO={XO}, conform (3.1)). Atunci (f .kjEFIM(Do,F), deci 

există o unică funcţie f DQ V astfel ca ( f / f )=( f jkJ . Prin urmare x-f(X(3) este unicul element 

din 1/ pentru care h(x')=x; în consecinţă h este o bijecţie. Cum limita proiectivă în (Ec,Ef) 

este unică pînă la o bijecţie (vezi 3.17.2.) putem considera că D L - L şi (f,')=(f,) 

Fie acum YEC şi gEEf(IIIY,L) astfel ca f,gEC(Y,X,), pentru orice IE1. Conform 

ciMisideraţiilordin debutul demonstraţiei, (f^g)EFIM([IIY,OF), deci (f,g)EFlM(Y,F) Prin urm ar-

există un unic g'EC'(Y,L') astfel ca (f,'g')=(f,g), deci (f/g')=(f,'g), de unde conform ipotezei 

le/ultă că g'^g Şl gEC'(Y,L'). Cu aceasta (3.2) este complet verificată 

2 Suficienţa. Din observaţia iniţială rezultă că (f,)EFIM(L',F), unde ca în (o 2) 

II ' l Mai mult, pentru orice ZEC Şl (h,)GFIM(Z,F), există o unică funcţie g: DZ ~> L astfel 

ea (t g) (h,) Din (3 2) rezultă că gEC'(Z,L'). Prin urmare 
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3.30. Observare. Fie ( Q C ) o a-categorie la stânga concretă care verifică (3.1), F o 

l-diagramă în Cşi ea în 3 23., Condiţia (3.2) şi teorema 3.29. ne asigură 

că mulţimea PIM se poate înzestra cu structura specifică obiectelor din C obţinând astfel 

obiectul I . sC astfel ca 1IL=PIM, iar corespondenţele f, sunt compatibile cu structura acestuia. 

In particular se poate arăta că ( Q C ) , în aceste condiţii, este cu produse stricte. Dacă în plus: 

pentru orice mulţime nevidă I, orice I-familie de morfisme { f j este superior completă şi 

•(^>f,)=o(Df,) (3.3) 

i-categoria ( C C ) devine superior tare completă (la stânga). 

3.31. Teoremă Orice a-categorie la stânga concretă care verifica (3.1), (3.2) şi (3 3 ) 

-•^te construct ivă 

Demonstrare Pentru a arăta că (C,C) este cu produse stricte, conform 3.29 , este 

>ut"icient să arătăm că (Ec,Ef) are această proprietate. Fie F o I-diagramă discretă în Ec; 

contorm 3.23. şi 2 13.. 

mde P este proiecţia canonică a produsului FIX, din Ef pe X,=F(i), i e i . Dacă X G E C ŞI 

«L; )-^.n(X.X,), atunci unicul morfism care verifică egalitatea (p.g)=(g,) este definit prin 

y(x)- ng,(x)cnx„ x e X ; deci lj®EcF=(nX,.p.) şi. conform 2.14, (Ec,Ef) este cu produse stricte 

Dacă {h.} este o I-familie de morfisme din C(X,Y) şi heC(Y,Z), cum Ec este tare 

completă la stânga, din (3.3) rezultă că: 

icc, ( C C ) este superior tare completă la stânga (vezi 2.23 ). în consecinţă, din 2.28. rezultă 

cfi (C'.C) este constructivă. 

3.32. Consecinţă. [Ber 75b]. A-categoria (Ec,Ef) este constructivă. 

3.33. Observaţie, Restul secţiumi îl dedicăm unor exemplificări ale teoriei făcute 

\ om extinde rezultatele privind sistemele proiective în a-categorii de spaţii măsurabile 
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generalizate din [Ber.76], [Ber.77], [Bun.85], cele din [Ber.71], [Ber.75b] şi [Top 72] pe 

a-categorii de spaţii topologice şi cele din [DB.86a], [DB.86b] şi [DR.86a] pentru a-categorii 

de mulţimi ordonate şi corespondenţe izotone în sensul lui [MS.73], [MS.74], [Smi 73], 

[RL.85] etc. 

3.34. Definiţii. l .Fie X o mulţime. Numim pavate a mulţimii X o clasă nevidă Py de 

submulţimi ale acesteia; cuplul (X,Px) îl vom numi mulţime pavată, dacă ZczX, pavarea 

{X W ; X 'ePx ) a mulţimii Z o numim urma pavării P^ pe Z. 

2 Fie (X,Px) şi (Y,Py) două mulţimi pavate; fEEc(X,Y) se numeşte corespondeniâ 

măsurabilă (faţă de pavările P^ şi Py) dacă f Y'g?^ pentru orice Y ' g P y - Dacă P, > F 

\ Py -> M sunt două funcţii spunem că / conservă măsura (faţă de |a şi v) dacă f este 

măsurabilă şi: 

Y ' E P v , f v ( Y ' ) < ^ ( f Y ' ) 

Dacă f este o funcţie s^un^m conservă măsura strict dacă f este măsurabilă si 

M(f Y')-v(Y'), pentru orice Y'^Py. 

3 Vom nota cu Yq mulţimea punctuală {Yq}, cu Bo mulţimea {0,Y,}, iar cu 

M B„ -> M funcţia definită prin |io(0)=O Şi Mo(Yo)=l 

Fie în continuare (X,Px) o mulţime pavată astfel ca 0 , XEP^. 

4 Dacă Px este o latice faţă de reuniune şi intersecţie, iar |i(0)==O, |i(X) I 

M(A)^n(B)-|i(Av^B)-H|i(AnB) şi AczB => |iA<|iB, pentru orice A,BePv^, atunci (X,P. ) sc 

numeşte spaţiu semipremăsurabil, [i-semipreprobabilitate pe P̂ ,̂ iar(X,P.^,|i) spaim 

seni iprepwhahilistic. 

5 Dacă Px este o algebră de submulţimi ale lui X, iar |i este o semipreprobabilitaic 

PI' W . atunci (X,Px) se numeşte spaţiu premăsurabil, [x-preprobabilitate pe P ,̂ iar ( \ , P LM 

s/u///// prcprohabilistic. 

(V Dacă P^ este închisă la reuniuni şi intersecţii numărabile, \i este o preprobabihtati 

Pv astfel ca pentru orice şir crescător ( A J şi orice şir descrescător ( B J din P;̂ , n- f i 

u( A, )^sup|iA^, | i ( r \BJ= in fn (BJ , atunci P^ se numeşte semi-a-algebră ck submutiinn lal. 

lui X), (X,?y)'spaţiu semimăsurabil, \x-semiprobabilitate (pe P^), iar (X,P, 

Si nj iprohiihilistic 
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7 Dacă Pv este o a-algebră de submulţimiâar [i este o măsură de probabilitate, atunci 

' . I se numeşte spaţiu măsurabil iar spaţiu probabilistic. 

3.35. Notafii şi observaţii 1. Esp (respectiv Ep, Es,Em) este categoria spaţiilor 

seniipremăsurabile (premăsurabile, semimăsurabile, măsurabile) şi a corespondenţelor 

măsurabile Dacă CG {Esp,£p,Es^Ein} vom nota cu C categoria pentru care C'=C, ale cărei 

!iiortîsme sunt funcţiile măsurabile; se verifică imediat că ( C C ) este o a-categorie la stânga 

concretă de tip stâng {(Yo,Bo)} 

2 EspP (respectiv EpP,EsP,EP) este categoria ale cărei obiecte sunt spaţiile 

-emipreprobabilistice (preprobabilistice, semiprobabilistice, probabilistice) şi ale cărei 

iiiortisme sunt corespondenţele care conservă măsura. Dacă C=Esp (respectiv Ep,Es,Em), vom 

luaa CP^^EspP (respectiv,EpP,EsP,EP), iar cu GP' categoria pentru care CP=CP' şi ale cărei 

morfisme sunt funcţiile care conservă măsura. Se verifică imediat că (CP,GP') este o a-

. alegorie la stânga concretă de tip stâng {(Yo,Bo,Mo)} Vom nota cu A: CP->C functorul de 

Uitare 

3 in (Esp,Esp') există morfisme minimale care nu sunt stricte. De exemplu fie 

X-V-(x,y,z},cu elemente distincte, Px={0,X,{y},{x,y},{y,z}} şi P̂ ^ clasa părţilor lui Fie 

î - Ec(X,Y) definită prin: f(x)=x, f(y)={x,z}, f(z)=z. Se verifică imediat că f este măsurabilă, 

iar dacă g ^ f , atunci g nu este măsurabilă. Prin urmare este minimal 

fără a fi un morfism strict. 

4 Fie (X,P^,M),(Y,PY,y)EEP şi f€Em'((X,Px),(Y,?,.)). Atunci f conservă măsura, i e 

t €EP'((X,Px,M),(Y,PY,y)), dacă şi numai dacă pentru orice Y'sPy : 

f Y ' g { 0 , X } => n(f Y') = Y(y). 

5 Fie P o clasă de submulţimi ale lui X. Notăm; 

Py - laticea cu prim şi ultim element generată de X, i.e. reuniunile finite de intersecţii 

tulite Şl intersecţiile finite de reuniuni finite ale elementelor din P. 

R(P) - algebra de submulţimi generată de P,i.e. reuniunile de forma unde 

\ ,B ^P, . cu mulţimile A„\B„, UGN, mutual disjuncte. 

< - semi-a-algebra generată de P; 
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S(P) - a-algebra generată de P. 

3.36.Teoremă. Fie CE {Esp,Ep,Es,Em}. Atunci ( Q C ) este cu limite proiective. 

Demonstraţie. Din 3.35.1. rezultă imediat ca a-categoria (C,C) verifică (3.1). Fie F 

0 I -d iagramă în C, F(i)=(X^,Pj) , iGl şi ^ ^ ^^ 3.35.5. cons ide răm cea mai 

mică pavare P l a mulţimii L astfel ca {f̂ 'A^ A^EP^, i E l } E P L Şi pentru care (L,Pl)EC Fie acum 

(Y,Py)EC Şl gEEf(NY,L) astfel ca fig:(Y,PY) ^ să fie măsurabilă pentru orice IEI. Fie 

P - j A c i L g AEPY}. Atunci: (L,PL)EC şi (f^'A, A,EP„ i E l j e P , deci conform construcţiei 

pa\ ării P,, PczPi , incluziune ce atrage imediat măsurabilitatea funcţiei g, i c 

- ('(((Y,Pv),(L,P, )). Prin urmare ( Q C ) verifică şi condiţia (3.2). Conform teoremei 3 20 

(CX') este cu limite proiective. 

3.37. Exemplu. Fie C ca în 3.36. şi F=(X^,f^) sistemul proiectiv din exemplul 3 27 I 

1 IC P, a-algebra discretă a lui X^, UEN. Atunci Fj=((X^,P^),f^^) este un sistem proiectiv în C 

iar GF.^F Notăm, ca în 3.27.1.., cu B a-algebra boreliană a lui [0,1 

iiiulc pe [0,1] am considerat topologia uzuală şi cu P mulţimea reuniunilor finite de interx alc 

deschise dm [0,1] cu marginile superioare în v^X .̂ Atunci: 

- (([0,l],P),fn) = (([0,l],R(P)),fn) Şl 

3.38. Teoremă. Fie CE {Esp,Ep,Es,Em}, F O I-diagramăîn CPŞI , , . \F 

Dacfi există atunci există o unică funcţie |i: Pv -> R astfel cn 

Demonstraţie. Din 3.35.2. rezultă imediat că (CP,CP') verifică (3 1) I u 

c IM r'F^'((Y,PYAO>r) Dm teorema 3.29. rezultă că există o unica funcţie măsurabilă 

BUPT



54 ^V ^ 1.IMITE PROIECTIVE ŞI REPREZENTABILITATE ÎN a-CATEG< ^RII CONCRETE 54 

n C •i(Y.Pv),(X,Px)) astfel ca ( f » = ( f ; ) Ş» h este bijecţie. Definim ^A=v(h A), pentru orice 

A . P , Atunci (X,P„M)€CP şi f,eCP((X.PX.^). (X,P,mJ=F(i)), pentru orice igI . Prin urmare 

(O :FlM((X,Px,^),F), deci există o unică funcpe care conservă măsura 

g - t P ((X,P.,.^),( Y.Pv,v)) astfel ca ( f ;g)=(0. Atunci f^g(x)=f,(x), pentru orice i e l şi XGX, deci 

u h helzCP((Y,Pv,v),(X,Px.M)). 

3.39. Exemplu. Fie unde ((X„,P„).f^)=F, ca în 3.37., iar este 

inxsura D.rac la O, i e. M A „ ) = 1 dacă Oe A„ şi M A J = 0 în rest, n e N , A„gP„. Atunci F, este un 

stern proiectiv in EspP (EpP,EsP,EP). Considerăm 5, măsura Dirac Ia O definită, respectu 

po P. R(P) Şl B. (vezi 3.37.). Atunci 

h: cliiinb \om arăta că limita proiectivă în (EpP,EpP') nu există. Conform ^ 

PpE^.AF,=(([0,l],R(P)),f„), unde orice element din R(P) este o reuniune finită de intervale 

iisiuncie C, din [0,1] având marginea superioară în .Să presupunem, prin absurd, că 

există '^^V^:pp.Epp^F;=({[0,l],R(P),^)fJ, ca în 3 38.. Definim pentru orice aG[0,l] funcţia n, pe 

R(P) astfel dacă O ^ ă ; M,A=l-a, dacă Q e ^ W V , ' ^^^^ OeAVVOl, 

li l dacă 0C/4rU\Î0Î' A6R(P). Se arată uşor că ([0,l],R(P),|ijGEpP. Mai mult, pentru 

I I ce M^A„=lc:>OeA„ <x> [0,2 ")cf„ A„o^ , ( f „ A„)=l, deci f„ conservă măsura şi 

if FIM(([0,1],R(P),H,),F2), pentru orice aG[0,l]. Prin urmare ([0,1],R(P),^J este izomorf cu 

( I O . I ] , R ( P ) , ^ ) , pentru orice aG[0,l] în contradicţie cu 3.38.. 

3.40 Observaţie. "Candidatul natural" pentru limita proiectivă în (EpP,EpP') a Im 

F - (([0,i],R(P),6O),f„) • ^^ ®ste limita proiectivă autentică din cauza exisţentei mai multor 

ideale maximale în R(P). De exemplu pentru a=0 şi a=l se obţin două probabilităţi |i„ şi H; 

a\ănd valorile în {0,1}; lor le corespund două ideale maximale în R(P): M(|in) = 

|AR£R(P): ^„A=0} = { A G R ( P ) 1 0 s e J ^ } şiM(^i)={A€R(P):^,A=0}={AeR(P) iOgA} Vom 

atiaiiza acest "defect" în § 4 prin intermediul dualităţii Stone. 
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în continuare analizăm existenţa limitelor proiective în câteva a-categorii de spaţii 

topologice având drept morfisme corespondenţe continue definite prin intermediul inverselor 

slabe, respectiv tari (vezi 3.1.). 

3.41. Definiţii. 1. Fie (X,Px),(Y,Py) două spaţii topologice. Corespondenţa fEEc(X,Y) 

se numeşte continuă (inferior semi-continuă) dacă f ' A e P x pentru orice AePy; f este tare 

continuă (superior semi-continuă) dacă f "^AEP^ pentru orice A E P y Vom nota cu Top (Topt) 

categoria ale cărei obiecte sunt spaţiile topologice şi ale cărei morfisme sunt corespondenţele 

continue (tari continue) şi cu T o p - T o p f categoria spaţiilor topologice şi a funcţiilor continuc 

l'vident (Top,Top') şi (ToptTopt') sunt a-categorii la stânga de tip stâng {(Yo,Bo)}; reamintim 

că Şl B,= {0,Yo}. 

2 Notăm cu Hausc categoria ale cărei obiecte sunt spaţiile Hausdorff nevide şi ale 

cărei morfisme sunt corespondenţele tari continue cu valori compacte, iar cu Hausc* categoria 

cu aceleaşi obiecte şi cu morfismele - funcţiile continue. Desigur şi (Hausc, Hausc') este o 

a-categorie la stânga concretă de tip stâng {(Yo,Bo)}. 

3.42. Observaţie. Nici una dintre categoriile Top, Topt ori Hausc nu este cu limite 

proiective, după cum s-a constatat în [Top.72]. Exemple triviale demonstrează că de fapt 

aceste categorii nu posedă egalizatori. în lucrarea amintită se dau condiţii foarte "tari" şi 

complicate de existenţă a limitelor proiective pentru anumite sisteme proiective (vezi de 

cxLMnplu [Top 72, § 6]). Dacă sistemele proiective posedă aceste calităţi, limitele proiectiv c 

c(Mncid cu cele a-categoriale. în schimb, limitele proiective a-categoriale există întotdeauna 

\lai mult 

3.43. Teoremă. Fie CE {Top,Topt,Hausc}.Atunci ( C C ) este constructivă 

Demonstraţie. A-categoria ( C C ) este de tip stâng {(Yo,Bo)}> deci condiţia (3 1) este 

satist'âcuta Fie F o I-diagramă în C unde F(i)=(X„T,) şi ^^^yr.lJF 

1 Dacă C=Top, fie T topologia generată pe X de mulţimea jf/D, i^l ,D 1 ; 

( oiuiiţia (v2) fund satisfăcută, din 3.29. rezultă că (Top,Top') este cu limite proiecti\ e I u 
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; g I o l - tanuhe din TOP((X,PX).(Y,PY)) Atunci KjUg, este o corespondenţă continuă, deci(3.3) 

este verificată, şi, conform teoremei 3.31. rezultă că (Top.TopO este constructivă. în 

particular 

2 Dacă C=Topt, luând pe X topologia T, generată de mulţimea {f. 'D. iGl,D,eT,}, 

Im» şi analog cazului precedent, se verifică (3.1),(3.2) şi (3.3); aplicând 

din nou 3 31 rezultă că (Topt,ToptO este constructivă. 

^ Fie acum C=Hausc. Definim: PIC={(C,) I C, compactă în X„iGl şi pentru 

«rice s^:l(i j) . F(s)C,cC,}, ordonată cu ordinea produs şi PIMc mulţimea elementelor minimale 

lui PIC Pentru orice l e l defmim g , (C, )=C„ pentru orice (C,)GPIMC . Fie T, topologia 

generată pe PIMc de {g. ' D j ieI .D,€T,} Atunci ((PIMc,TJ,g,)= într-adevăr. 

im Ierna lui Zorn. PlMc^0, (PIMc,TJ este un spaţiu Hausdorff, iar g ,eFI(PIMc,T,) ,F) Cum 

(Hausc.Hausc') este de tip stâng {(Yo,Bo)}. folosind 2.11., pentru orice (Y,PY)GHausc are loc 

echivalenţa 

(h , )€FlM((Y ,Pv) ,F)<^[VyeY : (h,(y))€PIMc], 

deci (g )eFlM((PIMc,TJ,F) . Mai mult, pentru orice (h,)eFIM((Y,PY),F) există o funcţie unică 

E >PlMc astfel ca (g,g)=(h,);.cum T = { U G P I M C | g 'UGPY} este o topologie pe PIMc care 

conţine mulţimea {g, ''D, I iGl,D,eT,}, rezultă că T^cT şi h este continuă. 

Prm urmare (Hausc,Hausc') este cu limite proiective. Din demonstraţia de mai sus 

rezultă că Hausc este cu produse; pe de altă parte, limitele proiective în Hausc' şi 

(Hausc.Hausc') coincid pentru diagramele discrete, conform 2 13.. Deci (Hausc,Hausc') este 

cn produse tari şi, respectând notaţiile din 1.16., JF^(-)=n Hausc(-,(X„T,). 

Fie acum (Z,P;,)eHausc şi Jp(Z,Pz)={(h,)6FI((Z,Pz),F) i 3hGHausc((Z,P2),(PIMc.T )) 

( e H) ;.(h,)L Presupunem că există (H,)GJF(Z.PZ). Pentru orice ZGZ definim H((h , ) )(z)= = ^ h{z) 
heN 

unde N={hGHausc((Z,P2),(PIMc,TJ) i (gih)ci(h.)}. Cum pentru orice HGN ŞI orice ZGZ, h(z) este 

compactă, g. fiind tare continuă, rezultă că H((hJ) este cu valon compacte şi este tare 

continuă; în plus (g.,H((h,))(=(hj, deci H((h,)) este cel mai mare element din N. Din teorema 

M K -- rezultă că ((PIMc,T,),g„H,JF) este o reprezentare a I-diagramei F în (Hausc,Hausc') 
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Şl ( (PIMc,TJ ,gj este limita tare a diagramei F. Din 2.20. rezultă că ((PIMc,TJ>k) este 

nivelatorul tare al diagramei nivelate a lui F, unde k=Ho((g^)). Conform teoremei 1 18 6 

rezultă că (Hausc,Haiisc*) este constructivă. 

3.44. Observaţie. în [BR.84] şi [RHR.84] se face un inventar al diferitelor noţiuni de 

continuitate pentru corespondenţe. Pentru fiecare tip de corespondenţe se pot introduce 

a-categorii la stânga concrete de tip stâng {(Yo,Bo)}i folosind tehnici similare celor din 

demonstraţia precedentă se poate constata constructivitatea lor. Detalii asupra unor construcţii 

speciale de limite proiective în asemenea a-categorii se găsesc în [CD.87a] şi [Da.88al 

3.45. Derinifie. Fie (H,<) o mulţime preordonată (ordonată). Pe m u l ţ i m e a părţi Io; 

iie\ ide ale lui H, notată P(H), definim relaţiile: 

A<B c^ [XEA => 3yEB: x<y] ( > l i 

A < B o [ y G B => 3 X E A : x < y ] ( ^ 

3.46. Pmprietăţi. Fie (H,<) o mulţime preordonată (ordonată) nevidă, I o mulţime 

ne\ idă, A „ B . E P ( H ) , astfel că IEI , unde relaţiile "<" sunt definite prin ( 3 . 4 ) , prin ^) 

sau prin (3 4 ) şi ( 3 . 5 ) . Atunci: 

1 P(H) este o mulţime preordonată 

2. v^A, < uB,; 

3 n A < n B , , unde pe produsele ITA,, ITB, considerăm relaţiile de preordine (ordine) 

produs, notate tot cu "<". 

3.47. Deriniţii. Fie (H,<),(H',<) două mulţimi preordonate (ordonate) şi feHciH.H ) 

Dacă [ a , b E H , a<b] =:> f ( a ) ^ ( b ) ( > 0 

unde relaţia f(a)<f(b) este definită prin (3.4), prin (3.5), sau prin (3 4) şi (3 5), f se numeai 

^incspondcnţă izotonă. Notăm: P01=P0r=P01r=P0f şi 0 1 = 0 r = 0 1 r - 0 f Convenim ca 

t -P01( (H <),(H'<)) (respectiv f ^ O l ((H <),(H'<))) 

J ica r \ eritică (3 6) faţă de relaţia (3 4) 

t\:POr((H <)) (respectiv f e C r ((H <),(H'<))) 
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Jacâ f verifică (3 6) faţă de relaţia (3.5). 

fcP01r( (H <),(H'<)) (respectiv f e O l r ((H <),(H'<))) 

dacâ f verifică (3 6) faţă de relaţiile (3.4) şi (3.5). 

Se verifică imediat, folosind 3.46.1. şi 3.46.2. că POI, POr, POlr, Ol, O r şi Olr sunt 

caieeoni ordonate concrete (vezi 1.3.2.) faţă de relaţiile (1.2). 

Dacă Ce{POI,POr,POIr} vom considera că C'=POf, iar dacă C={OI,Or,Olr}, C = O f 

Sc x enfică imediat: 

3.48. Proprietăţi. Fie C={POI, POr, POlr, 01, Or, Olr} Atunci 

I (C C ) este a-categorie la stânga concretă de tip stâng {DQ}, unde DO={x,} 

: (C.C) este superior bicompletă; 

.V ( C C ) verifică relaţia (3.1); 

4 (C.C) verifică relaţia (3.3), deci este şi superior tare completă la stânga. 

3.49. Teoremă. Fie C={POI,POr,POIr}. Atunci a-categoria (C,C) este constructivă 

Demonstralie. Fie F o I-diagramă în C şi, ca în 3.23., Atunci 

(P1\1.<)GC, unde relaţia "<" este defimtă la 3.46.3.. Fie (Y,<)GC şi geEf (Y ,P IM) astfel că 

T y RC(Y.X ).i-9l Atunci pentru orice x,yGY, x<y, dacăg(x)=nA„ g(y)=rTB,GPIM, din 3 46 3 

| t \ ' (xi<t ,g(y) , is l ] [A, :^„ iGl] g(x)<g(y), deci geC'((Y,<),(PIM,<)). Prin urmare relaţia 

2) este verificată Atunci, din 3.48.3., 3.48.4. şi din teorema 3.29. rezultă că ( C C ) este 

constructivă 

3.50. Propoziţie. Fie C={01,0r ,0lr} . Atunci ( C C ) este cu produse stricte. 

Demonstraţie. Cum C - O f este cu limite proiective, din 2.13. rezultă că pentru orice 

I-diagramă discretă F din C: = ^^c -F = ( (nx„<) ,p3 , unde pe produsul FIX, am 

.(^nsiderat ordinea produs "<" (vezi 3.46.3 ). Fie (X,<)GC şi (gjGnC((X,<),(X„<)) . Definim 

u(x)=^ng,(x), pentru orice xgX. Din 3.46 3. rezultă că g este unicul morfism din C(X ,nX,) 

peniru care (p,g)=(g,). Prin urmare linicF~((riX„<),Pj). 
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3 . 5 1 . Observaţie. Fie CG {01,0r,0lr}. Notăm cu A : C - > P C functorul de uitare, unde 

d:ic:l r - O I (respectiv Or,OIr) atunci PC=POI (respectiv POr,POIr). Din 3.48.4., 3.50. şi 2 28 

r c / u l t ă că pentru ca (C,C) să fie constructivă este suficient ca această a-categorie să fie cu 

l i m i t e proiective. Dar din 3.29. şi demonstraţia teoremei 3.49. rezultă că pentru ca o 

L-diagramă F să aibă limita proiectivă în (C,C) este necesar şi suficient ca (PIM,<)eC , unde 

( ( p r o p r i e t a t e care nu are loc întotdeauna. 

3.52. Exemplu. Fie F=(Z,f^J sistemul proiectiv de bază N în Olr, unde 2Z.. daca 

\ este par şi dacă x este impar, pentru orice n<m, n,mEN. Se verifică imediat 

ca în acest caz PIM={n2Z,n(2Z+l)} şi evident (PIM <)g01r. 

Totuşi, folosind 3.29., 3.48.4., 2.24., 2.27. şi 1.18.1. se verifică imediat: 

3.53. Teoremă. Fie F o I-diagramă în CE {01,0r,01r} şi LIM ), ca 

III > 4̂ ) Condiţia necesară şi suficientă ca F să aibă limită proiectivă în (C,C) este ca 

(PIM,:)( C , în acest caz F posedă o reprezentare ((PIM,<),f„H,Jp) în (C,C), iar ((PlM,- ),f) 

este limita tare a I-diagramei F. 

3.54. Observaţie. Nici una dintre categoriile POl, POr, POlr, 01, Or, Olr nu are 

-i-ali/aton într-adevăr, din exemplele 1.4. şi 3.52. rezultă că ele nu au limite proiective, iar 

dm ^ 48 îji v50 că ele au produse. 

BUPT



§.4. DlîAUTATE STONE PENTRU a-CATEGORD 

LA DREAPTA DE LATIO 

in această secpune stabilim dualele unor a-categoni la dreapta de latrici distributive 

cil prim Şl ultim element - pe scurt algebre prebooleene - în conexiune cu a - categoriile la 

.<tânL!a concrete analizate la 3.34. - 3.43., ca în [Da.98a] şi [Da.98b]. 

Reammtim că spaţiul Stone (Boole) al unei algebre Boole A poate fi construit cu 

ru! idealelor maximale, sau cu ajutorul filtrelor maximale, [PR.71]; fie HA mulţimea 

aealelor maximale ale lui A înzestrată cu topologia care are drept bază de mulţimi deschise 

> a ă asA unde ă={M€HA l a ^ } ; atunci HA este spaţiu Hausdorff compact, total disconex 

; S î o n e (Boole) al lui A, dacă f A -> B este un omomorfism de algebre Boole. a tunc 

HB -> HA este o funcpe definită prin H( f )N={aeA f(a)GN}, N s H B ; astfel. H devine 

-chu alenţă intre categoria algebrelor Boole şi categoria spaţiilor Boole cu aplicaţiile tar; 

. . r îuHie ca morfisme înlocuirea funcţiilor cu corespondenţe distruge dualitatea amintită, cel 

j Liţui din cauza comportării neşatisfacătoare a acestora relativ la operaţia de compelmentare 

'• .•ZI : ) 

in cazul unui spaţiu semi-premăsurabil (X,Px) (definiţia 3.34.) vom realiza construcţia 

; aţi ului de tip Stone în două etape: întâi vom renunţa la mulţimea de bază X reţinând doar 

..luebra prebooleană de mulţimi P^, apoi vom înzestra mulţimea idealelor maximale ale unei 

ai uebre prebooleene (A,<) cu o algebră prebooleană de părţi (analogul binecunoscutei teoreme 

loprezentare a lui Birkhofî). Formalizăm aceşti paşi prin intermediul a doi functori 

contra\ arianţi K (functorul de uitare) şi, ca mai sus, H. 

Considerăm transformarea K definită prin: 

<X,Px) h 

.V B,.̂  h 

-» P* 

K(f): Bl—» f~(B) 

-> PY 

(4.1) 
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pentru orice fGEsp((X,Px),(Y,PY). Atunci: K ( f ) 0 = 0 , K(f)Y=X şi 

K(0B,^K(f)B2, în timp ce, în general, K(f)(BinB2)'^K(f)Bir^(f)B2 (propnetarea 3.2 ), unde 

B ,B ePy Această constatare impune drept codomeniu pentru K categoria PB a algebrelor 

prebooleene (A,<) - notăm operaţiile pe A uzual: "V","A","0" ŞI "1" - ŞI a funcţiilor 

fGPB(A,B) care verifică: 

f(0)=0, f ( l )= l , f(a V b) = f(a) V f(b), a,bEA, (4.2) 

în acest fel PB devine o categorie ordonată faţă de ordinea laticială indusă pe 

morfisme, i.e.: 

f<g c^ [f(a)<g(a), aEA] (4 S) 

[KMitru orice f,gGPB(A,B), iar K devine un functor contravanant izoton între Esp şi PB 

Peste tot în continuare Bq va însemna algebra Boole cu exact două elemente 

,si I, 0^1) . 

Ne propunem la început să determinăm cea mai mare a-categorie la dreapta de tip 

(liept [B,,} care are ca obiecte algebrele prebooleene şi ca morfisme funcţiile care verifica 

(4 2) Vom folosi următoarele proprietăţi imediate: 

4.1. Propiietăţi şi notaţii. Fie AePB , I un ideal al lui A (i.e. a v b g I, va,bGl 

Iv I, a<b => ae l ) , B E A astfel ca < B > = A (unde < B > indică idealul generat de B în A), P un 

ideal prim al lui A (i e. P este ideal propriu şi a A b E P :=> aeP , sau b e P ) şi f: A B o 

tuiicţie Atunci: 

I I t M ( A ) c^ [beAM => 3CEI: b V c=l]. 

: Br .PcJ IO Pczl 

fGPB(A,Bo) f (0) este ideal propriu al lui A 

4 f este minimal în PB(A,BO) O f • ( O ) e M ( A ) , 

unde cu M(A) am notat clasa idealelor maximale ale lui A. Vom nota cu I(a) idealul general 

Ac clementul a t A\{ 1} numit idealul principal al lui a.. în general idealul unde A. 

c^ic nuilţimea {aGA|3nEN, CO, c,, ĉ  EC: a < CO V V CJ. 

4 .2 . Lemâ Fie A G P B . Următoarele afirmaţii sunt echivalente 

(a) [g,htPB(B,A), ga^] =>[3fGPB(A,Bo) minimal astfel ca fg^fh] 
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(bl (a.be A, a<b] =>{3c€A: a v c*l şi b v c= l ] 

(c) Once ideal principal al lui A este o intersecţie de ideale maximale. 

Demonstnfie. (a) (b). Fie a,beA, a<b şi B = { o A l } un obiect din PB cu exact trei 

elemente Definim g^ePB(B,A) astfel ca g(d)=a şi h (dH) Din (a) rezultă că există un 

element minimal f în PB(A3o) astfel ca fg*fh Desigur f(a)=0; f(b)=L iar f (0)€M(A), 

conform 4 I 4 , deci a 6 f (0) şi b 6 f (0). Din 4.1.1 rezultă că există c e f (0) astfel ca 

b . c = 1 Şl a V c * 1, căci dacă a v c = 1, atunci f(a v c)=fl(c)=l şi f (0) nu ar fi maximal 

{bi => (a) Fie gJiePB(B,A), g ^ Atunci există b e B astfel ca g(b)<g(b) h(b) Diii 

- > rezultă că există c s A astfel ca g(b) . ĉ l̂ şi g(b) . h(b) . c = 1 Fie I=<{g(b),c}> Cun-

e;te ideal, propnu a lui A, din lema lui Zom rezultă că există MeM(A) astfel ca ICLM 

Atunci g(b)=M Şl h(b)€M. Fie fePB(A,Bc,) definit prin 

f(a>=0 <=> aeM 

\tunci conform 4 1 4 . f este minimal în PB(A3o) şi fg==fh, căci fg(l))=0 şi f h ( b ) ^ 

(b) => (c) Fie a€A\{ l } . Conform lemei lui Zom, există ideale maximale ale lui A care 

: npn pe l(a). fie M mtersecţia acestora. Desigur M este ideal propriu al lui A şi l(a)ciM 

'resupunem că există d€\f\I(a). Fie b = d v a, atunci b>a, căci. în caz contrar, d s K a ) Dir 

rezultă că există c e A astfel ca a v c*l şi b v c=l Fie M, un ideal maximal care ^ 

.^niine pe I(c); atunci c€M^ dar beMczM,. Prin urmare b v c€M,: contradicţie ! 

(c) => (b) Fie a,b€A, a<b. Dacăb=l , atunci (b) are loc pmtni c=l . Fie b<l. Cum a<b 

ezultă că există un ideal maximal M care îl conţine pe I(a), astfel ca beA'M, iar din 4 1 i 

>zuiiă că există c e M astfel ca b vc = 1; dar aeM, deci a v c < 1. 

4 3 . Defini|ie. O latice care verifică condiţia (b) de la 4.2. se numeşte locală Notăn 

PBI categoria care are drept obiecte algd>rele prebooleene locale şi ca morfisme funcţnl-: 

••c îaiici locale care verifică (4 2). iar cu PBI' subcategoria categoriei PBI cu aceleaş 

obiecte şi ale cărei morfisme sunt definite prin: 

fePBKA.B) o [N€M(B) f N€M(A)1 

4.4. Teorema. (PBIJ^BI*) este cea mai mare a-categorie la dreapta de tip drept : B 

. re are ca obiecte algebre prebooleene şi ca morfisme fimcţiile care verifică (4.2). 
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Demonstraţie. 1. Arătăm că (PBI,PB1') este o categorie la dreapta. Desigur BOERBI, 

M(BJ- { { 0 } } , iar din lema 4 .2 . rezultă că pentru orice A g P B I : 

PBL'(A,Bo) = {fGPBl(A,Bo) I f minimal} (4 4) 

Fie A , B G P B 1 Şl gEPBl(A ,B) astfel ca pentru orice C E P B I ŞI orice fEPBr(B,C), fg să fie 

minimal în PB1(A,C). Fie M € M(B). Definim funcţia FOI B -> BQ prin f,(b) = O o b e M 

Din 4 1 4 rezultă că FO g PBr(B,Bo) ŞI fog ©ste minimal în PB(A,Bo); deci (fg) ( O ) E M ( A ) şi 

g M G M ( A ) Prin urmare gEPBr(A,B). 

Invers, dacă g E PBr(A,B) şi f E PBr(B,C), atunci fg este minimal în PB1(AX 

mir-adevăr, dacă ar exista hEPBl(A,C) astfel ca h<fg, din lema 4 2 rezultă că exist.) 

1 PB(C,B„) astfel ca foh<fofg, deci fofgEPBr(A,Bo) Şi nu este minimal în PB1(A,BJ. m 

Loniradicţie cu lema 4.2. 

2 Din (4.4) Şl lema 4.2. rezultă că (PB^PBn este de tip drept {B,} 

3 Demonstrăm că dacă ( Q C ) este o a-categorie la dreapta de tip drept {B | uiuIl' 

(• PB, atunci C<PBI şi C<PBr. Deoarece ( Q C ) este de tip drept {B, .} , din lema 4 . 2 rezultă 

CA C PBI Din 4 14 rezultă că pentru orice AEC: 

C'(A,Bj={fEC(A ,Bo) l f minimal în C(A,Bo)=PBl(A,Bo)}c:PBr(A,B,), 

MI din 4 2 rezultă că orice morfism din C este morfism şi în PBI'; prin urmare C'^PBI' 

4.5. Definiţie. Morfismul fEPBl(A,B) se numeşte petfect dacă pentru orice M^M(B) 

t \1 este o intersecţie de ideale maximale ale lui A. 

4.6. Pmpnetaţi. 1. Morfismele categoriei PBr sunt perfecte şi, în plus suni 

^Mnomorfisme de latici. 

: Dacă tV^PBl(A3) şi gEPBl(B,C) sunt perfecte, atunci gf este perfect 

Dacă A este o algebră Boole şi fEPBl(A,B), atunci f este perfect 

î PBI'i .A B) f este omomorfism laticial. 

Aceste proprietăţi fac posibilă introducerea unei noi categorii de latici locale 

4.". Notaţii. Notăm cu PBp categoria ordonată faţă de relaţiile (4 3) ale cărei < Hi (̂  

imi laticile locale, i e PBp=PBl şi ale cărei morfisme sunt morfisme perfecte şi PBp' PBI' 
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4.S.Teoreinâ. (PBp,PBp') este o a-categorie Ia dreapta de tip drept {Bp}. 

Demonstraţie. Deoarece fGPBp(A,Bo) dacă şi numai dacă f (0) este o intersecţie de 

idc^aie maximale ale lui A, rezultă că f este minimal în PBp (A,Bo) şi numai dacă 

t - PBl i A.B,) pentru orice A e P B p . Fie gGPBp(A,B) Ţinând seama de definiţia categoriei PBp' 

re/ultă câ 

g :PBp ( A,B) [ V C G P B I , Vf€PBl ' (B ,C) . fg este mimmal în PBl(A,C)]=>[VCePBp, 

t PBp'(B.C). fg este mimmal în PBp(A,C)] =>[VfePBp'(B3o): fgGPBp'(A3o)] => gePBp'CA^), 

dcci (PBp. PBp') este a-categorie la dreapta, şi, evident, este de tip drept {Bo}. 

4.9. Notaţii. Fie AePBl 

1 â --- ! M € M ( A ) | a € M } , a e A 

2 A - !â ' a € A } 

' T, A A este aplicaţia definită prin a ^ ă , a e A . 

4 t - topologia generată de ^ pe M(A) 

( iiiJ nu există pericol de confuzii vom scrie x în loc de t^ şi f în loc de f . 

4.10. Proprietăţi Fie A G P B I Atunci; 

1 T(A b ) - T ( a ) i ( b ) Şl T(aAb) = T(a)oi(b), a,bGA. 

: T ( a ) - e c ^ a=0, T(a)=M(A) o a = l . 

^ (M(A), Â)GESP 

TeIzPBl'(A,Â) 

(M{A),t) este un spaţiu compact T,. 

Demonstraţie. 1. Se verifică imediat. 

: Des.gur, T (O)=0 . Dacă a ; ^ , atunci 0<a şi, cum A este locală, există B G A astfel ca 

' I Şl b^l Fie M un ideal maximal care conţme idealul propriu generat de {b}. Atunc. 

\I t(a) Şl. prin urmare T(a)^0. Analog se venfică partea a doua a afirmaţiei. 

V Fie a .beA astfel ca ă f b Şi MGb\â . Cum b g M , există CGM astfel ca c v b = 1 
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Atunci M g c U a , deci cUb=M(A)' conform punctului 2., şi cUa;^M(A) 

4 Din punctele precedente rezultă că T G P B 1 ( A , Â ) ŞI că este surjecţie. Fie N E M ( Â ) 

Atunci T N este un ideal propriu al lui A. Vom arăta că el este chiar maximal, ceea ce va 

dovedi că T este morfism strict. Presupunem că aE A\ T N; atunci ă ^ N , deci există ^EB astfel 

ca A U B = ^ ( A ) Ş̂  b E X 'N, iar a v b = 1, conform 1. şi 2.; prin urmare T " N E M ( A ) 

Rămâne să arătăm că T este injectiv. Fie a,bEA, a<a v b. Atunci există CE A astfel ca 

a c 1 Şl a V b V c = 1. Fie M un ideal maximal care conţine pe a v c Atunci 

\1 / a, M E b Şl prin urmare T{ei)^(h). 

5 Fie J o mulţime, ajEA pentru orice JEJ, astfel ca M(A)=Uă^. Presupunem, prin 

absurd, că M(A) ^ ' ^ j , pentru orice mulţime finită J'ciJ. Conform 1. şi 2 rezultă că pentru 

NIICR nuilţinie finită J'CJ, V a ^ l pie I idealul generat de mulţimea {a, IJEJ} Desigur I e s t e 
y ^ 

un ideal propriu şi el este conţinut într-un ideal maximal M Atunci M E M ( A ) \ U a . 

contradicţie ' Prin urmare (M(A),T) ^^te spaţiu topologic compact. 

Fie M,NEM(A) , atunci există aEM, BEN astfel ca a v b = 1, deci M Eb N ^ 

(sau invers); prin urmare ( M ( A ) , T ) ^ spaţiu Tj. 

4.11. Notaţie. Fie H transformarea definită prin: 

^^^ " ( M ( A ) , Â ) • ^P^fi^l Stone al lui A, A E P B I 

H(0 N {MEM(A ) |F NczM}, NEM(B) , pentru orice fEPBl(A,B) 

4 . 1 2 . Pmprietâţi Fie A , B , C E P B 1 , f , f ' E P B I ( A , B ) ŞI gEPBl(B ,C) Atunci 

1 H(0 este o funcţie, dacă f este morfism strict. 

: t t̂  ^ H ( 0 c H ( f ) 

> ll(r)H(g) c H(gf), dacă g este morfism strict, atunci H(OH(g)-H (gf) 

4 t v P B p ( A 3 ) =^H(OeEsp(HB,HA) 
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5 f€PBp(A,B) Şl H(f) este funcţie fGPBp'(A, B) 

o H(f) T^(a) CTB(f(a)), a e A 

7 H(f) este închisă, i e. H(f)N este o mulţime închisă în spaţiul (M(A) , t ^ ) , pentru 

orice N € M ( B ) 

Demonstraţie Primele cmci afirmaţii se verifică imediat. 

6 Fie N € H ( f ) T^(a) şi MGH(f)NoxA(a); atunci a € M şi f "Nc=M; prin urmare f ( a ) € N şi 

7 Fie M e H ( f ) N şi a e f "N\M; atunci pentru orice M'GX^a), f NczM"; deci M e a e t Şi 

H ( f ) N - J 

4.13. Observaţii. Inversa afirmaţiei 4.12.1. nu are loc întotdeauna, deci dacă H(f) este 

funcţie, nu rezultă, în general, că f este un morfism strict. De exemplu, fie 

\ - \ 4 0 1] 1 £X\X} ' ^ interiorul mulţimii X şi I idealul generat de mulţimea 

M ± 1 n . N -
'1 n -H ' ' 

, fie f: A BO definită prin fX=0 <=> XGI: atunci unicul ideal maximal 

al hii A care conţine pe I este M = { X c [ 0 , l ] I g X } , deci H(f) este o funcţie: dar [0.1]GM l. 

ieci 1 nu este maximal, ceea ce atrage faptul că f nu este morfism strict. 

NICI inversa implicaţiei 4 . 1 2 . 2 . nu are loc, în general, de exemplu, dacă F: A ^ B , este 

definită prin f X = 0 c:> XGM, în exemplul precedent, atunci H(f) = H ( f ) şi f?if. 

Folosim acelaşi exemplu pentru a artăta că incluziunile de la 4.12.3 şi 4.12.6 pot fi 

încte Pentru X = [ 0 , l ) e A , X e M , deci M g X ; H( f )X=0 Ş» ^ B î n fine. fie 

H [0. 1). [1/2, 1], [O, 1]} Şl h. B ^ A scufundarea identică. Atunci (fh) ( 0 )= ;^ ;. 

H(tli)(0)={N,, N,}, unde N,= { 0 , [O, 1)} şi N^ = { 0 , [1/2, 1]}; pe de altă parte 

li(h)H(f)( {0})=H(h)M={N,}, deci H ( h ) H ( f ) ^ ( f h ) . 
* 

4.14. Propoziţie Fie fePBl(A,B) . Următoarele afirmaţii sunt echivalente; 

(a) f . PBp(A,B) 
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(b) H(f) T^(a)=TB(f(a)), pentru orice aEA. 

Demonstraţie, (a) => (b). Fie aEA şi NGTB(f(a)). Atunci a g f N şi, conform ipotezei (a), 

există MEM(A) astfel c a f "NczM şi a g M . Atunci MEH(f)NOT;^(a), deci NEH(f ) "TA(A); ţinând 

seama şi de 4.12.6. rezultă (b). 

(b) => (a). Fie NEM(B ) şi aEA\f 'N. Atunci NEXgfCa), iar din (b) rezultă că 

H(r)NoT,^(a);t0. Prin urmare există MET^Ca) astfel ca f NczM. 

4.15. Obsetvaţie. Din 4.12. rezultă că H: PBp Esp este un a-functor contravanant 

i/oton Afirmaţia se poate întări cu următorul rezultat: 

4.16. Propoziţie. KH este un functor covariant din PBp în PBp, iar aplicaţia A i . 

A- PBp, defineşte o echivalenţă naturală între functorii Ipgp şi KH. 

Demonsti^aţie Fie A ,BePBp şi fEPBp(A,B). Atunci KHB= b 

KH(F) A ^ B ESTEDEFMITPRIN:KLI(0(TA(A)) = H(F)'TA(A) = TB(F(A)), A E A , ^ 

l^lus. din 4 10 4., x,̂  este un izomorfism în PBr(A,KHA). Prin urmare deci 

KH(f)-TpfT/^EPBp(A ,B) consecinţă KH defineşte un functor covariant din PBp pe PBp, 

lai T -> KH este o echivalenţă naturală. 

4.17. Notaţii. Fie (X,Px)EEsp. Notăm cu Tx topologia generată de P^ pe X si 

^(Hucnim ca toate consideraţiile topologice pe care le facem în legătură cu spaţiul 

seniipremăsurabil (X, P^) să se refere la topologia Proprietăţile 4.10.5 şi 4 12 7 

iigeiează că pentru a obţine o comportare naturală a lui H şi HK să considerăm doar aceic 

paţii seinipremăsurabile pentru care (X, T^) este spaţiu compact T,, iar ca morfisme 

»>ics[nMidenţele închise 

4.18. Propoziţie Fie fEPBp(A,B), gEPBp(B,C) Atunci H(f)H(g)N-H(gON. peniru 

N TR M ( C ) 

Demonstiiaţie. F i e N E M ( C ) Din 4 12.3 şi4.12 7 rezultă că H(OH(g)Nc:H(gf)N Daca 
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M . H(gON Şl a e A astfel ca M e a , atunci as?(gf) "N, deci f ( a )€g N. Cum g este perfect, există 

M • M(B) astfel ca f (a )«M' şi g-Nc=M'. Atunci a«? fM' şi M 'eH(g)N. Cum şi f este perfect, 

c-xistă M%-:M(A) astfel ca as?M" şi f M ' c M " . Atunci M " e ă ^ ( f ) H ( g ) N . Prin urmare 

\1 HrnHTg)N (închiderea topologică). 

4.19. Deriniţii 1 Numim compunerea închisă a morfismelor feEsp((X,Px),(Y,PY)) şi 

g Esp((Y,Pv),(Z,P^)) corespondenţa notată g f defmită prin: 

g f ( \ i^J tT \ l . xeX 

Remarcăm că g f este cu valori închise şi este măsurabilă; într-adevăr, dacă C e P 

' g f (^ ] , ' -C^0} = {xGX|g f (x )oC; t0}=(g f ) "C=f g C. 

2 Notâni cu ES categoria ordonată concretă care are ca obiecte spaţiile 

^L'^npremăsu^ablle (X,Px) astfel ca (X,Tx) să fie spaţiu compact T, şi ca morfisme 

C'^respondenţele măsurabile cu valori închise, pentru care compunerea este cea definită mai 

( u ES' notăm subcategoria lui ES cu acelaşi obiecte şi cu funcţiile măsurabile ca 

i^i.H'tisme 

Din 4 19., 4.18., 4.10.5., 4.12.7. şi din faptul că dacă fGPBp(A,B) atunci 

H(r)^Esp(HA,HB), rezultă imediat: 

4.20. Propoziţie l .K(fg)=K(f g), f şi g fiind morfisme compozabile din Esp. 

2 (ES,ES') este o a-categorie la stânga de tip stâng {(Xo,Bo)}. 

> H defineşte un functor contravariant din PBp în ES. 

Ca in cazul clasic, [PR.71], se verifică imediat legătura dintre proprietăţile laticiale 

cik' spaţiilor semipremăsurabile şi cele topologice ale obiectelor categoriei ES. 

4.21. Propoziţie Fie (X,Px)eEsp. Atunci: 

1 (X, T^) este un spaţiu T, dacă şi numai dacă pentru orice x,y G X: [x^ y 

Pv ŞI y€A] . 

2 (X.T x) este compact dacă şi numai dacă orice ideal maximal al lui P̂ ^ este de 

iorma [ A E P . I X G A } , pentru un anume X E X . 
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4.22. Definiţii. Fie (X,Px)eEsp 

\ (X,Px) se numeşte redus dacă pentru orice xjeX: x^ => BA^P^: XGA, y g A 

2 se numeşte perfect dacă: M G M ( P x ) => 3XEX: M = { A E P x I X ^ A } 

in general, vom nota M^^IAEP^ XGA} idealul propriu al lui Px, pentru orice XEX. 

3. (X,PX) se numeşte local dacă V XEX şi V AEP^: XGA =>[3BEPx : A ^ B = X ŞI x g B ] 

4 (X,Pv^) se numeşte atomic dacă: XEX => {x} E P^ 

4.23. Proprietă^. 1. Obiectele categoriei ES sunt spaţiile semipremăsurabile reduse 

ŞI per fec te (vezi 4.21.) . 

2 Fie (X, PX)eEsp. Atunci: ( M J X E X } C M ( Px ) O (X,Px) este local 

3 Dacă (X,Px) este local atunci Px este o algebră prebooleană locală de submulţimi 

ale lui X: mversa nu este valabilă. 

4.24. Notaţie şi observaţii. Fie (X, Px) un spaţiu semipremăsurabil local Notăm 

cu n: , X -> M(P^) funcţia definită prin x M^. Uneori, când nu este pericol de confuzic 

omite indicele (X,Px) al funcţiei. 

1 71 (X,P^)-^(M(P^) ,P^) este măsurabilă; Â =A' pentru oricare AEP^ 

2 nX este o submulţime densă în (M(P^) ,TP) . 

> K este injectivă dacă şi numai dacă (X, Px) este redus. 

^ jiA -ÂflTrX pentru orice AePx-

^ Dacă, în plus, (X,PX) este redus, atunci n: (X,P^) ->{kX, P^HTIX) este un 

i/AHiK)rtism în Esp', vom identifica (X,Px) cu submulţimea densă a lui M(Pv) înzestrată cu 

urina lui p^ pe aceas tă submul ţ ime . 

4.25. Pmpoziţie. Dacă (X,Px) este un spaţiu semipremăsurabil perfect şi redus, aturu i 

csic local, iar n induce un izomorfism în ES din (X,Px) pe (M(P,J, P,) 

Deinoiisti:aţie Fie (X,Px)EES ŞI XEX Atunci, conform 4 22 2 , există VEX asttel CJ 
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\ I M , dar (X.P^) este redus, deci x=y şi M^eM(Px). Prin urmare, conform 4.23.2 , 

( \ P ) este local Dm 4.22.2. şi 4.23.3. rezultă că 7C este o bijecţie din X pe p^ , iar din 

4 24 1 că TT Şl TT' sunt funcţii măsurabile. 

4.26. Propoziţie HK este un functor covariant din ES pe ES iar n este o echivalenţă 

naturală din 1 f^ în HK. 

Demonstraţie. K este un functor covariant ES - > PBp. într-adevăr, din 4.25., dacă 

\ P ) ;ES . atunci K(X,Px)ePBp=PBl Fie fGES((X,Px),(Y,PY)) şi M,GM(P^). Atunci 

K<r) \1 =\B~P. f B G M J = { B e P j f ( x ) R ^ B = 0 } = {MjyGf(x)} ,dec iK( f )ePBp (PY ,P^ . ) j a rd in 

- 2 1 K ES -> PBp este contravariant şi HK: ES ES este functor covariant. 

2 - If.̂  HK este o echivalenţă naturală. într-adevăr, din 4.25., p , este 

•niorfism in ES. pentru orice (X,Px)GES. Fie fGES((X,P^),(Y,Py)). Arătăm că diagrama 

(X, P^) 71 

(Y ,Py) K (X, Py) 

( M ( I ^ ) , P x ) 

HK(f) 

(M(PyXPY) 

•^te comutativă Fie XGX. Atunci: HK(f)7t(x)=HK(f)M,={M,, | yGY, K ( f ) " M , c M J : ; 

;M y~f(x)} = 7t(f(x)). în plus, dacă yGf(x), atunci există B G Py astfel ca y c B . unde 

13 l ( x ) = 0 . căci f(x) este închisă în spaţiul compact (YJy); deci de unde 

;\1 V-JV. K(f)M,czM,} = {M .̂ |yGf(x)}; prin urmare diagrama este comutativă. 

4.27. Teoremă- K: (ES,ES') (PBp,PBp') este o echivalenţă la stânga - dreapta, ia-

I I ! PBp,PBp') (ES,ES') este o echivalenţă la dreapta - stânga. 

Demonstraţie. Vom verifica condiţiile din 1.14. (vezi şi 1.8.6.). Dm 4.26. şi 4 io 

- /uită că H PBp ES Şl K: ES - > PBp sunt echivalenţe. Dm defmiţa (4.1) şi comentariul 

nmâtor formulei (4 3) rezultă izotoma lui K, iar din 4.12 cea a lui H. Rămâne să probăm 
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că ambii functori conservă morfismele stricte. Fie fEES'((X,Px), (Y,PY)) Şi M^^M(Px). Atunci 

K(r) deci K(f)EPBp'(PY,Px)- Din 4.12.1. rezultă proprietatea similară pentru H 

4.28. Consecinţa Fie F o diagramă în ES care are limită proiectivă în (ES, ES') şi G 

codiagramă în PBp care are limită inductivă în (PBp, PBp'). Atunci: 

(a) 

( b ) 

4.29. Obseivaţie. (ESjES') şi (PBp,PBp') sunt cele mai mari a-categorii pentru care K 

es t e o echivalenţă la stânga-dreapta, iar H este o echivalenţă la dreapta-stânga, în sensul că 

Jacă (C\C') este o a-categorie la stânga, iar (D,D') o a-categorie la dreapta astfel ca: 

(1) D < PBl, D' < P B r 

(li) c_ Esp 

(111) H induce o echivalenţă la dreapta-stânga (D,D') (C,C) 

(iv) K induce o echivalenţă la stânga-dreapta (C,C) -> (D,D') 

iiiinci D PBp, D' < PBp\ C < ES şi C < ES' 

DemonstiTiţie Din (iii) rezultă că orice obiect din C este izomorf în C cu un spaţiu 

ciiiipremăsurabil perfect şi redus şi că orice morfism dm C este o corespondenţă închisă 

Dcoarece H(0 este o funcţie măsurabilă pentru orice morfism f dm D', rezultă că orice obieci 

clin Ĉ  este izomorf în Esp* cu un spaţiu semipremăsurabil perfect şi redus, deci CciES şi C 

KS' Dacă f este un morfism în C, K(f) este un morfism în PBp, iar din 4 18 rezultă că in 

( compunerea morfismelor este compunerea închisă, deci C < ES Din (i) şi (iv) rezultă că 

I) PBp lai D' PBp' 

4.30. Obseivaţie. Fie F o I-diagramă în Esp astfel ca H(KJF) să fie diagramă in KS 

\vMn nota in continuare F=(X„P,), pentru orice i e i . Vom analiza existenţa Iimtei proiectil* 

.1 Jiauramei H(KF) în (ES,ES') şi legătura cu limita proiectivă a lui F în (Esp,Esp') (\LVI 

(ccMcina ) Dm 4 28. rezultă că existenţa acesteia este condiţionată de existenţa limitei 

iiuiucti\e a l-codiagramei KF în (PBp^PBp'). De aceea vom demonstra în prealabil ca 
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(PBp,PBp') este cu limite inductive, îq)oi vom da condiţii necesare şi suficiente ca 

= şi vom arăta că (ES,ES') este cu limite proiective prezentând 

două caracterizări ale acestor limite. 

4.31. Propoziţie. Fie F o I-diagramă în Esp. 

1 H(KF) este diagramă în ES o KF este codiagramă în PBp. 

2 Dacă F(i) = (X„PJ este premăsurabil, i e i , atunci KF este codiagramă în PBp. 

Oenionstiafie. 1 Rezultă din 4 27 

2 Deoarece, conform (4.1), K: ESp PB este un functor covariant izoton, rezultă câ 

I' i'ste o algebră Booie (vezi 3.34 5 ), iar din 4.6.3. rezultă că F(s) este perfect, pentru orice 

^ Homl. deci KF este o codiagramă în PBp. 

4.32. Notaţii. Fie F=(A„F(s)) o I-codiagramă în PBI. 

1 X = { ( I )IL, este ideal propriu în A, şi F(s)I,c:Ij, pentru orice I,JGI, SGI(I,J)}; pe X 

..Misiderăm ordmea "cz" definită prin: ( I Jc(J , ) o I,c:J„ IGI. 

2 X - mulţimea elementelor maximale ale lui X. 

^̂  Pentru orice i e i şi a,GA„ f.(a,)={(!,)eXo I a,gl,}. 

4 B - {f(a,)!a,GA„ i e i } . 

A - algebra prebooleană de submulţimi ale lui X^ generată de B. 

6 M,= { a t A Ixga} , pentru orice XSXQ. 

4 . 3 3 . Propoziţ ie , ( a ) ( g ^ GIN(Bo .F ) o (g, ( 0 ) ) G X 

(b) (g )EINM(BO,F) O (g,-(0))GXo. 

Demonsti-aţie. (a) este imediată, iar (b) rezultă din observaţia că dacă 

) (h )£iN(B„.F), ( g , ) c ( h j dacă şi numai dacă g.(0)z)h, (0), IG1. 

Următoarele proprietăţi se verifică direct. 

4.34. Proprietăţi 1. f ,ePB(A.,A), pentru orice iGl 

2 P e n t r u o r i c e X=(I,)GXo, IEI, a ,GA.: a,GL, F .(ai)GM,. 

(f M J , = X, pentru orice xeX(j. 
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4.35. Propoziţie. Aplicaţia n definită prin x - > M^ defineşte o bijecţie X^ M(A) 

Demonstraţie. Fie x=(Ii)EXO. Desigur M^ este un ideal propriu al lui A. Fie M E M ( A ) 

astfel ca M, d M (Zom). Din 4.34.3. rezultă că I .ef^M, iEl . Dar ( f ;M)GX şi deci 

(F, M)=(1J . în plus, pentru orice IEL şi pentru orice a^EA^ conform 4.34.3.; FJ(a ,)EM => A.EL^ => 

din 4.1.2., MciM^, deci Prin urmare n este bine definită şi surjectivă; 

injectivitatea sa rezultă imediat, din 4.34.3.. 

4.36. Consecinţă. ( X O , A ) G E S şi 7CEIZES'((XO ,A), H A ) 

4.37. Teoremă. (PBI, PB!*) este cu limite inductive; dacă F este o I-codiagramă în PBI. 

itiinci = (A,f,), unde A şi f, sunt definiţi în 4 .32 . . 

DemonstiBţie. Din 4 . 2 4 . 5 . şi 4 . 2 3 . 3 . rezultă imediat că A E P B I , căci ( X O , A ) E E S in 

plii.s, ( f j c 1 N M ( A , F ) ; într-adevăr, dacă hEPBl(A,Bo), din 4 . 3 5 . rezultă că există XEX^ astfel 

ca h Şl din 4 . 3 4 . 3 . că ((hf^) (0))=(f, M J = x ; atunci, din 4 . 3 3 . rezultă că (hf,)ElNM(B .,F) 

Fie C E P B I ŞL (g jE lNM(C,F) . Căutăm un unic g E P B r ( A , C ) astfel ca (gf,)=(g,) Fie 

a A Dm definiţia 4.32. rezultă că există un mEN, m^^EN, ik^El, k=0^, s=0,m , a EA astfel ' ' ' k 'k» 

m n 
ca ^ _ . f (a ) Pentru a ne atinge scopul este suficient să arătăm că.g ^ ->c=V Ag (a ) 

. I' <1 ^ :t) 

I r I r 

Jefine^^te un morfism din PBR(A,C). Fie â  o f (a - ) =a Ş̂  c''=V Ag (a,̂  )EC Trebuie să 

iifnâin ca c c' Presupunem, prin absurd, că Cum C este locală, rezultă că exista 

\ astfel ca CAC'EN şi cvc ' gN , deci c g N , sau c ' G N . Săpresupunem că c 'gN, atunci C \ 

I IC h C > B., definit prin h(d)=0 c:>dGN. Atunci (hg,)ElNM(B,„F), iar din 4 33 rezultă 

\ N)v \Ef,(a,)c:>a^gg,N o g , ( a J g N , iEl, a^EA,. DarcEN, deci există s(k)E{O, p 

isitcl ca G (a )EN Atunci pentru orice kE{0,. .,n}, xgf (a ), deci x ^ a Dar c'-^N, deci 

cMsiâ pt JO, ,r[ astfel ca g (a,'̂  oricare ar fi qE {O, j } ; deci xEf (a, ), q=6^ şi x ^̂  
« 'fi 

In concluzie ceea ce contrazice ipoteza. 
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Rămâne sâ arătăm că g€PBl '(A,C). Fie N e M ( C ) şi h: C - > Bo definită prin h(c)=0 

dacă ŞL numai dacă CGN. Atunci x=(g,N)eXo. Este suficient să arătăm, conform 4.35., că 

\1 -IZ N Fie 1G I Şl a,GA,. Atunci: f,(aj)eM^ o x ^ f i ( a , ) => a,Gg,"N => f,(a,)Gg 'N, iar din 4.1.2. 

ro/ultă că M,czg N şi, prin urmare, M^=g N. 

4.38. Teoremă. (PBp, PBp*) este cu limite inductive; dacă F este o I-codiagramă în 

PBp atunci unde A: PBp PBI este functorul de uitare, iar 

> -l t sunt definiţii în 4 . 3 2 . . 

Demonstraţie. Conform teoremei 4.37., este suficient să arătăm că f, este morfisni 

i'crfect (vezi 4.5 ), pentru orice i e i . Fie M e M ( A ) . Atunci există X=(I,)GX(„ conform 4.35 . 

astlel ca M=Mv Fie B,=rA{M,GM(A,) I .cM,}, i e i . Atunci B, este ideal propriu al lui A, şi. 

uin pentru orice I,JG1, SGI( IJ ) , F(S) este perfect, F(s)B,c:BJ, conform 4.32.1., ( B , ) G X . iar 

\ (I ) z ( B J Dar XGX,,, deci, conform 4.32.2., ( B J = ( I , ) şi f, este perfect, pentru orice IG1 

4.39.Teoremâ. Fie G=((X„P,), G(s)) o I-diagramă în Esp astfel încât KG să fie o 

jodiagiamă în PBp şi, ca în 3 35., Dacă PlGPBI, atunci următoarele 

condiţii sunt echivalente: 

(b) VJczl finită şi V ( A ) , G n P . 
j 

L = Ug, A, 3 kGl: X, =U{G(s)-A, |IGJ, sel(I,k)} (4 5) 

Demonstraţie. Fie F=KG=(P„F(s)), unde F(s)=KG(s), pentru orice I,JGI şi SG1(I,J) şi 

Iv K(gJ, IGL. Din teorema 4.38., (PBp4>Bp,F=(A,f.), A şi f, fiind definite în 4.32.. 

(a) => (b). Fie ''^rpB^PBpoF^CPt.h,). Atunci există un izomorfism hGPBp'(A,PL) astfel 

va (ht )-(lv) Fie J o submuJţime finită a lui I, (A,)GNP_^ astfel ca L=Ug,A,=UhA Fie 1, 
j j ' .1 ' ' 
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idealul generat de mulţimea o»{F(s)Ai i e J , sGl(i,k)}, kEl . Pentru a demonstra (b) este suficient 

să arătăm că există kE l astfel ca Ik=Pk- Presupunem, prin absurd, că este ideal propriu a 

lui P^, pentru orice k e l . Atunci (LI)EX şi există, conform lemei lui Zorn un X = ( 4 ) E X o astfel 

ca (IJczx Atunci A,GI,(ZJ„ pentru orice i e J , deci ^ ^ ^ A i . Prin urmare Â  ÎN 

contradicţie cu ipoteza. 

(b) (a) Arătăm că (H,)GlNM(PL,F). Fie MGM(PL). Atunci (h, M ) E X Fie X=(J,)GX,, 

astfel ca (h, M ) e x şi J ideal generat de mulţimea {H^A^ iEl , A , E J J în P^. Din (b) rezultă că 

J este ideal propriu al lui PL- Cum pentru orice iE l şi A,EP„ astfel ca h,A,GM rezultă că A, I 

ŞI din 4 1.2. rezultă că M d J , deci M=J. Dar J^(zh, J=h; M, i e i , deci x=(h;M); atunci, 

:(Miform 4 33 şi 2.1 1., (h.)ElNM(PL,F). Din (h,)ElNM(Pi ,F) şi rezultă cfi 

există un unic hGPBp'(A,PL) astfel ca (hf^Hh,). 

Deoarece mulţimea {PEP^ 3aE A: h(a)=P} este o subalgebră prebooleană a lui P, care 

conţine mulţimea {h,A, IEI, A,EP,}, conform 4.6.1., rezultă că h este surjectivă. Pentru a 

proba injectivitatea, fie a,bEA, a;̂ B, x=(I^)Ea\b şi J idealul lui PI generat de mulţimea 

|H A, I iTzl, A,GI,} Din (b) rezultă că J este un ideal propriu. Ca mai sus: 

i G l , A , E P „ F . A . ^ M , => [ A . E I , Şl F A ^ H J]; 

din 4 1 2 rezultă că M^ch'J; dar J este ideal propriu, iar din 4.35., M^ este un ideal maximal. 

|Min urmare M^^^h J Atunci agM^=h'J, bEMx=h'J, deci h(a);^h(b). în concluziehElzPBp'(A,P, ) 

4.40. Observaţie. Condiţia (b) din teorema 4.39. este exprimată în termenii diagramei 

CI, desigur ea este satisfăcută dacă G este conservativ şi dacă pentru orice IE1, din g, A=X, 

\ P. re/ultă A - X , . în rezultatele următoare vom analiza limitele proiective din (ES,CS'') 

pun intermediul echivalenţei naturale n - teorema 4.41 - şi printr-o construcţie similară ccici 

Jin (Kc,Ef) - teorema 4.45.. 

4.41. Teoiieină. Fie G < ( X ^ , P ) , ^ s ) ) o I-diagramă în ES, f = K G ' ^^ in 4 

M \ , > X definit prm: g^(I^)=N{A: |A d K i^I Atunci ^ 

DiMiionstraţie. Din 4 38 şi 4.28 rezultă că există limita proiectivă în (ES,ES'), a lui 

BUPT



, - I )l JAi.n ATE STONE PENTRU a-CATEGORII LA DREAPTA DE LATICI 75 

H(KG) Ş. = (HA, H(f,)). Din 4.26., cum 7t: -> HK este o echivalentă 

naturală, rezultă că linuta proiectivă a lui q î» (ES,ES') există şi 

MHA.K^f , ,oH(f ) ) . Din 4.36. rezultă că = ((X,, A),7tl ^ H ( f » Dar, 

iX'niru orice i € 1 şi XGX,„ |M- G H ( f A . ' I xg f .A . , A . e R } = g,(x), 

Jec. I'm A).g,)-

4.42. Consecinţă. Fie G o I-diagramă în Esp, ( (L .PJ , ca în 3 

a<tt'el ca. 

(I) H(KG) să fie diagramă în ES 

(II) PI€PB1 

(ni) să fie verificată condiţia (4.5) de la 4.39. 

i le, ca in 4 41 . lim^^,^,H(KG)=((Xo,A),gJ. Atunci: 

U) ''"VpBpj>Bp-,KG=(P„K(f,)) 

(b) 5gs IzPBp ' (A ,P0 astfel ca (gK(g,))=(K(f,)) 

(O 3feIzES'(HPL,(Xo,A)) astfel ca (HK(f,))=(g.f) 

Demonstraţie. Din 4.32., (i) şi (ii) rezultă că functorul KG este o codiagramă în PBp. 

iar dm 4 39 rezultă (a). Din 4.28. rezultă că (HPL, HK(f , ) )=l im^^^^H(KG), de unde rezultă 

: mediat (c) în sfârşit, cum (A,K(g,))=l"®(pBpj.Bp^KH(KG) rezultă că există un unic izomorfism 

L: PBp'(A,P. ) astfel ca gK(g,)=K(f,), i € l şi condiţia (b) este verificată. 

4.43. Observaţie. Dacă I-diagrama G din Esp satisface condiţiile (i) şi (ii) din 4.42 . 

•itunci din teorema 4.39. rezultă că are loc echivalenţa (4.5) <=> (c). 

Exemplul următor ilustrează modul în care pot fi întrebuinţate proprietăţile de 
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dualitate din 4.42. şi clarifică "defectul" remarcat la 3.40.. 

4.44. Exemplu. Fie F,=((X„,P„),f^) sistemul proiectiv din Ep construit la 3 37 şi 

((fO.lj. R(P)),fn)='i"^(Ep,Ep')Fi Desigur, F, satisface condiţia (4.5): 

.A, , VJcN, J finită, , din [ 0 , l ] = ^ ; A j rezultă că există n e N astfel ca X^ - U f̂  

Fie ( M ( P J , p ) spaţiul Stone al algebrei Boole P„, n e N şi f : (M(X),R(P) ) 
n n 

> ( M ( P J p ) definită prin f N = { M g M ( P J | { A „ g P J f„A„GN}(=M}, pentru orice MeM(R(P)). I. n 
11 N Fie ca în 3.38. şi 3.39.; cum M(no)={AeR(P) I }, (vezi 3.40.) rezultă că M(|.i ) 

este ideal maximal în R(P) şi f M(HO)={MO",M",} unde M „ " = { A , e P j O g A J n 2 
\ r { A „ e P J 2 V A J , n e N . Atunci f M(|io)) ^(Mo")„ şi(f ) nu este familie invarianta n n 
minimală. 

4.45. Teorema Fie G =((X^,P),G(s)) o I-diagramă în ES, PI , B, ^ 

(';(s)B, :B,, V i j e l , VsGl( i j )} , ordonată cu ordinea produs, PIM mulţimea elementelor 

minimale dm PI , p algebra prebooleană de mulţimi a lui PIM generată de mulţimea 

; t B ! l e l , B,G p } unde f : PIM _> x^ este definită prin f ((B,)) = B,. 

Atunci ((PIM , p), f 

DemonstiTiţie. Fie ca în 4.44., Trebuie să dovedim existenţa 

unui i/omorfism tGES'((XO,A),(PIM^ p) ) astfel ca (f f)=(g,) Fie funcţiile k X -> PI şi 

H IM > \ definite prin: k(I,)=(o{A ,H A.EIJ), h(B,) = ({ A.E P | A.CB;}), pentru orice (L ) \ 

M (li ) IM Se verifică imediat buna definire a lui k şi h precum şi faptul că sunt funcţii 

doscicscătoare, în plus, dacă atunci hk(I,)=(!,) Prin urmare, dacă f este restricţia lui 
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k la X . atunci f X . ^ P l M ş,, în consecinţă, putem considera că feOf (Xo, PIM) este inversabilă 

1.U esa sa este restricţia lui h la PIM. Mai mult, ( f f)=(g.) şi f este măsurabilă; într-adevăr, 

P lMj t CCA} este o algebră prebooleană de submulţimi ale lui PIM care conţine 

mulţimea îf B,! i € l , B . e p }, f ' este de asemenea măsurabilă căci, pentru orice i e i , A,G p , 

H, A )= ; (B , )ePIM| A , g { C . € R | c . c B ; } } = r A , Prin urmare ( P I M , p)GES, feIzES'((X,„A), 

(Pl^l p» Şl {f f)=(g,) 

4.46. Observaţii. 1. Orice element din PI conţine un element din PIM şi 

onform Icinei lui Zorn, situaţie care nu este valabilă, în general, în (Ec,Ef), după cum s-a 

ă/ut la 3 27.3 

2 Conform 4.24.5. un spaţiu semipremăsurabil poate fi identificat cu mulţimea densă 

T.X a spaţiului Stone (M(PX), Tp )= (X T ) , înzestrată cu urma p OTCX. Remarcăm că şi 
PX ' X 

I'aţii le topologice (X, T^) şi (KX, JOTIX) sunt izomorfe; într-adevăr mulţimea 

P A TiP^^triTiX} ®ste o topologie pe X care conţine P^ şi { Q c x I H'QeT^} este o topologiex 

care conţine mulţimea jp^, deci n: (X,Tx) (^tX, f o T i X ) este homeomorfism. Analog se 

arată că (X, S(Pv)) şi (KX, S(p^)o7iX) sunt spaţii măsurabile izomorfe (vezi 3.35.) şi, la fel. 

iX,(B(X)) Şl (TtX, B(x)n7cX) , unde B(X) şi B ( x ) sunt x-algebrele boreliene ale lui (X.Tv). 

icspectiv (x^ t ) 

4.47, Consecinţă. Fie G=((X.,P,), G(s)) o I-diagramă în Esp şi ((L, 

astfel ca (i) Şl (li) din 4.42. să fie verificate. Dacă (X„ P,), l e l şi (L, PL) sunt spaţii locale şi 

reduse identificându-le ca la 4.46.2. cu spaţiile Stone corespunzătoare, notând G=H(KG) şi, 
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ca in 4 45 , ( ( P ^ H p ) , ? a t u n c i există o submulţime densă Y a lui PIM astfel 

ca (L,P; ) Şl ( Y , p o Y ) să fie izomorfe în Esp' şi, după identificarea lui L cu Y: 

f,(x) c f (x)r^X, Şl f (x) = f ( x ) , pentru orice i e i şi XEL. 

4.48. Propoziţie. Fie G=((X,P,),g,j) un (I,<) sistem proiectiv în Esp şi ((L,Pi), f,)= 

ivsp.Ksp'G: presupunem că pentru orice i e i , (X^, P,) este premăsurabil şi atomic ( \e / i 

4 22 ) Atunci (X„ P,) , i e i şi (L, PL) sunt spaţii locale şi reduse. 

DemonstiBţie. Fie x,yGL, x . ^ . Din 3.35. rezultă că există IEI astfel ca f,(x)of,(y 

I le x,Ef,(x) Şl A=f,(x,). Atunci XEA şi ygîA, deci (L,Pl) este redus. 

Pentru a demonstra că (L, P^) este local, fie XEA^P^; conform construcţiei lui P,. 

puieni presupune că există iEl şi A,EP, astfel ca f,'A =A. Fie x ,Ef ,(x)oA,. Atunci xEf, (x,), iar 

Jin > 20 rezultă că există j e I , j>i, astfel ca fj(x)c:gy'(xj). Fie B=fj (g,j (x,))'. Atunci B^P. şi 

4.49. Consecinţa Dacă GEproEspj verifică condiţiile din 4.48., atunci G verifică şi 

condiţiile (i) Şl (ii) din 4.42.. 
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Fie AFf categoria algebrelor universale cu operaţiile fmitare F şi a omomorfismelor 

dc asemenea algebra. Dacă f este o operaţie n-ară ( f e F J , A e A F f şi (d^X^czA, k=l,...,n 

definim operaţiile lui Minkowsky, [BGM0.84] , prin: 

f(X , .X;> - {f(x., , x j | x , e X „ k=l,.. . ,n) I * 

I \ A' AFf Şl (•ieEc([IlA,IIlA'). Dacă pentru orice n e N , orice f e F „ şi o r i c e a ^ s A , k=l n 

|v,inem că (p este o corespondenţă omomorfă sau corespondenţă de algebre, [Da.88b]. Se 

•niicâ imediat că algebrele cu operaţiile fmitare F şi corespondenţele omomorfe între 

ademenea algebre formează o categorie ordonată faţă de relaţiile (1.2), categorie pe care o 

ih'iăin cu AFc. 

Corespondenţele omomorfe sunt cazuri particulare de relaţii omomorfe, relaţii al căror 

'udiii a fost miţiat în lucrările lui B.Zelinka în contextul teoriei toleranţelor şi dezvoltat în 

V d - n ] . (Zel ^^). [CZ,75], [CNZ.76], [CZ.77], [Cha.77], [Cha.78], [MV.78], [MW 80], 

i( hDS2], [PB.82], [PE 84], [Tam.84], [PB.87], [PB.88], [MR.89], [Rad.91] etc. Interesul 

act^rdai acestui concept a fost generat de utilitatea aplicării teoriei toleranţelor în cele mai 

Ji\ crse domenii Remarcăm în acest sens lucrările de pionierat în teoria percepţiei - [Zee 61 ]. 

tei>ria automatelor şi a controlului - [Arb.66] şi [Arb.67], lingvistică - [Kal.67], [Jak.68] şi 

Şl biologie (teoria clasificării) - [Sch.68], [JS.68] şi [Sch.75]. Bibliografii 

iiiplementare legate de acest subiect se găsesc în monografiile [Cha.81], [Mau.82], [BP 82]. 

i \ l P \ 82I 

In această secţiune prezentăm o selecţie a unor rezultate privind structura, 

completitudinea, existenţa limitelor şi constructivitatea a-categoriei grupurilor preluate din 

!RI) S41. lDa85e] , [DR.86b], [Da.87a], [Da.88a] şi [Da.95]. 

Finalul paragrafului îl dedicăm unor probleme legate de existenţa limitelor proiective 

ategoria grupurilor ordonate parţial prezentate în [Da.89]. in a-e, 
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A. Corespondenţe de grupuri 

Notăm cu Gf categoria grupurilor şi a omomorfismelor de grupuri, iar cu Gc categoria 

ordonată a grupurilor şi a corespondenţelor de grupuri; în acest caz, folosind notaţia aditivă 

(fără a presupune comutativitatea grupurilor), F=(+,-,0), iar (pGGc(G,G'): 

(pa+(pb C(p(a-fb), -(pae(p(-a) şi OG(pO, Va,bEG (5 3) 

Dacă GEGF şi H este un subgrup al lui G vom scrie H<G; dacă N este un subgrup 
/ 

normal al lui G vom scrie NAG; dacă X e G , simbolul <X> (sau <X>^) va indica subgrupul 

venerat de X în G; No(H) va indica normalizatorul lui H în G, iar O grupul trivial {0} 

5 .1 . Lemă. Fie G , G ' E G C şi (pEEc([IIG,DG'). Atunci (pGGc(G,G') dacă şi numai dacă 

PLMUru orice x j e G : (px - (py cz (p(x-y). 

Demonstraţie. Fie (pEGc(G,G') şi x,y GG; din (5.3) rezultă că (px-(pyc(px^(p(-y)c(p(x-v) 

Invers, dacă (px-cpyc(p(x-y) pentru orice x,yGG, pentru x=y rezultă că OGcpO, dacă ii (rx. 

atunci -u G 0-(pxc:(p0-(pxc(p(-x), deci -(pxc(p(-x); cum (px-f(pyc:(px-(p(-y)ci(p(x-fy), rezultă că (5 ) 

L\sic \'crificată şi (pEGc(G,G'). 

Se verifică uşor proprietăţile următoare: 

5.2. Proprietăţi. Fie (pGGc(G,G'), A c G , B c G ' şi ker(p={xEG | Oecpx}. Atunci 

(a) (pOA(pG<G' 

(b) kercpAG 

(c) (px=y-h(pO, pentru orice XEG şi yE(px 

(d) (p este semiunivocă 

(e) (p este univocă dacă şi numai dacă ker(p=0 

(O (p(-x)=-(px, (p(x-^y)=(px+(py, Vx,yEG 

(y) ipcp (pA=(pA, (p (p(p Bccp B 

(h) (p(p B e B [bEB => b-fcpOczB] 

(i) (p(p A=A <=> [aeA => a+ker(pcA] 

(k) cpGGf(G,G') o cp0=0 
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5.3. Observ afie 1. în Gc grupul trivial O defineşte doar obiectul final, nu şi cel iniţial, 

Jeci Gc nu are obiect nul şi, în consecinţă, nici nuclee. Totuşi, vom folosi notaţia "ker(p" în 

sensul definiţiei de la 5.2.. 

2 Gc nu are egalizatori. într-adevăr, dacă O este un grup netrivial, O este grupul 

rriMal. 9-=Gf(0,G) este morfismul nul şi (peGc(0,G) definit prin (p(0)=G, atunci 6 şi cp nu au 

egalizatori, căci dacă 9n=(p|i, atunci 0=G|i(0)=(pn(0)=G, în contradicţie cu alegerea lui G. Se 

ştie că o categorie are limite proiective dacă şi numai dacă are egalizatori şi produse, [PP.79]; 

pri!i urmare Gc nu are limite proiective. 

5.4. Leniă. Fie G ,G 'eGc şi (peEc(DG,IIIG'). Următoarele afirmaţii sunt echivalente 

( a ) Q-9GC(G,G' ) 

(b) (D (0)AG. (p(0)A(pG<G' şi există f,GlzGf(G/(p (0), (pG/(p(0)) astfel ca 

-i(\ )-v-(i)(0). unde y Gf^(x+(p "(0)), pentru once x e G . 

-Afirmaţia rezultă din 5.2.(a), 5.2.(b) şi prima teoremă de izomorfism. în cele ce 

•nniează \ om folosi adesea notaţiile din următoarea proprietate imediată: 

5.5. Lenui Fie (PGGC(G,G'), (p'eGc(G,cpG) defmi tăprm (p'(x)=(p(x), pentru orice x s G . 

P .Gf((pG. cpG (p(0)) proiecţia canonică şi (pfSGc ((pG/(p(0),G') definită prin (P^Y )=>'+c()(0). 

unde y t(DG/(p(0). Atunci diagrama 

9 

> cpG/(p(0) 

•-•ste comutativă. 

5.6. Observaţie. Dacă (p,\i/eGc(G,G'), atunci 
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5.7. Teoremă. Fie (PGGC(G,G'). Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) (p este univocă 

(b) (p este monomorfism 

(c) [g,hEGf(H,G), (pg=(ph] => g=h 

Demonstraţie, (a) => (b). Din 5.2.(d) rezultă că 0=ker(p şi p'^(p'ElzGf(G,(pG/(p(0)); dacă 

(pa-(pP, atunci prin urmare a=p . 

(b) => (c) este evidentă. 

(c) => (a) Fie g,hEGf(ker(p,G) definit prin g(a)=a, h(a)=0, pentru orice aekercp. Atunci 

(ph, deci g=h, conform (c), prin urmare ker(p=0, iar din 5.2.(e) rezultă (a) 

5.8. Observaţie. Dacă (PGGC(G,G') este surjectivă nu rezultă că (p este epimorfism îii 

Gc De exemplu dacă G' este un grup netrivial, (p(x)=G', pentru orice XEG, a = l , , lar 

(^(v)-G\ pentru orice y ^ G ' , atunci a(p=P(p şi 

5.9. Teoremă. Fie (PGGC(G,G'). Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) cp este epimorfism 

(b) (p, este epimorfism 

(c) (pGEpGf(G,G') 

Demonsti:aţie. Desigur un epimorfism în Gf, fiind surjectiv, este epimorfism şi în Gt\ 

prin urmare (c) => (a). Din 5.5. rezultă că (a) => (b). Presupunem că (a) este adevărată, 

tblosind V4 şi 5 7 rezultă imediat că (p "EMonGc((pG,G) şi (p" este univocă, deci, conform 

: , kcKp O Şl (p0=0; prin urmare (pGEpGf(G,G'); am arătat astfel că (a) => (c). în sfârşit, să 

aifiiăni că (b) => (c). Presupunem că (p̂  este epimorfism; cum (a) o (c), rezultă că 

l'pGf((pG/(pO,G'), Şl, imediat, că (p0=0; din 5.2. rezultă că (pEGf(G,G'), iar din faptul că 

\ Lvste surjecţie urmează că (p este surjecţie; în consecinţă (pGEpGf(G,G') 

5.10. leoremă. Gc este o categorie cu coegalizatori 

Demonstraţie. Fie (p şi vt/GGc(G,G') şi N închiderea normală a mulţimii U((p\ v|/\) 
X ' "r 

Dcfînnn D» Gc(G',G') prin 0y=y-i-N. Atunci 6(p(x)=(px+N=(px-Vj/x+N-^-v|/x=viyx+N=0\iy(x), pentru 

OI ICC x- G, deci 9cp=0v|/. Dacă 6GGC(G',G") astfel ca 6(p=6vp, atunci 0E6((PX-\(/X), pentru 

orice X^^G, deci Ncker6 . Cum 50(y)=5(y-HN)=6y, pentru orice y e G \ rezultă că 56 -6 U 
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esio un coegalizator pentru (p şi V|/. 
S-a \ ă/.ut la 5 3 că Gc nu are egalizatori. Dăm în continuare condiţii necesare şi 

sunciente pentru ca două corespondenţe de grupuri să aibă egalizatori. 

5.11. Teoremă. Fie (P,\|/GGC(G,G'), n={N<G I (pN=vj/N} ordonată, în cazul în care este 

iieMdă. cu relaţia "<". Următoarele condiţii sunt echivalente: 

(a) (i) Şl v|/ au egalizatori 

(b) n are un cel mai mic element No, N,AH' = U N ' şi (p(x+No)=vi/(x+No), pentru 
N'sn 

ri;.' X :H' 

Demonstraţie, (a) => (b). Fie (H,^) un egalizator pentru (p şi v|/. Atunci ^(0)A|iH şi 

U("i. u H e n Dacă N e n , atunci 6(0)=N defineşte o corespondenţă de grupuri 5GGC(0,G) Mai 

vMili deci există Y€GC(0,H) astfel ca 6=|AY, adică N=|aY(0)- Dar OGY(O). 

L;(''i::.uy(())=N, deci ^(0) este cel mai mic element din n. Evident H' este cel mai mare 

•uiient Analog, definind 6€Gc(0 ,G) prin 5(0)=H', există YeGc(0,H) astfel ca 

Ml!) |iy(())c:,uH, deci ^H=H'. Din 5 2.(a) şi din ^GGc(H,G) rezultă că | i(0)AnH<H' Dacă 

\ H atunci există a e H astfel c a x e | i ( a ) şi (p(x+n(0))=(pn(a)=\|/(x+|i(0)); prin urmare N„=|i(0) 

.11 c toate proprietăţile enumerate la (b). 

(b) (a). Fie H=H'/No, definim pentru orice x G ^ e H : n(x)=x+No. Deoarece ker|i=0. 

din 2 şi 5.7 rezultă că |i este monomorfism. Fie 5GGC(K,G) astfel ca (p6=\|/6 Atunci 

MO) o K e n , deci N o < n ( 0 ) A 6 K ^ ' . Dm teorema a IlI-a de izomorfism rezultă existenţa 

i/omorfismului canomc fGGf(5K/5(0), (5K/No)/(5(0)/No)). Notând cu pGGf(5K/N, . 

( >K N, ), (6(0)/N„)) proiecţia canonică şi cu iGGf(5K/No,H) incluziunea, din 5.2.(i) rezultă că 

P Gc((6K/No)/(5(0)/No), 6KyNo). în diagrama: 

5K/N 

P -

0" • » G 
A 

K 

(8KyNo)/(6(0)/No) < 8KJ8(0) 

6' 

9 t G ' 
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considerăm Y=ip fpg'S'; pentru yG5(x), XGK, notăm y=y+NO. Atunci |iY(x)=|iip fp5'5'(x)= 

- ^ i p f ( y ) - ^ i p (y-^-5(0)/No)=^(y+5(0))=5(x), deci |iY=5. Prin urmare (H,^) este egalizator 

Cu toate că Gc nu are limite proiective - vezi 5.3. - în condiţii restrictive impuse 

asupra categoriei de indexare a unui sistem proiectiv limitele proiective există. Prezentăm în 

continuare o teoremă constructivă în acest sens. 

5.12. Teoiiemă. Dacă (I,<) este o mulţime bine ordonată de lungime local finită atunci 

(ic are 1-limite proiective. 

Demonsti^aţie. Deoarece I satisface condiţia de lanţ a lui Jordan-Dedekind rezultă că 

pentru orice i>0 - unde O este cel mai mic element al lui 1 - există un unic lanţ maximal 

care leagă pe O cu i. Fie F=(GI, (p,j) un sistem proiectiv de bază I. Dacă 1 este finită, atunci, 

conform teoremei 2.10., 9io) Presupunem în continuare că I este infinită Fie 

li Şl N = pentru orice i e i . Atunci, pentru i<j<k, deci 

(p„N pentru i<j (1) 

Din (1), cu un simplu calcul se arată că L = {(XJ^RIH, X̂ ECP̂ X̂ , i e i , JEI,}EGC Definim 

pentru orice i^ I . ş i (X,)eL. Din 5.2.(a) rezultă că N,AH, şi se verifică imediat 

ca (P,. Gc(L,G,) pentru orice i e i , iar (p̂ j(PJ=(P„ pentru orice JEI,. Fie acum g,EGc(G,G,) astfel 

^a g,, pentru orice i € l şi JEIj. Din (pjj(0)c:(p,j gj(0) rezultă că N,cg,(0), pentru orice i 1. 

iar din g,G=(p„g,Gc(p,jGj, oricare ar fi JEI^, rezultă că g,G<H„ pentru orice IEI 

Fie i t l , x,Eg,(x), XEG, i-1 precedentul lui i şi i+1 succesorul său Atunci, din g, ,(x) -

• rezultă existenţa unui element x,.,E(p,.i ,(xjc:g, ,(x), iar din rezulta 

exLstenţa unui x,,, Eg,, j(x), cu proprietatea: x,E(p,,^ţ(x,.,); repetând inductiv acest procedeu 

^fisiin şirul (X,)ELONG ,(x); defmim Y(x)=LONG ,(x), se verifică imediat că 7EGC(G,L) ŞI câ 

^ry y , oricare ar fi iEl. Prin urmare până la un izomorfism 

l ' rmătoarea proprietate evidentă care oferă condiţii necesare şi suficiente pentru ca 

doua corespondenţe de grupuri să fie în relaţie de ordine va fi utilizată in continuare 
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5.13. Lemă. Fie (p şi M/€GC(G,G'). Următoarele condiţii sunt echivalente: 

(a) p c M/ 

(b) C()(0)c=M/(0) şi (P(X)r^V|/(X)?I0, oricare ar fi X G G . 

5.14. Teorema Gc este superior tare completă la stânga. 

Demonstraţie. Fie I o mulţime nevidă şi (P,GGC(G,G'), pentru orice i e i . Definim: 

H - "JoiG > Şl (p(0) = < { y G H | 3 x e G , i j e l : yG(pi(x)-(pj(x)} >„. Se verifică imediat că 

•.MO)AH .Aceasta permite buna definire a corespondenţei de grupuri (PGGC(G,G') prm 

-(;•)(O), unde y e pentru orice XGG. Desigur Conform 1.1.3. rămâne să 
|<=J 1€] 

arătăm că 1-familia {(p,} este superior stabilă la stânga. Fie aGGc(G' ,K) . Desigur Lja(p,c;a(p 

a(i),)G! 3aeG, ijGl: xGa(p,(a)-a(pj(a)} = {xGa(pG 3aGG, ijGl: xGa((p,(a)-(Pj(a))}, deci 

( cp,)(0)=a({)(0) Prin urmare, conform lemei 5.13., a(p=<vja(p„ iar (p este stabilă la stânga 

5.15. Observaţie. Gc nu este o categorie bicompletă. De exemplu, dacă (Z,+) este 

grupul întregilor. f(k)=0, oricare ar fi ICGZ, şi GGGf(0,Z) este morfismul trivial, atunci 

it u)Z-Z, (fv,;g)(0)={x€Z 3aGZ: xGf(a)-g(a)}=Z, deci fi^g este cel mai mare element din 

( .c(Z.Z); prm urmare (fwg)0(O)=Z. Dar f9(0)=0=ge(0) şi (fe^g0)(O)=O. 

5.16. Propoziţie. Fie ((pj,^, o familie nevidă din Gc(G,G'). Următoarele afirmaţii sunt 

•xhivalente: 

(a) 3r,(p,GGc(G,G') 

(b) o(p,(x)9t0, oricare ar fi XGG 

Demonstraţie. Dm (a) rezultă imediat (b). Pentru implicaţia inversă, fie (p(x)=oq),(x). 

Dacă y€(p(x), y'G(p'(x'), atunci y-y'G(PI(x-x'), oricare ar fi IGI, deci (p(x)-(p(x')e(p(x-x'), 

pentru orice x şi x' din G; din 5.1. rezultă că (p=n(p,GGc(G,G'). 

5.17. Observaţii. 1. Dacă atunci familia U={h/ | (pjCV}/, i e i } verifică 5.16.(b) şi 

Mai mult, notând: N = < U^ercp, >q, G^ = < U(p.G >o. şi N' = , atunci 
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(D(x) - Y-^N', unde Y E ^ ( P I ( X ) , pentru orice X E G . 

2. Folosind notaţiile din 5.10. remarcăm că (pu\|/e0(p=0V|/. Mai mult: 

E(P=EV|/=(P^VI/ Ng.(((PUV)/)(O))=G'. 

3 în următoarele rânduri vom face unele consideraţii asupra structurii mulţimii 

Gc(G,G') 

5.18. Definiţie. Fie (p,V|/EGc(G,G'). Spunem că (peste echivalentă cu v|/ şi scriem (p-vj/ 

dacă există fGlzGf((pG/(p(0), V|/G/\|/(0)) astfel ca M/ff=(Pf. 

5.19. Lemă. Fie (P,V|/EGC(G,G'). Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) (p = v|/ 

(B) (p - V]/ Şl (p(x)nv|/(x);t0, oricare ar fi XEG. 

Demonstraţie, (b) => (a). (p(0)=V|/ffp'^(p'(0)=v|/ff((p(0))=V|/f<\|/(0))-v|^(0), iar din M > 

rezultă că cp̂ M̂  Inversa este imediată. 

5.20. Teoiiemă. Fie (P|, (p2^Gc(G,G') astfel ca (pj(x)o(p2(x);*i:0, oricare ar fi XEG. Atunci 

e x i s t ă (pJ , CP,̂  (P ' 'EGC(G,G ' ) a s t f e l î n c â t : 

(a) cp,(0) < (p,J(0) , (P2(0) < , 

(p^G < (P|G , (Pţ^G < (P2G 

(p,. ^cp.ccp'' , (p^^G = (P|G o (p^G 

(b) (pj - cp,- - (p'' 

DemonstiBţie. F i e x E G ; definim: (Pi^(x)=(p,(0)-H((p,Go(P2x), (p2\x)=(p2(0)+((p.Go(p,(x)) 

MV-(x)=f'-(x)+((p,(0)o(p2G)-f +(cp2(0)+(PiG), unde f̂ ^ este o selecţie strictă a corespondenţei 

din teorema a Il-a de izomorfism rezultă că (p2^(0)A(p2^G , (p,"(0)A(p, G şi 

Dacă uecp.^x), vE(p2'(x'), există z^,z^E(pi(0), X^,X,eG, y^Ecpi(x)o(p.(x), y,^cp,(x') (p (\ ) 

astfel ca U-Z^^Y^ ,̂ Atunci YY-Y^E(PI(XY-xJo(P2(x-x')C:(p,G; dar (p,(0)A(piG, deci există 

/ astfel î n c â t d e c i u-vE(P|(0)-i-(cp,Go(p2(x-x'))=(p'(x-x') şi, în consecinţă 

> este corespondenţă de grupuri. Analog se arată că (P,"EGC(G,G') 

Dacă uti:(p'-(x), VE(p^'(x'), există z,, z\ E (p,(0) r^ (P:(G), z.,z'.E(p.(0)o(p,G astfel ca 
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u-x f unde z=z,+z,-z',-z',; dar şi (p'^(O)A(p'^G, deci există 

/. : , r - ( 0 ) astfel încât u-v=f ' ' (x) - f V * ' ) ; prm ^ ^ a r e (p'' este corespondentă 

oinomorfă Cu acestea proprietăţile (a) se verifică imediat. 

Din Ierna lui Zassenhaus rezultă că (P2'G/<P2'(0) " cp,'G/(p,'(0) - (p''G/(p>'(0), deci 

(1 - - (ji'" 

5.21. Consecinţă. (p,C(p2 => cpiccp'^ = (pz'ccp,^ = % 

Demonstraţie. Deoarece (p,(0)C(p,'(0) = (p,Gr^(P2(0) = (p'^(O) pentru orice XGG: 

o (0) - . (|),(x) c (p2'(x)o(p,-(x)r^(p'-(x)o(p;(x) şi (p^'W c (pf(x); 

ie aic; ţinând seama de 5 13., 5.19. şi 5.20., afirmaţia se verifică imediat. 

5.22. Observaţii. 1 (Gc, Gf) este o categorie cu aproximare la stânga concretă, 

HNI-adexăr, dacă (PGGC(G,G') astfel ca pentru orice f e G f ( H , G ) corespondenţa (pf este 

iiinimală in Gc(H,G'), oricare ar fi HGGC, luând H=0, 9 şi 0' morfismele triviale din Gf(0,G) 

o^pectu Gf(0,G'), atunci 0'c(pG, deci 0 - (p0 ; din 5.2.(j) rezultă că (pGGf(G,G'). 

2 Din 5 14. rezultă că functorul • : Gc Ec nu este un functor fidel, deci nu putem 

ttirma că (Gc, Gf) este prebogată; în consecinţă nu putem utiliza rezultatele din secţiunea 

loua privind depistarea limitelor proiective şi constructivitatea. Cu toate acestea vom da un 

piocedeu concret de construcţie a limitelor proiective - teorema 5.23. - legătura, în cazuri 

reciale. cu limitele din (Ec,Ef) - teorema 5.24. - şi, în fine, vom demonstra că (Gc,Gf) este 

-•••nslructivă 

5.23. Teonemâ. In a-categoria (Gc,Gf) orice sistem proiectiv are limită proiectivă. 

Demonstraţie. Fie F=(Gi(pij)eproGc,, 

N U .MO), , H, { ( x , ) e n H . / N . U , ( x , ) ^ x . ' ^ U e I . } ş. 

pentru orice ( x , ) e L , i e i , unde X,Gx,. Se verifică imediat că L e G c şi 

^ : Gc( L G,), 1 e l . Dacă j GI„ atunci cp,j(pj((x,))=cp,j((xj))cxr(p,((^.)),deci ((p.)eFI(L). F i e G e G c 

;i u :Gf(G.L) Desigur ((p,g)eFI(G). Fie (g,)GFI(G) astfel ca (g.)c:((p,g). Atunci g,(0)c(p,g(0) 

N pentru orice IGI; dar (p,j(0)c(pjjgj(0)cgj(0)Ag,G, deci N,c:g,(0), de unde N=g,(0), oricare ar 
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fi I I Din 5.2.(a) rezultă că GI(G)AGI(0), deci g f i ^ ^ şi, pentru orice X E G , g,(x)=x,-fN„ unde 

X g,(x), iGl; dar g,(x)e(p,g(x), deci (pig(x)=x,+(p,g(0)=x,+(p,((N,))=x,+N,; de aceea ((p,g)=(gj şi 

in consecinţă ((pjEFIM(L); analog se arată că ((pig)EFIM(G). Prin urmare legea g ((p^g) 

defineşte o aplicaţie injectivă din Gf(G,L) în FIM(G). 

Fie acum (g,)EFIM(G) şi 6EGf(0 ,G) morfismul trivial; ca mai sus se arată că N,c:g,(0), 

. J , definim e .EGc(0 ,Q) prm e,(0)=N, Dar U ^ deci: (p„N,c:N, 

pentru orice i e i şi JEI,; atunci cpij0j(O)eNi=0i(O), deci gi(0)=N,. Dar g,(0)Ag,G, deci g,G<H, şi 

(g,(x))e-:L, pentru orice XEG . Acum putem defmi g(x)=(g,(x)), XEG ŞI, desigur, gGGf(G,L), 

ceea ce probează că ^ ^ ^ p â n ă la un izomorfism. 

Fie acum (f , )EproGc,(F,F),F=(G' ,(p, ; )ş i ( L ' , ( p D e f i n i m f ( ( ^ = ( Ţ J ^ ) ) , 

pentru orice (x , )EL, unde x^E^p i^ I , iar f ( x ) este clasa elementului f,(x,) Dacă 

\ Ucp'.,(())>,,„ atunci f N =<f(U(p . /0) )>^ ,=<Uf9 . /0)>^^ ^N,, 

pnn urmare este bine definit fEGf(L,L') ; mai mult, f,(p,((x)) = f,(x ) =f(x^) = (p',(r(x ) ) 

cp,f((x )), pentru orice (x^)EL, deci oricare ar fi iEl. Prm urmare '^^(gc.gd^i^^ 

5.24. Teoremă. Fie (I ,<)EPOf dirijată la dreapta, F=(G„ (p.̂ ), F-(G'„(p'„)f3pro Gc;. 

( f j E p r o G c , ( F , F ' ) şi f - A t u n c i 

Inn 

Demonsti^afie. Dacă I are un element LO pentru care i<IO, oricare ar fi IEI, afirmaţiile 

i . /u l tâ imediat dm 2 10 . în cele ce urmează presupunem că I nu posedă un asemenea 

element Folosim notaţiile din 3.23. şi 5.23.. Remarcăm că: 

^ pentru i<j<k ( 1 ) 

Dacâ PlM=PIM(IIiF) şi J, este o parte cofinală a mulţimii 1,, i ^ l , atunci 
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c c şi 

A = ^(p„(a,), oricare ar fi i e i . (2) 

Dacă n ,eN =(p,(0), din (2) şi (1) rezultă că există j e l , şi k e J j astfel ca n,G(py(0), a,6(p,k(ak), deci 

a n - p r i n urmare: 

a ^ N cA, , oricare ar fi i e i şi şi a ,eA, (3) 

Din (1), N = U(p (0), lar din (3), (N.)GPIM;t0. Dacă x e L , atunci (Qp,(x))GPI, şi, din (3), 

(iJ(,T(\))zPIM, deci 

• L z PIM (4) 

Pentru (a ) G (A ) G PIM, notăm J. = { J E I J a,E(p,J(aj)}, IEI. Fie kel^. Dm (2) rezultă că există 

1 astfel ca deci JGJ ,̂ prin urmare Ĵ  este o parte cofmală a mulţimii iGl. Mai 

n:iilî deci (p,j(aj)=a,+(p,j(0)ca+N„ pentru orice jgJ„ A , e a + N , şi din (2), 

( A N ) In consecinţă, dm (4), P IM=nL. 

5.25. Teoremă A-categoria (Gc, Gf) este constructivă. 

Demonstraţie. Deoarece Gf este o categorie cu produse, din 2.13. rezultă că 

i-categoria (Gc, Gf) este cu produse stricte; conform teoremei 2.28., cum (Gc, Gf) este 

>uperior tare completă la stânga - teorema 5.14. - este suficient să arătăm că ea este cu limite 

proiective. 

Fie F=(Gp F(s)) o I-diagramă în Gc. Pentru orice iE l notăm, ca la 1.16.2 , cu 

^ I s l ( i j ) i j e l } , fie UF(S)(0)>Q şj jj^ normalizatorul lui N, în G,. Se verifică imediat SGS' 

1 1 - !( x ) ^ n H , / N j F ( s ) ( x ) c = x , seS. , l e l } este grup şi că (pi((x_))=x_, oricare ar fi ( x ) e L 

iciineşte o corespondenţă de grupuri (p,€Gc(L,G,), i e i . 

Fie GGGC, geGf(G,L) . Trebuie să arătăm că ((p,g)eFIM(G,F). Fie seS, ; dacă XGG :?I 

g(x)=(x ) eL , atunci F(s)(Pjg(x)=F(s)(xpcx^=(p,g(x), deci ((Pjg) este o familie invariantă. Fie 

acum f-î Gf (G,G) Şl (g,)GFI(G',F) astfel ca (g.)c(cp,gf). Atunci g,(0)c(p.gf(0)=(p,((N,)) = N„ i I. 
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iar dacă S G S „ atunci F(s)(0)cF(s)g(0) C GI(0)AgiG', deci N , = g , ( 0 ) , i s l . Dar g , ( 0 ) < G . 

g,(0)Ag,G', de unde rezultă că G J G ' ^ şi, în consecinţă, pentru orice X G G , g,(x)=x,+N„ unde 

X -g,(x) , dar g,(x)(Z(p,gf(x), oricare ar fi XGG ' , iar din 5.13. rezultă imediat că ((p,gf)=(gj); prin 

urmare ((p,g)GFIM(G,F). 

în acest fel corespondenţa g ((Pjg) defineşte o aplicaţie din Gf(G,L) în FIM (G,F) 

care este evident injectivă; rămâne să justificăm surjectivitatea ei. Fie (g,)GFIM(G,F) şi 

Gf(0,G) morfismul trivial. Fie sGl(i,j); atunci F(s)(0) c F(s)gj(0) cg, (0) Ag,G, deci N,cg,(0), 

l I Definim 0,GGC(O,G,) prin E I ( 0 ) = N , . Cum pentru orice SGl(i,j), 

F{s)N,=F(s) < U F(d)(0) > c < U F(ds)(0) > c < ^ F(d)(0) > = N„ cî S deS dr-S 

urmează că pentru orice IEI ŞI sE l ( i j ) , F(s)ej(0) c: N,=e^(0), deci (e,)GFI(0,F); cum (0,) -

(gU) ŞI (g,)EFIM(G,F) rezultă că 0rg ,E, deci g,(0) - N„ IEI. Dar g.(0) Ag,G, deci g,G H 

SI ( g ( x ) ) t L , oricare ar fi XEG . Atunci g€Gf(G,L) şi ((p,g)=(g,). Prin urmare 

Dm 2 28 rezultă că (Gc,Gf) este constructivă. 

B. A-categorii la stânga concrete de grupuri ordonate. 

Fie (G, <) Şl (G', <) două grupuri abeliene ordonate şi (pEGc(G,G'). Dacă (p este o 

corespondenţă izotonă în sensul definiţiei 3.47. vom spune că (p este o coresponcJeniă de 

'^mpnn ordonate Se verifică imediat că (GOc, GOf) este o a-categorie la stânga concretă (ca 

la 22 I ), unde GOf este categoria grupurilor ordonate şi a omomorfismelor de grupuri 

(Mdonate, iar GOc este categoria cu aceleaşi obiecte având drept morfisme corespondenţele 

Ac grupuri ordonate, ordonarea acestora fund dată de (1.2). Detalii asupra proprietăţiloi 

corespondenţelor izotone se găsesc în lucrările lui R.E Smithson şi T B Muenzenberger 

in (DB 86a] şi [DB.86b] am dat condiţii necesare şi suficiente pentru existenţa 

limitelor proiective în a-categorii la stânga concrete de mulţimi ordonate şi corespondenţe 

i/oione, iar în [DR 85] şi [DR.86a] rezultate similare în a-categorii la stânga concrete de latici 

l olosmd unele rezultate din [Da.89] aici vom analiza comportarea corespondenţelor de 

grupuri ordonate şi existenţa limitelor 
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5.26. Notaţii 1 Dacă GeGOc vom considera implicit că ordinea pe G este notată cu 

sau. echivalent, [Bo.64], că ordinea este dată de mulţ imea elementelor nenegative P^ 

((»n PI 

Este binecunoscut faptul că P c G determină ordinea "<" pe G, compatibilă cu structura 

de grup prin 

x<y. x . y s G c:> y - x e P 

dacă Şl numai dacă: 

0 - P , P-PczP Şl Pr^(-P)={0} 

: Fie GsGOc Dacă N este un subgrup izolat al lui G, [Bo.64], adică; 

y ^ G . Z € N => y € N • 

m scrie NAG 

5.2". Propoziţie. Fie G,G'eGOc şi (p€Gc(G,G'). Următoarele condiţii sunt echivalente 

(a> Q = GOC(G,G') 

(h) a € P = > [Vxe(p(a)3zG(p(0): z ^ ] 

(CI a € P [Vze(p(0)3x€(p(a): z ^ ] 

(d) a € P : => (?(a) o P3. 

Demonstraţie Dacă apartenenţa (a) este definită prin relaţia (3 .4) atunci (a)=>(c)=>(di. 

ja^ă ea este definită prin relaţia (3.5), atunci (a) => (b). Prin urmare este suficient să 

ugumentâm implicaţiile (d) => (c) O (b) => (a). 

(d) :=> (c). Fie a e P - şi x'e(p(a) o PQ.. Dacă Z6(p(0), atunci x=z+x'€(p(a) şi z ^ . 

(c) => (b) Fie x Şl u €(p(a). Cum u-xe(p(0), din (c) rezultă că există ve(p(a) astfel ca 

j - \ : \ .Atunci z=u-ve(p(0) şi z<x. 

(b) (c) Fie ze(p(0) şi x'G(p(a). Cum x'-zG(p(a), din (b) rezultă că există z'G(p(0) astfel 

;a z . \ -z .Atunci x=x'-z'e(p(a) şi z ^ . 

(b) ^ (a) Fie a ,beG, a ^ şi xG(p(a). Dacă uG(p(a-b), atunci există y'G(p(b) astfel ca 

i Dar b - a s P - , deci există zG(p(0) astfel ca u ^ ; deci x<y, unde y=y'-!-ze(()(b) 

5.28. Observaţii. 1. Fie feGOc(G,G'). Atunci fGCîOf(G,G') dacă şi numai dacă f (0 ) -0 

2 Dacă (i)£GOc(G,G') atunci (j)(0)<(pG<G'. în schimb (p(0) nu este subgrup izolat ai 

im «4>G, in general De exemplu dacă GGGOC astfel ca el să nu aibă un subgrup izolat 

netriMai. dar să existe un subgrup H < G netrivial, atunci \|/(a)=H, a e G defineşte o 
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corespondenţă \\jgGOc{G,G) pentru care V|/(0) este izolat în V|/G; definind (p(a)=a+H, a ^ G , 

atunci (p^Gc (G,G) , iar dacă aEPo, atunci aEPGO(p(a), deci, din 5.27. rezultă că (PEGOC(G,G), 

iar (p(0) nu este izolat în G=(pG. 

Prin urmare grupul cât (pG/(p(0) nu poate fi înzestrat, în general, cu ordinea indusă de 

proiecţia canonică astfel ca el să devină grup ordonat, [Bo.64]. 

3 Dacă (PGCJOC(G,G'), (p(0) nu este, în general reticulat. Argumentaţia acestui fapt este 

similară celei de mai sus. 

4 Ca la 5.3.2. se arată că GOc nu are egalizatori şi, prin urmare, nu are nici limite 

i^roiecti ve 

5.29. Propoziţie. Dacă (pEGOc(G,G') şi (p(O)A(pG atunci ker cpAG. 

Demonstraţie. Fie 0<a<u, a e G , uGkercp. Din 5.27. rezultă că există xG(p(a) şi zG(p(ii) 

astfel ca ()sx<z. Cum xE(pG şi zG(p(0)A(pG rezultă că aEkercp, deci kercpAG. 

5.30. Consecinţă. Dacă (pEGOc(G,G') şi (p(O)A(pG, atunci ^^^^ a>G/ker(^ 

\ (p(a) Şl x(E(pG/(p(0)' defineşte izomorfism în GOf din G/ker(p pe (pG/(p(0) 

5.31. Pmpoziţie. Fie F o I-diagramă în GOc, (y,)GFI(G,F) şi N, subgrupul generat de 

l'(s)(0) sGl( i j ) , JE I} , pentru orice iEl. Atunci: 

1 N. c_ 7.(0), iGl. 

2 (y ) - FIM(G) [N. = ViEl] 

Demonstraţie. 1. Dacă sE l ( i j ) , atunci F(s)(0)ciF(s)Yj(0)c:y,(0); dar y,(0) este subgrup 

III " ( i , deci N,c y,(0). 

2 [3acă (y,)EFlM(G), atunci (y,0) este familie invariantă mmimală în FI(0). umic 

" tior(0,G) esie morfismul trivial. Din proprietatea precedentă rezultă imediat că \ 

I 1, defineşte (g,)EFI(0) şi (g jc (y ,6) , prin urmare (g,)=(y,6) şi y,(0)=N„ pentru orice i I 

Invers, fie fEGOf(H,G) şi ( f j E F I ( H ) astfel încât (f.)c:(y,0 Fie l e l Atunci 

! ; (O) N , Şl, dm prima proprietate rezultă că f,(0)=N Cum f,(x)zrv/_f(x);^C/\ pentru oru . 

11 din ^ 13 rezultă că (f,)=(y,f) Prin urmare (y,)EFIM(G) 

\-categoria (GOc, GOf) nu este cu limite proiective, după cum rezultă din urmâtcMu-

A.Mliplu 
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5.32. Exemplu. Fie I=N cu ordinea naturală, Gi=IR^ieI, cu ordinea produs şi 

dacă i = j 
F(s) R-

•r , dacă i j 

pentru once sel( i , j) , unde (p(x,y) =(x,y )+Z^ Este imediat faptul că (peGOc(IR , IR ) şi (p -(p. 

Să presupunem că există lim F =(G, (p„). Fie cu ordinea naturală produs şi 
(G0c,G0f) 

(n,in) ( n^f2, m V3 pentru orice n e N . Atunci, din 5.31., rezultă că (Yn)eFIM(H) 

ŞL există t^?GOf(H,G) astfel ca (pf=7, iar f este monomorfism. Fie acum H ' = H şi PH =- PH , iar 

( um p„ verifică (5 4) rezultă că (H', Ph )GGOc Dar Y '(n,m)<Y '(0,0)<Y '(n,m), pentru 

: ' :e n . m - . Z deci y 'neGOc(H' .Gn) şi cum Y(0 ,0)=Z} rezultă că (Y'n)GFIM(H'). Unicul 

nivM tism f • ;GOf(H' ,G) pentru care (pf=Y' este f Dacă (x,y)ePH\{(0,0)} astfel ca f(x,y)>0, 

aiin ( \ V)? Pm rezultă că f (-x, -y)= - f(x,y)>0; contradicţie ! 

in cele ce urmează vom nota cu U: GOc Gc functorul care omite structura de 

rdine a grupurilor şi cu V Gc GOc functorul definit prin 

0 M G . P O ) . F ^ F , 

uiide P(, {O! Prezentăm câteva condiţii necesare de existenţă a limitelor proiective în 

.i-categona { GOc, GOf)-

5.33. Propoziţie. Fie F o I-diagramă în categoria GOc. Dacă există 

!INI F (G, (PI), atunci: 
< iGOc.GOf) 

1 lim LJF=(UG, Ucpi) 
^ (Gc,Gf) 

: - ker Yi A H, pentru orice (Yi)eFIM(H,F) 

Demonstraţ ie . 1. Fie lim UF=(L, vj/i). Din 5.31. rezultă că (M/i)eFIM(VL, F), 
^ (Gc,Gf) 

deci există un unic feGOfiCVL, G) astfel ca ((pif)=( \\ti). Pe de altă parte (U(pi)eFIM(UG, UF), 

pun urmare există un unic g e G f ( U G , L ) astfel ca (M/ig)=((pi)- Atunci f=g"' şi lim UF = 
{Gc,Gf) 

( i ; g . i (P,) 

; Dacă (Y„)GFIM(H), atunci există un unic f e G O f ( H , G ) astfel ca (Y.) = ((pif). Fie 

h. k .£GOf(o kerYn, G), h(x)=f(x), k(x)=0, şi 0i(x)=Yi(x)=Ni, i e i , xe r^ke r Yi. Din 5.31. rezultă 
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câ (B , )^F ÎM (o ker yi), deci există un unic 0 E G O f ( o k e r Yn, G) astfel ca (cpi 9)=(0i). 

Cum ((pi h) = (cpi k) rezultă că h=k, deci f(x)=0, pentru orice x e ker o yi; prin urmare 

^ ker y, c: ker f; invers, dacă x € ker f, atunci (pif(x) = Ni = yi(x), pentru orice i e i , deci ker f = 

^ ker y,, iar ker f A H. 

5.34. Consecinţe . Dacă există (L, (pi) = lim F atunci: 
(G0c,G0f) 

1 L = {(xi )EnGi /Ni lF(s)Xj c Xi VsGl( i j )} , unde (pj((xi))=Xj c: Gj, j e l (până la un 

i/oinorfism în Gf) , 

2 oricare ar fi (yi) e F I M ( G ) , H = {(Yi(a)) I a ^ G j ^ G O c unde (yi(a))GPH o f(a) ^P, , 

f fiind unicul omomorfism din GOf(G, L) pentru care ((pif) = (yi). 

3 dacă (y . ) eFIM(H)n FIM(H') , unde (H, PR), ( H \ PRO^GOC şi H - H ' atunci PH -

) kery, 

5.35. Observaţie. Sistemul proiectiv prezentat la 5.32. nu admite limită din cauză câ 

conţine atât elemente pozitive cât şi negative. Acest defect se poate elimina prin 

.onciiiia (S 6 ), eliminare care permite înzestrarea grupului limită L din (Gc, Gf) a I-

dicigiainei cu ordinea indusă de P l definit la (5.7) astfel ca limita proiectivă (L, cp,) din (Gc, 

( i f) sâ devină limită proiectivă în (GOe, GOf). Vom nota în continuare (L, cp,) 

Iun UF, N. ca la 5.31. şi I I ( i J ) ^ 0 } . 

5.36. Teoremă. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca I - diagrama F din G O c să 

posede limită proiectivă în a-categoria (GOc, GOf) este că pentru orice a ^ L pentm care 

i) să aibă loc iqiplicaţia: 

'.^(a) (- P,, 3 j e I , (Pj(a)o(-

in acest caz mulţimea elementelor nenegative din L este definită prin 

a^^P, c^(p.(a)oPG^ V i € l 7) 

Demonstraţie. 1 Necesitatea. Fie (L, (pi) = lim F Să presupunem, prin 
(GOc,GOf) 

ahsuîd. câ există aeP i pentru care relaţia (5 6.) nu este verificată Deoarece ((p,) ^FIM(F) 
'c/ultâ că 

(.Ma) P(; , pentru orice i e i ^ 1) 
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există if.Gl astfel ca: 

(P,(a) - (- Pg, VNi) , pentru orice i e li^ 

i)in I !) (2) rezultă că (p,,, (a) Nj^, deci: 

Dacă I, 1, Şl s^l( i . lo), din (2) rezultă că F(s) q),̂  ( a )o( - deci: 

9,(a). - (- Pg_ ) , V i e i astfel ca i o d i 

o H inulţimea numerelor întregi cu ordinea naturală şi pentru k e H : 

(2) 

( 3 ) 

t-io 

;(,i,(ka) , dacă i e , sau io e I, 
N, in rest 

Din ( h ,si 5 31 rezultă că (Yi)eFIM(H,F), deci există fGGOf(H,L) astfel ca (cpif) = (yi). Cum 

kc! ! ker 7,, din (3) rezultă că f este monomorfism şi 

- k e r y , = {0} 

1 LE H mulţimea întregilor înzestrată cu ordinea indusă de PH- = -PH- Din (2) şi (4) rezultă că 

I i l 1M(H , F), iar din 5.34.3. şi (5) urmează că PH= {0}, în contradicţie cu alegerea PH=f̂ J 

2 Suficienta. Fie (L, (PI)= lim UF şi P = P L E L definit la (5.7). Pentru a dovedi 
^ ( G c , G f ) 

.â (I P i s G O c trebuie să verificăm condiţiile (5.4). Desigur P defineşte pe L o relaţie de 

preordine, deoarece din (5.7.) rezultă imediat că o e P şi P+PczP. Fie acum a e P n ( - P ) Din 

: ^ ^) decurge imediat că: 

.,),(a) - , şi (p,(a) o (-Pq^ V i e i (6) 

Să presupunem că există i e i astfel încât (pi(a) Relaţia (5.6) atrage existenţa unui j e l , : 

O,(A), - . ( -P(J;VNJ) = 0 ( 7 ) 

iar din (6) şi (7) rezultă că: 

(P , ( a )o , ( -PN, )^0 (8) 

Fie S T l(i,i): relaţia (8) atrage incluziunea F(s) (pj(a)c H ; deci (pi(a) = Nj, în contradicţie cu 

alegerea lui l e l Prin urmare P o ( - P ) = (0 ) şi (L ,P)eGOc. 

Cum ((p,)eFlM(UL, UF), din (5.7) rezultă că ((pOeO GOc(L, G;), iar din 5.31 

deducem că (q),)eFrM(L, F). 
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în sfârşit, fie (Yi)EFIM(G, F). Atunci (Yi)EFIM(UG, UF), deci există un unic 

f ^ G f ( U G , UL) astfel ca (cpif) = (yi). Fie xgPG şi a=f(x); cum (Yi)EnGOc(G, Gi) rezultă că 

(p,(a) o Pq pentru orice i e i , iar din (5.7) deducem că aePL. Prin urmare există un unic 

f ^ G O f ( G , L) astfel ca (cpif) = (YI). în consecinţă lim F=((L,PL), (pi). 
(G0c,G0f) 

5.37. Consecinţă. Fie F o I-diagramă în GOc care verifică: 

i e i => 3]eh : NjAcpjL (5.8) 

Atunci exis tă lim F = (L, (pi), u n d e 
<- (G()c,GOf) 

a - P, <:=>(PJ(a) o Pg^ , V j E J = { j E l | N j A c p j L } (5.0) 

Demonstraţie. Verificăm condiţia (5.6). Fie aEL astfel ca să existe XiE(pi(a)o . 

pentru orice i e i . Fie iEl astfel ca (pi(a)o(-Pq^ VNi) Din ipoteză rezultă existenţa unui JEI, 

asitel ca N,A(pjL Fie SEl(iJ); să presupunem că există un element x ' jE(pj(a)o(-Po \N,) 

Atunci Oi -x ' ,<x , - X'JENJ, c u m NjA(pjL, rezul tă că X'JENJ; p r in u r m a r e (pj(a)=Nj. în plus, cum 

[ ( s)(x,)( :(p,(a), iar XJENJ rezultă că (pi(a)=Ni. Am arătat astfel că: 

((p.(a)r.P(;_ V i E l ] => [ (p i ( a )o ( .PG^ \NO=0 , V i E l ] 

Şl că relaţia (5 7) es te ech iva len tă cu (5.9). 

5.38. Observaţie. în cazul în care NiAcpiL pentru orice iEl, grupul cât (piL/ (p,(0) se 

[nuite înzestra cu ordinea indusă de pi(Pq^ ncpjL), unde piEGOf(L, (piL/(pi(0)) este proiecţia 

c inonicâ, iar relaţiile (5.9) definesc pe L chiar ordinea produs 

Notăm cu G O l c categoria grupurilor ordonate şi a corespondenţelor izotone care 

nu aria/ă subgrupurile izolate, i e. (pEG01c(G, G ' ) dacă (PEGOC(G,G') şi pentru orice NAG 

le/ultă că (pNA^pG Din 5.37. rezultă cu uşurinţă: 

5.39. C onsecinţă [Da.89]. A-categoria la stânga concretă (GOIc, GOf) este cu Hmite 

[Moiecti\e 

BUPT



§.6. CONSTRUCTIVITATEA a-CATEGORIEI INELELOR. 

SELECŢII ŞI PUNCTE FIXE ALE CORESPONDENŢELOR 

DE INELE ASOCUTIVE 

Fie Rf categoria inelelor şi omomorfismelor de inele, iar Rc categoria inelelor şi a 

Mcspondenielor de inele Conform (5.2) , (peRc(R ,R") dacă (PGGC((R,+) , (R \+)) şi 

;>.Ma b) pentru orice a , b e R Ca la 5 22 1. se verifică imediat că (Rc, Rf) este o 

i-vategonc la stânga concre tă . 

in prmia parte a acestei secţiuni, pornind de la rezultatele legate de superior 

nipleîitudinea la stânga a categoriei Rc, extindem teorema de existenţă a limitelor 

; i .>ic..îi\ e diii [Da S6c] dovedind constructivitatea a-categoriei inelelor. 

Două sunt problemele pe care le rezolvăm în cea de-a doua parte: 

1 Fie a , akGRc(R, R') , kG{l, . . ,n} astfel ca a = a i + ...+ an. Să se dea condiţii 

^ifi^iente pentru ca una dintre corespondenţele a i ,..., an să fie selecţie a corespondenţei a ; să 

M.' precizeze numărul maxim de selecţii ale lui a dintre corespondenţele ai , . . . , a^. 

1 Fie a , (3, y, 6GRC(R, R ' ) astfel ca a=Y+5-p. Să se dea condiţii pentru ca cele patru 

.Ole^ponde^ţe să admită selecţii în perechi. 

l Itima problemă a fost rezolvată în [Ves.97] în cazul în care R=R ' este corp finit, iar 

/ 11 • 6 sunt automorfisme ale acestuia, rezultat generalizat în [Dea.97] în cazul în care 

R R este domeniu comutativ, a , (3, y Şi 5 sunt endomorfisme ale lui R, unul fiind 

autoniorfism 

A. Constructivitatea a-categoriei (Rc, Rf) 

Cu ld(R) vom nota mulţimea idealelor inelului R şi cu Spec R mulţimea idealelor 

prune, prin R vom înţelege că A este subinel al lui R. 

Caieva proprietăţi elementare ale corespondenţelor de inele sunt prezentate în 

jRR S'^a j Şl [RR 85b]. Aici vom utiliza următoarele calităţi imediate ale acestora, proprietăţi 

utilizate curent în cele ce urmează; 
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6.1. Proprietăţi. Dacă (PGRC(R, R') , A,BC=R, A ' C R ' , U e l d ( R ) şi V G l d ( R ' ) , atunci: 

(a) (p(A-B) = (pA-(pB, (pA • (pB c (p(AB) 

(b) (pR < R' , (pU e Id((pR), (p(0)Gld((pR), (p" V e l d ( R ) 

(c) ker (p G Id(R), unde ker (p = (XGR| OG(p(x)} 

6.2. Observaţii. 1. Fie A ,BGRC şi (pGEc(DA, DB). Din 6.1. rezultă imediat că 

următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(a) (PGRC(A,B) 

(b) (pA<B, (p(0)Gld((pA) şi (p(a)G(pA/(p(0), oricare ar fi a e A . 

2 Fie (piGRc(A,B), Notăm: C = <^(p , (0 )>B şi V = ( X G C | BaeA, i j e l : xe(pi(a)-

-i,"i,(a)l Desigur 'vj(pi(0)cV, deci Fie (p(0) = <V>c ; se verifică imediat că (p(O)eld(C), 

ceea ce permite buna definire, conform 6 .2.1. , a corespondenţei de inele (peRc(A,B) prin 

(-»(a)-x+(p(0), unde xG<^(pi(a), oricare ar fi a c A . Atunci (p = o(pi. Ca la 5.14. se arată că 

l-laniilia {cp,} este superior stabilă la stânga. Prin urmare am constatat că: 

6.3. Teoremă. A-categoria (Re, Rf) este superior tare completă la stânga 

6.4. Observaţie. A-categoria inelelor nu este bicompletă. într-adevăr, dacă este 

meiul claselor de resturi modulo 2, A=B=Z2, 9A este morfismul nul, iar IA identitatea, atunci 

(O \ 1 A)(0) = (GA W 1A)(1) = Z 2 ; fie 0GRC(O, Z2) morfismul trival; atunci (GA^I A ) Q ( 0 ) = 2 : 

şni \() I a B - O 

iii continuare extindem rezultatele privind existenţa limitelor proiective în a-categoria 

iia leloi din [Da 88a] Menţionăm că alte proprietăţi speciale ale clasei morfismelor au fost 

aiuili/aie in [Da 86c] în cazul particular al inelelor cu diviziune şi în [BD 86], [BDH 86 . 

I Bl") S8] pentru corespondenţele de corpuri. 

6.5. Teoremă. A-categoria (Rc, Rf) este constructivă 

Demonstraţie. 1. Arătăm că (Rc, Rf) este o a-categorie la stânga cu limite proiecti\e 

l IC l- (.A,, F(s)) o l-diagramă în Rc. Fie i e i , ca la 5 25, notăm S r {s€l(i , j) i j-1; 
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\ ^ A, şi ai={A'i< Aii Nield(A' i)}. Mulţimea Oi este inductiv ordonată faţă de 

iciaiia , deci. conform lemei lui Zom, ea posedă un element maximal; f ie acesta Bi şi 

A - | ( a , ) i a, € Bi/Ni, F(s ) ( aj) <z ai, SGl ( i j ) } , 

unde pc inelul cât B,/N, notăm operaţiile cu respectiv ® şi la fel pe produsul riBi/Nj. Se 

\ ci incă imediat legătura dintre operaţiile pe acest produs şi operaţiile lui Minkowski: 

( a , ) ® (b,) = (ai) + (bi) ( 1 ) 

(a,) (b,) c ( a . ) ® (b,) (2) 

t a, N,. atunci a, este o sumă finită de elemente de forma: aji, ..., ajn, unde ajkeF(sk)(Oj. 

X S,. k l,n Fie SGl(i,j); atunci: 

IM SK a„ a,„) =) F(s)( aj,) F(s)(aj„) = (aj, + F(s)(0)). . . (a,N + F(s)(0)X 

u n d e f F(s)(a|k), k = l . n , deci: 

a„ a,„ P F(s)(a,, aj„) şi F(s)(aj, ... aj„) = ai, ... ain + F(s)(0) e F(s)( aj,) ...F(s)(ajn) + 

K(s)(0)eF(s)F(s,)(0).. F(s)F(s„)(0)+F(s)(0)(= F(ss,)(0)... F(ss„)(0)+ F(s)(0) c Ni; 

pun iiiniare 

F(s)N, c N„ pentru orice i j e l şi SGl(iJ) (3 ^ 

Fie acum (a , )e(a , )e A şi (b i )€(bi )eA; din (1) şi 6.2. rezultă că pentru orice SGl(iJ): 

l ( ^Ka, - b,) - F(s)(aj) - F(s)(bj) c a; - bi (4, 

uti tim (2) Şl 26 rezultă că: 

F(s)(a,b,) - c.di + F(s)(0) c Cid, + N , = a,<8)bi 

unde am considerat că c, G F(s)(aj) şi diGF(s)(bj), deci: 

F ( s ) ( a , 0 b , ) c : a i ( S ) b i 

i )m (4) (5) rezultă că: 

AeRcşi A < n B , / N i 
(6 ) 

Dctlnim, pentRi orice i e i : 

(P,((a,)) - a, + Ni c Ai ^̂ ^ 

(2, rezultă că: cp.((a.)) cpi((bO) c a.b.+H = cp.((ai 0 b,)) ş , ţinând seama ş, de (1), rezultă 

că .. Rc(A,A,) , iGl. 

Desigur ((P,)GFI(A,F), iar dacă R G Rc şi gGRf(R ,A) atunci ((Pig)GFI(R,F) F.e 
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F1(R,F) astfel ca (\\ii) c (cpig). Din (7) se obţine: 

M/,(0) c (pig(O) c Ni, i e i (8) 

şi cum, pentru orice sel( i , j ) : 

F(s)(0)eF(s)M/j(0)czM/i(0), 

iar \|/i(0) G Id(v|/iR), din (8) rezultă că: 

N,(=v(yi(0), i e i , (9) 

de unde: 

N, = v|/i(0) - q).g(0), i e i , (10) 

Dar »i/,R<Ai, \|/i(0)Gld(vj/iR) deci Vj/iRe di, oricare ar fi i e i . Dacă r e R şi aiev|yi(r), din (10) 

i czultă că 

v|/,(r)=ai+Ni şi (Pig(r)=ai+(pig(0)=ai+Ni=v|/i(r), 

deci ((p,g)=(v|y,); prin urmare ((pi)GFIM(A,F). Analog se arată că ((pig)GFIM(R,F), oricare ar fi 

u- Kt'(R,A), ceea ce probează buna definire a funcţiei: 

Rt(R ,A) ^ FIM(R), prin g (cpig) (11) 

luncţie care, evident, este injectivă. Rămâne să demonstrăm surjectivitatea sa. Fie, pentru 

Mccasta, (V|/,)GFIM(R), 0GRf(O,R) morfismul trivial. Ca la (9) se arată că N, c v|/i(0), l e l 

Detinim e,GRC(0, Aj) prin 9i(0)=Ni. Din (3) rezultă că pentru orice i , j e l şi SGL(i,j): 

F(s)e,c:0„ 
d e a (O,) (vi/iG) şi (ei)eFI(0,F); dar (\\fi) este familie invariantă minimală, deci; 

(e,) -(v|yie)şiH/,(0) = N i , i e i . 

Dar V|/,(0) fc Id(v|y,R), (piR<Ai, deci VJ/iRG Oj. Atunci, pentru orice r e R , i e i şi SGL(ij) 

l (s)v/,(r) vi/,(r). deci (vj/, (r))GA, ceea ce permite definirea funcţiei gGEf( R, A) prin g(r) 

o.Mr)) Dacă r. t t R , aiGyi(r) şi biGV|/,(t), atunci: 

a, b, . \|/,(r-t) şi aibi€\i/,(rt), 

lai ilin (I), respectiv (2) urmează că: 

g ( r ) 0 g ( t ) = (a , ) - (b i ) = g(r-t) şi 

g(r) 0 g(t) - (a,) O (bi) = (a,®b.) = g(rt), 

coca ce înseamnă că gGRf(R,A) şi (M/i)=((p,g), prin urmare aplicaţia (11) este bijectivâ şi in 

cixi.secintâ 
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hm F = (A, (Pi) 
• (Rc.Rf) 

pană la un izomorfism. 

: Deoarece Rf este o categorie cu produse, din 2.13. rezultă că a-categoria (Re, Rf) 

c.^t- cu produse stncte, din 6.3. rezultă că ea este superior tare completă la stânga; aplicând 

icuni teorema 2 28 rezultă că a-categoria (Rc, Rf) este constructivă. 

6.6. Exemplu. Fie 7L mulţimea numerelor întregi, p un număr prim şi (N*. <) 

iiiiiiiiiea numerelor naturale nenule. Pentru i e N * definim 

^̂  n - n e Z , (p„ = I z şi (p,i = (Pu-i (Pj-ij, pentru j>i. 

vTunu (ÎL. este un sistem proiectiv conservativ în (Rc, Rf), Ni =p' ' Z , Bi = Z şi 

\ • (n,I n,.I H n, (mod p ' ' ' ) , n,€n„ i e N * ) . Prin urmare limita lim F este izomorfa cu 
<-(Rc,Rf) 

!].:',ul intregiloi p-adici 

B. Selecţii în perechi de corespondenţe de inele asociative. 

in această secţiune R şi R' sunt inele asociative. Dacă a e R c ( R , R') vom nota cu S(a) 

::iuliiniea selecţiilor corespondenţei a , i.e. S(a)={(3eRc(R,R') | p c a } . Dacă aGRc(R,R). 

VI /) ; a R a ca (a ) ) , este mulţimea punctelor fixe ale corespondenţei a . 

Kezultatul principal, [Da.97a] stabileşte legătura dintre selecţiile corespondenţelor 

,, ; Rc(R,R ) pentru care a=p+Y. Mai precis, vom arăta că dacă a (0 ) este ideal prim în 

inc-lul generat de PRv_/yR, atunci corespondenţele a , (3 şi y admit selecţii în perechi, i e 

M; /) sau S(3)oS(y)?^0, sau S(Y)r^S(a)?t0. Generalitatea problemei nu este afectată 

>iaca \ om presupune că R'=<(3R'.^R> 

(y.i. Observaţie. Fie a , PeRc(R,R') . Atunci S(a) o S(p)?t0 dacă şi numai dacă 

. IV I CI R, R ) 

in general, suma a două corespondenţe de inele nu este corespondenţă de inele, iar 

clacă a (i. y t Rc(R,R') şi a (0 ) nu este ideal prim în <PR yj yR)> şi a = P+7, corespondenţele 
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f/. (i. y nu admit întotdeauna selecţii în perechi, cum rezultă imediat din exemplele de mai jos: 

6.8. Exemple. 1. Fie PGRC(Z, 7Z) definită prin 3k 6 Z , 3k+l ^ 6 Z + 4 , 

3k • 2 ^ 6 2 + 2 , pentru orice k e Z . Atunci a = |3+ lz nu este corespondenţă de inele deoarece 

(/,(]) rx( a ( l ) = 0 . 

2 Dacă P este corespondenţa definită mai sus, iar YeRc(Z ,2 ! ) este definită prin 

2k > 6 Z , 2k+l ^ 6 Z + 3 , k e Z , atunci a = 3 + 7 e R c ( Z , Z ) şi F i x ( a ) = Z . în acest caz kera = 

ker|3 r , kery, a (0 ) =3(0) = Y(0), dar a , P, y nu admit selecţii în perechi, în schimb idealul 

<!(()) - 6 Z nu este prim în < p Z ^ y'Z> = Z . 

Dacă P este corespondenţa definită mai sus, iar Y€RC (Z , 2 ) este definită prin 

2k > 2 Z , 2k+I 2 Z + 1 , atunci a = p - h ' e R c ( Z , Z ) şi a=y\ în acest caz şi 

idealul a (0 ) este prim. 

4 Dacă Y este corespondenţa definită în exemplul precedent, iar P G RC (Z ,Z ) este 

tielinitâ prin k k + 3 Z , atunci a=p-HyGRc(Z ,2 ) şi a este corespondenţa constatată k -> 

k 7L in acest caz corespondenţa definită prin k -> 6 Z , k e Z este o selecţie a perechii (p. y) 

6.9. Lemă. Fie P,YeRc(R,R') şi a=p-H/. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca a să 

fie corespondenţă de inele este; 

p(a)Y(b) + Y (a )P(b) c a ( 0 ) , a , b € R (6 1) 

Demonstra ţ ie . Să remarcăm întâi că a este o corespondenţă a grupurilor aditive 

sulnacente inelelor R şi R' Dacă (6.1) este verificată, atunci pentru arice a,bGR 

c/.(a)a(b) c P(a)P(b) + P(a)Y(b) + Y(a)P(b) + Y(a)Y(b) c P(ab) + Y(ab) + a (0 ) --- a(ab) 

loci Kc(R,R ) Invers, dacă aGRc(R,R ' ) , atunci pentru orice a,bGR, a (a )a (b ) a(ab). 

dl'CI 

(i(ab) - y{ab) + p(a)Y(b) + Y(a)P(b) c a (ab) + P(a)Y(b) + Y(a)P(b) c a(ab). 

in urmare condiţia (6.1) este verificată. 

6.10. Lemă. Fie a , p, Y e Rc(R,R') astfel ca A=P+Y Atunci a (0 ) este ideal al inelului 

R ( • PR 7R •) 

Demonstraţ ie . Fie a e R , XGP(a). yGY(a) şi mGp(O) Cum u=.\^y'5a(a) şi 

in p(O)-:a(0)Gld(aR) rezultă că m u €a(0) ; dar mGP(0)eId(pR). deci mxGP(O), prin 
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jrmare m v s a ( 0 ) şi 

( ^ ( O m a ) - a ( 0 ) , a € R 

Dar (O) 3 Id(YR), deci Y(0)Y(a) c: Y(0) C a ( 0 ) şi 

a(0)Y(a) c a(0) , a e R (2) 

Din Ierna 6 9 şi (1) rezultă că Y(0)P(a) c a ( 0 ) - p(0)Y(a) c a(0) , de unde: 

r/.(0)p(a) c a ( 0 ) , a e R 

Dar R este generat de |3R ^ yK, iar din (2) şi (3) urmează că a ( 0 ) R ' c: a ( 0 ) şi analog 

i\ m'M a (0 ) Prin urmare a ( 0 ) g Id(R'). 

6.11. Observaţie. în ipotezele lemei precedente are loc următoarea "incluziune 

l a c o h i 

1 - a(a)(3(b)Y(c) + P(a)Y(b)a(c) + Y(a)a(b)P(c) c a(0) , pentru orice a,b,cGR 

inti -adevăr .1 - p(ab)Y(c) + Y(a)P(b)Y(c) + p(a)Y(b)3(c) -P(a)Y(ac) + Y(a)3(bc) + Y(ab)P(c); din 

ieir.a b 9 rezultă că P(ab)Y(c) + Y(ab)P(c) c a(0) , P(a)Y(bc) + Y(a)3(bc) c a (0) , Y(a)P(b)Y(c) -

I (a)7(b)(5(c) - a (0 ) - P(a)Y(bc) - Y(a)P(bc) = a(0) ; prin urmare Jcz a(0) . 

6.12. Lemă. Fie a ,P ,Y€Rc(R,R ' ) , a=p-<7 şi a,bGR. Următoarele condiţii sunt 

echivalente. 

(a) p ( a ) R ' Y ( b ) c a ( 0 ) 

(b) p(a)(PR)Y(b) c= a ( 0 ) 

(c) P(a)(YR)Y(b) c a (0 ) 

(d) Y(a)(pR)y(b) c a ( 0 ) 

(e) P ( a ) ( Y R ) P ( b ) c a ( 0 ) 

( 0 Y(a)(PR)P(b) c a ( 0 ) 

Demonstraţie. Fie c e R . Din lema 6.9. rezultă că: p(a)P(c)Y(b)+a(0) = -p(a)Y(c)p(b)-^ 

•./(i)) -- Y(a)P(c)P(b) + a ( 0 ) = -p(a)Y(c)Y(b)+a(0) =y (a)p(c)Y(b)+a(0), de unde rezultă imediat 

â că (b) (e) c o (f) o ( c ) o (d). Rămâne să arătăm că aceste ipoteze echivalente implică 

ţa) pentru aceasta este suficient să dovedim că dacă c , d € R atunci P(a)P(c)Y(d)Y(b) c a (0) 

Folosind consecutiv lemele 6.9., 6.10. şi (e) rezultă că: p(a)P(c)Y(d)Y(b) c= -P(a)Y(c) p(d)Y(b)+ 
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= (3(a)Y(c)Y(d)P(b)+a(o) = p(a)Y(cd) P(b)+a(o) = a(0) . 

6.13. Lemă . Dacă a ,3 ,YeRc(R,R' ) , atunci: 

p(a)Y(b)(P(b)-Y(b)) c a ( 0 ) (6.2) 

pentru orice a ,beR. 

Demonst ra ţ ie . Fie a,bGR. Din lema 6.9. rezultă: 

P ( a ) Y ( b ' ) + Y ( a ) p ( b ' ) c a ( 0 ) ( I ) 

Din (6 1) şi 6 10 rezultă că: 

P (a )Y (b )P(b )+Y (a )P(b ' ) ca (0 ) (2) 

( um 7(0), P(0) (= a(0) , din (1) şi (2) rezultă (6.2). 

6.14. Lemă. Fie a,P,Y c Rc(R,R') , a=p-h ' . Dacă idealul a ( 0 ) este prim, atunci pentru 

Ol ICC a K 

(a) P(a) c a(0) , sau Y(a)(P(a) - Y(a)) c a ( 0 ) 

(b) Y(a) c a (0) , sau p(a)(p(a) - Y(a)) c a ( 0 ) 

(c) P(a)Y(a) c a(0) , sau P(a) - Y(a) c a ( 0 ) 

Demonst ra ţ ie . Punând b=a în (6.2) obţinem: 

p ( a ) Y ( a ) ( P ( a ) - Y ( a ) ) c a ( 0 ) (D 

l'entru a demonstra afirmaţia (a) este suficient să arătăm că: 

n ( a ) R ' y ( a ) ( P ( a ) - Y ( a ) ) c a ( 0 ) 

coca CC rezultă imediat dacă dovedim că pentru orice b e R 

li(a)Y(b)Y(a) (P(a) - Y(a)) c a ( 0 ) O 

P (a )P (b )Y(a ) (P (a ) -Y(a ) ) ca (0 ) ,3 , 

1 IC h R Din 6 O urmează că: 

(Uab)y(a') ^Y ( ab )P (a^ )ca (0 ) (4) 

mab)Y(a) + Y(ab)P(a) c a ( 0 ) (S) 

IHb)y(a-) t Y(b)P(a^) c a (0 ) (6) 

P(b)y(a) ^ y ( b ) P ( a ) c a ( 0 ) 

Din (4). re.spectiv (5), folosind lema 6 10 rezultă că: 

p(b)y(a)Y(a) + Y(a)Y(b)p(a-) c a (0 ) şi 

p(a) p(b)y(a)p(a) + y(a)Y(b)P(a') c a(0) . 
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de unde se obţine imediat (3). Folosind succesiv (6.1), (6), respectiv (7), rezultă că: 

c -y(a)p(b)y(a') + a (0 ) = Y(a)Y(b)p(a') + a(0) , 

a//(b)Y(a)P(b) c -y(a)P(b)y(a)3(a) + a (0 ) = Y(a)Y(b)P(a') + a(0) , 

dc unde decurge imedia t (2). 

Rămâne să demonstrăm (c). Din 6.9. obţinem: 

v(a)^H(b);(a) - -P{aMb)Y(a)+a(0) = -p(a)y(ba) + a (0 ) = Y(a)3(ba) + a (0 ) = y(a)p(b)p(a)+a(0), 

deci 

v (a ) (3<b) ( (3 (a ) -y (a ) )ca (0) (8) 

1 ' i. if̂  ' 1 Şl (8) urmează că: 

|5(a;yibKp(a)-y(a)) c a (0 ) (9) 

I lenia o 10. (8), respectiv (9) şi lema 6.9 urmează: 

P( a)y(a)P( b)(3(a)-y(a)) c: a (0 ) şi 

a)y(a)y(b)(p{a)-y(a)) c a(0), b e R . 

de unde rezultă că 3(a)y(a)R'(P(a)-y(a)) c a(0) . Cum a (0 ) este ideal prim în inelul asociatix 

R re/ultâ imediat că 3(a)y(a) c a(0), sau 3(a) - y(a) c a(0), ceea ce trebuia demonstrat. 

6.15. Leină Fie a ,P,yeRc(R, R'), B={aGR|P(a)ca(0)}, C={aeR |y(a )ca (0) ! . 

I) i i-.R p(a)-y(a) c a(0)}. Dacă idealul a (0 ) este prim, atunci una şi numai una din 

•irir.ăioarele afirmaţii este adevărată: 

<a) R - B 5 t C 

(b) R = C ^ B 

iC) R = D = t B = C 

id) R - B = C = D 

Demonstraţie. Fie A={aeRj P ( a ^ ) ^ ( a V p ( a ) y ( a ) e a(0)}. Din lema 6.14. urmează 

.â dacă a£R\ (B^ .CoD) , atunci P(a)(P(a)-Y(a)), y(a)(P(a)-y(a)), P(a)y(a) c a(0), de unde 

lezultă că as.A Prin urmare: 

R - .A . B w C v ^ D 

! Dacă există beB\C, atunci: 

b) - a (0 ) şi y(b) r , a ( 0 ) = 0 ^ ^ 
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Fie c . a e R Din 6 9. şi (2) rezultă că: 3(c)P(a>y(b) c= -P(c)Y(a)P(b)+a(0) = a(0) , deci 

(i(c)(PR)Y(b)c a(0) , iar din lema 6.12. urmează că P(c)R'y(b) c a(0) ; cum idealul a (0 ) este 

prim în inelul asociativ R ' = < P R > ^ R > , ţinând seama de (2) rezultă că P(c) c a(0), pentru 

orice adică am demonstrat că: 

B\C = (3) 

Şl analog: 

C \ B ^ 0 = > R = C ^ B (4) 

2 Să considerăm că există dGD\(Bv^C). Atunci: 

P(d) - Y(d) = a ( 0 ) (5) 

p(d)r-^a(O) = y ( d ) o a ( O ) = 0 (6) 

I le a .hfîR Folosind consecutiv (5), lema 6.10. şi lema 6.9 urmează că: P(a)P(d)P(d) c: 

(i(a)p(b) Y(d) + a ( 0 ) = -P(a)Y(b)P(d) + a ( 0 ) = Y(a)p(b)p(d) + a(0) , de unde: 

( P ( a ) - Y ( a ) ) P ( b ) P ( d ) c a ( 0 ) , b G R (7) 

Din (5) Şl lema 6 10. se obţine P(b)P(d)c -Y(b)P(d)+a(0), iar din (7) rezultă imediat că: 

( ( H a ) - Y ( a ) ) Y ( b ) P ( d ) c a ( 0 ) , b € R (8) 

Din (7) şi (8) urmează că (p (aH(a ) )R 'P (d ) c a(0) , iar din faptul că idealul a ( 0 ) este prim şi 

dm (6) rezultă că a e D . Am dovedit că: 

D \ ( B L - ' C ) ^ 0 r ^ R = D ^ B = C (Q) 

3 Rămâne să analizăm cazul în care nici una dintre afirmaţiile (a), (b), sau (c) nu este 

Kie\ ăratâ Din (3) şi (4) rezultă că B = C, iar din (9) că D c B o C . Prin urmare B = C = D c A , 

iar ilin (1) rezultă că R=A. Fie a ,beR. Atunci: 

(i(a)p(b) + p ( b ) p ( a ) c a ( 0 ) (10) 

deinucce |i(a t b ) \ p(a ') , P(b^) c a (0) ; cum p(a)Y(a) c a(0), din lema 6 10 şi (10) rezultă că 

(3(a)P(b )Y (a)ca(0) ,bGR, 

^oca co atrage incluziunea: 

(3(a)(PR)Y(a)ca(0), 

lai din (1 12 . urmează că p(a)R'Y(a) c a(0) . Cum idealul a ( 0 ) este prim rezultă imediat că 

a H IM in urmare R = A= B = C =D şi aserţiunea (d) este demonstrată 
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6.16. Teoremă. Fie a , p, YGRC(R,R ' ) astfel ca Dacă idealul a ( 0 ) este prim (în 

R (3R • y R > ) atunci corespondenţele a , p şi y admit selecţii în perechi. In acest caz una şi 

luimai una din următoarele afirmaţii este adevărată. 

(a) (3€ S (a ) ş iY € S(a) 

(b) ye S(a) şi p « S(a ) 

(c) p y e S(P) n S(Y), P « S ( a ) , Y ^ S ( a ) , ke r a = R , B = P a ( 0 ) = y a ( 0 ) şi 

char R/B = char R 7 a ( 0 ) = 2. 

(J) P S(a), y e S(a), P o y G S ( a ) o S ( p ) o S ( y ) şi R = ker a . 

Demonstraţ ie . 1 Sâ remarcăm întâi că dacă P (a )ca (0 ) , cum p(a) c a(a)-Y(a), rezultă 

:a .M'M - a(a)-y(a), deci y(a) c a(a); invers, dacă y(a) c: a(a) , cum y(a) c a ( a ) - p(a) şi 

ij i -^a(0). urmează că P(a) c a(0) . Prin urmare, folosind notaţiile din lema 6.15. rezultă că: 

K B c > y e S ( a ) (1) 

R Cc:>p.= S(a) (2) 

ni!5 Ierna () l .̂  , (1) şi (2) urmează că: 

R B -- C c ^ y e S(a ) Şl p g S(a) , sau: 

R C ^ B c ^ p e S ( a ) ş i Y g S ( a ) . 

2 Să considerăm acum că R=D. Fie a,bGR. Cum 

P ( a ) - y ( a ) - a ( 0 ) , a e R (3) 

; ! P(a) + y(a) = a(a) , rezultă imediat că: 

p(;2a), y(2a) c a(a) , a e R (4) 

i ".!!'' 10 Şl (4) urmează că: 

|U2a)y(b)c:a(a)Y(b) (5) 

ui! din (3) şi 6 10 se obţine incluziunea: 

P ( a ) y ( b ) - y ( a b ) c a ( 0 ) (6) 

\uiiic). din (S)şi (6) rezultă că: 

P ( 2 a ) y ( b ) c a ( 0 ) (7) 

ia! din (5) şi (7) urmează imediat: 

a ( a ) y ( b ) c i a ( 0 ) , b e R (8) 

Analog se arată că: 
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a(a)3(b) c a(0) , b e R (9) 

Din (8) şi (9), cum R ' = < p R » ^ R > decurge incluziunea a ( a ) R ' c a ( 0 ) , de unde rezultă că: 

R = D = > k e r a = R (10) 

deoarece idealul a ( 0 ) este prim. 

2 1 Dacă R = D B = C, atunci 3 G S ( A ) şi Y^S(A), conform (1 ) şi (2); prin urmare 

f3 a (0)=B este ideal al lui R, inelele R/B, R/C şi RVa(O) sunt netriviale, iar din (4) şi (10) 

rezultă că ele sunt de caracteristică 2. în plus, din (3) şi 6.7. rezultă că POYGRC(R,R'), deci 

7 . - S ( p ) o S ( a ) . 

2 2 Dacă R = D = B = C , din (1) , (2) şi ( 10 ) u r m e a z ă că: P o Y e S ( a ) r ^ S ( P ) o ( Y ) şi are loc (d) 

6.17. Observaţii.. l .Fie a,(3,YeRc(R,R') astfel ca a=p47 . Dacă R=ker(3, atunci y c a , 

iar dacă R^kery, atunci Pcza. 

2 Fie a e R c ( K , R ) , unde K este un corp. Deoarece ke ra este un ideal al corpului K 

rezultă că 0=kera , sau K=kera . Proprietăţi speciale ale corespondenţelor de corpuri au fost 

analizate în [Da.86c] şi [BD.88]. 

6.18. Propoziţie. Fie aGRc(K,R) , unde K este corp. Dacă 0=kera, atunci a (0 ) este un 

ideal maximal complet prim (în a K ) . 

Demonstraţie. Dacă a ( 0 ) c P , iar P este ideal propriu în a K , atunci din 6.1 (b) rezultă 

că (X P=0; prin urmare P=a(0) . Pentru a arăta că a ( 0 ) este complet prim este suficient să 

dovedim că a K \ a ( 0 ) este un subsemigrup al semigrupului (aK,.) . Fie x ,yGaK\{0}; atunci 

există a,bfcK\{0} astfel ca x e a ( a ) şi y e a ( b ) ; dar xyGa(ab) şi abGK\{0}, prin urmare 

w aK (x(()), deoarece kera=0. 

6.19. Teoremă. Fie a,3,YGRc(K,R), a=p-Hy, unde K este un corp, iar a este surjectivă 

Atunci [ i c a , sau y c a . 

Demonstraţie. Din 6.17. rezultă că este suficient să considerăm că O = kera = kerp 

kcr.' Din t> 18 urmează că a ( 0 ) este ideal complet prim în R, iar din 6 16 rezultă că (i _ a . 

sau •• a 
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6.20. Consecinţă. Dacă a,p,YGRc(K,R), K este corp, P este suijectivă şi a = P + Y, 

;raiiK i a - p. sau una dintre cele trei corespondenţe este constantă. 

Demonstraţie. Să presupunem că a,(3 şi y nu sunt constante. Din a ( 0 ) = |3(0) ^^(O) 

re/ul tâ că 

3 ( 0 ) c a ( 0 ) ( O 

( um 3 este surjectivă, din 6.10. rezultă că a(0)Gld(R); atunci din (1) şi 6.18. urmează imediat 

că a (0 ) = P(0). Din 6.19. rezultă că a = P, sau y c: a . Să admitem, prin absurd, că a ^ p. 

\;iiiici , deci p(a) = a(0) , pentru orice a e K , contradicţie ! în consecinţă a = p. 

6.21. Consecinţă. Dacă a,P,YeRc(K,R) sunt corespondenţe neconstante, a=p+y. K 

CNie corp. a este surjectivă, iar y este morfism strict, atunci a = P , iar K se scufundă izomorf în 

;!-,elul a (0 ) 

Demonstraţie. Dm teorema 6.19. rezultă că Pcza, sau y c a , iar a(0)=P(0) , deoarece y 

L>tc niortlsm strict Să presupunem că y este o selecţie a corespondenţei a . Atunci P (a ) ca (0 )= 

i ' i ' ) deci 3 este constantă; prin urmare P c a . Fie a e K Atunci p(a)ca(a)=P(a )+y (a)c:P(a)^ 

'/.(") ^(i{a)-p(U)= P(a), deci P=a . Cum y(a)Ga(0), iar y este monomorfism, urmează 

iniediat scufundarea izomorfa a corpului K la inelul a (0) . 

6.22. Consecinţă. Dacă inelul R ' nu are divizori ai lui zero, a ,p ,yGRf(R,R ' ) şi a=p-^y 

uunci a = P sau P=y, sau y=a. 

6.23. Consecinţă. Dacă a ,pGRc(R,R) , a=P+lR şi idealul a ( 0 ) este prim, atunci 

' ix(./)-R, sau Fix(p)=R. 

Demonstraţie. Din teorema 6.16. rezultă că identitatea lui R este selecţia strictă a 

coi espondenţei a , caz în care Fix(a)=R, sau Pcza şi atunci P=a , deoarece a(0)=P(0), deci 

I i \ ( o F i x ( [ 3 ) = R . sau P(a)-a=a(0), pentru orice aGR. în acest ultim caz, dacă notăm 

(n)-(/(()). a s R . atunci yGRc(R,R) şi P=7+1R, aplicând din nou 6.16. rezultă, ca mai sus, că 

cai- în care kerP=kery=R şi atunci Fix(a)=Fix(P)=R, sau Fix(p)=R, sau y(a)-a=p(a). 

[ ciiti-i; orice a e R , in această ultimă situaţie a (0)=a+a(0) , a c R , deci kerP=R şi Fix(p)=R. 
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6.24. Consecinţă. Fie f e R f ( R , R ' ) un izomorfism a ,pGRc(R,R ' ) , astfel ca idealul a (0 ) 

să fie prim, iar a = P + f Atunci izomorfismul f este selecţie strictă a uneia dintre 

corespondenţele a şi p. 

Demonstraţie. Deoarece a = p + f şi f este izomorfism, urmează că a r * = p r ' + l R şi 

f ' (a(0)) este ideal prim al inelului R. Din 6.23. rezultă că F i x ( a r * ) = R , deci f c a , sau 

l i\((}f ')=R, caz în care f c p . 

6.25. Propoziţie [Pat.61]. Dacă A e l d ( R ) şi f este un automorfism liber de punct fix 

(IC t'(a)--a o a=0), astfel ca (f-lR)(A)=A, atunci a(a)=f(a)+A defineşte o corespondenţă 

'/ Rc(R,R) şi Fix(a)=A. 

6.26. Consecinţă. Fie A un ideal prim al inelului R, a ,PeRc(R ,R) , a (0)=A şi t un 

automorfism liber de punct fix astfel ca a = p + f Dacă (f-lR)(A)=A atunci Fix(a)=Fix(P)=.A 

Demonstraţie. Din 6.24. rezultă că fcza, sau f c p . Dacă f c a , atunci, cum f(A)=,'\. 

ic/ultă că a(a)=f(a)+A şi p(a)=A, pentru orice a e A ; prin urmare, din 6.25. urmează că 

I i \((x)-Fix(p)=A. Dacă f c p , atunci din 6.25. rezultă că Fix(P)=A; în plus, dacă aeRixia) , 

ciiuiici f(2a)-ae A, de unde se obţine că f (a )eA; prin urmare Fix(a)=A. 

A 

6.27. Obser>'aţie. In cele ce urmează vom căuta condiţii suficiente pentru ca. dacă 

'<Mr Rc(R,R"), l , n , a = a i + a 2 + . . . + a n , cel puţin una dintre corespondenţele a,, i = l , n , să fie 

NcIcLţic a corespondenţei a . Vom nota cu R(ai , aj, .., an) meiul generat de 

^iR a ; R . ^ a n R şi cu a ' i extinderea lui a, prin a(0), i e. corespondenţa definită prin 

' (a) (/,(a)+a(0) Din a II-a teoremă de izomorfism rezultă imediat 

6.2«. Propoziţie. Fie a ,p ,YeRc(R,R' ) astfel ca P + 7 c a Dacă a(0)e ld(R(f / . [ i . - i i 

atunci 

(a) p-, y 'GRc(R,R') 

(h) a(0)+R(P.Y) = R(a,p,y) 

(c) R(a,P.Y)/a(0) - R(P,Y)/(R(p,Y)oa(0)) 
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6.29. Propoziţie. în ipotezele de la 6.28. una şi numai una din următoarele afirmaţii 

e.sie adevărată 

(a) kera=:R 

( a h p e S ( a ) ş iY€S(a ) 

( a 2 ) y e S ( a ) şi p g S ( a ) 

(b) kera=R 

(b l ) a(0)=R(a,P,Y), p G S ( a ) şi YGS(a) 

(bZ) A(0)^R(a,(3,Y), p € S ( a ) , Y€S{A) şi P'=Y'. în plus B= |3a (0 )=ya (0 )Gld (R) şi 

char R B=char R(a,3,Y)/a(0)=2. 

Demonstraţie. Desigur a = p ' + y = p 4 7 ' = p ' + y ' . 

(a) Cum R;tkera, din 6.16., rezultă că are loc alternativa: 

1' - S(a) ŞI YS S(a): în acest caz, cum P G S ( | 3 ' ) , urmează că are loc (a l ) ; 

in caz contrar y e S ( a ) , iar P ' (a)=a(0) , a e R ; cum R^^kera rezultă că S(a) . 

(b) Dacă a(0)=R(a,3,Y), din 6.16.(d) urmează imediat: Y£S(a) şi P e P ' = a , deci are loc 

(b l ) Dacă a(0)=tR(a,p,YX cum a=P'-Hyr, din 6.16.(c) urmează că S (a ) şi 

C - P "A(0) = Y 'a(0)eId(R), p'R^YeRc(R,R') ( I ) 

Analog, din a=P+^/'. rezultă că p g S ( a ) şi 

B = P aCO) - Y"a(0)€ld(R) , POY ' eRc(R,R') (2) 

Din a=p'+^/ ' şi 6.16.(c) rezultă că p ' n Y ' e R c ( R , R ' ) şi p " a ( 0 ) = Y"a(0), iar din (1) şi (2) 

urmează că B=C şi char R/B = char R(a ,p ,y) /a(0) = 2. 

6.30. Teoremă. Fie a,p,Y,6GRc(R,R') astfel ca PI=Y+6, YI=P+5, 5,=p47GRc(R,R") şi 

Dacă idealul a ( 0 ) este complet prim în inelul R(P ,Y ,5 ) , atunci una şi numai una 

dintre următoarele afirmaţii este adevărată: 

(a) kera^tR 

(a l ) există un unic 9 G { P , Y , 6 } astfel ca 9GS(a ) 

(a2) p,y,5GS(a), B=P a(0)=Ya(0)=6 a (0 )GldR şi char R/B=char R(P,Y,6)/a(0)=2, 

(b) kera=R 

(b l ) a(0)=R(P ,Y ,6)şip ,Y ,5GS(a) 
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(b2) a(0)^RO,Y,6) şi există un unic ee{|3,y,5}astfel ca eeS(a); dacă e=P, atunci 

y --6 . B=y a (0 )=6 a ( 0 ) e I d ( R ) , R(p,Y,5)=R(Y,5)+a(0) şi char R(P,Y,6)/a(0)=charR/B=2. 

Demonst ra ţ ie , (a). Deoarece kera^^R şi a = p + p i , din teorema 6.16. rezultă alternativa; 

1 Sau PG S(a) ; în acest caz urmează imediat că: 

Y(a)+5(a)ca(0), a e R (1) 

Dacă R(y,5)(=a(0), din 6.29. ( b l ) şi (1) rezultă că Y ( a ) c a ( 0 ) şi 5 ( a )ca (0 ) , pentru orice a e R ; 

dar kera; tR deci Y,5gS(a) şi are loc afirmaţia (a l ) . 

Dacă R(y,5) d a(0) , din 6.29. (b2) rezultă că: 

B=y' a (0 )=6a(0 )Gld (R) şi char R/B=char(R(y,5)+a(0))/a(0)=2, iar 

(R(5,y)+a(0))/a(0) ^ R(Y,6)/(R(Y,5)R^a(0)) (2) 

iiliinia aserţiune rezultând din 6.28.(c). Din 6.28.(b) şi (2) rezultă imediat că: 

R(y,6)+a(0) = R(P,Y,5) şi char R(P,Y,5)/a(0) = 2 (3) 

Să presupunem că ycza; cum Y-i7i=a, din 6.16. urmează că yi g S(a ) şi 

p(a) + y(a) c a(0) , a e R (4) 

tic unde, ţinând seama de (1) rezultă că: 

</.(()) + 8 ( a ) = a(a) , aGR (5) 

Din (1) Şl (5) rezultă că 5GS(a) , deci este valabilă aserţiunea (a2). 

2 Sau PiGS(a) . în acest caz, din 6.16. rezultă că 3 g S ( a ) , iar din 6.29.(a) decurge 

a.serţiunea (a2) 

(b) Desigur, dacă a(0)=R(P,Y,5) rezultă imediat că P,Y,5GS(a) Să presupunem acum 

eă (/(O) R(P,Y,6) Dacă R(Y,5)ca(0), atunci PRc:a(0), în contradicţie cu ipoteza, prin 

UI mare 

R(y,6)^a(0) , R(P,Y)cz:a(0). R(P,8)(Xa(0) ((. i 

Cum P+Pi = a , are loc alternativa: 

1 R(p.pi) c a(0) . Atunci conform 6.16.(d), P, p iGS(a ) Din (6) şi 6 29 (b2) rezultă câ 

(S. S((/). B = y a ( 0 ) = 6 'a (0) şi char R/B= char R (a ,Y ,5)/a(0) = 2: prin urmare este 

ade\ âratâ afirmaţia (b2) 

: R(p,p , )<za(0) Atunci din 6 16 (c) rezultă că P ,P i«S(a ) , B=p"a(0) =p, a ( 0 ) e l d ( R ) 

Şl .hai R,B-char R(a .p .p i ) /a (0)=2 Cum p i € S ( a ) şi P i ( 0 ) c a ( 0 ) urmează că R^^kerp',, iar din 
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(a) rezultă că 

[y ŞI 6 € S ( P ' , ) ] , sau [5GS(P'I ) şi Y € S ( P ' i ) ] 

Atunci este adevărată aserţiunea (b2). într-adevăr, în primul caz, cum 

Viai , (a)-6(a)+a(0) , a e R , rezultă că 5 e S ( a ) , dar a=5+5i , iar din 6.16.(d) rezultă că 

(S - ^ S ( A ) , dm (6) şi 6.29 (b2) urmează că P,YGS (a) , P'=Y ' şi p 'a(0)=YA(0)=B, iar R(a ,P ,Pi )= 

.\nalog, în cel de-al doilea caz. 

6.31. Consecinţă. în ipotezele teoremei 3 30. are loc alternativa: 

(a) ( ly .6GS(a) o [(ker a^^R şi char R(P,Y,6)/a(0)=2), sau (kera=R şi char 

(h) există un unic 0e(P,Y,5} astfel ca 9 G S ( a ) o [(kera^^R şi char 

i<> iV M sau ( k e r a - R şi char R(P,Y,6)/a(0)=2)]. 

6.32. Teoremă. Fie a , a i , . , aneRc(R ,R ' ) , n>2, ca a ,+a jGRc(R ,R ' ) pentru i^] şi 

/. fXn Dacă idealul a (0 ) este complet prim în inelul R " = R ( a i , ..., an), atunci: 

(a) dacă R^^kera există un număr impar dintre corespondenţele a i , ..., an care sunt 

-.ckcîii ale lui a, 

ib) dacă R=kera şi a (0)=R", atunci a i e S ( a ) , iG{l,, . . ,n}. 

(c) dacă R ^ k e r a şi a(0)?iR", atunci: 

u h daca n este par există m e N astfel ca 2m dintre corespondenţele a i , ..., an să fie 

-. icciii ale lui, dacă a i , ..., aim e S ( a ) , a tunci a '2m+i= ••= a ' n , a"2m+ia(0)=. . .= a "na (0 )= 

H ld(R) Şl char R/B=char R 7 a ( 0 ) = 2 . 

(c2) dacă n este impar, atunci există melKl astfel ca 2m+l dintre corespondenţele 

/,, să fie selecţii ale lui a ; dacă a i , .., a2m+ieS(a) şi 2m+l<n , atunci a'2m+2= =cx „ 

' n 20/(O )= -a"na(0)=B e ld (R) şi char R/B=char R '7a(0)=2. 

Demonstraţie. Pentru n=2 şi n=3 teorema revine la afirmaţiile din 6.16., respectiv 

Sa presupunem acum că teorema este adevărată pentru k<n şi să arătăm că ea este 

nic\ărală pentru k=n+l . Evident, dacă a (0)=R", atunci are loc varianta (b). Notăm 

i . vy s f ^-a„ Atunci a=an+i+pn+i şi să presupunem că R"=R(ai,. . . ,an+i);^a(0). 

I kera;tR Din 6.16 rezultă alternativa: 
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I 1 a,,. 1 e S ( a ) şi Pn^i(a)ca(0), a e R . 

Dacă n este impar, cum a'i(a)+a2(a)+..+otn(a)=a(0), a e R , rezultă că: 

1 1 1 sau R(ai , . . . ,an)c:a(0) şi atunci unica selecţie a corespondenţei a este an^i. 

1 1 2 sau R(ai,...,(XN)<Xa(0). în acest caz, din ipoteza (c2) rezultă că există m e N 

astfel ca, de exemplu: 

a,(a),. . . , a2m+i(a)Ga(0), a e R (1) 

Dacă n=2m+l , atunci unica selecţie a lui a este an+i, căci R^i^kera. Dacă n>2m+l , 

alunei, din (1) rezul tă că: 

a2m-2+ +an+a 'n - i=a 

:ji dm ipoteza (a) rezultă că există un număr impar de corespondenţe dintre corespondenţele 

,a„, a ' , , . ! care sunt selecţii ale lui a . 

Dacă n este par, rezultă că: 

1 I 3 sau R(ai,...,an)ca(0) şi atunci unica selecţie a corespondenţei a este a„.i 

1 14 sau R(ai,...,an)Q: a (0 ) şi atunci, din faptul că a i (a )+ +an(a )ea (0 ) şi din 

i|)oteza (c l ) rezultă că există m e N astfel ca, de exemplu 

fxi(a) a2m(a)cia(0), a e R (2) 

Dacă atunci unica selecţie a corespondenţei a este an+i. Dacă m>0, atunci, din (2) 

re/.ultâ că 

o'=a2m.i+ +an+a'„+i, 

lai Jin ipoteza inducţiei rezultă că există un număr impar dintre corespondenţele a2m 1. a,,. 

a.„ . 1 care sunt selecţii ale lui a . 

12 a n . i ( a )ca (0 ) , a e R şi Pn+ieS(a). Atunci: 

a ' i + a 2 + .+an=a, 

din ipoteza (a) rezultă că există un număr impar dintre corespondenţele a i , . a,, care sâ 

fio selecţii ale lui a . 

2 ke ra^R şi a(0)?iR"=R(ai , . ,an. i) 

2 1 Dacă există iG{l,2, ,n+l} astfel ca R(a„Pi)(=a(0) atunci a, ,p,GS(a). unde 

1/1 • Atunci: 
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iar dm a , c a rezulta că: 

Pnn urmare, din ipoteza inducţiei rezultă (c). Mai precis, dacă pentru cele n corespondenţe 

' V; i,oc,.i. .ttn-i are loc ipoteza ( c l ) (respectiv (c2)), pentru cele n+1 corespondenţe a i 

/:, yj,, 1 rezultă concluzia (c2) (respectiv (c 1)). 

2 2 Daca: 

R(a,. P.)<za(0), i e { l , . . . , n + l } (3) 

!, p - a . din 6 16,(c) urmează că 

S(a) (4) 

" ' .HV, (5) 

B -</ ,«((>) - p-,a(0), char R/B,=charR(ai,Pi)/a(0)=2 (6) 

pciuru orice i^ ; I. ,n+l}, Din (6) rezultă imediat că şi 

char R(ai , . . ,an-i)/a(0)=2 (7) 

n+1 
. n - l J. i^j şi tty = J ^ a ^ . Atunci a=a i+a j+a i j . Cum R=kera şi R(a„ a,, a„)cz l-IC i.l-

'J 

k=l 
ks j 

( cum rezultă din (3)), din 6.30 (b2) rezultă că a . j c a şi 

Din (N ipoteza (a) rezultă că există un număr impar dintre cele n corespondenţe 

vi a , . i .a , . i , care sunt selecţii ale lui a ; ultima afirmaţie contrazicând (4), urmează că 

n trebuie să fie impar. Atunci din (5), (6), (7) şi (8) rezultă aserţiunea (c l ) . 

6.33. Observaţii. A.Vesanen arată [Ves.97, lemma 3] că dacă F este un corp finit şi 

^ 1 sunt automorfisme ale lui F astfel ca a=P+Y-idF, atunci unul dintre automorfismele a. p 

oi i este identitatea. M. Deaconescu [Dea.97] arată că dacă R este un domeniu, iar a,P,y,6 

^unt edomorfisme ale acestuia astfel ca a+p=y+6, iar P este automorfism, atunci cele patru 

endoinorfisme sunt egale în perechi. Noi extindem aceste rezultate arătând că dacă: 

(/.,p,y.6eRc(R,R'), a + P = Y+5, P(0)c=a(0) (6.3) 

' / .(0)€Spec R'\ unde R" = R(P,y,6) (6 4) 

\v-yx : a ( 0 ) , pentru orice x , y e R " (6 5) 
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atunci extinderile A,p',Y' şi 5 ' prin a ( 0 ) ale corespondenţelor a,P,Y, respectiv 5 sunt egale în 

perechi. Demonstraţia o vom face farâ a utiliza [HR.59] şi [Lew.67], ori [Ves.97], spre 

deosebire de cea din [Dea.97]. Să remarcăm că, în general -P, a + 3 , y-P, 5-P nu sunt 

corespondenţe de inele, şi, în consecinţă, chiar în condiţiile (6.3) şi (6.4), rezultatele 6.30 -

6 32 nu sunt utilizabile aici. Totuşi, cu condiţii suplimentare, rezultatul amintit rămâne 

valabil ca în următoarele consecinţe: 

6.34. Consecinţă. Dacă a,P,Y,5eRc:(R,R') , a+P=y+5, a + P e R c ( R , R ' ) şi idealul 

1 • f/(0)+P(0) este prim în R(Y,5) şi R (a ,P) atunci corespondenţele a ,P,y şi 5 au extinderile 

l'i III l • egale în perechi. 

Demonstraţie. Notăm extinderea prin U a corespondenţei a cu a \ i e. a'(a)=a(a) • IJ. 

a K 

1 Dacă R^ker(a+P) , atunci şi ker (Y+6)?!:R, iar din 6.16 rezultă, de exemplu, că 

S(AT p) şi PGS(Y+5) . în acest caz, pentru orice a€R , a(a) , Y(a)c:U. Deci a ' = 5 " în plus 

R.(<I) y(a)+6(a)=Y'(a), deci P'=Y'. 

2 Dacă R=ker(a+P) şi R(Y,6)?iU, atunci din 6,16 (c) rezultă că y '=5' , iar a(a)+P(a) 1 

ci R Dacă R(a ,P)=U, atunci a (a) , P (a )cU, deci a ' = P ' , iar dacă R(a,P);tU, atunci, din 

" !() (c) urmează că a ' = P ' . 

> Dacă R=ker (a+p) şi R(Y,5)=U , atunci Y'=6' . Cum a ( a )+P(a )=U, a e R , dacă R(a ,p) L . 

atunci a '=P '=Y '=5 ' ; dacă R(a,P); tU, din 6.16.(c) urmează că a , P ^ S ( y ' ) , dar a '=P" 

6.35. Consecinţă. Dacă a,P,Y,6GRc(R,R'), a + p - y + S , y-P, 5-PGRC(R,R ') şi idealul L 

ucncrat de a(0)+P(0)-H/(0)+5(0) în inelul R(a,P,y,5) este complet prim, atunci 

(̂M cspondenţele a , P, y şi 6 au extinderile prin U egale în perechi. 

Demonstraţie. Deoarece unde yi=5-p"6Rc(R,R') , din 6 16 rezuhă cazurile 

1 R ^ k e r a ' 

1 1 y€S(a ) , Atunci y ' = a ' şi 5 ' = p ' 

12 Atunci y (a )cU, a e R şi 5 ' = a + p ' , 

12 1 ker 6 V R . în această situaţie a ' = 5 ' şi atunci p ( a ) cU , a e R , adică y '^P . sau 

( :ji, analog, a ' = y ' 

I 2 2 ker6'=R, Cum R ( a , p ) c U , din 6 16,(c) urmează că a--^P', în plus y(a) 0(a) l 
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a : R Şl din 6 29 (b) urmează căy '=6 ' . 

: R=kera" 

2 1 R(Y,yi)cU Atunci y(a)ciU, a e R , adică Y'=a' şi 6(a)-3(a)c:U, a e R , de unde, 

conform t 29 (b) rezultă că 6 '=p ' . 

2 2 R(y,Yi)(xU. Atunci y '^yi, de unde 5'=p'-Hyr'. Din 6.16. rezultă situaţiile: 

2 2 1 ker 6VR. Atunci p '=6 ' şi y'(a)=U, a e R , deci y ' = a ' , sau, în caz contrar, y '=5' şi 

(>' - r / ' 

2 2 2 ker 6 '=R şi atunci |3'=y' şi 6 ' = a ' . 

6.36. Lemă. în ipotezele (6.3), pentru orice a ,b€R: 

(v(a)-p(a)) (5(b)-P(b)) + (6(a)-P(a)) (y(b)-3(b)) cz a (0 ) (6.6) 

Demonstraţ ie . Fie a,bGR, xGp(a), yey(a), ze5(a) , UGp(b), vey(b) şi w s 5 ( b ) 

Deoarece a=y+5-P, căci p (0 )ca (0 ) , rezultă că: 

(v-z-x)(\ - '-w-u)+xu-yv-zwea(0), 

k- unde 

\ w - vu^zv-zu-xv-xw+2xu G a(0) , 

sau echivalent, (y-x)(w-u)+(z-x)(v-u)ea(0), apartenenţă ce dovedeşte (6.6). 

6.37. Teoremă. Fie a ,P ,y ,6eRc(R,R ' ) astfel ca p ( 0 ) c a ( 0 ) şi a+p=y+6. Dacă a (0 ) este 

ideal prim în R' = R ( P , Y , 5 ) şi inelul R"/A(0) este comutativ atunci extinderile a ' , p ' , y \ 6' prin 

• ' i 'n ale corespondenţelor a , p, y şi 6 sunt egale în perechi. Mai mult, una şi numai una dintre 

tirmătoarele afirmaţii este adevărată: 

(a) yeS (a ) , p , 5 g S ( a ) ş i p ' = 5 ' 

(b) 6€S(a ) , P , y e S ( a ) ş i p ' = y ' 

(c) p. y, 6 e S ( a ) 

(d) P e S ( a ) , y ,6«S(a) , S(y)nS(5);^0, y a ( 0 ) = 5 a ( 0 ) şi char R/y-a(0)= 

- char R" /a(0)=2. 

Demonstraţ ie . Fie B={aGR|5(a)ca(a)} , C={aeR|y(a )ca(a )} , D={aGR|P(a)ca(a ) ! şi 

n Rjp(2a)-Hy(a)+6(a)=a(0)}. Se verifică imediat că B, C şi D sum subinele ale lui R, iar 
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din (6 3) rezultă că B={aeR|3(a)-Y(a)cia(0)}, C=(aeR|3(a)-5(a)c=a(0)} şi D = {aGR|a(2a)= 

- y ( a ) + 6 ( a ) } . 

Să presupunem întâi că există aeBVC. Atunci, cum p(a)-Y(a)ca(0),din (6.6) rezultă că: 

(5(a) - 3(a)) (X (Y(b)-3(b)) c a(0) , b e R , 

de unde, cum (5(a) - P(a)) o a ( O ) = 0 , căci a g C şi cum a ( 0 ) este complet prim în R" deoarece 

R"/a(0) este comutativ, rezultă că Y(b)-p(b)ca(0), b e R . Prin urmare: 

B \ C ^ 0 R = B 

caz în care este adevărată varianta (b). Analog, 

o R = C 

atunci varianta (a) este verificată. 

Rămâne să analizăm cazul în care B \ C = C \ B = 0 . Atunci B=C Dacă R=B=C, atunci, 

pentru orice a e R , Y(a)+5(a)=a(2a) şi Y(a)"'"5(a)=a(a)+3(a); prin urmare P(a)c:a(a) şi este 

\ cnficată varianta (c). 

Să presupunem, în sfârşit, că B=C7!:R. Dacă aeR\B, atunci din (6.6) şi (6 5) rezultă că: 

(P(a) - y(a)) (3(2b) - 5(2b)), (p(a) - 5(a)) (P(2b) - Y(2b)) c a(0), 

lai din (6 4), cum (p(a)-Y(a)) n a ( 0 ) = (P(a)-5(a))oa(0) = 0 , iar B = C = B o C c D , urmează că: 

( 3 ( 2 b ) , Y ( 2 b ) , 5 ( 2 b ) c a a b ) , b € R (I) 

l ie acum b = a^ în (6.6); folosind (6.5), după calcule rezultă că: 

(P(a) - Y(a)) (3(2a) + 5(a))(5(a) - P(a)) c a(0) , a e R , 

sau. cchivalent R = B < ^ C » ^ D ' = B « ^ D ' . Dar (B, +) şi (D' , +) sunt subgrupuri ale grupului 

.iditi\ (R, +) şi ca urmare ele nu pot fi, amândouă, subgrupuri proprii; cum R^^B, urmează că 

R I) Fie a ^ R = D ' ; atunci a(0)=(3(2a) + Y(a) + 6(a) = p(3a) + a (a ) şi 3(3a) c: a(-a), de unde 

ic/ultă că (^(')a-)ca(a^) şi cum p(9a^) -t-a(3a^) = a(4a^) urmează că a(4a^) = a(0) , deci 

a ( 2 a ) a ( 2 a ) c a ( 0 ) , a e R , 

Ku din (6 4) rezultă că: 

a (2a) - a (0) , a e R C ) 

Din ( h Şl (2) rezultă că inelul R" /a(0) este de caracteristică 2 şi D '=D=RîtB=C, prin urmare 

I'' S(u) 1̂, desigur y '=5 ' . în plus: 

y(a)^6(a) = a(0) , a e R ( .>) 
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y. S(a) (deoarece R;tB=C). Din 6.16. şi (3) urmează că Y"a (0 )=5"a (0 ) şi char R/Y a (0)=2. 

in consecinţă varianta (d) este complet demonstrată. 

Din 6 37 şi 6.18. rezultă imediat următoarele extinderi ale rezultatului lui A. Vesanen 

6.38. Consecinţă. Dacă a , |3, y GRC(R,R), a+idR = P + y, a ( 0 ) e S p e c R , iar R /a (0 ) este 

un inel comutativ, atunci există ee{a , (3 ' , y '} astfel ca Fix9=R, unde p ' şi y' sunt extinderile 

iui Q respecti\- y prin a ( 0 ) . 

6.39. Consecinţă. Fie K un corp comutativ, a . p, y e Rc(K,K) şi a(0)=P(0)=y(0). 

' - id/ -{: • •/ .\tunci una dintre corespondenţele a , p, ori y are mulţimea punctelor fixe K. 

Dacă în 6.37. impunem ca a ( 0 ) = p(0)=y(0) = 5(0)=0 obţinem o extindere a 

:exaltatului din [Dea.97]: 

6.40. Consecinţă. Fie a , p, y, 6 e R f ( R , R ' ) unde R(p,y,5) este un mei comutativ fară 

di\ izon ai lui zero Dacă a + p = y +5 atunci cele pa tm morfisme sunt egale în perechi. 

6.41. Teoremă. Fie a , P, y, 6 e Rc(R,R') astfel ca a+P=y+5 şi p ( 0 ) c a ( 0 ) . Atunci 

-xistă trei extinderi minimale ap, a-,, ag ale lui a astfel ca eeS((Xe) pentru orice G e l p , y. 6 } 

I3dca, în plus. R(P, y, 5)/U este un inel comutativ, unde U este idealul generat de a (0 ) în 

K< y 0) atunci ap r^ a^ os e S ( a ' ) unde a ' este extinderea lui a prin radicalul lui U. 

Demonstraţie. Fie 0 € { P , y, 5} şi Se = {(pGRc(R,R') |aeS((p) şi 0eS((p)}. Desigur 

^ . căci (.o-So, unde cp(a)=R(P,y,5), a e R . Atunci a e = o S e e R c ( R , R ' ) , deoarece Gcae ; cum 

' rezultă aosSo, adică ae este o extindere minimală a corespondenţei a astfel ca Gcao 

1 ic acum v--:SpecR(P,y,5) astfel ca a ( 0 ) c V . Atunci U c V şi, din 6.37., rezultă că există 

- astfel ca 0 c a v , unde cu a v am notat extinderea lui a prin idealul V; prin urmare 

/ CM a (0) - a 6 ( 0 ) c V pentru orice V e Spec R(P,y,5), cum a c a p o a - ^ o a s , urmează imediat 

(X. , a . v - S ( a ' ) . 
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§.7. CONSTRUCTIVITATEA a-CATEGORIILOR 

DE ALGEBRE ŞI CORESPONDENŢE 

SEMIUNIVOCE. APLICAŢII 

Fie AFf categoria algebrelor universale cu operaţiile finitare F şi AFc categoria cu 

acclea.şi obiecte având ca morfisme corespondenţele de algebre (care verifică (5.2)), iar APS 

catcgoiia algebrelor cu operaţiile finitare F şi a corespondenţelor de algebre semiunivoce 

\ om arăta că dacă AFc = AFS, a-categoria algebrelor (AFc, AFf) este constructivă, 

i'xtiivand astfel teorema 7 din [Da.88b]. Teoremele de caracterizare a varietăţilor pentru care 

corespondenţele de algebre sunt semiunivoce date de A.l. Malcev, J Chajda, l.Duda, 

I 1 ainbek. G D Findlay, H.Wemer, I.Purdea şi l Virâg oferă astfel o clasă de a-categorii 

.nnsiiuclive bogate, iar tehnica obiectului iniţial utilizată la 2.7. şi 2.8 pe a-categoni 

piehouate permite extinderea teoremelor de existenţă a limitelor proiective pe acestea, prin 

inieiinediul functorului de scufundare; superior tare completitudinea fiind conservată de 

functorul de scufundare şi teorema 2.28. facilitează demonstrarea constructivităţii acestor a-

cateuorii prebogate Ilustrăm acest procedeu pentru a-categoriile A-modulelor, [CD 87b], a 

modulelor şi di corespondenţelor, [Da.88c], a perechilor Jordan liniare, [DP 87] şi a spaţiilor 

local convexe, [CD.87a]. 

7.1. Propoziţie. (AFc, AFf) şi (AFS, AFf) sunt a-categorii la stânga 

Demonstraţie. Fie (pGAFc(A,A') astfel ca pentru orice B e A F f şi g^_AFt(B,A) 

corespondenţa de algebre (pg să fie minimală în AFc(B,A') Trebuie să arătăm ca 

\ l ' t (A ,A ' ) Fie aEA şi xE(p(a) şi B=<(a,x)> subalgebra generată de {(a,x)} în A ^ A 

Daca ;(a,x)} -Bn şi BK.,=Bk c j {(fţa,. a^), f^x,. xn))|(a,,x,), . (an^XrO^B ,̂, tVF(n), n ^ N ; 

aUHici B Bk Definim g ( a \ x ' )=a ' şi h (a \ pentru orice ( a \ Desigur 

L: \ l t(B A) h e A F f ( B , A ' ) Vom arăta, prin inducţie, că hcicpg Pentru k 

luaAi \ Să presupunem că h ( a \ x )c(pg(a\x ' ) , pentru orice ( a \ x ' ) e B t f:ste 
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.M)ikicnt să dovedim câ pentru orice f eF(n) , (a,, x,),...,(an,Xn)eBk, h(a ' ,x ' )c (pg(a ' ,x ' ) , unde 

. t(a an) Şl x'=f(x,, . . . , x„). Cum x'ef((p(a,),...,(p(a„)), iar (p verifică (5.2) rezultă că 

\ -Mf(a;. , an))=(p(a') Prin urmare h=(pg şi, în consecinţă (p(a)=x, adică (peAFf(A,A ' ) şi 

( \ F c , AFf) este a-categorie la stânga concretă; cum compusa a două corespondenţe 

este semiunivocă, urmează imediat că şi (AFS, AFf) este o a-categorie la stânga. 

7.2. Observaţie. AFc nu este, în general, o categorie cu egalizatori. într-adevăr, dacă 

\ W'c astfel ca să existe două subalgebre S, S ' e S ( A ' ) distincte definim (p,vi/eAFc(A. A ' ) 

; !it! ^(a) S vi/(a)=S'. pentru a e A ; dacă H G A F C ( N , A ) ar fi un egalizator al morfismelor (p şi 

iMiK i o^v'yn}. în contradicţie cu definiţia corespondenţelor (p şi vi/. 

\ om nota. pentru (pGAFc(A,A'): 

ker (i->=Ua.b)eA x A|(p(a)o(p(b)?i0} 

Ne \ erit'icâ cu uşurinţă că "nucleul" kercp este o relaţie de toleranţă compatibilă, având drept 

Ja.sc de toleranţă mulţimile (p" (p(a), unde a e A 

Să remarcăm, de asemenea, că (p'eAFc((p(A),A), căci dacă f e F ( n ) , bie(p(ai), i e { l , . . . ,nj 

i - t (a ; . .a , ,)Gf((p"(bi), . . . , (p"(bn)) atunci f(bi, ,bn)Gf((p(ai),...,(p(an))c(p(f(a)), deci 

M t ( b , .b„)). de aceea f((p"(b 1),...,(p'(bn))c(p"(f(bi,. .,bn)). în plus: 

kerg ={(b,b')€(p(A) x (p(A)|(p"(b)n(p-(b');t0} 

este o relaţie de toleranţă ale cărei clase sunt mulţimile (p(p"(p(a) în general), a e A . în 

. (msecinţă, ţinând seama şi de 3.10., obţinem: 

".3. Propoziţie. AFS(A,A')={(peAFc(A,A') | (p(p"(p=(p}. 

Caracterizări ale varietăţilor algebrice pentru care corespondenţele de algebre sunt 

^cnv.univoce au fost obţinute de A.l.Malcev [Mal.54], J .Chajda şi J Duda [ChD.82]. 

I I ambek [Lam.58], G.D.Findlay [Fin.80], H.Wemer [Wer.73], I.G.Maurer, I.Purdea şi 

l \ irag [MPV 82], caracterizări pe care le inventariem în următoarea propoziţie. 

• .̂4. Propoziţie. Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

1 AFc = AFS 

2 P G S ( A X B), A , B e A F c => p este diflincţională. 
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3 pczA X A, AE AFc este o relaţie compatibilă reflexivă => p este o congruenţă. 

4 A,T sunt congruenţe pe AgAFc => TG = ax. 

5 există un polinom ternar p astfel ca p(x,y,y)=x şi p(x,x,y)=y, pentru orice x,yG A şi 

A^ AFc 

6 există un polinom 5-ar p astfel ca p(x,x,y,y,z)=x şi p(x,y,y,z,z)=z, pentru orice 

x.\ A şi AEAJFc. 

7 AE AJc , a,BE A => <AA ^ {(a,b)}> este o relaţie compatibilă simetrică. 

S Hxistă un polinom 7-ar p astfel ca p(x,x,y,y,y,z,z)=x şi p(x,y,y,x,z,y,z)=z, pentru 

oncc \ , v , ze A şi orice AEAJFC. 

A^: AFC, a,b,CEA => < A A ^ {(a,b),(b,c)}> este o relaţie compatibilă tranzitivă 

10 Ag AFc, a,b,CEA {(a,b)}> şi <AA^{(a,b), (b,c)}> sunt congruenţe 

1 1 AE AFc, a ,b,cEA => congruenţa şi toleranţa generate de {(a,b),(b,c)}sunt egale 

12 A e AFc => clasa toleranţelor pe A coincide cu aceea a congruenţelor 

1 > Ae AFc şi p c A X A este o relaţie compatibilă reflexivă => p este o relaţie 

conipaiibilâ simetrică. 

14 AEAFC şi P C A X A este o relaţie compatibilă reflexivă => p este o relaţie 

Lonipaiibilâ tranzitivă. 

7.5. Teoremă. Dacă AFc = AFS atunci a-categoria (AFc, AFf) este constructivă 

Demonstraţie. 1 Arătăm că (AFc, AFf) este o a-categorie cu limite proiective Fie 

(i (A,, (j(s)) o l-diagramă în AFc. Notăm U kerG(s)~ > unde, ca de obicei, 
I/ \ , 

I 1(1,1),h I! Cum id^ G1, rezultă că pi este o relaţie compatibilă retlexivă, iar din 

piopo/iţia 7 4 urmează că pi este o congruenţă pe A,. Fie 

\ ; ( a , ) ^^nA. /p . |G( s ) ( ă j ) c ă i , i e i , sel( i , j )} 

Dctinim a ,cA,, i e i , pentru fiecare ( a , ) G A Dacă f eF (n ) şi (a J ). .(a ")-TA. fic 

h^ • A ^ . k ' I l . , n } şi i e i . Atunci, dacă SG I( i j ) ; 
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G ( s ) f ( b ; b p c f i : G ( s ) ( b ] ) , . . . , G ( s ) ( b p ) c f ( G ( s ) ( a ;), . . . .G(s) ( a p ) c f ( a a 

NBJ , .b,"), deci G(s ) f (a j , . . . ,a p c : f ( a | , . . . , a f ) şi f ( a a P E A / P J , de aceea A G A F C 

AFc(A,A.), i e i . Fie B e AFc, g e A F f ( B , A ) şi (gi)eFI(B) astfel ca (gi)c((pig). Trebuie să 

do\ edim că (g,)=(((),g). Dacă (ai, a'i)Gker g'i atunci (ai, a ' i)6gi(B) x gi(B)c(pig(B) x (pig(B) şi 

^ > ,(a,) I g,"(a,)= g ' ( a ' , ) c g'(p"i(a'i); dar g'(p'i este semiunivocă, deci g"(p'i(ai)= g"(p"i(a'i); prin 

UI mare 

ker g ' . i ke r g'(p'i, i e i . 

' . la a ) ker g',; din incluziunea precedentă urmează imediat că ((pig)'(ai) = ((pig)'(a'i), deci 

j . ^ i a ) - Fie ( a i)G(p'(ai), i e i fixat şi (a ' , )e(pj ' (a ' i ) ; atunci g ' ( a i ) = g"(a ' , ) Fie 

- u I a i). cum g(b)=( a i)=(a ',) urmează că a j=a şi (a,. a ' j )epi . De aceea: 

ker g-, c p, o (g,(B) x gi(B)), i e i , 

I )ar ker G(s) c ker g jG ( s ) ' c ker g',, pentru orice sel( i , j ) , deci: 

P, ^ (g,(B) ' g.(B)) c ker g „ 

idică p, ' (gi(B) X g,(B)) = ker g'i, i e i , ceea ce atrage imediat egalitatea (giH(pig).Prin 

irmare (cp.ie FIM(A), Analog ((pig)eFIM(B) pentru orice B e A F c şi geAFf (B ,A) . Rămâne să 

J.(>\ edim că aplicaţia definită prin: 

AFf(B.A) ^ FIM(BX g ^ M 

este bijectivă Dacă ((p,g) = ((pig'), cu g . g ' eAFf (B ,A ) şi g ( b H i i ) , g ' (b)= ( ă atunci pentru 

-Mce 1.1 u),g(b)= a i = a ' i = (pig'(b), adică g=g' . în sfârşit, fie (gi)eFIM(B), b e B , iar 

'' A Ff( :b-\ B ) incluziunea uzuală. Cum 

ker G(s)" c ker gj 'G(s)" c ker g'„ i e i , se l ( i , j ) 

urmează câ 

p, (gi(B) X gi(B)) c ker gi, i e i . 

Defmmi 6,G AFc(<b>,Ai) prin: 

e , f b ' ) = [p, o (gi(B) X gi(B))](b'), b ' e < b > . 

Dar G(s) [pj o ( g / B ) x gj(B))](b') c [pi r^ (gi(B) x gi(B))](b'), pentru orice b'E'^b^; de aceea 

( e , ) t F I ( < b > ) . Cum (Gi) c (giO) şi (gj) e FIM(B) rezultă că 0i=gi0, pentru orice i e i şi 

ker g-, = p, o (gi(B) x gi(B)) 
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Acuasta este suficient pentru a dovedi că: 

g ( b ) - ( & ( b ) ) , b E B 

defineşte gG AFf(B,A) şi că ((pig)=(&) P^n urmare (A, (p,) = lim G 
<-(AFc,AFf) 

2 Desigur orice I-diagramă discretă G din AFc are un produs (nG(i), p,) şi 

p, AFf(nG(i) , G(i)) pentru orice i e i , deci, conform propoziţiei 2.13., a-categoria algebrelor 

csic un p roduse stricte. 

o Fie (p,EAFc(A,B), i e i , o familie de corespondenţe de algebre Notăm cu 

; ( \ ,Y) |Y(:I (PI(X) , X E A } , relaţia compatibilă asociată corespondenţei (pi, pentru orice 

Desigur, p, este o subalgebră a algebrei produs A x (p,(A) Fie P=<O'P,>A.XB şi <P proiecţia a 11-

1 i sn F.vident (pFAFc(A,B) şi (p=^(p i în AFc Dacă ^/eAFc(B,C), atunci v|/(p vi/ip,. 
i 

teoarece. dacă 6 este relaţia compatibilă asociată corespondenţei v|/, rezultă imediat câ 0p 

t l^rin urmare AFc este superior tare completă la stânga 
1 

Aplicând acum teorema 2.28. rezultă că a-categoria (AFc, AFO este constructivă 

7.6. Observaţie. Toleranţele compatibile coincid cu congruenţele pe grupuri, inele, 

motlulc Şl, în general, pe grupuri cu multioperatori. Prin urmare (Gc, Gf) şi (Rc, Rf) sunt. 

contorm teoremei 7 5., a-categorii constructive. Pe de altă parte tehnica obiectului iniţial 

uiili/aiă în 2 7 Şl 2 8. pe a-categorii prebogate permite prelungirea limitelor proiective în 

,i-caiegoriile scufundate. Ilustrăm, în cele ce urmează, această tehnică pentru 

a-categona modulelor extinzând rezultatul principal din [CD.87b]. Vom nota cu MAf 

.aicizona .\-modulelor (stângi) şi a omomorfismelor dintre ele şi cu MAc categoria 

v-inodulelor stângi şi a corespondenţelor de module, i e (peMAc(E,F) dacă (p€Ec( E. F-) şi 

atpix) - bci)(y) c: (p(ax + by), a ,be A, x .yeE, 

uiulc ain(x)-"! au|ue(p(x)} Cuplul (MAc, MAf) formează o a-categorie la stânga concretă 

".7. Propoziţie A-categoria grupurilor abeliene (Abc, Abf) este bogată şi constructivă 

Demonstraţie. Conform teoremei 5 14 , Abc este superior tare completă la stânua 

Iu- ca la (peAbc(G.H), gGAbfl[H,K) şi h€Abc(G,K) astfel încât h z g(p .\tunci 
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t u h Abc(G,H), fo(p şi gf=h. Prin urmare (Abc, Abf) este o a-categorie bogată la stânga. 

(\Mistructivuatea sa rezultă din teoremele 5.23. şi 2.28.. 

".8. Propoziţie. A-categoria A-modulelor (stângi) (MAc, MAf) este prebogată. 

Demonstra ţ ie . Fie MAc Abc functorul de subiacenţă, i e., dacă E este un 

\-niodul. E este grupul subiacent lui E şi dacă (p6MAc(E,F) atunci este restricţia lui (p 

între grupurile subiacente E şi F . Se verifică imediat că acest functor este fidel (definiţia 

^ I 

" / i . Teoremă. A-categoria A-modulelor stângi este cu limite proiective. 

Demonstraţ ie . Fie F o I-diagramă în M A c şi ( E , 9 j ) = l i m F . Pe grupul E 
(Abc, Abf) 

h'îniini structura canonică de A-modul stâng, adică; 
a( \ ,)=( ax,), pentru a e A şi ( x , ) € E . 

f ii aceasta corespondenţa de grupuri se extinde canonic la corespondenţa de module 

\ l \ c (h F(i)) astfel ca c?,= ^ „ i e l . 

de altă parte, dacă U şi V sunt două A-module şi g E A b f ( U , V ) , atunci 

( \ ) . a^A, XGU defineşte g€MAf (U ,V) ş ig = G . Prin urmare (E, (pi) este, conform 

' ! 2 o un obiect iniţial pentru familiile (F(i)) şi Atunci, din consecinţa 2.8 şi 

ri opoziţiile 7 7 şi 7.8., rezultă că: 

hm F = (E, (PO-
( MAc, MAf ) 

l eoremă, A-categoria A-modulelor stângi este constructivă. 

Demonstraţ ie . Deoarece orice corespondenţă de grupuri subiacente unor A-module se 

' \ r i nde canon ic la o unică corespondenţă de module, din teorema 5.14. rezultă că MAc este o 

a legorie ordonată superior tare completă la stânga, cu produse stricte. Atunci din 7.9 şi 2 .28 

lezul tâ că (MAc, MAf) este o a-categorie constmctivă. 

7.11. Deriniţie. Fie (X,A) şi (Y ,B) un A-modul, respectiv B-modul (stâng). O pereche 

Ţ'D.FV) este o di corespondenţă de module de la (X,A) la ( Y , B ) dacă PERC (A,B ) , ( p e A b c ( X , Y ) 
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N̂i p(a)(p(x)c:(p(ax), pentru orice a e A şi XEX , unde p(a)(p(x)={by|bEp(a), yE(p(x)}. Notăm cu 

Mc categoria ale cârei obiecte sunt modulele (stângi) şi ale cârei morfisme sunt 

clicorespondenţele de module în raport cu compunerea pe componente; incluziunea pe 

c(MTiponente este o ordine faţă de care M c devine o categorie ordonată, iar cuplul (Mc, Mf) 

este o a-categorie la stânga, unde morfismele din Mf sunt dimorfismele în sensul lui Bourbaki 

B 0 6 I ] (adică (p(0)=0 şi p(0)=0). Proprietăţi elementare ale dicorespondenţelor de spaţii 

liniare (stângi) sunt analizate în [Da.88c]. 

7.12. Teo remă . A-categoria modulelor şi a dicorespondenţelor este constructivă. 

Demonst ra ţ ie . Vom utiliza tehnica obiectului iniţial, ca în 7.10. Fie F o l-diagramă în 

Mc Pentru orice i e i , F(i)=(Xi, Ai) este un A,-modul şi pentru orice sEl(i j) ,F(s)=(G(s), R(s)) 

este o dicorespondenţă între Aj-modulul (Xj , Aj) şi Aj-modulul (X», A,). De aici urmează 

imediat faptul că R=(Ai, R(s)) este o I-diagramă în Re, iar G=(Xi, G(s)) este o I-diagramă în 

Ahc l'ie 

(A, p.) = lim R şi (X,(pi) = lim G 
(Rc,Rf) (Abc,Abf) 

I olosind construcţiile din teoremele 6.5. şi 5.13. se verifică ca la 7.8 că operaţia 

(a , ) ( x , ) - ( a i x i ) , ( a O ^ A , ( x O ^ X 

defineşte pe X o structură de A-modul astfel ca ( X , A ) E M C Tot din 6 . 5 . rezultă că 

p.((a.))(p,(( x , ) ) c ( p i ( ( a i x i ) ) , iEl 

adică se extinde canonic la dicorespondenţă (cpi, pi)EMc((X,A), (Xi,A,)), i^I , astfel ca 

( (p,, unde ^ Mc Abc este functorul de subiacenţă; acest fijnctor este fidel în 

consccinţâ. (Mc, Mf) este prebogată, iar ((A,X), ((p„pi)) este, în acord cu 2.6 3 , un obiect 

initial pentru tamiliile (X,) şi ((p,). Din teorema 2.8 rezultă că lim F - ( ( A , X ) , ((P^P,)) 
(Mc,Mf) 

csic linutâ tare a l-diagramei F. 

Sâ arâtăm acum că (Mc, Mf ) este superior tare completă la stânga \ ' om utili/a ideca 

Jcnionstiaţiei teoremei 9 din [Da.88.c]. Fie ((P„ P , ) E M C ( ( X , A ) , (Y,B)), î L O tamilie ne\idâ 

Jc dicorespondenţe Notăm cu Z submodulul generat de mulţimea o(p,(X) în B-modulul \ si 
i 

cu submodulul lui Z generat de mulţimea 
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\ 'yt^Zi BxeX, i j e l ; ye(pi(x) - (pj(y)). 

Definim p(x) = V + (p(0), unde y e ^ ( p i ( x ) ; (p este o corespondenţă bine definită căci 
i 

dacă V - 9,(x), atunci y - y ' GV . Fie P = U P I supremumul familiei de corespondenţe de inele 
1 ' i 

(P ) J.n Rc: acesta există, deoarece, conform teoremei 6.3., a-categoria (Rc, R f ) este superior 

larc completa la stânga. Cuplul ((p, p) este o dicorespondenţă de module şi anume 

suprenu imul familiei (((p., p.)) în Mc((X,A), ( Y , B ) ) care este superior stabilă la stânga, după 

vum ic/ultă din 6 2 şi 5 14. Prin urmare, conform teoremei 2.28., rezultă că (Mc, M f ) este o 

. . a teyone constiuctivă. 

".13. Obser \ 'a ţ ie . A-categoria spaţiilor liniare (stângi) şi a dicorespondenţelor univoce 

I SLc. SLf) este, de asemenea, superior tare completă la stânga, [Da.88c]. Cu toate acestea ea 

i ii; este cons t ruc t ivă , deoarece SLf nu este o categorie cu produse. în continuare vom arăta că 

i .alegoria perechilor Jordan liniare este constructivă utilizând proprietăţile laticeale ale 

. .l esjxmdenţeior de asemenea perechi din [DP.87] şi tehnica obiectului iniţial; pentru detalii 

pi \ ind perechile Jordan liniare vezi monografia [Loo.75]. 

".14. Definiţie. Fie K un inel unitar de caracteristică diferită de 2 şi Jf categoria 

ercchilor Jordan liniare şi a omomorfismelor de asemenea perechi, [Loo.75]. Dacă 

\ - ( \ V Jf, iar A,C c V° şi B c V® definim operaţia Minkovski, {A,B,C}a, prin; 

I .A,B,C = {{a,b,c}a I a e A , b e B , c e C } , a = ± 

,l;n cuplu (p=((p+, (p.) se numeşte corespondenţă Jordan liniară între perechile 

\ ( \ . V ) Şl W = ( W \ W ) din J f dacă (pcsMKc (V", W") şi 

1 (p.a(y), (Po(z)}o C (Pa({x,y,z}a), 

pcniiu orice x,y'£ V", y e a=± . în acest caz vom scrie (pGJc(V,W). 

7.15, Observa ţ i i . Jc , unde Jc=Jf, este o categorie ordonată în raport cu incluziunea şi 

compunerea pe componente. Dacă (peJc(V,W), atunci (pGjf(V,W) dacă şi numai dacă 

,v(0)-(3, în plus, dacă Vi<V şi W i < W sunt sub-perechi Jordan liniare, iar (pGJc(V,W), 

ciiiinci 
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1 (p(VI) - ( ( p . ( V i l (p.(Vi^))<W 

2 cp ( w , ) = ( ( p ; ( w O , c p : ( w O ) < v 

3 (P(V)/(P(0) = ((p.(V^)/cp.(0), cp.(V-)/(p.(0))€Jc 

4 (Jc, J f ) este o a-categorie la stânga numită a-categoriaperechilor Jordan liniare. 

7.16. Propozi ţ ie . Jc(V,W) este o semilatice completă faţă de reuniune. 

Demons t ra ţ ie . Fie I o mulţime nevidă şi ( P ' G J C ( V , W ) , \e\ Notăm cu (PA(0) 

submodulul modului < ^ ( P a ( V ^ ) > generat de mulţimea: 
i 

l u r W ' l 3 X E V ^ i j E l : UE ( P A ' ( x ) - (PA-'(x)} 

şl u-^-(pa(0), unde uEO(pa (x ) , xgV^, G=±. Din 5.14. rezultă, ca în demonstraţia 
i 

icoreniei 7 10 , că (pa= (Pa ^ M K c ( V ^ W ) , a=±. Fie x ,zeV^ şi y ^ V ^ , uE(pa(x), \ -(p'.^(v) 
i 

Şl u • (p'rr(z), unde i e i este un element fixat. Atunci: 

i U,V,W [a^ {cp a(x), (p'-crCv), CP a(z)}a C (p a({x,y,z}a) C CPa({x,y,z}a), O - ±, 

aciică ((p., (P.)-^V^'(P'GJC(V,W). 
I 

7.17. Exemplu. Fie K = Z n şi perechea Jordan liniară V unde V = V este 

modulul matricilor cu p linii şi q coloane, în raport cu aplicaţiile: 

: In V^ X V"^ X V^ V , {x,y,z}a = xy^z + zy'x, cu X,zgV", y e V ^ lar v 

este transpusa matricii y. Dacă 1 şi O E J C ( V , V ) sunt identitatea, respectiv morfismul nul, din 

I O este definit prin (pa(x)=V^, pentru orice x e V , a=±. în plus, 1o0l^0o0-0 

« v prin urmare (Jk , JO este o a-categorie superior tare completă la stânga, dar nu este 

hkiMn|>letâ 

"'.IH. I eoremă. A-categoria perechilor Jordan liniare este constructivă 

Demonstraţie. Functorul Jc -> M K c definit prin V -> V^ x V şi (p > cp ^ (p compus 

.11 seutiindarca ^ MKc Abc este fidel, deci (Jc, Jf) este prebogată Fie F o I-diagramă in 

•li \iunei (F ( i r , F(s)a) este o I-diagramă în MKc Fie ( V , (p^) limita sa proiectivă în (MKc, 

MKI') I ) acâ (x , ) , atunci: 
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! (x , ) . (z , ) , ( y i ) } a = ( { x i , y i , Z i }o) 

defineşte aplicaţiile ( , , : V ' x V ^ x V^ V^, a=±, faţă de care V=(V", V ) este o 

pereche Jordan liniară; deoarece: 

( ( P U ( x , ) ) , (p ' -oayOX ( p ' « ( ( z i ) ) } o C = ( P o ( ( { x i , y i , Z i }o)), 

din ^ 15 Şl 7.9 , (p'-)eJc(V, F(i)). Astfel, (V, cp') este obiect iniţial pentru familiile 

d ' (1) - F (i)) şi ((p'- X (p'.) în raport cu scufundarea Jc M K c Abc definită mai sus, iar 

din : 8 rezultă că (V, (p') este limită tare a I-diagramei F. Acum, din 7.16. şi 2.28. rezultă că 

( J c . .If) este cons t ruc t ivă . 

7.19. Observa ţ ie . Teorema 7.18. extinde teorema 3.2. de existenţă a limitelor 

iMvMcctive din [DP 87] 

in continuare vom utiliza tehnica obiectului iniţial pentru a demonstra 

constaictiMtatea a-categoriei spaţiilor local convexe prin intermediul teoremei de 

preindiictivitate - teorema 4 din [CD.87a]. 

7.20. Definiţie. Fie SLCf categoria spaţiilor locale convexe peste corpul numerelor 

reale IR şi a aplicaţiilor liniare şi continue dintre ele. Dacă X . Y e S L C f , o corespondenţă liniară 

•^- \ l fRc(X.Y) se numeşte corespondenţă de spaţii local convexe dacă este continuă. 

I Ren 84], i e. pentru orice aplicaţie continuă g; Y ^ IR pentru care g(peEf(n X, IR), aplicaţia 

•J.O este continuă, vom scrie, în acest caz: (peSLCc(X,Y). 

7.21. Propoziţie. Dacă (peSLCc(X,Y), atunci: 

1 (.o(aa + pb) - a(p(a) + P(p(b), pentru orice a,bGX şi orice a,pGlR*=IR\{0}, 

2 (p(X) G SLCf 

3 (p(0) este un subspaţiu închis al subspaţiului cp(X). 

Demons t ra ţ ie . Fie ae lR* . Atunci, din liniaritatea corespondenţei (p rezultă că 

f/(jo(0)-(p(0), deci ( p ( 0 ) c a " V ( 0 ) c ( p ( 0 ) şi (p(0)=a(p(0). F i e a e X şi yG(p(a); c u m a y e ( p ( a a ) 

ic/.ultă că acp(a)=ay+(p(0), conform 5.2.. 

Cea de-a doua afirmaţie rezultă imediat din prima. 
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Fie acum g: Y -> IR o aplicaţie continuă pentru care gcp este funcţie Cum (p este 

semiunivocă, conform 7.6., există r e IR astfel ca g ' ( r) = (p(0); cum cp este continuă şi (p(X) este 

subspaţiu local convex al lui Y rezultă că (p(0) este subspaţiu local convex al spaţiului (p(X) 

7 . 2 2 . Consecinţă. Dacă (PGSLCC(X,Y ) , atunci (p(X)/(p(0) este un spaţiu local convex 

separat, iar dacă X şi Y sunt spaţii Frechet, atunci (p(X)/(p(0) este de asemenea spaţiu Frechet. 

în plus, are loc următoarea caracterizare a corespondenţelor de spaţii local convexe. 

7.23. Propoziţie. Fie X,Y€SLCf şi (peMIRc(X,Y). Atunci corespondenţa (p este 

continuă dacă şi numai dacă p(peSLCf(X,Y/(p(0)), unde p: Y Y/(p(0) este proiecţia 

canonică pe spaţiul cât. 

7.24. Observaţie. Dacă (pGSLCc(X,Y), atunci (peSLCf(X,Y) dacă şi numai dacă 

(M0) () Prin urmare restricţia relaţiei de incluziune din SLCc(X,Y) la SLCf(X,Y) este relaţia 

(le eualitate 

7.25. Propoziţie. Cuplul (SLCc, SLCf) este o a-categorie la stânga 

Demonstraţie. Fie (pGSLCc(X,Y) şi vi/eSLCc(Y,Z) şi f Z IR o aplicaţie continuă 

pentru care fvj/cpeEf([] \ R). Atunci restricţia vi/|,p(X)eSLCc((p(X),Z) şi f\i/|<p(X)eEf( (p(X), IR) 

^icci I q)(X) -> IR e ti continuă; fie h prelungirea continuă a funcţiei pe Y Atunci 

ln;i(a) l\|/(p{a) pentru tr i e a e X , iar (p€SLCc(X,Y), deci h(p este continuă, adică 

SI.CciX.Z) 

l ic acum (peSL' - X,Y) având proprietatea că pentru orice f'eSLCf(Z,X), (if este 

minimal in SLCc(Z,Y) ) că (p€SLCf(X,Y), atunci (p(0) are, conform 7 24 , cel puţin două 

elemente, luând Z spaţia i ivial şi f morfismul nul, atunci gc(pf şi g;^(pf unde gcSLC c(Z,N ) 

este nunt'ismul nul, ceea < contrazice minimalitatea morfismului (pf, în consecinţă (p('>) ri şi 

.Im • :-l , SL.Ct^X,Yl 

7.26. Propoziţie. > .Cc(X,Y) este o semilatice completă faţă de reuniune 
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Demonstraţ ie . Fie (piGSLCc(X,Y), i e i o familie nevidă de corespondenţe de spaţii 

local co in exe şi (p supremumul ei în MRc, care există, conform demonstraţiei teoremei 7 . 1 0 . . 

Fste suficient să arătăm că (p este o corespondenţă continuă. Fie f Y ^ IR o aplicaţie continuă 

peiitri! care compusa f(p este o funcţie. Pentru orice i e i , f(pief(p, deci f(pi este la rândul ei o 

funcţie Şl f(4)i=f(p, i e i , este o aplicaţie continuă. Prin urmare (peSLCc(X,Y). 

"^.27. Teo remă . A-categoria spaţiilor local convexe este constructivă. 

Demonstra ţ ie . Din 7.26. şi 7.10. rezultă că SLCc este superior completă la stânga şi 

SIX c. SLCf) este la rândul ei o a-categorie superior tare completă la stânga. Pentru a arăta 

... e>ic constructivă, este suficient, conform teoremei 2.28. să dovedim că ea admite limite 

i^vMfciixe tari 

Sâ l eniarcâm întâi că functorul de incluziune 

SLCc ^ M R c Abc 

i tidel Şl conform 7 8. a-categoria spaţiilor local convexe este prebogată. Fie F o 1-dia-

;iramă in SLCc şi (X, (pi) limita sa proiectivă tare în a-categoria IR - modulelor; din 7.9 

;c/.uiui că iX.tp,) este obiect iniţial pentru familiile (F(i)) şi ((pi) în raport cu functorul de uitare 

MIRc ^ Abc Pentru ca (X, (p.) să conserve această calitate şi pentru functorul 

SL C c > MIRc Abc este suficient să înzestrăm IR-modulul X cu o structură de spaţiu 

!(>l^o!omc local convex pentru care corespondenţele cpi să fie continue, i e i . Conform 7.22.. 

M X ) (.^,(0) este un spaţiu local convex separat, i e i Topologia produs pe f i (pi(X)/(pi(0) induce 
i 

pc .\ o stiiictură de spaţiu local convex faţă de care restricţia proiecţiei canonice p;: X - ^ X, 

cs'e continua şi pi(p, este de asemenea continuă. Prin urmare, în acord cu propoziţia 7 2? 

^ SI CclX.X,). iar {X,(pi) este obiect iniţial pentru familiile (F(i)) şi ((pi) în raport cu 

(uncTorul SLCc ^ Abc. în consecinţă: 

(X. (j-),) = Hm F 
(SLCc.SLa) 

iar a-categoria spaţiilor local convexe este constructivă. 
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§.8. A-CATEGORII ADITIVE. TEOREME DE 

STRUCTURĂ 

în acest paragraf introducem noţiunea de a-categorie aditivă după [Da.97b]; prezentăm 

câiL\ a clase de asemenea a-categorii şi dovedim constructivitatea unor a-categorii de module 

peste a-categorii aditive precum şi câteva aplicaţii. în final iniţiem studiul a-categoriilor 

aditive concretizabile (a-c-categorii) făcând o paralelă între teoria inelelor şi teoria a-

categoriilor după ideile lui B.Mitchell, [Mit.72], K.Baumgartner, [Bau.87] şi R Street 

|Sti Arătăm de exemplu că orice a-c-categorie (C, C ) se scufundă izomorf în a-

Lategoria canonică peste C ; dăm totodată câteva rezultate privind structura a-c-categoriilor 

simple .şi a r t i n i e n e 

A. A-categorii aditive 

Fie Abf categoria grupurilor abeliene (mici) şi a omomorfismelor şi Abc categoria cu 

aceleaşi obiecte având drept morfisme corespondenţele de asemenea grupuri. Cuplul (Abc, 

Ahf) Ibrmează o a-categorie la stânga concretă, conform 5.22.1. Aici Abf este o categorie 

iditi\ă. spre deosebire de Abc; totuşi (Abc(G,G' ) ,+ ,c) este un semigrup abelian ordonat cu 

elementul nul OGAbf(G,G'), unde (a^p)(a)=a(a)-fP(a) = {x+y| xEa(a) , yGp(a)}, a e G , pentru 

OIice (/.Jit Abc(G,G') Abstractizăm proprietăţile acestei a-categorii în termenii 

a-categoriilor aditive, [Da.97b]. 

8.1. Definiţie. A-categoria la stânga (C, C ) este o a-cale^one aditiva dacă pentru 

orice X Y Z A l t C , aEC(Y,Z), b,CEC(X,Y) şi dGC(U,X) 

(I) (C(X,Y,+,c:) este un semigrup ordonat cu element nul O w ^ C (X.Y) 

Ovul 

(II) C este o categorie aditivă (faţă de restricţiile operaţiilor din C) 

(iii) ab - ac c a(b-c), unde - a = (-lz)a; 

(IV) (b+c)d c bd + cd 

\ om omite uneori indicii X,Y pentru elementul nul, i e dacă nu există pericol dc 

cont'u/ie in c;izul în care C are un singur obiect, cuplul (Hom C, Hom C ) se numeşte a-inel 
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8.2. Exemple. A-categoriile. (Abc, Abl) - a grupurilor abeliene şi a corespondeţelor 

do grupuri abeliene, (MAc, MAf) - a A-modulelor şi a corespondenţelor de A-module 

( \e/ i ^ 8 ). (SLCc, SLCf) - a spaţiilor local convexe şi a corespondenţelor de spaţii local 

coinexe (N czi 7 25.) sunt a-categorii aditive concrete. De asemenea a-categoriile grupurilor 

pretudonate, a grupurilor ordonate şi cea a grupurilor ordonate cu morfismele având imagini 

izolate din [Da.89] sunt a-categorii aditive concrete. Dacă notăm GEc categoria având drept 

obiecte grupurile abeliene şi ca morfisme toate corespondenţele dintre asemenea grupuri şi 

detinim. pentru orice a ,PeGEc(G,G') , (a+P)(a) = a (a ) + (3(a), a e G , atunci (GEc, GEf) este o 

-^alegorie aditivă concretă, unde GEf este categoria grupurilor abeliene şi a funcţiilor 

. )c.sigur (Abc, Abf) < (GEc, GEf). 

Dacă R este un inel asociativ cu unitate, atunci endocorespondenţele grupului aditi\ 

. K, I formează un a-inel, mai precis (Abc((R,+),(R,+)), Abf((R,+), (R,+)) este un a-inel faţă 

ic adunarea, compunerea şi incluziunea corespondenţelor de grupuri. 

8.3, Exemplu. Fie R' un inel asociativ cu unitate şi R=(a '+A| a ' e R ' şi A este ideal 

irept in R } Vom introduce pe R două operaţii astfel ca (R,R') să devină a-inel. Ca de obicei, 

Jeniificâm elementele minimale în raport cu incluziunea din R cu cele din R' . Dacă a'+A, 

b R, atunci: 

a - A d b ' + B o a ' - b ' e B şi A c: B. 

Definim, pe lângă adunarea uzuală (a '+A) + (b' + B) = a' + b' + A + B, înmulţirea "o" prin: 

(a - A) o (b'+B) =a 'b ' + A + a'B. 

\ \h.niele (i) şi (ii) din 8.1. sunt verificate, iar (iii) este valabilă aici cu egalitate, căci: 

: a • |o(b'+B) - (a'+A)o(c'+C) = a 'b ' + A + a 'B - (a 'c ' + A + a 'C) = a ' (b ' -c ' ) + A + a'B ^ 

i r a ( b - c ) + A + a'(B+C) = (a' + A) o (b' - c' + B + C), unde a'+A, b '+B, c '+C g R: 

cum pentru orice d '+D e R, (b '+c ')D c b 'D + c'D, are loc şi (iv), deoarece: (b '+c'+B+C) o 

(d - D ) d (b'+B) o (d'+D) + (c'+C) o (d'+D) o (b '+c ')d ' + B + C + (b '+c ' )D c b 'd ' + B 

i B • c d + C + c'D. Cum restricţia operaţiei "o" la R' este, cu convenţia făcută, înmul-

' i r ra dm R ' . r ă m â n e să dovedim că incluziunea este compatibilă cu operaţia " o " (sau categoria 

uatcă lui R este ordonată) . Fie a ' + A C b ' + B , în R şi C ' + C G R . A tunc i : ( a ' + A ) o ( c " + C ) c : 

(b - B ) o (c'+C) o a 'c '+A+a 'C c b 'c '+B+b 'C o ( a ' -b ' ) c ' eB+b 'C şi A+a'C c B+b'C; 
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prima relaţie este adevărată, căci a ' -b ' G B , deci (a ' -b ' )c ' e B; pentru cea de-a doua, cum 

A B. este suficient să arătăm că a 'C c b 'C + B; fie XGC; atunci a ' x e B + b ' x , deoarece 

a -b ' ^ B şi B este ideal drept. în fine: 

(c '+C) o (a '+A) c (c'+C) o (b '+B) o c ' (a ' -b ' ) s C + c ' B şi C+c 'A c C+c 'B, 

prima relaţie este adevărată, căci a ' -b 'EB, deci c ' ( a ' -b ' ) G C'B, iar cea de a doua rezultă din 

incluziunea c ' A cz c'B. 

în cele ce urmează cuplul (R,R') va fi numit a-inelul canonic peste inelul R' 

8.4. Propoziţie. Fie R' un inel asociativ cu unitate Atunci a-inelul canonic (R.R ) se 

.scufundă izomorf şi izoton în a-inelul endocorespondenţelor grupului ( R \ +) 

Demonstraţie. Definim f R Gc((R' ,+),(R' ,+)) prin f([a'+A)(x) = a 'x+A. pentru 

orice XGR' şi a ' + A c R . 

Pentru orice x . y c R ' , f(a '+A)(x-y) = a'(x-y)+A = fl[a'+A)(x) -- f(a'+A)(y), deci f(a'4 A) 

este o endocorespondenţă a grupului (R',+). Injectivitatea aplicaţiei f rezultă imediat din 

faptul că R' este un inel cu unitate. Dacă a '+A, b'+BER, atunci f ( a+A)+f (b '+B) -

f(a +b '+A+B) şi dacă XGR', 

f(a '+A)f(b '+B)(x) = f (a '+A)(b 'x+B) = a ' (b 'x+B )+A = f((a '+A) o (b" + B))(x) 

deci f e s t e o scufundare; dacă a '+A c b'+B, atunci pentru orice XGR ' , (a '-b )xGB şi AciB, 

deci a \ + A c b ' x + B ; prin urmare F(a '+A)cf(b '+B) şi izotonia aplicaţiei f este probată 

8.5. Observaţii. Fie (R,R') a-inelul canonic peste R' şi f scufundarea din propoziţia 8 4 

1 Dacă a '+AGR, atunci f(a '+A)(0)=A este ideal (bilateral) al inelului a 'R '^ A 

2 .Axioma (iii) este verificată - în a-categoria aditivă asociată a-inelului (R.R ) cu 

eualitate. adicâ 

( i i i ) ab - ac = a(b-c) 

pentru orice morfisme compozabile 

> .Aplicaţia g: R Gc((R',+), (R' .+)) definită prin g(a'+A)(x) x a ^ A nu este 

scufundare (antiizomorfa); mai precis g(b '+B) g ( a ' - A ) e g(a'b +A+a B), căci B nu este. in 

^^eneral. inclus în idealul drept A+a 'B 
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8.6. Exemplu. Fie C o categorie aditivă. Vom defini o nouă categorie C cu aceleaşi 

obiecte, astfel ca (C, C ) să devină o a-categorie aditivă. Un C'-modul (drept) este un functor 

C > Abf \ ' om nota cu M C categoria C - modulelor şi a transformărilor naturale dintre 

oic Dacă X s C , hom-functorul contravariant C ' x uzual definit prin C 'x (Y) = C ' (Y,X) şi 

C ) - y a . pentru orice aGC'(Y,Z) şi yGC' (Z ,X) defineşte un C ' -modul . Un X-ideal 

(drept) A este un submodul (subobiect în M C ) al modulului reprezentaţii C 'x; în acest caz A 

poate fi identificat cu o colecţie de morfisme ale categoriei C având proprietatea că dacă 

a i - A ( ^ ' ) = A ^ C (Y.X), iar yGC'(Z,Y), atunci (a+b)yGA(Z), [Str.95]. Definim: 

( (N X) = ia""A(Y)i a 'GC' (Y,X) , A este X-ideal drept în C } . Dacă a +A(Y). 

n - M r ( \ ' . X ) , atunci a '+b '+A(Y)+B(Y) e C(Y,X), deoarece (A+B)(Y) = A(Y)+B(V) 

icfine^te un X-ideal drept. Fie acum a '+A(Y)GC(Y,X) şi b '+B(Z)GC(Z,Y); definim. 

(a - A(^').) o ( b ' -B(Z) ) = a 'b '+A(Z)+a 'B(Z) 

Atunci (a"-A(Y)) o (b '+B(Z))GC(Z,Y), deoarece K(Z) = A(Z) + a 'B(Z) defineşte un 

\ - ideal drept Ca de obicei identificăm C ' (Y,X) cu mulţimea morfismelor minimale din 

Ti^ X) faţă de relaţia de incluziune. Astfel cuplul { C . C ) devine o a-categorie care verifică 

ixu'inek- (i) şi (ii) In plus este verificată şi axioma (iii); într-adevăr, dacă: 

b'+B(Z) 
I ' z ^̂  Y ) X sunt morfisme în C, atunci (a '+A(Y))o (b'+B(Z))-

-(a -A(Y)) c (c"+C(Z)) = a 'b '+A(Z)+a 'B(Z) -a ' c '+A(Z)+a 'C(Z)= a ' (b ' -c ' )+A(Z)+(B+C)(Z)= 

(a A(Y)) c (b -c>(B-C)(Z)) . Deoarece: 

( b - c +(B+C)(Z)) o (d '+D(U)) = (b '+c ' )d '+(B+C)(U) + (b '+c )D(U) c (b +B(Z)) o 

(d - D(U))+(c-+C(Z))o(d '+D(U)), pentru că (b '+c ' )D(U) c b 'D(U) + c 'D(U), este verificată 

axioma (iv), în consecinţă ( C , C ) este o a-categorie aditivă; o vom numi a-categona 

cdiioiiică peste C 

8.7. Definiţie. Fie ( C , C ) şi (D,D') două a-categorii aditive. 

I Un a-functor F: C ^ D se numeşte aditiv dacă F conservă morfismele stricte (i e 

a Horn C F(a)GHomD') şi F(a) - F(b) c F(a-b), pentru orice a ,beC(X,Y) . Vom nota cu 

I C -> D' restricţia lui F la morfismele stricte, i e. F ' ( a ' ) = F(a') , a ' e H o m C . 
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2 Un a-flinctor aditiv C* Abc va fi numit (C, C^)-modul (drept) , sau a-moJuL 

Cu M C s notăm categoria (C, C ) - modulelor şi a transformărilor a-naturale la stânga, iar cu 

M C d categoria cu aceleaşi obiecte având ca morfisme transformările a-naturale la dreapta. 

Dacă a,T: M -> N sunt două asemenea transformări la dreapta (la stânga) atunci; 

a cz X o a x c Tx , V X e C 

defineşte relaţii de ordine faţă de care MCs, respectiv MCd devin categorii ordonate. Cu MCf 

vom nota categoria (C, C ) - modulelor şi a transformărilor naturale. 

8.8. Exemplu. Fie (C,C') a-categoria canonică peste C şi X e C Extindem C 

modulul reprezentabil C 'x la un (C,C') -modul Cx prin Cx(Y) = C x(Y), V t ( >i 

(•(,1 A(Z))(Y)=ya'+Ax(Z), pentru a '+A(Z)GC(Z,Y) şi yGC'(Y,X). unde Axi/.) esu 

subuiupul generat de C ' (Y,X) A(Z) în C'(Z,X), desigur Ax este un X-ideal drept în ( " 

Knairco A este un Y-ideal drept, dacă y ' e C ' ( Y , X ) , atunci Cx(a'+A(Z))(y) Cx(<i 

\ ( / ) ) ( v ) - ya- ^ Ax(Z) - y ' a ' - Ax(Z) = (y-y ' )a - fAx(Z) = Cx(a'+A(Z))(y-v ), deci 

( (a • A ( Z ) ) G Abc(C'(Y,X), C'(Z,X)) şi, desigur Cx conservă morfismele stricte Fie acum 

h ^B(IJ). :C(U,Z), atunci Cx(b '+B(U))Cx(a '+A(Z))(y) = Cx(b'+B(U))(ya +Ax(Z)) - (ya -

\v ( / ) )b - t Bx(U) c ya 'b ' + Ax(U) + Bx(U) c ya 'b ' + < C'(Y,X)(A(U) + a 'B(lJ)) 

( v((a"' A(Z)) o (b' + B(U)))(y), adică Cx este un a-functor C* Abc aditiv, îl vom numi 

I- fiiiii ior rcprczcnlabil. 

S.v. Teoremă. Fie C o categorie aditivă, M şi N" doua C - m o d u l e drepte 

\ r > N o transformare naturală. Dacă (C, C ) este a-categoria canonică peste ( " , atunci 

iMstâ d(niă extinderi canonice M şi N a C'-modulelor M \ respectiv N". astfel a 

\ l ( d ( M . N ) 

Demoiislratie. Fie a '+A(Y)eC(Y,X) Definim M(a '+A(Y)) ( a M Din 

uv uina > I » urmează că M(a>A(Y))eAbc(M(X) ,M(Y)) , unde. desigur M(X) M iV» 

1 \ uk nt restricţia lui M la C este chiar M' şi M este izoton. în plus. din demonstraţia teoremei 

^ I ro/ultă că M(a '+A(Y))(0)= ( o M'(y))(0) şi M(a"+.A(Y))-Mia ) - M c . i 
VCAIY» 

Daca b •B(Y)GC(Y.X), atunci, cum M(A(Y))cM((A+B)(Y)) şi M ( B ( Y ) ) C M ( ( A ) ) 
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U I inează imediat din 5.2.(f) că M(a'+A(Y))-M(b '+B(Y))=M(a'-b '+(A+B)(Y)) . Fie acum 

2 ' >Y >X morfisme în C. Deoarece Abc este superior tare completă la 

stânga. A este un X-ideal drept, iar B este un Y-ideal drept, rezultă că: 

M(b -B(Z))M(a'+A(Y))= ^ [M(b'+B(Z))M'(a'+y)] = [ M(b '+z)M(a '+y)]= 

y6A(Y) yeA(Y) zeB(Z) 

[ _ \ r ( a ' b ' + a ' z + y b ' + y z ) ] c w M ' ( a ' b ' + a ' z + z ' ) = M(a'b"+.4(Z)+ - A i Y . zeB(Z) zeB(Z), z'eA(Z) 
-a B(Z)) - M((a-^A(Y)) o (b'+B(Z))); prin urmare M este un a-functor. Rămâne să dovedim 

oiaurania 

M(X) N(X) 

M(a'+A(Y)) N(a'+A(Y)) 

M(Y) t y N(Y) 

•s'r Mientatâ la dreapta, adică TYM(a'+A(Y))ciN(a'+A(Y))Tx, conform 1.6.4. într-adevăr. 

Jeoarece T M -> N ' este o transformare naturală, iar Abc este superior completă la stânga 

rc/ultă că 

xvM(a'+.A.(Y)) = xy ^ M ' (a '+y) = ^ xy M' (a '+y) = w N ' (a ' ~y)Tx -
yeA(Y) yeA(Y) yeA(Y) 

- A . V 
\ " (a-^y))xx = N(a'+A(Y))Tx. 

8.10. Propoziţie. Fie (C,C') o a-categorie aditivă. Atunci, pentru orice aeC(Y,Z) , 

.C(X.Y): 

1 0y7 c a - a = aOvY 

2 - a = a ( - l Y ) 

ab + ac c a(b+c) 

4 a = a + aO , unde O E C ( Y , Y ) 

- b - c = -(c - b) 

6 b c c O bO c b - a c cO, unde O = Oxx 

^ b c c < = > b - c = cO, unde O = Oxx 

8 (b + c)0 = bO + cO, unde OeC(X,X) 

l(a) = { X € C ' ( X , Y ) J X G C , OXZC: ax} este un Z-ideal drept al categoriei C " 
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10 xa + ya = (x+y)a + yaOw, pentru orice morfisme compozabile x şi y e H o m C . 

11 b c c o c = b + cOxx = c + bOxx 

12 a(x+y) = ax + ay , pentru orice morfisme compozabile x , y € H o m C 

13 a g Horn C o aOvY Oyz 

14, K(a) = {xeC ' (X ,Z) | x c aOxv, X e C ) defineşte un Z-ideal drept în C . 

Demonstraţie. Notăm cu 1, respectiv O, identitatea, respectiv morfismul nul, când nu 

există pericol de confuzie. 

1 Din (i), (iv) şi (iii): O = Oa = ( l - l ) a c a - a c a ( l - l ) = aO = aO + O c aO + a - a 

ii(<) • 1 )-a a-a. 

2 Din 1. şi (iii): -a = O - a c aO - al c a(-l) , iar din (i): a c -a(- l ) c a, a = -a(-l) şi 

a a(-l) 

3 Din (iii) şi 2.: ab + ac = ab - a( - l )c c a(b+c) 

4 D i n 2 şi( iv): a = a + O c a l + a O c a 

s Din 2 şi (iv): -(b-c) = (b-c)(-l) = b ( - l ) - c ( - l ) - -b + c 

6 Dacă b c c, din 1 şi (i): b O c b - b c b - c c c - c = cO; dacă bO c b - c c_ cO, din 

l Şl > b - b + bO c b + c - b = c + bO c c + cO = c. 

7 Dacă b c c, din 6. şi 1.: O c c - b, cO c cO + c - b = c - b c cO; dacă b c = c(>. 

im I Şl 6 obţinem b + cO = b - c + c = c + cO = c ş i b c b + cO = c. 

5 Din 1 şi 5. rezultă: (b + c ) 0 = b + c - ( b + c ) = bO + cO. 

9 Dacă x ,ye l (a ) , atunci O c -ax = a(-x), deci - x g I(a) şi O c ax + ay c a(x+v), 

pcmni \,y morfisme compozabile. Dacă x e l ( a ) şi y e Hom C compozabil, dm Ocax 

uiiiioa/,ă câ Oczaxy, deci xye l (a ) . 

1(1 ( \ • A )a c: xa + ya c (x + y - y)a + ya c (x+y)a - ya + ya c \ a • va ' yaO \a • \ .i 

1 1 Dacă b c c, din 1. şi 4 rezultă că c c c ^ bO c c + cO c şi dm 7 h • cO 

b • c b c + bO = c. Invers, din 4 : b = b + bO c c + bO = c, sau b c b ^ cO - c 

I : Din şi 11 . a(x+y) = ax + ay + a(x+y)0 = ax + ay + aO = ax + ay 

13 Dacă O ^ aO, atunci a € Hom C\ deoarece Oe Hom C iar C este caiegcine 

ailitua Invers, să presupunem că a « Hom C , atunci există b e Hom C" şi c Hom C 

astfel ca c J ab şi C ab, iar cO c aO; dacă cO = aO, din 7 , ab - c = abO ^ aO = cO şi ab c. 

coiitradictie ' 
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14 Dacă x,y E K(0) R^ C ( X , Z ) , atunci x - y cz aO + aO = aO, iar dacă z G C ' ( U , X ) , 

atuiK i \z : aOz = aO, deci x z e K(a). 

B. Constructivitatea a-categoriilor de module 

8.11. Lemă. Fie E şi F două I-diagrame în Abc şi t: E ^ F o transformare a-naturală 

la stâima Dacă (G, (Pi) = lim E şi (H, \\ii) = lim F atunci mulţimea cores-
(Abc, Abf) (Abc, Abf) 

P Muienţelor g s Abc(G,H) pentru care M'ig c ti(pi pentru orice i e i este o latice completă 

Demonst ra ţ ie . Fie E = (Gi, E(s)) şi F = (Hj, F(s)), Atunci 

• M O ) - - . . {F(s)(0)| S€l( i , j )}>şi 
|€l 

G ;( X HG. / (pi(0) I E(s) Xj c: X i , sGl(i,j)} , 

iiiijc este elementul Xj e Gi / (pi(0) considerat ca submulţime a grupului G,, iar 

(' •• 11 X, . I = 1 Deoarece t este transformare a-naturală la stânga; 

f-(>)t, c t ,E ( s ) , SGl(ij) (1) 

l ^ ; F ( s ) t j ( 0 ) | s G l ( i j ) } > c < ^ { t i E ( s ) ( 0 ) | s G l ( i J ) } > = 
|€l j e l 

- t, {E(s)(0) | se l ( i , j )}>=t i (pi (0) (2) 
lel 

Definim g(0) = {( u,) g nHi/H/i(0)|uiGU,) (3 ) 

i)ni proiectivitatea I-diagramei F rezultă că: 

F(s)(.0j(O)= < w {F(s) F(r) tK(0)| rGl ( j ,k )}>c< ^ {F(rs)tk(0)| rGl(j,k)}> c 
k€l kel 

1 - !F(r)tk(0) |rGl(i ,k)}=U. (4i 
k€l 

in plus, dacă yiet,(xi), atunci: 

t,(P,(( X,)) = ti(Xi) = yi + Ui, i e i , ( x i ) G G (5) 

Defmim g ( ( x , ) = ( ( y i ) e H | yiGti(xi), XicX,, i e i ) . 

Din (3) rezultă imediat că g((xi ) ) = (yi)+g(0) , pentru orice yiGti(Xi), XicXi, i e i , ceea 

dt)\cdeşte buna definire a corespondenţei gGAbc(G,H), iar din (2), (4) şi (5) rezultă că 

^ t,(i:), pentru orice i e i . Dacă g 'GAbc(G,H) astfel ca pentru orice i e i , v|/ig'c: ti(pi, atunci. 
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[)CIUIU orice XEG; vj/i(g-g')(x) C ti(PI(0), deci Uie\(/i(g-g')(x), pentru orice i e i , iar din 5 .16 

uimează că gcig' . Prin urmare g este cel mai mic element din Abc(G,H) pentru care 

( I (t, cpi). Tot din 5.16. rezultă că orice familie de asemenea corespondenţe are infimum 

I xistenţa celui mai mare element este asigurată de superior completitudinea la stânga 

categoriei ordonate A b c (teorema 5.14.). 

Vom nota cel mai mare element din laticea de mai sus cu lim (ti). 
^ (Abc, Abf ) 

8.12. Propoziţie. Fie (C, C ) o a-categorie aditivă. Atunci (MCs , M C f ) este o a-

i ciicuorie, iar (IMCd, MCf) este o a-categorie aditivă 

Demonst ra ţ ie . Dacă TEMCf(M,N), atunci pentru orice (C ,C ' ) - modul L şi orice 

n \1( f(L.IVl), ax este o transformare a-naturală minimală, deoarece, pentru orice ( 

T VA;, Abf(L(X), N(X)). Invers, să presupunem că TEMCS(M,N ) astfel ca pentru orice (C ,C ' ) 

nuuiiil L ŞI orice QEMCf(L,M), transformarea a-naturală xa este minimală în MCc(l ,N) V\c 

I -modulul trivial, i e. L(X) este grupul nul, iar L(f) este omomorfismul trivial, pentru orice 

\ Şl fVC(X,Y). Fie a : L -> M şi 9: L N transformările naturale nule, cum B c i n 

[L/iiliâ câ l) xa, deci 0x(O) = Xxax(O) = x(0) - O şi din 5 2.(k) rezultă că xx^Abf (M(X). 

\ ( \ ) ) pentru orice XEC . în consecinţă aEMCf(M,N) . Prin urmare (MCs, MCf) este O <I 

categorie la stânga. Argumente similare dovedesc că şi (MCd, MCf) este o a-categorie la 

slâiiua 

acum a,XEMCd(M,N). Pentru orice XEC definim (a^x)x ^ xx ^ Să arătăm CA 

• ^ este o transformare a-naturală la dreapta. Fie aEC(Y,X) Atunci 

x̂  iVl(a) c N(a)Tx şi aYM(a) c N(a) Ox 

Dm aceste relaţii, folosind (iv) şi (iii ') în a-categoria aditivă (Abc, Abf) urmează 

iineciial câ 

(T • a)vM(a) - (xy ^ aY)M(a) c XvM(a) ^ avM(a) N(a)xx ^ N(a)av- N(a)(Tv ^ov) 

\ (a ) (x a)x, deci a x E MCd(M,N) Verificarea axiomelor din 8 1 este un exerciţiu ele 

î Ml 111 a 

8.13. Obsen'aţie. Deoarece în (Abc, Abf) incluziunea (iv) este, in general, strictă (de 

\cni|^lu luăiid b corespondenţă strictă şi c ^ -b, iar d o corespondenţă care nu este in \ h i ) 

Mim i a două transformări a-naturale la stânga nu este o transformare a-naturală la stanga ir 

consecinţă, dacă C ^ C (MCs, MCf) nu este o a-categorie aditivă 
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8.14.1 eoremă. A-categoria modulelor drepte (MCs, MCf) peste o a-categorie aditivă 

I ( . C ' I este constructivă. 

Demonstraţie. Fie F = (Mi, F(s)) o I-diagramă în MCs şi aGC(Y,X). Atunci (Mi(X), 

F(s)v) Şl (M,(Y), F(S)Y) sunt I-diagrame în Abc; fie (M(X), cpx) şi (M(Y), (pV) limitele lor 

i Hi la 5 23 . dar (Mi(a)) defineşte o transformare a-naturală la stânga între I-diagramele 

( \ l i \ ) l (s)x) Şl (M(Y), F(S)Y); fie M(a)=lim (Mi(a)). Dacă beC(Y,X), din Ierna 
(Abc, Abf) 

S i : i ibţinem 

(V^NKa) - M , ( a ) (p'x (1) 

'.Ty \ l(b) = Mi(b) (p'x (2) 

o'y M(a-b) c: Mi(a-b) (px (3) 

renîi-ij orice i s l C u m (p'y ( M ( a ) - M ( b ) ) = (p 'YM(a)-M(b), d in (1) , (2) şi 8 .10 . rezul tă că. 

o'v (M(a)-M(b)) c Mi(a)(p^ - Mi(b)(p!x = (Mi(a) - Mi(b))(pi^ c: Mi(a-b)(p^ (4) 

Din (3) şi (4) rezultă că: 

M(a) - M(b) c M(a-b) (5) 

Dacă a v : C - ( Y , X ) , cum ( ( P ^ ) G FIM(M(X) , (M, (Y) , F(S)Y)), iar ( M ( Y ) , F(s)V) = 

li ni (M, (Y) , F(S)Y), r ezu l t ă că: 
Al)c, .Ahf I 

M ( a ' ) G A b f ( M ( X ) , M ( Y ) ) (6) 

Din (5) Şl (6) deducem că M este un (C, C ) - modul, iar (M, (p') este limita tare a I-

Jiagraniei F în a-categoria (MCs, MCf). în particular, a-categoria modulelor este cu produse 

>tl ICtL-

Să arătăm acum că MCs este superior tare completă la stânga. Fie T'GMCS(M,N), i e i 

Dacâ X z C definim tx= t ^ . Fie acum ae C(Y,X) . Deoarece N(a)T^ c t ' Y M(a) c TYM(a), 

[lentru orice i e I, iar Abc este superior tare completă la stânga rezultă că: 

M{a)Tx = N ( a ) x x c XYM(a). 
l€l 

Superior stabilitatea familiei (T') rezultă din proprietatea similară în a-categoria 

impurilor abeliene. în consecinţă, din teorema 2.28. rezultă că (MCs, MCf) este constructivă. 
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8.15. Teoremă, A-categoria modulelor drepte ( M C d , M C f ) peste o a-categorie aditivă 

( C X " ) este constructivă. 

Demonstraţie. 1. Fie E=(Gi, E(s)) şi F=(Hi, F(s)) două I-diagrame în Abc şi t: E -> F 

o transformare a-naturală la dreapta, iar (G, cpi) = lim E şi (H, v|/i) = lim F 
<-(Abc,Abf) ^(Abc, Abf ) 

A t u n c i există o cea mai mică corespondenţă g E Abc(G,H) astfel ca cpiti e v|/,g, i e i . într-adevăr, 

h( \ ) 11, X zG are proprietatea cerută, iar din 5.16. urmează imediat existenţa lui g. Vom nota 

y lini (ti). 
- (Ahc , A h f ) 

: Fie F - (M., F(s)) o I-diagramă în M C d şi aGC(Y,X). Defmim MfX)GAbc prin 

lini (M.(X),F(s)x) = (M(X), (pi^) şi M(a) = lim (Mi(a)), ca mai sus. Se 
^ Ahc, Ahf ) <-(Abc, Abf) 

ci i t lcâ ca la 8 14 că M este a-modul drept şi că (M, (p*) este limita tare a I-diagramei F 

> Pentru a dovedi constructivitatea a-categoriei ( M C d , M C f ) este suficient, conform 

iL'oi cinci 2 28 să dovedim că M C d este o categorie superior tare completă la stânga Fie 

^ \lC'd(M,N), i e i o familie de transformări a-naturale la dreapta. Pentru orice X ^ C defmim 

T v t ' x ^ ^ ( x ' x - 4 ) 

i-l 

uncic p 1 este arbitrar, dar reuniunea este realizată în Abc, conform teoremei 5 14 Fie 

a ( (^ X) .Atunci, folosind superior tare completitudinea categoriei Abc; 
ivM(a) c TVM(a)+( ^ ( x V ) ) M ( a ) = xV M(a)-f o (TVM(a) -T ;^ M(a)) c 

i,J 

N(a) N(a) Xx-N(a) x̂ ^ ) = N(a) x'x ^ ^ N(a)( T'X-x-^ ) e 
I,J M 

N(A) X'x ^ N ( a ) ^ (x̂ X - '̂ X ^X ^ (^X " ̂ X )] ^ N(a) TX, 

k \ i - M(\1(M,N) şi X = Rămâne să arătăm că ax ^ ugt' pentru orice a^^MC d(N P) 
1 

.eea ee le/ultâ imediat din teorema 5 14 

8.16. Observaţie. Rezultatele 8.14. şi 8.15 rămân valabile pentru a-caiegornie 

iiKviulelor stângi şi a transformărilor a-naturale la stânga, respectiv la dreapta 
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8.17. Exemplu. Fie R un inel asociativ cu unitate. Atunci cuplul (R,R) formează un 

a i!ic! (tată de relaţia de egalitate), sau, echivalent, dacă C este categoria cu unicul obiect X, 

a>oua t â lui R, cuplul (C, C) este o a-categorie aditivă; pentru un (C, C) -modul stâng M, 

\Ua)- Abf(M(X), M(X)); vom scrie, în acest caz, în loc de M(a)(x) € M(X), ax pentru orice 

\ \ I ( \ ) O transformare a-naturală la stânga cp: M N va fi atunci o corespondenţă de 

diupun Abc(M(X),N(X)) pentru care: 

) - bo(y) - N(a) (p(x)-N(b)(p(y)c(pM(a)(x)-(pM(b)(y)=(p(M(a)(x) - M(b)(y)) = (p(ax - by), 

Hiiîiii orice a,briR şi x,yEM(X). Invers, orice R-modul poate fi analog identificat cu un 

( .( • nuuliii astfel ca orice corespondenţă de R-module să devină o transformare a-naturală 

i qanga Prm urmare a-categoria modulelor stângi şi a transformărilor a-naturale la stânga 

: MC s. MCf) este echivalentă cu a-categoria aditivă (MRc, MRf) definită la 7.6 Atunci 

i i.;ia leoremei 8 15 ne permite extinderea rezuhatului principal, [Th.2.1.], din [CD .87b\ 

8.18. Consecinţă. A-categoria modulelor (la stânga, la dreapta, bilaterale) peste inelul 

k csit^ constRictivă 

C . Structura a-c-categoriilor 

Fie (C, C ) o a-categorie aditivă şi XGC. C'-modulul reprezentabil C 'x nu poate fi 

• \ t ins la un (C,C')-modul în mod uzual, adică Cx(Y)=C(Y,X), deoarece, în general, C ( Y , X ) 

nii este un grup pentru orice X,Y€C. în schimb, dacă (C,C ' ) este concretă, iar operaţia 

cea din Abc, atunci orice morfism a e C(Y,X) se poate scrie ca reuniunea selecţiilor sale 

-iiiciu din GEc. in plus (GEc, GEf) este o a-categorie superior completă la stânga care 

\c\\Ucă (111 ) şi astfel anomalia amintită se poate remedia considerând Cx(Y)=GEf(Y,X) 

Nintetizâni aceste observaţii în termenii a-categoriilor aditive concretizabile. 

8.19. Definiţie. A-categoria aditivă (C, C ) este concretizahilă sau (C,C') este 

c/-c -(ciîc^^'orurdaca există o a-categorie aditivă (GC, G C ) superior completă la stânga care 

erifică (iii ) şi un functor aditiv fidel la stânga G: C —> GC, injectiv pe obiecte, astfel ca 

pentru orice X , Y G C 
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(v) a G C ( X , Y ) = > G ( a ) = X, 
xes(a) 

unde s(a) = { X G G C ' ( X , Y ) | X C G(a)}. 

8.20. Exemple . A-categoriile prezentate la 8.2., 8.3., 8.6. şi 8.17 sunt concretizabile 

8.21. Observa ţ i i . Fie (C, C ) o a-c-categorie. 
1 (C, C ) verifică (iii'), deoarece G este fidel la stânga. 

2 Pentru orice X , Y G C , G ( C ' ( X , Y ) ) = G ( C ( X , Y ) ) O G C ' ( G X , G Y ) . într-adevăr, dacă 

V (iC (GX, GY) şi aGC(X,Y) astfel ca G(a) = x, atunci aGC '(X,Y) căci altfel, din 8 10 l .V. 

a<>,siO G(0) ^ G(aO) = xO = 0. 

.1 Deoarece functorul G este injectiv pe obiecte şi fidel la stânga, vom considera în 

continuare, târâ a restrânge generalitatea, că G C ' ( X , Y ) = {xGs(a)|aGC(X,Y)} iar G C ( X , ^ ' ) 

I'SH' totalitatea reuniunilor de morfisme stricte din GC'(X,Y), pentru orice X,YGC 

4 l-ie a,bGC(X,Y), dacă XaGs(a) şi XbGs(b), atunci, din 8 10 11 urmează că 

(.(a) - (i(aOxx), G(b)=xb+G(b0xx) şi G(a-b) = Xa - xi, + G((a-b)Oxx), din 8 10 14 rezultă că 

s(aoxv) s(bOxx) sunt subgrupuri ale lui GC' (GX, GY) şi s(a) = Xa + s(aOxx), s(b) - xi, -

•sihOvx); ţinând seama de 8.10.8. şi (v), s(aOxx) + s(bOxx) = s((a-b)Oxx); prin urmare 

(.(a) G ( b ) - G ( a - b ) . 

8.22. Teoremă. Orice a-c-categorie (C,C') se scufundă izomorf printr-un functor 

adiiix în a-categoria canonică peste GCV 

Demonstraţie. 1 Să remarcăm întâi că dacă a6Gc(X,Y), bcGCiY.Z) şi a , re.spectiv 

h sunt două selecţii stricte ale morfismelor a şi b , atunci ba = (b'+bO)(a'+aO) - (b' ^ bO)a" • 

(b • bO)aO r b a' + bO + b'aO + bO = b ' a ' + bO + b'aO Dar bO + b'aO c baO, deci ba - b a 

• • b'aO 

: Pentm orice XGC, definim S(X) = G(X) şi pentru aeCCX.Y). S(a) x, - siaO.. I 

uiule s(a). dacă x€s(a) . atunci x,-x c G<a) - G(a) Gfa)0 = G(aOxx). iar din S 10 14 

ic.ultâ că S (a)€GCc(G (X), G(Y)), unde (GCc, G O este a-categoria canonică peste 

caieuoria G C 
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- [ le a tC(X.Y) şi beC(Y,Z). Cu notaţiile de la punctul 2., folosind 8.6 şi prima 

pai!, a demonstraţiei rezultă câ S(b) oS(a) = (xb + s(bOYY)) o (xa + s(aOxx)) = XbXa + s(bOxY) 

\ SI a' K X) - XhXa - s(baOxx) = S(ba) şi S este un functor între categoriile C şi GCc. 

4 Din 8 21 4 rezultă că pentru orice a,beC(X,Y), S(a) - S(b) = S(a-b). 

> Din definiţia 8 19. rezultă că S este injectiv pe obiecte şi fidel; în consecinţă S 

iecil!7eazâ scufundarea izomorfa a a-c-categoriei (C,C') în a-categoria canonică (GCc, G C ) . 

5.23.Consecinţă. A-categoria (GC, G C ) este echivalentă cu a-categoria (GCc, G C ) . 

Demonstraţie. Din prima parte a demonstraţiei teoremei 8.22. şi din 8.10.14 rezultă 

. a lunctoi-ul definit prin a a' + (K(a) r^ GC'(X,Y)), unde aeGC(X,Y) şi a' este o selecţie 

c'â ,1 mortlsmului a, este o echivalenţă din GC în GCc, care conservă morfismele stricte 

5.24. Consecinţă. Pentru orice XeGC, GC'-modulul reprezentabil GC'x se extinde la 

!•: ( . ( C r C )-modul GCx, iar GCxS este un (C, C ) - modul. 

Demonstraţie. Fie GCx extinderea modului GC'x construită la 8.6. prin intermediul 

. oniorfisnuilui de la 8 23.. Atunci GCxS este un (C, C)-modul . 

8.25. Observaţii şi defîniţii. 1. Cum S este bijectiv pe obiecte, fie A e C astfel ca 

S ( . \ ) X N u m i m functorul CA=GCXS , un (C, C ) - modul reprezentabil. Atunci CA(U) = 

(iC (Gl X) Şl dacă a6C(U,V), atunci corespondenţa CA(a)GAbc(CA(V), CA(U)) este definită 

111 in (. .(a)(\) = x.\a +L^(yes(aOvA)} = xxa+ G(aOvA), unde Xaes(a) şi xeGC'(GV,X) . 

2 Exista un functor Yc: C MCd numit scufundarea Yoneda pentru care 

V( (X)-Cx. într-adevăr, luând Yc-: C -> M C scufundarea Yoneda uzuală, conform teoremei 

^ ^̂  pentru orice aeC(U,V) extinderea Yc(a)eMCd(Cv, Cu) defineşte functorul Yc. 

3 Notăm cu DC subcategoria plină a categoriei MCd constând din acele module care 

>unt letracte de sume directe de module reprezentabile. Din teorema 5.9. rezultă că DC este 

Mihcategorie plină a categoriei MCf. Prin urmare M e D C dacă şi numai dacă hom-functorul 

i/ual MCf(M.-): M C f - > ABf conservă colimitele. 

4 Vom spune că două a-c-categorii (C, C ) şi (D, D') sunt echivalente Morita dacă 

i-cateeoriile modulelor asociate acestora sunt echivalente. Din observaţia precedentă rezultă 

(C. C ) şi (D, D') sunt echivalente Morita dacă şi numai dacă DC este echivalentă cu DD 
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Dacă (C, C ) este un a-inel, atunci DC este categoria C'-modulelor proiective finit 

generate De aceea vom spune că dacă (C, C ) este a-c-categorie, DC este completarea 

proicctivă a a-categoriei (C, C ) ; desigur, dacă C are sume directe şi despică morfismele 

idempotente, atunci (C, C ) este proiectiv completă, adică Yc: C -> DC este echivalenţă de 

calegoni 

6 Hom-flinctorul Hc: C*®C ABC, unde C*®C este produsul tensorial, este un 

( C C C'®C'*)-modul. Un submodul K al acestuia se numeşte ideal al a-categoriei (C, 

r^ ) prin urmare putem identifica idealul K cu totalitatea morfismelor din K(X,Y). X , Y e r 

()en!iu care pentru orice a,bGK(X,Y) şi orice morfisme compozabile u,v din C, u(a+b)vtK 

\-calegoria (C, C ) este simplă dacă ea are exact două ideale 

7 l/n obiect XEC este artinian {noethenan) [Bau.75] dacă orice lanţ descrescător 

(crescător) de subobiecte este fmit. Vom numi a-c-categoria (C, C ) artiniană dacă ( x este 

ariinian în MCd, pentru orice XEC; în acest caz DC este artiniană, adică orice obiect din DC 

ciilinian 

S Un (C, C')-modul M se numeşte simplu dacă are exact două submodule (O şi \1) 

8.26. Exemplu. Fie (R, R') a-inelul canonic peste inelul cu diviziune R \ Atunci 

(MR(I, IMRf) nu este o a-categorie simplă. într-adevăr, ca la 8 18 , colecţia morfismelor 

lloni MRf care au imagini de dimensiune finită formează un ideal propriu Pe de altă 
A 

parte MCf-modulul reprezentat de R este simplu. într-adevăr, un submodul M al modulului 

\1RIk este un R'-ideal drept în MRf şi dacă M ar conţine un morfism nenul a X -> R atunci 

a este retracta şi M ^ MRfR-. 

In cele ce urmează toate a-categoriile considerate vor fi a-c-categorii şi toţi a-tunetoîii 

^ vM 11 [n esupuşi aditivi 

S.2'^. Lemă. Scufundarea Yoneda Yr: C DC induce o bijecţie între idealele din ( 

si cele din DC 

Demonstraţie. Să remarcăm întîi că din teorema 8 18 şi construcţia tunctomlui W de 

la s 2 . restricţia lui Yc la C este chiar Ye> iar DC ^ D C \ conform teoremei 5 ^̂  Prin 

iiiinaie este suficient să arătăm că YV- C D C induce bijecţia amintită Considerăm 

îuiKioiul N t , ca fiind compunerea functorului YV C ' S C cu incluziunea S C • D C 
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tiiuk s ( • este categoria C'-modulelor care sunt sume directe finite de C ' -module 

lepre/entahile Din Ierna 2., [Bau.75], primul functor induce o bijecţie pentru idealele 

.ategonei C şi cele ale categoriei S C . Fie K un ideal în SCV Acesta se extinde la un ideal L 

din DC" prin 

1 DC ^ ( M N ) - ^ L c ^ s a r E K 

unde ^ SC(N,Y) este o secţiune, iar r gSC(X,M ) este o retracta. Extinderea este unică şi nu 

depinde de alegerea lui s şi r. într-adevăr, dacă s ' €S C ( N ,Y ) este o secţiune, iar r 'ESC(X,M) 

. SÎE O retracta astfel ca s a r = s ' a ' r ' , atunci există fESC(M,X) şi gESC(Y,N) astfel ca r f = IM 

^ ^ s 1 \ . prin urmare a = gs 'ar ' f , iar gs' şi r ' f sunt izomorfisme; în consecinţă L este unicul 

ideal din D C al cărei restricţie la S C este K. 

5.28. Lemă. Dacă T este un a-flmctor aditiv între a-c-categoriile (D, D ' ) şi (C, C ) 

piiii /I tldel la stânga astfel ca YcT: D -> M C d să fie dens, atunci DT: DD -> D C este o 

cchix alenţâ de categori i . 

Demonst ra ţ ie . Argumente similare celor din debutul demonstraţiei lemei 8.27 arată 

^a este suficient să dovedim că DT ' este echivalenţă. Cum Y'cT' este dens restricţia la T ^̂  

este un functor H M C M D ' , iar extensia Kan a functorului T ' * este un functor adjunct 

K M D ' -> M C şi HK = 1. Dar H este fidel, ceea ce atrage faptul că H este inversul lui K, în 

ccMisecinţâ DT este o echivalenţă de categorii. 

8.29. Teo remă . A-c-categoria (C, C ) este simplă dacă şi numai dacă ea este 

echi\ alentâ iMorita cu a-inelul canonic peste un inel simplu. 

Demons t ra ţ i e . Dacă (R, R ' ) este a-inelul canonic peste inelul simplu K\ din lema 

8 2" rezultă că DR este de asemenea simplu, iar dacă (C, C ) este echivalentă Morita cu (R, 

R ), din 8 25 4. şi dm nou 8.27. rezultă că (C, C ) este simplă. 

Invers, să presupunem că (C, C ) este simplă. Atunci există un obiect nenul, conform 

S 6 . XeC Fie (R,R') a-inelul canonic peste R ' = C ( X , X ) . Vom arăta că (C, C ) este 

echivalentă Morita cu a-inelul (R, R') . Să observăm întâi că C ' x este un generator în categoria 

MC '̂, într-adevăr, dacă T E M C ' ( M , N ) , trebuie să arătăm că există 

Tc M C ' ( C \ ' , M ) astfel ca xa^O: conform lemei lui Yoneda, este suficient să dovedim că 

T>-i:.Abf(M(X), N(X)) este nenul; fie K imaginea lui x; cum x^O urmează că O^K şi 

BUPT



149 §.8. A - C A T E G O R I I ADITIVE. TEOREME DE STRUCTURĂ 

kerK-{ x e H o m C'*|K(x)=0} este idealul nul căci C este simplă; prin urmare K: C * Abf 

esie fidel şi K(X)^0, de unde xx^O. Pe de altă parte (R,R') este un a-inel simplu căci R' este o 

subcalegorie plină (nenulă) a categoriei C\ cu unicul obiect X. Functorul de scufundare 

T R C are restricţia T' plină şi fidelă, iar YRT ' este un functor plin şi fidel; prin urmare 

imaginea lui YRT ' este o subcategorie plină a categoriei M C şi conform [DS 86], YR T' este 

dens, deci şi Y R T este dens. Din lema 8 . 2 8 . şi 8 . 2 5 . 4 . rezultă că (R,R') este echivalent Morita 

cu ( C , C ) . 

8.30. Consecinţă. A-c-categoria (C, C ) este simplă şi artiniană dacă şi numai dacă 

rsîe echivalentă Morita cu a-inelul canonic peste un inel cu diviziune 

Demonstraţie. Fie O^XeC şi R'=C'(X,X). Din 8.29 rezultă că a-inelul canonic pesîc 

K L\sic echivalent Morita cu (C, C ) . Un ideal minimal U al lui R' este un R-modul simplu, 

111 plus c o n f o r m 4 10 7 [PP.77] , U este un R ' - m o d u l proiec t iv fmi t genera t , deci UGDR^ ŞI 

lemei lui Schur, D'=DR(U,U) este un inel cu diviziune. Atunci, conform lemei 8 28 

( ( . ( " ) este echivalentă Morita cu (D, D'); în plus, cum (C, C ) este artiniană, R' este un inel 

iî nnian deci R are un ideal drept minimal. 

Dacă (C, C ) este o a-c-categorie artiniană şi simplă, atunci DC este o categorie în 

c ai e .şirurile exacte scurte despică; din 8.25.5. şi teorema 6.8.18., [Pur 82] rezultă 

5.31. Consecinţă. Dacă a-c-categoria (C, C ) este artiniană şi simplă atunci orice 

(( , ( ' ' )-m()dul este proiectiv şi injectiv 
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(Ec\ Ef) obiecte-mulţimi, morfisme-corespondenţe, morfisme stricte - funcţii; 11 

(Esp, Esp ' j spaţii seraipremăsurabile, corespondenţe măsurabile, funcţii măsurabile; 
3.35.1.. 

(Ep. Ep ' ) spaţii premăsurabile, corespondenţe măsurabile, funcţii măsurabile; 3 35 1 

( Es, EsM spaţii semimăsurabile, corespondenţe măsurabile, funcţii măsurabile, 3 I 

( Eni Em') spaţii măsurabile, corespondenţe măsurabile, funcţii măsurabile; 3 3"̂  1 

( EspP, EspP'): spaţii semipreprobabiiistice, corespondenţe care conservă măsura, funcţii c a r e 

conservă strict măsura, 3 .35 .2.. 

(E|)P EpP ' ) spaţii preprobabilistice, corespondenţe care conservă măsura, funcţii caro 
conservă strict măsura; 3 .35 .2 

(EsP EsP') spaţii semiprobabilistice, corespondenţe care conservă măsura, fijncţii cârc 
conservă strict măsura; 3 35.2.. 

(EP, EP ' ) spaţii probabilistice, corespondenţe care conservă măsura, funcţii care 
conservă strict măsura; 3 35.2. 

( I ()|), l op ' ) spaţii topologice, corespondenţe continue, fijncţii continue, 3 4 1 1 

I I opt l opt ' ) spaţii topologice, corespondenţe tari continue, funcţii continue; 3 411 

(l lausc. Haiisc') spaţii Hausdorf, corespondenţe tari continue cu valori compacte, f i i n c ţ i i 

continue, 3.41.2.. 

(POL P O D mulţimi preordonate, corespondenţe izotone faţă de relaţia (3 4), aplicaţii 
izotone; 3.47.. 

( POr POr ' ) mulţimi preordonate, corespondenţe izotone faţă de relaţia ( 3 5 ) , a p l i c a ţ i i 

izotone; 3.47 

iPOh POIr ' ) mulţimi preordonate, corespondenţe izotone faţă de relaţiile (> 4) si ( > 
aplicaţii izotone, 3 47 

( O l o r ) mulţimi ordonate, corespondenţe izotone faţă de relaţia (^^4) a p l i c a ţ i i 

izotone; 3 47.. 

(Ol O r ' ) mulţimi ordonate, corespondenţe izotone faţă de relaţia 5 ) a p l i c a m 

izotone; 3 47 . 

( O l r O I r M mulţimi ordonate, corespondenţe izotone faţă de relaţiile (3 4) 
aplicaţii izotone, 3 47 

( PBI PBr ) algebre prebooleene locale, funcţii care verifică relaţia (4 2), funcţiile a cârnr 
inverse invariaza idealele maximale, 4 3 
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(PBp. PBp") algebre prebooleene locale, morfisme perfecte, funcţiile a căror inverse 
invariază idedele maximale, 4.3.. 

iRS KS') spaţii semipremăsurabile reduse şi perfecte, corespondenţe măsurabile cu 
valori închise, funcţii măsurabile; 4.19. 

I (,t (;f) grupuri, corespondenţe de grupuri, omomorfisme de grupuri; 5.22.. 

i ( , r ) c GOO grupuri (abeliene) ordonate, corespondenţe de grupuri ordonate, 
omomorfisme de grupuri ordonate; 5.B.. 

i ( . ( ) lc . ( iOf) grupuri ordonate, corespondenţe de grupuri ordonate care invariază 
subgrupurile izolate, omomorfisme de grupuri ordonate; 5.38 . 

(Rc Rf) inele, corespondenţe de inele, omomorfisme de inele; §.6.. 

( AFc AFf) algebre universale cu operaţiile fmitare F, corespondenţe de algebre. 
omomorfisme de algebre, § 5 , 7.1.. 

\ l S AFfi algebre universale cu operaţiile fmitare F, corespondenţe de algebre 
semiunivoce, omomorfisme de algebre; 7.1.. 

M A c .M.Af) .Vmodule stângi, corespondenţe de A-module, omomorfisme de 
A-module, 7.6 

Mu \hr i ţzrupuri abeliene, corespondenţe de grupuri, omomorfisme de grupuri, 7.7 

i Mc. .Vlf) module stângi, dicorespondenţe de module, dimorfisme de module; 7 1 1 

(Sl.c SLf) spaţii liniare, dicorespondenţe univoce, aplicaţii liniare; 7.13. 

' It Jft perechi Iordan liniare, corespondenţe Iordan liniare, omomorfisme de perechi 
Iordan liniare, 7.14.. 

^L( I SLCf) spaţii local convexe peste IR, corespondenţe de spaţii local convexe, aplicaţii 
liniare şi continue; 7.20.. 

i GFc. GEf) grupuri abeliene, corespondenţe de mulţimi, funcţii; 8.2.. 

( M( s MCT) (C, C ) - module drepte, transformări a-naturale la stânga, transformări 
naturale; 8.7.. 

M C d, MCf) (C, C ) - module drepte, transformări a-naturale la dreapta, transformări 
naturale, 8.7.. 
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