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1. INTRODUCERE 5

1. INTRODUCERE

Progresele tehnologice in fabricatia circuitelor VLSI au dus la aparitia unor circuite
integrate capabile sd conduca procese partiale relativ complexe ale unui sistem de calcul.
Acest lucru a determinat realizarea sistemelor distribuite, care pe langi o valoare mai
ridicati a raportului performanti/cost ca urmare a activititilor paralele, asiguri si un inalt
grad de modularitate, o divizare eficientd a resurselor §i permit toleranta superioard a
defectelor. La proiectarea unor astfel de sisteme un loc important il ocupa evaluarea
fiabilitatii acestora, pentru care s-au dezvoltat diverse principii §i metode de calcul
prezentate in literatura de specialitate. Oportunitatea alegerii temei a fost dati de
raspandirea masiva a sistemelor cu mai multe procesoare cu diferite grade de cuplaj intre
ele. In context fiabilistic, asemenea sisteme trebuie privite pe de o parte ca fiind incluse in
categoria sistemelor cu componente multiple, iar pe de alta parte ca fiind predispuse insigi
prin structura lor (cu multiple unititi de calcul, legituri de comunicatie, fisiere de
programe §i date) la proprietiti de tolerantd la defecte. Pentru inginerul de fiabilitate,
sistemul multiprocesor strans cuplat sau slab cuplat se preznti ca o colectie de resurse
(procesoare, memorii, periferice, baze de date etc.) interconectate printr-o retea de
comunicatie §i controlate de un sistem de operare distribuit. Modul de interconectare a
resurselor prin liniile de comunicatie §i deci cdile posibile pentru transferul datelor intre
procesoare determind topologia sistemului. Existd diverse clasificiri ale topologiilor,
deosebindu-se topologii de tip static sau dinamic, orientate pe legituri sau pe magistrale
etc. Alegerea unei anumite topologii depinde de o multime de factori cum ar fi
expandabilitatea, flexibilitatea, toleranta la defecte, strategia de implementare a
algoritmilor §i nu in ultimul rand fiabilitatea.

Fiabilitatea se defineste matematic ca fiind probabilitatea pentru ca un produs sa-si
indeplineasca functiile prevazute in conditii prestabilite pe o durata data, presupunand ci a
fost functional la momentul initial. Pentru un sistem cu mai multe procesoare, fiabilitatea
se traduce in general in existenta a cel putin unei cii de comunicatie intre oricare pereche
de procesoare. Modelele de fiabilitate uzuale incearci si dea o imagine cat mai realisti a
comportdrii sistemului, dar contin de reguld clauze simplificatoare datoritd calculului
foarte complex impus de exemplu de numirul foarte mare de stiri. Existd astizi multi
algoritmi performanti de calcul, dar problema nu este rezolvatd integral fiind neglijati
uneori factori cu influentd asupra fiabilititii. De exemplu, intr-o retea de calculatoare
desfiintarea conectivititii totale poate afecta cel mult un procent redus de utilizatori. De
aceea, in asemenea sisteme eficacitatea sau nivelul de performanta al sistemului reprezinti
mirimi mai realiste de evaluare a fiabilititii, problematica performabilitatii fiind de
maxima actualitate.

Aceastd teza isi propune in principal o abordare constructivi a problemelor de
analizi si evaluare a fiabilitatii sistemelor cu procesoare multiple pornind de la citeva
arhitecturi de baza, precum si dezvoltarea de modele originale unificate de performanta si
fiabilitate pentru acestea. In aceasti tezi nu am admis §i posibilitatea reparatiei
clementelor defecte, deci nu tratez aspectul disponibilitatii sistemelor. Lucrarea se intinde
pe sase capitole, urmate de patru anexe §i o listd bibliografica.

Dupa un scurt capitol de introducere, in capitolul 2 fac o delimitare a tipurilor de
sisteme multiprocesor sub aspect arhitectural, precizind in fiecare caz metodele de
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6 1. INTRODUCERE

efectuare a transferurilor de date §i caracteristicile de trafic. Definirea su'ucfurd?r
reprezentative de sisteme cu mai multe procesoare va fi folositd ca punct de n‘:fenmé in
capitolele urmitoare la construirea modelelor de performabilitate pentru aceste sisteme.

In capitolul 3 introduc si dezvolt aparatul matematic necesar pentru f;alculul
fiabilitatii sistemelor cu componente multiple atit in spatiul continuu, cat $i, ca o
contributie personali utilizat apoi in capitolul urmator, in spatiul discret al timpului.
Structuratd in principiu pe definifii, leme si teoreme (o parte originale), autorul
demonstreazi pe numeroase exemple utilitatea practicd a solutiilor propuse. Accentul
principal se pune indeosebi pe calculul fiabilitatii sistemelor coerente reprezentate prin
grafuri, care este in general o problema NP-hard. Tocmai de aceea literatura actuald de
specialitate ii acordd un spatiu foarte larg, incercand si gdseascd, micar pentru anumite
cazur particulare, simplificiri §i algoritmi de calcul in timp polinomial. Intr-o retea
modelata printr-un graf probabilistic, problema fabilitiii de tip K-terminal constd in
determinarea probabilitatii ca o submultime K de noduri si poatd comunica intre ele. In
general metodele prezentate se axeazi pe doud directii principale: reductia grafului cu
conservarea fiabilititii i calcule analitice pe baza functiei de structurd, care poate fi scris3
conform dualitigii atit pe baza mul{imii ciilor minimale, cit i a tiieturilor minimale. La
ambele tehnici aduc contributii proprii in sensul extinderii aplicabilititii, repectiv al unor
simplificdri in determinarea expresiei de fiabilitate. Metodele analitice se bazeazd pe
utilizarea relatillor de calcul probabilistic, fiind in esentd de patru feluri: enumerarea
stérilor, principiul de incluziune-excluziune, suma de produse disjuncte §i descompunerea
pivotald. Avantajele §i dezavantajele fiecirei metode au fost desprinse in urma unui studiu
comparativ al efortului de calcul §i preciziei. In contrast cu efectuarea de calcule
probabilistice, uncori greu de stdpinit ca §i complexitate, transpunerea problemei in
spatiul boolean ofera posibilitatea exploatarii puternicelor teoreme ale algebrei booleene.
Forma cea mai simpld a expresiei de fiabilitate se obtine prin luarea in considerare a
cuburilor disjuncte de pe diagrama de minimizare aferenti functiei de structurd, ceea ce
face ca metoda si fie clard §i comoda de utilizat. In acest context disjunctizarea termenilor
din functia de structurd, insoliti de o preprocesare a acestora, capitd valente majore in
literatura de specialitate. Deoarece reprezentarea pe diagrama Kamaugh nu permite
tratarea sistemelor cu mai mult de sase componente, procedee de genul descompunerii de
tip conservativ sau exhaustiv a functiei booleene de structurd, respectiv a decompozitiei
acesteia. adoptatd ca §i o contributic personald, par a fi inevitabile in cazul regelelor
uzuale. In multe situatii practice, complexitatea sistemului §i numirul mare de
componente nu permit o determinare exactd a fiabilititii. De aceea am considerat utili o
analizi a principalelor metode de aproximare in calculul indicatorilor de fiabilitate. Pe
lingd metodele conventionale de calcul a fiabilititii de tip K-terminal dintr-o refea,
prezentarea cuprinde §i alte procedee, cum ar fi cea bazatd pe ciile minimale de bazi
metoda holografica sau cea a relatiilor logice de semnal. De asemenca sunt baleiate suma;
modalitdtile de ordonare a legaturilor dupd aportul adus la valoarea indicatorului de
f}abilitat.c, aspect scmpiﬁ;ativ in sinteza de retele fiabile utilizind componente mai putin
fiabile. In practica se intalnesc frecvent situatii in care o evaluare mai realists a fiabilitagii
gg;xécsl;srlfn:czueﬂpl‘tc corrllpom.:n.t.e se pbtin; prin Iu;irtf:a in considerare a dependentei dintre

Clar, respectiv a mu Iltudlfu.l stﬁnlor sistemului si componentelor. In scopul de a putea
costitui 0 bazi pentru cercetari viitoare, am inclus §i o scurta prezentare a tendintelor
actuale in aceste directii.

e 1 e« prniplr e bl prformans

multiprocesor s . » In capitolul 4 construiesc un model integrat de
performantd §i fiabilitate, care une cont §i de posibilitatea defectirii elementelor de
legdtura, de reguld cele mai putin fiabile din cadrul unui astfel de sistem. Modelul, definit
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1. INTRODUCERE 7

intr-un spatiu discret al timpului adecvat pentru operatiile de transfer efectuate in cadrul
unui singur ciclu instructiune sau ciclu masind, este aplicat succesiv la principalele sisteme
multiprocesor din aceastd categorie: crossbar, cu magistrale §i cu retea de interconectare
multinivel. Comparatia rezultatelor furnizate de modelul matematic cu cele experimentale
obtinute prin simulare cu calculatorul, au confirmat in toate cazurile valabilitatea
supoztiilor teoretice. Acest lucru a permis utilizarea modelului pentru formularea unor
concluzii comparative utile in activitatea de analizd §i a unor recomandiri de sintezi
optimd sub aspectul raportului performanti/cost a sistemelor de acest gen.

Capitolul 5 se ocupi de fiabilitatea sistemelor multiprocesor slab cuplate, in speti a
retelelor de calculatoare. Evidentierea caracteristicilor de fiabilitate a acestor sisteme se
poate face printr-o investigare pe bazi de criterii deterministe, criterii probabiliste sau
urmdrind distributia programelor i fiierelor in refea. Dacd metodele din prima categorie
tin cont exclusiv de topologia retelei folosind tehnici din teoria grafurilor, in al doilea caz
se foloseste un model stohastic de retea prin asocierea de probabilititi de defectare
legiturilor §i nodurilor din graful asociat. Acest model serveste pentru o evaluare
cantitativa a indicatorilor de fiabilitate de tip terminal §i multiterminal, actiune necesar in
faza de analizi preventivdi a unei retele. Fiabilitatea legati de exccutia programelor
distribuite in retea ia in considerare in plus §i modul in care s-a ficut alocarea copiilor
multiple ale programelor si fisierelor de date la procesoarele aflate in nodurile retelei. O
directie de cercetare care aduce mai aproape de realitate studiul fiabilitatii, in special la
sisteme tolerante la defecte cum sunt si retelele de calculatoare, este performabilitatea. in
acest caz se imbind caracteristicile legate de defectarea componentelor cu performantele
de exploatare sesizate la nivelul sistemului. La modelul de performabilitate propus pentru
o retea de calculatoare am {inut cont de incircarea cu trafic a liniilor de transmisie dintre
noduri, adoptind un formalism matematic in timp continuu. Indicatorul de
performabilitate introdus, accesibilitatea instantanee, urmaéreste existenta unei cdi
operationale libere intre perechea de noduri observate. Validarea modelului care
calculeazi intensitatea traficului pe fiecare linie s-a ficut prin comparare cu rezultatele
date de un program de simulare a emiterii §i dirijarii pachetelor de date printr-o retea de
referinta.

Ultimul capitol contine concluziile si o sintezi a contributiilor originale aduse de
autor pe parcursul tezei, evidentiind §i unele directii posibile de cercetare.

Autorul doregte s3 multumeasca si pe aceasta cale conducatorului stiintific, domnul
prof.dr.ing. Vladutiu Mircea, pentru indrumarea deosebit de competenta si de inalta tinutd
profesionala care i-a fost acordata de-a lungul intregii perioade de pregitire, indreptatd cu
exigentd si tact in scopul finalizarii eficiente a tezei.
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2. ARHITECTURA SISTEMELOR DE CALCUL
DISTRIBUITE

2.1. Clasificarea sistemelor distribuite

Sistemele distribuite acoperd un spectru larg in cadrul sistemelor de calcul si
formularea unei definitii exacte este dificili. Un calculator distribuit constd dintr-o
multime de procesoare, avind fiecare la un moment dat cite un spatiu distinct de adrese si
care sunt interconectate printr-un subsistem de comunicatie [LEVI94]. Un asemenca
calculator foloseste conceptul de prelucrare paraleld (parallel processing) ca o metoda de
organizare a operatiilor in care mai mult de o operatic este realizati in mod concurent.
Spre deosebire de un program secvential, o operatie inceputd nu presupune totdeauna
desivirsirea celei anterioare. Doud caracteristici sunt insa relevante in acest caz, §i anume
sincronizarea intre ¢venimentele corelate §i comunicarea intre procesele concurente.
Sistemul distribuit (distributed system) poate fi definit ca un sistem care contine un
program distribuit care ruleazi pe un calculator distribuit. S-a introdus §i notiunca de
sistem complet distribuit, in care un procesor nu poate primi la un moment dat o imagine
coerentd asupra intregului sistem [NEME93]. Pe baza definitiei, un sistem in care un
program distribuit ruleazi pe un singur procesor sau in care un program secvential ruleazi
pe un calculator distribuit, nu poate fi considerat un sistem distribuit.

Criteriul cel mai uzual de clasificare a sistemelor distribuite este dupa
granularitatea (granularity) interactiunilor dintre activititile care sunt executate in paralel.
Fie un sistem cu n procesoare, in care o parte a timpului de lucru al fiec3rui procesor este
afectatd schimburilor de date i informatii de control cu alte procesoare. Instructiunile
executate vor fi deci sau instructiuni de calcul, sau instructiuni de comunicare. Presupun
¢d rezolvarea unei anumite probleme consumai un timp total de prelucrare 7, dat de suma

timpilor necesari pentru fiecare procesor. Notand cu ¢ timpul petrecut de procesorul i

pentru comunicare §i cu +” restul timpului afectat pentru calcul, timpul total de
comunicare pentru toate procesoarele va fi

I = Zl:f @.1.1)

iar timpul total de calcul pentru toate procesoarele:

n
T =2 (2.1.2)
Hl|
. Sc observd cd nu s-a facut nici o presupunere privind repartizarca uniformi a
timpului de prelucrare la fiecare pocesor. Timpul total de prelucrare va fi dat de:

=TT 2.1.3)
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2. ARHITECTURA SISTEMELOR DE CALCUL DISTRIBUITE 9

Cu aceste notafii, granularitatca, numiti §i granulatia de prelucrare (grain of
computation) sau balanta prelucririi (computation balance), reprezintd raportul dintre
timpul afectat pentru calcul si cel afectat pentru comunicare, adica:

. (2.1.3)
7= 1.

Este important de remarcat faptul ci notiunea de granularitate exprimi caracterul
reunit al unui program paralel, al arhitecturii pe care se executi §i al dimensiunii
problemei de rezolvat. Astfel se poate produce o modificare a granularititii daca problema
de rezolvat presupune alte caracteristici de comunicatie sau dimensiunile sale variazi
raportat la numirul de procesoare utilizate [KRUS88]. Pentru a misura aceasta deplasare
a granularitatii, pe langi granularitatea potentiald (potential granularity) dati mai sus, s-a
introdus inca o definitie, cea a granularitatii actuale (actual granularity). Aceasta considera
granularitatea ca fiind media timpului dintre doud comunicari succesive:

. 215
r'=7g (2.1.5)

In relatia (2.1.5) S reprezinti numirul total de comutiri de Ia calcul la comunicare
pentru toate procesoarele, adici:

$=3s 2.1.6)

1=1

unde s, indicd de cate ori a apdrut o astfel de comutare la procesorul i. Profilul de
activitate al acestuia este o secventd de timpi de calcul (")) si timpi de comunicare (z;)
de forma

c
1,5

w o C w o C w
tl.l’ tl.l’ L2, tl.z’ o tl.ﬁ’ !

5 5
astfel incat Zt,’fl =t s Z’f.,r = ¢°. In general procesarea pe un sistem distribuit se
J=1 J=

poate situa intre doud extreme: durate scurte de calcul, urmate de durate scurte de
comunicare sau durzie lungi de calcul, urmate de durate lungi de comunicare. In primul
caz executia are o granularitate find (fine granularity), iar in al doilea o granularitate
grosoland (coarse granularity). Cu toate ci granularitatea depinde atit de algoritm,
dimensiunea problemei, cat §i de arhitecturd, unele sisteme de calcul favorizeazi un
anumit tip de granulatic de prelucrare. Astfel de exemplu un sistem cu granulatie find,
capabil s3 comunice rapid date singulare este relativ costisitor, deoarece necesitd un sistem
de comunicatie foarte complex care sd evite asteptirile cauzate de conflicte. Dacad 7 este
mic, fiecare procesor executd putine calcule intre comunicari, fiind adecvat un sistem cu
granulatie find. Dacid ' este mare, atunci comunicirile intre procesoare sunt rare,
prelucrarea fiind eficienti pe un sistem cu granulatie grosolana. In concluze, pe masura
reducerii granularitatii, cresc costurile de comunicatie.
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10 2. ARHITECTURA SISTEMELOR DE CALCUL DISTRIBUITE

Avand in vedere caracteristica de granularitate, sistemele distribuite se impart in
dou3 categorii mari:

e sisteme stans cuplate
e sisteme slab cuplate

Subliniez aici ci incadrarea unui sistem real intr-o anumiti clasi, precum si
delimitarea clari a acestora este foarte dificild §i cateodatd controversati in literatura de
specialitate, de aceea cele prezentate trebuic considerate a fi valabile sub rezerva
termenului “in general”. Sistemele strdns cuplate (tightly/closely coupled systems), la care
se considerd ci y <10, constau dintr-un numdr de elemente de procesare PE (processing
element) si module de memorie comund CM (common memory), avind intre ele o refea
de interconectare (interconection network) (figura 2.1.1). Aceastd structurd nu exclude si
existenta unor memorii locale LM (local memory) pentru procesoare, alturi de resursele
IO. Datoriti faptulului cd modulele CM sunt adresabile global de citre fiecare PE,
servind astfel (i) pentru comunicarea dintre procesoare, aceste arhitecturi se mai numesc
sisteme multiprocesor cu memorie divizati (shared memory multiprocessor). Pe de altd
parte, sistemele slab cuplate (loosely coupled systems), la care y >10, constau din
procesoare cu cite o memorie locald, farad resurse comune, conectate intre ele printr-o
retea de interconectare numitd si retca de comunicare (communication network) (figura
2.1.2). Tabak considera c3 diferenta esentiald intre cele doud tipuri de sisteme este cea
referitoare la conceptul de autonomie formulat de Enslow [TABAK90]. Astfel un sistem
strans cuplat dispune de regula de un control centralizat, pe cind unul slab cuplat se
conformeazi principiului de¢ autonomie cooperativdi. Pe baza acestui principiu, care
caracterizeazd functionarea si interactiunile dintre resurse (logice si fizice), se permite unci
resurse refuzul de a servi o cerere dacd este ocupatd cu o altd sarcind, fird a exista o
ierarhie a controlului in sistem. Németh considera ca sistemele slab cuplate sunt sisteme
multiprocesor la care transferul dintre doud procesoare se realizeazi astfel incat unul il
priveste pe celalalt ca un echipament periferic [NEME93]. Uneori sistemele slab cuplate
sunt considerate si refele de calculatoare (computer networks), desi in [RAI90a] se includ
in aceasta categorie numai refelele locale LAN (local area network). Pentru refelele WAN
(wide arca network) se introduce o altd clasi de sisteme distribuite, si anume sistemele
abia cuplate (barely coupled systems), care au y ~100.

LM ‘Ll\{; ... LM!
|

PE (PE . e PE
.

Retea de interconectare

@ o« . cM |

Figura 2.1.1.
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2. ARHITECTURA SISTEMELOR DE CALCUL DISTRIBUITE 11

.« .o LM

Retea de interconectare

Figura 2.1.2.

in literatura de specialitate, prin termenul de sistem multiprocesor (multiprocessor
system) se subantelege de reguld un sistem de tip MIMD (multiple-instruction multiple-
data stream), cu mai multe giruri de instructiuni $i mai multe giruri de date, conform
clasificarii lui Flynn [TABAK90][WILK91]. Acest sistem este diferit de unul M/SISD
(multiple/single-instruction single-data stream), care presupune independenta unititilor de
control §i de executie, atit sistemele M/SISD, cit si cele SISD fiind cazuri degenerate ale
lui MIMD. intr-un sens mai larg, un sistem multiprocesor reprezinti o stucturi de calcul
in care are loc executia concurenti a sarcinilor separate apartinind aceluiasi algoritm. Un
sistem multiprocesor se considerd a fi fiabil pentru multiprocesare (multiprocessing
reliable) daca si numai daca poate fi utilizat atit pentru operatii MIMD, cat si M/SISD
[HWANGS82]. Sistemele SIMD (single-instruction multiple-data stream), la care mai
multe procesoare executd simultan aceeasi instructiune asupra datelor diferite sunt
implementate sub forma ariilor de calculatoare (computer array), cele MISD (multiple-
instruction single-data) neavind un corespondent practic [WILK91]. In conceptul general
al sistemelor paralele se incadreazi §i masinile paralele speciale [AJMO86] sau
arhitecturile neconventionale (de tip banda de asamblare, flux de date, arhitecturi sistolice,
calculatoare vectoriale), dar care nu fac obiectul acestei prezentari.

In ceea ce priveste tipul de comunicare intre elementele componente ale sistemului
prin reteaua de interconectare, aceasta poate fi in principiu de doud tipuri:

e prin comutare de circuite
e prin comutare de mesaje

In cazul comutdrii de circuite (circuit switching) trebuic stabiliti o cale directi de
comunicatie intre cele doud piarti implicate, inainte de inceperea transferului. Accasta
presupune existenta unei legituri directe intre sursa i destinatie, permitind o vitezd mare
de transfer intrucat dupa infaptuirea legiturii nu este necesard adaugarea unor informatii
de adresare la datele transferate. Existenta unei legituri permanente nu implica insd si o
cale fizicd continui intre cele doud unititi, acest lucru fiind evident de exemplu intr-un
sistern cu magistrald comuna utilizati de procesoare prin tehnici de divizare a timpului sau
multiplexare. Comutarea de mesaje (message swilching) este o metodd de transmitere a
datelor in care acestea se transferd prin puncte intermediare (noduri) de pe calea de
comunicatie, in care sunt retinute pentru scurt timp si apoi retransmise spre destinatie.
Nodurile prin care se trimite mai departe informatia pot fi procesoare §i/sau comutatoare,
iar din mesaj face parte gi o adresd care serveste pentru directionarea acestuia inspre
destinatie. O retea cu comutare de mesaje poate deveni foarte lentd daca mesajele sunt
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lungi, deoarece acestca vor “bloca™ refeaua fatd de celelalte procesoare. Mesajele foarte
scurte nu sunt insi eficiente datoriti informatiilor de adresare si corectoare de eroare, care
sunt suplimentare faii de cele de date. Existd §i comunicatia prin comutarf de pqchete
(packet switching), similard cu cea precedentd, cu deosebirea cid la sursd mesajul.de
transmis este desficut in mai multe pachete individuale care se trimit prin retea, urmand
ca la destinatie si fic reasamblate pentru a forma mesajul original. Operarea cu succes a
unei refele in acest caz depinde foarte mult de existenta unui algoritn'l_ de dm_@re
corespunzitor §i fiecare nod trebuie si aiba incorporat un control de dirjare (routing
control) pentru a directiona corect mesajele prin refea. Aceastd operatic necesitd insd un
anumit timp, de aceea este preferabild amplasarea cat mai aproape a procesoarelor care
comunici frecvent. Retelele cu comutare de mesaje/pachete ofera cateva avantaje fatd de
cele cu comutare de circuite [ANDES9]:

- 0 conectare rapid, datele de transmis fiind de regula acceptate imediat
- ratd scizuti a erorilor, asigurata prin atagarea informatiilor de verificare
- fiabilitate mai mare, datoritd existentei de cai alternative

- sincronizare intre elementele care schimba date

Arhitecturile sistemelor distribuite pot fi analizate §i sub alte aspecte, cum ar fi
expandabilitatea, capacitatea si flexibilitatea [RAI90a]. Expandabilitatea sistemului este o
masur3 a abilititii sale de a prelua sarcini marite, astfel incit pentru o noud aplicatie s3 nu
fie necesard nici reproiectarca completd a hardware-ului §i nici a software-ului de
comunicatie. Capacitatea exprima proprictatea retelei de a putea mari cantitatea de date
transferate atunci cand se adaugd noi procesoare la sistem. Flexibilitatea se referd la
posibilitatea de adaptare a sistemului la 0 modificare a fluxului de date, de exemplu atunci
cand este necesara redirijarea unui mesaj din anumite cauze (procesor ocupat sau defect).
De asemenca, sistemele distribuite sunt adecvate pentru implementarea ftolerangei la
defecte (fault tolerance), datoritd resurselor hardware multiple din componenti.
Comportareca rezistentd la defecte (fault resilient) decurge in general din conectivitatea
nodurilor §i muchiilor gratului asociat sistemului. Daca sistemul poate furniza corect
informatia ceruta de aplicatic chiar cu unele legituri’/noduri defecte, acestea vor fi tolerate
de sistem fara efecte negative asupra functiondrii. In multe situatii toleranta este posibild
doar cu reducerea performantelor pand la o limitd admisibila, adica are loc o degradare
“gratioasd” (graceful degradation). In primul caz se mai spune ci sistemul are o
comportare de tip “fail-operational”, iar in al doilea de tip “fail-soft” [GC)RKE89]. intr-un
sistem distribuit, diagnoza permite localizarea defectelor astfel incat sistemul si poata fi
reconfigurat in jurul unitagilor rimase operationale. Degradarea gratioas este infaptuita
printr-o reconfigurare automata si capacitate de recuperare (recovery) furnizate cu
ajutorul unei mentenante on-line [DAS87]. Aceste sisteme dispun de asemenea de un
mediu in care testele software i diagnoza fac parte integranti din incircarea normali a
sistemului [PRADSG].

o Sistemele multiprocesor cqnn’q o mgltimc de elemente procesoare care, desi
individual sunt complet programabile si capabile si execute propriile programe, formeazi
) s'mg|ur5 cmitatii. fiind coordonate de un singur mecanism (centralizat sau distﬁbuit) catre
un {el comun. In acest caz schimburile e 1 s din sis .
1‘rec‘vente ¢i de aceea refeaua d:l Lin(tj:rcd:r::cltr;:'r: cal:emec? tcil:{ﬂdm s‘lstcm.suP { relativ
A ! . | e " . uentd majora asupra
performanielor sistemului. Dupd tipul acestei regele. sistemele multiprocesor se pot
glasiﬁca in sisteme cu magistrald, cu refea de interconectare static §i cu refea pde
interconectare dinamuca.
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2.2. Sisteme cu magistrale

Un sistem multiprocesor orientat pe magistrald (bus-oriented system) contine
una sau mai multe magistrale (care includ liniile de date, adrese §i control) prin care se
interconecteazi toate modulele din sistem. Cel mai simplu §i ieftin mod de implementare 11

reprezinti sistemul cu magistrald unicd (single-bus), care se utilizeazi prin divizarea -

timpului de citre toate elementele de procesare (PE) care doresc acces la memoria
comuna (CM) (figura 2.2.1). Un astfel de sistem oferd o mare flexibilitate de configurare,
dar prezintd dezavantajul strangularii de magistrald (bus bottleneck) prin faptul ¢a la un
moment dat numai un PE poate efectua un transfer de date pe magistrald. Intrucit alte
procesoare care simultan doresc accesul la magistrald trebuie si intre in agteptare, se
reduce considerabil debitul global (overall throughput) al sistemului multiprocesor.
Prioritatea intre module se stabileste prin utilizarea unei scheme de arbitrare paralela sau
seriald [WILK91]. Traficul pe magistrala sistem se reduce daca fiecare procesor are cate o
memorie locald (LM), care se conectecaza la acesta alituri de resursele /O printr-o
magistrald locald, formandu-se astfel un sistem ierarhic de magistrale (hierarchical bus
system) [HWANGO3]. Un alt dezavantaj al sistemului cu magistrald unici il repezinti
faptul ca defectarca magistralei constituie o defectiune catastrofald echivalenta cu ciderea
sistemului. Aceste dezavantaje pot fi in mare masurd eliminate prin utilizarea unui sistem
cu magistrale multiple (multiple buses) (figura 2.2.2). Procesoarele pot folosi oricare
magistrala liberd pentru un acces la 0 memorie comund, dar simultan nu pot fi indeplinite
decat pand la b cereri de transfer, dacd b este numirul de magistrale. Si aici este necesard
o logicd de arbitrare pentru a rezolva cererile simultane, astfcl incat prima datd se
selecteazi nu mai mult de o cerere pentru fiecare modul CM, iar apoi din acestea se
selecteazd maximum b cdrora li se alocd cate o magistrald. Numarul de procesoare care
agteaptd datorita conflictelor de magistrald se reduce pe masurd ce numarul de magistrale
este mai mare, dar prin aceasta cregte §i complexitatea sistemului. Aceste structuri se
recomanda cu precadere in sistemele tolerante la defecte. Apare insa aici o altid problema,
§i anume aceea ca modulele din sistem si ofere facilitatea de conectare multiport
(multiporting) la magistralele sistem. Aceasta necesitd cite o logica suplimentara la ficcare
modul, complexitatea si costul cireia nu permite cregterea excesiva a lui b (6=2 sau 3 sunt
valori uzuale). Utilizarea unei memorii comune de tip multiport (multiport memory), cu
linii separate pentru fiecare procesor, reprezintd in sine o arhitecturd posibila pentru un
sistem multiprocesor, dar scumpa daca » este mare (figura 2.2.3). Ca urmare s¢ preferd
solutia cu memorie "pseudemultiport”, care in aparentd permite accesul simultan la mai
mult de o locatic de memorie, dar de fapt accesele sunt secventiale insd la o vitezi ridicatd

[WILKO1].

CM

Figura 2.2.1.
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PE, PE, . e Pf;

CM

Figura 2.2.3.

2.3. Retele de interconectare statice

Refelele de interconectare statice (static interconnection networks) sunt acelea
care permit numai legaturi fixe (unidirectionale sau bidirectionale) intre doua elemente de
procesare (noduri). Acestea sunt potrivite pentru conexiuni de tip procesor-procesor,
adic toate nodurile sunt procesoare §i acestea preiau datele sosite pentru a le prelucra sau
a le transmite mai departe la alte procesoare. Procesoarele dispun numai de cite o
memorie local3, fard s3 mai existe 0 memorie comuna in sistem. Dacad apare necesitatea
ca un procesor sd transfere date la un alt procesor, atunci acest lucru se face prin
transmisic de mesaje. Deoarece fiecare nod contine de fapt cite un calculator, aceste
tipuri de multiprocesoare s¢ mai numesc multicalculatoare cu transmitere de mesaje
(message-passing multicomputers) [WILK91].

Exemple de topologii de interconectare statice sunt date in figura 2.3.1. Reteaua de
tip magistrald globald (global bus) limiteazi numarul de noduri (n), deoarece densitatea
mesajelor creste liniar cu n. Conexiunile procesoarelor intr-o arie liniard (liniar array)
sunt limitate 1a cei doi vecini apropiafi, iar prin legarea capetelor libere intre cle se
formeaza o structurd in inel (ring). Aceasta este recomandabild numai in sisteme cu putine
procesoare, deoarece intirzierea medie de transmitere a mesajelor §i densitatea traficului
cresc liniar cu n. Intirzicrea medie corespunde la n/2 legituri, iar densitatea medic a
mesajelor in fiecare din cele n legituri este de n/2 mesaje pe¢ unitatea de tim
(presupunind ca intr-o unitate de timp fiecare nod initiazi un mesaj) [WITTS1]. Retelell::
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in inel nu au fiabilitate ridicata, deoarece defectarea unui singur nod sau a unei singure
legituri intrerupe cele mai multe comuniciri, mesajele fiind circulate intr-un singur sens.

?rYPY

magistrald
retea linjard mel
stea arbore
plasd conectare completd
| -
hipercub 3-D hipercub 4-D

Figura 2.3.1.

Conexiunea de tip stea (star) este adecvati pentru » mic, cand controlul refelei din
nodul central este relativ simplu. Deoarece orice pereche de noduri laterale poate
comunica prin numai doud legituri, intirzierea introdusi este mica. Fiecare nod lateral
necesiti numai o conexiune, pe cand cel central are n—1, ceea ce este un factor de limitare
pentru n. Nodul central trebuie s3 transmiti mai departe toate datele catre destinatie, ceea
ce face din acesta un element de strangulare a traficului din retea, care limiteazi de
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asemenea dimensiunea refelei. Daci fiecare din cele n—1 noduri laterale are de transmis §i
de receptionat un mesaj, atunci fiecare legatura este utilizata de doui ori §i nodul central
trebuie si faca fatd la un trafic de n—1 mesaje. O defectiune la nodul central (h_l.lt.)'), cafc
este elementul cel mai scump, poate duce la ciderea intregului sistem. Costurile liniilor (in
total n—1) §i conexiunilor sunt insd mici §i cresc lintar cu n. o

Relelele in forma de arbore (tree) sunt oarecum similare cu cele de tip stea privind
transmiterea mesajului intre doud noduri, in sensul ¢ nodul radicini se foloseste pentru
intermedicrea transferului de la o ramurd a arborelui la cealaltd. In general de la nodul
sursa se parcurge arborele in sus pani cind se intilneste un nod comun cu calea spre
nodul destinatic, dupa care se parcurge aceasti cale in jos. Numdrul de legituri ale retelei
este de n-1, ceea ce inseamna o cregtere liniard a costurilor cu dimensiunca. Defectarea
unui nod critic (cel ridicind sau apropiat de el) are urmari catastrofale asupra intregii
retele. Inir-o retea regulata cu b ramuri sub fiecare nod si cu j niveluri, numarul total de
noduri este:

b/ -1

n= N =1ebebleab =

(2.3.1)

Pentru a calcula densitatea traficului de mesaje pe o legiturd de deasupra unui
nod din nivel &, se considerd un timp de n-1 unitag in care in medie fiecare nod va trimite
cite un mesaj la celalalt. In acest timp fiecare nod din subarborele de sub nodul considerat
(care are j—( k—1) niveluri) va schimba o pereche de mesaje intre el i restul de noduri ale
retelei. Ca urmare densitatea 7(k) a traficului pe linia de deasupra nodului de nivel & va fi:

AING-k=D[n-N(G-k+1)

T(k) = —

(2.3.2)

in cazul arborelui binar (b~2), densitatea traficului este maximi la nodurile din
nivelul al doilea, dar pentru refelele cu 4>2 traficul cel mai dens se manifesti la radicini
[WITT81]. Daci distribuia mesajelor se presupune a fi uniformd, majoritatca acestora
trec prin cdi care conecteazi doud ramuri prin ridicini (intr-un arbore care nu este
binar). In aceast situajie, dimensiunea arborelui trebuie s fie limitati pentru a preveni
congestiile de trafic de la nodul ridicina si cele apropiate de acesta. O masuri de reducere
a congestiilor constd in prevederca de legituri suplimentare intre nodurile din acelasi nivel
sau dintre nodurile care au adrese care diferd printr-un singur bit, obtinindu-se asfel reele
de tip hiperarbore (hypertree networks).

Retelele complet conectate (completely connected networks) au cate o legatura
intre ficcare pereche de noduri, numirul total al lor fiind n(n-1)/2. Aplicatiile lor se
limitcazi doar la n<5, deoarece costurile de linii i de conexiuni crese cu n* [WITTS1]
Pentru rate fixe de transmisic a mesajelor la toate nodurile, densitatea traficului in rc(ea;
care are valoarea 2/(n- 1), scade vertiginos odati cu cresterea dimensiunii, deoarece sunt
mai multe legaturi decat nodun.

O aric de procesoare bidimensionald de tip plasd carc interconecteazi vecinii cel
mai apropiati (nearest neighbor mesh) se poate obtine daci fiecare nod se co
cate o legaturd la cei patru vecini, iar capetele libere pot fi recirculate pe
Daca pe o latura sunt w procesoare, atunci numirul total de procesoare este n=w?, far i
cazul general al unei plase regulate intr-un spatiu D-dimensional acest numadr este ’n=wg]

Distanta maximd de transmiterc a unui mesaj i ice directi . .
ta J In orice directic este de w/2, jar lungimea

necteazi prin
partea opusa.
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medie de transmitere a mesajelor este Dwi4 [WITT81]. Deoarece ficare nod se
conecteazi in fiecare din cele D dimensiuni la cate doi vecini, existd 2D legituri la un
nod. Pentru intreaga retea vor exista in total 2Dn/2=Dn legituri. Rezultd ci densitatea
medie a traficului de mesaje pentru fiecare legatura a retelei cu n noduri este:

nD(w/ 4)
I==u

s 233
1 (2.3.3)

Un nod al retelei trebuie sd dispunad de 2D porturi de conectare la vecini. Numirul
de procesoare poate fi crescut prin marirea lui w, dar aceasta duce, aga cum arati relatia
(2.3.3), la cregterea densititii traficului si a intdrzierilor de transmitere a mesajelor.

Structura de tip hipercub (hypercube) este caracterizati de prezenta a n=2°
procesoare, interconectate sub forma unui cub binar D-dimensional. Fiecare nod are
legaturi directe si separate la D alte noduri vecine. Exista in total 2 adrese binare distincte
asociate nodurilor, astfel incat adresa unui nod diferd de cea a fiecarui vecin printr-un
singur bit. Hipercubul generalizat (generalized hypercube) are litimea w (noduri pe
latura), dar pastreazi caracteristica de adiacentd a adreselor. Numairul total de noduri este
n=w” ca si la reteaua de tip plasi, dar aici conectarea legiturilor necesiti de doui ori mai
putine porturi la un nod (D) decit la plasd (2D). Deoarece fiecare laturd se intinde peste
w noduri, in total existd nD/w laturi. Numirul mediu de pasi pentru transmiterea unui
mesaj este de D(w—1)/w [WITT81], ca urmare densitatea traficului pe fiecare laturi va fi:

T_nD(w—l)/w_ | 534
-———nD/w =w- (2.3.4)

Extensia dimensiunii unui hipercub este mai dificili decat a unei retele plasa,
deoarece cresterea numirului de noduri care folosesc o laturd (w) este limitatd de traficul
admisibil, iar cregterea dimensiunii D ar presupune mdrirea numdrului de porturi la ficcare
nod. Exista si structura in care fiecare varf al unui hipercub binar (w=2) de dimensiune D
contine o bucld de D noduri, numita retea de cicluni conectate ca un cub (cube connected
cvcles network). In general intr-un sistem de tip hipercub fiecare procesor dispune de
memoria sa locald proprie §i problemele de congestic sunt mai putin serioase, dar cdile de
comunicatie seriald reprezinti un factor de limitare a debitului. Este posibild insd §i
structura in care nodurile contin memorie comuni accesibild din alte noduri pe legaturile
care functioneazi ca magistrale, un exemplu fiind reteaua plasd cu conectivitate suprapusi
(overlapping connectivity mesh network) [WILK91]. )

Retelele de calculatoare, in care sprc deosebire dc sistemele multiprocesor
calculatoarele dispun de o mare autonomie locala §i dedica doar o mica o parte din timpul
lor pentru activititi comune (gestionare de baze de date comune sau acces la anumite
periferice scumpe), se bazeazi de regula pe retele statice de interconectare. Astfel pentru
refele locale de calculatoare (LAN, local area network) sunt obignuite topologiile de tip
magistrald, inel, stea sau arbore, prezentate mai inainte. Structura de tip magistrald este
adecvati pentru tehnici de acces aleator care divizeazi mediul de transmisie (uzual cablul
coaxial) printre sursele din retea, care transmit mesaje insotite de adrese recunoscute de
statiile destinatie. Retelele in inel folosesc de obicei metoda de tip “token passing™, in care
dreptul de a transmite este pasat unui nod in momentul in care receptioneazi o anumitd
secventd de cod numitd token. Dupa transmiterea mesajului, token-ul este transferat in
inel la urmadtorul nod. dupid o secventd prestabiliti. La retelele in arbore se prefera
algoritmi de difuzie, astfel incat un nod parinte transmite mesajul la descendenti, pina
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cand acesta ajunge la ultimul nod. Acesta va rispunde cu 0 anumita intarziere, iar ficcare
parinte colecteazi raspunsurile de la toti descendentii i numai dupd aceea va raspunde
mai departe. Topologia in stea conecteaza utilizatorii la capetele lcgétun]pr care pornesc
de la un clement central (hub). Cel mai frecvent se utilizeazA ca §i mediu de transmisie
fibra opticd, care este prin esentd adecvatd unei tranmisii de tip punct-la-punct la'o rati
inaltd de ordinul 100 Mbps [GITL92]. (Includerea de derivatii pe fibra opticd induce
pierderi apreciabile §i necesiti amplificare opticd dacd numdrul acestora depiseste o
anumita limita).

In majoritatea aplicatiilor, retelele LAN lucreazd in medii inchise (clidiri) pe o
intindere restrinsa, ceea ce face ca fiabilitatea legaturilor s3 fie de mai micd importantd
decit la retelele care acoperd o arie larga. Fiabilitatea legiturilor trebuie s fie in strinsd
corelatic cu topologia retelei. De exemplu, in proicctul refelei ARPA (Advanced Research
Projects Agency), citatd frecvent in literaturd ca o retea de referintd, §i anume o refea
intinsd de calculatoare (WAN, wide area network), s-a specificat necesitatea de a exista
cel putin doua cii intre oricare perechi de noduri. Spre deosebire de aceasta, datorita
specificului amintit mai sus, refelelor LAN le este suficient si permitd doar o singura cale
intre sursa §i destinatie. Un alt motiv care limiteazi dimensiunea retelelor LAN este faptul
ca latimea de bandi nu se ridicd la valoarea din retelele largi, mediile de transmisie uzuale
fiind destinate pentru viteze de ordinul megabiti pe secundd la un cost relativ scazut.
Datoritd cuplajului slab dintre calculatoare, retelele de calculatoare prezintd o fiabilitate,
disponibilitate i un grad de supravietuire ridicate. Elementele de procesare fiind de reguld
identice, specializarea pentru o anumitd aplicatic fiind asiguratd prin software, o unitate
defecta poate fi ugor inlocuitd cu o alta identicd de rezerva. Probabilitatea de a exista un
defect in sistem creste insd pe misurd ce numarul de unitdti active este mai mare, dar o
unitate detectd poate fi izolata relativ ugor, permitand functionarea in continuare a retelei
[PRAD86]|KAKAS94d]. Factonii care afecteaza performantele unei retele sunt cantitatea
de date gi frecvenia cu care acestea se transmit, viteza transmisici i calea pe care o
urmeaza prin refea. Primii doi factori depind de algoritmul in sine i de partitionarea
acestuia, pe cand ceilalti doi sunt functie de hardware.

2.4. Retele de interconectare dinamice

Intr-o retea de interconectare dinamica (dvnamic interconnection network)
conexiunea dintre doud noduri (procesoare sau procesoare/memorii) se stabileste prin
intermediul unor comutatoare electronice (active). asttel incat schimbarea starilor acestora
face posibild infiptuirea comunicatiei intre diferite perechi de noduri. Retelele care admit
conexiuni simultane intre toate combinatiile de intrani si iesifi s¢ numesc retele fard
blocare (non-blocking networks). Acestea sunt strict fird blocare (strictly non-blocking)
daci indiferent de conexiunile existente §i tara a le perturba, totdeauna se poate stabili o
cale intre oricare intrare ncfolositd §i oricare iesire nefolositi. Unele retele fard blocare
permit cfectuarea unci noi conexiuni intrare‘icsire fird afectarea celor existente numai
daca acestea din urma au fost infaptuite pe baza unui anumit algoritm de dirjare prescris
Astfel de refele sunt considerate a fi fard blocare intr-un sens larg (wide-sense non;
blocking). Pentru a reduce numarul de comutatoare, majoritatea refelelor sunt retele cu
hlocare (blocking networks). adicd nu fac posibile toate combinatiile de conexiuni de
intrare ‘iegire simultan. Daca cdile blocate pot fi totugi restabilite i redirijate prin
moditicarca stirii comutatoarelor. atunci refeaua se numeste rearanjabila. P
' In general comutatoarcle sunt grupate pe niveluri, care sunt capabile s
interconecteze un numdr de intran cu un numar de iesin. in functic de numairul d
niveluni pe care le posedd, retelele de interconectare dinamice pot fi clasificate in: )
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e retele pe un singur nivel
e retele multinivel

intr-o refea pe un singur nivel (single stage network), datele transferate trec printr-
un singur etaj de comutare de la intrare spre iegire. Exemplul fundamental de retea
dinamica pe un singur nivel il reprezinti reteaua de comutare crossbar (crossbar switch)
care poate interconecta n elemente procesoare (avand cate o posibildi memorie locali) cu
m module de memorie comuna (figura 2.4.1). Aceasta este o retea fird blocare §i permite
accese simultane la toate modulele de memorie, ceea ce inseamnd un debit mare de
prelucrare. Un conflict poate apare numai cind mai multe procesoare lanseaza
concomitent cereri catre aceeagi memorie. Intrucat in fiecare cale este implicat numai un
singur comutator, intirzierea introdusd de un transfer prin retea este minima.
Dezavantajul i constituie cregterea proportionald a costului retelei cu numarul de
comutatoare (n » m), ceea ce reduce domeniul de aplicabilitate la sisteme de dimensiuni

mici.
LM, PE,
; : | ! |

Figura 2.4.1.

Pe un singur nivel s¢ poate realiza o retea cu amestecare perfectd (perfect
shuffle), care intercaleaza prima jumitate a intrarilor cu cea de a doua jumatate. realizand
pentru pintrari (7 = 0, 1, ..., n—-1) functia:

sh(s) = 2i +{ 2i/n| (mod n) (2.4.1)

unde [ ] reprezintd rotunjirea la cel mai mic intreg. Pentru exemplul din figura 2.4.2
(n=8), intrérile etichetate cu 0, 1, ..., 7 vor da dupa amestecare secventa 0, 4, 1, 5. 2, 6,
3, 7. Pentru a efectua toate interconexiunile posibile, iesirile trebuie recirculate la intrin,
fiind introduse celule de comutare pentru a se realiza intr-un numir de pasi conexiunea
dorita. Celulele de comutare au cate doud intrir §i doua iesiri, fiind posibile doua stari de
transfer (figura 2.4.3). Pentru a s¢ obtine toate permutirile este necesar un numir de
maxim » recirculdrn. Aceasta deja corespunde unui transfer al informatiei prin mai multe
etaje de comutatoare, ceea ce caracterizeazi o refea de interconectare multinivel (MIN,
multistage inteconnection network). Fird a mai fi necesara recircularea datelor se poate
construi o retea multinivel prin conectarea in cascadd a N = log,n retele cu amestecare
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20 2. ARHITECTURA SISTEMELOR DE CALCUL DISTRIBUITE

perfectd (figura 2.4.4). Reteaua obtinuti este 0 refea Omega, care are caracteristic un
algoritm foarte simplu de autodirijare (self-routing) a informatici. La datele utile se
atageaza o etichetd de dirijare (routing tag), care aici reprezinti tocmai adresa binard a
destinatiei §i prin examinarea cdreia se va face decizia asupra rutei in fiecare nivel. Cel
mai semnificativ bit al adresei se foloseste pentru a comanda celula din primul nivel: daca
este 0 atunci se selecteazi icsirea superioard, iar dacd este 1 atunci iegirea inferioard.
Urmitorul bit mai semnificativ al adresei destinatie se foloseste pentru a selecta iesirea
celulei din urmitorul nivel, si aga mai departe pand cind se ajunge la iegirea finali.
Reteaua Omega este cu blocare, iar proprietatea de autodirijare sugereazi o transmisie
prin comutare de pachete.

0 9 — 0
4 — 1
2 L — 2
3 2 — 3
5 — 5
s 2 — 6
7 7
Figura 2.4.2.
S=i S=1
A ] 1
1: Cl 11 —-\\ /— el
1 [} 12 ‘/\ — 02
Figura 2.4.3.
N:vel 1 Nivel 2 Nreel 3
006 B
001 g
e -/
011 —,

o6 —
10 ,vt\
e ="\

X
110 —/ \

It ———

Figura 2.4 4.
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Acelasi algoritm de autodirijare descris mai inainte se utilizeazi §i in refeaua
baseline aritati in figura 2.4.5. In acest caz fiecare nivel al retelei injumatiteste succesiv
domeniul de dirijare al informatiei. Si aceastd retea, ca de altfel majoritatea celor bazate
pe celule 2x2, este o retea cu blocare. Retelele cu asemenea celule de comutare pot
interconecta n=_2" procesoare, unde N reprezinti numaérul de niveluri. Numairul de celule
pe un nivel este n/2, iar in intreaga retea (n/2) log;n, spre deosebire de o retea crossbar
nxn in care numirul total de comutatoare este #°. Din acest punct de vedere o retea MIN
poate reprezenta o alternativd economicd avantajoasd fatd de o retea crossbar, in schimb
viteza de lucru datoratd aici comunicatiei seriale este mai mica [TABAK90].

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
000 — — 000
001 —| :>/- >< — 001
010 — — 010
011 — 011
100 — — 100
101 — >< — 101
110 — — 110
111 — — 111
Figura 2.4.5.
Mivel 1 Nivei 2
00 - 00

01 -0
0z RN - 02
FER I o\ A e
19 —>>\\ - 10
11+ 11

11 R A R

20 20
21 21
22 —22
23 — 23
30 -/ 30
314 \_ 35
32 32
33 33
Figura 2.4.6.
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22 2 ARHITECTURA SISTEMELOR DE CALCUL DISTRIBUITE

Retelele cu autodirijare pot fi extinse pentru a utiliza o bazi de numeratic mai
mare ca 2 §i 0 amestecare generalizati. De exemplu in figura 2.4.6 este prezentatd o refea
Delta de dous niveluri cu baza 4, in care adresa destinatie este specificatd ca un numdr in
aceastd bazi. Fiecare cifr a destinatiei are o valoare intre O §i 3 care servegte la selectia
“uncia din cele patru iesiri ale. comutatorului crossbar de 4x4. Distributia legturilor acestei
retele realizeazi o amestecare de patru. in cazul mai general, o retea MIN interconecteazi
a" intrari cu b iesiri prin intermediul unor elemente de comutare crossbar de tip axb,
agezate pe M niveluri. Configuratia retelei pentru V=2 este dati in figura 2.4.7. Daci se
utilizeazi baze de numeratie diferite pentru fiecare nivel, generalizarea se poate extinde,
obtinandu-se refele cu amestecare generalizate (GSN, generalized shuffle network). Toate
aceste retele MIN permit numai cate o singur3 rutd de la fiecare intrare la fiecare iesire,
nefiind astfel tolerante la defectiunile celulelor de comutare. Se¢ pot introduce cai
alternative intre intrani si iesiri dacd se prevad niveluri suplimentare in retea [WILK91].

axb axb

1 - - 1

i ERE AN A1 2

a - . — b

at1- - b+1

W2 2 [T
Intran 22 ] L % Tesim

a b |7

¥ ¥

Figura 2.4.7.

Sistemcle multiprocesor care contin un numir mare de elemente de procesare sunt
foarte vulnerabile la defecte si se pune problema de a utiliza retele de interconectare MIN
cu Proprict:iti de tolerantd la defecte. O refea MIN tolerantd Ia defecte trebuie si
furnizeze pand la un numdr admis de defecte o conexiune siguri intre oricare pereche de
intrare-iesire. Existd mai multe cai de a face un MIN tolerant la defecte. Unele metode
utilizeaza coduri corectoare de eroarce [\’LAD86][VLAD89] pe ciile de transmisie, altel
introduc conexiuni redundante pentru ficcare pereche de intrare-iesire. O alti c’al ‘;C
cregtere a flabilitagii sistemului este adiugarea de procesoare PE de rezérvé fiind th ‘i
posibild si luarea in considerare a defectiunilor la nivelul PE, urmati ) e
sistemului. O metoda de constructie a unor astfel de refele cu redund.
(dynamic redundancy networks) este prezentati in lucrarea [JENGS88]

Metoda porneste de la o retea MIN cubicid cu A = 2™ i:itriri/ie
comutatoare 2-2 dispusc pe m niveluri. La sctul initial de N
de rezervd, in situatia § = 2’ fiind posibila obincrea unci refe
numir mai mic de interconexiuni. Un exemplu pentru A =
figura 2.4.8.

de reconfigurarea
mfd dinamicd DR

§iri continind N/2
procesoarc PE s¢ adaugi S
le DR reduse (RDR) cu un
8 §i S = 4 este prezentat in
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intran

Iogin

Comuteatoare
Nivel: 2 1 0 de iesire

Figura 2.4.8.

Toleranta la defecte a retelei DR este asigurati prin reconfigurare. in caz de
detectare a unui defect va pomi un proces de reconfigurare, care duce la eliminarea din
partea activa a retelei a randului pe care a aparut defectul §i a procesorului de pe randul
respectiv. Un rind contine toate comutatoarele de refea cu aceeasi adresd, toate legaturile
incidente de intrare i icgire la acestea. Pentru exemplul dat, dacd se¢ defecteaza PE,, s¢
vor izola procesoarele i randurile 0, 1, 2 si 3, cele patru procesoare de rezervd devenind
active. Se observa cd performantele sistemului nu se degradeazi dupa recontfigurare, dar
este in sarcina sistemului de operare de a redistribui functiile si de a reporni sistemul dintr-
un punct anterior in care taskurile au fost lipsite de eroare (backward recovery).

Pentru transferul datelor intre procesoare, acestea adaugd si in acest caz la
informatia utild etichete de dirijare, care determind pozifionarea corespunzatoare a
comutatoarelor de pe niveluni.

O alta solutie de retea MIN tolerantd la defecte este prezentatd in [TZENGS88].
Aceasta se bazeazi pe gisirea de cdi alternative in fiecare nivel in cazul intalnirii unui
defect, o retea cu astfel de proprietate fiind numitd refea cu redirijare puternicd (strong
reroutable network). Realizarea practica consta in conectarea in lant a tuturor elementelor
de comutare SE (switching clement) aflate pe acelagi nivel al unui arbore. Cate un arbore
se poate forma de la fiecare iesire a retelei de bazi (considerata ca ridicind) cétre toate
intrdrile, aga cum se aratd cu linii groase in figura 2.4.9. Pentru conectarea in lant,
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24 2. ARHITECTURA SISTEMELOR DE CALCUL DISTRIBUITE

elementele de comutare vor fi previzute suplimentar cu cite 0 intrare §i 0 iesire, cle
transformandu-se astfel din comutatoare crossbar de tip 2x2 in comutatoare de tip 3»3.

Y lant .
000 = = 000
001 — % —\>(- —— 001
010 ——FL—/ = —1 1))
011 — ) TP
100 ——— T~ .—) ] 160
161 — ~— —1___ 101
| ~ i ><

1My — At ] F—— 110

I
11— 111

T

Nivel® o 1 2
Figura 2.4.9.

Algoritmul de dirjare al datelor in refcaua cu inlinfuire rimine in esentd cea
introdusd de Lawrie [LAWR75] bazata pe etichetele de dirjare, care a fost prezentatd mai
inaintc. Eticheta destinatic este reprezentatd de insasi valoarea binara a iesini dod,ds, astfel
incat in nivelul 7 daca 4, = 0 atunci SE comuti pe iesirea superioar3, iar dacd d, = 1 atunci
pe iesirea inferioard. Daci iesirea sclectatd este blocatd ca urmare a unui defect pe iesire,
pe linia de legdturd sau pe intrarea clementului SE de pe urmitorul nivel la care este
conectata iesirea in cauzi, atunci cererea este dirijatd prin iesirea de conectare in lang catre
un alt SE din lan{. Cum s¢ observi pe traseele cu linie intreruptd din figura, acelasi bit d|
va fi utilizat de un algoritm de dirjare identic la noul SE. ceea ce reprezintd un avantaj.
Pe ultimul nivel nu are scns inldnfuirca unui element SE cu ¢l insusi, deoarece acest lucru
nu mai duce la cresterea performantelor, ci numai la blocarea cererii.

Ficind o analizi comparativa a refelelor de interconectare prezentate, se poate
spune ¢d in ciuda congestiei de date si a fiabilitatii scizute, sistemele orientate pe
magistrale sunt raspindite datoritd costului redus si a configurabilititii ridicate. Retelele
crossbar, cu toate ¢i prezintd o vitezi mare de lucru, sunt mai rar utilizate din cauza
complexitaii §i costului ridicat. precum si datorita dificultatilor de reconfigurare. in
schimb refelele multinivel, moderate ca si cost, produc simultan un numir de cii de
comunicatie, ceea ce reduce timpul total de agteptare pentru efectuarea unui transfer de
datc fald de un sistem cu magistrald unica. Pe langa cresterea capacitatii de prelucrare a
fiecarui procesor, reducerea costurilor de comunicare far atectarea sensibili a prelucririi

paralele. reprezintd un deziderat in proiectarea sistemelor multiprocesor, ceea ce depinde
in mare masura de refeaua de comunicatic aleasi.
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3. FIABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE
MULTIPLE

3.1. Notiunea de fiabilitate

Intr-un sens mai larg, fiabilitatea poate fi considerati o parte componenti a calitatii
unui produs. Calitatea unui produs se exprima printr-un set de descriptori care contin
marimi referitoare la caracteristicile fizice ale acestuia §i atribute care aratd in ce masurd
produsul corespunde cerintelor utilizatorului. Aceste atribute functionale duc la luarea
unei decizii de tip “go/no go” asupra produsului, in sensul cd el este considerat acceptabil
sau deficient. In context calitativ, fiabilitatea reprezintdi o masurd a cum produsul
indeplineste specificatiile impuse de functionare pe o anumiti perioadi de timp.
Caracteristica studiata de teoria fiabilitatii o reprezintd durata de viatd a produsului aflat in
exploatare, exprimind conservarea in timp a performantelor produsului sub forma unei
calitati dinamice.

In sens mai restrins, fiabilitatea este o mirime cantitativi care exprima
probabilitatea ca un produs s fie operational. Prin produs se poate intelege o componenti
singulard, un sistem compus din mai multe componente sau chiar un program de
calculator. Analiza de fiabilitate tine cont de aparitia unor evenimente neanticipate §i
nedorite in cursul exploatarii produsului, care au influentd asupra comportdrii sale. Aceste
evenimente pot fi defectiri ale componentelor sau modificari ale parametrilor acestora in
afara limitelor admisibile cauzate de conditiile de mediu sau uzura, precum si problemele
de proicctare si tehnologice care ies la iveald in timpul utiliziri. Problema de scami o
constituie faptul cd doua produse identice care lucreazi in condiii similare nu se
defecteaza de reguld in acelagi moment. Acest fenomen poate fi descris numai in termeni
probabilistici. Durata de viatd utild (sau timpul pini la defectare) constituic o variabild
aleatoare T, a carei lege probabilisticd se poate exprima in mai multe feluri. Este de
subliniat faptul ca in aceastd acceptiune produsul este caracterizat printr-o comportare
bivalentd, cu doua stari: functioneaza sau este defect. Starea defectd semnifica faptul ca el
nu este in stare sa satisfacd functiile cerute.

Definitia 3.1.1. Fiabilitatea R(t) (reliability) a unui produs (componentd sau
sistem) se defineste ca fiind probabilitatea ca acesta lucrand in conditii date de mediu, sa-
si indeplineasca adecvat functiile specificate pe durata unui interval dat de timp [0,¢]:

R(t) = Pr(T>1) (3.1.1)

Se observa ¢ definitia fiabilititii presupune urmatoarele aspecte:

o Admiterea posibilitatii de defectare, adica a unei notiuni probabilistice
e Acceptarea unui nivel de performanta precizat de proiectant sau de utilizator

o Exploatarea produsului in conditii de functionare prescrise

Functia R(f) s¢ mai numeste functie de supravietuire in cazul sistemelor
monotone, caracterizate prin ireversibilitatea defectarilor [TARC89].
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Legea de defectare probabilistics a unui produs se exprimi adesea 'prin Sfunctia de
distribufie cumulatd F(t), definitd prin probabilitatea ca produsul sa functioneze cel mult
pana in momentul £

A1) = Pr(T<1) (3.1.2)

Aceasta mai este referiti ca functia de defectare sau de nefiabilitate (unreliability),
fiind complementara functiei de fiabilitate:

R(t) = Pr(T<t) = 1-Pr(T>1) = 1-R(?) (3.1.3)

Pe baza acestei definitii §i avind in vedere faptul ci la momentul initial produsul
este cu certitudine functional, F(f) este o funcfic monotond nedescrescatoare astfel incat
F0)=0 §i limF(¢)=1. Ca ummare a relatici (3.1.3) rezultd imediat ca R(0)=1 si

t o

limR(¢) = 0.
t e

Caracterizari statistice ale duratei de viatd sunt date de timpul mediu pdnd la
defectare MTTF (mean time to failure) §i de dispersia relativd a timpului de defectare
RFTD (relative failure time dispersion). Fiind cunoscutd legea de distributie pentru 7,
MTTF se calculeazi ca valoarea agteptati (expected value), adica media (mean) variabilei
aleatoare,

MTTF = u = ET] (3.1.4)

iar RFTD reprezinta deviatia standard o a lui 7 raportata la media sa (adica coeficientul de
vanatie al variabilei aleatoare):

i ]

o3 \ M

RFTD =~ = Y ——— .

7 E[T] (3.1.5)

Prin deviatie standard (standard deviation) sau abaterca medie pitratici a variabilei
alcatoarg s¢ inelege rddicina pitrati a dispersici sau variantei (variance), care
caracterizeazd gradul de impragticre a valorilor variabilei aleatoare in jurul valorii medii:

vmn:&:dW»mﬂ (3.1.6)

Este de remarcat faptul cd atat MTTF cat si RFTD reprezinti caracteristici ale
repartifiei timpului de defectare 7, fiind independente de timpul de observare . in cazul in
care se cere sd se comparc doua sisteme din punct de vedere al ﬁabilit:'a.tii lor, este
convenabil si se utilizeze un indicator comparativ cum ar fi Jactorul de imbundtd }r ]
frabilitagn RIF (reliability improvement factor) sau factorul de imbundtdtire al tiriz Zla'
de misiune (mission time improvement factor) [VISW87). Timpul de misiune alpuni‘l{
produs nu trebuic confundat cu durata de viala a acestuia, ci este defint in felul urmdtor: ‘

Definitia 3.1.2. Timpul de misiune (mission time) al unui pr. .

. L odus zin

maxima Tyax pentru care fiabilitatea produsului respecti o Iimitg specil;?a)g R td durata
MIN,

pentru 1< Ty functia de fiabilitate R(2)>Rygy. adica
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Pentru a determina legea de repartitie a timpului de defectare se efectueazi
incercdri de fiabilitate asupra unui lot de produse identice. Masuratorile produc estimatori
de fiabilitate, care se¢ prelucreazi cu metode statistice [GROSH89][GEBERS4]
[HOHANS2).

Intrucat prezenta tezi abordeazi probleme de fiabilitate ale sistemelor de calcul,
voi trata in continuare pe lingd cazul distributiei de tip continuu a timpului de defectare si
cazul distributiei discrete, aducand cu aceastd ocazie o abordare personald, problematica
nefiind dezvoltata in cartile clasice de fiabilitate. Acest lucru este justificat de faptul ci
procesoarele au o functionare compusi din cicluri instructiune, care pot fi considerate ca
segmente discrete de timp.

3.2. Fiabilitatea in spatiul timpului continuu

In acest caz variabila aleatoare 7 corespunzitoare momentului de aparitie a
defectului poate lua orice valoare pe axa timpului £0.

Admitand ca F{r) constituie conform (3.1.2) probabilitatea ca variabila aleatoare si
ia valoare mai mica sau egald cu ¢, legea de repartitic a variabilei aleatoare se exprima
adesea prin viteza instantanee de defectare ft). Aceasta reprezinti probabilitatea de
defectare pe unitatea de timp, adica:

Pr(t < T <t+ Ar) lim Pr(T <t+ At)-P(T < t)
P i § | =

1= m,

At At -0 At
3.2.1
. F@+A4)-F@) dF(@) ( )
= lim =
A0 At dt

in termeni probabilistici, functia A7)=0 se numeste funcfia de densitate de
probabilitate (probability density function) §i are proprictatea:

T F(tydt =1 (3.2.2)
0

Este de mentionat faptul ci f{7) nu este o probabilitate, insa cantitatea A¢)ds este
interpretatd ca elementul de probabilitate. Pe baza celor prezentate, rezultd ca functia de
distributie cumulatd (CDF, cumulative distribution function), o functie continui, se
exprimi ca ‘

F(t) = J.f(u)du 3.2.3)
0

si pe grafic reprezintd aria de sub curba de densitate pin3 la abscisa considerata (figura
3.2.1). Pe baza complementarititii exprimata de relatia (3.1.3), este evident cd aria din
dreapta corespunde fiabilitatii R(z):

-
R(t) = ) f(w)du (3.2.4)

t
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De asemenea, se verific imediat i egalitagile:
At =F(5)=-R® (3.2.5)

Fiind dat f{), probabilitatea ca variabila aleatoare sa apartini intervalului [4, %] s
poate calcula prin integrare:

P, < T<ty)=F(t))-F(t) = jf(t)dt (3.2.6)
0
fit)
R(t)
0 . tl \t
Figura 3.2.1.

Probabilitatea ca variabila aleatoare sd ia 0 anumiti valoare, deci ca defectarea si
aibi loc 1a un anumit moment de timp este insd zero, deoarece:

PR = 1) = Br(y = T54)= ] (0t =0 3.27)
L

De aici rezulta i egalitatile:
Prity < T<t))=Pr(t, < T<t,)=Pr(t; < T<t,)=Pr(t; < I'< t,) (3.2.8)

Existd inca o posibilitate de caracterizare a legii la care se supunc timpul pani la
defectare, utilizind probabilitdi conditionate. Din teoria probabilititilor este cunoscuti

formula de calcul a probabilititii producerii unui eveniment 4, cu condifia ca si se
produci si evenimentul B:

Pr(AB) = Ef%r'ﬂ(;;?

Aici A4 semnifici evenimentul “sistemul se defecteazi in intervalul [t t+A)”, iar B

evenimentul “sistemul functioneazi pani in momentul £’. Ca urmare Pr(4~B
i : " : » Pr(ANB)=F(1+At
F(1), iar Pr(B)=1-F{?). Prin definitie, functia de hazard (hazard function) h(t; r:;rczin)t;
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probabilitatea de defectare pe unitatea de timp la momentul ¢ cu conditia ca s3 nu fi
apirut defectiunea pani la momentul ¢, deci:

A1) = lim 1 F@+An-F(r) _ F'(t) _ R(t) _ f@) 3.29)
&0 At 1-F(z) 1- F(f) R(t) R@)

Functia de hazard reprezinti o densitate de probabilitate conditionata i in context
fiabilistic se mai numeste rata de defectare (failure rate) sau intensitatea de defectare.
Cantitatea h(f) nu are semnificatie grafica clard pe figura 3.2.1, fiind ordonata impartiti la
aria din dreapta sa.

Se poate constata ca fiind dat oricare din indicatorii de fiabilitate fz), F(7), R(f) sau
h(?) pentru a caracteriza repartitia timpului de defectare, ceilalti trei se¢ pot deduce din
acesta. O sistematizare a formulelor de calcul este dati in [CATU89a]. Cazul cand este
dat A(#) necesita un calcul mai greu, R(¢) fiind obtinut ca solutia unei ecuatii diferentiale
[GROSH89]:

-j‘h(u)du

R(t)=e ° = HD

(3.2.10)

Relatia (3.2.10) este cunoscuta si ca formula exponentiala a fiabilitatii.
Functia H(f) se numeste functia de hazard cumulatd (cumulative hazard function)
§i se poate scrie ca si o functie de supravietuire logaritmica :

H(t) = -In R(1) (3.2.11)

in afari de cei patru indicatori de fiabilitate mentionati mai sus, in practici este
convenabil sd se lucreze cu valoarea medie §i dispersia variabilei aleatoare 7. Valoarea
medie, adica M7TTF, reprezinta conform (3.1.4) valoarea asteptata a lui T si se calculeaza
cu formula mediei:

u=E[T) =i (t)de (3.2.12)
. 0

Teorema 3.2.1. Timpul pinid la defectare fiind o variabila aleatoare continui,
media ei (MTTF) este dati de aria de sub curba de fiabilitate, adica:

MTTF = p = TR(t)dt (3.2.13)
0
Demonstratie. Inlocuind relatia (3.2.5) in (3.2.12). se obtine:
0

%
Jur oy = =S areoy
0

Voi recurge la integrarea prin pirti, notand u=t, dv=dR(t), du=dt, v=R(f). Rezulta:
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]Ith(z) = R(D)|3 - IR(: )dt = limR(t) - OR(0) - TR(t)dt
0 0 e 0

Stiind ¢& R(0)=1, iar li B% =0 deoarece s¢ poate admite cd R(?) tinde mai repede

t
citre 0 decat 1/t atunci cind > pentru distributiile uzuale [GROSH89], se obtine
rezultatul cautat:

T = JRore
0 0

0
Dispersia (varianta) variabilei aleatoare este datd conform (3.1.6) de valoarea
asleptata a pitratului abaterii:

ot = E[(T- p)’]= T(t— p) f()dt = Itzf(r)dr -
0 0 (3.2.14)
- Z#T!f(f)df + #sz(t)dt = E[T*]- 4’
0 0

[n evaluarea expresiei precedente am tinut cont de (3.2.2) 5i (3.2.12).

Dintre legile de distributie continue cu aplicatic in teoria fiabilitigii amintesc aici
distributia exponentiald negativd (cu rata constantd a defectarilor), distributia normala
(utild in prelucran statistice, fiind caracteristicd mediei unui csantion de » variabile
independente), distributia Weibull (cea mai des utilizati distributic parametrica),
distributia Rayleigh (cu rata liniar crescitoare a defectirilor) etc. [JAIN91)[TARC89)
[VISW87].

3.3. Fiabilitatea in spatiul timpului discret

In acest caz variabila aleatoare T (timpul pani la defectare) poate lua numai valori
discrete pe axa timpului. adicd t = fo. fy, £, ... & ..., inparticular t =0, 1, 2.3, ... 4. ...

Multimea valorilor variabilei aleatoare fiind discretd, in locul densititii de
probabilitate de la cazul precedent, distributia este caracterizatd prin Sfunctia de masda de
probabilitate (probability mass function), fz). Aceasta este insdsi o probabilitate si anume
probabilitatca ca variabila aleatoare sd ia valoarea ¢, adici defectarea si se ;;roduci la
timpul (discret) &

A1) = P(T=1) (3.3.1)

Distributia s¢ poate da sub forma unui tabel de repartiie a variabilei aleatoare, de
forma s
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unde f{1,)=p, reprezinti probabilitatea de defectare in momentul ¢. in acest tablou am tinut
cont de faptul cd in momentul initial sistemul este sigur functional, deci £0)=0. Din punct
de vedere grafic, functia f{¢) se reprezintd prin puncte numai acolo unde ca este definitd
(figura 3.3.1). Similar relatiei (3.2.2), aici se poate scrie:

> =1 (3.3.2)

Ca §i la cazul continuu, §i aici se poate defini functia de distributie cumulatd
(CDF, cumulative distribution function), care insi nu este continua si deci nici derivabila.
Prin definitie:

F(t)=2.p, (3.3.3)

nst

Caracterul discontinuu, in scard, al functiei F(¢), precum si faptul ca }iIEF t)=1
se observd pe graficul din figura 3.3.2. Semnificatia functiei de distributic este
probabilitatea ca variabila aleatoare si ia valoare mai mici ca ¢, adicd se poate interpreta
ca fiind functia de defectare conform relatiei (3.1.2). Relatia de complementaritate (3.1.3)
cu functia de fiabilitate este evident valabild. Probabilitatea ca defectarea sd se produca in
intervalul (¢.,2,] se calculeazi prin insumare:

Pr(t, <T<t)=F(t,)-F(t,)= 2.p (3.3.4)
by <ty Sty
1) .
14
¢
|
| |
i | °
| ? [N
| | |
! I 1 Y
0 tl tz t1 ..... t

Figura 3.3.1.
Daca este data functia de distributie cumulata, atunci pentru orice punct ¢ se poate

calcula probabiliatea 1) ca variabila aleatoare sa ia tocmai aceastd valoare. Pornind de la
relatia de definitie (3.3.3) se poate scrie

F(tx):F(t‘l)-"f(t[)

de unde:

BUPT



32 3. FIABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE MULTIPLE

1 20)
I t-—-—-——-- -~~~ ~~- "7 -z
P;
o
sz
P
0 t) t:Z t; i
Figura 3.3.2.
fa)=F@)-F(t.,) (3.3.5)

Timpul mediu pana la defectare (MTTF) este dat de valoarea medie (asteptatd) a
variabilei aleatoare T, care in acest caz se calculeazi ca o suma ponderata:

u=E[T)= 2 pt, (3.3.6)
=1

In situatia in care pentru caracterizarea variabilei aleatoare este dati functia de
distributie cumulatd F{¢) si nu f¢), atunci pentru a calcula valoarea asteptatd este utili
urmatoarea lema.

L.ema 3.3.1. Fiind dati functia de distributie cumulatd F{¢) a variabilei aleatoare

discrete 7, care ia valori in mullimea ¢ = 1, o, ..., 1., valoarea agteptati (media) variabilei
aleatoare se calculeazi cu tormula:

n-1

EIT] = ,F(t,) - 2t - 1)F(1,) (3.7
=1
Demonstrapre. Avand in vedere ¢a ft)=p, si inlocuind (3.3.5) in (3.3.6), se obtine:
E[T] = Zt:[F(rz ) - F(lx—l )]
0=l

cu meniunca ci Flk) =0, deoarece £{1)=An). Dezvoltind relatia de mai sus i grupand
termenii asemenca, rezultd formula propusa pentru demonstrare:

ETTI=0F)+LF (L) oF ) =6E)-6F ) o+ )ty Rty )=
U )= (- 0O)F Y- (- 0)F)- ~—(fn—’r.-1)1:“(1,,41)=1nF(1n)_E(1'_1 —1)F(t,)
=1

O
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Caz particular. Daci variabila aleatoare discretd este timpul, §i anume =1,2,3, ...,
atunci relatia (3.3.7) devine:

T S
E[T] = lm;nJLF(n)— ZF(:‘)J (3.3.8)
no =1 .

in continuare voi statua o teoremd, care va fi utili pentru calculul timpului mediu
de buni functionare, atunci cind se cunoaste functia de fiabilitate a sistemului datd sub
forma polinomiala.

Teorema 3.3.2. Daci functia de fiabilitate a unui sistem alcituit din componente
identice, este un polinom de forma

R=ag+tar+a+...+ar"

unde a,cZ, keN si r=p' reprezinti fiabilitatea unei componente conform unei distributii
geometrice (=1,2,3, ... ), g=1-p fiind probabilitatea de defectare in unitatea de timp,
atunci valoarea agteptata a variabilei aleatoare este:

E[T]:l-a0+al—£—+az——

+ ... +aq,_
l_p l—p k-1

(3.3.9)

Demonstratie. Functia de distributie cumulati este:

F=1-Rt)=1-ay-ap'—ap”—... - ak-lp(k'”"

Pe baza relatiei (3.3.8), valoarea medie se poate scrie ca:

i- \ n-1
E[T1=lim n(1-ay-a,p" ~a,p™ - ... - a;,_xp(k‘”" )~ Z(l - ag)+
no =1
n~1 , 1.
+ 2@ +aypE - va, pt™Y) I=

1=1 J
= [n— nag - aypp” —anp™ — ... —apmptt " —(n-1)1-a,) +
n-1 n=-1 n-1 o1 -‘

z.r —
ta, . p va, p +o.ray 2 p )'Jz
1=1 1=1 1=1
=1-a,- lim(a,np" +aynp?” +...+al,_lnp“"”") +
n—w

n-1

n-1 n-1 \
+limla, 2 p +a, 0 p¥ +.ta,, 2 pEY
n—

| (3.3.10)
=1 1=1 =1 J

Pentru a evalua prima parantezi este necesard calcularea unor limite de forma
lim(np“"””), care este o nedeterminare de tipul oc- 0, p fiind subunitar. Este necesard
n—wo

aplicarea regulii lui I'Hospital, care duce la:
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i n . (n) fim 1 _

m = lim = = =

o - (E-DR no© —(k-Day T _ -(k-1)n

" p (p ) (k-Dp Inp 3.3.11)
1 -m (k-1n =0

- _(k-'l)lﬂpn—»w

n-1
- . - k-1 . «
Termenul de forma 2 p'*™"" este o progresic geometrica curatap —, a cdrei suma este
1=1
cunoscuta:

n-1 1= plE-n 1 1
lim 2 p"*™™ = lirrj P ey - li= -1 (3.3.12)
s nvd 1-p 5 1-p

inlocuind (3.3.11) si (3.3.12) in (3.3.10), s¢ obtine relatia cautata:

El7] =1 [‘ Dol 1] (1)
=l-g,+a| —-1l|+a 1+ ... +a, | ——+1}|=
0 ’l-p ) z\l_pz j k—lLl_p;_l )
2 E-1
=1—a0+a.—p—+az—;—7—+.‘.+a~
l—p 1_pz c-1 l_pt_l

g
n-1

Observatie. Dacid a,=0, atunci D" a, =1 deoarece sistemul este considerat a fi bun
1=1

la inceput, R(0)=1.

Dispersia (variatia) variabilei alcatoare se calculeaza similar cu (3.2.14), insd in loc
de integrare se foloseste insumarea. Tinind cont si de (3.3.6), respectiv (3.3.2), se obtine:

o =BT - wl=2p(t- ) = Lpt -2u2pt+ p’ Xp =
=t =1 =1 - (3.3.13)
— E‘[T:]" ,U:

- ln acest paragraf am prezentat modelarea timpului pani la defectare cu ajutorul
unci legi de distributie cu variabila aleatoare discreta. Utilizarea distributiei de tip discret in
studiul performantelor si fiabilitatii unui sistem de calcul acopera insa o gama foarte largi,
din care voi da in continuare cateva exemple.

Distributia Bernoulli, cea mai simpld distributie discreta
. 3, se folo
exprima dacéd [JAIN91]: seste pentru a
e un sistem este functional sau defect
e un péchct de date ajunge sau nu la destinatie intr-o retea de calculatoare
o un bit din pachetul de date ajunge afectat de eroare
Distributia binomiald poate modela: ’
¢ numairul dc procesoarc care sunt operationale intr-un si i
) -un sistem multi
¢ numirul de pachete care ajung la destinatie fars pierderi procesor
e numarul de biti ncafectali de eroare dintr-un pachet
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Distributia geometrica are aplicatii in determinarea:
e numirului de accese locale intre doud accese succesive la distanti
¢ numirului de pachete transmise cu succes intre cele care au necesitat
retransmitere
e numirului de biti nealterati aflati intre bitii afectati de eroare la receptia
unui pachet ’
Distributia Poisson, numiti §i legea evenimentelor rare, se foloseste la modelarea:
¢ numadrului de componente defecte in unitatea de timp
¢ numadrului de accese la un server intr-un interval de timp ¢
¢ numadrului de solicitdri la o bazi de date in ¢ secunde
Distributia uniforma discreta se utilizeazi in simuliri, pentru a desemna:
e numdrul pistei pentru o cautare pe disc
¢ numdrul dispoztivului periferic pentru urmitoarea operatie de intrare/iegire
o nodul sursi si destinatie pentru urmatorul pachet transmis in refca

3.4. Distributii fira memorarea trecutului

Comportarea ratei de defectare (a functiei de hazard) a unei componente in functie
de timp, numit3 §i caracteristica de viata sau curba de mortalitate, are aspectul de “cada de
baie” (bathtub curve) din figura 3.4.1. Curba prezintd trei zone distincte. Prima perioada
(A), de rodaj (bum-in) sau mortalitate infantili (infant mortality), pune in evidentd
defectiunile precoce, cu o rati de defectare in scadere. Portiunea B reprezinti viata utild
(useful life), cu rata de defectare considerati constantd, iar etapa finali (C) prezintd
cresterea ratei de defectare corespunzitoare uzurii (wear out) §i imbatranirii. Este de
mentionat faptul ci pentru produse reparabile, curba nu mai prezintd zona cu rata de
defectare constanti [VISW87].

h(t)

- —_— =

Figura 3.4.1.

Curba se poate descriec matematic cu o functie polinomiala de forma A(r) = c,tcl,
unde ¢; > O, iar pentru c; < 0 se¢ obtine functia de hazard descrescatoare, pentru ¢; = 0
constantd §i pentru ¢, > 0 crescitoare. Notind ¢, = A8 si ¢; = 1 se obtine forma
cunoscuta a functiei de hazard pentru distributia Weibull:

OREY Tds 341
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Functia de repartitie §i densitatea de probabilitate sunt date, ca urmare a relatiilor
(3.2.10) 5i (3.2.5) de:

ilﬁtﬂ_ldu K]
F(t)=1-e0 —1-e M (3.4.2)
f()= ,1;3;”“9"2“9 (3.4.3)

Distributia exponentiald. Pentru lucrarca de fatd prezintd interes zona B a
caracteristicii, care corespunde vietii utile a unei componente a unui sistem. Subliniez ins3
faptul ¢4, in functic de modul in care sunt interconectate componentele sistemului pentru
a asigura functionalitatea acestuia, nu va rezulta neaparat o functie de hazard constanta si
pentru sistem. Pentru detalii se recomandi [GROSH89]. Rata de defectare constanta se
obtine pentru cazul particular cind parametrul distributici Weibull se ia 8= 1. in acest
caz, pe baza relatiilor precedente, rezulta:

h(t) = A = constant (3.44)
R =1-* (3.4.5)
R(t) = et (3.4.6)
An=Ae’ (3.4.7)

Legea de repartitie caracterizata prin functiile (3.4.5-3.4.7) constituie o distributie
(negativ) exponenfiald (negative exponential distribution), cea mai frecvent utilizati
distributie de tip continuu in teoria fiabilititii, fiind singura care prezinti o rati de
defectare constantd. Timpul mediu pani la defectare (M7TTF) se calculeazi conform
(3.2.13) ca fiind:

MTTF = E[1] = fa‘”dz =

0

(3.4.8)

N =

Distributia  exponentiald  este  adecvati pentru a  modela comportarea
componentelor (inclusiv cele electronice), care daca sunt bune se consideri ca §i cum ar fi
noi (used-good-as-new). Acest lucru se datoreaza proprietitii de a nu tine cont de evolutia
trecutd. ceca ce rezultd din urmdtoarea teorema [GROSHS89|:

Teorema 3.4.1. In cazul unei distributii exponentiale a timpului pani la defectare

- - A N : Al x
Fe=1- e’ (= Q), timpul asteptat pand la urmitoarea defectare este 1/4 indiferent de
momentul in care se incepe observarea.

Demonstrapie. Conform ipotezei, F(1) = Pi(T = t) = 1— ¢~ !, Pornind observarea
de la =0, timpul mediu pand la defectare este 142, conform ( 3.4.8). Presupunand ci pana
la noul moment de observare ¢ = x nu a apirut defectarea, distribugia timpului rimas péni
la defectare f:ste P_r( zj < l f T‘ X ). Aceasta este 0 probabilitate conditionati de faptzl ca
t&:tfr?) sa nu f1 aparut pand in acest moment, care se calculeazi cu formula Pr(A | B) =

Pr8
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Prix<T<x+t) P(T<x+1)-PT<x)

P(T-x<tT>x)=

Pr(T > x) - Pr(T > x)
(1_ —;((X+t))_ 1- —A.l') -Ac 1- -A _
= e‘/lx( —=c (e—;.re )=1-e”=F(t)

S-a obtinut aceeasi distributie ca pentru situatia =0, media variabilei aleatoare fiind i aici
1/A.
D
Datoritd acestei proprietiti de a fi fardi memorarea trecutului (memoryless
property), in perioada duratei de viatd cu rata constantd a defectirilor, componentele se
defecteazd nu din cauza uzuri, ci din cauza unor influente externe care apar intr-o
manierd Poisson [GROSH89]. D¢ exemplu un microprocesor va ciddea datoritd unui
supracurent §i nu a uzurii. Asemenea defectiri sunt accidentale, alcatoare,
corespunzatoare unei functiondri normale. Un proces Poisson creeazi puncte
regenerative, proprietate exploatati de programele de evaluare a fiabilitati i
performantelor prin simulare [CUTR94][LIN93}[VADU77].

Distributia geometricd. Legea de repartitic de tip discret similard celei
exponentiale, este distribufia geometrica (geometric distribution). Aceasta prezintid de
asemenea proprietatea de a fi fard memorarea trecutului, asa cum se va demonstra mai
jos.

Distributia geometrica caracterizeazi numarul de incercari de tip Bernoulli pana la
prima reusitd (inclusiv aceasta ). O incercare Bernoulli este aceea al carei rezultat nu poate
fi decit reusit sau nereusit. In cazul de fata folosesc aceastd distributic pentru descrierea
matematicd a timpului de asteptare (de tip discret ~=1,2,3, ... ) pini la aparitia defectului.
Parametrul distributiei este probabilitatea de reusitd dintr-o incercare (acestea fiind
identice), cu alte cuvinte probabilitatea de defectare in “incercarea™ de la oricare moment
¢, notata cu ¢ (0 < g < 1). Prezinta interes expresia functici de masi de probabilitate, adica
a probabilitatii ca defectarea si apara la momentul ¢, {r) = Pr(7=¢). Rationamentul de
calcul este urmaitorul:

- probalitatea de defectare la timpul 7 = 1 este: q

- probabilitatea de defectare la timpul 7" = 2, astfel incat
componenta a functionat in momentele anterioare, este: g(1-g)

- probabilitatea de defectare la timpul 7' = ¢, astfel incat
componenta a functionat in momentele anterioare, este: g(1-¢)™

Rezulti deci formula functiei de masi a distributiei geometrice, o functic monoton
descrescatoare, ca fiind:

An=q(1-¢)"" (3.4.9)

Functia de distributie cumulata se obtine pe baza relatici (3.3.3) ca suma unci
progresii geometrice cu rata 1 -g:
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i) = Zq(l— gy = grq(1-g)+q(1 g)'+ . .. +q(1-¢)" = 1- (1-q) (3.4.10)
urt

Pe baza complementaritigii, functia de fiabilitate este:
R() = 1- F) = (1-¢) (3.4.11)

Rezultatul apare ca si normal, daci se are in vedere faptul cd functia de fiabilitate
exprima probabilitatea ca produsul si functioneze fard defectare pe durata a ¢ unititi
(discrete) de timp.

Numarul de unitifi de timp pand la defectare se calculeazi cu relatia (3.3.6),
descompunind expresia in mai multe progresii geometrice infinite cu rata subunitara:

MTTF = E\T) = D ig(1-q)'" = q+2g(1-9)+3q(1-q)*+4q(1-q)’+ . . . =

=1

= g+q(1-q)+q(1-g)+g(1-g)’~ . . . +
+q(1-9)+q(1-g)+q(1-g)’+ . . . +
+q(1-q)'+q(1-q)"+ . . . +

S IHgHgh = (3.4.12)

Distributia geometricd este singura distributie discretd firdi memorarea trecutului
(memoryless/forgetfulness distribution), adica retinerea rezultatelor “Incercirilor” trecute
nu este semnificativd in prezicerca comportarii viitoare.

Teorema 3.4.2. Fiind data o distributic geometrica a timpului (discret) pana la
defectare, F{1)=1- (1-g), (.1,2.3, ...), timpul mediu pini la defectare este acelasi (1/g),
indiferent de momentul in care se incepe observarea. '

Demonstrapre. Demonstrafia urmeaza acelasi rationament ca la teorema 3.4.1

Probabilitatea ca defectarca si apard pand in momentul x+/, conditionati de faptul ca
pana la momentul x ¢ca nu s-a produs. este datd de:

Pr(T = x~tT~x)= PrixoT=x-n) P(Tzx-T) PT(Ti-\'):

Pr(T > x) Pr(T > x)
_-0-9™1 1-(1-9)']  (1-g)*[1-(1- ¢)*]
(1-q)°  a-g T

=1-(1-¢) =P(T = 1)

Expresia functici de distributic R{¢) = Pr(7</) fiind aceeasi indiferent daci observarea

(“masurarea” timpului) incepe la momentul =0 sau f=x rezultd ci si v .
este aceeasi in ambele situatii. ¢ §i valoarea lui £]7]
In finalul acestui paragraf prezint in tabelul 341 0 co .

mparatie intre distributia

exponentiald (continud) si cea geometricd (discreta), pentru a pune in evidenti
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similitudinile dintre ele. Folosind notatia p=1-¢ se observi corespondenta p=¢”, in
particular pentru orice 0 < p < 1 se poate gisi un 0 < A < o care si satisfacid aceasti
egalitate. Si inca o constatare interesanta: la distributia exponentiala rata de defectare este
datd de A=constant, iar la distributia geometricd aceasta rata (care exprima probabilitatea
de defectare pe unitatea de timp la momentul ¢, cu conditia ca defectul s3 nu fi aparut
pani la +-1 inclusiv) este dati tocmai de g=constant, deoarece:

Prt-1<T<t) P(T=1)
Pe(T>t-1)  P(T>t-1)

_f@) q-g97t
TR(t-1) (-g)7t

P(T=(T>t-1)=

(3.4.13)

Distributia geometricad poate fi considerata un caz particular al distributiei Pascal,
care exprimi numdrul de incercan (aici unititi de timp) pand la a m-a realizare, inclusiv
aceasta. Luand m=1 se obtine distributia geometricd. Distributia Pascal se foloseste pentru
a modela numarul de biti necesari pentru a transmite cu succes m biti utili [JAIN91].

Criteriul Distributia Distributia
exponentiald __geometrici

Variabila aleatoare Continui ¢ > 0 Discreta t = 1,2,3,...
Parametrul A = constant g = constant
Functia de densitate/masad Ao = Aty g™ = (g/p)p’
Functia de distributie Pr(T<f) | 1_g# = 1_ (¢% 1-¢'
Media u 1/4 1/q
Dispersia ¢ 1A r'q

Tabelul 3.4.1.
3.5. Functia de structura a sistemelor bivalente

Problema centrali a teoriei fiabilititii consti in studiul fiabilititii sistemelor pe baza
fiabilitatii componentelor. Pentru aceasta sunt necesare modele matematice care capteazi
simultan relatiile logice §i structurale dintre componentele sistemului, precum §i
cvenimentele aleatoare de tipul defectarilor componentelor. Un astfel de model, general
valabil, este descrierea sistemului cu functia de structurd. Pentru a o defini, trebuie
formulate in prealabil urmitoarele ipoteze:

. Sistemul are numai doui stiri posibile: functional sau defect.

. Sistemul poate fi descompus in » componente, astfel incit la un moment dat
fiecare componentd se poate afla intr-una din starile functionala sau defecta.
Starea sistemului depinde numai de starile componentelor sale.

3. Fiecare componentd ¢, (i = 1, 2, ..., »n) a sistemului posedd o duratd de viata

aleatore T, cdreia ii corespunde cite o functie de fiabilitate R,(7):

9 —

R(t) =Pr(T.>t) (=12, .. n)

4. Variabilele aleatoare T, sunt independente.
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Sisteul astfel considerat, in care atat componentele, cat i sistemul pot avea
numai doud stiri, este un sistem bivalent. La un moment dat ¢, o componentd ¢, are
probabilitatea p, de a fi in stare functionald, respectiv probabilitatea ¢, de a fi defecta,
astfel incat:

p. = R(0) 3.5.1)
¢.=1-p =F( 3.5.2)
in relatia precedenta F(r) reprezinti functia de distributie cumulata a timpului pana
la defectare pentru componenta c, conform unei anumite legi de distributie. Fiecarei

componente i se asociazi o variabili alcatoare Bernoulli, adicd o variabild binari x,, care
reprezinti starea componentei ¢, la un momentul 4, astfel incdt prin conventie:

~ ;(l daci c, este functionala
. 10 dacd ¢, este defectd
Rezulta imediat ca:
P, = Pr(c, este bun) = Pr(x,=1) = E[x,] (3.5.3)

Definitia 3.5.1. Se numeste funcfie de structurd (structure function) a unui sistem
bivalent cu 7 componente. o functie ® : {0,1}" — {0,1} indicatoare a stirii sistemului in
functie de stirile componentelor sale, astfel incat:

. ) ;1 dacd sistemul este funct ional
ALy ) T .
',0 dacd sistemul este defect

Relatia dintre functia de structura si fiabilitatea sistemului este datd de:
R = Pr(sistemul este bun) = Pr(d =1) = K| D) (3.5.4)

Cu alte cuvinte functia de fiabilitate a unui sistem este egala cu valoarea asteptati
(media) functiei sale aleatoare de structura. '

Subliniez faptul ¢d func(ia de structur a unui sistem bivalent poate fi exprimata in
functic de varabilele sale. atdt sub formi boolcani cat i algebrici. Acest lucru este
posibil, deoarcce pe mulimea {0.1} sc considera atit structura de algebri Boole, cat si
cea de corp comutativ [TARC89]. Pentru a evita confuziile ulterioare, voi ilustra’ cu u$n

exemplu faptul ca funcqia de fiabilitate s¢ poate exprima pornind de la aml i
-
ale functici de structura. bele reprezentiri

Exemplul 3.5.2. Fie sistemul cu trei componente. re i
" g . . . reprezentat
fiabilitate din figura 3.5.1. Conditia ca sistemul si tie operation prin schema bloc de

componenta ¢, precum si una din componentele ¢, sau ¢,
tabelara a functiei de structurd @ este cea din tabelul 3.5.2. Cop
boolcand, din tabel s¢ obtine forma ei disjunctivi:

.al este ca sd functioneze
Corespunzitor, definitia
siderdnd pe @ ca o functie

@ -xpayg s NG NG = XXy
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(Pentru simplitatea scrierii, fara a afecta ins3 intelegerea, am omis operatorul M, deci in
loc de x,x,x; se va subantelege x, "X, Nx; g.a.m.d.). Aceeasi functie se poate exprima
si sub forma algebrica, folosind operatiile de adunare i inmultire:

D = xy[1-(1-x)(1-x3)] = x162 + 2163 — X12%3

I—— ¢
1
C3

Figura 3.5.1. Tabelul 3.5.2.

u—l'—-a—-r—loooozf

n—-)—-CO»—iv—-oQ:‘
—_O = O = O = oS
_——0 O O O oD

Intrucat evaluarea lui R pe baza expresiei lui @ necesiti conform relatiei (3.5.4)
calcule probabilistice, voi trece in revista cateva formule de bazi din teoria probabilitatilor
[TARC89] [BENNS2] [JAINS1]:

Folosesc operatorul w pentru relatia SAU, respectiv ~ pentru $I.
Fiind dat un eveniment .4 $i complementul sdu A4, exista egahitafile:

Pri4ud)=1 (3.5.5)
Pr(A4)=1-Pr(4) (3.56)

Pentru doua evenimente A §1 B:

Pr(4UB) = Pr(4) + Pr(B) - Pr(4~B) (3.5.7)
Dacé 4 5i B sunt independente, atunci:

Pr(4~B) = P1(4)-Pr(B) (358)

Daca A si B nu se pot produce simultan, adica sunt incompatibile (sau reciproc
exclusive, sau disjuncte), atunci:

Pr(4nBy=0 (359
in cazul general, cind A si B sunt dependente:
Pr(4~B) = P1(4)-P1(B | 4) = Pr(B)-P1(4 | B) (3.5.10)

unde 4 | B reprezinti producerea evenimentului .4 conditionat de producerea lui
B. Probabilitatea acestuia se va exprimna deci ca:

PriAuB)

1Ry =
Pre41B) P B)

(3511
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Probabilitatea evenimentului 4 exprimata in funcfie de probabilitatea unei cauze
B se obtine cu formula lui Bayes:

Prid) = Pr(4 | B)-Pr(B) + Pr(4 B )-Pr(B ) (3.5.12)

Daci Y.} reprezintd doud variabile aleatoare $i a,b doud constante, atunci are loc
egalitatea (liniaritatea operatorului £):

E[aX + bY] = aE[X] + bE[}] (3.5.13)
Pentru vanabile independente:

ELYY] = E[Y]-E[1] (3.5.14)

Relatiile logice dintre componentele unui sistem din punct de vedere al ﬁa_bilitétii
pot fi puse in evidentd cel mai simplu cu ajutorul schemelor bloc de fiabilitate [VLAD82].
Componentele a caror funcionare este strict necesara pentru ca sistemul s fie operational
sunt conectate in serie, iar componentele redundante, care se pot substitui reciproc, sunt
concctate in paralel pe aceste scheme. Subliniez cd aceste scheme bloc nu reprezinta
conexiunile fizice ale componentelor, ci numai relatiile dintre ele pentru o functionare cu
succes a sistemului.

In cazul unui sistem serie (serial system) cu »n componente (figura 3.5.3) avind
vectoriul de stare X' = (x;, x3, ..., x,), functia de structurd sub form3 algebrici are expresia:

OY) = xyx; - x, = min(xy, xg, ..., X,) 3.5.15)

Functia de fiabilitate corespunzitoare este, folosind (3.5.4), (3.5.14), (3.5.3) si
avand in vedere independenta componentelor:

R = Elxixy - x| =Eq)ETx:] - Elx] = pys - oo (3.5.16)
Acelagi rezultat se obtine daca functia de structuri se exprimi sub formi booleand:
QL) = xpmwy T, (3.5.17)

Folosind de data aceasta relatia (3.5.8) in loc de (3.5.14), rezulti:

R=Prew = owe= 1) = P =1) Phw=1) - Pr(x,=1) = py, - p, (3.5.18)
—a—&} &
Figura 3.5.3.

in cazul unui sistem paralel (parallel system) (fj

. : . gura 3.5.4), functi 3
sub cele doud forme se exprima astfel: ) ctia de structura

DY) = 1-(1-x)(1-53) = (1-x0) = max(x,, X2, oy Xn) (3.5.19)

D) = xpowy Ly

" (3.5.20)
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Functia de fiabilitate, conform celor doui forme de exprimare si tinind cont de
independenta componentelor, va fi datd pe baza (3.5.3), (3.5.4), (3.5.13), (3.5.14) de

R = E1 = (1-x))(1-x3) - (1-x,)] = 1 = E[(1=x;)(1—x2) - (1-x)] =
=1 - {1-E[a]} {1-Ex]} - {1-Elx.]} = 1 - (1-p1)(1-p2) - (1=ps)  (3.5.21)

respectiv:
R=Pr(x;ux,u ... ux,)=1-Pr(x;ux,w ... ux, =1)=
=1-Pr(x,nx%, o NE, =) =1-Pr(x; =1)-Pr(x, =1)---Pr(X,, = 1) =

=1-[1- Pr(x, = D|[1- Pr(x, = 1)]---[1-Pr(x, = 1] =
=1-(1-p)1-py)---(1- p,) (3.5.22)

| o]

C,

|

(€]

Figura 3.5.4.

Evident prin cele doud metode de calcul s-a obtinut aceeasi expresic pentru R.

In cazul sistemelor k-din-n (k-out-of-n-system), sistemul se considera operational
daca cel putin £ din cele » componente sunt functionale. Evaluarea fiabilitatii acestor
sisteme, mult mai generale decdt cele pur seriale sau paralele, este importantd deoarece
executia unui task intr-un sistem distribuit poate presupune un minim de & noduri active
pentru prelucrare [SHAN82][RAI87). Functia de structura se defineste astfel:

(3.5.23)

Calculul functiei de fiabilitate se ilustreazi pe un exemplu.

Exemplul 3.5.3. Se considera un sistem cu redundantd modularad tripld (TMR,
triple modular redundancy), de tipul 2-din-3. Schema bloc de fiabilitate este dati in figura
3.5.5. Folosind relatiile (3.5.15) i (3.5.19), functia de structura (algebrici) este:

D =1 - (I-xp)(1-xpe3)(1-xx3)

Utilizind proprictatea de idempotentd a unei variabile binare (x, x, = 1), prin prelucrari
succesive se obtine:
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D = Xy +x X HX3— 201 X0Xs
Rezulti imediat functia de fiabilitate, ca fiind:

R = E[®] = pprtpups+pas=2poibs

Deoarece ficcare componenti apare de doud ori in schema de fiabilitate, daci se
lucreazi cu functia de structuri booleand trebuie tinut cont de faptul ca evenimentele
asociate termenilor functiei nu sunt independente (formula (3.5.7)):

R = Prlvxy ey _onn=1] = Pr(xxsoxxs=1) + Prixg=1) -
Pr{(xx, xxaa=1] = Pr(xx;=1) + Pr(x;x=1) - Pr(xyx;=1) -
~Pr(xpxyoxixx=1) = Prixx,=1) + Prixe=1) + Pr(xx=1) -
=2Pr(x 037 1) = piprtpipatpaps=2ppaps

—{C G}

|
|

——{aC—+

[C.—{c:k
Figura 3.5.5.

A Un sistem cu » componente implica existenta a 2" vectori care formeazi multimea
starilor componentelor. Intre doi vectori de stare .\ = (xy, xz. ..., x,) $i ' = (v. v, Yu) s€
! ¢ ¢ ¢ Vie Y2y ey W
poate defini o relatic de ordine astfel:

YX=1 dacisinumaidacix =y, vi=12 .. n
XY dacisinumaidacix, oy vi=1,2 ... n
X >t dacdginumaidacd x, >y ¥i=1,2, .., »n
Definitia 3.5.4. Un sistem cu functia de structurd & este monoton sau coerent

(coherent system) daca pentru orice pereche de vectori de stare satisface proprietatea ca
X >V implica:

DY) 2 P(I) (3.5.24)

Pentru ca un sistem sa fie coerent, trebuie si fie i ini
fe > i¢ indeplinite i 3
conditii [VISW87): P urmatoarele doua

1. O(Y) este nedescrescatoare pentru fiecare din variabilele sale

2. Fiecare componentd este relevantd, adica pentru orice ; exists o combinati
y combinatie
(X1, X3y wooy X1, 4 X1y ey Xn) PENMIU care este adevirats relatia: t

D1, ooy Koot Ly Xt s X0) > D,y Xy, 0, 2oy, o ) (3.5.25)
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Cu alte cuvinte, un sistem este coerent daca defectarea oricireia din componentele
sale nu poate duce la restabilirea stirii functionale a sistemului. O componenti ¢, este
irelevantd (inutild) din punct de vedere al functiondrii sistemului daca pentru orice x, (j=i):

O(x1y ooy Xty 1, Xty ooy Xn) = DX, ooy Xim1, 0, Xit1, ey Xn) (3.5.26)

Ca o completare, mentionez c¢i in afara schemei bloc de fiabilitate folositdi mai
inainte, legiturile intre componentele unui sistem din punct de vedere fiabilistic pot fi
reprezentate §i cu ajutorul grafului (retelei) de fiabilitate sau al arborelui de defectare
[TARC89][VISW87][HOHANS2])[GEBER84][WOODS85]. Graful de fiabilitate este un
graf orientat fard bucle in care se disting doud noduri (sursd si terminal) si in care fiecare
arc corespunde unei componente (unei componente 1i pot corespunde insd $i mai multe
arce). Arborele de defectare este o schema logicd care aratd modurile in care defectarile
componentelor se pot combina pentru a duce la defectarea sistemului. Dacd sistemul are
mai multe conditii de avarie, atunci pentru fiecare trebuie construit cite un arbore separat.
In asemenea situatii este mai indicatd folosirea modelelor Markov, greu de manipulat ins3
in sistemele cu multe componente si deci multe stari [SHAR93].

3.6. Sisteme de tip serie-paralel

In general un sistem serie-paralel este acela a cirui schema bloc de fiabilitate este
compusi din cele doud structuri de bazi: de tip serial si paralel. Rezolvarea unui astfel de
sistem, adicd determinarea fiabilitatii sale in functie de fiabilititile componentelor, se face
prin metoda descompunerii (decomposition). Ideea de bazi este de a identifica si reuni in
etape succesive structurile fundamentale (serie §i paralel), aplicind relatiile (3.5.18) si
(3.5.22) cu conditia ca defectirile componentelor si fie independente, pand cand schema
se reduce la un singur bloc.

In diverse domenii (comunicatii, retele de calculatoare) este necesard determinarea
fiabilitatii unui sistem modelat printr-un graf probabilistic, care reda topologia retelei. Fic
acesta un graf neorientat G = (}}E), ale cirui muchii din £ se pot defecta independent cu
probabilitati cunoscute si in care KC} este 0 'submultime de noduri. Problema de analiza a
fiabilitagii consta in determinarea probabilitatii ca toate nodurile din X si rimani conexe
(conectate), aceasti mirime fiind numiti figbilitate de tip K-terminal (K-terininal
reliability) a retelei. notata R(Gy). Ca si cazuri particulare, pentru | K| = 2 se obtine
problema conectivitatii unei perechi de terminale (2-terminal reliability), iar pentru K=1"
problema fiabilititii globale (all-terminal reliability) a refelei (idénticd cu problema
conectivitatii din teoria grafurilor).

Calculul marimii R(Gy) reprezintd in gencral o problemd complexd, de aceea s¢
recurge la procedee de reducere a dimensiunii grafului cu mentinerea fiabilitatii (reliability
preserving reductions).

Definitia 3.6.1. Un graf probabilistic care prin substituiri succesive de tip serial i
paralel poate fi redus la o singurd muchie este un graf serie-paralel.

Pentru determinarea fiabilititii de tip K-terminal este insd necesar ca in urma
reducerii cele doud noduri rimase si faca parte din K. Se spune in acest caz ci graful G,
este reductibil, un exemplu fiind dat in figura 3.6.1.a pentru X = {v,,v3,vs} pe 0 structurd
care este un graf modificat al retelei ARPA [RAI78][RAI86a). Dacd insd K = {v,ve},
graful este ireductibil prin procedeele simple de reductie (figura 3.6.1.b). Deci, in functie
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de nodurile care fac parte din X gi evident topologia lui G, o reducere simpli a acestuia cu
mentinerea fiabilitatii poate fi sau nu posibild.

V2 K ¢! Y
S . .
Yy L Y% 1 6
% v % s
a) reductib:l b) reductibil

Figura 3.6.1.

Reductiile simple. Reductiile simple uzuale sunt cele de tip paralel, serial §i de
gradul 2, ultima fiind de fapt tot o reductic seriali. Un caz aparte il reprezintd
transformarea pendinte (pendant transformation), cand muchia “atdirnd” de restul
grafului. In tabelul 3.6.2 se prezinta o sintezi a acestor procedee, in cazul in care nodurile
sunt perfecte, iar o muchie e, are fiabilitatea p; §i probabilitatea de defectare g. = 1-p.. O
astfel de reducere trebuie si ducd la: eliminarea anumitor muchii gi/sau noduri din G,
obtinandu-se G' : definirea noilor fiabilititi de muchii; definirea noului set X’ ; definirea
unui factor de multiplicare Q astfel incat:

R(Gg) = QR(G'y) 3.6.1)

Se remarcd in cazul reductiei de gradul 2 (degree-2 reduction), cand nodul
eliminat tace parte din K. a unui factor Q=1. Este clar ca pentru problema fiabilitaii
globale (X=1", orice graf serial-paralel G este reductibil, deoarece fiecare nod de gradul 2
din (7, permite o reductie seriala de gradul 2, cele doud nodun adiacente fiind oricum din
K. Deci si cele doud noduri finale vor face parte din K. In cazul fiabilitatii de tip K-
terminal acest lucru nu este totdeauna posibil §i depinde de aranjamentul nodurilor tinti

(din K). Fie v un nod de gradul 2, adiacent cu u §i w. Existdi urmitoarcle situatii
|SHOO92]:

1. Dacd vg K. se poate utiliza transformarea seriald clasica, deorece nu are importanta
ca acest nod sa poatd ncapdrat comunica cu celelalte. Cele doui muchii incidente
la v se inlocuiesc cu una singura avand fiabilitatea pp,.

2. Daci u,v,w=K, nodul v se poate elimina din G, muchiile incidente fiind inlocuite
cu una singurd printr-o transformare seriald de gradul 2. Fiabilitatea noului graf
(7'~ trebuie conditionata de faptul ca v sd poatd comunica cu cel putin unul din
vecini. Probabilitatea acestui eveniment este dati de faptul ca una din cele doui
muchii 53 fic operationald. adicd Q =1 - (1-p,)(1-p;). Notand cu 4 evenimentul
“u comunic:'lﬂcg w”. iar cu B evenimentul “v comunicd cu x sau w" pe baza
rclatici de definitic a probabilitatii conditionate (3.5.1 1) sc obtine: ’

Pr(4~
po=Prid By- NABY o py

Pr(B) ]—(]_pl)(]_l')z) (3.6.2)
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De factorul de multiplicare Q trebuie tinut cont atit la fiabilitatea noii muchii,
Pu=pwp! Q, cat si la calculul ui R(G) conform (3.6.1).

3. In celelalte trei cazuri (veX i unul din #,w sau ambele nu fac parte din ) nu se
poate face o transformare simpli, deoarece nu mai este clara probabilitatea pe care
sd o folosim pentru evenimentul ca v sd poatd-comunica cu restul retelei. Graful
serie-paralel care prezinti o astfel de situatie este considerat ireductibil.

Paralel Serial (veX) Gradul 2 (y,v,wek)
e
1
O - 2o | a2 2 4
- . » & 4«
u = v Tu v w | Tu v w
.. 312 I,- o 612 s .. 512 -
“u v T u w T u w
2= 1-q1q; Pu=pip2 __bhp
pu= 77— —
” ’ < - 1 - qlqz
K'=K K=K K'=K-v
- Q=
Q=1 ! Q=1-q1q;
Pendinte(vz K) Pendinte(ve X) Legenda
e - € .-
u°‘_l_f.. u"‘"“l_;@:-. ® nod tinta (target), din K
| © nodul nu este nod tintd
% < {  (non-target), din J™-K
v W |
K'=K K'= K -u—v+w It ® nod oarecare, din }”
Q=1 Q=p |
Tabelul 3.6.2.

in continuare, ca o contributic personald, voi analiza ce modificari implica asupra
regulilor de reductie din tabelul 3.6.2 situatia cind modelarea retelei se face printr-un graf
orientat D = (V,E). In acest caz muchia corespunde unei legituri unidirectionale intre
nodurile vecine. Fiabilitatea sistemului se calculeazi de regulad raportati la un nod sursd
s€V, indicatorul corespunzitor fiind fiabilitatea de tip sursd-la-K-terminale (SKT,
source-to-K-terminal). Aceasta, notatd R(Dy), exprima probabilitatea ca sa existe cel putin
un drum orientat de la s la fiecare nod din K V. Dacd K=V atunci fiabilitatea este de tip
sursi-la-toate-terminalele (SAT, source-to-all-terminal), iar pentru [K:=2, problema
devine o fiabilitate de tip sursd-la-terminal (ST, source-to-terminal) in G.

in ceea ce priveste utilizarea unor reductii simple de tip scrial, paralel si de gradul
2, ca o prima constatare se remarci cd acestea sunt aplicabile numai daca muchiile ¢, i e;
au aceeasi orientare. Rezultd simplu ¢3 pentru transformarea paraleld, seriald i pendinte
regulile de la grafuri neorientate raman valabile. Este de notat faptul cd daca exista in D
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un arc originar intr-un nod tinti pendinte v=s, atunci R(Dx ) = 0. Arcul gferem unui nod
pendinte ve K este irelevant si poate fi eliminat. De asemenca sunt irelevante arcelet
incidente 1a un nod v K dacd toate au acelasi sens raportat la acest nod. In cazul unui

nod v de gradul 2 existd doud posibilitati:

1. v nu este nod sursd (v=s). In aceasti situajie probabilitatea “x comunicid cu w”
trebuie conditionatd numai de “u comunicd cu v", deoarece daci e, se defecteazd,

. . . s PP :
v rimane izolat datoritd sensului lui e,. Rezultd p,, = —;— = p, §i Q= p,. Este
1

important faptul ¢i dacd v K in D, atunciin D’ se va inlocui cu /€KX, pentru a se
asigura conectarea lui v la restul grafului .

2. v este nod-sursa (v=s). In aceasti situatie este suficient si fie adevarat evenimentul
v comunicd cu w” §i ca urmare R(Dy) = p,R(D%.), arcul e, fiind eliminat. De
asemenea se poate elimima §i e,, care este inutil, pe baza lemei urmatoare:

Lema 3.6.2. Intr-un graf probabilistic orientat D = (¥, E) un arc incident spre
interior in nodul sursi este irelevant.

Demonstratie. Rezulta imediat ca afirmatia este adeviratd, dacd se are in vedere ci
arcul in cauzi nu mai conecteazi un nou nod din X la restul grafului. Fiabilitatea grafului
lipsit de acest arc, raportata la X, este identica cu cea a grafului initial R(D,|e) = R(D £)

m
o

Tabelul 3.6.3 prezintd o sintezi a trasformirilor posibile in cazul muchiilor
orientate. Se remarcd faptul ci in acest caz, spre deosebire de cazul grafului neorientat,
reductia de gradul 2 se poate face i in situatia in care u,w< K. Voi ilustra cele prezentate
cu un exemplu.

Exemplul 3.6.3. In sistemul din figura 3.6.4 nodul 1 este nodul sursi. Subliniez ca
o condilic a reductibilitatii este ca nodurile finale (aici 1 si 5) si fie din K. Fiabilitatea
raportatd la multimea de noduri {1.2.5} se determind prin parcurgerea urmitorilor pasi:

- se climind e, §i ¢-, fiind irelevante (cazul 5)
- se compune ¢; n serie cu e; (cazul 3):

Py =P

Q= p,
- se compune e,; in paralel cu e, (cazul 1):

Py =1-(1- py)1- py) = Pyt Py paps
- se compune e, in serie cu e (cazul 2):

) Puis = PraPs = PyPs+ pyps — p, pyps
- s¢ compune e, in paralel cu e, (cazul 1):

Prosas =1 (1= poy X1 - py) = py + p,py + P3Ps = PaPybs -

T P2PaPs = P3PyDs + Py P3Py Ds
- fiabilitatca sistemului (formula ( 3.6.1)):

R=Qp s = P\Py + P\PyPs + P\D3 s - PPy Py ps -
P\PaPyPs  p\P3pyps+ P\D, P3Py Ps
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Caz Inaintea reductiei Dupa reductie Formula de calcul
€
1
- - Pe=l-q9q,
ws v w07
e, “u w K'=K
, |- & €2 . P2 = PP
B>—>—O—>—
u v w Q=1
K'=K
e Piy = J2V p
; - L Pe= =P
3 | e e, | e Q
B t w 1 Q=p
Tu v w
'= K—v—u+t
. =0
v=s B « b
4 u t Q= P,
K'= K—v—w+t
& €2
5 » < R =0
" v w » « P2
u w Q=1
K'=K
& €2
6 » &
u v w
! . "
7 v._)_w@:" VS - R(Dy =0)
o _
8 | v=s t Q=p
°1 - K'= K-v-w+t
9 —<«—g
v w V=S i
10 V=3 — 'R(Dy, =0)
€ .
11 0—9—@:,_ - Q=1
v w o .
w K'=K
e )
12 o—e—«&
v w
Tabelul 3.6.3.

BUPT



50 3. FLABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE MULTIPLE

Figura 3.6.4.

Factorizarea. Pentru rezolvarea problemei grafurilor seric-paralele ireductibile la
calculul fiabilitatii de tip K-terminal, precum i a grafurilor care nu sunt serie-paralele,
reducerea este posibili totdeauna prin factorizare (factoring). Aceastd tehnicd
partifioneazi spatiul de probabilitate in doua, in functie de starca (buna sau defectd) a
unci anumite muchii. Daci ¢, = (u,v) este o muchie a lui Gy, iar A, desemneazi
evenimentul “e, este functional” §i A, evenimentul contrar, atunci conform regulilor de
probabilitate conditionatd (formula (3.5.12)) s¢ poate scrie:

R(Gy) = pRG A+ ¢ R(G|4) = pR(Gy) +q,R(Gy)  (3.6.3)

In relatia de mai sus G'x §i G"x reprezinta grafuri induse din G de catre
evenimentele 4, respectiv 4,. De fapt ambele corespund la climinarea din graful G a
muchiei e;: la G’ aceasta fiind contractatid (nodurle u §i v contopite), iar la G'¢- fiind
stearsd. Metoda se poatc aplica in mod recursiv prin eliminarca a cate unei muchii din
grat la fiecare pas (figura 3.6.5). Factorizarca dupa muchii (edge factoring) se utilizeazi
ca o ultima posibilitate atunci cand nici o alta transformare nu se poate efectua. Daci se
considera noduri imperfecte, factorizarea se poate aplica §i dupd noduri (vertex factoring)
[SHOO92]. Decoarece factorizarea crecaza pentru fiecare problemd doui noi
subprobleme, ca contribuic la cresterca exponcentiali a algoritmului de calcul al fiabilitatii.

R((y) = PR(GY) - gqR(G™)

Figura 3.6.5.

Inainte de aplicarea factorizani dupa o anumitd muchie e(u,v), trebuie studiat daci
muchia respectiva poate fi luati ca element cheie (keystone) sau nu. Subgraful G” obtinut
prin stergerea lui e din (5 corespude evenimentului “e defect” in sistemul initial. in
schimb, scurtcircuitarea lui e poate induce un subgraf G’ care nu intodeauna cores l;nde
evenimentului "¢ functional” din graful G, dacd muchia ¢ este orentati Coﬁgsarea
nodurilor « si v in graful indus creeazd o cale de comunicatie st in sensul in‘cafc eanua
existat in G, ceea ce introduce o eroare de caleul. Este clar ¢i o muchie neorientati nu
creeazd niciodatd asemenea problemd, deci poate fi aleasa ca element cheie Criteriile
pentru muchiile orientate din grafurile orientate sau mixte au fost studiate de I;Iaka
care intrebuinieaza termenul de /inie eliminabild (removable line) pentru o muctﬁez;\::’é
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care se poate cfectua descompunerea lui G [NAKAS81]. El clasifica tipurile de retele dupi
numairul perechilor de noduri de intrare/iegire a informatiei:

Tipul I - are o singurd pereche de noduri de intrare/iesire (s, )

Tipul I - are doud sau mai multe perechi de forma (s,2), /=1, 2, ...
Tipul I ' - are doud sau mai multe perechi de felul (s,,2), j =1, 2, ...
Tipul I - are doua sau mai multe perechi de tipul (s,2),j =1, 2, ...

In lucrarca mentionati se demonstreazi ci in orice retea, cu exceptia celei
orientate de tipul III, existi totdeauna linii eliminabile. O muchie orientatd e(x—v) este
eliminabili dacd §i numai dacd pentru orice pereche de noduri (s,,2) se indeplineste cel
putin una din urmatoarele conditii:

1. u=s,
2 ov=y
3. u,v=s, t :nu existd nici o cale (s—v) care nu trece nici prin , nici prin ¢ §i nu

exista nici o cale (u—>) care si nu treacd nici prin v, nici prin s,.
u=1t,v=s;,: nuexist nici o cale (s—v) care nu trece prin u sau ¢,
u =1, v=s nuexisti nici o cale (#—1) care nu trece prin v sau s,

o

Calculul fiabilitatii retelei se face prin descompunere repetati, cautind pe rand linii
eliminabile, pani cand se obtin subgrafuri cu numar minim de muchii, care au fiabilitatea
cunoscutd sau egala cu zero.

Pentru ca prezentarca si fie completd, studiez in tabelul 3.6.6 modul de
descompunere al grafului initial G in cele trei cazuri ardtate la punctul 3 de mai inainte,
cind nu se pot face transformar simple. Este de remarcat faptul ¢d nu este necesard
factorizarea decat dupa una din cele doud muchii, la alegere, pentru a defalca problema
de calcul in doud subprobleme tratabile.

Graful inifial Factonzare dupi e, Factorizare dupi e,

LY \

G
1 4
’ g \ //)

. €
. . @
R S

G G . G
AN O .
Y s N . &>
L NI T :
NN IR WLl K -
Formula de calcul R(Gy¥=p,R(G"*q,p-R(G"" R(Gy=1-R(GYp,q.RIG") 1

Tabelul 3.6.6.
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Reductiile simple §i factorizarea sunt suficiente pentru a rezolva_ prpblema
fiabilitatii de tip K-terminal pentru un graf oarecare. In unele situaii pentru simplificarea
calculelor se pot aplica §i transformdri triunghi-stea (delta-star transformations, delta-Y
transformations) cu meninerea fiabilitaii, care reduc gradul nodurilor implicate cu 1
[GROSH89][SHOO92J[HWANGS1]. O alti reductie, cu aplicabilitate limitatd insa
numai la grafurile care contin poligoane, va fi studiati in continuare.

Reductii poligon-lant. Pentru problema grafurilor serie-paralele ireductibile s-a
propus de citre Satvanarayana si Wood o metodd de reducere bazatd pe transformari de
tip lant din poligon (poligon-to-chain reductions) [SATY85]. Un lant constd dintr-o
secventd alternantd de noduri §i muchii vy, (v;v, ).v,,....vp_1. (Vv )V, In care toate
nodurile interne v,,v;y,...,v,_, sunt de gradul 2, iar nodurile extreme v, §i v, au grad mai
mare ca 2. Un poligon este o bucld formatd din doud lanfuri care au nodurile extreme
comune, toate celelalte noduri avand gradul 2. Dacd un graf G contine un poligon,
atunci acesta se incadreaza, dupa efectuarca reductiilor simple, intr-unul din cele 7 tipuri
prezentate in figura 3.6.7. Pentru aceasta este posibild o transformare intr-un aranjament
sub formad de lant cu conservarea fiabilitigi, formulele de calcul fiind date in lucrarea
amintitd mai sus. Importanta transformarilor poligon-lant rezulti din urmatoarea teorema
[SATYSS]:

Teorema 3.6.3. Un graf serie-paralel G in care nu se pot efectua reductii simple
de tip paralel, serial si de gradul 2, trebuie si admitd o reductie de tip poligon-lant.

Demonstratie. Trebuie ardtat faptul ci G, un graf serie-paralel, contine un
poligon. Fie G graful obtinut prin substituirea lanturilor din G cu cate o singurd muchie.
Dacd (5’ va contine o pereche de muchii paralele, atunci lanturile corespunzitoare din G
formeaza un poligon. Graful G trebuie sa contind o pereche de muchii paralele, deoarece
dacd nu ar confine. atunci nu ar fi posibile reductii simple in (;*, toate nodurile din G
avand grad mai mare ca 2. Aceasta ar insemna ¢d G si implicit (G, nu sunt grafuri serie-
paralele. ceca ce contrazice ipoteza.

O
AN y
e AN AN . .
/ \ i .‘,/ \\\ ' \_r o \-r
w—— Y V——’I N a N y
) N -
. \‘,
Pchgonl Foligon 2 Pohigon3 Poligon 4
AR S \ /H\
_ o/ N o \ Vi
o o~ 7 N P
. . ~ N -
— ¢
Pobgen £ Pohgené Poligon 7

Lant1 Lant2-3

Figura 3.6.7.
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Ca urmare a acestei teoreme, orice graf serie-paralel devine reductibil prin
aplicarea repetatd a reductiilor simple si a celor poligon-lant, indiferent de nodurile
continute in X. Mai mult, un astfel de algoritm rezolvi problema de calcul a fiabilititii de
tip K-terminal pentru astfel de grafuri intr-un timp polinomial O(|E|). Acest lucru este
posibil deoarece la fiecare pas se induce un singur graf nou, si nu doui ca la factorizare.
Lucrarea [POL.I86] extinde clasa grafurilor pentru care existd algoritmi de calcul in timp
polinomial i la retele planare lipsite de cicluri interioare (ICF, inner-cycle free), lipsite de
cicluri interioare mai lungi de trei muchii (IFCF, inner-four-cycle-free) si lipsite de cuburi
planare (CF, cube-free). Acesti algoritmi pot fi utilizati in conjunctie cu tehnica de
factorizare pentru calculul fiabilititii oricirui graf intr-un timp mai scurt decat cel
exponential.

3.7. Sisteme de tip multiterminal

in cazul cel mai general, graful probabilistic G = (¥,E) care modeleazi o retea de
componente (de exemplu calculatoare) nu este de tip serie-paralel i atunci, transformarile
in graf nefiind posibile, calculul de fiabilitate s¢ bazeazi pe regulile din teoria
probabilitatilor. Problema tipica de fiabilitate in astfel de sisteme constd in a determina
probabilitatea ca o pereche de noduri s-¢ (source-target) si poatd comunica prin cel putin
o cale de legituri si noduri functionale, respectiv, in caz mai general, probabilitatea ca o
anumitd submultime KC /' de noduri sd poatid comunica intre ele. Primul caz reprezinta o
Sfabilitate de tip terminal (2-terminal reliability, terminal reliability) pe cand al doilea intra
in categoria fiabilitdtilor de tip multiterminal (multiterminal reliability) avand ca si caz
particular fiabilitatea de ansamblu a refelei (network reliability, overall reliability, all-
terminal reliability) pentru K=} [RAI90a]. In modelul matematic aferent se admite ca
legdturile sunt expuse la defectiri aleatoare independente, avind probabilititi de buna
functionare p, respectiv de nefunctionare g, = 1-p, cunoscute [VISW87]. Existd in
principal patru clase dc metode pentru calculul fiabilitatii sistemelor multiterminal, in
functic de formula de probabilitate aleasd pentru calcul: enumerare, incluziune-
excluziune, sumi de produse disjuncte i descompunere dupi un element cheie.

Enumerarea starilor. Aceasta este metoda cea mai naturald, deoarece constd in
enumerarea tuturor stirilor posibile ale sistemului (in total 2") si retinerea acelora care
satisfac criteriul de functionalitate asociat indicatorului de fiabilitate ales. Este o metoda de
ciutare exhaustivd (exhaustive search). Functia dc structurd ¢ se exprimi sub formi
booleand ca reuniunea de termeni corespunzitori tuturor stirilor favorabile, de aceca
metoda se¢ mai numeste de dexvoltare canonicd directa (direct canonical expansion).
Fiecare stare fiind distinctd, evenimentele corespunzitoare sunt reciproc exclusive
(disjuncte), fiabilitatea sistemului fiind calculabila ca o sumd de probabilitati:

R=Pr@=1)=PrJA4 )= 2 Pr(4) (3.7.1)

1=1 =1

In relatia (3.7.1) A, reprezintd evenimentul corespunzitor unei stirn operationale a
sistemului, fiind dc forma 4, =%, N¥,...N%, (unde X, = x, dacd componenta c este
bund, respectiv ¥, = ¥, daca este defecta), iar m reprezintd numarul total al acestor stéri.
Se observa ci metoda devine greoaie daca » este mare (#>5).
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Exemplul 3.7.1. Graful in punte (bridge network) din figura 3.7.1 rcprcz-int; o
refea de referinti frecvent utilizati in literatura de specialitate pentru ilustrarea algontm:]qr_
de determinare a fiabilititii de tip terminal. Variabilele de stare asociate setului de muchii

{e, - }sunt {.rl,xz,...,.vs}. Sisternul este operational (s comunic¢a cu 1), in 16 din
cele 32 de stiri posibile ale sale, functia de structuri corespunzitoare fiind:

o= X)Xy XX Xg LX) XXX X XX, XX, X XX XX X
X XXX X LX) X XX Xy XXy XX X WX Xy XXX\ (3 7 2)

XX XX X g U X, XX, X U X, KK XX X XX Xy L

LN XXX X u.\'lxz.\‘j.gxs XX XN X -'xlxzxjx4x5

(Pentru a simplifica notatia, in loc de ¥, ™ x, VX3 MF, X am SCHS XX, X 3%, X,
s.am.d.). Conform relatiei (3.7.1), functia de fiabilitate se¢ exprimd ca o sumid de
probabilititi, in care ficcare termen contine varabile asociate unor evenimente
independente, deci  Pr(X,x,...X;) = Pr(x,)Pr(x,)...Pr(¥,). Folosind notatia
Pr(x,)=p, si Pr(x)=gq, rezulti ca fiabilitatea refelei se obtine inlocuind direct in
(3.7.2) pe x, cu p, pe X, cu g, si operatiile booleene cu operatii aritmetice:

Re=qipr @3 qipst qiPr Qs PaPs+ quPrPsQaPs+ quprpypags +
tqip2p3PaPst M qrqsPaqs t D1y Q3 pPaPst PrqapPyqaps t
TPhQPIPAgs T L PsPaPs T v P2 @3 qaPs T PrPrqaPags t
TP apaPs TP Py qapst Py P2 pyPaqs t Py Pr D3 Da Ps 3.7.3)
0

Figura 3.7.1.

Principiul de incluziune-excluziune. Pentru a elimina dezavantajul cauzat de
cnumerarea unui numar mare de stdri, calculul de fiabilitate sc poate face pornind de la un
set minim de arbori de acoperire (7, 73, ... , Ty, ). Un arbore de acoperire (spanning tree)
este un subgraf conex al lui (7 care contine toate nodurile din K, deci le 'mtercone%teazz.
asigurand astfel functionalitatea sistemului. Arborele de acoperire minimal este acela care
nu mai contine un alt arbore de acoperire. In acest caz functia de structuri ® se va scrie
ca 0 sumi booleand a termenilor corespunzitori arborilor de acoperire mjnl imali, i
functia de fiabilitate se calculeazi cu formula de incluziune-excluziune (i | one
exclusion) din teoria probabilitatilor: ¢ (inclusion-
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R=Pr(@=1=PJ4) = ZPr(4)- ZPr(4,n4))+
=1 =1 1S) (374)
+ 2PHA N4, NA ) DT PHA A Ay A d,,)
1578k

Aici A, reprezinti evenimentul corespunzitor arborelui 7, functional, aceste evenimente
nefiind reciproc exclusive.

in particular, pentru fiabilitatea de tip terminal intre o pereche de noduri s-f,
arborele de acoperire minimal se reduce la o cale intre s §i ¢. Calculul se face atunci
pornind de la un set de cai minimale (minimal path set), de aceea metoda se mai numeste
prin enumerare de cdi (path tracing). Daca exista in total m cai, atunci formula (3.7.4)
implicd 2”1 termeni.

Exemplul 3.7.2. Pentru cazul din figura 3.7.1, intre nodurile s i ¢ existd patru cii
posibile, functia de structura a sistemului fiind:

(D:x,x,,ux;x_g LX) X3 Xs U Xy Xy Xye (375)

Folosind relatia (3.7.4) si avind in vedere proprietatea de idempotentd a variabilei
binare, functia de fiabilitate corespunzitoare va fi:

Ry = Pr(D=1) = Pr(x, x,) + Pr(x:x5) + Pr(x; x3x5) + Pr(x; x3x4) —
— Pr(x; x; x4 x5) — Pr(x; x3 x4 x5) — Pr(x; x; x3x4) — Pr(x; x; x3 x5) —
= Pr(x; x3 x4 x5) — Pr(x; x; X3 x3x5) + Pr(oy 2 203 x4 x5) +
+ Pr(x; x; x3 x4 x5) + Pr(x; x; X3 x4 X5) + Pr(x; x;x3 x4 x5) -
~Pr(xvix:X3X3%5) = pipa+ paps + pipaps ¥ papapa -
T P1PrPaDs — DrP3PaPs — PAPrP3Pa — PrPaPaPs— PaP3paps t
+ 2py pap3paps (3.7.6)

Evident expresia obtinuti este echivalenta cu (3.7.3).
~
(=)
Faptul ca relatia (3.7.4) contine termeni cu semne contrare, a fost exploatat in
[SATY81] pentru a obtine o formula topologica simpld pentru fiabilitatea SMT a unei
retele cu conexiuni orientate. Fiabilitatea SMT (source-to-multiple-terminal) desemneaza
aici probabilitatea ca un anumit nod sa fie in legiturd cu oricare din celelalte noduri.
Studiul se efectucaza pe un sistem modelat printr-un ¢-graf, care reprezintd un graf conex
orientat cu un nod s numit sursd, avand proprietatea ca fiecare arc este asezat pe un
arbore orientat care porneste din s (figura 3.7.2). Un arbore orientat (directed tree, rooted
tree) este un graf conex lipsit de cicluri avand proprietatea cd numai un nod, §i anume cel
sursd, are gradul de incidenta spre interior 0, celelalte avind gradul 1. Intr-un astfel de
arbore existd numai cite o singurd cale de la ridicind la fiecare alt nod. Multimea
arborilor de acoperire (care contin toate nodurile) ai lui G formeazi setul minimal de
evenimente corespunzitoare succesului. Drept urmare, pentru un graf orientat dat G,
fiabilitatea SMT R{G) referitor la nodul radicini s, constd in probabilitatea ca si existe
cel putin un arbore orientat acoperitor care porneste din s avind toate arcele (§i nodurile,
daca se lucreazi cu noduri imperfecte) operationale. Pe baza formulei de incluziune-
excluziune, R(G) se poate exprima ca:
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t-graful G

. € es & es
arboru de acoperre
onentat ai lui G: se € s o
NG
€y ._\e’ €y /
s ] s s
3 e Cs €2 %
Figura 3.7.2.
R,(G)= X&, Pr{U,| (3.1.7)

unde U, reprezintd uniunea celui de-al i-lea set de arbori de acoperire a lui GG, iar £ este
+1 sau -1 in functie de numarul de arbori din U, (daci este un numadr par, respectiv
impar). Suma se efectucazi pentru toate uniunile posibile ale arborilor lui G, numarul de
termeni fiind, aga cum am mai aritat 2" -1, unde m este numdrul de arbori de acoperire
din G. Corespunzitor tuturor combinatiilor date de arborii de acoperire, pentru ¢~graful (;
existd de fapt 27 -- 1 t-subgrafun (ciclice sau aciclice), dar nu neaparat toate distincte.
Daci se intampla ca L = U, pentru 7 = j §i £ = -¢, atunci termenii Pr{l/;} si Pr{U/ }se
anuleaza. Intrucit fiecare U, corespunde unui -subgraf al lui G, formula (3.7.7) se poate
rescrie:

R(G)= 2d, Pr{G, |+ Zd. Pi{G,,} (3.7.8)

unde G, reprezintd al i-lea r-subgraf aciclic, G., al i-lea t-subgraf ciclic, iar d, si d.
reprezinti dominanta (diferenta dintre numdrul de formatiuni impare si cele pare)
corespunzitoare celor doud tipuri de subgrafuri. Se aratd ¢ d.=0, deci termenii care
riman in expresie corespund unu la unu cu t-subgrafurile aciclice (lipsite de cicluni) ale lui
G. Formula de calcul a fiabilitatii SMT devine:

RAGY= 2 (-1 " |G, ) (3.7.9)

unde n, §i N, reprezintd numarul de arce, respectiv de nodun ale celui de-al j-lea subgraf
aciclic G,, al Wi G, Pr{(,,} fiind probabilitatea ca toate arcele (si nodurile) acestuia si fie
functionale. Relatia (3.7.9) este general valabila atit pentru refele cu legitun orientate, cat
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§i pentru cele neorientate. Pe baza ei se poate calcula fiabilitatea globald a grafului
neorientat (5, care este identicd in aceastd situatic cu fiabilitatea SMT a lui G alegand
oricare nod drept sursd. (Un graf ncorientat s¢ poate transforma oricind intr-unul
orientat, inlocuind muchiile cu cite douid arce antiparalele, fiecare avind aceeasi
probabilitate de defectare ca §i muchia initiald, dar defectarea uneia implicd §i defectarea
arcului pereche. Se obtine un digraf simetric, in care defectirile arcelor nu mai sunt s-
independente).

Suma de produse disjuncte. Numdrul de termeni implicati in formula de calcul a
fiabilitatii se poate reduce daca se utilizeaza probabilititi conditionate. Functia de structura
are acceasi exprimare ca la metoda precedentd, bazatd pe sctul de arbori de acoperire
minimali (respectiv cdi, in cazul fiabilititii corespunzitoare conectivititii s-f).
Evenimentele A, corespunzitoare celor m arbori (cai) nu sunt insi reciproc exclusive, gi de
aceea pentru calculul funciei de fiabilitate este necesard descompunerea lor in evenimente
disjuncte. Intrucat din functia de structurd s¢ determind o sumd de termeni disjuncti
(disjoint terms), metoda se mai numeste de extragere algebricd (algebraic extraction) a
termenilor exclusivi. Formula de calcul a fiabilititii este:

R=Pr(®=1)=Pr({J4)=Pr(4,) +Pr(4,)-Pr(A| A, )+...+

1=1
+Pr(A,) - Pr(A, N~ A, ) = Pr(d) + (3.7.10)
+Pr( A4, A+ A PH(A, A Ay A, )

in aceastd relatic Pr(Z,lAz) reprezintd probabilitatea ca 7, si fie in stare defectd cu
conditia ca 7, si fie in stare functionald. Se observid ca expresia de fiabilitate opereazi
numai cu m termeni, dar calculul este de regula foarte dificil (exponential cu m), deoarece
termenii trebuie s corespundi la evenimente disjuncte. Problema disjunctiziri termenilor
fiind importantad sub aspectul contributiilor aduse, ii voi dedica un paragraf separat.

Exemplul 3.7.3. Revin la figura 3.7.1 pentru a ilustra modalitatile de calcul a
fiabilitatii corespunzitoare nodurilor s- pe baza relatiei (3.7.10) pornind de la setul de céi
minimale {x,v, X»¥s. Xx3%s, XX}, Functia de structurd are aceeasi expresic (3.7.5).
Expresia fiabilitatii sub forma de sume disjuncte va fi:

R, = Pr(x;x,) + Pr(x,x :1_\-4_) + Pr(xpx;x :\*?c:;c::; )+ Pr(x,x;x, xT\: ;1‘“‘_1‘3‘1 )=
= Pr(x,x,) + Prix,x (%, %))+ Prixx;x (6,8, 0 X, %, X X 08, 8]+
+ Prlx, ;0 (7,5, WX & U8, X, X)] = Pr(xx,) + Pr(3x, 00, £0) -
+ Pr(x 8,0, %, %) + P(X 6,050, %) = ppy + 4 D2 Ps + P1P2g s Ps+ Pr9:P39ePs +

*q1PyP3P4q5
(3.7.11)

Expresia obtinuta este evident echivalenta cu (3.7.3) §i (3.7.6).
' 0
Pentru calculul fiabilitatii de tip terminal trebuie luate in considerare toate
combinatiile posibile de legaturi care formeaza cai de comunicatie intre sursd si destinate.
Fiabilitatea globald a retelei se poate calcula folosind acest concept al fiabilitatii de tip
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terminal, prin determinarea tuturor cdilor posibile intre fiecare din cele N(NV-1)/2 perechi
de noduri (V fiind numirul total de noduri). Pentru un graf cu numir mare de noduni
aceasta metodi nu este insi eficientd, o solutie alternativé fiind cea bazatd pe arborii de
acoperire. In acest caz un arbore de acoperire 7. va contine toate cele 7 noduri ale lui G si
pentru a le interconecta se folosesc N-1 muchii, care reprezintd numdrul minim de
legituri necesare pentru realizarca comunicatiei intre toate nodurile. Pentru studiul
fiabilitagii globale sunt necesare urmdtoarele etape:

a) determinarea tuturor arborilor minimali 7, ai grafului )
b) interpretarca expresici booleenc obtinute la a) sub forma unei relagi de
probabilitate

O metodi de determinare a arborilor de acoperire minimali se bazeazi pe
generarea ciclici a acestora pornind de la un arbore arbitrar. O alti metodd,
implementabild pe calculator, consti in efectuarea produsului cartezian a V-1 tdicturi de
Virf C, ale caror elemente constau din muchiile conectate la cele N-1 noduri alese arbitrar
[AGGABI]. Pentru puntea data ca exemplu in figura 3.7.1, sc obtine:

C=CynCyrninCpyy = (3 xy) 2 (x4, %5) 7 (X7, %5, %) = (XX,

oy XX v e =
XXX X XX, X X N gy Xy Xy g, X X X, Xy Xy X, X Xy X5 ) = Lg i

Pentru a satisface criteriul de fiabilitate stabilit, situatia de reusitd corespunde
evenimentului de a avea cel putin un arbore cu muchiile functionale, adica:

$=T,UrU..UT,,

Aceastd expresic booleand nu confine insd termeni disjunci care si corespundi la
evenimente incompatibile astfel incdt relatia si poatd fi transpusd direct in mirimi de
probabilitate. De exemplu, evenimentele 7; si 7; se indeplinesc simultan daca sistemul se
afla in starea in care numai e; este defect. Daci s-a obtinut o expresie de termeni disjuncti
pentru S, fiabilitatca retelei este data de

R - S(disjunct), . | oy
in care variabilele v, §i X, s-au inlocuit cu probabilitatea de buni functionare (p,). respectiv
de defectare (¢.) a arcelor. Considerand toate arcele de aceeasi fiabilitate p, s¢ obtine un
polinom in p, care pentru refcaua punte arc expresia [AGGASB1]):

R, -8p’ ~11p* - 4)p° (3.7.12)

Este interasant de remarcat faptul ¢i coeficientul termenului de putere minimi din
polinomul R (adica 8) este egal cu numarul arborilor de acoperire minimali aj grafului G
iar gradul acestui termen (3) reprezinti numirul de muchii ai fiecarui arbore Dacé
polinomul se rescrie ca un polinom in (p -1). schimband pe p cu (- 1)t1] si dczx:ohzind
atunci se obtine expresia b

R=1-2p -1 = 4p-1"+ 9(p-1)* + 4(p- 1y’ (3.7.13)
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in care termenul de grad minim (excluzind constanta) are proprictatea ci exponentul siu
(2) reprezinta conectivitatea de muchie a lui G, (adicd numarul minim de muchii a caror
climinare deconecteazi graful), iar valoarea absoluti a coeficientului siu (2) este egali cu
numirul tiieturilor cu cele mai putine muchii [PAGE94]. Reprezentarea grafica a
fiabilititii Rs in functie de p este datd in figura 3.7.3. Se observa ci existi o valoare de
prag po astfel incit Ry(po)=ps, Rs(p)<p- pentru O<p<p, si Rs(py>p pentru p,<p<l.
Implicatia practicd a acestui rezultat este ca fiabilitatea globald a unei refele cu structurd
coerentd devine mai mare decat fiabilitatea unei componente (legéituri) numai daci toate
acestea au atins o fiabilitate suficient de mare. Daca se iau in considerare i fiabilitatile
nodurilor (p, , p,, .-, Py, ) atunci fiecare termen 7, este multiplicat cu acelasi factor si in

consecin(d Rs se va multiplica cu un factor p, p,, ... p,, , obtinindu-se:

Rg' = le p"! ~~-Pv,,RS (3714)

Aceasta relatie este insa valabild numai in cazul fiabilititii globale a retelei.

1,0
e
s
-
"
[ 7
<
s

5 -
-
4
M 0,5 7
7/

|
: )
- »
= ,, |
E e !
u |

|

0.0 —+
0.0 0.5 p 1,0

Fiabilitate componenta (p)

Figura 3.7.3.

Descompunerea dupid un element cheie. Aceasti tchnicd, numitd gi
descompunere pivotald (pivotal descomposition), constd in scrierca unei relatii de
probabilitate conditionata in functic de 0 anumitd componentd “cheie”. De regula se alege
componenta cea mai complicatd, adica aceea care impiedicd descompunerea sistemului in
structuri simple de tip serial §i paralel, sau cea care nu permite tratarea independenta a
acestor structuri. Functia de structurd @ se descompune astfel in doud subfunctii, in
functie de starea elementului pivot x, . Relatia de calcul a fiabilititii este:

R=Pr(®=1)= p Pr(Plx, =)+ (1- p, ) Pr(Px, = 0) (3.7.15)
Se observa ca problema de fiabilitate se defalca in douid subprobleme, care pot fi

descompuse mai departe alegand pe rand si alte elemente pivot. Calculul este laborios, dar
poate fi aplicat la orice sistem cu multe componente.
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Exemplul 3.7.4. Daci s¢ alege muchia e, ca element Pivot pentru reteaua du}
figura 3.7.1, fiabilitatea corespunzitoare conectivititii s-¢ avind functia de structura
(3.7.5) se va calcula pe baza (3.7.15) ca:

R, = py Pr{xxy - xyx5 o xxs o Xpxy)+(1- p3) Prx xyox,x5) =
= py Prl(x,oxy Wy xg )]+ (1= p3) Pr(egey ot e xs) =
= py Pr(x, —oxs ) Pr(xg ong) + (1= p3) P, xg wx,px5) =
= ps(py+ Py = PP )Py + Ps = Paps) + (L= P3N PPy * Paps ~
= P\PaPyPs) = PPyt PaPs* PaP3Ps T PIP3sPs — PiP2PsPs
= PP P3Ps  PIP3PyPs © PaP3PaPs — PLPaPaPs 2p1paP3PsPs

(3.7.16)

Relatia obtinuti este identici cu (3.7.6) de la metoda de incluziune-excluziune.

m
()}

Daci se face descompunerea pe rand dupa toate componentele, atunci se obtine
un numir mare de termeni (27), de aceea operatia se opreste cind s-au obtinut deja
structuri suficient de simple pentru a fi tratate cu o alta metoda. Este recomandabild
adoptarea unei strategii conservative (conservative policy) de descompunere decat a uneia
exhaustive, in scopul minimizirii numarului de termeni disjuncti $i a reducerii numarului
de muchii paralele [RAI86a].

Complexitatea calculului. Metodele prezentate pentru determinarca fiabilitatii
unui sistem de tip multiterminal necesitd un efort de calcul care in general este diferit
pentru un anumit sistem in functie de metoda aleasd. Complexitatea calculelor este insd
influentatd si de caractensticile topologice ale sistemului. O comparatie a timpilor de
calcul implicati de evaluarea numericd a fiabilitagii dupa diterite metode este ficuti in
[AGGAT5]. Evaluarea timpului de calcul se rezuma insa numai la operatiile de adunare si
inmultire cerute de inlocuirca valonlor numerice in expresia simbolicd de fiabilitate
obtinutd dupid metodele care se compara. Consider insd ci o astfel de comparatie nu poate
fi elocventd daca nu s¢ {ine cont §i de efortul necesar pentru deducerea expresiei de
fiabilitate pe baza structurii. De aceea, am analizat complexitatea calculului sub aspectul
conjugat al determindrii expresiei de fiabilitate i al evaludri acesteia pentru doua retele
alese de referind (benchmarks): refeaua punte V) (bridge network) din tigura 3.7.1 si
refeaua ARPA modificatd V] (moditied ARPANET) din figura 3.6.1.b (N’ reprezentid
notatia conven{ionald pentru reteaua benchmark cu 7 cii si j taieturi nﬁnimalé). Indicatorul
urmarit a fost fiabilitatea de tip terminal corespunzatoare perechii de noduri extreme,
rezultatele fiind centralizate in tabelul 3.7.4. In continuare voi face cateva consideratii
privind modul de intocmire al tabelului §i apoi voi trage concluazile care se impun.

. Reteapunte (=% ___,i_ ~ Retea ARPA modificata (n=9)
Mook B OO AT, TR BC N A T, 1T A
(Aggarwal )(propus) | ) (Asgarwal) J' A‘ R
Enumerare - 92 a4 1S 658 I11S 19 “., = PSERTE 204&5&& (propus)

16524 sgodl I8

Incluzune-excluzune 17 05 209 208 80 40 45057 S96S i85 80 04 fo1ldT 7o |
Suma disjuncta o 14 4 144 204 4 I 132 150—_2-1“‘—“2_.'1” ‘-’:/»l—" m_éﬂ

Tabelul 3.7.4.
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Tabelul 3.7.5.

Am considerat ca punct de pornire c setul de cii minimale intre cele doud noduri
(cu alte cuvinte functia de structurd booleana sub forma minima disjunctivd) este datd sub
forma unui tabel de m vectori, ca in tabelul 3.7.5.a, respectiv b. La metoda enumerarii,
cel 27 vectori corespunzitori stirilor posibile ale sistemului trebuie comparati cu vectorii
de cale pentru a decide starea de succes sau nu, ceea ce ar necesita teoretic m2”
compardri. Practic numarul operatiilor de comparare (C) este mai mic, deoarece pentru o
anumit stare in momentul in care s-a ajuns la coincidentd nu se mai continud compararca
in tabelul vectorilor de cale, iar starea 00...0 nu trebuic generatd. fiind farad sens. La
evaluarea cu tformula de incluziune-excluziune, fiecare termen de forma
(4, ~d ~od) necesitd A—1 operatii booleene de tip SI. Conform relatiei (3.7.4)

”n
¢

dezvoltatarea implica ( ) termeni cu & evenimente, iar & variaza de la 1 1a m, deci numarul

total de operatii booleene (B) este Z(k—l)(': ) Asa cum am mai aratat, in urma
po N )
dezvoltarii expresia contine de regula termeni asemenea, a caror reducere necesita operatii
suplimentare. Pentru aceasta fiecare termen (vector) din cei 7= 2™ -1 obtinuti pe baza
relatiei (3.7.4) trebuie comparat pe rand cu cei urmatori, numarul de comparari fiind (¢ -
1)+ (t-2)+...+2+1=¢t(t-1)7 2. Practic insd numarul de operatii de comparare este
mai mic, deoarece comparatia nu mai trebuie efectuatd cu termenii din tabel care au fost
deja redugi. La determinarea fiabilitatii prin sumd de produse disjuncte am aplicat
algoritmul clasic al lui Abraham [ABRA79]. Aici fiecare termen facut disjunct cu un altul
genereazi o multime de noi termeni disjuncti, care trebuie s fic comparati cu toti cei
precedenti. De pe urma compardrii pot rezulta noi termeni disjuncti, dar cei deja acoperiti
se anuleaza. Algoritmul aplicat pentru reteaua ARPA modificatd este prezentat in extenso
in Anexa 1. Am awvut in vedere o ordonare dupa cardinalitate a vectorilor de cale. care
eficientizeaza efortul de calcul [SOH93]. Nu am tinut cont de operatiile de contorizare,
care apar la implementarea fiecirei metode. Numdirul operatiilor aditive (A) i
multiplicative (M) se referd la inlocuirca variabilelor din expresia finald a fiabilitatii
obtinutad dupa cele trei metode (relatiile (3.7.3), (3.7.6) i (3.7.11)) cu valori numerice. Se
remarca faptul cd nu am inclus in tabel si metoda descompunerii pivotale, deoarece nu
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existd un algoritm unitar de calcul pe baza ei, fiind folositd mai degraba pentru defalcarea
problemei in doud mai simple. Daca totusi se face descompunerea alegand pe rand toate
cele n componente ca element cheie, atunci s-ar obtine o enumerare a tuturor starilor,
ceea ce ar incadra in aceast3 categoric metoda amintitd.

In ceca ce priveste timpul de calcul, se poate accepta ca in [AGGA75] (unde in
timpul de calcul s¢ ia in considerare numai inmultirea §i adunarea) ca pentru un procesor
uzual inmultirea consumi de 10 ori mai mult timp ca adunarea, 7,, = 107,. O operalic
booleani sau de comparare se poate echivala cu o adunare (scadere), dar fiind efectuata
asupra unui vector cu n componente am admis 7, = n7,, respectivl,. = nT,. Pe aceasta
bazi am obtinut in tabelul 3.7.4 timpul total de calcul T = BTy + CTc + M)y, + AT,
raportat la cuanta de timp de adunare pentru metodele analizate. Inainte de concluzi,
cdteva referin si la precizia de calcul oferitd de fiecare metoda.

Daca se considerd, pentru simplitate. ¢d toate componentele au aceeasi fiabilitate
(»), respectiv nefiabilitate (¢), expresia fiabilitatii prin enumerarea stdrilor (3.7.3) pentru
reteaua punte devine:

R,=p’+5p'q+8p’°q* +2p*¢’ (3.7.17)

Eroarca absoluti A, introdusd de expresia lui R, poate fi evaluatd pe baza urmitoarei
observatii: in cazul sumei erorile absolute ale termenilor se adund, iar in cazul produsului

eroarea absolutd se obtine prin inmultirea produsului cu suma erorlor relative ale
termenilor. Notez cu A, eroarea absoluta aferenti fiabilitatii unei componente, adici unei

legdturi a retelei. Pentru (3.7.17) eroarea absoluta este [AGGA7S5]:

Az =4[5 p)p’ +5(4/ p+ 1/q)p‘q+ 83 ' p+ 2,’q);73q2 +

22 p-3pte’ - 3,000" +36p%g < 30p%% vapg®y D)
care pentru fiabilitayi inalte (p~1) poate fi aproximat cu:
A, 2104, (3.7.19)
Pentru expresia (3.7.6) data de principiul de incluziune-excluziune se obtine:
A= A,000p" +20p7 + 6p7 + 4p) x 104, (3.7.20)
iar pentru (3.7.11) data de suma termenilor disjuncii:
Ag =3P = pP s 2p+ 2py + 3p°) + 677 + 4p’g) x an, (3.7.21)

Pe baza unor rationamente similare am calculat raportul A, /A, pentru fiabilitatile
date de cele trei metode in cazul refelei ARPA modific .
tabelul 3.7.4.

Analizind datele fumnizate de tabelul comparativ 3.7.4
concluzi:

ate, rezultatele fiind trecute in

, se desprind urmitoarele

. . Determinarea fiabilititii prin enumcrarea stirilor sau pe baza formulei de
incluziune-excluziune necesitd un efort mare de calcul, deoarece asa cum am aritat, prima
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opereazi cu 2° -1 stari, iar a doua cu 2~ — 1 termeni. Este mteresant de remarcat faptul
¢ timpul de calcul prin incluziune-excluziune devine mai mare decat cel prin enumerare
la refecaua ARPA, fati de situafia inversd de la cealalti retca de referintd. Aceasta se
intampla datorita faptubui ci la ARPA numirul cilor creste considerabil, deci 2” > 2°. In
consecintd, ambele metode sunt simple de implementat, dar implici multe calcule, fiind
de aceea recomandabile numai in sisteme mici (n mic). Metoda bazati pe incluziune-
excluziune este de preferat numai daci numirul legiturilor de interconectare este mic,
ceea ce duce la un numir redus de cii (m mic).

2. Eroarea introdusi la calculul fiabilititii prin formula de incluziune-excluziune a
probabilitigilor este mult mai mare decdt la celelalte metode, deoarece expresia contine
numai termeni cu variabile directe p, care introduc erori mai mari (s-a presupus p>>q). In
orice caz, calculul prin suma de produse disjuncte, cand §i numirul de termeni este cel
mai mic. s¢ dovedeste a fi cel mai exact.

3. Determinarea fiabilititii pe baza sumei de termeni disjuncti prezinti fata de
celelalte metode §i avantajul unui timp de calcul mai scazut, ceea ce face ca procedeul si
fie general aplicabil la toate sistemele. Cheia succesului, pentru a obtine o expresie
simbolica cat mai simpla, consta in gisirea §i implementarea unui algoritm cat mai eficient
de disjunctizare a termenilor.

Determinarea fiabilitatii sistemelor coerente modelate printr-un graf probalilistic
oarecare constituie o ploblema dificila, de categoria celor NP-hard. Aceasta inseamna ci
este improbabil ca sa existe algoritmi polinomiali de rezolvare. Totugi pentru anumite
clase particulare de structuri (de exemplu de tip serial-paralel. arbore, sau anumite clase
de regele planare) pot exista algoritmi eficienti polinomiali de calcul ai unor indicatori de
fiabilitate [POLI86). Inainte de a analiza complexitatea calculului de fiabilitate sub
aspectul incadririi intr-o problema de tip NP-hard, fac o scurtid trecere in revistd a
notiunilor legate de acest concept, pe baza [HWANG93] si [BALLS6).

O nopune chete lositd pendu a corpara eficienta algontridsr (orstd in detwemunares
cregteri umpulut de caleul In funcne de dnmensienea probiemer Lr aigontmm estz de np
polinominal daca exista un polinom P+ astfel incat complesxatarea nmpuhlnn este HPrd
orncare ar fi dimensmnea 4 a problemel Asta insearmna ¢a umpu! de calcul H7d) este hrmtat
asumptotic de un polinom, adica exista constanicie puall\: & yid. astfel ncat H'd; - kP,
pentru toate valonle 4 » 4. Problemele care au algerimu de rezoivare determurustic: de 'x,,
pohnomma] formeaza clasa P | pulm..rmm <lass) Algomtmul determunistic sste acela care
poare f rulat pe un calculator real. deci fiecare pas este univoc defirt pnn programui rulat
Mulyimea problemelor rezolvabie in amp pehnemmal cu algertm: nedetermurusta se
numeste clasa NP inondeterministic potnomial <lass; Cenarece alzontmy determirustics
consutwe cazur speciale aie celor nedetermustct, este clar ¢a F — NP ffigura 37 6, dar
ramane deschisa intrebarea dacd P = NP ? Problemele din clasa NP-P nu sunt tratabie cu
calculatorul, decat prin simulare cu algomtmu determinusticL care necestia imp exponential
Cu alte cuvinte, problemele rezolvabile numai cu algontim exponenpah apartin de clasa NP
Existd o subclasa de probleme numite \P-complete (NPC), cate grupeaza problemele cele
ma dificile, avand proprietatea c dacd ar exasta un algormm poknormal pentru una din <le,
ar implica P = NP. Pentru versiunea de contorizare a unei pmblcme éir NP (de exemplu
~cate subgrafun de lw G existad care satsfac proprietatea X 7 fara de “wonune G ovieun
subgraf care satisface propnetatea X 7 3-a definut clasa #P Stmilar se wmstinne claxs
problemelor #P-complete, cu propnetatea, c¢i daci pentru una 4 ele ar exustz un algonty,
polinomnial, atunci ar exista pentru toate Problemele #P-complete sunt cel putn la f2 4
dificile decat cele NP-complete, dar mvers poate exista p'f;mc".a 2p-urnpieta, Al e
corespondent 33 fie in P. Orice problema care este ce! putw: aga de &ficla ca y1 o problerna
NPC este de tip NP-hard. Pentru a demonatra ¢i o problems este NP-hard trebine vania o
reductie in imp polinomial a unet probleme cunoacuts a fi NP-hard la probdema i cauza
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D,

Figura 3.7.6.

O abordare algoritmici a analizei de fiabilitate este cea care porneste cu
enumerarea tuturor ciilor minimale, respectiv a tiieturilor minimale. Dacd numarul de
subgraturi care satisfac accastd proprictate (de a fi cale, respectiv tiieturd minimald) este
foarte mare, atunci §i problema de enumerare creste ca si complexitate. In particular, daca
numirul de subgrafuri care satisfac o anumiti proprictate, este exponential cu
dimensiunea refelei, atunci algoritmul de enumerare necesiti un timp de calcul
exponential §i nu polinomial [BALLS86].

Provan i Ball au demonstrat ci nu poate exista un algoritm cu limiti de timp
polinomiala in functie d¢ dimensiumea retelei (numarul de noduri |V si |E]) si numdrul de
¢ii (s.1), numai daca ar fi adevirat P = NP [PROV84). Pentru determinarea setului de cii
minimale existd algoritmi polinomiali in functie de i} si |£], dar problema fiabilitatii (s,¢),
corespunzitoare este NP-hard. Problema enumeririi tdieturilor (s,7) minimale este #P-
completd, in schimb calculul fiabilitatii corespunzitoare se poate face in timp polionomial
fatd de cardinalitatea multimii taieturilor. In lucrarea mentionati anterior se prezintd un
astfel de algoritm de complexitate O({}7 + }E}4f), unde u reprezinti numirul de tiieturi
(s.1). Pentru conectivitatea de tip K-terminal, problemele de fiabilitate aferente sunt NP-
hard. In cazul fiabilititii globale (X=1"), grafurile orientate §i neorientate trebuie analizate
separat. Cdile care interconecteaza nodurile sunt arbori de acoperire orientati cu radacina
in 5. Fiecare arbore are cardinalitatea [}'-1, problema determinidrii acestora fiind
rezolvabild in timp polinomial. Problema tiieturilor minimale poate fi redusi la problema
numdrdrii tdicturilor minimale orientate referitoare la s, care este de tip #P-complct.
Enumerarea ciilor dintr-un grat neorientat s¢ poate face similar ca la cel orientat in timp

polinomial. Numad:rul de tieturi minimale este limitat la (”;’) care pot ti de asemenca
enumerate in timp polinomial. Calculul fiabilititii globale a retelei reprezintd insd o
problemd NP-hard. in functic de dimensiunea acesteia atat la graful orientat, cit si la cel

ncoricntat, dar in ambele cazuri cste posibild cvaluarea in functie de numirul de cii
minimale printr-un algoritm polinomial.

3.8. Sisteme duale; cii $i taieturi

Fiind dat un sistem S bivalent cu » componente, care are functia de structuri
D(x1.x...x,). se poate defini un sistem dual asociat in felul urmitor:

Definitia 3.8.1. S¢ numeste sistem dual (dual system) al unuj § sistemul notat °
care are aceeasi multime de componente si in care functia de st e ! S

- . d structu -f 5
este definita prin: ra ¢*:{0.1}" > {0.1}

Pxx) 1Dy, ] ) (3.8.1)
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3 FIABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE MULTIPLE 65

intrucat functia de structuri poate fi exprimati §i sub formi boolcani, relatia
(3.8.1) se poate scrie ca:

D (x), X100 %) = D(F), By rn B,y (3.8.2)

Intre sistemul S §i cel dual $* existd urmitoarele proprietiti care rezulti pe’ baza
definitiei §i sunt importante din punct de vedere al fiabilitatii [VISW87]:

(S =s.

. O cale in S constituie o taietur in S §i invers.

. O tiieturi in S constituie o cale in $* i invers.

. O cale minimali in S constituie o tiieturd minimali in S si invers.
. O tiieturd minimald in § constituie o cale minimali in 8 si invers.

TN W

Este evident faptul cd dualul unui sistem de tip serial este un sistem paralel si
invers. Ciile i taicturile reprezintd submultimi ale multimii componentelor, inzestrate cu
calitafi distincte pentru descrierea functionarii sistemului. Fie sistemul S cu componentele
I = (¢1,62,---,¢4 ) §i functia de structurd O(xy,x;,...,X,):

Definitia 3.8.2. O cale (path, pathset, tie-set) reprezintd o submultime de
componente PCT', cu proprictatea ca sistemul functioneaza daca toate aceste componente
sunt bune si restul componentelor sunt defecte, adica:

. _ . 1 pentru ¢ € P
(Xl,xb-n,xn) - unde x, = 0 pentru C & P

Definitia 3.8.3. O tdieturd (cut, cutset), reprezinta o submultime de componente
CzT, cu proprietatea ca sistemul nu funclioneazd daca toate aceste componente sunt
defecte si restul componentelor sunt bune. adica:

jO  pentru ¢ € C
Bxy,x3,...%,) = 0 unde x =49 .
1 pentru ¢ ¢ C

Multimea ciilor, respectiv taicturilor unui sistem dat este o muitime ordonata faa
de relatia de incluziune. Fiecdrui n-uplu de stiri al componentelor X=(x;,x,,...,x,) ii
corespunde ori o cale, ori o tiieturd. O cale P pentru care nu existi o submultime P'=P
care si fie dc asemenca o cale, reprezinti o cale minimald (minimal path, minpath). In
mod similar, dacd pentru o tdieturd C nu existi o submultime C'=C care sa fie de
asemenea o taieturd, atunci aceasta constituie o fJieturd minimald (minimal cut, mincut).
Sistemele coerente pot fi descrise complet fie prin colectia ciilor minimale, fie prin
colectia tdieturilor minimale. Rezultd cd functia de structurd @ a sistemului S se poate
exprima sub forma:

o= U N~ (3.8.3)

FeFnebP
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unde # reprezinti multimea cilor minimale, iar x, este variabila asociatd componentei ¢,
din calea minimali P. Intrucat sistemul nu functioneazi (D =1) daci existd cel putin o
tiieturd cu toate componentele sale defecte (x,=1, ¢,€C), complementul functiei de
stucturd se poate exprima pe baza tiieturilor minimale care formeazi multimea € = {C}
sub forma: . ’

ax)=U N« (3.8.4)

Ce¥ceC

Functia de structura nenegati va avea in functie de variabilele asociate taicturilor expresia:

an=UNe=NNx=NUx (3.8.5)

Ce#c el Ce¥ceC Jed®cqeC

Calculul fiabilitagi sistemului se poate face atit pe baza setului de cdi minimale, cat
si pe baza setului de tdieturi minimale. Aga cum s-a vizut in paragraful precedent, pentru
dezvoltarea relatiei de probabilitate este mai comod de utilizat o forma disjunctiva a
functiei de structurd. De aceea, formulele de calcul ale functiei de fiabilitate vor fi:

e pe baza cailor minimale
[ !
R =Pr{@(X) = 1} = Pr U N ' (3.8.6)
e pe baza tiicturilor minimale

R=PX V) =1} =1-Pr{@)=1=1-p'J Nt 387
J

lceggec

Pentru a respecta rigurozitatea prezentarii, mentionez ci in relatiile anterioare x, se
confunda cu evenimentul “componcnta ¢ este buna”, iar ¥, cu evenimentul “componenta
¢ este defectd”. Sub forma algebrici, functia de structuri se poate exprima in tunctie de
cdile minimale, respectiv taicturile minimale. pe baza definitiilor acestora, ca:

. { )
®y)=1-[]1- H.\-,)' (3.8.8)

PeAN qerF
(3.8.9)

‘ Infmcét conform (3.8.2) 5(_\'):@(?), iar pr(x'):p” Pr(%,)=y, fiabilitatca
Sls‘cm“!‘" N se poate. de}grmha dacd se cunoagte expresia fiabilitatii sistemului dual, in
care se interschimb fiabilitatea componentelor cu nefiabilitaile lor:
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R=Pr{®(X)=1}=1-Pr{®?(X) =1} =1-R! (3.8.10)
G b

Exemplul 3.8.4. in figura 3.8.1, respectiv tabelul 3.8.2, se di graful dual al retelei
punte consideratd deja in figura 3.7.1, impreund cu multimile de cdi §i taieturi minimale
din cele doud grafuri. (Se remarca faptul ca existd multimi de componente care constituie
atat cale minimald, cit si tiicturd minimali). Pornind de la cdile minimale din sistemul
dual, fiabilitatea aferentd comunicatiei intre perechea de noduri (s,7) a acestuia este:

R: = Pr{CD’! = l} = P{xlx2 Xy X5 XXX ux2x3x4} =
= P\Py ¥ PyPs* Pr\P3Pst PyP3Py — PLP:PyPs — P1P2P3Ds — (3.8.11)
= PLPIP3Py ~ P\P3PyPs ~ P2P3PyPs + 2D\ P P3Py Ps

inlocuind acum in R? pe p, cu ¢,=1-p, pe baza relatici (3.8.10) se¢ obtine fiabilitatea
sistemului original:

Ry =1-99, - 9,95 ~ 9019395 ~ 9:9394 + 91929495 + 91929395 +
+ 41929394 + 91939195 + 92939495 — 29192939495 = P2 Ps +
+ P1Py t P P3Py + P\P3Ps — P\P2P3Py — PrP2P3Ps —
= P\PyP4Ps ~ P\P3PsPs — PrP3PsPs+ 2P1P3 P3Py Ps

(3.8.12)

Se observa cd relatia este identicd cu (3.7.6), obtinutdi prin metoda de incluziune-
excluziune direct din refeaua originala.

G

Cai minimale | Taieturi minimale
21,4 ! 1,82

+

€285 L
€1,€3,¢5 : €1,€3,6s |
€2,¢3.84 i €1.¢3.€4

Taietur: minimale | Ca1 minimaie

Gd

Figura 3.8.1. Tabelul 3.8.2.

In cazul problemei conectivititii (s.?), ciile minimale sunt de fapt drumurile simple
de l1a s la 1, iar tdieturile minimale sunt multimile minimale de elemente a ciror eliminare
deconecteazi pe ¢ de s. Existd multe metode de determinare a cailor dintre doua nodur,
cum ar fi tehnica de backtracking [PATR94], procedura de ciutare in litime (breadth-first
search) [BENNS2], climinarea secventiald a nodurilor intermediare pani cand matricea de
conexiune M se reduce la dimensiunea 2=2 [MAYE72], metoda compunerii latine care
calculeazi matricea (M) [TARC89], algoritmul de ciutare a cdilor minimale bazat pe
o descriere a retelei cu vectori binari [NEV A88] si altele. Uneori trebuie luatd o decizie
dacd este mai eficient si se faci evaluarea fiabilititii pe baza enumerdrii ciilor sau
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taieturilor si acest lucru depinde de structura refelei. Intr-un graf G oarecare cu |E] muchii
si | V] noduri, numirul tiieturilor dintre oricare pereche de noduri este de ordinul 2%, iar
numirul ciilor de 272, ceea ce inseamni o crestere exponentiali a acestora odatd cu
dimensiunca reelei [WILK72]. Pentru un graf la care nodurile au un grad mediu mai
mare de 4, atunci [E>2)7] si 25712 > 22 Rezulti ci un asemenea graf are un numdr
mai mare de cii decit de tiieturi i deci determinarea nefiabilititii, adicd
F =Pr(®(X)=1), pe baza tiieturilor este mai simpla in privinta timpului de calcul.
Relatia principiali de calcul este (3.8.7). Un algoritm de determinare a fiabilitatii

R = Pr{existd o cale operationald de la s 1a £}= Pr{EP(s.1)}

in timp polinomial pornind de la taieturile (s,7) ale unui graf G care poate fi orientat sau
neorientat, este urmdtorul [PROV84]:

1. Se enumerd tdieturile minimale (s.2) ale lui G. Fiecare tdieturd C partiioneazi
nodurile in doud submultimi dijuncte SN(C) si TN(C). In SN(C) se defineste setul
de noduri extreme SE(C), de la care existi arcuri la 7N(C).

(9]

. Pentru fiecare tdicturd C, in ordinea crescitoare a cardinalititii lui SM(C), se
evalueazi:

Pr{EC(C)} = Pr{existd o cale de la 5 la toate nodurile extreme din SE(C), dar
la nici un nod din TMC)}

Evaluarea se face pe baza lui EC(C”), unde C' reprezinti taieturile (s,¢7), ¢’ fiind un
nou nod care inlocuieste nodurile TMC) si transformid graful intr-un graf
contractat (p. reprezinta fiabilitatea muchiei e):

[ |
PriEC(O) = [Tp 41 - Z PriECEY/ T, (3.8.13)

cel \ e é I eel'nC

3. Se evalueazi

Pr{EP(s,0)} = 1- Pr{EP(s,0)} = 1- 2 Pr{EC(C)} (3.8.14)

led

insumarea fiind posibild deoarece EP(s,7) = UEC(C) si elementele reuniunii sunt

disjuncte. (Disjunctia se demonstreazi prin faptul ci daci se produce [:TP(_ST)
aceasta poate fi cauzati de un singur termen EC(C)).

‘ Lil.ilizm'f:a lchn?gii booleene permite trecerea de la un set de cii minimale la un set
de taicturi minimale §i invers. printr-un procedeu de complementare in doi pasi [RAI80]
Se porneste de la functia @ asociatd ciilor minimale $i pentru a ugura determinarea lui C_D‘
(asociata taieturilor). ® s¢ descompune in subfunctii disjuncte pe baza unei strategii

conservative, corespunzitor variabilelor alerente muchiilor incidente in nodul sursa
(tigura 3.8.3). ‘
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Figura 3.8.3.

in primul pas se calculeazi un polinom modificat, ai cirui termeni corespund la
evenimimente disjuncte. Acestea se obtin prin gruparea cdilor posibile pe clase
reciproc exclusive in conformitate cu stirile disjuncte ale muchiilor incidente lui
s, care sunt descrise de:

dy = %\%,...%,_,x, (3.8.15.a)
dyy = %%, %, (3.8.15.b)
n+l
Ud, =1 (3.8.15.c)
k=1

Cu acestea, polinomul de cale modificat s¢ poate scrie:

n+l

®,, = Jd,®, = @, UFx, 0, R, F, X, D, E K E, D, (3.5.16)
k=1

unde subfunctia @, corespunde ciilor posibile in prezenta evenimentului .,
adica
P, =0 (3.8.17)

gx,-—n.:xt,-_:O.:k:l
iar totdeauna ®,.,=0 deoarece x,= ... =x,=0 intrerupe toate cdile de la s 1a 1.

in pasul al doilea se calculeaza complementul functiei @,,, care este dat de
relatia:

n+]

3, =Jd, 0, (3.8.18)
k=1

Deci complementul intregii expresii se ob{ine ugor cu ajutorul complementelor
functiilor ®,, pentru care se aplicd legea lui De Morgan §i se tine cont de
eventualele absorbtii. Pe baza polinomului invers rezultant,

D, = v XX, Pk X, x, D, XX, X,

(3.8.19)

care exprimi situatiile in care nu are loc comunicarea intre nodurile s §i ¢, se
poate deduce setul de tiieturi minimale, retinind elementele date de variabilele
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negate din termeni lui ®,,. Functia de structurd, scrisa sub forma polinomului
de cale (path polinomial), poate fi de asemenea modificatd si dupa variabilele
corespunzitoare muchiilor incidente la nodul destinatie. Pentru ca evaluarea sa
fie cat mai simpli, daca gradul nodului s este D, si al celui f este D, atunci
pentru D, <D; (respectiv D;<D,) se vor selecta pentru modificarea polinomului
variabilele corespunzitoare nodului sursa (respectiv destinatie).

Exemplul 3.8.5. Pentru refcaua punte din figura 3.7.1, care are functia de cale
dati de (3.7.5), descompunerea dupd muchiile e, §i e, (#=2) da:

D, = X, LX) X XX
O, = xguxyxy
D, =0

Complementarea acestor functii este vizibil mai simpld decdt a intregii functii :

YERE

(x3 wxs) =X, XX, X, Xs

]
=
=

“

5 Xy Xg

| Bl O
1

— =
“
iy
Radl
<
-
Rel
i
POyl
™
=

™
t

_ Setul de tdictur minimale este dat de variabilele negate din termenii
d,, %,0,, ¥,%,D,. Considerand dupi absorbtiile de rigoare, in loc de ¥, —e¢, se obfin
taieturile minimale:

{erenea),{enes).{e,eses), {ere,}
3
‘ Enumerarca cdilor minimale (in care nu se traverscazi un nod de doud ori) i a
tiieturilor minimale (care nu contin o altd tdicturd i reduc graful la doud subgrafuri
conexe), fac obiectul multor cercetdri. Asttel, Arunkumar si I.ee prezintd un algoritm
pentru generarea tuturor tdicturilor minimale dintre o pereche de nodur intr-un graf
conex qcoricntat [ARUNT79]. Algoritmul evolueaza arborescent. pini cind se obtin doui
subgraturi conexe, ficcare contindnd unul din ccle doud noduri carc trebuic scparate.
Partitionarea nodurilor pe nivele se tace pe baza de adiacentd. incepand cu nodul sursi
Totusi, [SANK93] aduce critici acestui algoritm, demonstrind pe un exemplu ci picrdé
anumite taietuni §i concluzioneaza c¢a el nu merita sa fie corectat, deoarece existi unul mai
bun elaborat de Tsukivama. ’
O altd abordare reduce numarul total al ciilor minimale, luind in considerare
numai caile minimale de bazi [JASMB8S). Calea minimald de bazd (basic minimal pa}h)
cste dcﬁnité ca gi acea cale minimala in care nici un nod de pe cale nu este legat direct
(printr-o singurd muchie) de un alt nod al ciii, cu excptia celui precedent si al celui
urmitor. De exemplu, pentru graful din figura 3.8.4, cdile minimale de bazi sunt:
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Numerotarea nodurilor sugereazi faptul ci procedura pentru deducerea acestor cii se
bazeazd pe analiza arborelui de cdi minimale care se construieste avand in varf nodul
destinatie. Abordarea cu ajutorul cdilor de baza poate fi privitd ca o tehnicd de reductie,
deoarece combinatiile de defecte care intrerup setul de cdi minimale de bazi sunt
suficiente pentru a determina toate tiicturile minimale ale grafului. Tehnica traditionald
determind toate ciile minimale, iar tiieturile sunt date de toate combinatiile care intrerup
aceste cdi. Se demonstreazi ca setul de tdieturi minimale care deconecteaza toate caile de
bazi duce §i la deconectarea tuturor celorlalte cai suplimentare (minimale care nu sunt de
bazi). Pentru cazul considerat , setul de tdieturi minimale de nod este:

OrdinulI : 7.1
Ordinul I : 3-2
Ordinul I : 6-2-4, 6-4-5, 3-4-5

Metoda permite o reducere considerabild a efortului de calcul in comparatic cu cea
clasicd, chiar in exemplul dat in loc de studierea totalului de 16 cii minimale a fost
suficienti luarea in considerare a 4 cai de bazi. Au fost citeva observatii in [PRAS94] la
algoritmul lui Jasmon de determinare a ciilor minimale de bazi bazat pe descompunerea
grafului in doud subgrafuri conexe corespunzitoare nodului sursd §i destinatie, dar
algoritmul a fost corectat de autorul sau [JASN94].

Figura 3.8.4.

Majoritatea algoritmilor de calcul a fiabilitiii de tip terminal lucreaza in doud faze:
prima dati genereazi setul de cdi sau taieturi minimale §i pe baza lor obtin termenii
corespunzitori cvenimentelor disjuncte care permit scrierea ugoard a functiei de fiabilitate.
Existd ins3 §i algoritmi care calculeazi intr-o singurd etapd functia de fiabilitate, nefiind
necesard cunoagterea prealabili a informatiilor despre tiieturi sau cdi, metoda fiind bazata
pe descompunerea matricii de conexiune [RAI86a). Dezavantajul tuturor acestor
procedee consti in efortul mare de calcul necesitat de analiza globald a refelei,
aplicabilitatea lor fiind limitatd indeosebi la retclele de dimensiuni relativ mici. O abordare
alternativa, care reduce efortul de calcul la tratarea pe felii a retelei, fiind utilizabila §i la
sisteme mari, este metoda “holografica” [BENJ86]. Denumirea se datoreaza faptului ca
spatiul dintre nodurile terminale s i ¢ se partitioneaza pe suprafefe disjuncte, astfel incat:

- fiecare nod se afld pe o suprafata
- fiecare muchie unegte doud suprafete consecutive sau se afla agezate pe o
suprafata
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Calculul functiei de fiabilitate s¢ face pornind de la nodul v; $i mergind suprafatd cu
suprafat, furnizand pentru fiecare suprafatd S informatie suficienti privind comunicarea
de la v, 1a S pentru a permite deducerea de informatii echivalente referitoare la suprafata
S+1. Suprafetele sunt definite pur topologic, astfel incat suprafata S+1 contine nodurile
care pot fi ajunse cu o singurd muchie din suprafata S (figura 3.8.5). Pentru a crea
suprafete complete, se includ i noduri suplimentare perfecte (“dummy” nodes), cum pot
fi considerate nodurile vs §i vs de pe figura datd ca exemplu. Se poate arita cd urmatoarele
informatii sunt necesare si suficiente pentru a defini influenta intregii retele dinainte de S
si a permite generarea de informatii similare in suprafata S+1:

- pentru o suprafatd cu N noduri, probabilititile de aparitic ale celor 2Y situatii
diferite de supravietuire a nodurilor din cadrul suprafetei

- pentru fiecare situatie de .Y noduri care supravietuiesc din N, probabilititile de
aparitie ale celor 2 situatii posibile de conectivitate de traversare de la v,

- pentru fiecare situatie de I noduri din X" care realizeazi conectivitatea de
traversare, toate cele 7 situatii posibile de conectivitate intre X~} noduri care
supravieuiesc, dar nu sunt noduri de traversare, precum §i probabilititile lor de aparitie

(s) \ “?\Q\ LV ’// {t
~. o f10

vy = vy
Figura 3.8.5.

De exemplu, pentru suprafata S1 din figurd, existd urmatoarcle situatii distincte de
supravicfuire a nodurilor:

unde }; reprezinta evenimentul ca nodul v, s fie bun, iar I, evenimentul ca si fic defect.
Fiecare situatic trebuic analizatd in functie de sub-situatiile favorabile, care realizeazi
conexiunea de traversare de la vi. De exemplu, probabilitatea ca si exist:: 0 conexiune de
traversare catre v §i v, dar nu si v, (corespunzitor situatiei 1,077, ), este: .

Prdly) = [/)‘,y pipy v PP Py, - 4P )]pv‘l’v"{v .

A (3.8.20)
'[Pv‘ PrPds Py, Pn%(.”l‘h * ‘hpz)]Pv,PV}Pv,
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Probabilititile corespunzitoare celor sapte situatii favorabile de conectivitate
pentru suprafata S1 se obtin prin insumarea contributiilor corespunzitoare rezultate din
analiza fiecdrei situatii date de evenimentele X, acestea fiind disjuncte. Probabilitatea
finald a conexiunii de traversare prin intreaga retea este dati de:

R, =Pr(v; = vg)=Pr(V ¥l X1 - 459910 )~ Pr(¥Vs) pg +
+Pr(Vg)py + Pr(V5)pro + PrOV Vs X1 - gsq5) + (3.8.21)
+ PVl X1 - ggqy0) + Pr(VsVs X1 - g9 qy0)

Avantajul metodei se pune in evidentd incepind cu retele care au peste cinci
suprafete, efortul de calcul crescand numai liniar cu numarul de supratete.

In cazul mai general al problemei conectivitatii (s,7) unde 7 = F—~{s} este o
multime de noduri destinatie, cdile minimale sunt date de arbori (s, 7) ai lui G, adicd
seturile minime de muchii care contin o cale de la s la toate nodurile din 7' In acest caz
daca se cunosc functiile de structurd corespunzitoare conectivititilor (s,t), unde T = {#},
atunci functia de structurd corespunzitoarei problemei (s, 7) se va scrie (figura 3.8.6):

D=0, "0y D, (3.8.22)

Termenii acestei functii, scrisd sub forma minima disjunctiva, vor reprezenta tocmai setul
de arbori minimali care servesc pentru evaluarea probabilitatii (s, 7).

* T=1{1,2, k}

Figura 3.8.6.

Exemplul 3.8.6. Daci la re(caua punte din figura 3.7.1 se ia T = {1}, atunci
functia de structurd corespunzitoare conectivititii (s.7) va fi:

D, =D, "D, =(x; sx,%; XX NXX 0 XyXg 2 XXX Xy XN3X,) = (3.8.23)

I XX X XXX, X X XX (XX XX Xy KX

Rezulti imediat seturile de “cii” minimale (de fapt arbori minimali) ca fiind: f{e;.e}.
{enenes), {eneses), {enees), {en.ese), {eyes,e4).

Daci G este neorientat, arborii (s,7) se mai numesc §i arbori K (K-trees). In
situatia in care T = V~{s}, arborii (s.7) formeazi arbori de acoperire ai grafului cu
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ridicina in s (s-rooted spanning arborescences), care la grafuri neorientate devin arbori
de acoperire ai lui G (spanning trees). In cazul in care se pune problema ca fiecare nod
din submultimea KZJ si poati comunica cu toate celelalte din aceastd submultime,
pentru a calcula fiabilitatea de tip K-terminal a refelei, functia de structurd se poate
exprima daci se cunosc drumurile dintre toate perechile de noduri din X, dar acest lucru
nu este necesar, aga cum rezulti din teorema urmatoare [SATY81][PROV84], dati cu o
demonstratie proprie:

Teorema 3.8.7. Fiind dat un sistem modelat printr-un graf probabilistic neorientat
G cu n nodur, functia de structurd corespunzitoare conectivitatii totale a unei submultimi
K de nodun (toate nodurile din K comunici intre ele) se calculeaza pe baza drumurilor
dintre un nod oarecare ales sursi (s<X) si celelalte noduri, conform relatiei

=Dy Dy Dy (3.8.24)

unde &, /=1,2,...,k-1, reprezintd functia care exprima conectivitatea intre nodul s si
(s=K, s=xi), 1ar IKI=k,

Demonstratie. Este suficient sd demonstrez pentru trei noduri ale lui G, si anume
K={1,2,3}, generalizarea fiind evidenta (figura 3.8.7).

2N

Figura 3.8.7.

Am notat cu P,; reuniunca drumurlor dintre nodurile 1 §i 2 care nu trec prin 3

P4

(P, - U 1y, ), respectiv similar pentru Py, si /5. Funcia corespunzatoare concctivititii
m

totale intre cele trei nodun este:
D =Dy, Dy Dy, (3.8.25)

Linde ®. = 1 daca existd o cale intre 7 i j. Aceste functii se exprimi pe baza figurii ca
fiind:

@y, = [711 ‘—'(Pu D Py) (3.8.26.a)
D3 = Ay By A Pyy) (3.8.26.b)
Dy = Py (P Pyy) (3.8.26.¢c)

BUPT
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inlocuind in (3.8.25), daci se lasi un termen redundant dupa efectuarea calculelor
§i se grupeazi convenabil termenii dupd nodul 1, se observa ca termenii corespunzatori
lui ®,5 se absorb:

D=[(Py "P3) (P By I (Bp ™ Py ) (P WPy N Py )] =
= Py [P (B NPy (P Py Py (P Poy)] = (3.8.27)
= P (P Py)In[ By (B, M Py)] = @y m Dy
0
Pentru a avea un numir minim de cdi §i deci termeni implicati in calcule,

recomand in mod euristic alegerea nodului cu grad de conectivitate maxima drept nod
sursd.

Exemplul 3.8.8. Alegand la retcaua punte din figura 3.7.1 nodul v ca si sursa,
functia de structurd pentru calculul fiabilitatii globale se¢ poate scric pe baza cailor
minimale dintre acest nod si celelalte, ca:

D= (x, VXX Ux XX (XX, WX UX X (X5 WX X, UX XX, ) =
= XXX UXG XX X XN XX, X LUK X X WX, XX, v xgx, o (3.8.28)

XXX,

S¢ remarcd faptul cd termenii functiei @ reprezintd tocmai arborii de acoperire
minimali ai grafului. Daca se alegea nodul ¢ (de grad 2) ca si sursi, trebuie operat cu
4+3+3=10 cii in loc de 9, ca pentru situatia considerata.

[}

Seturile de tiicturi pentru problema conectivititii (s.7). sunt constituite din
tiieturile (s.7) ale lui G. adici multimile minimale de muchii a cdror eliminare
deconecteazd pe s de niste noduni din 7. Daca T = }'-{s}, aceste tdieturi se numesc
taicturile de retea (network cuts) ale lui G, orientate dupi s (s-directed) daca G este de tip
oricntat.

Limite de fiabilitate. In practica pot fi intilnite sisteme complexe ale cdror
structuri nu sunt seric-paralel §i nu pot fi reduse, sau datoriti numarului mare de
componente calculul exact al fiabilitatii nu este convenabil. In asemenea cazuri devin
folositoare metodele aproximative. Limite grosolane sunt obtenabilc prin determinarea
fiabilititii sistemelor formate prin conectarea in serie a tuturor componentelor din sisterul
studiat (pentru limita inferioard), respectiv prin conectarea lor in paralel (pentru limita
superioard). O asemenea pereche de limite este grosoland deoarece nu ia in considerare
structura existenta a sistemului. Limite mai bune pot fi obtinute prin utilizarea conceptelor
de cai minimale §i tdieturi minimale, pe baza teoremei urmatoare [VISW81]:

Teorema 3.8.9. Fic IX.Y') functia de structurdi a unui sistem coerent si
R(p,.p,....p.) functia sa de fiabilitate. Daci C,.C,.....C., reprezintd taicturile
minimale ale sistemului i Py, P,,..., P, cdile minimale ale acestuia, atunci:

i

<RUpy,pyoeip,) < l~-H 1- np

\
i . t
b=l |
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Demonstraie. Asociind fiecarei tdieturi C, cate o functie ajutitoare crescitoare

zx)=1- [1a-x)
c,€G

si tinind cont de faptul ca covarianta a doud functii aleatoare crescatoare este pozitiv§
[TARCS9), adicd E[Z,(X)Z,,,(X)]= E[Z (X))E[Z,,,(X)] pe baza relatiei (3.5.4) st
(3.8.9) se poate scrie:

R(pyo Py pa) = EIOLY)] = E] [z ) i-zl'lIE[Z..(X)] =
-1 J =
r 7 (3.8.30)
|

in mod similar fiecarei cdi P, i se asociaza cate o functie crescitoare

Ye Y)= l—[ x,

cER
cu ajutorul carora se poate scrie:
I

[L
L R(py e py) = EIL- ()] = B [T0- v, N =2TTEN- vix)] =

=l B )

J—

(3.8.31)

f ;
=TI Pl =] =TT1- [T, |
el k=l ceR ]

Relatiile (3.8.30) i (3.8.31) corespund inegalitatii din enunt.
m
'}"eAbgzn ciilor §i taicturilor se construiesc doud sisteme auxiliare in vederea
evaluirii limitelor de fiabilitate (reliability bounds). Primul sistem contine configuratia
paraleld a componentelor inseriate pentru fiecare cale minimala, iar al doilea este compus

din legarea in serie a tuturor conexiunilor paralele ale componentelor pentru ficcare
tiicturd minimala.

Exemplul 3.8.10. Pentru calculul limitelor fiabilitatii de tip terminal intre perechea
de noduni (s.f) a retelei punte din figura 3.7.1, cele doui subsisteme auxiliare sunt
reprezentate de schemele bloc de fiabilitate din figura 3.8.8, obtinute pe baza tabelului
3.8.2 de cdi §i tdicturi minimale. Sistemul S, furnizeazi, conform teoremei 3.8.9, o limiti

superioara (upper bound) a fiabilitatii sistemului original, care se poat cul
baza compunerilor serie si paralel, ca fiind: poate calcula usor pe

Rap = 1= (= pip A= p2ps)(A - pip3ps 1= pypypy) (3.8.32)
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Lo ek

a) Sistemul S, b) Sistemul S,

Figura 3.8.8.

Analog se obtine o limita inferioard (lower bound) a fiabilitatii sistemului pe baza
schemei bloc §,:

Rig = [1- (1= p)1- pp)|[1- (1= p )= p)|[1- A= p)(1- p3)L- p3)]-

(3.8.33)
(1= py)X1- py)1- )]

Daca se considerd componentele de aceeagi fiabilitate p=0,9, atunci limitele de
fiabilitate sunt Rqy, = 0,99734 si Rye = 0,97814, fatd de fiabilitatea R, = 0,97848 a
sistemului conform relatiei exacte (3.7.6).

]

Cum se poate observa si din exemplul precedent, limitele de fiabilitate date de
(3.8.29) sunt destul de largi (pentru media aritmeticd a limitelor Rpeq = 0,98774,
nefiabilitatea prezintd o abatere relativd de 43% fatd de valoarea exactd), de aceea s-au
cdutat si alte tehnici de aproximare pornind de la seturile de cai si taieturi minimale. Una
dintre cle porneste de la enumerarea tuturor cailor (tdieturilor) minimale i trunchierea
expresici de fiabilitate. Calculand numai primii 4 termeni ai dezvoltarii, se obtine o limitd
superioard (inferioara), metoda fiind numitd aproximare prin trunchiere (truncation
approximation). Pentru determinarea ambelor limite se poate lucra si numai cu multimea
tdieturilor minimale dacd pentru expandarea relatiei de probabilitate (3.8.7) se foloseste
formula de incluziune-excluziune (3.7.4). Termenii acestei formule scad ca marime, cet
de ordinul intii fiind puteri mici ale lui ¢ in functic de numarul de muchii din tiictur, cei
de ordinul al doilea fiind de fapt produse ale celor de ordinul intdi. y.a.m.d.. Deoarece
termenii dezvoltdrii alterneazi ca semn, se obtin nigte limite alternante, cu atit mai precise
cu c¢it numdrul de termeni luati in calcul este mai mare. Retinand numai termenii de
ordinul intii ai dezvoltarii reuniunii de tiieturi, se obtine o limitd inferioara a fiabilitatii.
Insumind la aceasta i termenii de ordinul al doilea rezultd o limita superioara de
fiabilitate. Valoarea aproximativi a fiabilitatii se poate lua ca media celor doud limite.

Exemplul 3.8.11. Expresia de fiabilitate a conectivitatii nodurilor (s.7) a retelei
punte (figura 3.7.1) pe baza setului de tiieturi minimale este, conform (3.8.7):
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R, = 1-|[Pr(%,%;) + Pr(E, %) + Pr(E,%,%5) + Pr(%, %% )] - [PH(E %) +
© PH(E, 5y, ;) = PH(R, ;%) + Pr(E, %%, 85) + Pr(E,8,%,%) + (3.8.34)

Daci toate muchiile au aceeasi probabilitate de defectare g, relatia devine:

R, =1-{124* +24°1-[5¢* + 4’1+ [44° ][4’} (3.8.35)
Pentru p=0,9, deci g=1-p = 0,1, fiabilitatea va fi:

R., = 1-{[0,022] - [0,00051] + [0,00004] - [0,00001}} (3.8.36)
Prin adunarca pe rand a valorilor din paranteze se ob{ine o multime alternanta de limite:

R.<1

Ry >0,978
R, <0,97851
R >0,97847
R:=0,97848

in acest caz media limitelor de ordinul unu si doi dau Rp.4=0,978255, ceea ce
reprezintd o eroare relativa a nefiabilitatii fatd de valoarea exactd de numai 1,04%.

-

O
Un alt procedeu de aproximare implica aflarea numai a unei submultimi a cailor
sau tiieturilor minimale, care sunt cel mai usor de glsit §i contribuiec cel mat mult la
fiabilitatea retelei. De regula se iau in considerare caile sau tiieturile care contin un numar
minim d¢ muchii (numite §i “hopuni”), metoda fiind numitd aproximarea cu hopuri
minime (min hop approximation). Astfel se reduce subtantial dificultatea legati de gasirea
cailor §i taieturilor, dar pentru determinarea limitelor trebuie efectuat calculul asupra
tuturor termenilor din dezvoltarea formulei de reuniune a probabilititilor. Ciile minimale
alese vor fumniza o limita inferioard a fiabilitatii, iar tdicturile minimale o limitd superioari.
Existd algoritmi cu un parametru de intrare k, care furnizeazi valoarca aproximativi a
fiabilitatii pe baza a k cai carc contin un numar minimal de muchii (the 4-shortest tie-sct
method) [MURR93]. Cele mai fiabile £ cai (respectiv tiicturi) se aleg pe baze curistice.
astfel incdt probabilitatea reuniunii acestora si maximalizeze (respectiv si minimalizeze)
limita inferioard (superioard). Cele mai convenabile cdi si tiieturi din acest punct de
vedere sunt cele care nu contin elemente comune si au cardinalitatea minimi. S-a aritat
experimental ¢a desi teorctic exponentiald. metoda s-a dovedit a fi polonomiali in practica
in raport cu numirul de cdi §i taietun.
Abordarca li}'rlitc‘lor fiabilitagii de tip (s,¢) s¢ poate face i pe baza polinomului de
fiabilitate in p. considerdnd componentele identice. Acest polinom are forma generala:

R, = ZI P p) (3.8.37)
=0
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unde » reprezintd numdrul de muchii, iar £ numarul de cai complementare diferite de
dimnsiune /. Calea complementara (co-pathset) este o submultime de componente al carei
complement este o cale (nu minimald), adicd defectarea unei cdi complementare lasd
sistemul functional. Polinomul de fiabilitate transforma problema fiabilititii in problema
de determinare a celor m+1 coeficienti din (3.8.37). Unii coeficienti £ se pot afla usor.
Daci se noteazi cu ¢ cardinalitatea celei mai scurte tiieturi s-¢, coeficientii £, pentru j<ic s¢
determind pe baza urmatoarei observatii: orice multime de muchii de dimensiune /<c nu
poate fi o tiicturd, deci constituie o cale complementard. Numadrul total al acestora este

7\

K" /i deci f = (") pentru /<_c. Fie acum 4 numarul maxim de muchii care pot fi climinate
din G fard a deconecta legdtura dintre s si ¢. Diferenta n-d va reprezenta dimensiunea
celei mai scurte cdi dintre s si ¢, deci numirul de modalitiii in care d muchii pot fi
eliminate fard deconectarea lui G este egal cu numarul celor mai scurte cii s-f din G.
Acesta este tocmai f;, §i poate fi calculat in timp polinomial. Dacd i>d atunci f£=0,
deoarece in cazul defectirii a mai mult de & muchii s §i ¢ vor fi sigur deconectate, intrucit
numarul muchiilor operationale este mai mic decat dimensiunea celei mai scurte cai s-
din G. In consecintd, coeficientii necunoscuti £, din relatia (3.8.37) sunt cei pentru c=.i<d:

SososSooSoss SariS s Lastror fm

() necunoscuti 5
DN
)

Prin aproximarea coeficientilor necunoscuti dintre £ §i f;., in (3.8.37) se poate
obtine o aproximare a fiabilititii aferente conectivitatii (s.7). In [PROV86] se transpune
metoda pentru cazul fiabilititii globale, in locul coeficientilor necunoscuti corespunzitori
limitelor de fiabilitate fiind introdusa notiunea de h-vector, care se evalueazi pe criterii
combinationale. Pentru cazul polinomului de fiabilitate cu doua variabile (muchii si noduni
expuse la defectare, cu probabilititi diferite) devine necesari stabilirea coeficientilor /, ai
cate unei matrici pentru limita inferioara, respectiv superioara [BULKA94].

Problema limitelor de fiabilitate se poate pune si sub urmditoarea forma: stiind ¢
fiabilititile componentelor variaza intre anumite limite date, care sunt cele mai bune limite
inferioare §i superioarc pentru fiabilitatca sistemului? Solutia este datd dc rezolvarea unci
probleme de programare liniard pornind de la sctul de cdi minimale # si setul de tiicturi
minimale ¢ dintre nodurile s-t [ASS086]. Dacd pentru ficcare componentd ¢ este datd
informatia :

a. = Pr{componenta ¢, operationald} < A,

atunci cea mai bund limita superioard a fiabilitdtii de tip terminal este data de

R, .. = min’ 1,min 26, ' (3.8.38)

€7

iar cea mai bund limita inferioard este:

Ry - max‘ 0.1 -min 2 (1- a.)’ (3.8.39)
! Peg :

mu

coeF
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Demonstratia s¢ bazeazi pe teorema lui Ford si Fulkerson, care afirmd cé_ﬂuxul
maxim intre nodurile s si ¢ este dat de capacitatea tiieturii minime (ma\(-ﬂow“nur.l-?ut)
[MAYE72). Pentru cazul limitei superioare de fiabilitate, capacitatc.a tﬁict}lm minime
(prin capacitate infelegindu-se valoarca b, asignatd muchiei) determind o lmpachf:t:z'rc
optimi a ciilor (edge-packing) din punct de vedere al fiabilititii. La fel, pentru hn}lta
inferioard, calea minima (cea mai scurtd) determind o impachetare maxima a tdieturilor
(capacitiile asignate in acest caz muchiilor fiind valorile a)).

Determinarea setului de cii si de tiieturi minimale, precum si a fiabilitagii estimate
a unei refele, se poate face printr-o simulare Monte Carlo [LIN93]. Desigur prin aceasta
tehnici se obiine o valoare numericd a fiabilitigii, find dat parametrul distributiei pentru
fiecare componenti (valorile A pentru distributia exponentiald) si schema bloc de
fiabilitate a sistemului. Prima dati se determind setul de cii minimale prin parcurgerea
sistemului de la s la ¢ intr-o maniera alcatoare. Se genereazi o cale aleatoare trecand prin
succesorul fiecirei componente, pornind de la sursd ¢i pini cind se atinge destinagia.
Daci o componenti are mai multi succesori, atunci se alege unul dintre ci in mod aleator,
cu probabilitati egale. In situatia in care succesorul selectat face parte deja din calea
curentd, atunci inseamnd cd s-a format o bucld, se renunta la acesta si se alege in mod
aleator un alt succesor dintre cei rimagi. La un algoritm de explorare exhaustiva, deoarece
procesul alcator nu garantcazi cdi unice, ficcare cale gasitd se compara cu cele anterioare
pentru a elimina redundanta. Aplicand teorema absorbltiei, se retine calea care contine
numirul minim de componente. Pentru a asigura ca multimea de cii minimale sa fie
completd, procesul se repeta pana cand de 500 de ori nu s¢ mai giseste o cale noud
[LIN93]. Setul de cii minimale s¢ foloseste in continuare ca si criteriu de decizie asupra
nefunctionalitatii sistemului, accsta fiind considerat defect daca dupi cidereca unui numar
de componente nu a riamas nici o cale operationald. Pentru fiecare componentd se¢
genereazi aleator un timp pana la defectare, conform distributiei sale. Se face lista
timpilor de defectare in ordinea producerii §i se elimind pe rand componentele defecte
pina cind se constatd nefunctionalitatea sistemului. Dupa defectarea ficcarei componente,
cele ramase se verificd fatd de cdile minimale §i dacd se constatd ¢d sistemul nu este
functional. atunci inseamna c¢d componentele defecte formeazi o taicturd. Taicturile
minimale s¢ determind pe baza acestora folosind teorema absorbtici, ca la ciile minimale.
Pentru ficcare simulare, care trebuic si tie de ordinul sutelor pentru a se¢ obtine rezultate
acceptabile, se obtine cate un timp de defectare al sistemului, media lor fiind valoarea
medie a timpului de funcfionare (A/77F). Curba de fiabilitate a sistemului se determini
prin distribuirea timpilor de detectare ai sistemului pe clase corespunzitoare la intervale
egale de timp. Astfel se pot caleula ratele de defectare pentru ficcare interval si valoarca
de ncﬁabilim‘tc \‘;l'lmlil.lnﬁﬂ a sistemului la aceste momente fixe de timp. Valoarea distributici
f:un.mlalc a fiabilitatu sxslemglui se obtine scazand din 1 valorile de nefiabilitate cumulata.
1ar intre dou_ﬁ momente de timp considerate se poate aplica o interpolare. O rezolutie mai
bl.lnfl se obnpc nlcgqn«_i mai mgltc intervale, ceea ce presupune insd cat mai multe date
( timpi de d.clcclare ai sistemului). care se pot obiine in urma unui numir mare de rulin de
simulare (simulation runs).

. De ml..l](C on s¢ poate mhmph la sistemele mari. ca tehnicile analitice prezentate,
chiar pentru incadrarea fiabilitayii snstcmulu? inn'c anumite limite, sa devina deosebit de
complc;\c. In acest caz sgnl :.ldc‘cynl.c tehnicile de simulare (simulation techniques). cu
toate ¢d ele produc numat estimani ¢i nu rezultate exacte [BARBU92|. Este necesar un

numdr mare de ruldn pentru a reduce varianta si a obtine indicatori acceptabili
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3.9. Utilizarea tehnicii booleene pentru calculul fiabilitatii

In cele prezentate pani acum, schemele bloc de fiabilitate ale sistemelor complexe
au fost analizate pe baza formulelor de reductie de tip serie-paralel sau a formulelor de
probabilitate aplicate. asupra expresiei analitice a functiei de structuri. O metodd
alternativi, menita si simplifice calculele algebrice laborioase din domeniul probabilistic,
constd in a considera parametrii de fiabilitate ale componentelor ca fiind variabile
booleene §i a muta problema de calcul in domeniul algebrei booleene. Avantajul de seama
il reprezinta posibilitatea utilizarii puternicelor teoreme de reductie booleene (idempotenta
absorbtia etc.), care limiteazd dimensiunca problemei de calcul. Scopul urmarit este de a
putea gisi o functic booleand de variabile x, asociate componentelor, care si poatd fi
interpretatd direct (unu la unu) ca §i expresia aritmeticd a fiabilitatii sistemului, ficand
substituirile:

x, > p 3.9.1.a)
X —q,=1-p (3.9.1.b)
sumd booleand — suma algebrica (3.9.1.¢)
produs boolean — produs algebric (3.9.1.d)
Criteriul Domeniul boolean Domeniul probabilistic
1. Diagrama Kamaugh (K-map) De probabilitate (P-map)
2. Vanabile Booleene (valon discrete | Probabilistice (valori continue intre
de 1 51 0 corespunzitoare | 0 1 1 cu valon extreme
lui adevirat s fals) corespunzitoare situatiei de sigur

defect s1 sigur tunctional)
Axiomele §1  teoremele | Axiomele si teoremele teoriei

3. Formula de calcul

|
| algebrei booleene probabilitatilor
4. Operatori | SAU (1L Plus (+)
i SI() :\ﬁnus (-)
INU(C) Inmultire ()
{ | imparire ()

Tabelul 3.9.1.

O paraleld sugestiva a algebrei booleene cu cea probabilistic este dat in tabelul
3.9.1. In [KAKAS94c] se face o analizi a modului cum se reflectd ticcare din metodele
de bazi pentru calculul fiabilititii unui sistem multiterminal, prezentate la paragraful 3.7,
in domeniul boolean. Consider o diagrama Karmnaugh de 5 variabile, in care fiecare cisutd
corespunde unei stiri posibile a sistemului (figura 3.9.2). Aplicatile in 17 denotd
functionalitatea retelei de tip punte din figura 3.7.1 pentru problema conectivititii s-7.
Forma canonicd a functici booleene din diagrama reprezintd tocmai functia de structurd
descrisd de (3.7.2). Termenii acesteia, ca de altfel cisutele diagramei Karaugh,
corespund la evenimente disjuncte (4, =, = ¢ ), deci functia de fiabilitate se poate

obtine imediat, efectuind substitutiile de 1a (3.9.1):
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Ry = PPya3Pads + P19293Pads * D1P2P3Psds T PrPaPaPads ™
+ P1q:1P3Psds + 91 P29394Ps + PrP29344Ps t q,P293P4Ps +
+ P1P2GsPs Ps + P\9293Ps Ps + D1P2P3PsPs + PrPaP3PaPs ™
+ Py P3Py Ps + 41 P1P3da Ps + PLP2P3s Ps + P92 P3d4Ps

(3.9.2)

Expresia obtinuta corespunde formulei de probabilitate (3.7.1) care enumera toate
stirile de succes (dezvoltare canonica directa).

0
0

]
0

X

olofole
—

off-|

olel|ele

Figura 3.9.2.

Daca se face minimizarea functiei din diagrama Kamaugh de pe figura 3.9.2, se
obtine:

O KRR 2% SEME S S RIS SRS (3.9.3)

Sec observi ca s-a obtinut tocmai functia de stuctura sub forma booleana, termenii acesteia
reprezentand caile minimale posibile dintre s §i t. De asemenca este de remarcat faptul ¢a
nu existd altdi modalitate de¢ minimizare a functiei. ceea ce m-a condus la statuarea
urmatoarci teoreme:

Teorema 3.9.1. Daca ® este functia de structura a unui sistem coerent exprimati
sub formd booleand, atunci forma ei minimd disjunctivd este unicd §i termenii ei
corespund setului de cdi minimale.

Demonstratie. Se porneste de la forma canonicd disjunctivd a lui @, care contine
toli termenii canonici corespunzitori functionarii corecte a sistemului. Deoarece sistemul
este coerent, adicd defectarea unei componente (% ) nu poate cauza trecerea sistemului in
stare functionala, fiecdrui termen de forma Y% ii corespunde §i un termen de forma Fx in
expresia lui ® (invers nu mai este adevarata afirmatia). Daci este aga, atunci ¥'%_Yx=1,
termenii fiind comasayi. Aplicdnd succesiv aceasti proprietate pornind de la forma
canonicd, dispar toate varabilele negate si termenii ramasi corespund cailor (conform
definitici 3.8.2). Dupi climinarea termenilor redundanti, riman cei corespunzatori cailor
minimale, care este 0 muliime unicad a sistemului. De fapt acesti termeni reprezintd
implicantii primi ai functiei @ (inliturand oricare variabild dintr-un termen. inceteazi si
mai fie o cale). expresia obtinutd fiind forma disjunctiva prescurtati [HUTA83] sau
expresia caracteristicd [MUNT77]. Aceastd forma se identifici insi aici cu forma
disjunctivd minim, toti implicantii primi fiind csentiali. Pentru fiecare implicant prim de
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forma x, x,, ...x, corespunzitor unei cii minimale se poate gsi cel pufin un termen
canonic (si anume x, x, ...x

.X, care nu este acoperit decit de acest implicant,
deoarece nu existd nici 0 submultime a variabilelor x, ,x,,,...,x,, care si corespundi
unei cdi §i sa implice functia, iar implicantii primi nu contin decat variabile nenegate.

LT/ N

. . d
Analog, pentru a ajuta calculul nefiabilitatii sistemului pe baza tiieturilor minimale,
am formulat urmitoarea teorema:

Teorema 3.9.2. Daci @ reprezinti functia de structurd negati a unui sistem
coerent exprimatd sub forma booleand, atunci forma ei minima disjunctiva este unici i
termenii ei corespund setului de tdieturi minimale.

Demonstratia decurge similar cu cea a teoremei anterioare.
a
Functia de stucturd negati corespunzitoare tdieturilor minimale se obtine prin
comasarea cdsutelor care contin “0” pe diagrama Kamaugh a lui @, pana cind se ajunge
la forma minima, care este unica:

D = 5%y UK Fy X T U X (3.9.4)

Revenind la forma minima disjunctiva (3.9.3) a functiei de structurd, ea constituie
baza pentru calculul fiabilititii prin enumerarea céilor. Evenimentele corespunzitoare .4,
nu sunt reciproc exclusive, aga cum se observa din suprapunerea cuburilor pe diagrama
Karnaugh. Ca urmare, ecuatia (3.9.3) nu poate fi transpusd direct intr-o functie de
probabilitate. Inaintea acestei operatii este necesard 0 minimizare in cuburi disjuncte, asa
cum se aratd pe diagrama de minimizare din figura 3.9.3. Din motive practice substitutiile
x, &> p, au fost deja efectuate pe diagramd, astfel incit s-a obtinut o diagrami de
probabilitate (probability map, P-map). De aceea. acest procedeu de determinare a
expresiei de fiabilitate s¢ mai numeste metoda diagramei de probabilitate (P-map
method). De pe ea se poate scrie direct functia de tiabilitate:

Ry = piPy (4 P2Ps + P1P2qsPs) + Prd2P19aPs ~ 41 P2P3Pads =

(3.9.5)
=Py PaPs(qy = g ) - PP (gaqy) 2 PPy (‘l\‘],{)

Ps
P, P
olololo]ojmjlo
[olo|TTTj|of1[T]T] o
1 0 v (P Y Y Y Fm ¢
Slolololo]olm@
P, P,

Figura 3.9.3.

BUPT



]4 3 FIABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE MULTIPLE

Expresia (3.9.5) corespunde calculului de ﬁabilitat'e utilizind sume de produse
disjuncte §i termenii sdi sunt scrigi in corespondenta dlrect.é.cu fon_nula (3'7.'1,0) a
probabilititilor conditionate. Evident forma disjunctd a ﬁlﬂCtlSl nu mai este unicd, de
aceea fiabilitatea se poate exprima sub forma mai multor expresii echivalente. Scopul este
ins de a obtine o expresie cit mai’ simpld cu numar minim de termeni, [.nfoblemé de care
md voi ocupa separat in paragraful urmator. Metoda diagramei de fiabilitate este foarte
comodi de aplicat pentru calcule de mind avand avantajul clarititii, dar numai pentru
sistemele cu 7 < 6 componente, pentru care se pot intocmi diagramele de minimizare.

Pentru a utiliza principiul de incluziune-excluziune dat de formula (3.7.4) pentru
determinarea expresiei de fiabilitate, trebuic luati in considerare si clementii comuni ai
cuburilor (nedisjuncte) din diagrama de minimizare. Astfel, relatia de fiabilitate se poate
obtinc pe baza grupirii termenilor din figura 3.9.2, prin scaderea din cuburile minimale a
termenilor comuni de atitea ori de cate ori sunt acoperiti mai mult decat o singura datd,

deoarece iPr{A} = kPr{4} sinu Pr{4}:
:=1
Ry = P\Py* PrPs* P\P3Ps + P2P3Ps — (P1P1PyPs+ PiP3PyPs +
~ P\P1P3Py = PyP2P3Ps* PaP3PyPs)+ 2P\ P2 P3Py Ps =
= P\Py T PrPs t P\PsPs T PaPsPy ~ (D1 PaD3Paqs T 192 P3Py Ps t
= P\P2P3q4Ps + P41 P3Py Ps + P\P293PaPs + 3P\ P2 P3Py Ps)

(3.9.6)

Descompunerea dupa un element cheie (3.7.15) se poate aplica dacd numarul de
componente este n>6, descompunerca dupd fiecare componentd dind nagtere la cite
doua diagrame de minimizare.

Generalizare la fiabilitatea multiterminal. Performanta de indeplinire a unei
anumite functii de citre un sistem distribuit poate fi caracterizati printr-o fiabilitate de tip
multiterminal. exprimata ca probabilitatca de a fi adevarati o functie booleani, ai ciror
termeni denotd existenta unor conexiuni intre subseturi de resurse. Functia booleani
introdusd de Fratta si Montanari pentru reprezentarea conectivititii intre doud noduri se
poate scrie relativ ugor la sistemele mici pe baza topologiei. Implicantii acestei functii se
mai numesc identificatori de cale (path identifiers). In [GRNA81] metoda se extinde la
calculul fiabilitaii de tip multiterminal, utilizind operatori SI si SAU la descrierea
conexiunilor intre grupe de noduri. Dacd se lucreaza cu noduri imperfecte si pentru
acestea se pot introduce vanabile in termenii functiei. Pentru determinarea tiabilitatii
corespunzatoare conexiunilor multiterminal descrise de functia ®,, trebuic gisiti o
acoperire minimd cu implicanti disjuncti in vederea transpunerii expresiei intr-o sumai de
termeni probabilistici de forma

¢, = 2P, (3.9.7)

D, (4)=1

unde P, este probabilitatea ca evenimentul 4 sa se produci (®n(A) = 1), adica sa existe

conectivitatea intre nodurile specificate prin enunt. Odata gisita aceasti forma booleani,
expresia aritmeticd a fiabilitatii se obtine ticand substituirile (3.9.1 ).

Exemplul 3.9.3. Daci pentru refeaua punte din figura 3.7.1 se cere fiabilitatea
corespunzatoare conexiunilor multiterminal
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Cn=0C,;, SAUC;,
se obtine functia booleana

D, =, D,

unde @, = x; Ux,x3Ux,xx5 §i Dy, = X0, X X305 X, X UX,X3x,. Functia O, este
reprezentatd pe diagrama Karnaugh din figura 3.9.4. Luind acoperirile cu cuburi
disjuncte, se obtine pentru @,, forma

D, = X)L T, Xy XX, XX

din care se obtine imediat expresia simbolica a fiabilitatii de tip multiterminal cerute:

R, =p +q1p,P5+9,P21P3Ps

0
Xs
X; Xl
ojofllnjolminlt
ojof11jlofiajr )i,
<ol 1flofaflx 4
|leffal o[Wlaly]
Figura 3.9.4.

Metoda prezentatd se poate utiliza cu succes la determinarea probabilitatii de
indeplinire a unei anumite aplicatii intr-o refea, cunoscandu-se fiabilititile nodurilor
procesoare §i a legiturilor, precum si distributia programelor si datelor (paragraful 5.1).

3.10. Disjunctizarea termenilor din functia de structura

Dupi cum s-a vizut din analiza ficutd in paragraful precedent, forma cea mai
simpld a expresiei de fiabilitate, cu numir minim de termeni, se obtine prin considerarea
cuburilor disjuncte de pe diagrama de minimizare a functiei de structu.d aferente. Tehnica
booleeani devine deci comodi de utilizat, inclusiv pentru implementare pe calculator,
daci expresia booleand a acestei functii se aranjeaza astfel incat sa contind numai termeni
disjuncti inainte de conversia ei in domeniul probabilistic. Evenimentele de succes A,
asociate termenilor disjuncti, fiind reciproc exclusive, transpunerea in functia de fiabilitate
este posibila pe baza relatiei de probabilitate:

P
tom !

R=PriJA =2 Prid] 3.10.1)

=l =1

”

BUPT



8o 3 FIABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE MULTIPLE

unde m reprezinti numirul termenilor disjuncti. Rezultatul obtinut va fi o sumd de
produse disjuncte (SDP, sum of disjoint products). Dacd A, reprezintd cvepifnc?ntele
asociate cuburilor disjuncte date de comasarea O-urilor de pe diagrama de minimizare,
atunci suma de produse disjuncte corespunzitoare va da expresia functici de nefiabilitate
F = 1-R. Cu accasti precizare tot ce voi prezenta in continuare referitor la disjunctizarea
termenilor este valabil, atat in cazul in care termenii desemneazi cai, cat si in cazul in care
ei desemneazi tiieturi. in primul rind, se pune intrebarea care este conditia ca doi termeni
booleeni ai unei expresii disjunctive si fie disjuncti? Raspunsul este dat de urmdtoarea
teorema [ABRA79]:

Teorema 3.10.1. Doi termeni booleeni conjunctivi sunt disjuncti dacd §i numai
dac3 un termen contine o variabili booleani x si celilalt contine aceeasi variabild dar
negata x.

Demonstratia este imediati i se bazeazi pe faptul c¢i unul din termeni va fi inclus
in domeniul corespunzitor lui x de pe diagrama Kamaugh, iar celalalt in domeniul
corespunzitor lui ¥, cele doud domenii neavind nici un element comun.

g

Daca se compara doi termeni ai unci sume de produse booleene, atunci pe baza
teoremei precedente se poate stabili daca ei sunt disjuncti sau nu. in situatia in care ei nu
sunt disjuncti, atunci trebuie efectuatd o modificare asupra unuia din termeni. Fie T si 7
doud produse booleene nedisjuncte §i 2= {xy,x,...,x,} complementul relativ al lui 7, fata
de T, (multimea varabilelor care existi in 7;, dar nu existi in 7,). (Toate vanabilele x,
sunt scris¢ aici sub forma necomplementatd, dar aceasta nu afecteazi generalitatca
rezultatului). Poate avea loc unul din urmaitoarele cazuri:

1. Dacd £, atunci I} .+ T, = T} deoarece termenul 7; este acoperit de 7.
2. Daca #= ., atunci T se face disjunct cu 7, prin introducerea variabilelor lipsa
pe baza urmitoarei dezvoltiri care contine numai termeni reciproc exclusivi:

LTy = Tox T, ox & T x5, 1) (3.10.2)

Aceastd tehnicd este general valabili §i se poate utiliza totdeauna cand se
calculeazd fiabilitatea (nefiabilitatea) pe baza functiei booleene date de setul de cai

(taieturi) minimale. Astfel ea std la baza algoritmului lui Abraham [ABRA79]. prezentat
pe o retea de referinti in Anexa 1.

. Exgmplul 3.10.2. Pentru a ilustra procedeul, aleg functia corespunzitoare setului
de cdi minimale s- din re{eaua punte (figura 3.7.1):

T R N R TN (3.10.3)

Sﬂcclﬁqd primul termen (marcat cu sageati) si comparandu-l cu ceilalti pentru a-i face
disjuncti pe baza celor de mai sus, se obtine:

'
-

D=y X (N X)X Fy (0, 0) X, (xl-"s"'s)'v’fl(va-\';& )=

e ST LT AL PR FET RN Y Ve UL X )
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Acum tofi termenii sunt disjuncti fatd de primul. Modificind mai departe termenii din
dreapta ca si fie disjuncti fad de al doilea, rezulta:

¥
D= XX, VX XXX X X X X XK, X O X (K X,X3X,) =

= XX X XX U XXX X XXX X U X X XX, X

Repetand §i pentru termenii urmitori aceeasi proceduri, relatia devine:

1
(disjunct) = x,x, UF X, x5 XX, X X3 X, (20,8, %) UX X, %X, X =

= XX DX XX XX X X UK X XX X g XX XX Xg

Se observd ci expresia obtinutd este complet disjunctd si nu contine termeni redundanti,
deci poate fi interpretati ca o functie de probabilitate:

Ra = PPy + Q1P2Ps + PiP294Ps + Pr92P394Ps + 1P2P3Pads (3.10.4)
d
Daca se porneste de la stirile de succes ale sistemului, se poate folosi 0 metoda de
minimizare derivatid din cea a lui Quine §i McCluskey, dar care furnizeazi implicanti
primi disjuncti [KAKAS94b]. Acest algoritm, redat in Anexa 2, are avantajul de a
produce expresia de fiabilitate sub forma analitici cu numarul cel mai mic de termeni.
Fie

Cs

o=Ur (3.10.5)

1

functia booleand formatid din termenii 7, corespunzitori cdilor minimale (asociate
functionarii sistemului). (Dacd 7, corespund nefunctiondrii sistemului, adica tdicturilor
minimale, atunci functia va fi ®). Aceastd functic se poate pune simplu sub forma de
suma disjuncta daca se scrie sub forma:

&=-TULLULNLU..UT,LT... T, (3.10.6)

In schimb problema care s¢ pune in continuare este de a pune sub formi disjuncta i
ficcare termen continut intr-un termen de forma 7 = 7,7;7,...7,_, al noii functii. Intrucat

acest termen corespunde situatiei ca cdile 7, (=1,2,....;--1) si fie defecte cu conditia ca T
sa fie bun, ¢l se poate exprima ca:

T' = T(NT, - T_)) vagisbitele din 121 =

- (3.10.7)

=T(LULU..UT )., =T OP(S)
unde am notat S, = (7; U7, U...UT, ;) .,, adica reuniunea termenilor precedenti lui 7' in
care variabilele care apar in 7, s-au inlocuit astfel incat 7,=1 (practic ¢i se vor gterge din
acegti predecesori). S-a introdus un operator OP care produce din S, o sumi de termeni
disjuncti. Astfel de operatori de disjunctizare sunt operatorul exclusiv (E-operator,
exclusive operator), operatorul de combinare (CMB, combine operator), complementul
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relativ (relative complement) §.a., o listd completa a lor fiind datd in [SOH93]. in final,
expresia functiei cu termeni disjuncti va fi data de:

d(disjunct) = T[T, OP (S,)] (3.10.8)

Exemplul 3.10.3. Reiau functia (3.10.3) din exemplul precedent pentru a explica
utilizarea operatorului E. De fapt E(S) fumizeazi pe S, (unde S, este o subfunctic
disjuncta) sub forma de suma logica de termeni disjuncti:

Sy = (X)X )z em1 = A1 Xy

E(x,xy)= X 0x ¥

8y = (XX XXy ) g x 1 = Xg X

E(xy Ux,)=X,X,

Sy = (XX OXpXg XXy g T X DX X = XX

E(x,Uxg) = X, X4
Conform relatiei (3.10.8), rezulta:
Ddisjunct) = xyxy XX (X)X Xy ) U XXX (X ) U XXX, (X4 X))
Rezulta imediat functia de fiabilitate, echivalenti cu (3.10.4):

Ry = prpy = paps(4y + Pigy) + PrP3Ps929s + P2P3Psd1ds (3.10.9)
3
O alta posibilitate de calcul a lui 7° cu termeni disjuncti este oferiti de scrierea sa
sub forma:

T =(..(LINTy). 0T, =

=(..(T, OPT,)OPT,) OP...) OP T, , (3.10.105
unde OP estc un operator adccvat care produce pe T,T, sub formi de termeni disjuncti
(de exemplu operatorul $ utilizat in [VEER91]). Luind T'=T,, relaia de mai sus
fumizeaza termeni disjuncti corespunzitori lui 7', astfel incat functia initiala sub forma
unei sume de produse disjuncte va fi dati de:

M(disjunct) = 7, J T (3.10.11)

=2

Exemplul 3.10.4. .Voi folosi pentru disjunctizarea funciiei (3.10.3) un operator de
negare NEG T,, care furnizeazi pe T, (unde T, este o conjunctie de variabile) sub forma
de suma booleana de termeni disjuncti:
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T! = x,x,

T? =T, NEG T, = x,%, (%, Ux,X,)

T? = (T, NEG T,) NEG T, = x,X, %%, X, % (& WX, Te) = %0, (%, %, )

T“ =((T, NEGT,) NEG T, ) NEG T, = x, x,x, (X, \Jxlf4)(f: Xy X (X WX X UX XX ) =

=x,%yx, (%, %)
Conform (3.10.11) se obtine:
Q(disjunct) = x;x, U x,x5(F) XXy ) Ux 005 (B X, ) Ux,xx, (X X)

care permite transpunerea directd in functia de fiabilitate, care este aceeasi cu (3.10.9).

o

Torrey a propus un algoritm de disjunctizare si de calcul a fiabilitatii de tip

terminal pornind de la setul de cidi (sau tdieturi) minimale, bazat pe generarea selectiva a

stirilor relevante prin alegerea §i retezirca ramurilor unui arbore binar (pruned tree

approach) [TORRS83]. Pentru schema bloc de fiabilitate alternantd (figura 3.10.1),

preluati ca referinti din MIL-HDBK-217 [MIL86], functia corespunzitoare setului de cai
este:

D = X)X, XX, UX XXX (3.10.12)
/ ’. ::l N
/ e AN
s —
s

Figura 3.10.1.

Disjunctizarea se bazeazi pe construirea unui arbore (figura 3.10.2). alegdnd pentru
fiecare nivel cite un element de ramificatie (branching clement), care primegte valoarea 0
pentru ramura din stinga, respectiv 1 pentru ramura din dreapta. In mod normal arborele
ar trebui sd duci la generarea celor 27 stari posibile, ceea ce ar cere un consum de timp
inacceptabil de mare. Se observi insi cd constructia arborelui nu mai trebuie continuati
daci se iveste una din urmitoarele situatii:

1. A ramas o singura cale (aici © = x,x).
2. S-a gasit o cale disjuncta (O = 1).
3. Nu a mai ramas nici o cale (O = 0).
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WDE [

Figura 3.10.2.

Aceasti retezire a ramurilor care genereazi stiri nerelevante duce la reducerea
considerabild a efortului de calcul. De pe arbore rezultd imediat functia cu termeni
disjuncti care contine toate starile favorabile:

D(diSJunct) = X, T X X (U X 0 X0 X X X Xy WX X g X5 X, X, (3.10.13)

Pentru alegerea clementului de ramificatie intr-un anumit nivel, se pot adopta diverse
reguli de selectie:

1. Primul element al celei mai scurte cii.

2. Elementul care apare in cele mai multe ¢di.

3. Flementul care apare de cele mai multe ot in ciile cele mai scurte.

Se efectueazi pentru fiecare element produsul dintre lungimea celei mai scurte
¢cai care contine acel element §i unu plus numarul de cai in care nu apare acel
element, iar apoi se alege elementul pentru care a iesit valoarea minima.

=

Regula 1, cea mai simpla si care giseste/climind devreme cdile lungi, duce la un timp de
calcul minim, in schimb 3 si 4 necesita cele mai putine iteratii.

Simplificari in determinarea expresiei de fiabilitate. In vederca reducerii
numarului de termeni generati in suma de produse disjuncte §i implicit a timpului de
calcul, s-au ciutat diferite criterii de ordonare a cailor/tiicturilor minimale. Tratarea lor
intr-o ordine aleatoare in vederea disjunctizirii nu poate garanta o expresie cit mai simpli
pentru functia de fiabilitate. Aceste tehnici de preprocesare (preprocessing techniques),
care se aplicd setului de cdi'tdieturi minimale inainte de a trece la modificarea termenilor
astfel incat sd devind disjuncti doi cite doi, pot fi in principiu urmatoarele [RAI78]
[ABRA79]J[LOCKS87][WILS90):

e Ordonarea dupd distanta Hamming (Hammmg distance ordcnng) Se alege in mod
arbitrar o caletaicturd ca referin(d, iar celelalte se sorteazi in functie de cresterea
distantei Hamming fatd de aceasta. In acest caz termenul urmitor din listi va fi
acela care are cele mai multe variabile comune cu termenul de referinti, iar ultimul
termen din listd (cel mai depdrtat) va avea cele mai putine varabile comune.
Termenii care au aceeasi distantd Hamming pot fi luati in orice ordine intre ei.
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e Ordonarea lexicografici (lexicographic ordering), care consti in aranjarea
termenilor corespunzitori ciilor/tdieturilor in ordinea crescitoare a indicilor
variabilelor asociate componentelor.

e Ordonarea dupd cardinalitate (cardinality ordering). Se porneste de la termenul
corespunzitor ciii/tiieturii cu cele mai putine componente si se eontinud in ordinea
crescitoare a numdrului de varabile din fiecare termen. In caz de egalitate a
dimensiunilor, termenii respectivi pot fi aranjati in orice secventa.

Soh si Rai au analizat efectul acestor criterii aplicate la 19 retele de referintd,
generand fiabilitatea de tip terminal pornind de la ciile minimale si nefiabilitatea pornind
de la taieturile minimale [SOH93]. S-a constatat ci preprocesarea dupa distanta Hamming
si lexicograficd nu aduc avantaje la retele mari, adici nu reduc numarul de termeni
disjuncti §i timpul CPU comparativ cu cele date de o ordonare aleatoare a termenilor.
Ideca de baza a acestor metode este de a tine cont de variabilele comune din cai taieturi,
dar intruct la un numdr mare de componente si permutirile variabilelor asociate este
mare, acest avantaj dispare dupd primele faze de calcul. In schimb ordonarca dupa
cresterea cardinalititii reduce considerabil numarul de cai/tiieturi disjuncte si timpul CPU,
fiind net superioard celorlalte metode. Acest lucru se explicd prin faptul ci in fazele
incipiente de calcul se iau in considerare termenii cu cele mai putine variabile, care
acoperd un numdr mare de stiri de succes §i in consecintd numairul de cuburi disjuncte
formate fata de acestea va fi mic.

Ordonarea pe baza cardinalititii a ciilor minimale prezinta si avantajul ca termenul
disjunct pentru cea mai lungd cale P, cu N-1 muchii (care trece prin toate nodurile) se
obtine simplu prin intersectarea termenului P, cu complementul restului de variabile,
aceastd observatie fiind exploatata de algoritmul SYREIL [HARI87]. Acest algoritm este
destinat pentru calculul expresiei simbolice a probabilititii de comunicatie (s.?) intr-un graf
(orientat sau neorientat), pornind de la setul de cai dintre cele doud noduni. Procedeul de
calcul evitd necesitatea disjunctizirii la fiecare iteratie, operatia cea mai mare
consumatoare de timp, prin utilizarea de probabilitati conditionate:

R = Pr(A, )+ Pr( A, ) Pr(Ay oy )= Pr(A ) Pr( Ay ~ Ay, odL) (310014)

unde A, reprezintd evenimentul “calea P, cste operationala™. In aceastd relatie trebuic
calculati doud feluri de termeni. Primul. bazat pe independenta defectini muchiilor. este
evident: '

Pr(4) = [1p. (3.10.1%)

unde p. reprezintd fiabilitatea muchici e. Al doilea fel de termen este
Pr( Ay ... A, y14,), care se poate scrie:

Pr(A, wood A)=Pr(A, ody,) (3.10.16)

unde A, constituic evenimentul “calea P, neoperationald. cu conditia ¢ P, este

operationald “. Evenimentul contrar -, , care desemneaza “calea P operationald. cu
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condifia ci P, este de asemenca operafionali”, corespunde insd tocmai mul{imii
elementelor care sunt in P, dar nu sunt in 7, :

Py=P \B=le,ie, P sie eR) (3.10.17)

operatorul ( ) fiind numit operator exclusiv. Dar se observi ci o parte din P, se absorb,
si anume aceia pentru care Py este o submultime a lui Py (unde P NPy = Py,
k/=1,2,...,i-1) si rimine un set minim Af, de multimi conditionate corespunzitoare
situatiei cand P, este operationala.

Exemplul 3.10.5. Fie ciile urmitoare, ordonate dupa lungime:

Py= {xy, x3, x<}
Py = {x;, x5, X6}
P1 = {.\'1, X4, .\'6}
Py = {xy, x3, X4, X}

Pentru cazul ciand P, este operationala se obtine:

Pr(Ayy N Ayy N Ayy) = Pr(R; nxyxg NFy ) = Pr{ Ry O(F, UF)NE, ) =

= Pr(%5 ;)

Cu alte cuvinte, din seturile Pyy = {xs}, Pys = {x3, x5} §i Pye = {x;}, al doilea a fost
absorbit §i a rezultat M= {Py,4, Pya}.

0

Observatia precedenta legata de absorbtia unor termeni reduce substantial numirul
de termeni care trebuie examinati la fiecare iteratie. Rezulta deci ca:

Pﬂ;ﬂf? ]:Pﬁ ﬂ%,,} (3.10.18)

In continuare. pentru cvaluarca acestei probabilitati existi doud cazuri posibile:

a) Toate evenimentele ,—7_., sunt independente, adicd multimile asociate nu congin
clemente comune luate doud cate doua (P, .+, = O). In acest caz conform (3.5.8) se
poate scrie simplu:

ﬂ«?,. [Tercdy = TT (1-Prcay) (3.10.19)

\EyeM Fye Py EM,

b) Existd elemente comune printre multimile corespunzitoare evenimentelor -t

In acest caz se separd si se extrag multimile independente din A, ceea ce duce Ia
partitionarea acesteia intr-o multime ’
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(M) = {ij: pentru toate P % P,,, eM, Pn “Pn = @}
de seturi conditionale independente si o multime
D@ = M, - IAM)

care confine restul de seturi conditionale din Af,. Ca urmare si in formula de calcul se vor
putea izola i calcula probabilititile corespunzitoare seturilor independente:

3
Prl (]4/, i:PrL N | TT (1-Pray)) (3.10.20)

JEM, ) PyeD(M,) /2, 1(M,)

A mai rdmas de calculat primul factor al relatiei (3.10.20), ceea ce se poate face
descompundnd cu teorema lui Bayes (data de (3.5.12)) dupa fiecare element comun, sau
pe baza taieturilor asociate multimilor Af,. Aplicand acest ultim procedeu, se obtine:

( Yoo
P ﬂ/‘i.,,Jz Pl Ué,} (3.10.21)
N

\ Ay D(M,)

unde C, reprezintd o tdieturd a lui D(M,), adicd multimea de elemente care, cizute toate,
duc la intreruperea tuturor seturilor conditionale Py din D(Af,). Pentru a putea calcula
probabilitatea reuniunii, fiecare tietura C; trebuie facutd disjunctd cu celelalte, §i anume
se inlocuiegte cu:

{e,.C;}. {e,.e,.Ci} ., {el.el,...,E,.l.(Tz}

unde e reprezintd muchiile care exista in C, dar nu existd in C.. Algoritmul SYREIL mai
face o simplificare pentru determinarea expresiei de fiabilitate, pe baza unei observatii
enuntate mai inainte: daci calea P, are lungimea maxima NM-1, N fiind numirul de noduri,
atunci probabilitatea Pr(‘qlf\.,.fﬁ,_lifl_.) este egald cu produsul nefiabilitatilor tuturor
elementelor care nu apar in P. in concluzie, termenii disjuncti se deduc dupd trei
proceduri separate, dupd urmitoarele categorii: (1) seturile conditionale minime nu au
clemente comune, (2) existd elemente comune printre aceste seturi §i (3) lungimea cdii
este V-1. Cu aceste simplificir, complexitatea algoritmului SYREL este O(°) in functie
de numairul de cidi m, dar exponentiala in functie de numarul de noduri V.

Buzacott a propus simplificarca formulei de fiabilitate (s,1) §i globala, atit pentru
grafuri neorientate cat si orientate G=(}E), prin ordonarea partiald a taieturilor minimale
in functie de multimea de noduri separati [BUZA83]. Aceastd ordonare partiald nu este
ins3 aplicabila si in cazul cdilor. Notand cu J multimea de noduri separate de tdietura i
astfel incat nodul sursd s=J7, relatia de ordine se defineste astfel: daca Jic}’, atunci
taieturile se afla in relatia /<j. Calculul fiabilitatii se face pe baza nefiabilititii, data de:

F = Pr(C, wCyn. i Cpy) = PI(C,y) + PR(C, ~Cy ).

_ _ (3.10.22)
+ Pr(C1 r'\.Czﬂ..x“Cm_l ~C,)
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unde C, reprezintd evenimentul corespunzitor tuturor muchiilor defecte din tdietura 7.
Daci se noteazi cu J multimea tuturor tiieturilor cu k<j astfel incat pentru orice keJ,
J°.c ¥, atunci termenii care nu fac parte din J/ se pot climina, si anume:

-t
NC ~c,=\C, ~C, (3.10.23)
=1

keJ

Astfel problema s-a redus la cdutarea deconectivititii in subgraful G, corespunzitor
nodurilor din . Este posibild simpliticarca in continuare, prin inlocuirca termenului C,
corespunzitor taieturii & a grafului G, cu termenul C,, corespunzitor tiieturii din G, care
separd aceeasi submultime de noduri ca §i k. Practic se elimind din tiietura k arcele care
nu fac parte din subgraful G.:

NC.~c.=[)C,-C, (3.10.24)

reJ celt

Avantajul acestei relatii consta in faptul ca astfel oricare C;, va fi independent (nu
contine element comun) cu C,. Ca urmare, probabilitatea corespunzitoare se va putea
scrie:

;o \ [
Pr (1C,~C, =Pt G,

\ 3\
-»{ne,|
!\}e_[ 7) \kej 9

Pr(C.)= P*(G,) - Pr(C)) (3.10.25)

unde P(G;) = Pr{s conectat la toate nodurile din G }. Astfel calculul fiabilitiii in G se
reduce la determinarea conectivitatilor in subgrafurile G, si este data de:

R=1-F =1-2P"(G,) P(C,) (3.10.26)

=1

Revin acum la cazul cand fiabilitatea de tip terminal se exprimi pornind de la
functia de structurd ® data de suma booleani a termenilor corespunztori ciilor minimale.
Problema disjunctizirii termenilor este ingreunatd daca numirul de variabile este mare, de
aceca am propus efectuarca unei substitutii in functia de cale &, bazati pe identificarea de
cdi de bazd i cdi alternative in G intre nodul sursi si cel destinatic [KAKAS95a].
Grupand termenii functiei in jurul cailor de bazi se poate reduce numirul de termeni prin

scoaterea de factor comun §i in urma substitutiei se reduce numirul de varabile. Voi
ilustra pe un exemplu.

Exemplul 3.10.6. Pentru refeaua N¢ din figura 3.10.3 funcgia de cale
corespunzitoare perechii de noduri (v, - v,) este:

D = Xy¥e ! Xa¥T L NINIYG NI XX L XX XX (3.10.27)

Se observa cd {x,. x;, Xs} este o cale alternativi pentru calea de bazi {x;
,

. X}, iar {x;, x;.
Xs, X7} este 0 alternativa pentru {x,, x< x- } tn

}. Grupand termenii corespunzatori, se obtine:
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% (S)A X4 Vs

NS\

v, 2y % v )
Figura 3.10.3.
D = (3 X L xxr U (X0 L XX XXy L XaNsYe (3.10.28)

fn urma substitutiei y = x;1_ x,x; se obtine o functie de numai 5 variabile in loc de 7 si de
4 termeni in loc de 6:

D = pxgiU XgX7 'L YXsX7 U Xg¥sXs (3.10.29)

Determinarea Pr(® = 1) devine o problema mai simpla pentru @ scrisd sub forma
(3.10.29), decat pentru & scrisa sub forma (3.10.27). Daci se noteazi in ordine cu 7, 75,
T, T, termenii functiei (3.10.29), regulile de calcul probabilistic dau:

Ry = Pu(T)+ PN+ PO LTy + P LT T) =
= Pr(yxg)+ Pr(yxgx, X, ) + Pr(ZX, pxsx, ) + PH(Pei,x,x5%) = (3.10.30)
=pyps+ (1= p,PeIPyP7+ 46PaPyPsPr1+q,97P4 PsPs

Singura problema a mai ramas calcularea lui p,, functia de substitutic fiind insd
simpla, disjunctizarea ei este imediata:

=Pr(v=1)=Pr(x; wxx,) = Pr(x; oxx.X;) =
p,=Prv=1 o 2) = Prin o mxey (3.10.31)
= Pr(xj) + Pr(x,xlx;) = P3+ P P9 )

fnlocuind (3.10.31) in (3.10.30) se obtine ugor expresia finala-a fiabilitatii de tip
terminal:

Ry =(p3+ P1P293)Ps + Papr - (D3 + P1P293) Py PPy +(P3 +

(3.10.32)
+ P1P193)94Ps96P1 + Py PsPed7 — (P3 + P1P293) Py PsPsdr

O

Calculul fiabilititii pe baza sumei disjuncte (3.10.6) impune la pasul 7, asa cum am

aratat, calculul unui termen de forma 7; w7 ... T, in care se climind variabilele

continute in 7,. (Se constatd aici o justificare a necesitatii de a ordona termenii dupd

cregterca cardinalititii, in speranta de obtinere a unor expresii 7y .o T, cat mai

simple, cu cit mai putine variabile). Dupd eliminarea varabilelor in aceastd sumi

booleand pot rimane §i termeni redundanti, care dispar pe baza absorbtici sau

idempotentei. Pentru eliminarea timpurie a acestora am pus la punct o metoda sistematica,
pe care o prezint sub forma unui exemplu.
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Figura 3.10.4.

Exemplul 3.10.7. Se consideri reteaua din figura 3.10.4 in care se cere fiabilitatea
comunicatici (s,7). Termenii 7, corespunzitori ciilor minimale sunt trecuti in tabelul
3.10.5 in ordinea crescitoare a numdrului de variabile. Pentru fiecare astfel de termen se
formeazi o multime de noi termeni J, obtinuti din cei precedenti cu eliminarea variabilelor
continute in 7, si excluderea acelor termeni 7, € J pentru care existd 7, € J astfel incat
{T,}c{T:}, =k, unde {T,} exprimd multimea variabilelor din termenul 7,. Termenii 7, si
T, ramasi in tabelul 3.10.5 permit exprimarea ugoard a expresiei analitice de fiabilitate, i
anume:

fﬁ }=§7:Pr{ﬂir‘}=

I=1 kes

7

:Pr(x Xg)+ Pr(x,v XXX 7)+ Pr(x, mx x, xpxgxg) +
2% 6 XX 2 XXy MX XX

+ Pr(¥ ~ X, \". WX,NeX,) + Pr(X, X, X Ty xgxg) +

: Pr(\4 X X, T XX, )+ Pr(Rg X X Xy egxxg ) =

O (l - pzm)mpm F( = P X1 pypa)pipyps +

(- p )X pp ) papep-+ (1= py )1 paX1= py)ppypepe + (3.10.33)

(1= pX1= pgX1- PP pypsps + (1~ pe)1- Pl)(l‘ Ps)P1 P3Py P-

Ceca ce mai este foarte important de remarcat, ¢a in cadrul fiecirui termen factorii
produsului logic au variabile diferite, deci corespund la evenimente independente si pentru
calculul probabilitatii corespunzitoare se poate aplica direct formula (3.5.8).

0 R S N

1 ; X\ i -

2 vy ! aox

3 i V1V i X2y XXy

4 i XXt t Xgy NNy N X¥e—

S | X1X4XsVs | X2, X7, Xy, X%

6 XXy | XXem, Xy, Ne. Xp. AN

7 i XpX3NeXs ; X6 X1, X1Xe—, Xs, XXX -, X Nsky—

Tabelul 3.10.5.

O altd posibilitate de simplificare a calculului de fiabilitate se obtinc prin
descompunerea functiei de structurd @ in subfunctii disjuncte mai putin complexe §i cu
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&
~1

un numir mai mic de variabile. Metoda este utild daca numarul de componente este mare,
iar noile functii rezultate s¢ pot trata comod pentru disjunctizare pe cite o diagrama
Kamaugh, in ideea ci descompunerea se face astfel incat aceste functii si aibd cel mult 6
variabile. Descompunerea functiei ® dupa anumite variabile poate urma doui moduri de
abordare:

¢ Descompunerea dupi strategia exhaustivd (exhaustive policy), care se face pentru
toate cele 2° combinatii posibile al varabilelor selectate x,, x;, ..., x; . Relatia de
descompunere este:

G=xxy..0,DP, WX xy L x,D, gk X, XD
=1 5=l

- 0 (3.10.34)

Jen

&o
1}

x,=1 kNS

= XXy XD E X X Dy UE Xy X D

De fapt metoda restringe tratarea functiei originale pe subdomenii, conform
diagramei din figura 3.10.6.a (unde s-a luat k=3).

e Descompunerea dupd strategia conservativd (conservative policy) se bazeazi pe
injumdtitirea succesivd a domeniului functiei (figura 3.10.6.b). Dezvoltarea va
conduce in acest caz la numai k+1 functii partiale, dar acestea nu vor mai fi
echilibrate ca i complexitate (O, este mai complexd decat ©,, aceasta decat O,,

s.a.m.d.):
O=x;® .y UX XD, gk X T, XD, g =
0=l x;=0
=0 (3.10.35)
= 5,0, X x, Dy Ty Ty Dy
. |
438 ‘ ¢>5 i @5 . ¢-7 i ¢4 @ ¢)
‘ =2 1
< fas) ( ) 1 Xy
— =
a) exhaustiva b) conservativd

Figura 3.10.6.

Este clar si din figura 3.10.6 ca termenii dezvoltdrii vor fi disjunci, deci problema
se reduce la disjunctizarea noilor functii &,. Acestea permit o tratare mai ugoara. deoarcce
contin un numir mai mic de variabile. Pentru a obtine expresii cat mai simple pentru
functile @, este de dorit ca variabilele dupd care se face descompunerea, §i care vor 1i
climinate, sa fie cele care apar in cei mai multi termeni din functia de structura @. Intrucat
pentru fiabilitatea de tip terminal aceasta se exprimi pe baza cailor taieturilor minimale, se
pot alege pentru descompunere variabilele corespunzitoare muchiilor incidente la nodul
sursi gi/sau destinatie, care apar de reguld in cele mai multe cditiieturi. Strategia
conservativa are avantajul de a produce mai putine functii partiale, dar care diferd ca i
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complexitate, pe cand la strategia exhaustiva toate functiile sunt echilibrate, dar numarul
lor este mai mare.

Exemplul 3.10.8. Voi prezenta calculul fiabilitatii prin factorizarea disjunctd a
functiei ® dati de (3.10.27), dupi o strategie exhaustivi pentru refeaua din figura 3.10.3.
Alegind pentru descompunere variabilele asociate nodului destinatie, se obtine:

D= xgx, D, xex, D, o Uxex, P, o WxeX, D, o (3.10.36)

x,=1 X=1 x,=0 x4=0

Ultimul termen fiind evident zero (xs=0 si x,=0 intrerup orice cale) si aplicind teorema
absorbtiei, rezulta:

(D—,,(' \',(r TX, X \‘,)\l\’ X (t XX LUX X, X )\ )
6 3 4 12 6T\ M4 375 TS
(3.10.37)

XX (XX X, Xy X)

Cei trei termeni ai functiei (3.10.37) fiind reciproc exclusivi, problema se reduce la
disjunctizarca urmatoarelor trei functii simple:

D) = X5y XX, = XN UXGE XX, (3.10.38.a)

D, = X UGN X N X = X, UX XX UK, XXX, X (3.10.38.b)

Dy = XN X XX = XU XXX, XX X X LN X X, X, s (3.10.38.¢)
Pe baza relatitlor (3.10.37) 51 (3.10.38) rezultid imediat functia de fiabilitate ciutati:

R = papr(Dat qspa~ Pp:q3da) + qsp-(Daprgaps*Pipaqagaps) +
= Ped=(DyTPIP1G> TG ADaPsTPIG 2G5 D) (3.10.39)

Aceastd expresic simbolicd a fiabilitatii este desigur echivalentd cu (3.10.32),
ambele tiind obtinute pe baza setului de cdi minimale. dar dupa procedee diterite.
i
. (nAanumjtc situatii particulare obtinerea functiei de fiabilitate este ugurata de
proprictitile pe care le posedd graful asociat refelei. Astfel, pentru fiabilitatca globala
(sursd la toate terminalele) SAT (source-to-all terminal) intr-o refea orientatd este
adeviratd urmdtoarea teorema [HIGA94]:

.'I‘errema‘ 3.1.0.9. Conditia necesard si suficientd ca si existe un arbore de
acoperire in graful orientat (7 = (I'F) referitor la SAT, este ca si existe cel putin cite un
arc incident catre fiecare nod din 1™ {5}, unde s reprezinti nodul sursi.

Demonstragie. Presupunand ca existd un arbore de acoperire al lui G, va exista
cite o cale de la s la toate celelalte noduri, deci trebuie si existe cate un arc inc,idcnt ﬁlrc
fiecare nod. Invers, presupunind cd existd cate un arc incident citre fiecare nod difcri; de
s. pornind de la nodul sursd se poate construi din aproape in aproape un arbore orientat
care si cuprindi toate nodurile grafului.

G
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Bazat pe aceastd teoremd, functia booleand de structurd pentru calculul fiabilitagii
SAT se poate exprima usor sub forma de produse de factori, astfel incat fiecare factor
corespunde unui nod v=s al grafului:

o= 1 U=~ (3.10.40)

velV-{st g €E,(v)

Cu E(v) am notat multimea arcelor incidente catre nodul v. Fiecare factor al acestei
functii corespunde la evenimente independente, transpunerea in relatie de probabilititi
necesitd deci numai disjunctizarea termenilor din fiecare factor, ceea ce decurge simplu
datoritd numarului redus de variabile (cele mai multe variabile sunt continute in factorul
corespunzitor nodului cu gradul de incidentd maxim).

Exemplul 3.10.10. Reteaua orientatd de tip punte din figura 3.10.7.a satisface
conditia cerutd de teorema 3.10.9. Functia de structura care exprimd conditia ca si existe
un arc valid cétre fiecare nod diferit de cel sursa, este:

O(G) = x1(xpx3)(xqixs) (3.10.41)

Pentru ca expresia si fie transpusd in R(G), trebuie disjunctizati termenii din paranteze:

D(disjunct) = x, (x, UX,x;)x, UX,x5) (3.10.42)
ceea ce duce la:
R(G) = pu(p2+q:p3)(Pa+q4ps) (3:10.43)
w® s
2;1// f\i //%\'\\ ?:‘
s ./ €3 .Y et €3y \,.
‘\_ /” A ;//
Q] s /', @ g
I &s \.// ey
v, @
Q)G b) G¥e,
Figura 3.10.7.

Pentru obtincrea functici de structurd corespunzitoare fiabilitati SAT sub forma
(3.10.40), Higashiyama et al. au propus doud metode bazate pe descompunerea grafului
[HIGA94]. Metoda formulei factorizate (factored formula method, F method) se bazeaza
pe aplicarea formulei pivotale de factorizare prin unificarea nodurilor intr-o ordine
topologica. Nodurile se numeroteaza astfel incat daci un arc merge de la v la v, atunci /<
(figura 3.10.7.a). Tehnica de reductie se aplici pand cind ramine un singur nod. numit
super nod sursd. Pentru cazul din exemplul 3.10.10, factorizarea dupa ¢, di:
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D(G) = 5, D(G*er ) 5, D(G-ey) (3.10.44)

unde cu G*e, am notat graful obtinut din G prin contractarea muchiei e, (figura 3.10.7.b),
iar cu G-e, graful obtinut prin stergerea lui e,. S observi insa ca al doilea termen din
(3.10.44) este zero, deoarece in G-e, nu existd arc incident catre v. Urmeazd mai
departe:

D(G*ey) = (xym3) D(GH(en,ezllen))(x, L x;) DG (eyesles)) (3.10.45)

Se obsecrvia cd datoriti ordinii de numerotare se obtine o reducere a numdrului de
termeni, in ficcare dezvoltare al doilea termen fiind nul. Ordonarca nodurilor este posibild
insd numai dacd graful este lipsit de cicluri. Pentru un grat (G cu cicluri, acesta se
inlocuiegte cu un graf condensat G* (aciclic) astfel incat ficcare componenta tare conexd a
lui G se inlocuieste cu cate un singur nod. Metoda termenului singular de produse (single
product term method, S method) se bazeazi pe descompunerea grafului (ciclic) in grafuri
sectiune (vertex-section graphs) G,, astfel incat ficcare si contina cate o componenta tare
conexd a lui G. Astfel pentru O(G) rezultd o formuli sub forma de produs boolean:

v

™G = [N™G,) (3.10.46)
k=1

unde |I™; reprezinti numirul de noduri ale grafului condensat G*. Factorii O(G,) se
calculeazi mai departe aplicind metoda formulei factorizate pentru ficcare graf G..

In continuare, ca o contributie personald, voi prezenta o simplificare a determinini
expresiei de fiabilitate bazata pe decompozitia functiei boolene, metoda adaptatd de la
sinteza circuitelor logice combinationale. Ideea de bazi o constituie faptul ca o dezvoltare
exhaustivi a funciiei de structurd ¢ dupd formula (3.10.34) <reeazi 2° functii partiale noi,
este adevirat mai simple. care trebuie disjunctizate. Ar fi de dorit insa ca descompuncrea
sd creeze cdt miai putine funcii noi. de preferinta una singurd. Acest lucru se poate obtine
prin decompozitia disjunctd a functiel de structurd dupd un numar de variabile libere {x;.
o X}, adicd:

Dy x) T AN v AN, s )] (3.10.47)

Schematic  decompozitia disjunctd (care partifioncaza setul de variabile in
submultimi disjuncte) este ilustrata in figura 3.10.8, pe care se observd ci in loc de
tratarea unci funcii cu » variabile este necesard tratarea unei functii cu k+1 variabile si a
unei subfunctii f; cu n—k variabile. Problemele care se pun sunt ins3 urmitoarele:

(I) daca functia ® este decompozabila

() daca da, atunci functia P datd de (3.10.47) s3 fic scrisi explicit sub forma
unei sume booleene de termeni disjunci (in sensul de a corespunde la
evenimente mutual exclusive). pentru a se putca. transpune in relatic de
probabilitate )
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Pentru a raspunde la prima intrebare, trebuie intocmite tabelele de decompozitie
(in numidr de 2""'-1), pe care s¢ incearcd identificarea de variabile libere §i se cautd
verificarea conditiei de decompozabilitate. Tabelele de decompoztie sunt diagrame
Kamaugh incadrate conform tuturor distributiilor posibile in douad submultimi disjuncte a
variabilelor functiei. Functia ®(x,, ..., x,) admite o decompoztic simpld disjunctd de
forma (3.10.47) daci si numai. dacd frecventa coloanelor in tabela de decompozitie {{x;,
vy X}y {Xer1y o0y Xa}} este v< 2 [SZIT90]. In acest caz {xy, ..., x¢} devin variabile libere,
iar subfunctia f; se va asocia unuia din randurile tabelei de decompozitie. (Intrucat prin
rotirea cu 90° coloanele se interschimbi cu liniile, conditia de mai inainte trebuie verificatd
si pentru linii). Daca functia este decompozabila, atunci insisi metoda decompozitici duce
la o forma disjunctiva cu termeni disjuncti, in concordanti cu problema (II), asa cum se
va vedea pe exemplul care urmeaza. Deci ramane de disjunctizat doar functia /; cu numar
redus de variabile, ceea ce se face prin oricare din metodele de la inceputul acestui
paragraf.

Figura 3.10.8.

Exemplul 3.10.12. Functia de structurd corespunzitoare cdilor minimale (s.f)
pentru reteaua din figura 3.10.9 este:

D = xx) XXy Xy (3.10.48)

Tabelele de decompozitic pentru aceastd functie sunt date in figura 3.10.10. Sc
observi cid conditia de a avea numai doud tipuri de coloane este satisfacutd pentru cazunle
d) si g), insemnate cu *. Voi ilustra decompozitia numai pentru cazul g), in care
variabilele libere sunt x| si x;. Subfunctia 4 s¢ poate exprima din randul lui x,¥,. cel mai
usor sub forma negata

fi= 5%
adica
Ah=xioxn
care sub forma disjuncta se scrie simplu conform (3: 10.2) ca:

fi= x5 (3.10.49)
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Exprimind acum & dupa randurile tabelei 3.10.10.g, se obtine decompozitia acesteia:

D= 5,5, (0)wFx, ()wxx,(l) XX fy = (3.10.50)

= x, X ¥ (X, UX,x5)

Aceasti expresie contine numai termeni disjuncti si se poate transpune direct intr-o relatie
de probabilitate, obtinindu-se fiabilitatea comunicatiei (s, ?):

Ry = pa + ;qs(02+q.03) (3.10.51)
0
u
X3
/
X
s @ t
X4
Figura 3.10.9.
X2 Kl
¥a X,

X4 X4 _1(4__ _X4
ol1[1{o]o1]1 oj1{tjofr|1]1]o0
slofalrrafa|1]1]1] =|[orn]1fof1]1]1]1

a) b)
%, ¥
X: x_2

R R R %3
oj1]1io]1|1]1 o:ofjojofr|1]1
wilofrjriofr|a{tfr] =flaiaf{tfefe]a]1]1

c) d *
A3 &y X,

X4 X4 Xy
0/0]1]0 0j1j1/0 0/0(0]|0
5|[0]0]1]0 o [0 1] 1]0 SIRANE
B | EUFU U EY e i | FU FU U B B I | FU U FR B
0 1]1]1 oLt M [olnl11

el f) g)*

Figura 3.10.10.
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Uneori decompozitia este posibild numai prin adiugarea sau eliminarea de termeni
minimali. Facand apoi corectia cuvenita asupra functiei modificate &y, se poate ajunge
usor la o formi care sd permitd transpunerea in relatie de probabilitate. Astfel, pentru
cazul din figura 3.10.10.¢, prin adiugarea termenului incercuit x,%,%;%,, functia devine
decompozabili (f; = x,), §i anume:

D, = XX, fuxx floxx,()ox i, (1) =

_ _ (3.10.52
RESVAASEIERIE RS
Aplicand in final corectia, rezultd
O =D, x5 5,5, (3.10.53)
sau daca se exprima negata:
O = D,, xX,%,%, (3.10.54)

Se observa pe diagrami ci termenul adiugat este disjunct fati de © oo §1 € stie ¢

®,; exprimat conform (3.10.52) se poate transpune in relatie de probabilitate. Fiabilitatea
cautata se va putea calcula din @, ca fiind:

R,=Pr{®=1}=1-Pr{® =1} = 1- Pr{®,, Ux7,%;%, = 1} =
=1-Pr{®,, = 1} - Prix, 5,57, | = Pr{®,, = 1} - Prix %, %,%,} =

—
w
—
<
;.II
&4

~

—Prxl*\t\/"u Pf‘l‘fz‘s"u 9194+ Py~ P19:9394

Evident expresia (3.10.55) este echivalenta cu (3.10.51).

Daci se recurge la eliminarea de mintermi pentru a face posibild decompozitia,
calculele decurg in mod similar, doar relatia de corectie este o suma booleana in loc de
produs boolean. De exemplu, in tabelul din figura 3.10.10.¢. decompozitia devine posibild
prin eliminarea termenului incercuit x,x,%;%,. Subfunctia este /| = x,, iar decompozitia
tunctiei modificate duce la:

Oy = XX, [y o Xxy Sy wxxg (D x5 ) =
= flfl XX \.J.\‘l.f3f] = (3.10.56)

=N X LN N LN XYy
acand corectia, se obtine:
D=, . xx,T;X, (3.10.57)

Termenii functiei (3.10.57) fiind evident dlsjuncu. se poate scrie direct expresia pentru
fiabilitatea conectivitatii (s, ):
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104 3. FIABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE MULTIPLE

R, =Pr{®=1} = Pr{®,, = I} + Prixx, 5,7} =
= Pr{flx4 Ux X ux,f;x,} + Pr{x,xﬁ,.ﬁ} = (3.10.58)

=91 Pyt PPyt P93Pyt P1P29394

Bineanteles c si relatia (3.10.58) este echivalentd cu (3.10.51) si (3.10.55).

In concluze, utilizarea decompoztiei functiei de structurd booleene reduce efortul
necesar pentru disjunctizarea termenilor la disjunctizarea unor subfunctii simple cu numar
redus de variabile. Se poate cauta i o partitionare a multimii variabilelor in mai mult de
doud submultimi, care si conduci la o decompoztie compusad. Efortul de calcul este
orientat cu precadere spre intocmirea §i verificarea tabelelor de decompozitie, in numdr
relativ mare pentru un numar mare de variabile, dar pentru acestea existd programe de
decompozitie pe calculator [ARATO90]. Avantajele aplicirii decompozitiei la
determinarea functiei de fiabilitate rezidi in faptul ci se obtine ugor o forma simpli a
expresici analitice de fiabilitate si pentru aceasta s¢ apeleaza la proceduri de decompozitie
existente, puse la punct i utilizate pentru alte scopuri (la proiectarea schemelor logice
combinationale).

3.11. Evaluarea fiabilititii unei retele cu relatii logice de semnal

O posibilitate pentru evaluarea fiabilitatii aferente comunicatiei (s,f) constd in
utilizarea relatiilor logice de semnal (logical signal relations) [AGGA78]. Problema de a
gasi probabilitatea existentei unei conexiuni intre nodul sursa si cel terminal se transpune
aici in probabilitatea ca un semnal emis in nodul sursa s3 ajungi la nodul destinatie:

R = Pr{s conectat cu r}= Pr{semnalul din s ajunge la ¢} 3.11.1)

Avantajul principal al metodei este ¢d nu necesitd o cunoagtere prealabild a nici unei cai
sau tdieturi din graf. care sunt conditii de bazi la multe alte metode. aga cum s-a prezentat
la paragraful 3.8.

Relatille logice de semnal se pot utiliza pentru gisirea expresiei simbolice de
fiabilitate atdt in cazul unui graf orientat, ¢t §i neorientat. Daca este vorba insd de un graf
neorientat, acesta trebuie transformat prin fixarea directiilor unor muchii, astfel incat
muchiile incidente la nodul sursa s3 aibi originea in aceasta, iar cele incidente la nodul
destinatic sd fic orientate catre acest nod. Procedura impune automat si directiile altor
muchii. cele neafectate raimanand neorientate. La stabilirea sensului muchiilor se¢ are in
vedere ca refeaua sd nu contind cicluri orientate sau bucle. Numerotarea nodurilor si
muchiilor, pornind de la nodul sursa se face pe baza conventici de numerotare TNC
(Terminal Numbering Convention): nodului‘muchiei urmatoare fiecirui nod muchie, in
sensul sagetilor, i s¢ atribuie un numar mai mare decat acesteia, avand grija ca sd nu existe
doud noduri/muchii cu acelasi numair.

Pentru subgrafurile uzuale, relatiile logice de semnal folosite la calculul fiabilitaii
de tip (s.t). presupunind noduri perfecte, sunt date in tabelul 3.11.1. Fiecare relatie este
astfel scrisd incdt s3 contind fermeni reciproc exclusivi, ceea ce permite transpunerea
directa a relatiilor in expresii de fiabilitate. Notatiile noi folosite sunt:

S(v,) - prezenta logica a semnalului la nodul v,

v,v, - fuziunea nodurilor v, si v,

BUPT
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Nr. Subgraful Relatia logicd de semnal
vi \'A =
] > i S(v,)=xS8(v,)
i [ S(v‘vl,) =8(v,)
v, - v W
2 Oo——C—>0 x
= xi xJ ! S(vi) = X[S(VJ.) = x;xlrs(vz)
X, i
! !
|
X

;
J i

S(v,) = XX, S(v) f.,x_,S(\", )»\/.\‘I.r/S(vZT’,)

4,
|
g !
S(v;)= xlf’,S(v,)\/f‘xt,S(v_,)ux,x‘,S(v,_\Q) o
5 wix x,S(v,)
S(vl. )=x8(v,) X .\“,,x',-S(v‘,)
6 } S(v)=x,8(v)wx,X,x,S(v.)
S(W) = x,S(v,) o x.S(v,)
| e .
2 % S(v__,,v‘ ) = (x[.\"_..\_'; Y .f;)S(\{ yoE®E X S(v)

Tabelul 3.11.1.
Cu aceste notatii evident:

()= Seese) (3.11.2)
Mentionez ¢i in [AGGAT8] pentru subreteaua nr.7 este datd o altd formula. §i
anume:

b(\;) - (.\'., X .\'}E__,)S(v; Yoa K80 ) xx xSy (3.11.3)
Voi demonstrd insi ca accastd relatie este gresiti, si cea datd de minc este corectd,
deoarcee relatia (3.11.3) nu acoperd toate situatiile posibile pentru ca semnalul sd ajungi
in v, sau v, Accastd conditic evident se poate scrie:
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S(\E) =(x, wx, )S(v, )ux;S(vj,)

Intrucat (3.11.4) este o functie de variabile binare, se poate transpune in diagrama
Karnaugh din figura 3.11.1. Dacid pe aceasta se marcheazi termenii corespunzitori
relatiei (3.11.3), se¢ conmstati ci rimin doud” cazuri favorabile neacoperite:
x,%,x,8(v,)8(v,) §i Xx.x,8(v,)S(v,). Pentru corectic propun gruparca disjunctd de
termeni din figura 3.11.2, pe baza cireia se poate scrie relatia lipsitd de eroare:

S(v;v.,) = (.\'_, ¥x, o, .G;)S(v: JUEE xS, )0

\.'(.\‘A. e u_‘x",xp)S(v:—\-;)

i_{iXpS(Vj) X)
. a XXX, S(TY;)
w_.\' )
ﬂ 1 lm 1] S(v,)
O o v v
" wlJlw) 1 [l
Xp ¥p
xii,-S(vi)

XiijS(Vi)

Figura 3.11.1.

2ExS ()
\

N S XSV T)

I P

T A7 |

SO | N W Y T N AT

RNY 160 (6] [CR 1[
//' Xp \\ 1(';. h
% XpS(V) XX HpS v, ) %&S()
Figura 3.11.2.

Algoritmul de determinare a expresiei de fiabilitate folosind metoda relatiilor logice
de semnal a fost completat de mine cu incd un pas (al 2-lea), menit si duci la o expresie
mai simpla a functiei de fiabilitate. Ca urmare, algoritmul are in principiu urmitorii pasi:

1. Pornind de la.nodul destinatie (v.) se scriu succesiv relatiile logice de semnal
conform tabelului 3.11.1. piand cind se¢ ajunge la nodul sursi. Se face apoi

substitutia:

(3.11.4)

(3.11.5)
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Sy =S(v.)=1 (3.11.6)

deoarece semnalul este prezent in nodul sursd (v) si in fuziunile de noduri care il
contin pe v;.

2. Se efectueazi reducerea numdrului de termeni ai expresiei sub forma disjunctiva
pe baza relatici booleene x,V UX, ¥ = Y. (Este de remarcat faptul cd prin accasti
operatie nu dispare caracterul de exclusivitate reciprocd a termenilor functiei
rezultante, deoarece daca x,¥ §i x. V' au fost disjuncti cu ceilalti termeni ai functiei
initiale, atunci evident §i reuniunea lor ¥ va pastra aceasti proprietate. In schimb atrag
atentia ca utilizarea unei alte reguli a algebrei booleene, §i anume x, UX.} = x,
este interzisa, deoarece termenul I obtinut nu mai este disjunct cu x,).

3. In expresia obtinuti pentru S(v) se inlocuiesc variabilele logice cu probabilittile
corespunzatoare (x, = p,, X, —> q,), iar suma logicd se transforma in suma algebrica §i
s¢ obtine expresia fiabilitatii (s,7). (Acest lucru este posibil deoarece termenii lui S(v.,)
sunt reciproc disjuncti, §i atunci probabilitatea reuniunii se poate transforma in suma
de probabilititi).

Exemplul 3.11.1. Consider aici retcaua de referinti din [AGGA78], pentru a arita
ca prin algoritmul imbunatatit se obtine o expresie de fiabilitate mai simpla decat cea dati
in aceastd sursd bibliografici. Dupd efectuarea asigndrii sensurilor §i a numerotdrii
conform conventiei TNC descrisa mai inainte, graful refelei arati ca in figura 3.11.3.

v,w® x, @y,

/

v /N / .
1 \ Ny &
@ /j - \\/ " \; ®
1 \ b
v, ($) X2 Q@ Bs Vs (t)

Figura 3.11.3.

Considerand toate nodurile perfecte, pe baza formulei nr.4 din tabelul 3.11.1 se poate
scrie pentru nodul destinatie:

v4
\ %, S(vg) = X6 S(vy) UFgx-S(vy )xgx:S(vivy) (3.11.7)
sl\
vy X¢ 5

in continuare, aplicind relatiile nr.5 i nr.1 din tabelul 3.11.1, dezvolt S(v;) pand se
ajunge la nodul sursa:
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108 3. FIABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE MULTIPLE

v v,
2 4
A S S
S(vy) = x,538(v)) U x, xS (v
%3 X ’ AT (3.11.8)
uxzx,S(v,vz)uxzx,xss(m)
1 X, Y3
V. X v,
ot o S(vy) = x,8(v;) (3.11.9)
£
%
// S(vy)=x,5(v,) (3.11.10)
v
Analog procedez cu S(vy), pe baza relatiilor nr.4 si nr.6 din tabel:
%2 X Vs
S(vy) = x, &S(v, ) U FxS(vy) U
Xg ~ (3.11.11)
; \-’x_,xSS(vzvs)
v 0
%R
AN SE) = 1800 ¥, 650 (3.11.12)
““‘.’;(' % S(vy) = x,8(vy) ox X0, 8(v)) (3.11.13)
v 0{/~-~~+——b v S(“l"s) = X800 ) v, Sevy) (3.11.14)
1 X3 3
Pentru S(’v;\-' ,) folosesc relatiile nr.7 ﬁ nr.1 din tabel:
2 S \
s P
5 :« //Xs S{vpv) = (25,3, o SEANCAIS
N/ e i (3.11.15)
A X, v XTSI ) A Ty g 'S(vl"'z)
o%2
mz/ .
S SOm) = xS0v) (3.11.16)
v ./
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Inlocuind acum expresiile (3.11.8) - (3.11.16) in expresia de bazi (3.11.7) si
tindnd cont de (3.11.6), in urma simplificarilor permise de punctul 2 al algoritmului, se
obtine:

S(vs) = x¥; [, X Xyx; X X, XX, X )gu\‘s.\r,(.ﬁ:l.\f4 X XXX Xy L
UXa X4 X5\ X X X3X X5 uf1x3x4x5)uxg,(x,.?ﬁ,n o
XXX X ) S XX R X By XX Ky X B By X T (3.11.17)
X XXX X XXX XN X X X XX X X X, XX, XXX, U

RGN XN, X XXX N XL X, XXy

Relatia (3.11.17) fiind cu termeni disjuncti, aplicind pasul 3 al algoritmului rezultd
direct expresia simbolica a fiabilitatii comunicatiei (s, 1):

Rae= pipeq: + P192P3Peqr + Prq293P4PsP6q7 + PrPaqePr
t Q\D2paPaqsqesPr T PrgapsqePr T PrqapaqaPsqePr +
+ QPDAPsIDT T PrgaqsPsDr + PrqapsPePr + Pabepr (3.11.18)

Expresia (3.11.18) a fiabilititii pentru exemplul considerat contine 11 termeni, fati
de 14 termeni rezultati ca urmare a metodei din [AGGA78].

0

Pe baza expresiei (3.11.17) se pot obtinc ciile minimale dintre nodurile v, i vs
daci se iau in considerare numai variabilele directe ale termenilor si se fac reducerile de
termeni cu teorema absorbtiei (x,Y Y =T).

Daca refeaua contine noduri imperfecte, metoda relatiilor logice de semnal raimane
valabild pentru calculul fiabilititii. Este necesard insd modificarea formulelor din tabelul
3.11.1 prin inlocuirea lui x; cu x,J; ¢i a lui ¥, cu ¥,:xJ’, dacid muchia x. porneste din
nodul v, (V] fiind variabila logica asignata nodului v, 1 =1 in caz de nod operational).

In analiza utiliziri relatiilor logice de semnal am pornit de la o retea modelata
printr-un graf neorientat, in care unele muchii au fost directionate stiind ca semnalul se
transmite de la sursa spre destinatic. Se¢ poate insa pune intrebarca: cum se utilizeaza
aceste relatii pentru calculul fiabilititii intre perechea de noduri (s.¢) in cazul unei retele
presupusd a fi de la inceput orientatd? Voi da in continuare rdspuns la accastd intrebare.
Cum am aritat. principiul relatilor logice de semnal consta in descrierca cu tenneni
disjuncti a conectivititii unui nod cu cele precedente vecine (conform ordinii de
numerotare) in sensul ca de la acestea si ajunga cel putin pe o cale semnalul la nodul in
cauzd. Daci muchiile sunt orientate, atunci in expresie vor intra doar variabilele aferente
muchiilor incidente catre acest nod, functionalitatea sau nefunctionalitatea celor incidente
spre exterior neinfluentind ajungerea semnalului la nodul considerat. Ca urmare, dacd se
doreste determinarea fiabilititii de tip (s.f) pentru un graf orientat, etapele expuse la
algoritmul dinaintea exemplului 3.11.1 riman valabile, iar formulele din tabelul 3.11.1 se
utilizeazd cu urmatoarele observatii:

- formulele nr.1 - nr.5 sunt valabile, dar se aplicd numai pentru muchiile incidente
cdtre nodul pentru care se exprima relatia de semnal

- formulele de la cazul nr.6 se modifici in functie de sensul muchiei dintre v. si v,

- formula nr.7 este valabild, dar dacd sensul muchiei dintre v. §i v; este invers,
atunci se modifica corespunzitor lui x, = 0
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Rezultatele obtinute si verificate pe diagrame Karnaugh pentru cazul refelelor
orientate sunt trecute in tabelul 3.11.4.

Nr. | Subgratul . Relajia logica de semnal
1-5.7. ; Calatabelul 3.11.1. Calatabelul 3.11.1.
i X, v S(v,)=xS(v,)
6 I v, % S(v;)=x,8(v)vxx, xS(v,)
|

xj\\m S{vv;) = x50, UEx,S)

f
o 5 v,
T i % X S(vp—v) = xX,8(v, )X x,S(v,)v
E v, o——y ux‘xpS(v‘_vj
Tabelul 3.11.4.
Nr. Subgraful i Relatia logica de semnal
v, v
1. 10——;i—° " S(vp)=xS(v,)
- —

P S(vy) = (.\', \_r.?_,.\‘_,)S(v.,)

/
\

[

<
}
=

v, | SO) = (x oF xS0 )

vy o Ty !

R 1 S(vy) = (\ LR R R X )S(\{. )IS(v.)...
‘ ...S(\‘(,)

Tabelul 3.11.5.

In cele ce urmeaza voi extinde metoda relatiilor logice de semnal pentru
determinarea fiabilititii globale intr-o refea orientatd lipsitd de cicluri. Dacd graful refelei
ar avea cicluni sau ar fi neorientat, atunci pentru problema fiabilititii globale cand nodul
destinatie nu mai este unic, nu se mai pot ordona nodurile conform conventiei TNC §i nu
se mai poate urmari originea semnalului ajuns intr-o bucld. Pentru graful neorientat,
fiabilitatea globald (de tip SAT. source-to-all-terminal) inseamnd probabilitatea ca un
semnal emis in nodul sursd sd ajungi la toate celelalte noduri. De aceea, la scrierea
relatillor logice de semnal pentru nodurile grafului, luate in ordinea descrescitoare a
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numerelor de ordine asociate, trebuie avut in vedere faptul ci in fiecare nod obligatoriu
trebuie si existe semnal. Rezult3 ¢a relatia de semnal pentru un nod v, va avea forma:

S(v) = (conditia de conectivitate) S(v;) . . . S(v) (3.11.19)

-unde S(v) . . . S(v) exprimi conditia ca in toate nodurile vecine precedente si existe
semnal, iar factorul din parantezi conditia ca acesta sa ajungd pe o cale functionali la v,.
Daca expresia din parantezi se exprima sub forma de suma de termeni disjuncti, atunci
relatia se poate transpune direct intr-o expresie de probabilitate. Pe aceasti bazi am
intocmit formulele de calcul pentru cazurile uzuale de subretele din tabelul 3.11.5,
verificate pe diagrame Karnaugh, cu mentiunea ci in relatii nu trebuie sa intre in calcul
decat muchiile incidente catre nodul considerat. Voi ilustra metoda propusi pe un
exemplu.

@ X4 @,
O O

O
@vn K @Y%
Figura 3.11.6.

Exemplul 3.11.2. Pentru refcaua orientati din figura 3.11.6 nodurile au fost
ordonate conform procedurii descrise anterior, nodul v, fiind sursa. Determinarea
fiabilitagii SAT presupune aplicarea relatiilor nr.1, nr.3 si nr.4 din tabelul 3.11.5, pornind
de la nodul vy:

V2 4 V4
Oo—>—AL0
e
X / A Xq S(vy)=1{x, o Fyxg X Xex; | S(v,)S(v3)S(vs) (3.11.20)
/ i
i |
e &
v;j Vs
s
— o Y= v S(r (3.11.21)
v, VS S(‘5) X (‘3)
o2
v S(vy)=ixy o 8,3 8(0)S(,) (3.11.22)
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x‘z/o S(vy) = x,5(v,) (3.11.23)

Efectuind inlocuirile in (3.11.20) si tindnd cont cd S(v;) = 1, se obtine:
S(ry) = x,x5( 3y LTy x, ) vy o Fyxg U s ) (3.11.24)

Factorii acestei relatii corespund la evenimente independente, iar in cadrul fiecarui
factor termenii corespund la evenimente reciproc exclusive, deci se poate scrie direct
expresia de fiabilitate:

Rgar = pips(pr @uos)pa qubs™ §1qep?) (3.11.25)
3
Utilizarea relatiilor logice de semnal face posibili determinarea expresiei de
fiabilitate prin parcurgerea din aproape in aproape a unei refele generale, fird a dispune
de¢ informatii globale de genul cailor sau tiicturilor. Conceputa initial doar pentru
fiabilitatea de tip terminal, metoda a fost extinsa si la cazul fiabilitatii globale.

3.12. Importanta legiturilor in contextul fiabilititii retelei

Fiabilitatea de tip terminal sau multiterminal a unei retele modelate printr-un graf
probabilistic G, in care nodurile sunt perfect fiabile, se exprima ca o functie de fiabilitatile
p. ale legaturilor:

R(G) = f(pr, prae.ey Pi) (3.12.1)

Valoarea acestei functii, pentru un graf cu » muchii, depinde de valoarea fiabilitagii
fiecdrei muchii, dar §i de modul lor de dispunere, adici de topologia regelei. Importanta
fiabilitiii unei legituri este o masurd cantitativi a contributiei legiturii respective la
fiabilitatea retelei. Ea se defineste ca i rata cu care creste fiabilitatea refelei la cresterea
tiabilitatii muchici. La limitd se obtine importanta marginald a fiabilitdti (MRI. marginal
reliability importance) pentru muchia e, dati de:

OR(G
156) = -Oé—)- @3,

w
—
9
9

=

in mod similar s¢ poate defini importanta marginald a defectarii (MI], marginal
failure importance) cu referire la functia de nefiabilitate F{G) = 1 - R(G). ca fiind

_ o)

f20) aq,

(3.12.3)

unde ¢. = 1-p.
Valoarea lui / (i) este situatd in intervalul {0,1], dar a lui /'(7) in [ 1,0]. Este
evident ¢ intre cele doud marimi exista egalitatea:
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]G (I) =- IIG(i) (3.124)

Marimile MRI §i MFI pot fi exprimate §i fari derivare pe baza functiilor de
fiabilitate (nefiabilitate) ale grafurilor G*e, si G-e, obtinute din G cu muchia e, contractati
(perfecta), respectiv stearsd (defectd). Relatiile de calcul sunt date de urmitoarea lema:

Lema 3.12.1. Intr-un graf G(V,E) neorientat, pentru MRI, respectiv MFT a unei
muchii ¢, sunt adevirate relatiile:

I5(7) = R(G*e,) — R(G~e¢,) (3.12.5)
I'; (1)) = F(G*e) - F(G-e) (3.12.6)
Demonstratie. Dezvoltind R(G) dupa muchia e, se obtine:

R(G) = p,R(Glx, = 1) + (1-p) R(Gjx, = 0) =
= p.R(G*e,) + (1-p.) R(G-e)) (3.12.7)

Efectuind derivarea conform (3.12.2) rezulti relatia ciutati. Demonstratia este similara si
pentru (3.12.6).
O
Hong si Lic au extins mirimea de importanti a fiabilititi unei legituri la
importanta a doud muchii intr-o retea neorientati [HONG93]. Importanta reunitd a
fiabilitapii (JRI, joint reliability importance) pentru doud muchii ¢, §i ¢; este datd de

- OR(G)
150, 7)= —— (3.12.8)
Op.dp.
iar importanta reunitd a defectarii (JF1, joint failure importance) de:
- SEG) (3129
)= 0 24, 3.12.9)

Se arati ugor, in urma unei dezvoltari similare cu cea de la lema 3.12.1, dar pentru
ambele muchii, ¢ este adevarata relatia:

150, )) = Lomy (D=1 5, () (3.12.10)

Este clar cd -1 < /5 (i, j) < 1. Egaliatea (3.12.10) da posibilitatea efectudrii
urmatoarclor interpretari:

a) Daca /- (i, j) = 0. atunci e, estc mai importanta cand e cste defect, decat dacd ¢
este functional. muchiile avind un caracter de legare in paralel.

b) Daca /- (1, j) 2 0, atunci e; este mai importantd cand e, este functional, decat
daci e. este defect, muchiile avand un caracter de legare in serie.
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in functic de semnul lui Z; (i, j), perechile de muchii ale unui graf pot fi clasificate
in trei grupe:

- perechi care nu sunt continute in nici o cale (pentru care /5 < 0)

- perechi care nu sunt continute in nici o taicturd (pentru care /; > 0)

- perechi continute atat irr cii, cat si in tdieturi (pentru care JRI poate fi atit
pozitiv, cat si negativ, in functic de valoarea fiabilititilor individuale)

Exemplul 3.12.2. Pentru reteaua punte din figura 3.7.1, cele trei clase cu referire
la fiabilitatea comunicatiei (s.?) sunt:

Cy = {(er. e2), (ey, €9)}
Cy = {(er, eq), (2, €5)}

Cy = {(ey, e3), (€3, e3), (€3, e4). (3, €5), (en, €3). (er e4)}

i

Contributia fiecdrei legituri la valoarea fiabilitatii retelei este in general diferitd, de
aceea se pune problema de a gisi un criteriu de ordonare a legiturilor dupd importanta
acestora. Un astfel de criteriu este cel care porneste de la expresia polinomiala a fiabilitatii
R(G), considerind cid toate muchiile au probabilititi egale de defectarc (p). Pentru
fiabilitatea cea mai generald, de tip K-terminal, expresia acestui polinom este:

R(G) = Za,p‘ (1-p™ (3.12.11)
=1

unde g, reprezintd numarul de subgrafuri distincte Gg ale lui G cu i muchii avand
proprictatea ¢ ficcare pereche de noduri tintd este unitd de o cale formata din muchii care
apartin lui G:. Acest polinom este invariant pentru un anumit graf, ceea ce nu necesitd
cunoagterea prealabild a fiabilitdtii componentelor pentru a analiza importanta relativa a
legdturilor. Comparand doud muchii ¢ §i ¢ din punct de vedere al importantei acestora in
fiabilitatea refelei, se considera conform [PAGE94] ¢ e, este mai importantd decat ¢, (e, >
¢ ) daca pentru orice p:2(0, 1) sunt satisficute relatiile:

R(G-e) < R(G-¢) (3.12.12)

si
R(G*e)) > R(G*e) (3.12.13)

Dacd o muchie apare mai critica in relatia (3.12.12), iar cealaltd in relatia
(3.12.13), atunci ele nu sunt comparabile. De asemenea, muchiile nu se pot ordona daca
functiile de fiabilitate corespunzitoare se intersecteazi in intervalul (0,1). Din cauza
acestor posibilitati. criteriile introduse duc numai la o ordonare partiali a legiturilor. Daci
in cele doua relatii se verifica egalitatea, atuncie, = e.

La sinteza unei refele. daca se alocd probabilititi egale tuturor legiturilor, atunci
modificarea fiabilititii unci legituri mai importante va duce la o modificare mai accentuata
a fiabilitatii refelei decdt schimbarea fiabilitatii unei legaturi mai putin importante. Intrucat
in timp fiabilitatea unei legituri sc poate modifica doar in sens descrescitor, consider ca
este mai semnificativd luarea in considerare a relatiei (3.12.12) la studiul comparativ a
doud muchii. Faptul ca muchia e, sd cada (si deci graful G sd se transforme in G-e) este
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o situatie real posibili, pe cand contractarea (e, si devini perfectd) este imposibili. De
aceea, am cautat raspunsul in [KAKAS95b] la intrebarea: ce modificare sufera fiabilitatea
refelei dupa caderea unei legituri? Evident, ar fi de dorit ca R(G-e¢,) = R(G), ceea ce este

S . . . . OR(G)
posibil insd numai daci muchia ¢, este irelevanti (—a—- = 0). Ceea ce poate reprezenta
P,

insd un deziderat in sintezd éste ca fiabilitatea refelei sd se reducd cu aceeasi valoare la
ciderea oricirei legaturi. Aceastd conditie este aplicabili la toate muchiile numai pentru
anumite topologii particulare, de aceea consider doar o submultime a muchiilor:

RG)  ORG)  R(G)

AR = , N
p, o, p; . P: op:

(3.12.14)

Egalitatile date de (3.12.14) impreuna cu o valoare impusi pentru R(G), formeazi
un sistem de ecuaii in care necunoscute sunt fiabilitatile individuale p,, p, pi, ... ale
componentelor. Sistemul fiind neliniar, rezolvarea este de reguld dificili si nu are
totdeauna solutic (ca radicinile sa fie cuprinse in intervalul (0,1)). Subliniez cd acest
criteriu de a aloca fiabilititi nu se poate aplica la orice muchie. Astfel, daci muchia este in
serie cu tot restul grafului G, atunci defectarea ei duce la fiabilitate zero pentru toati
refeaua, ceea ce nu poate constitui un {el i pentru celelalte muchii.

Exemplul 3.12.3. Ca exemplu consider graful G din figura 3.12.1.a, in care
studiez fiabilitatea comunicatiei intre nodurile v, §i vs, datd de functia:

R(G) = pips+ pipaps + D\P3Ps + DapsPaPs — PrDaDaPs— PrDsPsPsPe —
= P\PIPPPs — PIPIPDsPs — PrPPals = 2D\D0M P <Ps (3.12.15)

Pentru probabilititi egale se obtine polinomul:

R(Gy = p'(1-p)'+ 6p°(1-p)’ = 12p*(1-py* + 6p°(1-p) + p°
=pi-2pt-dpt e 2° (3.12.16)

Pentru acest polinom se¢ poate aplica criteriul de ordonare dat de (3.12.12) si
(3.12.13) pehtru fiecare pereche de muchii (Anexa 3). Rezultatul este reprezentat sub
formi de diagramd Flasse in figura 3.12.1.b, pe carc sc constati c¢d muchia ¢c arc
contributia cea mai mare la fiabilitatea retelei. iar muchia e, este cea mai putin importantd.
Muchiile e, $i es sunt echivalente din acest punct de vedere. Daca se ia p > 0,8 pentru
toate muchiile, atunci fiabilitatea retelei este R(G) = 0,88. Reducerea de fiabilitate cauzatd
de ciderea muchiei e, este nesemnificativd, R(G-e;) = 0,82, insd daca se climina e< atunci
diminuarea este considerabild R(G-es<) = 0,59.

Mi-am propus ca, mentinind R(G) = 0,88, si calculez probabilititile care trebuie
alocate muchiilor e, §i e, pentru ca prin ciderea oricareia dintre cle, R((G) sd se diminueze
cu aceeasi valoare (restul muchiilor pastreaza p = 0.8). Rezolvand sistemul de ccuatii
(3.12.14) si (3.12.15) cu necunoscutcle p; §i p;, am obtinut p, = 0.83 §i p; = 0,78.
Concluzia este interesantd: trebuie alocatd o fiabilitate mai mare muchiei mai putin
importante (¢,), deoarece fiabilitatea mai mica alocata lui ¢, este compensati de pozitia ei
topologicd in refea.
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Figura 3.12.1.

Din cele prezentate s-a putut constata ca fiabilitatea bazati pe existenta unei
conectivititi intre o submultime de noduri dintr-o retea depinde atit de topologia retelei,
cat si de fiabilititile individuale ale legaturilor. Defectarea unei legituri poate duce la
reducerea substantiald a indicatorului global de fiabilitate. Inegalititile de cauzi topologic
pot fi compensate in anumite situatii prin alegerea convenabild a fiabilitatilor asignate
componentelor.

3.13. Sisteme cu defectiuni dependente

In general metodele de evaluare a fiabilitatii presupun ca  defectiunile
componentelor sunt statistic independente (s-independent). De cele mai multe ori aceastd
presupunere nu este insa realistd. deoarece componentele alaturate sunt probabil afectate
de aceleasi conditii dc mediu (de exemplu interferenta, bruiajul sau perturbatiile
atmosferice pot afecta simultan mai multe legituri. de comunicatic)) mai multe
componente pot depinde de aceeasi resursd fizicd comuna (sursd de tensiune, linie de
transmisic distribuitd) sau defectarca unei componente poate duce la defectarea unei alte
componente. Spragins a ardtat ¢d analiza de fiabilitatea bazatd pe ipoteza defectelor
independente poate duce la rezultate periculos de optimiste [SPRAS6].

Exista mai multe incercdri de studiu a fiabilitatii sistemelor distribuite cu
componente interdependente. Un mod de abordare este acela de a specifica dependenta
statistica dintre componentele sistemului prin probabilitdti conditionate de defectare,
astfel incat probabilitatea comuna de defectare a doud sau mai multe componente poate fi
evaluatd cu ajutorul relatiei de dezvoltare in lan{. Aceastd abordare (modclul -y, modelul
E) are insd dezavantajul ¢ numarul de termeni ai expresiei de probabilitate conditionata
creste exponential cu numarul de componente §i in plus termenii. cu numir mare de
parametri. trebuie sd satistaca cerintele de consistenta.

O abordarc complet diferita sti la baza modelului ‘de fiabilitate bazat pe
evermmente (EBRM, Event-Based Reliability Model) dezvoltat de Lam si Li pentru retele
de comunicatic in care defectiunile liniilor sunt statistic dependente [1.AM86]. Metoda
incearca identificarca §i modelarca expliciti a evenimentelor care cauzeazi caderca
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legdturilor. Evenimentele considerate fiind independente, se elimind necesitatea utilizirii
probabilititilor conditionate.

Modelul presupune ci intr-o retea eXisti evenimente care cauzeazi ciderea
simultand a mai multor linii de comunicatie. Reteaua se reprezinti ca de obicei printr-un
graf, iar evenimentele care produc defecte s¢ reprezintd prin “elemente-eveniment”
(“event clements”), care s¢ adaugd la muchiile afectate (figura 3.13.1). Un element-
eveniment se spune c¢d este in modul “jos” atunci cind apare evenimentul cauzi al
defectului cordspunzitor, respectiv in modul “sus™ in rest. Dacid un element-eveniment
este in modul “jos”, atunci toate legaturile afectate vor cidea. Toate evenimentele se
considerd a fi independente i apar cu probabilititi cunoscute. Astfel se modeleazi
defectiuni dependente cu ajutorul unor elemente-cveniment independente, ceea ce duce la
simplificarea calculelor §i permite utilizarea unor algoritmi cunoscuti de evaluare a
fiabilitatii. De exemplu, daci pentru figura 3.13.1 se cere probabilitatea de a exista o
comunicatie intre s §i ¢, alegind metoda incluziunii-excluziunii (sau un alt procedeu) se
obtine:

Pgt = Pr(el) + Pr(e;eg) - Pr(elezeg) (3131)

unde termenii reprezinti probabilititile ca legiturile din paranteze si fie operationale.
Probabilitatea ca un grup de legituri sa functioneze este dati de probabilitatea ca toate
elementele-eveniment implicate si fie in modul “sus”. Avand in vedere ci evenimentele
sunt independente, expresia de calcul devine:

Ps=Pr(123)+Pr(13456)-Pr(123456)=
=p1p2pyt Py Py PaPs Ps— PrPrPaPapPsPs (3.13.2)

unde p, reprezintd probabilitatea ca elementul-eveniment / sd fic in modul “sus”. Se
observi ¢ nu se ridica probleme dc consistenti.
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Figura 3.13.1.

Modelul de fiabilitate EBRM are si avantajul ¢ permite o intelegere mai bund a
cauzelor si efectelor defectiunilor din retele, fiind flexibil si adaptabil la modifican in
conditiile de lucru ale sistemnului. Identificarea parametrilor elementelor-eveniment este o
problemd practicd care tine de cunoasterea echipamentelor utilizate. Veeraraghavan si
Trivedi au extins modelul EBRM si la sistemele cu star multiple [VEER93][VEER94].
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Heffes si Kumar analizeazi problema supraviequirii reelelor cu noduri vulnerabile
dependente prin prisma conectivitigii grafului care descric topologia retelei [HEFF86].
Prin analogie cu conectivitatea de nod (numérul minim de noduri a caror eliminare duce
la deconectarea grafului) se introduce notiunea de conectivitatea generalizati (generalized
connectivity) ca fiind numirul minim de evenimente care produc defecte, necesare pentru
a deconecta graful. Se presupune ci un eveniment poate duce la distrugerea mai multor
noduri.

Pentru a modela posibilititile prin care aceste evenimente afectcazi nodurile se
toloseste un graf de dependentd (dependence graph). care se construieste in urma
identificarii evenimentelor astfel incat nodurile neadiacente ale acestuia nu pot fi distruse
de aceleasi eveniment. In figura 3.13.2 se prezinti un exemplu de graf de dependenti D
pentru graful topologic G al refelei. Conectivitatea logica (in sensul obignuit) a lui G este
4, dar in prezenta interdependentei intre noduri, aceasta nu este o masurd corectd a
conectivitatii fizice (in sensul generalizat). Din interpretarea grafului de dependenta
rezulti ca nodurile distruse de acelagi eveniment trebuie si fie complet conectate in acest
graf, ele formand un grup admisibil (admissible clique) de noduri. Nu orice grup complet
conectat este insd §i admisibil, numai daca existd un eveniment capabil sd distruga tocmai
toate nodurile din acest grup. Un set de grupuri admisibile ¢ care realizeazi si o
partitionare a lui D, constituie o partitic de grupuri admisibile.

v.
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Figura 3.13.2.

Modelul de dependentd prezentat permite studiul a doud subclase. & anume
dependenta puternicd $i dependenta slabd. La modelul de dependentd puternica (strong
dependence) se presupune ¢d doud noduri adiacente in graf trebuie distruse impreuna, pe
¢ind la dependenta slabd (weak dependence) ele pot fi distruse impreuna, dar si separat.
Evident ca tipul de dependentd considerat are implicatii asupra gradului de conectivitate
generalizat. Deoarece orice partitic de grupuri admisibile a lui D corespunde unei
posibilitdu de a distruge toate nodurile lui G, rezultd ¢a conectivitatea generalizati a lui G
inlraport ¢u [2 nu este mai mare decit cardinalitatea partifiei minime de grupuri admusibile
alui D:

©((G.0) + min {card ¢ ¢ este partilie a lui D} 3.13.3)
Pentru caleulul lui o((5,D) in cazul unei dependente puternice se prezintd in [HEFF86] o

modalitate bazati pe acoperirea minima in graful ;. In cazul unei dependente slabe acest
calcul este o problemd foarte dificild. de aceea se determini numai niste limite extreme.

BUPT



3 FIABILITATEA SISTEMELOR CU COMPONENTE MULTIPLE 1o

Determinarea unei limite inferioare de fiabilitate in cazul unor defectiuni
dependente constituic un obiectiv §i pentru un model probabilistic [C ARR86]. Se cauti o
margine inferioara pentru fiabilitatea globala de tip multiterminal a retelei, atunci cand
despre dependenta statistica a defectelor de legiturd este disponibili numai o informatic
restransd.

- In cazul in care nu se cunoagte nimic despre dependenta dintre defecte, se admite
ipoteza cea mai pesimistd care duce la o limitd (infericard) absolutd a fiabilitatii, numiti
limitd de ordinul intai (first-order bound). Determinarea se face selectand cel mai fiabil
arbore de acoperire (7) al grafului retelei, deoarece fiabilitatea retelei este cel putin egald
cu fiabilitatea acestui arbore. Defectarea acestui arbore se produce la defectarea (7) a cel
putin uneia din muchiile componente e= T, deci pe baza formulei de calcul a probabilititii
de defectare rezulta o limiti superioard pentru aceasta:

Pr(| Je) - 2 Pr@) = Dg, (3.13.4)

eel ecT

unde g, reprezintd probabilitatea de defectare a muchiei e. Dacid se considerd c¢d pentru
fiecare muchie existd o valoare minima de tfiabilitate a, < p,, unde p, = 1-¢,, deci ¢- < @,,
atunci se obtine o limita inferioard de fiabilitate a retelei, data de relatia:

L=1-2.a,=1-2(l-a,) (3.13.5)

eel

S-a constatat insd ca acest calcul di o valoare foarte micd a limitei, practic inutilizabila.

O imbunatitire a limitei inferioare de fiabilitate se obtine daca se cunosc informatii
despre probabilititile de defectare ale perechilor de muchii. Astfel se obtine o limitd de
ordinul al doilea (second-order bound), care s¢ poate determina pe baza unui rationament
similar cu cel de mai inainte. In urma testelor efectuate pe diferite retele a rezultat clar ca
accastd limitd este in mod semnificativ mai micd decit o limitd care presupune
independenta statistica intre defecte.

3.14. Fiabilitatea sistemelor cu stari multiple

Majoritatea metodelor traditionalé de evaluare a fiabilitatii sistemelor cu
componente multiple lucreazi cu componente presupuse a avea doud stari: functional sau
defect (nefunctional). Aceastd abordare simplifici o multime de situatii reale, in care
sistemul si componentele sale pot opera intr-o intreagd gama de performante, variind
intre functionarea perfectd si caderea completd. De exemplu. o linie de transmisie digitald
poate fi expusd la erori datoritd perturbatiilor electromagnetice. Pachetele de date trebuie
retransmise. deci scade capacitatea de comunicatie a liniei. dar ea nu se desfiinteaza. Ca
urmare este oportuna luarea in considerare a mai multor stiri posibile ale sistemului.

Definitia 3.14.1. Un sistem ale carui componente se considerd c¢d pot avea mai
mult de doud stan se numeste sistem cu stdrt muiuple (multistate system).

Gasirea de algoritmi eficienti pentru calculul fiabilitatii sistemelor cu stiri multiple
este foarte importantd. deoarece acestia pot fi mari consumatori de timp. Modelul
sistemelor cu stiri multiple se poate construi prin analogia cu sistemele binare (cu doua
stari) [WOODS83]. Astfel componentele si sistemele cu mai multe stiri vor putea fi
analizate cu ajutorul algoritmilor binari existenti. Pentru a realiza aceastd corespondentd si
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a putea descrie starea unei componente, respectiv a sistemului, se introduc variabilele
binare x,, si & (V). Fie un sistem cu » componente, starea unci componente fiind indicata
de valoarea lui x, deci x, € {0, 1, .., N}, unde N, reprezintd cea mai bund starc a
componentei 7. Variabila binar x, semnificd starea componentei J raportata la o stare j,
adica: - .

x, =0 dacax, <
x, =1 dacix =/

Starea componentei 7 la un moment dat va putea fi calculata in consecintd cu relatia:
N,
X, - X, (3.14.1)
=1

Vectorul X' = (xy, ..., x,) reprezintd vectorul de stare al componentelor din sistem. Starca
sistemului la un moment dat se exprima prin functia de structurd a sistemului O(Y), care
poate lua valori in intervalul O(Y) {0, 1, ..., A}, unde M reprezinta cea mai buna stare a
sistemului.

Definitia 3.14.2. Functia de structurd a unui sistem cu n componente cu stari
multiple este functia @ : {0,1}" -> {0, 1, ..., M} definitd prin expresia

M
ASEDXMAY) (3.14.2)

c=1
in care variabila binard @ (V) indica starea sistemului in raport cu o stare &. adici:

(=0 dacd V) &
o\ 1 daca (V) &

Prin acest model. functia de structurd cu stiri multiple ®(\) devine o functic
monotond, ceca ce inscamnd ¢d deteriorarca unei componente nu va duce niciodata la
imbunatatirea stani sistemului. Dezavantajul inerent este insd faptul c¢i sc pierde s-
independenta dintre componente. Chiar dacad componentele originale cu stini multiple
sunt s-independente, componentele binare x, care le inlocuiese in model sunt in general
corelate, deoarece x; =1 implicd x; =1 pentru toate & < /. Functiile de structurd binare sunt
de asemenea corelate, deoarcce &' (V) - 1 implicd (1) =1 pentru toate & < /.

Fiabilitatea sistemului se determina pentru fiecare nivel , ca fiind probabilitatea ca
sisternul sd se afle cel putin in starea &:

R(R) = Pr{®(\) - K} = Pr{d (\) =1} = L] (V)] (3.14.3)
Accastd marime s¢ pumcslcﬁabihmteu la nivelul k (reliability at level ). Sc poate calcula
usor si o alti minme, numitd eficacrtatea sistemulus (system ctfectiveness), dati de

relatia:

Al
E[(Y)]= 2 E[@* (V)] (3.14.4)
LS
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Tehnica de modelare descrisa permite folosirea metodelor uzuale de genul

schemelor bloc sau arborilor de defectare pentru calculul fiabilititii sistemelor cu stiri
multiple.

Exemplul 3.14.3. Pentru ilustrare se considerd un sistem cu doud calculatoare
interconectate, fiecare cu cate o memorie proprie. Sistemul este functional dacd un
procesor dispune de intreaga sa memorie §i celilalat cel putin de jumitate. Sistemul este
operational, dar cu performante reduse (fail-soft), dacd numai un procesor lucreazi, cu
intreaga sa memorie, sau ambele pot functiona cu cate o jumitate din capacitatea de
memorie. Sistemul este nefunctional, dacd un procesor are numai jumatate din memoria
sa disponibild, iar celalalt deloc. Multimea starilor celor doud componente va fi

x1, X, =40 - fird memorie, 1 - cu jumatate de memorie, 2 - cu intreaga memoric}
iar multimea starilor sistemului:
OX) ={0 - nefunctional, 1 - performante reduse, 2 - functional}

Starile sistemului pentru toate combinatiilc posibile ale stirilor componentelor sunt
urmatoarele:

P(22)=0R2,1)=d(1,2)=2 (3.14.5.3)
(02)=0(2,0=0(L1)=1 (3.14.5.b)
¢ (0,1) =P (1,0)= P (0,0)=0 (3.14.5.0)

Functia de structurd care exprima situatiile in care sistemul se afld cel putin in starea 1
rezultd ca fiind:

D'(X) = max (vys N, X1 X)) (3.14.6)

adica afirmatia este adeviratd dacd x) este 2, sau x; este 2, sau x;>1 si x;21. In mod
similar:

@ (Y) = max (¥ Xy » X12401) (3.14.7)

Pentru determinarea fiabilititilor corespunzitoare se pot construi schemele bloc
(block diagrams) din figura 3.14.1, compuse din structuri de tip seric si paralel. In fiecare
bloc se afld inscrise numdrul componentei §i starea minimd necesara acelei componente.
Fiabilitatea 1a nivelul k rezulta din calculul lui Pr{®* (1) = 1} pe baza schemei, utilizind
regulile cunoscute de compunere serialdi i paraleld. Dacd componentele sunt s-
independente si pentru orice componentd / apare in schema cel mult o datd o variabila
binard «x,, atunci fiabilitatea se calculcaza sunplu inlocuind pe x. cu probabilitatea
corcspunzatoare. in caz contrar, cum cste si exemplul uonsldcmt estc necesard
dezvoltarea de probabilitate conditionata:

R(1) = E[®'(V)] = puz E[‘Dl(-\') xe =1 (1-pp) E[®'(1) i x1,=0] (3.14.8)

In accastd expresic p;, reprezintd probabilitatea ca componenta 1 si se afle cel putin in
starea 2, in general:
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py = Pr{x, =1}

0
Similar cu extinderea schemelor bloc se poate face §i extinderea analizei fiabilitatii
sistemelor cu stiri multiple prin arbori de defectare. Arborele de defectare (fault tree) si
arborele de eveniment (event tree) sunt scheme logice cu porti §I 5i SAU care constau
dintr-un eveniment de vart si o structurd de indicare a cailor care fac posibild producerea
evenimentului. Termenul de arbore de defectare se foloseste atunci cand evenimentul din
varf este ciderea sistemului, iar arborele de eveniment in cazul succesului. 1.a sistemele cu
stari multiple cite un astfel de arbore trebuie construit pentru fiecare stare a sistemului. in
figura 3.14.2 se dau arborii de reusitd pentru exemplul anterior. Si aici, dacd o
componentd apare de mai multe ori intr-un arbore, pentru calculul fiabilitatii trebuic

utilizate probabilitati conditionate.

[1 2
{ 1.2 L,
1 = 2
o 122} @
1,1 2,1
Figura 3.14.1.
&' Succes &2 Succes
//A\\‘ ///\\I
|
— i
i —
P . p
(12)  (22) ’ 1 ]
— -
1,1 Yo(22) (12) (2
~ Q/ U 12 @y

Figura 3.14.2.

In [AVENBS] se prezinti alti doi algoritmi eficienti pentru calculul fiabilititii,
respectiv non-fiabilitatii la nivelul & a sistemelor monotone cu stiri multiple cu
componente s-independente. Algoritmii se¢ bazeazi pe metoda de decompovitic a lui
Doulliez si Jamoulle.

Primul algoritm. care calculeaza fiabilitatea R(k) la nivelul 4, porneste de la
necesitatea cunoasterii vectorilor de cale minimali (minimal path vectors). Un vector de
stare 1" al componcntelor reprezintd o cale minimald dacd (1) > k, dar pentru orice o <}
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s¢ obtine O(Y) < k. Prin comparare cu acesti vectori minimali, spatiul stirilor 5= {X} se
descompune in urmitoarele seturi de stiri sigure:

- setul starilor acceptabile, pentru O(Y) > k
- setul starilor neacceptabile, pentru O(Y) < k
- setul stirilor nedefinite

Fiecare set de stiri nedefinite se descompune din nou, pini cind nu va mai
rdmane nici un astfel de set. Fiecare set de stiri nedefinite S are asociati doi vectori 4° i b,
care reprezinta starile limita, astfel incat:

S={YeiF; b<¥<b (3.14.9)

Initial s¢ considerd ° = N = (N, My, ... Ny) pentru care G(V) =M, si b =0 = (0, 0. ...,
0). Pentru descompunerca sctului S, ficcdrui set de stini acceptabile 4 i se asocieazi o
valoare critici V<SS, astfel incat:

A={Yes ; V< (3.14.10)

Fiecare set de stiri neacceptabile B va avea o asociati de asemenea o valoare critici v,
astfel incat:
B ={ X ;x < v pentru cel putin un 7} (3.14.11)

Fiabilitatea cautata este data evident de probabilitatea de a avea o stare acceptabild, adici:
R(k) = Pr{®(Y) = k} = Pr{Vc} (3.14.12)

Aceasta se poate calcula usor ca o suma de termeni, deoarece seturile de stari acceptabile
generate contin toate stirile acceptabile i nu se suprapun (corespund la evenimente
incompatibile).

Al doilea algoritm calculeaza in mod similar non-fiabilitatea la nivelul &, deci:

O(k) = Pr{d(X) < k} (3.14.13)

necesitind pentru aceasta cunoasterea vectorilor de tdieturd minimali (minimal cut
vectors). Un vector de stare Z formeaza o taietura minimala daca &(Z) < k, dar &(Y) 2 k
pentru orice .\ >Z. In [AVENSS] s¢ arati superioritatea acestor algoritmi in ceea ce
priveste timpul de prelucrare pe calculator fati de metodele de evaluare a fiabilitagi pe
principiul incluziunii-excluziunii $i al enumerarii de stari.

Modelele de mai sus au presupus o ordonare totald a starilor sistemului i a
componentelor sale. O abordare mult mai flexibild este accea care imparte multimea
vectorilor de stare ale componentelor pe clase de echivalentd [BOED93] [BOED94] sau
cea care considerd doar o ordonare partiald a acestor stari §i duce astfel la un model
generalizat al sistemului coerent cu stiri multiple (generalized multistate coherent system)
[YU94]. Acest model se poate aplica cu succes la acele sisteme practice care posedd mai
mult de un singur parametru de performantd §i care avand cel putin doud moduri de
degradare a performantelor nu pot fi descrise prin multimi complet ordonate a starilor.
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4. FIABILITATEA SISTEMELOR MULTIPROCESOR

4.1. Caracteristici generale de fiabilitate si performantsi

La calculul fiabilitiii unui sistem multiprocesor sunt necesare in principiu
urmatoarele trei categorii de informatii:

a) fiabilitatea componentelor individuale ale sistemului

b) structura fizici sau logici de interconectare a componentelor, care impune o
caracteristici particulard unui sistem, avind deci o influentd majord asupra
fiabilititii acestuia

¢) cerintele sau restrictiile impuse sistemului, care definesc conditiile limitd ca
sistemul si fie considerat operational (de exemplu numarul minim de componente
functionale)

Metodele traditionale de evaluare a fiabilitiii utilizeazd structura fizici de
interconectare si cerintele de functionalitate pentru a genera reprezentirni intermediare de
genul arborilor de defectare sau grafurilor de fiabilitate. Conceptele de fiabilitate se traduc
in aceste cazuri in determinarea probabilitatii ca intre oricare doud noduri ale grafului si
existe o cale de comunicatic in orice moment sau posibilitatea ca si rimana suficiente
arcuri operationale pentru a mentine cel putin o ramura care sd cuprindi toate nodurile.

La nivelul arborilor de defectare §i al grafurilor pentru analize probabilistice se
lucreazi cu nodun §i arce omogene, farad si se (ind cont de diversitatea componentelor
unui sistem. Pentru a elimina acest neajuns, s-a dezvoltat la universitatea Carnegie Mellon
modelul PAS (proccessor-memory-switch) de reprezentare a unui sistem multiprocesor
pentru calculul fiabilitatii [KINI82]. Acesta descrie structura sistemului la un nivel la care
nodurile grafului de conexiune reflecta eterogenitatca componentelor. Criteriul de
functionalitate al sistemului este dat in acest caz de numarul minim de componente
operationale din fiecare tip §i care sunt capabile de comunicare.

Un exemplu de structura PMS este prezentat in figura 4.1.1, unde doui
procesoare P1 si P2 pot comunica prin magistralele S1 §i S2 cu memoriile M1, M2, M3
si cu unititile de disc D1, D2. Cu Km si Kd s-au notat controlercle de memorie, respectiv
de disc. Este evident ca o astfel de reprezentare este adecvati sistemelor strins cuplate.
Daci se considerd cd sistemul mai poate functiona la limit cu un procesor, doui memorii
si un disc, aceste cerinte se pot formula printr-o declaratic booleand de forma:

(1, P) SI O2, AN §I O(1, D)

Kini §i Siewiorek au pus la punct o metodd de determinare a funclici de
fiabilitate sub forma simbolicd pentru structuri arbitrare de tip PMS, algoritmul fiind
implementat pe calculator. Ca intriri in program se specifica tipul §i parametrii functici de
fiabilitate a componentelor (exponentiald, Weibull, etc.), graful de interconectare PMS si
declaratia cerintelor minime de funcfionalitate. Informatii suplimentare referitoare la
magistrale, elemente de comutare, etc. nu se dau in declaratie, ele fiind deduse pe baza
topologiei.
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D1 D2
I |
Ka1 Kd2
P1 sS1 | I
P2 82 l ] l
K'I"‘ KTZ Km3
M1 M2 M3
Figura 4.1.1.

Cerintele minimale se folosesc pentru generarea tuturor seturilor de resurse critice
minimale, care con{in un numir de eclemente vitale (procesoare, memorii, discuri)
necesare pentru reusitd. Garantarca functionirii componentelor dintr-un astfel de set inc
nu este suficientd pentru starea de reusitd, fiind necesard identificarea componentelor
auxiliare care trebuie si fie functionale. Acestea se vor gisi pe clile de comunicatie dintre
resursele vitale pe subgraful asociat fiecarui set. Astfel se obtin multimile de componente
care dau stiri de reusitd, deci nigte rezultate partiale pentru care se calculeazi functiile de
fiabilitate sub formd canonici cu regulile de calcul probabilistic. Forma canonici este
necesard pentru a ugura reprezentarea codificati in binar a termenilor in calculator.
Functia de fiabilitate finald se calculeazi conform relatiei (3.7.1) ca probabilitatea
disjunctiei evenimentelor de reusitd, considerate ca fiind evenimente independente.

O optimizare a programului s-a obtinut prin segmentarea prealabild a grafului
PMS in subgrafuri pentru care existd tehnici cunoscute de calcul a functiei de fiabilitate.
De altfel metoda de determinare a fiabilititi unui sistem bazati pe descompunerea in
subretele a fost prezentata la paragraful 3.6.

in investigarea sistemelor multiprocesor o atentie madritd este acordata fiabilitatii
retelei de conexiune dintre componente. Fiabilitatea globala a acestei retele se defineste ca
probabilitatea de a mentine capacitatea de acces complet prin refea, iar fiabilitatea de tip
terminal inseamnd probabilitatea ca sa existe cel putin o cale de comunicatie intre un
anumit procesor si 0 anumiti memorie (sau anumitc memorii).

In general pentru evaluarca fiabilititi unor astfel de sisteme multiprocesor se-

folosec principii de teoria grafurilor imbinate cu analiza combinatorie. Aceastd metoda
se preferd si in [HWANGS2] cu referire la arhitecturile multiprocesor clasificate dupa

retcaua de interconectare in:

- structuri de tip magistrald, cu divizarea timpului (figura 4.1.2)
- structuri cu comutare crossbar (figura 4.1.3)
- structuri cu memorii multiport (figura 4.1.4)

Pe fiecare figura s-a reprezentat i g?'aful _prot?abﬂistic fxsocial, care este un set ﬁni!
de noduri ponderate conectate prin muchi} 'nedlrccuonale. En;cue nod cor_cspund; unei
componente fizice, fiind ponderat cu ﬁablhtatca. 23 (probabllna'leAa de bunfl functionare,
considerat ca element independent, de forma x=e ). De pogt cdin c.a.tcgom cl'cfm.mtelor
de memorie sunt incluse atit memoriile pnncnpa!e, cat i d.lspozmvele“ pen.tenc'e. de
stocare. Comunicarea intre procesoare are loc prin intermediul memoriilor pe cdi de
comunicatie DFP (data flow path) de tip procesor - element de conectare - memoric.
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Figura 4.1.2.
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Figura 4.1.3.
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Figura 4.1.4.
De exemplu, pentru o structurd de tip magistrald numarul maxim de cii este n < b

= m, din care o parte trebuie si fie functionale pentru ca sistemul si fie operational. Se
defineste o fiabilitate de prag (threshold reliability):

Rap=Pr{ E(a,p) }
care reprezintd probabilitatea de a avea cel putin a procesoarc din 7 care sa lucreze cu f

memorii din m. Pentru calcularea acestei mirimi, in loc de a efectua numirarea pe graf a
tuturor situatiilor favorabile, se recurge la calculul combinational. Astfel, probabilitatea de
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a avea exact i unititi bune din », p fiind functia de fiabilitate p = ¢ % a unititii, este dati
de relatia:

G(n,i, p) =_(:jp’ (1-p™ 4.1.2)

Fiabilitatea de prag pentru structura considerati se obtine simplu ca fiind:

n m b
Rap ()= 2 2. 22G(n,i,x)G(m, j,y)G(b, k,2) 4.13)
1=a j=f k=1
Fiabilitatea sistemului se poate calcula ca
R =Pr{ E(1,1) }= R, ,(?) 4.1.49)
dar pentru ca sistemul si functioneze in mod MIMD (multiple instruction multiple data)
se considerd cd sunt necesare cel pufin 2 procesoare gi se defineste o fiabilitate de

multiprocesare (multiprocessing reliability):

Rn (1) = Pr{ E(2,1) }= Ry,() (4.1.5)

Subgrafun crossbar 3x3

Banyan (3,2)

Figura 4.1.5.

Circuitele de tip crossbar pot fi intilnite in componenta acelor refele de
interconectare multinivel MIN la care exista cite o singuri cale intre fiecare nod de intrare
si nod de iesire. O astfel de structurd este refeaua banyan. Un banyan de tip (fL) este
organizat pe L nivele, astfel incat factorul de intrare al fiecdrui nod intermediar este egal
cu factorul de iegire, avand valoarea f (fanout-f). Fiecare cale de la o intrare la o iegire are
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lungimea L. Un graf banyan (f,L) poate fi privit ca o colectic de f x f subgrafuri. de tip
crossbar, aga cum se poate observa pe exemplul din figura 4.1.5. Aceasta reprezintd un
MIN de dimensiune 9x9 construit din 2 nivele de comutatoare crossbar 3x3, reteaua fiind
un banyan (3,2). o

Fiabilitatea unei retele banyan se poate calcula observand ci ea constituie un
sistem neredundant, un defect singular in retea duce la deconectarea comunicirii intre
anumite intrdri gi ieiri [CHERSS5]. Intr-o retea banyan (f,L) rectangulard N = f t unde N
reprezintd numirul de resurse (intriri/iegiri), numirul de elemente de comutare necesare
este evident (V/f) x L. Considerand ci clementele de comutare crossbar By se supun unei
legi de fiabilitate exponentiale, rata de defectare fiind A(B), rata de defectare a intregii
retele va fi:

A= NIy x L x ABy (4.1.6)

Rata de cadere A(B)) a unui element B, este o functie direct proportionali cu fanout-ul £
depinzind de implementarea schemei i de tehnologie, fiind calculabil de la caz la caz in
functic de acesti factori.

Comportarea retelei la defecte prin degradarea performantelor se poate studia
printr-un coeficient de sldbire la defect FS (fail-softness coefficient), exprimat ca raportul
dintre numarul de conexiuni intre intriri-iesiri in caz de defect $i numairul total de
conexiuni posibile in lipsa defectiunilor. Se deduce simplu ca pentru un defect singular al
unui nod

FS=(N*-N)/N*=1-1/N (4.1.7)
iar pentru un defect singular al unei legituri:
FS=(N - NIf) I N* =1-1/f x N) (4.1.8)

Intrucit reteaua MIN constituie elementul esential al sistemului multiprocesor,
problemele de bazi sunt cele de conectivitate si tolerantd la defecte ale acestui circuit. Se
considerd in [AGRAB8S5] ca sistemul este functional daci el respecta proprietatea de acces
dinamic complet (DF A, dynamic full access). Aceasta inseamna ci fiecare intrare in MIN
poate fi conectati la oricare din iegiri dupa un numdr finit de pasi. Deficienta metodei este
¢a se presupune existenta defectelor (de punere pe “0” sau pe “1”) numai la intririle de
comanda si cu anumite rezerve pe cele de date ale elementelor de comutare. De altfel se
demonstreazd cd un defect de agitare pe o intrare sau iesire primard a MIN, duce la
imposibilitatea asiguririi proprietaii DFA.

Testarca capacititii DFA se face cu ajutorul modeldrii prin graf a circuitelor de
comutare, ceea ce duce la un model de graf pentru intreaga retea MIN. Figura 4.1.6
prezinta graful corespunzitor retelei MIN din figura 2.4.5. Pe baza acestui graf complet
se pot scric matricile de adiacentd A, pentru fiecare nivel, care arati ciile posibile intre
nodurile de intrare §i de iesire ale nivelului respectiv, §i matricea de accesibilitate R
(reachability matrix) pentru intregul graf, care indici ciile posibile intre intrarile si iesirile
primare. Evident existi relatia: '

R=]]A, (4.1.9)
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unde m reprezinti numirul de nivele. Matricea de accesibilitate in k pagi se obtine prin:
R,=R* (4.1.10)

Conditia DF A este satisficuti daci se obtine o matrice de accesibilitate (chiar in £
pasi) cu toate elementele nenule. Modelind pe graf diferite situatii de defect, . prin
calcularea matricii de accesibilitate se poate face o afirmatie asupra functionalititii
sistemului. Simuland diverse modele de defect, se poate evalua pe baza numirului de pagi
o distantd medic de cale, care di o indicatic asupra performantelor circuitului pentru
structura de interconectare aleasi a clementelor de comutare. Invers, pe baza acestui
principiu s-a conceput §i 0 metodd optimi de sintezi a circuitelor MIN bazati pe o
partionare pe grupuri, care duce la un numir de defecte tolerabile aproape egal cu
numarul circuitelor de comutare. O optimizare in continuare trebuie ciutatd in directia
minimiziri distantei medii.

Figura 4.1.6.

Matricea de accesibilitate R este folositd in [MACAS88] pentru a determina prin
simulare gradul de degradare al sistemului in prezenta unor defecte. Daca un sistem strans
cuplat de tip MIN este definit ca fiind functional cand cel putin i procesoare §i j module
de memorie din N sunt operationale §i complet conectate intre ele, atunci conditia de
functionalitate se poate determina din matricea R, §i anume daci in aceasta se giseste o
submatrice de ordinul (ixj) cu elemente nenule. Un astfel de model de fiabilitate se
numeste fiabilitate orientatd pe sarcini (task-based reliability). Simulatorul reduce deci
sistemul in prezenta diferitelor defecte la matricea de accesibilitate, din care se determina
o mirime a fiabilitai.

Fiabilitatea unui sistem continind N procesoare PE omogene, fard rezervd, §i o
retea MIN de NxN (chiar tolerantd), este data de relatia

Ry=Ci~ R} ~R, (4.1.11)

unde:

R, - fiabilitatea sistemului fara procesoare de rezerva (S=0)
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- fiabilitatea unui singur PE
- fiabilitatea retelei MIN

C , - coeficient de degradare a fiabilititii din cauza unor clemente secundare
(circuite de comandi, memorii secundare)

Mirimea lui R, are o limitd superioard R = C, x R ;,V care nu poate fi depasita nici daca
reteaua este perfectd (R, =1). in schimb, utilizind un procesor de rezerva se poate trece
de aceasti valoare, fiabilitatea intregului sistem, cu redundantd dinamicd DR (paragraful
2.4), fiind dati in acest caz de

R =C R, R,)"‘+l + (V1) (R, R,)” (1-R, R))} 4.1.12)
unde:

R, - fiabilitatea sistemului cu S=1
R, - fiabilitatea unui rand al retelei DR
C,; - coeficient similar lui C,

In [JENG88] se demonstreazi pe exemple cd pentru N mic rezulti R,>R, iar
pentru N foarte mare R, poate deveni mai mic decat R, dcoarece adiugarea unei rezerve
nu compenseazi sciderea de fiabilitate datoratd dimensiunii mari a retelei. Totusi se va
mentine R,>R,, intrucat fiabilitatea unui MIN tolerant la defecte se va micsora si ea odata
cu cresterea lui V (R, scade). In concluze, degi mai scumpi decit solutia cu retea MIN
cubicd, reteaua cu redundanti dinamicd DR duce la cresterea semnificativd a fiabilitatii
sistemului pentru un numar mare de procesoare.

Detectele dintr-o retea MIN cu inlantuire (figura 2.4.9) pot fi reunite pe elemente,
un element fiind constituit din iesirea (sau iesirea-lant) a unui element de comutare SE,
legatura aferenta si intrarea (sau intrarea-lant) la care merge in comutatorul SE urmator.
Un element se considera defect daca oricare componenti a sa este defectd. Defectele de
pe intrdrile §i icsirile primare ale retelei nu pot fi tolerate decdt prin utilizarea unor
comutatoare externe suplimentare [TZENG88].

Pentru analiza fiabilititii trebuic mai intdi calculat numirul minim de elemente
lipsite de defect necesare pentru a asigura conectivitatea completd a retelei. Un lant
complet de A1°2 circuite SE are Af clemente de iesire si A2 elemente de iesire-lant. Cazul
cel mai defavorabil pe care un lant il poate tolera este cand toate elementele de iesire ale
lantului complet sunt defecte in afara de doud (dar nu oricare, pentru a se asigura cite o
cale citre ambele grupdni din nivelul urmitor) si toate elementele de iesire-lant sunt bune
exceptand unul singur. Deci un lan{ complet poate tolera cel mult (AM-2) + 1 = M-1
elemente defecte. Un nivel i avind 2' lanfuri complete de cate N/2™*! circuite SE si fiindca
0 < 7 < log; N-1. numirul maxim de defecte care pot fi tolerate este:

log, N-2

Pentru cazul din figura 2.4.9 (cu N=8) se obtine B=13. Este evident ci defectarea
unui singur clement din refca cste totdeauna toleratd, dar B+1 defecte vor duce sigur la
ciderea retelei. intre aceste doud extreme se situeazi numirul de defecte tolerabile, in
functie de locurile de aparitie ale defectiunilor.

NT=

—~1)= N(log, N -%)u (4.1.13)
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Functia de fiabilitate a retelei se poate calcula cu relatia:
R(®) = Q(O)R(0) + Q(DR(1) + ... + QEIR(E) (4.1.19)

unde (i) reprezinti probabilitatea de supravietuire a retelei dupa ciderea a i elemente, iar
R(y) este fiabilitatea retelei cu i elemente -defecte. Numirul de elemente expuse defectirii,
fird a admite defecte pe intririle i iesirile primare, este £ = 3M(log,N-1)/2. Calculul
probabilititilor O(i) se poate face printr-o metodi recurenti in ordinea descrescitoare a
nivelelor [TZENG88], cu observatia cd Q(;) = O pentru ; >B. Admitind pentru fiecare
element o distributie exponentiald a timpilor de defectare cu rata A, probabilitatea de a
avea / elemente defecte din E este:

E\ 1 E—
R(:):[i/(l—e"‘) (e*) (4.1.15)
fnlocuind mai sus gi avind in vedere observatia ficuti, rezulti:

3 E 1 -1
R() = ;EQ(I'L )1-[") ()™ =

. . (4.1.16)
_a)E . _uNf —u\E-
=(e ”) + ZQ(I{i )l—e "') (e "')
=1
Media timpului de functionare se poate calcula ca:
13 ]
MTTF = TR(z)dt = —Z& (4.1.17)
0 ARE-i

Pentru comparatie, functia de fiabilitate a unei retele regulate neredundante, cu
acelasi numdr de intrari/iesiri .V, este:

Ry(1)={e*)" (4.1.18)

unde Ey = M(logoN-1), admitind i aici intrarile si iesirile primare perfect fiabile. In acest
caz MTTF este evident:

1
MITF, = E (4.1.19)
0

Reprezentand grafic (la scard logaritmicd) A/7TF in functie de N pentru rete:u}a
inlinfuits cu redundantd, respectiv pentru cea fard redundantd, se obtine grg.ﬁcul dm
figura 4.1.7 [KAKAS94a). Se observd ca odati cu cresterca dimens_ignn retclel,‘
fiabilitatea retelei redundante are o tendin{d mai mica de scadere fata de ﬁabtlxlatea. re(el;n
regulate. Acest lucru se explica prin faptul cd se obtin lanturi din ce in ce mai mari,
capabile si furnizeze mai multe cai alternative, al cdror numdr creste exponential cu
dimensiunea retelei. Cu cit reteaua este mai mare (M mare), cu atit mai bine poate
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supravnecux o astfel de refea complet inlinguiti la un numir mai mare de defecte, deci
devine mai robusti. In ceea ce priveste costul retelei inlintuite, aceasta este cu aproximatie
de 9/4 ori mai mare decat cel al refelei regulate, deoarece circuitele de comutare de tip
2x2 trebuie inlocuite cu circuite de tip 3x3.

-3
=),

1000

MTTF

10
MTITF,

0,1

>

4 16 64 256 1024 N

Figura 4.1.7.

Indicatori de performanti. Scopul retelei de interconectare a unui sistem
multiprocesor este de a face legitura intre oricare procesor §i un modul de memorie din
zona de memorie comuni. Satisfacerea unei astfel de cereri poate fi insd impiedicati din
cauza a doud motive principale:

1. Daca doud sau mai multe procesoare cer acces simultan la aceeasi unitate de
memorie.

2. Dacd doud sau mai multe procesoare necesitd simultan aceeasi legitura de
comunicatie pentru a accesa unititi de memorie distincte.

in ambele cazuni procesoarele care au emis cereri de acces nereusite trebuie si
astepte. Structura retelei de interconectare trebuie si permitd mentinerea la minim a
timpului pierdut de procesoarcle care asteaptd din cauza memoriilor sau resurselor de
comunicatie ocupate. Eliminarea pe cat posibil a oricarei dispute pentru resurse comune
ar necesita structuri de interconectare foarte complexe §i costisitoare, dar sistemele actuale
(prezentate in capitolul 2) prezintd un compromis intre complexitate si cost care nu reduce
in mod semnificativ performantele sistemului multiprocesor oferite de prelucrarea
paraleld. La acest lucru contribuie §i faptul cd memoria total este de reguld partitionati
intr-o memorie locali (compusi din module independente asociate fiecarui procesor) i o
memorie comund (compusd din module accesibile de citre oricare procesor). Ca urmare,
un procesor se poate afla intr-una din urmatoarele stiri [AJMO86]:

Activ (active): procesorul lucreazi cu memoria sa locala.
In accesare (accessing): procesorul schimbi date cu alte procesoare prin
inscrierea in (sau citirea din) zona de memorie comuni.

o in coada de asteptare (queued): procesorul agteapti obtinerea unui acces la
memoria comuna.
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O parte importanti a modelului de evaluare a performantelor constd in
caracterizarea incdrcarii (workload) aplicate sistemului. fn acest sens existd dous abordiri
posibile: determinista si probabilistd. In cazul determinist incircarea fiecirui procesor se
considerd a fi cunoscutd §i pe aceastd bazi se poate dezvolta o secventd precisd a
operatiilor efectuate de fiecare procesor (durata activititilor singulare, destinate fiecirei
cereri de acces) pentru a caracteriza comportarea intregului sistem. Parametrii de
performanti se pot evalua prin simulare, ceca ce limiteazi aceastd tehnic3 la cazul concret
aflat sub observare. Admitind in schimb o comportare probabilistd a sistemului, s¢ poate
dezvolta un model stohastic care incearcd si capteze esentialul in functionarea sistemului,
fara a fi cunoscute detaliile individuale ale incarcirii sistemului. Parametrii de incircare se
definesc ca gi variabile aleatoare cu o anumitid distributie, rezultatele fumizate avind
avantajul de a reprezenta relatiile functionale intre parametrii de sistem si performanti. De
asemenea, un astfel de model stohastic permite studiul comparativ al diferitelor solutii
arhitecturale cu referire la obiectivele de performanta impuse.

Unele modele de performantid admit o functionare asincrond a procesoarelor
corespunzitoare executiei segmentelor de program ¢i acceselor la memoria comund
pentru un transfer de date. Activitatea lor poate fi priviti ca §i secvente de accese
asincrone la diferite module de memorie (locale sau comune), aparand coliziuni dacd mai
multe procesoare au nevoie de aceleasi resurse. Abordirile de tip sincron considera
sistemul la nivelul instructiunilor, reprezentate ca operatii sincrone pentru toate
procesoarele. Axa timpului este divizati pe intervale elementare numite “slot”-uri, astfel
incat la inceputul fiecarui slot procesoarele pot emite cereri de acces la memoria comuni
(figura 4.1.8). Apoi, mecanismul de arbitrare selecteazi cererile care pot fi onorate §i
procesoarele se conecteazi la modulele de memorie, conexiunile fiind mentinute pe toatd
durata slotului. Timpul de lucru al fiecirui element de procesare (PE, processing element)
este impartit in:

- timp activ (2,), in care procesorul lucreazi singur, eventual cu memoria locala
- timp de lucru cu memoria (t,), in care necesita acces la un modul de memorie
comund CM (common memory)

Ciclul de executie al procesorului se studiazi sub aspectul raportului dintre timpul
activ al procesorului (processor active time) si timpul de citire-scriere in memoria comund
(memory write time). Dacd se noteazi cu « probabilitatea ca in slotul care incepe PE si
emitd o cerere de acces la CM, atunci pentru o =1 timpul activ efectiv al procesorului va
fi nul, iar pentru & <1 timpul activ va avea o distributic gecometrica.

cerere de acces la memona comuna

PEI.:&IT-I——*‘

te — < «—— -

t “— — >
Figura 4.1.8.

Performanta sistemului multiprocesor este caracterizatdi cel mai adesea prin
ldtimeu de bandd (bandwidth), care reprezintd numarul mediu de module de memorie
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comund ocupate. O alti mirime pentru studiul degradirii performantelor datoritd
interferentelor de acces la resurse comune consti in numirul mediu de procesoare aflate
in lucru, numiti §i puterea de procesare (processing power). In continuare voi face o
trecere in revistd a expresiilor pentru calculul 1itimii de bandi () pe baza [WILK91] si
[ATMO86]. ’

Probabilitatea ca un PE si nu ceard un acces la CM la inceputul unui slot este 1-
a. Daca n reprezinti numirul de procesoare, atunci probabilitatea ca nici un PE sd nu
faci cerere este (1-a)", respectiv probabilitatea ca unul sau mai multe PE si faca cerere
este 1-(1-a)". Deoarece intr-un sistem cu magistrald unicd numai o singurd cerere
poate fi acceptati la un moment dat, numirul mediu de cereri acceptate in fiecare ciclu de
arbitrare, adica litimea de banda este dati de:

B=1-(1-a) (3.1.20)

Trebuie ficutd observatia ci in cazul acestui tip de sistem multiprocesor, cand
existd o singurd memorie comuna accesibild prin magistrala sistem, litimea de bandi
exprimii de fapt gradul de ocupare al acestui modul de memorie. Este evident ca o rati
ridicatd a cererilor (o mare) duce la saturarea rapidi a magistralei in functic de numarul
de procesoare.

in cazul sistemelor crossbar, coliziunile apar numai din cauza magistralelor
memoriilor comune, nu §i a magistralelor procesoarclor, deoarece fiecare procesor
dispune de propria magistrald, dar mai multe procesoare pot concura pentru un modul de
memorie §i magistrala aferentd. Admitind sanse egale ca un procesor s poatd accesa
orice modul de memorie comuni, probabilitatea ca procesorul PE, si ceard un acces la
memoria CM, este a/m, unde m este numirul de module de memorie comuni.
Probabilitatea ca PE, s nu ceard acces la CM, este 1--a/m, iar probabilitatca ca nici un
procesor din cele n s3 nu ceard accesul la aceastd memorie este (1-a/m)”. Probabilitatea
ca modulul de memorie considerat sa aiba cel putin o cerere va fi 1-(1-a/m)". Ca urmare
numdirul de module de memorie comuna care vor avea cel putin o cerere, adica litimea de
banda a sistemului este dati de:

(. aY |
ﬂ:n{l—Kl——W g (4.1.21)
L m, J

Performaniele pot fi limitate in cazul sistemelor cu magistrale multiple atat de
disputele pentru magistrale, cat §i pentru memoriile comune. Intr-un ciclu de magistrala
pot fi servite maximum & cereri (b fiind numirul de magistrale), iar apoi cele b cereri
trebuie sd fie citre module de memorie diferite. Servirea unei cereri de acces poate fi deci
privita ca si un proces in doud etape. Prima dati trebuie selectate pani la m cereni dintre
cele emise. Probabilitatea ca 0 memorie si aibi cel putin o cerere este, ca si la reteaua
crossbar, 1-(1-a/m)” = r. Urmeazi c3 probabilitatea ca exact i module de memorie
diferite s3 aiba cereri adresate este, conform unei distributii binomiale:

(ﬁl et
g(i) = \i}’(l— Py (4.1.22)
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in a doua etapi, din toate cererile diferite remise, numai b pot fi servite, datorita
numdrului limitat de magistrale. Rezult3 c3 litimea de bandi totali este dat3 de:

m b-1
B = 2bgl)+ Lig(i) (4.1.23)
i=b 1=1

Primul termen se refera la situatia cand s-au efectuat b sau mai multe cereri pentru
care s-au folosit toate magistralele, iar celilalt termen se referi la situatia cind au existat
mai putin de b cereri, necesitind evident §i un numir egal de magistrale. Pentru situatia
m<b, primul termen dispare. (Relatiile (4.1.22) si (4.1.23) constituie i o corectie fati de
[WILK91], unde sunt date gresit, cu » in loc de m. In plus, voi arita la paragraful 4.2 ci
aceste relatii sunt valabile numai pentru n > m, pentru n < m modalitatea de calcul fiind
alta). In [MELUS88) se modeleazi un sistem cu doui nivele de magistrale, litimea de
bandi totali avand trei componente, corespunzitoare accesului local, accesului in
interiorul grupului propriu si accesului la 0 memorie dintr-un alt grup (cluster).

Probabilitatea ca cererea emisd de un procesor sa fie acceptatd, este datd la toate
sistemele parcurse pand acum de raportul dintre numarul de cereri acceptate si numairul
de cereri emise, adica:

Py == (4.1.24)

La un sistem cu retea multinivel care are reteaua compusd din comutatoare
crossbar de tip a<b in fiecare nivel, numirul de cereri acceptate de un astfel de comutator
aflat in primul nivel §i transmis spre cel de-al doilea, este, conform (4.1.21),

b[l—(l— o /b)"]. Probabilitatea ca sd existe o cerere reusitd pe oricare nivel din cele b
iegiri ale primului nivel, este:

,” a o
,lzl_,!&l., ;} (4.1.25)

Aceste cereri devin intriri in al doilea nivél, si aga mai departe, astfel incdt probabilitatea
ca si existe 0 cerere reusitd pe o iesire a ultimului nivel, se poate afla prin evaluarea
recurentd a functiei:

(o
r :1J\1f?‘; (4.1.26)

pentru i =1, 2, ..., N, unde N este numarul de nivele i r, =« . Intrucit reteaua are in total
b iesir (si a" intrari), litimea de banda totala a sistemului este:

B=b"ry (4.1.27)

Probabilitatea ca o cerere si fie acceptata este datd in acest caz de:
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Pa=—5 (4.1.28)

Relatiile precedente se pot particulariza pentru cazul reelelor MIN cu celule de
comutare 2x2, luind a = b = 2.

O modelare mai apropiati de realitate se obtine daci rata de acces staticd o se
inlocuiegte cu o ratd de cereri dinamicd (dynamic request rate) &, care tine cont de
remiterea cererilor neservite de acces la memoria comuna in slotul urmitor. Figura 4.1.9
prezint3 timpul de lucru 7 al unui procesor cu toate cererile acceptate i timpul 7'/, in
care unele cereri au fost blocate i reluate in ciclul urmator. Deoarece numdrul de sloturi
fara cereri este acelasi in ambele cazuri, exista egalitatea:

T(l-a)=T'(1-7) (4.1.29)
Daca P, reprezinta probabilitatea ca o cerere sé fie acceptatd (calculati cu rata J),
atunci numirul asteptat de sloturi pini la acceptare (inclusiv acesta) este media unei

distributii geometrice, si anume 1/P,. Timpul T’ va fi deci mai lung decat 7 cu timpul
corespunzitor refuzurilor, adica:

’ Y [
T = T+aTL———1}|=lL(1-a)+— T (4.1.30)
8= ———F— 4.1.31)

Intrucat P, este tot o functic de &, avind expresia (4.1.24) sau (4.1.28) in care se
inlocuieste o cu 4, rezolvarea se poate face prin iteratii succesive pornind cu 5= « .

l&
€

cerets
blocata

Figura 4.1.9.
Un alt indicator de performanti al sistemelor multiprocesor este factorul de

accelerare (speed-up factor). Daca toate cererile ar fi acceptate, timpul de executie pe
sistemul multiprocesor ar fi T, si factorul de accelerare », avind in vedere ci pe sistemul
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monoprocesor timpul necesar ar fi n7. In cazul in care existd §i cereri refuzate datoritd
accesului simultan la resurse comune, factorul de accelerare este:

Fj=—r=—r"- (4.1.32)

Chiar cu rata dinamic3 a cererilor, fatd de comportarea reali modelele considerate
sunt aproximative, deoarece am admis ganse egale pentru toate procesoarele de a avea un
acces la memoria comuni. Modele mai exacte se obtin deci se {ine cont de tehnica de
arbitrare §i de comportarea unor anumite procesoare de a selecta cu preferingi anumite
module de memorie comuni [AJMO86]. De asemenea, simularea pe calculator poate fi
folosita pentru a obtine rezultate mai precise.

4.2. Modelul integrat de fiabilitate si performanti propus

Studiul performantelor sistemelor multiprocesor se face de reguli tinind cont de
caracteristicile lor constructive §i functionale. O analizi mai realisti se obfine daci se
integreaza indicatorii de performanti ai sistemului §i mirimile de fiabilitate. Voi construi
prima dati un astfcl de model pentru un sistem de tip crossbar (prezentat §i in
[KAKAS95d]), urmand ca pe baza lui si fac referire si la alte tipuri de sistemne.

Consider un sistem multiprocesor de tip crossbar cu » elemente procesoare
(PE), m module de memoric comuni (CM) §i n<m comutatoare (figura 2.4.1).
Elementele procesoare pot lucra independent, avand acces la cate o memorie locali (LM)
sau pot cere acces la memoria comuna pentru un transfer de date. Daca sosesc cereri
simultane de la mai multe procesoare la acelagi modul de memorie, atunci va fi satisfacuta
una singurd, urmand ca procesoarele neservite si intre in agteptare. Se¢ va considera cid
elementele de comutare sunt expuse la defectare. Un comutator defect intrerupe calea
dintre un PE si CM si poate cauza de asemenca plasarea in agteptare a procesorului. daci
a emis o cerere la acea memorie comuna pe a carei cale se afli comutatorul. Astfel, un
procesor poate sa se afle intr-una din urmadtoarele stari:

- Activ (active), cand lucreaza cu memoria locald sau executa operatii interne
- Ocupat (busy), cind schimbi date cu 0 memorie comuna
- In agteptare (waiting). cand o cerere citre memoria comund nu a fost servita

Pentru a modela comportarea sistemului prezentat mai sus, fac urmatoarele
presupuneri [KAKAS95c]:

- Axa timpului se imparte pentru fiecare procesor pe intervale elementare (slot-
uri), deci consider o evolutie discretd a timpului (figura 4.2.1). Un slot poate corespunde
unei instructiuni de program sau unui ciclu magina.

- Sigtemul are o functionare sincrond, adicd ciclurile de procesoare §i de memorie
au acceayi duratd i incep simultan.

- Ficcrui procesor i s¢ asociazd o probabilitate o ca la slotul care urmeazd sa
efectucse o cerere de acces la memoria comuna. Alegerea modulului de memorie la care
sc cere accesul se face dupa o distributie uniforma. Modelul este pentru @ =1 un model
cu intarziere intre cereri (delay model), iar pentru « =1 un model fara intarziere (zero
delay model) adicd fara procesare locala.
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- Procesoarele, respectiv modulele de memorie comuna sunt identice §i nu se
defecteaza.
- Comutatoarcle sunt identice si fiecdrui comutator i se asociazd o probabilitate
g=1-p de a se defecta in slotul care urmeaz3 (p este probabilitatea de a fi operational).
" - Daci la 0 memorie sosesc simultan mai multe cereri, se retine una singurd (aleasa
in mod aleator), iar restul se pierd. Acesta este un model aproximativ cu cereri pierdute
(lost requests), urmand ca mai incolo s3 aduc ajustarile de rigoare.

ocupat in agteptare

PE:_.\

acav
Figura 4.2.1.

Probabilitatea ca Ia un anumit slot s existe o cerere de acces reusiti la un CM din
partea unui PE, este data de:

P=a-P, @3.2.1)

unde a este probabilitatea ca sa existe o cerere de acces, iar P, reprezintd probabilitatea ca
cererea si fie reugitd. Aceasta din urmi se poate calcula ca:

Py=Pg - P- (4.2.2)

unde Py exprimd probabilitatea ca drumul de legitura dintre PE si CM sa fic operational,
iar P probabilitatca ca cererea sd fie acceptati de modulul de memoric. Urmeazi
determinarea lui Py si Pe.

Pentru a determina pe Pp, trebuie s3 avem in vedere c¢a probabilitatea de defectare
a legaturii (de fapt a comutatorului) la fiacare slot este ¢. Astfel, fird a admite posibilitatea
reparatici, P reprezintd probabilitatea ca pana la slotul considerat (al t-lea) s3 nu fi aparut
defectiunea (7), adica este o functie de fiabilitate datd de:

Pe=Pr{T>1} (4.2.3)

Aici intervine in calcul mirimea timp, reprezentatd prin varabila discreta 1, adica
numdrul de slot-uri (+ = 1, 2, 3, ...) de la momentul initial al observirii sistemului, de
exemplu de la inceputul ruldrii programului, cind toate comutatoarele se considerd a fi
bune. Deoarece timpul nu este continuy, in locul distributiei exponentiale se poate folosi
aici distributia de tip discret fard memorie, §i anume distribugia geometricd. Accasta are
functia de masa de probabilitate fr) = g(1-1)" i atunci:

=Pr{T>t}=R+1) +Rt+2) + Rt+3) + ... .. =
-qp+qp‘+qp’ ~~~~~ =

=gp(l+p+p +..... )=

=qpti(l-p)=p (4.2.9)
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Aceasta este de fapt probabilitatea ca pe durata a ¢ slot-uri si nu apard defectarea unui
anumit comutator.

Deoarece sunt posibile cereri simultane la un CM, probabilitatea ca cererea si fie
acceptatd de modulul de memorie (Pc) se poate scrie ca:

Pc= 1.Pr{sd existe doar aceastd cerere care ajunge la modulul CM} +
+ (1/2)Pr{sd existe incd 1 cerere care ajunge la modulul CM} + . . . +
+ (1/n)-Pr{sd existe incd n—1 cereri care ajung la modulul CM} =

n-1 1
=>~—p 42,
Eokn A (4.2.5)

Dacd se noteazd P, = Pr{sd existe incd k cereri care ajung la modulul CAf},
atunci aceasta se poate calcula ca gi suma urmitoarelor probabilititi corespunzitoare la
evenimente disjuncte:

P, = Pr{sd existe incd k cereri lansate cdtre acest CM i cele k cdi sunt bune} +
+ Pr{sd existe incd k+1 cereri lansate cdtre acest CM, dar 1 cale sd fie defecti

din cele k+1} + . . . + Pr{sd existe incd n-1 cereri lansate cdtre acest CM,
n-k~1
dar n—k cdi sd fie defecte din cele n-1} = ZP‘,J (4.2.6)
=0

Evaluarea lui Py, = Pr{sd existe incd k+i cereri lansate cdtre acest CM, dar i cdi
sd fie defecte din cele k+i} se poate face tinind cont de independenta evenimentelor:

Py, = Pr{sd existe incd k+i cereri cdtre acest CM}-
- Pr{ k cdi din cele k+i 53 fie bune} 4.2.7)

Pentru a calcula primul factor al relatiei (4.2.7), este necesar mai intdi s se
cunoasci probabilitatea p., ca la un slot si existe o cerere de acces din partea unui anumit
procesor la un anumit modul CM. Admitind distributia uniforma a cererilor, rezulta:

3R

Pm = (4.2.8)

Acum este cvident ci din punctul de vedere al unui anumit modul CM (oricare, ele
fiind identice ca i comportare), Pr{sd existe incd k+i cereri cdtre acest CAf} reprezinta
probabilitatea ca din n-1 incercar (fiecare cu probabilitatea de reusita a'm), k+1 sd fie
reusite. Deci este cazul unei distributii binomiale, astfel incat:

Pr{sd existe incd k+i cereri cdtre acest CM} =

N\ ‘ A New 7 Nm=1-(k+1)
I/ﬂ—1| . n-l-{k+i) ln_l\'/a ! a

= - STTE 129
'\k»i,'p"' 1-p.] K=iim, N om/ ( )

Al doilea factor al relatiei (4.2.7) este dat simplu de reuniunea tuturor situatiilor in
care k cdi sunt bune i 7 defecte:
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Pr{k cdi din cele k+i sd fie bune} =
k+i b i k+1i tk Y 5
- Pt(1-B,) = N (1- ) (4.2.10)

fnlocuind pe (4.2.9) si (4.2.10) in (4.2.7) si apoi mai departe pani la (4.2.2), se
obtine probabilitatea ca cererea de acces la CM din partea unui PE la momentul ¢ s3 fie
reugit:
n-ln-k-1 1
w00 K+

n-tnk-t (g )l’ﬂ( a \n-l—(k+x)/k+i]p ,
t _z thfq
"Mzollu [k+lI ! m) Lk (1-7')

1=

Py=Py

-

(4.2.11)

Conform relatiei (4.2.1) se poate calcula imediat §i P:

) 1 [n II j “( - )’l_l-(k‘“)(k . ljﬁ |
—ap — _= 1 pt) (4.2.12
P=ar o ,;0 k+Wk+i ! m k ( P ) ( )

Ca i un caz particular pentru a =1, relatiile (4.2.11) si (4.2.12) sunt de asemenea
valabile pentru un model fari intirziere cu cereri pierdute. Nici acest model nu (ine insa
cont de rata reald de acces la memoriile comune, care este § >a , presupunind ci o
cerere neservita s¢ va repeta in slotul urmator. Un model imbunitatit se poate obtine daca
in (4.2.11) se consideri o ratd dinamici a cererilor (J) in loc de cea statici («), relatia de
calcul fiind deja dedusa si data de (4.1.31).

Ecuatiile (4.1.31) si (4.2.11), in care « s-a inlocuit cu & permit o rezolvare
recurentd, pornind cu 8 =a . Rezultatele obtinute pe calculator pentru / iteratii pana cand
&% — 8P| < 0,001, sunt date in tabelul 4.2.2 pentru diferite configuratii de sistem si
p=1. Este de remarcat faptul ca eroarea introdusa de modelul aproximativ creste daca
numarul de module de memorie comund este prea mic comparativ cu numirul de
procesoare §i rata de cereri este ridicata.

n | m a P, (a) 5 P, (0) 1 | AP, /P, [%]
0,3 0,803 0,357 0,770 4 3,9
10| 6 | 05 0,697 0,606 0,649 4 6,3
0,7 0,609 | 0,804 0,569 4 6,6
0,3 0,887 0,328 0,877 3 1,1
5 5 0,5 0,819 | 0,555 0,801 3 2,1
0.7 0,757 0.759 0,739 3 2.3
0,3 0,905 0,323 0,899 3 0,7
7 9 [ 05 0,848 0,544 0,836 3 1.4
0,7 0,795 0,749 0,782 3 1,5

Tabelul 4.2.2.
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In ceea ce priveste durata de viatd utild a sistemului, aceasta poate fi definitf in
mai multe feluri, in functie de momentul in care se decreteazi ci sistemul este defect.
Astfel, durata de viatd a unui sistem crossbar cu procesoare §i memorii comune perfect
fiabile §i comutatoare expuse la defectare se defineste ca intervalul de timp scurs de la
punerea in functiune a sistemului pini in momentul cind:

(D) nu mai existi nici o CM la care s3 aiba acces toate PE
(@) exista doud procesoare care nu mai pot comunica intre ele
(IIT) unul din procesoare se izoleazi complet de restul sistemului

Din cele trei definitii, prima este cea mai restrictivi, aga cum se poate observa pe
figura 4.2.3.a: nici un PE nu este izolat, fiecare poate comunica cu oricare altul, dar toate
nu mai au acces la aceeasi memorie. Definitia (I) este mai restrictivd decat (I) (figura
4.2.3.b): incd PE, nu este izolat, dar nu poate comunica cu PE,. Evident un PE izolat
duce conform fiecarei definitii la nefunctionarea sistemului, situatia din figura 4.2.3.c
prezentand cazul lui PE, izolat de restul sistemului.

PE, PE, PE,
PE, PE, PE,
PE; PE; PE,
P54 PE4 PE‘
CM;CM,CM5CM, CM,CM,CM5CM, CM|CM,CM;CM,
a) b) c)
Figura 4.2.3.

Mentionez cd se pot concepe i alte definitii pentru durata de viad a sistemului
crossbar. Astfel, in cazul unui sistem tolerant la defecte se poate admite ca sistemul este
functional pani la izolarea unei anumite submultimi a elementelor de procesare, adica, cu

alte cuvinte, sistemul si fie functional pina cind un anumit numar minim de procesoare:

mai pot comunica (de tip k-din-m).
Pentru calculul timpului mediu de functionare al sistemului (Af7F) trebuie
parcurse urmatoarele etape:

1. Se scrie functia de structurd @ a sistemului, conform definitiei in cauza

2. Se calculeazi functia de fiabilitate corespunzitoare R = Pr{d=1}

3. Se inlocuiesc fiabilititile componentelor (comutatoarelor) cu functii de timp,
obtinindu-se R(f)

4. Se calculeazi valoarea agteptati EJ:] a variabilei aleatoare avand functia de
distributie F(r) =1-R(¢)

in continuare voi ilustra cele de mai sus pe un exemplu, in scop comparativ.
Consider un sistem crossbar cu n=m=3, pentru care imi propun calcularca M7TF
conform fiecirei variante a definitiei (figura 4.2.4). Fiecare comutator are asociatd cate o
variabild binari x,, astfel incat x, = 1 daca este functional si x, = 0 daca este defect (/ =1, 2,
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142 4. FIABILITATEA SISTEMELOR MULTIPROCESOR

..., 9). Probabilititile de defectare ale comutatoarelor urmeazi o distributie discreta de tip
geometric, conform (4.2.4), fiabilitatea unui comutator fiind P = r.

@ X X2 X3
@ X Xs 2
@ Xy X Xq

o) ol

Figura 4.2.4.

Conform definitiei (I), sistemul este functional dacd existd cel putin o coloand cu
toate comutatoarele bune. In consecinti, functia booleana de structuri va fi:

Dy = xx4%7 L XpX5%g | X3XeXo (4.2.13)

Schema bloc de fiabilitate corespunzitoare acestei functii este cea din figura 4.2.5. Pe
baza ei se poate scrie imediat functia de fiabilitate:

R =1-(1-P})’ =3P} -3P5 + P} (4.2.14)
Avand in vedere faptul ci P5 = p' si deci
Ry(1) = 3p*-3p% + p” (4.2.15)

valoarea agteptatd a variabilei alcatoare, ceea ce este acelagi lucru cu timpul mediu pani la
defectare, se poate exprima pe baza teoremei 3.3.2 ca fiind:

3 6 9
MTTF, = E{t] =14 3-l-~p~~3- 3L P (4.2.16)
P

Figura 4.2.5.

Functionarea corectd a sistemului conform definitiei (I) se obtine daci, luind
fiecare pereche de linii ale matricii de comutatoare, existd cel putin o coloani pe care
ambele comutatoare sunt bune. Functia booleani de structuri va fi deci:

D) = (XX 0XNE) D (X7 NG W) ) (XXX sYg XeXg) (4.2.17)
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Diagrama bloc de fiabilitate corespunzitoare lui @, este prezentat3 in figura 4.2.6.
Rezolvarea i nu mai este imediati, ci necesiti aplicarea uneia din metodele prezentate la
paragraful 3.5, deoarece acelagi element se regdsegte de mai multe ori pe schemi. Aici voi
determina functia de fiabilitate a sistemului pe baza functiei algebrice de structuri, care pe
baza figurii 4.2.6 este:

@y = [1-(1—rxa)(1-xx5)(1=x3%6) J[ 1-(1-xpe- )1 —x,8)(1 =x3%9)J[1-(1-x4%)-
- (1=xex7 )(1-x6x9)] = 147 + XpXXg + XaXgXy + XpXaXeXeXrXg + XpXXaX KXo —
= X1X3XaXeX X9 — XXX PXsX7Xg H X1 X3XsXeX7Xg T X1 X3X4X XXy — X2X3X sXXpXo T
T XXX XXX T XX pXaXXgXo — X XpX3X4X6X7Xg — XXX 4XsXeX7Xg — X1XaX3X4XsX7Xg —
— XpX3XaX sX6X7Xg — XpX3XaXsX7XgXg — XpX3X4XeX7XgXg — X1 X3X4XsXeX7Xg — X1 X2X3X sXX'7Xg—
— X1 X2X5XX XNy — X1X3X4Xs¥sXgXg — X1X3XsXEX7Xg g — XXV X5V Xghg — X1X3X4XsX6X7Xg —
— X1X2X3XsV6X7Xg — X1 XX gXsXeVXo — X1 XpX3XgXeXgXg — XX pX4X6X7XgXg — X1 X2X sX6X7.XgXe +
+ 2016503 X X6 N7Xg T 2X XXX 4N X6Xr Xy T 2N XXX X X7 XgXg + X1, X5X 4 X6 Yo XeXg +
+ LxpryxaxsKgkyXghy + 2X)0X)XaXsX6X7XgY0 T 2X1XpX3X4XsKeXgXg + 2X1X3X4X sXeX7XgXo +
+ 201003 X6X7XgXg — SX1XX3X4X sXeX7X5Xp (4.2.18)

Figura 4.2.6.

Considerind comutatoare identice astfel incat Pr{x,=1}= . . . = Pr{x,=1}= Pj se
obtine expresia polinomiala a fiabilitatii:

R, =3P} +3P5 ~18P; +18P; - 5P; (4.2.19)

Pentru a afla valoarea medie a variabilei aleatoare, avind in vedere distributia geometricd
a fiabilititii componentelor, s utilizeazi teorema 3.3.2 :

p3 p6 7 8 9
A{m‘,:E[[]:l+3 3+3 -18 +18
. p

1- 1-p¢ 1-p’ 1-p

(4.2.20)

in cazul calculului Af7TF pe baza definitiei (1), sistemul va fi considerat ca
functional pani cand pe fiecare linic a matricei de comutatoare existd cel putin un
comutator bun astfel inct pe aceeasi coloand si mai existe cel putin un comutator bun pe
o alti linie. Functia de structura corespunzitoare, exprimati sub forma booleand, va fi:

Dy = [xy(xatner Yoxa(esmog)oxa(¥eX9)] i [l ny)as(xpoxg)
wxe(xs Wxg)] ™ [xr(xioxa ) oxg(xp s )oxs(xstixs)] =
= [(rxamax st xaXe ) (XN epxgoxaXg) ] L [(X1xgxpx s xyxe) ™
(g xsxgt xe¥e)] M [(rixnt xaxgl xsxe ) (xaxt Uxexg XsYo)] (4.2.21)
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Schema bloc de fiabilitate aferenti este dati in figura 4.2.7, pe baza cireia se poate scrie
functia boolean3 de structuri ca fiind:

®5 = 1-{1-(1-xxa)(1-xpxs ) 1-x3x6) ) 1-(1-x1x7 X 1 —x2xs {1 -x3%0) | }-
A 1-[1-(1=xx gl 1=xxs )l 1 —x3x6) J[ 1 - (1 —x7 )(1—xsxs X 1 —xex7) ] }-
A 1-[1=(1=-xx7 ) 1 —x3x5 (1 —x3x9) J[ 1 - (1 —x40: (1 —xsxs ( 1 —x6x7)]} 4.2.22)
Rezolvarea urmeazi aceeasi proceduri ca la @,, insd numarul de termeni fiind aici relativ

mare, din motive de spatiu voi prezenta numai expresia polinomiald de fiabilitate, care
este:

R, =3P} + 18P} —36P; —15P% + 12P; — 54P3 +13P; (4.2.23)

Aplicand si aici teorema 3.3.2 pentru calculul timpului mediu pani la defectare, se obtine:

MITF, = ()= 1437 + 18- - 36— - 15—+
(4.2.24)

:

B

5
Bl
¥ [ 1]
|

)

;

0
3
H
&

2]
5] [
]
]

i

n
8

Figura 4.2.7.

Rezultatele date de relatiile (4.2.16), (4.2.20) si (4.2.24) pentru diferite valori ale
lui p in cazul sistemului considerat sunt grupate in tabelul 4.2.8. Valorile numerice
confirmi previziunile, §i anume faptul ci durata de viatd a sistemului calculats pe baza
definitiei (I) este cca mai redusa. Celelalte doud valori ale lui MTTF nu prezinti insi
diferente semnificative, insd cum s-a vizut efortul de calcul pentru determinarea lui
MTTF, este substantial mai mare decat cel pentru A/TTF,. Mai este interesant faptul ci o
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reducere cu 0,9% a fiabilitigii comutatoarelor duce aproximativ la diminuarea de 10 ori a
duratei de viati a sistemului.

n=m=3
p - | MITFy | MITF, | MITF3
0,990 61,3 | 624 78,1
0,995 1224 | 1247 156,1
0,999 6112 | 6231 780,2

MTTF in unity de tmp
Tabelul 4.2.8.

In concluzie, consider ci avind in vedere si efortul de calcul, cel mai util indicator
pentru calculul duratei de viatd al sistemului crossbar este cel care considerd sistemul
functional pand cand existi cel pufin 0 memorie comuni prin care si poati comunica
toate procesoarele (definitia (I)). Acesta este §i cel mai semnificativ din punct de vedere
practic dacd ne gindim la functionarea sistemului multiprocesor si are o formi analitica
concisd de exprimare pornind de la functia de fiabilitate [KAKAS96a]:

m [N
R=1-(1-P})" =1- Z( 1)" }P _Z(-l)*"}';"p"" (4.2.25)
1=1 N
\ n
MTTF, = E[1]=1- Z( 7 1p (4.2.26)
/1-p*

O mirime care poate caracteriza performantele unui sistem multiprocesor este
timpul de rdspuns T- (response time) la o cerere de acces lansatd de un procesor la o
memorie comuni. Stiind cd P, reprezinta probabilitatea ca o cerere de acces si fie
acceptatd. rezulti ca 1'P, reprezintd numirul de cereri la memoric pentru ca cererca
respectiva si fie acceptatd (incluzind §i cererea acceptatd). Dacid se considerd numai
cererile neservite dinaintea acceptiri, atunci numarul mediu de unitigi de timp (sloturi)
pand cand o cerere emisd de un PE catre CM este acceptati, e dati de:

I.=—-1 (4.2.27)

1
P,

in aceasta relatie, P, se poate calcula pe baza (4.2.11), dar o solutie mai exactd se poate
obtine utilizind in aceasta rata dinamica a cererilor de acces. Daca o cerere este acceptatd
imediat de memorie (P,=1), atunci 7:=0.

Pe baza modelului prezentat pentru studiul caracteristicilor reunite de performanta
si fiabilitate pentru un sistem crossbar se pot deduce relatiile care permit analiza
comportirii unui sistem multiprocesor cu magistrala unica (figura 2.2.1). §i aici este
adecvati considerarea unui spatiu discret al timpului, presupunerile de la sistemul crossbar
fiind valabile, cu observaia ci numarul de module CM se reduce la unul singur (m=1). in
lipsa comutatoarelor, elementul expus 1a defectare este magistrala sistem, conform functiei
de fiabilitate dati de (4.2.4). De asemenea sunt valabile relatiile (4.2.1), (4.2.2) gi (4.2.5),
trebuie doar evaluati probabilitatea P, = Pr{sd existe incd k cerernn la modulul CAf}.
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Aceasta s¢ poate calcula ca §i probabilitatea de a avea k incercdn reusite din n-1
corespunzitoare restului de procesoare, fiecare cu probabilitatea o, adicd, conform unei
distributii binomiale:

/ —1 . )
P, :L"k }g*(l_a)"“" (4.2.28)

Tinind cont de acest rezultat, probabilitatea ca cererea emisd de un PE si fic reusitd este,
pe baza (4.1.2):

"‘ 1 (n- 1\

—L u Fa-a)rF (4.2.29)

Probabilitatea ca sa existe o cerere de acces reusitd la CM din partea unui PE va fi dati de

a-P,, adica:
Ll | [n—l
P= t ky n-1-k 2.
ap ,(Z=°k+l r (1-a) (4.2.30)

Aceasti relatie se poate aduce la o forma concisi daci se tine cont de dezvoltarea
binomiala:

n n-1
[a+(1-a)] = Z(T}z"“(l a) —Z(’:}l"' (l-a) +(1-a)' =

1=0

1 _
_OL_I{" )a"‘(l ay +(-a)" = (4.2.31)

1
Z"GZ—‘.‘ " e d-ay +(d-a)

Efectuind schimbarea de variabili k = n—1-/ se obtine:

, o1 (n-1) N
1-(1-a)" = ¥ it 2,
(1-a naH)1 kL K P (1-a) (4.2.32)

Exprimind suma din (4.2.32) si inlocuind-o in (4.2.30) rezultd probabilitatea unei cereri
de acces reusite, scrisi sub o alti forma:

1-(1-a)” 1-(1-a)”
P:ap' e ) :p’ (n ) (4.2.33)

Ca o verificare a corectitudinii, pentru magistrala perfect fiabila (p=1), latimea de
banda a sistemului care este dati de numirul asteptat de accese reusite

B=nP=p[1-(1-a)] (4.2.34)
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Vva avea tocmai expresia (4.1.20). Evident ca si la acest tip de sistem, ca de altfel la toate
considerate in acest capitol, dacd in relatiile anterioare se foloseste o rati dinamici a
cererilor in loc de cea statica se obtine un model mai apropiat de realitate.

In cazul sistemelor multiprocesor cu magistrale multiple (figura 2.2.2),
numarul de procesoare care obtin accesul la memoria comuni este limitat atit de
coliziunile cererilor de la nivelul modulelor CM, cét si de numarul ciilor de comunicatic,
adic3 al mag:stralelor fn plus, daci acestea din urma sunt expuse la defectare, trebuie luat
in calcul numai numarul de magnst.ralc disponibile.

In prima etap3 nu iau in considerare ca factor limitator decit interferentele cauzate
de cererile simultane 1a modulele CM. Probabilitatea ca cererea emisi de un PE 1a un CM
sd fie reusita este dati, similar cu (4.2.5) de:

n-1 1

P.= Z;—l P, (4.2.35)
e=0f T

unde P, = Pr{existd incd k cereri la modulul CM}. Aceasta se poate evalua pe baza
rationamentului expus la reteaua crossbar, admitind ci probabilitatea ca un anumit modul
CM sa fie accesat de un anumit PE este a/m. Ca urmare, conform regulilor unei
distributii binomiale a numarului de procesoare rimase care cer acces la modulul CM, se

obtine P, ca:
n— 1YQJ[ )n-l-t
P, = ( ‘ Lm - (4.2.36)

in continuare trebuic calculat g(i) = Pr{existd exact i cereri de acces reugite},
ceea ce se poate face in mod distinct in functie de raportul dintre » §i m. Acest lucru este
asa, deoarece pentru n > m valoarea g(7) nu are semnificatie fizic pentru ; = m+1, ..., n,
numarul de cereri servite fiind limitat de numarul de module CM. La fel, pentru 7 < m nu
are sens de exemplu valoarea g(m) daca in total sunt numai n procesoare. In consecinta,
trebuie tratate separat cazurile n < m §in = m.

ayn<m

Probabilitatea de a avea i reusite s¢ poate calcula ca g(i) = Pr{numdrul de PE cu
accesul reugit este i}, stiind ci probabilitatea ca un procesor si emiitd o cerere §i aceasta
sa fie reusitd este:

P=aP- (4.2.37)

Probabilitatea ca si existe exact i reusite din n procesooare, fiecare cu probablhtatea P,
este dati de funciia de mas3 de probabilitate a distributici binomiale aferente, si anume:

(n\l : n-1
gli)= L [P (1~ P) (4.2.38)
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Fiind in total n procesoare, notez g'(i) = Pr{existd cel pufin i cereri de acces
reugite}, valoarea acesteia fiind:

g'() = g(i) + gi+1) + ... + g(n) (4.2.39)

* fn a doua ctapi tin cont de faptul ci pentru ca cele 7 cereri selectate in prima ctapd
si fie intr-adevir reusite, este necesar ca si existe cel putin / magistrale disponibile
(functionale), dar numirul de cereri servite nu poate depigi numirul magistrarelor din
sistem (b). De asemenea vor exista 7 reugite §i in cazul in care existd mai mult de 7 cereni
selectate, dar numirul magjstralelor bune este i. Dacid notez e(i) = Pr{existd exact i
magistrale bune} §i e'(i) = Pr{cel pufin i magistrale sunt bune}, atunci numairul mediu
de procesoare care vor avea cererile la memoria comund servite se poate exprima sub
forma:

B=1[g()e (1) + g'(2)e(1)] + 2[g(2)e(2) ~ g'(3)e(2)] +
+ ... + blg(b)e'(®) + g'(b+1)e(d)] (4.2.40)

Trebuie determinate probabilititile e(7) si e'(i), presupuniand ca probabilitatea ca o
magistrali si fie functionald este egali, conform (4.2.4), cu P; = p’ (unde p=1-g, ¢ fiind
rata de defectare pe slot). Probabilitatea ca si existe exact ;i magistrale bune este in
consecinta data de:

; (b t t
e()=|, Pali- Py (4.2.41)

Dacd x reprezintd variabila aleatoare corespunzitoare numirului de magistrale bune,
atunci probabilitatea ca cel putin i magistrale din b s3 fie functionale se va putea exprima
casi:

1-1 r—l/b
e()=Prix>i}=1-Pr{x<i}=1- Q. e(j)=1- Zi\/‘ 1P (1= P5)™ (4.2.42)
1=0NS

=0

In final, se poate determina probabilitatea P, ca o cerere emisi de un procesor la
memoria comund si fie serviti, avind in vedere atat limitdrile structurale, cat si cele de
fiabilitate. Pe baza relatici (4.1.24), in care B se inlocuieste cu expresia (4.2.40),
probabilitatea unui acces reusit va fi:

A

P, = Z‘

i i 1 <
& e g(e'() + s g+ l)e(x)J— E[h(r)e G+ h@G+ l)e(z)] (4.2.43)
Am pus relatia (4.2.43) sub aceasti forma, pentru a pune in evidenta faptul ci A(i)
§i A'(7) exprima probabilitatea ca exact i procesoare, respectiv i+1 procesoare, si aibi
cererile selectate pentru a fi servite in prima etapd, printre ele fiind §i cererea procesorului
in cauzi (pentru care se exprimi P,).
(Pentru magistrale perfect fiabile este evident c3 relatia (4.2.40) este similar cu
(4.1.23), dar insumarea se¢ face pana la n in loc de m).
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byn=m

In acest caz este mai convenabil a evalua probabilitatea de a avea i reusite sub
forma g(i) = Pr{existd exact i module CM diferite care au cereri}. Ca i la re(caua
crossbar probabilitatea ca un modul CM si aiba cel putin o cerere este:

a¥

r=1- (1 - (4.2.44)

Fiind in total m astfel de module, probabilitatea c3utati este:
(m
g0) = IK 1= (4.2.45)

$i aici notez cu g'(i) = Pr{existd cel puftin i cereri de acces reugite}, dar intrucat
numirul maxim de cereri reusite nu poate depdsi numirul de module CM, valoarea ei
este:

g'() = g() + g(i+1) + ... + g(m) (4.2.46)

Ummand acelasi rationament ca la cazul a), in a doua etapa se poate exprima
numirul mediu de memorii comune ocupate, tinind cont i de limitarea impusi de
numirul de magistrale, precum §i de fiabilitatea magistralelor. Relatia de calcul este
aceeagi cu (4.2.40), iar probabilitatea ca cererea emisi de un procesor la memoria
comuni s fie reusitd se obtine pe baza relatiei (4.2.43). Mai este de subliniat faptul ca
relatiile de calcul pentru f§i P, sunt identice, dar pentru doui situatii structurale diferite,
pentru care g(7) si g'(7) se calculeazi in mod distinct, de aceea trebuie utilizate dupa caz.
De asemenea, ca o verificare se poate usor constata ca pentru m=5b=1 relatiile precedente
se reduc la cele deduse la sistemul cu magistrala unica.

in cazul sistemelor cu retea multinivel (MIN), rezultatele obtinute la tratarca
retelelor crossbar pot fi de asemenea folosite, avind in vedere faptul cd elementele de
comutare al retelei MIN sunt de fapt nigte comutatoare crossbar cu « intrari gi b iesiri
(figura 2.4.7). Voi admite intr-un spatiu discret al timpului aceeasi rata de defectare g=1~
p pe un slot pentru oricare legiturd de tip intrare-iesire a unui element de comutare,
acestea din urma fiind presupuse identice (retea omogena). ntrucat sistemul se compune
din MV nivele, trebuie mai inti determinata rata cererilor (7)) pe o iegire a elementului de
comutare aflat intr-un nivel intermediar (), presupunind ci pe intrarile sale exista o rata
de cereri r,;. Aceasta se poate calcula cunoscind probabilitatea ca o cerere aplicatd pe o
intrare a comutatorului s3 fie reusitd (adica transmis3 pe iesire, tinind cont de posibilitatea
defectdrii legiturilor interne §i de conflictele cu alte cereri simultane), care este datd de
relagia (4.2.11) si in care s inlocuiesc 7 cu a, m cu b §i a cu r,_,. Urmeaza ¢d rata pe o
iegire este egald cu numadrul de cereri acceptate (si trarsmise prin comutator), raportat la
numdrul total de iesir, adica:

“la-k- \E+H /7 Na-1-(k+) N

ar., AR 1 (a l\l(rj_ ' Py ) (k+i) , "
- k+1 1= \ )p 1-p') (4.2.47
K bpgo. kl‘\k+1Ab/\ b \ % (1-p') 3.247)
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Expresia obtinutd este o relatie de recurentd care trebuie aplicatd pentru toate
nivelele retelei MIN (j = 1, 2, ..., N), admitind pe intare rata r, = (probabnhtatca caun
procesor conectat pe o intrare s¥ emiti o cerere de acces la memoria comuni in slotul
care urmeazi). Se obtine in final ry, adic3 probabilitatea ca o cerere si fie transmisa la o
jesire a ultimului nivel. Rezultd ci dacd refeaua are m ‘iesiri pe care sunt conectate
modulele CM, atunci litimea de banda a sistemului va fi

p=mry (4.2.48)

iar probabilitatea ca o cerere de acces la memoria comund din partea unui PE conectat pe
una din cele » intriri s3 fie accceptati, este data de:

mr
Py="k (4.2.49)
n

Daci se considerd ci refeaua este lipsiti de nivele suplimentare, avind cite o
singuri cale de la ficcare intrare la fiecare iesire, atunci n = a" §i m = ", In mod uzual,
comutatoarele retelei MIN sunt celule de tip 2x2 (retele baseline, Omega, etc.) si retelele
sunt rectangulare (n=m=2"). In acest caz se pot deduce relaii particulare pentru
indicatorii de performanti. Comutatorul, asemuit cu un crossbar cu doui intriri si doul
iesir, contine patru elemente expuse la defectare, cu aceeasi probabilitate (figura 4.2.9).
Aceste elemente corespund la cite o legiturd pe graful asociat, defectarea fiecdruia
ducind la intreruperea comunicatiei dintre intrarea si iesirea corespunzitoare. Intr-un caz
concret, identificarea lor tine de modul de constructie al comutatorului.

) Xy X4 K2
1) > ¢ Ot *\——"——/xn S S
i2—)— - e - i'_{ i" 2>'{:1 n - i 21 X22
X2z “
1 y
g €2
Figura 4.2.9.
Luind in (4.2.47) a=h=2, dupa efectuarea calculelor se obtine relatia de recurenta
simpla:
!
t rr—lp! \A
r b1 (4.2.50)

Aceasta se poate pune usor si sub forma

ro=1-l1- 22 p (4.2.51)

e
{
care cstc comparabild cu (4.1.26) si o veriticd pentru comutatoare perfecte (p=1). Relagia

(4.2.51) permite urmatoarea interpretare: termenul ., p°. 2 reprezintd probabilitatea ca o
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iesire a comutorului si primeasca cerere de la una din intriri i calea corespunzitoare si
fie functionali. Reteaua are aici N = log:n nivele, deci ry se obtine prin aplicarea relatiei
de recurenti succesiv pentruj = 1, 2, ..., log;n. Lijimea de bandi, respectiv probabilitatea
unui acces reusit prin retea, vor fi date la aceste tipuri particulare de refele de:

B=2ry (4.2.52)
1
Pa=—ry (4.2.53)

Este de mentionat faptul ca relatiile deduse sunt valabile si in cazul retelelor
dinamice (netolerante) pe un singur nivel, de tipul celor cu amestecare perfecti (perfect
shuffle). Dacid o astfel de retea este in conexiune recirculantd, atunci evident aceste relatii
se vor considera succesiv la fiecare pas.

4.3. Rezultate experimentale

Unul din indicatorii de performanta cel mai des utilizat la sistemele multiprocesor
este /dfimea de banda (bandwidth), adici numarul mediu de module de memorie CM
ocupate (f). Acest numdr este egal si cu numarul mediu de procesoare care au facut acces
la memorii comune §i accesul este reusit. Un procesor poate fi intr-una din urmitoarele
stari pe durata unui slot:

- activ, cu probabilitatea 1-a
- a cerut acces §i acesta a fost reusit, cu probabilitatea a- P,
- a cerut acces i acesta a fost nereusit, cu probabilitatea & (1 ~ P,)

Similar cu numarul de succese dintr-o secventd de incercari Bernoulli de
probabilitifi egale, numirul de accese reusite pentru cele n procesoare reprezinti o
variabila aleatoare cu distributie binomiala. Probabilitatea de reusitd dintr-o incercare fiind
a - P, , valoarea agteptata a variabilei aleatoare este:

f=n-a-P, 4.3.1)

Pentru modelul considerat (cu posibilitatea de defectare a comutatoarelor), / este
o functie de numarul de unitati de timp (7). in figura 4.3.1 este reprezentatd evolutia lui S
pini la 1000 de sloturi, pentru un sistem de tip crossbar cu n=15, m=10, «=0,7 si
=0,998. Pentru validarea modelului propus am elaborat in Turbo Pascal un program de
simulare a comportirii sistemului, simularea pe calculator fiind o metodd uzuald de
investigare a performantelor sistemelor paralele [TAYL94]. Acest program (descris in
Anexa 4) actualizeazi la fiecare unitate de timp matricca de comutatoare (inand cont de
rata de defectare g=1-p, determini care procesoare lanseaza cereri la memoria comuna
(cu rata @) i stabileste pe baza unei selectii uniforme modulul de memorie accesat de
ficcare procesor. In conformitate cu un sistem fix de prioriti{i intrc procesoare se
determind care pot avea accesul reusit, conditionat insi de starea functionali a
comutatorului de pe calea de acces. In final se determini la fiecare slot numirul de
procesoare cu accesul reusit si al celor in agteptare, iar apoi se efectueazi media cumulata
a acestor valori pentru toate iteratiile ficute. Rezultatele date de trei rulari ale acestui
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program, cu increment de 50 de unitifi de timp, sunt reprezentate cu puncte pe figura
4.3.1. Se observd ci rezultatele obtinute prin simulare confirmi valabilitatea modelului
matematic. (La un numir mare de iteratii, peste 1000, s¢ obtine o suprapunere perfectd).
O alti variant3 a programului de simulare, mai apropiati de functionarea reald, {inc cont
de reluarea de citre un procesor a unei cereri neservite in urmitorul slot la acelagi modul
de memorie, in cazul in care refuzul s-a datorat unui conflict cu o alti cerere. Dac3
neservirea s-a datorat comutatorului defect, atunci cererea nu mai este mentinuti in
continuare. Media rezultatelor date de 100 de simulari este datd in figura 4.3.2 pentru un
sistem cu n=10, m=6, a=0,7 si p=0,997, comparativ cu rezultatele calculate pe baza
modelului matematic propus. Se poate remarca ci §i in acest caz curbele prezinti o buni
suprapunere, ceea ce demonstreazi justetea modelului pentru acest indice de performanti
al sistemului.

10
n=15 n=10 «=0,7 p=0,998
— nodel

R 8 * simulare
s o
I3
-
§ 6
-
- 4
13
[
H

a

a

1000
Unitati de timo (t)
Figura 4.3.1.

6 ——- — —

3 - n=10 n>6 «-0.7 p=0,997
" —&— modal
. --®-- sinulare
M
v ] \‘\*.
é e

T
FEEIR \ Ny
N

- N
: L
5 2 -
£ \\k
¢ SN

1

o T T T T

o 200 400 600 800 1000

Unitati de timp Ct)

Figura 4.3.2.
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Un indicator de contraperformati este numirul mediu de procesoare care stau (w),
adicd au cerut acces dar acesta nu a fost reugit datoritd comutatorului defect sau coliziunii
cu o alta cerere:

w=n-a(l-P,) (43.2)

Curbele comparative ale Iui w pentru sistemul considerat mai inainte, obtinute pe
baza modelului §i simulirii, sunt date in figura 4.3.3. Si pentru acest indicator valorile
calculate aproximeazi foarte bine pe cele experimentale rezultate prin simulare. In figura
4.3.4 este data evolutia lui w In cazul unui sistem cu 15 procesoare si 10 memorii, pentru
diferite valori ale lui p. Pentru p=1 curbele tind asimptotic spre valoarea n-a = 10,5,
corespunzitoare cazului cind toate comutatoarele s-au defectat. De pe curbe se poate citi
aproximativ si viata utild a sistemului.
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Figura 4.3.3.
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in figura 4.3.5 am reprezentat variatia lui w in functic de probabilitatea unei cereri
de acces la CM (a) pentru sistemul considerat, la diferite valori ale lui p. Se remarci
existenta practicd a unei probabilititi de prag (p = 0,989), sub care curbele devin liniare §i
se suprapun. Explicatia este cd numirul de procesoare in asteptare nu poate depasi
valoarea n-a, iar cu probabilitili de buni functionare mai mici decat cea de prag, toate
ciile se blocheazi pini la momentul ¢ = S00 considerat. Existenta probabilitatii de prag se
pune in evidentd §i mai bine pe graficul din figura 4.3.6, unde pe axa absciselor s-a
reprezentat fiabilitatea comutatorului (p).

-
u

N=13 n=10 t=500
p=1
emsee p=0,998

- -
o » B W >
1

Procesoare in asteptare (w)

O » N W & U ®™®N OO

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.6 0.7 0.8 a.9 1.0
Rata de cereri (a)

Figura 4.3.5.
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Figura 4.3.6.
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Se pune problema de a gdsi un indicator global de eficienti al sistemului, care si
fie in ajutorul proiectantului de sistem. Consider ci n este dat, prin natura aplicatiei, iar &
trebuie s3 fie cat mai mic (cat mai putine necesitii de transfer de date intre procesoare,
autonomie cat mai mare). Intrebarea este de cite module CM este nevoie ? Daci m este
mic, atunci prea multe PE vor fi in agteptare, iar daci m este mare, atunci prea multe CM
vor sta nefiind solicitate si creste inutil costul §i dimensiunea sistemului. Deci trebuie si

existe o valoare optimi. Pentru a o gsi, definesc indicatorul de eficientd al sistemului (£)
ca fiind:

_ nr.PE care lucreazd = nr.CM ocupate [n(1-a)+ B1B

£= = (4.3.3)
nxm nm

Eficienta sistemului este reprezentati in figura 4.3.7 in functie de m, pentru cazul
comutatoarelor perfecte (timpul nu mai are astfel importanti), pentru diferite valori ale lui
a. Se remarca faptul ca pentru numarul dat de procesoare (aici 15) curbele prezinti cate
un maxim, pentru care se poate citi numarul optim de module CM, ceea ce reprezinta o
informatie utild proiectantului de sistem. Numairul de memorii necesare este mai mic
pentru « mic. Cresterea nejustificatd a lui m nu duce la mirirea eficientei sistemului §i
peste 0 anumiti valoare nu mai are practic influenta.

1,0
n=1S p=1 t=x
«=1
o, 4 L eeea «=0,7
. . v 20,3
-
s
2 0.6 kS
[ Naw
Y ETN
[ Prlan b LI
g )’ ., S,
-
P 0.4
a.2 -
0.0 T T T T T T

[} S 10 15 20 25 30 3s

Mesmorit comune (M)

Figura 4.3.7.

in cazul unui sistem multiprocesor cu magistrala unica, care are n procesoare §i
magstrala este expusd la defectare, lilimea de banda (/) este datd de relatia (4.2.34).
Titrucat aici existd doar o singurd memorie comund accesibild procesoarelor prin
maggstrala sistem, mirimea B exprimd mai degraba gradul de ocupare al acestei memorii
decat numiral mediu de module de memorie care lucreazi. Valoarea lui £ depinde in
prmeapal de numdrul de procesoare din sistem §i rata cererilor (a), in scn§ul cd un numar
miare de. procesoare cu o ratd de cereri ridicatd duce la ocuparea aproape in permanentd a
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memoriei comune (4 =1). Daci intervine ins3 si probabilitatea de cidere a magistralei,
ocuparea memoriei prezinti o scidere exponentiald cu timpul pe baza relatiei mentionate,
lucru ilustrat in graficul din figura 4.3.8 pentru cazul n=5, a=0,7 §i p=0,998. Pe acelagi
grafic am reprezentat pentru comparatie rezultatele date de executia programului intocmit
pentru simularea functionirii sistemului (prezentat in Anexa 4), numdrul de iteraii
efectuate fiind de 100. Se poate constata c3 cele doud curbe urmeazi aceeasi tendintd,
ceea ce confirma justetea modelului matematic propus.

1,0
. 0.0 - n=5 «=0,7 p=0,998
) —a— model

--@--sinulare

-
[}
T 0.6 o
! 0.4
L
Q
g

0.2 A

0.0 T T T T

o] 200 400 600 800 1000

Unitati de tine (t)

Figura 4.3.8.

Pentru studiul comportirii sistemului considerat nu este lipsit de interes
determinarea probabilititii ca un anumit procesor s obtind un acces reusit (P4) daci a
lansat o cerere citre memoria comuni. Cunoscand pe £, egal cu numirul mediu de
procesoare care primesc acces, P4 se poate calcula analitic raportind aceasti valoare la
numirul mediu de procesoare care au cerut acces (a n), adica:

£ _Pl-a-ay]

P, =
AT an an

(4.3.4)

Pe figura 4.3.9 am reprezentat graficul functiei (4.3.4) pentru cazul sistemului de
mai inainte, luind ca variabili numarul de uniti{i de timp. Alituri, pentru comparare, se
afli rezultatele obtinute prin simulare. Se observia ca evolutia curbelor este aceeasi, dar in
cazul acestui indicator elc sunt totusi mai depirtate, mai ales in prima portiune, cind
probabilitatea ca magistrala sa fie functionala este mare. Explicatia acestei diferente (totusi
acceptabile) consti in faptul ci in programul de simulare a functionirii reale am tinut cont
de faptul ci o cerere neservita din cauza unei coliziuni cu o altd cerere simultani se va
mentine in continuare §i la urmitoarea unitate de timp. Acest lucru duce la cregterea
numirului de procesoare care cer acces §i reduce probabilitatea de reusita fati de situatia
modelatd matematic.
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0.4 n=S «=0,7 p=0,998
—a_— nodel
--%-- sinulare

Probabilitatea de acces (Pp)
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Figura 4.3.9.

Timpul de viati al sistemului va depinde numai de momentul in care se defecteaza
magistrala sistemului. Dac3 g=1-p reprezintd probabilitatea de defectare pe o unitate de
timp (slot), atunci conform mediei unei distributii geometrice numarul de sloturi pana la
defectare (inclusiv acesta) va fi:

MTTF =

! ! 4.3.5)

g 1-p o
Graficul acestei functii pentru p<[0,990 ; 1] este reprezentat in figura 4.3.10. Pe

baza acestei figuri s¢ poate face remarca importantd pentru proiectantul de sistem ca

timpul mediu pana la defectare (MTTF) creste vertiginos daca rata de fiabilitate a liniilor

de magistrala este superioard unei valori de aproximativ p0,998.
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O problemi deosebitd la orice sistem multiprocesor cu magistrali unicd o
reprezinti evitarea saturirii magistralei, deoarece dacd numdrul de procesoare conectate in
sistem (n) depigeste limita de saturatie, atunci traficul mare de pe magistrald va duce la
cregterea numirului de procesoare aflate in agteptare de a primi acces la magistrald. Daci
numirul de procesoare care stau este mare, atunci se pierde din eficienta dobanditd prin
distribuirea sarcinilor la mai multe procesoare. Pentru un sistem dat, considerand cazul
ideal in care timpul de magistrald se imparte egal si succesiv intre procesoare, numdarul de
procesoare aflate in agteptare (w) depinde de gradul de ocupare al magistralei, care este de
fapt a (probabilitatea ca un procesor s3 emita cerere la memoria comund):

i 1
} 0 daca n< o
W= (4.3.6)
|
b ) 1
|- dacdi n>—
a a

In figura 4.3.11. am reprezentat grafic pe w in functie de numarul de procesoare
din sistem, pentru diferite valori ale lui & (fiabilitatea magistralei fiind considerati unitar3),
pe baza relatiei de la modelul propus la paragraful 4.2:

w=an(1-Py) 3.7

Se observi cd aceste curbe sunt tangente la cele date de (4.3.6) pentru cazul ideal,
ultimele fiind linii frinte in punctele care reprezintd pragurile de saturatie n=ns=1/a
(valorile de prag fiind 2, 5, respectiv 10 pentru cele trei situatii de pe figurd). In realitate
saturatia apare deja la un numar de procesoare mai mic decat cel de prag, deoarece ele au
o functionare asincrond §i nu se poate garanta ca unul si ceari magistrala exact in
momentul cind cel precedent renunti la ea. Curbele date de modelul propus reflecta
aceasta situatie, fiind deci conforme unei functioniri reale a sistemului.

Procescare 1n sstaptare (w)

Procesocare (n)

Figura 4.3.11.
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La un sistem multiprocesor cu magistrale muitiple, aga cum am aritat la 4.2,
calculul num3rului mediu de module de memorie comuni ocupate (/) diferd dupa cum
numarul de procesoare (7) este mai mare sau mai mic decit numarul acestor module (m).
De aceea, pentru validarea prin simulare a modelului propus (pe baza algoritmului din
Anexa 4), am tratat distinct cele doua situatii. Graficele comparative, aproape suprapuse,
ale rezultatelor obtinute pe baza modelului (relatia (4.2.40)) si prin simulare pentru un
sistem cu n>m sunt prezentate in figura 4.3.12. Se poate constata ci in momentul initial,
cand toate magistralele sunt bune, curbele pornesc aproximativ de la valoarea /=3 egali
cu numadrul magistralelor (b=3), deoarece pentru rata mare admisd a cererilor (2=0,9)
numdrul celor care pot fi servite este limitat de numarul magistralelor de comunicatie.
Numirul de procesoare servite urmeazi apoi o scadere exponentiald pe misura defectarii
magjstralelor.
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Figura 4.3.12.

o

100 200

n=4 n=10 b=6 «=0.6 p=0,997
—&— nodal
--#--simulara

T
300

T T T T T i )
400 S00 600 700 800 900 1000

Unitati da timm C(t)

Figura 4.3.13.

BUPT



160 4. FIABILITATEA SISTEMELOR MULTIPROCESOR

Pentru cazul n<m am luat un numir mic de procesoare (n=4) cu o rati mai mici a
cererilor (2=0,6), tocmai pentru a ilustra faptul c3 limitarea numarului de cereri servite
incepe mai trziu, dupd ce o parte a magistralelor s-au defectat (figura 4.3.13). Numirul
mediu al modulelor CM care au cereri se poate calcula cu relatia (4.1.21) i este in acest
caz de 2,19, ceea ce necesitd doar 3 magistrale functionale. De aceea curbele din figura
4.3.13, foarte apropiate pentru model i simulare, au pini la aproximativ =200 o
portiune constanti, corespunzitoare situatiei cand numirul mediu de cereri este mai mic
decat numirul de magjstrale desponibile. Se poate pune atunci urmitoarea intrebare: fiind
dat un anumit sistem multiprocesor, care este numirul de magistrale necesare, pentru a nu
cregte exagerat si inutil costurile si complexitatea sistemului ?

Pentru a raspunde la intrebarea de mai inainte, trebuie determinat numarul mediu
de cereri diferite emise de cele n procesoare la cele m module de memoric. Aceastd
valoare a fost deja dedusi, fiind data de relatia (4.1.21). Numarul de magistrale necesare
pentru a servi toate aceste cereri se obtine prin urmare pe baza expresiei:

b, =H1_(l- %) ﬂ (4.3.8)

unde [ -] reprezinti rotunjirea in sus la urmatorul intreg. In figura 4.3.14 am reprezentat

grafic aceasti functie pentru o configuratic dati in functie de rata cererilor la memoria
comund, considerdnd magistrale perfect fiabile (p=1). S-a obtinut o functie in trepte, de
pe care proiectantul de sistem poate citi numarul optim de magistrale necesare in sistem,
astfel incit s nu fie prevazute prea multe magistrale ineficient exploatate raportat la
numairul de cereri.

Magistrale necesare (b))
w
1

1 - n=0 »n-S p-1

T T T T T T T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 a0,s o,s 0.6 0,7 0,8 a,9 1,0

Rata da careri («)

Figura 4.3.14.

Durata de viata a unui sistem cu magistrale multiple fine pani in momentul in care
se defecteazi toate magistralele. Din punct de vedere al schemei de fiabilitate, magistralele
sistemului pot fi considerate conectate in paralel, adici sistemul este functional daci existi
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4. FIABILITATEA SISTEMELOR MULTIPROCESOR 161

cel putin o magistrald buni. Fiecare magistrali avand conform (4.2.4) fiabilitatea Py=p,
fiabilitatea sistemului cu b magistrale este dati de:

b 2 b
R=1-(1-p,) = Z(—l)"'( ,jp" (4.3.9)

=1 !

Timpul mediu pani la defectare (M7TF) corespunzitor acestei functii polinomiale
se obtine pe baza teoremei 3.3.2, si anume:

2 -1 b [7‘
MTTF =1+ 2.(-1) [ .]—; (4.3.10)
1=1 1)1- P

Pe figura 4.3.15 am reprezentat grafic M7TTF in functie de rata de fiabiliate a unei
magistrale (p) avand ca parametru numirul de magjstrale din sistem. Se observi, ca i la
sistemele cu magistrald unic o cregtere substantiald a duratei de viati pentru p apropiat de
1. O dublare a numarului de magistrale nu duce insd decit la o cregtere neinsemnatd a
timpului de viata.

3000
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2000

1300 -

MITF

1000

i
]
o T T T T 1

0,990 0,992 0,994 0,996 0,998 1,000

Probabilitate da functionare (p)
Figura 4.3.15.

Pentru studiul comportarii unui sistem multiprocesor cu retea muitinivel am ales
o retea rectangulard de tip baseline (figura 2.4.5) cu »=8 intrari, m=8 iesiri §i V=3 nivele.
Primul indicator urmirit este litimea de banda (), adicd numarul de module de memorie
comuni ocupate dintre cele conectate pe iesirile retelei. Conform modelului propus,
expresia de calcul a lui [ este cea dati de relatia (4.2.52), pe baza cireia am obtinut
graficul din figura 4.3.16, luind pentru fiecare procesor conectat pe intriri o ratd a
cererilor 1a memoria comund de «=0,8. Pentru comutatoarele din interiorul fiecarei celule
2x2 am admis o probabilitate de buni functionare de p=0,999. in vederea verificarii
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162 4. FIABILITATEA SISTEMELOR MULTIPROCESOR

credibilititii modelului analitic, am elaborat i aici un program de simulare a functionarii
sistemului (avand algoritmul din Anexa 4), care ia in considerare agteptirile cauzate de
posibilitatea defectirii comutatoarelor §i conflictele datorate ciilor comune. Rezultatele
obtinute prin simulare (pentru 50 de iteratii), in ideea ca o cerere refuzati din cauza unui
conflict este mentinuti §i in slotul urmator, sunt prezentate pentru comparare pe acelasi
grafic cu cele calculate analitic. Se poate constata ci cele doud curbe sunt foarte
apropiate, ceea ce intaregte valabilitatea modelului matematic propus.

?
~ 6 — n=rn=8 N=3 «=0,8 p=0,999
] —&— nodel
v 5 --®-- simulare
-
]
a
i a
0
-
- 3
]
4
t 2
t TWeooTE SN
a -
1 T T T T T il T
o 100 200 300 400 300 600 700 800

Unitati de tinp (t)

Figura 4.3.16.

Un alt indicator important de studiat este probabilitatea ca o cerere emisid de un
procesor la o iesire a refelei sa fic acceptata (P,). Aceastd valoare este egald cu 1 numai
daca toate comutatoarele intilnite pe calea respectivi sunt functionale, calea este liber3 si
nu existd nici o alti cerere simultand la memoria de pe iesirea in cauzi. Probabilitatea
cautatd se poate calcula cu relatia (4.2.53), evolutia acesteia fiind reprezentata pe graficul
din figura 4.3.17 pentru diferite fiabilitati ale comutatoarelor. Se observa ci probabilitatea
de acceptare, care chiar pentru comutatoare perfecte (p=1) este destul de mici (P, =0,6),
scade vertiginos pe misura defectirii comutatoarelor (pentru p=1). Acest lucru se explici
prin faptul ca intre ficcare intrare i fiecare iegire existd cate o singura cale si defectarca
unui comutator din cele patru considerate pe celuld (vez figura 4.2.3) intrerupe imediat o
cale pentru care nu existi nici o alternativi. Este interesant de urmarit §i modul in care
este influentatd probabilitatea de acceptare de modificarea ratei de acces (a) pentru un
sistem dat. Acest lucru este reprezentat in figura 4.3.18, sistemele (cu 8, 16, respectiv 32
de intrar) fiind considerate aici perfect fiabile. De pe grafic rezulti ci pe misura ce
dimensiunca refclei () este mai mare, probabilitatea de acceptare a cererii scade, acest
lucru fiind mai pronuntat la rate de acces mai mari. De asemenea se poate vedea ci P,
scade aproape liniar cu rata de acces, avind valoarea minimid atunci cind toate
procesoarele emit cereri, aceasti valoare fiind dati de:

Pige =78 (4.3.11)
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unde ry se calculeazi cu relatia de recurenti

\2
o1
r =l—(l—7J (4.3.12)

dedusi din (4.1.26) in care am luat a=b=2, iar ry=1 si>i =1,2..,N particular pentru
reteaua cu V=3 nivele, probabilitatea de acces minima este PAm =r;=0,516.

0.9 n=n=0 N=3 «=0.8
— 0=l

- p=0,999
wueee p=0,998

Probabilitate da acceptarae (Pg)
o
(4]
1
v
’

Unitati da timp (t)

Figura 4.3.17.

In incheierea acestui capitol studiez comparativ timpu! de rdspuns (T:) pentru
diferite tipuri de sisteme multiprocesor. Acest indicator reprezinti numarul mediu de
unitati de timp cat trebuie sa astepte un procesor pani cand cererea pe care a emis-o citre
0 memorie comund este servitd. Expresia de calcul a lui Ty, valabild pentru toate sistemele
tratate, a fost deja datd prin formula (4.2.27). In figura 4.3.19 am reprezentat grafic pe T
pentru un sistem crossbar, un sistem cu magistrale multiple si o retea multinivel, toate cu
acelasi numdr de procesoare i memorii n=m=8 §i acecasi ratd de fiabilitate a elementelor
de interconectare (p=0,999). Pentru sistemul cu magistrale am ales 5=4 magjstrale, care
reprezintd valoarea optimi pentru «=0,6 conform (4.3.8). De pe grafic se constati ci
timpul de rispuns creste pe misurd ce clementele de interconectare se¢ defecteazi, dar
aceasti crestere este mult mai pronuntatd la refcaua MIN decit la celelalte doud tipuri.
Acest lucru se datoreaza faptului cd distrugerea unui clement de comutare din reteaua
multinivel duce la ciderea in acelagi timp a mai multor cidi de comunicatie. Este interesant
de urmdrit c3 evolutia curbelor pentru sistemele crossbar §i cu magistrale estc aproape
identicd. Acest lucru inseamna, cel putin prin prisma acestui indicator de performanti, ci
un sistem crossbar, cu cdi separate §i matrice de comutatic complexad (aici cu 64 de
comutatoare) nu poate fi considerat net superior unui sistem cu magistrale multiple (aici
cu 4 magistrale). Explicatia constd in faptul ci defectarea unui comutator crossbar
intrerupe complet comunicatia intre o pereche procesor-memorie, pe cand ciderea unei
magistrale la sistemul celalalt nu intrerupe definitiv nici o astfel de legiturd, urmarea fiind
doar mdrirea traficului pe magistralele rimase. Avand in vedere acest avantaj, precum si
faptul cd numdrul elementelor de interconectare este mai redus, imi exprim opinia ci
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dintre cele trei alternative

studiate un sistem cu magistrale multiple poate reprezenta o

solutie economici i totusi performanta pentru implementarea unei aplicatii multiprocesor.

Probabilitate de acceptare (Py)
o
“u

10

n=m  HN=loapn =1
—— N=8, N=3
seman N=16, N=4
e N=32, N=S

T T T T I T T T T

0,00,10,20,20,40,350,6 0,70,60,9 1,0

Rata de acces («)

Figura 4.3.18.
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Figura 4.3.19.

Obiectul ultimelor doui paragrafe I-a constituit prezentarea unui model matematic
pentru studiul comportarii diferitelor tipuri de sisteme multiprocesor, la care elementele de
interconectare sunt expuse la defectare. Simularea pe calculator a confirmat valabilitatea
modelului pentru indicatorii de performanti. Pe baza timpului mediu de raspuns, cea mai
adecvata solutie s-a dovedit a fi sistemul cu magjstrale multiple, avand in vedere ci acesta
dispune si de o complexitate, respectiv cost mai redus ca celelalte.
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S. FIABILITATEA RETELELOR
DE CALCULATOARE

§.1. Caracteristici generale de fiabilitate si performabilitate

Analiza de fiabilitate a unui sistem distribuit de genul retelelor de calculatoare
utilizeazi o abordare teoretici cu grafuri, bazati pe modelarea retelei cu un graf liniar in
care nodurile corespund calculatoarelor, iar muchiile legiturilor de comunicatie.

Fiabilitatea se referd la aptitudinea sistemului de a indeplini functia doriti. De
aceea, primul lucru este de a identifica operatiile de refea necesare, cea mai uzuali i
naturald operatic intr-o retea fiind comunicatia. Inseamna c3 in analiza si sinteza unci
retele de calculatoare, una din chestiunile fundamentale o reprezinti fiabilitatea si
disponibilitatea cailor de comunicatie intre orice pereche de noduri. Aceste caracteristici
sunt strans legate pe 1ingi fiabilitatea si disponibilitatea componentelor individuale si de
tehnicile de comunicatie utilizate §i de structura topologici a ciilor de comunicatie din
sistem, justificAndu-se astfel studiul prin graful de sistem.

In analiza de fiabilitate se admit de obicei urmatoarele ipoteze asupra grafului de
sistem [RAI90b]:

- toate elementele (noduri gi muchii) sunt in modul activ (nu de rezervi)

- fiecare element poate fi reprezentat ca un dispozitiv bidirectional

- starea oricirui element poate fi buna (operationald) sau defecti

- starile tuturor elementelor sunt statistic independente

- reteaua este lipsitd de cicluri orientate sau bucle, deoarece functionarea sau caderea
unei legaturi intr-un ciclu orientat sau o bucla nu influenteaza fiabilitatca

Pe baza diferitelor definitii ale operatiilor acceptabile pentru functionalitatea retelei
privind existenta unor cdi de comunicatie intre anumite perechi de noduri, au fost stabilite
o multime de criterii de fiabilitate de tip determinist §i probabilist.

Criteriile deterministe reprezinti o mdasurd a  vulnerabilitatii retelei  de
intercomunicatic. Astfel ele dau o indicatie asupra dificultitii de a intrerupe functionarea
refelei, prin determinarea numdrului de noduri sau legdtun care trebuic sd se defecteze
pentru a duce la ciderea regelei.

Criteriile probabiliste de fiabilitate pun in evidentd efectul defectarilor distribuite
alcator in retea. Astfel fiecdrei legituri si/sau nod i se asociazi cite o probabilitate de
defectare, ceea ce transformd graful sistemului intr-un graf de fiabilitate (reliability
graph). Pe baza acestui model, problema de analizi constd din determinarea probabilitagii
ca relcaua s fic operationald, in functie de una din definigiile privind comunicarea dintre
nodun.

Criterii deterministe. Sistemul de calcul se modeleazi printr-un graf liniar G =
(', 1), undc V este o multime nevidd de » noduri si E este o multime de b muchii. O linie
de comunicatic full-duplex intre nodurile v, §i v, corespunde muchiei neorientate [v,, v].
¢ dc alta parte, o legaturd simplex de la v, la v, corespunde muchiei orientate (v, v,),
acest caz fiind insd mai rar intilnit. In ambele cazuri se spune ci v, §i v, sunt noduri
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adiacente, iar muchia asociati este incidentd in aceste noduri. Se presupune de reguld cd
graful nu are muchii paralele si muchii de tipul [v, v]. La criteriile deterministe se
evalucazi parametri care nu {in cont de fiabilititile clementelor componente, fiind
specifici topologiei. intrucat evaluarea acestor parametri se bazeazd pe o analizi a grafului

asociat refelei, prezint in continuare citsva concepte de bazi preluate din teoria grafurilor

pe baza [MAYE72] si [WILK72].

Setul de noduri din G = (V, E) care sunt adiacente la v, €V’ se noteazi I" (v)). Gradul
nodului v, , notat cud, = [ [(v,) [, reprezint3 numérul de muchii incidente in v, . Este ugor de
observat cd

34 =2 (5.1.1)

i daca d = d, pentru orice 4, atunci d =25 /n si G se numeste un graf omogen sau regulat
de gradul d. Doud muchii de forma [v,, v ] si [v,, v] sunt adiacente in G, deoarece au un nod
comun. Secventa de noduri adiacente distincte [v;, v,, Ve, ..., v, Vs, v,] formeaza o cale intre
nodurile v, §i v, , iar lungimea acestei ci este egald cu numarul de muchii situate pe ea.
Oricare doua cdi intre nodurile v, §i v, se spune ca sunt cu muchii disjuncte daca nu au nici o
muchie comund, respectiv cu noduri disjuncte daca nu au nici un nod comun cu exceptia lui
v, 1 v, . Un circuit in graful G este o cale in care nodul inifial si final coincid, adica v, = v,.
Lungimea circuitului este datad de numarul de muchii de pe calea inchisd corespunzatoare.
Lungimea minima a tuturor circuitelor din G este numitd circumferinta grafului si se
noteaza #(G). Distanta /, dintre v, §i v, este lungimea celei mai scurte céi dintre nodurile v, i
v,. Lungimea maxima a tuturor cdilor cu distanta cea mai scurtd din G se numeste diametrul
grafului §i se noteaza k(G) = rr‘u)xlu .

Un graf G = (V, E) este conex daci exista cel putin o cale intre oricare pereche de noduri
v,, v, €F". Un subgraf G, al lui G este un graf ale carui noduri sau muchii sunt continute in G,
adica G, =(V,, E,),unde V', c Vg1 E, c E . Daca V, = I, atunci subgraful G, se numeste
subgraf de acoperire. Un subgraf conex maxim din G se numegte componenta a lui G. Un
graf conex consti dintr-o singurd componenti, pe ciand un graf care nu este conex trebuie si
aiba evident cel putin doua componente. Un set (minim) de muchii a caror eliminare duce la
cresterea numaruhun de componente cu unu se numeste taieturd (minimald, prima) de
muchu, 1ar un set (minim) de nodun cu aceeasi proprietate este o taieturd (mumali, pnma)
de nodun. Cand un nod este eliminat din graf, atunci sunt eliminate de asemenea toate
muchiile incidente acelui nod. O taietura referitoare la o pereche specificata de noduri v, si v.
dintr-un graf conex, numita §i tiieturd i-j, este aceea a cdrei eliminare intrerupe toate ciile
dintre nodurile v, i v, (5i ca rezultat v, va face parte dintr-o component, iar v din cealalta).
Numarul minim de muchu din toate taieturile i, notat cu C;, reprezinta conectivitatea de
muchie (edge connectivity) dintre nodurile v, §i v, . In mod similar, conectivitatea de nod
(node connectivity) C, este data de numarul minim de nodur din toate taieturile iz.

Conectivitatea de muchie sau coeziunea grafului G, notata cu
C*'(G)=minC’ (G 512
(6)=min[C;(G)] (512

este numarul minim de muchii care trebuie eliminate pentru a intrerupe toate caile intre o
pereche de noduri din G. Un graf in care C* (G) > m se numeste m-muchii conex.
Conectivitatea de nod sau simplu conectivitatea lui G, notati cu

C*(G)= min|C}(G)] (5.1.3)

este egald cu numarul minim de noduri a caror eliminare deconecteaza graful. Daca C* (G) >
m, atunci se spune ci G este m-conex.
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Intr-un graf conex G cu n noduri $i b muchii, un arbore T reprezinti subgraful de
acoperire maxim (cu n—1 muchii) care nu contine nici un circuit. Eliminarea oricarei muchii
dintr-un arbore duce evident la deconectarea acestuia. De aceea se pot forma ugor tiieturi
prime in G dintr-o muchie a arborelui §i oricéte alte muchii ale lui G care nu fac parte din
arbore. Toate taieturile formate in acest fel corespund la vectori binari cu b componente care
sunt liniar independente §i astfel dimensiunea spatiului tiieturilor prime este n—1. Prin
adaugarea oricarei muchii la un arbore se formeaza un circuit. Circuitele formate din mai
multe muchii ale arborelui §i una din cele ~n+1 muchii ale lui G~T corespund la vectori
binari cu b componente care sunt de asemenea liniar independenti. Astfel dimensiunea
spafiului circuitelor lui G este b—n+1, care se mai numeste nulitatea grafului, fiind notata cu
nG).

Pornind de 1a modelul teoretic printr-un graf al retelei de calculatoare, cele mai
simple mirimi de fiabilitate deterministd sunt coeziunea (cohesion) si conectivitatea
(connectivity) grafului. Ele sunt utilizate ca si 0 misurd a supraviefuirii sistemului, care se
considera a fi operational daci graful asociat este conex. In cazul reielei de calculatoare
conectivitatea de muchii, respectiv de noduri corespunde la numirul minim de legituri de
comunicatie, respectiv de procesoane care trebuie sa cadd pentru a intrerupe comunicatia
intre orice pereche de calculatoare operative. Acest criteriu devine mai semnificativ daca
toate calculatoarele retelei sunt la fel de importante. Altfel, pentru unele perechi de noduri
ale grafului este de dorit ca si aibd o conectivitate de muchie sau de nod diferiti de ale
celorlalte.

Se poate arita cd numarul minim de noduri din orice tiieturd /— al unui graf este
egal cu numirul maxim de cai cu noduri disjuncte dintre nodurile v §i v (teorema lui
Menger). In mod similar, conectivitatea de muchie dintre nodurile v, §i v. este egali cu
numirul maxim de cii cu muchii disjuncte dintre cele douia noduri. Teorema
fundamentala a lui Menger a simplificat determinarea conectivititii de nod §i de muchie
dintre orice pereche de noduri din graf.

Inegalitatea lui Whitney arati ca pentru orice graf G exista relatia:

CHG) = CHG) < dT) (5.1.4)

unde d(G) = min(d), adica este gradul minim al nodurilor din . Inegalitatea nu poate fi
imbunatititi, deoarece oricare ar fi numerele intregi a, b si ¢ astfel incat a < b < c. existd
un graf G pentru care C(G) = a. C*(G) = b 5i d4(G) = c. Se stie ¢4 in orice graf G cu b
muchii §i #» noduri este adevirata relatia (5.1.1) si gradul 4 mediu este 25 n. Deoarece
d*(G) nu poate fi mai mare decat gradul mediu al nodurilor. 4%(5) < _2b n_. unde _x.
semnifica cel mai mare intreg care nu depiseste pe x, rezulta ca:

TG sCG)=dNG)Y s b (5.1.5)

Relatia dintre conectivitatea de nod. conectivitatea de muchie §i gradul minim se
datoreaza faptului cd numirul maxim de cai cu noduri disjuncte dintre orice pereche de
noduri v. §i v nu poate depasi numarul maxim de cai cu muchii disjuncte. care la randul
lui nu poate depdsi minimul dintre J si 4. Ca urmare s¢ poate defini un gru? conex
maximal. care corespunde unei refele de calculatoare de fiabilitate maxima. ca fiind graful
(neomogen) in care oricare ar fi 1. ;. existd egalitatea:

C=Cf=min(d .4 ) (5.1.6)
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Din proprietiile grafurilor m-conexe rezultd ci un graf este 2-conex dacd §i numai
daci oricare doud noduri sunt agezate pe un circuit [WILK72]. In sinteza retelelor 3-
conexe s¢ apeleazi la structura de tip roatd (wheel) #,, care consta dintr-un circuit cu 7-
1 nodunri si un nod in centru care este adiacent la fiecare dintre nodurile circuitului. Pe
figura S5.1.1 se.reprezinti graful W5. Proiectarea rentabili a unei refele fiabile de
calculatoare necesiti realizarea unor grafuri m-conexe sau m-muchii conexe cu un numar
minim de muchii sau noduri. In acest sens s-a definit graful cu muchii critice (edge
critical) ca fiind un graf m-conex in care prin eliminarea oricirei muchii se obtine un graf
(m--1)-conex. O conditie necesara si suficientd pentru ca un graf m-conex sa fie cu muchii
critice este ca s nu existe mai mult de m cai cu noduri disjuncte intre orice pereche de
noduri adiacente. S-a aratat cd un graf finit m-conex cu muchii critice contine mai mult de
(m+1)"*2 noduri de grad m. Un graf m-conex este cu noduri critice (node critical) dac
in urma eliminarii oricirui nod rezultd un graf (m-1)-conex. Intr-un astfel de graf G m-
conex cu noduri critice, @(G) < (3m-1)/2. In mod similar un graf G m-muchii conex se
defineste a fi cu noduri (sau muchii) critice, daca stergerea oricirui nod (sau muchie) din
G duce la un graf (m-1)-conex. Nu exista nici un graf m-muchii conex cu muchii critice
pentru care d*(G) > m. In cazul in care G are n noduri si d%G) > Ln/2J, atunci C(G) =
d*(G) si aceasta limitd datd de d*(G) nu poate fi depasita.

Figura 5.1.1.

Graturile omogene (regulate) in care toate nodurile au gradul J, sunt maximal
conexe dacd ele sunt d-conexe si d-muchii conexe. Pe baza celor expuse anterior, rezulti
¢d un grat omogen conex maximal este cu muchii critice si cu noduri critice. Daci toate
nodurile dintr-o retea de calculatoare sunt de aceeasi importantd, o retea de fiabilitate
maximé corespunde unui graf omogen conex maximal. Aproape toate grafurile de acest
fel sunt simetrice in raport cu nodurile lor (grafuri cu noduri simetrice), dispunind de
proprietd{i specificc [BOES86]. Refeaua de fiabilitate maximd corespunde grafului
(omogen) cu n noduri §i b muchii, in care:

C'=C=d*=12b'n] (5.1.7)

Un graf cu noduri simetrice G este hipoconex dacd C'(G) < d(G), unde d(G) este
gradul unui nod din G. Caracterizarea acestor grafuri este dificild, limita superioara
minimd a raportului ((7)/("((3) fiind 3/2. aceasti limitd insd nu poate fi atinsd. Insd orice
graf cu noduri simetrice de gradul 2, 4 sau 6 este maximal conex, adici ("(G) = d(G).
Pentru d(G) = 2 gratul devine un simplu poligon. Clasa graturilor cu noduri simetrice care
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au un numdr prim de noduri constituie clasa poligoanelor in stea. Un graf in care nodurile
Vi §i v, sunt adiacente constituic un poligon in stea daca si numai daci si nodurile v,., si
v+ sunt de asemenea adiacente, unde 1 < k¥ < n-1 i n reprezinti numirul de noduri din
graf (indicii i+ §i j+k sunt intregi modulo 7). in figura 5.1.2 se prezinti poligonul in stea
de gradul 4 cu 7 noduri. Acest graf are 4 cdi cu noduri §i muchii disjuncte intre fiecare
pereche de noduri, fiind in consecinti 4-conex. in general, poligoanele in stea reprezinti o
clasi de grafuri cu noduri simetrice maximal conexe.

V7 vz

s v,
Figura 5.1.2.

Pentru a analiza fiabilitatea retelelor de calculatoare din punct de vedere al
conectivitatii de muchie §i de nod, exista diferite metode de determinare a acestor marimi.

fn teoria transmiterii informatiei, fiecirei muchii al unui graf orientat i se asociazi
un numdr pozitiv care reprezintd capacitatea sa. Teorema lui Ford i Fulkerson afirmi ci
fluxul maxim dintre doud noduri v, §i v, este egal cu capacitatea tiicturii i~/ minime, unde
capacitatea unei tiieturi este suma capacitdtilor muchiilor din tiieturd. Pe baza acestei
teoreme s-a elaborat un algoritm pentru gisirea fluxului maxim dintre o pereche
specificatd de noduri ale unui graf orientat [[ZVE94]. Pentru a putea aplica algoritmul la
un graf ncorientat G, acesta trebuic intdi transformat intr-un graf simetric G’ prin
inlocuirea fiecarei muchii [v, v} din G cu o pereche de muchii (v, v)) §i (v.. v) in G,
Capacitatea ficcaruia din aceste muchii orientate din G’ este aceeasi cu capacitatea
originald a muchiei neorientate din G. Daca toate muchiile din G au capacitatea unitara,
atunci fluxul maxim dintre nodurile v, §i v, in graful G reprezintd tocmai numarul de

~

muchii din tiietura minimala /-j, care este egal cu conectivitatea de muchie C dintre
nodurile v, i v, Algoritmul de calcul al lui C;, pentru toate i. j, precum si al conectivititii
de muchie C°(G) a grafului G necesitd prin aceastd metodd de etichetare un numar de
n(n—-1)72 iteratii. ,
Conectivitatea de nod C; dintre nodurile v, si v, intr-un graf orientat G’ cu b
muchii si # noduri poate fi determinatd prin despicarea tuturor nodurilor lui G i inserarea
de noi muchii orientate intre muchiile indreptate spre fiecare nod, respectiv cele care ies
din fiecare nod, urmate de aplicarea algoritmului de etichetare. Graful rezultant va avea
2n noduri §i b+n muchii. de aceea timpul de calcul este dublu decat in graful original.
Conectivitatea de nod C,; poate fi calculatd si direct din graful orientat G', iar avind in

vedere ca fluxul rezultat prin aplicarea algoritmului de etichetare pentru C poate fi

folosit si 1a aflarea fluxului maxim dintre oricare alt nod v’ si nodul v, se reduce timpul de
calcul. Pentru a verifica dacd un grat G neorientat cu » noduri este m-conex, nu trebuie
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luate in considerare mai mult decat m(m-1)/2+m(n-m) din cele n(n-1)/2 perechi de
noduri. Acest lucru se bazeazi pe observatia cd pentru a verifica dacd G este m-conex
este suficient a se verifica iterativ cd in pasul j existi m—j+1 cii cu noduri disjuncte de la
oricare nod v, din G, = G - {w, v, ..., v1} la toate celelalte noduri ale grafului G,. Graful
G, este format din graful G prin eliminarea riodurilor vy, v;, ..., V1 si a muchiilor aferente.
Dac3 deja s-a verificat existenta a m cai disjuncte intre v, si fiecare din cele & noduri ale
multimii ¥, < I'(v), unde v, V), atunci pentru a verifica existenta a m cii disjuncte intre
nodurile v, §i v, este suficient a verifica existenta a (m-k) cii disjuncte intre v, §i v, in graful
G-V.

Un criteriu mai general de fiabilitate decat conectivitatea de muchie (coeziunea)
unui graf este numirul minim de muchii care trebuie eliminate din graf pentru a izola un
subgraf de m noduri de restul grafului. Aceastd cantitate, numitd coeziunea generalizatd
&m), corespunde numirului minim de linii de comunicatie a caror defectare va duce la
izolarea unui set de m calculatoare de restul retelei. Pe baza acestui criteriu, reteaua de
fiabilitate maxima corespunde evident grafului pentru care &m) are cea mai mare valoare
posibili pentru toate valorile lui m. Aceastdi mirime devine semnificativi pentru
fiabilitatea unei retele numai dac3 probabilitata de defectare a linillor de comunicatie este
mult mai mare decit cea a nodurilor procesoare. Daca insd este mai probabili caderea
procesoarelor decat a liniilor, atunci se poate folosi o marime similard cu referire la
noduri, notati 8"(m).

Criteriile de mai sus sunt marimi de fiabilitate mai generale decdt conectivitatea de
muchie sau de nod, deoarece fac posibild distinctia intre diferite moduri de defectare ale
sistemului. Este evident mult mai serioasd defectarea care duce la izolarea unei jumatagi a
nodurilor din retea de cealalta jumatate, decat cea care izoleazi numai un nod de celelalte.
Ca urmare este de dorit ca o retea fiabila sa aibd o valoare mult mai mare pentru & n/2J)
decat pentru K1). Pe de altd parte, conectivitatea de muchie sau de nod reflectd numairul
minim de muchii sau noduri defecte care izoleazi orice parte a refelei de cealaltd, deci in
orice graf cu conectivitatea de muchie ¥ i cea de nod (™ exista relatiile:

€ = min[S(m)] (5.1.8)
C" = min[&8" (m)] (5.1.9)

Pentru evaluarea lui &m) pentru un grat ncorientat, daca se noteazi un subset de
m noduri cu A, complementul siu cu L=N-/ si numirul de muchii care interconecteazi
cele doua seturi cu grd(\f), atunci

grd(L) = grd(AM) = D grd(/) - 2b,, (5.1.10)
JEAS
iar
S(m) = \r\t’llin[gd(;U)] =8(n-m) (5.1.11)
|MEm

unde b,, reprezintd numirul de muchii din subgraful care contine nodurile din Af. In cazul
grafurilor orientate, grd(Af) s¢ interpreteazi prin numdrul de muchii orientate dinspre
nodurile din Af spre cele din L.
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Limita inferioard a lui &m) pentru un graf neorientat G cu n noduri pentru care
d*(G) reprezinta gradul minim al nodurilor, este dati de:

&m) = m d¥G) - m(m-1) (5.1.12)

Aceastd limitd este atins3 pentru anumite valori numai dacd G contine m noduri, ficcare
de grad d*(G) si care formeazi un graf complet conex. In situaia in care G este complet
conex, toate nodurile au gradul »-1, limita inferioar3 fiind atinsd pentru toate valorile lui
m, adica:

&m) = m(n-m) (5.1.13)

in cazul unui graf omogen neorientat G de gradul d si avind »n noduri, &§m) se
poate calcula usor ca fiind:

S(m)=md - 2|T4ﬁi(bM) (5.1.14)

Un graf G se defineste ca fiind &m)-optimal, dacd pentru orice m conectivitatea
generalizatd &m) este mai mare decit cea a oric3rui alt graf omogen cu » noduri si avind
gradul 4. S-a constatat cd valoarea circumferintei grafului are o influenti hotiratoare
asupra lui &m). Astfel, maximalizarea circumferintei intr-un graf conex maximal este o
conditic necesard dar nu si suficientd pentru ca graful si fie &m)-optimal. Dintre grafurile
omogene cu n noduri §i grad d = n-n/k, clasa grafurilor complete k-partite este &m) si
&"(m) optimald. Un graf complet k-partit este acela in care mulfimea nodurilor se poate
partitiona uniform in & submultimi disjuncte A, M,, ... M, si fiecare nod din
submultimea A, este adiacent fiecdruia din celelalte n—n/k noduri ale grafului care nu fac
parte din M. Un caz special il reprezintd in aceasti clasi grafurile complete bipartite. cu
gradul #/2 si circumferinta 4 (grafuri de tip Singleton), care sunt grafuri omogene conexe
maximale cu diametrul minim. In general, orice graf conex omogen cu # noduri avand
circumferin{a maxima ¢ care satisface n/2 < t + | (+-1)/2 ] este &m)-optimal.

Utilizarea conectivititii §i a lui &m) ca §i marimi de fiabilitate se bazeazid pe
ipoteza ca refcaua este operationali in prezenta defectelor dacd a ramas cel putin cite o
cale intre fiecare pereche de noduri. O astfel de retea poate insa si aibd un drametru
excesiv de mare, care poate duce la intirzieni intolerabile in dirjjarea mesajelor prin retea.
De aceea, o masurd mai elocventa a fiabilitatii ar putea fi numarul minim de noduri sau
legaturi care trebuie sd cadi pentru ca diametrul refelei si creascd peste o anumita valoare.
Notand cu D°(k, w) si D"(k, @) numirul minim de muchii, respectiv noduri care trebuie
eliminate din graful de diametru 4 pentru ca diametrul gratului rezultant s depageasca pe
o, atunci eliminarea oricdror D*(k, @)-1 muchii sau D"(k, @)-1 noduri duce la un graf cu
diametrul mai mic sau egal cu @. Se presupune c¢i un graf deconectat are diametrul «w. Se
poatc ardta usor ci intr-un graf cu » noduri si circumferinta ¢ care are conectivitatea de
nod C" si cea de muchie C, sunt valabile relatiile:

D'k, w)< C", D'k, w)< C (5.1.15)

si
DYk, t=2)>2 Dk, t-1) = 2 (5.1.16)
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in grafurile de tip Singleton si Moore, care au gradul d, diametrul £ si circumferinta =2k,
respectiv (=2k+1, relatiile devin:

D'k, t-2)=d , Dk, t-1y=d. (5.1.17)

Atdt coeziunca/conectivitatea generalizati, cdt i diametrul grafului pot fi
considerate deopotrivi mirimi de fiabilitate §i performanti, deoarece reflectd intr-o
anumiti misuri degradarea performantelor din retea (izolarea unor noduri, cresterea
intarzerilor) in prezenta defectiunilor.

Criterii probabiliste. in prezenta unor cauze destructive distribuitc aleator prin
retea, misurile deterministe nu sunt pe deplin adecvate pentru evaluareca fiabilitigii, o
indicatic mai precisd asupra fiabilititii fiind dati de probabilitatea de a se intrerupe
comunicatia intre anumite calculatoare, fiecirui nod si‘sau muchic fiind asociate
probabilititi de defectare. intr-o astfel de reea probabilistici oricare doud noduri pot
comunica daci ambele sunt functionale si existi o cale de noduri §i legituri operative intre
ele. In aceste refele se pot defini o multime de mirimi de fiabilitate, cele mai uzuale fiind
urmitoarele [RAI90a):

1. Fiabilitatea sursd singulard la terminal (SST, single source-to-terminal) reprezintd
probabilitatea ca un anumit nod s3 poatd comunica cu un alt nod specificat al refelei.
Aceasta se referd la situatia cind un calculator sursd intrd in legdturd cu un calculator
destinatie pentru accesul la un figier de date.

2. Fiabilitatea sursd multipld la terminal (MST, multisource-to-terminal) reprezinti
probabilitatea ca un anumit numir de noduri sursa si poata comunica cu un nod terminal,
adica un set de calculatoare s aiba acces la aceeasi baza de date.

3. Fiabilitatea sursd la terminal multiplu (SMT. source-to-multiterminal) inscamna
probabilitatca ca un anumit nod sursi si comunice cu un anumit numir de noduri
terminale operationale. Pe aceastd bazi se pot modela o scamd de sisteme practice. De
exemplu, se poate pune problema de a determina probabilitatea ca un anumit calculator s
poati avea acces la ficcare din celelalte calculatoare ale retelei.

4. Fiabilitatea sursd multipld la terminal multiplu (MSMT. multisource-to-multiterminal)
exprimata prin probabilitatea ca un anumit numir de noduri sursa si poatd comunica cu
un anumit numir de noduri terminale.

5. Fiabilitaca globald a refelei (network reliability, overall reliabilitv) reprezinta extinderea
fiabilitatii NISMT la toate nodurile, adica probabilitatea ca toate nodurile sa fie functionale
§i sd poatdi comunica intre ele. in reteaua de calculatoare aceasta se traduce prin
probabilitatea ca ficcare calculator si aiba acces la toate celelalte.

Din aceastd enumerare, primul indicator se mai numeste fiabilitate de up terminal
(terminal reliability), iar celelalte sunt caracterizate prin termenul de fiabilitate de tip
multiterminal (multiterminal reliabilitv). Aceasta din urma notiune poate fi interpretata in
contextul cel mai general al fiabilititi MSMT. celelalte tipuni fiind de fapt cazun
particulare ale acestuia. Metodele pentru calculul fiabilitatilor de tip terminal i
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multiterminal au fost prezentate in capitolul 3, de aceea in continuare voi face citeva
consideratii privind impactul topologiei asupra indicatorilor de fiabilitate probabilistici, pe
baza [WILK72].

Intrucit probabilititile legiturilor/nodurilor nu sunt de reguld cunoscute inainte de
implementare, se admite frecvent ipoteza simplificatoare a probabilititilor egale, care
permite comparatia diferitelor topologii din punct de vedere -al probabilititilor de
defectare. Fiabilitatea globali a retelei reprezintd probabilitatea R ca graful G si rimani
conex. Pentru un graf neorientat cu b muchii §i #» nodur, in care nodurile sunt perfect
fiabile, iar muchiile au probabilititi de defectare g,, probabilitatea de conectare este:

b b
Ry=2A4(1-4,)¢ " =1- 2 Bg(1-q,)"" (5.1.18)
1=m 1=d

unde A, reprezintd numarul de subgraturi de acoperire conexe ale lui G care au exact i
muchii, B, reprezint numarul de subgrafuri de acoperire deconectate ale lui G care contin
exact b—i muchii, d este egald cu conectivitatea de muchie a grafului, iar m = n-1 este
numairul minim de muchii din oricare subgraf de acoperire conex. Pentru ¢,—1, R; se
poate aproxima cu A4,_,(1-¢.)"", unde 4, , este numirul de arbori din graf. Pentru 4,0,
R este aproximativ 1-B, ¢,°, unde B, este numirul de tiieturi care contin 4 muchii. Pe
baza acestor relatii Kelmans a aratat ca existd doud gratuni G, si G,, astfel incat pentru
valori mici ale lui g, si existe Ry < R, , iar pentru valori mari ale lui g, si fie Rg >Ry,
Rezulti cd topologia unei retele de fiabilitate maxima diferd in functic de marimea
probabilititii de defectare a muchiilor. Acest lucru complicd enorm problema de sintezi a
retelelor pe baza criteriilor probabiliste de fiabilitate.

in cazul in care liniile de comunicatie se considerd perfect fiabile §i nodurile sunt
expuse la defectare cu aceeagi probabilitate g,, probabilitatca de conectare R pentru
graful cu n noduri care are o conectivitate de nod 7 =6, este

Re=1-2Ng.(1-¢,)"" (5.1.19)
:=9

unde N, reprezinti numdrul de subgrafuri deconcctate ale IUI (5, obtinute in urma
elimindrii a exact 7 noduri. Dacd ¢,—0, atunci R; >1-N, q si 0 retea de fiabilitate
maximai are evident o conectivitate de nod maxima. De aceea. pentru valori mici ale lui ¢.,
cea mai buni retea de 7 noduri §i 5 muchii are un numir minim de tiieturi de nod cu
dimensiunea [ 26/x . Pentru g, apropiat de zero. graful bipartit complet cu », noduri intr-o
submulfime §i 7, > », noduri in cealaltd, arc o probabi]jtatc de conectare mai mare decit
oricare alt graf de conectivitate #; care nu are mai mult de 7, muchii.

in multe cercetari aptitudinea de supraviequire (survivability) a refelei se abordeazi
sub forma fiabilitigi SST, adica a probabilitatii de a se pastra o conexinue intre o pereche
reprezentativd de terminale. Pentru un graf cu n noduri §i 5 muchii, probabilitatea de a
avea o comunicatie intre nodurile s si 7 este datd cu bund aproximatic de relatiile

L= 24 (1)X1-g.) ¢”" (5.1.20)

pentru g. >> g, §i
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R, = ZA;(i)(l—qv )ql ! (5.1.21)
1=0

pentru g, << g,. In aceste expresii, .47 (i) este numarul de combinatii de / noduri astfel
incat daci ele sunt operationale i restul de n—2-i noduri se defecteaza, atunci existd cel
putin o cale de comunicatie intre s si ¢ Similar se interpreteazi si Ag (7). Se poate calcula

§i probabilitatea de a nu se putea comunica intre o pereche de noduri s si 4 relatiile de
calcul aproximativ fiind

b
F,=1-R, = 2.Ci()g'(1-¢.)"" (5.1.22)
=0

pentru ¢, >> g, §i

~

n-

F,=1-R, =2 CL(i)g'(1-¢,)" %" (5.1.23)

I
<

pentru g. << g.. Coeficientii C5(i) §i C (i) reprezintdi numirul de combinatii de i
muchii, respectiv noduri, astfel incat eliminarea numai a acestora din graf duce la
distrugerea tuturor cailor dintre s §i «. Ei sunt egali cu numarul total de taieturi de muchie,
respectiv de nod, de dimensiune / cu referire la nodurile s i .

Pentru orice graf cu conectivitatea de¢ nod §i de muchie egalda cu d,
C3 (1)=C% (i)=0 pentru i<d si orice pereche de noduri s, t. De aceea, pentru 1727¢,>>g,
termenul dominant in expresia lui 7 este (5 (d)g? (1-¢.)7 %, iar pentru 1/2>9,>>g,
acest termen este (.'_f'l,(zi)qf (1-gq, )""*"¢ . Deoarece pentru valori mici (sub 0.5) ale lui g,
sau g, acesti termeni s¢ micgoreaza odatd cu cresterea lui d, este evident cd grafurile
pentru retele fiabile trebuie sd fie maximal conexe. In mod similar. pentru g. sau ¢, mai
mari de 0,5, termenul dominant in R, este A% (7)(1- q,,)[qf’! pentru g, ° °q, , respectiv
AL(r1-¢,) q7* pentru ¢,~ ., unde / reprezinti numirul de muchii din cea mai
scurti cale i .17 (/) este numdrul de cii de lungime / dintre nodurile s si . Numarul de
noduri in cea mai scurta cale este r=/-1 si A (r)=A4%(/). Rezultd ¢a pentru valor man

ale lui ¢,, termenul dominant in minR,, este A, (A)1-gq. ) 42 ', unde £ este limita

st
superioard a numirului de muchii de pe cea mai scurta cale dintre oricare pereche de
nodun, §i aceasta este locmai diametrul refelei. Deoarece pentru orice refea se incearca
maximizarea lui minR . este necesar ca reteaua sa aiba un diametru minim daci g, sau ¢,
st

sunt mai mari de 0,5. Accst lucru pare s fie adevirat in conditii de trafic intens, in care g,
sau ¢, desemneaza probabilitatea ca o linie de comunicatic sau un procesor sa fie aproape
de saturatie. Observatia este valabild i in cazul particular in care ¢,=0 §i probabilitatea de
defectare a unei legatur creste exponengial cu lungimea sa.

Daci q. si ¢, sunt dai, atunci F, variazi numai in functie de coeficientii C¥, (i) si
C’ (1). care depind de topologia retelei. Pentru sinteza unei retele de fiabilitate ridicata,
este necesar ca F; sd fie ¢it mai mic §i Ry cit mai mare raportat la toate perechile de
noduri. Inscamna ci mirimile minR,, si max F, pot fi folosite ca misuri probabiliste ale

sd st
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fiabilitagii intr-o retea. Problema generald de sintezi a unei refele optime consti in gisirea
acelei configuratii cireia ii corespunde o fiabilitate maxima la un cost minim [RAGHS5]
[HYUN75]. in majoritatea cazurilor se foloseste metoda decompozitici bazati pe
algoritmul “branch and bound”, care in principiu este o cale de rezolvare a unei probleme
de programare intreagi prin enumerarea impliciti a tuturor combinatiilor de solu(n
posibile [HW ANG84][KUO87][CATU8Ib][JAN93].

in cadrul general al problemelor de fiabilitate se considerd si alte marimi, cum ar fi
gradul de serviciu de la nod la nod (reflectd capacitatea traficului intre ele, care scizind la
zero poate duce la blocare de tip end-to-end blocking) sau timpul de transmitere intre
doui noduri (end-to-end delay) [LIN78][CHANS0][GIRA83]. iIn multe situatii fiecirei
legdturi i se asociazi un numir care reprezinti fluxulcapacitatea acesteia [LEES0]
[RUEG86][KAKAS92]. Fiabilitatea se trateazi sub aspectul integrat al existentei unei
conexiuni intre doud noduri §i a capacitatii de a se putea transmite un anumit flux de date
intre ele. Fluxul transmisiei pe o cale de la nodul s la nodul ¢ este limitat de legdtura cu
capacitatea minimd de pe acea cale. Dacad existd mai multe drumuri intre cele doud
noduri, atunci dupd intreruperea unei legituri comunicarea se poate mentine, dar cu un alt
flux maxim. Fiabilitatea intre cele doud noduri se va exprima ca §i probabilitatea de a se
putea transmite un anumit flux de date x, intre ele. Admitind o defectiune singulari a
legaturii e dintre 5 §i ¢ cu probabilitatea g,, fiabilitatea transmisiei este data de raportul
dintre cantitatea totald de date transmisd cu defectarea legiturii e pentru un timp ¢ gi
cantitatea totald de date de transmis intr-un timp ¢ (£,<f):

R(x,)= R;t_tl[-"'st n(e)] _1!1_’(:1(2)—5_
tat) x, ti_ X, | (5.1.24
N 5.1.24)
L x, (o)
—l_q*“- x :

unde x;(e) este fluxul maxim transmis intre s §i ¢ cu legdtura e defecta. Abordarea reunita
a fiabilitaii si capacitatii a condus la definirea unui indicator de performanta al retelei sub
forma unei fiabilitati ponderate [RAI86b][AGGAS88]:

Ry = Zu{ Pr{sistemul este in starea S.} (5.1.25)

unde S reprezinti o stare de reusitd a sistemului (cand existd o cale s-r). Relatia 5.1.2
diferd de cea a fiabilitatii clasice R, = > Pr{sistemul estc in starea S.} prin ponderea w,

i
care este raportul dintre capacitatea corespunzitoare stirii S, §i cea maxima
corespunzitoare stirii cu toate legaturile functionale.

Din punctul de vedere al prelucririi paralele i al distributiei taskurilor si figierelor
de date, fiabilitatea si performantele pot fi privite sub aspectul resurselor operationale
necesare pentru execulia cu succes a unui anumit program.

Fiabilitatea sistemelor de prelucrare distribuitd poate fi exprimata in functie de
fiabilitatea clementelor procesoare care executd programele, fiabilitatea clementelor
procesoare care pastreaza figierele solicitate si fiabilitatea liniilor de comunicatie folosite in
transferul fisierelor de date. O masurd cantitativa asupra fiabilitatii unui sistem distribuit
este indicele de supraviefuire (survivability index), definit ca numarul preconizat dc
programe care rimin operationale dupd ciderca anumitor combinatii de noduri i linii.
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Aceastd mirime nu este insd aplicabili la sistemele mai mari, deoarece acestea pot avea
multe stiri §i calculul devine complicat. De aceca in [PRAS86] se introduc alte doud
mirimi de fiabilitate (fiabilitatea programului distribuit §i fiabilitatea sistemului distribuit),
bazate pe observatia ci cresterca fiabilititii §i a toleranici la defecte se obtine prin
redundanta ciilor de intercomunicatie, precumn si redundanta programelor i a figierelor de
date.

in modelul utilizat pentru un sistem de prelucrare distribuit, programele si figierele
de date sunt distribuite printre clementele procesoare care schimbi date prin liniile de
comunicatie. La executia unui program coopereazi mai multe procesoare, astfel incat
programul care ruleazi intr-un loc s3 poati solicita fisiere din alti parte. Pentru aceasta
este necesar ca atat procesorul local, cat si cele care contin figierele solicitate, precum i
comunicatia intre ele sa fie functionale. Functionalitatea procesoarelor si a legiturilor fiind
asiguratd cu o anumiti probabilitate, §i executia reusitd a programului va fi posibild cu o
anumitd probabilitate. Un exemplu este dat in figura 5.1.3, pe care F4 desemneaza
fisiercle disponibile (files available) intr-un anumit nod, FJV, reprezinta fiierele necesare
(files needed) pentru executia programului PRG,, iar PRG reprezinta programele care pot
fi excecutate la nodul respectiv.

X2
FA:3
PRG : 2
FNy: 2.3
Xs 2 X6
/
/
X1
FA:1
PRG : 1 Xgq
FNy :1.2.3
<
AN
\\ Ve
e
X7 X3 /" Xe
FA:2 e
PRG : 3
FN3:2.3.4
Figura 5.1.3.

Fiabilitatea programului distribuit (DPR, distributed program reliability) sc
defineste ca probabilitatea de a se executa cu succes un anumit program distribuit, care
ruleaza pe nigte procesoare §i necesitd comunicarea cu alte procesoare pentru acces la
fisierc aflate la distantd. Luind spre exemplu programul PRG,. executia acestuia poatc
reusi dacd x sau x, sunt funcfionale si este posibil accesul la fisiercle F,, F,, Fi.
Conexiunea de tip multiterminal corespunzitoare acestei conditii este:

Cn= [C]J SX (C1_4 SAU Clg)] SAU C4J

Pentru calculul probabilitigi de indeplinire se poate folosi metoda functiei boolene
(paragraful 3.9), dar in [PRAS86] se indicd §i o altd posibilitate. Aceasta introduce
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notiunea de arbore de acoperire a fisierelor (FST, file spanning tree), ca fiind un arbore
de acoperire care conecteazi nodul ridicinid (in care procesorul ruleazi programul
considerat) la alte noduri, astfel incit si fie cuprmse toate figierele necesare executiei
programului. Din setul de arbori FST se retin insd numai cei minimali (MFST, minimal
FST), adici cei care nu sunt continuti de un alt FST. Pentru executia lui PRG, in nodul x,
sau x, din exemplul precedent, setul MFST este:

X1 XpX3XsX7 5, X)XpX3XsXg , X1 X2X3X7X9 , XoXaXe , XpX3XaXgXo

Oricare din acesti arbori MFST poate duce la executia cu succes a programului cind toate
clementele sale sunt functionale. Fiabilitatea programului distribuit s¢ va exprima ca
probabilitatea de a avea cel putin un MFST operational, adici:

DPR(PRG,) = PrLUMFSTJ 1( \ (5.1.26)

unde s-a considerat ca (A, ..., A,) reprezinti evenimentele corespunzitoare functionarii
celor m arbori din setul MFST al lui PRG,. Utilizind probabilitati conditionate, relatia se
poate descompune in evenimente reciproc exclusive:

DPR(PRG,) = Pr(A4,) + Pr(A,) - Pr( A} 4, ) +.. .+

2 _ (5.1.27)
+Pr(A4,)Pr(A, ~ A, A4, 1 A4,)
unde Pr(Zl[Az) insemna probabilitatea ca MFST, sa fie in stare neoperatioanali atunci
cind MFST; este functional. in lucrarea amintiti se reprezinti algoritmii pentru
determinarea setului MFST (prin generarea sistematica a arborilor de acoperire traversand
graful in maniera “breath-first search™ de ciutare in latime. cu renuntarea la cautarca
cailor intre perechi de noduri) §i evaluarea lui DPR. Lopez-Benitez combind algoritmul de
evaluare a sctului MFST cu un model bazat pe refele Petri stohastice pentru calculul
fiabilitd(iit DPR, care permite §i luarea in considerare a reparatiilor globale [LOPEZ92).
Fiabilitatea sistemului distribuit (DSR, distributed system reliability) reprezinta o
marime globald a fiabilitatii sistemului, fiind exprimatd ca probabilitatea de a avea toate
programele executabile. Ea se poate scrie ca probabilitatea de intersectic a tuturor seturilor
de arbori de acoperire minimali corespunzitoare programelor din sistem (considerate in
numir de k):

k
DSR = Pr [ | PRG, J PH ﬂ MFST(PRG, ) ) (5.1.28)
:=1

\11

Pe baza acestei relatii s-a elaborat un algoritm de calcul prezentat in [PRAS86]. Expresiile
pentru DPR si DSR pot fi folosite ca functii obicct pentru rezolvarea unei probleme de
optimizare in proiectarea unui sistem distribuit de inaltd fiabilitate §i cost minim.

Alte doui tehnici de determinare a fiabilitatii DPR sunt propuse in [KUMARS88a].
Ambele se bazeazi pe descompunerea matricii de conexiuni a retelei, efectuatd treptat,
pani cind se ajunge la sxruatn reciproc excluzive care satisfac c,ondma de conexiune
formulata pentru executia unui anumit program. Generarea arborilor prin descompunere
urmeaza strategia “depth-first search™ de cdutare in adincime. Primul algoritm este o
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metodi in doi pasi: prin descompunere se obtine enumerarea conexiunilor multiterminal
care duc la reusna iar apoi se transpune expresia booleana a conexiunilor in functia de
fiabilitate prin oricare din procedeele cunoscute. Al doilea algoritm, numit FARE (Fast
Algorithm for Reliability Evaluation). duce direct la generarea expresiei de fiabilitate, fara
a fi necesard enumerarca conexiunilor multiterminal. Astfel se climinid dezavantajul de a
opera cu un numir mare de evenimente corespunzitoare multiplelor posibilitat de
interconectare. Se defineste si un indice al costului de comunicatie (CCI, communication
cost index) in functie de timpul ¢ de executie al programului FARE pe un calculator dat,
dupa relatia:

2 n
CCr = ZZ[PN/;, *(FD, «C 4)' (5.1.29)
1 k=1

Parametrul CC/I depinde de matricea programelor din sistem PN [p < f]. matricea de
distributie a figierelor FD [f ~ #] si matricea de conexiuni C [# x n], unde p reprezinti
numdrul total de programe, f numirul de figiere §i » numarul de noduri. CCI permite un
studiu comparativ al timpului de executie pentru diferite topologii §i distributii de figicre,
precum si pentru diverse metode de evaluare a fiabilititii.

Algoritmul FARE se foloseste de Kumar, Rai §i Agrawal in [KUMARS88b] pentru
determinarea fiabilititii DSR, denumitd acolo fiabilitatea sistemului software (SSR,
software system reliability), dar avand acelasi inteles: probabilitatea ca toate programele
avand figiere de date distribuite sd poatd rula cu succes in ciuda unor defecte apirute la
clemente procesare sau legituri de interconectare. Marimea SSR s¢ poate interpreta ca o
masurd a robustefii software (software robustness), adicd a abilititii sistemului de
programe de a putea face fatd la defecte hard sau la erori de introducere. Ca sistemul sa
fie robust, aparitia frecventa a acestor evenimente trebuie sd aiba un efect minor asupra
aplicaiei date [PAUN93]. Ca exemple de sisteme unde se pune aceastd problema se pot
aminti sistemele de tranzactie bancare sau ale agentiilor de turism, in care copii multiple
ale fisicrelor sunt distribuite prin refeaua de calcul. Dezavantajul algoritmului FARE
constd in inaplicabilitatca lui pentru programe distribuite care ruleazi pe mai multe noduri.
Acest neajuns este eliminat la algoritmul FREA (Fast Reliability Evaluation Algorithm),
bazat pe metoda factorizirii care implicd tehnici de reductie a grafului pentru calculul
indicatorilor DPR si DSR [CHEN94].

Intr-un sistem distribuit problema gasirii unei structuri optime de interconectare i
a unei alocdri optime a copiilor multiple ale programelor si figierelor este de mare
importanti. Alegind ca si criteriu de optim obtinerea unei valori maxime pentru
fiabilitatea distribuiti a unui program, in conditiile unui numar minim de conexiuni i de
copii, am formulat urmitoarele recomandiri, care sunt de luat in considerare
[KAKAS94b]:

a) Dacd un nod ¢ are de ficut acces la nodul « sau v si dispune de cite o cale
pentru acest lucru. atunci existenta unei conexiuni directe intre « §i v nu duce la creglerea
fiabilitagii, fiind inutild. Intr-adevar. din figura 5.1.4.a se deduce cad functia booleana de
conectivitate este

O =Dy 72y a0y X Xy S X A (5.1.30)

si nu depinde de x;.
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b) Dacd nodul ¢ are de ficut acces la nodurile # sau v si ele se gisesc pe acecasi
cale, alocarea figierului in nodul v nu duce la cresterea fiabilitagii, fiind inutili. Pe figura
5.1.4.b se observa ci

¢'=¢uu¢‘,_,=x1 XX T X (5131)

nu depinde de x,, fiind egald cu ©.,,.
¢) Daca pentru executia unui program nodul ¢ are de facut acces la nodul v i pe

aceeagi cale se afld un alt nod u in aceeasi situatie cu ¢, atunci alocarea programului pentru
£ nu duce la cresterea fiabilitaii, fiind inutil. De pe figura 5.1.4.c se deduce ci

O=0, P, = U (5.1.32)
nu depinde de x,, fiind egald cu @,,. Generalizarea acestui principiu este ci daci prin
accesul dintr-un nod la resursele necesare se realizeazi evenimentul pentru exccutia

aceluiagi program pe un alt nod, atunci alocarea pe nodul initial nu are rost. Este cazul
programului 3 pe nodul x; in exemplul din figura 5.1.3.

&)

—~, X o~ X3 .~ —~, % X o~
B (O—w—© O—w——O

&, u) SAT L, v) (t,u, SAUG, v) {t, v) SAU (u, v)
a) o) <)
Figura 5.1.4.

Problema alocarii mai multor copii ale figierelor intr-un sistem distribuit face
obiectul multor cercetdri. In [CHIUS7] se prezinti un algoritm de optimizare a alocari
unui numdr limitat de copii a figierelor la procesoare astfel incat sa se¢ minimizeze costul
total de comunicatie. Costul total de comunicatie se determind prin insumarea costurilor
tuturor cdilor aferente pentru exccutia programelor, in toate nodurile in care sunt definite.
La alegerea figierelor, daca existd mai multe copii disponibile, se va alege acela din nodul
pentru care costul de comunicatic este minim in raport cu nodul pe care se exccutd
programul. La evaluarca costului se iau aici in considerare numai cele legate de
comunicatiile de interogare (pentru obtinerca de date), dar pe linga acestea pot exista si
alti factori intr-un sistem, cum ar fi costurile de pistrare a fisierelor [IRANI82]. de
executic [LEE92] sau cele de comunicatic pentru reactualizarea figierelor [TEWA92).
Costurile de comunicatie intre noduri depind de modul in care a fost proiectatd refcaua,
iar numirul de copii din fiecare fisier {ine de considerente financiare, de fiabilitate etc.
Costul asociat unei legaturi poate semnifica intdrzierea de propagare, lungimea, pretul
liniei, combinatiile acestor marimi sau chiar cantitatea de date transferate in timpul unei
misiuni [SHATZ92]. Daca s¢ pune problema comunicatiei intre toate nodurile refelei
astfel incat suma costurilor legiturilor implicate s fie minimd. atunci trebuic cautay
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arborii de acoperire minimali (MST, minimal spanning trec) ai grafului asociat refelei.
Pentru aceasta exista algoritmi care pornesc de la un nod oarecare sau algoritmi distribuiti
care pot fi executai de procesoarele din noduri in mod concurent §i asincron
[DALALS8T7].

Un arbore de acoperire minimal poate fi folosit pentru dirjjarea difuzirii
informatiei (broadcast routing) intr-o refea de calculatoare care lucreazi pe principiul
comutirii de pachete cu memorare §i transmitere mai repede (store-and-forward packet-

switching). O problemd mai generala este cea a dirfjarii informatiei de la un singur nod la

un subset de noduri ale retelei (multidestination routing) cu minimizarea cheltuiclilor. Ca
si criterii de optim s¢ pot considera costul de refca NC (network cost), ca si suma
costurilor aferente legdturilor implicate, sau costul de destinatic DC (dcstination cost), ca
tiind suma costurilor de pe ciile cele mai scurte [BHARS3]. Pentru solutionarea acestor
probleme de optim existd o seama de algoritmi, de regula de tip euristic, bazati pe arborii
MST, pe problema comerciantului calitor, pe calea cea mai scurtd pand la destinatie.
Dintre acestea, rezultatele cele mai bune pentru cazul cel mai defavorabil au fost date de
algoritmii MST. In [SCHE84] se defineste o difuzare optima (optimal broadcast), ca fiind
aceea cdreia ii corespunde o lungime minimd, interpretatd ca si interval de timp. Pentru
retele mari, datorita complexitatii calculelor, se prefera algoritmi aproape de optim, de tip
euristic. De asemenea, in astfel de sisteme un criteriu mai semnificativ este interpretarea
fiabilitagii in sensul de a putea sau nu indeplini sarcina cerutd de utilizator.

Performabilitatea. In retelele de calculatoare conectivitatea, ca 0 maisurd a
fiabilitatii, nu este intotdeauna editicatoare asupra functionalitaii sistemului. Pe de o parte
s-a constatat ca defectele de conectivitate sunt relativ rare, iar pe de alti parte acestea nu
afecteazd decdt o parte din procesoare [RAI90a]. Astfel sistemul poate si rimana in
continuare disponibil, dar cu performante reduse (graceful degradation), ceea ce necesita
studicrea unitard a fiabilitatii ¢i performantelor sistemului  sub  conceptul  de
performabilitate (performability).

In asemcnea situatii marimile clasice de fiabilitate (functia de fiabilitate, timpul
mediu pand la defectare, disponibilitatca sistemului) nu sunt suficiente pentru a lua in
considerare diferitele nivele de performantd ¢i capacitatea variabild a sistemului de a
executa anumite sarcini. Nivelul de performanti poate fi caracterizat de capacitatea de
prelucrare (computation capacity) ¢ intr-o stare 7 a sisterului, care reprezinta numarul
de unitiy de prelucrare utile (instructiuni, timp-CPU’) pe unitatea de timp:

a, = (5.1.33)

Deoarece sistemele cu degradarea performantelor poseda stiri active care diferd intre cle
prin capacitatea de a executa sarcini si deoarece ciderea sistemului apare numai cind
accastd capacitate scade sub o anumitd valoare, se¢ pot defini urmitoarele marimi de
fiabilitate legate de performanta [BEAU78]:

1. Fiabilitatea de prelucrare (computation reliability) R*(2.7), care este probabilitatea ca
la momentul ¢ sistemul s3 nu fie cizut i s3 execute corect un task de lungime 7 incepand
din momentul ¢.

2. Prelucrarea medie inainte de defectare (mean computation before failure) A/CBF,
care este valoarea agteptatd a prelucririi inainte de prima cadere a sistemului.
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3. Pragurile de prelucrare (computation thresholds) ¢; si 7, care inseamni timpul dupa
care fiabilitatea de prelucrare atinge 0 anumitd valoare pentru un task de lungime 7,
respectiv lungimea maxima a taskului pe care il poate executa sistemul incepind cu
momentul ¢.

4. Disponibilitatea de prelucrare (computation 'availability) a,, care este valoarea
agteptatd a capacititii de prelucrare la momentul £ sau intr-o stare stationara.

S. Pragul de capacitate (capacity threshold) r, care reprezintd timpul dupi care
disponibilitatea de prelucrare atinge 0 anumit3 valoare.

Aceste mirimi se pot calcula similar cu mirimile clasice de fiabilitate, prin
utilizarea modelelor Markov. Pentru aceasta lantul Markov asociat sistemului se tratcazi
in functie de variabila de prelucare T in loc de variabila timp ¢, efectuandu-se substitutia:

dt=dT Ia, (5.1.34)

Prin aceasta tehnica reprezentarea din domeniul timpului se transtormad in reprezentarca
din domeniul prelucririi, asa cum se poate observa pe exemplul din figura 5.1.5. Aici s-a
reprezentat un sistem cu NV procesoare identice, cu ratele de detectare A si capacititile de
prelucrare a constante pentru fiecare procesor, fard posibilititi de reparare. Evident in
starea /, in care au mai rimas / unititi functionale, 4 = i4 i « = i . Probabilitatea de
trecere din starea /-1 in starea j in intervalul de timp dt este:

P =ide,dt=ide dT 'a, = idc dt | ia = (Ac/a) dT (5.1.35)
unde ¢, = ¢ este acoperirea stirii ; (coverage), adicd probabilitatea ¢i sistemul se va

reconfigura corect dupd defectarca unui procesor. Lanul Markov transformat poate fi
acum folosit pentru determinarea functiei de capacitate a diferitelor stani ale sistemului:

ATy -0 pentru 7+ ¥
C(T)  Prisistemul executd tuskul de lungime T | prelucrarea u inceput in
stared 1y pentru 1# ¥

unde ¥ este multimea starilor in care sistemul este ncoperational. Aceastd functie, similard
fiabilitatii din domeniul timp, s¢ poate calcula rezolvand ecuatiile diferentiale ale
modelului Markov cu necunoscutele 2,*(7) (probabilitatea ca sistemul sd fic in starca ;
dupa o prelucrare 7)) considerand stirile din ¥ absorbante (nu existd nici o tranzitic care
porneste dintr-o stare defectd. in exemplul dat starea 0):

CATy - 2P *(T) (5.1.36)
ey

Fiabilitatca de prelucrare se calculeaza ca:
R*T)  Prisistemul executd un task de lungime 1’| starea = tla t} -

Pristarea  that! starea - [ la 170} - Z(" (MF (1) (5.1.37)
T34
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NL(1-c)dt
NAcdt

M-DAC-Sdt
N-Dhcdt

2edt |

a) demenul timp b) domenul prelucrare

Figura 5.1.5.

Pe baza definitiei se obtin si ceilalti indicatori de fiabilitate legati de performantd, care
pentru a =const. sunt dati de:

MCBF = TC’,(T)JT= aMTTF (5.1.38)
0
a.(t)y=a 2 P(l) (5.1.39)
1Y

Daca sistemul este in stare stationara, rezulta:

a.=a 2, P(0)=aa. (5.1.40)
12Y

unde a: este disponibilitatea clasica.

Ficand comparatie intre un sistem redundant cu doud procesoare, unul de rezerva
(standby) si un sistem cu degradare cu doud procesoare (deci ambele active la inceput), se
constatd ca fiabilitatea §i AM/TTF sunt mai mari in primul caz, dar sistemul cu degradare
dispune de o probabilitate mai mare de a executa sarcini lungi de prelucrare.

Dacd performantele sistemului nu sunt degradabile (arhitecturi tolerante de tip
“standby”, redundantd N-modulard sau hibridd), fiabilitatea §i performanta s¢ pot trata
separat in procesul de evaluare a eficacitdfii sistemului (system cffectiveness). Aceasta
poate fi consideratd in general ca mirimea agteptata a beneficiului (o valoare Ws) adus
utilizatorului de executia taskurilor de catre sistemul S in mediul siu de lucru
[MEYERS0]:

ERS) = E[WVs) (5.1.41)

In cazul sistemelor cu degradare insi, mdrimile traditionale de¢ fiabilitate
(probabilitatea succesului, AM7TF) nu sunt edificatoare, deoarece succesul poate avea
diverse intelesuri ca urmare a modificarilor structurale produse de defectiuni. In acest caz
valoarea I se exprima ca o functic de nivelul de performantd Y al sistemului, privit ca o
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variabila alcatoare, care ia valori intr-un set de nivele de realizare 4 masurabile (sesizabile)
de utilizator:

Ws=w(ls) (5.1.42)

unde YeeA. Probabilitatea cu care sistemul S este capabil si-si indeplineasca functia la
nivelul ac4 din setul de realizir, este definiti ca si performabilitatea Wi S
(performability):

Pya) =Pr(Ys = a) (5.1.43)

Aceasta reprezintd o mdrime unificatd de performantd si fiabilitate, permitind evaluarea
eficacitatii la nivelul sistemului:

E[w()l= 2w(a)Ps(a) (5.1.49)

2€A

unde w(a) se interpreteazi ca valoarea nivelului de performanti a.

O alti mirime care caracterizeazi din punctul de vedere al utilizatorului atat
performanta, cat si fiabilitatea unui sistem distribuit este timpul mediu de rdspuns
(average response time) in care sistemul rezolvd o cerere (executd un task), avand in
vedere caderile §i reparatiile unor procesoare care pot si apard inainte de terminarea
sarcinii. Evaluarea acestui timp se poate face pornind de la un model Markov al
sistemului, in care se considerd cd daca doud procesoare gestioncazi cite o copie a unei
baze de date, atunci in cazul unei actualiziri, modificarile trebuie efectuate in ambele baze
de date, pentru ca copiile s3 rimini identice [GARCSS). Intrucit oricare din procesoare
poate sa s¢ defecteze, pe celdlalt trebuic sd se exccute un algoritm de reconfigurare, in
urma cdruia cel functional va prelua si sarcina de a actualiza baza de date a celui defect.
Dupa reparatie, pc ambele se va executa o noud reconfigurare pentru a reveni la situatia
inifiali. Pe baza acestui model se poate calcula timpul de raspuns asteptat al sistemului
pentru indeplinirca cererii remise la unul din procesoare, fiind necesard luarea in
considerare a tuturor secventelor posibile de stiri care pot sd apard, pornind de la o stare
initiald. Conditia ca sarcina ceruta s fie executata, este ca secventa sa nu treaca prin nici
o stare de avarie (evident ea poate trece prin stiri de pauzi cand cererea cste temporar
suspendatd. executandu-se sarcini de reconfigurare). Pentru ficcarc secventd sc determind
probabilitatca de aparitic §i durata preconizat. iar timpul ccrut sc obyinc ca o medic
pondcrata a timpilor preconizati pentru fiecare secvend. Datoritd efortului de caleul,
metoda se recomandd numai pentru sistemele mici, dar este foarte utila atunci cand se
doreste compararea diferitelor strategii de reconfigurare.

Pe langd timpul de rispuns, o altd marime care poate face obiectul analizei este
rutu traficulr (traffic rate) datelor prin refea (in bifi / unitatea de timp sau blocuri /
unitatca de timp). aplicabili de exemplu la o retea de comutare pe blocuri (burst switched
network) [KUBAT86]. Accasta se compune din mai multe comutatoare mici de linie
dispusc in jurul unui comutator central de mare capacitate (hub), respectiv combinatii de
astfel de structun, folosite pentru interconectarea calculatoarelor dintr-o retea.

Considerand o refea cu NV comutatoare de linie, se pune problema de a determina
picrderca in rata de transfer cauzatd de defectarea unui element de comutare. (Se¢ admit
pentru simplitatc numai defecte singulare si comutatorul central perfect fiabil, intentia
fiind aici numai ilustrarca metodei). Exista in total N stari diferite de defect. comportarca
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retelei fiind descrisdi de un proces stohastic X(z). In acest proces, starea sistemului
oscileazi intre starea operationald (0) §i o stare de defect (i) cauzati de defectarea
comutatorului 7 (figura 5.1.6). Dupa depanare, procesul se reia totdeauna din starea 0. Se
presupune c¢d timpul U, pind la defectarea componentei i (defectul de tip /) are o
“distributie exponentialad cu media 1/4, i =1, 2, ..., N, defectiunile fiind independente, iar
timpul necesar pentru restabilire A, dupa producerea defectului de tip i are o distributie cu
media EJA]. Se observa ci procesul are o desfisurare ciclici, durata unui ciclu T fiind
definitd intre doud puncte de regenerare. Dacid T, = minU,, atunci timpul mediu petrecut
in starea 0 este:

E[T,]= E[minU,] J(I'[ 4 '\ = (5.1.45)

0=l

N

unde A =) A, . Probabilitatea ca procesul .Y(¢) sa treacd din starea 0 in starea / in timpul
=1

unui ciclu este 4/A. Durata preconizati a unui ciclu este:

N
E[T=A"+27"'2 p (5.1.46)
=1

unde g = AE[A]. Valoarea asteptati a timpului 7, petrecutd in starea / in timpul unui
ciclu este:

Y 3
E[T:]:T‘E[A,]:é'— (5.1.47)

=
C
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1

'

t

'

[

[

1

[

[

'

]
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4

-
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-

Figura 5.1.6.
Acum se poate calcula probabilitatea stationard ca procesul si fie in starea /:

= lnmPr{,k (t)=i}= 'Z?L[T—]] = P, Po (5.1.48)
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1

N
1+ X p,
=1

unde p, =

Dacd se noteazi cu r, pierderea din rata de transfer cauzati de defectarea
comutatorului i, aceasta are doud componente:

- scaderea directd traficului cauzati de defectarea lui 7, adicd traficul care trebuia si
porneasca din i, respectiv care avea ca destinatie nodul i:

N
W, + 2 Wegs, (kei)
k=1

unde W, este rata de transfer de intrare in nodul i. iar g, este fractiunea din traficul
originar din k care se termina in i.

- scaderea indirectd a traficului cauzata de caderea lui 7, adica pierderea traficului de
tranzit, sciderea datoratd congestiilor, etc.: B,

Deci

N
n=B AW+ L Weg, (ke (5.1.49)
k=1

valorile pentru B, W, g, fiind determinate din matricea de dirijare aferenta sistemului.
Avind calculate mirimile p, §i », corespunzitoare fiecarui nod, se poate obline pierderea
totald medie a ratei traficului la echilibru, ca o masurd unificati de performanti si
fiabilitate 4R (average reward):

_ E| pierderea pe un ciclu) - i’,.ﬂl (5.1.50)
=0

Eldurata ciclului)

Sciderca de performanti se poate exprima si prin cficienta traficului 7E (traffic
efficiency), o marime adimensionala:

trafic total - trafic pierdut AR
- trafic total " trafic total

(5.1.51)

Criteriul prezentat este util in ¢valuarea comparativa a diferitelor structuri de retea
din punct de vedere al comportirii la defecte singulare de cadere a unui nod.

O muliime de modele integrate de performanti/fiabilitatc sc¢ bazeazd pe
interdependenta dintre fluxul de programe si fiabilitatea sistemului de calcul. Fluxul de
programe se¢ considerd a fi o functic de tipul sistemului §i incircarea acestuia, iar
fiabilitatea depinde de structura sistemului i de procesele spontane de defectare care duc
la erori sau ciden ale sistemului. Se considerd c¢d o eroare duce la ciddere numai daca
componenta in care a apirut croarea este utilizatd de programul care nu s-a executat
corect. Caderile reduc debitul sistemului §i necesitd un proces de restabilire urmat de
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reluarca programului. Astfel programele afectate de eroare au un timp mai mare de
pistrare in memorie §i gradul de utilizare al sistemului cregte.

Pentru analiza influentei incarcirii sistemului asupra defectelor §i deci asupra
performantelor §i fiabilititii, existdi mai multe modele de fiabilitate dependente .de
incdrcare (load-dependent reliability). Un astfel de model bazat pe retele de cozi de
agteptare (queueing networks) de tip BCMP [AJMOB86] este prezentat in [SCHO86].
Reteaua BCMP consta din N noduri (centre de deservire) §i un numdr de taskuri grupate
pe R clase. Un task din clasa r care igi termin serviciul in nodul J, va cere sé fie servit in
nodul j din clasa s cu o probabilitate fixa de tranzitic p,-... Fluxul taskurilor in acest spatiu
de noduri i clase poate fi descompus in sublanguri, ficcare dintre ¢le descriind un anumit
“job™ care s¢ poate executa pe sistemul modelat. Dupa regula de ordonare pot exista patru
tipuri de noduri: primul-venit-primul-servit, cu divizarea timpului, cu servire continui
(fara agteptare) §i ultimul-venit-primul-servit. Incarcarea poate fi caracterizati de rata de
sosire A, a tiecdrui program si de timpul sdu de stocare. Pentru fiecare program se poate
calcula riscul aferent (risk per job):

P,y = Pr{job afectat} = %-— (5.1.52)
job

jol

unde ) p este rata de defectare totali pentru fluxul de taskuri corespunzitor

programului. Riscul unui program de a suferi un defect creste cu incarcarea sistemului,
deoarece ratele de defectare rezultante cresc mai mult decat proportional cu incarcarea.

Un alt mod de evaluare al eficacititii unui sistem distribuit, care combind
performanta si fiabilitatea, este cel bazat pe modelul Markov cu castig (MRM, Markov
reward model) [SMITH88]. Comportarea sistemului se descrie printr-un lany Markov
continuu in timp si fiecarei stari i s¢ asociazad o rata de cagtig ca §i 0 masurd a
pertormantei. Lantul reflecta procesul structural al evolutiei sistemului prin difedite stari,
iar cu cdstigurile aferente se obtine structura de performanti. Libertatea de a putea
modifica atat procesul structural al starilor, cat i structura de performante, permite
modelarea unei mari varietdti de situatii. Astfel, la o extremai se situeazi modelul pur de
performantd care ignora defectele §i reparatiile, considerand ¢a lupta pentru suficientd
memorie determind capacitatea sistemului de a-si indeplini sarcinile. La cealalta extrema,
modeclul pur de disponibilitate ignora diferitele nivele de performanti, in afard de cea
operationald i defecti. Evolutia in timp a sistemului este caracterizatdi de un proces
stohastic {Z(¢). ¢t = 0} cu star finite S ={1, 2, ..., M}, astfel ¢d Z(¢)<=S reprezintd starea
sistemului la momentul ¢. Daci ficcarei stari i i se asociaza un nivel de performanti r.
atunci sc¢ poate construi vectorul de performanti (castig) al sistemului R=[r,]. Nivclul de
performanta la momentul 7 este dat de valoarea variabilei aleatoare \(7):

X(0) = rzg (5.1.53)
Valoarea preconizata a lui \(7), si anume E[\(7)] reprezintd performania asteptatd de la

sistem in momentul ( §i este tocmai disponibilitatea de prelucrare (computation
availability), care se poate calcula ca:

ELXY(D)]= 2r B (1) (5.1.54)
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unde P, reprezinti probabilitatea ca sistemul s3 fie in starea i la momentul ¢, adici P(¢) =
Pr{Z(t) = i}.

Un MRM in care starilor operationale li se asociazi rata de cistig 1, iar celor
neoperationale 0, constituie un model de disponibilitate (availability model). De multe ori
este convenabild determinarea disponibilititii in exploatare a unui sistem dat. Astfel in
[SPRA81] se prezinti un astfel de exemplu, bazat pe urmirirea comportirii unui sistem
de comunicatii cu ocazia a peste 400 de transmisii. Datele culese permit interpretarea
efectului diferitilor parametri (viteza de transmisie, distanta, durata intreruperii) asupra
disponibilititii sistemului.

Conceptul de performabilitate este destul de general si, asa cum s-a vizut, in
functie de modelul ales, respectiv variabila considerati pentru caracterizarea nivelului de
performanta poate fi specificatd prin marimi stricte de performanta, de fiabilitate sau care
fac referire la fiabilitate cum ar fi disponibilitatea.

5.2. Modelul de performabilitate propus

Conditia de functionalitate a unei retele de calculatoare, care sti la baza
determinarii indicatorilor de fiabilitate, consta in existenta unei conectivitati intre anumite
perechi de noduri ale grafului asociat retelei. Acest criteriu limiteazi insi studiul
performantelor sistemului doar la defectarea unor legituri/noduri, faré si (ind seama si de
o alti caracteristicd a comportarii reale a sistemului, §i anume traficul din refea. Incircarea
cu trafic a liniilor are, in plus fatd de conditia de conectivitate, o influen{d hotiratoare
asupra unui transfer reusit de date intre doud noduri.

In figura 5.2.1.a consider doui noduri ale unci reicle interconectate printr-o
legitura e care permite transferul de date de la s la ¢ Pentru analiza in timp a transmisici
nu este adecvat un model discret ca cel propus la sistemele multiprocesor strans cuplate
din capitolul precedent, deoarece in cazul retelelor, asa cum am aratat la paragraful 2.1,
transterul se realizeaza uzual de la nod la nod sub formi de pachete de date. Ca urmare
se impune luarea in considerare a unei rate de transmisie, respectiv de prelucrare a
pachetelor intr-un spatiu continuu al timpului. Datorita proprictitilor favorabile pe care le
are (vezi paragraful 3.4), voi admite ca atat transmisia, cat si prelucrarea s¢ supun unei
legi de distributie negativ exponentiale, cu rata constantd. Daci pentru exemplul dat in
figurd nodul sursi s transmite pachete cdtre cel destinatie cu o ratil constantd 4, iar acesta
le prelucreazi cu o ratd constantd x intre ele s¢ formeazi o coadd de asteptare,
reprezentatdl fizic de un butfer de iesire in care calculatorul sursd depune pachetele de
transmis (figura 3.2.1.b). Serverul aferent cozi este reprezentat de calculatorul destinatic.
Conditia de stabilitate pentru ca lungimea cozii sd nu creasca la infinit, este ca rata medie
de transmisie si fic mai micd decat rata medie de servire (A<y). Intensitatea traficului
corespunzitoare acestei coz (de tip M/M/1 [JAIN91]) si implicit liniei de transmisie, este:

N Agtegtare
S e N
e . |||
(A (#) Intrare
pachete Pretucrare
a) h)

Figura 5.2.1.
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p= (5.2.1)

© |~

Sistemul de agteptare considerat poate fi modelat printr-un lant Markov cu stiri
discrete (figura 5.2.2). Starea sistemului este reprezentatd de numarul de pachete (#) din
sistem. Sosirea in coadd a unui nou pachet provoaci schimbarea stirii cu +1, iar parasirea
statiei dupi servire duce la modificarea stirii cu —1. Un astfel de proces Markov in care
tranzitille se limiteazi numai la stirile vecine se numeste proces de nastere §i moarte
(birth-death process).

A A A A A A
D aalaa N Tt
u PR u “ u“

Figura 5.2.2.

Pentru a calcula probabilitatea stationari p, ca procesul si fie in starea n, presupun
cd atat timpul intre doud sosiri, cat §i timpul de servire au o distributie exponentiali. Daci
S(¢) reprezintd numirul de pachete din sistem la momentul ¢, atunci trecerea sistemului din
starca n in starea n+1, respectiv n—1 in intervalul de timp foarte scurt Az este descris de
urmatoarele probabilitati:

Pr{S(t+At) = n+1| S(t) = n} = A At
Pr{S(t=Ar) = n-118(t) = n} = g At

Dacd nu existd nici o sosire sau plecare in intervalul (¢, ++Ar), atunci sistemul va riméane in
starea n cu probabilitatea:

PriS(t+An) = n ! S(ty=n} = 1 - AA - p At

Notand cu p.(1) probabilitatea ca sistemul s fie in starea n la momentul 1, se poate scrie
urmatorul sistem de ecuatii:

Po(1+A0) = (1-A At) po(t) + 1 pr(2)
pn(”"‘—\t) =2 Atpn-l(’) + (1 -A Ar- H At) pn(t) TH Atpnﬂ(t) (n'zl) (522)

Trecand la limita, ultima ecuatie se mai poate scrie:

dp, () .
2= = lim
dt A0 At

LT+ At - p (2
PUEZ B 0 (A wp ) ipa) (523)

- . . . ... dp.(¢ .
Avand in vedere faptul ca in stare stationard lim p,_ (t) = p, si lim —Ed;) = 0. sistemul de
t o« t o

ecuatii (5.2.2) devine:
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-Apotup =0

APy = (M) put ppan =0 (n=1) (5.2.4)
Daci se face in ultima ecuatie substitutia Z, = -4 p, + 4 p,., se obtine Z, = Z,_,, iar din
prima ecuatie a sistemului (5.2.4) rezulti Z, = 0. Ca urmare, in cazul stationar Z, = 0
(n>0), adici: ‘ )

A
Pna = ;pn ("20) (525)

Prin recurentd se deduce imediat expresia pentru probabilitatea de a avea n pachcte in
sistem:

/1\"

| n

P =L—; Po=P"py (5:26)
M

Deoarece suma tuturor probabilititilor trebuie si fie 1, probabilitatea de a avea
zero pachete in sistem se poate calcula ca:

Po=——=% —=1-p 5.2.7)
n=1
Substituind pe p, in expresia lui p, se obtine
n=Q1-p) p° n=0,1,2,...) (5.2.8)

ceea ce aratid ci numdrul de pachete din sistem are o distributie geometrica. Ca urmare,
numirul mediu de pachete in sistemul format din coadi + statie este dat de

Elnl= X np, = 2n(l- p)p" = ;_ﬁ; (5.2.9)
n=] n=1

iar numirul mediu de pachete aflate in coada de asteptare este:

Eln,1= X(n-Dp, = 2(n-1X1- p)p" = lf’ . (5.2.10)
n=1 n=1

Probabilitatea ca in coada de asteptare s3 nu fie nici un pachet, adica sistemul sa
fie in starea O sau 1, este data de:

P° = Pr(n,=0) = po + p; = 1- p* (5.2.11)

Probabilitatea ca in coada sa se afle m pachete (m=1) este egald cu probabilitatea
ca in sistem si fie m+1 pachete. deci:
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Pr(n=m) = (1-p) p™" (m=1) (5.2.12)

Mentionez ca probabilititile de mai sus pot fi determinate §i in cazul nestationar,
urmand procedeul de calcul din [MIHOC73].

Intr-o reea de calculatoare cu Af linii de comunicatie bidirectionale pot fi
considerate 2M coa in care se ingiruiesc pachetele de date transmise intre noduri, ca in
figura 5.2.3 unde A/=3. Pentru analiza intensititii de trafic prin fiecare linic, construicsc
un model care are la bazi urmitoarele presupuneri:

- fiecarui nod v, i se asociazi o rati 4, = const. cu care emite pachete citre
celelalte noduri, selectate in mod uniform

- pachetele transmise de un nod sunt distribuite uniform pe liniile de iesire ale
acestuia

- fiecare nod v, constituie o statie cu rata de servire 4 = const. care prelucreazi
pachetele sosite in cozile aferente liniilor de intrare in acel nod

- o fractiune a <1 a pachetelor sosite la un nod sunt retinute de acesta in urma
prelucrdrii (care se considerd a fi destinate acestui nod), iar restul sunt transmise
mai departe in refca pe liniile de iegire

V3 (h3.29)
A2
N
// 9\ P

S,

= e
v, (?\1 s !.l‘) ‘—_m}:é; Va 0\2’#2)
31
Figura 5.2.3.

in cazul cel mai general al unui nod v, cu k linii de intrare si / linii de iegire vor
exista k cozi de asteptare in care sosesc pachete cu ratele Ay, Ay, ..., A, §i care vor fi
prelucrate succesiv de serverul aferent nodului cu rata de prelucrare u (figura 5.2.4).
Timpul intre doud sosiri consecutive pe o laturd avind o distributie exponentiali, procesul
corespunzitor este de tip Poisson. In acest caz este adevirata proprietatea de aditivitatc a
ratelor medii la reunirea sirurilor Poisson §i rata medie totald a pachetelor care trebuie
prelucrate in nodul v, este:

A, = 24, (5.2.13)
=1

Tinind cont de presupuncrile facute mai sus, rata medie de transmitere a
pachetelor pe o laturd de iesire, respectiv numirul mediu de pachete in fiecare coadi se
pot exprima in felul urmitor:
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Figura 5.2.4.
(I-a)i,, +4
y = ! =12 ..) (5.2.14)
A, P
Elng 1= 7 =12 ..k (5.2.15)
K Aoy, 1 Py

)"t
unde p, = —%  Probabilitatea ca in situatia in care sistemul de k coz aferente lui v, se
y7]

afli m pachete (m=>1), dintre care in coada ji (j = 1, 2, ..., k) si se afle m, pachete, se
calculeazi cu ajutorul probabilitatilor conditionate, §i anume:

pu(m, m) = Pr(m, | m)-Pr(n,=m) (5.2.16)

unde Pr(m, | m) reprezintid probabilitatea lui m, in coadi conditionata de existenta lui n,=m
in sistemul de coz. Acesta se poate exprima admitand ca sistemul din figura 5.2.4 este
similar cu un model cu o singura static, sosiri dupa legea multipla Poisson §i timp de
servire exponential [MIHOC67], si atunci pentru o servire in ordinea sosirilor:

4 \Y4 \m, s 3 \m=m.
Prim, () = == 1o 2| (5.2.17)
t(m, | m)= |- - 5.2.
o \m, /\'Z%or, J L ’lmz; J

Al doilea factor al relatiei (5.2.16) corespunde lui (5.2.12), in care se foloseste o in loc de
P Intrucit am considerat o distributie uniforma a pachetelor printre iesirile dintr-un
nod v, rata medie de emitere a pachetelor pe fiecare din aceste laturiva fi A, = 4, = 4, =
= ... = 2. Pentru reteava compusa din NV noduri marimile A, (/ = 1, 2, ..., V) reprezinta
necunoscutele care trebuie determinate pentru a putea caracteriza complet intensitatea
traficului si numarul mediu de pachete prin fiecare coada de agteptare. Calculul presupune
rezolvarea sistemului de ecuatii liniare rezultat pe baza relatiilor de tipul (5.2.14) si descris
sub urmaitoarea forma matriciala:

AxA=B (5.2.18)
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In aceastd ecuafic A este matricea coeficientilor, o matrice bidimensionald de
dimensiune N« N scrisd pe baza grafului retelei §i compusa din elementele

A;=c, > d,
unde

{1 daca existd mwhie intre v, §i v, respectivi = j

Cc, =
Y10 1ncaz contrar
| 1-a
- : dacdi= j

d, = J nr. muchiilor de iegire din nodul v, 4

IL 1 dacdi=j

Deoarece am admis ci un nod transmite pachete in mod uniform citre celelalte N-
1 noduri, se poate considera cd a = 1/(N-1). Matricea unidimensionald A de Nx1 este
matricea necunoscutelor cu elementele A, Matricea termenilor liberi B este o matrice
coloand N«1, elementele sale fiind date de:

4,
" nr. muchiilor de iegire din nodul v,

1

Rezolvind sistemul (5.2.18) vor rezulta valorile ratelor medii de emitere a
pachetelor pentru fiecare nod pe muchiile sale incidente, adicd (A;. A, ..., Ay). in cazul
unei retele complet conectate (cu legdturd intre orice pereche de nodun) si daca 4, = 4; =
... = Ay= Ase obtine A, = A;= ... = A= A Conditia de consistenta cere ca ZA;, <,

kT

(1 =1, 2, .., N), unde 7/ este multimea nodurilor vecine cu v, Pentru cazul particular
considerat anterior este necesar ca (V-1)A < 4. Cu ajutorul acestor rate se poate calcula
pe baza formulelor demonstrate pentru cozile de asteptare oricare din indicatorii aferenti
acestor coz. Deoarece cozle de asteptare sunt asociatc legiturilor din retea, acesti
indicatori vor reflecta gradul de incircare cu trafic a fiecarei linii de comunicatie,
depinzand atat de topologia retelei, ct si de parametrii dinamici ai fiecarui nod (rata de
emitere a pachetelor si rata de prelucrare a pachetelor primite). Astfel se poate calcula
pentru linia de legdtura de la nodul v. la nodul v, probabilitatea ca in coada de asteptare
corespunzitoare /j sa nu fie in agteptare nici un pachet, luind in considerare situatiile cind
sistemul de coz aferent lui v, este gol (relatia (5.2.11)), respectiv cand acesta contine m
pachete (relatia (5.2.16)):

Pt L, m0=1- 1) 2= p) er1-7,)" -

St (1- ) p2(1-7,) ) (1- 2 )1+ £,7,) (5.2.19)

T P I T T
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2 Ay

3 - . . e Y G'I/] . A, . .
In aceastd relafic am folosit notatile p = sy, = Z—‘i, 7 fiind multimea
4, e

e,

nodurilor vecine cu v, in cazul unei reele complet conectate cu M noduri §i rate identice

de emitere 4, daci notez & ;= #—, relatia (5.2.19) ia o forma mai simpla:
)

1- (N -1)8,

0_ _ 2.2
p=(1+5) s (5.2.20)

Marimea p,'; reprezintd de fapt probabilitatea stationara ca linia de la v, la v, si fie

liberd, ea constituind astfel un indicator de performan{i al retelei. Daci se admite ci
aceasta legaturd este expusd la defectare cu probabilitatea ¢, = 1-p, , atunci se poate
calcula un indicator reunit de performanti si fiabilitate aferent legiturii, §i anume
probabilitatea ca aceasta si fie in stare de functionare si in acelasi timp liberd pentru un
transfer:

P, = Pr{legatura operationala}-Pr{nici un pachet in asteptare} = p, pfj’ (5.2.21)

La nivelul retelei, in loc de indicatorul clasic de fiabilitate de tip terminal care
exprima probabilitatea ca si existe o cale de comunicatie intre douad noduri, voi introduce
un indicator de performabilitate, care tine cont §i de incircarea cu trafic a retelei. Pentru o
pereche de noduri (s, 7) definesc accesibilitatea instantanee (instantaneous reachability)
ca fiind probabilitatea de a exista cel putin o cale de legitura functionala de la nodul s la ¢
astfel incdt de-a lungul acesteia sd nu fie nici un pachet in asteptare, adica:

I. = Pr{exista cel putin o cale operationali liberd de la s la ¢} (5.2.22)

Desigur ci §i accesibilitatea instantance se poate extinde. similar cu fiabilitatea de
tip muliiterminal, la cazul comunicirii simultane intre mai multe perechi de noduri.
Determinarea lui /,, se poate face cu aceleasi metode de calcul ca si fiabilitatea R, dintr-o
refea. si care au fost amplu prezentate in capitolul 3. Sc porneste tot de la functia de
structurd. dar in acest caz unei muchii x,, i se asociazd o probabilitate datd de relatia
(5.2.21), astfel incit Prix, =1} = P,. Pentru a mentine indcpendenta cvenimentelor, am
admis ipoteza simplificatoare conform cdreia incarcarea cu trafic a unci legituri nu
influenteazi incircarea cu trafic a nici unei alte linii. Este de mentionat faptul ¢i la
scrierea functici de structura (adica de cale) trebuie tinut cont de sensul de transmitere,
fiindcd unei muchii bidirectionale i se asociaza doud probabilititi i in general P, = F,
deoarece incdrcarea cu trafic in cele doud sensuri este de obicei diferita.

Indicatorul de performabilitate introdus are avantajul ca pe langd caracteristicile de
fiabilitate ale retelei surprinde si dinamica de functionare a acesteia. Astfel devine posibild
compararea diferitelor solutii sub aspectul reunit al alocarii fiabilitatii componentelor si al
incarcirii retelei. Un alt avantaj este faptul ca dupi calculul intensititii de trafic si a
probabilitatii asociate ficcdrei linii prin procedura prezentatd in acest paragraf,
determinarea accesibilitatii instantance se face cu metodele uzuale de calcul a fiabilitaii
dintr-o retea.
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5.3. Validarea modelului

Scopul urmirit a fost intocmirea unui program de simulare a traficului de pachete
intr-o refea cu » noduri, urmind ca datele statistice rezultate din simulare s3 fie comparate
cu cele ale modelului teoretic pentru validarea acestuia. ‘Reteaua simulati respecti primele
trei presupuneri din paragraful precedent, ratele de emisie i de servire a pachetelor fiind
constante. In literatura de specialitate existi mai multe tehnici de simulare a sistemelor de
asteptare [LEE76][VADU77], dar particularitatea acestei retele complexe cu » servere,
ficcare avand pana la n—1 coz a necesitat elaborarea unui algoritm propriu, pe care il
prezint pe scurt in continuare. La nivelul unui nod s (4=1, ..., n) pot apare doua feluri de
evenimente: emiterea unui pachet (la momentele 7;,) §i terminarea servirii unui pachet (la
momentele T,). Idcea de bazi consta in determinarea evenimentului urmator si avansarea
ceasului absolut 7y, care indici momentul curent, la evenimentul urmator, pana cind se
atinge timpul impus pentru simulare Ty, O descriere formald a algoritmului este
urmatoarea:

simulare_retea::
BEGIN
Citegte numdrul de noduri (n) si matricea de conexiuni ;
Citegte variubilele de intrare A, p (i:=1, ..., n) si timpul limitd Ty, ;
Pregdteste generatorul de numere aleatoare ;
Introduce cdte un pachet in fiecare server ;
Anuleaza numdrul de pachete din fiecare coadd ;
Initializeazd ceasul curent To:=0 ;
Genereazd timpii initiali t, ;
Caleuleazd timpii totali T,: =Ty~ t,
REPEAT
Determind urmdtorul evemment Ty:=min(TyT, > T ;
Actualizeazd numdrud mediu de pachete din fiecare coadd ;
Avanseazd ceasul Top:=Ty
IF =] THEN
* emitere pachet de cdtre nodul k *
Selecteazd aleator o destinatie d=k pentru noul pachet ;
Selecteacd aleator o linie de iegire, fie m ;
Introduce noul pachet in coada km
IF Serverul m liber THEN
Mutd pachetul din coada km in serverul m ;
Genereazd noul t,> din p, ;
Calculeazd noul Tz:=T g+t

FI
Genereazd noul ty, din A ;
Calculeazd noul Te;: =Tyt te
FI
IF |=2 THEN

¥ scoatere pachet din serverul k ¥/
IF Pachetul destinat nodului k THEN
Scoate pachetul din serverul k
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ELSE

Selecteazd aleator o linie de iesire, fie m ;
Muta pachetul din severul k in coada km
FI
Selecteazd urmdtoarea linie de intrare care are pachet, fie s
IF Coada sk nu este goald THEN
Mutd pachetul din coada sk in serverul k ;
Genereazd noul t,, din 4 ;
Calculeazd noul T: =T+t
FI FI
UNTIL Ty > Ty ;
Afiseazd rezultatele
END

Legat de acest algoritm, care a fost implementat in limbajul Turbo Pascal 7.0, se
mai impun cateva preciziri:

1. Timpul #, intre doud emiteri de pachete de catre nodul & este conform ipotezei
o variabild aleatoare cu distributie exponentiald de parametru A, care se obtine generand
un numair aleator uniform u intre 0 §i 1 pe baza caruia se calculeazi timpul cu formula:

1
t = —Zlnu (53.1)

2. Durata f, a unei servir. o varabild aleatoare presupusd cu distributic
exponentiald de parametru g, se calculeazi in mod similar, cu relatia:

1
t., =—-—Inu (3.3.2)

L
»
¢

3. Calculul mediei (in acest caz a numirului de pachete din fiecare coada i)

trebuie raportat nu la numarul de iteratii, ¢i ¢a trebuie actualizatd in raport cu momentul
evaludrii, conform relatiei:

Zc n, vechi (T c )}L
A, = - e fa )y (5.3.3)
14

4. Pentru selectia cozi de intrare in nodul & din care se va scoate urmitorul pachet
am adoptat tehnica de prioritati rotitoare, ultima coad servita fiind plasati la urma girului
de prioritate (LSLQ, last-served last-queued). Intr-o alti varianti a programului am
implementat tehnica preluarii pachetelor pentru servire in ordinea sosirilor (FIFO, first-in
first-out), asociind fiecirui pachet §i un indice care marcheazd momentul intrani sale in
coada.

In urma experimentelor efectuate cu ajutorul programului de simulare §i a
comparirii rezultatclor obtinute cu cele deduse teoretic s-au desprins o multime de
concluzi interesante. Indicatorul urmdrit a fost numarul mediu de pachete aflate in fiecare
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coada de agteptare a refelei. Rezultatele obtinute prin simulare au confirmat aplicabilitatea
modelului teoretic la retelele complet conectate in care nodurile au aceeasi rata de emisic a
pachetelor. Acest lucru se poate constata §i pe baza tabelului 5.3.1, care sintetizeazi
rezultatele pentru retelele cu 3 si 4 noduri, ratele A §i u fiind alese astfel incat si satisfacd
conditia de consistenti exprimati in paragraful precedent. Pentru aceste valori am
observat o tendinti de stabilizare a rezultatelor de simulare la Ty, > 5000 unitati de timp.
Legat de precizia modelului, doud aspecte s-au dovedit a fi relevante: valoarea lui « si
modul de calcul al numirului estimat de pachete conform (5.2.15). in ccea ce priveste
procentul de pachete destinate unui nod din totalul celor care ajung la ¢l, simularca a
aritat ca pentru o retea oarecare a depinde de poztia topologicd a nodului considerat si
de ratele de emisie, dar nu este influentati de ratele de prelucrare ale nodurilor. L.a o retea
complet conectata si cu acelagi A la fiecare nod, valoarea presupusi a = 1/(.N-1) este
exactd, pe cand scaderea lui 4 al nodului respectiv duce la cregterea lui . Astfel modelul
cu acelasi a pentru fiecare nod ramane un model aproximativ in aceste retele, aplicabil
doar dacd 4 au valori apropiate. Legat de calculul numairului mediu de pachete in fiecare
coada, simularea a dovedit ca relatia (5.2.15) este valabila daca serverul asociat unui nod
prelucreazi pachetele din cozile aferente dupi strategia FIFO. Studiind cu un program
auxiliar influenta disciplinei de servire asupra numirului mediu de pachete dintr-un sistem
cu o singurd statie i mai multe cozi, s-a pus in evidenta faptul c¢i daca se aplica tehnica
priorititilor rotitoare, cozle cu rata mai mare de depunere sunt mai lungi decat valoarea
calculatd cu relatia amintitd. Scoaterea pe rand din fiecare coada face ca extragerea mai
frecventa din cozle cu rata mai mica si reducd lungimile acestora. Totusi, daca ratele 4,
ale cozilor sunt identice $i numarul mediu de pachete este supraunitar, rezultatele statistice
obtinute prin simulare nu evidentiaza diferen{c semnificative.

Model-Simulare | E[n, 1] | Fln, 5] . E[tanl | Eln.n] | Elngul | E[n, ]
N=3.4=30 | 7.03¢ 0 2570 129500 2577129504 7.03
14=61. 15=64, 7.05 ; 250 | 2966 1 282 | 2074 : 707
15=70 i | | i

V=3 Engl Bl | Elen] | EDi ] | D ul | ]|
A=18 867/ i 418/ | 270 ; 17,67/ 318/ 270 /
=33 60 | 412 | 279 | 1772 | 410 272

7SS | B 2 |
1556 Elngn] | Elras] | Eln.ss] . Eln.a) | Elness) | E[n, )
=38 1767/ 867/ | 2707 i 17.67/ 1 867/ | 418
1460 1775 | 862 264 | 1760 0 870 | 419

T 10000

Tabelul 5.3.1.

in continuare voi ilustra modul de evaluare a accesibilitatii instantanee intre
nodurile v, §i vy ale retelei cu V=3 noduri din figura 5.1.3. Functia de structuri
corespunzitoare comunicatiei dintre aceste noduri este:

(Dn =X U X X (534)
Aplicand metoda sumei de produse disjuncte (capitolul 3) si relatia (5.2.21), expresia

indicatorului de accesibilitate instantance in cazul in care se considerd cd toate legiturile
au aceeasi fiabilitate p, se poate scrie:

BUPT



S FIABILITATEA RETELELOR DE CALCULATOARE 197

I3 = Py + Py Pyy(1- Pyy) = ppls + p* pis p3y — P’ Py P13 P13 (5.3.5)

Mai departe, dacd nodurile emit pachetele cu aceeasi ratd (4, = 4, = 4, = 1) si avand in
vedere (5.2.20), relatia precedent3 devine:

1-26,1 1-25,( 1-25, )1

1v 26, 17 P00 s (1 P S|

I3 = p(1+ 53) (5.3.6)

Daci se ia p=0,995, 1=8 si 15=15=20, atunci se obtine /;,=0,175. Dublarea ratei
de prelucrare a calculatorului din nodul v, (14=40) duce la cresterea indicatorului la
valoarea [,3=0,221, ceea ce denotd aga cum era de agteptat un indice superor al
comunicarii de la nodul v, la v;. La acest lucru poate conduce §i o diminuare a ratei de
emisie, de exemplu pentru A=6 rezulta /,,=0,394.

in ultimele doui paragrafe am materializat o idee referitoare la definirea si
evaluarea unui indicator de performabilitate care sd {ind cont de dinamica traficului de
pachete intr-o retea modelati printr-un graf neorientat in care nodurilor li se asociazi rate
de emisie si de prelucrare a pachetelor. Modelul pentru calculul incdrcirii legaturilor de
comunicatic a fost validat prin simulare pe calculator, o dezvoltare in continuare a
modelului fiind indicatd in sensul ca dirjjarea pachetelor sa {ind seama de legiturile
defecte. Extinderea modelului §i pentru alte genuri de refele decat cele complet conectate
cu rate identice de emisie, prin determinarea exactd a coeficientului @ in fiecare nod
pentru aceste cazuri, va putea constitui un obicctiv pentru cercetdri viitoare.
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6. CONCLUZII

Teza de faid se incadreazi in domeniul studiului comportirii sistemelor cu
procesoare multiple sub aspectul fiabilitatii si performantei, justificat de raspandirea largi
a acestor sisterne §i tratarea lor preferentiali in literatura de specialitate a ultimului
deceniu. Manicra de structurare adoptata pentru lucrare a permis includerea contributiilor
personale ale autorului la domeniul mentionat, o atentie deosebita fiind acordata verificarii
pe exemple si validarii prin simulare a solutiilor propuse. Obiectivele principale urmarite §i
realizate pe parcursul tezei pot fi grupate astfel:

- Clasificarea si delimitarea arhitecturilor de calculatoare distribuite care au facut
obicectul cercetarilor de fiabilitate.

- Asigurarea bazei teoretice a modelarii arhitecturilor multiprocesor in scopul
evaludrii fiabilitatii acestora.

- Evidenticrea tendintelor actuale in fiabilitatea sistemelor cu componente multiple
in general §i a sistemelor cu procesoare multiple in particular, cu includerea contributiilor
proprii ale autorului.

- Elaborarea unui model unitar de performanta si fiabilitate pentru tipurile de baza
de sisteme multiprocesor, respectiv pentru retele de calculatoare.

- Validarea cu ajutorul programelor de¢ simulare intocmite de autor a modelelor
matematice de performabilitate propuse.

Pornind de la aceste obiective propuse, in cele ce urmeazi se scot in evidentd
principalele contributii originale ale autorului.

1. In primul capitol de consistentd care urmeaza celui introductiv. se urmdreste
delimitarea arhitecturilor de sisteme cu mai multe procesoare care vor face obiectul
analizei §i modelarii fiabiliste. In acest scop autorul si-a adus contributia la:

1.1. Sistematizarea taxonomiei sistemelor de calcul distribuite pe baza criteriilor de

granularitate a interactiunilor si tehnicilor de transfer a datelor.

1.2, Evidentierea caracteristicilor de trafic si toleranta la defecte pentru

arhitecturile reprezentative de sisteme cu mai multe procesoare.

2. Paragrafele 3.1-3.5 i 3.7-3.8 sunt dedicate pentru sintetizarea conceptelor
fundamentale de fiabilitate aplicabile la sistemele cu mai multe procesoare. In scopul
utilitdii la sistemele strans cuplate, problema de fiabilitate a fost transpusi din spatiul
timpului continuu in cel discret, fiind prezentat §i un studiu comparativ asupra
distributiilor fird memorarea trecutului in cele doud cazun. Este de remarcat utilizarea
unitard a functici de structurd scrisd sub forma booleand, distinctd faga de cea algebrici,
pentru calculul fiabilitatii sistemelor de tip multiterminal prin metodele analitice de baza.
Contributiile originale la aceasta parte de fundamente matematice pentru analiza fiabilitatii
sistemelor multiprocesor sunt:

2.1. Exprimarea indicatorilor de fiabilitate in spatiul timpului discret.

2.2. Tratarca matematici originald prin teorema 3.3.2 a cazului cind functia de

tiabilitate de variabila discreta are forma polinomiala.
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2.3. Efectuarea unui studiu comparativ finalizat prin tabelul 3.7.4, din carc au fost

desprinse concluziile privind complexitatea calculului la metodele analitice de bazi
de calcul a fiabilitagii unei regele.

3. Problematica evaluirii fiabiliti(ii sistemelor de calcul modelate printr-un graf

neorientat de tip seric-paralel prin tehnici de reductic cu mentinerea fiabilititii a fost
completat de autor in paragraful 3.6 cu urmitoarele:
3.1. Adaptarea tehnicilor de reductie i la situatia grafurilor oricntate, rezultatcle
fiind sintetizate in tabelul 3.6.3.
3.2. Studiul (finalizat prin tabelul 3.6.6) al cazurilor de descompunere a grafului
retelei cand acesta este ireductibil prin transformari simple.

4. Umirind transpunerca metodelor de analizd si sintczd a circuitclor logice
pentru determinarea fiabilitatii, o parte consistentd a tezei (paragrafele 3.9 si 3.10) sc
ocupd de utilizarea tehnicii booleene in fiabilitatea refclelor. Contributiile esentiale adusc
de autor la aceasta problematici sunt:

4.1. Efectuarea unei paralele intre procedurile de calcul probabilistic a fiabilitatii

unei retele i cele bazate pe tehnica minimizirii functillor logice pe diagrame

Karnaugh.

4.2. Statuarea teoremelor 3.9.1 §i 3.9.2 care fac legatura intre functia de structur

booleana si setul de cdi/taicturi minimale.

4.3. Elaborarea algoritmului prezentat in anexa 2 pentru minimizarea disjunctd a

functiei de structurd, care produce expresia de fiabilitate cu numarul cel mai mic

de termeni.

4.4. Considerarea cdilor de bazi si alternative pentru simplificarca detcrmindnii

expresiei fiabilitatii de tip terminal dintr-o retea.

4.5. Elaborarca unei metode sistematice de eliminare a termenilor redundanti la

exprimarea functiei de fiabilitate pe bazi de sume disjuncte, prezentat pe exemplul

3.10.7.

1.6. Folosirea decompouzitiei functiei de structurd boolcene pentru simplificarca

calculului expresiei de fiabilitate, ilustrat in exemplul 3.10.12.

5. Largirea domeniului de aplicabilitate a relatiilor logice de semnal ca $i 0 metoda
alternativa de evaluare a fiabilitdtii unei retele a ficut obicctul paragrafului 3.11.
Elementele originale prezentate de autor in legdtura cu acest subicct sunt:

5.1. Corectarea unei formule de calcul din literaturd [AG(;A78, tabelul |, relatia

7] pentru calculul fiabilititii pe baza relatiilor logice de scmnal, in carc autorii nu

au acoperit toate starilc posibile ale subrefelei considerate.

5.2. Completarea algoritmului de calcul a fiabilitdtii pe baza relaiilor logice de

semnal propus in [AGGA78] cu incd un pas in vederca oblinerii unci exprusii mai

simple a functiei de fiabilitate, verificat pe exemplul 3.11.1. ,

5.3. Stabilirca modalititilor de utilizare a relatiilor logice de semnal in cazul unci

retele modelate printr-un graf orientat, rezultatele fiind sintetizate in tabelul 3.11.4.

5.4. Extinderca metodei relatiilor logice de semnal pentru determinarca fiabilitaii

globalc intr-o retea orientatd. formulele de calcul fiind date in tabelul 3.11.5, iar

un model de aplicare in exemplul 3.11.2.

6. Importanta legaturilor dintre procesoare in fiabilitatea retelei fiind o problemi
esentiald in procesul de sinteza, autorul a propus si ilustrat prin exemplul 3.12.3 un
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procedeu de alocare a fiabilitigilor pentru compensarea inegalitatilor de cauzi topologicd
dintr-o retea.

7. In vederea unei dezvoltiri viitoare a tezei prin renuntarea la ipoteza
independentei dintre defecte si a comportirii bivalente, in paragrafele 3.13 si 3.14 autorul
a cfectuat sintetizarca tendintelor ce se manifesti in domeniul evaludni fiabilitati
sistemelor cu defectiuni dependente, respectiv cu stin multiple.

8. In cadrul capitolului 4 scopul urmdrit este studiul sistemelor multiprocesor strins
cuplate sub aspectul reunit de fiabilitate si performantd, admitind cd elementele
componente ale refelei de interconectare a sistemului sunt expuse la defectare. In acest
context, autorul gi-a adus urmitoarele contributii originale:

8.1. Stabilirea conditiei limitd de valabilitate a relatiilor [WILK91, p.260] pentru

calculul latimii de banda a sistemelor cu magistrale multiple si tratarea exhaustiva a

ambelor cazuri posibile in functie de raportul dintre numarul de procesoare i cel

de memorii comune.

8.2. Construirea (in paragraful 4.2) a unui model matematic in timp discret in

scopul evaludrii performantelor cu luarea in considerare a aspectelor de fiabilitate

§i particularizarea sa pentru arhitecturile de bazi de tip crossbar, cu magistrala

unicd, cu magistrale multiple §i cu retea multinivel.

8.3. Definirea in trei feluri distincte si calculul duratei de viatd utile a unui sistem

crossbar, urmate de interpretarea rezultatelor pe baza tabelului comparativ 4.2.8.

8.4. Conceperea algoritmilor (prezentati in Anexa 4) i elaborarea programelor de

simulare a comportari sistemelor multiprocesor de tip crossbar, cu magistrala

unica, cu magistrale multiple si cu retea de interconectare multinivel, bazate pe
generarea de evenimente aleatoare.

8.5. Validarea modelului de performabilitate propus prin verificarea intreprinsa in

paragraful de rezultate experimentale asupra principalilor indicatori de

performanta teoretici i obtinuti prin simulare, pe baza a opt grafice comparative.

8.6. Identificarea prin modelul propus a limitei inferioare de prag (evidentiata

grafic) pentru fiabilitatea comutatoarelor dintr-o retea crossbar.

8.7. Evidenticrea prin doua grafice §i analiza numarului de procesoare atlate in

agteptare pentru un sistem crossbar, respectiv cu magistrala unica.

8.8. Evidentierea prin doud grafice si analiza timpului mediu de viata al sistemelor

cu magistrale pentru diterite contiguratii.

8.9. Evidentierea gratic §i analiza probabilitatii de acceptare a unei cereri in cazul

unui sistem cu retea multinivel de tip baseline.

9. In scopul de a oferi o soluic avantajoasi sub aspectul costului in procesul de
sintez3 al sistemelor multiprocesor strans cupiate si uzitind de modelul propus. in cadrul
paragrafului 4.3 au fost introduse urmitoarele elemente originale:

9.1. Definirca unui indicator de eficientd al sistemului crossbar evidengiat grafic

pentru trei cazur particulare, care permite alegerea numarului optim de module de

memoric comuna.

9.2. Indicarea pe bazi graticd a unei metode de determinare a numirului de

magistrale necesare intr-un sistem multiprocesor cu o ratd dati a cererilor de

acces.

9.3. Formularca recomandirlor privind alegerea unei anumite arhitectuni

multiprocesor pe baza graficului timpului de raspuns minim.
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10. Ultimul capitol de consistenta al tezei este dedicat analizei sistemelor distribuite
slab cuplate intr-un cadru unificat de fiabilitate si performanti. Pentru aceasta, dupa o
sintezi a principalelor concepte de evaluare a fiabilititii si performantelor acestor sisteme,
autorul urmareste introducerea unui nou indicator de performabilitate, a carui evaluare
este posibild cu metodele de calcul a fiabilitatii retelelor, prezentate in cadrul capitolului 3.
In acest context, contributiile originale aduse pe parcursul acestui capitol sunt:

10.1. Formularea a trei criterii de alocare a copiilor multiple de figiere pentru

cficientizarea fiabilititii intr-o retea de calculatoare.

10.2. Construirea modelului de performabilitate prezentat in paragraful 5.2 pentru

o retea de calculatoare complet conectatd, care ia in considerare incircarea cu

trafic a legiturilor de comunicatie.

10.3. Introducerea indicatorului de accesibilitate instantanee pentru caracterizarea

reunitd a performantelor gi fiabilitatii transmisiei dintre terminalele unei regele.

10.4. Conceperea algoritmului (dat in paragraful 5.3) si elaborarea programului de

simulare pentru validarea modelului teoretic de¢ transmitere a pachetelor de date

intr-o retea de calculatoare.

In concluzie se poate afirma ci in cadrul problematicii abordate au fost propuse
¢lemente §i solutii noi, menite s3 completeze tratarea matematica si modelarea sub aspect
fiabilistic a sistemelor investigate. Prin continutul sdu, teza s¢ doregte a fi §i un fundament
pentru cercetari viitoare, care trebuie si dezvolte aspecte cum ar fi studiul disponibilitaui
sistemelor cu un spatiu foarte larg al starlor utilizind lanfuri  Markov
[SAHN87][SHAR93], modelarca cfectului dependentei  statistice dintre  defectele
componentelor asupra sistemelor cu stiri multiple [VEER93){VEER94] sau gasirea de
tehnici pentru includerea impactului factorilor care depind de protocolul utilizat pentru
transferul de date [CATA93][COHENS4][SIMM 94].

Teza de doctorat are o extindere de 223 pagini, materialul scris fiind ilustrat cu
103 figuri si 16 tabele. iar bibliografia cuprinde 136 de titluri (dintre carc 15 ale
autorului).
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ANEXA 1

Determinarea termenilor disjuncti pentru calculul
. Mabilititii pe baza vectorilor de cale

Reteaua ARPA redusd (n = 9 muchii, m = 13 cii):

o= XXV L' X1XpX7Xg U XXX XeNg ' X1 X3XsXg ) X1 X3XeX7Xg U X)X3X6X7Xg ')
X1 X3XeXg ! XpX3X4Xg \ XaX3XgX7Xg () XXsXg ) XX sX7Xg \J XpXeX7Xg \) XXeXo

Setul vectorilor de cale minimali (ordonati dupa cardinalitate):

Pix x X3 X4 Xs X¢ X7 Xg Xo

rjr - -1 - - - 1 -

2,- 1 - - 1 - - 1 -

3/- 1 - - - 1 - -1

41 - - 1 - - 1 - 1

s5i1 - 1 - 1 - 1 -

6,1 - 1 - - 1 - - 1

79- 1 1 1 - - - 1 -

g8!- 1 - - 1 - 1 - 1

9,- 1 - - - 1 1 1 -

mirTr - - 1 1 1 - - 1

my1 - 1 - 1 - 1 - 1

21 -1 - - 1 1 1 -

3/- 1.1 1 - - 1 - 1

Tabelul de comparatii:

Se compara | X Xp X3 Xy Xy Xs Xg X7 Ng X
Pl - - 1 - -1 - - -1 -
P 2 P 1 (xl,.\'..) 0 1 - - 1 - - 1 -
11 - 01 - -1 -
P_; Pl i (Xl,.\'4,XQ) 0 1 - - - 1 - - 1
11 - 0 - 1 - -1
11 -1 -1 - 01
P, (xsx3) |0 1 - - - 1 = - 1
o1 - - 1.1 - 01
| L Gsx) |11 - 0 01 - - 1
I | 1 1 - 0 1 1 - 01
! Pdisjuneti {1 1 - 1 - 1 - 0 1

<_
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Setul complet de termeni disjuncti:
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1 1 - 0 1 1 - 0 1
1 1 - 1 - 1 - 01
1 0 - 1 - - 1 0 1
1 1 -1 - 0 1 0 1
1 0 1.0 1 - - 1 -
1 010 0 1 - - 1
1 01 0 1 1 - 0 1
1 0 1 1 - 1 0 0 1
01110 0 - 1 -
01 1 1 0 1 - 10
01 - - 1 0 1 0 1
11 - 01 0 1 0 1
01 0 - 01 1 1 0
01 1 0 0 1 1 1 0
1 1 - 0 0 1 1 1 0
1 0 01 1 1 0 0 1
1 01 01 0 1 0 1
1 01 0 0 1 1 1 0
01 1 1 0 0 1 0 1

Functia de fiabilitate (cu notatiile Pr{x,=1} = p, ¢ = 1- p):

Re=p +pq +p'q+pq + 4’ + 2°¢' ~ P’q + 3p'¢’ + 5p°¢’ + p'q" + 5p'¢’

ANEXA 2

Determinarea expresiei de fiabilitate prin minimizarea
disjuncti a functiei de structura booleene

Se considerad functia de structurd © (v, X3, A3, Xy, Xs, Xg) datd sub forma canonicid

disjunctivd, scrisi ca si suma indicilor termenilor minimali corespunzitori succesului
(starilor operationale ale sistemului):

O = D(21, 23, 29, 31, 45, 47, 53, 55. 61, 63)
6

Mectoda consta din doui etape:

A. Determinarea tuturor implicantilor, prin ordonarea termenilor pe grupe in functie de
ponderile binare §i aplicarea urmitoarelor reguli pentru stabilirea adiacentei a doi termeni:

(1) diferenta ponderilor este 1
(2) diferenta indicilor este o putere a lui 2
(3) termenul cu ponderea mai mare dispunc §i de indicele mai mare
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B. Determinarea setului disjunct de implicanti primi, de ordinul cit mai mare posibil,
bazat pe urmitoarele reguli:

(1) lista se parcurge in sensul descrescitor al ordinelor i implicantii care au un
termen inclus intr-un implicant de ordin superior se vor elimina

(2) in cadrul unui ordin se retin acei implicanyi care cauzeazi eiiminarea celui
mai mic numir de implicanti de acelasi ordin

(3) in caz de egalitate la criteriul (2), alegerea este indiferentd (formele minime
posibile vor avea aceesi complexitate)

Schema de minimizare pentru functia dati (in paranteze s-au trecut diferentele
indicilor, care reprezinti ponderile variabilelor eliminate):

Ordinul 0 Ordinul 1
Grup3 21 Grup3 24232
Grup4 23 21:2948)
29 2553-32)
45 Grup4  23;318)
53 2355333
Grup5 3t 293+
“ 29-61-32)
55 45,47 (2)
6t 45,-61-(16)
Grup6 63 53554
§3,-61(8)
Grup S 31,63(32)
61-63(2)
Grup3  2523;293H2-8) Grup3  21,23,29, 31, 53, 55,61,63(2,8, 32)
212353, 554232
212953618, 32)
Grup 4  23;31:55:-63(8:32)

Implicantii primi ramasi dau functia de structura sub formé de sumd de produse disjuncte:
D = xyx0 X XXX, X
Rezulta direct expresia functici de fiabilitate:

R = papaps + Pr9:P3paps
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ANEXA 3

Ordonarea legdturilor dupi importanta lor
in fiabilitatea s-¢

Reteaua din figura 3.12.1.a are functia de fiabilitate data de (3.12.15), pe baza
cdreia rezultd (pentru fiabilititi egale p):

R(Gx=0)=-p’ + p*+ p? R(Gp=1)=p’ - 2p'- p’ + 3p*
R(Gix,=0) = - p* + 2p° R(Gix=1)=p*-3p'+2p° +p
R(Glxy=0) = - p* + p*+ p* R(Gls=1) =p* - 3p*+ p’ + p*
R(Glx=0)=-p* + p*+ p* R(Glx,=1)=2p* - 5p* + 2p* + 20
R(Gixs=0) = - p* + p'+ p’ RGlxs=1)=p°-2p*+p' +p
R(Gixs=0) = - p* + p*+ p* R(Glx=1) = 2p° - 5p*+ 2p" + 2p’

Comparind muchiile doud cate doud §i avand in vedere ci 0 < p < 1, se obtine:

® ¢, CUue;
R(Gixy=0) - R(Glx,=0) = p’(p" + 1 = 2p) = p*(1 - p}' > 0
R(Gixy=1) - R(Glx;=1) = p(- P’ + 3p’=3p + 1) =p(1 - p)’ > 0
= e <e
® ¢ Cuey
R(G'x5=0) - R(Gix,=0) = p(1 - p) > 0
R(Gx=1) - R(Gixy=1) = p'(p" - 2p + 2) = p’[(1 - p)’ + 1] > 0
= e ey
® ¢ Cley
R(Gixy=0) - R(Gix,=0) = p’(p" - 2p + 1) = p*(1 - p)’ > 0
R(Gixi=1) - R(G'x,=1) = p*(~ p* + 3p* = 3p + 1) = p*(1 - p)’ > 0
e ey
® ¢; Cues
R(Gx1=0) - R(Gixs=0) = p*(1 -~ p) > 0
R(Gx=1) - R(Gx,=D) = p(p* - 2p+ 1) = p(1 - p) > 0
=€) < e«
® g cuegs(calae cuey)
R(Glxs=0) - R(Glx;=0) = p*(1 - p)* > 0
R(Gx=1) - R(Glxe=1) = p*(1 = p)’ > 0
=D ey e
® ¢,CUeg
R(Gixy=0) - R(Glx,=0) = p*(1 - p) > 0
R(Gx,=1) - R(Gixy=1) = p(p* - p + 1) = p[(1 - p)* + p] > 0
H ey ey
® ¢,CUey
R(Glxy=0) - R(Glx;=0) = p*(p* - p* - p+1) = p'[- P’ - p) + (1 = p)] =
=p 1 -pPQ+p) >0
R(Glx:=1) = RGlxs=1) = p(- p* + 2p° - 2p + 1) = p[(1 - p*)(1 + p*) -
- 2p(1-pYl=p(1 - p’X1-p)* >0
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= e ey
® ¢gCues
R(Glx;=0) - R(Glxs=0) = p’(1 - p) > 0
R(Glxs=1) - R(Glx=1) = p'(?* - 2p + 1) = p'(1 - p)* > 0
= e < [
e e;cueg(calae, cuey)
R(Glx6=0) - R(Gx,=0) = p*(1 - p)(1 + p) > 0
R(GIx=1) - R(Glxs=1) = p(1 - p*)(1 = p)* > 0
e, e
® e23CUey
R(Glxy=0) - R(Glx,=0) = p'(1 - p) > 0
R(Gxe=1) - R(Gixy=1) = p’(p*- 2" + p + 1) = p'[p" ~ p(1 - p) +
+(1-p)1+p)]>0
D ey<e,
® e3Clues
R(Gix=0) - R(Glxs=0) = p*(1 - p*) > 0
R(Gixs=1) - R(Glxs=1) = p(p” - p* + 1) = p[- p*(1 - p) + (1 - p) + p)] =
=pl(1-pY(1 +p)+p]>0
=) < [}
e eycues(calae;cuey)
R(Gix;=0) - R(Glxs=0) = p'(1 - p) > 0
R(Gixs=1) - R(Glxs=1) = p[p* + (1 - pX1 + 2p)] > 0
= ey <eg
® ¢yCUes
R(Gxe=0) - R(Gixs=0) = p'(0" - 2" + 1) = p’[- p’(1 - p) - (1 - p)] =
=p 1 -p)1+p-p)y=p'(1-p)[l+p(l-p)] -0
R(Gxe=1) - R(Gxy=1) = p(- p' = 3p" = 2"~ p+ 1) = p[p'(1 - p) -
-2 0 -p)+ (1-pl=p(1 - p)p° - 2p* + 1) =
=p(1 - p)-pP'(A-p)+ (1 - pH]=p(1 - p(1 + p -
~phy=p(l - pl[1+p(1 - p)] >0
= ey < eg
® ¢,CU¢g
R(Gix=0) - R(Gxs=0) = 0
R(Glxy=1) - R(Gixg=1) = 0
> ey eg
o escues(calaescuey)
R(Glxs=0) - R(Gixs=0) = p*(1 = p)[1 + p(1 = p)] > 0
R(Glxs=1) - R(Glxs=1) = p(1 = p)'[1 + p(1 - p)] > 0
= ex > €s

Rezultatul ordonirii este prezentat sub forma de diagrama Hasse in figura 3.12.1.b.
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ANEXA 4
Algoritmii de simulare a comportdrii sistemelor multiprocesor

Programele de simulare utilizeazi o variabila aleatoare de tip Bernoulli care ia
valoarea 1 cu o probabilitate z si se genereazi in felul urmator:

bemoulli(z)::
BEGIN
Genereazd variabila uniformd ue(0,1)
IF u<z THEN bernoulli(z):=1
ELSE bernoulli(z):=0
END

O iteratie reprezintd simularea comportrii sistemului pana la starea din momentul
discret de timp ¢ (+ = 1, 2, ... ). Indicatorii de performanti urmariti sunt numarul mediu de
memorii ocupate §i de procesoare active. Notatiile corespund celor din paragraful 4.2.

simulare_crossbar_1(¢)::
/* fird reluarea cererilor neservite */
BEGIN
Citeste numdrul de procesoare (n) 5i de memorii (m) ;
Citeste rata de acces () si rata de fiabilitate (p) :
Citegte numdrul de iteratii (iter)
FOR I:=1 TO iter DO
Impializeazd toate comutatoarele bune
FORk:=1TO t DO
REPEAT
IF comutator=bun THEN
IF bernoulli(p)=0 THEN comutator:-defect
FI FI
UNTIL Toate comutatoarele parcurse
oD
Initializeazd toate memoriile libere
REPEAT
IF bernoullita)=1 THEN procesor:=cere
ELSE procesor:=activ
FI
IF procesor=cere THEN
Selecteazd uniform o memorie
IF (memorie=liber) » (comutator=bun) THEN
procesor:=primegte ;
memorile:=ocupat
FI FI
UNTIL Toate procesoarele parcurse :
Calculeacd indicatorii de performantd curenti ;
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Actualizeazd valorile medii ale indicatorilor pentru iteraiile efectuate
oD

Furnizeazd rezultatele

END

simulare_crossbar_2(z)::

/™ cu reluarea cererii neservite dacd refuzul s-a datorat coliziunii cu o altd cerere */

BEGIN
Citeste numdrul de procesoare (n) §i de memorii (m) ;
Citegte rata de acces (a) si rata de fiabilitate (p) ;
Citeste numdrul de iteratii (iter)
FOR I=1 TO iter DO
Initializeazd toate comutatoarele bune ;
Initializeazd toate procesoarele active ;
Initializeazd toate refuzurile din cauza coliziunii
FORK=1TO:tDO
REPEAT
IF comutator=bun THEN
IF bernoulli(p)=0 THEN comutator:=defect
FI FI
UNTIL Toate comutatoarele parcurse ;
Initializeazd toate memoriile libere
REPEAT
IF (procesor=cere) v ((procesor=cere) A
(cauza_refuz=com_defect)) THEN
IF bernoullita)=1 THEN procesor:=cere
ELSE procesor:=activ
FI
Selecteazd uniform o memorie ;
Asigneazd memoria la procesor
FI
IF procesor=cere THEN
IF comutator=defect THEN cauza_refuz:=com_defect
ELSE
IF memorie=ocupatd THEN cauza_refuz:=coliziune
ELSE
procesor:=primeyte ;
memorie:=ocupald
FI FIFI
UNTIL Toate procesoarele parcurse
oD
Calculeazd indicatorii de performanid curenti ;
Actualizeazd valorile medii ale indicatorilor pentru iteratiile efectuate
oD
Furmzeazd rezultatele
END
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simulare _magistrald_unici(7)::
/™* cu reluarea cererii unui procesor in asteptare dacd refuzul a fost cauzat
de coliziunea cu altd cerere yi nu de magistrala defectd */
BEGIN
Citeste numdrul de procesoare (n) ;
Citegte rata de acces (a) §i rata de fiabilitate (p) ;
Citeste numdrul de iteratii (iter) ;
FOR I=1 TO iter DO
Initializeazd magistrala bund ;
Initializeazd toate procesoarele active ;
Initializeazd toate refuzurile din cauza coliziunii
FORKk=1TOtDO
IF magistrala=bund THEN
IF bernoulli(p)=0 THEN magistrala:=defectd
FIFI
Initializeazd memoria liberd
REPEAT
IF (procesorzcere) v ((procesor=cere)
(cauza_refuz=mag_defectd)) THEN
IF bernoulliia)=1 THEN procesor:=cere
ELSE procesor:=activ
FI FI
IF procesor=cere THEN
IF magistrala=defectd THEN cauza_refuz:=mag_defectd
ELSE
IF memorie=ocupatd THEN cauza_refuz:=coliziune
ELSE
procesor:=primegte ;
memorie: =ocupatd
FI FIFI
UNTIL Toate procesoarele parcurse
oD
Caleuleazd indicatorii de performantd curenti ;
Actualizeazd valorile medii ale indicatorilor pentru iteratiile efectuate
oD
Furnizeazd rezuliatele
END

simulare_magistrale_multiple(s)::
/¥ cu reluarea cererii la aceeasi memorie dacd refuzul a fost cauzat
de coliziunea cu altd cerere
BEGIN
Citeste numdrul de procesoare (n). de memorii (m) §i de magistrale (b) :
Citegte rata de acces (a) si rata de fiabilitate (p) ;
Citegte numdrul de iteratii (iter)
FOR /=1 TO iter DO
Initializeazd toate magistralele bune ;
Initializeazd toate procesoarele active ;
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Initializeazd toate refuzurile din cauza coliziunii
FORk=1TO DO
REPEAT
IF magistrala=bund THEN
IF bernoulli(p)=0 THEN magistrala:=defectd
FI FI
UNTIL Toate magistralele parcurse ;
Iniializeazd toate memoriile libere ;
Initializeazd toate magistralele libere
REPEAT
IF (procesor#cere) v ((procesor=cere) »
(cauza_refuz=mag_defectd)) THEN
IF bernoulli(cc)=1 THEN procesor:=cere
ELSE procesor:=activ
FI
Selecteazd uniform o memorie ;
Asigneazd memoria la procesor
FI
IF procesor=cere THEN
IF toate magistralele defecte THEN cauza_refuz:=mag_defectd
ELSE
IF memorie=ocupatd THEN cauza_refuz:=coliziune
ELSE
Selecteazd o magistrald liberd §i bund
IF nu existd magistrald liberd THEN cauza_refuz:=coliziune
ELSE
procesor:=primegte ;
memorie:=ocupatd ;
magistrald: =ocupatd
FI FIFI FI
UNTIL Toate procesoarele parcurse
oD
Calculeazd indicatorii de performantd cureni ;
Actualizeazd valorile medii ale indicatorilor pentru iteratiile efectuate
oD
Furnizeazd rezultutele
END

simulare_multinivel(r)::
/* pentru refea cu celule de comutare 2x2, cu reluarea cererii neservite
la aceeagi memorie in caz de coliziune cu altd cerere */
BEGIN
Citeste numdrul de procesoare (n) si matricile de adiacentd (4, i=1.....Jogn) :
Citeste rata de acces (@) 5i rata de fiabilitate (p) :
Citeste numdrul de iteratii (iter)
FOR I=1 TO iter DO
Initializeazd toate comutatoarele bune ;
Initializeazd toate procesoarele active ;
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Initializeaza toate refuzurile din cauza coliziunii
FORKk=1TOtDO
REPEAT
IF comutator=bun THEN
IF bernoulli(p)=0 THEN comutator:=defect
FI FI
UNTIL Toate comutatoarele parcurse ;
Inifializeazd toate memoriile libere
REPEAT
IF (procesor=cere) v ((procesor=cere) A
(cauza_refuz=com_defect)) THEN
IF bernoulli(a)=1 THEN procesor:=cere
ELSE procesor:=activ
FI
Selecteazd uniform o memorie ;
Asigneazd memoria la procesor
F1
UNTIL Toate procesoarele parcurse :
Inifializeazd toate intrdrile si iegirile libere ;
Atribuie iegirilor nivelului 0 starea procesoarelor
REPEAT
Transmite stdrile iegirilor nivelului precedent la intrdrile
nivelului curent conform A,
REPEAT
IF intrare=cere THEN
Stabileste iesirea aferentd memoriei destinatie
IF comutator=defect THEN cauza refuz:=com defect
ELSE
IF iesire=liberd THEN
iesire:=ocupatd ;
Transmite starea intrdrii la iegire
ELSE cauza_refuz:=coliziune
FIFI FI
UNTIL Toate intrdrile parcurse
UNTIL Toate nivelurile parcurse ;
Atribuie memoriilor starea ieyirilor ultimului nivel
REPEAT
IF memorie=ocupatd THEN procesor(asignat memoriei):=primegte
FI
UNTIL Toate memoriile parcurse
oD
Calculeazd indicatorii de performantd curenti ;
Actualizeazd valorile medii ale indicatorilor pentru iteratiile efectuate
oD
Furnizeazd rezultatele

END
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