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INUtOVUcML

Oercetarea ztiinpficâ întreprin8â în cadrul lucrării de doctorat a fo8t orientata 8pre 
mecanica roboților, cinematica zi dinamica ace8tora con8tituind un domeniu al mecanicii 
telmice încâ in8ulicient 8tudiat. 8tudiul generării mizcârii roboților con8tituie zi 8ubiectul 
unui program de cercetare aprobat de (ü^s(28D în 1995, cu tema "^/azzz/zcnz-LN 5/ 
^ezze^z-e^ zzrz^c'âz'zz /n z-cz/zcz/z", care continua zi în prezent.

Ke^olvarea problemelor de cinematica zi dinamica a roboților e8te oglindita de 
calitatea îndeplinirii 8arcinii robotului, de precizia generării zi parcurgerii traiectoriei 
dorite. Domeniul problemelor abordate cuprinde atât metodele zi tebnicile elective de 
generare a mizcârii, cât zi problemele conexe, precum modelarea roboților (modelele 
geometric, diferențial, dinamic), precizia cinematica zi dinamica a parcurgerii traiectoriei, 
cunoazterea toporului din cuple, re8pectiv a 1or8orilor care actionea^â a8upra elementelor 
robotului, vibrațiile din cuple zi deformatiile elementelor, modelarea 8patiului de lucru, 
planificarea mizcârii robotului în ace8t 8patiu, etc.

8tudiul bibliografic aprofundat întreprin8 pentru cunoazterea 8tadiului actual al 
cercetărilor în ace8t domeniu, dar zi a tendințelor actuale zi de per8pectivâ, cuprinde 
lucrări con8acrate în domeniu, numeroa8e revi8te de 8pecialitate zi volumele unor 
manjfe8târi ztiinpfice de pre8tigiu, nationale zi internationale. Dintre revÎ8tele de 
8pecia1ilate zi volumele manife8târilor ztiintifice care au con8tituit o importanta 8ur8â 
bibliografica pot fi amintite: International fournal of Kobotic8 Ke8earcb, IDDD 
'fran8action8 on Kobotic8 and Automation, ILLL 'fran8action8 on 8Mem8, IVlan, and 
O^bernetic8, ILLD 1ran8action8 on Automatic Control, Robotica, fournal of ^.obotic 
8^8tem8, International fournal of I^lecbani8m and K4acbine 'fbeor^, >^8^IL fournal of 
Applied lVlecbanic8, International fournal of Engineering 8cience, ?roceeding8 of tke 
International 8>mipo8ium on Indu8trial R.obot8, ?roceeding8 of IDDL InternatiMal 
Oonference on Kobotic8 and Automation, etc.

Ducrarea pre^intâ metode con8acrate de 8tudiu, propune noi metode 8au exten8ii 
ale celor exi8tente zi conduce totodată la formarea unor noi directii de cercetare în sce8t 
domeniu.

In concepția 8a unitara, lucrarea e8te formata din doua pârti zi 8tructuratâ în opt 
capitole, 7 cuprinde. Oapitolul 1. Fene/nn/ /z-szec'/tzz'zz/sz-, Oapitolul
2. gezzez-^e s /z-^ze^/sz-zz/oz- zz? Capitolul 3. c/e
gezzez-crz-e a /z-LZzec/czz-zz/czz- zzr L/za/zr// crz/z/e/czz- czzzezzra/zce, Oapitolul 4. /z?/ez-/zs/az-ea 
/z-azec/oz-zz/sz- ^b/s^zzzc/ /rzzzc/zz L/z/zne, Oapitolul 5. /z-czzec/sz-zez zzz/rzz /ze

zzrsâ/âz â^mzc, (Capitolul 6. ä'/zzL/zzz ex/zez-zzzrezz/a/ /z^zvzzz^/ wzzcZr/cez-ea zzzzz/z ^cz^zo/ 
er/ coz7zz2Z7z7z7 /-unc/ crz /zrznc/, /ze 0 //n/ee-s/ve cozz/zzzr/â, zzz ^/za/zzz/ cz/ze^/zTzncz/. a //- 
a cuprinde: Oapitolul 7. /'/azzz/zcczz-ea ^z ^ezze^z^ecz znz^cäz-zz zzz/z--rzz? ^s/zzz czz 
Oapitolul 8. T'/azrz/zcaz-ea mz^caz-zz z-obs/z/sz-/zz-zzz zzre/oc/e/e cazzr/zzz/rzz /zo/ezz/zzz/.
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Capitolul 1. problematica generării traiectoriilor
pornind de la delînirea traiectoriei unui robot, 8uut prezentate diferitele tipuri 

pO8ibile âe traiectorii zi pO8ibib1âple âe generare a ace8tora. ve a8emenea, e8te abordatâ 
relația âintre generarea mizcârii zi 8i8temul âe comanââ al robotului.

Oenerarea mizcârii unui robot poate ti realizata în 8patiul operațional 8au în 8patiul 
cuplelor cinematice, kiecare âin cele âouâ metoâe avânâ anumite avantaje, âar zi 
âeravantaje, care 8unt prezentate în ace8t capitol. Glodul în care 8e realirearâ generarea 
mizcârii în lîecare âin cele âouâ 8papi e8te prezentat 8cbematirat, âeo8ebit âe 8uge8tiv, 
punânâ în evidentâ mulțimile parametrilor nece8ari pentru âe8crierea mizcârii, precum zi 
algoritmii âe calcul.

0 altâ problemâ tratatâ în ace8t capitol, âeo8ebit âe importantâ pentru generarea 
mizcârii, e8te controlul (optimal). L8te 8ubliniat rolul re8trictiilor ob8tacolelor zi ale 
traiectoriei în determinarea moâului âe control, âar mai ale8 rolul moâelului dinamic al 
robotului.

punctia generatorului de traiectorie zi relația ace8tuia cu planificatorul de 8arcinâ, 
planificatorul de traiectorie, optimiratorul, 8i8temul de acționare zi 8i8temul 8enrorial 8unt 
prezentate într-o manierâ 8in1eticâ, originalâ zi deo8ebit de 8uge8tivâ.

(Capitolul 2. Oenerarea traiectoriilor in 8patiul operational
In ace8t capitol 8unt tratate problemele generale ale generârii traiectoriilor unui 

robot în 8patiul operational, dar zi legâtura directâ cu coordonatele cuplelor cinematice. 
?entru evitatea coliziunii cu ob8tacolele din 8papul de lucru, e8te nece8ar 8â 8e introducâ 
un numâr de puncte intermediare între configurația initialâ zi cea tinalâ. -^8tkel, pentru 
generarea unei traiectorii ce trece printr-un numâr dat de puncte în 8patiul operațional, 
e8te propu8â interpolarea polinomialâ, fiind 8ubliniate totodatâ avantajele zi dezavantajele 
ace8tei interpolâri.

pentru generarea mizcârilor interpolate, în 8patiul operațional, 8e propune o dublâ 
parametrirare a traiectoriei: un parametru pentru legea orarâ a politiei zi un parametru 
pentru evoluția orientârii electorului final.

Oa alternativâ pentru generarea mizcârii, atunci când nu 8e di8pune de un model 
geometric inver8, 8e propune inversarea numericâ. Metoda propu8â 8e barearâ pe 
principiul metodei I^se>v1on-P.apb8on. Metoda e8te recomandatâ în carul roboților cu za8e 
grade de libertate, pentru ace8t car 8e propune trecerea de la matricea de tran8lormare 
generalâ la vectorul coordonatelor carteziene.

pentru optimizarea mizcârii 8e propune o metodâ baratâ pe reprezentarea în planul 
farelor, precum zi obținerea unor traiectorii de viterâ maximâ pe bara modelului dinamic.

0 altâ metodâ propu8â în ace8t capitol con8tâ în generarea mizcârii în 8patiul 
cartezian cu matricea conducere. Metoda propu8â de p..paul pentru depla8area liniarâ 
între douâ 8ituâri 8ucce8ive e8te corelatâ cu 8tructurarea mizcârii robotului în 8patiul de 
lucru, fiind utilitate ecuațiile de tran8formare care de8criu 8arcina robotului.

pentru mizcarea punct cu punct în 8patiul operational 8unt 8tudiate douâ caruri: 
mizcarea în timp minim, cu abatere controlatâ fatâ de punctele impu8e, cu pâ8trarea 
con8tantâ a orientârii electorului lînal zi mizcarea în timp minim, cu abatere nulâ fatâ de 
punctele impu8e în coordonate carteziene, cu luarea în con8iderare a orientârii electorului 
lînal. 8unt prezentate douâ metode de rezolvare a problemei optimirârii în carul 
menținerii con8tante a orientârii electorului lînal. Oe a8emenea, a lo8t elaborat un 
program de calcul care rerolvâ problema prin cele douâ metode amintite.
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pornind de la metoda propu8â de la^lor pentru interpolarea cva8iliniarâ în 8patiul 
configurațiilor (8patiul euplelor cinematice), 8-a formulat un algoritm clar zi 8implu cle 
aplicat, ba^at pe metoda înjumâtâtirii intervalului drept criteriu de convergenta.

(Capitolul Z. Metode de generare a traiectoriilor in spațiul cuplelor cinematice
Abordarea metodelor de generare a traiectoriilor în 8patiul cuplelor cinematice 8-a 

realizat în mod 8i8lematî^at, ținând cont de anumite a8pecte legate de robot zi de mizcare. 
delectarea metodei de generarea a mizcârii în coordonatele cuplelor 8e tace în funcpe de.

«tipul de generare a mizcârii: între puncte de oprire 8au între puncte de trecere;
* sincronizarea cuplelor: mizcâri independente 8au mizcâri coordonate;
«torma traiectoriei: reala 8au normalizată;
«timpul de parcurgere: impu8 8au calculat.
pentru generarea mizcârii între douâ puncte de oprire 8-au 8tudiat interpolarea 

polinomialâ (gradul trei zi gradul cinci), profilul triungbiular de vite^â, profilul 
traperoidal de viterâ zi 8-au propu8, pentru evitatea discontinuitâfilor accelerațiilor, 
profilurile, triungbiular zi trape^oidal, netezite. 8-au 8tudiat de a8emenea, traiectoria critic 
amortiratâ, traiectoria co8inu8oida1â zi traiectoria 8inu8oidalâ 8uprapu8â pe8te rampâ.

pentru generarea mizcârii între douâ puncte de trecere 8-au 8tudiat funcțiile de 
interpolare polinomialâ, 8inu8oidalâ zi 8inu8oidalâ ponderatâ în timp.

f)n alt a8pect deo8ebit de important în generarea mizcârii îl con8tituie coordonarea 
cuplelor cinematice. Indiferent de alegerea metodei pentru coordonarea cuplelor, rolul 
important îl are calculul timpului minim de parcurgere a traiectoriei. Odata 8tabibtâ cupla 
cinematicâ ce impune restricții mizcârii 8e poate alege una din cele douâ metode de 
coodonare prezentate: metoda timpului minim zi metoda proportional.

pentru generarea unei traiectorii care 8â treacâ riguro8 prin punctele intermediare 
impu8e, cu restricții de vite^â zi accelerație, în timp minim de parcurgere, se pre^intâ zi 
de^voltâ metoda propu8â de Khalil, de interpolare polinomialâ cu restricții în spapul 
configurațiilor.

Metodele prezentate în ace8t capitol au 8tat la ba^a elaborârii unui program amplu 
de generare a mizcârii în spațiul cuplelor cinematice. ^cest program oferâ utilizatorului 
alegerea oricârei variante de mizcare, putând 6 implementat cu uzurintâ oricârui robot.

(Capitolul 4. Interpolarea traiectoriilor folosind funcții spline
In ultimii ani 8-au impu8 pe plan teoretic zi mai ale8 practic metodele de 

interpolare barate pe funcțiile 8pbne. Datoritâ multiplelor avantaje zi a implementârii 
acelor funcfii în diferite programe de tip L/M, de calcul numeric zi graficâ, precum 

zi 8au de proiectare a8i8tatâ de calculator, precum a
fo8t elaborat un capitol 8eparat dedicat ace8tui tip de interpolâri.

t)n mod de a folosi funcțiile 8pbne constâ în impunerea unor puncte de control. 8- 
au 8tudiat a8tfel traiectoria 4-3-4, 3-5-3 zi 3-3-3-3-3. ?entru ca^ul când traiectoria 
robotului trece printr-un numâr dat de puncte de precizie 8-au folo8it funcțiile 8pbne de 
tipul 4-3-...-3-4. ?e ba^a algoritmului metodei prezentate 8-a elaborat un program de 
calcul cu care 8-a 8imulat generarea mizcârii unui robot de construcție modularâ, cu za8e 
grade de libertate, programul poate fi folo8it separat, pentru generarea mizcârii oricârui 
robot, dar zi incorporat zi în programul general de generare a mizcârii în coordonatele 
cuplelor, prezentat în capitolul precedent.
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fin prim pa8 8pre folo8irea modelului dinamic pentru generarea mizcârii îl 
eon8lituie metoda de interpolare eu funcții 8pline eudiee, eu re8trictii eineinatiee zi 
dinamice. Iot în aee8t eapitol a fo8t tratat zi ca^ul traieetoriilor cvartice, eu erori pâtratiee 
minime ale cuplelor.

?entru a evita cunoazterea "a priori" a tuturor punctelor de definire a traieetoriei, 
8e propune o metoda de interpolare a unei traiectorii prin "girarea" unei cubice care trece 
prin patru puncte de precizie.

(Capitolul 5. Oenerarea traiectoriei unui robot pe bara modelului dinamic
Lontrolul optimal al mizcârii unui robot pre8upune cunoașterea modelului dinamic 

al ace8tuia, împreuna cu o de8criere adecvata a traiectoriei zi a re8trictiilor impu8e.
Determinarea modelului dinamic 8-a realizat pe bara kormali8mului Lagrange, în 

varianta cuno8cutâ în mecanica analitica zi tolo8ind tran8formârile omogene. La exemplu 
de aplicare a ambelor metode, 8-a elaborat zi rezolvat modelul dinamic direct (IVIVO) zi 
modelul dinamic inver8 (MOI) pentru un manipulator cu trei grade de libertate. Dn alt 
exemplu de rezolvare a modelului dinamic, în condiții impu8e de mizcare în cuplele 
cinematice, e8te prezentat pentru robotul tip 364/10.0.

O alta problemâ deo8ebit de importanta e8te determinarea toporului care 
actionearâ în cuple, re8pectiv a8upra elementelor robotului, când e8te cuno8cut 1or8orul 
care actionearâ a8upra efectorului final. Lunoazterea 1or8orului din cuple permite 
verificarea re8trictiilor de 1or8or, dar, de a8emenea, poate folo8i pentru optimizarea 
generării mizcârii. 8e propune o metoda pentru calculul acelor tor8ori, pe ba^a câreia 8-a 
elaborat un program. Exemplificarea e8te pre^entatâ pentru ca^ul robotului dar
programul poate 6 folo8it pentru orice robot zi orice 8olicitare a efectorului fmal.

Lalitatea rezolvării generării mizcârii e8te oglinditâ de precizia de parcurgere a 
traiectoriei. 8e defmezte a8tfel o precizie cinematica, re8pectiv una dinamica zi 8e propun 
doua metode de calcul: cea pentru precizia cinematica e8te barata pe modelul diferențial, 
iar cea pentru precizia dinamica e8te barata pe modelul dinamic. Ambele metode 8unt 
exemplificate pentru acelazi robot fH

8e propune de a8emenea o metoda originala de calcul al erorilor datorate 
deformapilor elementelor robotului. Metoda propu8â adaptearâ zi aplica principiile 
generale de calcul dinamic al 8tructurilor la metodele uzuale de modelare zi calcul 
dinamic al roboților.

O alta metoda propu8â în ace8t capitol permite realizarea unei traiectorii dorite, cu 
o anumita viterâ, la un robot cu o 8tructurâ cuno8cutâ, ținând cont de vibrabile care apar 
în cuplele cinematice.

Lapitolul 6. 8tudiu experimental privind conducerea unui robot eu comanda 
punct eu punct, pe o traiectorie continua, în 8pa^iul operational
Majoritatea roboplor exi8tenti aparțin generațiilor mai vecin, acezlia nebind dotati 

cu generator de traiectorie în 8i8temul de conducere. Oenerarea unei traiectorii continue, 
în 8papul operațional, cu un 8i8tem cu comanda punct cu punct, nece8itâ realizarea off­
line a unui generator de traiectorie.

?entru 8tudiul experimental a fo8t folo8it un robot didactic, cu care 8-au generat 
mai multe tipuri de traiectorii interpolate în 3D. ?entru evaluarea preciziei de generare a 
mizcârii a fo8t folo8it modelul geometric direct. Rezultatele 8tudiului experimental 8unt 
prezentate conci8 8ub formâ de tabele zi grafice.

4
BUPT



Lapitolul 7. klanifiearea zi generarea mizeârii mtr-un spa^u eu obstacole
In acest capitol sunt tratate problemele legate de modelul mediului, metode de 

planificare zi generare a mizcârii într-un spațiu cu obstacole.
Oa metoda de modelare a mediului se propune metoda grilei neomogene, metoda 

pentru care a kost elaborat un program de calcul.
vintre metodele de planificare prezentate se pot amintii metoda graiului de 

vizibilitate, metoda drumului liber, metoda descompunerii celulare exacte.
?entru fiecare din metodele amintite s-a conceput un algoritm pe ba^a cârnia a kost 

elaborat un program.

dapitolul 8. planificarea mizcârii roboților prin metodele câmpului potential
Metodele câmpului potential se bucura de cea mai larga audienta în rândurile celor 

care studiata problemele planificării mișcării roboților. Aceste metode sunt deosebit de 
utile, zi atractive în acelazi timp, dezi prezintă un dezavantaj destul de important: blocarea 
într-un minim de potential, altul decât cel corespunzător configurației finale.

8e prezintă principiul acestor metode pentru ca^ul când robotul executa doar 
translape zi pentru ca^ul general. 8unt prezentate trei tebnici de abordare a problemei: 
deptb-first palnning, best-first planning zi optimizarea funcției construite prin integrarea 
potențialului de-a lungul traiectoriei.

8-au conceput zi elaborat doua programe barate pe aceste metode, vnul din 
programe este exemplificat pentru generarea mizcârii unui robot de tip mazinâ, iar al 
doilea pentru generarea unei traiectorii plane oarecare.

Loncluriile care rezulta din problemele abordate sunt prezentate Ia skarzitul 
fiecărui capitol.

In încbeiere, te^a conține câteva considerații finale, prezintă într-o maniera 
sintetica contribuțiile originale în domeniul studiat zi defmezte totodată preocupările 
viitoare, respectiv noile direcpi de cercetare în acest domeniu.
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1. H^IL^Oktll^Oir

1.1. innrovi^LirL

In accepfiunea actualä, poate 6 delinit ea un sistem eu funcționare
automata, adaptabila prin reprogramare condițiilor mediului eomplex zi variabil în eare 
actionea^â, amplificând sau înlocuind una sau mai multe dintre funcțiile umane în 
acțiunea sa asupra mediului. Manipulatoarele zi robotii au particularitâti deosebite din 
punet de vedere meeanie zi al sistemului de eomandâ. Ostiei, un robot dispune de o 
ierarbie de niveluri de eomandâ. punctie de numărul nivelurilor ierarbiee, de 
eomplexitatea sistemelor de eomandâ, robopi aparțin la ^4^, ^L16^,
lv6), ^D7^, lOI51, lI31, ^0^, ^6j,

-V treia generație de roboti ("robotii inteligenti"), la care conținutul te^ei face 
referire, posedâ elemente de intebgentâ artificialâ. -Veeztia pot sâ-zi definescâ singuri 
sareinile pentru rezolvarea unor probleme partieulare, considerând informația despre 
mediul înconjurâtor (organiratâ în modelul mediului) zi pot sâ-zi modifice acțiunile 
funcție de informațiile furnicate de sistemul seniorial, bobotii inteligenti pot 6 complet 
autonomi, gradul lor de inteligentâ fiind funcție de scopul pentru care sunt construiti. 
Robotul din generația a treia se poate detini ca un sistem capabil sâ execute sarcini care 
necesitâ zi anumite calitâp umane: adaptarea, învâtarea, capacitatea de reprezentare a 
mediului înconjurâtor, predictia zi planificarea, etc.

Kobotul generației a treia se constituie ca o ierarbie de structuri corespunzătoare 
generațiilor precedente, ierarbie care se regâsezte zi în structura de comandâ zi de 
programare a acestuia. ?rogramarea se reab^ea^â într-un limba) natural sau într-un limba) 
la nivel de obiectiv, când sarcina robotului se descrie ca un obiectiv de îndeplinit. 
Robotul îzi generea^â zi actuali^ea^â permanent un model al mediului înconjurâtor cu 
a)utorul sistemului seniorial, al vederii artificiale, al înțelegerii 1imba)ului natural sau prin 
descrieri într-un limba) specializat, de nivel înalt. ?e ba^a sarcinii primite zi a informației 
din modelul mediului, se generea^â planul global de acțiune al robotului (etapa de 
planificare a mizcârii). -^cest plan este împârtit în acțiuni simple de manipulare sau 
deplasare în mediul încon)urâtor (structurarea acțiunilor robotului). Execuția acțiunilor 
elementare se poate modifica funcție de informația sistemului seniorial, asigurând 
adaptarea la mediu.

pentru robotii mobili, planificarea mizcârii necesitâ existenta unui model al 
terenului, inclus în modelul mediului, planificarea zi generarea mizcârii roboților mobili 
implicâ multe metode specifice inteligentei artificiale, pentru operatii simple de 
manipulare, sistemul de comandâ generea^â traiectoriile de mizcare între douâ /-r/ne/e ale 
spațiului de lucru zi controlea^â mizcarea efectorului robotului pe aceastâ traiectorie. 
Deoarece robotul operea^â într-un spațiu real, populat cu obiecte fizice, trebuie sâ fie 
capabil sâ-zi planifice zi genereze propriile mizcâri, sâ-zi activele cuplele cinematice în 
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acord cu obiectivul 8arcinii, iu funcție de aranjamentul initial (8tatic) zi tina! al obiectelor 
din 8patiul de lucru (dinamic, când informațiile de la 8i8temul 8enLorial 8unt obținute în 
timpul evoluției 8ale).

c/e al robotului trebuie 8â a8igure mizcarea 8tructurii mecanice
în doua moduri: liber (traiectorii libere) 8au în contact cu alte obiecte (traiectorii 
8emilibere). In primul ca^, 8e evita, pe bara modelului mediului, coliziunea cu obiectele 
din 8patiul de lucru zi 8e controlează politia zi viteza electorului pe tot parcur8ul evoluției 
8ale (L14), (017), (V7), (V14), (15), (L19), (V2), (?12), (K9), (815), (17). In al doilea 
car, trebuie 8tudiatâ 8uplimentar interacțiunea cu mediul zi 8e controlearâ inclu8iv forța 
de interacpune (015), (V3), (14), (02), (»6), (31), (1,21).

c/e îi permite robotului 8â-zi execute 8arcinile în mod
autonom, printr-o 8ucce8iune de acțiuni elementare, adaptate la 8tarea mediului de lucru 
zi care, partial 8au total, nu au fo8t explicitate în in8tructiunile date initial de operatorul 
uman. (Comunicarea eficienta om-robot e8te una din problemele fundamentale ale 
automatirârii Llexibile programabile (12), (112), (?2), (?5), (83), (117), (V4), (V5). 
>^8tfe1, au apârut zi 8-au dervoltat limbaje 8pecialirate de programare a roboților, 
8tructurate pe patru niveluri ierarbice:

»Nivelul 1. programarea e8te total dependenta de ecbipament; referințele date în 
coordonate robot 8e tran8formâ în cupluri aplicate 8ervomotoarelor 8i8temului de 
acționare;
«Nivelul 2: programarea prin in8truire e8te lrecvent utilizata la robotii indu8triali 
exi8tenti; punctele din 8patiu1 de lucru 8unt memorate, robotul fiind comandai 
manual de la o con8olâ 8peciali?atâ. 1xi8tâ puține facilitati de control al 
programului robot salturi condiționate, 8ubrutine, etc.) zi al 8emnalelor 8en2oria1e; 
«Nivelul 3: are p08ibilitâti mari de control al programului robot zi de prelucrare a 
informației- prezintă primele facilitati de executare paralela a 8arcinilor zi 
de8criere a politiei zi orientării corpurilor cu ajutorul coordonatelor omogene;
* Nivelul 4: extinde reprezentarea corpurilor cu ajutorul coordonatelor omogene, 
tran8formâri1e de coordonate, folo8irea 8tructurilor complexe de date, utilizarea 
informației 8en2oria1e.
8tabilirea tebnicilor zi metodelor de generare a traiectoriilor e8te în 8trân8â 

legatura cu tipul de comanda zi de programare a roboților.

1.2. Uluiri VL ?I?08IVI1I1^1I VI

vaca robotul trebuie 8â execute o 8arcinâ ce include o depla8are, el trebuie 8â 
urmârea8câ, dupâ o lege de mizcare (orara) data, o traiectorie de6nitâ printr-o 8ecventâ de 
repere, numite impropriu ce core8pund 8ituârilor 8ucce8ive ale electorului 6na1.
>^ce8le /-r/ne/e pot 6:

«programate prin învâsare;
«lurnirate on-line de către 8i8temul 8en^orial (un 8en2or exteroceptiv);
«rezultate (preluate) dintr-o ba^â de date a unui 8i8tem O^v/O-Vlvl.
Iroblema generării mizcârii e8te de a calcula 8ucce8iunea de comenzi care a8igurâ 

trecerea robotului prin ace8te z-une/e (8au prin vecinătatea ace8tora). ?entru acea8ta, 8e 
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gâ868c una 8au mai mulle lunclii matematice de interpolare care 8â a8igure trecerea 
robotului prin punctele traiectoriei în tunctie de timp.

Oenerarea traiectoriei unui robot e8te o 8arcinâ funcționala care determină 
mișcarea ace8tuia 8ub controlul 8en2orial. ?arametrii traiectoriei 8unt defmiti prin 
program. 8xi8tâ o mare diversitate de metode de calcul al unei traiectorii, atât pentru 
robotii 8eriali (88), (01), (013), (014), (015), (D14), (D16), (D50), (051), (^4), (L19), 
(015), (IV15), (N2), (1^3), (?6), (?12), (820), (V12), cât zi pentru cei paraleli (1^9), M10).

8e numezte ^aZsc/orZe a unui robot, locul geometric al punctului caracteri8tic al 
electorului tînal al robotului în 8patiul operațional. 8arcina robotului impune electorului 
lînal al ace8tuia o anumita 8ituare (politie zi orientare), a8tfel încât, în anumite 8ituatii, 
trebuie luata în con8iderare zi orientarea electorului lînal în timpul evoluției punctului 
caracteri8tic pe traiectorie.

Keab^area acțiunilor de către un robot impune numeroa8e depla8âri ale electorului 
8âu. >Vn8amb1u1 8ituatiilor core8pun2âtoare ace8tor depla8âri dekînezte ZraZec/srZZ/e 
^es??re/rZce în spafZtt/ ppe/-aftV-/raZ, zi, prin intermediul tran8tormari1or de coordonate 
(IVIOI), kraZec/srZZ/e cttpZe/sr, în cttpZe/sr cZ»ezna/Zce 0 traiectorie e8te deci, o 
entitate pur geometrica delînitâ prin sarcina zi prin r^rrZc/ZZZe geometrice ale univer8ului 
8âu.

Indiferent de modul de conducere a robotului, punctul caracteri8tic de8erie 
întotdeauna o traiectorie. în unele caruri, acea8tâ traiectorie e8te impu8â de proce8ul 
tebnologic, iar conducerea robotului 8e realirea^â pe traiectorie carterianâ continua. în 
alte caruri, 8unt impu8e numai przzre/e/e //>r/â (v/cr po/nk), în coordonate carteziene 8au în 
coordonatele cuplelor cinematice conducătoare, traiectoria rerultatâ e8te în general greu 
previzibila, conducerea reali^ându-8e 8imultan pe fiecare cuplâ cinematica conducătoare.

8pecilîcarea traiectoriei robotului 8e poate face în kormâ parametricâ. >^ce8t mod 
de de8criere a traiectoriilor permite: controlul vitezelor zi al accelerațiilor, realizarea unor 
nuzcâri line zi a unor mizcâri uzor programabile, pO8ibibtatea modificârii 8ituârii 
robotului 8au efectorului final larâ redefinirea programului robot, manipularea obiectelor 
în mizcare, evitarea coliziunii cu ob8lacolele din 8patiul de lucru. Deoarece traiectoria 
e8te memorata ca o funcție parametrizata, capacitatea de memorie utilizata e8te mai mica 
decât în ca^ul memorării traiectoriei într-o fa^â de învâtare.

în majoritatea carurilor 8e generează o traiectorie între doua pr/ne/e ale 8patiului 
de lucru (pr/nc/e c/e op^/>e), în care robotul 8e afla în repau8. ?entru evitarea ob8lacolelor, 
între ace8te doua przz?L-/e principale 8unt nece8are mai multe prznc/e intermediare prin care 
trebuie 8â treacâ traiectoria robotului.

în conducerea unui robot intere8ea2â nu numai trecerea prin anumite 8ituâri 
impu8e 8au calculate, ci zi evoluția lina în timp (815), (816). -^8tte1, 8e alege pentru 
coordonata generalizata o anumita tunctie f(t), care 8â impună evoluția linâ a 
ace8teia în timp. 8egâtura între 8patiu zi timp e8te realizata deci prin intermediul ace8tei 
tunctii: la anumite valori ale timpului, valorile numerice ale tunctiei f(1) trebuie 8â 6e 
egale cu valorile coordonatei core8punrâtoare trecerii prin prâ/e/e tintâ de pe 
traiectorie. Deci, indiferent de tipul mizcârii robotului, trebuie evitate 8cbimbârile de 8en8 
în mizcarea motoarelor, rea1i2ându-8e o mizcare tara zocuri 8au depâziri zi întoarceri la 

tintâ tînale (bmctia f(t) trebuie 8â fie monotona pe intervalul (1o, 1s)). Di8par în 
ace8t mod 08ci1atii1e în 8patiul de lucru, pierderile de timp 8au atingerea ob8taco1e1or.
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In ümctie de 8arcina robotului 86 pot di8tinge mai multe tipuri de mizcâri: dintr-un 
/-r/ne/ în alt /-r/^eZ (Z^/eeZo^/e z^r//?cZ crz /-r/^cZ), pe 8egmente äe dreaptâ, pe eurbe deünite 
parametric (Z^/eeZone eo^Z/nr/â), cu vitele deünite pentru manipularea obiectelor în 
mizcare, pentru evitarea coliziunilor, 8ub control 8entorial. iVlizcarea electorului Ünal 
impune diferiü algoritmi äe interpolare. Lele mai uzuale metoäe äe inperpolare 8unt:

«interpolarea liniara pentru 86gmente äe dreapta;
«interpolarea liniara cu tranziție între 8egmen1ele äe âreaptâ;
«interpolarea traiectoriei prin ümcpi polinomiale;
«interpolarea între puncte care variata în ümp, folo8ind ümctii äe timp 8au 
8trategii gradient.
!n carul Z^/ecZone/ c-sz?Z/>?tte, executarea unei 8arcini 8peciüce 8e realiteatâ cu 

tolerante minime a8upra potiliei, viterelor zi carac1eri8Ücilor mizcârii âe-a lungul 
traiectoriei. De8crierea mizcârii retultâ äin uülitarea moâelelor matematice 8au a 
mecani8me1or "ma8ter" care introăuc informații continue 8au ezanüonate la înalta 
frecventâ, äe oräinul 8u1elor äe cicluri pe 8ecunââ. ?entru aplicarea la programarea unui 
robot, problema cu care 8e conüuntä acea8tâ metoda con8tâ în faptul câ e8te nece8ar 8â 8e 
cunoa8câ toate /-uncZe/e de deünire a traiectoriei pentru efectuarea calculelor, ceea ce 
nece8itâ o memorie mare zi impune o învâtare în doua late (acbititia de date zi 
comprimarea lor). Informațiile trebuie comprimate pentru a 6 înregistrate într-o memorie 
de dimen8iuni rezonabile, ketubatul ace8tei codiücäri poate 6 utilizat în timp real de 
către calculator pentru a reditui cât 86 poat6 d6 üd6l mizcar6a dorita. 0 modalitate 
üecvent utilizata 68t6 cea a tran8format6i Pourier pontru modelarea mizcârii zi 
comprimarea datelor, caro conducc Ia trăitorii zi mizcâri bin6 atcnuatc zi apropiatc dc 
ccl6 cârc cor68pund tatei dc învâtare.

8arcinile dc tipul z^ncZ cr/ /-r/^cZ impun mai puține re8trictii. ln ace8t cat, 8arcina 
robotului e8te 8peciüca1a printr-o 8ucce8iune de 8ituasii (conügurapi), în care, oprit 8au 
depla8ându-8e cu o anumita viteza, efectorul realiteatâ o anumitâ operație. Intre ace8te 

uülitalorul alege, în urma rezolvării problemelor de planiücare a mizcârii, un 8et 
de z-râZe intermediare, pentru evitarea coliziunii cu obiectele din 8patiul de lucru.

- pentru de8crierea traiectoriei în 8patiul operațional (cartezian) 8unt nece8are patru 
mulpmi de parametri:

«X^ (b^0, 1, ..., m) 8au z-râZe/e din 8patiul de lucru prin care trece traiectoria;
«v^, vitezele liniare, re8pectiv ungbiulare în z^r^cZe/e X^;
«Sic, accelerațiile liniare, re8pectiv ungbiulare înz^rz^Ze/e Xi.;
«t,c timpii când ace8te z^rz/7cZe 8unt atin8e de către robot.

pentru mizcarea efectorului Ünal de-a lungul traiectoriei carteziene calculate 
trebuie 8â 8e determine evoluția în timp a coordonatei generalitate a üecärei cuple 
cinematice. 1ran8formarea wZ?oZ (8patiul cuplelor cinematice
conducătoare) 8e realiteatâ pe bara /?zscZe/â/ Sec-meZnc (IVlLI) !n acelazi timp, 
are loc zi tran8formarea ^^oZ-^cz/zrz o^ez'crZ/o^/, pe bata /noâ/rz/rz/ ^esmeZz-Zc 
c//>ecz pentru a cunoazte în üecare moment 8ituarea robotului în 8patiul
operațional. 1ran8formârile de coordonate ocupâ un rol important în generarea mizcârii 
roboților, indiferent de 8patiul în care 8e realiteatâ acea8tâ generare. Pxi8tâ în literatura 
de 8pecia1itate numeroa8e lucrâri care abordeatâ acea8tâ problemâ: ^61b lO5b
lO3b lO6b lXlb tl-24b ^1b l!Vl12b (828b ^V12b ^4b l>V9b inclu8iv 8ingulari1âple 
ce pot 8â aparâ ^I4b ^89b incertitudinea modelului ^822b 8au diferitele re8trictii ^12b
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8imilar, pentru descrierea traiectoriei în spațiul cuplelor, sunt necesare patru 
mulpmi de parametri:

î (^0, 1, ..., m) valorile variabilelor cuplelor corespunzătoare z^r/^c/eZo/- din 
spațiul de lucru prin care trece traiectoria;

* vitezele cuplelor, corespunzătoare X^;
* accelerațiile cuplelor, corespunzătoare X^;
* tk timpii când aceste /-râie sunt atinse de către robot.

Da toate tipurile de traiectorii trebuie sâ se verifice încadrarea în limitele maxime 
(de viteza zi accelerație) ale sistemului de acționare. Accelerația maximâ pentru un grad 
de libertate este funcție de cuplul motor maxim, de momentul de inerție maxim, de forța 
de secare maximâ zi de factorul de sigurantâ ales. Controlul vitezei în mizcarea robotului 
este utilizat cu precădere când deplasările sunt scurte zi se reabrearâ cu vitele mici.

punctie de sincronizarea pe traiectorie a cuplelor cinematice conducătoare 
(motoare) se deosebesc douâ categorii de mizcâri ale robotului: când
toate motoarele îzi terminâ mizcarea în acelazi timp, zi ?n/LLN?-e 
(independenta), când fiecare motor ajunge în timp minim în z-r/nc/r/Z final.

1.3. ?I 8I8^LIV1DD VL

pentru comanda mizcârii z^u^e/ er/ /-r/nei, sarcina robotului este definita simplu, 
printr-o succesiune de situări ale electorului tina! care, în majoritatea carurilor, sunt 
destul de îndepărtate unele de altele. 8iwarea k este exprimata prin matricea coloana X^ 
a coordonatelor operaționale (de dimensiune 6 în 3 O zi 2 în 2D), care constituie z-r/nâZ 
X^al spațiului operațional. Lomanda mizcârii /-r/^c/ cr/ /-r/^rci se numezte z^r/^c-/
cr/ /-une/.

Intr-un z-r/rre/ X^ al traiectoriei, electorul lînal poate avea viteza - X^ - 0 sau 
dileritâ de rero. In primul car, z-r/ne/r/Z X^ se numezte z>r/n<?/ c/e sz?^/>e, iar în al doilea car, 
Z-r/ne/r/Z X^ se numezte z-r/ncl cZe ^eeez-e.

Din punctul de vedere al automatistului, comanda punct cu punct înseamnâ 
comanda succesiunii coordonatelor cuplelor cinematice q^, care asigurâ situârile X^ ale 
electorului lînal. In simulare, coordonatele cuplelor cinematice q,. se obțin prin.

q^M6I(X,) (1.1)

pentru a asigura deplasarea din z-râlr/Z în z-râ/r/Z ^7, trebuie ca, începând cu 
conlîguratia sâ se comande deplasarea coordonatelor cuplelor cinematice:

(12)

Aceste deplasâri sunt variabilele de intrare pentru mecanismul de acponare a 
axelor manipulatorului.

Oupla cinematicâ conducâtoare (motoare) are un captor de politie, zi, uneori, zi un 
captor pentru viterâ, ale câror informatii, captate de câtre informatica de comandâ, 
servesc la realizarea reglârii politiei. Keturul informației pentru politie nu este activ în 
timpul mizcârii cuplei cinematice, ci doar în momentul atingerii z?râVr/Zr// de oprire, 
pentru stabilirea acestui z-r/nel. Deplasarea D^ - a cuplei cinematice se realbrea^â 
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după o anumita lege de variape a vitezei, impu8â de generatorul vitezelor pre8cri8e, care 
actionearâ a8upra 8i8temu1ui de reglare a vitezei mecani8mului de acționare. Oorectia 
buclei de viteza e8te, în general, un ?II) (corector proporțional integrat derivat). ^.ce8la 
conferâ mecani8mu1ui de acționare o comportare qva8i-idea1â, adicâ vitera de iezire a 
mecani8mului de acționare e8te practic egala cu valoarea pre8cri8â de generatorul 
vitezelor. In ace8te condiții, e8te p08ibil 8â 8e determine legile de viteza, re8pectându-8e 
re8tricpile proprii tîecârei actionâri zi realirându-8e coordonarea cuplelor cinematice.

?entru carurile de depla8are pura pot exi8ta mai multe tipuri de mizcâri:
«mizcârile între doua /-rz/rcie, traiectoria nekiind con8trân8â între (mizcâri 
libere);
«mizcârile între doua "v/a" 8pecitîcate pentru a
evita ob8taco1e1e, traiectoria tîind libera între /-uncie/e intermediare;
«mizcârile între doua /-râ'ie, traiectoria tîind con8trân8â între ace8te 
(traiectorie rectilinie de exemplu);
«mizcârile între doua /-uncie "v/a" (/-une/e intermediare), traiectoria tîind 
con8trân8â între /-uneie/e intermediare;
«uimâiirea unui obiect mobil pe un tran8portor 8au mai general, generarea 
mizcârilor robotului cu re8trictii provenite de la 8enrorii exteroceptivi.
In primele doua caruri, generarea mizcârii 8e poate tace direct în 8papul cuplelor 

cinematice: ea 8e traduce printr-o 8ecventâ de politii ale cuplelor (adicâ de vitele zi 
acceleratii) eon8tituind re8tricpile la care e8te 8upu8â. în ultimele trei caruri, traiectoria 
tîind de8cri8â în 8papul operațional, e8te preferabil 8â 8e raponere în ace8t 8papu. Legea 
de comandâ generata trebuie apoi 8â tîe tran8formatâ în coordonatele cuplelor de câtre 
tran8tormatorul de coordonate (MOI).

1.4. OLI^LH^KL^ !l^ 8k^IWI. (IIIkL.LI.0ir 0I^L^H0L

vaca 8e lucrearâ în 8patiul cuplelor cinematice conducătoare, generatorul de 
traiectorie turnirearâ variațiile în timp ale tuturor coordonatelor cuplelor, împreuna cu 
primele doua derivate în raport cu timpul ale acelora, în 8copul de8crierii traiectoriei 
dorite. Oenerarea mizcârii în ace8t 8patiu (tîg. 1.1) prerintâ mai multe avantaje:

«mizcarea e8te minima pentru tiecare cupla cinematica conducătoare;
* generarea traiectoriei are loc în timp apropiat de cel real;
* traiectoriile cuplelor 8unt uzor de general;
«8unt nece8are mai puține calcule "on-line" pentru câ nu 8e tace apel la 
tran8torma1orul de coordonate;
«mizcarea nu e8te afectata la trecerea prin configurații 8ingulare;
«re8trictii1e de viterâ zi de 1or8or 8unt cuno8cute cu precizie deoarece ace8tea 
core8pund limitelor lirice ale 8ervomotoarelor;
«traiectoria e8te generata direct în tuncpe de variabilele controlate pe parcur8ul 
mizcârii.
Veravanta)u1 ace8tei metode con8tâ în faptul câ nu poate tî impu8â geometria 

traiectoriei în 8patiul operațional. Intre douâ date, efectorul tînal 8e depla8earâ în 
mod imprevizibil, dar repetabil, exi8tând deci ri8cul de coliriune când robotul evoluearâ 
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în spatii aglomerate, ^cest moâ âe generare a mizcârii este, în consecintâ, potrivit pentru 
a realila âeplasâri rapiâe într-un spațiu âe lueru âegajat.

Oenerarea mizcârii în spațiul eoorâonatelor euplelor einematiee conâucâtoare este 
prelentatâ scbematilat în fig. 1.1.

?ig. 1.1. Oenerarea mizcârii în spațiul cuplelor cinematice

In general, algoritmul âe balâ pentru generarea mulțimii /-uneZe/o^ âe pe 
traiectoria cuplelor este âe forma:

Huc'/a: /^zteaptâ următorul interval âe control
v-1-^1;
q(1)^politionarea cuplelor robotului la momentul anterior 1;
if t^ts, tben pârâsezte bucla;
altkel, go to -uc/a;

unâe zXt este perioaâa âe ezantionare. Oontorm algoritmului âe mai sus, calculul 
traiectoriei consta âin parametrilarea traiectoriei q(1), care trebuie actualizata pentru 
fiecare interval âe eșantionare ales, kelultâ astfel patru restricții asupra generării 
traiectoriei:

'/-r/^rcZe/e traiectoriei trebuie sâ fie uzor calculabile într-o maniera iterativa;
* politiile intermediare trebuie sâ fie âeterminate zi specificate în moâ âeterminist;
«continuitatea politiilor cuplelor zi a primelor âouâ âerivate ale acestora trebuie 
garantate, astfel încât traiectoriile generate ale cuplelor sâ fie neteâe;
«fenomenele neâorite, precum oscilațiile, trebuie sâ tîe minime.

1.5. 0?Lir^II0^L.

Oacâ traiectoria este generatâ în spațiul operațional, generatorul âe traiectorie 
turnilealâ variațiile în timp ale politiei zi orientârii efectorului, respectiv vitelele zi 
accelerațiile punctului caracteristic al acestuia. Oenerarea mizcârii în spapul operaponal 
permite convoiul geometriei traiectoriei robotului, velavantajele acestei metoâe sunt:

«necesitâ transformarea în coorâonatele cuplelor în fiecare punct al traiectoriei 
(MOI);
«poate ezua cânâ traiectoria calculatâ trece printr-o politie singularâ;
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«ezuea?â âe frecare datâ când /-râle/e traiectoriei generale nu sunt în volumul 
accesibil al robotului, sau, âe fiecare âatâ cană traiectoria impune o recontîgurare 
a mecanismului generator âe traiectorie;
«limitele în vitele zi torsori ale cuplelor cinematice Lîind delinite în spațiul 
cuplelor, restricțiile corespunzătoare nu pot 6 utilitate în spațiul sarcinii. 8e 
exprima atunci aceste limite prin valori care reprezintă performantele medii 
satislacute, oricare ar 6 configurația robotului. 8e impune deci robotului sâ lucreze 
sub posibilitățile sale reale.
In ca?u1 controlului traiectoriei carteziene, algoritmul prezentat în paragraful 

precedent poate 6 modificat astfel:
vî

dr/c/a: -^zleaptâ urmâtorul interval de control

X(t)^configurapa ekectorului la momentul anterior t;
tfX(t)^o?iponarea cuplelor robotului la momentul anterior t, corespun?â- 
toare configurapei X(1);
if t^tf, tben pârâsezte bucla;
altfel, go 1o

8pre deosebire de generarea traiectoriei în spapul cuplelor cinematice, în acest ca? 
se adaugâ calculului traiectoriei parametrizate X(t) a efectorului, la fiecare pas de 
eșantionare, realizarea conversiei corespunzătoare ^X(t)^. funcția matriceala X(1) 
exprima politia zi orientarea electorului lina! zi poate L exprimată printr-o matrice de 
transformare generala 6(t), de dimensiune 4x4.

!n general, generarea mizcârii în spațiul cartezian poate L reali?atâ în douâ etape 
coerente:

«generarea sau selectarea unei mulpmi de /-râie nodale sau /-râie de interpolare 
în coordonate carteziene, în tuncpe de anumite reguli;
«specificarea unei clase de tuncpi care conectea-â aceste nodale (sau 
aproximează aceste segmente de traiectorie), conform unor anumite criterii.
/degerea uneia din cele douâ metode de generare a mizcârii depinde de aplicația 

consideratâ. fiecare metodâ are propriile sale limite, inerente datoritâ faptului câ 
restricțiile sunt exprimate 6e în spațiul cuplelor cinematice (vite?â, torsor, zocuri), lre în 
spapul operaponal (precizie, obstacole).

Oenerarea mizcârii în spapul operaponal este prerentatâ scbemap?at în 6g. 1.2.

fig 1.2. Oenerarea mizcârii în spapul operaponal
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1.6. connroDH irovo^

?roblema controlului mizcârii roboților poate 6 abordata în mod corect doar pe 
bara modelului dinamic al robotului zi a restricțiilor torsorului, prezentate într-o forma 
adecvata.

Operațiunea de control se reali^ea^â astfel încât robotul sâ urmere o traiectorie 
prestabilita. înainte de a pune în mizcare electorul 6nal al unui robot, este important sâ se 
cunoască modelul mediului, deci amplasarea obstacolelor din spațiul de lucru

c/e zi daca electorul lînal trebuie sâ parcurgâ o anumitâ traiectorie
(^^/e////e c/e //n/ecw/ve). Aceste douâ restricții combinate conduc la patru
modele posibile de control ^4^, prezentate în ^abe1u1 1.1.

tabelul 1.1. diodele de control pentru un robot

V-V

vv
v-^

Oenerarea otl-tme a traiectoriei 
tara coliziuni'

parcurgerea on-Ime a traiectoriei

Oenerarea otf-line a traiectoriei'

Drmarirea on-line a traiectoriei

Control pozițional'

Detectarea zi evitarea obstacolelor

Control pozițional

vin acest tabel se observâ câ problema controlului unui manipulator poate li 
divizata în: acțiunea de planilicare-generare a mizcârii (traiectoriei) zi controlul propriu- 
2is al mizcârii (urmârirea/parcurgerea traiectoriei generale).

în general, scbemele de generare a traiectoriilor "interpolearâ" sau "aproximea^â" 
mizcarea doritâ printr-o clasâ de lunctii polinomiale zi generea^â o secventâ de momente de 
timp în bara setului c/e în scopul controlului manipulatorului din /-r/nâ/ de
pornire în /-râ/u/ destinație, ^râ'/e/e terminale ale traiectoriei pot 6 specrkcate Le în 
coordonatele cuplelor cinematice conducâtoare, Le în coordonate operationale. TpeciLcarea 
în coordonate operaționale este preleratâ, întrucât, în acest car, sunt mai uzor de virualirat 
conbguratiile efectorului Lnal al robotului. în situația în care se optearâ pentru lucrul în 
coordonatele cuplelor, se apelearâ la soluționarea modelului geometric invers, pentru 
realizarea conversiei necesare.

în mod Lecvent, existâ mai multe traiectorii posibile între initial zi cel 6nal al 
mizcârii. 8pre exemplu, se poate dori mizcarea manipulatorului de-a lungul unei traiectorii 
liniare care leagâ /-u/rc/e/e extreme (initial zi Ünal) ale mizcârii, sau, se poate opta pentru 
mizcarea robotului de-a lungul unei traiectorii polinomiale "netede" (continue) care satisface 
restricțiile de porție zi orientare în punctele extreme (traiectorie interpolatâ în spapul cuplelor 
cinematice).

0 tratare sistematicâ a problemei generârii traiectoriei ^?4^ (6g.1.3) presupune ca 
generatorul de traiectorie sâ Le considerai o "cutie neagrâ" ("black box").
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OLMK-VrOL q(t),q(r),q(t)

v(r),o(t),2(t),p(t) 
sau

X(t),X(1),X(1)

PL8M6HL OI^âieL LOVOmVI

?ig. 1.5. 8cbema bloc a generatorului de traiectorie

Oeneratorul äe traiectorie accepta variabile äe intrare care indica restricțiile impuse äe 
traiectorie zi turni^ea^â la iezire o secventâ äe configuratii temporale intermediare ale 
electorului manipulatorului (variațiile în timp ale politiei zi orientării p(t) zi n(t), o(t), a(t) în 
spațiul operațional zi, respectiv, q(1) în spațiul cuplelor; vitezei v(1) în spațiul operațional zi, 
respectiv, q(t) în spațiul cuplelor; accelerației v(t) în spapul operațional zi, respectiv, q(t) în 
spațiul cuplelor).

Controlul optimal al roboților industriali este o problema diLcilâ sub trei aspecte: 
'(Comportamentul dinamic al robotului este pronunțat neliniar zi puternic cuplat, 
bortele inerțiale sunt semniLcative atunci când mizcarea robotului se tace cu vite^â 
mare. Omitând acezb termeni se produc erori importante.
'Constrângerile sunt stricte. O and un robot acvonea^â într-un spațiu de lucru 
aglomerat cu obstacole, sau când acesta a)unge într-o politie în care are sarcina de a 
manipula obiecte, trebuie sâ urmâreascâ exact traiectoria generatâ pentru a evita orice 
coliziune posibilâ.
* Indicii de performantâ care se pretea^â la a 6 optimizați sunt limitati.
In problema controlului robotului, initial zi tinal, ale mizcârii sunt

întotdeauna Lxate. stabilirea timpului necesar mizcârii din /nâ/r/Z initial în cel 6nal 
presupune ca robotului sâ i se permitâ sâ aibâ suLcient timp pentru a acționa, vacâ intervalul 
de timp este prea scurt, atunci robotul nu-zi poate îndeplini întreaga sarcinâ; dacâ este prea 
lung, atunci robotul trebuie sâ aztepte dupâ ce zi-a îndeplinit sarcina. în ambele caruri, 
acțiunea robotului nu este eLicientâ. vacâ intervalul de timp necesar mizcârii din /-râ/r// 
initial în cel 6nal nu se kxearâ, este "liber", atunci se a)unge Ia problema timpului minim de 
parcurgere a traiectoriei. Indicele de performanta pâtratic, I e^(t)6(1)e(1)dt, unde 6(1) este 
matricea forțelor de greutate, poate minimiza deviația e de la traiectoria planrbcatâ. 
Minimizarea este în funcție de mârimea medie a intervalului de timp, dar existâ însâ riscul 
unei coliziuni, pentru respectarea restricțiilor impuse de traiectorie, se preferâ mai întâi 
minimizarea expresiei e^(1)6(t)e(1) pentru întregul interval de timp /. ^ceastâ problemâ însâ 
este extrem de diLcilâ. 8e poate minimiza controlul efortului mediu I! u(t)! dt sau controlul 
energiei medii I u^(t)6(t)u(t)dt. ?rin urmare, din moment ce sistemul de ecuații dinamice este 
puternic neliniar, rezultate semnificative sunt dificil de obținui.

vin cau^a diLcultâtii problemei, pânâ înainte de mijlocul anilor 1980, doar câpva 
autori ^1^2^, ^2^ au încercat sâ minimirere timpul sau indicele pâtratic de performansâ. In 
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toate publicațiile apârute pana in 1983, 6e termenii inerțiali au fost omizi, 6e condițiile 
impuse de restricții au kost ignorate, 6e ambele.

Lste posibil insa zi un alt mod de abordare a problemei optimizării, acela de a genera o 
traiectorie a robotului de-a lungul câreia optimizarea sâ nu mai Le o problema zi apoi, de a 
manevra robotul astfel încât sâ urmâreascâ (sâ parcurgâ) acea traiectorie. Astfel, problema 
controlului optimal s-a divizat în douâ subprobleme, generarea traiectoriei optime urmatâ de 
parcurgerea traiectoriei.

?rima etapâ, generarea traiectoriei, constâ în decizia asupra profilului vitezei de-a 
lungul traiectoriei. Aceasta etapâ poate 6 realizata înaintea execuției mizcârii ("olf-line"), fapt 
binevenit întrucât este dorit ca volumul de calcule "on-Iine" (în timp real) sâ scadâ. -V doua 
etapâ, urmârirea (parcurgerea) sau controlul propriu-ris al traiectoriei, constâ în calculul "on­
line" al forțelor generalitate care trebuie dezvoltate de câtre servomotoare, în fiecare moment, 
pentru a obține mizcarea doritâ. Aceasta etapâ poate folosi ecuațiile diferențiale ale mizcârii 
pentru a calcula forța generalizata ce trebuie dezvoltata de becare servomotor. Oacâ ecuațiile 
diferențiale utilitate de câtre controler constituie un model dinamic perfect, nu este necesarâ o 
reacție (feed-back) pentru supravegberea erorii de urmârire a traiectoriei, lotnzi, datoritâ 
diferitelor perturbapi, este necesarâ înregistrarea în scopul menținerii acestei abateri în 
limitele impuse. în timpul execuției mizcârii, controlerul calculeatâ forțele generalitate care 
trebuie detvoltale, le comparâ cu cele reale zi le determinâ pe cele care tind sâ elimine 
abaterea, cu o ^ecventâ de actualitare, de obicei, între 10 zi 100 Ut ^4^.

sistemul de control în timp real al robotului este compus din ^815^, ^822^, ^l9^ 
sistemul de control al structurii mecanice, sistemul de control al axelor, sistemul de control al 
electorului irnaf sistemul de control periferic, sistemul sentorial, sistemul de programare. 
Optimitarea generârii mizcârii sub influenta sistemului sentorial este repretentatâ sugestiv în 
6g.1.4. Lontrolul optimal al mizcârii unui robot se bateatâ pe o problemâ de optimitare cu 
restricții combinate, acestea Lind impuse atât în spațiul operational, cât zi în cel al cuplelor 
cinematice, dupâ cum se poate vedea în tabelul 1.2.

labet 1.2. Controlul optimal al mizcârii unui robot

rr^irrioni irr^i^oiorri^

Kobotul este neliniar 
?i puternic cuplat

io^8O^/^o^ri^

Iransformarea lacobianâ este punctualâ

OONINOt.
I_k cupi-kl-0^
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kiß. 1.4. Oenerarea mizcârii sud inlluensa sistemului seniorial
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I^lizcarea rapida de-a lungul unei traiectorii geometrice este o problema centrala în 
robotica de înalta performanta. Oontiguratiile care trebuie atinse de câtre robot sunt, 
bineînțeles, date de aplicația concreta, iar primul pas în atingerea acestora este generarea 
traiectoriei. Traiectoriile sunt precalculate prin programare interactiva, prin învâtare, cu 
timp minim de parcurgere sau alte tipuri de optimizare. Traiectoriile nominale obținute 
sunt, U2ual, la limita torsorului, cel puțin pentru una din cuple.

Metodele aplicate cu succes în generarea traiectoriei sunt acelea care se ba^ea^â pe 
optimizare. Algoritmii de optimizare folosesc modelul dinamic al robotului cu elemente 
rigide M), M), M), M), M), MO), lv18), ^1)19), M5), (114), M),
lM, ^13), 1816), ^19), M4), ^01), M), MI, M5), ^V2) sau cu elemente elastice 
M), ^814), MI, MI, MI, Ml), ^19), ^l1), MI, M4), M5), M7I, împreuna cu 
o descriere adecvata a traiectoriei zi a restricțiilor impuse pentru evitarea coliziunii ^091, 
^010), ^61, M) pentru carul robotului serial 6x, sau ^819), ^X5), M2) pentru ca^ul 
unui robot mobil, problemele care necesita minimizarea funcției de cost supusa 
restricțiilor modelului dinamic pot 6 exprimate în mod tîresc în limbajul teoriei 
controlului optimal. Metoda urualâ de rezolvare a unor astfel de probleme este folosirea 
principiului de maxim al lui ?otriagbin ^82), ^131, MI, M1I, ^03).

problema controlului optimal al mizcârii roboților este în prezent de mare actualitate în 
Robotica, ^umerozi cercetători acorda în studiile lor o atentie deosebita acestei probleme: 
MI, MI, MO), MOI, M7I, M9I, l?1), MI, MI, MI,' MI, M, ^131, ^15), MI, 
MI, M5), M6), M7I, M8I, MI, MI, MH, M1), ^822), MI, MH, ^V1), MI, 
^V13), M6). (Controlul mizcârii robotului poate 6 abordat în spațiul cuplelor, cu proLI impus 
pentru accelerație ^3), sau cu interpolare spline cubicâ ^18), în spațiul operațional ^810), 
M9), MI, MI, MI, MI, sau cbiar în timpul urmâririi traiectoriei M2), M10), ^Xl). In 
tuncpe de criteriul de optimizare considerat, controlul poate impune timp minim de 
parcurgere a traiectoriei MH, MH, MI, MI, MI, M3I, MI, M6), ^817), MI, MI, 
restricpi de torsor ^811), MI), ^012), ^VI), MI, MI, energie consumatâ minimâ ^L7), 
^011), ^VIO). Controlul mizcârii poate ki realizat pe ba^a modelului geometric sau pe ba^a 
modelului dinamic P1), MI, M, lXI6), tX18), ^14), M3), M6). Atunci când mizcarea 
robotului are loc într-un spapu cu obstacole, controlul se realirearâ ținând cont de acestea 
M2), M), M), M), M), ^813), l814), M7). O metodâ foarte recentâ de control 
folosezte rețelele neuronale ,171).
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2. OL H^ILc^0irHL.Oir
8r^iML. okLi^iio^i.

2.1. lkL?irL2Li^-urL^ iv»?<2^irn îi>i QOOiroo^^L

Metodele de generare a traiectoriilor robotului în coordonatele cuplelor cinematice 
folosesc kunctii polinomiale (de grad cât mai mic posibil) pentru generarea secvenței 

de interpolare a traiectoriei fiecărei cuple. Dezi coordonatele cuplelor 
determina politia zi orientarea electorului fmal al manipulatorului, acestea nu sunt 
corespunrâtuare pentru a specifica sarcina, deoarece majoritatea coordonatelor cuplelor 
manipulatorului nu sunt ortogonale zi nu se poate separa politia, de orientare. ?entru un 
robot mai complex, limbajele de programare sunt dezvoltate pentru controlul unei 
anumite sarcini. într-un astfel de sistem, o sarcina este specifrcatâ u?ual prin secvențe de 
Mnde nscLr/e carteziene, prin care trebuie sâ treacâ efectorul final al manipulatorului. 
Astfel, în descrierea mizcârilor unui manipulator ce are de îndeplinit o anumitâ sarcina 
este important formalismul descrierii politiei tintei spre care se mizcâ efectorul fmal al 
manipulatorului, precum zi cursa în spațiu pe care acesta o parcurge.

^lizcarea manipulatorului poate 6 descrisa în lunctie de porția zi orientarea 
(confguratia) electorului sau bnal, cu ajutorul matricei de transformare generala O (a 
vectorului de poripe p zi al versorilor n, o, a) ^016^, 8e considera un sistem de referința 
6x, atazat babului robotului, zi un sistem de reterinlâ mobil, atazat efectorului fmal (6g.2.1). 
Matricea de dimensiune 4x4 a transformărilor omogenei

0(1)-
n(1)

0

0(1)

0

a(1) p(1)

0 l
(2.1)

descrie configurația efedorului final raporlalâ la sislemul de referinlâ fix.
-Xcesle coordonale carlerîene zi derivalele lor pol 6 calculale cu ajulorul coordonalelor 

cuplelor, pe ba^a modelelor direde:
0(1) - f(q(l))

0(1) - dq(l)

0(1) - 3q(1)^q(l)

(2.2) 
(2.r).
(2.4)

!n relapile se mai sus, d repre^inla malricea lacobianâ a manipulalorului, de 
dimensiune 6xn, find numărul gradelor de liberlale ale manipulalorului.

fraiedoria carlerianâ es1e generalâ prin discreli^area funcției 0(1) într-o secvenlâ de 
noduri carlerîene ^O,, O2, ..., O„), dar o Iraiedorie es1e compld debnilâ prin pompile, 
vilerele zi accelerapile din noduri. ?en1ru Iraiedoria carldianâ, 1oa1e acesle dale trebuie 
transformate în corespondentele lor din coordonatele cuplelor, pe ba^a modelelor inverse. 
Oonlrolul traiectoriei este apoi realizat la nivelul cuplelor:
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Ii - j^i)

<ii

(2.5)
(2.6)
(2.7)

Reprezentarea mizcarii în 8patiul operațional 8e poate realiza zi prin vectorul 
coordonatelor operaționale, care, în carul ßeneral, e8te 6-dimen8ional, primele trei elemente 
deLnind politia, iar celelalte trei deknind orientarea electorului Lnal:

x^^ x»f, Xp d«', Xo^ir' 8SU x-p y 2 V 6 <I>P (2.8)

Vectorul X? poate 6 exprimat în coordonate carteziene, cilindrice 8au 8kerice, iar 
vectorul X^ poate 6 exprimai tolo8md unghiurile lui Luler 8au unghiurile Iui Lr^ant ^19^.

hig.2.1. Relația dintre 8i8temul de referința 6x zi cel atazat efectorului Lnal

programarea mizcarii unui robot 8e realirearâ, natural, folo8ind vectorul operațional 
(2.8), iar tran8formarea de coordonate 8e reali^ea^a pe da^a lVlOI, folo8ind matricea de 
1ran8formare generala Oo. Z^pare a8t5el nece8itatea trecerii de la matricea 6" la vectorul 
coordonatelor operationale X

x-px

2^P^

6 - arctg

P arctg—

vp - arctg

(2.9)
2-

dar zi inver8, trecerea de la vectorul operational X, la matricea oo:
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Nx i co8 vp eo8 <>) - 8m vj/ co8 6 8m ch
n^ - -c08 Vj/ 8M <!> - 8ML08 6 co8 l<)

n^^ 8M Xj/ 8M 9

0x 8M Xj/ cO8 co8 Xj/ cO8 9 8M <j)

0), -8M Xj/ 8M (>) -^ cO8 Xj/ 008 9 008 <!>

0^ -008 Xj/ 8M 9 (210)

Lx 8M 9 8M (j)

3^ 8M 9 LO8 <h

3^ 008 9

1r3N8torm3rile exprim3te prin rel3pile (2.9) zi (2.10) fol08O8O coordon3tele c3rte^iene 
zi unglüurile lui Luler.

In 032n1 conducerii unui robot în coordon3te curte^iene 80 pO3te impune punctului 
O3r3Oleri8tio 31 robotului o tr3ieotorie oontinuâ în 8p3tiul 03rte2i3n. ?entru 3oe38t3 8e 
determinä lege3 de evoluție în timp 3 politiei, viterei zi 3cceler3tiei punotului 
O3r3oteri8tio pe tr3ieotori3 impu8â. ?olo8ind modelele inver8e, 8e äeterminä poripile, 
vitezele zi 3oeeler3tiile ouplelor oinem3tioe conducâtO3re q, q, q, 03re 8e tr3N8mit 3poi 
regul3to3relor core8pun2âw3re kîecârei ouple oinem3tiee âin 8truotur3 8i8temului âe 
3osion3re.

Intre un initi3l zi unul 6n3l (tintâ), tr3ieotori3 e8te în gener3l korm3tâ âin 
8egmente äe âre3ptâ. Ir3N2iti3 între 8egmentele âe dre3ptâ 8e Lâce, âe obioei, eu oontrolul 
3oeeler3pei ^?4^, ^13^. L3petele 8egmentelor äe âre3ptâ 03re forme^râ tr3ieotori3 8unt 
dekînite în r3port eu 8i8teme äe eooräon3te Lîxe 83u mobile, în concord3ntâ eu 3plie3ti3 
P3rtieul3râ. ?rim3 problemâ e3re trebuie re2olv3tâ pentru re3li^3re3 unei mizcâri 
c3rte^iene e8te äe 3 gener3 /-unele intermediae între îneeputul zi 8târzitul 8egmentului äe 
tr3iectorie delînit äe âouâ eeu3tii äe tr3N8korm3re.

?entru gener3re3 1r3iectoriei în eooräon3te c3rte?iene, gener3torul äe tr3iectorii 
exeeutâ un 3lgoritm äe tipul eelui pre2ent3t în e3pi1olul 1.5. ?uneti3 eonăucere în 3ce8t 
e32 8e exprimâ M3triee3l. X(1) e8te o M3trice 3le eârei elemente V3ri32â în timp zi e3re 
exprimâ evoluti3 8ituârii punctului c3r3cteri8tic âe-3 lungul tmiectoriei. 1^3 iîec3re et3pâ 
äe p3rcurgere 3 3lgoritmului 8e c3lcule32â elementele M3tricelor X(t), X(t), X^t) zi 8e 
etectue^râ conver8i3 în coorâon3lelor cuplelor cinem3tice conâucâto3re Lo1o8ind 
moâelele inven

?entru 3 pute3 re3liL3 gener3re3 zi controlul mizcârii l3 nivelul cuplelor cinem3tice, 
p03te 6 3pbc3tâ o metoââ numericâ 83u un3 3N3liticâ. ^etod3 numericâ iurni2632â rezultate 
numerice, în timp ce, ce3 3N3libcâ p03te turnir 8olup3 în korm3 bnalâ. O 8olutie 3N3liticâ 
corectâ e8te to3rte ditîcil äe obtinui zi exi8tâ âo3r pentru o geometrie 8peci3lâ 3 robotului. 
Deci, în moâ curent, o metoââ numericâ e8te M3i genemlâ, â3r pre8upune un volum äe c3lcul 
con8iâer3bil mârit.

1'r3iectoriile cuplelor 8unt gener3te 3poi cuplâ cu cuplâ. în 1iter3tur3 äe 8peci3lil3te 
exi8tâ un M3re numâr äe metode de gener3re 3 traiectoriilor, 3tât în 8p3tiul oper3tion3l, cât zi 
în 8p3pu1 cuplelor. 0e3 M3i Irecvent uti1i^3lâ e8te interpol3re3 în 8p3tiu1 cuplelor b323tâ pe 
kuncpile polinomi3le 8pline (de gmdul trei, p3tru, cinci, 83u combin3tii 3le 3ce8tor3).
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Majoritatea abordârilor conduc însâ 1a traiectorii cu siguranța eronate. In scopul 
micșorării erorilor, o soluție simpla consta în selectarea mai multor /-râ/e, soluție care insa 
cere o cantitate mai mare cle calcul zi deci, scade secvența de eșantionare (crezte pasul de 
discreb^are al mărimii de comandâ). O alta metoda consta în a minimiza toate sumele erorilor 
coordonatelor cuplelor, prin selectarea, în sctumb, a unui număr suficient de /-râ'/e de 
interpolare, De asemenea, s-au propus diferiți algoritmi de optimizare a generării traiectoriilor 
cuplelor, pe bara LuncMor polinomiale spline 1L2^, ^18^, ^29j, etc. Interpolării prin 
kuncpi spline îi este dedicat un întreg capitol (capitolul 4).

într-o aplicație concreta, spațiul de lucru al robotului este populat cu obstacole. 
?entru evitarea coliziunii cu acestea, în fa^a de planificare a traiectoriei, folosind diferite 
metode de planificare, se introduc z^ne/e intermediare între /-une/u/ initial zi cel final, 
garantând ocolirea obiectelor din spațiul de lucru, zi deci, obținerea unei traiectorii libere. 
Exista astfel cinci mulfimi de mârimi caracteristice mizcârii.

*Xj (i 0, 1,... m), /-râZe/e traiectoriei din spațiul operational;
»Vj (v, co)j dXj / dX, (i 0,1, ..., m), vitezele în traiectoriei;
«a, (a, e)j dvj / dX, accelerațiile în /-râ/e/e traiectoriei;
«Xj (i 0, 1, ..., m), parametrirarea traiectoriei (^o 0, 1)^
«f (i 0,1, ..., m), timpii corespunrâtori mizcârii pe traiectorie (f S 10, tsj).
parametrul traiectoriei X.^X(t) poate fi orice funcție de timp. 8pecificând o parte 

din mulțimile sau submultimile mârimilor caracteristice mizcârii, se obțin diferite tipuri 
de traiectorii pentru mizcarea roboților.

Dacâ se impune mulțimea vectorilor de politie, corespun^âtori unei parametrirâri 
date (i - 0, 1, ..., m), atunci existâ câte un polinom de grad pentru fiecare 
componentâ X/ (j 0,1,..., n) a vectorului X;:

0-1, 2, n) (2.11)
ai cârui coeficienți 0,^ se determinâ din condițiile:

?^(Xj)-X^; (i-1, 2, ..., m;^-l, 2, ..., n) (2.12)
Determinarea pobnoamelor de interpolare l^(^), pentru fiecare componentâ a 

vectorului X, este incomodâ datoritâ numârului mare de coeficienți d? zi a dificultâpi 
calculului extremelor primei zi celei de-a doua derivate, da1cu1u1 extremelor derivatelor 
de ordin superior ale lui k^(X.) este esențial, deoarece vitezele zi accelerațiile 
coordonatelor cuplelor sunt limitate de sistemul de acționare, iar vitera zi accelerația 
electorului final pe traiectorie pot 6 impuse de sarcina robotului. De aceea, se preferâ 
interpolarea traiectoriei numai în z-râ/e succesive (X/, Xj^), cu polinoame de grad cât 
mai mic, punând condipi de continuitate (inclusiv pentru primele douâ derivate) în fiecare 
Z-r/ne/ X/.

8e considerâ o porțiune de traiectorie între z-râle/e (X/, Xj^) interpolatâ de un 
polinom??(X), X : 10, 1) -> l^, de grad c/,. dei coeficienți necunoscuti ai polinomului 
se determinâ din relațiile:
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iM-X^ M-X^, (2.13)

zi din condițiile de continuitate pentru primele doua derivate ale lui ?^(X).
sumarul coeficienților necuno8cuti ai polinoamelor (i I, ..., m; ) 1, ..., n)

e8te dat de relația jDV^Kdj -^l), iar numârul total de re8trictii care 8e pot impune 
i-1

polinoamelor ??(X,) e8te de ^-2. Xerultâ câ trebuie îndeplinita condiția:

- 3m - 2' dj > I' i-I, ..., m (2.14)
i-i

dând 8e 8pecikicâ vectorii de politie Xj zi vitezele Vj (i^l, ..., m-l) core8pun?âtoare 
unei parametri^âri date Xj (i 0, ..., m), traiectoria 8e realirea^â cu re8trictii. Vitezele, 
inițiala vy zi tînalâ v^, 8unt determinate de aplicația concreta ce va ii reali^atâ de robot, 
iar vitezele intermediare Vj (i 1, m-1), core8pun^âtoare de ocolire a ob8ta-
colelor, 8e pot alege dupâ diferite criterii (de exemplu, fo1o8ind metoda vitezei medii 8au 
a vitezei medii ponderate).

Oele mai multe traiectorii ale roboților 8pecikîcâ mulțimea vectorilor de politie Xj 
(i 0, ..., m), viterele zi accelerațiile inifiale zi finale (vo, v^, ay, Lm). In ace8t fel 8e 
a8igurâ ocolirea ob8tacolelor zi controlul vitezei zi accelerației numai în /-une/e/e 
e8enpale ale traiectoriei. 8e con8iderâ, ca funcție de interpolare, mulțimea tuturor 
polinoamelor ?j(^), generate pentru fiecare perecbe de /-r/nele 8uce8ive (Xj, X^). în 
8tabi1irea gradelor polinoamelor ?j(X) 8e prefera o alegere 8imetricâ 
(d, 4, d2 -dz - ... -d^_, -3, d^-4).

Introducerea unor re8trictii 8uplimentare Vj gj 0 (i l, ..., m-l) 8impliticâ 
rezolvarea problemei, dar face depla8area robotului ineficientâ. In fiecare /-une/ 
intermediar, pentru ocolirea ob8tacolelor, robotul 8e oprezte. denunțarea la acea8tâ 
re8trictie 8uplimentarâ impune con8iderarea în calculul coeficienților polinoamelor ?j(X) a 
tuturor vectorilor Xj (i 1, ..., m).

?rin 8pecificarea vectorilor de politie Xj zi a vitezelor Vj (i 0, ..., m), problema 8e 
reduce la m traiectorii di8tincte. -Algoritmul de determinare a polinoamelor de interpolare 
??(^) 8e aplica independent pentru fiecare componenta X/ a vectorului Xj. traiectoria 
rezultata e8te reuniunea tuturor polinoamelor ??(^) pentru fiecare componentâ a 
vectorului X. vupâ determinarea traiectoriei 8e trece la calcularea mizcârii pe traiectorie 
(funcția X(1) : ^0, ts^ X). Xe^olvarea ace8tei probleme e8te 8implâ numai pentru cla8a 
funcțiilor liniare: ^(t) cx 1; 1 td, unde factorul de proportionalste « 8e calculează 
în funcție de limitele de viterâ zi accelerație (X^, X^) impu8e de 8i8temul de acționare a 
robotului.

-Vnali^ând funcțiile de interpolare folo8ite de metodele de generare a traiectoriilor, 
8e ob86rvâ câ marca majoritate 8unt polinoamc. -^ce8t lucru 68tc cxplicabil prin avantajele 
ofcritc dc funcțiile polinomialc fatâ dc cerințele impu86 mizcârii roboților. O partc din 
avantajele kolo8irii polinoamclor, ca tunclii dc interpolare a traiectoriilor, con8tau în

>p08ibi1i1a1ea de evaluare "a priori" a vitezei zi accelerației maxime atin8e pe 
parcur8u1 unei mizcârii

»a8igurarea accelerației rero la pornirea zi oprirea robotului;
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«asigurarea unei mizcâri line la intersecția segmentelor zi pe segmentele âe 
dreapta ale traiectoriilor generale în coordonate carteziene;

* asigurarea continuității derivatelor de ordin superior (zocul - ä (1)), prin mârirea 
gradului polinomului;

«volumul mic de calcule "on-//ne";
«volumul calculelor erezie liniar cu gradul polinomului;
«polinoamele cubice pentru accelerație aproximează funcțiile de interpolare, 

evitându-se dezavantajele (accelerație diferita de rero la pornire zi oprire) zi pâstrându-le 
avantajele (minimizarea distantei parcurse pe lîecare axa motoare).

vvident, funcțiile polinomiale prezintă zi dezavantaje, de care trebuie sâ se tina 
seama în activitatea de generare a traiectoriilor roboților. In continuare sunt prezentate 
câteva dintre dezavantaje zi metodele pentru evitarea acestora:

«Oalculul coeficienților este dificil pentru grade mari ale polinoamelor. Evitarea 
folosirii polinoamelor de grad superior se reali^earâ prin împărțirea traiectoriei totale care 
trece prin m« 7 /-rvne/e, în traiectorii separate.

«polinoamele nu sunt limitate intrinsec (ca funcțiile de tip sinusoidal sau 
cosinusoidal) pe politie, viterâ zi accelerație, pentru a asigura viteza zi accelerația în 
limitele admise, se folosesc mai multe tebnici, dintre care se menționează: optimizarea 
neliniarâ cu restricții; împărțirea traiectoriei initiale în subtraiectorii, prin introducerea de 
Z-râ/e intermediare; înlocuirea unor rone din traiectoria polinomialâ cu alte tipuri de 
funcpi de interpolare; modificarea valorii calculate, prin tuncpa polinomialâ, în 
apropierea limitelor care nu trebuie depâzite.

x^^(x-y(f-Z)/(x-i-f-2Z) (2.15)

unde x^, este valoarea moditicalâ; x este valoarea calculata folosind funcții polinomiale; 
I, este limita care nu trebuie depâzitâ; este limita de atenționare, care arata câ mizcarea 
robotului se apropie de limita absoluta (L < /,). polosind relația (2.15), valoarea 
modificata x^ rămâne mai micâ decât limita (x^ < /,), pentru orice valoare calculată cu 
ajutorul funcției de interpolare initiale.

«polinoamele de grad superior pot duce la apariția de depâziri zi întoarceri fatâ de 
Z-r/nc/u/ tintâ, deoarece un polinom de grad n poate avea n intersecții cu o linie dreaptâ. 
pste indicatâ, zi în acest ca2, divizarea traiectoriei în mai multe polinoame de grad 
inferior zi aplicarea condițiilor de continuitate pentru politie, viteza zi accelerație în 
Z-ttnc/e/e de precizie. Mizcarea este cu atât mai rapida, cu cât ra^a de curbura a traiectoriei 
este mai mare, vin aceastâ cau?â, sunt preferate, pentru interpolare, funcsiile spline 
cubice, care asigurâ un maxim global al rarei de curbura

kemllâ câ z^^c/eZe prin care trebuie sâ treacâ traiectoria se împart în douâ 
categorii: intermediare, pentru ocolirea obstacolelor, zi z^^^/e suplimentare,
pentru miczorarea gradului polinoamelor, evitarea vitezelor zi accelerațiilor mari, etc. 
focalizarea de divizare a traiectoriei, pentru miczorarea gradului polinomului
de interpolare, se poate face arbitrar, dar tara introducerea de depâziri, sau întoarceri, zi 
minimizând accelerațiile zi vitezele rerubate. Alegerea optimalâ a z^nc/eZ^ suplimentare 
este greu de realizat. Acestea se locab-ea-â, în general, pe cel mai lung segment de 
traiectorie, la o treime din lungimea segmentului, sau pe segmentul initial, cât mai 
aproape de capât.
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2.Z. Kn?c^irn.0ir

Lonirar comenzii pa8 cu pas, comanâa interpolata e8te âe8tinatâ 8â pilotele 
manipulatorul a8tfel încât electorul 8âu 6nal 8â âe8crie o traiectorie âatâ în 8papul 
operațional, âupâ o anumita lege âe mișcare. Aplicațiile inâu8triale tipice ace8tui tip âe 
comaäa 8unt 8uâarea continuâ, âecuparea cu 1a8er, vop8irea. 8ckema âe comanââ 
core8pumLâtoare mișcărilor interpolate a fo8t prezentata în 6g. 1.1, re8pectiv 6g. 1.2.

k'igura 2.2 pre^intâ o mizcare generalâ a 8i8temului âe referința Nx atazat 
efectorului fmal, între o 8ituare inițiala Rj zi o 8ituare kinalâ Rf. O 8ituatie intermeâiarâ 
68te reprezentata prin R^, unâe e8te un parametru care variata între 0 zi 1, a8tfel ca - 
o Rj zi i Rs. Oe fapt, 8e vor putea con8iâera âoi parametri X ^2^ un parametru 

^p(t), âefminâ legea orarâ a politiei lui R^, iar celalalt parametru X^(1), âekîninâ 
legea orarâ a orientării lui N^.

Ivlizcarea N^/ Ro poate Li âefmitâ âe legile orare X^(t) zi Xo(t) a8tfel:
«traiectoria punctului caracteri8tic OL^(^p)'
* orientarea efectorului (evoluția matricei âe rotatie) ^(Xo).
Variația parametrului X âeterminâ coorâonatele punctului caracteri8tic al 

efectorului fmal în Ro, precum zi evoluția matricei âe rotatie pentru anumite 
tipuri âe mizcâri.

2.3.1.

Interpolarea liniara e8te caracteri^atâ âe faptul câ OL^(Xp) zi âepinâ âe zi 
Xo ca funcpi âe graâul întâi. ?entru 8impli6care 8e poate pre8upune ca legile orare 8unt 
iâentice.

?ig. 2.2. I^lizcarea 8i8temului âe referința R^ atazat efectorului 6nal
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Iraiectoria punctului caracteristic este segmentul de dreapta vjvf. vcuapile sale 
vectoriale zi matriceale proiectate în No se scriu:

0L^-0L^^d X^X^^ (2.16)

cu d LjLf. 8-au notat cu X^ coordonatele carteziene ale lui în Ry, cu XjO 
coordonatele carteziene ale lui Lj zi cu dO componentele lui d în No.

/îstat/a e/ectortt/tt/ //na/
vaca interesează doar mizcarea de orientare, se poate presupune câ Rj, Rf zi R^ au 

o origine comuna. Rj zi Rf tîind cunoscute, R^ va suteri o rotatie în jurul unei axe de 
versor u, cu ungbiul -.6, unde 9 zi u sunt parametrii de rotape proprie de la Rj la Rf. 8e 
poate scrie.

k'^k(u, M (2.17)

ceea ce permite obținerea lui

^9) (2.18)

!n majoritatea carurilor, 9 zi u sunt direct cunoscute. 8e cunosc de asemenea 
matricele ILjO zi 8e poate calcula i^o' apoi 9 zi u prin
indentitatea K(u,9) - k f ^V16b ^2^:

^raceKp-1 n -^0^,-i-L — 1
9-it-Vrccos------ -------- sau 9-it^rccos------------------- (2.19)

bind^o (2.20)

Kelatia de mai sus turni^ea^â componentele lui u în Rj (sau Rf), cu care se poate 
calcula matricea k(u, X9) care intervine în relația (2.18):

k(u,X0) - I-i-sin^9)u-i-^1-co8^9^u  ̂ (2 21)

Keteritor 1a cele prezentate mai sus se pot tace unele observapi.
«vaca 9^0, mizcarea etectorului tînal este o translație rectilinie.
* vaca d 0, mizcarea efectorului tînal este o rotatie pura, în jurul unei axe de 
versor u, care trece prin /-râir// Lj.
?entru acest tip de mizcare se poate utiliza, de exemplu, abordarea cinematica.

2.Z.2. 8H>v^no kNM

^lizcârile standard sunt mizcârile de translație sau rotatie ale etectorului tînal, 
reprezentat de sistemul de reterintâ atazat acestuia R^, de-a lungul sau în jurul unei axe 
de reterintâ, în Ro sau în Rx. ve exemplu, pornind de la o contîgurape oarecare datâ a 
manipulatorului, se dorezte realizarea translației lui Rx dupâ a^a 2^ a dispozitivului de 
prebensiune, sau a rotației dispozitivului de prekensiune în jurul axei sale
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^lizcarea âoritâ a lui R^/Ro poate 6 âetînitâ printr-o legatura 6ctivâ âe tip 
tran8latie 8au rotatie, 8ladi1i1â între etectorul tînal zi batiul robotului. ?igura 2.3 prermtâ 
mizcarea âoritâ a etectorului tînal eare în ca^ul (a) e8te o tran8latie reetilinie âe la 8pre 
6. ?igura 2.3.b prezintă legatura âe tran8latie tîelivâ a unei axe âe ver8or u. In ca^ul 
general, tor8orul geometric care caracteri^ea^â legatura, într-un punct l? e8te ^2^:

u

k^x u
6(k)^ pentru rotatie

pentru tran8latie

(2.22)

(2.23)

?ig. 2.3. Legatura tîctivâ între electorul tînal zi batiu

Mizcarea âoritâ e8te âetînitâ âe 1or8orul cinematic:

c(k)^ ^0 L/o 

keL/0

unâe X -.(1) e8te legea orara a mizcârii.
^8ttel, forma moâelului cinematic âirect IVK2I)

(2.24)

(2.25)

8e poate 8crie pentru ace8t tip âe mizcare impu8â, 8ub torma:

(2.26)

!n acea8tâ relație 8-a neglijat reterinta la punctul âe calcul al Ior8orilor geometrici 
zi reterinta la ba^a proiecției. -Vvânâ introâu8â o legatura tîctivâ între Nx zi No, o 
a8emenea ecuație 8e numezte ecâ/e c-/>re^rQ//(7â c/e s /an/rz/u/.
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2.Z.). ^iiîZC^irii kiM ?wklLiri(^

?rocedura de8cri8â în paragraful precedent poale 6 folo8itâ în carul manipula­
toarelor sau, mai general, al stemelor mecanice pentru care nu exi8tâ IVI6I explicit, 8au 
e8te prea complex. ?rocedura e8te totuzi limitata la mișcările numite 8tandard. ?entru 
mizcâri oarecare, dorite pentru efectorul fmal, dacâ nu 8e di8pune de un ^lOI, 8e poate 
tolo8i metoda de inver8are numerica a modelului geometric.

?rin inver8are numerica 8e înțelege rezolvarea unui 8i8tem âe n ecuapi neliniare, 
cu necuno8cute. >^cea8ta e8te âe fapt o problema de analirâ numerica, zi exi8tâ de)a 
programe 8pecialirate pentru rezolvarea 8a. 8e prerintâ în continuare principiul metodei 
Newton—Kapb8on. Modelul geometric direct 8e poate 8crie 8ub forma.

.... q^-Xj-0^ j-17" (2.27)

unde q e ir" , XS iar f lk" IL" e8te o iunctie continuâ zi diferenpadilâ care 
tran8kormâ coordonatele cuplelor în coordonate operaționale.

8e dau valorile inipale vecine 8olupilor cântate. ?rin dezvoltarea în 8erie 
fa^lor, în vecinâtatea lui q(o/, zi reținerea termenilor de gradul 1 8e obpne:

(2.28) 
^-l öq'

don8iderând câfj(q) 0, relația (2.28) 8e poate 8crie 8ud formâ matricealâ:

^^4(0)) 4<o)f^4<o)) (2.29)

unde d(q(0)) e8te)acobianul calculat în initial q(0) zi definit cu relația:

(2.Z0)

?re8upunând câ det ^(q<o-) 0, 8e poate calcula 8q(0>
6 4(0)^4(0))'f^4(0)) (2-^1)

Ouno8când crezterea 8q^o), se obține un nou/-râl

4(i) 4(0) ö q^o) (2.32)

>^ce8l /-r/nc/ e8te con8iderat ca o nouâ inițializare a relației (2.28), unde q(i) 
înlocuiezte q(0) 8e obtine 8q(i> cu relația (2.31), apoi q(2), cu relația (2.32). In 6nal, 
formula de recurentâ e8te:

i 4(i) - «I i (4(i))-f(4(i)) (2.33)

zi pentru / 8u6cient de mare (i I^l) a8tfel încât sq^.i) - 4^) ! < e dat, 8e obpne q cu 
precizia e impu8â.

Metoda poate 6 folo8itâ în ca^ul când manipulatorul are o arbitecturâ particularâ 
complexâ, a8tfel câ inver8area explicitâ e8te foarte complicatâ. Metoda are în8â mai multe 
inconveniente. ^8te nece8ar ca inițializarea proce8ului 8â 8e facâ într-un punct q(0) care 8â 
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nu lîe prea depârtat de 8olutia exactâ, 8LU (ie una din 8olupile exacte, în carul 8olupilor 
multiple. Metoda numerica nu kurnirearâ, prin încercâri, an8Lmdlul 8o1utiilor multiple.

8i8temul âe referința atacat electorului final N^ trebuie 8â evoluere între 8ituarea 
inițiala zi cea 6nalâ R/. ?entru fiecare moment t^ 8e cuno8c cele za8e coordonate 
operaționale Xâ), i " 1, , 6, ale politiei zi orientării 8i8temului de referința atazat 
efectorului final (Rx^)), în raport cu 8i8temul de referința fix Ry, trebuind 8â 8e 
calculere valorile core8punrâtoare ale coordonatelor cuplelor cinematice c^(t^). ?entru 
acea8ta 8e utilirearâ formula iterativa (2.33), prin care intervin în f(c^) matricea inver8â 

zi ?entru prima iterație a proce8ului, la momentul 1^, 8e va lua q(t^_i) 
core8punrâtor 8ituârii vecine precedente 1^-i. Oum q(tk) cântat 68te vecin cu în 
general, vor 6 8u6ciente 2 8au 3 iterații pentru a gâ8i q(t^).

Oenerarea mizcârii prin inver8are numericâ poate kî uzor aplicatâ în ca^ul 
manipulatoarelor cu za8e grade de libertate, când, pentru parcurgerea traiectoriei, 68te 
luatâ în con8iderare zi evoluția orientârii efectorului final. Deoarece generarea mizcârii 
prin inversare numericâ, pe ba^a metodei ^lev^1on-Kapb8On poate 6 aplicatâ doar în ca^ul 
unui model geometric format din n ecuații neliniare, cu 7? necuno8cute, 8e recomandâ 8â 
8e reab^e^e mai întâi trecerea de la matricea de 1ran8formare generalâ 6^ la vectorul 
coordonatelor operationale X.

2.3.4. kL8?Ld^NL^ NL8HriCIIIL.0N VL MI^C^NL

o altâ problemâ care trebuie rerolvatâ con8tâ în faptul câ 68te necesar 8â 86 
verifice dacâ mizcarea prevâ^utâ e8te efectiv p08ibilâ zi dacâ, în particular, îndeplinezte 
urmâtoarele condiții:

* re8pectâ limitele vitezelor cuplelor cinematice;
*re8pect â limitele accelerațiilor cuplelor cinematice;
* nu trece printr-o configurație 8mgularâ;
«realirea^â traiectoria într-o configurație impu8â a manipulatorului.
?entru interpolarea liniarâ expu8â 8e pre^intâ în continuare procedura de calcul a 

vitezelor zi accelerațiilor în 8papul cuplelor cinematice.

2.3.4.1. VULLLLL CLIkLLLON CV<L^VHCL COI^VCC^O^NL

for8orul cinematic în al mizcârii N^/Ro are viteza de rotape wx/o zi 
viteza de tran8latie a punctului - Xd. In No, tor8orul cinematic e8te:

L-X Ouo 

_ ^0
-XV (2.34)

unde v e8te matricea coloanâ a componentelor depla8ârii generale a lui N^ în No- Dacâ p 
68te matricea lui exprimatâ în punctul zi în raport cu 8i8temul No, atunci rerultâ:

^q-XV (2.35)
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Deoarece 8-a pre8upu8 câ nu 8unt atin8e contiguratii 8ingulare în timpul mizcârii, 
äet p ^0, vitezele cuplelor cinematice 8e exprima prin:

(2.36)

?entru a exploata acea8tâ relație zi pentru a veritica re8tricpile limitelor vitezelor 

cuplelor cinematice e8te bine 8â 8e kolo8ea8câ parametrul X,. "finanä 8eama äe q X , 

relația (2.26) âevine:

v (2.37)

^ce8tâ relație, inäepenäentä äe legea orara, permite 8â 8e calculele, 6e literal, în 
ca-ul 8implu, fie numeric, äqVäX în funcție äe X. zi 8â 8e tra862e curbele g>(X) (pentru care 
8e prezintă un exemplu în figura 2.4), äeünite äe:

(2.38)

unäe e8te limita 8uperioarâ a lui q^. ^.e8trictia 8e 8crie deci la tel, 

pre8upunânâ câ X > 0:

(2.39)

-V8tfel, în 6g.2.4, âupâ ce 8e reprerîntâ curba X(X), trebuie 8â 8e veritice âacâ 
curba X(X) e8te în întregime 8ub curba g^(X). Lurba g^(X.) äelinezte âeci un âomeniu 
aänÜ8ibil al legii orare în planul talelor (X., X). Dacâ ace8ta e8te ca^ul pentru) 1, ... , n, 
8e poate atunci optimiza legea orarâ "nâQncZ" palierul äe viterâ pânâ cană curba X(X) 
âevine tangentâ la una âin curbele g^(X). In ace8te conâipi, timpul äe tränier va 6 cel mai 
mic pO8ibil, compatibil cu forma legii orare âorite zi cu re8trictia vitezei cuplei 
cinematice.

?ig. 2.4. Domeniul aâmi8ibi1 pentru curbele äe fa^â, core8pumâ1or cuplei
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Lcs/n/?/« i/s a /r^Lte/s^ </e vitsrä /-e/r/z« u» Ma/rrr?tt/âr

?ie manipulatorul Kl (6ß. 2.5.a), pentru care, traiectoria ce trebuie realizata este 
LjLf, cu Lj (a, -b) zi Lf (a, b). In acest car simplu, se pot determina analitic curbele 
limita ale vitezelor kentru acest manipulator se determina modelele directe:

^-q^8inq ^q^osqi 8inq^

l_In calcul simplu, cuv ^0,2b^, conduce la:

?i§. 2.5. Lurbele limitelor de vite^â pentru un manipulator plan KT" 
zi o traiectorie rectilinie
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Imiectoris Iui âetmilâ eonkorm reiatei (2.16) prin - OLj > -.6, implică: 
x - uziv (2X - 1)b. Ostiei, >161 se poale scrie in funcție âe X:

>161 (X.)

q^^2X-l)'b^s"

", , (2X-l)b , a

c> q"

8e poate obpne ? v, exprimat în funcție âe X, zi âeci, âiin (2.37), âq/âX zi în 6nsl 
k'l-.), ) - I, 2, âin (2.38):

2ab
ic^.

2^-^t?

Ourbele 8^(^) zi g^(^) sunt prezentate in kîg. 2.5.(b). -^ce8lea delimitearâ rona 
autori^atâ pentru leZea orara exprimata sub forma unei eurbe âe fa^â. >^ce8t exemplu, 
relativ banal, 8coate in evidentâ eomplexitatea problemei.

2.3.4.2. <X!i»n0ir ei^L^nc^L

?entru determinarea accelerațiilor cuplelor cinematice 8e incearcâ o abordare 
8imilarâ celei pentru vitere. -^8tfel, q 6ind funcție de / prin intermediul parametrului X, 
e8te uzor de arâtat câ:

â^

dX dX.'
(2.40)

8e con8iderâ câ zi X 8unt kuncpi de X. In acea8tâ etapa, curba de fa^â (>,) 8e 
pre8upune cuno8cutâ, îndeplinind condițiile cerule de re8trictiile vitezelor cuplelor 
cinematice. Exprimând re8trictiile accelerațiilor, rezulta:

-Xâ<q<«â (2.41)
O a/, a

?unerea în aplicare a condiției (2.41) e8te diiîcilâ. 8e poate 8impb6ca mult 
problema pre8upunând câ accelerațiile cuplelor cinematice 8unt mult mai mari la 
începutul zi la 8tarzitul mizcârii, decât în timpul când efectorul 6nal evoluează cu viterâ 
con8tantâ. >Vcea8ta în8eamnâ, pe de o parte, limitarea 8tudiului la vecinâtâtile lui 0 zi 

X. 1, zi, pe de altâ parte, neAli)area în exprimarea lui q a termenului >^8tfel, 

condiția (2.41) 8e 8imp1ilîcâ con8iderabib

A-"- (2.42)

?entru cupla cinematica/, ținând 8eama de detînilia (2.38) a lui c^(X):

X 0 82U -,^1 î - 1, li (2.43)
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pentru a exprima re8trictia accelerației cuplei cinematice e8te p08ibilâ exploatarea 
directa a curbelor limitelor äe viteza c^(X,).

2.3.5. înmrkOL^L

2.3.5.1.

Majoritatea roboților indu8triali folo8e8c tîe interpolâri liniare ea cele analizate în 
2.3.1, tîe interpolări circulare. ^ce8tea din urma permit âe8crierea unui cerc 8au a unei 
porpuni äe cerc într-un punct () al lui Rx. !n ace8t ca?, mizcarea äe orientare poate 
îmbrăcă äoua forme:

* 68te inexi8tentâ: în an8amblu, mișcarea 6inâ o tran8latie circulara;
' e8te interpolata liniar între o 8ituare inipalâ Nj zi o 8ituare tînalâ Rf.
>^ce8t tip äe mizcare 8e tratea^â ca în paragraful 2.3.1, moditîcându-8e âoar ecuația 

(2.16).

a) pa acta/ O Lvtc or/^/aca /a/
vaca punctul () e8te conkunäat cu L,, 8criinâ OL, 0(3 (3L,, rezulta:

OLj (2.44)

unäe (3 e8te centrul cercului, n e8te normala zi cp e8te ungtnul äe rotape nece8ar pentru a 
âe8crie arcul äe cerc äe la Lj la Lf. stabilirea ace8tei relafii tace apel la formula ^21:

v* v R. v - v (2-45)

Lxpre8ia (2.8) a matricei äe rotatie 68te con8ervatâ cu eventual o lege orara äe 
orientare diferita äe cea a politiei. pie:

ir°Xg6) (2.46)

Lxi8tâ a8ttel toate elementele pentru a calcula HlOI

paacta/ an /-aact oarccarc a/ /a/
punctul () S Rx are o mizcare pe un cerc cu centrul (^, äe normala n, âupâ legea 

orara punctul () ocupa politia ()j cuno8cutâ în Rj. politia punctului () în R, 8e 
notea^â cu (),. I^lizcarea äe orientare a lui R, e8te conâu8â äupa o lege äe orientare, în a 
cârei exprese intervin u, 9 zi X<>. politia lui L, în Ry äepinäe äeci, în acelazi timp, äe 
mizcarea circulara a lui (), zi äe mizcarea äe orientare R,/Ro. ^e obtine 8criind:

OL,-0(3^ OY,-L,O, (2 47)

Introducând vectorii cuno8cuti <3()j zi LOj zi apelând la relația (2.45) 8e obtine:

OL, - O<3^(n,Xr>(p)<3yj -kt(u,X.oO)LjOj (2-48)

c) (3a/ca/a/ /a/ /kfa,
8e face apel la relația (2.48), care, cu cp, - >.p(p, conăuce la relația intrin8ecâ:
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- I-t-8in(p^ n >0 ^Oo8(p^)n^ (2.49)

unde n este matricea preprodusului vectorial asociata Iui n. In general, n Lind cunoscut 
prin componentele sale in Ry sau in R, se va obtine matricea X(n, X?cp) in unul din cele 
doua sisteme de referința.

Lxistâ astfel toate elementele pentru a calcula efectiv coordonatele lui cu 
relațiile (2.44) sau (2.48), potrivit tipului de traiectorie circulara dorita.

lotuzi, in practica, traiectoria circulara a lui ()x nu este datâ întotdeauna direct prin 
centrul (2 al cercului zi prin normala sa. Oel mai des, traiectoria este detinitâ prin trei 
puncte necoliniare, care pot 6 ()j, ()f zi un punct intermediar ()^. pornind de la 
cunoazterea coordonatelor acestor puncte, trebuie sâ se determine coordonatele centrului 
cercului O, ungkiul cp zi normala n Ia cerc.

2.Z.5.2.

8arcina unui manipulator industrial necesitâ uneori o mizcare de-a lungul unei 
curbe predekinite (cerc, elipsa, porțiune de parabola, etc). Aceste curbe pot 6 descrise 
prin ecuațiile lor parametrice. Oele douâ categorii de mizcâri interpolate considerate pana 
in prezent se caracterizează prin faptul câ traiectoria punctului p este o curbâ matematicâ 
simpla, ale cărei ecuații parametrice sunt cunoscute zi simple. în ca^ul unei sarcini care 
necesitâ o traiectorie complexa, curba ce reprezintă traiectoria este detinitâ printr-un 
ansamblu discret de puncte p^. On segment de traiectorie intre punctele p^.i zi p^, este 
delinit printr-o ecuație parametrică polinomialâ de forma:

0<k<1, ^-0 L^p^ (2.50)
i-O

Loelîcientii vectoriali se determinâ din condițiile de continuitate pe porțiunile 
de traiectorie adiacente, potrivit gradului K al polinomului, pot 6 satistacule mai multe 
sau mai puține condiții. Lste necesar sâ se asigure cel puțin continuitatea tangentelor Ia 
porpunile de traiectorie, dar se poate incerca zi obținerea continuitâtii curburilor zi 
torsiunilor.

2.3.6.

Oacâ se dispune de o anumitâ alegere a traiectoriei care trebuie realiratâ pentru o 
sarcinâ datâ, trebuie ca aceasta sâ kie aleasâ astfel încât sâ lie folositâ la maxim 
capacitatea vitezelor manipulatorului.

Vitezele cuplelor cinematice tiind limitate, , se propune câutarea, pentru o
configurație instantanee datâ, a direcției (sau direcțiilor) din spațiul operațional, potrivit 
câreia (cârora) viteza efectorului tinal este maximâ, ceea ce se exprimâ prin 
^X^ maxim. pornind de la X^3q, se presupune câ det 3^0. Restricția asupra 

vitezelor cuplelor cinematice se scrie 3^ X < . problema este deci urmâtoarea:
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8e maximi?ea?â ^X^ impunânâ re8trictiile. X^ < X < X^ (2.51)

?roblema âe mai 8U8 e8te o problema âe optimizare a mmi criteriu pâtratic (în 
ace8t ca? o "â/ââ"), cu re8trictii liniare âe inegalitate. ^cea8tâ problema poate 6 
rezolvata prin metoâa programării liniare. 8e ztie câ 8olutia âe âimen8iune x pentru 

e8te obtinutâ cânâ exi8tâ n re8trictii active. 8olutia pentru q e8te:

(2.52)

unâe .... x" este o secvenM âe 1 ;i -1.
Din punct âe veâere geometric, acea8ta 8e exprima a8tkel. âomeniul D al 8patiului 

vitezelor X, e8te un âomeniu convex, âelimitat âe biperplane' 8olutia v^-^X^ 

core8punâe vârtului cel mai înâepârtat âe origine, iar vectorul care leagâ originea âe ace8t 
vârf e8te v^ax

?orninâ âe la 8olutia q âatâ âe relația (2.52) 8e âeâuce câ: Xj, t -i-qj. Daca
8e introâuc ace8te expre8ii ale lui în ^4OV, 8e obsin ecuapile mizcârii electorului final:

(2.53)
Lliminânâ timpul /, traiectoria obtinutâ e8te traiectoria âe vite?â maximâ, care 

âepinâe âe condițiile initiale qo Dacâ varia?â ace8te conâitii initiale, 8e obtine o rețea âe 
âe linii âe vite?â maximâ. Obligarea ace8tei relele permite optimizarea 8arcinii robotului. 
De exemplu, pentru o 8arcinâ âe tran8ler între âouâ /-r/nc/e, trebuie 8â 8e aleagâ cele âouâ 
Z-râ/e pe aceeazi linie âe vite?â maximâ. ^.cea8tâ metoââ permite âeci optimizarea 
pla8ârii 8arcinii în raport cu ba?a robotului, tiinâ valabilâ atât în ca?ul comenzii punct cu 
punct, cât zi în ca?u1 comenzii interpolate.

In mizcarea optimâ gâ8itâ, re8trictia nu mai e8te luatâ în con8iâerare,
âeoarece, q - 0. !n ace8t ca?, e8te convenabil 8â 8e verifice re8tricpa a8upra torselor 
generali?ate ale mecani8me1or âe acționare . ^loâelul âinamic, cuq - v 8e reâuce

la 1^ ^v(q, q), unâe termenul generic 1^ -v^q, q) are o formâ pâtraticâ în q ^8ttel, 
re?ultâ:

-D^q, (2.54)

8criinâ relapa (2.52) 8ub forma q c X^, unâe e âiag(e', ..., e"), conâipa care 
trebuie re8pectatâ 8e 8crie:

<X^e6^q)eX  ̂ (2.55)

8e tratea?â un exemplu 8implu în 2D, care poate 6 re?olvat analitic. 8e con8iâerâ 
manipulatorul plan l'X, repre?entat în fig. 2.6. ?entru ace8t manipulator 8e cuno8c:

IVI6V >«20^ X^^q
Xr--1.8lnq2 ^0 0
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8ig. 2.6. Traiectorii de viterâ maxima pentru manipulatorul plan IX

8e considera Xv ^Xv, X^. 8istemul inegalitâtilor (2.51) se scrie:

-Kv X2 < X^

-X
8Oosq" "

sigura 2.7 reprezintă domeniul De al vitezelor admisibile ale cuplelor cinematice 
(a) zi domeniul D al vitezelor carteziene admisibile (b) ale punctului ?. 8e poate odsserva 
corespondenta între punctele omoloage HLOD zi -V8'0'1)'. sigura reprezintă un ca? 
particular unde - n/4, X^ V 1 m/s, X^ co 1 rad/s, 8 1 m. 8ste evident câ 
VmM se obtine în punctele 8' sau D', omoloagele punctelor 8 zi D. ?entru relația (2.52) 
exista deci o perecbe de soluții:

q-^-V sau q-^V -co^

8inia 8'D' reprezintă direcția de vitexâ maxima zi este tangentă la traiectoria de 
viterâ maxima care trece prin punctul ?. Aceasta se obtine în maniera urmâtoare: se alege 
solupa q - ; se poate pune Vi zi -wt ?r/2 deoarece la t O, X ^0
8^; înlocuind expresiile lui zi în zi eliminând timpul, se obpne ecuapa 
carterianâ a traiectoriei obpnute a punctului X ^0 8^ .

x 1 - — ^rcOos^- ^8^ -^2)^

Decalând punctul de plecare, se obtine rețeaua reprezentata în 6g. 2.7, valabilâ 
pentru:

0<q

Dste evident câ pentru a realiza o traiectorie rectilinie 18, sarcina trebuie 
po^itionatâ în aza fel încât ea sâ corespundă mai degrabâ lui 18 decât lui 1'8'. ?entru acest 
ca^ simplu, aplicarea teoremei de compunere a vitezelor pentru punctul ? permite gâsirea 
soluției mai rapid.
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fig. 2.7. Domeniul admi8ibi1 al vitezelor cuplelor cinematice (a) 
zi al vitezelor carteziene (b) pentru manipulatorul plan ?2

2.4. kkOLLSIîl^I OL 00^0DLL2L 2080?

înainte âe a trece la generarea propriu-LÎ8â a traiectoriei, prin parcurgerea 
algoritmului amintit in paragraful precedent (1.5), trebuie 8â tie rezolvate douâ etape 
preliminare:

a)etapa de determinare a de detinire a traiectoriei carteziene;
b)etapa de alegere a funcsiei (8au iuncsiilor) conducere zi de calcul al coeiicienMor 
ace8teia (ace8tora).
a) traiectoriei 8e pot 8electa din expre8ia analitica a traiectoriei impu8e

(când acea8ta e8te cuno8cutâ) 8au 8e pot calcula prin procedee de interpolare (când 
traiectoria e8te de8cri8â prin aproximarea ei pe porțiuni cu 8egmente de curbe 8imple).

8e1ectate 8au calculate devin noduri de interpolare pentru etapa de generare.
b) Ou valorile 8ucce8ive in timp ale funcției (iunctiilor) conducere 8e reali^ea^â 

apoi generarea propriu-^i8â a traiectoriei in etapa de generare cu generatorul de 
traiectorii. Oenerarea traiectoriei cu iunctii conducere reprezintă cel de-al doilea nivel de 
interpolare.

Deci conducerea unui robot 8e de8iazoarâ in doua etape: 8peciiicarea mizcârii zi 
generarea mizcarii. 8peciiicarea mizcârii con8tâ in alegerea funcțiilor conducere zi 
calculul coeficienților din expresie lor. 8e numezte o iimctie continuâ
de timp care de8crie mizcarea efectorului iinal al robotului. în principiu, 8pecikicarea 
mizcârii poate 6 iacutâ oif-line. Laicului oif-line e8te pO8ibii când mizcarea ce urmea^â 
a ii efectuatâ 8e cunoazte din timp pentru 8arcina re8pectivâ. ?entru 8arcini flexibile, in 
care etapele depind de evenimente produ8e anterior, pot 8â aparâ 8ituatii când zi 
8peciticarea mizcârii trebuie efectuatâ on-line. funcțiile conducere ale8e in ace8t ca^ 
trebuie 8â iie cât mai 8imple pentru a a8igura un timp de calcul cât mai mic (cât mai 
aproape de timpul real).
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VII IVl^HrivL^ VOI^DDVLKL 0(r)

2.5.1. vkHMKL^ IVH-Z^KIi I>L V>VL^ L(^IK)ir VL H^8r0K^KL

Intr-un 8Î8tem robotizat programabil mizcarea dorita poate 6 8peci6catâ printr-o 
8eeventâ de /-r/ne/e nodale carteziene, fiecare dintre ele putând 6 de8cri§ în termenii 
tran8formârilor omogene care leagâ 8i8temul de referința atazat electorului final al 
manipulatorului de 8i8temul coordonatelor 8patiului de lucru (8papul operațional). 
Coordonatele cuplelor cinematice conducătoare core8punrâtoare ace8tor nodale 
carteziene pot li calculate pe ba^a ^lOI, iar pentru racordarea a douâ 8egmente adiacente, 
determinate de /-râ/e nodale con8ecutive, în coordonatele cuplelor, poate li folo8itâ o 
funcție polinomialâ pâtraticâ. >^8tfe1, ekectorul final al manipulatorului e8te controlat în 
mișcarea 8a de-a lungul unei linii drepte ce conectea^â douâ /-unc/e nodale. >^cea8lâ 
telmicâ are avantajul de a face p08ibilâ folo8irea controlului efectorului final al 
manipulatorului în urmârirea obiectelor în mizcare. vezi 8ituârile pntâ 8unt exprimate 
prin tran8formâri omogene, e8te nece8ar 8â 8e 8pecifice în8â zi cum trebuie 8â 8e mizte 
efectorul final de la o politie la alta (de la o tran8formare la alta).

In literatura de 8pecialitate 8unt prezentate diferite modalitâti de conducere a 
efectorului final în 8patiul cartezian, a8tfel încât punctul caracteri8tic 8â de8crie o anumitâ 
traiectorie, iar mizcarea 8â 8e efectueze lin ^?5^, ^?4^, ^13^, ^V7^ dea mai cuno8cutâ 
variantâ e8te aceea care a8igurâ o depla8are dupâ un 8egment de dreaptâ între douâ 8ituâri 
8ucce8ive (un 8egment între kO^j.i zi ?OLj zi un 8egment între kO^j zi kOLj i)

ln raport cu 8i8temul de referintâ inerțial atazat ba^ei robotului configurația 
ace8tuia la un moment dat, într-o 8ituare /, 8e exprimâ fo1o8ind ecuațiile de tran8kormare.

(2.56) 

unde'
»Oo e8te matricea de tran8formare omogenâ care de8crie politia zi orientarea 
efectorului final al unui robot cu n grade de libertate, în raport cu 8i8temul 
coordonatelor de ba^â.
* e8te matricea care caracterirea^â 1ran8formarea 8i8temului
coordonatelor de lucru, în raport cu care 8e exprimâ politia zi orientarea 
obiectului manipulat de robot, fatâ de 8i8temul de referintâ fix. ^.cea8lâ matrice de 
tran8formare poate fi 6xâ 8au variabilâ (dOOI^I)(8), unde 8(t) e8te o variabilâ 
externâ).
«e8te matricea de tran8formare care exprimâ po^ipa zi orientarea 
obiectului manipulat de robot în 8i8temul coordonatelor de lucru.
' e8te matricea de tran8formare care exprimâ po^ipa zi
orientarea efectorului final în raport cu propriul 8i8tem de referintâ. ^cea8tâ 
matrice de8crie punctul caracteri8tic a cârui mizcare trebuie controlatâ.
vacâ combinâ cu O o pentru a forma matricea care de8crie

politia zi orientarea brațului robotului, atunci e8te matricea unitate de
dimen8iune 4><4, care 8e poate neglija, vacâ 8i8temul coordonatelor de lucru e8te acelazi 
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eu 8Î8temul âe barâ al manipulatorului, atunei (^00kMg^ (1) e8te întotdeauna matrieea 
unitate äe äimen8iune 4><4.

In ecuația (2.56) 8e ob8ervâ câ membrul 8tâng e8te format âin matrice care âe8criu 
politia zi orientarea efectorului 6nal al manipulatorului, pe cană membrul ärept e8te 
format âin matrice care âe8criu politia zi orientarea obiectului pe care 8e äorezte ca 
efectorul manipulatorului 8â-1 prinââ. -^8tfel, ecuația äe tran8formare poate 6 rezolvata 
pentru 6 o oare âe8crie configurația manipulatorului pentru prinäerea obiectului:

6° - cookv°^(t). (2.57)

vaca matricea Oo e8te evaluata la o valoare 8uticien1 äe mare zi convertitâ în 
variabilele core8pumâ1oare ale cuplelor, manipulatorul poate 6 acponat pentru a urmâri o 
traiectorie.

kolo8mâ ecuația (2.56), 8ecvensa celor politii care âe6ne8c 8arcina, poate 6 
exprimatâ a8tfel:

6°, - scooiro°^l^^ (2.58)

6°^ - scooiro°^(t)^

8implificânâ notabile pentru matricele äe tran8formare, re8pecbv pentru stemele 
äe referința, ecuațiile äe mai 8U8 8e pot 8crie.

6„L,^(t)l>,
O„ ^2 ^2 (t)?2 (2.59)

vin politiile äefmite äe dj(1)kj 8e poate obtine âi8tanta între /-râ/e con8ecutive, 
iar âacâ 8e cuno8c zi vitezele liniare zi ungbiulare 8e poate obtine timpul nece8ar 
mizcârii âin poritia / în poritia /« /. veoarece efectorul final zi 8Î8temele äe cooräonate în 
mizcare 8unt 8pecitica1e prin polipi în raport cu 8i8temul cooräonatelor äe ba^â, mizcarea 
âintr-o po^ibe în urmâtoarea e8te cel mai bine âatâ prin 8pecificarea atât a polipilor cât zi 
a configurației efectorului final în raport cu 8ituarea âe8tinape.

?entru a face acea8ta e8te nece8ar 8â 8e reâefmea8câ politia pre^entâ zi efectorul 
fmal în raport cu 8i8temul cooräonatelor äe lucru. >^cea8ta poate 6 exprimatâ cu uzurinsâ 
prin reâefmirea tran8formârii kj care utili^ea^â notatia cu äoi inăici (porția kj 
exprimatâ în raport cu 8i8temul cooräonatelor ZH. -V8tfel, âacâ manipulatorul trebuie 
controlat âin politia 1 în politia 2, atunci 8e exprimâ politia 1 în raport cu propriul 8i8tem 
äe cooräonate:

(2.60)

zi apoi în raport cu 8i8temul äe cooräonate al politiei 2:

6^2(2.61)
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rezulta âin aceste ecuații:

(2.62)

8copul ecuației âe mai sus constâ în a determina eând se eunoazte -Vstfel, 
mizcarea între oricare âouâ politii consecutive / zi />7 poate 6 exprimata ca o mizcare âe 
Ia:

(2-63) 
Ia.

(2-64)

unâe ;i reprerintâ irAiskormârile smintite msi 8us.
In ecuația (2.56), matricea âe transformare kOLj, âelînitâ în tuncpe âe matricele 

zi (I^OOirvj, nu tine seama âe destinația fa?ei respective: zi
(^OOI^Vj , ?entru a realiza legatura cu transformările destinație se âekmezte o noua 
matrice âe transformare kO^j , care reprezintă transformarea stârii curente în funcție âe 
transformările âestinatie zi dOOIMj i, a cârei expresie este âe forma:

- <200kw^ <20OK0j kOLj LfL(H0ir^ LfL^OK (2 65)

Lontrolul traiectoriei între /-r/^cie/e (/, /^7) impune âeterminarea unei modificâri 
controlate a transformării ?0Lj în ?0L>i ^?4^. Dna âin cele mai simple metode de a 
sclumba o politie în alta este prin intermediul unei translapi de-a lungul unei drepte zi 
unei rotatii în jurul unei axe kîxe din spațiu. Daca se poate determina o asemenea axâ, 
atunci se poate produce o mizcare de vite?e liniare, respectiv ungbiulare controlate. Deci 
modificarea în se poate face, în general, printr-o mizcare de translație de- 
a lungul segmentului de dreapta care unezte Mnc/e/e (/, />7) zi o mizcare de rotatie a 
efectorului final în jurul unei axe fixe din spațiu, care trece prin punctele respective.

Deoarece determinarea axei ecliivalente de rotatie este dificila, se consideră câ 
mizcarea între /-râ'/e/e (/, />7) este compusâ dintr-o translape de-a lungul segmentului 
de dreaptâ care unezte Mnc/e/e (/, />7) zi douâ rotatii ^D7^: prima rotatie este 
pentru alinierea efectorului pe direcția doritâ, iar a doua rotatie este pentru stabilirea 
(controlul) orientârii efectorului fmal de-a lungul propriei axe. ^vând în vedere câ la 
majoritatea roboților ultima cuplâ este de rotatie, a doua rotatie (necesarâ orientârii 
efectorului fmal) corespunde unei actionâri a cuplei finale a robotului. In multe aplicații 
ale roboților, ca de exemplu ridicarea unei piese aze?ate arbitrar pe o bandâ rulantâ, 
direcția efectorului este impusâ, dar orientarea acestuia varia?â de la ca? Ia ca?, folosind 
compunerea celor douâ rotatii, modificarea orientârii robotului este determinatâ de ultima 
cuplâ de rotatie.

2.5.2. înnrL vori^ 8tX^L8IVL

Considerând ca?ul unei traiectorii formate din segmente de dreaptâ zi introducând 
variabila scalarâ

(2.66)

unde:
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«1e8te timpul curent (real), de la începutul mizcârii;
«li e8te timpul total nece8ar mizcârii între /-râle/e (/, />7), tran8formarea care 

de8crie configurația robotului la un moment dat 1 S ^0, 8e poate exprima:

O„(r) - (N0k0j^(r) v(r) (2.67)

Kelapa (2.67) re8pectâ 8tructura ecuației (2.56), în care:
*re^0, 1^ e8te o variabilâ externâ care controlearâ mizcarea 8i8temului âe referintâ 
atazat;
'v(r) 68te tran8formarea omogenâ variabilâ care exprimâ legea âe mizcare între 

/-r/^c-Ze/e (/, /^7). Matricea v(r) 8e numezte deci v(r) e8te o
kunctie conducere matricealâ de timp.
Lele douâ 8ituâri zi kOL. 1 8unt cuno8cute din proce8ul tebnologic, în urma 

8tructurâlfi mizcârii robotului, 8tructurare exprimatâ prin ecuații de tran8formare (ecuații 
matriceale), în care fiecare ecuape repre^intâ una dintre 8ituâri.

1ran8formarea v(r) 8ati8face relațiile:

v(0) I (2.68)

- vsl) (2.69)

v(l) - (2.70)

?rin inver8area 8imbolicâ a matricei kj zi apoi înmulțirea cu l?j>i 8e obtine:

dotând ?OL,' cu kj, cu zi ținând 8eama de reprezentarea
1ran8formâri1or omogene, matricele kj zi 8e pot exprima de forma:

px 0^> px^

kj -
n^l 0^' pv'""

' (2.71)
°:- P-' 0^ p-"'

0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 I

I^lizcârile de tran8latie zi de rotatie între /-r/^c/e/e (/, />7) 8e executâ cu viterâ 
con8tantâ, tîind direct proprotionale cu timpul normat Oacâ varia^â liniar în raport cu 
timpul, atunci mizcarea re^ultatâ, repre^entatâ prin matricea v(r), va core8punde unei 
vitele liniare con8tante zi la douâ vitele ungbiulare con8tante.

Matricea conducere v(r) poate reprezenta trei mizcâri.
*o tran8latie, în coordonate carteziene, de la kj la l?^i, reprerentatâ printr-o 
matrice de 1ran8formare ^r);
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«0 rotape maurul unei axe oarecare äe ver80r k, care a8itzurâ alinierea ver80i^lui 
iniftal äe apropiere a^' cu ver8orul kmal 8imultan cu âe8lazurarea tran8latiei 
carteziene, reprezentata printr-o matrice äe tran8lormare ^(r);
«o rotape în)urul versorului a^'a ver8orului äe orientare inipalâ o' ' în ver8orul 
äe orientare lînalâ o^^^ a electorului, 8imultan cu âe8lazurarea tran8lapei 
carteziene, reprezentata printr-o matrice äe tran8lormare ^o(r).
^8tkel, matricea conăucere v(r) are expre8ia:

(2.7Z)

Versorul l/' al axei corespunzătoare primei rolul ii se obține prin rotirea axei a lui 
kj cu un ungki în ^urul axei 2:

-8vj/ Ov 

8vz/

0 

0

^ran8latia caNe^ianâ "?(r) 8e exprima:

1 0 0 rx

O I 0 r

0 O 1 r 2

0 0 0 I

(2.74)

(2.75)

unäe x, 2 reprezintă componentele tl an8lapei äe la p, la kj. 1. 
Kotapa ^^(r) nece8arâ alinierii axelor 8e exprima:

-8vj/.c^V(ld) ^8(ld) 0

- dvj/ - V(rO) c^/V(l9)>e(M) 8^ - 8(56) 0
(276)

-cv,/8(ld) -8^/ - 8(id) (^(â)) 0

0 0 0 I

unäe 8-au lolo8it notapile.

(2(rO) co8(r9) 8(r0) 8in (r6)
(Ivz/ co8^/ 8vj/ 8invj/ (2.77)
V(r9) - Ver8 (rO) - l - co8 (r9)

Kotapa l^a(r) reprezintă o rotape în )urul ver8orului ' cu un^tuul 0. Kotatia ko(r) 
reprerintâ o rotatie în )urul ver8orului äe apropiere al electorului lînal cu un^kiul 
ch.kotapa I^o(r), în)urul ver8orului äe apropiere a^'^, e8te o rotape 8implâ în)urul axei 2:
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c(4) -8(4) 0 0'

k°(r)-
8(ch) c(4) 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

(2.78)

unde s-au folosit notapile: 8(r<j>) sin(r<j>) zi O(rch) 008^).
Matricea de rotape ka(r) indicâ o rotape cu un unghi 0 în )urul versorului de 

orientare 0^' eare este rotit eu un ungln maurul versorului de apropiere, ^(r) reprezintă 
o rotape cu unghiul lj> în^unil versorului de apropiere al efeetorului a' '.

In concluzie, unghiurile ih zi 6 sunt unghiurile totale dc rotape neeesare ea 
efeetorul final sâ treaeâ din po^ipa inipalâ în po^isia finala, iar mărimile rch zi r0 
reprezintă fraepunile de unghi eu eare trebuie rotit efeetorul final la fiecare pas (r < l). 
De asemenea, x, 2 repre^intâ valorile totale ale translapei neeesare pentru treeerea din 

în iar rx, r^, r? reprezintă fracpunile de translape ee trebuie efeetuate la
fieeare pas, adieâ evolupa în timp a coordonatelor carteziene ocupate de punctul 
caracteristic în mizcare.

Ou o astfel de structura pentru matricea conducere v(r) se asigura deplasarea 
efeetorului final în linie dreapta.

înloeuind matrieele (2.75), (2.76), (2.78) în matricea (2.73), rezulta expresia 
matricei conducere v(r) de forma: 

unde n - oxa zi:

-8(ch)^z v(id) c(id)^ - c(ch)8>>, cv v(id) 

8(4)8P Lv v(>H) ->-c(4)^^ v(,H) c(i6)^ ' 0-

cv8(rtz) 

8v8(id)

rx

(2.80)

8(ch)c>i/ 8(iH) - c(ch)8 V 8(id) . c(M) , 52

problema determinării concrete a matricei conducere v(r) consta în determinarea 
valorilor concrete ale unghiurilor <>> zi 0 zi ale translațiilor x, 2 necesare pentru trecerea 
din în kOLj , Determinarea valonlor <h, 9, x, 2 se poate face în tara de 
specificare a mizcârii. !n etapa de generare a mizcârii se calculea^â succesiv valori 
concrete pentru matricea conducere D(r), dând valori succesiv crescâtoare Iui 
programul de generare a mizcârii între douâ situâri date, în spasiul cartezian, folosind 
matricea conducere v(r), calcuIeLLâ aceastâ matrice dând valori succesiv crescâtoare Iui

Inmulpnd valorile lui v(r) obpnute pentru valori ale lui cu kOLj, se objin situâri 
intermediare între kO^j zi , loate aceste situâri intennediare se aklâ pe un 
segment de dreaptâ ce leagâ POLi de kOLj 1

pentru detenninarea valorilor x, 2, 6 zi se particularirea^â r l zi rerultâ.
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XU.'- (p^'-p'-) (2.81)
^o^p^-p'-) (2.82)

r-s''- (2.8Z)
O^i

îs -71 < V,/ < 71 (2.84)
n - - L _____________

'86 - ----------- 0 L9 L7i (2.85)s > s
n^-^^>V9-^c6^v''- n^'^-8^86^'-

-8vOvV6c^vs^cs^«'- o^^-8vi>86^''- o'^'^

-7i ä 7i (2.86)

frecare perioaää äe eșantionare, pentru o valoare a Iui (re^O, 1^), se 
calculearâ âeci matrieea conăucere. 8e âeterminâ apoi configurata robotului, sub forma 
transformării äe cooräonate, eu ajutorul relației (2.67).

!n carul unei traiectorii formate clin mai multe segmente äe âreaptâ, la eare viteza 
liniara sau ungbiularâ este eonstantâ pe frecare segrnent, äar äiferä äe la un segment Ia 
altul, apare un regim tranzitoriu în punctele äe intersecție a segmentelor. în acest car este 
necesar sâ se rerolve tranritia între segmentele traiectoriei.

2.5.3. îi^nrL roiriLi

!n ca^ul unei traiectorii formate âin mai multe segmente äe äreapta, la care 
viterele liniare zi ungbiulare sunt constante pe fiecare segment, äar äiferite äe la un 
segment la altul, apare un regim tranzitoriu în punctele äe intersecție a segmentelor 
(puncte äe äiscontinuitate pentru vitere).
?entru a evita âiscontinuitatea viterei în punctul äe capât al fiecărui segment äe 
traiectorie, mizcarea trebuie acceleratâ sau frânatâ, äe la un segment la altul. Aceasta se 
poate realira prin inițierea unei scbimbâri în viterâ cu r unitât äe timp înainte ca 
manipulatorul sâ atingâ un punct äe capât zi menținerea acceleratei constante r unitâti äe 
timp clin uru^âtorul segment äe traiectorie (tig.2.8).

Oacâ accelerasia fiecârei variabile este mensinutâ la o valoare constantâ în 
intervalul äe timp j-r, ib atunci accelerata necesarâ moăifrcârii atât a popiei zi a vitezei 
este l?5b lVI2t

(2.87)

unäe -i, < t ri, b (1^,)/2ii zi :
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?jtz.2.8. "franzipa între doua 8egmente de traiectorie

x(t)-

X

V

2 ^Xc i

Vc-Vu

^x,^ - 2/V

6 2
 

M
IO

 
cD

<D
 

cr

! <D

<t>u_ ,^ir ^^/v_

(2.88)

unde zi /^Xo 8unt vectorii ale căror elemente 8unt di8tansele carteziene zi unghiurile 
din punctul ö 8pre O, re8pecüv din 8pre 6.

vin ecuapa (2.87), viteza zi pozisia pentru -i < t r 8unt:

(2.89)

x(t)- k'p-k) -,2^x„ (2.90)

uncie:
X(t)^x^z0ch^; X(t) ^x 2 6 (j)^; h - 

2tî

?entru < t "f, - i2, mizcarea e8te cie8cri8â de:
x(t)- h >x^

uncie h 1 / 'f,.

(2.91)

(2.92)

trebuie resinut faptul câ timpul normalizat /r e8te diferit pentru diferite intervale de 
timp.
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?entru mizcarea âe Ia Ia 8 zi apoi âe Ia 8 Ia (2 se dekinezte un ungki v^/ ca o 
interpolare liniara între mizcârile âin -i, t -r:

(2.9Z)
unâe zi v^tze sunt detînip pentru mizcarea âe la -V la 8 zi respectiv âe la 8 la (2, ca în 
relapa (2.84). Astfel, se modikicâ âe la la Mo

veci, pentru o mizcare âin poripa kj în politia se calculea^â matricea 
conâucere v(r) zi apoi matricea âe transformare 6„(r) (relapa (2.67)). Valorile 
corespunzătoare ale variabilelor cuplelor se âeterminâ pe ba^a lVIOI vacâ este necesar, 
se folosesc funcpi polinomiale pâtratice pentru inte^olare între punctele obținute âin

8e presupune câ traiectoria robotului trebuie sâ treacâ pnn punctele 8 zi (2.
8e consiâerâ robotul în po^ipa la momentul se rnizcâ spre porifta 8 unâe 

a)unge în momentul t^9. ln momentul "f, robotul a)unge în po^isia O, âescrisâ âe ecuapa:
d00KV(r) (2 94)

unâe O„o exprima contîgurapa 6(> a robotului în momentul cânâ acesta a)unge în kOLo
8e evaluea^â politiile zi 8 în tennenii unor noi sisteme âe coorâonate mobile 

(20OKV zi LI?L(2K)K, fata âe care se raportearâ mizcarea. 8e exprimâ âeci maMcea 
O„ (<2„^ zi 6„i;), care inâicâ situarea (poripa zi onentarea) efectorului final pentru cele 
âouâ poritii zi 8. 8e rezolva în continuare ecuațiile âe transformare corespun^âtoare 
pentru 80^ zi POLiz

kOL - cooiro ' Lrecrok (2 95)

- cOOKv ' (2 96)

Mizcarea âe la punctul 8 spre punctul (2 va tî âescrisâ âe o matrice conâucere 
One(r), âekmitâ prin:

(2.97)

8e âeterminâ astfel punctele intermeâiare care formearâ segmentul âe traiectorie:

O„ - d00k0(s) ?0Lu (2 98)

'fotoâatâ se poate descrie o mizcare âin punctul 8, înapoi spre punctul -V folosind 
o altâ matrice conducere vi^(r), definitâ prin:

0,^(1)-I'OLH'.I'Or  ̂ (2.99)

vin fiecare din cele douâ matrice conducere Duc zi 0^ se obpn valorile 
variabilelor x, 2, O, (h zi ?entru a deosebi valorile variabilelor (numite variabile 
conducere) se vor aplica indicii respectiv (2. Deoarece ambele mulțimi ale variabilelor 
conducere sunt exprimate în raport cu acelazi sistem de coordonate se poate 
descrie mizcarea din punctul -V prin punctul 8 spre punctul (2, dacâ se modifîcâ rx, r^, r?, 
rO zi r<j> în expresia matricei conducere v(r) de Ia x^, 2^, 9/, zi la x^, 2^, 9^ zi

8e presupurre pentru început câ prima rotatie de ungbi 9 se efectuearâ în )urul 
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aceleiazi axe pentru ambele matriee conducere, sau, cu alte cuvinte, ungkiul este 
acelazi pentru cele âouâ matrice conducere.

8e pot deiini acum Z^Xo zi z^Xe folosind ecuafiile (2.88). Kelatiile (2.87), (2.89) zi 
(2.90) se pot exprima sub forma rx, r^, rr, r9 zi r<>). fiind considerat acelazi pentru 
ambele mizcâri, nu constituie o variabila a mizcârii. 8pre exemplu, coordonata rx a 
matricei conducere este data de.

k^2-k) —->-2^X1,

2K^I,S - k) ^X^ - LXu -I- äXu
V li 7

-r, V 1,

(2.100)

(2.101)

(2.102)

vupâ perioada de tranripe in momentul 1 ii punctele interinediare alese sunt 
date de:

l-x - z^X(> tu X^
/XXo 

r- x ------—

s- X - 0

"r.

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

Dacâ nu este acelazi pentru ambele transformari, atunci trebuie sâ se variere 
in timpul tranripei de la la (relasia 2.93). Aceasta atrage dupâ sine o noua 
accelerație ungbiularâ. trebuie menponat câ valoarea lui ^e detenninâ pentru carul 
când 0 este poritiv. ?entru a determina se aduna sau se scad l800 astfel incât sâ 
rerulte < l800 zi se modifica semnul lui <j>. <j> obsinut din ecuapa (2.86) nu este
afectat de aceste modificari. Aceasta modificare efectuata asupra Iui x^n va minimira 
efectele accelerației adiționale corespunrâtoare rotapei cu ungbiul x^/.

Dacâ punctul 8 se alege ca origine a sistemului de referinsâ (fig.2.9), z^X^ este 
definit direct de câtre: x^, r<^, 9e, iar Z^X» este definit de către: x^, r^, 9/.,
Expresiile elementelor matricei conducere, in acest car, se modifica corespunrâtor.

fig.2.9. "franripa intre segmentele ^8 zi 8(2 ale unei traiectorii. 
Originea sistemului de referința este aleasâ in punctul 8
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2.6. eu
KL8Hri(^IHL.0ir VII^ 8k^I1^L. 0kLI^710^^b

In ca^ul mizcârii /-r/^c/ cu /-râ/, sarcina robotului este delrnitâ prin.
«o situare inipalâ Xo zi o situare lînalâ Xm, cu:

Xo-X^0 (2.107)

*(m - I) /-r^c/e âe trecere intermediare X^ (k -- 1,2, ..., m - 1) stabilite astfel încât 
sâ fie evitate obstacolele din spapul operațional.
?roblema constâ în a parcurge rapid intervalul dintre X<> zi X„„ trecând prin 

vecinâtatea intennediare zi respectând restricțiile exprimate prin vitele zi
accelerati maxime liniare zi Kazi ungbiulare zi

(2.W8)

8olupa problemei depinde de tipul de interpolare ales. Interpolârile polinomiale 
sau inteipolârile polinomiale pe intervale asigur â o bunâ continuitate a traiectoriilor. 
Lurbele spline cubice, de exemplu, minimirea^â ra^a de curburâ medie, deci o anumitâ 
funcție a acceleratilor, dar sinteza mizcârii optime nu este sistematicâ zi poate releva 
simulâri interactive. O altâ abordare constâ în a unna "cel mai bine" poligonul XoX, ... 
X„„ minimizând timpul de parcurgere; traiectoriile în linie dreaptâ facilitea^â de fapt 
programarea zi evitarea obstacolelor.

în spasiul operaponal divizat în douâ subspapi (po^i^ie zi orientare), traiectoriile 
sunt constituite din segmente de dreapâ ^X^ X^_^ parcurse cu vite^â constantâ v^ zi 
legate prin arce de curbâ parcurse cu accelerațiile maxime sau Arcele sunt 
racordate cu segmentele astfel încât sâ fie asiguratâ continuitatea vitezei.

In continuare se prer:intâ douâ moduri de abordare a generârii mizcârii punct cu 
punct în spasiul operațional, dupâ curn este luatâ în considerare sau nu orientarea 
electorului final.

2.6.1. L rrn rit i nouoi, îi^ rnvn» <^ri
r^nt: i nor/V L/X r/V z/r NL îi» (oonnoi» vi r: (

(r 1 co>i8m>i r-r tonr t r i

I^lizcarea electorului lînal al robotului este lormatâ din segmente de dreaptâ, în 
coordonate carteziene, conectate prin arce de cerc. Viteza pe segmentele de dreaptâ este 
constantâ, iar vitezele inipale zi finale sunt nule. Lroarea de politie e^, care apare la 
tranziția între douâ segrnente, trebuie controlatâ pentru evitarea coliziunii cu obstacolele, 
iar limitele admisibile de viterâ zi accelerație zi K» ale sistemului de acționare nu 
trebuiesc depâzite. în aceste condiții, timpul total, necesar pentru parcurgerea traiectoriei, 
între/-râ/e/e Xo zi X„, trebuie sâ lre minim ^07^, ^043^, ^044^, ^15^:

K-I

(2.109)

48

BUPT



2.6.1.1. 226U 02

8arcina robotului este dekinitä prin mi/ /-a^e/e (poligon âe delinipe) în (?y, 
?i, ... k,„). Mzcarea punctului caracteristic al robotului pe traiectorie are douâ aspecte 
diferite, corespunzător taxelor de ponnre/oprire zi de regim staționar, pentru restul 
traiectoriei.

7>a/mi>ea -7 a^/-i>ea: ln planul (?o, ?i, ?2), segmentul ^?o, este parcurs cu 
accelerație constanta pe durata 2iy, apoi cu vitexâ constantâ pe o durata (?i - - io),
unde "f, zi ii se vor detmi pentru caxul general, De asemenea, în planul (?„,_2, ?„>),
segmentul s?m i, se termina cu o decelerare constantâ de durata 2im

^er/aa^a >7a//a/ra/^a: ln caxul general, în planul (?^_i, ?^, ?^i), segmentul 
este parcurs cu vitexâ constantâ, mai pupn în timpul tranxipilor, în vecinâtatea lui 

sau unde traiectoria este un arc de parabolâ parcurs cu accelerație constantâ. 8e 
noteaxâ 2i^ durata tranxipei nmnârul zi cu durata de parcurgere a porțiunii 
unde ?,< este punctul real atins (care diferâ de pentru li 1, 2, ..., m - 1).

Ngura 2.l0 ilustreaxâ forma traiectoriei obpnute zi precixeaxâ delinipile diverzilor 
timpi de parcurgere. Originea timpului / se alege în ?o, la începutul primei accelerâri.

^caafâ'/e mi-ca^ se exprimâ considerând mizcarea electorului fina!, cu 
pâstrarea orientârii constante de-a lungul întregii traiectorii zi constau în expresiile 
poxipei, vitexei zi accelerației punctului caracteristic pentru lîecare interval de timp l'^.

?c porțiunile liniare, vitexâ eonstantâ este vitexa medie:

i

0
v>.

li 1, m

k - 0, m -t-1
(2.110)

/ieeelerapile nenule, în timpul tranxipilor între segmentele traiectoriei, sunt:

«o-—li - 0 
2io

__ —Xx -1 m
2^

(2. IN)

Leuaîiile de mizeare se deduc din (2. NO) zi (2.11 l) prin integrare.

^caafâ/e c/e /ara c/e /iar»/re 8e considerâ t, t, 0 ti -
ii. Deoareee v<) 0, pentru punetul eurent rexultâ:

1*0 (î,) — ko âo t, O<t,<2ro

o (îi) — 2i(î, 2 io) 2io — î,
(2.112)

m/zcare /la/r/z-a /ara 8e eonsiderâ: t„,^ - t - - io
k-i

Deoarece v^, - 0, rexultâ:
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-i--i-t^^ o < t,^î < 21,^ (2.113)

/^caalâ/e i/e ^ri-c«^e /-ea/^a /ara ^/ai/aaa^a: 8e considerâ 1^ - t- ig ceeea 

ce revine la a alege originea timpului 1^ în momentul trcerii prin i Kezultâ astfel, fie o 
fazâ de tranziție cu accelerapa constanta a^.,, tîe cu vitezâ constanta v^:

K-1 — (^-1 v^-1 Vlî-I (îk-t-2 (t^.-i-^K-I — î>( — ^K-1 ^^4)

^'k-i - kV-i ^-i) ^k-i t^ <

2.6.1.2. Orn vL oi»ri>»x^L<L zi irL8tirioiut^

Optimizarea generării mizcârii în condițiile precizate mai sus consta în 
minimizarea timpului total de parcurgere: 

lopl mm l
(2.115)

unde variabilele sunt în număr de ro, zi
?roblema determinării unei mizcâri în timp se reduce la gâsirea a doua secvențe de 

intervale de timp (t,c) zi pentru toate segmentele (ic 0, 1, ... , m) care minimizeazâ 
timpul total "f zi fac ca mizcârile, deimite prin relațiile (2.112), (2.113) zi (2.114) sâ 
respecte bmitâriie de vitezâ, accelerație zi eroare de poziție fasâ de punctele de intersecție 
a segmentelor. 8istemu1 general al restricțiilor este:

(2.116)
(2.117)
(2.118)
(2.ll9)

unde este un coeficient pozitiv,

(2.120)

iar este abaterea (eroarea) la trecerea prin punctul â
Valorile limitâ l^s zi coeficientul se pot determina experimental. 8e observâ 

câ semniticapa practicâ a coeficientului nu este evidentâ. Lste preferabil sâ se poatâ 
fixa direct tolerantele de precizie, în punctele de trecere, de forma ! Oltima 
restricție exprimâ faptul câ tranzițiile parabolice succesive trebuie sâ fie racordate prin 
segmente de dreaptâ, de lungime nulâ la limitâ.

?entru a rezolva problema optimizârii, se transkormâ sistemul de restricții, 
impunând accelerapei o evoiupe de tipul "totul sau nimic", parcurgerea curbelor 
parabolice efectuandu-se cu acceleratii maxime viteze v^ ^15^. Kestrictiile
(2.1 l6)-(2. l 19) se transformâ în:
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lc -1, m

' < Io -----—° 2L.

Kv
< I < ——

" 2X.

2lcX^

^Ic-l

^-1

(2.121)

(2.122)

(2.12Z)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

primele cinci restricții sunt äe tip inegalitate, liniare în variabilele zi i^. Oltims 
(2.126) este nelinisrâ, âe tip egalitate, proveninâ âin expresia:

v^> (2.127)

âe unâe, tinânâ cont ca - K,, rezulta:

^v„,-v^2L^ (2.128)

Daca acoa8tâ ro8Mcpo nu ar exi8ta, 8i8tomul ro8trictiilor 8-ar reduce Ia rezolvarea 
unei probleme de programare liniara. ?ontru a nu utiliza metode complicate de 
programare neliniarâ, ?aul 8ugoroa^â 8â 8e neglijeze pentru început ro8trictia (2.126), 8â 
8e rezolve problema liniara rezultata, 8â 8e adapteze apoi timpii conform (2.126) zi 8â 
8e continue a8tfe1 pânâ Ia 8ati8facerea ultimului tip de ro8trictio. O prima metoda de 
rezolvare a problemei a fo8t propu8â de 6. londer ^15^. Algoritmul ace8teia are 
următoarele etapei

1 . 8e dâ un 86t d6 valori caro 8ab8fac rolatiilo (2.122), (2.123) zi
(2.124);
2 ./^ew/vs?-eLr //>?/cr^e, dolînitâ prin critoriu! (2.115) zi ro8trictiilo (2.121)
zi (2.125), prin mctoda 8imp1ox, timpii 6ind variabilolo;

r/nr// c/e va/on r/, cu rolatia (2.126);
r-/ 5/ r/i vaca 1^ 68t6 apropiat dc 1^ 86 ogaloarâ 1^ 

zi algoritmul 68t6 torminat; dacâ nu, - (1^ > i^^)/2 zi 86 r6ia algoritmul d6 la 
pa8u1 2.

^.ctuabraroa lui 1^ dupâ pa8ul 4 aro în vodoro apropioroa 8olutioi do ro8trictia do 
ogalitato zi algoritmul convorgo dupâ câtova itoratii.

0 motodâ pontru rorolvaroa Atomului do ro8trictii con8tâ în înlocuiroa ro8trictioi 
(2.124) prin urmâtoarolo douâ.

>2b1sx.^^i 
(2.129)
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care au ea scop sa împiedice ca tranritiile parabolice sa nu se racordeze cu segmentele (p^ 
p^il ale poligonului dupâ mijlocul acestor segmente. Considerând dic - - p^i pentru le

1, 2,..., m, se obpne soluta snaliticâ a problemei de optimizare prin relațiile:
x-r ! /d^-1 ^d^

2X.

(2.130)

?e bara metodei prezentate s-a elaborat un program de simulare a mizcârii 
punctului caracteristic al unui robot, în timp minim, cu abatere controlata fata de /-r/ncle/e 
de precizie impuse, tara sâ se ia în considerare orientarea efectorului Lnal. Lurbele din 
Lg.2.12 zi Lg.2.13 corespund unui exemplu de simulare a mizcârii pe bara solurilor 
obținute cu cele douâ metode, în carul unei traiectorii formate din zase puncte (6g.2.11).

' pig.2.11. Interpolare liniarâ zi tranritie parabolicâ.
punctele de deünire a traiectoriei

programul elaborat a fost utilirat pentru un studiu comparativ al celor douâ 
metode, kerultatele obpnute din rularea programului demonstrearâ câ atâta timp cât 
este mic, restricția asupra viterei este de)a saturatâ, deci importanta ronelor de tranritie 
cu accelerafie constantâ este relativ scârutâ, zi datoritâ acestui fapt, a douâ metodâ, care 
este foarte uzor de implementat, dâ rerultate nu prea îndepârtate de cele ale primei 
metode. Diferența este mult mai sensibilâ pentru valori ridicate ale lui în acest car, 
prima metodâ ublirearâ la maximum perioade cu accelerație saturatâ, pe când a doua, nu 
permite sâ se ajungâ dupâ mijlocul segmentelor poligonului de definiție p^il- timpul 
minim obținut prin metoda propusâ de fonder este mai mic, dar preciria este mai dunâ 
prin metoda propusâ de paul.
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2.6. 2. unui rrovo^, ri^ rnvi? cu
vk IIV1kU8L ÎI^ eOONVO^^L (^^^LLIL^L, crl

ÎI^ eo^8ivLir^irL ONILN^^iril LkL^^OKU^UI rv>i^

Metodele prezentate în paragratul precedent nu iau în considerare orientarea 
efectorului final. Acestea se pot aplica totuzi, atunei când dimensiunile efectorului fmal 
sunt suficient âe rnici pentru a nu introduce, oricare ar 6 legea de comanda punct cu 
punct în spațiu, riscuri de coliziune zi când vitezele ungbiulare ale electorului final sunt 
destul de mari pentru a nu influenta mizcarea optimala a punctului caracteristic.

?atâ de mizcarea punctului caracteristic în timp minim prezentata anterior, se 
impun doua condiții suplimentare. Efectorul final al robotului îzi modifica zi orientarea 
de-a lungul traiectoriei, iar trecerea prin toate /-râZe/e (k 0, ... , m) se tace karâ 
abatere ^25^, ^f28^. Considerarea în plus a mizcârii de rotatie, implica apariția unor noi 
relapi de mizcare zi limitări pentru vitera ungbiularâ w zi accelerația ungbiularâ c ale 
efectorului final ale robotului, iar condiția de atingere a z-râZe/s?- duce la dispariția 
restricțiilor de abatere de la traiectoria formata din cele m segmente de dreapta 0). 
?entru o traiectorie formata din m segmente de dreapta, exista /n i Z /-uneZe de defnire a 
traiectoriei. ?entru descrierea structurata a orientării efectorului final, în fiecare /-râZ 
al traiectoriei, se asociata matricea de transformare omogena 6n(b). On segment de 
traiectorie este divizat în trei intervale:

«tran^ipa de Ia segmentul /^-7 cu a^-i, constante e^.i^O), în intervalul

«mizcarea cu v^, co^ constante de-a lungul segmentului
«tranziția la segmentul ^7 cu a^, constante (a^O, e^O), în intervalul
limpul necesar trecerii de la configurația 6„(1c-1) la configurația 6„(k) este 1^.

fimpul total de execuție este f - ig "m Oând este ca^ul, trebuie sâ se specifice, 
K-i

între doua de oprire, în care valorile ungbiulare sunt (po zi (pm, un număr de situatii 
intermediare de tip (kj, (pi) astfel încât restricțiile asupra mărimilor vitezei ungbiulare co zi 
accelerape ungbiulare e sunt:

(2.IZI)

vacâ se alege originea timpului Z ca în fg.2. l4 zi se folosesc relațiile prezentate în 
paragrafele anterioare, se exprima legile de mizcare a efectorului fmal al robotului 
(translape zi rotase), pe segmente de traiectorie zi Ia tranzițiile între segmente.

(2.132)
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?ig. 2.14.Tran8formârile âe coordonate omogene a8ociate 
inter8ectiilor 8egmentelor liniare ale traiectoriei robotului

vaca orientarea în /-r/^c/r/Z âe trecere e8te âatâ âe matricea co8inuzi1or âirectori: 

ir^ir.(k)^^!»,!«^ (2.133)

- (pk-i) 68te vectorul (le rotatie âe trecere între (s^-1 zi (s^ cu:

6,. - Arccos n^> -o^ o^_, (2.134)

zi âacâ 0^ 0, atunci:

1 
28in6j<

'O^-i

"k

0,c »Ic-i

(2.135)

!n relațiile (2.134) zi (2.135), u^ zi 0^ âe8criu rotatia efeetorului tinal între 
tran8formârile omogene O„(l(-1) zi O„(l(), iar n^, o^ zi a^ 8unt ver8orii 8i8temului cle 
referinsâ atazat efeetorului tînal. !n 8patiul operațional, I.ub zi I^in ^26^ aâoptâ o evolupe 
a aeeelerapei ungbiulare âe tipul "totul 8au nimie", moâulul ei trecânâ âe la rero Ia 
într-un moâ analog cu accelerația k a punctului caracteri8tic.

?e 8egmentele âe dreapta, viteza ungbiularâ e8te con8tantâ:
co.âu. (21Z6)

Iramâtia âe la valoarea co^ la w^i 8e efectuează cu accelerație con8tantâ:
b (2.137)

2^

57

BUPT



principiul metodei de generare a traiectoriei e8te analog celui expus anterior 
(capitolul 2.6.1). Lriteriul âe optimizare consta, âe asemenea, în minimizarea timpului 
total âe parcurgere:

1°p> mm (2.1Z8)

In primul rând, un moâ âe trecere prin vecinătatea z-râ/e/or intermeâiare consta în 
a limita raportul âintre zi âurata tranzițiilor ce preceââ zi urmea^â fa^ei âe âeplasare 
cu viteza constanta pe al k-lea segment âe dreapta (o. > 0): 

l'
0<r^<—lc-1,2,...,m

(2.139)
k - 0,1,m-1

Restricțiile impuse âe cuplele cinematice sunt convertite în v^, respectiv a^, e^. 
Restricțiile cinematice conâuc la expresii âe forma:

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

cu notatia următoare: (u^ 9^_,.
l^erultâ inecuatii liniare zi inecuatii neliniare, cu / necunoscute 

zi problema generării mizcârii optime, âetmitâ prin criteriul (2.138) zi prin diversele 
restricții exprimate prin inegalitâti, este accentuai neliniarâ. Aceasta se poate rezolva prin 
^aproximații succesive, liniarirând restricțiile în vecinătatea soluției curente, apoi 
rezolvând problema liniara astfel obtinutâ zi efectuând în 6nal o revizie asupra 
restricțiilor, timpul de calcul al soluției optime este relativ lung, aceasta soluție fiind 
foarte sensibila la proprietatea de recalare, zi deci trebuie sâ se evite eventualele soluții ce 
minimi^ea^â local criteriul, dar nu turni^ea^â minimul absolut. Aceste soluții pot apârea 
datoritâ neconvexitâtii problemei.

punctia obiectiv (2.138), care reprerintâ timpul total de mizcare 7", este liniarâ, dar 
restricțiile sunt mixte: (2.140), (2.142) - liniare, (2.141), (2.143) - neliniare, vin aceastâ 
cau^â, pentru determinarea setului de valori trebuie sâ se aplice tebnici de
programare neliniarâ ^l_^, cu tunctia obiectiv (2.138) (spre exemplu, metoda programârii 
aproximative).

Volumul mare de calcule necesar pentru generarea unei traiectorii în timp minim 
nu poate fi efectuat în fa^a de execuție a mizcârii. Astfel de traiectorii se planificâ într-o 
fa?â "otf—line", de compilare a programului robot, memorându-se setul de valori 
optimale (1^, Mizcarea optimalâ absolutâ este turni^alâ ca mârime de referintâ 
sistemului de comandâ, mizcarea realâ a robotului urmârind mizcarea optimâ planitîcatâ.
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Algoritmii prezentați pentru generarea mizcârii nu au luai în con8iderare informata 
reala a 8tructurii mecanice zi a Alemului âe acționare. Din acea8tâ cau^â, traiectoria 
reala 8e abate totuzi âe la traiectoria âoritâ.

2.7. IN eo^ieinr^^noir,
(nnnroi^ä îi^ 8?^ii)i. okLir^iio^i.

8cbema âe control pentru o traiectorie carteziană nece8itâ un timp âe calcul 
con8iâerabil, fiind dificil âe tratat re8trictiile comportării în timp real a manipulatorului, 
în 8patiul configurațiilor (8patiul coorâonatelor cuplelor cinematice). ?entru tratarea 
ace8tei probleme exi8tâ, în literatura âe 8pecialitate, mai multe 8olutii. O metoââ ar 6 
precalculul zi memorarea 8olutiilor cuplelor prin Emularea algoritmului în timp real, 
înainte âe execuția mizcârii. ^8tkel, execuția mizcârii ar 6 neîn8emnatâ âacâ mulțimea 
Z-unc-Ze/c^ ar putea ti cu uzurinsâ cititâ âin memorie. O altâ metoââ con8tâ în precalculul 
8o1utiilor cuplelor pentru fiecare al zz-Iea interval 8electat, urmat âe realizarea interpolârii 
OOO, folo8inâ funcții polinomiale âe graâ mic pentru a "potrivi" ace8te /-r/neZe 
intermeâiare în veâerea generârii mulțimii /-r/^L-Ze/s^ "8ervo".

Dificultatea ace8tei metoâe con8tâ în faptul câ numârul /-r^eZe/z-z- intermeâiare 
nece8are pentru a menține efectorul fmal 8uficient âe aproape âe traiectoria rectilinie 
carte^ianâ âepinâe âe mizcarea particularâ ce trebuie facutâ. Orice interval predeterminat, 
8uficient âe mic pentru a garanta abateri mici, nece8itâ o cantitate mare âe timp pentru 
precalcu! zi memorare. Din acea8tâ cau^â, la^lor ^13^ a propu8 o 8tategie âe mizcare în 
8papul variabilelor cuplelor, numitâ "traiectoria cuplei cu abatere controlatâ", care 
8electea2â 8uficiente z"âZe intermediare în timpul fa^ei de pregenerare (8peciticare) 
pentru a garanta câ abaterea efectorului final de la traiectoria rectilinie carterianâ, pentru 
fiecare 8egment al mizcârii, râmâne în interiorul unui interval 8pecificat. fotodatâ, 
metoda propu8â de Taylor permite 8â 8e diminuere numârul tran8formârilor de 
coordonate. Interpolarea 8e efectuearâ în 8patiul configurațiilor, 8patiul în care 8unt 
impu8e practic, re8trictiile reale a8upra vitezelor zi accelerațiilor. Datoritâ neliniaritâtii 
tran8formârii geometrice de coordonate X f(q), 8egmentul de traiectorie de la X^ f(qO 
^la Xk, i f(q,c>i) nu va fi o linie dreaptâ în 8patiul operațional. ?entru a 8e apropia de linia 
dreaptâ (în 8copul evitârii ob8lacolelor), evitând totuzi în acelazi timp efectuarea unui 
numâr prea mare de 1ran8formâri inver8e de coordonate care 8e repercutearâ negativ 
a8upra duratei calculelor zi rapiditâtii mizcârilor, fa^lor propune un algoritm care 
permite 8â 8e genereze un numâr de ^r/neZe intermediare 8uplimentare între qtc ?i 
fran8formarea inver8â de coordonate (neliniarâ, obtinutâ analitic 8au numeric) fiind 
pre8upu8â cuno8cutâ, 8e pot calcula q^t^XO ?i q^I^f'^(X^1). 8e admite câ valoarea 
maximâ a deviației între f(q(1)) zi dreapta:

X^I-^k(q^-^-k(q^,) (2.144)

pentru 1 S^O, are loc pentru .

Impunându-8e abaterile maxime de tran8latie zi de rotatie pentru porista zi 
orientarea 8i8temului de referintâ atazat efectorului final în /-r/nc-Ze/e nodale carteziene, 
algoritmul generea^â 8uficiente /-r/zzcZe nodale 8uplimentare a8tfel încât 8â nu fie depâzite 
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ace8le erori maxime impu8e. Algoritmul propu8, ba^at pe ideea lui ^a^1or, utili^ea^â o 
modificare a metodei înjumâtâtirii intervalului. >^8tfe1 etapele de ealcul ale algoritmului 
8unt:

7: 8e cite8e /-r/zic/e/e nodale ale traiectoriei carteziene X^ zi X^,;
2: 8e calculează vectorii coordonatelor cuplelor zi core8pun2âtori 

nodale carteziene X^ zi X^i, folo8ind I^lOI;

8e calculea^â /-r/nc/r/Z de mijloc în 8papul configurațiilor '

8e calculea^â /-r/nc/r/Z nodal cartezian core8pun2âtor configurației q^, 

kâmâ ^60: ^.2

/'MuZ 8e calculea^â /-râ/«/ de mijloc în 8patiul cartezian X,^ - ;

6: 8e calculea^â abaterea între X^ ?i Xm'
7' 8e verifica încadrarea în limita admi8â a erorii.

vaca ! X^ - X^ ! < e, atunci 8^0?
vaca ! X^ - X„,! > e, atunci 8e reia algoritmul pentru cele douâ 8ub8egmente de 
traiectorie, con8iderând' X^, X^ -> X^^i zi X^i ->X^^

8e generea^â a8tfel noi /-«nete de trecere intermediare, a8tfel încât o interpolare, 
viteza con8tantâ/acceleratie con8tantâ, a mizcârilor cuplelor cinematice, conduce în 
8patiul operațional Ia o traiectorie 8u6cient de apropiată de fiecare 8egment ^Xj X^i^ al 
liniei poligonale inițiale.

sumarul tran8formârilor de coordonate 68te a8tfel con8iderabil redu8 în comparație 
cu alte metode ce lucrează în 8patiul operațional, vaca 8e notea^â cu 'fo ?i duratele de 
calcul ale tran8formârilor de coordonate directe zi inverse, durata a calculelor între X,c 
zi X^i va fi a8tfel ^V7^

(2.145)

unde n e8le numărul de diviziuni ale intervalului.
Convergenta algoritmului prezentat e8te de8tul de rapida. Eroarea converge rapid, 

deviapa maxima fiind redu8â la tiecare nivel de recur8ivitate. In majoritatea 8ituatiilor, 
fiecare 8ubdivi2iune a intervalului divi^earâ eroarea maximâ în X printr-un factor cuprin8 
între 2 (mizcâri largi) zi 4 (mizcâri foarte mici), zi algoritmul propu8 converge foarte 
rapid.

problemele de convergenta a metodei apar în apropierea configurațiilor degenerate 
ale manipulatorului, când accidental, un Mne/ intermediar 8e 8ituea?â într-o 8ingu1aritate 
a manipulatorului, 8au în vecinătatea ace8teia. ^cea8tâ 8ituatie 8e poate întâlni în practica 
în punctul de inter8ectie a trei axe concurente, când ultima axâ e8te practic aliniatâ cu 
prima axâ a articulației, pentru modificarea algoritmului în apropierea acelor 
configurații, 8e tine 8eama de geometria particularâ a robotului.

Oalculele nece8are utilirârii ace8tei metode "on-bne" nu 8unt foarte re8trictive. In 
plu8, metoda permite modificâri "on-bne" ale traiectoriilor planificate printr-un nivel 
8uperior de comandâ, fiindcâ nu 8e referâ în principiu decât la 8egmentul curent <XjX^ij.

lotuzi trebuie 8â 8e determine duratele 1^, pentru a obtine o mizcare rapidâ tarâ 
inducerea unor erori datorate motoarelor de acționare, inerției zi vibrațiilor mecanicului.
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-^zadar, ca zi pentru alte metode de comadâ cinematicâ, accelerațiile folosite sunt de tipul 
"totul sau nimic", vaca aceste discontinuități nu sunt LItrate, ele conduc Ia zocuri 
nedorite zi ar ti convenabil sâ se recurgă la legi de accelerare zi decelerare prezentând 
continuitatea dorita (polinomiale de exemplu).

2.8.

Oenerarea traiectoriei unui robot se reali?ea?â, în mod natural, în spatul 
operaponal. ?entru generarea traiectoriei în spațiul operațional, generatorul de traiectorie 
turni?ea?â evoluția în bmp a politiei zi orientârii efectorului Lînal, respectiv permite 
controlul vitezei zi accelerației punctului caracteristic al robotului, barele avantaj al 
acestui mod de generare a mizcârii consta în faptul câ se poate realiza controlul 
geometriei traiectoriei.

Abordarea concretă a generării traiectoriei necesita rezolvarea unor etape 
preliminare:

«determinarea volumului accesibil al robotului;
«determinarea modelului mediului;
«impunerea restricțiilor traiectoriei.
Indiferent de modul de generare a traiectoriei în coordonate operaționale (punct cu 

punct, traiectorie continua, etc ), pentru a obsine traiectoria doritâ este necesar sâ se 
apeleze transformatorul de coordonate MOI).

Avantajele zi dezavantajele generârii mizcârii în spațiul operațional au fost 
prezentate în capitolul 1.5.

fina dintre metodele cele mai utilitate pentru generarea mizcârii în spapul 
operaponal constâ în interpolarea liniarâ. "framitia între segmentele de traiectorie se 
poate face cu accelerație constantâ, asigurând astfel o deplasare bnâ. Impunerea 
restricțiilor cinematice zi a unui criteriu de optimizare (timp de parcurgere minim) 
conduce la un sistem neliniar, pentru a nu utiliza metode complicate de programare 
neliniarâ sunt prezentate douâ soluții. Algoritmii celor douâ soluții au fost implementati 
intr-un program de calcul care a permis un studiu comparativ al celor douâ metode, vin 
calculul timpului minim zi al abaterilor de la traiectoria poligonalâ impusâ s-a constatat 
câ metoda propusâ de sonder necesitâ un timp de parcurgere mai mic, dar erorile sunt 
mai mari.

p.e?olvarea completâ a generârii mizcârii în spațiul operațional necesitâ zi luarea în 
considerare a evoluției orientârii efectorului kmal. principiul metodei este similar cu cel al 
calului când se neglijea^â orientarea, tranziția între segmentele traiectoriei reali?ându-se 
cu accelerapi, liniarâ zi ungbiularâ, constante. (Considerarea restricpilor conduce zi în 
acest ca? Ia un sistem neliniar care apelea?â, pentru rezolvare, la telmici de programare 
neliniarâ.

Interpolarea liniarâ cu tran?itie parabolicâ între segmentele traiectoriei, în ambele 
caruri (cu zi larâ considerarea orientârii efectorului iînal) se poate aplica simplu, dar 
volumul mare al calculelor necesare nu poate ki efectuat on-line.

Iot pe principiul interpolârii liniare zi tranziției parabolice între segmentele de 
traiectorie se ba?ea?â zi metoda de generare a mizcârii cu matricea conducere v(r). 
IVletoda de generare propusâ de K.paul a fost reluatâ de mai multi autori în literatura de 
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8pecialita1e. Irodul în care e8te prezentata metoda in aee8t capitol con8tituje o 8inter:â a 
variantelor întâlnite în 8tudiul bibliografic întreprin8. ve a8emenea, abordarea metodei cu 
matricea conâucere v(r) a fo8t corelata cu 8tructurarea acțiunilor robotului. Mizcarea unui 
robot fiind în directa dependenta cu fadele în care e8te 8tructuratâ 8arcina ace8tuia, 8-a 
pornit de la exprimarea ecuațiilor de tran8kormare core8pun2âtoare fiecărei ta^e. 
veravantajul ace8tei metode con8tâ în volumul mare de calcule ce 8e efectuează Ia fiecare 
perioada de eșantionare. -^vantaMl con8ta în depla8area rectilinie, cu viteza con8tantâ, 
modificarea controlata a orientării electorului fmal zi tranziției line între 8egmente.

?entru reducerea numărului de tran8formâri de coordonate, pornind de la o metoda 
propu8â de ^a^1or pentru interpolare cva8iliniarâ în 8patiul conlîguratiilor, cu abatere 
controlata în 8patiul operațional, 8-a formulat un algoritm clar, 8implu de aplicat, ba^at pe 
metoda înjumâtâtirii intervalului drept criteriu de convergenta.
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z. lVlLK)vL DL nr^iL^oirn^oir
8k^wi. e^ri.Li.0ir c^i^L^n^L

Oenerarea mizcârii între douâ /-»»c/e în 8patiul cuplelor cinematice conducâtoare 
poate fi abordatâ în douâ moduri:

»traiectoria e§te libera între cele doua zi 8e rationearâ deci în 8papu1 
cuplelor;
»traiectoria e8te impu8â (mizcare rectilinie de exemplu) zi e8te de8cri8â în 8patiul 
operațional.
8e con8iderâ un robot cu /V grade de libertate. ?ie q; zi vectorii coordonatelor 

cuplelor core8punrând configurației inițiala zi finala. 8e notearâ prin X^ zi X^ vectorii 
viterâ maximâ, re8pectiv accelerație maxima pentru cuplele cinematice, parametrii 
8unt, în general, calculati cu exactitate pornind de la caracteri8ticile 8ervomotoarelor zi 
raportul de tran8mÎ8ie al mecani8melor, în timp ce parametrii X^ 8unt aproximati prin 
raportul dintre cuplul motor (fortâ/moment) maxim zi inertia maxima, atin8e de cuplele 
cinematice.

Mizcarea, interpolata între q; zi qf în funcție de timpul /, e8te de8cri8â de 
urmâtoarea ecuație:

q(t)-q, -^(t)v (3.1)

unde 0 < 1 < 1f, iar v - qf - qj 68te vectorul depla8ârilor cuplelor cinematice. Valorile la 
limita ale funcției de interpolare -.(t) 8unt date de: -.(0) 0 zi ^(tf) 1. Lcuatia de mizcare 
(3.1) 8e mai poate 8crie zi 8ub forma:

q(l)-q5-ll-^0 (3.2)
ceea ce convine în carurile de urmărire a configurației finale, când termenul qf variarâ

LxÎ8tâ mai multe tipuri de funcții de interpolare care permit trecerea prin qj la 1 0 
zi prin qsla t 1f. In cele doua /-r/nc/e exprimate în 8papul cuplelor cinematice prin q; zi 
qf, vitera punctului carac1eri8tic poate fi nula 8au diferita de rero. Xerultâ a8tfel 
oportunitatea 8udierii a douâ caruri:

»traiectorii care une8c douâ ale 8patiului (cuplelor 8au operasional) cu 
vitere initiale zi finale nule (^r/»c/e de oprire);
»traiectorii care une8c douâ ale 8patiului (cuplelor 8au operațional) cu 
vitere initiale zi fmale diferite de rero (/-unc/e de trecere).
Interpolarea cea mai folo8itâ, atât în 8patiul cuplelor, cât zi în 8patiul operaponal, 

e8le interpolarea liniarâ.

/»/er^a/area //»/ara
Interpolarea liniarâ e8te interpolarea cea mai 8implâ. I^lizcarea fiecârei cuple 

cinematice e8te de8cri8â de o funcpe liniarâ în timp. In afarâ de carul particular al
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roboților cartezieni, traiectoria punctului 
rectilinie. Lcuasia mizcârii 8e 8crie:

q(t) (t/tf) o

caracteri8tic al electorului 6nal nu e8te

(3.3)

^cea8tâ lege äe mizcare, care 
impune o viteza con8tantâ âe-a lungul 
traiectoriei 68te continua în politie, âar 
di8continuâ în viteza. ?ractic, 
începutul zi 8karzitu1 mizcârii 8unt 
marcate äe âi8continuitâti.

?ig. 3.1. Interpolare liniara pentru 
cupla cinematica

A.1. lvn?^irn înnrn vL okiriire

Oenerarea unei traiectorii în cooräonatele cuplelor cinematice, între âouâ 
äe oprire äin 8patiul äe lucru, poate ti realizata cu ajutorul mai multor tipuri äe luncpi äe 
interpolare.

?olinoamele äe graä 8uperior 8unt greu äe folo8i1 în interpolarea traiectoriilor 
âatoritâ âificultâpi calculului coeficienților funcției polinomiale zi al punctelor äe extrem. 
I^loäelele äe interpolare polinomialâ cel mai frecvent întâlnite 8unt interpolarea prin 
polinoame äe gradul trei zi cinci.

8e con8iäera âeci, între /-r^c/e/e äe oprire, pentru cupla cinematica / un pro61 
parabolic äe viterâ q^(t)>0. 8e notea^â cu I> âepla8area cuplei cinematicezi cu t/ 
timpul äe parcur8. vacâ 8e impun vitere nule în /-rä/r/Z äe plecare zi äe 8O8ire, 8e aâaugâ 
âouâ re8trictii la cele âouâ re8trictii äe politie äe la interpolarea liniarâ. 8e âeterminâ 
legea orarâ a mizcârii, precum zi expresa timpului minim t^, compatibil cu re8trictiile äe 
vitezâ, re8pectiv accelerație (viteza maximâ ?i accelerația maximâ

Oraâul minim al polinomului care 8ati8face cele patru re8trictii e8te trei zi are 
urmâtoarea formâ generalâ ^03 ^V6), ^V14^
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q(1) - »z? 32? L,t -I- Sg 

ou conäiMe initiale;i finale:

q(0) - q; q(tf) - q(0) - 0 q(ts)^o

(Z.4)

(Z.5)

8e äeterminä Loeficientii funcției polinomiale (Z.4) äin eonäitiile (3.5) ;j se obpne:
3g — 3,-0 «2 — (Z-'f") O 3z — (-2/^) O

puncpa polinomialâ (3.4) se poate scrie sub formele (3.1) zi (3.2) pentru:
^(t) - 3 (t/tg? - 2 (t/f/ (3.6)

I^egea orara a mizcârii re^ultâ:
2 / x Z-2^

(Z.7)

Vin legea orara a mizcârii se obțin legile de variație pentru viterâ zi accelerare, 
precum zi valorile maxime ale acestora:

q^(t)-6 
t'k

X 2 

t^ q'(y-6 1-2^ (3.8)
f

pigura 3.2 pre^intâ, pentru axaevoluția po^ipei, vitezei zi accelerapei. -^ceastâ 
lege de mizcare asigurâ continuitatea vitezelor dar nu zi pe cea a accelerapilor. In 
practicâ, robopi sunt destul de rigizi pentru ca aceastâ discontinuitate sâ iie filtratâ de 
structura mecanicâ. vtiliMea unui polinom de gradul trei este deci, in general, 
satisLacâtoare m majoritatea aplicațiilor.

pentru o cuplâ cinematicâ oarecare viteza este maximâ când t 1^/2, având 
, . , 3>v'!

valoarea:, cu ^v^ - iar accelerapa este maximâ lat 0, având

valoarea:

?entru a obpne timpul optim 1^, trebuie sâ se exprime una din cele doua restricții: 
z i>

sau , care sunt ecbivalente claca: 6—. Kemltâ deplasarea

8l^v/--——. Lele clouâ caruri sunt:
3 L'.

j 3V^ 
îf ------
2X(

(3.9)

când restricpa de vite^â este cea preponderentâ, zi:

3

când restricpa de accelerape este cea preponderentâ.

(3.10)
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c//rc/
Oacâ se cercetea^â continuitatea accelerațiilor, trebuie sapsiacute zase restricții zi 

polinomul âe interpolare trebuie sâ 6e âe graâul cinci ^88j, ^V7j, <D14^. -^legânâ în plus 
q(0) - 0 si q(tf) - 0, se arata câ acesta se poate pune sub korma (3.1) sau (3.2), âacâ:

xZ / x4 / >5

-.(t)-I0 — -15 -1-6 —
Vts/ vis- Vts-

(ZII)

Netzes orsrâ s mizcârii rerultâ:

(3.12)

legile âe variație pentru viteza, respectiv pentru accelerație, sunt:

â)-Z0 I>

(t^)'

(3.13)

(3.14)

Lvolupile politiei, vitezei zi acceleratei pentru cupla cinemaâcâsunt prezentate 
î-i

în 6g.3.3. ?entru polinomul âe graâul cinci, vitera maximâ se atinge pentru t zi are

valoarea: z V' accelerațiile extreme se ating în interiorul intervalului

(o, t^, pentru t ?i sunt: .

Onul âin avantajele principale ale polinomului âe graâul cinci katâ âe cel âe graâul 
trei este asigurarea accelerației nule la pornirea zi oprirea mizcârii (1 0 zi t p). ^stkel, 
se poate asigura o mizcare linâ, Larâ zocuri.

pentru obpnerea timpului optim se exprimâ cele âouâ restricții !q^x

?i rerultâ: 

cânâ restricpa âe viterâ este cea preponâerentâ, zi:

(3.16)
' z XI 

cânâ restricpa âe accelerație este cea preponâerentâ.
Impunând aceeazi âeplasare 1^ zi aceeazi accelerape maximâ traiectoria 

polinomialâ âe graâul trei âurearâ mai mult âecât traiectoria pobnomialâ âe graâul cinci: 

t<-> (3.17)
5
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?iß. 3.2. l^egea polinomialâ âe Zraäul trei 
pentru o cupla cinematica

k^iß.3.3. I^egea polinomialâ âe graâul cinci 
pentru o cupla cinematicâ

3.1.2.l ^L6L^ knon VL VULL-^

Ivlizcarea este reprezentata în acest ca^ printr-o tarâ 6e accelerare, cu accelerație 
constanta pana la 1^/2, apoi printr-o fa^â âe âecelerare (6^3.4), âe asemenea cu 
accelerape constantâ. Vitezele, inipalâ zi tînalâ, sunt nule. Mizcarea este âeci, continuâ în 
porjpe zi viteza zi âiscontinuâ în accelerație.

?oripa este exprimata prin:
x x2
-U V'

2
(3.18)

l^eßile 6e variape pentru viterâ, respectiv pentru accelerape, pentru o cuplâ 
cinematicâ, sunt:
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(Z.I9)

(Z.20)

pentru o cupla cinematic» / âsts, viters ;i accelerans maxime au următoarele 
expresii:

(t'f)'
(3.21)

traiectoria de ace8t lip, realizând depla8area cuplei cinematice eu accelerape 
maxima, e8te optimala din punctul de vedere al timpului de mizeare. pentru o di8tantâ D 
zi o aceelerape impu8â, aeea8ta e8te eea mai rapida traieetorie. Dezavantajul aee8tei legi 
de mizeare eon8tâ în obținerea unor 8upraaecelera1ii de valori foarte mari.

z.1.3. kirorii nr^kL/.oio^ VL

?rin adâugarea unui palier de vite^â (kig.3.5), 8e obține 8aturarea aeeeleratiei zi 
8eâderea timpului de pareur8 (fîg.3.6).

8e pre8upune viteza 8aturatâ pentru eupla einematieâ / Din eeuatiile (3.21) 8e 
poate 8crie inegalitatea:

(Z.22)

Kidieand 1a pâtrat aeea8tâ relație, 8e deduee eonditia de exigenta a palierului de 
viteza:

(3.23)

Dintre legile de mizeare eare a8igurâ eontinuitatea vitezei, legea traperoidalâ e8te 
legea de mizeare optimâ în timp. IVIizearea cuplei cinematice e8te reprerentatâ prin 
relapile urmâtoare:
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-K^ ------------------------------

?ig. Z.4. I^egea cu protil triunghiular äe 
vite^aâ, pentru o cupla cinematica 

k'ig.Z.Z. Evoluția politiei, vitezei zi 
accelerației corespunzătoare legii 

traperoiâale, pentru cupla

?ig.3.6. l^elapa âintre legea cu protil triunghiular äe viteza zi legea cu protil 
Iraperoiäal äe viteza, pentru o cupla cinematica
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q^-X188n(v') 0 < 1 <

cu .

legile c

q^-^(4-t)'^ 8^) ^-^<t<t^

le vsrissie pentru vite^â, respectiv pentru accelerație sunt:

Ll88n(v')t 0<t<r'

(3.24)

X(8M(V^) 

^i8§n(v')(tj-t) 

l^M^)

< 1 <

tj - < 1 < tj-

0< 1 <

(3.2S)

0

-Xi8M(v')

r-i < t < tj- - r-' 

tj- -r-' < t < tj.

(3.26)

^ria trapezului ce reprezintă evoluția vitezelor este egala cu âistanta parcuri în 
intervalul ^0, 1^. 8e poate scrie:

^v^-^-q^2j^tât^ (3.27)

Din relapa âe mai sus se âeâuce timpul minim pentru cupla cinematicâ

(3.28)

vaca se âorezte deplasarea intr-un timp tj mai mare, trebuie sâ se reâucâ palierul 
âe viterâ care âevine v^ Accelerația se va nota cu a^x> iar timpul obpnut se va nota 
cu 1^.

3.1.4. Ivoriu vL vim^ i^L^LLrr

?ro6lul âe vite^â traper:oiâal sau triungbiular âin figurile 3.5 zi 3.4 pre^intâ 
âiscontinuitâti ale accelerației cuplei cinematice. Aceste âiscontinuitâti pot fi 
responsabile âe inciâentele ce apar în timpul mizcârii. In acest scop, anumite controlere 
ale roboților sunt prevăzute cu un generator âe valori prescrise pentru viteza, care asigura 
continuitatea accelerației, punctele âe discontinuitate âin graficele vitezelor (frg.3.5 zi 
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kig.3.4) sunt înlocuite cu "racorduri" parabolice, stabilite clin condiția ca derivata 
accelerapei sâ lie, în valoare absoluta, egala cu o constantâ a^.

?roL1ul trape^oidal netezit pentru viteza zi proLIul accelerației cj^(t) sunt

prezentate în figura 3.7. Durata a racordării este egalâ cu —. Lste evident eâ, pentru 

o aceeazi deplasare (aceeazi arie sub curbele vitezelor din figura 3.5), durata 
parcursului corespun^âtoare profilului de viteza netezit 1'^ este ma)oratâ datoritâ lui r'^, 
în raport cu 1^. ^sttel:

Tig.3.7. ?rokilul traperoidal ne^it pentru vite^â 
zi profilul corespumâtor pentru accelerație

Trecerea de la profilul triungbiular de viteza din figura 3.4, Ia un profil 
-triungbiular netezit, reprezentat în figura 3.8, este mai puțin imediata ca în ca^ul 
proülului trapeLoidal. Timpul corespun^âtor unei mizcâri cu profil triungbiular netezit de 
viterâ este solufia ecuapei de gradul doi.

(3.30)

^ceastâ relape presupune deci existenfa porțiunilor liniare în curba q^(t). Dn 
interes deosebit prerintâ ca^ul în care aceastâ condiție nu este îndeplinitâ.
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fig.3.8. profilul triunghiular netrit pentru viterâ 
zi prolîlul corespun^âtor pentru accelerație.

3.1.5. biruie

O traiectorie critic amortizata e8te o soluție a ecuației diferențiale 

cj^(t)4-2«^(y-i-(^^q^t)^(«^^v^  (Z.Z1)

în care « este o constantâ.
In relațiile următoare, pentru simplificarea redactării, se renunța Ia indicarea cuplei

?entru condițiile inisiale nule, solupa ecuasiei diferențiale este:

q(y-v I^«t
. i t e O, °°) (Z.Z2)

cj(t)-v o sa'e "'s-2^«t)

Deoarece robotul tinde spre /-r/ncw/ fmal în timp intinit, practic se considera un 
interval de timp ^0, 1^, astfel încât sâ tîe parcursa distanta q(1-e), cu eroarea de 
poziționare e e (0, 1).

pentru a putea compara acest tip de traiectorie cu traiectoriile definite anterior, se 

introduce factorul adimensional Olf caracteristic mizcârii, unde O 8e considerâ «

O zi se calculea^â numeric e f(Ols). fraiectoria critic amortiratâ este cea mai lentâ 
comparativ cu traiectoria cu profil triunghiular de vite-â..

3.1.6. eO8v>U)80IV^I^

forma normali^atâ a traiectoriei este <^D7^
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q(p)-^1-co8(7rp)) q'(p)-^rin(7rp)

pelO, 1) (Z.ZZ)
c>"(p) cos(np) q"'(p) - -! ^ 8m(?rp)

Lonäisiile initiale ;i finale sunt:

q(O)-O q(Y-1 ^(O)--O q'(I)^O

^2 (Z.Z4)
q"(o^-^ q"(O,)-q"o^^O

porma reala a traiectoriei este.

, . v 
q(t)-cii

1 t
l - cos 7c — 

x t^

/ >2 / 
vs 7r > l t

^>^7" co^Tr-

... v 7r . s t 
q(1) -- ------------sin 7c —

2tf 1,.

W)-- — sin!^
1^0, (3.35)

t 1 7c—

I) 7c V
Aceasta traiectorie are dezavantajul câ extremele accelerației sunt

atinse Ia capetele intervalului ^0, tf^, dând naztere Ia zocuri Ia oprire zi pornire, parametrul 

caracteristic mizcârii Oneste reprezentând o mizcare cu ll^o mai înceatâ decât cea 
V2

realizata cu kunctia de interpolare cu proKI triunßkiular de viterâ ^1)7^.

Z.1.7 ^It^ILdOIiLV 8II»I18OW^^ 8l I'Ii V?^8^ ?k81L

?ormL normalizată a traiectoriei este lO7^ 

q(p)^p-(^»>n(2iip) q'(p)^l-cv8(27rp)

q "(p) 2?c sin(27rp) q "'(p) - 4?r^ cos(27cp)

Aceasta traiectorie reprezintă soluția ecuației diferențiale: 

q"(p)-47?(p-q(p)^

Lorespumratoare conâitiilor initiale nule.
Londipile inițiale §i finale sunt:

q(0)-0 q'(0)-V q"(0)-0

q(I)-l q'M^O q"(Y-0

f orma reslâ a traiectoriei este:

(Z.36)

(3.37)

(3.38)
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8M 1- c08

81Nq(l) - 27r— .... X . 2 l) 1q(1)-4?r —-co8 2?r— 
ts t,.

t s^O, (Z.Z9)

DI 7^ I
Extremele accelerapei i!i— — 8unt atm8e în interiorul intervalului ^0, 1^^, iar 

2 Vtf-
parametrul caraeteri8tic mizcârii e8te Oif^V27r. ^cea8tâ traiectorie are o duratâ cu 
aproximativ 25^o mai mare decât una realizata de funcția äe interpolare cu protil 
triungbiular äe viteza ^D7^.

3.2. î^ure 00^ WEH VL urL^LirL

?entru ocolirea oracolelor äin 8patiul äe lucru, între /-râ/e/e principale (inipal 
Xj zi tmal Xf) 8e introäuc /-unc/e intermeâiare. între äoua intermeâiare ale 
traiectoriei, nu e8te eficient 8â 8e interpeleze traiectoria cu una dintre funcțiile äe 
interpolare care a8igurâ vitele initiale zi finale egale cu ?ero, âeoarece robotul ar trebui 8â 
8e oprea8câ în toate /-rv^c/e/e intermeâiare, marină mult timpul äe execuție a mizcârii. 
^pare a8tfel nece8itatea introäucerii unor funcții äe interpolare care 8â permită vitere 
diferite de ?ero la capetele unui 8egment de traiectorie, (polinomiale, 8inu8oida1e, 
8inu8oidale ponderate).

în ace8t ca?, problema con8tâ deci în generarea mizcârii, cu vite?â dikeritâ de ?ero, 
a8tfel încât traiectoria e8te con8trân8â 8â treacâ prin 8au în vecinâtatea unui anumit numâr 
de intermediare /,-ece^e, v/Q -^ce8te nu au alt rol
funcțional decât 8â deformere traiectoria pentru a evita coliziunile directe dintre robot zi 
mediul 8âu înconjurâtor. Impunerea unor vitere diferite de rero în /-r/ne/e/e intermediare 
permite reducerea timpului ciclului de mizcare zi netezirea traiectoriei.

?ie qo ?i configurațiile cuplelor cinematice core8punrâtoare farelor de pornire 
zi 8O8ire, zi qi, qz, ym-i eonfiguratiile ce core8pund /-r/nc/e/s/- intermediare. 8e notearâ 
cu ti, t2, ..., tm timpii de parcur8, pre8upuzi cuno8cuti între douâ 8ucce8ive. Pxi8tâ 
un polinom de gradul m zi o 8ingurâ funcție de interpolare a ace8tor Oei 
coeficienți 8unt 8olutia unui 8i8tem de ecuații liniare. Deoarece m 68te ridicai, utilizarea 
ace8tui polinom nu e8te comodâ. în particular, nu e8te uzor 8â 8e evaluere extremele 
pentru politie, viterâ zi accelerație zi nici valorile pentru care 8e produc (eventualele 
depâziri ale re8trictiilor ri8câ 8â kie ma8cate). Din ace8te motive, 8e preferâ utilizarea, în 
general, a mai multor polinoame de grad mai mic, mizcarea fiind obtinutâ din porpuni. 
Oenerarea mizcârii cu /-râ/e intermediare a fo8t 8tudiatâ prin mai multe metode'

«interpolare polinomialâ, 8inu8oidalâ zi 8inu8oidalâ ponderatâ, pentru accelerape' 
«interpolâri liniare racordate prin tranritii cu accelerație con8tantâ'
«interpolâri, între fiecare douâ/-r/ncle 8ucce8ive prin polinoame de gradul trei' 
«inlerpolâri folo8md funcpile 8pline.
pentru 8implificarea redactârii, 8e renuntâ în continuare la indicarea cuplei /

74

BUPT



Z.2.1. ve i?nk:«rol^itL

pentru interpolarea accelerației se consiâerâ o tuncsie polinoinisla äe ßraäul Z, äe 
forma ^1)7^

0 40)

Accelerația Ia capelele traiectoriei este nula, iar constantele zi p se äeterminä 
äin conäipile suplimentare impuse vitezei q(1). Integranâ relația (3.40), se obtine kunctia 
äe interpolare pentru vite^â zi politie:

q(t)-x, 20^1^
12

X >4 / xZ
ls 1 1 l-i-ps t)

ts ^^-2'

6 vtf>
teso,

0.41)

0-42)

t S^O,

vcrivână aceeași relație (3 50), se obtine tunclia cie interpolare a äerivstei sccelerspei:

t ^0, 0-43)

polosinä conäipile inițiale ;i finale, se äeterminä coeficienții necunoscuti äin 
relapile 0 40) — 0-42):

^2^q(o)

(3.44)

x

?entru äeterminarea äomeniilor äe variație ale constantelor p zi se pot speci6ca 
)zi restricții suplimentare cum ar ti: accelerația sâ nu scbimbe semnul pe âomeniul ^0, t^; 
viteza sâ kie monotonâ sau sâ-zi atin§â extremul pe âomeniul ^0, t^. Impunână vitezele la 
capetele traiectoriei q (0), q (tf), zi o anumitâ tormâ äe variație a vitezei pe traiectorie, se 
äeterminä parametrii p zi care âetinesc în moâ univoc relațiile (3.40)- (3.42).

3.2.2. VL 8v^ri801v^^

pentru interpolarea accelerației se consiâerâ douâ tuncpi sinusoiäale âetinile pe 
intervalele (0,1^1 zi ftm, tfl:

(z 45)
§2(1) - >^2i »i" t^<t<ts
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care a8igurâ accelerapa nula lat 0, t 1m zi 1 tf.
Integrânâ relapa (3.45), 8e obțin funcțiile âe interpolare pentru viteza zi poripe:

(3.46)

cos^ 71-^- 4-^

<,2(1)- ^21 "00/71 "^^22

tm^t<tf

qi(t)-

c>2(t)i

--^11!—! 8ÎN 7r- -l-^12^^13

>2 >
-^21 ! 8in 7r-^- -^22

71 -

(3.47)

dââitnle la limita zi âe continuitate:
q,(O)-q(O) q,(0)-q(0)

c)2(tf)-q(tf) q2<tf)-q(t,) (3.48)

cii(tm)^ci2(t^)

8unt folo8ite pentru âeterminarea parametrilor necuno8cup âin relațiile (3.45) - (3.47), în 
cele âouâ caruri q (0) (1f) zi q (0) (tf). ?entru q (0) (tf), rerultâ.

^11 ^,2 ^iz^q(0)
2ts 21^-tf Ti ,2 ,
-t^ q(1f)-q(0) -ö(t îf ^^m

"-2I - ^22 ^21 ^23 " ^I2^m2tf 21^-tf 7r

limpul 1m 68te 8olupa unei ecuapi âe gradul âoi d > c 0^, unâe:

q(if)-4(O) 
2

b - 2tfq(1f) - - q(0)1 - 2 lq(tf) - q(0)) (Z.SO)

o ts^lq(tf) - q(v)^ - tfq(tf) sq(tf) - q(0)^

pentru q(0) ^q(tf) relațiile âe calcul al coetîcienplor -^21, tm se moâiticâ 
a8tkel:

tm-ts/2 (Z.51)
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3.2.3. VL 8I^D80W^^ kO^vLN^^ 1^ mvr?

?entru interpolarea accelerației 8e con8idera produ8ul unei funcții 8inu8oidale cu 
una liniara <D7). 8e di8ting douâ caruri po8ibile. In prirnul car, tunctia e8te nula lat 0, 
datorita componentei 8mu8oidale, iar în al âoilea car, cele douâ condisii 8unt inver8ate.

îf

vrf-

1 t^ s 1^ l . s
co — 1-------co8 6) — -l- —8M co —

1f v tf> V tf-^ v 1fV

t S^O,

t e^O, (Z.52)

t s(0,

?olo8md condițiile Ia limita: q(0), q(1f), q(0), q(1f), pentru care 8e pre8upun 
îndeplinite re8tricpile q(0) > 0, q(ts) 0, q(0) q(0) < ci(1f), rerulta coeüciensii

?i

^^q(o)-ä,co ^-q(0)^2^ (3.53)
2 / x co

8mco------ l I - co8co) 
co

acce/eEe/ /a cLr/o/°rrä componente/ /rma/'e/

t elO,

t S^O, (3.54)

t e(0, tf)

?unânâ sceleszi condiții cs ;i în primul c22, 86 obțin coeficienții ^2,

" 2
—0-co8co)-8inco 
co

^2 - 8inco -^.z - q(o) -»- 2—^-co8co (3.55)

vintre Lunctiile de interpolare prerentate în ace8t paragraf, cea mai folo8itâ e8te 
funcpa polinomialâ, datorita volumului redu8 de calcule zi gamei largi de performante 
L8igurate prin variapa parametrului ß.

3.2.4. I^n:irr0i.^irL nr^riiiL

-^cea8tâ metodâ poate fi utiliratâ pentru generarea traiectoriei atât în 8papul 
coordonatelor cuplelor, cât zi în 8patiul operațional. IVlizcarea e8te formata din 8egmente 
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parcurge cu viteza constantâ, core8pun2âtoare interpolărilor liniare, legate prin tran^ipi 
cu accelerape constanta.

8e considera, pentru o cupla cinematicâ oarecare / o mizcare între /?r/?rc/e/e zi 
(tîg.3.9), presupunând câ timpul / este egal cu rero în momentul trecerii prin 

vecinătatea z-unew/u/ . ?ornînd de la aceste ipoteze, mizcarea se generează astkel:

?ig.3.9. Interpolare liniara zi tranziție parabolica în z-r/nâ/ intermediar

«?entru porțiunea liniara se procedea^â la fel ca în paragraful 2.4 (mizcarea punct 
cu punct, în spatul operațional). Mizcarea între momentele zi t^-r^ este detînitâ prin 

Dl ...
viteza constanta - — cu . ?o^itia cuplei cinematicez evoluea^â astiel

dupâ legea- - 1
«Iran^itia în politia a traiectoriei cuplei c^, presupunând 1 0 în momentul

trecerii prin vecinătatea z)r//?L7râ/ , începe cu secunde înaintea ace8tui moment zi
continua 8ecunde dupâ ace8t moment, ținând cont de condițiile de continuitate în 
poripe zi în viterâ, la extremitâtile ta^ei de tranziție, precum zi de 8imetria ace8tei ta^e, 
ecuapa de mizcare rerultâ:

st -4- (3.56)

Accelerația e8te con8tantâ zi are expresa:

(3.57)

Deoarece în relapile precedente 8-a tăcut ipoteca exi8tensei unei porțiuni liniare 
între douâz-râle intermediare 8ucce8ive, rerultâ câ t^ >

^nali^ând relasia (3.56) 8e con8tatâ câ utilizarea unei acceleratii mari reduce 
durata tran^ipei zi a8ttel 8cade abaterea z^nc/r/Zr,/ intermediar de la traiectorie, traiectoria
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trecând prin vecinâtatea intermediare. Dacâ 8e dorezte ca traiectoria sâ treacâ
riguros prin unul din Mne/e/e intermediäre q^, este suficient sâ se adauge dupâ acest 
Z-râl, un suplimentar, de aceeași valoare (tig.3.10). în același mod se poate 
impune o viteza nula in /-râw/ inipal zi in cel final: se adaugâ doua suplimentare 
având aceleazi valori ca zi qo, respectiv qm (6ß 11)

în acest ca^, mizcarea este continua in politie zi in vite^â. ?entru a avea o mizeare 
condnuâ zi in accelerație, se poate utiliza o kunctie de gradul cinci pentru tranziție, 
accelerațiile initiale zi finale fiind astfel egale cu?ero.

?ig.3.10. Irecerea printr-un/-r/nc/ intermediar

?ig.3.11. Definirea mizcârii in /-r/nc/e/e inițial zi final

3.2.5. VL HtLI

-^ceastâ metodâ se pretea^â de asemenea, atât in cLmI generârii mizcârii in spațiul 
coordonatelor cuplelor, cât zi in spațiul operațional. între douâ /-r/nc/e q^.i zi mizcarea 
este exprimatâ printr-un polinom de gradul trei: 8pre
deosebire de metoda prerentatâ in paragraful anterior, aceastâ metodâ generea^â 
traiectorii care trec exact prin /-r/neie/e intermediare. 8e considerâ trei caruri, dupâ cum 
vitezele in aceste /-râ/e sunt:

* impuse;
«calculate in manierâ localâ, farâ sâ se cunoascâ a priori intreaga traiectorie;
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'calculate în maniera globala pentru a a8igura continuitatea în vitetâ zi accelerație 
de-a lungul traiectoriei. Metoda core8puntâtoare e8te cuno8cutâ 8ud numele äe me/oiL/ 

L/?//>re zi e8te tratata detaliat în capitolul următor.
Daca vitezele în punctele intermediare 8unt impu8e, pentru a parcurge o porțiune 

de traiectorie între douâ /-râ/e q^, 8e determinâ un polinom de gradul trei, ai cârui 
coeLciensi poliuomiali, pentru tiecare cupla cinematica 8e deduc uzor din condițiile 
inițiale zi tmale ce con8tituie datele problemei.

pentru calculul vitezelor în maniera locala 8e poate proceda în douâ moduri.
a) 8e alege pentru viteza panta medie în intervalele stic, tichii (6g.3.12.a), ceea ce 8e poate

8crie. ^îunci când 8egmentele ^_i, zi au lungimi foarte

diferite (6g.3.12.b), panta medie nu convine, deoarece 8e poate ajunge la vitere prea 
mari. Ln dezavantaj al utilitarii accelerațiilor impoNante con8tâ în faptul câ 8e pot 
produce depâziri zi viteza nu mai 68te uniformâ de-a lungul unui 8egment. pentru 

exemplul con8iderat, e8te vecin cu——, cbiar dacâ e8te preferatâ o

valoare .

b) 8e alege pentru vitetâ panta medie ponderatâ: qj, - « ——(l" , cu

(x - ———. 8e obpne a8tfel o traiectorie mai netedâ, dar inconvenientele menționate 

mai 8U8 nu 8unt complet evitate.

pjg.3.12. Laicului vitezelor în manierâ iocaiâ
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3.3. cooiwo^irL^ HIWI irovo^

vaca pentru a realiza trecerea din situarea X^ a electorului tmal la situarea X^i, 
fiecare mecanism äe acționare este solicitat prin legea sa optima pentru vite^â, mizcârile 
cuplelor cinematice nu se vor termina în același timp. ?entru a asigura sincronizarea în 
/-r/^c/r/Z âe oprire, trebuie ca timpul 1/ necesar Lîecârei cuple cinematice pentru 
parcurgerea distantei l> sâ 6e acelazi. ?entru a sincronica mișcarea cuplelor cinematice, 
se studiacâ âouâ metode de coordonare a acestora ^V14^, ^15^

«în prima metodâ, timpul global optimal îs klax(t/) se conservâ. I^lizcarea 
lîecârei cuple cinematice este asemânâtoare legii sale optime dar este etalatâ în timp 
pentru a avea aceeazi duratâ ca cea a axei care impune restricțiile.

* a doua metodâ asigurâ duratele de accelerare zi lrânare egale pentru toate cuplele 
cinematice, legile de mizcare sincronizate sunt bomotetice. vin acest motiv, acest tip de 
lege de mizcare este cel mai des implementat controlerelor roboplor industriali.

pentru determinarea axei care impune restricții, procedura este următoarea:

«pentru) 1, ..., n, se calculeacâ zi se comparâ cu

' se calculeacâ cu una din relațiile de mai )os, în funcție de tipul de interpolare 
ales (prolîl trapecoidal sau prolîl triungbiular de vitecâ):

«se cautâ astfel încât:

(3.59)

-^xa care impune restricții este axa cuplei cinematice iar timpul 1/ este timpul 
comun pentru efectuarea deplasârilor v' zi se noteacâ cu 1f.

3.3.1. (^^i^n îi^ ri vL vL roi^osn

vacâ timpul de parcurgere a traiectoriei tf nu este specificat, ceea ce se întâmplâ de 
obicei zi se cautâ timpul minim pentru trecerea de Ia configurația H la configurația qf, 
respectând restricpile de vitecâ zi accelerație, se calculeacâ timpul minim pentru fiecare 
cuplâ cinematicâ separat zi apoi se face coordonarea cuplelor cinematice pentru un timp 
comun.

'fimpul minim pentru o cuplâ cinematicâ trebuie sâ sabstacâ viteza zi/sau 
accelerația, pornind de la expresiile vitezei zi accelerapei maxime obținute prin aplicarea 
diferitelor metode de interpolare se deduce timpul minim 1/ care este necesar unei cuple 
cinematice oarecare pentru a realiza o deplasare datâ.

0 coordonare a cuplelor cinematice constâ în sincronizarea mizcâriior astfel încât 
toate cuplele cinematice sâ porneascâ zi sâ termine mizcarea în acelazi timp. Durata 
deplasârii unei cuple cinematice este funcție atât de distanta v^ de parcurs cât zi de 
caracteristicile de vitecâ zi accelerație X^ zi X^; deci ea nu este identicâ pentru toate 
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cuplele cinematice, limpul global minim necesar pentru trecerea äe la configurația qj la 
contîguratia qf este timpul âat âe cupla cinematica supusa restricțiilor, cupla pentru care 
timpiâ minim este cel mai mare, vin aceasta se âeâuce câ:

- l^lax^,...,t^ (3.60)

?entru generarea mizcârii unui robot între âouâ /-râle âe oprire, în spațiul 
coorâonatelor cuplelor cinematice, cele mai utilitate tipuri âe interpolări sunt: polinomul 
âe graâul trei, polinomul âe graâul cinci, profilul triungbiular âe viteza, profilul 
trape^oiâal âe vite^â. In labelul 3.1 se âau expresiile cu care se poate calcula timpul 
minim pentru o cupla cinematica oarecare în lunctie âe tipul âe interpolare ales.

tabelul 3.1. timpul minim pentru diferite tipuri âe interpolări, 
___________ pentru o cupla cinematica oarecare ___________

Nr. Lunctia âe interpolare timpul minim

1. Interpolare liniarâ
-

v

X:

i

j V

2. ?olinom âe graâul trei t^> - ^lax
3-

2k

!b-

z. ?olinom âe graâul cinci 1^ ^lax
15- '

8X

!io

4. ?rokîl triungkiular âe 
vite^â 

(Lang - Lang)

t^. - ^lax
2-

*
2. -

5. ?roL1 traperoiâal âe 
viterâ

ii

6. ?rokîl traperoiâal neteâ II

7. ?rotîl triungbiular neteâ -I- II __ 3.

2

-^4

. 2

3.3.2. uzurii iduni

Lie cupla cinematica care impune mizcârii o âuratâ I5 - 1^. Oupla cinematicâ/ 
este sincroniLatâ în raport cu legea sa proprie prin crezterea âuratei palierului âe viterâ, în 
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timp ce duratele farelor de accelerare zi âe deceleratie rămân identice cu cele ale legii 
proprii (kig.3.13).

?entru cuplele cinematice condu8e dupâ o lege traperoidalâ de viterâ se conserva 
timpii de accelerare zi de frânare Ia valoarea ^ccelerapa este redusa în aceeazi 
proporție ca zi palierul de viterâ, astfel încât 1f >1/ se obține prin alungirea palierului de 
viterâ. l^oul profil este reprerentat în tîg.3.13. Astfel, legea sincroniratâ a cuplei 
cinematice se obpne realirând o omotetie a unui raport X? la legea proprie. Din relația 
(3.58) se poate scrie: 

din care se deduce valoarea coeficientului de reducere a palierului de viterâ zi de 
accelerație (X? ^)'

(362)

fig.3.13. Coordonarea cuplelor cinematice prin metoda timpului minim

în carul profilul triungbiular de viterâ, pentru a prelungi durata de la t^ la tf, se 
a)ustearâ accelerația, pentru noua lege triungbiularâ, din relapa:

se deduce valoarea coeficientului de reducere a accelerației:

(3.64)

unde e8te factorul de amplificare a timpului de parcur8 pentru cupla cinematicâ^.
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zl/Mritmtt/ melode/
Centru coordonarea cuplelor cinematice prin metoda timpului minim între douâ 

/"mele de oprire 8e poate aplica urmâtorul algoritm ^022^.
»86 introduce (8au 8e calculearâ din modelul geometrie invers vectorul 
coordonatelor cuplelor la momentul initial tj, re8pectiv la momentul final tf: qj zi 
qe;
'86 introduce vectorul vitezelor maxime X^ zi vectorul acceleratilor maxime ale 
cuplelor X«-
'86 calculearâ vectorul depla8ârilor v- qf- qr;
'8e 8tadilezte tipul interpolării între cele douâ puncte de oprire-
'86 calculearâ timpul minim 1^ p6ntru fiecare cuplâ cin6maticâ, conform baboiului 
3.1 86 determinâ timpul global minim cu cârc 86 realirearâ coordonar6a
cupl6lor cinematice. ti ^lax ^I,...,n^
* 86 introduc timpii de accelerare/frânare care 8e con8ervâ^
'86 calculearâ valoar6a coeficienwlui de reducere a palierului de viterâ zi de 
accelerape X^
'8e calculearâ viterele, r68pectiv accel6ratile maxim6 ale cuplelor în mizcarea 
coordonata: ?i a^ - .
In mizcarea cu viterâ redu8â, timpul optim tt poate conduce la mizcâri prea rapide 

pentru 8arcina ce trebuie efectuatâ. In ace8t car, trebuie 8â 8e intervinâ în comandâ pentru 
a crezte ts. Mizcarea, în an8amblu, va fi mai lentâ, dar 8e va con8erva 8mcronirarea. vacâ 
în carul profilului traperoidal 8e reduce accelerata cu pâtratul raportului de reducere a 
palierului de viterâ, atunci 8e poate arâta câ X^ e8te inver8 proportonal cu factorul de 

amplificare a timpului de parcur8 X^: X^, - X^, -—timpul de accelerare 8au de

frânare fiind egal cu X^r^.
Algoritmul metodei prerentate poate fi aplicat, cu mici modificâri, zi în carul 

coordonârii cuplelor cinematice între /-râ/e/e de trecere.

3.3.3. îi^ rnr />r/-vc nr

de trecere 8unt /umc/e/e din 8patul operatonal, prin care efectorul final 
al robotului trece tarâ 8â 8e oprea8câ. >^ce8le 8erve8c la evitarea coliriunii cu 
ob8tacolele din 8patul de lucru al robotului, reducând totodatâ durata mizcârii (fatâ de 
carul când efectorul final al robowlui 8-ar opri în fiecare Mnc/. Vitera doritâ într-un 

de trecere e8te exprimatâ 8ub forma viterei în 8patiul coordonatelor cuplelor 
cinematice, printr-un anumit procent din vitera maximâ Xv a cuplei cinematice / Intre 
douâ de trecere core8punrâtoare capacitâti maxime a cuplei profilul traperoidal 
de viterâ e8te conforin celui prerentat în figura 3.14, curba (a).

8e notearâ v/ zi v/ vitera Ia începutul zi la 8larzitul mizcârii între douâ /-r/nc/e de 
trecere zi cu i«' zi timpii de accelerare zi de frânare. 8e prerintâ în continuare, 8umar, 
un procedeu de 8mcronirare a mizcârilor. Oin figura 3.14 8e 8crie relata care exprimâ 
aria de 8ub curba (a):
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(Z.65)

âe unâe se cslcuIeLrs t?.

fig. 3.14. Coordonarea cupleiîn ca^ul profilului trape^oidal, 
între douâ /?r//?eZe de trecere

timpul optim ti 8e calculea^â. 1^ - ^lax ^t^, ) ^I,n^. In continuare e8te nece8ar 8â

86 aju8t626 profilul d6 viterâ P6ntru 8ati8fac6r6a timpului d6 parcur8 tf. fie

coeficientul do reducere a palierului d6 vite^â. -^ce8t coeficient d6 reducere 86 aplicâ 
vitezelor zi v/, pâ8trând aceiazi timpi d6 acc6l6rar6 r« zi d6 t^ânare r^. ^8tl6l, aria d6 
8ud curba (b), cârc repre^intâ noul profil dc viteza, 86 poate 8crie:

V' - - vj) (Z.66)

-Vdâugând expresa lui de mai 8U8 la precedenta înmultitâ cu (-^), rerultâi

V' - - t^l<^ - (3.67)

fxpre8ia coeficientului de reducere a palierului de viteza e8te:

(Z.68)

-^8tfel, 86 poat6 8â 86 d6t6rmin6 timpul ciclului de lucru al manipulatorului, care 
con8tâ într-o 8ucce8iune de depla8âri cu /-r/ne/e de oprire zi/8au de trecere. 
Oetenninarea timpului optim pentru un ciclu de mizcare 8e poate realiza reducând timpii 
8ecventelor de mizcare a electorului final al robotului. ^cea8tâ reducere poate fi obtinutâ 
printr-o alegere ^udicioa8â a /-râZe/s/- de oprire zi a /-râZe/c-^ de trecere, în mâ8ura în 
care exi8tâ o anumitâ libertate de alegere a acelor /-r/^c-Ze. stabilirea /-r/ncZe/o/- de oprire 
zi a /-r/neZe/o^ de trecere 8e face din analira 8arcinii robowlui zi a 8patiului de lucru al 
ace8tuia, aplicând una din metodele de planificare a mizcârii roboților cuno8cute sO4l^,
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3.3.4. nex rinm «ovo^
klM I^L^OV^ ?k0k0iriM^^L^

Metoda propusa în paragraful precedent asigura duratele de accelerare zi de 
frânare egale pentru toate cuplele cinematice, legile de mizcare sincronizate fiind 
komotetice. In acest capitol se propune un algoritm pentru sincronizarea mizcârii cuplelor 
cinematice prin metoda proporponalâ zi se prezintă aplicarea acestuia pentru caxul 
profilului traperoidal de viteza. Metoda impune satisfacerea restricțiilor de viterâ zi de 
accelerație pentru fiecare cupla cinematica zi determinâ o duratâ de accelerare optimâ, 
aceeazi pentru toate cuplele cinematice.

(Conform acestei metode, legile de viterâ ale diferitelor cuple cinematice sunt 
bomotetice zi comporta tare de accelerare zi de frânare de aceleazi durate r (fig.3.15). 
vin acestea se deduce relata

c^(t)-^ q'(t) ^-l, _,N (Z.69)

vin punct de vedere tradițional, în metodele proporționale, legile de viterâ ale 
cuplelor cinematice sunt deduse prin bomotetie din legea de viterâ a cuplei cinematice k 
care impune restricția, ln anumite caruri nu este posibil sâ se respecte restricțiile de 
accelerație sau cele de viterâ la una sau mai multe cuple cinematice, trebuie astfel sâ se 
introducâ un interval de timp z^t zi sâ se recalculeze raportul de komotetie pnând cont de 
noua duratâ a mizcârii tf^^t. Metoda poate deci sâ cearâ mai multe iterapi zi sâ nu se 
obtinâ timpul minim.

8olupa prerentatâ asigrirâ un timp tt minim zi respectarea restricțiilor cinematice în 
toate carurile din figurâ. 8olutia presupune calculul unei durate r a fa^ei de accelerare 
diferitâ aprioric de optim al legilor proprii iîecârei cuple cinematice.

fig.3.16. Coordonarea cuplelor 
cinematice.

pjg.z. 15. coorâonares cuplelor ^etocla proportionslâ cu evitares
depâzirii restricțiilor

cinematice prin metoda proportionalâ
fie X?l<^ viteza cuplei cinematice zi fie accelerația corespunxâtoare care 

produce mizcarea. 8e dorezte sâ se calculele valoarea lui r care asigurâ un timp ts minim. 
8e studia^â problema pentru douâ cuple cinematice (fig.3.16). ?entru profilul trape^oidal 
de vite^â, expresia timpului minim necesar parcurgerii unei distanse V, este:
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.i v^ - v^ 
lcl lcj. lc^

(Z.70)

vin relația (Z.70), timpul minim de parcurgere al fiecârei cuple cinematice, 
calculat în mod separat se scrie:

(Z.7I)

I-egea sincronirsta a mizcârii impune:

(Z.72)

cu is > X1sx(is, is). pentru a calcul» tf minim trebuie sâ se determine X? zi v'. Din relatis 
(Z.72) se deduce:

,2,,, v^

v'

pentru a satisface restricțiile de viteza trebuie îndeplinite conâisiile:

O < X' < 1
O < ^ < 1

vtilirând expresia lui din (Z.7Z), ultima inegalitate devine:

vn raționament analog, în cs^ul restricțiilor pentru accelerație, conduce la. 
0< v' < I

(Z.7Z)

(Z.74)

(Z.75)

timpul tf minim este obținut când zi v' au valori maxime zi satisksc simultan 
relspile de mai )os:

V' (Z.76)

v"

(3.77)

- ^lin
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Durata core8punrâtoare tarei äe accelerare are valoarea:

^opl^s
(3.78)

^ce8te relații sunt u?or generalirabile pentru n cuple cinematice,a8tfel:

- I^in 1 ____
v'

-- k^jn
'âv'

)-2, ..., n (3.79)

Daca pentru o cupla cinematicaâatâ, legea optima nu atinge vitera maximâ se 
înlocuiește în funcțiile äe mai 8U8 termenul prin viteza maximâ efectivâ atin8â 
(fîg.3.17). Din conâipa äe exi8tensâ a palierului äe viterâ ^D^ >rerultâ câ 

acea8tâ 8ituatie 8e prerintâ cană:

(3.80)

8e äeäuce äe aici câ vitera maximâ atin8â are valoarea:

- (3.81)

?ig.3.17. Oooräonarea cuplelor cinematice.
l^letoäa proporponalâ i^râ âepâzirea re8tricpei. darul cană vitera e8te 8aturatâ
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3.4. kirooir^^ penum irovoii^oir i^v^8nri^i.i
î^ 8?^ivi. oiip^L^oir oiiM^noe

In paragrafele precedente ale ace8tui capitol au fo8t abordate principalele a8pecte 
ale generării mizcârii în 8papul coordonatelor cuplelor cinematice. Metodele prezentate 
au eon8tituit ba^a eladorârii unui program amplu pentru generarea mizcârii.

programul care reali^ea^â aee8te generâri de traiectorii a fo8t conceput ca o 
aplicație ^Vindow8, fiind 8cri8 într-un limbaj de nivel înalt zi anume în Vorland ?a8cal. 
programul e8te foarte uzor de utilizat zi prerintâ un numâr mare de po8ibilitâsi de a alege 
legile de interpolare, punctele nodale zi re8tricpile cinematice.

Oenerarea mizcârii 8e face pe bara unor condici inițiale care pot ki 8electate în 
program prin intermediul meniurilor zi al dialogurilor. Algoritmul programului convine 
trei pârsi: inisialirarea, calculul propriu-ri8 zi akizarea (textuală zi grafica) a rezultatelor.

programul permite utilizatorului 8electarea metodei de generare a mizcârii, dar mai 
ale8 încadrarea în dalele concrete ale oricârei probleme. Zettel, programul constituie o 
8interL în manierâ originală a paragrafelor precedente. 8electarea metodei de generare 8e 
realirearâ finând cont de anumite S8pecte referitoare la robot zi mizeare, prin activarea 
primului 8udmeniu. Leranul care apare la aeea8tâ 8elecpe e8te prezentat în figura Z. 18.

sumarul cuplelor clnemoîlce:

1

Hpul 6e generare ol mlscorll:

sumarul punctelor lmox.8): 

^îveorNe cuplelor sunt:

Lelectotl tormo trolectorlei: RMWMMS

iNW

kig.Z.18. vste generale âespre robotzi mizeare

Alegerea tipului âe interpolare se resliresrâ clin submeniurile prezentate în 
tlg.Z.I9 (mizeare între puncte âe oprire) zi 6ß.Z.2O (mizeare între puncte âe trecere).
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pentru cupla: 1

Alegeți funcția ^e interpolare:

UWWMWMNWMMMM
UGWMWWWWWWW^

AWMWWWWMKMMM
Mg MW

?iß.3.19. setarea ümc^iei âe interpolare, vizoare întreMncte âe oprire

pentru cupla: 1 

älegetl tunctla âe interpolare: 
MWMWWWWWMq

NWWWM-MUIW8AKD 
WWWUWWWîWUSV 
MMWMWMWWWKU

MWWWWMMWMWî-8

piß.3.20. 8etarea tunesiei âe interpolare, ^lizeare intre /nâ/e âe treeere

l^a geleetarea /rr/nele/or âe interpolare se activea^L un dialog pentru specikicarea, 
pentru tîecare euplâ a robotului, a coorâonatelor acestora în /?r/^e/e/e âe interpolare. 
Dialogul dintre proßrrun zi utilizator pentru introâueerea acestor âate este reâat în kigura 
Z.2l.
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Cuncte ^6 mtkspolâlk;

lntro6ucetl punctele de lnterpolare

pentru cupl» 1

PV-ql M P2

P3 P4 PS-qf
^50 j jl00

?ig.3.2l. Introducerea coordonatelor în /-râle/e de interpolare

l^a selecta restricțiilor se dau valorile inisiale zi tinale ale coordonatelor cuplelor 
cinematice precum zi restricțiile de viteza zi accelerație pentru fiecare cupla. kestricsiile 
sunt introduse printr-un dialog de forma celui din figura 3.22.

pentru cuple 1

Vltero msxîmo pe cere o poete dervolt» cuple: 

mi

Accelerstle mexlme pe cere o poste dezvolt» cuple:

m

fig.3.22. Impunerea restricțiilor cinematice

Oupâ introducerea datelor inițiale, prin apelarea meniului dalcule zi rerultate se 
efectuea^â calculele necesare pentru determinarea timpilor de parcurs, a legilor de 
variație pentru coordonatele cuplelor, vitezelor zi accelerațiilor acestora, cu respectarea 
restricțiilor cinematice impuse de sistemul de acponare a robotului. ?rin apelarea 
meniului Heprerentâri grafice se reali^eaLâ reprezentarea grakîcâ a traiectoriilor 
calculate anterior.
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3.5.

In caxul în care, între âouâ /-râ/e âe precizie ale traiectoriei punctului 
caracteristic al unui robot mizcarea este libera, generarea acesteia poate Ii aborâatâ âirect 
în spațiul cuplelor cinematice. pentru stabilirea funcțiilor âe interpolare a coordonatelor 
cuplelor se tine cont âe viteza pe care o are punctul caracteristic în momentul cânâ trece 
prin /-râ/e/e âe precizie âe oprire, cânâ viteza este ^ero, sau âe trecere, 
cânâ viteza este âiferitâ âe rero).

dea mai simpla zi totuzi frecvent utilizata interpolare este cea liniara. Z^vând în 
veâere disconpnuitâple care marcbeasâ începutul zi sârzitul mizcârii interpolate liniar, 
cânâ acestea au o influentâ semnificativâ asupra preciziei parcurgerii traiectoriei, sunt 
folosite funcpile âe interpolare polinomialâ. Dintre acestea, cel mai frecvent utilitate sunt 
cele âe gradul trei zi cinci, polinoamele âe grad superior pre^intâ dezavantajul câ necesitâ 
calculul unui numâr mare âe coeficienți polinomiali zi al punctelor âe extrem.

Dintre funcțiile polinomiale, o amploare âeosebitâ o are folosirea funcțiilor spline. 
Datoritâ avantajelor pe care acestea Ie pre^intâ, âar zi impunerii acestor funcpi pe plan 
teoretic zi practic zi mai ales implementârii lor în âiferite programe âe tip d-VD, âe calcul 
numeric zi grafîcâ precum I^I^'ffld^D zi sau âe proiectare asistatâ âe
calculator precum -^O^Od-VD, acestui tip âe funcții îi este âeâicat capitolul urmâtor 
integral. Interpolarea cu funcții spline poate fi folositâ atât în spapul cuplelor cinematice, 
cât zi în spațiul operațional.

fiecare dintre funcțiile de interpolare propuse pre^intâ avantaje, dar zi 
dezavantaje, traiectoria optimalâ din punct de vedere al timpului de parcurgere este 
traiectoria cu profil triungbiular de vite^â. Dezavantajul acestei metode constâ în 
obținerea unor supraaccelerapi de valori foarte mari, pentru a evita disconpnuitâple 
accelerațiilor cuplelor cinematice au fost propuse profiluri de viterâ netezite (triungbiular 
zi traperoidal). Dezavantajul acestora constâ însâ în majorarea duratei de parcurgere a 
traiectoriei, pentru fiecare din tipurile de traiectorii propuse au fost prezentate avantajele 
zi dezavantajele.

punctul caracteristic Ia robotului poate sâ treacâ cbiar prin /-râ/e/e intermediare 
introduse pentru o definire cât mai fidelâ a traiectoriei sau doar prin vecinâtatea acestora, 
în ca^ul în care punctul caracteristic nu trece prin /-râ/e/e de precirie, trebuie impuse 
condiții de încadrare în tolerantele admisibile ale erorii de poziționare.

Indiferent de modul de generare (prin /-râ/e de oprire sau prin de trecere), 
unul din parametrii importanti ai mizcârii este timpul de parcurgere a traiectoriei. 
Minimizarea acestuia constituie unul din cele mai Irecvent utilitate criterii de optimizare 
a mizcârii, atât în spapul cuplelor cinematice, cât zi în spapul operațional, pentru a putea 
compara diferitele tipuri de funcpi de interpolare prezentate a fost introdus un factor 
adimensional O p, pentru fiecare tip de mizcare considerându-se aceeazi deplasare zi 
aceeazi accelerape.

Durata deplasârii unei cuple cinematice depinde atât de distanta parcursâ, cât zi de 
caracteristicile de viterâ zi accelerape impuse de servomotoarele de acționare a cuplei, 
timpul minim de parcurgere a traiectoriei este factorul decisiv în coordonarea cuplelor 
cinematice. Metoda timpului minim este destul de simplâ zi uzor de aplicat, indiferent de 
tipul de mizcare.
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programul realizat pentru generarea mișcării în spațiul cuplelor oferă utilizatorului 
diferite variante de alegere a metodei de generare. Imaginile ce prezintă interfata pusa la 
dispoziție utilizatorului au fost capturate zi introduse în lucrare pentru a sublinia 
conceppa generala, sistematizata care a stat la baxa elaborării acestui program prietenos zi 
uzor de implemetat.
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4. ^Lir?0^irL^ 
roiosi^v rrmcrn 8?ri^L

4.1. livurov^OLirL

problema leorebcâ clasicâ a interpolării funcjiilor dupâ âe exacte, definite pe o 
mulțime discretâ de puncte, este rerolvatâ cu ajutorul polinoamelor de interpolare ale Iui 
l-agrange. Aceasta metoda asociata unui set äe n puncte äin plan, äe alicise diferite, o curdâ 
polinomialâ de gradul /7-/, care trece prin toate cele /r puncte. Metoda are avantajul 
continuitapi tuturor derivatelor curbei interpolatoare. 'fotuzi, curba interpolatoare Lagrange nu 
este naturala în sensul câ oscilearâ prea mult între punctele fixe; acest aspect este probibibv în 
carul ublirârii operapilor de interpolare pentru modelarea unor fenomene naturale (VH, 
^111).

In ulbmii ani s-au impus pe plan teoretic zi mai ales practic metode noi zi eliciente de 
interpolare care au primit denumirea de /unesü 0 funcpe spline este, de obicei, 
polinomialâ pe porpuni, adicâ o funcpe pentru care existâ o diviziune a intervalului 1 de 
interpolare în subintervale, astfel încât în interiorul lîecârui subinterval al diviziunii funcpa 
reprerintâ un polinom de un anumit grad m. în plus, funcpa este de regulâ continuâ pe I 
împreuna cu derivatele sale pânâ la ordinul m-/ inclusiv, zi are derivata de ordinul m cu pâtrat 
integrabil.

duplele manipulatorului sunt deseori conduse astfel încât efectorul sâu final sâ 
urmâreascâ o traiectorie operaponalâ prespecilîcata. Exista mai multe metode de generare a 
traiectoriilor carteziene s6201, s?5j, sVl2^, s^VlOj care utili^earL o mulpme de/-râ/e nodale 
ce descriu traiectoria doritâ, asupra cârora operea^â o transformare de coordonate, din spapul 
operaponal în spapul cuplelor robotului, urmând ca apoi sâ se genereze traiectorii între douâ 
//uncie zi sâ se concatene^e segmentele obpnute într-o traiectorie continuâ. Astfel se 
procedearâ la generarea traiectoriei atât în spapul operaponal, cât zi în spapul cuplelor 
cinematice conducătoare ^oste metodele de generare introduc erori, destul de mari uneori, în 
specificarea traiectoriei operaponale, datorita metodei alese pentru interpolarea traiectoriilor 
cuplelor practic, nici un tip de interpolare nu poate conduce Ia o traiectorie exactâ.

vezi curbele ne cäce nu oferâ o precizie prea bunâ, ele sunt totuzi cele mai 
folosite în generarea traiectoriilor zi aceasta datoritâ proprietarilor lor extremale naturale, 
umcitâpi solupei pe care o oferâ zi stabilitâpi acesteia. Lxistâ zi alte tipuri de curbe spline 
utilitate în generarea traiectoriilor' curbe spline cuadratice, cvintice, etc.

remediu simplu pentru a miczora eroarea traiectoriei este de a selecta mai multe 
//uncie Oneori, acest lucru mârezte numârul polinoamelor zi, prin urmare, îngreunearâ 
calculele Interpolarea la nivelul cuplelor zi aproximarea coordonatelor cuplelor, în sensul 
erorii pstratice minime, folosind funcpi spline cubice au fost propuse în (1-29).
veLS^Mtajul acestor metode constâ în faptul câ manipulatorul trebuie sâ aztepte pânâ când 
toate punctele nodale au fost determinate, ceea ce nu convine în generarea traiectoriei în timp 
real ^ceastâ problernâ este rewlvstâ în ^9^ prin utilizarea erorii pâtratice minime ca zi
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criteriu de concatenare (a porțiunilor) în interpolarea prin curbe 8pline c-âee zi pe
porțiuni.

In general, metodele de interpolare nu con8iderâ vitezele zi accelerațiile reale în noduri 
zi, de aceea, e8te nece8ar un număr mare de noduri. ?entru a utiliza mai eficient datele reale 
core8punâoare nodului cartezian, 8-a propu8 ^2) folo8irea polinoamelor cvMZ/ee în locul 
celor cubice. ?olinoamele cv/>7Z/Le pe porpuni 8unt determinate pentru toate 8egmentele prin 
politiile, vitezele 8i accelerapile core8pun^âtoare capetelor fiecărui 8egment.

Dezavantajele folo8irii funcpilor de interpolare 8pline 8unt legate de faptul câ 
traiectoria operaționala obpnutâ nu poate 6 prevăzută, iar determinarea coeficienților 
polinomiali nece8itâ cunoazterea tuturor punctelor intermediare.

4.2. ov

funcțiile 8pline cubice au a8tfel de proprietâp încât a8igurâ o înaltâ ebcacitate a ace8tui 
tip de interpolare. 8e con8iderâ cla8a â funcpilor care au derivate de ordinul doi cu 
patrat integrabil pe 8egmentul t^p pune problema gâ8irii funcției interpolatoare

u ^.,1 ' u(ti) f! > i - 0,1....,n (4.1)
care minimi^ea^â funcționala.

în
<p(u) - (4.2)

10

pe cla8a de funcții 8e demon8trea^â câ minimul ace8tei funcponale e8te atin8 de
funcția 8pline Oi(t) cubicâ pe porpuni. In ace8t 8cop 8e con8iderâ mârimeai

<v(u-^) - slü(t)-0j(yf6t (4.3)
10

unde u(1) e8te o funcpe interpolatoare oarecare care îndeplinezte condipile (4.1), iar Oi(t) e8te 
tuncpa 8pline. Integrând prin pârp relapa (4.3) zi folo8ind proprietățile funcpilor 0,(1) zi u(t) 
rerultâ:

<p(u-^) - j M)6t - s ((), (t) f 6t - 2 (ü(t) - 0, (t))y, Ml -

10 10 10
1n

- D(u)-O(yj)-2l(u-0.)tz.^ - /lu(t)-tz;(t))tzj(tM -
10

N-11i4l
- O(u)-cP(tzj)>2X / M)-Y'.(1)1tzj(1)dt (4 4)

i-o
8-au folo8it condipile la limitâ Oi(îo) - Oi(tn) 0. Deoarece zocul Oi(t) - Lj - con8tant 

pe 8egmentul ^tj, 1j. re2mltâ:

<p(u -().)- O(u) - O(tzj) 2 X ^u(t j.i) - tzj (tj^i )j - ^u(t j) - tzi (t! )1j - <d(u) - -p(y>) (4.5) 
i-0

Deoarece (4.3) implicâ evident D(u-()i)-0 pentru orice u din cla8a 0^ obpne:
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<V(H) < O(u) (4 6)
pentru orice lunche » care mäeplinezte conâipile (4.1). Oeci minimul funcționalei (4.2) se 
realiMgM pe funcția 8pline cubica pe porțiuni y<t), ;i nu este greu cle grstat câ alte puncte cle 
minim nu exista.

8e poale demonstra eâ funcțiile spline cubice construite in alte condiții Ia limita (cum 
ar 6 impunerea anumitor vitele zi/sau aecelerapi în /-r/ne/e/e â' sau cunoașterea "a 
priori" a faptului câ funcpa este periodica) asigurâ în continuare minimizarea funcționalei 
(4.2), însă, în acest ca?, nu pe întreaga clasa de funcpi din (4.1), ci pe o submultime a 
acesteia, alcâtuitâ din funcții care satisfac condipile Ia limita respectiva.

?e ba?a rezultatului (4.6) se poate formula o alta deimipe, ecbivalentâ, a funcției 
spline cubice pe porsiuni. este o iunctie din clasa 0^^, care ia valori date în nodurile replei 
zi minimi?ea?â funcționala (4.2). Aceasta proprietate a funcției spline este importantâ prin 
faptul câ funcționala M(u) poate fi interpretatâ ca iunctie analoagâ energiei potentiale a unei 
bare elastice obligatâ sâ treacâ prin punctele (1j, f) ale planului, pe iunctiile spline cubice 
reali?ându-se minimul acestei energii, respectiv minimâ a barei elastice. -Aceasta
este proprietatea a funcpilor spline cubice, care face ca acest tip de interpolare sâ fie 
cel mai potrivit pentru modelarea curbelor de evoluție a diverselor fenomene reale.

4.Z. în
VL donuroL.

pentru comanda unui manipulator, configurata efectorului fmal, atât în po?ipa 
initialâ, cât zi în cea tînalâ, trebuie sâ fie specifîcatâ înainte ca traiectoria mizcârii sâ fie 
generatâ. ln generarea mizcârii prin interpolare în coordonatele cuplelor cinematice, 
pentru electorul final al robotului pre?intâ interes urmâtoarele considerati ^?4^

* dând este selectat un obiect, mizcarea efectorului final trebuie condusâ spre acel 
obiect, dar larâ a intra în coliziune cu acesta.

-vacâ se specifîcâ o po?itie de pornire (de ridicare) în lungul vectorului normal Ia 
suprafata exterioarâ din po?ipa initalâ zi dacâ se cere ca punctul caracteristic al robotului 
sâ treacâ prin aceastâ poripe, atunci existâ o po?ipe de pornire admisibilâ. Oacâ 
suplimentar se specifîcâ timpul necesar atingerii acestei politii, se poate controla vite?a 
cu care obiectul trebuie ridicat.

«-^celeazi cerințe pentru mizcarea efectorului final sunt valabile zi în punctul de 
coborâre pentru po?isia fînalâ a mizcârii (mizcarea trebuie sâ aibâ loc spre un punct al 
normalei la suprafasâ zi apoi se coboarâ încet spre po?ipa fînalâ), astfel încît se poate 
obține zi controla direcpa corectâ de apropiere. ke?ultâ astfel patru poripi pentru 
mizcarea efectorului final: inipalâ, ridicare, coborâre zi fînalâ.

«kestricsiile impuse celor patru polipi sunt (6g.4.1):
a) ?o?ipa inipalâ: vite-a zi accelerapa sunt cunoscute (de obicei -ero):
b) ?o?ipa de ridicare: mizcare este continuâ pentru punctele intermediare:
c) ?oritia de coborâre: similar cu cea de ridicare:
d) ?o?itia fînalâ: vite?a zi accelerația sunt cunoscute (normal nule).
suplimentar fata de aceste restricpi, valorile extreme ale variabilelor cuplelor 

trebuie sâ tîe în limitele fî?ice zi geometrice pentru fiecare cuplâ.
* Considerații referitoare la timp:
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â) segmentele inipal zi final sie traiectoriei: timpul este dat âe viteza âe 
apropiere a efeetorului 5mal spre/dinspre suprafața zi este stabilit constant în funcție âe 
caracteristicile motoarelor cuplelor.

b) In z-rMc/e/e intermediare sau segmentul âe mijloc: timpul este âat âe valorile 
maxime ale vitezelor zi acceleratilor cuplelor (se alege timpul maxim al cuplei celei mai 
lente - valoarea pe ba^a careia se face coorâonarea cuplelor).

?ig. 4.1. po^ipile pentrü traiectoria cuplei

l^estricpile impuse traiectoriilor cuplelor sunt prezentate în tabelul 4.l.

tabelul 4. l. Restricțiile pentru generarea traiectoriei 
interpolate în coorâonatele cuplelor cinematice

?o^itia initialâ:
1 politia (impusa)
2 .Viteza (cunoscuta, norma! rero)
3 -^ccelerapa (cunoscuta, normal rero)

?oritiile intermeâiare:____________________________________________
4 ?o^ipa âe ridicare (data)
5 politia de ridicare (continuitatea cu segmentul precedent a! traiectoriei)
6 Viteza (continuă cu segmentul precedent al traiectoriei)
7 Accelerația (continuâ cu segmentul precedent al traiectoriei)
8 politia de coborâre (datâ)
9 ?oripa de coborâre (continuâ cu segmentul următor al traiectoriei)
10 Viteza (continuâ cu segmenwl urmâtor al traiectoriei)
11 .^ccelerapa (continuâ cu segmentul urmâtor al traiectoriei)

?oripa finala:
12 ?oripa (impusâ)
13 . Viteza (datâ, normal ^ero)
14 -^ccelerapa (datâ, normal ^ero)
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pornind âe Ia aceste restricpi, se selectea-â o clasâ âe tuncpi polinomiale âe 
N^dul n sau mai mic, astfel încât poripa ceruta a cuplei, viteza zi accelerația în aceste 
puncte nodale (inipal, riâicare, coborâre, kînal) sunt satisKcute, iar po^ipa, viteza zi 
accelerația secarei cuple sunt continue în întreg intervalul âe timp (ty, t^. 0 solupe o 
constituie funcpa polinomialâ âe graâul zapte, pentru lîecare cuplâ:

qtt) a^t^ 4- Lzt^ a^t^ Lzt^ 4- Â2t^ a^t^ Lg (4.7)

unde coeficienții necunoscuti Lj se pot determina din cunoazterea polipilor zi din 
condițiile de continuitate Obligarea unei funcpi polinomiale de grad ridicat pentru 
interpolarea mizcârii date prin punctele nodale nu este însâ satisiâcâtoare. Determinarea 
valorilor extreme este âificilâ, iar mizcarea rerultatâ este necunoscuta. 0 alternativa în 
rezolvarea acestei probleme constâ în divizarea traiectoriei în mai multe segmente de 
traiectorie zi utilizarea unor funcpi polinomiale diferite, de grad mai mic. Lxistâ astfel 
mal multe metode de interpolare a traiectoriei divizate în segmente de traiectorie (P4b 
fiecare metoda având proprietâple sale: 4-3-4 (capitolul 4.3.1), 3-3-
3, traiectorie 3-3-3-3-3 (capitolul 4.3.2). Traiectoria fiecârei cuple este divizata în trei sau 
cmci segmente de traiectorie Astfel, pentru un manipulator cu bl cuple cinematice, pentru 
traiectoria 4-3-4 se folosesc 3b! segmente de traiectorie, se determina 7b! coeficienp 
polinomiali zi extremele celor 3b! segmente.

4^.1. d 1 ^LL(7I0IULI VL 4-3-4

Deoarece trebuie sâ se determine bl traiectorii pentru fiecare segment de 
traiectorie, se introduce timpul normalizat p, p ^0,l^, oare permite tratarea ecuapilor 
fiecârui segment de traiectorie, pentru 6ecare cuplâ cinematicâ, în acelazi mod. pentru 
toate segmentele de traiectorie, timpul inipal normalizat p - 0, iar timpul final normalizat 

^p-l.
8e defmesc urmâtoarele variabile:

»timpul normalizat p--—p 
îj îj_,

»timpul real t, în secunde;
»timpul real t, la capLtul segmentului / al traiectoriei;
»timpul real r, necesar parcurgerii segmentului / al traiectoriei: îj tj - tj.,
traiectoria cuplei este exprimatâ printr-un zir de funcpi polinomiale bj(1). In 

contmusre, pentru simplitîcsrea redactârii, se va renunța Ia indicarea cuplei ^cuapile 
polmomiale, pentru variabila tîecârei cuple zi pentru tiecare segment de traiectorie se 
exprnnâ, folosind timpul normalizat:

2,^p^ ^2, Ip^ ^2,0

K,(p) - L^zP^ ^L^iP^L^o

a^zp^ > 2^ ip^ 2^o

(primul segment) (4.8) 
(al doilea segment) (4.9)

(ultimul segment) (4.10)

Oondipile la limitâ, pe care mulpmea funcpilor polinomiale ce interpolearâ 
segmentele traiectoriei trebuie sâ le îndeplinească, sunt:
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1. ?02isia inisialâ: qg q(po).
2. Valoarea vitezei inisiale: Hg q(py) , normal 0.
Z. Valoarea acceleratei initiale: Hg - q(po) , normal 0.
4. ?orisia de ridicare: q, - q(p,)
5. dontinuilatea politiei la p^pi. p - p, -> ^p^ q^p^^

6. (Continuitatea vitezei la p^p,: p - p, -> ^p^ q(p^

7. Oontinuitatea accelerației la p^pi. p - p, -»^p^ - q^p^

8. ?orisia de coborâre: - q(pz)
9. Continuitatea po^isiei la p^p2^ P P2 ^p^ - 9^2

l0. Continuitatea viterei la p^p^ p P2 ^^2) - ^2^

1 l. Oontinuitatea accelerației la p^p2^ p - P2 -» ^P^ - 9^2

12. ?oripa kinala. - q(pf)
13. Valoarea vitezei finale: Hf q(pf), normal Hf - 0.
l4. Valoarea accelerației finale: Hf - H(pf), normal Hf - 0.

?rima ^i a doua derivata ale acestor funcții polinomiale, în raport cu timpul real /
se pot scrie.

â - â'(p) _ ^i(p) <ip - ' âj(p) I 6kj(p) 1 - , ,
ât âp cit 6t âp r,

6^k,(p)
(tj

l 6^kj(p) 1 6'kj(p)
<Ip'

i-I,2,n(4.ly

i-1,2,n(4.I2)

?uncsiile polinomiale pentru interpolare» /raiee/or/e/ c/e ///> obfinute pe kmm 
relațiilor (4.8)-(4.I0) ;i (4 1 t), (4.12) ;i a conclipilor âe mai 8U8 8unt prezentate în 
Isbelul 4.2 uncie 8 - k/ g;i:

*2 ^1 "r, > ^2 V ^2>l r, r, Lz.

l 2r, 5^2 > .. 
VZ ^2 r„

"r, î, 
v> -q.-qo-K,(l)-K>(o) 

O2 ^92 — ^2(1) — 1^2(0)

v„-qf-q2-b„(0)-b„(-1)
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labei 4.2. funcțiile polinomiale pentru /zn/ee/ona c/e ///? ^-3-^
primul 8egment de traiectorie.

-qg-r, 2^^^ ^(^o^>)p^klo

t>,(I) 4O, §
q>^ Zc>g q<>L, —

K,(I) I2V, 12ci„ 68
li - 2 - 2

-VI doilea 8egment de traiectorie:
K2(p)^(v2 -q.-c,

. ^2(^) - ^2

^2 - - ^1 -
^2 ^2 2

.. ii2(y 6V2 6q,
c>2^ 2 " 2 2q,T2

^2 ^2 ^2

Dltimul 8egment de traiectorie:
Kn(p)^(dvâ„ -^2^n -^cÎ2'rn-6qsi„-»-^q^p^' -^-8V„ 4-Zq^ ->-Zci2^^P^

punctiile polinomiale pentru interpolarea c/e ///) 3-3-3 8e determinâ
8imilar zi 8unt prezentate în tabelul 4.3.

4.Z.2. oi oni-v er)irie^ (5 ^r vi^k)

puncpile 8pline cubice oferă mai multe avantaje: grad 8câ^ut al funcției 
polinomiale care permite continuitatea vitezei zi accelerației, zi care reduce calculul zi 
pO8ibilitatea in8tabilitâsii numerice. în general, funcpa polinomialâ pentru fiecare 8egment 
al traiectoriei unei cuple e8te.

kj(p) aj,)p) >aj.2p^i^l,2,3,4,n, pe^0,l^, tj_,<t<tj (4.l3)

In interpolarea polinomialâ cu funcpi cubice 8unt nece8are cinci 8egmente de 
traiectorie zi za8e puncte de interpolare. Din cele prezentate în paragraful precedent, 
rerultâ câ exi8tâ doar patru poripi pentru interpolare (?o, ?r, pc, ps) Deci, pentru a avea 
8uficiente condipi Ia limitâ pentru determinarea coeficienților polinomiali, trebuie 
8electate încâ douâ puncte nodale între ?i pc e8te ab8olut nece8ar 8â 8e cunoa8câ cu 
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exactitate ace8te douâ poritii 8uplimentare, ci doar intervalele âe timp core8pumH1oare zi 
8â kie îndeplinite condițiile de continuitate pentru viteza zi accelerație. -^8ttel, condipile la 
limita pe care funcpiie polinomiale ce interpolea^L 8egmentele traiectoriei trebuie 8â le 
rndeplinea8câ 8unt: re8trictii pentru porige în ?y, ?i ?s- continuitatea vitezei zi 
acceleratei în toate punctele de interpolare. In figura (4.2) 8unt prezentate condipile Ia 
limita pentru traiectoria interpolată prin cinci funcsii polinomiale cubice. Variabilele 
8ubliniate reprezintă mărimile cuno8cute înaintea calculării celor cinci tuncpi polinomiale 
cubice.

"Pabel 4 3. funcțiile polinomiale pentru c/e ///? 3-^-3
primul 8eAnent de traiectorie:

lK,(p)-^v, -qg-c, -^!p^(q°^i)p^qo

k,(1) Zv,
2

K,(I) 6V. 6^
^I I " 2 " 2

r, r,
>^l doilea 8eßment de traiectorie:
k2(p)-^6v2-Zq,i2-2q2^-^^^^p^^^v2 4-8q,-c2^7q2'rr^ ^2^-4

-^10v2 -6q,-i2 -4q2^r

^2 - - ^5
^2 2

^(1) 6V„ 6q,
§2 2 2

^2

Ultimul 8e^ment de traiectorie:
k,(p) -q^n)p' -2q^„ ^1cj^'^q2

?rima zi a doua derivata ale kuncsiei polinomiale în raport cu timpul real 8unt:
... k,(p)
c>j(p)^------

^âj,zp^ ^2ajzP ,
ij

j-l,2,3,4,n (4.14)

» ,. ii^(p) 
qi(p)^—

6Lj-,p-«-2aj2 i - I,2,3,4,n (4.15)
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4.2. dondipile limitâ pentru traiectoria interpolata prin 5 funcții polinomiale cubice

Impunând porisiile, vitezele zi accelerațiile în politia inițiala zi finala, funcpile 
polinomiale pentru interpolarea segmentului inipal zi final (b,(p) zi b„(p)) sunt 
determinate complet. 0 data ce aceste funcții polinomiale au fost calculate se pot 
determina bz(p), bz(p) zi l^(p) folosind restricțiile polipilor zi condițiile de continuitate

?uncpile polinomiale pentru cele 5 segmente cubice sunt prezentate în tabelul 4 4 
8-au folosit, următoarele notasii.

. . .. "c

c - Z^2 ^2

2 b^ 2 b^
az.z^^z^,

2 z '6

6-314-2^,14 >1,

b, --1-2^4 -^-^,^1-14)6-»-14(14 -12^

b2 -k,(i-i-i,)-i->^2^-1^K,^1-14)0-,-14(1-12^

b, -I<Xr-^4)^>c2^-c)^k2^4 -^2)0-6^-^)^

In concluzie, dacâ se impun politiile ?0, ?r, l^c ?i ?f, precum zi timpii lj necesari 
parcurgerii fiecărui segment de traiectorie, se pot determina unic cinci funcții polinomiale 
care satisfac toate restricțiile referitoare la poritii, precum zi condițiile de continuitate. 
Metoda prezentata permite interpolarea unei traiectorii prin zase puncte de interpolare, 
folosind cinci funcții polinomiale. ?entru generalizarea problemei, se pot determina n 
funcsii polinomiale cubice.
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tabelul 4 4. ?uncsiile polinomiale pentru c/e ///-
?rimul segment de traiectorie:

^(ciu^,)p^qo

- ^D, ^0^1 ,6V^ 6q^ 

îi

-Vl doilea segment de traiectorie:

k2(p)^2,zp'

c>2

^2,3
- ^ll -------

^2.3
ci2

^2

-Xl treilea segment de traiectorie:

4-(q2^)p-i-ci2

c>, -c>2

- ^2 ^2^3
^3

^3.3
ci3 ^ci2 ^-

^3

-Vl patrulea segment de traiectorie.

^4(p) S4.,p'
ZD

- --------- 2qf -——
-r. 2

6cis ^..
-------—-2c,f

Oltimul segment de traiectorie.
Kn(p)^(v„ -q.r„ 

^-ZV„4-Zq^„-cj^^p'4-

4.4. ^^C7iiL.0ir
tii^i ?irl^ „ vL pir^eiLiL

Aproximarea unei traiectorii m coordonate carteziene necesita m funcții de 
aproximare, câte una pentru fiecare cupla cinematica. O asemenea funcpe de aproximare 
trebuie calculata pentru fiecare de precirie /-<-/>?/) impus pe traiectorie. In 
plus, funcpa trebuie sâ fie continua m poripe, viterâ zi accelerație (funcpa de aproximare 
de ordinul rero, unu zi doi) pentru ca parametrii cinematici sâ se încadreze m limitele 
fizice ale robotului (limitele performantelor motoarelor de acționare).

De asemenea, nu trebuie depâzitâ eroarea maximâ admisâ de la traiectoria 
geometricâ impusâ. Aceste condipi ar putea fi satisiacute prin derivarea unei singure 
funcpi polinomiale care sâ treacâ prin toate z-lâ/e/e de precirie. 8-ar putea msâ ca 
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funepa polinomialâ 8â con^inâ extreme între /ir^c/e/e de precitie. Acestea trebuie 8â 
verifice de a8emenea limitele fizice ale robotului, -^r putea rezulta a8tfel abateri mari de 
la traiectoria cartetianâ dorita, ținând cont câ fiecare de precizie nece8itâ trei 
condiții inițiale, gradul funcsiei polinomiale core8puntâtoare unei traiectorii ce trece prin 
k/n/nc/e de precizie e8te foarte mare:

^vând în vedere ace8t a8pect al problemei 8e propune aproximarea traiectoriei 
polinomiale prin 8egmente 8pline zi definirea câte imei îuncpi polinomiale pentru fiecare 
8egment de traiectorie, cu figurarea continuității în fiecare /)«/?<?/ de precizie. ?entru a 
a8igura continuitatea în punctele intermediare zi pentru a obtine, în /?/â7e/e de început zi 
de 8iarzif viteza zi accelerata nule, 8e utiliteatâ funcsii polinomiale de gradul trei pentru 
8egmentele intermediare zi funcpi polinomiale de gradul patru pentru 8egmentele de 
începui zi de 8fârzit ^Ol9l. -X8tfel, pentru a genera o traiectorie prin /? /-rE/e de precizie 
8unt nece8are funcsii polinomiale pentru fiecare cupla cinematica conducătoare, veci, 
în catul unui robot cu m cuple cinematice conducătoare, pentru a aproxima o traiectorie 
prin n /-kâ/e de precizie 8unt nece8are funcpi polinomiale: funepi
polinomiale de gradul trei pentru 8egmentele intermediare zi funcpi polinomiale de 
gradul patru pentru 8egmentele extreme.

Xletoda barata pe utilizarea funcțiilor 8pline, în contextul de mai 8U8, a fo8t 
aplicata pentru generarea traiectoriei unui robot de tip kfkHK al cărui punct 
caracteri8tic trebuie 8â ocupe un număr dat de configurații impu8e în 8patiul operational 
MZ), M4^.

4.4.1.

8e con8iderâ douâ intermediare de precizie l^ zi (2 < lc < n-I) ale unei 
traiectorii ce trece prin n de precitie. ?entru o 8ingurâ cuplâ cinematicâ
eonducâtoare /, ecuapa 8egmentului 8pline determinai de /-rMc/e/e ?,c zi ?ic>i e8te de 
forma:

o - -1 c!,,, - t' (4.16)
unde (t) repretintâ legea de variasie în raport cu timpul a coordonatei (generalitate) a 
cuplei cinematice eonducâtoare /.

don8iderând t^O, în intervalul de timp 1 S (0, t^.ib 8e impun urmâtoarele condipi 
limitâ:

(4 17)

- ^l^i
unde c^' zi ciid' repretintâ valorile variabilei cuplei cinematice eonducâtoare / în punctele 
?ic?i iar repretintâ vitezele cuplei cinematice eonducâtoare / în punctele

?i
Ooeficienpi funcpei polinomiale (4.l6) 8e determinâ pe bata condipilor (4.17) zi 

8e exprimâ în formâ matricealâ 38tfe1:
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— 1 0 0 0
0 

__ 3-
0
3

1
__ 2_

0
I

qj.j
â -«-1

O2 ic
.2 .2 (4.18)
2 2 3 1

Oz.ic
.2
*K4-I

72"

?entru a putea calcula coeficienți funcției polinomiale e8te nece8ar 8â 8e cunoa8câ 
valorile t^,, zi /, q!c ?i a8ociate condicilor impu8e prin relațiile (4.18).

8e 8electea7.â valorile lui t^, pentru care de precizie ocupâ cea mai 
apropiatâ po^isie raportata la traiectoria impu8â. 8e alege valoarea Iui 1^, ca fiind 
lungimea coardei dintre Mne/e/e de precizie zi ?^i, în coordonatele cuplei:

î 1^1 - (4 l 9)

Vitezele zi 8e determina folo8ind condipa de continuitate a accelerațiilor 
în de precizie. Oon8iderând trei /-r/nele de precizie zi ?>c>2 (0 < 1 < t^i zi
0 < t < tic, 2), continuitatea acceleratilor la 8farzitul 8egmentului zi începutul 8egmentului 

» 7 impune egalitatea:
4!<(î - - t^^.2 - O) (4.20)

unde:
- 2(^2 ,c t^^î

. (4.2l)
- O) - 2O2,lc^.i

Matricea vitezelor q' 8e determină rezolvând ecuația matriceală (4.22):

^-^-14) 1z 0

0 tz ^4>tz) t4

0 0 0 0

0
0

0 0
0 0

^2-^t^l) .^1

(4.22)

î^5

Lcuap2 (4.22) 8e poate exprima 8imbolic:

(4.23)
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4.4.2. 8?i ?nn^iii. zi tn.nivtrii. 8k6ivir:^

pentru primul zi ultimul 8e§ment 8e impune condica initialâ de funcționare tara 
zocuri:

cli ^cj^9^cj' (4.24)

ceea ce impune utilizarea unei funcții polinomiale âe gradul patru, de forma:

(t) - - t cî,,, - 4- c;,. t' c'- t" (4.25)

unde lc^l zi k-m-l.
pentru 8egmentul determinat de /-r/nc/e/e de precizie p, zi ?2 (t S ^0, t^) 8e impun 

următoarele condiții limitâ:
^'(0)-q'i ^'^2)^92
^'(0)-0 (4.26)
^(0)-0 ^(t2)-qî

din care 8e determina valorile coeticienplor polinomiali (üö^, <3',,, 0'2,, <3^,
pentru 8e§mentul determinat de /-râ/e/e de precirie p„_i zi p„ (t S ^0, 1^1) 8e 

impun condicile:

^_,(0)-qi._, ^_,(t„)-0 (4.27)
k^(0)-qi.-i ^_,(t„)-0

din care rezulta valorile coeficienților polinomiali (^ö.n-i, ^ „_i, .

4.4.3. vnkMi.on zi nL8nri(7fnr,0N
vi rk/^ zi ^c^^ki^ir^ siL

I_,uând m con8iderare zi 8egmentele extreme, ecuapa (4.22), din care 8e determina 
matricea vitezelor îq'r devine (4.29), 8au în formâ 8imdolicâ (4.30), unde 8-au folo8it

notasiile (4.28):

(4.28)
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^2 ^2,3 0 0 . .. 0 0 0 <L
^4 t3 0 . .. 0 0 0

0 t5 I4 . .. 0 0 0 c>4 -

0 0 0 0 . -- 2(1^2 în-2

0 0 0 0 . .. 0 ^n-1,n-2 ,q'^.

^2

^^-2^1 -c,^) ^^,,^2 -q^n (4.29)

re8pectiv:
^(n-2)x(n-2) !(n-2)*1 ^(n-2)xl (4Z0)

kerolvând ecuația matriceala (4.29) 8e determina matricea viterelor , definind 
altfel toate funcsiile polinomiale utilirate pentru aproximarea traiectoriei pre8cri§e. In 
6euapa matricelâ (4.29), pentru reprezentarea matricelor, 8-au folo8it parantere zi acolade 
pentru a 8ublinia dimen8iunile ace8tora.

?arametnilui timp i 8e a8ociarâ o unitate de timp liric, înlocuind / cu 178, unde 
e8te timpul liric 8cur8 de la începutril 8egmentului 8pline, iar 8 e8te un factor de 8carâ. 
Valoarea lui 8 8e alege 38tfel încât, pe de o parte 8â 8e evite atingerea valorilor maxime 
ale viterei zi acceleratei oricârei cuple cinematice, iar pe de altâ parte 8â 8e realirere 
parcurgerea traiectoriei în timp minim, figurând încadrarea în limitele lirice ale 
robotului.

pentru a re8pecta re8tricpa de viterâ a cuplelor cinematice, 8 8e poate determina eu
o relape de forma:

(421)

unde e8te vîtera pe 8egmentnl 8pline (lc^l,...,n-1) prin acționarea cuplei cinematice 
conducâtoare /, (i-1,...m), iar e8te vîtera maximâ a cuplei cinematice /.

8imilar, pentru accelerare:
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(4.Z2)

unde cj^ este accelerația pe segmentul spline (l<^l,...,n-l) prin acționarea euplei 
cinematice conducâtoare /, (i^l,...m), iar Kg este accelerația maximâ a acestei cuple 
cinematice.

Valoarea optima a factorului 8 este:

8--max(8v, 8«) (4.33)

4.4.4. nk ?r^nrii
Kovoni k rirnir

8e considerâ robotul de tip k'fkHK de construcție modularâ, a cărui scbemâ 
cinematica stnicturalâ este prezentata în fig.4.3. ?entru satisfacerea sarcinii robotului, 
pentru evitarea coliziunii cu obstacolele, între poripa inisialâ zi cea finala este necesar sâ 
se introducă douâ /-r/ne/e intermediare (^-râ'/e de precizie).

?oripa zi orientarea efectorului fmal al robotului se exprimâ în fiecare de 
precizie impus prin câte o matrice de transformare generalâ 6o.

Deoarece metoda utîliratâ pentru generarea traiectoriei folosezte funcții de 
interpolare pentru variabilele cuplelor cinematice conducâtoare este necesarâ rezolvarea 
modelului geometric invers.

folosind convenția l lartenberg-Denavit se atazearâ elementelor robotului câte un 
sistem de referinjâ (fig.4.3) zi se determină expresia matricei de transformare generalâ 
Oo jD50), unde s-a notat, cos sin qj^8j zi

fig.4.3. 8cbema cinematicâ structuralâ a robotului K'f^'fK
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0^6 -^385 -82
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81^3^4 ^^5 4-q^)

-8z(^4 4-^z 4-^2 ^^2

1

(4.Z4)

Kerolvänd ecuațiile modelului geometrie care 8e obsin din matricea (4.34) se 
determinâ expresiile coordonatelor cuplelor cinematice conducătoare, unde n, o zi a sunt 
versorii sistemului atazat electorului final, iar p este vectorul de poripe al originii 
sistemului atacat electorului final 10161.

0 soluție posibila a acestor ecuasii este 10501:
a 

q, - antg— 
A»

^xpx

'-a-

^xp> ^â^px
^4 " _ ^3

^--px^xp^ .
li? - ' - C;

1-S-
(4.Z5)

q z - arctg
v

ci2 - P? - - ^2

Po?:ipa zi orientarea electorului final al robotului se exprima în fiecare /-râ'/ de 
precizie prin câte o matrice de transformare generalâ 6". 8e stabilește numârul 
de precizie prin care trebuie sâ treacâ efectorul final al robotului. 8e impun politia zi 
orientarea electorului final la momentul inipal, la momentul lmal zi în fiecare /-r/nc, de 
precizie din spasiul de lucru prin matricele 6^. Ke^olvând modelul geometric invers se 
determinâ valorile coordonatelor cuplelor cinematice conducâtoare pentru fiecare /-râ/ 
de precizie.

programul elaborai pentm generarea traiectoriei, barat pe metoda prerentatâ, poate 
fi folosit pentru orice robot, cu orice numâr de grade de libertate zi oricâte /-/â/e de 
precizie. Obligatorul trebuie sâ introducâ numârul cuplelor cinematice conducâtoare, 
numârul /-râ/e/t-?- de precirie, valorile coordonatelor cuplelor în de precizie zi
vitezele zi accelerațiile maxime ale cuplelor robotului, programul calculearâ zi afizearâ 
10231,10241:

«valorile timpilor t^, necesari descrierii iîecârui segment spline'
«matricea 1^1'
«matricea 1>^1, ale cârei coloane sunt matricele 1^'1(n-i)xb
«valorile timpilor reali necesari parcurgerii becârui segment spline' 
«factorul se scarâ 8;
«matricea vitezelor ale cârei coloane sunt matricele

«matricea accelerațiilor ^cj^, ale cârei coloane sunt matricele (q' 

«expresiile funcțiilor de interpolare zi graficele acestora.
8e pregintâ spre exemplu cagul când efectorul final al robotului studiat trebuie sâ 

treacâ prin douâ /-nnc'/e intermediare, cu orientare constantâ. f.a momenwl initial, 
respectiv final, matricele de transformare sunt:
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0 0 -l -l2 0 0 -l -l2'

0 1 0 4 0 l 0 Z
l 0 0 l4

__
l 0 0 10

(4.Z6)

0 0 0 l 0 0 0 1

Vectorii de politie pentru /-râ/e/e intermediare 8unt: p,--15i-5j>11K zi 
P2 --I0i-9j^1ZK. Aceste /-kâ /e 8e ating printr-o ridieare pe verticala zi o exten8ie a 
brasului în prima farâ, o pivotare în tara a doua zi apoi o coborâre în porisia tînalâ. 8e 
ob8ervâ câ nu e8te nece8arâ acsionarea cuplelor (7), (^) zi (6).

kolo8ind metoda prerentatâ, tuncsiile de interpolare a traiectoriei 8unt:
»pentru primul 8egment de traiectorie:
??(t) -- 1.000 - 0.012 ? 0.0011"
^/(t) -- -8.000 0.020 ? - 0.001 ?
??(t) - 2.000 0.01Z ? - 0.001 ?

»pentru al doilea 8egment de traiectorie:
??(t) - - 2.000 - 0.001 t 0.182 ? - 0.020 ?

- 1 000 4- 1.596 t - 0.064 ? - 0.01Z ?
?2^(t) 5.000 - 0.058 t - 0.199 ? 0.014 ?

»pentru ultimul 8egment de traiectorie:
??(t) - 0.000 - 0.Z22 t - 0.229 ? 0.050 ? - 0.00Z ?
?/(t) - 5.000 - 0.971 t - 0.Z 18 ? 0.080 ? - 0.005 ?
1^(t)- 0.000 - 0.784 t 0.091 ? - 0.001 ? - 0.000 ?

în fîg.4.4 8unt prezentate graficele traiectoriilor obținute. în orice moment al 
mizcârii pe traiectorie 8e poate determina pOAsia fiecărei cuple cinematice conducâtoare.
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4.5. nr^iL^oiriiDOir 8?L.n>sL
KL8Hri(^7II O!>kL!^>VH^L?I VI^IVIieL

Tebnica lui ^a^lor de generare a traiectoriei rectilinii generează vectorii in spațiul 
cuplelor cinematice jq(t),q(t),ij(t)) de-a lungul traiectoriei carteziene dorite, tara a lua în 
con8iderare M8â dinamica manipulatorului, "fotuzi, 8ervomotorul fiecărei cuple e8te 8upu8 
8aturârii zi nu poate furnica forte/momente cu valori nelimitate. Zettel, în generarea 
traiectoriei (rectilinii) trebuie luate în con8iderare re8tricjiile pentru forte zi momente. 
-^cea8ta 8ugerear^â con8iderarea controlului manipulalorului în douâ fa^e coerente ale 
execupei: generarea traiectoriei optime off-Iine, urmatâ de controlul parcurgerii 
(urmăririi) traiectoriei on-line.

In generarea unei traiectorii rectilinii carteziene, traiectoria e8te con8trân8â în 
coordonate carteziene, în timp ce fortele/momentele 8ervomotoarelor de acponare a 
cuplelor cinematice 8unt limitate în coordonatele cuplelor. Oenerarea mizcârii devine deci 
o problemâ de optimizare, cu re8tricjii mixte (re8tricpile traiectoriei zi ale forjelor/ 
momentelor) în douâ 8i8teme de coordonate diferite. -^8tfel, fie trebuie convertitâ 
traiectoria carteziană în traiectorii ale cuplelor zi controlai robotul la nivelul cuplelor (Dee 
zi Obung ^D8)), fie trebuie convertite limitele forjelor/momentelor din cuplele cinematice 
în limitele lor core8pun?âtoare în 8i8temul cartezian, optimi^atâ traiectoria caNe^ianâ zi 
controlat robotul la nivelul efectorului final (Dee zi Dee jD9^).

Dezi acea8ta implieâ numerose tran8formâri neliniare între coordonatele 
carteziene zi coordonatele cuplelor, e8te mai uzor de abordat problema generârii 
traiectoriei în 8patiul cuplelor. Din ^l8j a propu8 o mulțime de funcsii 8pline la nivelul 
coordonatelor cuplelor pentru interpolarea 8egmentelor între /-r/nc/e/e nodale 8electate, 
de-a lungul unei traiectorii carteziene date. >^ce8l concepi pre8upune conver8ia traiectoriei 
carteziene dorite în reprezentarea funcjionalâ a /V traiectorii ale cuplelor, câte una pentru 
fiecare cuplâ. Deoarece nu e8te cuno8cutâ nici-o tran8iormare care 8â a8ociere traiectoriei 
rectilinii reprezentarea 8a ecbivalentâ în 8patiul cuplelor cinematice, metodele cuno8cute 
de aproximare a curbelor trebuie utilitate pentnr aproximarea traiectoriei carteziene. 
-^8tfel, pentru a aproxima traiectoria carterianâ doritâ în 8patiul cuplelor cinematice, 8e 
pot 8electa 8uficiente nodale de-a lungul traiectoriei, zi fiecare 8egment de 
traiectorie 8pecificat de câtre douâ /-unele nodale adiacente poate fi interpolat prin /V 
funcjii polinomiale ale cuplelor, câte o funcpe pentru fiecare traiectorie a unei cuplei. 
>^ce8te funcții trebuie 8â treacâ prin /-7/ne/e/e nodale 8electate. Deoarece traiectoriile 
polinomiale cubice 8unt netede zi au abateri mici ale depla8ârilor ungbiulare între douâ 
/n/ne/e nodale adiacente, Din jD18^ a adoptat ideea utilirârii funcjiilor polinomiale 8pline 
cubice pentru interpolarea 8egmentului între douâ /)7/ne/e nodale adiacente. Depla8ârile 
cuplelor pentru cele n - 2 /-7//7e/e nodale 8electate 8unt interpolate prin fmcpi polinomiale 
cubice pe porjiuni. pentru 8ati8facerea condițiilor de continuitate pentru depla8ârile 
cuplelor, viteza zi accelerația pe întreaga traiectorie pentru traiectoria carte^ianâ, trebuie 
adâugate douâ /-//ne/e nodale cu depla8ârile cuplelor ne8pecifîcate, pentru a fi 8ufîciente 
grade de libertate în rezolvarea polinoamelor cubice 8upu8e condițiilor de continuitate. 
Zettel, numârul total al /-unele/n,- nodale devine 7? zi fiecare traiectorie a cuplei con8tâ în 
n-/ funcjii polinomiale cubice pe porțiuni. Dolo8ind condiția de continuitate, cele douâ 
/-unele nodale 8uplimentare 8unt exprimate ca o combinajie de variabile necuno8cute zi 
con8tante cuno8cute. ^8tfel, trebuie rezolvate doar /7-2 ecuajii. forma ecuasiei matriceale 
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rerultate facilitearâ calculul. Dupâ rezolvarea ecuației matriceale, funcțiile spline 
rerultate sunt exprimate în funcjie de intervalele de timp dintre nodurile adiacente. ?entru 
a minimiza timpul total de parcurs de-a lungul traiectoriei, aceste intervale de timp 
trebuie ajustate sub intluensa restricțiilor cuplelor, în fiecare (lin cele /7-7 polinoame 
cubice. -Xstiel, problema se reduce la optimizarea minimizării timpului total de parcurs 
prin ajustarea intervalelor cle timp.

fie 6(1) matricea âe transformare omogena care exprima politia zi orientarea 
sistemului âe referința atazat efectorului fmal. Electorul fmal trebuie sâ treacâ printr-o 
secvența âe /?Mnc/e noâale carteziene ), 6(12),..., 6(t„)^. Vectorii politiilor cuplelor 

ce corespunâ acestor/-////c/e noâale carteziene: ^2)'

pot fi âeterminati folosinâ IV16I (q^ variabila cuplei în punctul noâal / ce corespunâe 
matricei 6j(1)). Ostiei, obiectivul constâ în a afla o traiectorie polinomialâ cubicâ pentru 
fiecare cuplâ^ care aproximearâ porijiile cuplei ^(t,),q^(t2), ,q^(t„)^, unâe 1, < f < ... 

< t„ esle un zir orâonat âe intervale âe timp care inâicâ momentele când electorul final 
trebuie sâ treacâ prin aceste /-l/nc/e noâale. fa momentul inisial 1 - 1, zi Ia momentul final 
1 1», speeificâ deplasarea, vitera zi accelerapa cuplei cinematice.

!n plus, sunt de asemenea specificate deplasările cuplelor lai 1^, pentru l< 3, 4, ..., 
n-2, pentru ca traiectoria cuplei sâ treacâ prin aceste fotuzi, ^2 ?i nu sunt 
specificate. Acestea sunt cele douâ noâale suplimentare necesare pentru
rerolvarea polinoamelor cubice.

4.5.1. v«

fie Qj(1) funcpa polinomialâ cubicâ pe porsiuni pentru cupla între //râ^e/e 
noâale 6j zi 6j.,, âefînitâ pe intervalul âe timp ^tj,t^^^. -Vstfel, problema constâ în a 
aproxima (Z^(1), pentm i - 1,2,,..,n-1, împreunâ, astfel încât âeplasarea, vitera zi 
accelerația sunt satisiacute zi sunt continue pe întregul interval âe timp st,,^. Deoarece 

funcpa polinomialâ Oj(1) este cubicâ, derivata de ordmul doi în raport cu timpul Qj(1) 
trebuie sâ fie o funcsie liniarâ cu timpul / (fig.4.5):

(4.Z7)

unde ij 1^^ - tj este timpul consumat pentru parcurgerea segmentului /. Integrând de 
douâ ori ()^(t) zi satisl^când condipile Ia limitâ ale §,>1» rerultâ
urmâtoarele funcții de interpolare pentru i S^l, i-l^ zi)e^l,
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?ig.4.5. Variasia lui ()^(1) în raport cu timpul

^8ttel, pentru i l, 2, ..., n-l, Qj(t) 8e determina 6acâ 8e cuno8c Öj(tj) zi 

Qj(tj^i). -^cea8ta concluee la un 8i8tem 6e ^r-2 ecuapi liniare cu necuno8cutele Oj(tj), i 
2, ..., n-l timpii tj , i 1, 2, ..., n-l sîinâ cuno8cusi. donclipile 6e continuitate pentru 
vitele conäuc la ecuasiile:

Ij Ij Ij rj_;
(4.39)

Oepla8ärile ne8pecificate ale cuplelor, în cele cloua noäuri 8uplimentare, pot 5i 
exprimate pe ba^a valorilor limitâ ale primului zi ultimului nod, împreună cu (Zj^) ?i

. . ^ .. .
y2 ^<Ii ^.cii(4 40)

) v
- 1-22

(4.41)
v

înlocuinâ relapile (4.40) zi (4.4l) în (4.39), pentru i^4, 5, ..., n-3 zi )^l, 2, ..., 
8e odpne următorul 8i8tem:

(4.42)
^2 ^2 ^>^1 ^2^ ^2x^2 ^1/ ^2 > ^2

-^1<>2(t2)^^^(8(t2)^c8(t-,)^—-".qj -—(4.43)

— yi l(t! (4.44)
V ^i-I >
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In relapile (4.42)-(4.46), ()j(tj^) - ()j^(i^i) âatoritâ conäitiilor 6e continuitate a 
accelerațiilor.

^n-2 ^n-2 V ^n-2^

(4.45)
6 s 1 I : 6 j

--------- ---------   q^-2  <In-2 
^n-2 ^^n-2----- ^n-3> ^n-2^n-Z

^0U(tn-2 2(-r„,-i--«.-) 
^n->

. j I "îl 6 i 6 Î
-I--^—q^, ----------q^„.

(4.46)

cin

l^elasiile (4.42)-(4.46) formea^a un 8i8tem 6e ^7-2 ecuații liniare cu n-2 
necuno8cute' tz,^(tj), i^2,...,n-1. 8ub iormä matriceala, 8i8lemul 8e poate 8crie:

-^Y-v
un6e:

tzL(t2)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.49')
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*2^2

^n-2

6 s l I
^N-I ^^N-I n-2

structura pâtraticâ, compacta a matricei uzurea^â rezolvarea pentru y care e8te 
înlocuit în relația (4.47) pentru a obține 8olutia ()^(t). 8olupa rezultata ()^(t) 68te în 
funcție de intervalele de timp ij zi âe valorile date ale depla8ârilor, vitezelor zi 
acceleratilor cuplelor.

4.5.2. Ili^i^rr^^ koi.iiiini

traiectoria polinomialâ cubica la nivelul cuplelor are întotdeauna o 8olutie unica. 
8plupa ecuației matriceale (4.47) e8te unica dacâ zi numai daeâ matricea a 8i8temului 
ezte ne8ingularâ. Matricea exprimatâ prin relația (4.49) e8te întotdeauna ne8mgularâ 
deoarece intervalele de timp ij 8unt pozitive.

8e ob8ervâ câ toate liniile / ale matricei cu excepția liniilor 2 zi 8ati8fac 
inegalitatea:

(4.5l)

?entru liniile 2 zi 8e di8ting doua caruri:
«daca I2 ^n-2 eondipa e8te îndeplinita zi matricea devine 8trict 

diagonal-dominantâ zi ne8ingularâ;
«daca ^2^^i din linia 2 8e 8cade linia 7 înmulsitâ cu:

-------------—-. terinenul 821 e8te eliminat, iar termenii 822 ?i «23 devin:
^2

Zi, >2^2

»22 -«-Tz) Si »2Z"^Z

Zr, -I- -t 
' ^2 

(4.52)
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di îndeplinesc condipa (4.51). în mod analog se demonstrează zi pentru linia ^i-3.
-Vstsel, matricea a sistemului este echivalenta cu o matrice 8trict diagonal- 

dominantâ ?i 8i8temul (4.47) are solusie unicâ.

4.5.Z.

Deoarece 8ervomotorul fîecârei cuple nu poate fumita valori nelimitate pentru 
forta/moment, timpul total nece8ar parcurgerii traiectoriei specificate, aproximata prin 
polinoame cubice, e8te constrâns de valorile maxime ale viterei zi accelerației fîecârei 
cuple, re8pectiv ale docului (viteza modifîcârii accelerației), pentru a maximiza viteza 
1raver8ârii traiectoriei, timpul total (le parcur8 al manipulatorului trebuie minimizat. 
Acesta 8e poate obține prin ajustarea intervalelor de timp r; dintre âouâ /irâ/e nodale 
adiacente 8upu8e restricțiilor de: viteza, accelerație, doc di forjâ/moment. problema poate 
si exprimata astfel.

iVlinimiteatâ funcția obiectiv: 
n

(4.5Z)
j-1

8upu8â următoarelor resbscpi:
- kestricpa vitezei:

i-1.....n-1 (4.54)

- l^estricpa accelerației:

j-1.....(4.55)

- Restricția zocului:

^(t)^<^ i-1,...,n-I (4.56)

-Restricția 1or8orului (fortei/momenwlui):

^(yl<kj- (4.57)

unde este timpul total de parcurg iar si Kj sunt valorile maxime ale vitezei,
accelerapei, zocului di korsei generalitate pentru cupla

Restricțiile de mai sus pot ki exprimate explicit.

Diserenpind relapa (4.38) ?i înlocuind Öj(tj) di Öj(tj^) cu

zi retullâ următoarele expresii pentru Qj(t) zi 0/(t):

tzi(t)--^-(t^, -t)' (4.58)
2rj 6 ) 6)

(4.59)
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unde q- e8te accelerasta core8punrâ1oare matricei 6;, qz' -Ö^(t,), dacâ momenwl când 

Oj (1) treee prin 6; e8te tj.

Valoarea ab8olutâ maximâ a vitezei exi8tâ la ij,tj^ 8au 1, , unde iH(tj,tj^ ^i 

8ati8face Q,-(tj) - 0. Ke8tricstile vitezei devin:

i-1,...,n-1si (460)

(4.61)

(4.62)

(4-63) 

cîi ^cj^, ssu t>

Accelerația e8te o funeste liniara de timp intre douâ 
/-râ/e nodale adiacente. >V8tfel, valoarea ab8olutâ maximâ a accelerastei apare tie Ia 
momentul 1j, tie la momenwl t^, ?i e8te egalâ cu valoarea maximâ dintre

^8tkel, re8tricstile accelerastei devin:

(4.64)

zocu/u/. I^ocul repretintâ viteza de modificare a accelerastei. Zettel, 
re8tricstile 8unt exprimate prin.

<K^ i-I,2,...,n-I (4.65)

"for8orul l^(1) poate fi calculat din ecuastile dinamice ale 
mizcârii:

r'(t) - Xv((tzj(t)Mt) v^y,(t)) < Xj. (4.66)
K--I K-Im-I

unde:
yj(t)-^!C),c)l(t), ,y"(i)f, )-1,2,...,N Li i^I.2,...,n-I (4.67)

Oacâ re8trictiile forîei generalitate nu 8unt 83ti8tacute, atunci, pentru a a^gura 
8ati8facerea re8tricsiilor toporului ^l8^, ^40^, trebuie îndeplinit timpul dinamic 
core8puntâtor traiectoriei.
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Lu acea8tâ formulare, obiectivul con8tâ în a gâ8i un algoritm de optimizare potrivit 
care 8â minimire^e timpul total de parcur8 8upu8 re8tricpilor vitezei, accelerației, zocului 
zi toporului. fin ^fI8^ a folo8it cercetarea cu poliedre flexibile Gelder zi ^lead pentru a 
obpne un algoritm iterativ care 8â minimirere timpul total de parcurg 8ati8iacînd 
regtricsiile de viterâ, accelerație, zoc zi 1or8or.

4.5.4. tk:

problema optimizării, 8upu8â re8trictiilor (4.60)-(4.66), are întotdeauna 8olutii fe^abile.
vacâ 88e pre8upun cuno8cute intervalele de timp ^i, ^2, , ^,-1), în ba^a proprietari 

care 8e referâ la unicitatea 8olupei 8i8temului (4.5.2), jq2,qz, pot fi unic
determinate, în8â re8tricpile în vitele, acceleratii zi zocuri ale cuplelor e8te p08ibil 8â nu fie 
8ati8iacute. In acea8tâ 8ituasie, intervalele de timp pot fi exbn8e pentru a
miczora vitezele, accelerapile zi zocurile neconvenadile, conform limitelor impu8e. în 8copul 
explicării validitâpi ace8tui procedeu, 8e con8iderâ câ ()j(t) e8te funcpa 8pline originala a 
depla8ârii cuplei, definitâ în intervalul de timp sh, - ^tj, 1,^. vaca toate intervalele de 
timp 8unt expandate în 8en8ul t* a8tfel încât noile intervale 8â fre r/ atunci noua 

accelerare q' poate fi determinata ca , utilizând relațiile (4.54) - (4.56). ^8tiel, 8e poate

arata câ noile tuncpi 8pline (),*(t*), definite în intervalul de timp ^(tj^i)î - tj*^*f 
au aceeazi formâ ca zi (Z>(t). ve a8emenea, derivatele de ordinul întâi, doi zi trei în raport cu 
timpul ale lui ();* (t) vor fi:

(4.68)

fie:

- max 
i

max !<)i(t)!/^ (4.69)

^2 max MLX l^(t)! / (4.70)

msx !yttt)!/^ / (4.71)- max - max max ij

k - max(1, X., ^"). (4.72)

vaca intervalul de timp r, e8te înlocuit cu pentru i-1, 2, ..., n-l, attmci viteza, 
accelerapa zi zocul vor fi redu8e cu ajutorul factorilor 1/^, l/^, re8pectiv l/X ^ce8te 
8cbimbâri 38igurâ 8ati8facerea re8tricpilor vitezelor, accelerapilor zi zocurilor. 8e numezte 

c/e s ^s^/7/â/. procedeul de convertire a unui punct neierabil într-unul
ferabil 8e numezte rn ^â/// In
principiu, procedeul 8e de8lâzoarâ a8tfel.

*8e 8tabilezte X în concordanjâ cu relapile (4.69) - (4.72).
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-8e «tocmesc »Ervstte de wop je.» ) prin (Xr., ^r, j.

»8e îrâocuiesc valorile lui lqî, q^.

4^^ XQcx«i^^ or

Ou vârf X este äe6nü ca zi vector al intervallor âe timp nüre noâurile selectate, aâicâ 
este exal cu sti i- funcpa obiectiv pentru X este reprvMtatL prin ^(X) zi este
exală cu (i, 12 st-I8^ pentru început sunt selectate un numâr âe n vârfuri fersbile
X-, si - 1, 2,.., u) pentru a iorrnr pobcârul inipal înainte âe aceasta însâ, se consiâerâ câ X^ 
ziX- au cea rnai rnare, respectiv, cea rnai nncâ âiatre tuncpile obiectiv, pie X^i centrviâul 
vârfurilor, «âusiv X^ Acesta se calculea^â ca dinâ.

l 'X.-I - —- Xx.-Xu (47Z)

^lxorârnul încearcâ sa selecte» cel ursi don vârf feradil (corespunrânâ celei mai mici 
valori a darcpei obiectiv) âo-a lonxul liniei ce conectearL X^ zi X» i, pentru a-I înlocui pe cel 
arai râu vârf X^ vaca ^xoritrnrâ nu irdutezte râ x-scascâ un vârf rnai convenabil, polieârul 
cu n vârLri va L restrâns la o âiroenriune scâruts. Operapile âe câutare a unui vârf mai 
convenabil zi âe rvâucere a rnârirnii polieârului incluck reâexia, expanâsrea, contracpa zi 
rvâucerea.

X»i reüectL âirect centrviâul prur

X^I X.,^a/X^,x»<) (4.74)

rbrâe cr > 0 crtc ooeLcrenm, «le n^ierre trebuie rrpnut Lrptiâ câ toste elementele Iui X, r ruot 
ârvrâe âe timp iu «opiâ «xorSrü pmitiviSsii tuturor clementelor, a trebuie râ Le 
-t—aomeoâbL «ai «tâi re Lreurâ a iu vuiourru I vscâ unul «ba etcmcnteie 
i» X^z E «»e poritîv, a v> S roorirScut iu o vulourr mui nucâ. 8c uoteurâ X' -

e? Perun» a I, X^r « obpac «»Li:

X^2 - 2X^, -X^ - ^7' -< reT' 2<! -^»1 (4 75)

^ome cieioeKele trebuie râ Le paritive, uâicâ > 0 pentru toste vslonle
posdile âIm L v«â L 0. pentru «omite v^ori slc lui /, âuoci a trebuie reck»
Dm letM» (4.74) re âcâoce â

- «<e7"-r7)^î7' "^)

Q»oâ 2r,^ L 0, «roci LOve srcurcoes, a trebuie râ Le m» mic âecât 
r7') pcâu »4 tscr pe ^7? pmitiv îo brru celor <i»cotstc, a poște 6 âetcrruiu-t

m6L
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a- 8 I 
mm ——

claca 2r"^ -> o, pentru toate valorile lui /

claca 2r"^ - < 0, pentw anumite valori ale lui / (4-^)

unde (X8i<1 este selectat astfel încât sâ păstreze X„^ în afara limitei în care ultimul dintre 
elementele Iui X^2 este nul.

8e expandea^a vectorul (X„>2-X„^) prin:

Xn.z - XnN^7(Xn.2-Xnn) (4.78)

unde 7>l este we//cveâ/ r/e eic/-^nMe. Analog, pentru a pâstra toate elementele Iui X„» 
pozitive, 7 poate 6 determinai astfel.

8 2 mm ---- -

claca 2r"^ - > 0, pentm toate valorile Iui /

claca 2i"^ - - 0, pentru anumite valori ale Iui / (4.79)

unde 0<ö?<l.

8e contractâ vectorul (X^ - X„>,) prin:

Xn-4 Xn.I^P(X^-Xn-l) (4.80)

unde 0<p<1 este we//c7/e^Zr// c/e wn/wc/ze.

/kec/ttcerea: 8e reduc top vectorii (Xj - X^), i l, 2,..., n, cu o)umâtate din X^ prin:
X, <- Xm^0,5 (Xj-Xm), i^I,2,...,n. (4.81)

pentru a porni câutarea, sunt selectate mai întâi n vârfuri initiale. 8e notea^â cu 
, q^,2' ^^secvenpl deplasărilor cuplei/ întrucât al doilea zi al (^-/)-lea nod sunt 

suplimentare, nu s-au iîxat încâ q2 ?i q„_^. temporar, acestora li s-au atribuit valorile q2 (q,^ 
qz) / 2 zi i (q^ ) / 2. Astfel, limita inferioara a vectorului intervalelor de timp este

estimata la:

2

primul vârf X," este selectat apoi ca zi X', dacâ X' este teribil, sau ca zi vârf ferabil 
convertit din X' prin pentru a decide restul de n-Z vârfuri (X/, X/, ..., X„"), sunt 
calculate mai întâi vârfurile (X'2, X'z,..., X'„) în modul urmâtor:

X2-x?^-r, â, 62 ... 62I

Xz-X,->-^2 6, <^2 ... 62^
(4.83)

X„-X^^2 62 62 ... 6,1

120

BUPT



undezi - ---- (Vn^n-2) 8i iar O e8te di8tanta
V2(n-Y - V2(n-l)

8electatâ. prin urmare X^ este ale8 8â fie sau X'^ dacâ X'^ e8te fe^bil, 8au vârful fer^bil 
convertit din X',, prin f8O Distanta O afectea^â mârimea poliedrului inipal.

Operajia iterativa âe reducere, reduce mârimea poliedrului flexibil inipal zi apoi 
controlează păzii căutării zi abordearâ convergenta. De-a lungul proce8ului repetat cie 
reducere, poliedrul va deveni uneori foarte mic, soluția fiind "prin8â" într-un punct de optim 
local. ?entru a executa în continuare câutarea, X^^^ va fi folo8it pentnr 8labi1irea unui alt nou 
poliedru inipal, zi, prin urmare, un alt ciclu al proce8ului iterativ de reducere, care 8â reducă 
mârimea noului poliedru inipal, va fi pornit. IVlârimea poliedrului re^ultâ prin verificarea 
sumei. ^j^Xj - X^^. Dacâ ^.^Xj - X^^ e8te mai micâ decât mârimea predetînitâ e,, un nou 
ciclu va fi încercat. Construirea unui nou poliedru mârit conduce la urmâtoarele douâ 
avantaje:

«Mârimea poliedrului e8te cre8cutâ a8tfel încât pa8ul câutarii poate fi mârit 8uficient 
pentru a ajunge la un vârf mai bun.

«forma poliedrului e8te 8cbimbatâ a8tfel încât o nouâ direcpe de câutare poate fi 
încercatâ.

8unt comparate rezultatele obținute din douâ cicluri con8ecutive. (Ciclurile 8e repetâ 
pânâ când, între rezultate, variapa devine nesemnitîcadvâ. -^cest lucru înseamnâ câ diferensa 
între douâ cicluri con8ecutive e8te mai scrnutâ decât numârul er pre8tabili1 Ia o valoare micâ. 
-Algoritmul va fi descris în continuare în detaliu. în algoritm, ori de câte ori proce8ul iterativ 
ajunge la Z^Mr// Z< e8te un ciclu iterativ complet. Ori de câte ori proce8ul ajunge la Z^r// Z^, 
8e completea^â o etapâ iterativâ a ace8tui ciclu. -Astfel, e8te numârul ciclului, care pornezte 
de la ^ero, zi e8te numârul etapei, care pornezte de la ?ero pentru fiecare ciclu.

Z^r// Z. 8e selectea^â 0 zi - 0. 8e 8tabile8c 8i, 82 zi p conform relapilor (4.77),
(^t.79) zi (4.80). De a8emenea, 8e aleg e, zi 62. 8e setea^â OZ^X^ - ^0 0 ... 0^.

(7âr//r// /-/-//T/r/Zr// ^Z /-oZ/eâZr//
Z^?// 2. 8e calculearâ X'conform relapei (4.82). Dacâ X' e8te feLibil, atunci 8e 

seteruÄ X,^ -- X' a8tfel 8e seteruÂ X,^^ - vârful feLlbil convertit din X' prin f8O

/?-Z
Z^v?/Z F. pentru i 2, 3, ..., n, 8e calculea^â X'j conform relapei (4.8Z). Dacâ X'j e8te 

ferabil, atunci 8e setea^â Xj^^ — X';; altfel 8e setea^â X/^^ - vârful fe^abil converbt din X'j, 
utilizând f8O

Din cele /7 vârfuri ale lui Xji
a) 8e determinâ X^ care are cea mai micâ valoare a iuncpei obiecbv;
b) 86 determinâ X^> oare are cea mai mare valoare a iuncpei obiectiv.
Acestea sunt - min^Xj'^ ?i ^X^^ - m-vc^lX^^

F. 8e calculea^â centroiâul X„.cu ajutorul relației (4.7Z).

Z^r/Z 6. 8e reflectâ 8pre a 8e obține X„»2^ conform relapilor (4.74) zi (4.77). 8e 
convertzte X„.2^^ pentru a deveni ferabil, prin f8O, dacâ X^^ nu e8te inipal ferabil.
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v(^) — <

ex/nnc/Eâ ââ 1(X^^ < KX^^
7' vacâ 1(X^2^^) < 1(Xm^^), atunci executa a), b) zi c) de mai jos: altfel trece Ia 

^r// S.
a) vaca X<l, setea^â X^ - X„^^, rrpoi setea^â - ^1 zi trece la ^vr// 72; altfel 

continuâ.
^l implica fapwl câ vârful obpnut în urma reflexiei trebuie sâ aibâ nizte elemente 

care sâ fie foarte mici, dar totuzi cu valori pozitive, l^lu trebuie încercatâ nici o expandare, 
deoarece aceste valori pot deveni negative, ceea ce violea^â natura fî^icâ pocițivâ a 
intervalelor de timp.

b) 8e expandearâ in vederea obținerii lui X^z"O ^u relapile (4.78) zi (4.79). 8e 
convettezte Xn.z^^ pentnr a deveni fe^abil, prin ^80, dacâ este inisial nefer^bil.

c) 8e setea^â:
X^ daca-f(X^)^^X^)

.X^ daca-E?2)>^E

apoi /^>1 zi se trece la 7^M/// 72.
/'Mr// vacâ 1(X„.2^^) 1(X/^ pentru anumip X/^ ^X^, se seleLrâ X^^ 

X„.2^, npoi se setea^â ^>l zi se trece Ia 7^u/ 72.
?nr// 9. vacâ 1(X„. < 1(X^>), atunci se setea^â X^) - X«.^.

7^.v/// /t). 8e contractâ penttu a se obsine x„»4^^ IN b32A relapei (4.80). 8e convertezte 
X„,^^ spre a deveni ferabil, prin ^8d, dacâ este original nefeLlbil.

7^r// 7/. vacâ 1(Xn^^^) < 1(X^^), se seleLnâ X^^^ X„^^ zi apoi se setea^â 
^l zi se trece la 7^r,/ 72. în car contrar, se continuâ.

7^.vr// 72. 8e reduce poliednil setândi

x^ <- xî!!^0,5(x^-x^), pentru i-1,2,...,n.

/)^ec7 m/c'

7^?// 72. vacâ ^X^ -X^^I <6;, atunci se trece la 7^r// 7-7; altfel se trece la 7^/// < 
i-I

T^/^/^v^câ^^âvX^I^^ ?i 810?:
altfel se setearâ X,o -- X^ O7>7)Xm - X^^. ^poi se setearâ ^l, 0 zi se trece Ia
7^.vr// 2.

Algoritmul de optimirare convettezte întotdeauna vârfurile neferabile într-unele 
ferabile, printr-o procedurâ simplâ, numitâ 1^80, care executâ conversia prin multiplicarea 
vârfului neferabil cu un scalar ?entru acestâ conversie este necesar un timp de execupe 
foarte mic.

f,a începutul fiecârrn ciclu sunt selectate initial n vârfuri astfel ca oricare din cele n-7 
vârfuri sâ fie liniar independente, vn nou vârf care sâ înlocuiascâ X^ este întotdeauna o 
combinare liniarâ de X^, zi celelalte /?-7. ?rin urmare, oricare din cele n-7 vârfuri din noul set 
de n vârfuri este încâ liniar independent. Aranjamentul evitâ, de asemenea, posibilitatea 
eâutârii într-un subspapu.
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4.6. nr^iL070iriii.0ir ?01.I^0IV1I^1.L 0v^irn0L
(71) Liroiri k^ir^H<7L IVUI^II^L -^LL <7OkI.LI.0ir

kentni A construi /V funesu âe Aproximare a traiectoriilor cuplelor cinematice 
trebuie sâ se selectele un număr suficient âe /)E/e pe traiectoria carterianâ zi apoi sâ se 
transforme aceste/irMe/e în âeplasâri ale celor //cuple cinematice, kuncsia âe aproximare 
pentru traiectoria unei cuple trece prin /-râ/e/e corespunzătoare selectate în coorâonate 
carteziene. O soluție posibilâ pentru aceasta problemâ este folosirea funcțiilor 
polinomiale âe graâ mic, aproximarea pe porpuni zi concatenarea acestora, Paul zi 
?inl<el au investigat calculul traiectoriilor prin interpolarea punctelor noâale. 
Xletoâele propuse necesita rezolvarea unui sistem âe sau ^(>7-/) ecuasii liniare, 
unâe n este numârul punctelor selectate. O metoââ mai simplâ constâ în rezolvarea unui 
sistem cu n-2 ecuații pentru a aproxima n-/ funcpi polinomiale pentru fiecare cuplâ

vezi este evitata problema calcului on-line, în generarea traiectoriei apar totuzi erori 
datorita aproximării polinomiale a acesteia. Un remeâiu simplu pentru a evita acest lucru este 
sporirea numârului âe puncte selectate, fapt care are ârept urmare mârirea numârului 
polinoamelor âe interpolare care, concatenate, iormearâ traiectoria totalâ, continuâ, zi âeci, 
mârirea volumului âe calcule. O situape iâealâ ar îl crezterea numârului âe noâuri, âar nu zi a 
numârului âe polinoame, în acest car însâ, conâitiile la limitâ în noâurile âe concatenare nu 
pot fi simultan satisiacute. 0 alternativa Ia aceasta problemâ poate fi utilizarea erorii meâii.

în acest subcapitol se propune o metoââ care minimirearâ suma erorilor pâtratice 
folosinâ un numâr âe /nâ/e selectate (noâuri) zi ^-/ polinoame cvartice în generarea 
traiectoriilor polinomiale ale cuplelor, unâe m > n sf.29^. In interpolârile uruale nu este 
posibilâ interpolarea simultanâ a tuturor celor m noâuri în acelazi timp zi "forsarea" funcpei âe 
aproximare sâ satisfacâ cerințele âe continuitate zi conâipile âe limitâ ale poripilor, viterelor 
zi acceleratilor. în acest car, se renunjâ la necesitatea trecerii prin punctele selectate zi se 
ublirearâ eroarea pâtraticâ minimâ ârept criteriu âe concatenare a celor /?-/ polinoame 
cvartice într-o traiectorie totala.

?ie t, < t? < < In-, secvenp orâonatâ a momentelor âe timp. I^a momentele tz,
, vor ü concatenate un numâr âe n-Z polinoame cvartice, âar nu va ti necesarâ 

traversarea exacta a punctelor selectate corespunzătoare acestor momente. Liecare funcpe âe 
aproximare pentru o traiectorie a unei cuple va fi generatâ convenabil âin punctul âe veâere al 
erorii pâtratice minime, respectânâu-se âeplasârile cuplei corespunzătoare celor 777 noâuri 
selectate, veci, conâitiile care se impun sunt:

*(1) conâisii âe continuitate a porijiilor, viterelor zi accelerațiilor-
'(2) conâipi la limitâ în momentele âe timp inisial zi final.
^lulsimea funcsiilor formate prin concatenarea an-/ polinoame cvartice, Ia momentele 

de timp t?, tz,..., t"_i zi care satifac cerințele (l), formearâ un spapu fiecare polinom cvartic 
are cinci coeficienți. Astfel, pentru n-/ polinoame cvartice sunt coeficiensi. kentru a fi 
satisiacutâ conâisia (I), sunt necesare ^/n-2) restricpi în continuare, dimensiunea spapului 
este calculatâ ca zi 2n /.

kroblema aproximârii pe bara criteriului erorii pâtratice minime constâ în a selecta o 
bara pentru X, în a reprerenta o funcpe în ca o combinape liniarâ a elementelor barei, zi 
apoi, în a impune conâisiile (2) zi a determina funcpa âe aproximare obsinutâ pentru eroarea 
pâtraticâ minimâ. Numârul graâelor âe libertate ale funcției âe aproximare cvartice, 
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determinate in dara criteriului amintit, este de 2^-5, mai mare deci, decât în carul tuncpilor de 
aproximare cubice unde este Aceste Zrade de libertate ale funcpei pot 6 ajustate în scopul 
minimirârii sumei erorilor pâtratice.

l^estricsiile de continuitate pot 8 construite în interiorul barei lui 8. pentru a forma 
bara, se considerâ pentru i -- 0,..., n>1:

8 - s8o, 8i,..., 8n, 8^i, l^2, , (4.84)
unde:

(t.2-î)' 

(tj^ -t)'

VI-- 
VI 

V 
-

 
- 

V

8j(t)-- tj-I < t < tj

cu a,,, »2

(

0

i, Sz, satistZcând: 

t^2'ti-2)^^S>i(l

-î)' -»-Sr^tj -t)' -^Szjstj,, -t)'

l» ' ti-2 ? S2i (ti ' tl-2 Szi (tj-I - ti-2

tj,2 <t<t,_;

toii ceilalți t

- 0, 1c-- 1,2,3

(4.85)

(4.86)

8e mensionearâ câ nodurile suplimentare t.2<t_i<1o<ti zi t„,z>t„ ^t^ i>t^ sunt introduse 
astfel încât toate funcpile 8j(1) sunt bine deiînite. 3,(t), 8^(t)zi 8j(t)sunt continue pe 
intervalul stj_2, ?i 8j(1) dispare la momentele f^2 ?i Oe asemenea, se considerâ pentru i 
-2,...,n:

cu b,i,b2i,bzi satistacând:
(ti.2-t>.2)^dij(tj.i-ti-2)^b2>(t-tj.r)^bz.(ti.i-t!.2?^0, lî - 2.Z.4 (4 88)

tu, <t<k,.2

(tu2-t)^b„stu,-ts t,<t<t^,

Kj(t)-- (tu2-t)^b,^tu,-t)^d2i(tj-i  ̂ t,_, <l<l, l4.«7)

(<U2 - t)' b,j(tu, - t)' b2,(lj - t)' b„(lu, - t)" t,_2 < t < l^_,

0 toti ceilalți t

Oscâ cele zsse condicii de limitâ sunt restrânse, stunci Zrsdele de libertate cresc de îs 
2^-5 la 2^> 7 cât este dimensiunea spapului Z.

8e exprimâ ?(1)e^în funcpe de elementele barei obpnute, astfel:
N4-1 N

?(1) - (1) > XOA; (1)
i-0 i-2

?(t) - Oo 8o c, vi (l2 82 v2 X2 8n Ondn 18n I (4 89')

unde O, zi Oj sunt constante care trebuie sâ fie determinate 8e menti onearâ ca doar 8^, 8,, 
82, K2 8unt nenule în momentul inițial ti, iar 8^.,, 8„, 1^„ 8^1 sunt nenule în momentul
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final t„ ?nn urmare, exista äosr un graä cie libertate äst äe L«, L,, L2, V2 ;i äoua graäe äate äe 
On-i, O„_,. v„ 0,,,kelajiile lor äe äepenäensä pot ti exprimate:

6"3i
i-0 Ol

â^<2
O2 

ât 'I

politia limita la tî 

vit62a limita la tî 

accelerația limita la tî

K--0

k-l

>c-2

(4.90)

" â^
politia limita la k-0

Xo—

i-n-I "t ^-N-I cit în

viteza limita la

accelerația limita la t„

Ic- 1

Ic-2

(4.91)

lätiliränä relsfüle (4.90) ;j (4.91), pot 6 exprimate constantele O», L,, <92 în funcsie äe 
Or, respectiv v„, în funcsie äe ;i v^,, astfel:

Oo 61102^612

(^1 62lD2^622

(^2 6ziD2^6Z2

(^n rn<2n-i ri2Dn-i r,z

Dn r2i(^n-i r22l)n-i r23

c„-> - N,c„->^rz2v„.^r„ (4.92)

unäe e„^ ;j r^, pentru « - 1,2,3, p - 1, 2, - 1, 2, 3, sunt combinapi äe valori cunoscute ale 
Iui 6,, Kj ;i âerivatele lor, astfel încât relațiile (4.92) sunt ecluvslente relspilor (4.90) ;i 
(4.9 l). In continuare, ?(t) poate fi scris:

?(t) - 8(t)^ v2^r(t)^ dzSz(t)^ O,l<,(t)^ c-«k4(t)^ v4X<(t) >
(493) 

v„.2Xn.2(t)^ cn->L.,(t)-^ v».ilc,.,(t)

unäe:
8(t) - eâU^env.O^eâM-'-râO-'-r^^ (4.94)

L2O ^2(t)^e„8o(t)^e2i8>(t)^ez>v2(Y (4-95)

8„.,(t) - (Y > rn8n(t) r22K.0)rz,8n, 1 (t) (4 96)

^.,(t) ^-i(t)^N2v.C)^r22icn(t)^rz2 8nn(t) (4-97)

>^8tfel, 8uma erorilor patrati ce e8te:
e - Xî?i - 8(ri) - 1v2 ^2 (ri) c, 8.1 (n) vi Ki (r^) 8^ (n)^...

(4.98)

- vn-2 K. 2 (ii) * Ln-i 8„.< (ri) 0„.< ^„.1 (răi l'

unäe r, este momentul äe timp corespunzător lui ?, ekectiv atins ;i unäe coeficienții O2, Li, 
vz, L^,.... L„.2, <2n_, ;i v„_, se vor âctermina prin minimizarea sumei 8. fie.

125

BUPT



Lr(r,) 6z(i,) X,(i,) ^n-r(^i) —»-1(^1)

8^ (4.99)
^(^) kz(^) ^n-r(^m) ön-l(^m) ^o-l(^m)

?,-8(r,) 

kr -8(^2)

.km -8ttn.)

(4.100)

pentru s minimii suma erorilor pätraüce L, se âerivesrâ scesstâ sumă în raport cu 
fiecare dintre coeticienln care s-au menționat câ vor ti âeterminati prin minimizare. Derivarea 
se face pe rânâ, în raport cu fiecare coeficient separat zi apoi fiecare expresie rerultatâ se 
egalearL cu rero. Astfel, coeficienții pot fi odjinusi prin rezolvarea sistemului.

^2 ti, Dz D„_2 c„_, D„_if-(8î'v^V (4.WI)

?entru un robot cu /V cuple cinematice, algoritmul prezentat pentru o singura cupla 
cinematica se aplica de îVori, re^ltand V funcpi de aproximare.

Metoda pre^entatâ pentru funcții polinomiale cvartice poate fi aplicata zi pentru funcții 
polinomiale cubice ^29). în ca^ul funcțiilor cubice, comparativ cu cel al funcțiilor cvartice, 
timpul de calcul este mai mic, dar eroarea este mai mare.

De asemenea, daca se alege un numâr de puncte m mai mare, se reduce eroarea, dar se 
majorea^â timpul de execuție.

4.7. l?mirr>0L^ir^ rmLi nr-vikdoirii?rrii^ -6^18^^^" unei 
?iri^ wEn

folosirea transformatei Courier pentru modelarea mizcârii zi pentru comprimarea 
dalelor conduce la traiectorii netede zi destul de apropiate de cele corespunzătoare din 
fa^a de învâjare. De asemenea, interpolările polinomiale, respectiv funcpile spline permit 
obținerea unor traiectorii care trec prin /uâ'/e/e nodale, cu asigurarea continuității 
derivatelor pânâ la ordinul n-/.

Majoritatea metodelor, printre care zi cele amintite mai sus, prezintă însâ douâ 
inconveniente când sunt folosite pentru programarea unui robot:

»necesitatea cunoazterii tuturor punctelor de definire a traiectoriei (abordare 
globalâ), ceea ce implicâ o capacitate de memorie foarte importantâ zi impune învâsarea 
în douâ fare: acbi^ipa datelor zi comprimarea lor-

»imposibilitatea modificării unei porpuni de traiectorie târâ a influenta restul 
traiectoriei.

8e pune astfel problema generârii unei traiectorii, în manierâ localâ, care sâ ofere o 
mai mare flexibilitate curbei obpnute zi care sâ necesite un timp de calcul redus.

8e considera câ între cele douâ configuratii, inipalâ qo zi flnalâ existâ un 
numâr oarecare de puncte intermediare Hk, lcS^l, m-1^. Vectorul coordonatelor cuplelor 
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cinematice e8te n-dimen8ional. fa un moment dat ld (^ e8te perioada de eșantionare), 
configurata unei cuple cinematice 8e exprima prin m^, ^S^1, n^.

8e propune o metodâ iterativa ce con8tâ într-o abordare locala a interpolării ^19), 
sfl51 zi permite obținerea unei curbe cubice intre doua configuratii zi , luând în 
con8iderare doar: zi q^,. Oupâ parcurgerea algoritmului metodei pentru
cele patru /-râ/e con8iderate (calculul coeficienților polinomiali), 8e pâ8trea2â ultimele 
trei /irMe/e (q^_,, zi q^,) Ia care 8e adaugâ ^e reia algoritmul rezultând o 
nouâ cubicâ între zi q^,, care 8e racordea^â cu precedenta. Oenerarea traiectoriei 
rerultâ a8tfel prin "gli8area" de la 8tanga la dreapta a unei cubice ce trece prin /-r/nc^e/e 
nodale.

8e con8iderâ deci o traiectorie ce trebuie 8â treacâ printr-un numâr de /-r/ncle 
8ucce8ive (fig.4.6). în ab8ci8â 8e con8iderâ timpul, în perioade de ezantionare 'f, iar în 
ordonata 8e con8iderâ coordonata generali^atâ a cuplei cinematice, fie zi

cele patru configuratii 8ucce8ive zi c^(p) expre8ia parametricä a cubicei, cu 
parametrul normalizat

i-0 i-I

t-Oc-YI 
I

(4 102)

i-I
(4.10Z)

Ooeficienpi polinomiali pot fi determinati din urmâtoarele condipi. 

p^o, q^(O)^q^_, (4.104)

z . z .
p-I; ^(I)-q^Xc^ (4.105)

ln relațiile (4.104) zi (4.105) 8-a con8iderat p^0 pentru configurația K-I zi p^l 
pentru configurasia l<.

?entru derivatele zi qj, 8e folo8ezte aproximarea Overbau8er:

(4.106)

fxpre8iile coeficienplor polinomiali 8unt:

^0 - ^lk-I

(4'07)

?olosind relapile (4.107) se poate determina la Necare interval âe timp valoarea 
coordonatei c^, luând în considerare curba ce trece prin punctele k-2, ..., l<^ I Cunoscând
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valorile lui q' core8pun?âtoare perioadelor de eșantionare cuprin8e mire ^e
calculearâ o cubica ce trece prin punctele k-l, k, zi l<^-2. Ou acea8tâ cubica 8e 
calculează valorile lui cf dintre k-1 zi Ic. OIi8area de la 8tanßa Ia dreapta a cubicei 8e 
reali^ea^â prin reaju8tarea coeficienților polinomiali Oj.

?iß.4.6. Oli8area cubicei definite prin patril

Daca 8e con8iderâ prima cubicâ zi 8e impune p^0 pentru numărul perioadei de 
eșantionare core8punrâtoare Iui q^-2, rezulta valorile variabilei q, cuprin8e între !<-2 zi l<-I:

P - 0: cik-2,0 - ^^2p^-2 ^^zpk-2

-> -q^Xpk-r ^4')^c2(p»-2 -^1(^-2 ^1°)' (4 108)

q^2^ -q^Xpk-r

în acelazi mod 8e procedează zi pentru celelalte intervale: 8e impune p-0 pentru 
numârul perioadei de ezantionare core8punrâtoare Iui q^.i, rezultând valorile variabilei q, 
cuprin8e între 1<-l zi k, etc:

p 0^ q^_,g -

q^.,1 -q., -q^.Xpx-i ^^)^c2(p„-i -»-I)- -^"7)' (4.109)
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ml)' -1-cXp^i -^my'

Metoda prerentatä permite interpolarea între /n/nc/e relativ îndepârtate zi a8igurâ 
continuitatea vitezelor. Ourba obtinutâ trece riguro8 prin punctele 8electate 
core8punrâtoare perioadelor de eșantionare, A8ociind câte un arc cubic fiecărui interval. 
Daca e8te tolerata o anumita eroare fata de traiectoria doritâ, 8e poate con8erva aceeași 
ecuape cubica pentr^l mai multe perioade cle eșantionare, De a8emenea, 8e poate aplica 
principiul metodei zi în condițiile în care 8e impune continuitatea accelerațiilor, car în 
care 8unt nece8are mai multe precum zi un polinom de grad 8uperior.

4. 8.

?uncpile 8pline nu mai con8tituie un 8ubiect nou al analizei matematice. In ultimii 
ani, teoria zi aplicarea lor în diferite domenii ale analizei numerice au cuno8cut o 
dezvoltare con8iderabilâ. Datorita caracterului lor polinomial, funcțiile 8pline prerintâ 
avantajul unei bune implementâri în orice limbaj de programare, In rezolvarea 
problemelor de generare a mizcârii roboților, funcțiile 8pline 8unt tot mai mult tolo8ite în 
proce8ele de interpolare, la aproximarea optimalâ a unor funcționale liniare.

I^ele mai recente limbaje de programare la nivel robot, "off-line", permit 
utilizatorului 8â 8pecitîce traiectona printr-o 8ucce8iune de Mne/e intermediare, b^feclonll 
final al robotului trebuie 8â treacâ prin ace8te (8au prin vecinâtatea lor), impu8e 
într-o manierâ coordonatâ. Interpolarea traiectoriilor 8e reali^ea^â pe porțiuni. Conectarea 
8egmentelor de traiectorie 8e realirearâ cu a8igurarea continuitâtii poritiei, vitezei zi 
accelerasiei.

?olo8irea funcțiilor 8pline are urmâtoarele avantaje:
»deoarece traiectoria re^ultatâ e8te continuâ pânâ Ia un anumit grad, mizcarea 

poate fi ecbilibratâ dinamic-
»deoarece trebuie reținuși doar coeficienții polinomiali, capacitatea de memorie 

nece8arâ e8te micâ.
Dezavantajele importante 8unt:
»traiectoria rerultatâ e8te imprevi^ibilâ zi 8e abate 8emnificativ de Ia conectarea 

liniarâ a polipilor impu8e;
»determinarea coeficienților polinomiali nece8itâ cunoazterea tuturor punctelor 

intermediare, generarea traiectoriei putând începe doar dupâ 8pecifîcarea completâ a 
ace8teia.

Interpolarea traiectoriilor cu z-r/nc/e c/e cv-zr/zn/ con8iderâ, între cele douâ puncte, 
inipal zi final, încâ douâ /-l/ncle intermediare. Deoarece utilizarea unei funcții 
polinomiale de grad ridicai nu e8te 8ati8fâcâtoare, 8e propune interpolarea traiectoriei 
folo8ind funcsii polinomiale diferite, de grad mai mic. >^u fo8t prezentate a8tfel trei tipuri 
de interpolâri: zi în toate cele trei 8ituapi prerentate, re8tricpile
cinematice 8unt aceleazi.

?uncpile 8pline cubice, de altfel cele mai utilitate, oferâ mai multe avantaje, 
printre care un grad 8câ?ut al funcției polinomiale, ce permite continuitatea vitezelor zi 
accelerațiilor zi care reduce calculul zi p08ibilitatea in8tabilitâpi numerice. Metoda de
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interpolare introduce încâ douâ noduri, pentru a avea 8uiiciente condipi la
limita, nece8are determinării coeficienților polinomiali. Oele douâ noduri 8uplimentare nu 
trebuie cuno8cute, ci doar intervalele de timp core8pun?âtoare acelora..

Polo8ind cele trei metode cu /-unele c/e eonl^-/, dacâ 8e impun cele patru noduri zi 
timpii nece8ari parcurgerii fiecânu 8egment de traiectorie, 8e pot determina unic funcsiile 
de interpolare care 8ati8fac re8tricpile cinematice impu8e.

0 generalizare a metodelor cu puncte de control e8te datâ de metoda de interpolare 
prin n /-unele c/e ^-3-...-3-^. Metoda a fo8t aplicatâ pentru generarea mizcârii
robotului dar poate ti folo8itâ pentru orice robot. Algoritmul prezentat e8te
8implu zi nu nece8itâ un timp mare de calcul.

lnterpolarea traiectoriilor folo8md funcpile 8pline poate 6 utili?atâ atât in 8papul 
cuplelor, cât zi în 8patiul operational. Interpolarea în 8patiul cuplelor cinematice pre?intâ 
avantajul impunerii re8tricpilor dinamice. Metoda pre?entatâ a8igurâ re8pectarea 
re8tricîiilor cinematice zi dinamice zi minimizarea timpului totul de parcuri

O altâ metodâ pre?entatâ în ace8t capitol con8tâ în generarea traiectoriilor 
polinomiale cvartice, cu erori pâtratice minime ale cuplelor. în ace8t ca?, traiectoria nu 
mai trece prin nodurile de interpolare, deci e8te nece8ar 8â 8e ia în con8iderare abaterea de 
Ia traiectoria pre8cri8â. Lriteriul de optimizare folo8it 8e ba?ea?â pe utilizarea erorii 
pâtratice minime.

Metoda pre?entatâ pentru funcpi polinomiale cvartice poate fi aplicatâ zi pentru 
funcții polinomiale cubice. In ace8t ca?, timpul de calcul e8te mai mic, dar abaterea de la 
traiectoria pre8cri8â e8te mai mare, ve a8emenea, dacâ 8e alege un numâr mai mare de 
/-unele, 8e reduce eroarea, dar 8e majorea?â timpul de execupe.

pentru a evita cunoazterea "a priori" a tuturor nodurilor de interpolare, precum zi 
pentru a oferi o mai mare flexibilitate traiectoriei generate, a fo8t propu8â metoda de 
interpolare prin "girarea" unei cubice, prin patru /-unele.
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5. iroiro^
?L uooiirm oi^viviic

5.1. inovkiä Illini ivi^i?n^0ir

Modelul dinamic al unui sistem mecanic consta în relațiile (ecuajiile diferențiale) care 
exista înbe coordonatele cuplelor cinematice, derivatele lor zi forțele zi/sau momentele 
exterioare zi de legatura care acționează asupra fiecărui corp din sistem, pentru majoritatea 
roboților actuali, forjele apar datorita greutății elementelor robotului, sarcinii sale zi frecărilor 
existente în sistemele de transmitere a mișcării. Determinarea ecuasiilor diferensiale ale 
mișcării unui robot, considerat ca un sistem de corpuri, se poate face utib7Ând diferite 
formalisme matematice: I^ewton-puler, Oibbs, bagrange.

Ecuațiile dinamice ale unui manipulator cu grade de libertate reprezintă un sistem de 
ecuasii diferensiale, neliniare, de gradul 2. Ecuajiile dinamice exprima legătură între torsorul 
forțelor exterioare (k'(t), 1^1 (t)) zi evoluția situărilor N(t), în raport cu sistemul de referința fix 
No- Ounoscând evoluția N(1) se poate deduce torsorul forjelor exterioare care trebuie aplicate 
elementelor robotului pentru generarea mizcârii dorite (IVIVD) Invers, cunoscând torsorul 
forjelor extenoare zi starea inijialâ (N(to), N(to)) a robotului, se poate calcula, prin 
integrarea ecuasiilor diferensiale, starea (N(i), N(t)) Ia un moment dat t>t<) (lVIVI)

Deci, utilizarea ecuasiilor diferensiale ale mizcârii este posibilâ în douâ moduri diferite:
* model dinamic direct (IVlvv)'
* model dinamic invers (lVIVI)
în roboticâ, modelul dinamic este folosit în concepsie, simulare zi comandâ 

^lO^.
Modelul dinamic direct permite calculul, în fiecare moment, al forjelor zi momentelor 

active dezvoltate de servomotoarele robotului pentru a asigura mizcarea doritâ. Dacâ se 
impune o mizcare test, utilizarea modelului dinamic direct permite analizarea, într-o manierâ 
mai precisâ, a eforturilor cerute servomotoarelor zi sistemului mecanic, iar dacâ este ca^ul, 
reviruirea proiectului (6g.5.1X

Modelul dinamic invers permite analiza comportamentului robotului ecbipat cu 
mecanisme de acționare (fig.5.2). Astfel, este posibil sâ se evalueze erorile dinamice în spasiul 
cuplelor zi în spasiul operasional (spasiul situârilor) zi sensibilitatea acestor erori la alegerea 
parametrilor robotului zi a mecanismelor sale de acsionare.

Obligarea unui model dinamic direct ridicâ probleme referitoare la derivârile zi 
integrârile numerice usili^te. pentru obsinerea unor perîormanje mai bune zi pentru reducerea 
erorilor dinamice, cele douâ modele dinamice, direct zi invers, pot fi puse în serie, comparând 
astfel torsorul de intrare cu cel de iezire (6g.5.2).

131
BUPT



fiß l Otilitarea modelului dinamic direct

fig.5.2. Otilitarea modelului dinamic invers

fjg.5.3. Otilitarea în serie a modelului dinamic direct zi invers

Ona din cele mai rituale metode (ie abordare a dinamicii unui sistem de corpuri, în 
particular a roboților, se bateatâ pe utilizarea ecuațiilor Iui fagrange de speța a Il-a. procesul 
de modelare se face pe bata unor ipotere simplificatoare, în vederea obținerii unor ecuații 
dinamice uzor de prelucrat (rigiditatea corpurilor structurii de manipulare, neglijarea forțelor 
de trecare uscatâ, neglijarea jocurilor care afecteatâ precisa, etc ).

?omind de la ecuațiile lui fagrange de speța a H-a, modelul dinamic se poate obpne în 
douâ moduri:

- a) exprimând energia cineticâ totalâ, energia potenpalâ Lp zi forsele generalitate ()j 
?i înlocuind în relația
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(5.1)

- b) folosind tmnsfoimânlc omogene
^o6elul dinamic propus 6e K ?3ul se b^rervĂ pe formalismul matematic al lui 

Lagrange, pentru un moclul oarecare / al robowlui, ecuația âiferentialâ a mișcării este 6e 
forma:

X I):j q cj^ H vi^m vi - tzj

unde 8-au notat.

v'j r?cij Sq/

-m>( 8 
k-i _

,i k

Sq.

(5.2)

(5.Z)

(5.4)

(5.5)

în relasiile (5.2) - (5.5), termenii repretinlâ:
*vjj, coeficient al inerpei efective la cupla /;
'0^, coeficient al inertei de cuplare intre cuplele cinematice / zi 

p8eudomatricea âe inerjie a modulului /;
«fci, inertia motorului care actioneatâ cupla /;
' O^, forjele centripete care acjioneatâ a8upra cuplei / datomte vitezelor cuplei /;
«v^n, forjele dorioli8 care acjioneatâ a8upra cuplei / datorate vitezelor cuplelorzi ?n;
' vj, 8arcina gravitajionalâ la cupla /;
'8, vectorul accelerare gravitaționala;
'Oi, forjele generalitate.
pentru comanda manipulatorului 8unt importanji m mod deo8ebit termenii inersiali zi 

cei gravitaționali, deoarece ei afecteatâ 8tabili1atea motoarelor zi precitia de potijionare.
pentru explicitarea ecuajiei (5.2) a modelului dinamic, jinând cont de tipul cuplelor 

cinematice (1ran8lajie sau rotajie), 8e procedeatâ la Amplificarea termenilor inerjiali.
lermenii inerjiei efective 8e calculeatL, funcjie de tipul cuplei cinematice, cu relajnle: 

(5.6) pentru cuplâ de rotatie zi (5.7) pentru cuplâ de tran8latie.
D» a,)k^ (5.6)

v» - Lm, (5.7)
k-i

unde n^, o^, a>( zi p^ preciteatâ elementele matricei In geneml, n, n, a 8unt ver8orii 
8i8temului de referinjâ atazat unui modul al robotului, iar p e8te vectorul de potijie al originii 
ace8wi 8i8tem de referinsâ.
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5.2. VL kk v>^ ^ovLb^bfii
oi^iviie pLi^nri) rin in-^iiî^oir îirLi 6ir^oL vk bivkir^^L

In proce8ele de 8udare 8e utilirea^a cu precădere roboji al caror bmj urmarezte o 
traiectorie predeterminatä ce poate 6 de8cri8â analitic. Important e8te ca prin impunerea 
anumitor legi de mimare a efectomlui final 8â 8e determine, pe de o patte legile de variajie în 
rapott eu timpul ale variabilelor cuplelor zi legile de variație ale elementelor mecanice (forje zi 
momente) active, iar pe de alta patte, po8ibilitâtile concrete de a corecta porția zi orientarea 
efeetorului prin aplicarea corecțiilor în cuplele cinematice, în ca?ul în care, în timpul 
proce8ului 8unt 8e8inrte abateri de la traiectoria impu8â.

8e con8iderâ, 8pre exemple manipulatonil eu trei grade de libertate de tip 
de8tinat 8udârii automate, a cânii 8ebemâ einematieâ 8tructuralâ e8te prerLntatâ în figura 5.4 
jOI81, jvl91, MOI, MII, M5),

pig.5.4. 8cbema einematieâ 8tnicturalâ a robowlui

8e eon8iderâ cimo8cute următoarele mârimi:
«parametrii con8tructivi (i^1,...,4)'
* dimen8iunile reperelor ce urmea?Â 8â lie 8udate: lungimea cordonului de 8udurâ, b zi 

di8tanta dintre douâ cordoane alâturate,
«ma8ele m^, re8pectiv forjele de greutate Oj ale modulelor de 1ran8lajie zi rotajie, 

inclu8iv di8po^itivul de 8udare ce con8tittne efeetorul final, rmde mz^n^ui 8»^,
«momentul de inerjie meeanie 3^^^, al modulului de rotajie zi al efeetorului final, în 

rapott cu axa (^2); 2
«di8tanjele ecbivalente lc^, lc^ zi l(^ definite prin: kixx l<^-f^/Mj zi

l(j^ ^j^/Mj,
«pornjiile centrelor de ma8â ale modulelor, exprimate în stemele de referinjâ atazate 

ace8tora,
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*tor8orul de reducere al 8i8temulm de forje care actioneatâ a8upra di8poti tivului de 
o^oulat in originea 8i8temului de referinja atazat ultimului modul al manipulatorului, 

^OZ .
8e calculeatä ecuajiile dinamiee prin eele douâ metode prezentate in paragraful 5. l.
a) Lnergia cinetica a robotului e8te:

l Xwi ^Mi q,
ii > > Vj.-^ V

(5.8)

Morsele generalitate (); 8e calculeatâ folo8ind principiul lucrului mecanic virtual.

^2 - ^2 " ^2

0.

unde f,, l^2, l^lz reprezintă forjele motoare, re8pectiv momentul motor din cuplele cinematice, 
iar fn, ?i2, reprezintă forjele de frecare, re8pectiv momentul de frecare din cuplele 
cinematice.

forțele de frecare 8e con8iderâ de forma:

(5.l0)

pentni i 1,2, unde Kj e8te o con8tantâ ce depinde de aria nominalâ a 8uprafesei de contact, 
de vâ8cotitatea dinamică ^i de gro8imea peliculei de lubrifiant.

Momentul de irecare 8e con8iderâ de forma:
(5. II)

tmde Kz e8te o con8tantâ ce depinde de diametnil aletajului, de vâ8cotitatea dinamicâ ?i de 
^ocul diametral.

fâcând calculele impu8e de ecuația (5.1), rerultâ ecuajiile diferențiale ale mizcârii:
z >

Xmr
Vj-i / 

A > 
^Mi cjz l^2" ^2^2 (^^2)

Vj^2 >

b) ?o^pr> ?j orienwres esectomlui 6ns1 g1 robotului, în sistemul cle referintâ bx, se 
exprimâ prin mutriceu âe trrmsformnre generalâ 6, 1

co8qz -8incii 0 f.

o;-
0

-§inqz
0

-co8q^
1
0

^2 -t-qr (5 13)

0 0 0 I

pentn, crvAl robotului Hk stuâiklt, termenii inechei efective sunt:
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vn
i-I

i-2

termenii inersiei de cuplare v^ §e determina eu relasia:

^,(8^)' K,(8^)-^^ d^ sd^x8; td^x8^

(5-14)

(5.15)

unde d^/ ;i 8 j/ reprezintă vectorii translapilor diserenpale, respectiv rotațiilor diserenpale, iar 
este dat de relata:

-1c^^
-lc^^

-1c^^ -1c^^
(5.16)

Vectorii de translase diferensialâ, respectiv de rotape diserenpalâ, pentru cele trei 
cuple cinematice, rerultâ:

d!--j 8!-0
. ^2 d?-k 8^0 ,8?-0 ' ' «I -0 8 -k(5.17)

, d^-k 8^0
d,--8zi-c,j 8^0

Vectorii de poripe pentnl centrele de 
stemele de referinjâ atacate ace8tora, r^^ 8unt:

ma8â ale modulelor robotului, exprimași în

' ''cz ^^2>2 ^>2^2 "2^2 (6^8)
^X3'3^V3Î3^^Z^3

înlocuind relațiile (5.16) - (5.18) în relasia (5. l5), re-ultâ'

v.2^0- V2Z-0; v,.-m.(-czXz 8zV.) (6.19)

vaca 8e con8iderâ câ centrul de ma8â al modulului de rotape împreuna cu dj8poÂtivuI 
de 8udare aparpne axei (^2), re^lta cü ?i V,z-O. termenii inerpei de cuplare fiind: 
Vi2^v2z--V,z--O, rezulta câ nu exi8tâ cuplare între cuplele cinematice, deci ecuapile 
âilerenpale ale mizcârii vor fi decuplate.

Iermenii gravitaponali 8e determinâ cu relasia:
3

k-i
unde:

-8-n^.i 0 0^ (5.21) 
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pentru cupis / âe rotspe,

0 0 -x »,_,)

pentru cupis / âe trsnsispe
Vectorul scceierstiei Arsvitssionsie 6inâ:

0 0 0^ 
rezulta.

8°-^ 0 0 0)

x'-sO 0 0 0)

-A 0 0)

Vectorii âe tipul r^ âin rclszis (5.20) 8e âeterminâ cu o relspe âe sorms:

Din relapa (5.18), prin particularizare, 8e odjin vectorii:

< ^1 Vi 0 1)^

^0 0 ^2
>1'

^0 0 'I'

rezultând:
^0 0 ^3

^0 0 -3 ^2 ^3 ^2

(5.22)

(5.2Z)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27

Oum - 0 ^i 8 - 0, vectorii de tipul r«^ nu 8e mm calculează pentru modulele / zi 
2, rezultând direct vi^v^O. Dacâ 8e efectuează calculele pentru vz, conform relapei (5.20), 
rezulta vz ^0. veci termenii gravitaționali 8unt: vi^v2^vz^0.

deferitor la termenii inertia 8ervomotorrilui de acponare a cuplei 3 a io8t de)a 
introdu8â în (momentul de inersie pentru modulul de rotape împreunâ cu efectorul final), 
iar inersia motoarelor cuplelor de 1ran8lape 8-a neglijat.

termenii de forma v^, se con8iderâ, de temenea, nuli.
?or^ele generalitate H 8unt de)a calculate (5.9).
vacâ 8e înlocuie8c termenii obsinusi în ecuasia (5.2) ?i 8e con8iderâ câ mz 

se obțin ecuațiile diferențiale ale mizcârii (ecuasiile 5.12):

Xwj cj, -pi-lc.qi

! Xwj !ci2^l^2 - ><2^

^/>2

vacâ 8e cuno8c, din proce8u1 de 8udare, variațiile în timp ale forfelor zi momentului 
eare ac^ioneata în cuplele cinematice conducătoare, impunând condipile limita, prin 
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wMlvgres Gemului ecu-Pilor ciiseren^isle decuplate (5.12) 8c öeterming legile cle vari^e în 
raport cu timpul ale coordonatelor cuplelor (coordonatele generalizate c>i(t), ^(t), ^,(1)). deci 
IVIVI

Considerând eeuasiile diferențiale âe forma:
X 1

(5.28)
ivii ^1i

rerultâ:

e'A'j^we^'dt
0

Ki, 
O-eH' O, (5.29)

In anumite siwajii intereseaxâ rezolvarea directâ a problemei, adicâ impunerea legilor 
cie mizeare ale coordonatelor cuplelor zi determinarea elementelor mecanice active clin cuplele 
cinematice, deci lVIVV

^8lfel, impunând următoarele legi de variape în raport cu timpul pentru coordonatele 
cuplelor:

< t < -
4 ' 4

(5.30)

<t2(t) V8 1
qz(1) - co 1

recita legile de variape ale forselor zi momentului care acponeara în cuplele cinematice:

(5.3 l)

f^) -- K2V-.
^lz(t) kz O

Metoda prezentata pentru determinarea ecuațiilor de mizeare ale robotului de 8udare 
fT'k poate fi aplicatâ la orice tip de robot. Metoda are un profund caracter de generalitate 
deoarece fiecare modul al robotului intervine în 8tudiu în mod distinct zi de sine stâtâtor. Oacâ 
procesul de sudare impune legi specifice de variape pentru mizeare qj(t), atunci acestea se vor 
rellecta în expresiile elementelor motoare ?j(t) zi I^lj(t) zi vor permite alegerea 
corespunzătoare a motoarelor de acționare din cuple.
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5.Z. 8m0I^ 11^1 irovo^ n? Z64/10.0

sobolul studiat este de tip zi este prezentat principial în tîgura 5.5
care preci?ea?â axele robotului zi posibilitățile sale de mizcare. Modelarea unui robot 
presuplme, aza cum s-a precizat deja în capitolele anterioare, modelul geometric, diferențial zi 
dinamic.

5.Z.1. bourul,

?entru determinarea modelului geometric (V18) s-au ales sistemele de referința atazate 
elementelor robotului, considerând convenpa venavit-PIartenberg (kig.5.6). Ou sistemele de 
referintâ precizate rezulta parametrii de politie ai robotului, prezentași în tabelul 5. l.

"fabelul5 1. parametrii de po?ipe ai robotului 364/10.0
Urelement Variabila 

cuplei
«i

1 6> 00 a.
2 62 900 ri2
3 61 00 a^
4 6. 90" 0
5 65 900 0
6 6o

-900 0

Calculând matricole de po?ipe ale fiecărui element fasâ de precedentul <D161, 
sp5^, se obține, prin înmulțirea lor, matricea 6^ oare exprima politia zi orientarea 
efectorului final în raport cu sistemul de referintâ fix. Xlodelul geometric al robotului este 
exprimat de ecuațiile (5.32) în care s-au notat' Oj cos 0j zi 8; sin 6j.

în cadrul problemei directe (lVIOV), impunând legile de variație ale coordonatelor 
cuplelor Oj^0j(t), se pot precisa parametrii de porifie zi orientare (n*, ..., p/) ai efectorului 
final, perolvarea modelului geometric invers 1^161 conduce Ia posibilitatea de exprimare 
a coordonatelor cuplelor cinematice ca funcții de po?ipa zi orientarea efectorului final 
(5.33).

^i într-un ca? zi în celâlalt, restricțiile impuse de caracterul limitat al spațiului de 
lucru sau al procesului tebnologic, determinâ limitarea domeniului de existentâ pentru 
coordonatele cuplelor cinematice, pentru robotul studiat Ip 364/l0, aceste domenii sunt 
prezentate în tabelul 5.2.
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1?
50

InZ.5.5. -Vxele ;i posibibMilc de mizele gle robotului
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^i8.5.6.8i8temele âe referinsa atacate elementelor robotului

tabelul 5 2. Domeniile 6e exi8tensâ ale coorclonatelor cuplelor

-^xa Domeniul variabilei

I 4155"

2 ^100", -55")

3 ^470", -220")

4 4Z50"

5 4135"

6 4350"

l4l
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KI6V

Nx Ol!o, (Oz (O4 0,06 84 §6) - 8z (8-, 0; 06 - O4 86>) 82 8; 06> -
- 8, (82 (Oz (O4 0; 06 84 8«) - 8z (84 0; 06 - 04 86)) - O2 85 06) 
n, 8,(02(0,(040,06^8486)-8z(84OzO6-O486))^828,O6)^

Oi (82 (0, (O4 0,06 84 86) - 8z (84 0- 06 - O4 8^)1 - O2 8, 0«)
NX 8,(040,06^8486)^0,(840,06-0486)
0x Oi(O2(-O,O48,^8,848,)^82O-)-8,l82(-O,O48^8z848,)-O2O,)
0, - 81 (O2 (- 0z O4 8; 8z 84 8z) 82 Oz) Oi (82 (- Oz O4 8- 8z 84 8z) - O2 Oz)

0/ - 8z d4 85 " (^38485
Sx Oi!o, (Oz(- O4 Oz 86 84 0«) 8z (84 0- 85 O4 06)) - 82 8z 86) - 
- 8, (82 (Oz (- O4 Oz 86 84 06) 8 z (84 0; 86 O4 06)) O2 8,86) 
Az 81 (O2(Oz(-O4O,86^ 84 06)^ 8,(840,86^ 0406)1-828,86)^ 

^0,(82 (Oz (- O4 0,86 84 06) 8z (84 0,86 O4 06)) O2 8,86) 
Sr 8z (- O4 0; 86 84 Of>) - Oz(84 Oz 86 O4 06)

px - O,O2tt4Oz^^z)-8l82tt4Oz^^z)^^Ol ^22)
pz - 8.02(^40,^^,)->-0,82(^0,^^,)-»-^28i 

px " ^48,

1^61
pz 

px 
-pxtsSi-»-^ 

px^pzt89,-s>>/Ht8^ 

px
>/1-px-sî-S2

X X (5.ZZ)
o^ co89z - (ox 0089, §in 9,) co§92 8in 9z

O^8in9z> (oxL089i 0r L089i)c0892 cO89z 

^(oxc089i^0> 81N9i)^O^ 

0^cO89i-Ox8in9)

klx^^O) " 3^ LO89j 

-Nx8m9i^n^c089i

ONli7xAn6 aeeste limile m caänil problemei âireete zi Pnân6 8eam3 6e elementele 
con8truetive ale robotului, rezulta 6imen8iunile zi eonfîgurapa 8patiului activ. ?entru 
robotul 8wdiat, luânâ ca punct 6e referința inter8ectia axelor 4 zi 5, 8patiul âe lucru 
rerultâ 6e forma 6in figura 5.7.

î892

î66z

tS64

lSöz "

1896
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^iZ.5.7. 8patiul 6e lueru al robotului
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5.3.2. IVîODittâ Din/Vinic

procesul de modelare s-a tăcut pe bara ipotezelor simplificatoare amintite în 
paragraful 5.l, folosind ecuasiile lui l^agrange (ecuapa 5.l). 8-au considerat cunoscute 
următoarele mărimi:

«parametrii constructivi ^j, (i^l,...,8)-
«masele Mj, resppectiv forjele de greutate Oj ale modulelor de rotape, inclusiv 

pentru efectorul final, i^l, ..., 8
«momentele de inerjie mecanice 3^'^, 3^'^, 3^^ gi? modulelor zi ale efectorului 

final, în raport cu axele Xj, zi tj;
«centrele de masâ ale modulelor sunt considerate în originile sistemelor de 

referința atazate acestora-
«torsorul de reducere al sistemului de forje care acjioneatâ asupra ultimului modul 

al robotului, calculat în originea sistemului de referinjâ atazat acestuia
Lnergia cinetica a robotului jv40^ este exprimată în relajia (5.34).

6(
i-2

i-^.v i-^7 .

i-2,5 ,
(5.34)

forjele generalitate ()j se determinâ cu relajia:

(5.35) 
ovj

în care d^j este lucrul mecanic virtual elementar al torsorului forjelor exterioare, 
corespuntâlor unei deplasări virtuale elementare LOj. pentru întregul robot, lucrul 
mecanic virtual se calculeatâ cu relația:

(5.56)
i-1 i-I

Oalculând lucrul mecanic virtual cu relajia (5.36) zi înlocuind în relația (5.35) 
retultâ forjele generalitate ()/.

0, - Xfi 
7 7 7

y- " 1^4- <,82X0^ ^822X6^ ^c2zX6i^ ^22,07
i-z i-4 i-5

7 7
yz - kiz * ^4 822XO! ^<122,67

i-4 i-Z
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<)4 - bl4

^5 bl; f«02Z.-67

y« blz

(5.Z7)

unde 8-au notat: 8j-8in 0„ 8^8in(6^9j), e^co8(0^0j), L^^co8(6^6^00.
înlocuind energia cinetica (5.34) zi forsele generalitate (5.37) în ecuaps (5.1) 

ret ul la ecuațiile diferențiale ale mizcârii robotului KddX/X 8tudi»t:
?

a-(m2
i-2

m<j)(^ 4- e,) -l- M2 (^2 ^5 -> ^6^ " b<2

i-2.3.5 i-4,6,7

7 7 7
-^2^2 82X0^ -l- 8riXOi "4 <3»Xo^f« c»,O7 

i-Z i 4 i-5

62 ^(M; ^m^)(

i-Z.5 i-4.6,7

7 7
- (^23^Oi^^6 O2ZZ O7

(5.38)

64 3

j-4 j-

^/i ^^7^7 -bl<

6, 3^

i-4,6,7

i-6

7

_i-6
-^6

- bl; f« d2Z;O7

Ona 6in problemele importanle âin dinamica roboplor industriali consta în 
determinarea torsorului din cuple. -Veesta se poate calcula atunci când se cunoazte 
torsorul în sistemul de reierinjâ atacat efectorului final zi facobianul robotului i

o (5.39)

unde () reprezintă torsonrl din cuple, «1^ este facobianul robotului, iar este torsorul 
în sistemul Os-

<) - (lvll IVl2 blz KI4 bl- bls^

rO6 - bto^ blo^ bto^s

(5.40)

(5.41)
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^3 ^2^2) ^5^6^403 ^^3) ^4(84X5^^ -648^) 0 0 0'
^5(^48^ -i-^2^2) -^5(^4^3 ^^3) —^4848, 0 0 0
^5^6^4^3 ^^3 ^2^2)

^5^6^34 " ^6^34

^5^6(^4^3 ^^3) 

^5^6^34 — ^6^34

"^,(840,8^ " 

8,c.

0 
8,c.

0

^6

0
0

(5.42)

"^5^34 ^^5^34 c, 0 -1
-^5^6^34 — ^^5^6^34 ^(Üz4 -8585 -8,8. 06 0

Io^8anil 6in cuple rerultâ:

-- (-c?8,8»X^8,^c-) >

^,^-^^Xc5868i4-c«c^) - ^^8,8»

i^r ° -(^8,c.-^c?-^8,8.x^^ (^-^xc5L8>.-0;c^) - ^8,8«

- ?^^(8,c?c6-c4 8<>) - ?^8,8,^- ?^^(8,c-8»-'-c4cL)^ i^8?o^ i^cx- ^8,8.

° ^8,6« > ^Cz- ^8,8.

(543)
^6 --1^0^

5.3.3. I^k/x)i v^irr^ luoDki^i^i)i DNtnoi îi^ 11U/V rk

Leuapile âinamice ale robotului Kt7K^ ^021^ 8e pol 8crie:

6^1^21 — x^2 l^27^2 ^27824 ^24^22 1^25^23?

6^,. L22822 ^24^22 K2.L2» sZ 44)

Özl^ZI — ^îz 25^235

uu6ei
7

Kl 1 -l/. 0^ '^(M2 M4) ^2 M3^3 (MZ M6)(^2 ^) M?(^2 <5

i-2
K2I ^.0^ 17^ (mq > Mz M6) (^Z (MZ Mk>) ^5 M7^5 (^3 ^4 ^)"1

i-2,3.5 i-4,6,7
K3l- X 1^M4^^(m5^M6)tt^^M7stt4^^7)^(<5^^

»ä).5 i »4,6,7

K4.-l^ X 
i-4,6,7 

i-6

(5-45) 

i-6
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7 7 7
Xri^X^ X24^L,^Oi1 ^25^ ^67 

i-z i-4 i-3

?rin proce8ul tebnologic 8e impune coordonarea cuplelor cinematice zi timpul 
nece8ar îndeplinirii kiecârei fa^e în care e8te 8tructuratâ 8arcina robotului. Deoarece 
generarea mizcârii 8e realirea^â în 8pasiul coordonatelor cuplelor 8e pot impune legile âe 
variajie ale aee8tora zi 8e âeterminâ momentele motoare care acjionea?â în ace8te cuple. 
8-au ale8 următoarele tipuri cle interpolări, cuplele cinematice (2) zi (5) - interpolare 
liniarâ, ecuasia (5.46)- cupla (l) - polinom âe gradul 5, ecuapa (5.48)- cuplele (3), (4) zi 
(6) - polinom âe graâul 3, ecuasia (5.47). In expre8iile funcțiilor âe interpolare (5.46)- 
(5.48): D^6j-0j, 1f-6mpul final.
6(t)^Si^v 

tr

6(t)-g^

6(t) -6^

(5.46)

(5.47) 

(5.48)

lnlocuinâ legile âe variape ale coorâonatelor cuplelor în ecuapile âiferensiale ale 
mizcârii rerultâ legile âe variape ale momentelor active âin cuple.

IVl,(t)--ZI0X„(Zt-0.4S? -^0.015?) (5.49)

^2w--K2282 -^22822-^24^22^^2,,) (5.50)
^7(1) — —290X„(0,3- 0,6l) -X27827- X24 (I27 X25 (I275 (5.51)

(t) -- -700X^, (o.Z - 0.0151^(5.52) 

1^,(1)--X2,d275 (5.53)
I^^(t)^-700X^(03-06t) (5.54)

5 .4. ^oirsorrv^vl ve kkivvcurki
51 ^oirsoirvl. vi» cvpl.ei.r: v»vi vovoî vurmr

ln ace8t paragraf 8e prerintâ o metoââ âe âeterminare a unui tor8or âe reâucere, 
exprimat într-un 8i8tem âe referinsâ atazat unui element al unui robot, ecbivalent toporului 
care acsionernâ a8upra efectomlui fmal 8au ecbivalent unui alt 1or8or âe reâucere exprimat 
într-un alt 8i8tem âe referintâ. De a8emenea, 8e propune o metoââ âe âeterminare a forțelor zi 
momentelor care actionea^â în cuplele cinematice conâucâtoare atunci cânâ 8e cunoazte 
1or8onil care actionea^â a8upra efectonâui tînal al unui robot.

pentru fiecare âin metoâele âe mai 8U8 8-a realizat un program âe calcul al torurilor 
âe reâucere. programele au fo8t 8cri8e în limbajul T'urbo Pa8cal zi 8unt utilizabile pe 
calculatoare I8X1-P0, care âi8pun âe un monitor VO-X 8au 8uperior. programele elaborate 
8unt rulate 8pre exemplificare pentru un robot cu za8e graâe âe libertate (K'fK'HK), âar 8unt 
utilizabile pentru orice tip âe robot, cu orice 8tructurâ zi oricâte graâe âe libertate.
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5.4.1. kkkiv»^ikix)ir^oit80iriit.iii DK irkDi^kDk
^tl 8^H1^D/VDK^ 818 DK DKKKIM^

foritia di orientarea electorului final al unui robot, într-un 8i8tem (le referința fix, 8e 
exprima printr-o matrice (le tran8formare generala O„

8e con8iderâ robotul cu ?a8e grade de libertate de tip KUKUK, de con8tructie 
modulara, a carui 8cbema cinernatica 8tructurala e8te prezentata în fig.4.3. folo8ind convenția 
flartenberg-venavit 8e ata^eaTÄ elementelor robotului câte un 8i8tem de referintâ (/„ 8e 
exprima matricele (le tran85ormare ^j' * care indica politia zi orientarea 8i8temului de referința 
atacat elementului / fata de 8i8temul de referința atacat elementului /-/ zi 8e determina, prin 
produ8ul ace8tora, expre8ia generala a matricei de tran8iormare 6^", unde 8-au notat: co8 

8in di <<^5' fiind di8tanta de la 0^ Ia punctul caracteri8tic al robotului.
"for8orul de reducere mtr-un punct O, al unui 8i8tem de forte, 8e exprima printr-o 

matrice de forma <D3b ^3^:

(5.55)

Clementele matricei (5.55) 8unt proiecțiile elementelor toporului de reducere pe axele 
unui 8i8tem de referința fix cu originea în punctul O. 3or8orul de reducere !(/", exprimat mtr- 
un 8i8tem de referința care 8e obtine din 8i8temul dat printr-o tran8formare Oj, ecbivalent 
tor8orului ro, 8e determina egalând lucrurile mecanice elementare produ8e de cei doi tor8ori:

(5.56)
unde «Ij e8te lacobianul 8i8temului O,.

>^8tfel, relațiile de tran8iormare pentru proiecțiile elementelor tor8orului de reducere 
8unt:

fOi Nj

fOi -Oj 1^ (5.57)
fOi

" "j'(^pj lVIo)

-vj.(^xpj(5.58)

kloj (^xpj

fa momentul con8iderat, politia zi orientarea efectorului lînal în 8i8temul de referintâ 
fix 8e exprima (fig.5.9) prin matricea 6^:

'0 0 -1 -1.3

0 I 0 -0.6

l 0 0 l.5

_0 0 0 l

(5.59)

"for8orul de reducere care acponea^â a8upra efectorului final, cuno8cut din p5oce8ul 
tebnologic, exprimai în raport cu 8i8temul de referința fix e8te (fig.5. l0):

io-^300 0 -100 50 0 0^ (5.60)
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pig.5.9. Po^ipa zi orientarea 8i8temului 
de referința atazat efeetorului final

pig.5.10. 'for8orul de reducere io

Polo8ind relația (5.56) 8e determinâ 1or8orul de reducere ecbivalent eare acponea-Ä 
a8upra efeetorului final, în raport eu propriul 8i8tem de referința (Os):

-^-100 100 ZOO -900 250 -700^ (5.61)

pentru determinarea torurilor eebivalenti eare acponearĂ a8upra eleinentelor robowlui 
in raport eu propriile 8i8teme de referința e8te neee8arâ rezolvarea modelului geometrie invers 
p.emltâ a8tfel valorile eoordonatelor euplelor euplelor einematiee Ia momentul eon8iderat:

^0.5m, q^O.Zm, qz^0.3m zi ^lZOo. Valorile parametrilor con8truetivi 
pentru robotul 8tudiat 8unt: ^^.5m, ^^0 ^0.3m, ^0.2m zi O'^O 6m.

"for8orii eare actionea^L a8upra elementelor robotului 8unt:
-sZOO 0 -100 50 0 0^

lO- ^szoo 100 -100 500 0 -450^'

.o- ^szoo 100 -100 500 0 -450)' (5.62)

-l-wo 100 300 -900 450 -700)'

-l-wo 100 300 -900 190 -7000)'

în ea^ul in care e8te folo8it pentru un alt robot deeât cel din aplieatia prezentată, 
programul 8olieitâ exprimarea matrieelor de tran8formare deei apelea^a la modelul 
geometrie direet zi invers Algoritmul programului e8te următorul:

/. Introducerea datelor, parametrii de poripe ai robotului 8au matricele de 
tran8formâri omogene 8olutia IV46I' poripa zi orientarea efeetorului final la momentul 
con8iderat; tor8orul care acponea^â a8upra efeetorului final, exprimat in raport eu 8i8temul de 
referintâ 6x..

2. Oalculea^â tor8orul in 8i8temul

3. OalculearL matrieea Oj

Identibeâ ver8orii n^, 05, zi veetorul de poripe ai 8i8temului
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^nz/ 5: Lalculea^a proiecțiile forței rezultante pe axele 8Î8temu1ui de referința (/§ cu 
relapile (5.57).

6' Lalculea2Â proiecțiile momentului resultant în rapott eu originea O5 a 
8i8temului (7^ atazat efeetorului final, pe axele ^sternului 8e calculea^a eu relapile (5.58).

7. /^.fizearâ zi reprezintă
Repeta de la Z^rz/ 5.

pentru exemplul prezentat, tor8orii ^unt prezentați în fig. 5.1 l - 5.16

5. 4.2.^()n^oni i < l î>l nonoi ruiu

fina din eele mai importante probleme în 8tudiul roboplor e8te determinarea toporului 
eebivalent în euplele robotului când 8e cunoazte tor8orul care acponea^â a8upra efeetorului

don8iderând cuplele cinematice conducătoare ale robotului 8imple (rotasie 8au 
tran8lape), toporul cuplelor 8e notea^a cu O zi 8e exprima:

o-lo. ... yns
(5. 63)8au, pentru robotul 8tudiat:

I"- (5.64)

veterminarea elementelor toporului din cuple, datorate elementelor toporului care 
actionea^â a8upra efeetorului final, 8e faee pe ba^a egal arii lucrurilor meeaniee elementare 
produ8e de eei doi tor8ori, eon8iderând eâ aeeztia 8unt ecbivalenti din punct de vedere 
mecanic ^016^,

o -ro/"

u^de d, e8te iacobianul robotului, care 8e determina cu relapa:

_sd^ ... <'6 ...
' ^06 ... 8^ 5^6

(5.65)

(5.66)

unde d^' e8te vectoml tran8lasiei diferențiale a elementului z în 8i8temul iar 8^'^' e8te 
vectonrl rotației diferențiale a elementului z în 8i8temul 67^.

Vectorii tran8latiilor zi rotapilor diferențiale 8e obțin din matricele de tran8formare
65' î. ?entru carul 8tudiat, facobianul robotului e8te:

0 1 -1.3 0 0 0

-1.3 0 0 -1 0 0

-0.6 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

iar toporul din cuplele robotului e8te: 
tz-so -100 450 0 -300 10^

(5.67)

(5.68)
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5.5. novo?

parcurgerea unei anumite traiectorii âe câtre un robot este influentatâ âe precizia âe 
poziționare zi âe orientare a efectorului final. Valorile instantanee ale erorilor âe poziționare 
e^ respectiv âe orientare e„ âepinâ âe mărimi ce caracterirea^â geometria zi constnicsia 
robotului (abaterile geometrice, elasticitatea elementelor, âisipârile prin frecare), âe condițiile 
âe lucru (temperatura, sarcina manipulata), âe valorile vitezelor instantanee corespunzătoare, 
âar zi âe "istoria" evoluției situărilor impuse âe sarcina robotului.

5.5.1. ?irid/.i^ i(^ /Vun in^iidoirini

precizia cinematicâ a unui robot caracterirea^â posibilitatea acestuia âe a asigura 
poziționarea zi orientarea sistemului âe referintâ atacat efectorului final conform pompei zi 
orientârii programate sl^l5f ?entni âeterminarea experimentalâ a precisei cinematice este 
necesarâ efectuarea unui numâr âe mâsurâri (f>l>10), âefininâ situarea sistemului âe 
referintâ atazat efectonâui final, precizia âe situare se calculearâ cu relapile:

i i
<569,

lnâicele âe performanjâ global se poate âefini cu relapile.

(5.70)

lntroâucerea funcțiilor scalare (5.70) permite compensarea optimâ a erorilor 
geometrice ale transformârii inverse âe coorâonate, prin variația coeiîcientilor sistemului âe 
comanââ, pânâ la atingerea unei situapi optime.

(5.71)

precizia âe poziționare zi orientare a efectorului final, âepinxânâ âe exactitatea 
moâelului geometric al robotului, poate fi exprimatâ pe brua unei analize a influentei 
abatenlor coorâonatelor reale ale punctului caracteristic fata âe valorile teoretice impuse. 
Astfel, âin moâelul geometric, se âeterminâ politia punctului caracteristic (coorâonatele x, 
2 ale acestuia). Abaterea âe la politia teoreticâ se poate âeterminâ cu relațiile:

âx-^-—âq^ âv-^-^-âq^ âr-^—-âqj (5.72)

unâe âq; exprimâ abaterile âe la valorile impuse coorâonatelor cuplelor cinematice. Eroarea 
âe poziționare rerailtâ:

(5-73)
politia realâ a efectorului final este âatâ âe:
x^ -x-1-âx: (5.74)

vin analiza abaterii fatâ âe politia teoreticâ, respectiv âin stuâiul valorilor maxime zi 
minime ale erorilor, se pot âeterminâ po^ipile în care aceste erori au valori extreme, precum zi 
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valorile coordonatelor cuplelor cinematice corespunzătoare zi se pot aplica astfel corecțiile 
necesare. In aceeazi maniera se poate studia zi precizia de orientare a efectorului final.

Indiferent însâ de modul de determinare a erorilor de politie zi orientare este necesara 
elaborarea modelului geometric al robotului studiat.

5.5.1.1. Oixmi, ^it/Vi kirii.on i k 11x1,

8e propune în continuare o metodâ de determinare a erorilor de politie zi orientare 
folosind modelul diferențial al robotului, respectiv vectorul diferențial al mizcârii exprimat in 
rapott cu sistemul de referintâ fix. 8e poate obpne astfel o precizie ridicatâ a politiei zi 
orientâiii efectorului final, fiecare cuplâ cinematicâ tund consideratâ la o revoluție înaltâ.

Idealizarea, pe baLi modelului geometric, a modelului diferențial al robotului ^016^, 
caracterizat prin relația:

I)On - I I), (5.75)

permite calculul variațiilor diferențiale înregistrate în politia zi orientarea efectorului final fatâ 
de propriul sistem de referintâ, de forma.

1)0" -16 O" (5.76)

In relația (5.76), este lacobianul robotului, iar este vectorul diferențial al 
cuplelor, presupunând o vâri ape a coordonatelor cuplelor de forma.

dqj aj dt > bj (5.77)

ceea ce corespunde cu situația realâ când termenii de ordin superior se pot neglpa, intervalul 
de timp considerat fiind elementar, se obtine, din relația (5.75), expresia vectorului diferențial 
al mizcârii în sistemul de referintâ atazat efectorului final (sistemul (/„):

Eroarea de poziționare, calculatâ în sistemul de referintâ atazat efectorului final 
re^ultâ:

Vs^O"cIl^VbjcI^ 
'X X

»0»

^aj8^'"dt ^^bj8-^ 

i-i i-i

(5.78)

4- X(lO"(^6i-^bj) (5.79)

Indiferent de sistemul de referintâ în care se determinâ eroarea de poziționare
(orientare), mârimea ei este aceeazi:

(^ 80)

Cum politia zi orientarea se exprimâ de regulâ fatâ de sistemul de referintâ fix, se 
determinâ erorile de poripe zi de orientare în acest sistem, vectorul diferențial al mizcârii 
fiind:
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v"°-(^,„)-'l)0„ (5.81)

unde don e8te facobianul 8i8temului de referinsa atacat electorului final.
proiecțiile vectorului tran8lapei diferențiale, pe axele 8i8temului de referința fix, 8unt:

"""xX^^^i^^bj)-^n„^6O"(3jck^bj)^-n^^6O"(3j6t->-bj) 

i-I i-I i-1

ö°n, X 60" (âjâ b^) Xci"" (a,6t clO" (3M -»b,) (5.82)

i-I i^I i-I

d, kl'^^dj^ (rljdl-1-dj)^a„ ^d^" (Ljdt bj)^ ^d^n (A.dî > î)j) 

i-1 I-I j-1

Eroarea de orientare 8e poate determina cu o relație 8imilarâ.

5.5.Î.2. Ox/ui. i'^iri icui^u iroiro num cui i uiu (ur^Di^ i)^ ixiiriun mi:

8e con8iderâ robotul de 8udare de tip (fi^.5.4) ale cărui ecuasii dinamice au fo8t 
determinate în paradi aful 5.2, pentru care porția ?i orientarea 8unt exprimate de matricea 6zO 
^025^ (ecuația 5.13).

lacobianul robotului e8te ^V29b
-8inq^ O O

-co8q^ O O

o io

' 0 0 0

0 0 0

0 0 1

(2on8iderând vectorul diferențial al cuplelor de forma:

D

a,dt-l-b, 

Ä2dt >b2 

a^dt b^

(5.84)

8e obpne vectonil diferențial al mișcării capului de 8udare în 8i8temul de referinsâ atazat 
ace8wia:

-8inq^^a,dt b^)

-co8q^(a,dt >b,) 

^2dt bz) 

0

0 

(sM-i-dz)

(5.85)

Lroarea de politie, în 8i8lemul de referința atacat efectorului final, e8te:

(5.86)

Eroarea de orientare, în 8i8temul de referința atacat efectorului fmal, e8te:
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(5 87)

Dacâ se calculearâ vectorul äiserenfial al mizcârii în sistemul <le referinA tix, cu relatis 
(5.8 l), se obtine:

-8zcz6q,-8z6q2 
82^2^9, - (üz âc>2

v"» - (5 88)
82<lql(^^ci2"^'c26c,,l82-'>-'-c2(^^q,)l-c2cIq2tt2^q2^^)-82cIq, 

82 ^^.(^ 92 ^b) ' - 8,(^o q,)l 82692(^2 92 ^2) - ^269,
'82691(^0^91)^^1692

und6 8j^8m c^j zi Oj^co8 ^j.

5.5.2. ?iri < i/i x Dii^/Vivnc^ i >vu( iiiu^ irii i ir^ux loirii i unui iroiro i

?entm evaluarea performantelor dinamic6 ale unui robot trebuie 8â 8e tina 8eama d6 
parametrii 8âi cinematici în contextul unei di8tributii proprii 6e ma8e zi al unui 8i8tem 8pecikîc 
de forte exterioare.

precizia dinamica a unui robot caracterizata pO8ibilitatea aceluia de a parcurge o 
traiectorie conform unei programări initial dorite. -Vcea8tâ precitie poate fi funcție de politia 
con8ideratâ zi de vitetâ sf.15^ deci funcpe de evoluția în timp a sternului de referința atazat 
efectorului final.

Indicele de performanta global 8e poate defini cu relațiile'

^1-msx ^(t)1 (5.89)

In aceeazi maniera ca la precitia cinematica, 86 pot determina valorile extreme zi 
dispersa erorilor, re8pectiv corecțiile neclare pentru atingerea 8ituatiei (optime) dorite.

5.5.2.1. /Xm i'iri (itui uib i»OtiiDii^^ivtic^

?entni obținerea erorilor dinamice, prin metoda propu8â în ace8t paragraf, e8te nece8ar 
8â 8e d6t6rmin6 în pr6alabil mod6lul g6OM6tric, r68p6ctiv mod6lul dinamic al robotului 
8tudiat. Impunând anumitc lcgi dc variatic în raport cu timpul pcntru fortclc/momcntclc cârc 
actioncatâ în cuplclc cincmaticc, 86 d6wrminâ l6gil6 d6 variati6 al6 coordonat6lor cupelor. 
Variatiil6 dif656ntial6 al6 ac68tor coordonat6 conduc la crorilc dc politic cautatc.

?otipa zi oricntarca cfcctorului iînal al robowlui Ia un momcnt dat 86 6xprima prin 
matric6a d6 tran8fonnar6 g6N6ralâ 6„o, ^VI6b

a^ px 

o> P), 
a^ p^ 

0 0 o l 

(5.90)
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unde n, o, a 8unt ver8orii 8i8temului de referintâ Atazat electorului fmal, iar p e8te vectorul âe 
politie al originii ace8tui 8i8tem fata de 8itemul äe referinM fix.

veci, evoluția in timp a 8i8temului de referința atazat efectorului final e8te determinata 
de evolupa in timp a matricei 6„0(i). Lei patnr vectori care definea 8ituarea efectondui final 
la un moment dat 8unt funcții implicite de timp deoarece depind de coordonatele cuplelor 
cinematice.

Determinarea variațiilor in raport cu timpul pentru coordonatele cuplelor cinematice 
rezulta din rezolvarea modelului dinamic invers Luno8când 8i8temul de acționare al robotului 
zi impunând elementelor mecanice anumite legi de variație ()j(1) 8e pot determina legile de 
variape pentru coordonatele cuplelor cinematice.

Legile de variație qj(t) 8e pot inlocui in modelul geometric.

n(t)- f,(q(t))
-(>> -

-»(0 - s,(q(t))

zi rezulta evoluția in timp a sternului de referința atazat efectorului final.

5.5.2.2. L i nono i ui.o oi i ir^ i i

8e con8iderâ robowl de 8udare cu trei grade de libertate de tip din figura 5.4 
pentru care 8e con8iderâ cuno8cute aceleazi mărimi ca in paragraful 5.2.

Lcuatiile diferențiale ale mizcârii efectorului fmal 8e obțin utilizând ecuațiile lui 
Lagrange de 8pesa a 2-a (ecuapa 5.1).

Lâcând calculele impu8e de ecuapa (5.l), rermltâ ecuațiile diferențiale ale mizcârii 
(ecuațiile 5.12), care 8e exprimâ 8ub forma:

-?,(t)
i-I

l-Z

8olutia 8i8temului ecuațiilor diferențiale e8te de forma (5.29).
Dacâ 8e con8iderâ urmâtoarele expre8ii ale elementelor active din cuplele cinematice:
f.(t)-K?,t

(5.V)
^1^(t)-K"(ü

unde contantele v^ zi co repre?intâ viteza de 8udare, re8pectiv viteza de pendulare, rerailtâ:
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K? 2^,

I<2 K2 ^2 I<2

wklz âz^X" wK" wK"^l
-- --------- ---------------2.----------1 e »2 -------- 1------------------

X, X22 ) Xz X,"

(5.94)

pentru X-X,, X-X2 zi X"-Xz, solusia sistemului ecuațiilor difcrenpale este^

0 (tt - -p e ^'-«-^?t'-p 1 -

'(.X,) 2' 'X, X>,

ci2(V^ v^t 
q,(t)--wt

(5.95)

punând condițiile 1 ââ, respectiv în expresiile coordonatelor q^t), respectiv qz(t) 
rezultă timpul necesar realizării cordonului de sudura Ir ?i perioada mizcârii de pendulare IV

1-2-—i (^96)
V, 0)

unâe « este înclinarea rostului 6e sudare.
vin modelul geometric al robotului se obțin coordonatele punctului caracteristic: 
x -

2-q, 4-^0

Abaterea de Ia politia dorita este data de:

^6^ ^dx^^ch^Vd^ 

unde:
dx - 0

d^-dq2 ^clu

d^ - dq.

(5.98)

(5.99)

proarea de politie rerailtâ'

K>
e -i a-t dt (5.100)
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5.6. VIVir^IIL.Oir irovo^
^8l^?ir^ ?0LI7ILI LfL^^0Irm.rsI

Modelarea roboților, indiferent âe natura ace8teia (geometricâ, diferentialâ 8LU 
dinamica), con8iderâ câ, din punct de vedere 8tructural, un robot e8te con8tituit din 
elemente rigide, legate între ele prin cuple cinematice, care la rândul lor acponeazâ 
"rigid", în 8en8ul câ, în intervalul pre8cri8, variabilele cuplelor cinematice re8pectâ 8trict 
legea de variația impu8â.

în realitate în8â, lucrurile nu 8e petrec în ace8t mod, datoritâ unui an8amblu de 
factori'

»ela8ticitatea tran8mi8iilor mecanice reale'
»caracterul bru8c al cuplârii motoarelor de acționare'
»intervenția cu caracter de ciocnire a limitatoarelor de cur8â, etc.
'foti factorii enumerati introduc vibrații în 8i8temul pe care îl reprezintâ robotul, 

ceea ce conduce Ia abateri dinamice ale electorului final de la traiectoria impu8â (D5 l 
^8^. Kezultâ a8tfel oportunitatea 8tudiului influentei mizcârilor vibratorii, introdu8e în 
cuplele cinematice de intervenția limitatoarelor de cur8â, a8upra pozitionârii pe traiectorie 
a electorului lînal. 8e iau în con8iderare doar vibrațiile produ8e de-a lungul, re8pectiv în 
)urul axelor robotului, nu zi vibrațiile 1ran8ver8ale ale elementelor robotului, care pot li 
cuprin8e într-o matrice de rigiditate modilîcatâ a ace8tuia sD41, ^3^. 8e pot e8tima 
a8tfel, prin utilizarea ecuațiilor Iui Lagrange de 8peta a doua, forțele, re8pectiv momentele 
ce trebuie introdu8e în 8i8tem pentru corectarea abaterilor.

5.6.1. ivîn rovni

fie un robot cu n grade de libertate, augurate de n cuple cinematice 8imple, de 
tran8latie zi de rotatie. studiind mizcarea robotului, 8ub acțiunea forțelor zi momentelor 
exterioare, rezultâ, prin utilizarea ecuațiilor Iui Dagrange 8pre exemplu, legile de variape 
ale variabilelor cuplelor cinematice qj - qj(i). >^ce8la e8te cazul ideal, în care legile de 
mizeare ale cuplelor nu 8unt perturbate de alte interacțiuni ale robotului cu exteriorul.

în acea8tâ 8ituape, pozipa zi orientarea electorului final 8unt date de elementele 
matricei 6° -

Oând, în timpul mizcârii intervin limitatoarele de cur8â ale cuplelor, fenomenul 
care 8e produce poate fi a8imilat unei ciocniri ela8tice ce determinâ modificarea legii de 
mizeare a cuplei re8pective prin introducerea unei vibrații de amplitudine redu8â, dar de 
pul8Llie foarte mare sD4^, ^K8^.

Deoarece fenomenul 8e reproduce în mod aleator la toate cuplele robotului zi 8e 
1ran8mite prin elementele ace8tuia (con8iderate rigide) la an8amblul celorlalte cuple, e8te 
evident câ Ia fiecare cuplâ 8e înregi8treazâ o 8uprapunere de mizcâri vibratorii parazite, a 
câror rezultantâ 8e pre8upune de forma ^8tfel, variabilele cuplelor
cinematice 8e vor modifica devenind qj > 8inpji.

Datoritâ amplitudinilor redu8e, 8e negli)eazâ influenta vibrapei a8upra legii de 
mizeare a cuplei, dar nu 8e poate neglija acea8tâ intluenlâ a8upra vitezei cuplei cinematice 
chj. Dacâ în fiecare cuplâ viteza aceleia devine chj atunci componentele vitezei 
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electorului final, exprimate în tuncjie 6e vitezele cuplelor cinematice prin intermeâiul 
matricei ^scodiene a robotului sO51 6evin:

v^" vO" «O" ... ... (5.101)

Minând seama de expresia matricei ale cărei coloane sunt vectorii diferențiali ai 
mizcârii, produzi de influenta fiecărei cuple asupra efectorului final zi pentru care exista 
relații de calcul stabilite ^?5^, IDIH, rerultâ câ proiecțiile vitezei efectorului final, în 
raport cu propriul sistem de referintâ, sunt:

Vx" ^-âi)

(5.102) 
wx"

i-I

i-l

c»x" 4-^)

pentru a putea compara aceste vitele cu vitezele teoretic impuse pe traiectoria 
proiectatâ, expresiile (5.102) se transcriu în raport cu sistemul de referintâ fix. Astfel, 
viteza pe traiectoria realâ a efectorului final se exprimâ fatâ de reperul fix prin matricea:

(5.103)

iar viteza un^biularâ realâ a efectonilui final, prin matricea.

(5.l04)

Vitezele teoretic impuse se cunosc, evident tot fatâ de sistemul de referintâ fix. 
k^alarea vitezelor teoretice cu cele reale (relațiile (5.l03) zi (5.104)), rezultate din 
considerarea mizcârilor paradite ^j, va conduce, în cârmi sistemului, la zase relații:
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v^ - n^v^" -«-o^v^ -1-a^v^

V?, -^o^v^" -I-S^O"

vO — n v^ -t- o v^ -l- a v^"
(5.105)

0)0 - N^(I)O/- -i-Ox6)O" >2^0)0"

>0^6)^ >a^0)^

O)^ -n^co^ -^0^(0^ -t-a^ci)^

>^ce8tea permit exprimarea vitezelor âi în funcție de derivatele variabilelor 
euplelor cinematice qj zi de vitezele impu8e teoretic efectorului final. Introducerea 
mărimilor âj obținute din relațiile (5.105), în ecuasiile diferențiale rezultate din 8crierea 
ecuațiilor lui fagrange de 8peta a Il-a, va permite identificarea momentelor zi forțelor 
8uplimentare care apar. Anularea ace8tora conduce Ia 8tabi1irea legilor de variație q^qj(1), 
deci la obținerea traiectoriei dorite.

5.6.2. LxL>lrn^K XI^TI OVLI iMurli rm KOVO^ VL n?

8e con8iderâ robotul de tip din 6g.5.16. ?rin con8iderarea 8i8temelor de 
referința conform convenției ^artenberg-venavit, matricea care exprimâ politia zi 
orientarea efectorului tînal e8te:

(5.106)

co8q, 0 -sinq, -q2sinq, 

sinq, 0 co8q, q2LO8q, 

0-10 

0 0 0 l

iar matricea )acobianâ e8te:
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-ci2 0

0 0

(5.107)

-1 0

0 0

Oonsi6erân6 viteae parcit Ia ambele cuple cinematice, matricea (5.10l) a 
vitezelor efeetorului final este:

V^'2 
V 

v^-

I

.Ö2 ^^2. -

0
92 -^2

0
(5.108)

"(cii

0

transcrierea relației (5.l08), folosinâ relațiile (5.l03) zi (5.l04), în raport cu
sistemul cle referintâ fix, conâuce la proiecțiile reale:

-ci2(qi ^âi)cosq, -^2

^2^1 ->-âi)sinqi ^^2 ^^)cosq,

0
— (5.109)

«0^ 0

0

ci'^i

8e presupune ca efectorul final trebuie sâ execute o traiectorie plana, ale cârei 
ecuații parametrice sunt:

Vo Vo(t)

cu viteza ungbiularâ impusâ.
(5.lll)

Viteza efeetorului final pe traiectorie va ii:

b^galânâ relapa (5.109) cu viteza teoreticâ >o 0 0 0 , re?n1tâ relațiile
(5.105) pentru robotul studiat:
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^âi)cosq, -(c,2 ^^)sinq,

>o ^äi)sinqi -i-^^coZq, (5.IIZ)

-9i

pentru obținerea ecuațiilor lui Lagrange de 8peta a H-a pentrrl robotul 8tudiat 8e 
8crie expre8ia energiei cinetice a sternului ideal:

(5.114)

zi a 8i8temului cu perturbatii:
^(<4, ^^2^2 ^^r)^^M2^2

(5.115)

(Calculând derivatele zi neglijând mârimea ^2 kasâ de qz în expre8iile derivatelor 
re8pective, rezulta ecuapile diferenpale core8punrâtoare carului ideal:

-«-M2ci2^2m2ci2q,ci2

?2 ^2^2 -M2^ci2
(5.116)

zi carrllui cu perttlrbatii:
^1 "(cj> ^M2q^-i-2m2q2^i ^âi^2 ^^2)

^2 M2^2 -«-^1)^2
(5.117)

8cârând ecuațiile (5.l l6) din ecuațiile (5.l l7), rezulta:
-î^M2ci2^2M2q2^2(>il

M2E2 -m^q, >âi)c,2âi
(5.118)

solicitările 8uplimentare 1^1 pot exprima prin intermediul mărimilor
impu8e (5.111) zi (5.112). -V8tfe1, 8e ob8ervâ din a treia ecuație din (5.113):

(5.119)

iar relațiile (13), ridicate la pâtrat zi adunate, conduc Ia o ecuație de gradul 2 în ^2, oare 
are 8olutiile:

^2 92 >/^0 ^Vo -92^0 (5.l20)

In expre8ia (5.l20) 8e va lua în con8iderare doar 8emnul (-) pentni câ numai ace8ta 
a8igurâ ca în carul ideal ^2 " 0.

Derivând relația (5.l20) în raport cu timpul zi înlocuind-o, împreuna cu relapa 
(5.l 19), în relapa (5.118), în expresa forței 8up1imentare, 8e obține:
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" M2 ^2 -
^O^Q^VoVo 92^2^0 92^0^0

>/xg -«-^ -q^wn
m-ci^M» -q?) (5.I2I)

8imilar, replici (5.ll9), derivata 8a zi relația (5.120), introdu8e în prima ecuație 
(5.118) conduc 1a:

>,up> ° cj0' m.q^ -.-2^2 ^2 (°>o qi) w »(q2 -122)

Anularea relațiilor (5.121) zi (5.122) conduce la un 8i8tem de doua ecuații 
diferențiale din care 8e vor determina q^qi(t) zi q^q^t) funcție de caracterigticile 
(5. l l0) zi (5. l l l) impu8e pentru mizcarea efeetorului lînal.

^xpre8iile (5.119) zi (5.120) 8cri8e 8ud forma:
âl ^)pl c08p,t-0)o -<ii 

^2 ^^2p2 cO8p2l^c,2 -
(5.123)

pennit evaluarea mărimilor caracteri8tice ale vibrațiilor introdu8e în cuple zi calculul pe 
acea8tâ ba^â al amortizorilor cu care pot fi ecbipate limitatoarele de cur8â în cax de 
nece8itate.

5.7. Lirom^oir vM/XivneL
irovo^

bobotii cu elemente flexibile 8unt 8i8teme dinamice continue cu 77 grade de 
libertate, a caror mizcare e8te ilu8tratâ printr-un 8i8tem de ecuații diferențiale neliniare, cu 
coeficienți variabili, ale căror 8olutii exacte 8unt aproape imp08ibil de determinat, pentru 
obpnerea unor 8olutii aproximative, cât mai apropiate de realitate, 8i8temul mecanic 
trebuie di8creti?at.

literatura de 8pecialitate e8te bogata în abordâri ale ace8tei probleme s^l^, sO3^, 
sl)36^, ^7^, ^8^, ^87^, s^4^, fie con8iderând câ un element oarecare al robotului e8te 
format din elemente finite legate între ele prin cuple fal8e, ce permit a8tfel modelarea 
deformării, fie con8iderând împărțirea robotului în atâtea elemente finite câte elemente 

: fizice are, fie con8iderând fiecare element al robotului ca un an8amblu de elemente finite 
în care nodurile 8unt în ecbilibru zi au depla8âri compatibile, etc.

8e propune o metoda de determinare a erorilor dinamice datorate deformatiilor 
elementelor unui robot cu /7 grade de libertate, ale cărui elemente 8unt deformabile, 
utilizând metoda depla8ârilor. 8e con8iderâ câ elementele robotului 8unt bare, iar 
di8creti?area 8tructurii a8imilea^â fiecârei bare un element finit, blodurile 8tructurii 8unt 
cuplele cinematice ale robotului ^03 l^, ^16^.

5.7.1. kni. VI I X roiri i: n^i'i ^^^iri plaurii o irr^c riiir^ iDnxuvi^

pentru 8tudiul ilexibilitâtii unui robot 8erial 8e conziderâ lanțul cinematic al 
ace8tuia zi 8e atazea^â fîecârui element câte un 8i8tem de referinft (fîg.5.l7), conform 
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uneia din convențiile folosite în robotica, iar pentru determinarea relației forte-deplasâri 
se folosesc tebnicile zi metodele deja dezvoltate de teoria dinamicii structurilor.

torsorul unui sistem oarecare de forte, calculat într-un punct 0, poate fi exprimat 
prin relația (5.55).

ln timpul îndeplinirii sarcinii, asupra efectorului final al robotului acponea^â un 
torsor^i expnmat m raport cu sistemul de referința fix. torsorul ecbivalent, care 
actionea^â în cupla cinematicâ /, exprimat în raport cu propriul sistem de reterinsa 8j se 
determina cu relația:

(5.124)

unde^" este ^acobianul sistemului 8j.
8e considera un element oarecare / al robotului (fig.5.l8). folosind relația (5.124), 

se pot determina torsorul rî expnmat în raport cu 8; zi torsorul în raport cu 8j»i. 
Ounoscând torsonil , rezulta torsorul :

(^^25)

unde^'^ este ^acobianul sistemului 8j,, în raport cu 8j.

fi^.5.17. fantul cinematic zi sistemele de referința atacate elementelor robotului

fig.5.18. On element oarecare al robotului zi torsorii care actionea^â în cuple
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Ostiei, a8upra unui element al robotului acționează un torsor exprimat printr-un 
vector de dimen8iune 12x1:

(5'26)
1or8orul care actionea^a a8upra întregului robot e8te:
I-ll. -Ii (5.127)

In fiecare 8i8tem 8j 86 poate exprima un vector al depla8ârilor liniare dj, re8pectiv 
un vector al depla8arilor ungbiuiare 8'j:

â,. (5.128)

5^ (5.129)

rezultând un vector al depla8ârilorv- de dimen8iune 6xl:

(5.1Z0)
ln mod 8imilar ca în catul tor8orilor, 86 pot 6xprima un V6ctor vj, P6ntru 6l6M6ntul 

/, r68p6e1iv un v6ctor v, p6ntru întregul robot'

(5.1ZI)

v-^v, ... 0. ... (5.1Z2)
(^on8iderând ca variațiile potitiei zi orientării fiecărui clcmcnt al robotului 8unt 

datoratc flexibilității clcmcntclor, 86 poat6 8crie relația:

r-XV (5.l33)

und6 68t6 matric6a d6 rigiditate a robotului (matrice patraticâ, 8imetricâ, do dim6N8iun6 
12nxl2n). Inv6r8a ac68t6i matrice 86 numezte matric6a d6 fl6xibilital6 a robotului 
Astfel deformatiile elementelor retultâ din:

(5.1Z4)

Daca vectorul deformatiilor olomontolor robowlui 68t6 cuno8cut, 86 poat6 
d6t6rmina V6ctorul deviațiilor 6f6ctorului final d6 la politia zi orientarea impu86.

5.7.2. Mii i?()N s i>ni^ i iri) i i i^i^i i ni: 81 irii<?n

?6ntru fi6car6 6l6M6nt al 8tructurii 86 poate d6l6rmina o matric6 d6 rigiditate ^j, 
exprimata în raport cu un 8i8tcm dc referinja local, r68pcctiv în raport cu 8j. Daca 86 
itoleatâ 6l6M6nt6l6 în car6 a 1o8t di8cretitatâ 8tructura, fiecare un a86M6N6a 6l6M6nt 68t6 
con8id6rat ca un clcmcnt finit, ela8tic, 8ub acpunea unui 8i8tem de forte generalitate 
aplicate în noduri, carora le core8punde un 8i8tem de depls8âri generalitate (fîg.5.19):

^ '25)

-r, s. ...S'^s (5.1Z6)
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fig.5.19. 8istemu1 forțelor generalitate aplicate în noduri

^tât cât zi au dimensiunile l2nxl. Intre vectorul forțelor generalitate care 
aclioneatâ în noduri zi vectorul deplasărilor generalitate exista relația:

(5.l37) 
unde este matricea de rigiditate a sistemului, ale cărei elemente sunt matricele A , 
exprimate pentru fiecare element în raport cu propriul sistem de referința:

^2
(5.l38)

Deoarece forțele zi deplasările generalitate din noduri sunt exprimate în raport cu 
sistemele de referința atazate elementelor, conform metodelor utuale de calcul dinamic al 
structurilor, sistemului de referirea atazat unui element oarecare i se va aplica simbolic, 
câte o translație spre fiecare din cele douâ extremitati ale elementului, retultând astfel 
direcpile de calcul corespuntâtoare forțelor zi deplasărilor «I. ?enMi ca orientarea lui 8j 
sâzcorespunda cu ipotetele din calculul dinamic al structurilor se verifica dacâ una din 
axele lui 8j coincide cu axa longitudinalâ a elementului (de preferat axa 0x). In cat 
contrar, se aplicâ lui 8j o rotatie corespuntâtoare, exprimatâ printr-o matrice cu elemente 
constante.

folosind metoda propusâ, elementele corespuntâtoare din matricelor zi §unt 
exprimate în aceleazi sisteme de referintâ, zi deci, nu mai este necesarâ transformarea 
acestor matrice în raport cu sistemul de referintâ fix.

I'otuzi, dacâ vectorii din ecuația (5.134) trebuie exprimati în raport cu 8o, între 
vectorul forțelor generalitate r zi vectorul forselor generalitate care acponeatâ în noduri 
A respectiv între vectorul deplasârilor generalitate v zi vectorul deplasârilor generalitate 
din noduri A existâ relațiile:

' (5.139)
(5.140)

Xlatricea de dimensiune 12nxI2n, din relațiile (5.139) zi (5.140) se numezte 
matrice de compatibilitate geometricâ zi este exprimatâ în funcție de coordonatele 
cuplelor cinematice.

Relația între forte zi deplasâri a fost studiatâ în mod asemânâtor zi de I^legbdari zi 
8babinpoor, dar aceztia au tratat doar catul când cuplele cinematice ale robotului sunt 
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cuple de translație zi au exemplificai determinarea matricei de rigiditate pentru un lanț 
cinematic cu doua cuple de rotatie, cu doua elemente.

Matricea de rigiditate a sistemului se determina cu relația:
' (5.14Y

Minând cont de faptul câ fiecare element este integrat într-o structura spațiala 
oarecare, astfel încât A trebuie sâ reflecte corect comportamentul elementului într-un 
spațiu cu dimensiuni adecvate, ^lassonnet propune o metoda de pregătire a matricei 
de rigiditate în vederea "asamblârii". kerultâ astfel o matrice de rigiditate expandata, care 
se obtine din matricea A, prin intermediul matricei de expansiune L Deoarece structura 
se raportea^â la un sistem de axe generale, matricele de rigiditate expandate ale 
elementelor, stabilite în 8j, trebuie sâ fie transformate prin intermediul unei matrice de 
rotatie k. Deci, conform teoriei lui klassonnet, fiecârei matrice A, exprimatâ în 8K-Xj, 
trebuie sâ i se aplice douâ transformâri pentru a putea fi utiliratâ pentru determinarea 
matricei K a structurii:

»Expansiunea matricei A, pentru a fi exprimatâ într-un spațiu cu aceleazi 
dimensiuni ca cel care conpne structura studiatâ, prin utilizarea matricei de expansiune k 
Matricea de rigiditate expandatâ a elementului este:

(5.142) 
'transformarea matricei expandate pentru a o raporta la sistemul de referintâ fix, 

prin utilizarea unei matrice de rotatie k
(5.14Z) 

unde matricea ll^ este o matrice diagonalâ, ale cârei elemente I^o exprimâ rotatia 
sistemului 8j, în ^urul originii sale Oj, astfel încât sâ aibâ aeeeazi orientare cu sistemul de 
referintâ fix. Clementele matricei ko sunt cosinuzii directori ai axelor 8j exprimati în. 
sistemul de referintâ fix.

Matricea de rigiditate A a unui element nu trebuie sâ fie expandatâ întotdeauna, 
dar trebuie sâ se verifice întotdeauna ca, la asamblare, toate matricele A sâ fie exprimate 
înts-un spațiu cu aceleazi dimensiuni.

^vând în vedere câ în modelarea roboților, pentru alegerea sistemelor de referința 
atazate existâ mai multe convenții, pentru atazarea sistemului de referintâ unui element al 
robotului se propune convenția blartenberg-Denavit, de altfel cea mai utili^atâ în caxul 
robojilor seriali. ?o?.isia zi orientarea unui element al robotului, precum zi ale efectorului 
final, se determinâ în acest ca?, în raport cu elementul precedent, iar în final, în raport cu 
sistemul de referinsâ fix, folosind matricele de transformâri omogene

Atunci când, în timpul îndeplinirii sarcinii, asupra efectorului final al robotului 
acponea^â un anumit torsor, se poate determina vectorul () care actioneasâ efectiv asupra 
fiecârui element al robotului

politia zi orientarea sistemului de referintâ atazat elementului / 8j, în raport cu 
politia zi orientarea sistemului de referintâ atazat elementului precedent 8j_i se exprimâ 
printr-o matrice de transformare 1^, iar în raport cu sistemul de referintâ fix, prin 
matricea de transformare O?.

(5.144)
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în aceste condiții, matricea de rigiditate a elementului de structura A poate ki 
înmultitâ cu o matrice de compatibilitate geometrica <2, de dimensiune 12x12, rezultând 
matricea de rigiditate Kj exprimata în sistemul general 80, astfel:

(5.145) 
unde matricea (2 are expresia.

(5.146)

Matricea de rigiditate a sistemului rezulta ca o matrice diagonala, cu o expresie 
asemanatoare cu (5.138), ale cărei elemente sunt cbiar matncele Kj

folosirea matricelor de transformari omogene pentru exprimarea matricei de 
compatibilitate geometrica permite generalizarea aplicabilității metodei incluzând zi catul 
când cuplele cinematice sunt de translase.

5.7. Z. i iric ni(,inn vi n n^iii i i.i^ii^ i i)i^ 5; i

Oupâ idealizarea stucturii reale într-o structura compusa din elemente discrete, 
urmeatâ sâ se detelinine malricea de rigiditate a fiecărui element. 8e considera deci un 
element oarecare al robotului ca fiind o bara dreapta, de lungime cu secțiune constanta 

zi neîncârcat pe lungimea considerata. Vara are modulul de elasticitate longitudinal f, 
modulul de elasticitate transversal 6, momentul de inerție geometric axial I zi polar l^. 
-Vxa longitudinala a elementului este axa sa neutra.

8e considera, de asemenea, câ cele douâ capete ale elementului sunt cuplate cu 
elementele adiacente prin cuple elastice, constituite de motoarele de acționare. Oând 
cuplele cinematice ale robotului nu sunt activate, se considerâ câ rigiditatea 
eorespuntâloare este aproximativ egalâ cu tero, în timp ce, în catul cuplei activate, 
rigiditatea este fmitâ. 8e mai presupune câ, un coeficient de rigiditate kj este funcție de 
curentul în indusul motorului, care la rândul sâu depinde de cuplul motor.

fa cele douâ extremitâti ale sale, elementul robotului este supus urmâtoarelor 
solicitâri (s-a considerai catul când axa Ox a sistemului de reterintâ coincide cu axa 
longitudinalâ a barei):

«forte axiale zi
«forte tâietoare /H /H,-
'momente de torsiune ?i
'momente de încovoiere .
fiecare extremitate este deci locul de aplicare a câte zase forte generalitate, având 

sensurile potitive indicate în fig.5.19. fiecâruia din aceste eforturi îi corespunde câte o 
deplasare, al cârei sens potitîv coincide cu cel al efortului corespuntâtor, astfel încât 
starea de deformare este complet detmitâ prin: deplasarea axialâ dxj, rotirea în )urul 
axei Ox;, deplasârile d^j zi d^ dupâ axele O^j zi 0tj, rotirile zi 8^ în )urul axelor 0^j zi 
0tj. Vectorul deplasârilor corespuntâtoare unui element este:

(5.147)
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bortele axiale zi momentele de torsiune depind doar de deplasârile 
corespunzătoare, dar momentele încovoietoare zi forțele tăietoare depind zi de deplasările 
corespunzătoare forțelor din planul xO^. încovoierea zi forfecarea în cele douâ plane pot 
fi considerate independent una de cealaltâ dacâ zi numai dacâ planele xO? zi x0^ coincid 
cu planele determinate de axele principale ale secțiunii transversale.

(Coeficienții de rigiditate obținuți din ecuațiile diferențiale ale deplasârilor barei 
uniforme sunt integral în interiorul limitelor ipotezelor teoriei inginerezi generale a 
barelor supuse unor anumite solicitâri. Odatâ determinati, acezti coeficienți permit 
obținerea relațiilor forte-deplasâri. pentru determinarea matricei de rigiditate a unui 
element se utili^ea^â metoda baratâ pe rezolvarea ecuației diferențiale a deplasârii, pentru 
fiecare din grupele de solicitâri amintite, separat. Expresia matricei de rigiditate pentru un 
element oarecare / al robotului este ^9^:

m

e

1

°

0 0 0 0 O.I„

0

^1^, o 0

(5.l48) 
în expresia matricei A s-au folosit urmâtoarele notatii:

(5.149)
7 i - .------1c'
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5.7.4. ^i^oirniu pi i Nil iii.on

?entru studiul defonnatiilor elementelor unui robot serial eu un numâr oareeare âe 
ßrade âe libertate s-a conceput un algoritm eare permite caleulul matricei âe rigiditate a 
structurii mecanice a robotului, zi în lînal, calculul vectorului deformatiilor.

Datele âe intrare necesare algoritmului sunt:
»numărul elementelor stnicturii n;
»lungimea lîecârui element
»sorina secțiunii lîecârui element: âreptungbiularâ, circularâ, inelarâ;
»mârimile caractenstice secțiunii: lungime, lâpme sau âiametru sau âiametru 

interior zi âiametru exterior;
«modulul âe elasticitate longituâinal
«modulul de elasticitate transversal O;;
«parametrii de politie corespunrâtori convenției Idartenberg-Denavit: a;, «j, dj, 0, 

zi expresia matricei de transformare ;
«matricea de transformare generalâ oo la momentul considerat;
«torsorul care actionearâ asupra efectondui lînal.
Etapele de calcul ale algoritmului sunt:
«aria secțiunii lîecârui element
»momentul de inerție geometrie axial s;
«momentul de inerpe geometric polar 1^;
«vectorul coordonatelor cuplelor cinematice q pe ba^a modelului geometric 

invers;
«matricele de transformâri ;
«matricele de transformâri 6^;
«matricea de compatibilitate geometricâ
«torsorul în
«matricea de rigiditate A pentru fiecare element, în
«matricea de rigiditate Kz;
«matricea de rigiditate a structurii mecanice a robotului K;
«matricea de flexibilitate a structurii mecanice a robotului f;
«vectorul deformatilor v

5.8. dondrmi

In capitolul l.6 a fost deja subliniat rolul modelului dinamic al unui robot în generarea 
mizcârii, dar, mai ales, în controlul optimal al mizcârii. De asemenea, modelul dinamic este 
folosit în concepție, simulare zi comandâ.

finul din cele mai folosite formalisme pentru determinarea modelului dinamic se 
barea^â pe ecuațiile lui fagrange de speța a doua. In majoritatea lucrârilor de specialitate, 
deteiminarea modelului dinamic a fost realinUâ pe ba^a unor ipoteze simplificatoare, 
rigiditatea elementelor, neglijarea jocurilor zi a vibrațiilor din cuple, neglijarea frecârilor, etc. 
In ultimii ani însâ, cercetârile renunsâ treptat Ia simplificârile amintite.
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fost prezentate douâ exemple de determinare zi rezolvare a modelului dinamie, 
pentru un robot de sudare zi pentru robotul în condițiile simpliiîcârilor amintite. 
8e poate observa eâ, în primul ea?, ecuațiile diferențiale ale mizcârii sunt simple, decuplate, 
ceea ce constituie un mare avantaj pentru rezolvarea modelului dinamic invers. în calul 
robotului KOK/V însâ, sistemul ecuațiilor diferențiale este neliniar, cuplat, rezolvarea sa 
realilându-se prin metode numerice.

?entru impunerea restricțiilor dinamice într-o problema de generare a mizcârii, este 
necesar sâ se cunoascâ torsorul din cuplele robotului. I^linimi?area acestuia, sau a energiei 
consumate, constituie un criteriu de optimizare des utilizat.

Metodele prezentate pentru determinarea torsorilor în cuplele robotului, respectiv 
pentru variapa elementelor torsorului de reducere cu scbimbarea sistemului de referintâ se 
balealâ pe calculul matriceal zi se pretealâ Ia programarea pe calculator, programul realizat 
necesitâ exprimarea matricelor de transformare 6/'', stabilirea valorilor coordonatelor 
cuplelor cinematice conducâtoare H pentru situația consideratâ Of" zi introducerea 
elementelor torsorului de reducere care acponealâ asupra efectorului final. Oaracterul de 
generalitate al programului zi introducerea interactivâ a datelor asigurâ o interfatâ cu 
utilizatorul uzor de manevrat.

Determinarea torsorului din cuple indicâ ce fotte zi ce inomente trebuie sâ acționeze în 
cuplele cinematice conducâtoare ale unui robot pentru ca acesta sâ fie în ecbilibru sub 
acțiunea torsorului din electorul final.

lorsorul care actionealâ asupra efectorului final poate fi determinat (impus) din 
procesul tebnologic sau poate relulta direct din metoda de generare a mizcârii, cum este calul 
metodei câmpului potential. Dacâ se considerâ punctul caracteristic al efectorului final al 
robotului ca tund particula supusâ câmpului potential, în orice moment al mizcârii se cunoazte 
torsorul care acponealâ asupra efectorului final (cap.8). -Vplicând metodele prezentate se 
poate determina torsorul din cuple, realizând astfel comanda robotului. Dacâ sunt selectate 
mai multe puncte de control supuse potențialului atractiv, respectiv repulsiv, relultâ torsorii 
care actionealâ în aceste puncte, zi aplicând metodele prezentate, se determinâ variația 
elementelor torsorilor în rapoi-t cu diferitele sisteme de referintâ (deci elementele mecanice 
care actionealâ, în orice moment, asupra tîecârui element al robotului), respectiv forțele 
generalitate care actionealâ în cuplele cinematice.

Metodele prezentate s^mt valabile indiferent de numârul gradelor de libertate ale 
robotului. De asemenea, pe bala metodelor prezentate se poate rel.olva zi problema inversa.

Onul din modurile de apreciere a preciliei parcurgerii traiectoriei unui robot, analilatâ 
cinematic, necesitâ controlul politiilor, eventual zi al orientârilor. studiul erorilor de politie si 
de orientare se balealâ pe modelele geometric zi diferențial ale robotului, astfel încât precilia 
depinde de precilia acestora.

8-au tratat astfel modelele geometric zi diferențial ale robotului pentru care s-a iacut 
aplicația concreta, în contextul utililârii convenției Denavit-I lartenberg. Metoda de calcul 
pmpusâ este însâ valabila pentru orice altâ convenție adoptatâ în scrierea celor douâ modele.

?arcurgerea traiectoriei de câtre un robot real necesitâ controlul politiilor zi vitelelor 
instantanee, ceea ce implicâ cunoazterea legilor de variație ale forțelor zi/sau momentelor care 
actionealâ în cuple.

Abordarea preciliei de politionare în mod dinamic este mult mai complexâ decât 
studiul cinematic al aceleiazi probleme. Oa principiu de calcul, metoda prelentatâ este 
generalâ, dar aplicarea sa Ia un robot concret, ce evoluealâ pe o traiectorie precilatâ, este 
evident un cal particular.
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Oatoritâ factorilor perturbatori, mizcarea în cuplele cinematice 8e abate cle la legile 
pre8cri8e, iar efectorul final al robotului 8e abate (Ie la politia zi orientarea impu8e. fuând în 
con8iderare vibrațiile care apar în cuplele cinematice, prin metoda prezentata, 8e pot 
determina forțele zi/8au momentele nece8are corecpei. Metoda a fo8t exemplificata pentru 
douâ cuple cinematice, complexitatea problemei depinzând de complexitatea modelului 
dinamic al robotului 8tudiat.

Metoda prezentata e8te de8tul de laborioa8â, dar ea permite realizarea traiectoriei 
dorite, cu viteza dorita, la un robot cu 8tructura mecanica cuno8cuta, re8pectiv evaluarea 
mărimilor caracteri8tice ale vibrațiilor introdu8e în cuple zi calculul pe acea8tâ ba?â al 
amoNi^orilor cu care pot fi ecbipate limitatoarele de cur8â în ca? de nece8itate. -Xza cum a 
io8t prezentata zi exemplificata, metoda de corectare a abaterilor dinamice de la 
traiectoria impu8â 8e poate aplica oricărui tip de robot cu lans cinematic de8clu8.

ln ultimii ani, modelarea dinamicii roboplor e8te orientata 8pre con8iderarea 
influentei flexibilității elementelor a8upra preciziei poziționării, re8pectiv a generării 
mizcârii. Oltimul paragraf al ace8tui capitol con8tituie totodată o noua direcție de 
cercetare, zi anume "dinamica roboților cu elemente flexibile".

Metoda propu8a permite determinarea erorilor dinamice datorate deformatiilor 
elementelor, ln 8tudiul prezentat, robotul 8erial e8te tratat ca un lanț cinematic de8clu8, 
cu elemente flexibile, capabil 8â re?olve o anumita 8arcinâ într-un 8patiu tridimen8ional. 
folo8irea matricei de rigiditate a robotului, con8iderat ca un 8i8tem de corpuri, di8creti?at, 
permite calculul vectorului deformatiilor elementelor zi, pe ba?a ace8tuia, vectorul 
deviațiilor efectorului final de la po?itia zi orientarea impu8e. veformatiile elementelor 
8tructurii mecanice a robotului 8unt utilitate direct pentru determinarea zi corectarea 
erorilor cauzate de acelea, în 8copul îmbunătățirii preciziei de parcurgere a traiectoriei.

Metoda pre?intâ un grad mare de generalitate, rezultat din modul de exprimare a 
matricei de compatibilitate geometrica. Avantajul metodei con8tâ în faptul câ, dacâ 
alegerea stemelor de referintâ atazate 8e reali?ea?â în mod core8pun?âtor, nu mai e8te 
nece8arâ tran8fonnarea matricei de rigiditate. Metoda de calcul a vectorului deformatiilor 
pre?entatâ în lucrare adaptea?â zi aplicâ principiile generale din calculul dinamic al 
8tructurilor la metodele u?uale de modelare zi calcul dinamic al roboților.

Metoda propu8â poate fi aplicatâ la orice robot 8erial, cu orice numâr de elemente 
zi orice 8olicitare a8upra efectorului lmal. Oe a8emenea, metoda, ba?atâ pe calculul 
matriceal, 8e pretea?â la a fi implementatâ într-un program de calcul.

Metoda poate fi aplicatâ atât în ca?ul unui robot a cârui 8tructurâ mecanicâ are la 
ba?â un lanț cinematic de8cbi8, cât zi în ca?ul roboților cu 8tructurâ arbore8centâ 8au 
roboților paraleli.
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6.8XUNM rxrrin^irxxxr pirivixi) coxvucrirrx 
uxui irovox cu co^i^v^ ruxox (Xiruxox?r o 

xirxiroxoinr ooxxixux îx 8?/vriur orrir^xioxxr

Datorita faptului La exi8ta încă o 8erie c!e roboti din generații mai vecbi, eare nu au 
un generator de traiectorie înglobat în 8i8temul de eondueere, 8-a eon8iderat util 8a 8e 
realizeze off-Iine un generator de traieetorie eare 8a furnizeze datele neee8are zi 8ubciente 
conducerii unui robot prevăzut numai cu comanda punct cu punct, pe o traiectorie 
continua în 8patiul operational.

pentru realizarea 8tudiului experimental 8-a utilizat robotul educațional 
800p80"f-bp. lll, care are un 8i8tem de comanda 8implu, punct cu punct. în cadrul 
determinărilor efectuate 8-a încercat verificarea metodelor de generare a mizcârii 
prezentate din punct de vedere teoretic în capitolele 2, 3 zi 4. în acelazi timp, 8-a urmărit 
8â 8e determine performantele robotului amintit, deoarece, în documentația tebnica 
ace8tea nu 8unt 8pecificate.

6.1. vkurikir^ konomi^i 8<3Okv(n Kir m

Robotul 800^80"f-D1< 111 e8te un robot articulat vertical, cu cinci grade de 
libertate (fig.6.1).

?ig.6.1. Robotul 800^801-^ 111
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6.2. 8pa1iul äe lucru al robotului TOOKöOI'-LK HI
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8i8temul III con8ta m principal într-o 8tructurâ mecanica zi un
controler. Toate cuplele cinematice ale robotului 8unt cuple de rotatie. Lupla con8ideratâ 
äe bara, rotește brațul robotului în plan orirontal, cele trei cuple äe rotatie 8N0H0LK, 

zi PIELII rote8c elementele robotului in plan vertical, iar a cincea cupla KOl^, 
rotește äoar efectorul final. 8patiul äe lucru core8punlâtor ace8wi robot e8te un 8patiu 
8feric (fig.6.2).

lnäiferent äe moäul äe aboräare a problemei äe generare (în 8patiul operational 
8au în 8patiul cuplelor), traiectoria punctului caracteri8tic al robotului trebuie 8â fie 
conținuta în 8patiu1 äe lucru al ace8tuia.

Determinarea 8pajiu1ui äe lucru 8-a realirat prin încercări experimentale zi prin 
8imulare pe calculator. Mărimile care au intervenit în determinarea ace8tui 8patiu au fo8t 
lungimile elemmentelor zi limitele coordonatelor cuplelor cinematice.

«rotatia de bara: 310°;
'8boulden >l30O/-35o-
«elbovv: ăi 130°-
'pitcb- ^130°
l^ala maxima de lucru a robotului e8te de 610 mm. Datorita motorului zi 

traductorului core8punlâtoare rotației POPI^, în vecinătatea barei robotului, pe o rara de 
230 mm zi o înâlpme de 340 mm, exi8tâ un 8pabu care nu prerintâ 8igurantâ pentru 
funcționarea robotului zi deci, e8te indicat 8â fie evitat.

-Xcîionarea robotului e8te realiratâ cu za8e 8ervomotoare DO, cu control în bucla 
încbi8â. programarea robotului 8e poate face pe trei niveluri, cu ajutorul programului 

în determinările efectuate a fo8t folo8it programul /ere/ 3,
deoarece acea8tâ varianta e8te cea mai evoluata, ea inclurându-le pe celelalte doua. 
Modulul ?08H10^8 permite controlul mizcârilor robotului zi învâtarea politiilor 
dorite. ln8trucpunile de mizcare zi memorarea politiilor 8unt realilate prin programele 
8cn8e în 8O0PV^8P zi înregi8trate în

6.2. IVIOVLlâ ^1. irovo^tiL.^! 8(^0lrv0^ Lir III

lntr-o problema de generare a mizcârii, modelul geometric al robotului 68te ab8olut 
nece8ar pentru realizarea 1ran8formârilor de coordonate.

8cbema cinematica a robotului e8te prelentatâ în figura 6.3. (suplele cinematice 
ale robotului 8unt' cupla 1-P/X8P, cupla 2-8U0UPVPP, cupla3-LP60XV, cupla 4-?HLt1, 
cupla5-KOPD Datontâ arbitecturii ace8tui robot, politia zi orientarea efeetorului final pot 
fi exprimate folo8ind coordonatele carteliene pentru politie zi ungbiurile lui Dr^ant 
pentru orientare, cu ob8ervatia câ nu exi8tâ a za8ea axa, core8punlâtoare ungbiului V/XXV.

Modelul geometric al robotului e8te determinat de matricea de tran8formare 
generala O/' eare exprima politia zi orientarea efeetorului final în raport eu sternul de 
referința fix. Pxpre8ia matrieei de tran8fonnare generala a fo8t prelentatâ în eapitolul 2.1, 
relația 2.l. pentrrl ealeulul aee8tei matriee 8-a aplicat convenția Denavit-blartenberg. 
pentru robowl 8tudiat, modelul geometric e8te dat de următoarele ecuații.
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?itz.6.3. 8cbema cinemalioä a robotului III
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n, 6089, 6089 z 608(92 4-9z 4-94)-8in9, 8in9z

n^ - 8in9, co89z eo8(92 ^6z ^-94)-^c089i8in9z

n, - 6089z 8in(92 4-9z -^94)

0x - -6089, 8in9z 608(92 4-9z 4-94)-sin9, 6089z

0^, - -8IN9, 8in9z608(92 4-9z 4-94 ) 4-6089, 6089z

0^ - -8in9z 8in(92 >9z -^94)

- -6089, 8M(92 4-9z ^94)

- -8M9, 8in(9z >9z -«-94)

- 608(92 » 9z ^94)

Px - 6089, ^-a, 4- az 60892 «-Az 608(92 ^9z) - 6z 8in(9z ^9z

p^ 8in9,^-A, 4-3z 6089z 4-Äz 608(92 4^9z)-6z 8in(9z 4-9z ^94)^

p^ - 6, 4-az ^in9z 4-Az 8in(92 4-9z) 4- 6z 608(92 -«-9z 4-94)

Robotul 8(^OI^I3O"f-LI^ III realirea^â transformările 6e 600r6onate, 6ar valorile 
corespunzătoare axelor sunt exprimate în impulsuri ^i nu in grade. /Vvând în vedere aeest 
aspeet, s-au determinat relațiile dintre numărul de impulsuri numărul de grade 
corespunzătoare fieeârei axe'

* l: 9 impulsuri/^raâ'
»-XX 2. 8.3 impulsuri/graâ'
»^X 3 . 8.3 impulsuri/graä'
«>^X4.2 impulsuri/gra6'
»>^X5:2 impulsuri/graä.

6.Z. ivilyc^irii 11^

?entru stuâiul mizeârii robotului în spațiul operational s-au ales einei punete 6e 
preei^ie prezentate în tabelul 6. l -

"fabel 6. l. Coordonatele punetelor 6e preei7.ie în spațiul operational

X 
primi

V 
jmmi

2 
lmmi I"!

1<0t^ 
I",

I -5() 4Z0 450 -6.8.56 0
2 150 Z70 400 -80.00 45.00
) 280 100 200 0.00 75.00
4 Z50 -80 .860 0.00 0.00
5 50 -Z50 4Z0 60.00 0.00
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între aceste puncte de precizie, robotul se poate deplasa liber sau pe o traiectorie 
impusa în coordonate carteziene. In cadrul determinărilor întreprinse s-au studiat ambele 
variante, un accent deosebit punându-se pe al doilea car. vatoritâ dimensiunilor reduse 
ale acestui robot, precum zi datorita faptului câ masele elementelor sunt mici, toate 
determinările efectuate au fost abordate doar din punct de vedere cinematic.

Oenerarea mizcârilor libere între punctele de precizie necesita învâtarea 
(memorarea) acestora într-o larâ off line, folosind din programul robotului, din meniul 
principal, opțiunea ?08I"fI(M8.

pentru controlul mizcârii robotului pe o traiectorie impusâ în coordonate 
carteziene, punctele din tabelul 6.l au fost folosite ca noduri de interpolare, ^.u fost 
studiate trei caruri' interpolare liniarâ, interpolare spline 3 zi interpolare spline 4. In 
figura 6.4 sunt prezentate cele trei traiectorii carteziene studiate, iar în figura 6.5 este 
prezentat robotul în HOIVlp ?08IH0^l zi în cele cinci politii impuse. -Vvând în vedere 
faptul câ robotul nu este dotat cu generator de traiectorie, pentru specificarea traiectoriilor 
impuse în spațiul operational, cele trei traiectorii carteziene interpolate au fost divizate 
într-un numâr dat de segmente, în funcție de precixia doritâ. veterminârile au fost 
efectuate în douâ caruri diferite-

«cu menținerea constantâ a orientârii efectorului final pe traiectorie (au fost 
menținute valorile ungbiurilor l zi KOH din ?08I^IOd>!)-

*cu modificarea orientârii efectorului final în timpul parcurgerii traiectoriei, de 
asemenea, folosind diferite tipuri de interpolâri.

?ig. 6.4. 'fraiectoriile carteziene interpolate
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^ig.6.5. ?08IîI0>I zi 8ituârile impu8e în 8patiul operational
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Coordonatele carteziene rezultate în urma inlei-polârilor zi tran8formârile âe 
coordonate exprimate în impusuri (furnicate âe programul robotului) zi în ^ade 
(calculate în urma determinărilor efectuate), în ambele caruri amintite, 8unt prezentate 
tabelar, a8tfel:

* "fabel 6.2: (Coordonatele carteziene pentru interpolarea liniara'
* "fabel 6.3: "Iran formari le âe coorâonate pentru interpolarea liniara, cu orientarea 
con8tantâ a electorului final;
«"fabel 6.4: "fran formari le âe coorâonate pentru interpolarea liniara, cu 
moâilîcarea orientării efectorului final;
«"fabel 6.5: (Coordonatele carteziene pentru interpolarea 8pline 3;
«"fabel 6.6: fran8formârile âe coorâonate pentru interpolarea 8pline 3, cu 
orientarea con8tantâ a efectorului final;
«fabel 6.7: fran8formârile âe coorâonate pentru interpolarea 8pline 3, cu 
modificarea orientării efectorului final;
«fabel 6.8: Coordonatele carteziene pentru interpolarea 8pline 4;
«fabel 6.9: fran8formârile de coordonate pentru interpolarea 8pline 4, cu 
orientarea con8tantâ a efectorului final;
«fabel 6.10. fran8formârile de coordonate pentru interpolarea 8pline 4, cu 
modificarea orientării efectorului final.
Din analiza ace8tor tabele 8e ob8ervâ câ modificarea orientării efectorului final nu 

influențează mizcarea la -^X 1 (acea8tâ concluzie rezulta zi din expre8iile proiecțiilor 
vectorului de politie p al originii 8i8temului de referința atazat efectorului final pe axele 
8i8temului de referința fix), dar pentru ^X 2 zi -^X 3 valorile impul8urilor, re8pectiv ale 
coordonatelor cuplelor 8unt diferite pentru toate tipurile de traiectorii 8tudiate. 
doncluriile rezultate din determinările efectuate 8ublinia2â influenta orientării efectorului 
final a8upra generării mizcârii.

Oon8iderând câ un 8egment de traiectone rezultat din divizarea ace8teia în 
8egmente congruente e8te ecbivalent cu o traiectorie parcur8â într-o perioadâ de 
ezrtntionare f, pentru a 8tudia evoluția coordonatelor cuplelor core8pun^âtoare mizcârii 
impu8e 8e reprerintâ variația acelora în funcție de numârul perioadelor de 
ezantionare. Variațiile coordonatelor cuplelor, pentru cele trei traiectorii interpolate, în 
cele douâ caruri 8tudiate, pentru cele trei axe acționate în ambele caruri, 8unt prezentate 
în fîg.6.6-6.8.

?entnl verificarea preciziei de generare a mizcârii 8e folo868c modelele geometrice 
al robotului (IVIOV zi IVIOl) -V8tfel:

«8e pot impune valorile coordonatelor cuplelor în punctele de precirie zi 8e pot 
determina, din modelul geometric direct coordonatele carteziene ale punctului 
caracten8tic care 8e comparâ cu coordonatele carteziene impu8e;

«8e pot impune coordonatele carteziene ale punctului caracteri8tic în politiile 
con8iderate zi pot determina coordonatele core8pun?âtoare ale cuplelor.

^nali7.a preciziei de generare a mizcârii robotului a fo8t reali^atâ în cadrul 
problemei directe. Coordonatele cuplelor din tabele 6.3-6 4, 6.6-6.7 zi 6.9-6.10 au fo8t 
introdu8e în modelul geometric direct zi, pe ba?a ace8wia 8-au calculat coordonatele 
carteziene ale punctului caracteri8tic, care au fo8t comparate cu cele din tabelele 6.2, 6.5 
zi 6.8. Rezultatele 8unt prezentate în fig.6.9-6.11.
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labei 6.2. Interpolare liniara, punctele nodale în coordonate carteziene
?0^. X 

smm1
V 

lmmj
2 

smml
PIîNI 

11 11
l -50 450 450 -65.56 0
2 150 570 400 -50.00 45.00
5 280 100 200 0.00 75.00
4 550 -80 560 0.00 0.00
5 50 -550 450 60.00 0.00
6 7.54 412.74 455.62 -55.17 11.25
7 65.08 595.48 421.25 -46.78 22.5
8 122.62 578.21 406.85 -58.59 55.75
9 161.68 545.74 582.05 -25.71 49.28
10 185.97 299.45 547.74 -21.45 55.57
li 206.26 255.15 515.45 -17.14 57.85
12 228.55 206.86 279.16 -12.86 62.14
15 250.84 160.57 244.86 -8.57 66.42
14 275.15 114.27 210.57 -4.28 70.71
15 291.92 69.54 227.26 0.00 60.00
16 509.17 25.00 266.66 0.00 45.00
17 526.41 -19.55 506.07 0.00 50.00
18 545.65 -65.66 545.48 0.00 15.00
19 521.45 -105.71 566.67 8.57 0.00
20 276.19 -146.45 577.22 17.14 0.00
21 250.95 -187.14 587.78 25.71 0.00
22 185.72 -227.86 598.55 54.28 0.00
25 140.48 -268.57 408.89 42.85 0.00
24 95.24 -509.29 419.44 51.42 0.00

lsabel 6 3. Interpolare liniara. transformari de coordonate
poxijiu ^X I >^X2 /<X 5 ^X4 -^X 5

impuls «mă impuls impuls
I 1028 114.22 59 l 71.20 -85 -10 0 0
2 722 80.22 485 58.19 -252 -50.56 0 l)
5 209 25.22 552 66.50 -775 -95.15 0 0
4 -157 -15.22 4l2 49.65 -570 -44.57 0 0
5 -871 -96.78 574 45.06 -225 -26.86 0 0
6 946 105.11 520 62.65 -157 -18.91 0 0
7 858 95.55 486 58.55 -205 -24.69 0 0
8 766 85.11 478 57.59 -259 -28.79 0 0
9 691 76.78 449 54.09 -507 -56.98 0 0
10 621 69 406 48.91 -401 -48.51 0 0
11 540 60 591 47.10 -491 -58.15 0 0
12 448 49.78 407 49.05 -581 -70 0 0
15 547 58.56 455 54.57 -671 -80.84 0 0
14 241 26.78 526 65.57 -751 -90.48 0 0
15 142 15.78 494 59.51 -709 -85.42 l) 0
16 49 5.44 452 52.04 -608 -75.25 0 0
17 -56 -4 401 48.51 -507 -61.08 0 0
18 -III -12.55 404 48.67 -407 -49.05 0 l)
19 -195 -21.44 564 45.85 -568 -44.55 0 0
20 -297 -55 502 56.58 -555 -42.55 0 0
21 -415 -46.11 265 51.68 -551 -59.87 0 0
22 -540 -60 250 50.12 -507 -56.98 0 0
25 -665 -75.67 267 52.16 -284 -54.21 0 0
24 -775 -86.11 509 57.22 -258 -51.08 0 0
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——_______lsabel 6.4. Interpolare liniara, transformari de coordonate
?0/ ^X I -^X2 Z.X5 >VX4 -N5

impuls impuls kmcl impuls impuls Kmâ impuls
I 1028 114.22 _ 591 71.20 -85 -10.00 0 0 0 0
2 722 80.22 585 46.14 -420 -50.60 70 55 94 475 209 25.22 895 107.85 -1154 -15904 155 66.5 156 784 -157 -15.22 458 55.18 -727 -87.59 155 66.5 l) 0
5 -871 -96.78 658 79.28 -745 -89.52 258 129 0 0
6 946 105. II 470 56.65 -204 -24.59 18 9 25 11.57 858 95.55 408 49.16 -287 -54.59 55 17.5 47 25.58 766 85.11 585 46.59 -562 -45.61 55 26.5 70 559 691 76.78 568 44 54 -495 -59.40 79 59.5 105 51.5Itt 621 69.00 575 44.94 -620 -74.70 88 44 112 56
11 540 60.00 455 52.17 -765 -92.17 97 49.5 121 60.5
12 448 49.78 555 66.65 -924 -111.55 106 55 150 65
15 547 58.56 705 84.70 -1061 -127.85 115 57.5 158 69
14 241 26.78 859 101.08 -1157 -»56 99 124 62 147 75.5
1.5 142 15.78 819 98.67 -II2I -155.06 155 66.5 125 62.5
16 49 5.44 697 85.98 -1054 -124.58 155 665 94 47
17 -56 -4.00 576 69.40 -910 -109.64 155 66.5 62 51
18 -111 -1255 482 58.07 -775 -95.57 155 66.5 51 15.5
19 -195 -21.44 472 56 87 -788 -94.94 150 75 0 0
2l1 -297 -55.00 482 58.07 -846 -WI.95 168 84 I 0 0
21 -415 -46.11 508 61.20 -886 -106.75 186 95 0 l)
22 -540 -60.00 559 64.94 -897 -108.07 204 >02 0 0
2) -665 -75.67 512 61.69 -855 -102.77 204 102 l) 0
24 -775 -86.11 609 75.57 -820 -98.80 240 120 0 0

t6.5. Interpolare spline 3. (Coordonatele carteziene
X 

smml
V 

smml
2 

lmmj
?I7OI nou 

11
I -50 450 450 -65.56 0
2 -I.7I 411.90 455.41 -55.17 II.25
5 44.21 590.26 418.70 -46.78 22.5
4 87.06 564.45 599.76 -58.59 55.75
5 126.10 554.24 578.94 -50 45
6 160.42 299.55 557.12 -25.71 49.28
7 190.65 260.60 555.75 -21.45 55.57
8 217.56 218.51 516.20 -17.14 57.85
9 241.52 175.55 500.26 -12.86 62.14
10 265.57 125.64 290.56 -8.57 66.42
11 285.85 76.18 291.14 -4.28 70.71
12 295.75 25.59 502.05 0 75
15 294.52 -25.05 518.88 0 60
14 280.45 -75.09 557.22 0 45
15 258.27 -118.45 554.90 0 50
16 229.21 -160.64 570.67 0 15
17 196.96 -200.90 584.81 0 0
18 162.47 -259.82 597.81 8.57 0
19 126.00 -277.29 409.51 17.14 0
20 88.00 -515.64 419.65 25.71 0
21 50.00 -550.00 450.00 50 0
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labei 6.6. Interpolare spline 3. lranstormari âe coordonate
porția -XX 1 -N2 -XX3 -XX 4 >XX5

impuls krsâ impuls impuls
1 1028 114.22 591 71.20 -83 -10 0 0
2 960 106.67 517 62.28 -159 -19.15 0 0
3 888 98.67 466 56.14 -218 -26.26 0 0
4 814 90.44 427 51.44 -275 -33.13 0 0
5 737 81.89 397 47.83 -331 -39.81 0 0
6 657 73 374 45.06 -388 -46.74 0 0
7 572 63.56 359 43.25 -443 -53.37 0 0
8 480 53.33 352 42.40 -494 -59.51 0 0
9 379 42.11 352 42.40 -537 -64.69 0 0
10 271 30.11 357 43.01 -563 -67.83 0 0
11 159 17.67 360 43.37 -561 -67.59 0 0
12 52 5.78 349 42.04 -533 -64.21 0 0
13 -51 -5.67 322 38.79 -493 -59.39 0 0
14 -155 -17.22 288 34.69 -450 -54.21 0 0
15 -262 -29.11 258 31.08 -408 -49.15 0 0
16 -372 -41.33 235 28.31 -370 -44.57 0 0
17 -484 -53.78 229 27.59 -337 -40.60 0 0
18 -594 -66 241 29.03 -308 -37.10 0 0
19 -697 -77.44 270 32.53 -283 -34.09 0 0
20 -790 -87.78 314 37.83 -257 -30.96 0 0
21 -871 -96.78 374 45.06 -223 -26.86 0 0

label 6 7. Interpolare spline 3. lransformâri de coordonate
?02 -XX 1 -VX 2 -XX3 ^X4 -^X 5

impuls 8^6 impuls impuls impuls impuls kmd
1 1028 114.22 591 71.20 -83 -10.00 0 0 0 0
2 960 106.67 468 56.39 -205 -24.70 18 9 23 11.5
3 888 98.67 392 47.23 -298 -35.90 35 17.5 47 23.5

)4 814 90.44 342 41.20 -388 -46.75 53 26.5 70 35
5 737 81.99 320 38.55 -486 -58.55 70 35 94 47
6 657 73 322 38.80 -573 -69.04 79 39.5 103 51.5
7 572 63.56 348 41.93 -670 -80.72 88 44 112 56
8 480 53.33 400 48.19 -776 -93.49 97 48.5 121 60.5
9 379 42.11 474 57.11 -880 -106.02 106 53 130 65
10 271 30.11 545 65.66 -958 -115.42 115 57.5 138 69
11 159 17.67 583 70.24 -987 -118.92 124 62 147 73.5
12 52 5.78 582 70.12 -982 -118.31 133 66.5 156 78
13 -51 -5.67 520 62.65 -934 -112.53 133 66.5 125 62.5
14 -155 -17.22 448 53.98 -880 -106.02 133 66.5 94 47
15 -262 -29.11 373 44.94 -819 -98.67 133 66.5 62 31
16 -372 -41.33 305 36.75 -758 -91.33 133 66.5 31 15.5
17 -484 -53.78 258 31.08 -699 -84.22 133 66.5 0 0
18 -594 -66 307 36.99 -731 -88.07 150 75 0 0
19 -697 -72.44 372 44.82 -754 -90.84 168 84 0 0
20 -790 -87.78 441 53.13 -756 -91.08 186 93 0 0
21 -871 -96.78 483 58.19 -717 -86.39 195 97.5 0 0
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labei 6.8. Interpolare spline 4. (Coordonatele eartesiene

?02. X 
smm1

V 
smml

2 puc« 
I°1

KOH

I -50 430 450 -63.56 0
2 1.57 412.27 435.47 -55.17 11.25
3 50.6Z 390.52 418.10 -46.78 22.5
4 96.25 364.42 397.70 -38.39 33.75
5 137.37 333.86 374.20 -30 45
6 172.92 299 347.77 -25.71 49.28
7 200.99 259.85 318.48 -21.43 53.57
8 223.28 217.67 288.36 -17.14 57.85
9 244.63 172.43 262.36 -12.86 62.14
10 267.15 123.15 247.19 -8.57 66.42
11 289.63 71.88 248.04 -4.28 70.71
12 309.37 24.18 269.50 0 75
13 317.48 -19.94 302.77 0 60
14 301.93 -66.46 330.00 0 45
15 275.34 -111.25 351.34 0 30
16 242.99 -154.00 368.78 0 15
17 207.46 -195.17 383.74 0 0
18 170.04 -235.24 397.11 8.57 0
19 130.94 -274.18 408.96 17.14 0
20 90.70 -312.27 419.70 25.71 0
21 50.00 -350.00 430.00 30 0

labei 6.9. Interpolare spline 4. transformari de eoordonate
poezia 1 -<X2 -^X3 -N4 -N5

impuls impuls «rsâ impuls 8wâ
I 1028 114.22 59 l 71.20 -83 -10.00 0 0
2 955 106.11 518 62.40 -158 -19.03 0 0
3 879 97.67 468 56.38 -219 -26.38 0 0
4 800 88.89 432 52.04 -275 -33.49 0 0
5 719 79.89 408 49.15 -339 -40.84 0 0
6 638 70.89 393 47.35 -405 -48.79 0 0
7 556 61.78 389 46.86 -478 -57.59 0 0
8 471 52.33 398 47.95 -557 -67.10 0 0
9 374 41.56 421 50.72 -628 -75.66 0 0
10 263 29.22 443 53.37 -669 -80.60 0 0
11 148 16.44 448 53.97 -663 -78.88 0 0
12 47 5.22 427 51.44 -602 -72.53 0 0
13 -38 -4.22 389 46.86 -520 -62.65 0 0
14 -132 -14.67 337 40.60 -462 -55.66 0 0
15 -234 -26.00 289 34.82 -415 -50.00 0 0
16 -344 -38.22 254 30.60 -375 -45.18 0 0
17 -460 -51.11 237 28.55 -340 -40.96 0 0
18 -576 -64.00 243 29.27 -310 -37.35 0 0
19 -686 -76.22 268 32.29 -283 -34.10 0 0
20 -785 -87.22 312 37.59 -259 -30.96 0 0
21 -871 -96.78 374 45.06 -223 -26.87 0 0
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Intsi-poisl-s linisl-â

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

kix.6.6. Interpolare liniarâ. Coordonatele cuplelor
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Lplins 3

kiß.6.7. Interpolare 8pline 3. Loorâonatele euplelor
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Spline 4

kiß.6.8. Interpolare 8pline 4. Coordonatele cuplelor
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kiß.6.9. Interpolare UniarL. Loorâonatele earteriene rezultate ckin
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Spline 3

kiß.6.10. Interpolare spline Z. (Coordonatele carteziene rerultate din I^OV
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Spline 4

kiß.6.11. Interpolare spline 4. Coordonatele carteziene rezultate din l^OV
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labei 6. 10. Interpolare spline 4. Transformari de coordonate
?07. ^X 1 -^X2 /O<Z Z.X4 ^X5

impuls Zr-i-i impuls 8^6 impuls impuls Srsâ impuls Zrud
1 1028 114.22 591 71.20 -8Z -10.00 0 0 0 0
2 955 106.11 469 56.51 -205 -24.70 18 9 2Z 11.5

879 97.67 Z94 47.47 -298 -Z5.90 Z5 17.5 47 2Z.5
4 800 88.89 Z49 42.05 -Z92 -47.2Z 5Z 265 70 Z5
5 719 79.89 ZZ4 40.24 -496 -59.76 70 Z5 94 47
6 6Z8 70.89 Z5I 42.29 -595 -71.69 79 Z9.5 10Z 51.5
7 556 61.78 400 48.19 -716 -86.27 88 44 112 56
8 471 52.ZZ 492 59.28 -857 -I0Z.25 97 48.5 121 60.5
9 Z74 41.56 608 7Z.25 -988 -119.04 106 5Z IZ0 65
IU 26Z 29.22 697 8Z.98 -1066 -128.4Z 115 57.5 IZ8 69
II 148 16.44 727 87.59 -1077 -129.76 124 62 147 7Z.5
12 47 5.22 689 8Z.0I -1028 -12Z.86 IZZ 66.5 156 78
IZ -Z8 -4.22 58Z 70.24 -9Z5 -112.65 IZZ 66.5 125 62.5
14 -IZ2 -14.67 489 58.92 -875 -105.42 IZZ 66.5 94 47
15 -2Z4 -2.6 402 48.4.Z -820 -98.80 1ZZ 66.5 62 ZI
16 -Z44 -Z8.22 Z26 Z9.28 -762 -91.81 IZZ 66.5 ZI 15.5
17 -460 -51.11 269 Z2.4I -70Z -84.70 1ZZ 66.5 0 0
18 -576 -64 ZII Z7.47 -7Z4 -88.4Z 150 75 0 0
19 -686 -76.22 Z7I 44.70 -755 -90.96 168 84 0 0
20 -785 -87.22 440 5Z.0I -756 -91.08 186 9Z 0 0
21 -871 -96.78 48Z 58.19 -717 -86. Z 9 195 97.5 0 0

precizia äe parcurgere a traiectoriei este influențată zi de vitezele dezvoltate Ia 
axele robotului, care pot fi impuse prin program (pot fi setate -ece vitele).

O alta categorie äe determinari au constat în conducerea punct cu punct pentru 
generarea unei traiectorii continue, în plan zi determinarea abaterilor de Ia traiectoria 
prescrisa. Z^u fost astfel generale curbe uzuale în mizcarea roboților, respectiv cercuri zi 
elipse (iîg.8.12).

big.6.12. (venerarea unei traiectorii circulare în planul x(>/

191 BUPT



In tabelul 6.11 sunt prezentate coordonatele carteziene ale punctelor unui cerc, 
rezultate din divizarea acestuia în 36 cle pârli eZale. Oercul este determinat de punctele: 
?i(391.16, 115.46, 132.24), ?2(473.02, 46.70, 132.24) zi ?z(407.52, 16.05, 132.24) având 
centrul (2(422.41, 69.55, 132.24) zi rasa k-55.53 nun. în tabelul 6.12 sunt prezentate 
transformările de coordonate corespunzătoare datelor din tabelul 6.11.

Tabel 6.11. (Coordonatele carteziene pentru LLl^L 1

?0L X 
smml

V 2 plic» 
11

KOH

I 391.16 115.46 132.24 0 0
2 473.02 46.70 132.24 0 0
3 407.52 16.05 132.24 0 0
4 394.64 117.64 132.24 0 0
5 403.41 121.74 132.24 0 0
6 412.76 124.24 132.24 0 0
7 422.41 125.08 132.24 0 0
8 432.05 124.24 132.24 0 0
9 441.40 121.74 132.24 0 0
10 450.17 117.64 132.24 0 0
11 458.10 112.09 132.24 0 0
12 464.95 105.25 132.24 0 0
13 470.50 97.32 132.24 0 0
14 474.59 88.54 132.24 0 0
15 477.10 79.19 132.24 0 0
16 477.94 69.55 132.24 0 0
17 477.10 59.91 132.24 0 0
18 474.59 50.56 132.24 0 0
19 470.50 41.78 132.24 0 0
20 464.95 33.85 132.24 0 0
21 458.10 27.10 132.24 0 0
22 450.17 21.46 132.24 0 0
23 441.40 17.37 132.24 0 0
24 432.05 14.86 132.24 0 0
25 422.41 14.02 132.24 0 0
26 412.76 14.86 132.24 0 0
27 403.41 17.37 132.24 0 0
28 394.64 21.46 132.24 0 0
29 386.71 27.01 132.24 0 0
30 379.86 33.85 132.24 l) 0
31 374.31 41.78 132.24 0 0
32 370.22 50.56 132.24 0 0
33 367.72 59.91 132.24 0 0
34 366.87 69.55 132.24 0 0
35 367.72 79.19 132.24 0 0
36 370.22 88.54 132.24 0 0
37 374.31 97.32 132.24 0 0
38 379.86 105.25 132.24 0 0
39 386.71 112.09 132.24 0 0
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_________ l'abel 6.12.1ran8formâri de coordonate pentru dkL 1
1 -D(2 -^X3 ^X4 ^X5

impuls ßrsä impuls impuls impuls grgâ
I 175 19.44 1018 122.65 -923 -111.20 133 66.5 0
2 60 6.67 1060 127.71 -767 -92.41 133 66.5 0
3 24 2.67 1018 122.65 -924 -111.33 133 66.5 0
4 176 19.56 1020 122.89 -915 -110.24 133 66.5 0
5 178 19.78 1023 123.25 -893 -107.59 133 66.5 0
6 178 19.78 1026 123.61 -872 -105.06 133 66.5 0
7 175 19.44 1032 124.34 -850 -102.41 133 66.5 0
8 170 18.89 1038 125.06 -829 -99.88 133 66.5 0
9 164 18.22 1044 125.78 -809 -97.47 133 66.5 0
10 155 17.22 1050 126.51 -791 -95.30 133 66.5 0
11 146 16.22 1057 127.35 -776 -93.49 133 66.5 0
12 135 15.00 1062 127.95 -763 -91.93 133 66.5 0
13 124 13.78 1066 128.43 -753 -90.72 133 66.5 0
14 112 12.44 1069 128.80 -747 -90.00 133 66.5 0
15 100 11.11 1070 128.92 -745 -89.76 133 66.5 0
16 88 9.78 1069 128.80 -747 -90.00 133 66.5 0
17 76 8.44 1067 128.55 -752 -90.60 133 66.5 0
18 64 7.11 1063 128.07 -762 -91.81 133 66.5 0
19 54 6.00 1057 127.35 -774 -93.25 133 66.5 0
20 44 4.89 1051 126.63 -789 -95.06 133 66.5 0
21 35 3.89 1045 125.90 -807 -97.23 133 66.5 0
22 29 3.22 1038 125.06 -826 -99.52 133 66.5 0
23 23 2.56 1032 124.34 -847 -102.05 133 66.5 0
24 20 2.22 1027 123.74 -869 -104.70 133 66.5 0
25 20 2.22 1023 123.25 -890 -107.23 133 66.5 0
26 21 2.33 1020 122.89 -912 -109.88 133 66.5 0
27 26 2.89 1018 122.65 -932 -112.29 133 66.5 0
28 33 3.67 1016 122.41 -951 -114.59 133 66.5 0
29 42 4.67 1015 122.29 -968 -116.63 133 66.5 0
30 54 6.00 1015 122.29 -982 -118.31 133 66.5 0
31 67 7.44 1015 122.29 -992 -119.52 133 66.5 0
32 82 9.11 1015 122.29 -999 -120.36 133 66.5 0
33 98 10.89 1016 122.41 -1001 -120.60 133 66.5 0
34 114 12.67 1016 122.41 -1000 -120.48 133 66.5 0
35 129 14.33 1015 122.29 -994 -119.76 133 66.5 0
36 143 15.89 1015 122.29 -984 -118.55 133 66.5 0
37 155 17.22 1015 122.29 -970 -116.87 133 66.5 0
38 164 18.22 1016 122.41 -954 -114.94 133 66.5 0
39 172 19.11 1017 122.53 -935 -112.65 133 66.5 0

Divizând cercul în 36 de pârti egale, punctele obținute sunt de8tul de apropiate, 
parcurgerea unui 8egment de traiectorie 8e reab^ea^â într-un interval de timp 8curt, 
in8uficient pentru a a8igura o depla8are cu viteza con8tantâ. I^lizcarea are Ioc cu prokîl 
triunghiular de viteza, conform celor prezentate în capitolul 3.1.2. Datorita 8ucce8iunii 
fadelor de accelerare/frânare, în fiecare punct de pe cerc 8e ol)8ervâ protîlul core8pun2âtor 
legii de mizcare (tîg.3.4). Oercul a8tfel obtinut nu e8te o curba continua (kîg.6.13).

ln ceea ce privezte precizia de redare a punctelor interpolate, din analiza 
"punctelor" tra8ate, 8e ob8ervâ câ acea8ta diferă pe circumferința cercului. Dacâ 8e 
con8iderâ cele patru cadrane, precizia e8te cbiar foarte buna în cadranele 2 zi 4 zi 
necore8punLâtoare în cadranele l zi 3. Oeea ce e8te caracteri8tic cadranelor l zi 3 e8te 
faptul câ, între douâ puncte 8ucce8ive,
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Determinările experimentale au fo8t realitate pentru același 8et âe puncte âe 
interpolare, in condiții diferite. vitele diferite zi plane paralele diferite. Rezultatele 
obținute nu diferă 8emnikicativ in 8ituatiile 8tuâiate. ?entru generarea unei traiectorii 
circulare, corecția 8e poate realiza prin rotirea me8ei âe lucru; 8e pot 1ra8a arcele 
core8pun2âtoare cadranelor 1 zi 3, portionale în 2 zi 4, cu o precizie core8pun2âtoare.

^iZ.6.13. Oenerarea unei traiectorii circulare, in planul xO^

6.4.

Robotul 800^601-6^ III e8te un robot âiâactie, âintr-o generație mai vecbe, lârâ 
un generator propriu âe traiectorii.

?rin 8tuâiul experimental efectuat 8-a urmârit 8â 8e genereze o mizeare pe o 
traiectorie continua, cu un robot cu comanda punct cu punct.

Idealizarea celor doua 8eturi de determinari (cu pâ8trarea con8tantâ a orientârii zi 
eu modi6esrea orientârii) evidenti arâ rolul orientării efeetorului 6nal in generarea 
traieetoriei unui robot zi furni^eara informatii de8pre modul de 8olieitare a euplelor 
einematiee in eele doua caruri.

?entru determinarea performantelor robotului a fo8t folo8it modelul geometrie 
direct, dar poate 6 folo8it zi modelul inver8. Datorita di6eul1ati1or de rezolvare a aee8tuia, 
precisa obpnutâ in aee8t car e8te zi mai 8ladâ.
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Lonclu-üle referitoare Ia precizia äe generare a mizcârii nu sunt 8atj8tacâ1oare. 
Erorile äe poritie rezultate 8e datorea^â erorilor äe execuție, äe comanda, etc.

'finand cont äe faptul câ robotul 8tuâiat e8te unul äiäactic zi nu un robot äe 
precise, performantele in ceea ce privezte acuratețea reali^ârii unei traiectorii impu8e 8unt 
moâe8te. 8copul âeterminârilor intreprin8e a con8tat in verificarea noțiunilor teoretice, in 
8tabilirea unor metoäe äe lucru zi in verificarea po8ibilitâtii äe a implementa diferite 
metode de generare.

?entru a putea realiza o traiectorie continuâ cu un robot cu comandâ punct cu 
punct, trebuie acceptat un compromi8 in ceea ce privezte numârul punctelor care defme8c 
traiectoria: un numâr mai mic de puncte permite robotului 8â 8e depluere cu viterâ 
con8tantâ intre ace8tea, punctele fiind 8uficient de depârtate, dar depla8area nu urmârezte 
conturul curbei pre8cri8e; un numâr mai mare de puncte defme8c mai bine traiectoria, dar, 
intre ace8tea, mizcarea are loc ca o 8ucce8iune de accelerâri/^ânâri, rezultând mici 
deviatii de Ia traiectoria pre8cri8â, a câror formâ caracterirea^â mizcarea cu prokil 
triungbiular de viterâ.

195
BUPT



7. ivn^c^irii
i^nr-^M 8k^im cn o«8^coi.L

7.1. I^HrOVDOLKL

problema planificârii traiectoriilor în prezenta obstacolelor poate 6 enuntatâ astfel: 
F/>r^ cLr/ r/n L/-c///r/ â /-<9/-^/^/ er/ c-^/L/w/e err/ro^err/e /^orr/re^e/e /o?-, ^/-ee/rv er/ 
ob/ee/e me/)/7e, /^e^r/re §e eie/e/77r/>re o /^/ee/o^/e ee/r-rr/n/ er/ e^z^w/e/e, c/tÄ/cancZ 
o-ree/e/e mob//e â eon/r^r/^M r>r///a/ä r/7 een

problema poate ü abordatâ în douâ moduri (global sau local), de unde rezulta âouâ 
tipuri âe metoâe âe planificare: globale zi locale.

Aplicarea unei metoâe globale necesitâ cunoazterea completa "a priori" a spațiului âe 
lucru, modelarea corespunzătoare a spațiului liber, cercetarea tuturor traiectoriilor posibile zi 
selectarea unei anumite traiectorii corespunzătoare unui criteriu âe cost minim. O astfel âe 
metoda garantea^â existenta sau inexistenta unei soluții, ve asemenea, metodele globale de 
planificare se pot adapta uzor la programarea off-line.

Aplicarea unei metode locale necesita cunoazterea parțiala a spațiului de lucru. O 
astiel de metoda nu garantea^â atingerea configurației finale, dar prezintă avantajul unei bune 
adaptari în timp real.

In ambele caruri, rezolvarea problemei de planificare presupune rezolvarea unor 
probleme de natura geometrica (geometrie pura) sau de geometrie combinatâ cu cinematica 
zi/sau dinamicâ. !n astfel de situații se utili^ea^â cu precădere rezultatele geometriei 
algoritmice.

pentru un robot la un post de lucru fix, mobilele pentru care trebuie sâ se determine 
traiectoriile fZrâ coliziuni sunt constrânse între ele de anumite legâturi. Astfel, o problemâ de 
planificare este deci "a priori" complexâ. "fotuzi, prin transformâri adecvate, operate asupra 
obstacolelor, o problemâ de planiiicare poate fi redusâ Ia o problemâ de "navigare" a unui 
robot punctiform, considerat ca un mobil liber care evoluea^â printre obstacolele 
transformate.

Astfel, planificarea traiectoriilor unui robot comportâ, în general, douâ etape:
»modelarea spațiului de lucru, transformarea obstacolelor (determinarea O-obstacole- 

lor) astfel încât robotul poate 6 considerat ca un punct material'
»cercetarea unei traiectorii, farâ coliziune, pentru acest punct.
In cadrul unui sistem dotat cu un algoritm de cercetare a spațiului liber se

poate aplica planificarea traiectoriilor farâ coliziuni, în mod interactiv cu operatorul, prin 
vizualizarea acestui spațiu.

în general, aplicarea unei metode de planificare trebuie sâ satisfacâ anumite restricții, 
ca de exemplu: drumul cel mai sigur, drumul cel mai scurt, etc.

lVletoda bârtii drumurilor se ba^ea^â pe ideea captârii conexitâtii spațiului liber al 
robotului într-o rețea de curbe unidimensionale, numitâ /rar/a ///-tt/ntt/v/L-r /M. Odatâ 
construitâ, aceasta este utili^atâ ca o banca de traiectorii standard dintre care se alege aceea ce 
unezte contigurapa initialâ cu cea fînalâ. Oblicând diferite principii constructive se obțin
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diferite tipuri âe bârp ca: Lra/H/ vÄ-Mäst'/, â^razzra z^efesz/a z/rttzzzttr//^
§i/ttLte/e, etc.

vrÄ-Mäsü 8e aplica cu precââere la 8patii ale configurațiilor 
bidimen8ionale populate cu O-ob8tacole poligonale, fiarta drumurilor este un gras numit 
graful vizibilității, con8truit prin conectarea tuturor perechilor de vârfuri din frontiera lui 
80^ prin 8egmente de dreapta, dacâ ace8te 8egmente nu traver8ea?â interiorul unui O 
od8taco1.

O alta metoda, ce con8tâ din con8truirea unei bârti a drumurilor prin definirea unei 
aplicații continue (numita retractare) a lui 80,^ pe //D 8e numește metâ /-L/rac/ar/7. Oând 
8papul configurațiilor e8te didimen8ional, metoda conduce la retractarea lui 80,^ la diagrama 
8a Voronol. -Xcea8ta e8te definitâ ca 8ubmultime unidimen8ionalâ a lui 8(2,^ ce maximireara 
intervalele 8patiale libere dintre robot zi ob8tacole.

t/z-tt/ntt/tt/ Wez- e8te înrudita cu metoda retractării, punctul de referința al 
robotului 6ind con8trân8 8â râmânâ pe o rețea de 8egmente de dreapta remini8cente dintr-o 
diagrama Voronol.

L/Zz/ete/sz- con8tâ din 8cbitarea unei 8iluete a 8patiului liber al robotului când 
ace8ta e8te privit dintr-un punct 8ituat la infinit zi adăugând câteva 8egmente de curba obținute 
prin unirea unor puncte critice ale 8iluetei cu alte porțiuni de curba ale aceleia. 8ilueta zi 
curbele de legâturâ formează barta drumurilor /W, care va 6 cercetata în vederea gâ8irii unei 
traiectorii.

"soațe metodele enumerate 8unt âeo8ebit de eficace în probleme de planibcare în 8patii 
ale configurațiilor de dimen8iuni mici (2 8au 3).

7.2. OL eiribLi

8tabilirea unei bârti de navigare în 8patiul de lucru al robotului 8e poate realiza fie 
independent de orice acțiune a ace8tuia, prin memorarea configurației 8patiului de lucru (de 
obicei e8te memorata configurația initialâ), fie în timpul executării 8arcinii, în interacțiune cu 
8i8temul 8en?orial.

întregul proce8 de planificare a mizcârii 8e ba?ea?â pe modelarea 8patiului de lucru. 
Modelul mediului pre8upune împârtirea 8patiului de lucru în celule independente, 
reprezentând wne acce8ibile 8au ?one inter?i8e robotului, ținând cont de geometria zi 
dimen8iunile ob8tacolelor fizice zi ale robotului.

lVletoda grilei con8tâ în împârtirea 8patiului de lucru în celule dreptunghiulare în 
8au paralelipipedice în 1^, a câror apartenentâ la o ?onâ permi8â 8au inter?i8â e8te booleanâ. 
Vimen8iunile celulelor pot fi egale (grila omogenâ) 8au neegale (grila neomogenâ). ?reci?ia 
modelului depine de dimen8iunile celulelor.

Metoda grilei neomogene pre8upune toate ob8tacolele de formâ âreptunghiularâ. 
?entru un 8patiu bidimen8ional, populat cu zr ob8tacole, grila e8te formatâ din (2n^1)^"^ 
dreptunghiuri, siecare regiune e8te reprerentatâ prin douâ li8te binare de câte 2n>I biți, dintre 
care una reprermtâ politia relativâ x, iar cealaltâ politia relativâ^. On bit are valoarea "1" 
dacâ celula e8te liberâ zi "0" în ca? contrar, pentru prima li8tâ, iar pentru a doua, exi8tâ un 
8ingur "1" pentru po?itia verticalâ a celulei (V4I^.
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k'iy.V.I. Divinares spLtziului âe luer-u
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?entru determinarea nonelor libere, linele binare sunt grupate in raport cu benzile care 
le-au generat (prin HI logic pentru cele din stânga, re8pectiv prin 8-XO logic pentru cele din 
drepta). lVletodei i 8e poate a8ocia un graf neorientat ale cărui noduri 8unt celulele libere.

Daca algoritmul grilei con8iderâ O-obstacoIe1e in locul ob8tacolelor, prin cercetarea 
graiului obpnut 8e poate determina o traiectorie libera a robotului. In ace8t context, pentru un 
spațiu de lucru bidimen8ional, 8-a elaborat un program de modelare, dar zi de planificare a 
traiectoriei, pe bara metodei grilei neomogene. ?rogramul e8te 8implu de aplicat, iar exten8ia 
8L la un spațiu tridimen8ional e8te imediata. Algoritmul care a 8tat la bara ace8tui program 
68te următorul:

«reprerinta ob8tacolele poligonale;
«reprezintă robotul zi cele doua configurații, inițiala zi finala;
* calculează zi reprezintă O-obstacolele;
«aproximează O-obstacolele prin dreptungbiuri acoperitoare;
«con8truiezte grila zi determina celulele libere;
* con8truiezte graiul neorientat aferent celulelor libere;
* identifica in graf configurațiile inițiala zi finala;
«cercetează graful pentru determinarea unui drum liber;
«optimireara drumul liber, daca 8unt mai multe variante 8au raporteara ezec daca nu 

exi8tâ nici-unul.
In figurile 7.1 zi 7.2 8unt prezentate doua imagini capturate in timpul aplicării metodei 

grilei neomogene.

7.3. kNONULKLbOK o OV8^O0bLb0ir.
kOblOOI^ OO^VLX IN VL Hr^^8b^IIL

8e con8iderâ robowl /4 zi ob8tacolele A, modelate ca submultimi compacte ale lui 
ale căror politii 8unt de8cri8e de doua 8i8teme de referința distincte: 8i8temul 8/, 

atazat robotului zi 8i8temul 8^ fix. Originea 0/, a lui 8^ e8te numita punctul de referința al 
lui >4. 8patiul configurațiilor lui /I e8te spațiul 80 al tuturor configurațiilor O ale lui >4. vn 
ob8tacol A, din spațiul de lucru XV definezte in spațiul configurațiilor 80 o regiune:

80Sj - (Oe8O/^(O)^^ ' (7.1)
denumita O-ob8tacol. Reuniunea tuturor O-ob8tacolelor determinâ regiunea 808 a 0- 
ob8taco1e1or, iar spațiul liber e8te dat de relația:

80i^ 80 ^808 - (0^80 />1(0) 808 - (3) (7.2)

l^eprerentarea frontierei unui O-obstacol in carul când robotul >1 este 
modelat ca poligon convex zi executa doar translație

8ie >4 zi S doua poligoane convexe, >4 translatând cu orientare fixata Oo. 8e poate 
observa simplu câ, daca Oo este orientarea lui >4 fatâ de A, când nici-o latura a lui >4 nu este 
paralela cu o laturâ a lui S, atunci vârfurile lui 808yo sunt toate punctele obținute dupâ cum 
urmearâ.

- vaca?^?0^(9o) existâ, atunci punctele precirate de vectorii (h - ai(0,0,0o)) zi (h - 
sm(O,O,O o)) sunt vârfuri ale lui 808oo
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- vacâ exi8tâ, atunci punctele precizate âe vectorii (b^ - 2j(0,0,6o)) zi (b^i -
aj(0,O,6o)) 8unt âe a8emenea vârfuri ale Iui 806^.

-^cea8tâ ob8ervape conâuce Ia un algoritm eficient pentru obținerea Iui 8O890 8e 
tra8earâ lob ver8orii -n^ zi în centrul cercului unitar 8^. veoarece zi zi A 8unt poligoane 
convexe, ungkiul con8iâerat în 8en8 trigonometric între oricare âoi ver8ori 8ucce8ivi (-n^ zi -n 
i-^), 8au (n^ zi n^i^), e8le mai mic âecât

In ace8te conâipi, 9o 6inâ o orientare curenta, oarecare a lui /I fata âe H, rezulta câ 
^?8^(6o) exi8tâ âacâ zi numai âacâ ver8orul inver8 -n^ 8e aflâ între zi n^, aâicâ -n^ 
e8te o combinație liniarâ porâtivâ a celor âoi ver8ori ai lui menționați. în acelazi moâ, 
^?l^j^(Oo) exi8tâ âacâ zi numai âacâ e8te pla8at între -Nj_^(9o) zi -n^(9o). ?arcurgânâ 
versorii -n,^ zi în 8en8 trigonometric rernltâ 8ucce8iv vârfurile lui 8O80

în Lgura 7.3 e8te prezentat un exemplu âe aplicare a algoritmului pentru calculul 
6-ontierei Iui 808 cânâ zi /î 8unt moâelate ca poligoane convexe, iar >4 tran8latearâ cu 
orientarea 6y - O, con8tantâ.

ai(1, -1), a2(-l, 2), az(-1, -1);
bi(0, 0), b2(8, 0), bz(8, 6), b4(0, 6).

1) . -n^ între zi n^ n> ^?Oi,l^ 

bi-2i^8081(-1, 1); bi - 22-> 8082(1,-2)
2) . între -Nl^ zi -N2^ ^882
di - 22 8082(1, -2); b2 - 22 -> 8083(9, -2)
3) . -N2^ între »1^ zi N2^ ^882 2^
b2 - 22 -> 8083(9, -2); bz - 2z 8084(9, 1)
4) . între -n/ zi -Nz^ -v?8z.2^

b2 - 2z -> 8084(9, 1); bz - 2z -> 8085(9, 7)
5) . -nz^ între »2^ zi nz^ ^.?8z z^
bz - 2z -> 8085(9, 7); bz - 2, -> 8086(7, 7)
6) . Nz^ între -Nz^ zi -n^ ^?8i z^
bz - 2, 8086(7, 7); b^-21-^8O87(-l,7)
7) . n/ între -Nz^ zi -n^ ^?8i,4^
b4-2i^8087(-l,7)- bi-2i->808l(-1, l)

!n figura 7.4 e8te reluat exemplul âin figura 7.3 pentru 6 - 30°. pentru tran8formarea 
coordonatelor âin 8/, în se 5o1o8ezte relația matricealâ: r'^ k(-, ci)r.

ai>,(1, -1, 30°), a^(-1, 2, 30°), a^(-1, -1, 30°); 
^âr/Z- aivX1Z6, -0.36, 0°), a^(-l.86, 1.22, 0°), 

az^(-0.36, -1.36, 0°);
Obââ/: bi(0, 0), 1^(8, 0), bz(8, 6), 64(0, 6).

1) . -ni^ între »4^ zi n^ 
bi-ai ^8O81(-1.36, 0.36);
2) . Nl^ între -Ni^ zi -n/ ^882.1^
bl-22->8082(1.86,-1.22);

bl-22-^8082(1.86,-1.22)

b2-22->8083(9.86,-1.22)
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3) . n/ mire -n^ zi -n/ 
d2-22 ^8683(9.86,-1.22);
4) . -n/ între n/ zi nz^ / 
dz - 22 -> 8684(9.86, 4.78);
5) . n/ între »2^ zi -nz^ -^?3z.z^ 

bz - 2z -> 8685(8.36, 7.36);
6) . -n/ între n/ zi n/ -^?3z 4^

b4 - 23 8686(0.36, 7.36);
7) . n/ între -Nz^ zi -Ni^ -^?3i,4^ 

b4-2i->8687(-1.36, 7.36);

bz - 22 -> 8684(9.86, 4.78)

bz - 2z 8685(8.36, 7.36)

b4 - 2z -> 8686(0.36, 7.36)

b4-2i ^8687(-1.36, 7.36)

bi-2i-> 8681 (-1.36, 0.36)

?e ba^a algoritmului de mai 8U8 a to8l realizat un program pentru calculul frontierelor 
6-ob8tacolelor, în ca^ul în care robotul >1 e8te modelat ca un poligon convex care tran8la1ea2â 
cu o orientare con8tantâ Oo 8au ca un cerc de ra^â L/, într-un 8patiu de lucru bi-dimen8ional, 
printre ob8tacole poligonale. ?rogramul permite modificarea orientârii robotului, ceea ce 
con8tituie primul pa8 8pre generalizarea problemei. Dupâ con8truirea 6-ob8tacolelor, poate 6 
aplicata imediat metoda grilei omogene, 8au metoda gnlei neomogene, 8au metoda 
de8compunerii celulare aproximative. Oe a8emenea, programul poate fi implementat în orice 
alt program care rezolva o problema de planificare a traiectoriei în care e8te nece8ar 8â 8e 
determine 6-ob8lacolele.

In figura 7.5 8unt prezentate câteva imagini reprezentative din timpul execuției 
programului:

* a) robotul >1 zi ob8tacole1e zi
* b) 6-ob8tacolul 8631 pentru 9^00;
* c) cercul unitar zi ver8orii core8pun^âtori robotului zi ob8tacolului
«d) 6-ob8tacolul 8682 pentru 6^0°;
* e) cercul unitar zi ver8orii core8punâori robotului >1 zi obstacolului
« 1) 6-ob8tacolul 8681 pentru 0^30°;
* g) 6-ob8taco1u1 8682 pentru 0^30°;
* b) imagine generalâ ecran;
* i) memorarea 8uprafetelor 6-ob8tacolelor;
«)) generarea unei traiectorii prin aplicarea metodei grilei omogene.
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?iß.7.3. frontiera O-od8lac0luIui 808 pentru 9-0"
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?iß.7.4. frontiera O-obZwcoIului 806 pentm 0^30«
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k'iy.V.S. vs^e^ininÄi-eL O-ods^Lc-OlslO^
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7.4.

8e considerâ robotul modelat ca un poligon în ^(7^^. Robotul translatea^â cu 
orientare constanta în spațiul de lucru legiunea a d-obstacolelor este o regiune 
poligonala a lui

?rincipiul metodei constâ în determinarea unei traiectorii 7' semilibere, ca o linie 
poligonala ce conectează contigurapa inițiala dj de configurapa finalâ df, trecând prin 
vârfurile lui ?entru a determina o traiectorie semilibera între douâ configurasti se pot 
considera liniile poligonale ce unesc vârfurile lui HdTî. Aceasta mulțime de linii poligonale, 
numitâg^Qf/ v/^/7)/7/â/7, contine zi cea mai scurta traiectorie.

F^L7/r//r// v/^/7)/7/â/ contine următoarele etape'
«se construiește graful vizibilității O;
«se cercetează O pentru determinarea unei traiectorii între d; zi df'
«daca se gâsezte o traiectorie, se comunica aceasta, iar în car contrar se comunica 
"ezec".
Oralul vizibilității este graiul neorientat 6, definit astfel:
«nodurile lui O sunt dj, dfzi vârfurile lui
«doua noduri ale Iui 6 sunt conectate printr-o legatura în graf daca zi numai dacâ, kie 

segmentul de dreapta ce le unezte este o latura a lui 6e se atlâ în întregime în 80^.
In fîg.7.6 este prezentat graiul vizibilității pentru un spațiu simplu, în ca^ul 

considerat.
Eficienta metodei graiului vizibilității poate ii mâritâ dacâ se eliminâ anumite legâturi 

ale graiului. -Astfel, subgraiul O', obtinut din O prin eliminarea segmentelor netangente zi a 
vârfurilor concave, se numezte v/>/7>/7/7^//7 Ori de câte ori existâ o traiectorie 
semiliberâ între d; zi df, (7' contine cea mai scurtâ traiectorie între aceste configurasti, ln 
6g.7.7 este prezentat graiul vi^ibilitâsti redus, pentru acelazi spastu al coniigurapilor ca în 
5ig.7.6.

) Metoda graiului viĂbililâstj poate ii extinsâ în carul în care d-obstacolele sunt regiuni 
mârginite de segmente de dreaptâ zi/sau arce de cerc. Astfel de d-obstacole apar când /I este 
un poligon care translatea^â cu orientare constantâ printre obstacole modelate de asemenea ca 
regiuni mârginite de segmente de dreaptâ zi/sau arce de cerc. Modelarea obiectelor din spastul 
de lucru ca "poligoane generalitate" este mai irecvent ustlitatâ deoarece caracteriteatâ cu 
6delitate conturul acestora zi conduce la o precizie mai bunâ.

8e considerâ ^(7^^ populat cu d-obstacole de tip poligoane generalitate, a câror 
reuniune este Zd

Oraiul vitibilitâpi (redus) generalitat O este deiinit astfel:
«dj, df zi vârfurile convexe ale Iui ^(7^ sunt nodurile lui (7'
«?ie X zi X' douâ noduri din cele debnite mai sus. Dacâ segmentul descins care unezte 

XziX se ailâ integral în 8dijber ?i este un segment tangent la §(7F, atunci el este o legâturâ a 
lui 6;

«?ie X un nod din cele definite mai sus zi k? o laturâ circulam a lui ^7^. Dacâ existâ 
un punct X care aparstne lui b?, astfel încât segmentul descbis care unezte X zi X se atlâ 
integral în ^(7^ zi dreapta supott a acestui segment este tangentâ la in X zi X, atunci 
punctul X este nod al lui (7 zi segmentul care unezte X zi X' este o legâturâ a lui (7'

«?ie L zi douâ laturi circulare ale lui vacâ existâ un punct X in zi un punct 
X în L', astfel încât segmentul descbis care unezte X zi X' se atlâ integral în 8d,iber ?i dreapta 

206

BUPT



suport a acestui segment este tangenta Ia §(7^ în X zi X', atunei cele douâ puncte X zi sunt 
noduri ale lui 6 zi segmentul care le unezte este 0 legătură a lui (7;

* fiecare latura dreaptâ a lui «5LA, care conectea^â douâ vârturi convexe, este o 
legâturâ a lui 6;

* fiecare douâ noduri X zi X' ale lui 6, conținute în aceeazi laturâ circularâ L a lui 
5LK, sunt conectate printr-o legâturâ în 6, dacâ nu existâ un alt nod X" al lui 6 care se aklâ în 
L, între X zi X'.

In Lg.7.9 zi 7.10 sunt prezentate graiul vitibilitâtii zi graiul vitibilitâsii redus 
generalizat pentru un spațiu al configurațiilor §(7-^, populat cu L-obstacole de tip poligoane 
generalitate.

Metoda graiului vitibilitâtii este simplu de aplicat într-un când robotul, 
modelat ca un poligon (generalizat), translateatâ cu orientarea iîxatâ printre obstacole 
modelate, de asemenea, ca poligoane (generalitate). In acest cat, algoritmul metodei permite 
generarea unei traiectorii minime semilibere, între L; zi Lf In iîg.7.8 zi 7.11 sunt pretentate 
traiectoriile minime pentru cele douâ caturi studiate.

Dacâ robotul este un poligon care translaleatâ zi se rotezte într-un spațiu 
metoda graiului vitibilitâtii trebuie combinatâ cu alte tebnici de planificare a traiectoriilor, 
pentru a putea trata rotatia.

?entru planificarea mizcârii prin metoda graiului vitibilitâtii s-a realital un program 
care permite determinarea drumului minim într-un spațiu de lucru bi-dimensional. ?rogramul 
este scris în limbajul 'furbo ?ascal, versiunea 6.0.

Loordonatele absolute ale spațiului de lucru sunt limitate în intervalul 1-32000, 32000^ 
unitâti convenționale. Lu aceastâ reprerentare, programul pretintâ o precitie de lmm, pentru 
spatii de lucru care nu depâzesc 64m pe una din axe. /dizarea se realiteatâ prin scalarea 
spațiului V/ pentru ca repretentarea sâ cuprindâ întregul ecran.

Ltapele de lucru ale programului sunt:
?iecare L-obstacol este introdus ca o succesiune a 

vadurilor sale (coordonatele x, ale acestora), parcurse în sens trigonometric.
Lj zi Lf. Lele douâ configuratii sunt introduse prin 

selectarea coordonatelor acestora.
c/e v/^/b/7//â

'fimpul de lucru al programului depinde de numârul zi geometria L-obstacolelor (catul 
poligoanelor generalitate).
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kl8-7.6. Legiuni poligonale. Oralul viÄbilitLM

kiß.7.7. Legiuni poligonale. Oralul viribilitâpi reâus

kiß 7.8. legiuni poligonale, Drumul minim
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kiß.7.9. Regiuni bi-äimensionale oarecare. Orakul viribilitäpi

kiß.7.10. kegiuni bi-dimensionale oarecare. Oralul viLÎbilitâfii reâus

kiß.7.11. keßimü di-âimensionale oarecare. Drumul minim
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7.5.

Metoda drumului liber poate fi aplicatâ într-un 8patiu âe lucru poligonal (bi- 
dimen8ional), robotul fiind modelat ca un poligon care executa o mizcare plana. ^cea8tâ 
metoda con8tâ în extragerea unor figuri geometrice, denumite //7>e^e, din 8patiul 
de lucru, conectarea lor într-un graf, denumit z-e/cnr/a ///iere zi cercetarea
ace8tui graf. Robotul 8e poate depla8a de-a lungul unui drum liber, 8au de-a lungul unei 
porsiuni a ace8tuia, dacâ exi8tâ o mulțime conexâ de orientâri libere ale Iui /I când 
originea Alemului de referintâ atazat 8e depla8earâ de-a lungul axei dnimului liber 
core8punâor ^041^, ^5^.

Dn drum liber poate fi generat de o perecbe de laturi ce core8pund Ia douâ 
ob8tacole vecine. >^xa drumului liber e8te bi8ectoarea ungkiului format de dreptele 8uport 
ale celor douâ lawri (fîg.7.12). Alegerea bi8ectoarei ea axâ a drumului liber e8te de fapt o 
recon8iderare a diagramei Voronoi în 8patiul de lucru re8pectiv. ?rin convenție, axa unui 
drum liber e8te orientatâ din8pre capâtul mai larg, 8pre capâtul mai îngu8t. Originea axei 
8e pla8ea?â Ia capâtul mai larg, a8tfel încât orice punct din drumul liber 8â poatâ fi 
proiectat pe axâ la o ab8ci8â pociți vâ.

?ig.7.l2. Oon8truetia unui drum liber

Drumul liber general de o perecbe de laturi ar trebui 8â fie 8ituat în V/X8, dar 
ace8ta 8e afla doar partial în 8patiul liber datoritâ ob8tacolelor din vecinâtatea 8a. -Vpare 
a8tfel nece8itatea inter8ectârii fîecârui drum liber cu regiunea obstacolelor /î, deoarece la 
planificarea traiectoriei 8e iau în con8iderare doar porfiunile de drum liber conpnute în 
XVX8. Inter8ecsia e8te proiectatâ pe axa drumului liber, iar 8ectoarele care nu aparsin 
8pasiului liber 8unt înlâturate. l^âmâne o mulpme fînitâ de porpuni M care con8tituie 
reseaua drumurilor libere (fîg.7.13).
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pentru definirea completa a unui drum liber e8te nece8arâ de8crierea tuturor 
orientărilor libere ale robotului când originea 8i8temului de relerinfâ atazat 8e depIa8eaLâ 
pe axa 8a. pentru a optimiza intervalul orientărilor libere ale robotului modelat ca 
poligon, e8te preferabil 8â 8e aleagâ a8tfel încât di8tanja maxima de la 0/^ la punctele 
de la frontiera lui 8â fie cea mai mica pO8ibil. ^ce8t lucru pre8upune ca 0^ 8â fie 
centrul celui mai mic cerc care convine poligonul. O tebnicâ eficientâ de aproximare a 
intervalului orientărilor libere ale robotului utili^ea^â funcția ra^â zi inver8a ei

Pe8pectând metodologia indicata 8e ajunge Ia o colecție de drumuri libere. 8e 
utili^earâ acum acea8tâ reprezentare pentru a con8trui graful neorientat O, care reprezintă 
rețeaua drumurilor libere. O determină toate drumurile pO8ibile când /I 8e depla8es2â de-a 
lungul axelor.

' pie x mulpmea punctelor p de inter8ecpe a axelor drumurilor lidere; fiecare punct p 8e 
afla în interiorul ambelor drumuri libere care 8e inter8ectea2Â. Algoritmul care creea^â 
nddurile lui 6 confine următoarele etape:

* 8electearâ toate punctele p08ibile p ale lui x;
« determină ab8ci8ele § ale punctelor p;
* creea^a un nod al lui O pentru fiecare interval în P<p(8).
Deoarece fiecare interval e8te deknit inisial fafâ de orientarea unei axe, ambelor 

extremitâp ale intervalului li 8e adaugâ un ungki potrivit, a8tkel încât toate intervalele 8a lie 
definite fafâ de aceeazi orientare de reterinfâ, 8pre exemplu axa Ox a 8i8temului de referinfâ

pori^ile inifialâ zi fînalâ ale punctului 0/, 8unt utilitate pentru a crea nodurile, inifial zi 
final, ale lui O. 8e pre8upune câ ace8te poxipi 8e afla pe axele unor drumuri libere O,, re8pec- 
tiv O2, la ab8ci8ele re8pectiv 8fmai iodurile core8pun2âtoare ale lui O 8unt a8tfel a8ociate 
intervalelor p<vi(8ini^) ?i P<v2(8kn-i) care consin orientârile, inipalâ zi finalâ, ale robotului. Dacâ 
aee8te porifii nu 8unt 8ituate pe axele unor drumuri libere, atunci trebuie conceputâ o tebmcâ 
de depla8are a lui din porifia inifialâ pe o axâ zi de pe o altâ axâ în porifia Lnalâ.

l^egâturile între nodurile Iui 6 8e creearâ a8tfel:
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* dacâ , zi ^2 sunt douâ noduri core8pun2âtoare Ia douâ puncte diferite de pe aceeazi 
axa, având ab8ci8ele 8, zi 82, iar intervalele de orientări libere ale lui a8ociate cu ace8te 
noduri 8unt Ii, re8peetiv l2, atunci condipa I, I2 (3 arata câ cele douâ noduri 8unt conectate 
printr-o legâwrâ în O; pentru orice orientare în I^f, poate tran8lata în 8patiul liber de la 
ab8ci8a 8, la ab8ci8a 82 zi invers

^dacâ zi l^2 sunt douâ noduri core8pun?â1oare aceluiași punct p din planul xO^, 
pentru douâ drumuri libere diferite, atunci, dacâ intervalele de orientâri libere 8ati8fac 
condiția li 12 L), nodurile re8pective vor fi conectate printr-o legâturâ în într-adevâr, 
pentru orice orientare din I, l2, 8e poate muta în 8patiul liber, de pe un drum liber pe altul, 
înp.

Oeci, pentm con8truirea lui e8te 8uficient 8â 8e calculele ^(s) într-un numâr finit de 
ab8ci8e de-a lungul axei fiecârui dnrm liber ch. beleaua drumurilor libere a8tfel con8truitâ 8e va 
cerceta pentru a gâ8i o traiectorie între nodul initial zi cel final. O traiectorie din rețea 
determinâ o mulțime de drumuri libere în O traiectorie liberâ particularâ 8e poate 
obtine rotind /1 doar la inter8ecpa între douâ axe. kobotul tran8latea^â de-a lungul axelor zi 
8e rotezte, dacâ e8te nece8ar, numai la inter8ectia a douâ axe.

On a8pect neplâcut în utilizarea ace8tei metode apare atunci când 8patiul de lucru e8te 
atât de den8 populai cu ob8tacole, încât drumurile libere 8unt prea 8curte pentru a putea 
contine drepwngbiul circum8cri8 lui /I. Intr-un a8tfel de ca^, metoda trebuie 8â ia în 
con8iderare, fie con8truirea unor drumuri libere adiponale, fie tra8area unor axe care nu 8unt 
bi8ectoarele dreptelor 8uport ale mucbiilor ob8tacolelor.

7.6. pirii^

7.6.1.

planificarea mizcârii e8te o problemâ majorâ în crearea roboților autonomi. fxi8tâ 
un mare numâr de metode de planificare, dar nu toate dintre ace8tea re^olvâ problema în 
întreaga 8a generalitate, ve exemplu, anumite metode nece8itâ ca 8patiul de lucru al 
robotului 8â fie bi-dimen8ional, iar obiectele 8â fie poligonale (metoda bârpi drvimurilor, 
de8compilnerea celiilarâ, câmpii! potenjial).

Metoda de8compunerii celulare con8tâ în descompunerea 8patiului liber al 
robotului într-o colecție de regiuni 8imple, numite celule, a8tfel încât o traiectorie între 
oricare douâ configuratii ((^„^,1 ?i dintr-o celulâ poate fi generatâ cu uzurintâ. /ipoi 
e8te con8truit zi cercetat un graf neorientat care exprimâ relația de adiacentâ dintre celule. 
/Xce8t graf 8e neimezte graf de conexiune, iodurile 8ale 8unt celulele extra8e din 8patiul 
liber, iar douâ noduri 8unt conectate printr-o legâturâ în graf dacâ zi numai dacâ cele 
douâ celule core8punxâtoare 8unt adiacente, perultatul cercetârii e8te o 8ecventâ de celule 
numitâ canal, care conectea^â configurația initialâ cu cea finalâ. In acea8tâ 8ecventâ poate 
fi determinatâ o traiectorie liberâ, continuâ.

Metoda de8compunerii celulare poate fi de8compu8â în douâ metode: 
de8compunere celiilarâ exactâ zi aproximativâ. Metoda de8compunerii celulare exacte 
de8compune 8patiul liber în celule, a câror reuniune e8te exact 8patiul liber, frontiera unei 
celule core8punde unei rone critice, adicâ apare o modificare în re8trictiile care 8e aplicâ 
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mizcârii robotului. Metoda descompunerii celulare exacte produce celule cu o forma 
predefmitâ a caror reuniune este strict inclusa în spațiul liber, frontiera unei celule nu 
caracterizata o discontinuitate de un anumit tip zi nu are o semnificație fîtica.

pentru planificarea mizcârii unui conducător sau poligon au fost propuse mai 
multe metode de descompunere celulara exacta, fotuzi, cele mai multe din aceste metode 
sunt dificil de implementai.

7.6.2. mim, ivii^ oi)ni nin( oivwiînnirn o k

Robotul /I este modelat ca un segment de dreapta care se poate translata zi roti 
într-un spațiu de lucru bi-dimensional 8patiul de lucru este populai cu obsiacole a 
caror reuniune formează o regiune poligonala noiatâ cu N. 8patiul configurațiilor 
roboiului 80 esie 80^x8*. fiecare configurație a robotului este parametrizata prin 
(x,^,0), unde x zi sunt coordonatele extremității IVl în sistemul de coordonate 8^ atazat 
spațiului de lucru W, iar 0^0, 2?r) este ungbiul dintre axa x a Iui 8v/ zi vectorul ce 
conectează 1^/1 cu ^l. fungimea seginentului este a.

Ideea de ba^â a acestui concept este de a descompune mulțimea politiilor 
robotului în regiuni necritice bi-dimensionale, de a transforma aceste regiuni în celule tri­
dimensionale zi de a reprezenta relapa de adiacenta dintre celule în graful de conexiune, 
legiunile necritice sunt astfel încât O-obstacolele mențin o structura constanta în cilindrii 
de deasupra acestor regiuni. Oelulele conpnute în astfel de cilindri fac aceasta structura 
explicita, frontierele regiunilor necritice sunt denumite curbe critice.

Ourbele critice sunt o mulțime de puncte în care structura regiunii Oobstacolelor 
de deasupra planului xO> suferă o scbimbare calitativa. Aceste curbe pot fi definite ca 
proiecții pe planul x0^ ale următoarelor curbe, frontierele fetelor regiunii Oobstacolelor; 
curbele din fetele regiunii Oobstacolelor, unde planul tangent la regiunea Oobstacolelor 
e^te perpendicular pe planul xO^. Ori de câte ori este traversata o astfel de curba se 
modifica sau mulțimea fetelor regiunii Oobstacolelor care sunt intersectate de o dreapta 
perpendiculara pe planul x0^ în politia curenta, sau numărul punctelor de intersecție.

Ourbele critice pot fi clasificate în zase tipuri diferite (fjg.7. l4).
«tip 0. laturile f ale obstacolelor;
«tip f segmentul de dreapta, paralel cu latura L, la distanta
«tip 2: arcul de cerc de rara n, cu centrul în vârful X al unui obstacol zi mărginit 

de cele douâ semidrepte care conpn laturile care se intersectează în X;
-tip 3: segmentul de dreapta trasat de originea sistemului de referința atazat 

robotului când acesta glisearâ de-a lungul laturii f, atâta timp cât celalalt capât este încâ 
conținut în latura f;

»tip 4. segmentul de dreapta trasat de originea sistemului de referintâ atazat 
robotului când acesta glisea^â astfel încât atinge simultan vârfurile a douâ obstacole 
convexe;

«tip 5: curba trasatâ de originea sistemului de referintâ atazat robotului când acesta 
se mizcâ astfel încât atinge simultan vârful unui obstacol convex zi latura unui alt 
obstacol.
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flg.7.14. (Clasificarea curbelor critice

Xlultimea curbelor critice este finita, flecare punct cle capât este localizat fie pe 
alta curba critică, fie la infinit, flecare douâ curbe critice pot avea doar un număr finit de 
intersecții, cu excepția carului când acestea coincid. Astfel, se poate defini o porțiune de 
curba critica, ca orice submultime conexa inclusa maximalâ a curbei, care nu este 
intersectată de nici-o alta curba critica, cu excepția extremităților sale. Ourbele critice 
sunt curbe algebrice netede, linele din curbele critice sunt generate de către configurațiile 
robotului atunci când acesta se intersectearâ cu interiorul regiunii obstacolelor. -Xceste 
curbe sunt numite redundante, fle formează o submultime a curbelor critice zi pot fi 
eliminate uzor. Xlultimea finita a curbelor critice determina o colecsie finita de regiuni 
necritice, flecare regiune necriticâ este o submultime descbisâ a planului xO^.

pentru a determina mulțimea tuturor orientărilor libere ale robotului mtr-o politie 
necritica, este definita nosiunea de stop, klucbiile zi vârfurile obstacolelor, care pot fi 
atinse iarâ intersectarea interiorului regiunii obstacolelor, când robotul este mtr-o politie 
necriticâ zi se rotezte în ^urul originii sistemului atazat (extremitatea l^l), sunt numite 
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stopuri. Exista douâ tipuri de stopuri care determina orientările limitâ ale robotului, 
stopuri orare zi stopuri trigonometrice.

?ie p(x,^) mulțimea tuwror orientărilor libere ale robotului mir-o politie necriticâ

?(x,>) - ( 9 / (x,^,9) S 8d,j^ ) (7.3)

8e notea^â cu s(x,^,9c) stopul unic atins de către robot în configurația (x,^,9c) ?i cu 
cr(x^) mulțimea wturor perecbilor ^(x,^,9o), 8(x,^,9'e)1, unde 9^, respectiv 9'o reprezintă 
orientarea limitâ în politia necriticâ (x,^).

l^ie 1^ o regiune necriticâ zi ^,,82^ o perecbe de stopuri în ci(x,^)^c7(k). legiunea 
tri-dimensionalâ

l<(l^,8i,82)^l(x,V,0)/(x,^)eir ^i 9S^,(x,>,8i), ^2(x,v,82)1) (7 4)

e8te numitâ celulâ. >^cea8ta e8te o 8ubmulpme conexâ de8cbi8â a lui 80,,^.
Dupâ de8compunerea 8papului liber în celule conexe de8cbi8e, trebuie 8â 8e 

defînea8câ graful de conexiune a8ociat acestei descompuneri, pentru a obține graful de 
conexiune trebuie sâ se studiere relația de adiacentâ dintre celule.

pie douâ celule K(k,8,,82) zi K'(^.',8'1,8'2)- ^ce8tea 8unt adiacente dacâ zi numai 
dacâ frontierele lui k ^i l^' împart o porțiune de curbâ criticâ O zi V(x,^)Sint(d):(-.,,^2)^ 

1,^ 2)^^ Dacâ douâ celule 8unt adiacente, orice configurație care aparține uneia din 
ele poate fi conectatâ cu orice configurație care aparține celeilalte, printr-un drum a cârui 
proiecpe pe planul x0^ traver8earâ O cu o orientare con8tantâ, într-o anumitâ vecinâtate a 
punctului de trecere.

Oraful de conexiune O e8te graful neorientat ale cârui noduri 8unt toate celulele 
K(K,8,,82), unde k e8te o regiune necriticâ zi ^81,82^(1(1^). 0 legâwrâ în graf conectea^â 
douâ noduri dacâ zi numai dacâ celulele core8pun?âtoare 8unt adiacente.

^8tfel, dându-8e douâ configurații: djm,mi(Xmjlini,Vjml^ ?i d^ailxs.nai^r.nai-Os.nai) 
djn 8patiul liber, a8tfel încât nici (xini^,,^^,) zi nici (Xt,„.l,,^„„a,) nu 8unt 8ittiate pe o 
porțiune de curbâ criticâ, exi8tâ un drum liber între cele douâ configurații dacâ zi numai 
dacâ cele douâ celule care consin zi 8unt conectate printr-un drum în graful de 
conexiune 6.

7.6. Z. >^1 cnoiri i Kim, znom i ni oivii i irii 1 ni^vir^ ix^c 1 n

8-a realizat un program ba^at pe metoda de8compunerii celulare exacte, care 
determinâ un drum liber pentru un robot modelat ca un 8egment de dreaptâ, care 8e 
depla8ea^â printre ob8tacole poligonale, într-un 8pajiu de lucru bi-dimen8ional. Dacâ 8e 
cuno8c regiunea poligonalâ a ob8tacolelor, lungimea n a robotului eele douâ
configurații, initialâ zi fînalâ, din 8patiul liber, algoritmul generea^â un dnim liber de Ia 
dințai la dsmai, ori de câte ori exi8tâ vreunul zi raportearâ ezec în car: contrar.

Algoritmul metodei de8compunerii celulare exacte pentru planificarea unui drum 
liber care conectea^â cele douâ configurații e8te urmâtorul:

*8tabilezte lungimea robotului'
*reprer:intâ ob8tacolele care populearâ 8patiul de lucru'
*8electea2â configurațiile dmi^i zi dfma^
«calculea^â zi reprerintâ toate curbele critice din fig.7.14'
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«calculea?â toate interjecțiile curbelor critice zi âeterminâ porțiunile curbelor 
critice' elimina porțiunile âe curbe critice redundante'
«cercetează zi memorează regiunile necritice. fiecare regiune e8te eticbetatâ cu un 
număr întreg, pentru exemplul prezentat, (^,^1 se ailâ în regiunea necriticâ 1^2, iar 
dVmui în regiunea necriticâ P.46;
«veriiîcâ dacâ atât eât zi se aflâ pe o porțiune de eurbâ criticâ zi 
modilîcâ 8au dacâ una din ele aparține unei porțiuni de curbâ criticâ;
«cercetea?â zi memorearâ mulpmea 8topurilor orare zi trigonometrice;
«swdia?â relația de adiacentâ dintre celule;
«construiezte graful de conexiune asociat colecției regiunilor necritice;
«cercetea^â 6 în vederea determinârii unei secvențe de celule între (^m^l zi
«dacâ cercetarea se terminâ cu succes este furniratâ secvența de celule; în ca? 
contrar declarâ ezec.

pig.7.15. 8pasiul de lucru populat cu obstacole poligonale
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?ig.7.16. Reprezentarea curbelor critice

^GMK^.'noWllvixoI MMimi

?iß.7.17. (Cercetarea zi memorarea regiunilor necritiee
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pig.7.18. Oraful de conexiune. (2ercetea^â graiul între dmi^ zi dlm«i

programul permite reprezentarea 8papului de lueru al robotului în doua caruri: 
mărginit zi nemărginit. Ooniîguratia 8patiului de lucru zi dimen8iunea robotului pot ii 
modificate după car. Oon8tructia curbelor critice permite de8compunerea configurațiilor 
robotului în regiuni necritice. Oeometria ace8tor celule e8te de8tul de 8implâ pentru a 
putea calcula cu uzurintâ un drum între oricare douâ configurații ale robotului, ve 
a8emenea, nu e8te dificil de te8tat relația de adiacenta dintre oricare douâ celule zi de 
determinat un drum care traver8earâ porțiunea frontierei ce aparține celor douâ celule 
adiacente. Complexitatea algoritmului depinde 8emnificativ de implementarea unor 
anumiti păzi, în particular 6 zi 8. I'otuzi metoda e8te relativ eficienta zi uzor de 
implementat.
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7.7.

planificarea traiectoriilor în prerenta ob8tacolelor e8te o problema de mare 
actualitate în Robotica, de o importanta majora în crearea roboților autonomi. Robotul 
trebuie 8a fie capabil 8â-zi planifice propriile mizcâri, 8a decidă automat ce mizcâri 8a 
execute pentru a realiza o 8arcinâ, în funcție de aranjamentul momentan al obiectelor din 
8patiul de lucru, planificarea mizcâni unui robot poate fi realiratâ off-line, 8au 8imultan 
cu generarea mizcârii, on-line.

fxi8ta un mare număr de metode de planificare, dar nu toate dintre ace8tea rerolvâ 
problema în întreaga 8a generalitale. planificarea mișcării unui robot prezintă o varietate 
neașteptată de a8pecte dificile de calcul, ln aee8t capitol, au fo8t prerentale a8pectele 
8emnificative ale unei probleme de planificare, precum zi unele metode de planificare, 
globale zi locale, dar numai în cadrul problemei de bara a planificării.

Una din metodele de modelare a 8patiului de lucru, frecvent utiliratâ, e8te metoda 
grilei. -Xcea8ta e8te 8implu de aplicat, iar modelarea ob8tacolelor prin 8upraiete 
dreptungbiulare nu influentearâ 8emnificativ preciria algoritmului. eum a fo8t 
prerentata, metoda de modelare a 8patiului de lucru, completata cu tebnici de cercetare în 
graf, con8tituie de fapt o metoda de planificare, ve a8emenea, modelarea 8patiului de 
lucru prin metoda grilei poate fi con8ideratâ ca o de8compunere convex poligonala zi 
deci, continuata cu una din metodele de8compunerii celulare exacte. Metoda grilei poate 
fi aplicatâ zi în carul unui 8papu de lucru tridimen8ional, modelând ob8tacolele prin 
volume paralelipipedice.

Indiferent de metoda de planificare aplicata, ob8tacolele din 8patiul de lucru 
trebuie con8iderate cu dimen8iuni majorate, atât pentru 8iguranta mizcârii robotului, cât zi 
pentru Amplificarea algoritmului de planificare, determinarea frontierelor Oob8tacolelor 
permițând con8iderarea robotuuli ca un punct material.

Algoritmul de calcul al frontierelor Oob8tacolelor, pentru carul bidimen8ional, 
cpre8punrâtor tran8labei robotului, poate fi aplicai pentru orice orientare a ace8tuia. 
Algoritmul prezentat poate fi incorporat în orice program care rerolvâ o problemâ de 
planificare a mizcârii. ve a8emenea, algoritinul poate fi aplicat zi pentru determinarea 
frontierelor Oob8tacolelor în carul în care orientarea robotului 8e modificâ în timpul 
depla8ârii, pentru un /X9 con8tant.

Metoda grafilui viribilitâtii, mai ale8 în varianta de graful viribilitâtii redu8, 
permite determinarea unui drum, într-un 8patiu de lucru bidimen8ional, 8ub forma unei 
linii poligonale ce conectearâ configurația initialâ de cea finala. Criteriul de optimirare 
aplicabil în carul ace8tei metode con8tâ în minimirarea drumului parcuri Xletoda 
grafului viribilitâtii e8te 8implu de aplicat într-un 8patiu de lucni bidimen8ional, când 
robotul executâ o mizcare de tran8latie, dar nu zi în carul când robotul executâ o mizcare 
planâ. Metoda grafului viribilitâtii poate fi aplicatâ zi într-un 8patiu tridimen8ional, dar 
drumul generat poate 8â nu fie cel mai 8curt.

programul realirat, barat pe algoritmul metodei grafului viribilitâtii permite 
aplicarea metodei zi în carul în care ob8tacolele din 8patiul de lucru 8unt poligoane 
oarecare, formate din 8egmente zi arce.

Metoda drumului liber poate fi aplicatâ într-un 8patiu de lucru bidimen8ional, fiind 
recomandatâ în carul în care 8patiul de lucru nu e8te prea den8 populat cu ob8tacole. 
Algoritmul metodei e8te indicat 8â fie aplicat off-line, deoarece exi8tâ N8cul de a nu putea 
determina un drum liber între configurația initialâ zi cea finalâ. timpul de calcul nece8ar 
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aplicârii algoritmului este relativ mare datorita, în primul rând, detenninârii intervalului 
orientărilor libere ale robotului, absolut neeesar în timpul deplasării acestuia pe axa 
drumului liber. In carul în care exista mai multe drumuri libere posibile, criteriul de 
optimizare consta în minimizarea lungimii drumului.

Metoda drumului liber este recomandata pentru un spațiu de lucru bidimensional, 
dar poate 6 extinsa zi pentru carul tridimensional, când un drum liber este determinat de 
douâ fete ce corespund Ia douâ obstacole vecine.

IVletoda descompunerii celulare exacte, baratâ pe descompunerea spapului liber în 
regiuni necritice, delimitate de o rețea de curbe critice, a fost aplicatâ pentru carul când 
robotul este modelat ca un segment de dreaptâ care executâ o mizcare planâ. testarea 
relației de adiacentâ dintre celule conduce la obținerea grafului de conexiune, prin 
cercetarea câruia se determinâ drumul între configurația initialâ zi cea finalâ.

On alt tip de descompunere celularâ exactâ constâ în descompunerea convex 
poligonalâ. Metoda este frecvent utiliratâ deoarece realirearâ un optim între drumul cel 
mai sigur zi drumul minim.

Avantajul metodei de planificare baratâ pe descompunerea celularâ exactâ constâ 
în existenta canalului format din celulele adiacente. Oonceptul de canal este mai puțin 
restrictiv decât cel de drum zi poate asigura robotului informatii utile pentru tratarea 
restricțiilor dinamice zi a obstacolelor neazteptate în timpul execuției.

Metoda descompunerii convex poligonale poate fi extinsâ zi în carul 
tridimensional.

programul realirat descompune spațiul liber în regiuni necritice, testearâ relația de 
adiacentâ dintre celule, reprerintâ zi cercetearâ graful de conexiune. -Aplicarea 
programului descompunerii celulare exacte asigurâ o precizie bunâ, dar necesitâ un timp 
de calcul destul de mare.

Oontinutul acestui capitol tratearâ aspectele zi metodele principale de planificare a 
rpizcârii în cadrul problemei de barâ zi descbide totodatâ noi direcții de cercetare, 
Mrultate din extensiile acestei probleme. Astfel, în continuare, vor trebui abordate 
aspecte ca'

«includerea mai multor obiecte mobile în spațiul de lucru;
* mai multi roboti, zi deci sincronizarea mizcârii acestora;
«considerarea structurii mecanice a roboților (elemente zi cuple cinematice);
«restricții suplimentare impuse mizcârii robotului (olonome, neolonome); 
«incertitudinea controlului zi a modelului geometric al robotului.
ve asemenea, toate carurile de planificare a mizcârii în care factorul timp este 

indispensabil trebuie abordate în cadrul problemei dinamice a planiiîcârii.
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8. rr^iric^irr:^ irovo^iroir
?KI?< VIL^OVLI^L O^?HUI POH^^I^r

8.1. l^nrov^^ir^

Oämpul potential artificial a fost gândit ca o unealta universala pentnl gbidarea 
mizcârii, atât a roboților manipulatori eu n elemente, eât zi a roboților mobili ^04^, (144), 
l»81, ^5^, ^6^, lK71, sKIO), ^14^, lK221, ^12^.

ldeea de baz.â a metodelor câmpului potențial artificial este de a construi un câmp 
potential cu un gradient eare acponeazâ "atractiv" spre configurata finala (minim global) 
zi "repulsiv" dinspre obstacole (maxim local).

8-au studiat diferite abordâri care utilizea^â câmpul potential artificial pentru 
controlul mizcârii unui robot.

Controlul torsorului a fost aplicat coliniar cu gradientul câmpului potential, 
implementând relațiile dinamice dintre robot zi mediul sau ^148^ -Vceastâ abordare nu 
conduce la urmânrea riguroasa a gradientului, dar garanteazâ totuzi siguranța evitării 
coliziunilor pentru potențialele care tind la infinit la frontierele obstacolelor skl2l-

* ( c//>7â/c // /r///// .V/ //?

/M/e/7//77/. (Conceptul de "câmp potential generalizat" ^K22) considerâ prioritar 
tjmpul necesar atingerii configurației finale fajâ de distanta respectiva. In aceasta lucrare, 
pentru proiectarea controlului, un integrator dublu modelează robotul mobil, luând în 
considerare saturarea servomotoarelor, dar nu zi dinamica robotului.

* (/////^^<7

în ^K51^ s-a propu8 a 8trategie de liniarizare cu ieedback, care nece8itâ 
cunoazterea exacta a dinamicii robotului. ?entru extinderea 8trategiei controlului ?0 Ia 
8i8temele mecanice neliniare, în sl^12^ 8-a propu8 proiectarea unei funcții de navigare zi 
urmărirea gradientului sau care depinde implicit de inertia sistemului. l)e asemenea, 
pentru proiectarea funcției de navigare 8-a 1olo8it zi o 8trategie care utilitara energia 
totala a sternului ca bazâ pentru control ^llb

Cercetările zi rezultatele obținute în folosirea funcțiilor potential în aplicatii ale 
roboticii au fo8t sintetizate în ^l l^. lucrările publicate în ace8t domeniu pot fi împărțite 
în trei categorii:

»l^ucrâri în care 8e studiazâ minimurile locale nedorite: în jX22l 8e folosesc 
potentiale generalisate' în ^(2181 8e abordează problema cu f,aplacian; în 8e folosesc 
tebnici de Emulare.

* l^ucrâri în care se considerâ funcțiile potential ca "ajutoare în planificarea 
traiectoriilor: în se folosezte tebnica "valle^ tracking"' în se folosezte o 
procedurâ de optimizare a traiectoriilor.
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»fucrâri în care se extinde folosirea funcțiilor potential pentru situatii care variata 
în timp: în se studiarâ evitarea obstacolelor mobile; în 8e folosezte o teknicâ cie 
evitare a ob8laeolelor în timp real.

l^ici una din lucrările de mai 8U8 nu oferă un algoritm basat pe funcții potenpal 
exacte care 8â garantele atingerea configurației finale în multe implementări practice. In 
ultimele lucrări publicate 8e folosesc cu 8ucce8 funcțiile de navigare. ?entru con8truirea 
funcțiilor de navigare 8e folo868c 8tategii beuristice, pentru o anumita clasâ de corpuri 
rigide, 8au pentru o problema în an8amblu. Metoda propu8â în ^05^ garantea?â urmărirea 
exacta a liniilor de gradient ale câmpului potential artificial.

8.2. piriiîimn ivik^ovkforr

Majoritatea metodelor de planificare a mizcârii folo8e8c reprezentarea spațiului liber al 
robotului 8ub forma imm graf sau arbore, care este apoi supus unei tebnici de câutare a unui 
drum.

Metodele câmpului potential pornesc de Ia o idee difentâ, zi anume se reprezintă 
robotul ca un punct în spațiul configurațiilor, respectiv ca o particula aflata sub influenta unui 
câmp potential aiiificial O, al cărui variații locale vor reflecta "structura" spațiului liber.

funcția potential este în mod normal, dar nu obligatoriu, definita ca o suma a doua 
potentiale în spațiul liber: atractiv - care atrage robotul spre configurația finala, zi respectiv 
repulsiv - care respinge robotul din vecinătatea obstacolelor, planificarea mizcârii se face 
apoi în mod iterativ, fa fiecare pas al iterației, forța artificiala b(<2) - -VO(d) indusa de către 
funcția potential la configurația curenta, este privita drept cea mai probabila direcție de 
mizcare zi astfel generarea mizcârii continuâ de-a lungul acestei direcpi cu un anumit 
wcrement.

i Metoda câmpului potential a fost dervoltatâ Ia început ca o metodâ de evitare a 
coliziunilor, on-line, aplicabilâ atunci când robotul nu are un model aprioric al obstacolelor, 
dar le sesi?ea?â în timpul execuției mizcârii. 8-a pus accent mai ales pe eficienta în timp real a 
metodei decât pe garantarea atingerii configurației finale. In particular, deoarece o metodâ on­
line se implementea?â în general ca o procedurâ de optimizare cu descendent rapid, aceasta se 
poate opri din execuție la atingerea unui minim local al funcției potential, altul decât cel 
corespun^âtor configurației finale a robotului. în acest ca?, ideea de a utiliza câmpul potential 
în rezolvarea planificârii mizcârii trebuie combinatâ cu folosirea unor tebnici de câutare în 
graiuri, -^fel, utilizând un model matematic anterior cunoscut al spațiului de lucru, metoda 
se transformâ într-o metodâ sistematicâ de planificare a mizcârii. Obiar dacâ se utib?ea?â 
tebnici de câutare în graiuri, minimurile locale râmân o cau?â importantâ a inebeiensei 
metodelor de câmp potential, deci lucrul cu minimuri locale este problema majorâ care trebuie 
re?olvatâ în determinarea unei traiectorii de mizcare utilizând aceastâ metodâ.

froblema minimurilor locale poate ir abordatâ Ia douâ niveluri diferite ale execuției 
metodei câmpului potential: (l) Ia definirea funcției potential, prin încercarea de a precisa o 
funcție iarâ nici unul sau cu puține minimuri locale, sau (2), în implementarea algoritmului de 
câutare a drumului, prin folosirea unor tebnici adecvate pentru a elimina minimurile locale.

Metodele de câmp potential sunt considerate în literatura de specialitate ca zi "metode 
locale", -^cest lucru provine din faptul câ majoritatea funcțiilor potentiale sunt defrnite în aza 
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iei încât valorile lor, în orice configurație, nu depind de distribuția sau de forma (2- 
ol)8tacolelor, decât în limita unei vecinâtâp în ^urul configurației acestora.

k/lajoritatea metodelor de planificare datate pe câmpul potential au o esentâ puternic 
experimentala zi de obicei sunt incomplete. ve exemplu, ele pot ezua în determinarea unui 
drum, cluar dacâ ace8ta exista, blocându-se într-un minim local, var, în compensarea acestui 
dezavantaj, unele dintre aceste metode sunt deosebit de rapide într-o arie larga de situatii. 
?uterea metodei consta în faptul câ utilizând puține noțiuni inginerești face posibilâ 
construirea unor algoritmi de câutare, care sunt în acelazi timp destul de eficienti zi rezonabil 
de siguri. -Xcest lucru explicâ de ce metodele de acest tip sunt tot mai des utilitate în 
implementarea practicâ a planiiîcârii mizcârii.

In paragrafele uiTnâtoare se va da o definiție clasicâ a funcției potential zi a câmpului 
indus al forțelor. 8e va considera mai întâi carul când robotul poate efectua numai mizcare de 
translație (8.2.1)- apoi, carul când acesta poate efectua zi mizcare de rotatie (8.2.2)- în (8.3) 
vor fi descrise trei tebnici simple de utilitare a metodei câmpului potential. în adâncime, pe 
nivel zi variational- în urmâtorul paragraf (8.4), se va introduce noțiunea de funcție de 
navigație (asociatâ cu potențialul liber de minimuri locale) zi se vor defini funcțiile locale care 
pot genera mai puține sau mai mici minimuri locale decât cele descrise în (8.2.1) zi (8.2.2).

Majoritatea funcțiilor potential propuse în literaturâ se barearâ pe urmâtoarea idee 
generalâ. robotul trebuie sâ fie atras spre configurația sa iinalâ în timp ce este respins de câtre 
obstacole. (2âmpul forțelor artificiale ?(d) în 8(2 este produs de câtre o funcție potential 
diferentiabilâ 0' 8(2^-» k, unde f((2) - V v((2). pentru ca robotul sa iîe atras spre 
configurația finalâ în timp ce este respins de câtre obstacole, 12 se construiezte ca sumâ a doua 
funcții potential elementare:

0(<2)-v^)^ Oâ (8.1)
unde: 0^ este potențialul atractiv asociat configurației finale, independent de regiunea 0- 
obstacolelor, iar 12^ este potențialul repulsiv asociat regiunii de (2-obstacolelor, independent 
de configurația finalâ. (2u aceste convenpi, forța f se poate scrie ca sumâ a doi vectori, care 
sunt denumiti fortâ atractivâ, respectiv repulsivâ.

?i (8.2)

ln acest capitol se va folosi notarea forțelor, respectiv a mârimilor vectorilae cu semnul 
de vector, pentru a sublinia semnificapa acestora în aplicarea metodelor câmpului potential.

8.2.1. în

ln acest paragras vor fi definite funcpile potensial, în carul în care robotul -V 
translatearâ liber, având o orientare fixatâ, în spațiul de lucru unde bl^2 sau 3. în 
paragraful urmâtor, aceastâ definiție va fi adaptatâ Ia carul când robotul /I poate efectua atât 
mizcare de translație cât zi de rotatie. kuncpa defmitâ în continuare a fost deja utiliratâ în 
câteva sisteme implementate firic.
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8.2.1.1. pt>rk»isi-vi /xrit^t7riv

l^unc(ia potențial atractiv 0^ poate 1î âelînits simplu, ca o parabola, 6e forma.

(8.3) 

unde: e8te un faetor 8calar pozitiv, iar d^(^) e8te di8tanja euclidianâ .

funcsia Or„^ e8te pozitiva 8au nula zi atinge minimul 8âu în eonfi^rratia unde 
OluX^imni)^ 0. funcjia dim»i ele diferenjiabilâ în întreg 8pajîul 80. fa fieeare configurație O, 
forța atractiva deiîvatâ din e8te.

p â (c) - - V vâ «3) - ân„,, «7) V (d) - - ) (8.4)

Oând e8te folo8itâ penbn evitarea coliziunilor, forma parabolica a potențialului atractiv 
are caracteri8tici labilizatoare foarte bune, deoarece generează o forja focare converge în 
mod liniar către /ero, atunci când configurata robotului 8e apropie de configurația finala. 
Potentialiil atractiv 8ub fonnâ parabolica generează o forja care create odatâ cu dilansa către 
configurajia finala zi tinde Ia infinit când di^^)—><n. Deoarece forja e8te proporsionalâ cu 
parametrii de configurajie, 8i8temul poate avea o comportare de O8cilator armonic, pentru o 
mai buna labilitate a llemului 8e propune 8â 8e adauge un termen de amortizare (forja 
dilpativâ proporționala cu viteza):

vc (8.5)

>Xcea8ta 8e poate traduce printr-un control în viteza:

(8.6)
5

unde. f -- —- ----- 7 e8te valoarea nominala a derivatei parametrilor de configurajie.

faptul câ forja atractiva devine arbitrar de mare pe mâ8urâ ce mobilul 8e îndepărtează 
de oblacol (8e apropie de nu convine, pentru a remedia acel a8pect 8e pot truncbia 
vitezele de comanda. Dacâ 8e folo8e8c parametri de configurație normalizați, 8e împarte 
fiecare parametru cu viteza 8a maxima:

(8.7)

unde v - min

ln practica, potenjialul atractiv Oslr 86 poate defini zi 8ub forma conicâ:

Oâ(c)-^chm^(c) 
caz în care forja atractiva devine:

«7) - Vâ «3) - - (8.9)

^mplimâines forte, f,„,(L) este constanta în spațiul 8(3, cu excepția configurației <7 
uncie 0^(0) este singulara. Deoarece amplituâinea forte, nu bnâe către rero pentru 
potențialul sul) forma conică nu arc caracteristicile stabilizatoare ale formei parabolice. O 

224

BUPT



metodâ de a combina avantajele Ambelor forme de reprezentare a potențialului atractiv 
(parabolica zi conica) este aceea de a defini Uâ sub forma parabolicâ în limita unei distante 
fata de configurația finala zi sub forma conica dupâ aceasta distanta, având în punctul de 
joncțiune a celor douâ regiuni o derivatâ definitâ. în continuare se va folosi în mod exclusiv 
potențialul atractiv sub fonnâ parabolicâ, ori de câte ori se va construi câmpul potențial ca 
sumâ a celor douâ componente, atractiv zi repulsiv.

8.2.1.2.irniîkiv

ldeea pnncipalâ în ca^ul definirii potențialului repulsiv este aceea de a crea o barierâ 
de potential în jurul L-obstacolelor, care sâ nu poatâ fi traversatâ de câtre configurația 
robotului. In plus, este de dorit ca potențialul repulsiv sâ nu afectele mizcarea robotului atunci 
când acesta este suficient de depârtat fatâ de obstacole. 0 metodâ de a obtine aceste restricții 
este de a defini potențialul repulsiv dupâ cum urmea^â:

l1 I 1
2 ^d(L)

0

d(L)<do
(8.10)

unde: rj este un factor scalar pozitiv, 
regiunea L-obstacolelor: d (L)

d(L)>do
, d(L) reprerintâ distansa dintre configurația curentâ L zi 
min!!L-L'!!, iar do este o constantâ po^itivâ numitâ

O^(L)-

funesta este po^itivâ sau nulâ: tinde la infinit când L se apropie de regiunea L- 
obstacolelor zi este nulâ atunci când distanta dintre conbgiiratia curentâ a robotului zi 
regiunea L-obstacolelor este mai mare decât do.

, vacâ 8L1Z este o regiune convexâ ce are frontiera diferenstabilâ pe porstuni, atunci 
este diferentiabil în spațiul liber 8L^. forța repulsivâ artibeialâ rezultata din

___
^d(L) do^

I 
d"(L)

Vd(L) d(L)<do

d(L)>d,,
(8.ll)

fie Le o configurație unicâ în 8L6 care este cea mai apropiatâ de L, adicâ ^L - Le Ü 
d (L). Oradientul - V d (L) este un vector orientat în afara frontierei 8L6 zi are ca suport linia 
ce unezte Le cu L. Oacâ se renuntâ la presupunerea (nerealistâ) câ 8L6 este convex, d(L) 
râmâne diferenstabilâ în orice configviraste din spațiul TL,^, cu excepția acelor configuratii L 
pentru care existâ anumite L«S 8L8 care verificâ relația ÜL-Leü d(L). Aceste configuratii 
particulare formea^â o mulțime de configuratii în general (fl-lj-dimensionalâ. Lâmpul forței 
f^ este definit în ambele pârti ale acestei mulțimi, dar cu valori diferite ale vectorilor de 
orientare, -^cest lucru poate duce la producerea unor drumuri care oscilează între cele douâ 
pârti ale mulstmii.

Un mod de a elimina aceastâ dificultate constâ în a descompune 8L8 în componente 
convexe 8Ll^, f l, r (cu posibilitatea de suprapunere) zi de a asocia un potential 
repulsiv fiecârei componente astfel obstnute. în acest fel, potențialul repulsiv este suma 
potențialelor repulsive create de câtre fiecare L-obstacol individual, deci:
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(c), 

un6e:
'si iV
2 ^d.(^) do)

0

(8.12)

(8.1Z)
6,(<2)>6o

6,(<2)< 6o

unde 6k(L) reprezintă distanta de la la 8L3,..
8orta artificială repulsiva eare rezulta din acest potential este-

k-i
(8.l4)

(815)
pegirmile convexe 808,, pot ti constnute prin descompunerea 1ui /! zi a obstacolelor 

din spațiul de lucru în componente convexe zi apoi prin calcularea Oobstacolelor 
corespunzătoare becârei pereclii constând dintr-o componenta a lui /1 zi o componenta a unui 
obstacol. Descompunerea regiunii Oobstacolelor are particularitatea câ mai multe 
componente mici, care sunt apropiate una fata de cealaltâ, produc o forța repulsiva mai 
puternica decât cea produsa de o singura componenta mai mare. O metoda empirica de a trata 
acest deravanta) este de a asocia fiecărui potential individual un coeficient care depinde de 
dimensiunea Oobstacolului care este descompus.

în definițiile anterioare pentru 0^(d) s-a folosit un factor scalar r, unic zi o distanta de 
influenta do de asemenea unica. Dar nu prezintă nici o dificultate folosirea unor parametri rj zi 
do diferiși pentru submulfimi variate de Oobstacole. în particular, dacâ configurația fmalâ 
Omul este apropiatâ de 808, distansa de influentâ do ar trebui aleasâ la o valoare mai micâ 
decât distanta de la O la 808, astfel încât robotul sâ nu fie împiedicat sâ atingâ 0^ din caura 
câmpului potential repulsiv. Dacâ potențialul repulsiv este nenul la O^, atunci, în general, 
minimul global al funcției potential totale este difent de 0^. Distanta do poate ti aleasâ Ia o 
valoare mai mare decât cea corespunzătoare altor O-obstacole. In plus, dacâ un obstacol 
specific este cunoscut a fi mai "periculos" decât celelalte, este mai bine sâ fie utilitate valori 
mai mari ale parametrilor rj zi do pentru O-obstacolul corespunzător.

potențialul repulsiv 0^(0) zi câmpul de toNe asociat p^(0) pot fi calculate uzor 
atunci când regiunea O-obstacolelor este poligonalâ sau poliedricâ, cât zi pentru alte forme 
particulare (sferice). în majoritatea carurilor însâ se întâmplâ sâ nu existe un algoritm care sâ 
continue determinarea câii dupâ blocarea în1r-un minim local. Oând regiunea O-obstacolelor 
poate fi descompusâ în componente convexe 808^, fiecare componentâ fiind descrisâ de un 
set de inegalitâti f/^(0) < 0, ) 1,2,..., problema calculului lui dk(O) devine o problemâ de
optimizare, care poate fi re^olvatâ utilizând tebnici iterative. în spațiul de lucru bi-dimensional 
metoda câmpului potential pre^entatâ anterior poate fi asociatâ cu metoda retractârii. formele 
potențialului repulsiv formernâ diagrama Voronoi a spațiului liber, iar potențialul atractiv se 
comportâ ca zi o ümcbe beuristicâ ce gbidea-â câutarea di-umului în diagramâ. Dar, deoarece 
cele douâ potentiale simt însiimate într-o funcție totalâ, metoda câmpului potential nu 
restrânge mizcarea robotului doar de-a lungul drumurilor standardizate, aza cum sunt formate 
ele de arcele din diagrama Voronoi.
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8 2.2. i o

0 generalizare a evoluției robotului, fata âe paragraful 8.2. l, în cașul în care spațiul 
configurațiilor 80 este cle forma x 80(bI), impune reâefmirea funcțiilor potential.

8 2.2.1. Lx iivo i mnu

Moțiunile introduse în paragraful anterior pot fi extinse pentru ca^ul general când 80 
este de forma x 8O(>I). Definiția vectorului gradient negativ -VO necesitâ însâ 
specificarea unui produs scalar în spasiul tangent lui 80 sf5). fie (O, cp) o aplicape a lui 80, 
unde:

<si:0S0-»(xi(0),...,x„>^ (8-16)
fie 1 un vector al spațiului tangentfc (80) zi st un m-vectoral componentelor lui t 

în ba^a indusâ de aplicația (O, cp) zi fje O^f configurația deiînitâ de ((x,(0), ..., 
^m(0)) » «s t1si). 8e determinâ derivata direcponalâ a Iui O de-a lungul direcției t datâ de O 
prin D î 0(0). Aceasta este deiînitâ prin urmâtoarea funcție liniarâ în fc (80):

' (8.17)

u-»0 (X
?rin deiînitie, vectorul gradient V 0(0) este acel vector din fc (80) pentru care.

DsO(O)-VO t, Vle^(80) (8.l8)

8e observâ similitudinile cu definiția vectorului fortâ: în timp ce denvata direcponalâ a 
lui O (respectiv lucrul mecanic al forței) este independentâ de alegerea produsului intern, 
reprezentarea vectorului gradient (respectiv a vectorului fortâ) depinde de aceastâ alegere.

8e alege produsul în fc (80) astfel încât p sâ fie o ba^â ortonormalâ. Dacâ tj, i^l,...,m 
simt componentele vectorului t în brun p, atunci:

O(O)-O(x,(O),...,x^(O)),zi: (8.19)

vsv(c)-i:-^(x,(c).....x^(c))t^ (8.20)
i-I ^Xj

.................................................................. '7" 

relație ce coincide eu definipa conventionalâ a vectomlui gradient în spațiul euclidian Ik"
fie V,0(0) zi V2^(0) notatii ale vectorilor gradienti ai lui O pentnl douâ produse 

scalare, fie p, zi P2 douâ ba?:e ale lui I c (80) astfel încât p, zi P2 ^unt ba^e ortonormale când 
este folosit produsul respectiv, fie 6 o matrice (m x m) a aplicațiilor liniare care repre-intâ 
relația dintre m-vectorul st), component al vectorului t efc (80) în p, zi m-vectorul s t b 
component al Iui 1 în P2 fentru orice t efc(80):

(8.22)

(v,v(<^ -- (8 23)
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?imâ data o metrica 6 în 80, kimesia potential atractiv zi câmpul de forte a8ociat pot fi 
definite ca în paragraful anterior prin:

- 1/2 6^a? (c^), uncie 6„^ (O) - 6(0, O^) (8.24)
? â (O) - - V Uâ (O) - - 6«^ (O) V 6«^ (O) (8.25)

In mo6 analog, potensialul repulsiv zi câmpul 6e fotze asociat acestuia sunt:
i s i iV
2 '^(L) 6o) 6(L)<6o

0 6(<2) >6o
(8.26)

k^(O)--Vt^«2)-.
pl —--------1--^-V6(c)
Vâ(O) 60/ 6^ 

o

cl(O) < do

d(0)>do
(8.27)

unde d(0)- min d(0,O).

>Xce8te extinderi de noțiuni au ca rezultat dificultăți de calcul 8uplimentare. >X8tfel, 
pentru o anumita metrica data d, în general nu exi8tâ o metoda 8implâ zi eficienta pentru a 
calcula atât di8tanta d(0), de la configurația O la regiunea O-ob8tacolelor 806, cât zi 
gradientul ei. O metoda practica, de8 utiliratâ, e8te aceea de a defini funcțiile potential atractiv 
zi repul8iv în XV zi de a combina efectele lor în câteva puncte din 8patiul robotului 
^cea8tâ tebnicâ e8te de8cri8â în următoarele doua paragrafe.

8 2.2.2.

fie a,, bl puncte 8electate în /t, unde bl e8te dimen8iunea 8patiului de lucru (daca bl e8te 
3, atunci cele 3 puncte a, ar trebui 8â nu fie aliniate pentru a determina în mod unic 
configurația lui >1). punctele 8unt denumite /-râ/e c/e

pentru fiecare punct 8e va defini un potenpal atractiv di8tinct prin funcpa
XV -> ir, unde:

Va,/ (x) 1 /2^ > x - -lj (O^„ai) 1,^- factor scalar pozitiv (8.28)

fiecare potential induce un câmp de forte - V a8upra 8patiidui de lucru, dar 
numai punctul de control H e8te "8en8ibil" pentru ace8t câmp, fa fiecare configurație O a lui 

forța artificiala f^(0)SR" definita de:

p â' (O) -- - V (Va,/ (x))! . aj« > - - (Sj (O) - gj (Osmal)) (8 29)

e8te exercitata a8upra robotului >X în punctul aj. ^vând produ8ul 8calar în f^(80), putem 
aplica acea8tâ forța într-un vector f ^(0) în 1^(80). forsa totala atractiva în f^(80) e8te:

(8 20)

fie (<^) (aj(O)). 8e poate verifica uzor câ.
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^(c)--vu^(c) (8,zi)
^e^ults o expresie ce reprezint» potențialul atractiv în L ;i anume:

V.,r(c)-Xv^(aj«7)) (8.32)

Oâ (L) produce forța atractiva:

^(L)--VV^(L) (8.33)

Rumânii punctelor aj poate fi mai mic decât ^1, dar în acest ca? specificarea politiei 
fmale a acestor puncte nu determina decât în mod parțial configurata robotului >1 zi deci 
configurația finala re?ultâ sub forma unei regiuni a spațiului 80. vaca mai mult decât un 
punct de control este supus câmpului potential atractiv, atunci definiția anterioarâ a 
potențialului 0^ face ca punctele de control a, sâ concureze pentru a atinge configurația 
finala. Aceasta concurenta poate conduce la minimuri locale ale potențialului total, mai ales în 
pasa)e înguste ale spasiului de lucru. O definiție mai buna în acest ca? ar putea fi:

(8.34)

unde e <l este o constanta po?itivâ.
Aceasta formula corespunde alegerii unui "leader" printre punctele de control supuse 

potentialulm atractiv (în acest ca? s-a ales a,), ve-a lungul traiectoriei generale, acest punct 
"leader" este atras puternic spre po?itia finala, în timp ce constanta mica e lasâ ca orientarea 
robotului sâ fie în principal sub influenta potențialului repulsiv. ?d doilea termen al 
potențialului atractiv tinde de asemenea sâ aducâ robotul spre orientarea finalâ. funcția de 
mai sus vâ dâ re?ultate bune atunci când configurația finalâ este mai degrabâ îndepârtatâ de 
regiunea de L-obstacole, dar pe de altâ parte poate cau?a totuzi un minim local adânc care sâ 
existe cbiar foarte aproape de configurația finalâ.

82.2.Z. irkpm^rv 

In mod similar se poate defini zi calcula potențialul repulsiv. Astfel, pentru toate 
punctele x^>VV, imde este regiunea obstacolelor în >V, se definezte potențialul repulsiv în 
spațiul de lucru prin:

X 2____ l^

2^cl(x)

0

d(x)<do (8.35)

d(x)> do

V^(x)-

unde: r, este un factor scalar po?itiv' d(x) este distanta euclidianâ dintre punctul x zi frontiera 
lui 8; do este distanta de iniluentâ a lui S.

fie H, ) punctele selectate din frontiera robotului >1. -Xceste ()-puncte se
numesc /-/â punctele de control folosite în
definirea potențialului atractiv nu trebuie sâ se afle printe aceste () puncte dezi, acest lucru 
este posibil.

Atunci când robotul este în configurația L, exercitâ o fortâ asupra lui care 
este aplicatâ în punctul H:
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-7-1^---------V6(x)!
äo) !11-

0

<i(^(c»<6
^8.^0)

d(^((^))>do
vacâ F e8te o regiune convexâ ce are trontiera diferenpabilâ pe porpuni, atunci cZ e8te 

diferenpabilâ în 8papu1 8(2)^. vacâ /î nu e8te convex, atunci 8e pote de8compune în 
componente convexe zi 8e poate a8ocia câte un potenpal repul8iv fiecărei componente.

fiină dat un produ8 8calar în ^(80), 8e poate aplica ss^(<2) înti-un vector ? ^,(<^) în 
1^8(1). ?otta repul8ivâ re^ultatâ e8te'

(8.37)

fie (a (d)). 8e poate verifica relapa urmâtoare: ^((^) - -Vv^(d).
^8tkel,

(8.38)

e8te potenpalul repul8iv în (2 care produce torsa repul8ivâ.
?entru a 6 8iguri câ robotul nu poate veni prea aproape de ob8taco1ul A tarâ a 6 

re8pin8, 8e vor combina un nmnâr mic de puncte de control tîxe zi un punct de control variabil 
care depinde de configurația lui punctul de control variabil e8te punctul a' de pe trontiera 
lui care e8te cel mai apropiat de frontiera Iui A în configurația curenta a lui veci el 
e8te 8olupa ecuapei.

min!!a'(O-b!! - min 
beli" " ardeii

(8.39)

porta repul8ivâ care e8te aplicata în a' e8te:

n ---------------------  —---------- V d(x) ° (8.40) 

6(^(c))><Ioo
vacâ atât cât zi 8unt poligoane 8au pobedre convexe (dupâ cum 8e lucrearâ în 

8papul cu 2 8au 3), atunci calculul minimului mm^a((2) - b^, împreunâ cu o perecbe de 

puncte care îndeplinea acea8tâ condipe de di8tanM minimâ, poate fi tăcut în timpul 0(n^ni;), 
unde n^ zi n^ 8unt numârul vârfurilor lui?t, repectiv /Z ^V12^. fotuzi, pentru anumite 
configurapi critice ale lui >t, atunci când o laturâ 8au o fa^â a 8a e8te paralelâ cu o laturâ 8au o 
fatâ a lui /î, di8tanta minimâ e8te atin8â pentru mai mult decât o 8ingurâ perecbe de puncte, ln 
ace8te configuratii, punctul variabil de control a' 8e poate depla8a în mod di8continuu pe 
trontiera lui rezultând o di8continuitate a fottei repul8ive f ^((2). >^ce8t lucru poate cau^a 
generarea unui drum 08cilant. O metodâ de a elimina ace8t dezavantaj e8te aceea de a di8tribui 
forța repul8ivâ a8upra mai multor puncte ^((2) care 8e atlâ printre cele mai apropiate de 
frontiera lui A. pie 8 un a8tfel de 8et de puncte >t(<2) cele mai apropiate de A. vacâ 8 nu e8te o 
mulpme cu un 8ingur element, atunci 8 e8te tîe un 8egment de linie, 6e un poligon, forja 
repul8ivâ poate 6 di8tribuitâ a8upra elementelor extreme ale mulpmii 8, care pot ü capetele 
8egmentului 8au vârfurile poligonului.
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Dacâ >1 zi A nu sunt poligoane eonvexe, atunci ele pot 6 descompuse în doua mulpmi 
de poligoane convexe zi (A). pentru fiecare pereche (>t^, ^) se poate dekni un punct 
variabil de control a'h, ca 6ind punctul din kontiera lui care se aflâ cel mai aproape de 
loate aceste puncte a'h vor 6 în mod simultan considerate puncte de control supuse câmpului 
potenpal repulsiv.

Daca zi S au forme mai complexe, dar pot 6 descompuse în componente convexe 
pot 6 folosite telmicile numerice iterative pentru a calcula distanta dintre^ zi H, 

precum zi o perecbe de puncte allate la distanta data.
8e poate defini câmpul potential repulsiv folosind mai multe puncte de control a'^, câte 

unul pentru kecare perecbe (â, ^i) Dacâ sau sunt strict convexe, celalalt Lind convex, 
zi daca ambele au kontiere diferenpadile pe porpuni, atunci a'^, este unic deknit zi deci forsa 
repulsiva exercitata în punctul de control varia^â în mod continuu.

8.3. DL capriț.
- oriioev

In continuare vor 6 descrise câteva tebnici simple de planificare a mizcârii utilizând 
câmpul potenpal deknit anterior, In principiu, aceste tebnici nu se referâ la o tuncpe potenpal 
specikcâ, deci sunt aplicabile atât pentru funcpile potenpal descrise în cele douâ paragrafe 
anterioare, cât zi pentru alte kmcpi potenpal.

ln conceppa sa originalâ, metoda câmpului potenpal pentru generarea mizcârii constâ 
în considerarea robotului ca o particulâ unitarâ atlatâ în spațiul configuratilor, care se 
deplasea^â sub influenta forței -VO. ka kecare nouâ configurate (^, forsa ?(d) 
determinâ accelerapa particulei, vitera zi directa de deplasare. Lunoscând ecuapa dinamicâ a 
tnizcârii robotului se pot calcula forțele zi momentele care ar trebui sâ acponere asupra 
iîodotului pentru ca acesta sâ se comporte ca o particulâ. Aceste forte/momente vor fi trimise 
ca zi comenzi servo-controlerului robotului ^8^, ^5^, ^15f

Z^cest mod de a utiliza funcpa potenpal este aplicabil pentru generarea în tmp real a 
traiectoriei de mizcare, tind potrivit atunci când obstacolele nu sunt cunoscute ca zi 
repartizare zi intuenM asupra mizcârii, ci sunt detectate pe parcursul destazurâii acesteia. 
Dacâ este disponibil un model aprioric cunoscut al obstacolelor, atunci metoda pre^entatâ 
poate 6 folositâ pentru a simula mizcarea particulei, dar în acest ca^ existâ metode de 
planificare a mizcârii mai simple zi mai eficiente, de asemenea folosind câmpul potenpal.

!n continuare se prermtâ câteva astfel de tebnici. ?rima dintre acestea (8.3. l) 
generea^â o cale prin câutare "în adâncime" (deptb-krst planning) ^V5^, tarâ a reveni din 
câutare. ka fel cum este metoda on-line a câmpului potenpal, zi metoda deptb-lîrst planning 
poate 6 foarte rapidâ dacâ i se apbcâ condipi favorabile, dar poate de asemenea sâ se 
blocbere într-un minim local al kmcpei potenpal. doua tebnicâ (8.3.2) operearâ prin 
câutare "pe nivel" (best-iirst planning), eliminând minimurile locale prin "umplerea" lor. -V 
treia metodâ (8.3.3) prerentatâ constâ în optimizarea tuncpei construite din integrarea 
potenpalului de-a lungul unei traiectorii complete între configurapa inipalâ zi cea tînalâ.
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8.A.I. "1^ (VLkHI - kl^^6)

-^ceastâ tebnicâ construiezte un drum ca recultat al unor segmente de drum succesive, 
începând de la configurația initialä zi terminând în coniiguratia finalä fiecare 
segment este orientat de-a lungul vectorului gradient negativ al iuncpei potential, calculat în 
configurația atin8â de 8egmentul anterior. Amplitudinea 8egmentelor e8te alea8â astfel încât 
ele 8â râmânâ în spațiul lider zi 8â nu depâzeascâ barierele de potential impu8e de O-obstacole.

pic dj zi originea zi re8pectiv extremitatea celui de-al /-lea 8egment al traiectoriei. 
?ie x^(Oj), ) l, ..., m coordonatele lui Oj într-o aplicație (O, cp). 8e poate defini produ8ul 
8calar în spațiul tangent ^(80) a8tkel încât baca ß indu8â de acea8tâ aplicape în 1^(80) sâ 6e 
ortonormalâ:

(8.41)

8e noteacâ componentele vectorului unitar t(O^) în P prin tj(^j).

Coordonatele în coniigurapa atin8â de robot la cea de-a /-a iterape în (O, (p) sunt:

Xj(c^i) - x/Oj) 8itj(dj) (8.42)

unde 8j este lungimea celui de-al /-lea increment (mâsurata cu metrica euclidiană din k").
8egmentul e8te imaginea inver8â în 80 a 8egmentului de dreapta ce unezte 

(p(Oj) cu cp(Oj>i) în ir" ve exemplu, dacâ^ e8te un obiect plan, care 8e deplaseacâ în 
atunci 8e poate parametrica orice configurație O prin:

(xi, X2. Xz) - (x, X, 9)S^ X ^0,27r), (8.43)

Unde xzi 8unt coordonatele punctului de referind al lui în O zi O e8te ungbiul (modulo 2?r) 
dintre axele ab8cÎ8elor 8Î8temelor de referința zi atazate lui V/ zi respectivi. Astfel:

Sx
V(^i)-V(ci)^S^(x,v,6) (8.44)

Sv
6(c^)-6(c^s^(x,v,s)

?entru a normabca depla8area de-a lungul axei 9 relativ Ia deplasarea de-a lungul 
axelor x zi x, se poate parametrica O prin (x,^, (p)S^ x ^0,27cr), prin transformarea (p^, 
unde r max !! - a!! e8te distanta maxima dintre punctul de referința zi frontiera lui >1.
Kecultâ:

(p(Oj^i) (p(0j)-^8j — (x,>,(p)mod27rr
cxp

(8.45)

sau în mod ecbivalent:
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- 6(<2j)-^—^(x,^,9r)mod27r (8.46)
r äp

In alegerea unei valori pentru 8j intervin eâteva con8ideratii importante. In prunul rână, 
8j ar trebui 8â fie 8u6eient de mic pentru ca atât direcția forței cât zi de8compunerea direcpei 
m 8i8temul de coordonate locale 8â aida 8en8 pentru 8egmentul în mod normal, 8j 
e8te luat egal cu un increment dat 8, cu excepția calului când apar alte condisti 8uplimentare 
care nece8itâ un termen 8j mai mic.

Incrementul 8j ar trebui de a8emenea ale8 8ukicient de mic pentru a evita orice coliziune 
a 8egmentului cu krontiera d-ob8tacolelor. 8e pre8upune câ 8j e8te egal cu o con8tantâ 
8. Mizcarea din configurasta în poate ti exprimata ca zi o mica rotatie în)urul originii 
0/, urmatâ de o mica 1ran8lape. punctul robotului care 8e depla8earâ cel mai mult în timpul 
rotapei e8te punctul a^9>X (aparstne fronsterei lui care e8te cel mai depârtat de O^. ?ie 
lungimea ace8tei di8lante zi fie lungimea tran8latiei. 8uma ^1^2 e8te o limitâ maximâ a 
depla8ârii punctului robotului în timpul inizcâni de Ia dj Ia Dacâ e8te mai micâ decât
minimul di8tantei de 1a^4 la O-ob8tacole, atunci 8egmentul e8te garantat câ râmâne în
8pastul liber. Mittel, trebuie alea8â o valoare mai micâ pentru 8j, de exemplu 8/2 zi apoi 
verrticatâ din nou condiția de coliziune.

!n final, valoarea incrementului nu ar trebui 8â conducâ la depâzirea conLgurapei 
finale. ?re8upunând câ aplicapa (O, cp) Io1o8itâ în permite de a8emenea aplicapa în ar 
trebui 8â 8e aleagâ 8j mai mic decât di8tanta euclidianâ (în dintre aplicațiile cp((^) zi 
^(^Lnsl)-

în concluzie, tebnica pre^entatâ urmea^â cea mai apropiatâ de8creztere a câmpului 
potenpal pânâ Ia atingerea configurației finale. lotuzi, metoda 8e poate bloca într-un minim al 
potențialului, altul decât cel final (6g.8. 1).

pig.8.1. ?otenpalul atractiv 
atrage traiectoria robotului într-o 
concavitate a unui (2-ob8taco1. Da o 
anumita configurape <2,«, forja 
repul8ivâ generatâ de Oob8tacol 
anulearâ total forța atractivâ generatâ 
de (3^. Configurația 8tabilâ creatâ e8te 
un minim local al funestei potenstal 
totale

Iratarea minimului local în cadrul metodei de planificare a mizcârii
nu e8te facilâ. I^lai întâi trebuie recuno8cutâ 8ituasta de atingere a unui minim local. 

Deoarece mizcarea e8te di8creti^atâ, planiLcatorul nu 8e oprezte de obicei exact în 
conLgurasta cu forjâ nulâ; dimpotrivâ, 8e generearâ în mod tipic anumite O8cilapi în )urul 
ace8tei configurasti. -^ce8te O8cilapi pot 6 detectate prin verificarea dacâ mai multe 
configuratii 8ucce8ive nu 8unt prea apropiate între ele. In al doilea rând, plamücatorul de 
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mizeare trebuie sâ elimine minimul local. O teknicâ simpla âe rezolvare presupune impunerea 
unei mizcâri de-a lungul unei anumite direcții cu o distanfâ convenabila zi apoi reluarea 
algoritmului / de generare a drumului pornind de la acea noua conügurape.
O posibilâ direcție pentru a tace acest pas suplimentar o poate constitui orice tangentâ la 
curba ecbipotenpalâ repulsivâ in acel minim local, ^cest lucru corespunde unei mizcâri 
repetate indurui obstacolelor care creea^â un minim problematic.

O metodâ mai sistematicâ de a trata minimul local constâ in reprezentarea drumului 
generat sub forma unui graf ale cârui noduri sunt configurațiile Oj Aceasta reprezentare 
conduce Ia o altâ metodâ de planificare.

8.3.2. "kL (NL8^ -

8e presupune câ se trasea^â peste spapul conLgurapilor 80 o grilâ regulatâ, notatâ cu 
806 866 poate 6 debnitâ considerând un sistem de coordonate pe spapul 80 zi
discreprând fiecare din cele /?? axe de coordonate. Oe exemplu, dacâ este un obiect care se 
deplasearâ liber in spapul grila constâ in coukgurapile suprapuse (b^ö^ , l^6o),
unde zi 6 este exprimai in modulo 2n. Incrementul ungbiular 50 este o ^acpe
intreagâ a lui 2?r. (Oa zi in paragraful anterior, se poate folosi mai degrabâ (p -- Or decât 0 
pentru a treia coordonatâ, pentru a normaliza scara axei ungbiulare relabv la axele de 
translape).

piind datâ o configurape O in grila m-dimensionalâ 806, cei p vecini ai acesteia (unde 
1<p<m) sunt definip, ca toate configurabile din grila 806, care au cel mult p coordonate 
diferite de cele ale configurapei O, valoarea diferenței fiind cbiar valoarea absolutâ a 
incrementului cu care s-a discreb^at mizcarea (evident cu aplicapa modulo 2?r pentru 
incrementul ungbiular). Deci sunt (2m) 1-vecini, (2n?) 2-vecini, ..., zi (3^-1) m-vecini. In 
acest paragraf se considerâ câ douâ confîgurapi din 806 sunt vecine dacâ zi numai dacâ ele 
Sunt p-vecine pentru o valoare p datâ pe^fmf In practica, se poate considera p 1 sau 2. In 
plus, pentru a simpliLca prezentarea, se fac urmâtoarele presupuneri:

«O^ Zi O^ sunt conLgurapi în 806'
«dacâ doi vecini din 806 sunt în spapul liber, segmentul de dreaptâ ce îi unezte în k" 
se aflâ de asemenea în spapul liber-
«grila 806 este limitatâ zi formea^â un rectangloid (acest lucru se obpne prin 
limitarea mulpmii porțiilor posibile ale obiectului Ia o formâ rectangularâ).
planificarea prin metoda /-Za/rn/nF constâ în construirea iterativâ a unui

arbore 'f ale cârui noduri sâ fie confîgurapi în 806. Kâdâcina arborelui este 03 becare 
iterape, algoritmul examinearâ vecinii ramurii arborelui 'f care au cea mai micâ valoare de 
potenpal, retine vecinii care nu sunt de)a prerenp în arbore zi pentru care funcpa potenpal este 
mai micâ decât o valoare 1^1 (se presupune câ potenpalul 0(0) este astfel definit încât crezte la 
infinit când O se apropie de regiunea O-obstacolelor zi este inLnit când 0^806). în 
continuare, algoritmul instalea^â vecinii repnup din grilâ în arbore ca zi succesori direcp ai 
ramurii considerate. -Algoritmul se terminâ când a fost atinsâ conLgurapa finalâ (succes) sau 
când toatâ submulpmea 806 a confîgurapilor accesibile din O^il 3 fost cercetatâ (ezec). 
piecare nod al arborelui I' are un indicator câtre pârintele sâu. Dacâ s-a a)uns la conLgurapa 
finalâ, atunci se generea^â un drum prin urmărirea acestor indicatori de la O^ la O^.
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?rocedura ^IV e8te o exprimare tormalâ a metodei de planrbcare "pe nivel". ?e lângâ 
arborele 1, IVV utili^ea^â o 1i8tâ 0I81-V care contine ramurile Iui 1 8ortate cu criteriul 
crederii valorii iunctiei potential. l^I8^ 8uportâ următoarele trei operatii: ?Kl^1(^I8^), 
care elimina cordîgurapa din 0181^ care are cel mai mic potential, II^8LK1(0, 0181^), care 
adaugâ conti guratia O în 0I8"s>^ zi VIO(^I8^^), care retumearâ adevârat (8au tal8) daca 
1d81^ e8te vidâ (8au nu).

procedure I^lV;
begin

in8tall O^ în 1; Initial 1 e8te vid^
018^); ^marcbea-â nodul parcur8^

^initial toate conjurațiile din 800 8unt marcate neparcur^
8ucce8 <- fal8e;
v/bile 1^01 VlO(OI8I^) and 1^01 8ucce8 do 
begin

O <- ?KI^(018^);
tor ever^ 0' in 800 do
^0' e8te vecin pentru O^

rf O(O') < IVl and 0' neparcur8 tben 
begin

in8tall O' în l' cu indicator 8pre pârinte 
^8LKI(0', 0181^);
marcber 0' parcur8
if0' tben 8ucce8 <- true;

end­
end'

i5 8ucce8 tben
rezultatul 8e 8crie ca o traiectorie de la O^ la Oj„jl 
în arborele 1", tolo8ind indicatorii 8pre râdâcinâ. 

el8e return "ezec";
end;

^cea8tâ procedura urmeara o aproximare decreta a vectorului Gradient negat al 
kunctiei potential pana când 8e atinge un minim local. Atunci când 8-a ajun8 la un minim, 
algoritmul procedearâ Ia "umplerea" ace8tuia pânâ 8e atinge un punct unde 8e ie8e din 
regiunea criticâ din vecinătatea minimului local.

Algoritmul garantea^â întoarcerea unui drum liber daca exi8tâ vreunul în 8ubmulpmea 
grilei 800 8au raportea^â ezec în car contrar. ?ie 0(r) numărul punctelor discreti^ate de-a 
lungul Lecârei axe de coordonate, ^lârimea lui 800 e8te O(r^). 1^18^ poate 6 reprezentata 
ca un arbore binar, a8ttel încât Lecare operație de tip ?KI^I 8au Il^8LKI 8â ocupe un timp 
logaritmic pentru a rerolva bI8^/^ timp care e8te în cel mai râu ca^ egal cu O(r^). 
Oomplexitatea temporalâ a procedurii l^lV e8te deci 0(mr^ log r) sO5^.
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In majontatea timpului, procedura ^IV va cerceta doar o mica 8ubmultime a grilei 
800, zi deci este preferabil 8â nu 8e reprezinte explicit grila printr-o matrice mare zi 8â nu 8e 
marckere locațiile ca parcur8e 8au neparcur8e. în 8cbimb 8e reprezenta doar configurațiile care 
8e aflâ în arborele 'f. -Vpoi, în loc 8â 8e verifice dacâ o configurație 0' e8te parcur8â 8au nu, 8e 
va 1e8ta doar dacâ acea8ta 8e atlâ în arborele ?. Memorând configurabile din ? într-un arbore 
binar 8ortat dupâ coordonatele configurațiilor, 1e8tul va ocupa acelazi timp logaritmic O(r^). 
^cea8tâ modificare crezte puțin timpul de execuție al algoritmului, îi 8cade viteza (farâ a 
modifica complexitatea 8a a8imptobcâ), dar reduce 8papul de memorie nece8ar. ve L8emenea, 
1e8tul face po8ibilâ rularea algoritmului zi în carul unei grile nelimitate (dar atunci exi8tâ 
rÎ8cul ca zi timpul de execuție 8â fie infinit).

?rocedura ^IV e8te pracbcâ doar pentru ca^ul când m e8te mic, de exemplu mai mic 
decât 5. în ca^ul unui obiect liber într-un 8patiu bi-dimen8Îonal (m e8te 3) algoritmul poate 
duce la o rezolvare foaire rapidâ zi 8igurâ a grilei de dimen8iune 256^ ^84f procedura poate b 
facutâ mai rapidâ (ca zi timp mediu) prin utilizarea unei grile cu re-olupe variabilâ. var atunci 
când /?r devine foarte mare, umplerea minimurilor locale nu mai e8te reali^abilâ (numărul 
configurațiilor di 8 crebrate aflate în regiunea criticâ a minimului local crezte exponențial cu 
dimen8iunea m). în a8tfel de caruri, cu /-r mare, 8e utili^ea^â în general alte metode de 
planificare, de exemplu planificarea aleatoare.

8.3.Z.

O altâ metodâ de planificare a mizcârii folo8ind câmpul potenpal con8tâ în con8truirea 
unei functionale 3 a unui drum r zi optimizarea ace8tei functionale pentru toate drumurile 
pO8ibile ^85^. ve exemplu, dacâ O e8te o funcție potențial care e8te definitâ în întregul 8papu 
âl configurațiilor, cu valori mari în regiunea Oob8tacolelor zi valori mici în 8patiu1 liber, o 
^08Îbilâ definiție pentru f ar fi urmâtoarea'

7(i)^j^(s))âs-i-j — cis (8.47)
O o!!d8II

8copul primului termen din expresa lui 3 e8te de a face ca prin optimizare 8â 8e 
producâ un drum liber. -VI doilea termen al expresei lui I e8te optional zi are drept 8cop 
producerea unor drumuri mai 8curte. ve fapt, orice alte obiective pot fi codificate în acea8tâ 
formâ. Optimizarea funcționalei 3 poate ti facutâ folo8Înd metode 8landard de calcul 
variaponal.

Dezavantajul major al metodei de planificare variaponalâ e8te, la fel ca zi la metoda 
p08ibilitatea de a 8e bloca la atingerea unui minim local al Iui 3 care nu 

core8punde unui drum liber. în plu8 optimizarea funcționalei 3 8e efectuea^â pe8te un 8papu 
de dimen8iune mare (egalâ cu numârul configuratilor dintr-un drum) zi poate L foarte grea.

Avantajul ma)or al ace8tei metode e8te faptul câ permite 8â Le codibcat în corpul 
funcționalei 3, 8ub forma unui termen al aceleia, orice criteriu 8up1imentar care e8te impu8 
traiectoriei.
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8.3.4. knzcänn iâi novoi m> kiM ivwiov^ eäki^Di kornvsi^

kentru a genera mizcarea unui robot bp mazinä 8-a modelat inai întâi aeest robot printr- 
un obieet rectangular care 8e mizcâ într-un plan, Mizcarea robotului e8te 8upu8â diferitelor 
re8trictii cinematice, re8pecbv dinamice. ?entru a 8imula generarea mizcârii ace8tui robot a 
fost elaborat un program ba^at pe metoda deptb-fîr8t planning prezentata în paragraful 
(8.3.1)^017^. Algoritmul de planificare conceput generearâ O-ob8tacolele, calculea^â forțele 
atractiva, re8pecbv repul8ive pentru fiecare configurație, con8truiezte 8egmentele de traiectorie 
pornind din configurația inițiala zi terminând în cea finalâ, verificâ re8tricbile neolonome la 
care e8te 8upu8 robotul zi modificâ valorile parametrilor din expre8iile potențialelor atractiv, 
re8pecbv repul8iv, pentru optimizarea traiectoriei obținute ^017), ^111), ^052).

8.3.4.1. noironn^i ri?

Kobotul tip mazinâ poate fi modelat ca un obiect rectangular care 8e mizcâ într-un 
plan. 8pabu1 configurațiilor 8ale e8te 80 ^x8^. Oin experiența 8e cunoazte câ, într-un
8pabu de lucru gol, un mobil poate avea orice politie zi orice orientare. Deci, 8pabu1 
configurațiilor robotului are trei dimen8iuni, douâ core8pun?â1oare tran8labei zi una 
core8pmrLâtoare rotabei. 8e poate reprezenta configurata robotului ca: (x,^,9) ^041^, ^5^, 
unde x zi 8unt coordonatele punctului de mijloc dintre cele douâ roti din 8pate (x,^)E 
iar 9S^9,2?r) e8te ungbiul dintre axele x ale 8i8temului de referinM (.8) atazat robotului zi 
8i8temului de referintâ (^o) atazat 8pabu1ui de lucru (Lîg.8.2).

Dacâ 8e con8iderâ contactul dintre frecare din roti zi teren ca o ro8togolire purâ între 
douâ corpuri rigide, atunci, punctul de mijloc K (originea Gemului de referind atazat 
robotului) de8crie o curbâ (c), când robotul 8e mizcâ în plan, care trebuie 8â fie tangenta la axa 
^rincipalâ a mobilului. -^8tfel, mizcarea mobilului e8te con8trân8â de ecuația:

-X8in9-!->c089 - 9 (8.48)
care e8te o re8tricbe neolonomâ. ?entru fiecare conbgurabe (x,^,9), impunem câ vitera 
(x,j^,9) 8e aflâ într-un 8ub8pabu vectorial bi-dimen8ional al 8pabu1ui tangent. Impunând 
reprezentarea 8pabului tangent (x,>,9)la reprezentarea (x,^,9) a 8pabu1ui conbgurapilor 
mobilului, 8ub8patiul vitezei poate 6 reprezentat ca un plan perpendicular pe palnul (x,^) eare 
8e proiectearâ de-a lungul axei principale a robotului. Iraiectoria (c) parcur8â de mobil în 
8pabu1 (x,^,9) e8te local un belicoid.

pie (h ungbiul dintre axa principalâ a robotului zi vectorul vite^â a punctului de mi)loc 
dintre cele douâ rob din fasâ. 8e numezte eo/Tc/rvea/s/- zi trebuie 8â 8av8facâ 
urmâtoarea re8tricbe:

^<<^<"/2 (8.49)

punctul de mi)1oc dintre cele douâ rob din 8pate trebuie 8â urmele o curbâ a cârei rarâ 
de curburâ e8te bmitatâ 8uperior de ecuația:

— (8M
pmin
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Vectorul viteza (x,^,9) al maziniî a cârei ra^â âe întoarcere este limitatâ inferior âe 
pâ>0 verificâ'

(8.51)

kig.8.2. Kobotul tip mazinâ moâelat ea un obieet rectangular eare se mizcâ în plan

?roblerna âe planiLcarc este speciLcatâ prin conLgurapa (x^^,^t,6imt) zi prin 
configurapa finalâ (x5i„3i,^6n2i,0ün3i). Ostiei, âânâu-se o porție inițiala (xjm,)^) zi o porție 
Lnalâ (xf„^,^„2i), trebuie sâ se calculele o traiectorie semilibera eare eoneetearâ configurația 
inițiala âe cea finalâ, astfel încât orientarea vectorului tangent Ia traiectorie în configurația 
initialâ, respectiv finala, sâ fie dmu, respectiv 0^. pentru a putea âetermina o traiectorie liberâ 
trebuie sâ se determine în prealabil Oobstacolele. veci, mizcarea robotului trebuie sâ respecte 
âouâ restricții neolonome:

-x8in9-»->co89-0 zi x"-i-> 0 (8.52)

8.Z.4.2.

8papul âe lucru al robotului este populat cu obstacole (obiecte L^ice). Kobotul trebuie 
sâ înâeplineascâ o anumitâ sarcinâ, aâicâ sâ execute anumite mizcâri în spapul sâu âe lucru, 
printre aceste obstacole, fiecare obstacol âin spațiul âe lucru âeterminâ în spapul 
conLgurapilor 80 o regiune 806j Numitâ O-obstacol:

806j - (0^80 / ^(O) 0)) (8.53)
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Keuniunea tuturor L-obstacolelor formearâ regiunea L-obstacolelor 8L8. ?1aniücarea 
inizcârii robotului în spațiul âe lueru este eebivalentâ în acest moment eu planiLcarea mizcârii 
originii sistemului âe referința atazat robotului în 808.

?entru planificarea mizcârii robotului tip mazinâ s-a folosit metoda deptk-brst 
planning. traiectoria obtinutâ este produsul unor segmente succesive, pornind clin L,^ zi 
terminând în ?entru a reduce numărul zi mârimea minimurilor locale ale funcției 
potential s-a folosit un potential atractiv cu simetrie sfericâ în ^urul conLguratiei 6nale zi 
potentiale repulsive eliptice. Oontururile ecbipotentiale atractive sunt cercuri cu centrul în 
OjM, iar în intenorul ^onei de influentâ, ecbipotentialele repulsive sunt "dreptungbiuri cu 
colturile rotunjite".

Distanta dintre liniile ecbipotentiale repulsive poate 6 stabilitâ în funcție de precizia 
doritâ. ?rogramul permite modificarea constantelor zi zi calculearâ: funcția potential 
rezultant (în funcție de 8^), matricea gradient, versorul segmentului sL.L,. ib coordonatele 
punctului Oj.i în funcție de Lj Laicului se repeta pânâ când Lj,i este configurația fmalâ 
Lgn3i.

In figurile 8.3-8 7 sunt prezentați păzii algoritmului de planificare:
- figura 8.3 pre^intâ spațiul de lucru populat cu obstacole;
- figura 8.4 prezintă potențialele repulsive generale de L-obstacole;
- figura 8.5 prezintă potențialul atractiv generat de Ls^;
- figura 8.6 prerintâ potenpalui total ca sumâ între potențialul atractiv zi cele repulsive;
- figura 8.7 prezintă traiectoria obtinutâ.
!n fiecare configurație trebuie îndeplinite restricțiile neolonome prezentate în 

paragraful precedent.

kig.8.3. 8papul de lucru populat cu obstacole kug.8.4. ?o1enpalele repulsive
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8.4. LIMONII

In literatura äe specialitate au lost prezentate mai multe tipuri äe funcții potential, 
altele decât eele prezentate m subcapitolele anterioare. Oele mai interesante äintre acestea 
urmăresc unul âin următoarele âouâ scopuri:

* comportamentul dinamic local al robotului âe-a lungul drumului generat;
«reducerea numărului de minimuri locale zi/sau a mărimii câmpului de atracție 
generat de acestea.
?rimul scop este important când metoda câmpului potential este utili-atâ la 

generarea on-line a drumului, sau cu ajutorul metodei "în adâncime" (dezi în al doilea 
ca-, drumul poate 6 îmbunâtâtit în păzi recursivi).

vna dintre funcțiile propuse este "câmpul potential generalizat" (X221 care este o 
funcție de configurația robotului zi de viteza acestuia. La este în aza fel construita încât 
robotul este respins de către obstacol doar dacâ acesta se apropie de obstacol zi vite-a sa 
este îndreptată înspre obstacol, vacâ robotul se mizcâ paralel cu obstacolul, nu este 
respins de acesta.

vtili-ând o idee similarâ, se poate descrie o metodâ de planificare ce constâ în 
minimizarea unui criteriu pâtratic supus unor restricții liniare, ^ceastâ minimizare 
împinge robotul spre configurația fmalâ, în timp ce fiecare restricție îndepârtea-â robotul 
de obstacol, când mobilul se aflâ în apropierea obstacolului zi se deplasea-â spre acesta. 
?roblema cu care se confruntâ metoda constâ în prezenta minimurilor locale.

In continuare se vor prezenta rezultatele teoretice zi experimentale ale definirii 
unor funcții potential "bune", având niciunul sau doar câteva minimuri locale.

l^lumârul minimui-ilor locale nu este singurul criteriu de mâsurâ a calitâpi tuncpei 
potenpal. On alt factor critic este mârimea domeniului de atracție a acestor minimuri. O 
telmicâ de câutare ar putea scâpa karâ dificultate din minimurile locale mici, dar s-ar 
putea bloca într-unul mai mare, 
i

8.4.1. VL VL

veorece minimurile locale, altele decât configurația fmalâ, sunt cau-a majorâ a 
ineficientei metodelor câmpului potential, definiția funcției potențial nu este impusâ ca o 
formulare originalâ a problemei de ba-â a planificârii mizcârii. Astfel, o problemâ 
importantâ este urmâtoarea: /-â/u/â r/7re/ /-sieM/a/ v:8Oijbes-»k,
<777 /n/>///??/7/ M dsmsi, c// câ'/ L/o/?re77/r7 c/c c7/^c//c /âr/c/e />/^ec7^a ^r7/)/7rr7////7re 77 //// 80^ 
w/?ee/c7/ (7/7 o^.^? o astfel de funcție, dacâ existâ, se numezte "funcsie de navigație 
globalâ". vacâ ea poate 6 construitâ, atunci prin generarea drumului "în adâncime" va 6 
garantatâ atingerea Of^, ori de câte ori 0^^ zi O^^i aparțin aceleiazi submultimi conexe 
a lui 80^,- zi ezuea-â în ca- contrar.

In general, în prezenta O-obstacolelor, când 80ijbe5 este strict continui în 80, 
Lunctia de navigație globalâ nu existâ. ^lai mult, dacâ 80 zi dacâ în 80 se aflâ § 
(q>0) O-obstacole disjuncte, atunci funcția potential O trebuie sâ aibâ cel puțin § puncte 
singulare tip "za".

In orice ca-, nu par a exista obstrucții topologice în existenta unei funcții potential 
analitice cu minimul în O^ al cârei domeniu de atracpe include întreaga submulpme a 
spațiului 80^ conex cu O^, cu excepția unei mulțimi de puncte de mârime -ero care 
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suni punctele "za" ale Aureliei potential. Geeste punete sunt contigurapi äe ecbilidru 
instabil, iar orice äeviatie aleatoare uzoarâ permite planificatorului sâ evaäe?e âin ele.

O astfel äe lunctie potential se numezte "funcție äe navigație globala 
aproximativă". In continuare ea va 6 numita simplu, funcție äe navigație.

Daca 80 - zi âacâ toate O-obstacolele sunt regiuni sferice disjuncte, atunci se 
poate âefmi o funcție äe navigație O utib?ânâ formula âata în subcapitolul (8.3.2), ca zi 
suma âintre potențialul atractiv äe forma pâtraticâ zi potențialul repulsiv, general äe 
fiecare O-obstacol, cu äistanta äe influeniâ âo mai mica âecât minimul )umâtâtii âistantei 
minime âinlre oricare âouâ O-obstacole zi äislanla äinire Of,nai ?i cel mai apropial 0- 
obsiacol.

Lineînteles, problema conslâ în generalizarea aceslei construcții specifice la 0- 
obslacole cu alle forme, fin proceâeu ar fi âeformarea neleââ a O-obstacolelor complexe 
în forme sferice, înir-aâevâr, âacâ O esle o funcție äe navigație peste zi 
este un äiieomorlism, atunci U Uo o este äe asemenea o funcsie äe navigație ?rin 
urmare, problema conslâ în construirea unui äifeomorfism o care âeformea?â mulțimea 
âatâ a O-obstacolelor într-o mulțime äe regiuni sferice.

8.4.2.

Oezi pare âificilâ construirea unei funcții analitice äe navigație peste un spațiu 
liber al unei geometrii arbitrare, calcularea unei funcții numerice äe navigație peste 
reprezentarea spațiului configurațiilor sub foiniâ äe grilâ pare a simplifica problema .

In continuare vor ti äescrizi âiferiti algoritmi propuzi în ^84^ pentru calcularea a 
âouâ astfel äe funcții äe navigafie (8.4.2.1 zi 8.4.2.2). -Vcezti algoritmi sunt eficienp cană 
âimensiunea spațiului configurațiilor este micâ (m 2 sau 3) zi timpul äe calcul este 
inäepenäent äe geometria spațiului liber, âar viteza lor scaâe cană m crezte. Ou toate 
acestea, cană este mare, acezti algoritmi pot A încâ utilirati la generarea unui câmp 
potential cu proprietâti "bune".

8.4.2.1 VL

8e consiäerä âiscreti?area lui 80 într-o grilâ rectangularâ 800. fiecare 
configurație âin 800 va fi notatâ "0" âacâ se aflâ în spapul liber zi "1" în ca? contrar. 
8ubmultimea configurațiilor notate "0" este âenumitâ 800^. 8e presupune câ Oj„jusi ?i 

8OOljtx;^.
0 funcție äe navigație o este âisiania (äistanta "I^lanbattan") la o^nai în 

800^. 8a poate A uzor calculatâ utili?ânâ algoritmul n/n/n/c»/?" ^84j
(expansiunea frontului äe unââ). în priinul rână, O O! ^poi, O - 1 la fiecare 1- 
vecin al lui 0s.„2i în 800 (se presupune câ äistanta äinire äoi 1-vecini în 800 este 
normab-atâ la 1); O 2 la fiecare 1-vecin al acestor noi configurații (âacâ acesta nu a 
fost calculat anterior), etc. -Algoritmul se terminâ cână toatâ submulsimea grilei 800,^ 
accesibilâ âin 0s,„2i a fost exploratâ complet.

8igura 8.8 ilustrea?â păzii algoritmului cână 80 zi grila are âimensiunea 64^.
se aflâ în coltul stânga sus al grilei, bigurile 8.8.a - 8.8.g aratâ âiferite stâri ale 
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expansiunii trontului unciei, liniile âe front sunt contururi eclnpolenpale ale potențialului 
O calculat âe algoritm. figura 8.8.b arata drumul cel mai abrupt urmat âin Oim^- Aceasta 
este cea mai scurta cale (pentru distanta f^ âin 806) âintre zi

Algoritmul calculea^â O âoar în submultimea conexa a lui 8OOijbo5 ce conține 
Osmâi- veci, âacâ 0(0^^) nu a tost calculat âe algoritm, se poate zti imeâiat câ nu exista 
un ârum liber ce unelte âe O^ Ia revoluția grilei. 0 expresie simplitîcatâ a 
algoritmului descris mai sus este urmâtoarea:

proceâure l^fl;
begin

for ever^ O in 800,^ âo 0(0) <— este cel mai mare numâr^
0(0^)<-0;
insert ^ii Oo,

i 0,1,... este o lista a configurațiilor inițial goalâ^
tor i^0,1,... until O is empt^ âo
tor ever^ O in fj do
tor ever^ 1-neigbbor O in 800ijber âo

ifv(O')-^ tben 
begin

v(0')<-i>1;
insert O at tbe enâ off^i 

end;
enâ;

Viteza algoritmului este liniara cu numârul configurațiilor âin grila 800 zi este 
inâepenâentâ âe numârul zi forma O-obstacolelor.

8.4.2.2 .n i)L riL

vn dezavantaj al funcției âe navigație calculatâ cu proceâura blf1 âin subcapitolul 
precedent este câ generea^â drumuri care în general trec foarte aproape de O-obstacole. In 
scbîmb, funcția de navigație îmbunâtâtitâ calculatâ în continuare generea^â drumuri ce 
trec cât mai departe posibil de O-obstacol, dar lungimile f^ ale acestor drumuri nu vor 
mai fi minimale, funcpa de navigație îmbunâtâptâ este calculatâ în trei păzi. In primul 
pas se extrage o submultime 8 (m-l)-dimensionalâ a grilei 800,^ numitâ ^poi, 
în al doilea pas, funcția potential O este calculatâ în 8, iar în al treilea pas O este calculat 
în restul grilei 800^.
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(2) (b)

(c)

?ig.8.8. Oalculul ümctiei de navigație utilizând procedura
(algoritmul "wave^ont expan8ion") când 80 - mtr-o grila 64 x 64
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l Pâlcului 8cbeletului. di8tanta l^^, di(P) de Ia frecare configurație Le800^ 
pânâ la regiunea P-ob8tacoIeIor este calculata cu algoritmul "wavetroul expan8ion" 
începând cle la trontiera Iui 8P0ij^. ^cea8tâ frontiera e8te con8truitâ în liniile 5-10 ale 
procedurii 1.1 date mai)o8.

?rocedura următoare calculearâ aplicația di pe8te grila 806^'

1. procedure 1.1;
2. begin
3. for ever^ P in 8P6,jbe5 do 0(P) <—IVl' ^IVI e8te cel mai mare numâr)
4. i 0,1,..., e8te o Ii8tâ a configurațiilor, initial goalâ)
5. for ever^ P in 8POiibc5 do
6. if exi8tâ un 1-vecin P' al Iui P în 8(^0,^ tben
7. begin
8. di(P)<-0;
9. in8ert P at tbe end of 1.o;
10. end'
11. for i 0,1,..., until is empt^ do
12. for e ver^ P in Pj do
13. for ever^ 1 -vecin P' of P in 8POukc5 do
14. ifd,(P')-IVltben
15. begin
16. di(P')<-i-i-1;
17. in8ert P' at tbe end of bj» i'
18. end'
19. end'

In paralel cu calculul aplicației d, 8e con8truiezte 8ubmulpmea 8 (m-1)- 
dimen8ionalâ a lui 8P6ijbe5 formata din configurațiile în care "undele" (Ii8tele din 
procedma de mai 8U8) inter8ectearâ frontiera lui 8P0ljbcr. >^cea8ta 8e realirearâ nu numai 
prin propagarea valorilor Iui di, dar zi a punctelor din frontiera di8cretiratâ a Iui 8P6ube5 
care 8unt la începutul propagârii. pentru fiecare configurație P din 8POijbc7 pentru care 
di(P) a fo8t calculat, 0(P) denota următorul punct calculat. In linia 8 a procedurii, 0(P) 
ia valoarea P. în linia 16, O(P') - 0(P). "If'-ul din liniile 14-18 8unt extin8e cu partea de 
"el8e" care ia în con8iderare carul di(P') IVl, car în care e8te pO8ibil ca douâ unde 8â 8e 
inter8ectere, zi con8truiezte 8: dacâ di8tanta P^-OI(0(P'),0(P)) dintre O(P') zi 0(P) e8te 
mai mare decât o anumita intrare «, vom include P în 8.

Algoritmul complet care calculearâ aplicația di zi 8cbeletul 8 e8te urmâtoarul (8 
68te initial gol):

procedure
begin

for ever^ P in 8P0ijber do O(P) <- 1^1; e8te cel mai mare număr)
sbj, i 0,1,... e8te o Ii8tâ a configurațiilor initial goalâ)
for ever^ P in 8P6^8POijbcr do
if exi8tâ un I-vecin P' al Iui P în 8(20^ tben
begin
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<- 0- 0(<2) - (2;
M8ert <2 al âe end ok ko;

end;
kor i - 0,1,..., until kj Î8 empt^ do

kor ever^ (2 in kj äo
kor ever^ 1-veein (2 ok in 806^ clo 

ik äi(O) Iken 
begin

di((2')<-i^1;0(<2')^-0(<2);
M8ert (2 al tbe end ok k^i;

end;
el8e jkvi(0(O), 0((2)) > «tben

e8te o eon8tan1â întreaga eu valori între 2 zi 6^ 
ikds8 tken in8ert O in 8;
I^ace8t te8t evita generarea unui dublu 8ebelet 
rezultat din kaptul eâ 8e inter8eetea2â douâ 

unde^
end;

2. Oaleulul Iui O în 8ebeletul 8. e8te în prunul rând eoneetat 1a 8 printr-un un 
druin cr urrnat de ee1 mai abrupt "ureuz" al aplieatiei di în 8(20,^ n e8te inclu8 în 8 
(liniile 6-l2 din proeedura ^l?2). ^poi, O e8te ealeulat în 8 eu algoritmul "navekront 
expan8ion" re8trân8 la 8 zi îneepand eu Algoritmul utilirea^â aplieapa di ealeulata 
anterior pentru eontrolul expan8iunii. In pnmul rând 12^ 0 la zi Afinai e8te in8erat în 
1i8ta () a eonkiguratiilor 8ortate dupâ valoarea de8cre8eâtoare a lui di. ^.poi, cât timp () nu 
e8te goala, primul element (2 din 1i8tâ va ki zter8; tîeeare m-vecin O al lui (2 din 8, al 

^eârui potențial nu a ko8t îneâ ealeulat va primi valoarea zi va ki in8erat în ().
Algoritmul 8e va termina eând () 8e va goli, adieâ eând toate eonkrguratiile din 8 
aeee8ibile din au primit o valoare de potențial.

O exprese 8implikieatâ a algoritmului ee ealeulea^â O în 8 e8te data de liniile 14 - 
29 ale procedurii I^?2. Ke^ultatul algoritmului e8te 1i8ta ko a tuturor eonkiguratiilor din 8

?ig.8.9. 8ebeletul ealeulat al aeeluiazi 
8papu di-dimen8ional ea în 6g.8.8.

ln 8patiul didimen8ional, 8cbeletul 
68te un kel de diagrama Voronol pentru 
di8tanta k
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3. dalculul Iui II în restul spațiului liber, potențialul I) în restul submultimii Iui 
^dO^r accesibil âin d^ este calculat cu algoritmul "^vavekront expansion" începânâ cu 
configurațiile âin l^o- potențialul fiecărui 1-vecin d al fiecârei configuratii d âin I^v este 
egal cu d(d)^I. -Vpoi, potențialul fiecârui vecin d" al configurației d', al cărei potential a 
kost calculat anterior este egal cu d(d')^1, etc. Algoritmul (liniile 24 - 41) âin I^P2) se 
termina canâ s-au luat în consiâerare toate configurațiile âin 800,^ accesibile âin d^nsi 
pigura 8.10 aratâ âouâ staâii ale propagării frontului âe unââ âin scbeletul âin figura 8.9.

pig.8.10. Doua stâri succesive a algoritmului "v/avekront expansion" 
calculate âe proceâura l>sp2

proceâura >IP2 âatâ în continuare este o expresie simplificatâ a algoritmului ce 
calculea^â O în submultimea grilei 800,^ accesibilâ âin df,^.

1 proceâure I^P2;
2 begin
3 for ever^ d in 8dOij^ âo 0(d) <- 1^1; este cel mai mare numâr^
4 ^urmâtoarea secventâ âe instrucțiuni conectea^â d^ai Ia 81
5 sd este o 1istâ âe configurații inipal goalâl
6 rnsert rn d.^
7 >vbi1eds8âo
8 begin
9 selectea^â un vecin d' avânâ cea mai mare valoare a lui âi;
10 insert d' in cr; d<-d;
11 enâ;
12 8<-o 8;
1Z ssecventa urmâtoare âe instrucțiuni calculea^â O în 81
14 O(d^) <-0; I^8pm(d5mâi, V;
15 este o listâ âe configuratii sortate în orâinea âescrescâtoare a lui âi'
16 ea suportâ operațiile PIP.81, II^8PP.7' zi plVlpIV;
17 initial este viââl
18 ^bj, i 0,1,..., este o listâ âe configuratii, initial viââl
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19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

wkile not do
Ketzin

c^?IK81X())-
in8ert (3 at Ide end of ko;
for evei> m-vecin (3' al lui (7 clin 8 do

ifkl(d')-Silken
Ketzin

U(O) <-d(d)^-1;
I^8k^(d',());

end;
end;
Ila 8färzitul aee8lei knele, ko va contine loale confitzuratiile din 8
aeee8ikile din dl„,^1
Iin8tructiunile următoare calculează O In re8tul 8ukmultimii lui 800,^ 
aeee8ikilä din
for i 0,l,..., until kj i8 empt^ do

for ever^ d in kj do
for ever^ veein d al lui d din 8dO,j^ do 

jfd(d')-^tken 
Ketzin

KI(d')<-O(d)^1;
in8ert d' at Ike end ofkj,,;

end;
end;

Viteza de ealeul a altzoritmului de8cn8 e8te puțin mai mare decât eea a altzoritmului 
I^kk kie 7? numărul confitzuratiilor din 8d6 ^i (re8pectiv v') numărul confitzuratiilor din 
8 (re8peetiv 8'^8 cre8eut eu d). Reprezentând 8 într-un arkore kinar, viteza altzorittnului 
8lckk^0>>! e8le 0(n^8 lotz 8) IK5^.

Reprezentând li8ta () într-un arkore kinar, viteza lui ^IK2 e8te 0(n ^8' lotz 8'). In 
m >

tzeneral, 8e poate pre8upune câ v zi 8unt proportionale eu n deoarece 8 zi d 8unt 
8ukmultimi (m-l)-dimen8ionale ale 8dO. du acea8tâ condipe, viteza procedurilor 

m 1
8KKKK"KO^! zi I^K2 e8te 0(n n lotz n), zi deci 68te liniara în n.

Variante ale potențialului de8cn8 mai 8U8 8unt uzor de definit, ve exemplu, în linia 
39 a altzoritmului I^K2 8e poate calcula O(d') 0(d) l/d,(d), rezultând un potential O 
ce devine infinit la frontiera 806,^.
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8.5. l ixii, i ioiriki în (in <on^ i ^<oix i, /r ix: o

8e con8iderä un mobil punctiform >1 care 8e deplasearÄ în planul x0^. Xlobilul 
pornește din originea 8i8temului (le referinsâ ^jâi(xi,^ (^onfigurasia finalä a
ace8tuia core8punde punctului ln 8pasiul (le lucru al mobilului exi8tâ un
ob8tacol format de o bara /^/^(a,0); /^2(0,b), 0<a<Xs,„ui, 0<b<^,m.i^ (fîg.8.ll). 
calculea^a ecuațiile diferențiale ale mizcârii mobilului >1 8upu8 acțiunii unui câmp 
potential.

8pre deo8ebire (le paragrafele precedente, când forța rezultanta 8-a obtinut prin 
aplicarea gradientului negativ funcsiei potensial, în ace8t ea^. 8e con8iderâ câ, prin 
aplicarea gradientului negativ funcsiei potensial 86 obsine viteza mobilului:

v - -VU(d) (8.54)

buncsia potensial totalâ 8e alege de forma: 

....
(8.55)

unde e 0, dacâ d((^) > do, re8pectiv c l, dacâ d(d) < do. Oenerarea mizcârii 8e obsine 
prin integrarea ecuasiei diferensiale v -VU((^):

X - - (x.'„,„i - x) c r, - — 
(!„(!

/ x ^lo ^l V (Vr.n..i ri -——dod

^d 
(?X (8.56)

8e obsin patru ?one (fîg.8.11):

?ig.8.1 l. Oalculul traiectoriei în ca^ul în care ob8tacolul 6 e8te o barâ
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-2E 7: traiectoria este segmentul neperturbat cle obstacol. Sistemul
(8.56) 86 86N6:

- x)
. , (8.57)

(Vrm»> -v)

cu consiliile initiale: x(0)^0; ^(0)^0.
' traiectoria este porsiunea ^>^2, în rona âe influenta uncie ci - a - x. 

Sistemul (8.56) se scrie:

V v)

ci» - (s-x) 

cl„(a-x)' (8.58)

3: traiectoria este porțiunea unâe âirtansa âe Ia obstacol este 
-X82 8i8temul (8.56) 86 8crie'

x-^ (x^ -x)-r< (a-x)

(»59)
(vnn-i ->)-1 "/^ (b-v)

unde 6 .

"Pr3iectori3 68t6 86gmentul s-V^s,^. 8i8temul 3re 3cee3zi formâ oa 
pentru 20N3 I

8.6. I^I.I?H0L

On rill mod 66 3dord3re privind reducere3 numărului zi mărimii minimurilor loealo 
3le funcției potenti3l O con8t3 în de8nire3 lui O 63 o combin3tie 3 potentUIuIui 3tr3ctiv 
având o 8imetrie în jurul Os,„al zi un potenprd r6pul8iv eliptic.

Id663 d6 1)323 68t6 d6 3 d6fîni potentirdul r6pul8iv în )urul unui ob8t3col în 3Z3 fel 
încât conturul eclupotentird converge câtre frontieru O-od8t3colului când di8t3n^3 pânâ I3 
fronti6r3 unui O-ol)8t3col tindo câtre 0, zi câtre o 8upr3f3tâ 8fericâ când di8t3nt3 pânâ l3 
frontier3 O-od8l3colului creztc. 8c de^voltâ 3ce38tâ idcc într-un 8p3tiu 80 bi-dimen8ion3l.

8c con8iderâ c32ul în cure în 808 86 383 un 8ingur O-ob8t3col d6 formâ 
dreptungluârâ zi con8gur3ti3 0s,„2i 383 pc o 3x3 d6 8imctri6 3 Iui 808 (8g.8. l2).

86 de8nezte în 8p3tiul Iid6r 80^ funcp3 potenp3l O O^r O^p. Oontururil6 
6cdipot6nti3lc 3l6 potcntÎ3lului 8unt c6rcuri concentrice cu centrul în Os,^. In 
interiorrd di8t3nîei de in8uenft do 3 O-ob8t3colului 808, contururile eclnpotenp3le 3le 
0^ 8unt "dreptunghiuri cu colturile rotunjite".

I^igur3 8.l3 ilu8tre323 modul în c3re compunere3 Iui eu cre323 un minim 
Ioo3l 3I Iui O de-3 lungul 3xei de 8imetrie 3 lui 808, c3re contine O^

8e con8iderâ 86gmenwl ?(). punctul ? 3p3rtine frontierei Iui 808, în timp ce () -> 
ov. 8ic o con8gur3tie Oe?0 I3 o di8t3ntâ fmitâ nenulâ f3tâ de ?. potentului 0(0) e8te 
Omit. Oând 0->p 83U 0->(), 0(0)->ov. pie 0^p() I3 o di8t3ntâ pmitâ nenulâ Utâ de p, zi 
Vrep(^) conturul ecliipotentUl 3l Iui ce contine o, zi 7âi5 (t) conwrul echipotenp3l 3 
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Iui care este tangent Ia 7^(0) în douâ puncte distincte 8i zi 82. Oât timp robotul se 
mizcâ de-a lungul ^(O) de la 8, Ia 82, potențialul O scade pana în punctul O, dupâ care 
erezie pânâ când este atins punctul 82

l^ig.8.12. Oontururile ecbipotentiale ale câmpului potential atractiv sunt cercuri centrate 
în Alinai Contururile ecbipotentiale ale câmpului potenjial repulsiv sunt de forma 
rectangulara cu colturile rotunjite.

?ig.8.13. IVlinim local situat pe axa de simetrie a Oobstacolului 808.

veci, funcția potential v are un minim local în configurația localizata pe 
dreapta ?() între ? zi (). >Xcest minim rezulta din faptul câ rara de curbura a liniei 
ecbipotentiale repulsive în este mai mare decât rara de curbura a liniei ecbipotentiale 
atractive în vin acest motiv, potențialul total este neconvex dezi ambele potentiale, 
atractiv zi repulsiv, sunt convexe.

Aceasta remarca sugerearâ câ se poate aproxima regiunea O-obstacolelor cu o 
colecție de discuri disjuncte, vacâ §e afla în afara oricâruia din aceste discuri, putem 
selecta distanta de iniluentâ do mai micâ decât minimul dintre ^umâtatea distanjei minime 
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âintre oricare douâ discuri zi distanta dintre 0^1 ?i eel mai apropiat disc. >^poi, este sigur 
câ raxa de curburâ a liniei ecbipotentiale repulsive în orice configurație O este mai micâ 
decât ra^a de curdurâ a liniei ecbipotentiale atractive în (2 potențialul total este o funcție 
de navigape propusâ anterior (8.4.1). ln orice car:, dezavantajul aproximârii regiunii (2- 
obstacolelor cu discuri disjuncte este posibil sâ împiedice accesul robotului Ia o 
submultime mare a spațiului liber. Acesta este un ea? particular când regiunea (2- 
obstacolelor este formatâ din obiecte conglomerate.

8.6.1. Oi ou in. ^ii^i^iiiiiii i.oc ^i. i nu (nix ^x^iviiu.iii. ?in^^ i/Xi

8e considerâ un mobil punctiform >1 care se deplasea^â în planul xO^. Mobilul 
pornezte din originea sistemului de referintâ. Obstacolul din spapul de lucru este un 
dreptungbi. ln banda verticalâ de deasupra dreptungbiului, potențialul artificial rezultant 
se poate scrie ^12p

(8.60) 
(y-a)

porta rerultantâ se obține din relația p(x,^) - -VU(x,^):

P(x,v)- -^ x

porta rerultantâ

(8.61)

se anulea^â în punctul -^o(xo, >o) de coordonate: x<-^0 zi

- ------ ------ . >Xcest punct corespunde unui minim local al câmpului potential.

Dezvoltând în serie "fa^lor de ordinul 2 în vecinâtatea lui -Xo(xo, >o), re^ultâ:

(8.62)

punctul corespunde unui minim local (în sens strict), dacâ existâ o vecinâtate a 
lui -Vo astfel încât pentru în aceastâ vecinâtate D(>Xo) < 0(>X). Aceasta se traduce 
prin urmâtoarele douâ proprietâp:

(86Z)

«matricea liessianâ » derivatelor par)iale cle orâinul 2 este definita pozitiva.
potențialul v verifică aceste 6ouâ conâitii în punctul

c)xt?y
o

(864)

On compromis între potențialul repulsiv definit în (8.2.1.2), care tinde sâ creez.e un 
numâr mare de minimuri locale, zi potențialul repulsiv circular prezentat mai sus, care 
împiedicâ accesul Ia o submulprne 1argâ a 1ui 80ijber îl constituie potențialul repulsiv 
eliptic definit în continuare.
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8.6.2. Po i ii, i»ni ^iv îi^ o>v/m, nwki nk^ii^n K >v?irioirl

8e considerâ din nou ca^ul simplu în care regiunea de 0-obstacole 808 este 
rectangulara. pie 0 zi pi lungimile celei mai lungi, respectiv celei mai mici laturi ale Iui 
808. 8e considera sistemul de coordonate în 80 - cu originea în centrul lui 808 zi 
axa Ox de-a lungul celei mai lungi laturi a Iui 808. Potenpalul repulsiv eliptic generat de 
808 este definit în 2 păzi: în primul pas se specifica contururile ecbipotentiale, iar în al 
doilea pas se deOmezte potențialul în fiecare contur ecbipotenpal ^plO^.

0 n-elipsâ (n>1) este o curdâ definita astfel:

(8.65)

unde 6/ este semi-axa mare, iar H este semi-axa micâ. Dacâ :
O 8

a - 2^ zi b - 2^"
? V - v -

(8.66)

se obtine o n-elipsâ ce trece prin vârfurile Iui 808. klai mult, aria dintre dreptungbi zi n- 
elipsâ este minima. Oând n—>oy, n-elipsa converge către frontiera Iui 808.

?entru a face ca n-elipsa sâ devină cerc când n ^1, se înmultezte termenul stâng cu 
(b/a)? zi se obpne:

(8.67)
va/ va/ vb/
Aceasta n-elipsâ devine cerc pentru n^l. pentru orice n>l ea contine 808 zi 

converge spre frontiera lui 808 pentru n—> oo. pentru un 7? dat, se tratea^â mârimea:

(8.68)

zca o pseudo-distansâ dintre configurația (x,^) zi 808. 8a este ?ero în curba n-elipticâ zi 
crezte la infinit pentru configurațiile ce se îndepârtea-â de aceastâ curbâ. pentru fiecare 
valoare constantâ K datâ, curba ^„(x,^) este luatâ ca ecbipotential repulsiv, pentru 
anumiti 7? determinati din:

(8.69)

unde « este un parametru ajustabil. Astfel, când oo, n->l zi ecbipotentialul tinde spre 
cerc. Oând 0 zi n -> ov, ecbipotentialul tinde câtre frontiera Iui 808. parametrul « 
determinâ cât de repede erezie n când K 0.

figura 8.14. aratâ contururile ecbipotentiale în)urul lui 808 pentru diferite valori 
ale lui K. fie P(K) conturul ecbipotential repulsiv care corespunde pseudo-distantei K. 
ponna contururilor ecbipotenpale fiind specifîcatâ, se definezte valoarea potențialului 
repulsiv în fiecare dintre ele. Osie de dorit ca potențialul repulsiv al Iui 808 sâ aibâ un 
domeniu limitat de influentâ, invers proportional cu distanta la O-obstacol. -^cest lucru 
poate fi (aproape) realizat luând.

c^
V(x,y)ek(K):U^(x,?)^ (8.70)

unde p este un factor scalar, termenul exponenpal face ca potențialul sâ coboare spre 
?.ero mai repede decât K^, când K crezte.
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pig.8.14. Oontururi ecbipotenti3le 
eliptice pentru K luând V3lori între 0.1 zi 
2.6 zi «^1.5. >Xce8te contururi 8unt 
apropiate de forma rectangulara când K 
e8le mic zi aproape circulare când K e8te 
mare.

Oând funcția potential repul8iv de mai 8U8 8e 3dunä cu potensialul atractiv (cu O,^ 
ca în fîg.8.l3), poate aparea un minim local "în 8U8ul" lui 806. Oricum, mârimea 
domeniului de atmetie a ace8tui minim poate iî modificata 8etând adecvat rj, u zi st. p8te 
pO8ibilâ evitarea minimului local iacând minimul potențialului total de-a lungul axei în 
punctul (0, ^o) în care rata de curdurâ a conturului ecbipotenjial repul8iv e8te mai micâ 
83u egala cu rata de curdurâ a conturului ecdipotentialului atractiv (în plan, (0, ^o) e8te un 
punct "za").

Ou toate acelea, potențialele eliptice au mai multe dezavantaje care fac ca punerea 
lor în practica 8â fie o problema difîcilâ. în primul rând, ele pot fi generalitate doar în 
catul formelor 8imple convexe în 8patii di- zi tri-dimen8ionale, ulilitând formulâri 
8uprapâtratice cu parametri 8calari necon8tanti. In al doilea rând, ele nece8itâ ca 0- 
ob8tacolele 8â tîe 8ufîcient de depărtate unul fatâ de celâlalt, încât nici unul dintre ele 8â 
nu fie în înteriorul di8tanîei de influentâ a celuilalt. în al treilea rând, definiția lor nu 
furniteatâ o cale directâ de calcul al potențialului într-o configurație datâ, ele nece8itând 
interpolâri între valori precalculate în configurații apropiate. ve 38emenea, 8e pO3te 
^calcula potențialul repul8iv eliptic în 8patiul de lucru zi 3plic3 3ce8t potential I3 8elect3re3 
punctelor de control 3le robotului zi 38tfel 8e po3te con8trui un potenpal în 8papul 
configurațiilor 80.

8.6. Z. i)^ /X?r,r( s irki'lii1 ii' 1K' îx c rix^i

8uprafata (8) 3 obiectului (ob8t3colului) e8te defînitâ prin ecuația 83 L3rteti3nâ 
f(x,^,t) f(X) - 0. f^xpre8ia potențialului repul8iv 8e con8iderâ de forma: 

1 1

U^(X)- 2^f(X) f(xo)

0

f(X)<f(xo) (8.7l)

f(X)>f(xo)

unde rj e8te un 8L3l3r potitiv, i3r f(xo) e8te un 8L3l3r c3re detînezte tona de influentâ a 
potențialului repul8iv. Xcea8ta e8te delimitatâ de 8uprafata (8'), de ecuație:

g(x') - f(x') - f(xo) 0 (8.72)
potențialul repu8iv devine infinit dacâ vectorul de potilie X e8te 38tfel încât f(X)

0, deci, d3câ aparpne 8uprafetei (8), cee3 ce V3 evit3 c3 mobilul >1 8â vinâ în contact cu 
ob8tacolul.
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^vând în vedere eele prezentate în paragraful precedent, obstacolele simple, dar 
foarte diferite (paralelipiped, cilindru de lungime finita, con), se pot modela printr-o 
singura ecuație de suprafata, numita n-elipsoid:

(8.73)

lntr-un spațiu bi-dimensional, se presupune obstacolul A modelat printr-un cerc cu 
centru în 0 zi de rara 8e pot defini cele douâ suprafețe (8) zi (8') (fig.8.l5):

(8)->f(x)-x^/-^^0

dotând f(xo) unde > l^, rezulta:
(8.74)

(8') -> g(x') - x'" ' - p" - (p'" - ^) - x'" - 1^'- -- 0 (8.75)

8uprafata (8') este deci un cerc cu centrul în 0 zi de rara k'.
pentru acest obstacol zi mobilul care pleacâ din în funcpe de domeniul (v) 

cuprins între (8) zi (8'), rezulta:
«pentru -X aflat în exteriorul domeniului (v), mizcarea este rectilinie, definita prin 

relația:

(8.76)

«pentru -X aflat în domeniului (v), mizcarea este definita prin ecutiile următoare:
x^x^ - 1^^^

(8.77)

8-a 
X-k(X),

obpnut de fapt un sistem de ecuații diferențiale de gradul I, de forma 
care se integrearâ numeric, forma traiectoriei care evitâ obstacolul este 

reprezentata în (tîg. 8.l5.a).
vaca în exemplul prezentat este "axa de simetrie" a câmpului

potential, când mobilul ajunge în interiorul domeniului (v) rămâne blocat, deoarece 
gâsezte în o politie de ecbilibru unde ^V^XX) v^p(X)1 este staponar (fig.8.l5.b).

(») (d)

?ig.8. l5. Exemplu de aplicare a potențialului repulsiv eliptic 
în carul unei suprafețe definite a priori, într-un spațiu bi-dimensional

255
BUPT



8.7. pirook^ivinr-xikdoirii 
pirii^ xi^oo-x e^xi?Di.in

8.7.1 .
programul elaborat permite simularea mizcârii unui robot mobil, de Ia o 

configurație inițiala, Ia o configurație finala, evitând coliziunea cu obstacolele din spațiul 
de lucru, sub influenta unui potential artificial al cărui gradient negativ genereazâ forța 
rezultanta sub acțiunea căreia are loc mizcarea (8.2). programul permite simularea 
mizcârii unui robot într-un spațiul de lucru bi-dimensional, prin metoda câmpului 
potential, când se cunosc configurațiile inițiala, respectiv lînalâ zi regiunea O 
obstacolelor. pentru aceasta utilizatorul trebuie sâ selectele configurapa initialâ zi 
configurația lînalâ prin punctare cu mouse-ul, sâ editeze (2-obstacolele, sâ seteze 
parametrii funcțiilor potential zi frecvensa iterațiilor pentru timer, dupâ care trebuie sâ 
trimitâ comanda de start robotului. 8etarea parametrilor funcțiilor potential se poate face 
oricând în timpul folosirii programului. In cazul atingerii unui minim local, programul 
atrage atentia utilizatorului câ robotul s-a blocat într-un minim local, iar pe baza unui 
dialog, utilizatorul botârâzte dacâ se continuâ iterația sau nu. Dacâ se dorezte continuarea 
generârii drumului, dar robotul nu reuzezte sâ scape din minimul local, programul 
raportează ezec zi iterația se întrerupe, programul se mai poate opri din iterație zi dacâ se 
dâ comanda 8top kobot

Oobstacolele se editeazâ cu ajutorul mouse-ului, prin punctarea vârfurilor 
acestora. 8e verifîcâ restricția de neintersectare a laturilor unui poligon. De aceea, dacâ 
utlizatorul specificâ un vârf, dar laturile ce se obțin prin unirea punctului curent cu 
ultimul vârf zi primul vârf se intersectează cu alte laturi neadiacente, punctul respectiv nu 
se ia în considerare. Abandonarea editârii se face prin apâsarea bulonului dreapta al 
mouse-ului sau dacâ numârul de vârfuri depâzezte un numâr maxim admis. De asemenea, 
Oobstacolele se pot translata, zterge, copia/restaura sau se poate selecta Oobstacolul 
rcurent. Ducrul cu Oobstacolele se poate face zi în timpul mizcârii robotului, dar trebuie 
sâ avem gri)â sâ nu se suprapunâ Oobstacolul translatat peste robot. -Xcesta este de fapt 
un prim pas pentru implementarea algoritmului în cazul în care obstacolele din spațiul de 
lucru sunt mobile. 8e permite de asemenea salvarea/restaurarea sesiunilor de lucru. pe 
baza unui dialog se introduce calea zi numele fîzierului ce se salveazâ/restaureazâ.

programul necesitâ existenta mediului Windows 3.1 sau >Vindovvs'95 zi mouse. -V 
fost implementat zi testat cu succes pe un calculator 80486 cu 8X1 K-XX1 zi placâ graiîcâ 
cu 512K K-XX1 în mediul Windows'95. -Xu apârut probleme de reprezentare a regiunilor 
delimitate de poligoane zi laturile acestora, respectiv a vectorilor forțelor derivate din 
câmpul potential potential pentru plâci vîdeo mai puțin performante zi în cazul 4X1 K-XX1. 
De asemenea, în cazul alegerii unei frecvente de iterație prea mare (perioada dintre douâ 
iterații foarte micâ) pot apârea erori din cauza funcponârii îngreunate a sistemului 
Multitasking.

8.7.2 l)k n i n I7âk

In continuare, sunt prezentate câteva imagini capturate în timpul rulârii 
programului de simulare, pentru anumite situații semnificative:

«un drum generat de robot, în cazul unor obstacole convexe de mici dimensiuni.

256

BUPT



371 : 413 I 0:13 ,3781387 l 1

?iß.8.l6. traiectoria obtinuta

-catul atingerii unlii minimlocal:

P rioname prm
rils View rinsl 2ptions j^e!p

! 490:4^8 I 0:5 I 0:0 !
?ig.8.l7. stingerea unui minim local

In acest cat, foita repulsiva anuleatâ forța atractiva, retultând un minim local.
ve fapt, robotul nu se va opri exact în minimul local, ci se vor executa nizte 

oscilații în ^urul acestuia. Astfel, se evidențiata necesitatea identificării situației atingerii 
unui minim local.

-compunerea forjelor repulsiva zi atractiva.
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bv View rinal ^slp

Pig.8.l8. Compunerea forțelor atractivâ zi repulsiva

«situație de blocare: robotul nu poate sâ ajungâ în configurația finala deorece 
aceasta segâsezte în câmpul repulsiv al obstacolului.

I 186:11 10:241500:458
pjg.8.19. 8loca) într-o vecinătate a configurației finale

programul realizat implementează eu succes majoritatea conceptelor descrise în 
paragrafele (8.2) zi (8.3) zi pei^nite simularea mizcârii unui robot de la configurația 
initialâ la cea finala, sub influenta câmpului potential, "fotuzi, nu s-a putut realiza o 
funcpe potential sigurâ, care sâ nu blocbere robotul într-un minim local.

programul este flexibil zi uzor de utilizat. 8e pot construi noi funcții potential care 
pot fi adâugate celor existente. în carul în care se realirearâ o altâ metodâ de scoatere a 
robotului din minimurile locale, se poate selecta care dintre metode sâ fie activatâ. Tste 
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pO8ibil ca într-un ca? 8â dea re?ultate bune o metoda, iar în aii ea? 8â trebuia8câ 8â fîe 
folo8itâ alta metoda. delectarea metodei folo8ite 8e poate face on-line printr-un dialog eu 
robotul.

programul mai poate fi îmbunâtâpt cu funcpi de licăre Ia imprimanta a 868iunii de 
lueru, re8peetiv 8e mai pot implementa zi facilitati de belp on-line.

Deoarece robotul nu are un model apriorie al ob8taeolelor, aee8tea tîind 8e8i?ate 
doar în eur8ul mizcârii, 8e poate 8tudia zi ca?ul când ob8taeolele nu 8unt 8tatiee ei 8e 
mizeâ pe o anumita traiectorie, dupâ o anumita lege de mizeare 8au aleator. In aee8t ca?, 
traiectoria fiind generata iterativ, pe mâ8urâ ce robotul "de8coperâ" âtacolul, trebuie 
8tudiata pO8ibilitatea exi8tentei coli?iunilor. Xletoda, a8ociatâ cu un algoritm rapid de 
calcul al di8tantei, poate fi implementata on-line.

8.8.

Metoda câmpului potential e8te 8implâ zi poate da re?ultate bune. -Xcea8tâ metoda 
e8te frecvent utili?atâ pentru calculul traiectoriei libere a unui mobil deoarece permite 8â 
8e ia în con8iderare, într-o maniera 8implâ, ob8tacolele neprevâ?ute zi 8â coordone?e 
mizcârile mai multor robop. Oontrolul coli?iunilor poate fi reali?at în cadrul ace8tei 
metode, printr-un an8amblu de forte fictive aplicate punctului (punctelor) robotului care 
reali?ea?â di8tanta minima pana la ob8tacole. fiecare din ace8te forte e8te de fapt 
tradu8â, prin intermediul ^acobianului robotului, la nivelul cuplelor cinematice
(016), ^9).

>Vcea8tâ metoda a fo8t pre?entatâ initial pentru comanda dinamica a roboților, dar 
ea poate fi utili?atâ 8implu pentru calculul unei traiectorii, interpretând direct gradientul 
negativ al potențialului ca o accelerație 8au ca o vite?â a parametrului de configurație, 
'fotuzi, deoarece metoda 8e ba?ea?â pe calculul minimului unei funcții, care include în 

) acelazi timp zi un criteriu ce de8crie 8arcina robotului, precum zi termeni al căror efect 
e8te de a re8pinge mobilele de câtre ob8tacole, e8te dificil de controlat an8amblul 
mărimilor 8emnificative ale problemei.

In practica, e8te delicat 8â 8e "a)u8te?e" coeficienții utili?ati pentru ponderea 
termenului atractiv zi a termenilor repul8ivi. -X8tiel, e8te dificil de 8tabilit di8tanta de 
influenta, începând de la care, îi e8te inter?i8 robotului 8â 8e apropie de ob8tacol.

In pre?ent, cele mai folo8ite tebnici de planificare ba?ate pe metodele de câmp 
potential utili?ea?â funcțiile de navigație, ^ici una din metodele de planificare ce tolo8e8c 
câmpul potential nu oferă în8â un algoritm care 8â garante?e atingerea configurației finale 
în orice implementare practica. Ilarele de?avanta) al metodelor de câmp potential rămâne 
ri8cul de blocaj într-un minim local al câmpului potential. Dezi exi8tâ de)a mai multe 
metode de evitare 8au de "iezire" dintr-un a8tfel de minim, acea8tâ problema con8tituie 
încâ 8ubiectul multor cercetări, (2u toate inconvenientele pre?en1ate, metodele de câmp 
potential 8unt inten8 8tudiate zi aplicate, oferind re?ultate bune într-un mare numâr de 
8ituatii.

-^ce8l capitol a fo8t dedicat integral metodelor de câmp potențial, deoarece, dintre 
toate metodele de planificare, acelea 8unt cele mai atractive, permit luarea în con8iderare 
a dinamicii robotului, re8pectiv a 8tructurii mecanice a ace8wia, permit implementarea 
on-line, putând iî aplicate zi în ca?ul în care ob8tacolele 8unt mobile.
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oo»i8ii)Lir^u co^nriiru^u oirioi^rr.

"^tiinja roboticii 8e nazte 8ub ocbii noztri". Oele mai recente, zi totodatä cele mai 
8pec1aculoa86 preocupări ale Rodotieii au ca obiect 8i8temele de programare off-line 
barate pe tebnicile realitâtii virtute zi robotii de 8ervicii (8ervice-robot8). bobotii de 
8ervicii 8unt roboti mobili, lucrea^â în medii diferite, nece8itand 8i8t6M6 66 navigație zi, 
mai ale8, o 8igurantä foarte mare in funcționare.

Oenerarea zi controlul mizcârii roboților indu8triali 8au 66 8ervicii 8unt imp08ibil 
66 realizat iarâ 8tâpânirea in detaliu a tebnicilor zi M6to66lor 66 generare zi planificare a 
traiectoriilor. lucrarea 66 fatä 86 încadreaxâ deci într-un 6om6niu 66 mare actualitate în 
Robotica.

On obi66tiv major, m prezent, îl 6ON8litui6 ooman6a roboților autonomi. 
Idealizarea ace8tui deziderat implicä rezolvarea problemelor legale 66 planificata zi 
generarea mizcârii robotului, 66 precizia cu car6 68tc reali^atâ 8arcina ac68tuia, in directä 
legâttnâ cu modalitâsile 6c realizare a percepjici zi controlului.

piecare capitol al tc^ci contine contribuții a6u86 6c acca8tâ lucrarc în 6omcniul 
cercetärii tcbnicilor zi mcto6clor 6c generare a traiectoriilor roboților. -^ce8te contribuții 
8unt prezentate în continuare, într-o maniera 8inteticâ.

«sintetizarea rezultatelor cercetărilor pe plan mon6ial în 6omeniul abor6at 6e te^â, 
a8tfel încât lucrarea rezultata con8tituie un material util celor care au preocupări în ace8t 
domeniu'

*^na!i?a avantajelor zi limitărilor Meritelor metode de generare a traiectoriilor, 
prezentate în literatura de 8pecialitate, în 8copul îmbunâtâsirii ace8totra-

«Abordarea unitara a problematicii generării traiectoriilor-
«prezentarea 8inteticâ a funcpilor generatorului de traiectorie zi relasia aceluia cu 

planificatorul de 8arcinâ, planificatorul de traiectorie, optimi^atorul, 8i8temul de acționare 
zi 8i8temul 8en^orial.

«Adaptarea metodei ^le^v1on-l^apb8on pentru rezolvarea modelului geometric 
inver8, în fonna q^p'(X).

«-Xplicarea matricei conducere pentru generarea mizcârii în 8patiul operațional 
cartezian.

«8tudiu comparativ al metodelor de generare a mizcârii punctului caracteri8tic al 
unui robot, în timp minim, cu abatere controlatâ fasâ de punctele impu8e în coordonate 
carteziene, cu pâ8trarea con8tantâ a orientârii efectorului final.

«Elaborarea unui program de Emulare a mizcârii punctului caracteri8tic, pentru 
realizarea 8tudiului comparativ al metodelor analizate, programul permite Emularea 

260
BUPT



mizcârii între oriee 8ituâri din 8pasiul operational 1ri-dimen8iona1, eu orice vitele zi 
accelerații. Depla8area între 8ttuâri 8ucce8ive 8e realizeazâ liniar (cu viteza con8tantâ), iar 
transilia între 8egmentele de traiectorie 8e realizeazâ cu accelerare con8tantâ. 8e pot 
calcula zi optimiza timpii cle parcurgere a traiectoriei, re8pectiv erorile de pozifionare, 
care trebuie 8â râmânâ în limitele 8tabilite. Oon8iderând pozipile impu8e ca noduri, 
programul realizeazâ zi alte tipuri âe interpolări (blermite, 8-8pline, 6ezier) zi le compara 
cu interpolarea liniara.

* stabilirea unui algoritm âe calcul pentru interpolarea cva8i-liniarâ în 8pasiul 
configurațiilor, cu abatere controlata în 8patiul operafional, pe baza unei metoâe propu8e 
âe I^/fa^lor.

(^/-//<-/zz/ 3. -V/e/c-c/e' c/e c/ /^zec/o^zz/oz- zz? .vM/zzz/ c/z/z/e/^-^
«Abordarea 8i8tematicâ a metodelor âe generare a traiectoriilor în 8patiul cuplelor 

cinematice.
«8tudiu comparativ al diferitelor tipuri âe interpolari âin punct âe veâere al 

timpului âe parcurgere a traiectoriei.
* stabilirea unui algoritm âe calcul pentru coorâonarea cuplelor cinematice prin 

metoâa timpului minim.
«Elaborarea unui program pentru Emularea mizcârii roboților în 8patiul cuplelor, 

conceput ca o 8intezâ originala a âiieritelor metoâe âe generare, programul poate ii 
aplicai oricărui tip âe robot, delectarea metoâei âe generare 8e realizeazâ pe bara unor 
a8pecte legate âe robot zi âe mizcare. Traiectoria poate iî generatâ între puncte âe oprire 
(interpolare polinomialâ âe graâul 3 zi 5, profil triungbiular zi trapezoidal âe vitezâ), 8au 
âe trecere (interpolare liniara, polinomialâ, funcții 8pline), inâiferent âe numârul acelora, 
programul realizeazâ coorâonarea cuplelor pe baza metoâei timpului minim zi verificâ 
încaârarea în limitele âe viteza zi accelerație ale cuplelor.

/<-/t-.vzz?L//zz^c/zz v/-/z>?e
«Analiza 8i8tematicâ a po8ibilitâtilor âe utilizare a funcțiilor 8pline pentru 

generarea mizcârii roboților (avantaje zi limitâri).
«stabilirea unui algoritm zi elaborarea unui program original pentru generarea 

unei traiectorii ce trece pnn n puncte âe precizie, utilizând funcții 8pline (4-3-..-3-4). 
programul poate fi folo8it pentru generarea mizcârii oricârui robot, cu orice numâr âe 
graâe âe libertate, prin oricâte puncte âe precizie, programul calculeazâ zi verificâ 
vitezele zi accelerațiile maxime ale cuplelor, calculeazâ timpii nece8ari parcurgeii 
8egmentelor âe traiectorie, âeterminâ zi reprezintâ funcțiile âe interpolare, programul 
realizat pe baza metoâei funcțiilor 8pline 4-3-..-3-4 a fo8t utilizat la Emularea generârii 
mizcârii robotului

( ^/-zM/z// 3. /^zec/z-z-zez //-?/// z-z-Ziz-/ /-e z7z^c/e/zz/zzz z/z^z/?zzc'
«Abordarea 8inteticâ a folo8irii moâelului âinamic în Kobobcâ;
«Determinarea zi rezolvarea moâelelor âinamice, âirect zi inver8, pentru un robot 

âe 8uâare, cu trei graâe âe libertate, âe tip prin âouâ metoâe: folo8inâ ecuațiile Iui 
Lagrange, în maniera cla8icâ âin mecanica analiticâ zi tolo8inâ Iran8formâriIe omogene-

«Elaborarea moâelelor geometrice zi âinamice, determinarea toporului din cuple 
zi rezolvarea modelului dinamic direct în condipi date de mizcare, pentru robotul 
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lip 364/10/0, aflai in funcțiune la fini veritatea ^rtoi8 (pranta) din Letbune, în laboratorul 
de producticâ zi Robotica.

«stabilirea unui algoritm pentru calculul toporului din cuple zi pentru 
determinarea variatei toporului de reducere la modificarea sternului de referința;

«Elaborarea unui program pentru calculul toporului din cuple, respectiv al 
1or8orilor care actionea^â a8upra elementelor unui robot. "for8orul din cuplele unui robot, 
re8pectiv 1or8orii care actionea^â a8upra elementelor 8e pot calcula pornind de la toporul 
care actionea^â a8upra efectorului final zi folo8ind facobianul robotului zi ^acobianul 
8i8temului de referința atazat elementului, programul poate fi folo8it pentru orice robot, 
dacâ e8te implementat modelul geometric al aceluia. Aplicarea algoritmului zi a 
programului de calcul al torurilor 8-a realizat pentru ca7.ul concret al robotului

«Elaborarea unei metode de determinare a preciziei cinematice de parcurgere a 
traiectoriei unui robot pe baxa modelului diierenpal al ace8tuia. Xletoda elaborata poate fi 
aplicata oricărui robot. Exemplificarea e8te realizata pentru determinarea preciziei de 
parcurgere a traiectoriei la robotul de 8udare de tip

«Elaborarea unei metode de determinare a preciziei dinamice de parcurgere a 
traiectoriei unui robot pe ba^a modelului dinamic al aceluia. Xletoda poate fi aplicata la 
orice tip de robot, In cadrul te/.ei e8te exelnplificatâ pentru robotul de 8udare de tip

«Elaborarea unei metode pentru determinarea influentei vibrațiilor din cuplele 
unui robot a8upra politiei efectorului final. Exemplificarea metodei 8-a realizat pentru 
determinarea influentei vibrațiilor din cuple a8upra politiei efectorului final al unui robot 
de tip

«Elaborarea unei metode zi a unui algoritm pentru determinarea erorilor dinamice 
datorate deformatiilor elementelor unui robot.

6. c// /-r/nc/

«Determinarea 8papului de lucru al robotului 8001^80^ 8If-III;
«Elaborarea modelului geometric al robotului 8OOK8O^ 81^-111;
«Determinarea relapilor dintre numărul de impusuri zi numărul de grade pentru 

fiecare ax al robotului 8K-III;
«Oenerarea mizcârii punct cu punct, pe o traiectorie continua, interpolata în 

8papul operațional, off-line, pentru trei tipuri de interpolari (liniarâ, 8pline 3, 8pline4), în 
douâ caruri: cu pâ8trarea coN8tantâ, re8pectiv cu modificarea orientârii;

«Oenerarea mizcârii punct cu punct, pe o traiectorie continuâ, circularâ, în plan zi 
analiza abaterilor de Ia traiectoria pre8cri8â;

«Po1o8irea modelului geometric direct pentru evaluarea preciziei de generare a 
mizcârii robotului 8OOK8O"f M-IH.

7. z>/z--?zz? .v/-«/z?z c//
«Extinderea metodei grilei neomogene zi tran8formarea ace8teia într-o metodâ de 

planificare globalâ, off-line;
«Elaborarea unui algoritin de modelare zi planificare zi a unui program de 

modelare a 8patiului de lucru prin metoda grilei neomogene, programul e8te realizat 
pentru un 8patiu de lucru bi-dimen8ional, dar extenua Ia 3D e8te 8implâ, principiul fiind 
acelazi. 8patiul de lucru poate fi populat cu oricâte obiecte, de orice formâ. programul 
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construiezte L-obstacolele, le aproximearä eu dreptungbiuri, construiește grila zi tzraful 
neorientat, cercetează graful pentru determinarea unui drum liber zi, eventual îl cautâ pe 
cel mai scurt.

«Elaborarea unui program pentru calculul frontierelor L-obstacolelor, în carul 
unui robot mobil, în mizcare de translație, într-un spațiu de lucru bi-dimensional, pentru 
orice orientare a robotului, programul poate fi aplicat în carul când robotul este modelat 
ca un disc, sau ca un poligon în mizcare de translație. ?rogramul permite modificarea 
orientării robotului zi reealculearâ frontierele L-obstacolului. sumarul maxim al 
obiectelor din spațiul de lucru este 10, dar poate fi modificat.

«stabilirea unui algoritm zi realirarea unui program de planificare a mizcârii unui 
robot mobil, în mizcare de translație, într-un spațiu de lucru bidimensional, prin metoda 
grafului vitibilitâtii. programul permite reprerentarea L-obstacolelor zi stabilirea 
configurațiilor inițiala zi finala, construiezte zi cercetează graful de vizibilitate redus zi 
determina drumul minim între cele douâ configurații. Algoritmul obiznuit al metodei a 
fost extins zi pentru catul obiectelor modelate prin segmente de dreaptâ zi arce, timpul 
de lucru al programului depinde de numârul zi de geometria L-obstacolelor.

«stabilirea unui algoritm zi elaborarea unui program pentru planificarea mizcârii 
unui robot mobil, modelat ca un segment de dreaptâ, în mizcare planâ, într-un spațiu de 
lucru bi-dimensional, pe principiul metodei descompunerii celulare exacte, programul 
permite modificarea lungimii robotului. Utilizatorul stabilezte configurațiile initialâ zi 
finalâ, precum zi obstacolele din spasiul de lucru, programul repretinlâ toate curbele 
critice, cercetează zi memoreatâ regiunile necritice, verifîcâ relația de adiacentâ dintre 
celule, construiezte graful de conexiune zi îl cerceteatâ pentru determinarea canalului 
între configurația initialâ zi cea finalâ. 8pasiul de lucru poate fi mârginit sau nemârginit, 
configurația sa putând fi modificatâ dupâ cat. Lomplexitatea algoritmului depinde de 
implementarea unor anumisi păzi.

( 7. /-,-/>1 me/l-c/e/e /-o/e/â//
«Elaborarea unui program de planificare a mizcârii unui robot mobil, în mizcare de 

translație, într-un spațiu de lucru bi-dimensional, pe bata metodei deptb-first pAnning zi 
aplicarea programului pentru planificarea mizcârii unui robot tip mazinâ. ?rin realizarea 
acestui program s-a realit.at în mod original simularea mizcârii unui robot tip mazinâ, în 
condițiile respectârii restricțiilor cinematice ale acestuia. 8patiul de lucru poate avea orice 
configurație, programul calculeatâ potențialele atractiv zi repulsiv, Ie însumeatâ zi 
construiezte segmentele de traiectorie pornind din configurația initialâ zi terminând în cea 
finala, pentru optimizarea traiectoriei, valorile parametrilor din expresiile potențialelor 
atractiv zi repulsiv pot fi modificate.

«Elaborarea unui program pentru generarea unei traiectorii plane, prin metoda 
câmpului potential, pe principiul metodei best-first planning. programul calculeatâ forțele 
atractivâ zi repulsiva zi determina direcția de deplasare a robotului, pentru tratarea 
minimurilor locale, programul este prevâtut cu o metoda de rezolvare a probemei 
(umplerea minimului local), dar pot fi implementate zi alte metode, zi anume, 
introducerea unei configuratii intermediare pentru "evadarea" din minim. 0 altâ facilitate 
pe care o oferă programul constâ în modificarea pompei obstacolelor, pregâtind astfel 
terenul pentru catul obstacolelor mobile.
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8in1e^a rezultatelor cercetârii in domeniul generării zi planificării mizcârii 
roboților, realizata pe ba^a unui studiu bibliografic aprofundat, împreuna cu contribuțiile 
aduse Ia telmieile zi metodele de generare zi planificare a traiectoriilor, prezentate ca un 
întreg în acesta lucrare, reflecta stadiul actual al rezolvării problemelor ridicate de acest 
capitol al koboticii, dar conturează în acelazi timp alte probleme, respectiv noi direcsii de 
cercetare în acest domeniu.

vin fiecare capitol al te^ei rezulta problemele care definesc perspectiva acestui 
domeniu de cercetare. Elaborarea modelului dinamic al roboților, în condiții cât mai 
apropiate de realitate (considerarea frecărilor dintre elemente, din cuple, focurile, 
flexibilitatea elementelor, etc.) permite realizarea controlului optimal al mizcârii. 
Aplicarea teoriei controlului optimal pentru generarea mizcârii robosilor poate conduce la 
noi tebnici zi metode de generare a traiectoriilor. Extinderea metodelor de planificare, în 
cadrul problemei dinamice a planifîcârii, va pregâti "terenul" roboților mobili autonomi, 
pentru aplicații industriale, dar zi al roboților de servicii.
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