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Notatii
FIR filtru cu raspuns finit la impuls
IIR filtru cu raspuns infinit la impuls
TFD transformata Fourier Discretd
TF transformata Fourier
TUD transformata undisoard Discretd
AMR analiza multirezolutie
FWT transformatd undisoard rapida
LMS algoritmul minimizarii erorii patratice medii
Bob baza oblica
BON baz& ortonormata
L2 multimea functiilor de energie finitd definite pe R
12 multimea sirurilor discrete de energie finitd definite
pe Z
<x(*),y(*)> produs scalar
X*y produs de convolutie =fx(t)y(t—t)dt domeniul continuu
=2, x(n)y(m-n) domeniul discret
=y, x(n)y(t-n) continuu-discret
H operatorul adjunct lui H: <Hx,y>=<x,H'y>
e transformata Fourier a lui ©
e functia caracteristicd a intervalului I in domeniul
timp
1, functia caracteristicd a intervalului I in domeniul
frecventa
h’ oglindita lui h fatd de 0: h’(t)=h(-t) (Cap. 2 si 3)
£ derivata lui £ (Cap. 1)
S 1 pentru n=m si 0 in rest
S, 8.0
M decimare cu M (y(k)=x(kM))
™ interpolare cu M (y (kM+1) =0, pentru i=1,M-1,
y (kM) =x(k))
E operatorul de mediere statistica
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4 Introducere

Introducere

Lucrarea de fata abordeazd Teorema esantiondrii (TE), un subiect
care tine de domeniul mai larg al comunicatiilor si al prelucrdrii
de semnale. Subiectul poate pare desuet pentru cd TE s-a Incetdtenit
de citeva decenii iIn practica transmiterii de informatie, insd el
revine in actualitate (sau n-a pardsit-o dupa cum se poate constata
din bibliografie) deocarece in forma ei clasica TE nu contine de fapt
nici un criteriu de optimalitate: fiind cunoscutd banda de frecventa
a unui semnal TE oferda o relatie de calcul pentru rata de
esantionare necesard recuperdrii complete a semnalului. A cunoaste
banda de frecventd inseamnd cunoasterea suportului transformatei
Fourier care reprezinta o transformare globald a semnalului, in
sensul cd nu oferd nici o informatie despre comportarea acestuia in
timp. Deci utilizind TE in forma ei clasicd se obtine o ratd de
esantionare constantd care este nesatisfacdtoare tinind cont de
faptul cd majoritatea semnalelor din practicd sint nestationare,
avind la diferite momente de timp, diferite localiz&ri in frecventa.
Nestationaritatea este ilustratd de exemplul clasic [30] al
semnalului audio provenit de la un instrument; pentru care partitura
constituie o hartd a localizdrii in frecventd a semnalului 1In
functie de timp. In plus pentru determinarea corectd a transformatei
Fourier este necesara cunoasterea in totalitate a semnalului, ceea
ce este imposibil in realitate.

De aceea gadsirea unui algoritm de esantionare cu posibilitatea
adaptarii la proprietdtile locale ale semnalelor , implementabil
practic, este un obiectiv justificat. Acesta, impreund cu un
algoritm de refacere a semnalului on-line, adicd pe masurd ce sosesc
esantioanele la receptie, ar constitui un raspuns la problema
esantionarii adaptive si implicit $i o modalitate de compresie.

In prezent existd aparate care realizeazi o compresie 1in
urmdtorul mod [123): semnalul este preesantionat obtinindu-se o
densitate de esantionare consideratd suficientd, apoi cu aceste
esantioane se face o estimare a suportului 3in frecventa si pe
aceastd bazd se procedeaza la decimare, reducind astfel numarul de
esantioane memorate. Insad nu existd deocamdata un aparat care pe
parcursul transmiterii semnalului (eventual dupd o preesantionare)

s& ia o decizie asupra faptului ca un esantion trebuie tramsmis sau
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Introducere 5

nu -fdra sd se cunoasca semnalul care urmeazd momentului deciziei,
decit eventual doar o portiune limitat&- si apoi la receptie sa
refacad complet semnalul cunoscind din nou doar citeva esantioane
apartinind unui interval finit, limitat de timp, refacerea facindu-
se deci on-line. Lucrarea de fatd propune o astfel de metoda de
esantionare adaptivd, autorul demonstrind teoretic valabilitatea
metodei, pe care o verificd apoi experimental.

Pentru a face acest lucru se porneste de la plasarea TE in
contextul matematic adecvat, necesar obtinerii unei perspective
asupra problemei si mai ales util pentru a se putea decide ce este
realizabil si ce nu. In capitolul 1 se prezinta TE d.p.d.v. al
dualitatii continuu-discret, al teoriei functiilor complexe -de care
autorul leagd si un rezultat propriu- si al spatiilor de tip
Hilbert. Aceastd ultimd abordare va fi utilizatd iIn capitolele
urmdtoare, deoarece 1In prezent prelucrdrile de semnale se fac cu
ajutorul sistemelor discrete iar 12: spatiul sirurilor de energie
finita , are structura unui spatiu Hilbert.

In capitolul 2 TE este transferatd din domeniul continuu in cel
discret iar pentru descrierea semnalelor este utilizat s$i Introdus
conceptul de baza oblicd. Se aratd cd bazele oblice constituie un
mod natural de descriere a semnalelor esantionate neuniform si
deasemanea se aratd cd problema recuperdrii semnalelor din
esantioane este echivalentd cu determinarea bazei oblice duale. Pe
aceastd bazd se propune utilizarea unui algoritm adaptiv pentru
refacerea on-line a semnalelor, si autorul utilizeaza algoritmul
minimizdrii erorii patratice medii (Least Mean Sgare) cunoscut
pentru stabilitatea sa numericd. Proprietdtile de urmdrire ale
algoritmului LMS sint studiate de autor 3in cazul clasic al
identificédrii sistemelor liniare variabile in timp (LTV), obtinindu-
se o relatie pentru calculul apriori al erorii de neurmdrire, apoi
algoritmul este aplicat la recuperarea semnalelor prin proiectii in
spatiul semnalelor de bandd limitatd. Se arata avantajele
algoritmului adaptiv in raport cu metoda utilizatd In literaturd de
determinare a bazei oblice duale prin calculul unei pseudoinverse.
Aceastd metodd este aplicabild doar cind semnalul este cunoscut in
intregime, deci off-line si datoritd complexitdtii de calcul, doar
pentru un numdr restrins de esantioane.

fn capitolul 3 se dezvolta descrierea semnalelor prin baze
oblice, generind baza cu ajutorul grupului transformdrilor afine
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6 Introducere

(translatii si scalari) aplicate unei singure functii, numitd
undisoard, ajungind astfel la analiza semnalelor cu baze ortonormate
de undisoare. Undisoara este astfel construitd incit versiunile sale
scalate despart spatiul imagine 1In fisii cu factor de calitate
constant (Q constant), avind in plus proprietatea de a avea suport
compact. De aceea bazele de undisoare conduc la un compromis util
pentru localizarea atit in timp cit si iIn frecventd a semnalelor
{care conform principiului incertitudinii nu poate fi perfectd). Pe
baza acestei observatii autorul construieste un algoritm de
esantionare adaptivd gédsind o relatie biunivocd intre spatiul
semnalului si cel al coeficientilor Fourier ai Transformatei
undisoara discretd (TUD). Decarece acesti coeficienti descriu local
in frecventd semnalul, esantionind In conformitate cu informatia
datd de TUD, se obtine o compresie de semnal. Relatia gasitd fiind
biunivocd semnalul poate fi reconstituit complet si autorul gdseste
si demonstreazd convergenta unui algoritm iterativ care realizeaza
refacerea semnalului. Deoarece undisoara care std la baza analizei
semnalului este cu suport compact, atit procedeul de analizd cit si
cel de sinteza pot fi implementate on-line, ele fiind experimentate
in final de céatre autor.

fn acest mod se raspunde problemei puse in momentul in care
aceastd cercetare a fost iInceputa.

Autorul doreste pe aceasta cale s& multumeascd in mod deosebit
conducatorului stiintific d-1lui profesor Vasile Stoica care i-a fost
mereu aldturi si l-a Indrumat cu competentd si intelegere pe

parcursul anilor care au avut ca rezultat aceastd lucrare. De

asemenea doreste sd& multumeasca d-lui profesor Eugen Pop pentru"

discutiile avute care au condus la clarificarea multor aspecte.

In acelasi timp autorul isi exprimd recunostiinta fatd de
colegii s&i dr.Gernot Kubin si dr. Werner Kozek cercetatori la
Technische Universitat Wien cu care a colaborat pe parcursul
stagiului de specializare in anul universitar 1991-1992, perioada
in care a pus bazele acestei lucrdri. Autorul doreste s& multumeasca

in final tuturor acelor colegi care l-au sprijinit in perioada de
realizare a lucrarii.
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Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii 7

Capitolul 1. Teorema egantiondrii la intersectia mai multor domenii.

1.1.Scurt istoric

Problema reconstructiei unei functii din esantioanele sale a
constituit obiectul cercetdrii matematice 1Incepind din secolul
trecut, iar odatd cu dezvoltarea sistemelor de transmitere a
informatiei si cu recunoasterea valorii practice a principiului
matematic, o multitudine de articole au fundamentat, generalizat si
explorat posibilitatile si limitele izvorite din teorema
esantionarii. Atribuitd iIn general 1lui Shannon- Whittaker-
Kotel'nikov, teorema exprimd faptul cd un semnal limitat 1In banda
poate fi recuperat din esantioanele sale prelevate la intervale
constante de timp, dacd aceste intervale sint mai mici decit
jumdtate din inversul frecventei componentei de frecventa maxima
din semnal. Altfel spus fie un semnal f(t) cu transformata Fourier
F(w) data de:

h ] ' (1.1)
F(o) =F£( t)}=%£f(t) eJetdt, fecNLg

(Cg: clasa functiilor uniform continue si marginite pe R, Ll;: clasa

functiilor de modul integrabil pe R), cu proprietatea

F(w)=0,pentrujw|>nw . Atunci f(t) poate fi reconstruitd complet din

esantioane distantate la 1/w pe axa timpului cu ajutorul relatiei:

-\ g ky sinm(wt-k) __. N o k) (1)K (1.2)
£(t) kz;.f(—w BT s1nnwtk;.f( oty ooy

Studii consacrate teoremei esantiondrii pot fi gdsite deja la
sfirgitul secolului trecut In lucrdrile matematicianului Emile
Borel. Printre alti matematicieni [14],([55],[59] care s-au ocupat
de subiect 1i regdsim pe Whittaker - preocupdri in domeniul seriilor

cardinale, Valiron - generalizdri ale seriilor de interpolare, Hardy
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8 Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii

- esantionare in contextul spatiilor Hilbert, dar existd indicii cd&
preocupdrile legate de aceastd teoremda sint chiar mai vechi, ea
aparind sub forma deghizatd in lucrdri ale lui Cauchy si Poisson.

fn inginerie [59], teorema esantiondrii a fost introdusa de
Shannon 3in 1940 , (publicatd in 1949), dar independent si de
Kotel‘nikov In URSS (1933) si Someya in Japonia (1949). Subiectul
a fost preluat si dezvoltat 1In deceniile urmatoare, printre
contribuitori gdsindu-se nume consacrate ca Nyquist, Gabor, Raabe,
Kramer.

Avind aplicatii in domeniul clasic al transmiterii semnalelor cu
multiplexare in timp, Teorema Esantionarii apartine unui domeniu
interdisciplinar al analizei Fourier, interpolarii, teoriei
aproximdrii si al ingineriei telecomunicatiilor. Acest fapt este
relevat si in diferitele aborddri ale acestei teoreme, fiecare

metodd punind in evidenta aspecte importante.
1.2. Teorema esantionarii si dualitatea continuu discret

Probabil cea mai sugestivd metodd In demonstrarea Teoremei
Esantionarii, ‘metoda &’ [55], pune In evidenta faptul cd o
descriere naturald a procesului fizic de esantionare a semnalului

f(t) la momentele echidistante nt (n€Z) este urmatoarea:

£,(8)=£(6) Y, 8 (t-nt) =Y £(n1) 8 (£-nx) (1.3)

unde f.(t) este obtinut la iesirea wunui circuit ideal de
esantionare. Ecuatia (1.3) sugereazd ca f(t) insdsi poate fi obtinut
sub forma:

£(t) =Y f(n) g(t-nr) (1.4)

unde g este o functie de reconstructie independenti de f. Pentru a
gdsi functia g, se observa ca (1.4) poate fi scrisa:

£(6)=[£( g(t-w) ¥ 8 (u-nt) du=[ £(w) g (t-uw) = e ¥ au 1.5
had n —- n
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Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii 9

unde 2:6 a fost dezvoltat in serie Fourier. Aplicind transformata

Fourier in (1.5) rezultéa:

-4n 2%
F(m)=%mﬁg(c)}9‘(2f(c)e’ : c]=%mG(m)2F(w+¥) 1.6

Ecuatia (1.6) exprimd faptul cd esantionarea semnalului f(t) a

produs repetarea spectrului sdu in domeniul frecventa. Dacd F(w) e

limitat la [-nw,mw] Si daca t=1/w, atunci replicile spectrului
F(w) au suporturi disjuncte. In stinga ecuatiei (1.6) fiind o

singurd replicd a spectrului F(®), trebuie ca -%VZnG(w) sa fie o

"fereastrd" prin care sa se vadd aceastd unicd replicad. Deci

Glw)=x[-nw, nw]l /27w cu XL functia caracteristica a

intervalului L), prin urmare:

sinnwt
nwt

g(t)=
care, introdus in (1.4) va genera formula (1.2).
Desi rigoarea lasa de dorit, metoda are calitati precum rezultd
din urmatorul citat (Higgins [55]):
"What does the lack of rigour matter when one has at one’s
i disposal such a thoroughly, healthy, rugged outdoor method of
" derivation like this.®
Pusd corect prin prisma dualitatii continuu-discret, problema
care trebuie rezolvata este aceea de a arata cad seria de esantionare
din relatia (1.2) reprezintd o versiune discretizatd a integralei
de convolutie. Formula de Insumare Poisson (PSF) oferd o justificare
elegantd a acestui fapt, ea reprezentind o legaturd 1intre
transformata Fourier a unei functii din L'; si transformata Fourier

a unei functii din L', (spatiul functiilor periodice de perioada A,

integrabile pe o perioada).
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10 Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii

Dacd feL'y sd notam cu f' functia periodizatd a lui f, definita in

modul urmator:

£r(t) =—A_TF(t+rk), £°(£) €LY,
V2w k

Atunci f° poate fi scrisd, conform formulei de insumare Poisson, ca
serie Fourier, daca f este absolut continud si f’eLll deci:

2n
£(t) =2 T (erak) =EF(2TK) 7T (1.7)
V2m k k A

adica coeficientii Fourier ai functiei periodizate f° sint tocmai

esantioanele distantate cu 2n ale transformatei Fourier a

A

semnalului initial, dupd cum se vede din fig.l1l.1

g Flw)
- (t)
X(Q)=m2ak6(w—kwo) ‘9;1 /}\ < /'-\

*t 7

(£) =La,e? <
B} e W ??TTTTT??

M2ZrHO*E8(t-kA) FES (@-2nk/A)

fig.l.l:aplicarea formulei de insuma
re Poisson unei functii periodizate

Cu ajutorul PSF se obtine pentru o functie g cu banda limitata

la 27w, si geL'p; , cu A =1/w, t=0:
1 ¥ k 1 p
(=)=G(0) =—— .
et =6 (0) m_];g(t)dt (1.8)

eoarece (relatia Bernstein): |g’|s2nw|g| deci g’eL'; iar termenii
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Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii 11

G(2mnwk) din afara intervalului (-27aw,2nw) sint nuli conform

ipotezei. Dacd In (1.8) se face Inlocuirea g = £,(.)f,(t-.), care

este o functie cu spectrul limitat la 2mw , atunci cind £, si £. au

spectrul limitat la =«w , se obtine:

(£0£,) (6)=—E-F£ (&) £, (e- Xy L5 (e-

k (1.9)
) £,(=)
V2Tw k 27w k 2

g l»

a doua egalitate datorindu-se comutativitatii produsului de
convolutie.

De fapt ecuatia (1.9) spune c& integrala de convolutie a doua
functii limitate in bandd poate fi calculatd ca suma discretd de
convolutie, care nu este altceva decit suma Riemann In nodurile k/w
aferentd integralei. Dacd 1in ecuatia (1.9) se iInlocuieste f =f. si
sinc wt= sin(nwt)/mwt = £,, se obtine:

L£(X) sinc(we-k) =S£(t-X) sinc(k) =£(£) (1.10)
k w k w

adicd o demonstratie scurtd si elegantd a Teoremei Esantiondrii
bazatad pe proprietatea de interpolare a functiei sinc:

_sin(mk)

sinc (k) p—

=80

PSF mai poate fi wutilizatd pentru demonstrarea Teoremei

{ Esantionarii fntr-un mod [15] care pune in evidenta o margine

1superioaré pentru eroarea de aliere (eroarea care se datoreazd

‘ suprapunerii replicilor de specﬁru rezultate In urma esantionarii),
subliniind din nou dualitatea continuu-discret.

Aplicind formula (1.7), de data aceasta transformatei Fourier

periodizate, se obtine pentru F‘(m)=¢W§F%2ukw—w) , cu observatia

ca FF(-w)l=f(t) urmatoarea relatie:
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12 Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii

)
Jk—w

vrXye
V2w k w

F*(w) =

Multiplicind cu e si integrind termen cu termen (ceea ce nu

afecteaza convergenta seriei, e fiind marginita), rezultd:

nw

. i (1.11)
S(t) =—= fF'(m)e-wtdmzf(i‘)smc(wt—k)
V2mw o, kW
decarece
%o sinn (wt-k)
-Jwt w =
21tw fwe e de n (wt-k)

fnlocuind in (1.11) expresia lui F' (®w) si schimbind suma cu

integrala (posibil datorita convergentei), se obtine (cu

2nkw-w-w )

1 (2k+1)nw
S(¢&) =__E e ~J2nkwt Flw) e-"“‘dw
Vam 'k (Zk-j;)ﬂw
Pe de alta parte:
j‘ (2k+1)ntw
£(t)= Flw)el®tdwy= E F(w) ed®°tdw
V2T (2k%1) nw
Aceasta conduce pentru eroarea de aliere (R,f)(t) = |[£(t)-S(t)] 1la
relatia:
1 (2k+1) ww
(R,£) (£) ==Y (1-g J2mkwt) Flo) e3*¢dw
\/77? (zkzl;)nw
sau
(2k+1) nw
®D (O-2Y [ |Fe)|do=-2 [ |F(0)|do (*'1?)
T k*0 (2k-1) nw T |o{2nw
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Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii

[
(o8}

Dacd F(w) este nuld in afara intervalului [-nw,nmw] , atunci

integrala din (1.12) devine nula si f(t) = S(t), adicad (1.11l)

p—

exprimad tocmai Teorema Esantionarii.

In acest mod se sugereazd faptul cd Teorema Esantiondrii este u
caz particular al PSF. De fapt se poate ardta [15] cd& iIntr-un plan
mali general Teorema Esantiondrii, PSF si formula integrald a :ui

Cauchy pentru functiile complexe, adica:

() dC , 2z € interiorC

f(z)= 2‘1121-[ (C-z
z € exteriorC

(f olomorfa pe C) sint echivalente, desi provin din domenii diferite
- Analiza Fourier, teoria semnalelor, teoria functiilor complexe.

Ideea de a extinde o functie periodic in domeniul frecventa sta
si la Dbaza urmatoarei demonstratii fundamentate de formula
generalizatd a lui Parseval, demonstratie care pune din nou 1In
evidenta dualitatea continuu-discret. Notind extensiile periodice
cu perioada 27w ale functiilor F(v) si e, de la [-mw,mw] la R, cu
.g, respectiv g,, se obtine (cu observatia cd g, si g, apartin lui
L)t

114 Lk
. _ 1 A _k
(g%, (k) —an:!:wF(v)e dv=——£ (=)
W k
a = -jvt w
(91", (k) —anfe e’ dv=sinc(wt+k)

-nw

unde [gl)”,n (k) si [g2] ", (k) reprezintd coeficientii dezvoltdrii in
serie Fourier ai functiilor F(v) respectiv e’. Din formula

generalizata a lui Parseval pentru functii A periodice

% gl(u)92(u5du=k§_[gll‘,(k> (5,1, (K . (91,g, €EL%)

Nl)'\ ~l>
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14 cCap l. TE la intersectia mai multor domenii

se obtine prin inlocuirea cu cele doua functii considerate initial:

W

1 .
—— | F(v)edvtdv=
anl; (V)

1 £(-Xy sinc(wt+k)
2T WK=-ce w

adica tocmai teorema esantionarii.

© 3. Teorema Esantiondrii si interpolarea functiilor complex=

Relatia intre functiile de p&trat integrabil pe R, de banda
limitata si functiile complexe este datd de Teorema Paley- Wiener:
Pentru ca o functie patratic integrabild f(x) sa poata fi pusa

sub forma:

r . 1.14
£(x) =pr(w) eJoxdx ( :
V2w i,
cu F(w)€EL,(-a,a) , e necesar si suficient ca f(x) s& poata fi

prelungitd in planul complex z = X + i y la o functie iIntreagd de

grad < a . O functie intreagd (olomorfa in intreg planul z) de grad

finit (sau de tip exponential) @ este acea functie care satisface
relatia:

If(z) |SMe¢|I’"(ZH , VzeC, M<» (1.15)

Dacad in plus restrictia functiei f(z) la axa reald este o functie

de patrat integrabil (fHELzl) vom spune de aici 1Inainte ca

f e B? . In cazul in care f nu este si integrabild pe R ( feL'y )

relatia (1.14) va fi 1inteleasd ca limitd 3in medie, adica

transformata Fourier a functiei f : F(w) va fi acea functie de

patrat integrabil, care verifica relatia:
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Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii 15

limle(co,N) -F(w) |*dw=0
N -

cu

1T
Flo, N)-—ff e-Joxdx (1.1

In acest a3z F(w) este transformata Fourier a lui f In clasa L-

~ R
si se poate calcula de exemplu cu formula:
r e-jox_ (1.18)
Flo )=_2_ujij° 1dx
V d -

in acele puncte in care ff(x)e'ﬁ”dx nu exista.

In acest cadru problema esantiondrii poate fi tratatd drept
problemd de interpolare cu functii intregi de grad finit [20].

Fie date punctele f(z,)=b, 1In C astfel incit sirul {z,} sd nu

aiba alte puncte de acumulare decit e, si in plus |z,,| >

|z,| .Functia @(z) 1Intreagd care are ca zerouri chiar multimea {z.}

. se numeste functie canonicd a multimii {z,}. Metoda de interpolare

Lagrange care porneste de la functia canonicd ¢ , conduce la o
solutie de forma:

b (2) (1.19)

unde
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16 Cap l. TE la intersectia mai multor domenii

Numind functie compozitd, functia © datd de:

0. (z) - @(2) (1.20)
n(2) ¢/(z,) (z-2,)

se obtine: 6, (z,)=3,, si W¥(z)=b,, adica ¢ este o solutie
pentru f. De fapt orice functie de tip x(z)=y(z)+y(z2)e(z) , cu

y(z) o functie iIntreagd, este O solutie pentru f.

Fie {z.} o multime de puncte echidistante pe axa

reala: Xx,=nA , nez

Aceastd multime are functia canonicé:

cp(z)=sin(%z)=sin(az) , a=%
Din (1.19) rezulta:
- sin(X z)
1.21
n=-= %cos(zzn) (z-nA)
deci:
: T
- sina (z-—n)
q’(z):zbn [+ 4 (1.22)
- «(z-Zn)
«
Daca b, sint esanticanele unei functii f: b, = f(nA) s-ar putea ca
y(z) sa fie identicd cu f(z). Cind este unicd aceasta solutie la

problema interpolarii? Pentru aceasta trebuie restrinsa clasa de
functii f. Teorema esantionarii se va enunta astfel:

Fie f(z) Intreagd, marginita pe R, de grad R<a, atunci:
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Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii 17

- sin a(z-Lk)
a=e @ a(z,—k%)

si seria din 1.23 este uniform convergentd In orice domeniu finit
iar problema interpoldrii are solutie unicd. Demonstratia se gaseste
in [20].

Teorema In forma de mai sus se referd la functiile mdrginite pe
R. Daca restrictia functiei f la axa reald este in plus si patratic
integrabilad, atunci se poate considera la limitd si cazul R=a. In
acest caz teorema esantionarii se poate enunta astfel [20]:

Dacd f(z) apartine lui L°;, cind z apartine de R, si grad f <= «,
atunci relatia (1.23) este valabild iar solutia f la problema
interpoldrii este unica.

Un aspect care se clarificd prin aceastda abordare a teoremei
esantiondrii este acela al esantiondrii semnalelor periodice (sau
asazisa TE a semnalelor periodice). In cazul unui semnal periodic
cu k componente armonice nu e nevoie de N>=2k+1 esantiocane Intr-o
perioadd, ci doar de N>2k, aceasta fiind o consecinta a relatiei
grad f<o din enuntul TE si a faptului cd armonica k: sin(kz) este
o functie de grad k, semnalul periodic fiind un exemplu de functie
complexd cu restrictia la axa reald mdrginitd. Altfel spus pentru
a esantiona un semnal periodic nu e nevoie s& suplimentdm cu un
esantion numdrul de esantiocane din fiecare periocadda, ci este
suficient sa introducem un esantion suplimentar o datd la un numdr
{oarecare de perioade.

Utilitatea teoriei functiilor complexe in studiul TE este
:relevata si de modul in care poate fi ocolita urmatoarea capcana ce
se deschide celui ce doreste sa studieze metode de esantionare
adaptiva:

S& incercdm a aproxima o functie oarecare (posibil de banda
nelimitatd) cu o functie de bandad limitatd la o valoare cit mai mic
posibild, procedurd ce ar putea fi urmatd de o esantionare cu un
numdr mai restrins de esantioane, 1In conformitate cu banda de
frecventa a functiei care aproximeazad. Acest lucru ar parea posibil,
deoarece o teoremd din analiza matematica (Weierstrass) afirma ca

o functie poate fi aproximatd, pe un interval finit oricit de bine

§95.43 9
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18 Cap l. TE la intersectia mai multor domenii

cu un polinom. Altfel spus, fie g(t) oarecare in intervalul finit

[-T,T], atunci conform Weierstrass Ve=0 existd n, astfel incit
lg(e)-p, (£)] =« €, pentru te[-T,T]

unde P,(t) este un polinom de grad n. Polirocamele sint tuncgii

intregi de grad zero (ordin mai mic ca 1), spectrul lor fiind

concentrat in zero:

« .
£(z) =_L_fejuz(£: JEER(O) k() )dw
V2T 2, k=0 k!

unde f(z) este extensia In planul C a polinomului P,(z). Din acezsta
cauzi teorema lui Weierstrass poate fi usor extinsd, astfel 1Incit
sd fie gasita o functie care sd apartind clasei B?,, cu a oricit de
mic, care sa aproximeze oricit de bine functia g(t) initiald Intr-un

interval finit. Fie spre exemplu f0(t)eB?, de forma:

o -1 1
fean-o a‘,*oejocdw

£, () =—ie
V2T 2,

- . -1 1 . .
Se observd cad TF a lui f,: F(m)ze;;;‘?;; este derivabila de o

infinitate de ori, ceea ce inseamnd ca f,(t)—0 cind t—» mai répede
decit orice putere a lui t. In consecintd si functia f,:

£ (e)=£,(E)P, ()
apartine clasei B?,, pentru un o, < 0, indiferent de valoarea lui n.
Dar f,(t) poate fi facut oricit de apropiat lui g(t) pe un interval
finit, deoarece afirmatia:

[£,(t)-g(t) |=|£,(t) P, (t)-g(t) |<e pe [-T,T]
cu conditia |[f,(t)|>d>0 pe [-T,T]

este echivalenta cu urmatoarea afirmatie:

p()-9LE) (e €, -
P £ TEo] ‘e pel-TT
care este adevarata datorita teoremei lui Weierstrass . Astfel

pentru orice functie g(t) continui intr-un interval finit [-T,T],
posibil de banda nelimitata am gasit o functie limitatd in banda la

valoarea o (si o poate fi f&cut oricit de mic) care pe intervalul
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Cap 1. TE la intersectia mai multor domenii 19

finit [-T,T] s& se deosebeascad oricit de putin de g(t). Aceasta
constatare spune un lucru aparent paradoxal, dar adevarat, si anume
cd o functie limitatd In bandad se poate modifica oricit de mult (sau
de repede) Intr-un interval dat. Insa acest lucru nu inseamna ca
~(t) poate fi recuperat din mai putine esantiocane. Modificarea
-apida a functiei £,(t) cu pastrarea benzii a se face pe seama

cresteril pronuntate a energiei semnalului aproximator. Astfel

a
pentru o functie din B2, : £, (¢) =—1fFe(m)ej"’°dm rezultd:
2T 2y
1 a
fl(t)=—— [F.(0) joel®tdw
¢ \/2"‘1{: ¢
si deci

a a
/ 1 2 2 ol
|fe(t) |s—-27t _j‘;lFe(m)l dw:(;w dw <, 3 VE

a
unde E=f|Fe(<0) |2dwo reprezintd energia semnalului aproximator. Se

observad ca dacad f,(t) trebuie s& urmeze cu o eroare maxima €, O
crestere de valoare A a lui g(t) iIn intervalul de durata D ( vezi

?figura 1.2):

tO D t0+ D

fig.l1.2: ilustrarea vitezei de variatie a functiei aproximatoare

atunci existd un t, €(ty, to+D) astfel incit |£’,(t,)|>(A-2¢)/D. Prin

urmare dacd variatiile lui g(t) cresc (adicd A creste si D scade),
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20 Cap l. TE la intersectia mai multor domenii

cu un € fixat aceasta atrage dupa sine cresterea valorii modulului
derivatei lui f,(t), deci si a energiei semnalului f£,(t), dacd dorim
ca banda semnalului aproximator sd ramind constanta. O legatura
intre valoarea maximd a derivatei unui semnal din clasa B?, si
valoarea maximd a acelulasi semnal este datd8 de teorema lui
Bernstein, care afirmad cd pentru aceste semnale:

£ ()] < a sup, [£(t)|
ycest lucru face ca aproximarea unei functii oarecare g cu o functie
de bandad limitatd la o, care iIn plus sa verifice o conditie de
limitare a energiei sau - ceea ce este echivalent 1In acest caz
datoritad relatiei lui Bernstein - o conditie de midrginire pe axa
reald, nu este posibild la o valoare a devierii € oricit de mica.
Deci chiar dacd 3iIn intervalul [-T,T] am reusit o reducere a
numdrului de esantioane, acest lucru va trebui compensat printr-o
mirire a numdrului de esantiocane prelevate 1In afara acestui
interval. Aceasta deoarece acele esantioane vor tinde la valori
foarte mari, si nu vor mai putea fi neglijate Intr-un eventual
proces de reconstructie chiar In interiorul intervalului considerat.

In concluzie, daca semnalul este cunoscut pe Intreaga axa reala,
o imbundtatire a ratei de esantionare sub limita datd de TE nu este
posibila.

1.4 Generalizare a Teoremei esantiondrii utilizind teoria functiilor

complexe.
Utilizind teoria functiilor complexe prezentatd mai sus, autorul

face In acest paragraf o primd trecere la esantionarea neuniforma
printr-o generalizare proprie a TE:

Fie (1): functia Intreagd A:C—C astfel incit restrictia ei la R
:Al;=a este continuad si a’(x)>Q pe R. Functia fiind monotond s&
notam A(u,)=km, construind astfel o multime ordonatd de puncte (uy) .

(2): functia Intreagd f:C—C astfel 3incit exista M>0 cu
| £(x)|<M, pentru orice xeR si

| £(z)|<Mexp(1/2°|A(z) | |sin(arg(A(z)))|] pt. orice zeC

(3): notam

(sin,A,k) (z) = sin(A(z))
(z-u,) [sin(A(z2)) 1/

z=u,

Teorema 1.1: In conditiile (1), (2),(3) functia f verifica relatia:
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£(z)=X f(u,) (sin, A, k) (z)
kez

Se observd cad dezvoltarea de mai sus reprezintd o teoremid de
esantionare neregulatd&, punctele u. depinzind de alegerea functiei
A.

Demonstratie [43]: Fie B, bila cu centrul In 0 si care cuprinde n
dintre punctele multimii {u,} si:

= 1 f(u)du
2 2njJ (u-z)-sin(A(u)) (1.24)

n

Calculind reziduurile integrandului vom avea:

rez(u,) =lim flu) (wrug) £ (uy)
KW (u-z)sin(A(u))  (u.-z)A'(u,) cos (A(u,))

deocarece:
1in sinu(:Au(ku) ) “Lin sin (A (u) L:iin @A) _(sin(a)) i,
si
rez(£(z)) = L2

Din teorema reziduurilor si deocarece u, este diferit de u,,;,

functia a(') fiind strict crescdtoare deducem:
f(u
I(z)=X (1) +—L12) (1.25)
u€B, (u-z) A’ (u,) cos (A(u,)) sin(A(z))
Parametrizind conturul lui B, in mod standard : u(8)=re’®, r: raza

bilei B, obtinem:

2n 8 3 9
2,1;|In(z)|=|f Jf.;(reJ )‘rJeJ dB'a |
w (re?®-z)-sin(A(re’®))
2n

sf |£(ze?®) |8
o ]e”——i[lsin(A(rej") ) |
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22 Cap l. TE la intersectia mai multor domenii

Se stie ca (vezi [20]): expl(r|sin 8|)-4[sin(re®)|, pt. cric= 6 In

R si r suficient de mare, 1In particular:

S : 2 . (1.26)
|sin(A(re?®))| expl|A(re’®) |-|sin(arg(A(re’®) ))|]

deci:

2n 0
2m|1,(2) |s4 [ |£(zre”) |0 ‘
0 fej°——§—|~exp[]A(reJ°) |'lsin(arg(A(re?®)))|]

Dar decarece lim_.|e™-z/r|=1 rezultd ca pentru r suficient de mare

avem:|e-z/r|~0.5 deci:

2n

|£(re?®) |d®
8 ; j
2n|I,(z) | £ exp[|A(re?®) |-|sin(arg(A(re?®)))|]

Folosind punctul (2) din ipoteza obtinem

2n
27| 1,(2) |58 [exp [-%]A(ref") |'|sin(arg(A(re?®)))|1d8
]

Deci pentru n—», r—» rezultd ca si I,(z)-0 uniform pe orice B,. Deci
seria din (1.25) converge uniform si:

f(z) _ £uy)
sin(A(z)) «kez (z-u,) -A’(u,) -cos (A(y,))

sau altfel spus:

£(z)=X f(uy) (sin, A, k) (2)
kez
qg.e.d.

Prin alegerea functiei A obtinem diferite distribuiri ale momentelor
de esantionare pe axa reald, probind astfel forta si eleganta
abordarii problemei cu ajutorul functiilor complexe, in particular
se obtin relatii de tipul celor din [21] [49] (vezi [44]).
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i.5.Teorema Esantiondrii si spatiile Hilbert

fnlocuind in paragraful 1.3 pe O cu Tw, se constata cad spatiile
B2, s$i L? p.m Sint izometric izomorfe prin intermediul
transformatei Fourier (TF) [15], [100]. Aceasta rezultd pe de o parte
din teorema Paley-Wiener care afirmd ca orice functie din B2_, are
o reprezentare de forma:

1 . (1.27)
x)=—— | glu)e?™du unde g(u)€L?, _
m_{[q [-nw, nw]
si pe de alta parte din faptul cd TF este o izometrie, adica:
e (1.28)

|1£12=[ 1£ 0 Pdx=c£, £=¢g. 9>= [ |g(w [*du=||g] [

W

conform teoremei lui Parseval. Cum L2 ., ., este un subspatiu al lui

L2, care se constituie intr-un spatiu Hilbert cu produs scalar dat

W
de (f,g):j.f(x)g(x)dx si norma || f]2= <f,f>, rezultd cd si B2, este

104

un spatiu Hilbert.

ik
Se observa cd& functiile { @ y(u)l}yz, cu @ (u)= 1 o 7w

2w

formeaza un sistem ortonormal total In L2? ., .,. Aceasta deoarece:

nw

f 1 dgu 1 384 sinm(n-k) _
e e du—w- nk
e V2TW Venw nin

i

Deasemenea jhf(u)¢k(u5du=o pentru f € L2 ., ., S1 pentru toti keZ,

-nw
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implica f=0 (vezi dezvoltarea lui £ conform PSF). Deoarece

Xy
(sinn(wt—k))_ e . |vlsmw
n(we-k) | y2Tw

. |vpmw

deoarece conform relatiei lui Parseval:

[HwET@ du=[F, (N F (W dv

rezultd ci sistemul de functii {Vw sinc(wt-k))},. este ortonormal
complet in B2.,. In acest caz se pot aplica rezultatele cunoscute
referitoare la spatiile Hilbert, si anume cad pentru orice functie

f din B?,, expresia

E=|f(¢t) -k-ﬁNYk\/D—VSiHC(Wt_k) "LzR

are valoarea minima daca ¥y, sint coeficientii Fourier ai lui f in
raport cu sistemul {(Vw sinc(wt-k)},.., adica:

n

w k
=<, F(@,)>=<F(£) , P> =—nt T qv=L X
Y (@) (£) . o m[.?’(f) (v)e” ¥ dv= ﬁf( =)

“nw

sau altfel spus:

Linl£(6) - & £(X) sine(we-i) |2 =0 (1.29)
Ve k=-N W R

Se poate arata ca din convergenta in norma in relatia (1.29) rezulta

$1 convergenta absolutd. Ecuatia lui Parseval iIn spatiul B2, are
urmatoarea forma:

£(t) [2de= £ y2,=1¥r2 (X
[1£00) Pde= £ v = 2E e ()

Aceasta Inseamnd ca pentru f=sinc(wt-n) se obtine:

fsincz (wt-n)de=1 % sinc?(n-k) =1
R Wkez w
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Deci conform inegalitdtii lui Cauchy-Buniakowski-Schwartz rezulta:

Ky sy k)2 Xy 2% sinc?(n- 2 k
| £ W)s.lnc(wt k) | Su;;zvlf( w)l Y sinc?(n-kK)< Yy f (W)

kPN =-ce |kDN

Decarece felL?,, ultima serie tinde la 0 cind N tinde la o (ca rest
al unei sume Riemann al unei functii integrabile), rezultd ca seria
din (1.29) este si uniform convergentd iIn L', si are o limitd g. Cum

~

in B2, seria este convergentd la f, rezultd cid f=g a.p.t. (adicd

f(f—g)zdt:=0 ) deci teorema esantiondrii este demonstratéa.
R

Am vdzut cd TE rezultd dintr-o problemd de minimizare a
distantei In spatiul B?,, Intre o functie f si descompunerea ei dupa
o bazad ortonormatd {Yw sinc(wt-k)},.,. Problema se poate pune si
invers: fiind dati coeficientii f(k/w), sd se gaseasca acel sistem

de functii s, (t,w), care sd minimizeze:

= - -—k
dy(s) S|ﬁp=1p|f(t) ngf( =) Skt w) |
Dar

W nw Lk .
dy(s) =supp|L fF(v) elvtdv- { . f F(v) e’ "’vsk(t,w) dv| <
1£1;1 /27w 5, k=N 2T 2., Cauchy

s k

. JI=Vv
< J2rwjedve- ﬁ e ¥ s (t,w) ||L22"

Cauchy k=-N

‘

Deoarece ({e’*/*},., este un sistem ortonormal complet In L2 . n,,
rezultd c& pentru minimizarea 1lui d, trebuie ca s, sa fie
coeficientii Fourier ai lui e in baza {e’*"},,, acestia fiind
chiar functiile sinc{wt-k). Din nou rezultatul este tocmai Teorema
Esantionarii.

Aceastd deducere a TE conduce la concluzia importantd pentru
generalizdri, si anume c& seria din TE este de fapt proiectia
functiei f (care nu trebuie neaparat sa fie 1In spatiul B2_,) pe

spatiul B2,,. Acest lucru se vede din faptul c& daca T,=<f,sinc(wt-

BUPT



26 Cap l. TE la intersectia mai multor domenii

k)=, atunci <f-Xt, sinc,, sinc,>=<f,sinc,>-<XT.sinc,sinc>=Ty-T,=0,
deci diferenta intre f s$i proiectia sa este perpendiculara pe
ansamblul functiilor sinc.(wt)=sinc(wt-k), keZ ce formeaza baza

spatiului B2,.

1.6.Rezumat si _concluczii.

Desi par a nu tine de tehnica, diversele aborddri matematice ale
TE pun in evidentd diferite aspecte importante ale acesteia,
susceptibile de a conduce la generalizari utile, sau, ceea ce este
la fel de important, indepdrteazd pericolul cautdrii in directii
lipsite de perspectivd. In capitolul 1 autorul prezintd trei
directii din care se poate privi TE. Astfel formula de insumare
Poisson subliniaza dualitatea care existd iIntre spatiul semnalelor
continue si cel al celor discrete, stipulind conditiile in care o
integrala de convolutie poate fi Inlocuita cu o sumd de convolutie.
Teorema Paley- Wiener leagd clasa semnalelor de bandd finita de
clasa functiilor iIntregi de ordin finit, transferind problema
recuperdrii functiilor din esantioane In aceea a determindrii unei
functii intregi In planul complex ( o problemd8 algebricd de
interpolare ). Cu mijloacele teoriei functiilor complexe se face o
discutie a posibilitatii de a aproxima o functie oarecare (posibil
cu viteza de variatie foarte mare) cu o functie de banda limitata.
Deasemenea pe aceeasi bazd autorul construieste o generalizare
proprie a TE 1In par. 1.4 [43). Teoria spatiilor Hilbert, 1In care
sint incluse si spatiile L? ., si B2?,, oferd instrumente puternice
in studierea aproximdrii semnalelor prin serii de functii, punind
la indemind operatori de proiectie a semnalelor in spatii de
interes, rezultatele extinzindu-se apoi s$i in spatiul L'y prin
intermediul unor nuclee reproducdtoare mirginite. Prin generalizari
ale anumitor aspecte teoretice se obtin forme ale TE, care
referindu-se la esantionare neuniformd sau tinzind prin alte metode
la o economie de esantioane, pot conduce la o esantionare adaptata
la forma semnalului. Ceea ce reiese Insd cu claritate din expunere
$1 din bibliografie este faptul ca avind cunostiintd de intreg
semnalul ce trebuie esantionat, nu se poate cobori in medie prin
nici un procedeu sub limita Nyquist pentru rata de esantionare. Dar
©0 esantionare adaptivd este posibila atunci cind semnalul se
prelucreaza in timp real, adicd atunci cind nu este cunoscut decit
partial, acest fapt fiind exploatat in continuare in lucrare.
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Cap.2: Algoritmi adaptivi si baze oblice

to
~]

Capitolul 2. Algoritmi adaptivi gi baze oblice in descrierea gi

refacerea semnalelor egantionate neregulat.

2.1 Introducere

In acest capitol se extinde abordarea din cap.l in care TE este
privitd ca o descompunere a semnalelor dupa o bazd& ortogonala a
spatiului Hilbert al semnalelor de energie finitd, extinderea
fdcindu-se prin Inlocuirea acestei baze cu o bazad oblica
(eng.:frame, franc.:base obliqué), in scopul descrierii semnalelor
esantionate neregulat. Aceasta abordare ne va permite In cap.3
trecerea la baze de undisoare.

Deasemenea se introduc algoritmii adaptivi 1In refacerea on-line
a semnalelor esantionate neregulat, privind aceastd refacere ca pe
o proiectie ortogonald a semnalelor intr-un anumit subspatiu al
semnalelor de energie finita. In acest capitol subspatiul va fi cel
al semnalelor de bandad limitatd, pentru ca in capitolul urmator el
sd fie adaptat chiar semnalului. Au fost alesi doi algoritmi
adaptivi. Primul este algoritmul minimiz&rii erorii patratice medii
'LMS (Least Mean Square), pentru care se studiazd functionarea in
regim de urmdrire, respectiv eroarea de refacere. Al doilea este
algoritmul de gdsire a inversului unui operator prin metoda von
Neumann (care cuprinde de fapt ca si caz particular algoritmul LMS),
si care va fi introdus in acest capitol legat de problema gasirii
bazei oblice duale unei baze oblice date in procesul de refacere a
:semnalului din esantioane neregulate, dar care va fi folosit mai
‘ales in capitolul urmator.

Autorul a extins In acest capitol refacerea semnalelor din
fe$antioane prelevate aleator , abordatd in literatura ([38], [115]
pentru un numar finit de puncte , la un procedeu on-line bazat pe
o metodd iterativa, ale carui proprietati in regim de urmarire sint
fundamentate teoretic si experimental (par. 2.3 si 2.4). Deasemenea
problema a fost transpusa din domeniul continuu In cel discret (par.
2.2.3), pentru cd oricum solutiile propuse sint implementate cu
filtre digitale (chiar in literaturd exemplele fiind de fapt
simulari 1In domeniul discret). O eventuald eroare de aliere a
semnalului nu are semnificatie aici pentru cd prelucrarea se face

In domeniul discret, semnalul sursd si cel rezultat fiind discrete.
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o
89}

Baze oblice.

.2.1. Constructie. Operatorul bazei oblice si dualul sau

397
t

fn general o baza oblica (Bob) {h.}i; Intr-un spatiu Hilbert H
ocarecare este o multime de vectori indexatd dupa o multime I pentrn

care existd A>0 Si Bwee care verifica relatia ([16], [53], [75]):

AlxI2sY [<x, hp |*sBIxI? . VxeH (2.1
ler

A si B numindu-se marginile Bob.

Dacid se defineste operatorul H:H¥sl2 ,, asociat lui {h,},,; prin:

(Hx), = <xX,h,> pentru toti lel
atunci:
Y |<x,hp 2= X | (Hx) ,|*=|Hx]? (2.2)
ler ler
adica

Alxi2 € JHx|2 £ Bl|x|? si deci H este un operator marginit si
continuu, deocarece |Hx|] < VB|x|. Relatia (2.1) este de fapt o
generalizare a relatiei lui Parseval aplicabilad In cazul bazelor
ortonormale.

Relatia (2.1) mai poate fi scrisa:

A<x,x> < <Hx,Hx> < B<x,x>
Notind cu H' adjunctul operatorului H (cel care verifica
<Hx,y>=<x,H'y>) rezulta:

2.
0 < Aid < H*H < Bid (2-3)

unde id reprezintd operatorul identitate. In acest fel H'H este un
operator marginit, pozitiv definit, autoadjunct, care in consecinta
are un invers la rindul lui marginit (H'H) '<1/A id. H si H pot fi
reprezentati ca in figura 2.1.

Adjunctul lui H, H' va fi definit pe 12, cu valori in X:

H'c = Xchy ;  c=lc)el?,, (2.4)

In consecinta se poate defini un nou operator S, numit operator al
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fig.2.1: actiunea operatorului H $i a dualului sdu asupra
sirurilor din 12

Bob In urmatorul mod:

Sx=H'Hx=H‘(Hx) =E(H(x))lhl=2<x,hl>hl (2.5)
1 1

Operatorul este autoadjunct (S*=S), pozitiv definit, deoarece

verificd relatia:
0 < A id £ s £ B id

si inversabil, cu inversul marginit:

, ] (2.6)
BV id < (H*H)! = 1 < Alid
astfel incit din (2.5) rezulta:
x=8"18x=(H"H) "1X<x,h;>h,=X<x, h,> (H*H) h,
1 1
Definind:
g,=(H'H) 'h, , pentru VleI (2.7)
se obtine:
x = X<x,hpg, (2.8)
1

Adicd o relatie de analiza/sintez& In care baza de sintezd g, se

obtine din baza de analiz& h, conform formulei (2.7). De fapt {g,}

BUPT



30 Cap.2: Algoritmi adaptivi si baze oblice

este de asemenea o bazd oblicad, numitd duala lui (h,}, si are loc
[75]:

1/BIfI? < X|<g,, £>]* < 1/A|£]?
1

pentru orice f din H. (justificarea rezultd din 2.6)

otind cua G operatorul:

:H-.2,, , f5{<f,g;>}., G se numeste operatorul dual lui H.
In .:est caz, deoarece (H'H) ' este autoadjunct:
<f,,G*GE,>=<Gf,, GE,>=X<f,,g,><f,, g>=
1

=YX f,, (H*H) thp><f,, (HH) *h>=X<(H"H) *f,, h><(H*H) "*f,, h>

1 1
Dar {«(H'H) 'f.,h,>}. = H(H'H)'f, conform definitiei 1lui H, deci
rezulta:

<f,,G"Gf,>=<H(H"H) *f,, H(H"H) *£,>=<H"H(H"H) *f,, (H"H) *f,>
si deci:

6°G = (- (2.9)

Se constatd cd denumirea de bazd duald este bine aleasd, deoarece
conform relatiei (2.7) rezultd duala lui g, ca fiind:

g,’= (G'G)"'g, = (H'H) (H'H) 'h, = h,
Operatorul dual G mai verificd relatiile:

G'H = X<, hpg, = id
1

si (2.10)

H'G = §<-,gl>h1 = id

Demonstratie (1) (prima relatie):

Din:

G'Hf=G"(<f.h>} =% <f,h>g,

si din:

<f,.G Hf>=<f,,T<f, hpg>=F <f,,g><f, h>=
=2,<f, (H'H )h><f, h>=F,<(H'H)'f, ,h><f,,h>=
=X,<(H'H)'f,,<f, h>h>=<(H'H)'f, H'Hf,>

si deoarece H'H e autoadjunct rezulti:
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Cap.2: Algoritmi adaptivi si baze oblice 31

<t,,G'Hf,> = <f,.f,>
si deci (2.10).
q.ed

Din definitia operatorilor duali G si H se poate deduce legatura
intre acestia, constatind ca:

(Gx) ,=<X,g.»=<x, (H'H) 'h,»>=<H'H 'x, h,>
Dar ultimul produs scalar este chiar (H(H'H) ‘x). (din definitia lui
H), in consecinta:

G=HHH"™T (2.1

In acest moment existd o formuld de reconstructie dubl&d, anume:
X = 2, <X,0,>g, = 2, <X,g,>h,

astfel Incit h, si g, pot juca pe rind rolul de bazd de analizd,
respectiv sintezd, rol care era jucat in cazul bazelor ortonormale
(de exemplu sinc,) de o singurd multime de vectori, aceasta fiind
chiar baza ortonormala.

Dacd se utilizeaza notatia din formula (2.5) se obtine forma
uzuald a formulei de analizd/sintezd (cu S = H'H = (G'G)™'):

- o-1
si g1 =574 (2.12)

x=X<x,h;>S1h,;=¥<x, 5g,>g,
1 1

Pentru a caracteriza complet constructia bazelor oblice duale
vom mali observa c&: HG este proiectia P, din 12(,;)in codomeniul
operatorului H:H(H), iar G'H este proiectia P, din 12(,) 1in
‘codomeniul operatorului G:G(H) .
Demonstratie (2)(putin diferit si in 30): din 2.10 rezulta:
id= G'H=G'P,H=G =G Py;=>HG =HG'P,
Dar pentru Vce 13(I), 3fe H astfel incit Hf=P,c. Deci:
HG'c = HG'Pyc = HG'Hf = Hf=P,¢
q.e.d.

Din afirmatia de mai sus rezulta:
PH = H , PP, = P,, iar P,=HG =H(H'H) ‘H’

Observatie: operatorul G = (H'H) 'H (din 2.9 si 2.11) are o
frumoasd proprietate de "minim", anume:

- daca se noteaza cu A(H) complementul ortogonal al lui H(H) in
12(,), adica A(H) = H(H)* sau dacad ceA(H) = c L d, VdeH(H), atunci
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G'c=0.

Deci dintre toate inversele la stinga ale lui H, G este cea care
calculeaza proiectia unui vector din 12(;) in H(H). Daca celz(,),
c=c,+c,, culc,, cele doud componente apartinind lui H(H), respectiv
A(H), atunci HG ¢c=HG P.c=HG c,=H(H'H) 'H'c =P,C,=Cy.

Su aceasta G, care se mai numeste si pseudoinversa lui H,
seprecincd solutia minimizarii distantei intre cel?(,) si subspatiul

:(H). Cele spuse mai sus sint ilustrate in fig. 2.2:

P ¢ c
|
“H

H(X)

’=
HG c °H

fig.2.2: actiunea pseudoinversei G a operatorului H asupra
vectorilor din afara codomeniului lui H

2.2.2 Determinarea bazei oblice duale prin aplicarea unui algoritm

iterativ.

Bazele oblice sint o Ggeneralizare naturald a Dbazelor
ortonormate. Acest fapt este pus 1In evidentd de citeva tipuri
particulare de baze oblice:

1° o bazd oblicd se numeste exactd, dacd prin excluderea unui
vector din bazad oblicad restul vectorilor nu mai acoperad elementele
spatiului H. Conform [9] si [53], existd urmitoarea caracterizare
pentru o bazd oblica exacta:

- {h,} este o bazad oblicad exactd d.s.n.d. este o baza Riesz,
adica dacd existd un izomorfism L de la H la ¥ astfel incit Lh,=u,,
unde {u,} este o bazid ortonormala.

- {h,} este o baza oblica exactd d.s.n.d. baza oblica duala este
biortogonalda lui {k)}, adica daca:

<h;,s'"hy> = <h,,g> = 8, 1,keI
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Cap.2: Algoritmi adaptivi si baze oblice 33

Bazele oblice biortogonale oferd proprietdti interesante pentru
descompunerea s$i reconstructia semnalelor, datoritd posibilitagii
de implementare cu filtre multicanal cu reconstructie perfecti
(cap.3)

29 o bazd oblicd se numeste strinsd, dacd marginile Bob sint
egale, A=B

- pentru baze oblice strinse se verifica:

- S=A id , SP=1/A id , unde S e dat de relatia (2.5), iar
din (2.1) rezulta:

Alx|?=A<x, x> =A<x, X<x, hph> =X (<x, h;><x, h>) =E|<x, h> |

- h;=8"'g,=1/Aq,
- x=1/A ¥<x,9,>g,=2,<X, h,;>h,

Se observa ca pentru bazele oblice strinse gdsirea bazei oblice
duale este simpld, aceasta fiind chiar egald cu baza oblica initiala
in afara unui factor.

In general pentru determinarea Bob duale trebuie gasit dualul
lui H din rel. (2.11). Acest lucru poate fi deosebit de dificil daca
domeniul lui H este chiar L2, iar dacd domeniul este 12, adica H
este o matrice, dificultatea creste cu numarul de linii (coloane)
adicd cu numarul si lungimea functiilor care formeaza baza.

In par.2.3. vom vedea ca teoria Bob se aplicad la descrierea
semnalelor (sirurilor) de energie finitd. Functiile din bazd vor fi
functii de tip sinus cardinal discret, egale ca lungime cu semnalul
supus prelucrarii astfel 1Incit calculul pseudoinversei devine
prohibitiv.

: Dacd se doreste evitarea calcului pseudoinversei, Bob duald se
poate obtine pe baza unui procedeu iterativ si anume calculind
ﬁnversul operatorului S cu ajutorul seriei von Neumann:

- Dacad C este un operator liniar, continuu pe H, si |C|<1l atunci
operatorul (id-C) are inversad care verifica relatia:

(id-c) =¥ cn (2.14)

n=0

Aplicind aceasta relatie operatorului S=H'H rezulta din (2.3):
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34 Cap.2: Algoritmi adaptivi si baze oblice

-2Bid<-2S<-2Aid |+(a+B) id
(A-B) id< (A+B) id-2S<(B-A) id

A- Blds.ld ZSSB A

A+B A+B A+B

deci:

B-A .,
<=—=X1
A+B" A+B

|id-

Aplicind relatia (2.14), se obtine:

Ao 2 i (ig-2S yy-1-_2 id-_25 yn (2.15)
S- —+B(ld (id —A+B)) A+an=; (id )

sau direct din (2.12) baza oblica duala:

g,=5" 1h1_ 2: (i d- )nhl (2.16)

De fapt relatia (2.14) st& la baza unui procedeu iterativ de gdsire
a unui vector f cind se cunoaste imaginea lui f: Kf. Fie K un
operator mdrginit Intr-un spatiu Hilbert care satisface pentru un
Y<1 relatia:

IE-KEI<y | £] (2.17)

atunci K e inversabil si f poate fi redobindit din Kf prin urmdtorul
algoritm iterativ:

fra=E,+K(£-£,) (2.18)

Acest fapt [38] rezulta din relatia (2.17) care se mai scrie |id-
K[|-y<1 , deci se poate aplica relatia (2.14) cu C=id-K. Rezulta:

k1= (id-K) "

n=0

deci
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F=KIKF=3 (id-k)"Kf

n=0
Notind cu f,=2" ,(id-K)"Kf , se obtine prin inductie chiar formula
(2.18). Daca f.=Kf, conditia initiald este verificatd, iar din

£...=2"! _ (1d-K)"Kf rezulta:

£,.,=KE+S (id-K) hKE=KE+ (id-K) ﬁ (id-K) BKf=Kf+ (id-k) £
h=1

deci £, ,=f.+K(f-£f,).

Observagie (1): Se poate utiliza un astfel de algoritm de reconstructie al unui semnal
din egantioanele sale dacd se giiseste un operator K, care sd depinda doar de esantioanele
semnalului f si care prin operarea asupra lui f, sa-l individualizeze (in asa fel incit acesta
sa fie unic determinat daca se cunosc esantioanele de care depinde K). in plus K trebuie
sd verifice o relatie de tipul (2.17). Un astfel de operator va fi exemplificat in paragraful
2.2.3. pentru semnale discrete de banda limitata, respectiv in par. 3.3.2 pentru semnale
oarecare .

Relatia (2.16) este de fapt de tipul (2.18) deocarece:

||1d-—S||<1 deci ||(1d-——S) fl= Ilf f|]<||f||

astfel incit g, poate fi obtinut In modul urmator:

g,°= A:iBSgl , ler
S1 (2.19

glnq:gl ng

n 2 _
S(g;-g;™ ; (cu B g,=h, cunoscut)

A+B

Ramine sa vedem cind o multime de puncte de esantionare
(prelevate in general neregulat) poate conduce la o bazd oblica,
astfel Incit semnalul initial s& poatd fi reconstruit eventual pe
baza bazelor oblice duale. Acest lucru va reiesi din urmatoarele
doua paragrafe.

2.2.3 Utilizare a bazelor oblice la descrierea semnalelor

esantionate nerequlat.

In [115] se pune problema refacerii unui semnal din esantioane

neregulate prin proiectia iIn spatiul semnalelor de banda limitata.
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Se utiliceazd pentru aceasta descompunerea operatoruluil care descri=z
croiectia In valori singulare (de fapt se calculeaza dualul
operatorului fird a se specifica acest lucru). Procedeul este
aplicat in domeniul continuu pentru un numar finit, mic de pur:te
(din caucza complexitatii calculului N=8). Vom extinde aceasta
problemd la un numar infinit de puncte (adicd vom obtine o
reconstructie on line), transpunind In prealabil problema in
iomeniul discret, deoarece procedeele practice de reconstructie din
esantioane neregulate pe care le vom studia vor fi implementate cu
sisteme discrete (filtre digitale), astfel incit reconstructia se
va referi tot la semnale discrete. Deasemenea vom Inlocui calculul
dualului prin descompunerea in valori singulare (in cazul discret
aceasta revine la calculul pseudoinversei) prin procedeele iterative
prezentate in par. 2.2.2.

Fiind dat un semnal O(n), 6€l2(Z), prin esantioanele sale la
momentele t,,t,€Tc[0,N). Problema reconstructiei perfecte se refera
la gasirea lui 6(n) pentru 0<n<N, NeZ. Aceastd problemd poate fi
tratatd In completd analogie cu reconstructia semnalelor de banda
limitatd pe R. Fie

N-1 _q2m
0(m=Y68(me ¥

n=0

transformata Fourier discretd (TFD) a secventei 6(n). Spatiul
semnalelor de bandad limitata la W<N/2 se poate scrie:
B,={0eC"| 8" (k) =0 pentru |k|>W}

S& considerdm cd esantioanele cunoscute sint cuprinse intr-un
vector de observatii y=[y(t,) ... y(t,)]T cu 0<t,<t,<...<t,<N si sa&
incercam sd obtinem reconstructia semnalului initial 6 din care
provin esantiocanele y, astfel 13incit 6 sa verifice o conditie
suplimentard (altfel problema interpolarii ar avea o multitudine de
solutii), de exemplu aceea de a fi limitat In banda.

Fie matricea H (echivalentul operatorului H din paragraful
2.2.1) data de:

sin(2w+1) (£,-5) &
)(1J)N

o e (2.20)

=l

sin(¢,-5) ~
(ty J)‘N

BUPT



Cap.2: Algoritmi adaptivi si baze oblice 37

Atunci o solutie posibild pentru 6 ar fi datd implicit de ecuatia:

210
v = HO (2.21)
decarece dacd 0eB, si observind cd h. (liniile matricii H), i=1,M
sint in B,, rezulta:
1 1, T
vy = <b;,8> = L(TFDh;, TFDB> = —<e " ¥ Ly 08> =

j2n
=1y8(me” ™= B(t,)
Nn

Formeazd {(h;}".., o bazad oblicad In C" (N-uple cu valori in corpul
numerelor complexe)? Deoarece numdrul punctelor de esantionare este
M<N In mod cert acest lucru nu este adevarat. Din relatia (2.8)
rezultd ca 0<AsgA,,,(H'H)<A,,,(H'H)<B , deci A,,,(H'H)>0 , adicd rang H=
rang (H'H) = N. Deci {h;}",., trebuie sa& continad cel putin N vectori
liniar independenti, adicd M2N.

Chiar dacad In C" liniile matricii H nu constituie o baz& oblica,
in subspatiul Bw acest lucru s-ar putea sa fie adevdrat. Prin
intermediul transformirii Fourier discrete, spatiul Bw este izomorf
cu C", iar daca {e.}",., constituie o bazd oblicd in C" unde

-§ 2% ¢k R
=e ¥, k=I,N; i-1,M

e, (k)

atunci si {h;}"., = {e";}",., reprezintd o bazd oblicad iIn Bw. Dar
;acest lucru este adevdrat dacd M>W si daca (e} sint liniari
‘independenti, deocarece in cazul spatiilor cu dimensiuni finite orice
;multime de vectori care genereazd spatiul constituie o baza oblica.
Dorim s& determindm solutia O care apartine subspatiului Bw.
Pentru aceasta ar trebui sd calculdm pseudoinversa matricii H, dar
H'H din expresia pseudoinversei din paragraful anterior nu mai este
inversabila.
(In cazul finit dimensional operatia de transpunere conduce la

adjunctul operatorului definit de matricea H cu elemente reale

<HO, Y>=<0,HTY> =i§_flj§eihi,yj
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Sa observam [90] ca pseudoinversa G'=(H'H) 'H' provine In cazul M<N
intradevar din minimicarea expresiei:

e? = |y-HO|? = «y-HO,y-HO~
prin:

de?_ _tB) =2 5T (HB- V) = 89_;09 997
“aF‘(Y HO)T(Yy-HB) =2HT(HO-Y) =0 , cu=g [ael aexv]

< unde H'HO =H'v, rezulta 8= (H™H)'H® y , unde 6 reprezintd
e timatul cel mai bun din pun-t de vedere al erorii patratice pentru
solutia ecuatiei y=HO, car - de reguld nu are solutie (sistem
supradeterminat) .
Ce se Intimpld cind H nu mai este injectiv ca 1In expresia (2.20),
adica atunci cind y=HO® are mai multe solutii posibile? Pentru a gasi
estimatul O care provine din acoperirea convexd& a liniilor matricii
H (adica din spatiul Bw C 12) s& ardtdm c& acest estimat este unic:

Demonstratie: Prin absurd, dacd ar exista 6,,0, € B,, astfel
incit HO.=HO, atunci rezult&d: H(0,-8,)=0 cu 0,-0,=6eB, , deci <h;0>=0
pentru i=1,M. Prin relatia Parseval acest produs scalar conduce la
<e,;,07>=0 pentru i=1,M , dar deocarece {e,}";., este o bazd oblicd in
C" si deocarece 07eC” rezultd cd acest lucru e posibil doar dacid 6°=0
si deci 0=0 (<e,;,0">=0 , i=1,M este un sistem supradeterminat). Deci
solutia ecuatiei HO=y In subspatiul B, este unicd si o notdm cu Ow.
Dar aceastd solutie este iIn acelasi timp si solutia de normd minimd
a ecuatiei (14), deocarece fie 6! astfel incit HO'=y. Atunci 0' poate
fi scris ca fiind format din 2 componente 6!'=0w+8u , cu Bu in afara
lui B,, astfel iIncit HO'=HOw+HOu=y , de unde rezultd HOu=0 , adica
<Bu,h;>=0 pentru i=1,M. Dar cum 8w este in subspatiul generat de
{h;}",., rezultd ca <Ow,Bu>=0 si deci

161 =1 6wl -+l 6ull 26w , V6.

g.e.d.
Rezultd c& 1In acest caz pseudoinversa operatorului H are
semnificatia solutieli de normd minimd pentru ecuatia (2.21),
deoarece se va obtine minimizind norma lui 6: 1/2 670 in ipoteza
existentei legdturii HO-y=0. Egalind cu zero
rezolvind pentru 6, se obtine [90]:

lagrangeanul si

R

1
30 —Z-STB—(He-y) TA} =0 =0=HT) (2.22)
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)
el

iar legdtura este satisfdcutd pentru HO=HH'A=y, adici pentru
A=(HH") 'y , deci pentru:

(2.2

)

O0=HT(HHT) "y

Relatia (2.23) reprezintd solutia de normid minimi e ecuatiei (2.21)

iar:

to

1=

2.
H*=GT=HT(HHT) ! (

este pseudoinversa matricii H, 0 rezultind ca o combinatie liniara
a liniilor lui G. Relatia Intre H si G rezultd mai clar din figura
2.3.

fig.2.3 Proprietatea de normd minimd a solutiei data de
pseudoinversd in rezolvarea ecuatiei y=HO iIn raport cu 6

Relatiile iIntre operatorii H si G sint In acest caz din (2.7):
HG"=GH'=1I si (HH") '=(GG") (deoarece GG"=GHT(HHT)').

Cu aceste consideratii orice 6 din B, poate fi scris iIn modul

urmator:

> <e,hi>gi=_f <0,g9;>hy

i=1 i=1

unde g; sint liniile matricii G sau, altfel spus, G este operatorul
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care oricdrui 6 din C* fi pune in corespondentd pe <0,g.>"., din ct.
Un exemplu de esantionare neregulatd care produce o baza oblica
conform relatiei (2.20) si o bazd oblica duald conform relatiei
(2.24) este dat in figurile 2.4...2.7.

semnal discret stationar limitat in banda la W=35N=128
1.5 : T T T T .
1 J
0.5 R
0 -
03 20 40 60 80 100 120 140
n
esantioanele semnalului prelevate aleator: Nr.es=30
15 T T T T T T
1 J
0.5¢ ‘ ‘ 4
|h L L l |
T A
. , . A .
05 20 40 60 80 100 120 140
n
fig.2.4 fig.2.5: semnal discret de lungime N=128 si

esantiocanele sale prelevate aleator

Fig. 2.4 prezintd un semnal aleator (zgomot alb filtrat trece jos)
iar in fig.2.5 sint prezentate esantioanele pastrate din semnal in
urma unei esantiondri aleatocare neuniforme. Fig. 2.6 arata liniile
matricii H din rel 2.20 care fbrmeaza baza oblicd h,, iar fig 2.7
arata coloanele matricii G (rel 2.24), care formeazd baza duala a,
Determinarea solutiei ecuatiei (2.23) cind se cunoaste vectorul
valorilor esantioanelor y este ins&d dificil de realizat in sistemele
de calcul, dacd N are o valocare mare (numiarul de fnmultiri si
impartiri este proportional cu N’). Deasemenea nu este posibila o
determinare "on line" a semnalului 6 din care au provenit
esantioanele deoarece se porneste de la ideea ci toate esantioanele
sint cunoscute. Dar dacd tinem seama de faptul ca (2.23) este
solutia de norma minima a ecuatiei (2.20), atunci stim c& aceasta
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solutie poate fi determinatd cu ajutorul unui algoritm de minimizare
a erorii pdtratice medii (Least Mean Square Algorithm, LMS).

baza oblica creata cu transl. functiei sinc (liniile lui H)
0.6 T T T T T T

corespunzatoare momentelor de esantionare

(\ &1\ LA AR

WY WAUAAT

140
-10 L 1 1 1 I L
0 20 40 60 80 100 120 140
n
fig.2.6 fig.2.7: baza oblicd si baza oblica duala cores-

punzdtoare esantiondrii neuniforme din fig.2.5

Vom utiliza acest algoritm iterativ In paragraful 2.4 pentru a

reconstrui "on line" semnalul 0.

2.2.4 Conditii in care translatatele unei functii formeaza o baza

oblicd intr-un spatiu dat

Ca un ultim punct la paragraful 2.2 s& amintim citeva conditii
In care un set de functii formeaza o Bob intr-un spatiu dat. in
particular ne intereseazd cind translatatele unei anumite functii
( de exemplu sin(nwt)/nwt = sinc(wt) sau oricare alta functie)
formeaza o bazd oblicd pentru B2,,.Pentru domeniul continuu in [10]
se determind conditiile in care perturbatiile 1/V¥2m e * ale unei
baze ortonormale 1/¥2m e formeaza o bazd oblicd exactd (baza
Riesz) iIn L% ., . Rezultatul poate fi scris astfel:

Propozitia 1: Dacd punctele de esantionare t,, neZ satisfac:
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sup|t.,-n|<L-1/4
atunci L/V2m e7".* sint o bazad Riesz pentru spatiul L m S1 exista
o bazd oblica {h~. }biortonormald la 1/V2m{e.,} astfel incit VfeB-, sa

fie adevarata relatia:

F(£)=XE(¢t,) h,(t)=X<f, h>sinc(t-t,)
n n

iar multimile ({h,} si {sinc.,(t)} sint baze oblice exacte

biortogonale pentru B°,, care satisfac:

<hy (), sing, ()>=8,,

Afirmatiile reies din faptul c& datoritd izometriei
reprezentate de transformata Fourier, bazele oblice biortogonale in
L .. au drept corespondent Fourier tot baze oblice biortogonale in
B, astfel Incit:

=Y <f, FH L e THh F (A (0))
zn: me %)

si rezultd relatiile din propozitia 1. Greutatea rezida in calculul
secventei ortonormale {h,}. Pentru reconstructia lui £ din {f.} se
utilizeazd& aproximatia:

Af=Y f(n)sinc,,
Decarece f£=3f (n)sinc, , se poate ardta c& in ipoteza |n-t,| suficient
de mic, |f-Af<y|fll pentru VfeB’, si un |vy]|<l.
Atunci, folosind operatorul adjunct A*f= 3 f(t,)sinc,, rel. 2.18
furnizeazd o metodad iterativa de reconstructie a lui f din A*f,
adica din esantioanele sale [17].

Observatie(2): A* este adjunctul lui A, deoarece

<f),Af>=<£f,, X<, sincy sinc, >=
=X<f,, sinc, ><f,, sinc,>=<X<f,, sinc, >sinc,, £,>=<A"f,, £,>

Propozitia 1 permite doar variatii slabe in jurul pozitiilor de
esantionare regulatd. O alta abordare (mai puternicad) se gaseste in
[38].

Propozitia 2: Presupunind cad existd constantele O<e<l, a,L>0
astfel incit multimea punctelor de esantionare {x,,neZ} satisface

|x,-%,] 2 @ > 0 , pentru n#m si
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suplx,-en| < L < o (2.
nez

atunci se pot gasi constantele 0<A<B depinzind doar de €&, a, L
astfel incit pentru VfeB’, si aiba loc:

A|£IP<X| £ (x,) |*<BI£J?

Deoarece f (x,)=<f(*),sinc,,(*)> , relatia de mai sus este echivalenti
cu a spune cd {sinc,,} este o bazd oblicd pentru B‘,. Reconstructia
semnalului f se face prin intermediul operatorului:

5, £=ALf (x,) sinc,

Deoarece constantele A si B nu sint date explicit, in practicd se
utilizeazad un coeficient de relaxare A, gasit eventual prin
incercdri, pentru a se asigura convergenta algoritmului.

Fie n(r) numdrul minim de esantioane Intr-un interval de lungime r,

atunci din (2.25) se obtine pentru densitatea de esantionare:

n(r) |1

lim >1
€

I~
In [9] se caracterizeaza complet secventele de esantionare care
genereazd baze oblice, demonstrindu-se o teoremd generala, care

afirma c& o secventd (x,,neZ} genereazd o bazd oblicad {sinc,,} pentru
B’, d.s.n.d.:

|Xn‘ r,,|2C1>0 , @ fixat , n*m Si liminf n(rr) 51

I~

Aceste rezultate sint obtinute pentru domeniul continuu dar noi vom
utiliza echivalentyl lor din domeniul discret (care sint imediate
tinind cont de prezentarea facutd in acest paragraf). Sa& consideram
un semnal discret de lungime N, limitat In band& la intervalul [-W,
W], parcurs de o fereastra de lungime t. Atunci are loc:

Teorema 2.1: Liniile matricii H din rel 2.20 formeazi o Bob in spatiul B, daci este
satisfacutd relatia:

M)/t > 2W/N
unde M(t) este numirul de esantioane in intervalul de lungime t.

Demonstragie: din relagia de mai sus rezultd ci intr-un interval de lungime N/2 existd mai
mult de W esantioane. Atunci
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;2m
-7 ==tk pR—— . T
e, (k) =e ¥, k=T,N; i=I.M

constituie o bazi oblici in CV, si aplicind transformata Fourier discretd obginem atirmatia
din enung.

fn continuare vom studia peosibilitatea utilizarii algoritmului
LMS in r=gim de urmdrire (echivalent aici cu on-line) pentru inceput
in cazul general al sistemelor stationare iar apol pentru refacerea
semnalelor din esantioane prelevate neregulat, prin proiectarea lor
in spatiul semnalelor limitate in band&, cu conditia ca esantiocanele
sd fie suficient de dese pentru a permite aceastd reconstrictie,

adicd 1In cazul in care conditia din Teorema 2.1 este indeplinita.

2.3 Algoritmul LMS in regim de urmdrire.

2.3.1 Calculul erorii de urmidrire

Ne intereseazd eroarea de urmarire 1Iintr-un proces de adaptare pe
baza algoritmului LMS. S& considerd@m [41] un sistem liniar variabil
in timp (LVT) caracterizat de un vector de ponderi (raspuns la

impuls) dependent de timp w,(n):
(Hx) () =& w, (n) x (a-K)
k=0

unde x(n) este semnalul de intrare si (Hx) cel de iesire, numdrul
de celule de 1iIntirziere fiind M. Gradul de nestationaritate al
sistemului poate fi caracterizat cu ajutorul functiei de variatie
S,(k,¢) definitd ca TF a raspunsului la impuls 3In raport cu
variabila timp n:

Su(k,$) = % w,(n)en
et

astfel incit functia de variatie caracterizeazi sistemul in mod unic
prin relatia de intrare-iesire:

(10 () = [ £ 5, (i, ) x(n-k) o340 S
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Avantajul reprezentdrii sistemului LVT ca mai sus rezidd iIn faptul
cd functia de variatie reflectd direct informatia apriori despre
sistem, dar reprezentarea este globald in timp si nu poate servi
pentru o procedurda de estimare recursivd. Sa consideram cid w,(n!
este un proces stationar in sens larg, bidimensional, si functia
sa de autocorelatie cvadri-dimensionald este de fapt bidimensionald
adica de tipul:

Ew,(n) w (n))}=R, (n-n', k-k’) (2.26)

Atunci functia de autocorelatie e in relatie Fourier cu functia de
imprastiere a sistemului:

T
R,,(m,k)=fc,,(k,¢)ei¢mg—i’ (2.27)
-%

unde functia de imprdstiere a sistemului este definita in 2.28 ea
fiind deasemenea bidimensionald.

E(S,(k, ) S, (k/, ) )=Cy(k-Kk', d-¢') (2.28)

Functia de 1Imprdstiere are relevantda fizicd , in sensul cd de
exemplu In cazul canalelor de telefonie mobild, unde persupunerea
de bidimensionalitate de mai sus este reald (8], ea reflecta
proprietdtile de intirziere in timp si efect Doppler (alunecare in
frecventa) ale acestora. In plus din punctul nostru de vedere
functia de iImprastiere are o semnificatie directd in procesul de
ﬁdentificare a sistemului variabil In timp printr-un proces LMS: cu
cit Cy(k,9$) are un suport mai mare cu atit problema identificarii (a
hrmaririi) devine mai dificild:. Acest lucru va reiesi direct din
calculul erorii de urmarire, pe baza functiei de imprastiere, si din
prezentarea rezultatelor experimentale.
Problema identificdrii este expusd in fig.2.8:

H” este sistemul réal LVT ce trebuie urmdrit, H este sistemul
adaptiv guvernat de algoritmul LMS, mM(n) este un zgomot alb de
putere ©2, iar secventa de intrare (de antrenare) x(n) este de

asemenea un zgomot alb. Eroarea de identificare va fi definitd ca:

J=;§E{|ﬁk(n) ~w () |2 (2.29)
=0
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(E= operatorul de

mediere statistica) I“’““"\“St"m“lHA ]’*1

R X ()
unde w, (n) sint =
. - . n{n)
estimarile [T]—[T]— - -—[T]
coeficientilor l‘l

w_(n) W(n) w. () & (o)
w™.(n), calculate in 0 ?7\1 ‘ lvf-l i
> d adaptiv | +

global) cu filtru adaptiv : sistemul H
clgoritmul fig.2.8
w (0 ) =0,
w(n+l)=w(n)+ux(n)e(n) (2.30)
iar e(n)=x(n)w*(n)-x(n)*w(n), w si x fiind vectori cuprinzind M
valori succesive: x(n)=[(x(n) x(n-1)... x(n-M+1)]7T ,w(n)=[vw,(n)
w,(n) ... w,,(n)]".

Eroarea de identificare are doud componente. Prima este eroarea

datoratd zgomotului, care conform teoriei standard [113], revine la:

J1=2—:12g(!o)-2%1v'za;z (2.31)
unde R=E{x(n)x(n)T}, si am considerat ca x semnalul de intrare este
un zgomot alb cu densitate de putere 1 astfel incit o©2=1/raport
semnal zgomot, iar R devine din aceastd cauzd o matrice unitate.
A doua este eroarea de urmarire J2 pe care o vom calcula 3in
continuare. Inlocuind iIn 2.30 pe x(n)x(n)T cu E{x(n)x(n)T) si
aplicind transformata Fourier obtinem (pentru fiecare componenta
k=0...M-1):

Sy(k, ) =Ss(k, ) — B (2.32)
edb-1+p

Sistemul ercare H.=H-H”, introdus formal, va avea si el o functie de
imprastiere bidimensionala si din 2.32 rezulta:

=l1-—H® __ J|2c,
Cy,(k,$) =|1 ei¢—1+plzc"<k'¢) (2.33)

Dar functia de Imprdstiere este (cf.2.27) densitatea spectrala de

putere a procesului de variatie a coeficientilor astfel 2ncit
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E|@(n, k) -w(n, k) 3=, (k,) zd_:

In final obtinem eroarea de urmidrire in forma:

RO
=

- 1 6'74, d) 2 .34
B b v

adicad 1In functie de functia de Imprastiere a procesului
bidimensional stationar, asa cum ne-am pPropus.

2.3.2 Rezultate experimentale

Relatia 2.34 ne permite calculul a priori al erorii efectuate de un
algoritm LMS in procesul de urmarire al unui sistem LTV. In
continuare vom prezenta citeva rezultate 1In care eroarea totala
J=J1+J2, calculatd cu formulele 2.31 si 2.34, este comparatd cu
eroarea obtinutd experimental prin antrenarea unui sistem LVT
afectat de zgomot alb, cu un zgomot alb , (ambele generate
independent) si urmdrirea sistemului initial cu un sistem adaptiv,
adaptarea facindu-se cu algoritmul LMS. Eroarea obtinutd a fost
mediatd pe un ansamblu de 10 incercari diferite . Intregul domeniu
de variatie pentru parametrul de relaxare B a fst baleiat :de la pu=0

la limita de convergentd a algoritmului p,,,=2/tr(R), unde tr(R)=

10 10!
RSZa1.CH CU SUPORT LARG RSZ#1.CH CU SUPORT MEON

EROARE DE DENTFICARE
3
EROARE DE IDENTFICARE

10° . 10"

10° 10 10 0* 0’ 10° 10° 0’ 10 10°

fig.2.9: variatia erorii de fig.2.10: variatia erorii de
identificare in functie de p identificare functie de H
teorie: experiment:---- teorie: experiment :----

BUPT



48 Cap.2: Algoritmi adaptivi si baze oblice

urma matricii de autocorelatie a

R3Zel CHCU SUPORT NGUST

semnalului de antrenare X, in

cazul nostru WM,.,=0.25 decarece

3.

modelul a fost ales cu M=8 ce:ule

§ de intirziere). In fig 2.9, 2.10,

gw = v 2.11 se prezinta incercdri

i Vx/ efectuate la un raport

‘ semnal/zgomot RSZ=1 (adica

| TR e e e e raportul intre puterea semnalului
£ig.2.1l: Variatia erorii de de antrenare x(n) s$i a zgomotului
rdentificare fz_ﬁ;gifmgﬁtﬁl___ n(n), £ig.2.8). Una dintre curbe

reprezintd relatia J=J1+J2 ca
functie de M, 1ar cealaltd este reprezentarea rezultatului
experimental. Se observd concordanta foarte bund intre teorie si
practicd. La p foarte mic doar componenta J2 joacd un rol, sistemul
adaptiv nefiind in stare sa urmdreascd sistemul tintd (cf rel.2.30).
Cu cresterea lui M,la un moment dat eroarea de neurmarire incepe sa
scadd pind cind existd un echilibru intre aceasta si ercarea J1
datoratd zgomotului, care conform rel.2.31, creste la cresterea lui
. In continuare eroarea creste pina cind p depadseste limita de
convergentd a algoritmului. Cele trei figuri se deosebesc prin
marimea suportului functiei de Imprastiere a carei lungime determind
intirzierea 1In timp, iar latimea deplasarea In frecventd (efectul
Doppler) . fn cele trei experiente functia de Impr&stiere a avut
forma C,.(k,m)=(k+m) ™, (C4~ a fost discretizat Iin simuldrile pe
calculator pe N=512 puncte in intervalul -m,n) unde a este in ordine
1,2,3. Se observd cd daca Cy este ingustd (fig. 2.1),pentru a=3
(adica w” nu variaza rapid) minimul erorii este atins la un W mai
mic, ceea ce era de asteptat, si In general eroarea de neurmirire
si cea totala sint mai mici fatad de situatiile din f£ig.2.10 si 2.9...
In figurile 2.12, 2.14, 2.15, se prezinta acelasi experiment dar la
un raport semnal pe zgomot RSZ=100 . Din nou teoria este foarte bine
verificatd in practicd si tendintele din primele trei figuri sint
evidente si aici, doar ca puterea mult mai micd a zgomotului implica
o eroare Jl mai micd,deci un WU optim mai mare pentru care eroarea
totalda sa fie minimd (adicd algoritmul LMS poate face pasi mai
rapizi, deci J2 devine mai mic, fard ca J1 sa devini deranjant). Si
acest lucru se observd comparind cele doua seturi de figuri pentru

aceeasi mdrime a suportului functiei de Impr&stiere. Subrutinele
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RSZa100.CH CU SUPORT MEDIY

EROARE DE IDENTIFICARE
EROARE DE IDENTIFICARE

RSZa100,CH CU SUPORT LARG

10 g T T T g . 10°L . .
10 10 10 10 10 10 10° 10 10’ 10" 10° 10° 10 10°
m ™~

fig.2.12: wvariatia erorii de fig.2.14: Variatia erorii de
identificare functie de g identificare functie de p
teorie: experiment :---- teorie: experiment :----

MATLAB care au servit la efectuarea
experimentelor de mai sus sint RSZ2100.CH CU SUPORT INGUST
prezentate (cele mai importante) In
anexa.

Experimentele probeazda odatd in

EROARE DE IDENTFICARE

plus ca relatia 2.34 este corectd,

deci putem <cu ajutorul ei sa

.calculdm (prevedem) erocarea de I ET SO a—

~

urmarire in cazul in care fig.2.15: Vvariatia erorii de

algoritmul LMS lucreazd In regim identificare functie de p
teorie: experiment:----

dinamic la identificarea unui
sistem variabil in timp. Dar acest lucru este posibil si daca
algoritmul LMS lucreazd la reconstructia unui semnal cu conditia ca
acesta sa respecte rel 2.26, 2.28. Vom utliza teoria dezvoltata in
{acest paragraf tocmai in acest scop.

t2.4 Reconstructia on-line a semnalelor stationare din esantioane

prelevate neregulat, utilizind algoritmul LMS

2.4.1 Algoritmul LMS ponderat

S& 1incercam s& rezolvdm 1In continuare problema pusd 1In
paragraful 2.2, aceea de a gasi un semnal discret 6eR" dintr-un set
de esantioane ale sale cuprinse iIn vectorul y={y(t;)};.,, v, M<N,
0<t,£.. .5t SN, 1in ipoteza ca densitatea de esantionare e suficient
de mare pentru ca din esantioane s& poatd rezulta o bazd oblica in
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B,, conform T2.1
Proiectia lui 6 in spatiul semnalelor de banda limitata la W:B,

este data implicit de ecuatia:

Y=HB (2.35)

urde H este operatorul (matricea) din ecuatia (2.20), iar 8 rezultd

conform celor expuse in par 2.2 drept:

o
)
[e2}

0=HT(HHT) '1Y=GTY=f§<e,hi>gi (

i=

Pseudoinversa G a operatorului H e greu de calculat pentru un N mare
si deasemenea necesitd cunoasterea tuturor esantioanelor, adica
cunoasterea completd a vectorului Y, nepermitind astfel o solutie
on line pentru 6. Totusi, observind cd 6 este solutia de norma
minimd a ecuatiei (2.35), putem aplica un algoritm iterativ de tip
LMS pentru determinarea lui, ceea ce este echivalent cu a aplica
algoritmul descris 1in paragraful 2.2.2. ecuatia (2.19) pentru

determinarea bazei oblice duale g;, in care 2/(A+B) se inlocuieste

cu W, iar S=H™H, unde HO=Y este cunoscut (<6,h;>=y(t;) fiind
cunoscute) . Avantajul algoritmului iterativ este acela c& putem
introduce o functie de "uitare", care sa ne permitd tratarea pe

portiuni a semnalului pe mdsurd ce acesta soseste, esantioanele
"vechi" fiind atenuate, iar cele "noi" amplificate. S& presupunem
cd dimensiunea ferestrei este k<<M<N, s$i cd la momentul t 3In
intervalul (t,t+k-1) sint M(t) esantiocane. Atunci o matrice de
atenuare convenabild ar fi F de dimensiune M(t)*M(t):

Noul algoritm va fi algoritmul LMS ponderat cu ponderile din
fereastra F. Solutia O la ecuatia (2.35) va fi gdsita prin
minimizarea normei lui 6 in ipoteza existentei legaturii (2.35),
ponderatd cu fereastra F:

d(lqgtg_ _vy Tl )=

09{299 (HB-Y) TFA)=0 (2.38)
deci: 0=H"FA

dar HO=HH'FA=Y deci A=(HH'F) 'Y=(H(FH)") 'Y deoarece F este o matrice
simetricad. Rezulta:
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0=HTF(H(FH)T) Yy (2.39)

Solutia din ecuatia (2.39) poate fi obtinutd iterativ, minimizind
distanta ponderatd 1Intre Y si HO prin calcularea gradientului
functiei eroare

J=(Y-HB) TF(Y-HB) (2.40)
gradJ=% (Y-HO) TF(Y-HO) =-HTFY- (Y TFH) T+2H TFHO

deci grad J=-2[H'FY-H'FHO] . (2.41)
Vom utiliza acest algoritm pentru al recupera pe 6 gradual intr-o
fereastra de lungime k, care se deplaseaza in sensul pozitiv pe axa
timpului minimizind functia eroare:

J1=(Y1-H101)TF(Y1-H191) (2.42)

Aici 01 este vectorul de dimensiune (k*1l) ce cuprinde semnalul in
intervalul (t,t+k-1), Yl este vectorul de dimensiune (M(t)*1l) ce
cuprinde esantioanele semnalului 1iIn acelasi interval, F este
matricea diagonala (M(t)*M(t)) ce contine ponderilé iar H1l este
matricea de dimensiune (M(t)*k) construitd conform rel (2.20) si
care este reactualizatd la fiecare pas.

Conform cu rel. (2.41) algoritmul iterativ va fi:

(81) ,=0

(01) ,,,=(01) p+p (HI1) TF (Y1~ (H1) (81) ) (2.43)

iPresupunind ca fereastra F se deplaseazda in sens pozitiv pe axa
:realé, ceea ce corespunde sosirii esantioanelor, pentru un k
'suficient de mare, algoritmul are timpul necesar pentru convergentd,
el lucrind de fapt in regim de urmdrire a secventei F'Yl, care se
modificd prin aparitia noilor esantioane.

Daca 0 este un semnal stationar, eroarea de neurmdrire se poate
determina pe baza teoriei dezvoltate In paragraful 2.3. S& observam
cd si in acest caz relatiile de tip 2.26 si 2.28 sint valabile,
adicad functiile cvadri-dimensionale de autocorelatie si deci

densitate de putere pentru vectorul 61 sint bidimensionale
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E®1(n,1)01 (n',i'))=Ry(n+i-n’-i') =Ry (n-n’, i-1"), 1,1"=1.K 3 44

cu Ry 51 Cy legate de relatia:

T

Re(n,i)=2—11t£Ce(i,w)ej°“dm , n-w

(indicele 1 se poate lasa la o parte deocarece 01 este o portiune din
0 deci relatia 2.44 e corecta)

Pentru a determina eroarea trebuie s& calculam ca si in par. 2.3
functia de transfer a algoritmului LMS. Notind cu A=E{H1°FH1},

parametrul W satisface (conform teoriei algoritmului LMS [113])

p(-ié- . A;=valori propii pt. A (2.45)

Amax

pentru ca algoritmgl sa fie convergent. Deoarece H1"FH1 este o
matrice simetricd si A este la fel, deci poate fi diagonalizata in
modul urmator: A=QAQ", Q fiind o matrice ortonormatd (unitarad) si A
fiind matricea diagonald ce contine valorile proprii ale lui A.
Rotind in (2.43) pe 61 cu matricea Q, deci 0°=Q"01 , vom obtine:

en~1.1=9n.i+l-")~i(ei‘en,i) , 1=1,k , A=diag(A;)
sau 8, ,-0, ;+p2;8, ;=ur 8,

unde 0, ; se referd la componenta i din vectorul 8  la momentul n,

iar valoarea 0 ; este valoarea doritd (urmdritd) pentru aceasta

componenta.
Notind S ;(w) transformata Fourier a lui 67, si S, (w)
transformata Fourier a lui 6°,, rezulta:

S (W) (e™=1+pA;)=pA;S; ()
deci:

Si@)-sy@) = (2225, (0) , 3T R

e®-1+pi,

Privind algoritmul LMS ca pe un filtru digital cu intrarea 0, si

iesirea 6 ,(n)-6, functia de transfer a acestui filtru este:
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Gi(ﬁ))=si((‘))_si(m)= '1—ej“’
S;(w) e7o-1+pd;

’ i=1l

Dacd semnalul de la Intrarea in algoritmul LMS are densitatea de
putere C, (1,®), atunci puterea erorii la iesirea din acest sistem
va fi chiar puterea erorii de neurmdrire adicd in cazul nostru
puterea erorii de reconstructie:

= -8 .12}= T i . ﬂ
peL o0, .0, P1=£ [ 16 (0 iy 1,00 22

Cum rotirea cu matricea unitara Q nu modifica puterea semnalului
(adica | Q™01 =]0"], inseamnd cd puterea P de mail sus este chiar
puterea care ne intereseaza. Trebuie Insd s& determindm pe Cq (i,®)
In functie de Cq(i,w). Notind cu q; coloanele matricii unitare Q care
roteste pe 01 obtinem:

Rg,=E\q;81817q,}=q, "Req;

'sau, trecind iIn domeniul frecventa:

Cg i, 0) =|g; (o) [2G (i, w)

unde q;(®w) sint tocmai filtrele proprii ale transformdrii Q. Cu
aceasta relatia de determinare a puterii erorii de neurmarire
devine:

T
P (1187 210 (0) 1Pa (i e) 92 (2.46)
P é_f,‘l ei°—1+u),.| |25 (@) 26y (1, @) 7

1

Semnificatia relatiei 2.46 este aceea ca in cazul in care se cunosc
distributia momentelor de esantionare (adicd baza oblicd in care
este descompus semnalul), tipul ferestrei de uitare si proprietédtile
statistice ale semnalului se poate determina apriorii eroarea cu
care algoritmul LMS alunecator reface semnalul.

2.4.2 Rezultate experimentale.

Algoritmul LMS a fost aplicat la reconstructia unor semnale

stationare din esantioane prelevate neregulat . In fig.2.16 se
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semnal esantionat aleator, de banda W=20, N=128, Nr.es=62
1 T

AM ﬂ\ AMMM
o VT |

o 20 20 80 80 100 120 140

o

semnal si semnal reconstruit on-line cu alg. LMS alunecator

L \ . ;
0 20 40 60 80 100 120 140
semnal: ; semnal reconstruit: ---

fig.2.16 fig.2.17

prezintd un semnal cu largimea de banda W=20 (zgomot alb filtrat)
(N=128) esantionat aleator 1In Nr.es=62 puncte, astfel 1iIncit
conditiile din Teorema 2.1 (par.2.2.4) sint respectate si liniile
matricii H din rel. 2.20 constituie o baza oblica pentru spatiul B,

Semnalul initial s$i semnalul reconstruit sint reprezentate 1In
fig.2.17 si se observa buna concordanta intre cele doua semnale.
Valoarea parametrului p a fost 0.1 iar lungimea ferestrei F
alunecatoare a fost de 32 (ceea ce se poate observa la sfirsitul
reconstructiei, aceasta facindu-se on-line). In fig 2.18 se prezinta
un nou semnal de banda mai largd W=35 (N=128) care a fost esantionat
intr-un numar insuficient de puncte Nr.es=54. De data aceasta se
observa cd reconstructia nu mai poate avea loc, punctele de
esantionare nemaiconducind la o bazad oblicd in spatiul din care
provine semnalul. In fig. 2.20 procesul de reconstructie a fost
simulat variind In matricea H (rel. 2.20) parametrul W (largimea de
bandd in care se face reconstructia, proiectia)

iar eroarea de

reconstructie a fost determinatd experimental si deasemenea

calculatd cu rel. 2.46. Se observd o bund concordantd intre teorie

$1 experiment. La o ldrgime de bandd W micd eroarea care se face
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semnal esantionat aleator, de banda W=35, N=128, Nr.es=54
2 T T T T T
1+ M 4
0 _ nnw ﬂ\UAMr\A\va /\Am'?\n/\ _
T WFRTrg ey
_2 1 1 1 1 1 A
0 20 40 60 80 100 120 140
semnal si semnal reconstruit on-line cu alg. LMS alunecator
2 v T T T T
! mu=0.09
2 . A " N ) .
0 20 40 60 80 100 120 140
semnal: ; semnal reconstruit: ---
fig.2.18 fig.2.19
. VARIATIA ERORII DE RECONSTRUCTIE IN FUNCTE
este mare deoarece se obtine doar
. . . N DE DENS. DE ESANTIONARE
proiectia semnalului in banda W a o
semnalului, iar la valori mari i
pentru W eroarea creste din nou gm
datoritd faptului c& liniile gm
matricii H nu mai constituie o : .
0.08| S
Jbazad oblicd in spatiul iIn care st
dorim reconstructia. Rezultatele o m s o
DENS DE ESANTIOANE WN
1d1n acest paragraf constituie de fig.2.20: eroarea de recon-
fapt verificarea directa a structie a unui semnal din esan-
. . tioane prelevate aleator,
teoremei 2.1 din paragraful functie de dens. de esantionare
2.2.4. Subrutinele utilizate la teorie: experiment:----
experimentare apartin limbajului
MATLAB si sint prezentate (cele mai importante) 1In Anexa.
2.5 Rezumat si concluzii.
Acest capitol prezinta o extindere a Teoremei WKS in sensul
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56 Cap.2: Algoritmi adaptivi si baze oblice

ludrii In considerare a posibilitatii de refacere a semnalului din
esantioane prelevate in mod neregulat. Utilizind tecria spatiulul
Hilbert si obsefbind cd atit L2(R) cit si 12(Z) precum si
subspatiile lor continind semnale de banda limitatd au structura
acestui tip de spatiu, se introduce notiunea de baza oblicid ca
suport al descrierii semnalelor esantionate neregulat. Autorul
transpune problema refacerii semnalului din domeniul continuu, urnde
ea este studiata pentru un numdr finit, mic de puncte de
esantionare, in domeniul discret (par 2.2.3), prelucrarile de semnal
ficindu-se oricum In acest domeniu. Se face observatia ca
r :constructia unui semnal revine la a calcula baza oblica dualad si
se prezintd un tip de aplicatie liniarad (matrice) ale carei linii
formeazad o astfel de bazd, cu ajutorul careia reconstructia se face
in spatiul semnalelor de bandd limitatd&. Observind ca pseudoinversa
acestel matrici se poate obtine cu ajutorul unui algoritm iterativ
de tip LMS autorul studiazad proprietdtile algoritmului in regim de
urmarire calculind expresia erorii de neurmdrire in functie de
proprietdtile statistice ale semnalului stationar ( functia de
imprdstiere) si urmarind validitatea acestei expresii 1in cazul
clasic al 1identificarii sistemelor liniare wvariabile 1In timp
(par.2.3). Autorul aplicd apoi acest algoritm la refacerea on-line
a semnalelor din esantioane prelevate neregulat depdsind astfel
problema care apare in general iIn literaturd datoratd necesitatii
cunoasterii tuturor esantioanelor Inainte de inceperea procedurii
de refacere (par.2.4). Aspectele prezentate in paragrafele amintite
constituie subiectul a doua lucrdari publicate in SUA la IEEE S’th
Digital Signal Proc. Workshop, Starved Rock Lodge, Illinois. Sept
1992 respectiv la IEEE Internat. Conference on Acoustics Speech and
Signal Proc., aprilie 1993, Minneapolis, [40] si [41].

Experimentele realizate aratd utilitatea algoritmului iterativ
propus si concordanta cu aspectele teoretice, precum si
posibilitatea efectiva a reconstructiei on-line. Procedeul aplicat
in acest capitol semnalelor stationare si metodele de descriere a
semnalelor studiate aici vor fi extinse in capitolul urmator pentru
semnale oarecare, prin adoptarea unor baze oblice mai generale: baze
de undisoare.
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Capitolul 3. Metoda de esantionare adaptivi gi reconstructie on-line

a semnalelor din 1° utilizind baze oblice de undigoare.

3.1l.Introducere

Scopul acestui capitol este de a construi un algoritm de
esantionare adaptivad , adaptarea facindu-se la comportarea locala
in frecventd a semnalului. De asemenea va fi construit si algoritmul
de reconctructie on-line ( 1In timpul receptiei) a semnalului
esntionat in mod neregulat.

in capitolul 2 ne-am rezumat la a reconstrui semnale din
esantioane prelevate neregulat, aleator, singura conditie pusd fiind
aceea ca densitatea de esantionare sa fie suficient de mare astfel
incit translatatele functiei (sin(2w+1)t,n/N)/sin(t,®/N), te€Z s&
constituie o baza oblicd In spatiul B, al sirurilor limitate 3in
bandd la w. Aceastd conditie nu e suficientd insa pentru a conduce
la un criteriu de esantionare adaptiva, chiar si pentru faptul ca
functia de mai sus conform principiului incertitudinii fiind foarte
bine localizatd in frecventda, este slab localizatd In timp. De aceea
in cele ce urmeaza vom utiliza baze oblice si baze ortonormate
construite pe baza unei functii ce realizeazd un compromis mai bun
intre localizarea in frecventd si In timp. Aceastd functie notata
cu Y, cu suport compact, este numitd undisoard pentru faptul ca
Tydt=0, adicd oscileazd un anumit timp finit, fiind apoi
{amortizaté. Aplicind translatii , scaldri si moduldri acestei
functii obtinem asazisele descompuneri atomare ale spatiului
‘functiilor de energie finitda [38]. Noi ne vom rezuma insd doar la
grupul transformidrilor afine (translatare s$i scalare) care va
constitui un cadru natural pentru o esantionare adaptiva, deoarece
scalatele functiei undisocard vor explora (prin intermediul
produsului scalar) detalii din ce in ce mai fine ale semnalului de
analizat. De fapt existd undisoare care pot sta la baza constructiei
unei baze ortonormate pentru L2, formate din functii cu suport
compact, astfel 1Incit vom putea realiza 1iIn acest capitol
reconstructia "on line" a unui semnal din esantiocanele sale extrase

neregulat, tocmai din cauza limitdarii in timp a functiilor care
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formeaza baza de descompunere. Avantajul undisocarelor rezidd 1in
faptul c& exista o modalitate rapida de a calcula coeficientii
Fourier ai descompunerilor (algoritmul Fast Wavelet Transform FWT)
la diferite scari prin iterarea unor bidnci de filtre. Filtrarea
multicanal va oferi o metodd de constructie atit a bacelor
ortonormale, cit si a acelora oblice de undisoare.

Constructia bazelor de undisocare din paragraful 3.2 <ste coniorma
cu (11,0291, ([51],[109], dar contine si demonstratii proprii (umpleri
de goluri) si observatii fdcute de autor, scoase in evidenta prin
numerotare si caractere grafice deosebite . In par. 3.3 autorul
construieste pe baza teoriei prezentate un algoritm de esantionare
adaptiva impreund cu algoritmul iterativ de recuperare a semnalului
din esantiocane, amindouad originale, verificind experimental
performantele algoritmului. Se dovedeste si iIn acest mod justetea

afirmatiilor féacute.

3.2 Constructia bazelor oblice si ortonormate de undisoare cu suport

compact

3.2.1 Baze oblice si metode de ortonormare

Subspatiul din L2 generat de combinatiile liniare ale
translatatelor functiei sinc: sinc,(X)=sinm(x-n)/m(x-n), neZ este
subspatiul ("fisia") functiilor limitate in bandd la ®, B?,. S& notam

acest subspatiu cu Vg:

Vo=t vi vi(x) =);‘c(k) sinc(x-k) , c€l,)

Atunci seria cardinald are de fapt semnificatia aproximarii
patratice minime (least square LS) a spatiului L2 in V, ( de fapt a
proiectiei ortogonale ale lui L2 in V):

gb(x)=¥(g*sinc)(k) sinc(x-k)

unde g, este proiectia lui geL? in V,
Sa utilizadm 1In loc de sinc, o functie generatoare carecare ¢ numita
functie scara. Subspatiul V, generat de aceastd functie va fi:
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w
o

Vo(@) =l vi v(x)= ¥ c(k) @ (x-k), cel)

k=-o=

In mod evident In spatiul V,, @eL? genereazd o bazad oblica: {¢.}..,
Q. (X) =@ (x-k) cu proprietatea ca baza este formatd din transla:zatele
unei singure functii. Pentru a calcula proiectia g. a unei functii
g In spatiul V, trebuie determinatd baza duald lui {¢.}...
Propozitia 3.1 [1l)]):Baza oblica cautatd este formata din

translatatele functiei: @°(x)=((Q*@’) **@) (x)

(@’ (E)=0@(-t))

Demonstratie (1):
Sd considerdm urmdtorul operator:

(HE) eg=<E(*) , @ (-K) >kez=ff(x) @ (x-k) dx=h (k) oy

H fiind chiar operatorul bazei oblice {¢,}. Dar
£(x)*9’ (N)=f(x)*@(-x)=ff(T)p(t-)dT=h(t)
= (He=<f(),0(-k)>=(f*¢@")(k) §i Hf=f*¢’
Adjunctul lui H se determinid din <Hf,,f;>=<f ,H'f,>, deci
(£, *@)*f, =f, *(¢*f,)’ = H'f=f*¢
Cu aceasta din (2.7) rezulti ci baza dualid {¢°}, poate fi determinatd prin:
. g°=(HH)'e
Insi (H'H)'f=(¢*@’)'*f , unde prin a"' infelegem acea functie care satisface relatia
((a)"*a)(t)=8(t). Acest fapt rezulti din:
(H'H)'H Hf=(@*@’) '*@* @ *f=f

%ok %k
Din aceste consideratii rezultd formula de reconstructie a unei

functii oarecare g in spatiul V,

g, (%) li. (g+9°!) (K) @ (x-K) (3.1)

;Formula (3.1) ne permite sa interpretadm proiectia lui g In fisia Vv,
ca o prefiltrare a lui g cu functia raspuns la impuls @°(-x) urmata
de esantionare. Esantioanele (g*¢°’) (k) permit apoi aflarea
aproximidrii in sensul LS a lui g iIn V, cu ecuatia (3.1), adicd prin
filtrare cu functia raspuns la impuls @(x).

Functiei scard ¢ i se confera 1incd o proprietate suplimentara,
si anume aceea de a genera o analizad multirezolutie. Asa cum a fost
definita in [29] [73] [73], o structurda multirezolutie (AMR) pentru

L2 este o succesiune de subspatii V; care satisfac relatiile:
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a) vyevi,
p Ovii=22, 0O vy =0

¢) F(x) ev(F) =£(2x) ev,.,

d) f(x)€eV,=f(x-k)€V, , VkeZ 5
e) 3 o functieg(x) €V, a.f. {p (x-h)}, sd fie o Bob. exactd pt. V,

(Ultima conditie mai poate £fi pusd si sub forma: existd un
izomorfism de la V, la 12 astfel incit T:V©l2?2, T(e,)=g,, cu g,=1 1In
k si 0 in rest, (e,) Bazd oblica din V,.)

Relativ la o astfel de structurd, o analiza multirezolutie {...,s(-
1),s(0),s(1),...} a unui semnal s din L2 constd din proiectiile
ortogonale (aproximidrile iIn sens LS) ale semnalului s 1In spatiile
V.. Daca i«j, s, poate fi privit ca o aproximare mai find decit s;j,
astfel Incit alegind un spatiu suficient de larg V;, putem aproxima

semnalul s cu acuratetea doritd. Un rezultat important In [29] spune
ca (27929 (277,)},., este o bazid oblicd exactd pentru V;. Vectorii
bazei sint obtinuti prin dilatarea si translatarea unui singur

vector. Asociat spatiului V; este spatiul undisoarelor W; care este
definit ca fiind complementul ortogonal al lui V; in V,,:

wv,=v, (3.2)

Similar cu V;, W; poate fi generat de o bazd oblicd exactd indusa de
undisoara V: {2772y (279x-k)},., . unde ¥ depinde de functia scard ¢
intr-un mod expus ulterior In propozitia 3.2. Conform constructiei
din formula (3.2), rezultd ca diferenta dintre aproximirile
succesive s; si s;, ale unei functii s este datd de proiectia

ortogonald a lui s 1In W.. Inseamna ca {W;}4e, constituie o suma
directd a spatiului L,:

L? = ?Wj = - Ow,Ow,Dw_ - (3.3)

Deci o functie din L° poate fi reprezentatd prin coeficientii
proiectiilor 1in spatiile ({W;};,, aceasta constituind cea ce se

-
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numeste Transformata Undisoard Discretd (TUD). Dacd analiza Incepe
de la o anumitd rezolutie, atunci conform formulei (3.2) relatia
(3.3) poate fi Inlocuita cu:

L? = v,0w,Ow, 0w, ,Ow, - (3.4)

Este evident cd nu orice functie scard da nastere la o AMR. Pentru
aceasta, o functie A trebuie sd satisfacad relatia V,cV. adica:

A (x) =Xc A (2x-n) (3.5
adica A(x) =?C*A.) (2x) '

Dacd pentru inceput nu intereseazd ca functia A sd dea nastere unei
baze ortonormale pentru V,, ci doar unei baze oblice, constructia

lui A poate porni de la o secventd c, cu transformata Fourier

@(w)=§cke'j"'k . Conform relatiei (3.5):

=8(L °
o) 6(2)7»(2)

si iterind aceastd relatie, rezulta:

(o) =imfla(2)1 (o) (3.6)
n-e= i=1 21

‘Normind functia A(x) in sensul Lfk(x) dx=4%(0)=1 si introducind
V2w,

o conditie de regularitate pentru A" (®):
X (@) =0 (||

astfel Incit A(x) sa fie o functie continud (deocarece din @A™ (®)—=0
pentru W — o = A" (W) este integrabild = f(t) este continud) se
obtine din (3.6) o functie scara care da nastere unei AMR, fara ca
{L}, sa fie o bazd ortonormald pentru subspatiul V,. De fapt functia
scara A nu este singura care genereazad "fisia" V,. Orice functie

scard obtinutd prin convolutia lui A cu un operator de convolutie
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inversabil, p(k) pe 1., conduce tot la aceeasi AMR: Vv, (A)=V;(9), unde

@ (x) =(p*A) (x) (3.7)

Observatie: Dacid constructia lui A e data de:

A(x)=lim y, (x)
v (x) -tc(n )y,.,(2x-n)
Yo=X1-1/2,1/2)

ceea ce corespunde cu ecuatia (3.6), pentru ca

sinl%
£(0)=1lim — 2~ =1
n-e w

2n

atunci, utilizind pentru c(n) o secventd finitd, se obtine drept
functie scara o functie cu suport compact, deoarece atit y, cit si
c, au suport compact [29]. Considerind c& h(n) are valori cuprinse
intre N. si N_, iar pentru limitele lui y, notate cu Ny,.=-1/2, Ny,=1/2,
rezulta N,.=1/2 (N, .+N.) si N,,=1/2 (N, ,+N,) de unde

N,_~N_, iar N,, ~ N,

1o I~

O bazad formatd din elemente cu suport compact are o deosebitd
importantd pentru reconstructia "on line" perfectd a semnalului
esantionat, deoarece astfel un esantion are o influentd limitata la
suportul vectorului din baza, permitind reconstructia semnalului pe
masura ce esantioanele ajung la receptie, farda a fi nevoie de toate
esantioanele pentru a obtine local semnalul, ca iIn cazul bazelor

formate din functii ce se extind de la minus la plus infinit, cum
sr fi sinc(x).

* %k Kk

Relatia (3.7) reprezintd de fapt o relatie de echivalentad, doua
functii scarda fiind 1In aceeasi clasad de echivalentd atunci cind
genereazd aceeasi AMR. Printre aceste functii se poate gasi una care

genereazd o baza ortonormald pentru V,. Fie p inversul operatorului
radical din functia de autocorelatie a(k) a lui ¢ [1]:
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(o)

unde a(k)=(A*A") (k) si a(k)=(a'?*a’?) (k). Pentru acest p in relatia
(3.7) se obtine o functie scard, ale cdrei translatate genereazd o
bazad ortonormatd in V,:

¢ (x) =(p*A) (x) (3.8)

Demonstratie (2) (a):Sd aritim ci <¢@(*),@(-k)>=3,. Dar:

<@ (), @ (~k)>=(@*¢) (k) =(p*A*p/*L) (k)=
= (p*p/*A*A") (k) = [ (A*L/) 2/2x (A/%X) M/ 2% (AxLA)) ] (k) =8

Demonstratie (b) (dupd o idee din [25]): O formid alternativd lui (3.8), mai propice
determinirii functiei scard cu proprietdti de ortogonalitate. se obtine cu ajutorul formulei
lui Poisson:

2n
pXf (x+pk) =\/2n2f(zipk) e
X X

Trecind de la f la fA (adicd de la x la w) i luind un produs de douid functii in loc de f.
obtinem cu F=fA, G=g/, p=2n:

YF(w+2kn) G(w+2kn) =X (£xg) (k) eI@k
P’ P’
punind f=A, g=\’ si deoarece pentru A real A"(w)=A"'(-0) rezulti:
T|X (w+2km) [2=X<A (), A (k) >edok=E (A*A!) (k) e?®* (3 .10)
k k k

Deoarece A*\’ este o functie pard, din (3.11) si aplicind transformata Fourier relaiei
(3.10) rezulti cu P(w)=X,p,e*
P(w)?X|X (w+2kn) |2=1
k
Deci o dati gisiti o functie scari printr-o relagie de tipul (3.6), o funcfie scard

echivalenti care si genereze acelasi spatiu V, poate fi determinati conform relatiei (3.8)
prin:

plo)=—— Aol (3.11)

A (w+2km) |?
K

q.e.d.
De fapt conditia (e) din definitia AMR care spune ca J¢ astfel incit

¢y (Zlay ) V251Ta,p (x-K) Isc, (Tla, ) /2 (3.12)

este echivalenta [35], dacd se considerd m(w)=2a.e*, cu:

cl(flm(w) Izdw)l/zsflzake'j“"‘lzlﬁ(m) |zdmsc2f|m(w) [2dw
2% R 2n
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64 Cap.3: Undisoare si esantionare adaptiva

Decarece m(w) e periodic cu 2% rezulta:

clllmus\J §f|m(w> 12|@ (0+2kn) |2dwsc, |ml
2n

Alegind in mod particular m(w) de exemplu:m(w)=m,(W-W.) cu
-1 j . - B .
my(w) = 2nN0‘£NeJ°k , se obtine notind |m,(®)]|-=k,(®w), (deocarece
[mf2=1)

¢, s/ky* L@ (w+2km) [*<c,

iar pentru N—» rezulta:

c, < (X|¢ (w+2km) |2) Y2<c, (3.14)

Se observid cd dacd {@,},; este o bazd ortonormald pentru V,, atunci

o

c,=c,=1 in (3.12) si deci {”@(Q+2kﬂ)P=1 , ceea ce este adevarat

pentru ¢ din relatia (3.10).

S& vedem iIn paragraful urmdtor cum se construieste o AMR si
functiile scard si undisoard aferente, astfel 1Incit s& obtinem
proprietdtile de ortogonalitate a bazelor si suport compact pentru

functia generatoare.

3.2.2. Baze ortonormate de undisoare cu suport compact

In [29] se descrie gdsirea unei functii scard ¢ cu proprietéti
de ortogonalitate in spatiul V,, care sa genereze o AMR definita in
paragraful anterior (conditiile (a)-(e)) pe baza relatiilor de
incluziune V&V, si V@®W,=V_,.

Propozitie 3.2: (I.Daubechies)

Fie h(n) o secventad din 1° astfel Incit:

(1) Y, |h(n)|nf<ce pentru un €>0 oarecare

(ii) X h(n-2k)h(n-21)=3§,

(iii) X h(n)=V2
si fie my(w)=(1/¥2)T h(n)e™ cu
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Cap.3: Undisoare si esantionare adaptiva ¢S5
(iv) my(@)=[1/2(1+e7®) ]¥(T £(n)e™] cu
(v) 2%, £(n)|nf<eo pentru un €0
(Vi) Supgs|Z,f(n)e | =B<2N"!
(Observatie: In loc de (iv) (v) (vi) putem pune mai simplu I|h(n!|nf.e

pentru a asigura doar continuitatea lui @(x).)

Definind:

¢ (0)=—2 IIm, (2770) 315

V2mi=1

atunci e adevaratd relatia:

@ (x) =/2Xh(n) @ (2x-n) (2.16)
n
si luind o secventd g(n) In urmdtorul mod:
g(n)=(-1)"h(1-n) (3.17)
si definind cu ajutorul acesteia o noud functie (undisoara):
¥ (x) =/2Xg(n) @ (2x-n) (3.18)
n

atunci aplicind operatorii de scalare si translatie lui y si ¢ se

obtin familiile de functii:

{9, diez=1272@ (279x-K) )., acoperire l@;J)=v; (3.19)

W 0kez=277%W (277x-K) )}, acoperire {y;t=w; (3.20)

astfel incit ¢., definesc o AMR pe L’ si vy, sint baza ortonomald cu
undisoare asociatd. Faptul cd @; si Y, au suport compact am vdzut
cd se datoreazd faptului cd h(n) si deci g(n) sint de lungime
finit&, adicd repreézintd raspunsul la impuls al unui filtru cu
raspuns finit la impuls (FIR). Sa vedem ce semnificatie au celelalte
conditii din Propozitia 3.2.

Relatia (3.15) exprima faptul c& iIn cazul in care produsul
infinit din my(27'w) existd, atunci functia ¢ satisface o relatie de

recurentd intre doud rezolutii, de tipul relatiei (3.16) (in ipoteza
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ca @~(0)=(1+2m Jo(x)dx=1/¥2nr ), deocarece din relatia (3.16)
rezulta:

e (26 (2
8 (0)=m(2)6 (L)

care iteratd conduce la relatia (3.15). Relatiile (iv) (v) si (vi)
introduc o proprietate de regularitate pentru functia ¢. $i anume

29] rezulta ca:

[ Tlm, (2770) [sC(1+]w]) 1092
i=1
adicd pentru un B<2"!, ¢"(w) este integrabilad cel putin, adicd ¢(t)

este cel putin continud si mdrginitd in L. Cu cit N este mai mare

(cu cit sint mai multe zerouri in w=m), cu atit @"$(w) =0 pentru
0mon

un p mai mare si deci va creste gradul de regularitate al lui ¢ (t).
(L) ... (t) sint deasemenea continue.) Proprietatea de
regularitate a functiei scard @ nu este insd o conditie neaparat
necesard 1In domeniul strict al prelucrdrii digitale a semnalelor,
unde de fapt lucram doar cu coeficientii dezvoltdrii semnalelor dupa
baza generatd de ¢.

Deocarece din (3.18) si (3.17) avem:

1 W
1# (o) s=Zh,l 10 () |

rezultd cad odatd cu ¢ si y are aceleasi proprietati de regularitate,
adica este mdrginitd, uniform continud si apartine lui L' =
9. yel’.

Proprietdtile ce rezultd din conditiile puse sint prezentate 3in
continuare [29], [35],(109].Conditia (ii) din prop. 3.2 se mai
scrie:

Yh(n-2k) h(n-21) =Xh(n) h(n-2m) =<h(-) , h(-)> (2m) =

H (3.21)
=(h*h') (2m) =R (2m) =5,

unde R este functia de autocorelatie a secventei h. Notind cu S ()
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Transtormata Fourier a functiei de autocorelatie R si tinind cont
de faptul ca secventa pard a unei secvente numerice are drept TF:

R(zm) -S(@)+S(w+m) _
7 2

% (Xr(n) e 3m°+¥r (n) e “Ine g -jnn)
aplicind TF relatiei (3.21) se obtine:

(S(W) +S(w+m) ) /2=1 = m, (W) M, (O) +my (O+7T) M, (W+T) =1
deci:

|my (@) |2+|my (@ +7) |2=1 (3.22)

Aceasta este de fapt relatia de definitie a secventei h(n), relatie
care conduce la gdsirea diverselor solutii pentru h(n) (de fapt a
parametrizarii lui h(n)). Se observd cd m,(0)=1/¥2%h(n)=1 (aici
intervine conditia (iii)) s$i deci din (3.22) my(xw)=0, adicad m este
rddacind pentru m,, deci m, e cel putin divizibil cu (l+e’®) ceea ce

conferd o urmd de regularitate lui ¢. De asemenea my(m)=0 implica:

Yh(2n) =Lh(2n+1) =—=
n n V2
Yg(n) =0

adica, aplicind TF relatiei (3.18), rezultd Yy (®)=¢"(®)X,g(n)e’™,
deci wy"(0)=0 sau fw(x)dx:O, tocmai proprietatea de undisoara
amintitd in introducere. m, este de fapt un filtru trece jos, cu

|my () |1 @ €(0,2%) . g(n) produce o filtrare trece sus, deoarece:

e L5y e LEn (1) re-Imng-ie LEp oo
ml(m) \/_2_§gne ﬁ 1-n( ) JZ n (3.23

m, (o) =e7°m* (0+x)

De aici se poate deduce o relatie de ortogonalitate iIntre
secventele g si h In modul urmator:

my(@)m* (@) +my (0+1) m;* (0 +%) =& 7°m, (@) my (w+m) +e 7" m (0 +7) my (0) =C

si utilizind transformata Fourier:

Yg(n-2k) h(n-21) =0 (3.24)
n

Cum relatia (3.22) este adevdratd si pentru m, (datoritd relatiei
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68 Cap.3: Undisoare si esantionare adaptiva

3.23 Intre m. s1 m.) avem deasemenea:

Yg(n-2k)g(n-21)=8,, (3.25)

Cea de-a patra relacie de legaturd intre h si g, de fapt o relatie

Q.

e reconstructie care de asemenea provine doar din conditia (ii) si
relagia (3.17) este:

%{I[h(n-zk) h(m-2k) +g(n-2k) g(m-2k)1=8_, (3.26)

Demonstragie (3): si observim cii suma de mai sus se poate scrie cu n-2k=t:
p)) [h(t)h(t+n-m) +g(t) g(t+n-m)] =8,
t=par sau t=impar
respectiv:
X (h(t) h(t+m) +g(t) g(t+m)]=8,
t€2Z sau LE2Z+1

Aplicind transformata Fourier relatiei de mai sus, unde termenul din stinga reprezintd
functia de autocorelatie a subsirurilor pare respectiv impare ale lui h respectiv g, i notind
cu H(w) si G(w) transformatele Fourier ale lui h si g, obtinem:

H(w) +H(w+n) H'(0)+H ' (0+1)  G(w)+G(w+n) G*(w)+G* (w+w)

2 2 2 2

(% in functie de t par sau impar), deci din (3.23):

=1

% [(my (@) tmy (w+m) ) (my" (@) £my* (@ +1) ) +
+e 39 (my* (w+m) #my* (@) ) €7° (my (0 +m) ¥my (w) ] =1

dar acest lucru este evidnt conform relagiei (3.22).
q.e.d.
Relatiile (ii), (3.17),(3.24),(3.25) si (3.26), impreund cu relatiile

de definitie (3.16) si (3.18) stau la baza constructiei unei AMR pe
baza unei functii ¢ ale carei versiuni dilatate sau contractate
(intr-un cuvint scalate) constituie baze ortonormate (prin
intermediul translatatelor lor) 1in spatiile v

S& considerdm c& V;=acoperire{27?y(277x-k)},,; atunci conform
relatiilor (3.16),(3.18),(3.19),(3.20) rezulta:

<pjk=§h(n-2k) @10 (3.27)
w,-k=§g(n-2k) ®j1,n (3.28)

iar din aceste doud relatii, impreund cu relatia (3.26) rezulta
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69
(prin fnlocuire directa):
{[h(m-2k) Qitg(m-2K) gyl =@, . (3.29)

ultimele trei relatii permitind circulatia Intre spatiile V. si V...
Din relatia (3.22) si (3.16) se deduce:

}Eiﬁ(wzku) [2=1

(demonstratia mai generald In cazul bazelor biortogonale se giseste
in [25]), ceea ce, conform paragrafului 3.2.1. inseamnd cid {@,}.-,
keZ constituie o bazd ortonormatd pentru V,). Din relatia (ii) si
(3.27) rezulta:

<P 3P =z-ifq> (279x-k) @ (29 x-k') dx=f(p (x) @ (x-k/+k) dx=

(3.30)
=8 =Xh(n-2k) h(n-2k’)
n

adica pentru toate rezolutiile (nivelele de analiza a semnalului:
j) {@:} este o bazad ortonormatd pentru Vj.
Din relatiile (3.28) si (3.24) rezulta:

<Y @ =XXg(n-2K) h(m-2k") <@;_y 10 @55, 0=
mn

3.31
=Yg (n-2k) h(n-2k’) =0 ( )
n

iar din (3.28) si (3.25):

Y g Y5> =XXg (n-2K) g(m-2K") <@;3 1 Py, 0=
mn

(3.32)
=Yg(n-2k) g(n-2k’) =8,

Astfel relatiile (3.27) si (3.28) exprimd faptul ca V,cV.,, W.CV._,,
iar relatia (3.29) iImpreund cu relatia (3.31) conduc la concluzia
1V, =V.@W, si V,1W;. Deoarece W, lV;,, deci W, lW. si deocarece (V. }..
formeazd o baz& ortonormatd in W;, rezultd cd@ {VY:i}iez«, fOrmeaza o
baz& ortonormatd 1In @ﬁ=«wﬁ. Dacd aceastd suma acoperd dens tot L7,
atunci (W )iez ez Sint o baza ortonormata 1in L’, formata din
translatatele si scalatele unei singure functii, constructia

facindu-se pornind de la propozitia 3.2, de fapt prin gdsirea
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secventei h(n) sau echivalent, a polinomului trigonometric m.(®),
care sa satisfaca relatia (3.22). In [29] se gaseste demonstratia

faptului ca {y..}. ... acoperd dens L°, deci ca formeaza o baza oblica

strinsa in L°, cu marginile A=B=1, adica VfelL:

1

L <y, £ 2= £
,Jez

In acest moment f poate fi descompus 1In baza {V.,}: . conform rel.3.3

f=§))£<f, ‘|’jk>‘|’jk=j,2kbjk‘|’jk (3.33)
respectiv, conform relatiei 3.4:

f=%< L 2T "’jk+1§§< £y wik=§cjkq’ik+i§j§bikll’ik (3.34)

Deasemenea proiectia ortogonald a lui f In spatiul V. ,=V;+W;+W;_ +W,_
s+...+W;, (deci cea mai bund aproximare LS a lui f In spatiul V)

se poate scrie:

f-f:%cjkqjjk{f;;%biquik (3.35)

Figurile (3.1),(3.2) prezintd o bazd ortonormatd de undisoare
incompletd, formatd din @y, W,, Y.,, Y., Y., impreund cu spatiile V,,
W,, W.,, W.,, W, generate de acestea, cu ¢, determinata pe baza lui
h(n)=1/(4¥2) [1-¥3,3-V3,3+/3,14V3]

o baza 10, psx0:-3) baza 10, pe0:-3)
03] Pl ¢
14]
02| -2
12|
01 pet puo 0
10}
0| 8|
| .
0.0
4
02|
2
) 200 400 “’.;Dz“w 800 1000 1200 oo 10 20 30 40 “5:)‘"'.‘6"0“"":0 80 20 100
fig.3.1l.: bazad ortonormata de fig.3.2: descompunerea in
undiscare incompletd, formatd frecventd a spatiului 12 3In
din @, Vo, V.., V... V.3, subspatii generate de undisoare
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o

Formula (3.35) oferd un cadru natural pentru o esantionare adaptiva
in sensul urmator.Se observa ca ¢, exploreazd componentele de
frecventa joasa din f, iar y., componentele de frecventa cu atit mai
Inaltd cu cit i e mai mare. Deocarece

Co= [ £(x) @, (x-K) dx
C_1k=ff(X) P, (x~k) dX=ﬁff(X) P, (2x-k) dx:.\/isz( %‘) @, (x-w) dx

Cax=[£x) @, (x-k) dx= [ £(2) g (x-K) dx. .

rezultd cd pentru acelasi interval relativ la suportul functiei £
existd de doud ori mai multi coeficienti Iin W., decit in W, sau V.,
de doud ori mai multi in W, decit In W., ... . Faptul cd y,, sint cu
suport compact asigurd intr-adevdr o explorare locald a lui f.

Analiza In spatii din ce in ce mai Inalte se poate opri atunci
cind b;,=0, ceea ce inseamnd de fapt [f(x)y(2ix-k)dx=0, adica f nu
variazad In raport cu y(2'x), deci <f,wﬂ>=f(x)fw(x)dx=0. Aceasta
conduce la o esantionare adaptivd neregulatd, in sensul ca acolo
‘unde f e de frecventd mai Iinaltd, coeficientii din dezvoltarea
(3.35) vor fi mai densi , iar acolo unde f coboard In spatii de
frecventd mai joasd, pot fi calculati mai putini coeficienti. In
paragraful 3.3 vom vedea cum acesti coeficienti pot £fi Inlocuiti
chiar de cdtre esantioanele semnalului la momentelele kT, kT/2,
kT/4, ... . De fapt ceea ce ne intereseazd In transmiterea
semnalului (sau stocarea sa) sint aceste esantioane prelevate dupa
un anumit algoritm (par 3.3), care, cunoscind functiile ¢ si Yy, pot
servi la reconstructia semnalului.

Avantajul determinant al bazelor de undisoare este ca& TUD
(transformarea undisoara discretd) poate fi calculata prin filtrare,
fdra a construi separat functiile ¢ si ¥y In scopul efectuarii
produselor scalare. Tinind cont de relatiile de ortogonalitate
dintre functiile Y, si @;,, se obtine din (3.27):

<f,@;>=Xh(n-2k)<f,¢;, > deci:
n

Cj-1.n (3.360

c;=Xh(n-2k)
din (3.28): i
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bjk=z:g(n_2k) Cj-1,n (2.37)
n
din (3.29):
Cj-l,n=2k:h(n_2k) cj,k+¥g(n_2k) bk (3.38)

sele trei ecuatii de mai sus reprezintd algoritmul pentru calculul
TUD.
Dacd notam cu (Ha) (k)=X,h(n-2k)a, operatorul H:1-5l- de filtrare cu
h(n) apoi de decimare cu 2, cu (Ga).=x,g(n-2k)a, operatorul G:l—l-
de filtrare cu g(n) si decimare cu 2, adica:
Ha=(h*a){2
Ga=(g*a)i2
atunci operatorii adjuncti vor fi Ha=aT2*h’=Yh(n-2k)a, si
G'a:aTZ*g':Z,_g(n-zk)ak , adicd interpolare cu 2 (umplere cu 0 1In
pozitii impare) urmatd de filtrare, deoarece:
Demonstratie (4):
<Ha,b>= <);,h (n-2k) a,, b> =§)‘.:.h (n-2k)a,b,=
=§an§h(n-2k)bk=<a,H‘b>
q.e.d.
Cu aceasta cele trei relatii (3.36), (3.37), (3.38) pot fi privite
ca o descompunere si reconstructie perfectd a unui semnal f cu

filtrele h si g, numite filtre conjugate 1In cuadraturad (CQF)

fig.3.§.: implementarea analizei pe baza de undisoare cu
filtre conjugate in cuadratura

prezentate in fig.3.3 (95] (unde f a iInlocuit secventa c.,, care
reprezintd de fapt aproximarea lui f in spatiul Vi)

Cele trei relatii pot fi iterate 1insd pina la rezolutia dorita,
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astfel cd proiectia ortogonald a unui semnal f In spatiile V.@W.@y.
®... se aproximeazd cu structura din figura 3.4.

fig.3.4.: iterarea structurii din fig.3.3 pentru obtinerea unei
analize multirezolutie.

Am folosit termenul de aproximare, deoarece lucrind de fapt 1In
domeniul deja discretizat al semnalelor din 12, calculul produsului
scalar (£*@; ) (k) se inlocuieste cu urmdtorul produs:
(((£*n)d2*n)d2*.. . *h)l2 (de Mori), adica sint valabile aproximirile
(cu referire la rel. 3.35):

1 -
‘Pj(m):?;ﬁm"(%) , Mcw , Y= (((hxh12%. .. xgl2®™) ¢, =g

Dar acest lucru nu deranjeazd, deoarece oricum lucridm in spatiul 1°
in loc de L? in cazul prelucradrii digitale, deci oricum f este
preesantionat, adicd de bandd limitata, deci se aflad intr-un V.,
ceea ce inseamnid ca toatd informatia este cuprinsad in coeficientii
¢y, ilar filtrele sint cu reconstructie perfectd. De fapt iIn loc sa
lucram cu baza {y;} 1In L?, lucram cu baza {h(n-2k),g(n-2k)}.. si
iteratele ei In 1°. Exemplul din fig. 3.4 este construit pe baza a

8 iteratii (nivele de analizad) astfel Incit baza utilizatd este:

{(g), (hxg12), ... (h*h12%. .. *xh128%g127), (hxh12%...*h127)}(3.39)

(cu observatia céd decimare, urmatd de convolutie este identic& cu

interpolare, urmatd de convolutie , urmatd de decimare)
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Dacd ne imaginam cad Intre analizd si reconstructie se af.d un
canal de transmisiune (figura 3.4), procedeul de mai sus revine la
inlocuirea transmisiei a N esantioane din semnalul f in intervalul
T cu transmisia iIn acelasi interval de timp a N/2 coeficienti ai
produsului scalar al lui f cu ., (care caractericzeazd proiectia lui
f in spatiul corespunzdtor frecventelor celor mai inalte, W.,, vezi
fig.3.2), plus N/4 coeficientii din spatiul W..,,, plus...plus N/2"
coeficienti din spatiul W. s$i N/2% coeficienti din spatiul V.
Rezultd cd numarul de valori ce trebuie transmise (sau memorate)
este acelasi, doar cd intr-o astfel de analiz& putem renunta la acei
coeficienti apropiati de zero, care semnaleazd faptul ca f nu are
componente Intr-un anumit spatiu, obtinind astfel o reducere a
cantitdtii de informatie transmisa. Dacd intre spatiul esantioanelor
semnalului initial si cel al coeficientilor transformdrii undisoara
se gaseste o aplicatie bijectiva, acest lucru poate sta la baza unei
esantiondri adaptive, asa cum autorul va ardta iIn paragraful 3.3.

Procedeul nu se rezumd doar la teorie, deoarece filtrele sint cu
raspuns finit la impuls (FIR), adicd implementabile (deoarece baza
a fost formatd cu undisoare cu suport compact), iar reconstructia
este fard nici o dificultate, "on line", fiind vorba de fapt tot de
o filtrare.

Ramin de determinat secventele h(n) care conduc la relatiile de
ortogonalitate descrise In acest paragraf. De fapt trebuie gdsite

solutii FIR pentru ecuatia (3.22) pe care o reamintim aici:

I, (@) [2+|mg (@+7) [2=1

(de fapt aceastd relatie semnifica faptul ca densitatea spectrald
de putere a semnalului analizat nu este afectatd de trecerea prin
sistemul de analiz& bicanal).

O parametrizare a acestor solutii este datd in [29] dar va fi
preferatd cea din [S51), de fapt echivalenta, si aceasta va fi
expusa in paragraful 3.2.3.Aceastd parametrizare conduce mult mai
usor la generalizarea analizei bicanal la o analizi multicanal a
semnalelor s$i permite o mult mai usocard si rapida implementare
practicd a TUD. In analiza multicanal canalele h si g vor fi
inlocuite cu canalele h0O, hl...hM, unde h0 va fi canalul de joaséa
frecventd iar hi vor acoperi progresiv intreg spectrul de putere al
semnalului, rezultind o relatie echivalentd relatiei 3.22. Cu cit
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analiza semnalului se face pe mai multe canale si cu cit aceste
canale sint iterate de mai multe ori , cu atit analicza este mai fina
si numarul de coeficienti diferiti de 0 scade, rezultind astfel o
compresie mai mare a semnalului, fapt probat in par 3.4 ce contine

rezultatele experimentale.

3.2.3. Filtraj multicanal in analiza si reconstructia semnalelor.

Baze de undisoare generalizate.

3.2.3.1. Sisteme bicanal

Fie sistemul bicanal din figura 3.5:

x(n)

fig.3.5: sistem de filtrare bicanal cu reconstructie perfectd

Trecind la variabila (z) [109], decimarea, urmatd de interpolarea
{cu 2 a unui semnal implicd o transformare x(z)—{x(z)+x(-z))/2 (-
z=el@™  vezi paragraful 3.2.2), astfel incit sistemul din £fig.3.5
‘produce rezultatul (G; si H; sint transformatele z pentru g, si h,):
~ _1 ﬁ%(z Hy(-2)1 [ x(z )
X(Z)_E[GG(Z)Gl( |.H Z)Hl( ZJ ( (3.40)

Notind matricea din (3.40) cu H,(z) se spune cad matricea H,(z) este

paraunitard daca:

Ho(z™) H,(z) =cI (3.41)

unde ¢ este o constantd, iar coeficientii h;(n) ce intra 1in
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componenta H,(z) sint reali. Daca z=e'™, atunci H(z ')=H'(z) si de
fapt (3.41) reprezintd o generalizare (matriciald) a notiunii de

filtru trece tot. Pentru ca marticea H, sd fie paraunitard trebuie

ca:
Hi(Z)Hi(Z_l) +Hi(_Z)Hi('Z-1)=CI , i=0,l
Hy(z)H, (z™%) +H,(-2) H, (-z7") =
Relatiile sint satisfacute in general dacad H,(z)=-z ‘A(z2)Hy(-z),

unde A(z) este un filtru trece tot. Daca se doreste o solutie FIR
pentru cele douad filtre, atunci H,(z)=-z'"'Hy(z").

Alegind c=2, 1=0, cele doud relatii de mai sus reprezintd tocmai
conditiile ((ii), (3.24),(3.25), respectiv (3.22) din paragraful
3.2.2. H,(z)H;(z') fiind tocmai transformata (z) a secventei de

autocorelatie a lui h(n) rezulta:

<h1(n) ;hj(n+2m >= bmblj B ilj=o[l

Prin urmare {h,(n+21),h, (n+2m)} este o bazd ortonormatd in 1’ care

genereazd o bazd ortonormatd de undisoare prin iterarea structurii

din figura 3.5. Dacad H, este paraunitard, pentru reconstructia

perfectda din relatia (3.40) rezultd prin verificare imediata:
Go(z)=Ho(z™") si G,(z)=H,(z™")

adicd tocmai structura din figura 3.3.

Matricea H, prezintd 1insda redundantad, deocarece coeficientii
he(n), h,(n) apar de doud ori in expresia ei. Pentru a scapa de
aceastd redundantd, se despart coeficientii pari de cei impari,
adica se scrie:

H;(2) =H;,(2?%) +z"*H;, (z?) (3.42)

$1 se construieste matricea polifaza:

_[Hyo (22) Hul 2l

1 111 0]
bﬁo 2y 2)J7

Hp(2%) 1 -1llo 2l

1
- -5 m(2Z)
Din relatia (3.42) se vede cd H, e paraunitar d.s.n.d. H, e

paraunitaréa, astfel Incit proiectarea structurilor bicanal ce conduc

la baze de undigoare se poate face pe baza matricilor polifaza care
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la baze de undisoare se poate face pe baza matricilor polifaza care
prezintd factorizari canonice. Structurile paraunitare cu filtre FIR
de lungime 2N pot fi descrise prin urmdtoarea structurd laticiala:

[Hoo (2) Hyy (2)]__ X2/l 0 [cos(a;) -sin(ay))
U () i (o) 1R I

i lo z‘ﬂlsin(ai) cos(ai)J

De exemplu pentru o,=n/12, a,=-n/3 se ajunge la exemplul din
paragraful 3.2.2: h,=1/(4¥2) [1+V3,3+V3,3-¥3,1-V3]. Iterind banca de
filtre pe ramura de sus, ajungem la structura din figura 3.4,
realizind descompunerea semnalului intr-o bazd a lui 12 generata de
{h., (h,*T2h,), (h,*T2h,*. . . *T2h,*T2h,), (h,*T2hy*...*T2h,) } care am vazut
cd este echivalentul discret al undisoarelor. De fapt (vezi figura
3.2) se realizeazd o descompunere in benzi de frecventd cu factor
de calitate constant.

Observatie:in [45] sint prezentate si alte modalitdti de generare
a bazelor de undisoare. Pentru completarea imaginii despre aceastéa

problemd redam succint una dintre ele: banca de filtre poate fi

iteratd si pe ramura de sus (g in £fig.3.4), dind nastere astfel la 32"

baze de undisoare diferite, putindu-se gdsi astfel o "cea mai buna
baza" dintr-un anumit punct de vedere. Tinind cont de faptul ca
decimare cu 2 si filtrare cu H(z) e echivalent cu filtrare cu H(z?)
si decimare cu 2, se poate construi spre exemplu o bazd de undisoare
in care structura bicanal se repetd atit pe ramura de sus, cit si
pe cea de jos (se poate verifica prin inductie cd proprietatea de
reconstructie perfectd se pdstreazd):

FO(Z)=H°(Z)H°(ZZ)' ' F]_(Z)=HO(Z)H]_(ZZ)
F,(z)=H,(2)H,(2z?) , F,(z)=H (2)H (z?)

Dacd @,(w)=IlF(2) atunci:
i=1 21

W, (x) =2X£, (k) @, (4x-k)
si definind: W, (x)=22f, (k)@ (4x-k) , 1=1,2,3 se obtine o multime de
functii de tipul {@Q(x-k), ¥ (x-1), ¥ (X-m),¥;(x-n)}y | n e, Ortonormale,
iar 2Hm(4’x-li), ie{1,2,3}, 1,,jeZ formeaza o baza ortonormala pentru
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L?. Aceste dezvoltdri depasesc scopul lucrarii de fata Insa pot crea

0 imagina mai corectd asupra subiectului filtrarii multicanal [109].

3.2.3.2 Filtrare multicanal

S& consideram cazul general [51] (care ar putea de fapt conduce
la o analiz& optimald a unui semnal) al filtrdrii multicanal cu M
canale din f gura 3.6, si fie descompunerea semnalelor la intrarea

51 ilesirea din sistem realizatd In urmatorul mod:

x(n) d(n)
—
fig.3.6.: structurd multicanal penru analiza si reconstructia
perfectd a semnalelor

X(z)=%?zkx;(z”) (3.43)
k=0

D(z)=%§szk(z”) (3.44)
k=0

filtrele fiind descrise prin componentele lor polifazi (echivalentul
rel 3.42):

H;(z) =1§:Z-kHi,k(zM) (3.45)
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G (2) =% zke, , (2) (3.46)
k=0

unde

H; (z) =Eh; (Mn+k) z™?

G;,(2) =Xg; (Mn-k) z™"
n

Atunci, prin verificare direct&, se obtine (vezi fig.3.6):

Y;(z) =1§Hil,‘(z)xk(z) (3.47)
=0

D, (z) =’3—:1Gi,k(z) Y;(z) (3.48)
i=0

Utilizind matricile polifaza:

Hyo(z)  Hy(2) ... Hyy,(2) |
Hy(2) 5| i (3.49)
Hy1,0(2) Hyy2(2) oo Hyy oyo(2)
Gy (2) Gy (2) Goy-1 (2)
GP(Z)=|_ e P |
Gy-1,0(2) Gyy,1(2) oot Gy 4y (2)
si notind X,(z)=[X,(z),X,(2), ... X (2)]7
Y, (z)=[Y(2), ¥ (2),...Yy (2)]7
le(z) =[D0(Z),D:(Z),...DM_Z(Z)]T
se obtine: Y. (2)=H,(z)X,(z)
D,(z)=G,"(2)Y,(2) si:
D,(2) =Gy (2) Hy (2) X, (2) (3.50)

ecuatie care descrie functionarea structurii multicanal. Pentru a

obtine filtraj multicanal cu reconstructie perfectd trebuie ca
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G,"(z)H.(z)=I. In general trebuie gésite solutii la aceasta
conditie, deci:

1

T =H-1 e —
G (2) =H 7 2) = e a2

adj (H,(z))

Dacd dorim ca solutiile sa fie FIR, atunci det(H.(z)) trebuie 3d fie
cel mult egal cu o Intirziere, adicid de forma Kz, in acest mod
ajungind la solutii ce conduc la baze oblice biortogonale. Dacd in

plus matricea polifazad este unitard (adicad de tip trece tot):

atunci o solutie imediatd pentru G, este:

G,(2) =H,(z™)

obtinind un sistem care conduce la o bazd ortonormatd de undisoare.
In [51] se aratd c& pentru a construi o matrice polifaz& unitara
cu filtre FIR, se poate utiliza parametrizarea (care generalizeaza
cazul bicanal):

Hp(z)=Uoilii1P1(z) (3.51)

P (z)=[I-v,vi+zlvyv]] , v,ec¥, |vi=1

In acest caz filtrele de reconstructie se obtin conform (3.46) de

forma:

G;(z)=H;(z™)

adica reprezintd inversatele in timp a filtrelor de analiza. Relatia
de ortogonalitate H,(z)H,(z')=I se transferd in domeniul timp 2n
forma relatiilor de ortogonalitate intre translatatele cu M ale
filtrelor si 1Intre filtre.

h, (k) g; (ML-k) =8,8 (3.52)

unde g; vor avea semnificatia de filtre duale filtrelor h;. Dacd in
plus matricea H, este unitard rezulta:
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{hi(k)hj(kwl)=§gi(k)gj(k+M1)=ala.. (3.

17

datoritd relatiilor:

YHy (2) Gy (2) =B

respectiv

THu(2) Hy(27) =85

Generalizarea (5) relagiei (3.20) : tinind cont de faptul ca partea stingd a relatiei 3.53
reprezinta egantioanele din pozitile multiple de M ale funciei de autocorelajie a
semnalului h; si aplicind TF discreta acestei relatii obtinem:

|my (@) |2+|m, (+2%) 2+ o+ my(@+

2T (M‘l) 2=
o =t

my (@) =—=Th,e o1
1
unde v ceea ce era de agsteptat pentru ci
ansamblul filtrelor care formeaza structura multicanal transferd semnalul nealterat (filtre
cu reconstructie perfectd)
-Utilizind relatia inversa H,(z)G,"(z)=I, se obtin ca si in paragraful

3.2.2 relatiile de reconstructie generale:

zizzkihi (Mk+n,) g; (Mk+n,) =8, . (3.54)

pentru cazul general, respectiv:

Y¥h, (Mk+n,) h; (Mk+n,) =);)j:gi (Mk+n,) g; (Mk+n,) =8, . (3.55)
ik

' fn cazul matricilor polifazd unitare. Pentru a completa constructia
:rnatricilor polifaz& ce genereaza filtraj multicanal cu reconstructie
perfectd, care prin iterare pe una din ramuri sa ducd la generarea
unei baze ortonormate de undisoare trebuie s& gasim vectorul h,
(filtrul de joasd frecventa) care s& satisfacad rel. 3.53 si incd o
relatie suplimentara: Shy(k)=¥M ,adica relatii similare celor din

propozitia 3.2: (ii) si (iii). Acest filtru rezultd in forma (51]:

hy(2) =(1ﬁP1(Z)}'e
=1
unde: hy(z) =[Hy 11 Hy 50« «Hy 41T
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Si: e=|[

Pentru a gdsi celelalte filtre h, se construieste matricea U. din
relatia (3.51) unitara (eventual printr-un procedeu Gram-Schmidt)
si avind pe prima coloana vectorul e.
Relatiile (3.53), (3.55), respectiv (3.52), (3.54) permit generarea
unor bace oblice, respectiv ortogonale de wundisoare analog
tehnicilor din paragraful 3.2.2.

fn [35] [51] se demonstreazd urmitoarele afirmatii:

Fie h, o secventa astfel Incit:

1 T (1 [A) _
QO(Q)_llmjll(_‘/l—\{HO(m))l H, (0) =y/M

iar produsul infinit converge la o functie din L2, eventual de o
anumitd regularitate. Atunci existd secventele h;, i=1,M-1, astfel
incit h, formeazd filtrele de analizd ale unei matrici polifaza
unitard (construitd prin parametrizarea amintitd, deci care nu este

unicd) si definind functiile:
Y, (£) =yMEh, (k) Wy (ME-K) , W5, () =M3/2y, (MTt-k)

rezultd c& {y, ;«} este o bazd oblicd strinsd in L2 si datorita

ortogonalitdtii chiar o baza ortonormata, adica:

£(¢) =:§12k<f, Vi3> Wiy (6) respectiv:
=17,

£(£) =E<E, o0, Voo () 5352 XTI

i=1j=1k

unde Vy, joacd rolul de functie scard, iar vy;, i=1,M-1 sint
undisoarele.

fn Fig 3.7 si 3.8 sint reprezentate undisoare cu suport compact
obtinute prin procedeele indicate pentru M=3 s$i N=3 iteratii pe
canalul de joasd frecventa impreund cu comportarea lor in frecventi.

Structura multicanal reprezintd deci cea mai generala forma de
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baza do undisoars pe3 canaie, 3 Aerse generare a bazelor de undisoare,

Y dar si forma de implementare
psi-21 . = . . A~

ol P12 rapidd a algoritmului TUD ca 1in
pae1t . . X qma o

o4 Foz figura 3.9. (rezultatul filtrarii

o:'

fiind chiar coeficientii

Ppuot
P00
| M;§f kJ{V/\/Ff undisoara - vezi paragraful 3.2},
-0 2|

decarece de fapt la 1iesirea

fiecdrui filtru h, doar al M-lea

TR N i, 0P 0w esantion este cerut (din cauca
fig.3.7:bazd de undisoare gener. decimarii). Sistemele multicanal

prin N=3 iteratii ale unei

: ; . introduc in acelasi ti i
struct. multicanal cu M=3 filtre asl timp notiunea

de scard Intr-un spatiu Hilbert

(prin iterarea structurii baza de undisowa generala de 3 canale, 3 terate

multicanal), creind astfel
posibilitatea explorarii
semnalului la diverse rezolutii.

Vom incerca s& rezolvam problema 3

esantiondrii adaptive utilizind 2 ‘
baze ortonormate de undisoare a , 1"" y
3 i 1 ‘/N 7
caror constructie este In acest ) ‘1_\“_*4,‘\\\ i ,//l%\«.k
A~ . - 10 20 30 “© 50 60 70 80 %0
moment incheiata. domerni hacvanta

fig.3.8:descompunerea spatiului
frecventa 12 in subspatii
generate de undisoare

3.3 Algoritm de esantionare adaptivd si reconstructie on-line a

.unui_semnal pe baza analizei cu o bazad ortonormatd de undisoare.

'3.3.1 Algoritm de esantionare cu adaptare la continutul local in
frecventd al semnalului.

S& aplicam consideratiile din paragraful 3.2. la esantionarea
adaptiva a unui semnal si la reconstructia acestuia. Semnalul cu
care vom lucra este discret, deci preesantionat, astfel Incit putem
construi o bazd ortonormatd de undisoare finitd ca rezolutie, cu
care semnalul sa fie descris complet. Fie de exemplu un sistem
bicanal construit cu functia scara si undisoara generate pe baza
rel. (3.51): cu v=[a b]" wunde a’+b*=1, a,beR, N=1, si
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[

V2. /2
U0=l 1 1 |
Vz VZ

deci:

hy+zth, h,+z™1h,

= ) L =gl tr-vv T vz v 3.56
Gtz g, gtz 71g,

astfel incit canalele sint descrise de functiile raspuns la impuls:

Ihl=[A B]=ilb(b_a) a(a-b) a(a+b) b(a+b)I -
g J/Z bla+b) -a(a+b) a(a-b) b(a-b)

Am vazut cd {h(n-2k),g(n-2k)},, cu sau fara iteratele lor formeaza
o bazd ortonormatd pentru 12, Dacd de exemplu iterdm structura
bicanal pe ramura de joasd frecventd de N=8 ori, atunci baza

utilizata va fi:

{g, (h*g12), ... (hxh12%. .. *h126xg127), (h*h12%*...*h127)}

proiectia unui semnal In spatiul descris de aceastd baza facindu-se
cu partea de analizd (din stinga) a sistemului din figura 3.4.
Figurile 3.10 si 3.11 prezinta in domeniul timp cele 8 undisoare
si functia scara, respectiv In domeniul frecventa spatiile V4, W,,
W,, W,,...W,, a caror sumd formeazd 12?. Fdrd sd uitdm c& lucram in
domeniul discret, s& notdm totusi functiile din baza descrisa cu
relatia de mai sus, pentru usurinta scrierii, cu echivalentele lor
din domeniul continuu (pe care conform figurii 3.10. le aproximeaza
din ce in ce mai bine pe masurd ce scade rezolutia), adica cu {y..,
Voo o Wi @Qutic:. Proiectia unui semnal x In spatiul descris de

functiile de mai sus va fi de fapt egald cu x si va avea expresia:

x=Px=§<x, Po> ‘Pek*'ii Yix, g0y,
1k

coeficientii descompunerii rezultind in urma filtririi cu sistemul

din figura 3.4. si anume pentru fiecare k=2m, coeficientii
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1 . va=<f,¥,.>, pentru k=22m

coeficientii
08 Yo=<f,¥.,>, ... pentru
08 k=2'm:  ya=<f,y.,>, 51
B Viey=<£f,0.,>.Ultimul

coeficient a fost notat

cu asterisc pentru ca el

V

corespunde proiectiei
02 intr-un spatiu de tip V
04 | si nu W, el constituind
o ) . . ) . de fapt completarea
) 200 400 600 800 1000 1200 . N .
domenul timp informatiei despre x cu
fig. 3.10: baza de undisoare cu care s-a Pbartea de joasa
impl. algoritmul de esantionare adaptiva frecventd. S-ar putea ca

x la un anumit moment

sd nu ocupe in frecventd toate spatiile din figura 3.11 si acest

baza 18, psi(1.8) lucru este sesizat prin

intermedi1iul
et coeficientlor vy,,. Daca
1 gadsim o relatie
12 1 bijectiva intre
10 1 esantioanele semnalului
8 X si coeficientii TUD y
¢ (se observa c& sint 1in

numdr egal cu numdrul

w2 wi ‘1 esantiocanelor semnalului
? “‘» "4“ T
.m_&“a\',v _,,Q,,,l.‘ X indiferent de numarul
% 200 400 600 800 1000 1200

iteratiilor) atunci

domeniul frecventa

putem adopta urmdtorul

t fig.3.11: descompunerea spatiului 12 iIn
fisii cu factor de calitate constant procedeu de esantionare
adaptiva (compresie de

date): De fiecare datd cind unul din coeficienti y.., vy &, k€Z, este
mai mare decit un 8>0, s& transmitem esantionul aferent din semnalul
x iar daca nu :nu. Dacd x are componente iIn spatiul W., atunci y
vor fi diferiti de 0 si toate esantioanele din x vor fi transmise.
Dacd insid anumiti coeficienti lipsesc, pe mdsurd ce x trece 1In
spatii de rezolutie mai joas&d, numdrul de esantioane diferite de 0

scade, astfel incit se poate obtine o reducere a numdrului de valori
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ce caracterizeazd semnalul x (un grafic In acest sens este prezentat
in par.3.4). Acest procedeu corespunde intru totul unei esantionari
adaptive, deocarece V., au suport compact s$i produsul scalar iIntre
X $1 Y., d& o informatie despre frecventa instantanee a semnalului.
Observatie: Daca h si g sint de lungime L(In cazul nostru)=4;
atunci h+gT2 e de lungime (2°-1)(L-1)+1=10; (h*hT2)*gT2 e de
lungime (2°-1) (L-1)+1=22 etc.
S& considerdm ca analiza se face pe un singur nivel adicd structura
bicanal este aplicatd o singura datd pentru analiza semnalului x.
Coeficientii transformidrii undisoarda pot fi aranjati conform
fig.3.12.

Relatiile intre esantioanele

Koy 3 Kol o Xy 1 X Xoap e
semnalului x si coeficientii y 23 X2k-2 X2k-1 X2k "2kl "2ke2

se pot deduce direct prin Nz Yz Yz
efectuarea produselor scalare Vo Y12k Y122 -
sau, ceea ce este echivalent dar
mult mai wusor de implementat

practic, prin utilizarea fig.3.12: esantiocanele semnalului
parametrizarii din relatia 3.51. Sursa x si coeficientii transfor-

o ) . marii undisoard y
Cu notatiile din 3.56, 3.57 si

aplicind direct relatia 3.50 iIn domeniul timp (discret)
obtinem:y,(n)=Ax,(n)+Bx,(n-1), adica pentru cazul bicanal:

* X. p o
y 1'2k|=A'| 2k |+B'| 2k zl (3.58)

Y1, 2k Xok-1 Xok-3

relatie ce corespunde unui filtru FIR cauzal. Relatia inversd de
trecere de la spatiul imagine Y la spatiul semnal X se obtine prin
inmultirea rel.3.58 cu A" si a aceleasi relatii scrise pentru k+l cu
B" obtinindu-se o relatie care corespunde unui filtru finit
necauzal:

| Xak |-a T-|y'1'2k|+B T_|Y'1,zk+z|

Xak-1 1,2k Y1.,2k42

(3.59)

deoarece dupd cum e usor de vazut din 3.56 si 3.57 avem:
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=4L|b(b—a) a(a—b)| _ 1|a(a+b) b(a+b)J
y2 b(b+a) -a(a+b) VZ 'ala-b) b(a-b) (3.8
b% -ab a® ab o
A%=Id) 5 | B=| 5
- a ab b

((I-vv') e idempotentd) deci sint valabile: A'A+B'B=1 3si A"B=R7A=(.
Rel. 3.58 si 3.59 reprezintd de fapt implementarea banc:i de filtre
cu reconstructie perfecta din fig.3.3. Coeficientii y reprezints,
asa cum am vazut din paragraful 3.2, proiectia semnalului x 3In
spatiul de inaltd frecventd, iar coeficientii y* proiectia lui x
inspatiul de joas& frecventd. Crearea bazei de undisoare descrisa
la iInceputul acestui paragraf revine la iterarea relatiei 3.53
pentru semnalul format cu coeficientii y*, astfel incit spatiul de

joas& frecventd este divizat la rindul lui in doud. Relatia de
analiza va fi:

y. y‘ ) ya e
2,4k 1,4k |+B’| 1,4k dl

=1, :
Y2, ek Y 1.4k-2 Y 1,4k-6

Inseamna cad linia de coeficienti y* din fig 3.12 poate fi la rindul

el Inlocuitda cu transformata ei undisocard astfel incit prin mai

multe iterdri ale relatiei 3.58 (In fig. sint 4) obtinem imaginea

Y a semnalului X din figura 3.14

. X X X X X X X X X X X _X X X
123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

iz Y14 Vs e Yue Yz Ve Y6 e
Y2.4 Y2.8 Y212 Y216 -
Y38 ¥3,16 - - -

Ya,16 .

Yals -

fig 3.14: semnal X si coeficientii TUD Y dupd analiza pe 4 nivele

Dacid in relatia 3.58 facem y, ,=Y'j =0 , vom obtine prin aplicarea
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88 Cap.3. Undisoare si esantionare adaptiva

succesiva a matricii A" respectiv B° ¢ 14 relatii:

bxyi=aXyy1=0

aXpyp*bXp 4.3 =0
ceea ce Insemnd cd dacd cei doi coeficienti ai TUD sint 0 putem
renunta la unul dintre esantioanele {x,, sau X,,.;} respectiv {x. sau
X..:} obtinind In acest fel o compresie de date. Sa& incercdm sa
extindem aceastd observatie pentru un semnal discret o:recare x
deocamdatd analizat pe un singur nivel (o singurd itzratie a

sistemului bicanal vezi fig. 3.12).

Teorema 3.3.l:Consideram sirurile de numere reale (x,), (ya),
(y',,), nez, legate prin relatiile:
bX,, 1 +@Xn=CY 300y * AV ez (3.61)
—axzn"l +bx2n02=_dy .Zn'2+c-y2n->2 (3 . 62 )

unde a’+b’z1, a,b diferit de 0, c=(a+b)/¥2, d=(a-b)/¥2. Daca exista

.

k,m €Z, cu k<m a.i. cunoastem X, ., Xons Yokesr -« -Yonr¥ 2kezs « Y sns
atunci valorile semnaluluil Xy, Xk, /- -.-Xap; Sint unic determinate.
Observatie : relatiile 3.61, 3.62 reprezintd explicitarea

relatiei matriciale 3.58 dupd Inmultirea cu A" respectiv BT.
Demonstratie: scriem alternativ relatiile 3.61, 3.62 pentru
n=k,k+1,..... ,m-2,m-1 obtinind sistemul 331 (ec. 1...6):

Sistemul 331: (1) bX,, ,+8X%,,=CYV " 112 *AVs ez

- *
(2) =@X5 101 DXy 3= =AY " k2 ¥ TV 2 ka2

(3) DXy 11 *@%510025CY *p1a * AV 5400

_ s
X403 v DXy 1a= =AY "5 104 CY pkea

(4) “aXym-3*DXop2 =AY *1p 3+ CY ey
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o8]
el

(5) bxypy*ax,n ,=Cy n*dVyn

(6 ) -aXZm-l +bx2m= _dy ‘2m+Cy2m

de unde:

b c d
X ==X, t—=y" + =
2k " X2 T Y k2 37 2k+2

s
P AY "2ke2 ¥ Y 2kcrz
Xoke1™ l . d
a2  CY kst ok

- L -
%= Ay *ake2*Vaks2 a|
2k+2 "
CY " okra * AV 2504 b

d_ . C

b
Xopey =—Xpp+
2m-1 a 2m a a

g.e.d.

(Observatie: usurinta obtinerii lui X cind se cunoaste imaginea Y
se datoreazéd faptului cd determinantul sistemului format din ec. (2)
si (3) este = -1.)

Corolarul 3.3.1.: fie sirurile x, y si y* din Teorema 3.3.1 cu

conditiile 3.61, 3.62, k<m. Dacd& cunoastem X, Xons iar
Yokesr o oo Yoms Y akezr o+ -Y 2n,Sint toate =0 atunci Xy, Xoxys - - . - Xap Sint
unic determinate.
Aceastd insd e echivalent cu a spune C& Xy, Xogeis - Xy, pot fi
neglijate la transmisie sau stocare astfel c& am obtinut o
compresie de date. Avem nevoie Insa de un algoritm care sd pund in
corespondentd unicd cite un esantion al semnalului si un coeficient
al transformarii undisoard chiar atunci cind nu existd succesiuni
compacte de 0 printre coeficienti. Pentru aceasta fie

Teorema 3.3.2: Considerdm sirurile de numere reale din Teorema
3.3.1 cu conditiile 3.61, 3.62, si numerele k,meZ, k<m. Daca
cunoastem X,., $i cite doud elemente din fiecare din urmatoarele
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90 Cap.3. Undisoare si esantionare adaptiva

multimi :{X,, Xowsr Yoeor Yoerdoeo X Xeworr Yoo Y oads STOX
atunci elementele X, ,X,.s .- --X;. Sint unic determinate.
Demonstratie (prin inductie): verificarea conditiei initiale:
presupunem m=k+l. Atunci sistemul 331 se reduce la ec. 1l 53i Z In
care cunoastem pe X,., S1 X... ( =X,,) si cite doud elemente :in
multimea: (X, Xy, Yoz Y oe:). Cazul in care 1i cunocastem pe
Y .., Y ., e tratat de Teorema 331 (chiar si 1In observatia de
inaintea acelei teoreme), cazul in care 1i cunocastem pe X,, X..,, €
trivial (adicd sint unic determinati dacd 1i cunoastem). Ramin 4
cazuri dar iIn oricare dintre ele una din ecuatiile 1 sau 2 contine
o singurd necunoscutd, dupa care se trece la aflarea celei de a doua
din cealalta ecuatie. Deci X,,, Xs.;, Sint unic determinati.
Inductie: sa presupunem cd semnalul x pentru care se cunosc
X..., $1 cite doud elemente din fiecare din urmatoarele multimi
(% Xk Yoeor Yokeadseo o {Xonear Xomods Yame2s Y2}, $10 Xon,, are
elementele X, , Xsk.is - .- Xap.a unic determinate. S& aratdm cad daca
cunoasterea esantionului X,,., se Inlocuieste prin cunoasterea a
doud elemente din multimea {Xon.;s» Xom-1s Yamsr Y 2n}. S1 a elementului
X,., atunci elementele X, Xax, s --.-Xap.y Sint unic determinate. Dar
ipoteza inductiei e echivalentd cu a spune cd iIn conditiile date
sistemul 331 format din ec. 1,2...inclusiv 4, e unic determinat.

Dacd cunoastem pe X,,., $1 addugam sistemului ec. 5 si 6 In care
cunoastem doud elemente din multimea {X,n.2, Xom-1sr Yonr Y o). S1i pe
Xim, atunci elementele X, Xogys ... X3 Sint ca si pind acum
determinate iar 1in ec. 5 avem o singura necunoscutd y,, sau y',, pe
care o putem determina (pentru c& dacd il cunoastem pe Xon-
problema e deja rezolvatd). Ec 6 ni-1 da pe X, -

Dacd nu cunoastem X,,., dar adaugdm sistemului ec 5 si 6 In care
cunocastem doud elemente din multimea {X,.;, Xop.;r Yon: Y o2m}, Si pe
X, inseamnd (deoarece nu-l cunoastem pe x,,, ) cd sau 1i cunoastem
P VYin, Y . Sau 1l cunoastem pe X,,, si pe unul din Y Sau y',,. Dar
acest ultim caz e echivalent, din cauza ec. 6 cu a-i cunoaste pe y,,
$1 Y. astfel 1Incit sistemul 331 s-a restrins la ecuatiile
1,2...4,5. Dar din ec.5 rezulta:

__b c . . d
x2m-2--3x2m-3+3y 2,,,"'3}’2,,, 3.63

care introdusd in ec.4 rezultd in:

$1 coeficientul care 1l Inmulteste pe x,,, este -1/a diferit de 0.
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b? c . ,.d .
(—a_?)XZm-:s:—b(Ey 2m+EYZm) -dy 2m-2YCYap-2

(03}
G
W

Deci sistemul 331 In care s-a inlocuit ec. 4 cu ecuatia 3.64 este
deasemenea unic determinat in conditiile din ipotez&, pentru ca in
ec. 3.64 vy, si vy, sint cunoscute. x,,, fiind cunoscut din ec. 3.63
rezultd $i x,,.. astfel Incit intreg semnalul de la x,, . pind la x.
e unic determinat.

qg.e.d.

Corolarul 3.3.2: In conditiile teoremei 3.3.1. pentru k<m, si
cunoscind esantioanele Xop; S X,, urmatorul procedeu de
esantionare adaptiva conduce la un semnal unic determinat:

dacd y..;=0 neglijam esantionul =X,

dacd y',,,=0 neglijam esantionul x.,

Demonstratie: rezultd imediat din teorema 3.3.2
Procedeul de punere 1in corespondentd a esantiocanelor semnalului cu
coeficientii TUD este prezentat in fig 3.15.

O forma& ceva mai slabd a Teoremei
3.3.2 pe care insa o vom folosi

e X % x X X -
in continuare la dezvoltarea 2""?\ 2k-2 2"',]\ 2k XZk:\I k2

;algoritmului de esantionare | ... yLZkZ Y12k Y1.2k42 -
§ & . ha N * ~
adaptivad este: . . yLZbZ ylik y11k+2"

Teorema 3.3.3: Consideram

sirurile de numere reale din
Teorema 3.3.1 cu conditiile 3.61,
3.62, si numerela k,meZ, k<m.

Dacd cunoastem X,., $1 X, S1 fig. 3.15: algoritm de
esantionare adaptivd dupa o
analizd pe 2 nivele

cite un element din fiecare din

urmatoarele multimi s {Xax s
Y'Zkoz}l {X_»k,l, kaq): . -{Xgm_zl y'zm}: {Xz,.,_l/ y_)m), (fig.3.15) atunci
elementele Xy, Xokiis - - -Xop.; SINt unic determinate.

Demonstratie : rezulta imediat din Teorema 3.3.2.

Observatie : este evident ca daca sirul X=(x,) este cunoscut
atunci si TUD a sirului X, adicad Y= {(y,), (y'5)}, neZ, este de
asemenea unic determinatd deci cunoscutd, TUD fiind o aplicatgie
liniard bijectivad (deci inversabila, vezi par. 3.2.2).

Iterind banca de filtre pe ramura de joasd frecventd obtinem TUD
a vectorului X in forma din fig. 3.14. Teorema 3.3.3 se extinde la:

Teorema 3.3.4:fie sirurile (x,), (Ya), (Y o), oo..(yan), (¥ )
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neZ, legate prin conditii de tipul 3.61, 3.62 respectiv:
V'n g Y o1, gapt Va1, g-2d K=21*1
| |=a | [+B:[" """
Va1, x 24, x-2:21 Ytk i=0..N-1

Dacd sint cunoscute XN,y .1 -

semnalului

semnalului x)

elementele

.ZIY'A,SMOS} c e

{sznoz-Z(N’” ' YN, .ZNINZN} 4

(esantioane initiale ale
ale

«Xok-1 v

si (esantioane finale
(L lungimea undisoarei h,)
{(Xone1 Y1, 2n02) ¢+ {Xans Y2, an0a} 0 {Xano

{x2N|\+2—2N'y N.ZNxNZN} ’ atunCi Kok - -

x) X (3Npo2¥o1) (Lo1yel) + + » Xalp

,precum si cite unul din

urmdtoarelor multimi

Kalpo(2N-1) -y Sint unic determinate.

Demonstratie:

conditiile initiale si finale determina

conditiile initiale si finale pentru fiecare din sirurile y';,,

i=1:N (vezi

observatia de la pag. 29). Aplicind succesiv Teorema

3.3.3 pentru fiecare din aceste siruri se obtine Teorema 3.3.4

2l 7 4)

X X X X X X X X X X X
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

N N AN AN N N
V1k V1kym 0 V1hym 4
5

3\\ 4

1,4

Y116
x x x L x
Yie) igl Ufa0) V120 714 Uia6)

\Vz s\\

(¥z,8)

Y2.16. ..
(Y2,18)

\ya’l G ]

\Va sL_\lyiwl
\\3“ 16 .

Y416

VZ*.12
{¥2,12)

’

fig.3.16:

algoritm de esantionare adaptivd dupd o analizd pe
4 nivele

Modul unic de asociere al fiecdrui esantion din semnalul x cu

cite un coeficient din TUD este prezentat in fig.3.16

(aici N=4,

pentru simplitate k=0), cu observatia cd& In aceastd figura au fost

reprezentati

si coeficientii de tip Yy’ -pentru a exemplifica'

algoritmul de esantionare adaptivd- $i care nu se calculeazi de fapt

decit pentru ultimul nivel ( partea de joasd frecventd fiind mereu

prelucratad) .
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Pe baza teoremei 3.3.4 putem enunta acum algoritmul de esantionare
adaptiva:

Corolarul 3.3.4 ( algoritm de esantionare adaptiva): 1iIin
conditiile teoremei 3.3.4 un semnal x este unic determinat daci
analizind transformata undisocara discretd a sa, de fiecare data
cind:

Y..»x=0, se neglijeaza esantionul Kaye:

Y;:,«=0, se neglijeaza esantionul x,,_,

Y1,5x=0 se neglijeaza esantionul X,

Yy, =0 se neglijeaza esantionul X, _,u_ju-:_,

v'n,m=0 se neglijeaza esantionul X,u,_u-i,.

Demonstratie: rezultd direct din T3.3.4
Observatie: faptul c& semnalul este unic determinat chiar daca unele
esantioana sint ‘uitate’ rezultd din conditii algebrice de tipul
3.61, 3.62. Ca avem de a face intr-adevar cu o compresie de date ,
respectiv esantionare adaptivd, rezultd din modul cum au fost alese
aceste constringeri algebrice ( par. 3.2) adicd din faptul c& y sau
yv'=0 implicd inexistenta la un moment dat a unor componente ale
semnalului Intr-o anumitd bandd de frecventd. Acest fapt este
‘ilustrat in exemplele din in par. 3.4. In practica algoritmul va
functiona prin neglijarea tuturor acelor esantioane care corespund
la coeficienti de modul mai mic decit un 8>0. Energia semnalului
eroare care se face la reconstructie din aceastd cauza este

E= Xy?, < 82n. (3.65)
unde suma se face dupa indicele 1 care parcurge multimea
;coeficientilor mai mici in modul decit 8, aceasta avind cardinalul
Enmf (multimea sirurilor de tip y si y ' este numarabild astfel ca
‘poate fi renumerotatd). Notind cu N lungimea semnalului X si cu n,
‘numarul de esantioane rezultate in urma procedeului din cor. 3.3.4.,
avem evident N=n,+n., $i din relatia 3.65 putem calcula (deosebit
de usor) puterea erorii:

P<d2(1-D) (3.66)
unde prin D=n../N, am notat densitatea de esantionare. Daca D este
calculatd succesiv pentru portiuni ale semnalului X, atunci rel.
3.66 ne da puterea momentand medie a erorii, iar daca procedeul de
reconstructie asigurd reconstructia exactd cu exceptia acelor
coeficienti care au fost considerati egali cu 0, atunci rel.3.66

reprezintd chiar zgomotul ce intervine iIn calculul raportului
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94 Car.3. Undisocare si esantionare adaptiva

semnal/zgomot de reconstructie.

Un avantaj imediat al analizei cu undisoare este s1
posibilitatea de refacere on-line a semnalului decarece functiile
care formeazd baza ortonormatd sint cu suport compact (influenta
unui esantion asupra TUD este limitata in timp, si invers influenta

unui coeficient al TUD asupra semnalului e limitatd In timp).

3.3 .2 Reconstructia on-line a semnalelor dupa esantionarea adaptiva

printr-o metoda iterativa.

Refacerea semnalului (vectorului) X din imaginea sa Y (
transformata sa undisoard discretd) ar putea urma una dintre caile
consacrate de rezolvare iterativd a sistemului:

TX=Y (3.67)

unde prin T am notat aplicatia liniara (matricea) din 12 in 12 care
corespunde TUD. Ea este o matrice semidiagonald, infinita, iar
transformarea este ortogonald (conform rel. (ii), 3.24, 3.25 din
par.3.2.2).
O astfel de cale ar fi metoda iteratiilor standard [52]:

X=X +M (Y -TX, )
ceea ce este echivalent cu: MX,=NX,+Y, unde T=M-N este o partitie a
matricii T, sau una din metodele derivate din aceasta de exemplu
metoda gradientilor <conjugati <care midreste rapiditatea de
convergentd. Din pdcate In cazul nostru sistemul din rel. 3.67 este
ciudat 1In sensul cd se cunosc anumite componente ale lui X impreund
cu un numdr de valori 0 ale imaginii Y in numdr egal cu componentele
lui X care trebuie determinate (vezi cor. 3.3.4). Numdrul ecuatiilor
este aleator si depinde de densitatea de esantionare (care si ea
este variabild) adicad de comportarea in frecventd a semnalului. In
plus pentru a sustine convergenta algoritmului de mai sus trebuie
ardtat cad raza spectrald a aplicatiei M''N (modulul valorii proprii
maxime) este mal mica decit 1, ceea ce se poate dovedi dificil.

Putem Incerca utilizarea algoritmul LMS in care functia eroare
J care trebuie minimizat&, s& fie suma patratelor coeficientilor
diferiti de 0 care apar in pozitiile In care acestia ar trebui s&
fie 0 ( usor de detectat la receptie pe baza pozitiei esantioanelor
care apar si a relatiei bijective descrise de Cor.3.3.4). S& notam
cu H(Z) multimea indicilor pentru care cunoastem semnalul X, si cu
G(Z) multimea indicilor pentru care stim (din cor. 3.3.4) ca ar
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trebui sa fie 0

coeficientii 045

eroarea patratica medie de reconstructie

T

corespunzatori din Y.
Atunci H=complementul
lui G iIn 2, H+G=Z, si
J=Xy?., 1ieG. (am facut o
renumerotare

a coeficientilor din Y ,
Y fiind o multime
numarabild). Algoritmul

LMS se scrie:

X.=X,_ ,~H'gradd, iar 5 2 CR 5 3 7 8 3 10
. . . numar de iteratn
gradientul funcTiei
eroare se calculeaza 3in fig.3.17: curba de convergenta a

modul Urmator: algoritmului LMS din rel. 3.68

d(%:aya'i) d
=___1€6G - _ = , 2
VI (I, (b0

VI=2 ¥ (2% Lyl =2 % (g, 30 ¢
ieG ax ieG

deci:

X=X T (9,2, (3.68)

Din pacate eroarea J nu tine cont decit de coeficientii din
multimea G , adicd algoritmul functioneazd& bine pentru semnale cu
(card(G) >> card(H) , deci de exemplu pentru semnale din spatiul de
:joasé frecventd. In fig.3.17 se prezintd curba de convergentd a
‘algoritmului (se observd c& nu tinde complet la 0) iar in fig 3.18
.o portiune de semnal impreund cu esantiocanele sale si semnalul
refacut (din nou se observad o eroare reziduald). Subrutina care
implementeazd algoritmul este denumitd lmsund.m $i este prezentata
in anexd 1in cadrul-pachetului MATLAB realizat de autor.
Din aceste motive vom cduta sd utilizam algoritmul prezentat in
Cap 2. de aflare a inversului unuil operator pe care i1l vom alege cu
grija astfel incit acest invers sd existe. Demersul are sanse de
succes pentru cd in fond algoritmul din cap.2 determind baza duala

bazei in care s-a facut descompunerea semnalului. $i anume
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reconstructia semnalului

din esantioanele sosite o somnal reconsttut cu alg LS
neregulat o vom face pe o0ak /

baza proiectiei lui X in ook st ]
spatiul descris doar de & ‘

. °r = l
acele undisoare care au o
. . el it 1
avut ¢ contributie la

-0.4+
analiza lui X, faptul ca

o6k
la un moment dat y;#0
.0.8f 4

fiind recuperat din
L . af
pozitia esantioanelor
sosite la receptie (cor. 85 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145

3.3.4). Atunci proiectia

semnalului X 2n acest £ig.3.18: portiune de semnal reconstruit
cu algoritmul LMS din rel.3.68, dupa 5 si
9 iteratii, In urma esantiondrii adaptive

spatiu va fi (de exemplu

pentru N=8 iteratii):

3.69)
Px=X <X,:p8k>¢pak+)5 XX W0, (
keH1 1=1keH1

unde keHl implicd ca proiectia semnalului X pe @, respectiv y; este
mai mare decit &. Procedeul "on line" e posibil, deoarece y; sint
finite ca lungime, iar proiectorul din relatia (3.69) se determina
prin aplicarea semnalului X la intrarea sistemului de analizad si
sinteza din figura 3.4., adica prin filtrare, cu observatia ca acei
coeficienti care corespund la produsul scalar cu V,;, ke¢Hl, sint
egalati cu zero 1Inainte de reconstructie (respectiv 1inainte de
introducerea Intr-o relatie de reconstructie de tipul 3.59)

In par. 2.2.2 prezentam un operator K care aplicat lui X difera

suficient de putin de X pentru a fi adevdratad relatia (2.17).
Inseamns cad trebuie si operam asupra semnalului esantionat X.; (care
poartd toatd informatia despre X), astfel incit proiectia lui s& nu
difere prea mult de X. Fie atunci operatorul K construit 3in
urmatorul mod: K=T"!Q,TQ,, unde T este operatorul TUD iar
semnificatia celorlalti doi operatori este:
Q,: pune pe 0 toate esantioanele cu indici din G
Q,: pune pe 0 toti coeficientii cu indici din G
in aceste conditii avem:

Teorema 3.3.5:|X-KX|<|X| (3.70)
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Demonstratie: Operatorul T (TUD) este un operator ortonormat
care pastreaza norma (de altfel ca si Transformata Fourier) astfel
ca relatia 3.70 este echivalenta cu:

I TX-TRXI <) TX| = | Y-Q,TQ, X[ <] Y (3.71)

Pentru simplitate s& notdm tot cu H subspatiul lui 12 care contine
semnalele ce au componentele cu indici din multimea G egale cu 0,
$1 s& notdm tot cu G subspatiul lui 12 care contine semnalele ce au
componentele cu indici din multimea H egale cu 0. Evident si cu
aceste notatii : H+G=12, si HLG deocarece

daca feH si geG atunci <f,g>=0 pentru cd pentru fiecare indice cel
putin una dintre componente este nuli.

Atunci Q1 11 duce pe X In XH , iar X e descompus in doud componente
ortogonale: X=XH+XG cu XHLXG deci | XH| 2+||XG|2=]|X]2. Operatorul T
care urmeazd In relatia 3.71 11 duce pe XH in YH si pe XG in YG ,
dar T pastreazd produsele scalare deci Y=YH+YG cu YHLYG si
IYH] 2+ YGll 2=]| Y] 2. Urmeazad operatorul Q2 aplicat lui YH si care pune
pe 0 coeficientii cu indici In multimea G , adica Il duce pe YH tot
in subspatiul H (de data aceasta din spatiul vectorial al imaginii)
adicd 1In YHH. Succesiunea operatorilor este reprezentatda 1In
fig.3.19.

x —ILpxH )
T
XH ——a YH YG
YH
YH-22y vHH YHG =-
1 YG
XHH ——— YHH Y (H)
fig.3.19: actiunea operatoruluil fig.3.20: gctignea_operatorului
K=T"'Q,TQ, asupra semnalului X K in domeniul imagine Y
Trebuie si aratam ca |Y-YHH|<|Y]. Dar la rindul lor YH si YG se

descompun in subspatiile H si G in modul urmator:

YH=YHH+YHG cu YHHLYHG si | YHH| 2+|YHG] 2=| YH| 2. (3.72)
YG=YGH+YGG cu YGH-YGG si || YGH| 2+]YGG] 2=]YG) 2. (3.73)
deci Y=YHH+YHG+YGH+YGG (3.74)
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Sd observam cd Y apartine si el de fapt subspitiului H al lui 12
(adicd X era un semnal care are coeficientii TULC <u indici 1in
multimea G egali cu 0). Atunci inmultind scalar relatia 3.74 pe rind
cu YHG si YGG obtinem:

< YHG, Y>=0=| YHG| 2+<YHG, YGG>

<YGG, Y»>=0=<YGG, YHG>+| YGG]| 2
deci | YGG| =l YHG|, (produsul scalar fiind comutativ) si

cos (YGG, YHG) =<YGG, YHG:»/ || YGG] | YHG|| =<YGG, YHG>/| YGG| 2=-1
adica vectorii YGG si YHG sint egali de sens opus. Atunci rel. 3.74
se transforma in

Y=YHH+YGH

deci Y-YHH = YGH. Din 3.72 si 3.73 obtinem:

Iyl 2= YH] 2+] YGI 2= | YHH| 2+ YHG| 2 +]| YGH| 2 +| YGG] 2
deci ||Y|2>=]YGH| 2 adicd tocmai | Y-YHH|<|Y].

g.e.d.

In figura 3.20 sint ilustrate relatiile de mai sus in forma
goemetrica.

Observatie : a spune ca Y se afla iIntr-un subspatiu H al lui 12

(ceea ce a fost esential In demonstratia de mai sus) e similar cu
a spune despre un semnal cd e limitat In banda la W : coeficientii
Transf. Fourier Discrete cu indici mai mari ca W sint nuli.
Teorema 3.3.5 ne permite sd utilizdm iteratiile:
X,=0,X
X, =X, +K (X-X,) =X, +T7'Q,T(Q,X-Q,X,) (3.75)

pentru obtinerea lui X, unde QX este tocmai ceea ce cunoastem la
receptie despre semnalul X (adicd esantioanele care ajung la
receptie). Este important de remarcat faptul cd prin acest procedeu
reconstructia semnalului (rezolvarea sistemului 3.67) se face doar
utilizind aceste esantiocane si informatia despre coeficientii caré
sint 0 In TUD , informatie ce se obtine univoc din pozitia
esantioanelor. In par.3.4 sint ilustrate rezultatele obtinute cu
acest procedeu utilizind subrutinele etprim.m $i incprim.m descrise
in anexd si care implementeazd exact procedeul de esantionare
adaptiva din corolarul 3.3.4 si procedeul de refacere iterativa on-
line a semnalelor din relatia 3.75 . Faptul c& y,; sint cu suport
compact permite aplicarea operatorului K pe portiuni din semnal
(decarece la un moment dat doar un numdr limitat de wy,, intrad in
componenta lui T deci contribuie la formarea 1lui X), portiuni

(blocuri) care au lungimea M' (M=nr.de canale, N=nr.de iteratii ale
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canalelor). Trecerea la portiunea urmidtoare se face prin memorarea
valorilor initiale $i finale din registrele ce intra in componenta
filtrelor FIR h si g din figura 3.4 (practic prin memorarea
valorilor ce intra in relatiile 3.58 si 3.59) . O observatie care
trebuie facutd este cd datorita faptului ca rel 3.59 este expresia
anui filtru finit necauzal fiecare iteratie in plus a relatiei 3.75
implicd luarea iIn considerare a unui nou bloc de lungime M la
reconstructie ( adicd a esantioanelor care sosesc In acel interval
de timp), dar acest lucru nu deranjeazd deoarece semnalele pe care
lucrdm sint de lungime mare (teoretic infinitd), iar viteza de
convergentd a algoritmului 3.75 este foarte buna.

A doua observatie este aceea cd dacd algoritmul se utilizeaza la
compresie de semnal, atunci intervalele dintre esantioane trebuie
memorate , respectiv transmise la rindul lor. Cum vom vedea In
paragraful 3.4. compresia care se obtine aplicind algoritmul unor
semnale nestationare (semnal vocal) este mare, de ordinul 1/8,
astfel Incit informatia suplimentard despre pozitia esantioanelor
nu deranjeaza foarte mult. In plus distanta Intre esantiocane este
un Intreg (semnalul fiind discret) a carui valoare maximd depinde
de numidrul de iteratii ale bédncii de filtre de analiz&. De exemplu
‘pentru un sistem bicanal iterat de 8 ori, distanta maxima intre
esantioane este de 256 si poate fi codatd pe 8 cifre binare, ceea
ce probabil este mai putin decit numarul de biti necesar pentru
codarea unuil esantion al semnalului. Informatia despre momentele de
timp cind survin esanticanele nu dubleazd deci cantitatea de
informatie obtinutd iIn urma procesului de esantionare adaptiva.
Oricum problema memordrii sau transmiterii acestor momente de timp
este generald pentru orice procedeu de esantionare adaptiva,

indiferent de metoda pe care se bazeaza.

3.4 Rezultate experimentale

Rezultatele din acest paragraf sint obtinute prin implementarea
procedurilor descrise in cor.3.3.4 si rel 3.75 in limbajul MATLAB
dedicat prelucrdrii numerice de semnal.

fn primul rind trebuie sd& ne convingem cd algoritmul propus
conduce intr-adevar la compresie de semnal. In fig.3.21 si 3.22 se
prezinta densitatea de esantionare pentru un semnal de joasa

frecventd (zgomot roz de medie nuld), iIn functie de numdrul N de
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100 Cap.3. Undisocare si esantionare adaptiva

iteratii ale unui sistem bicanal (M=2).

Pragul de neglijare a

numar de esantioane dupa esantionare adaptiva (din 1024)

i i i1l
ssof r - coeficient or

Transformdrii undisoara
discrete este de d=v.C
in fig.3.21 respecciv

semn joasa frecventa 0.4 in f lg . 3.22 dln
d= 2, Wn= 001 1

@
2

dispersia semnalului. Se

P
8

nr de esanticane

observad diferenta dintre
numarul de esanticane

neglijate 1iIn cele doua

cazuri. Banda de

100y 2 3 s 56 7 8 ° frecventa a semnalului
N = numar de teratii ale bancti de fittre

utilizat a fost in

fig.3.21: compresia de semnal In urma ambele cazuri Wn=[0.001
aplicarii algoritmului din cor. 3.3.4

semnal in banda de frecv. normalizati wn 0-1] cu W=l corespunzind

la m. Se observd din

cele doua figuri ca

pentru semnale de joasa
numar de esantioane dupa esantionare adaptiva (din 1024)

frecventd se Jjustifica ssof . . r y y v .

aplicarea algoritmului

s00- ]
de esantioanare adaptiva asol
prin analiza semnalului o

cu un numdr mare de

g

iteratii al sistemului

nr. de esantioane
w
8

bicanal, aceasta

deocarece sistemul este

semn joasa frecventa

iterat pe ramura de
d=.4 Wne.001 .1

150 4
joasad frecventa ca 1in
. A . . 100 N ~
fig.3.4. In £fig.3.23 si 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N = numar de iteratii ale bancii de filtre
3.24 se prezinta
densitatea d e fig.3.22: densitatea de esantioane pentru

) R . un nivel de neglijare d mai mare decit in
esantionare 1in functie ¢4 3 27

de numarul de iteratii

ale bancii de filtre pentru un semnal de medie frecventd respectiv
de inalta frecventd. Se observd cd numdrul de esantioane ramine
practic constant odata ce descompunerea in fisii cu factor de
calitate constant Q (vezi fig.3.11l), realizatd de banca de filtre,

nu mai afecteazd portiunea 1In care se gaseste semnalul.
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In fig.3.23 semnalul a fost ales cu o largime de bandi care acopera

numar de esantioane dupa esantionare adaptiva (din 1024)

550 T T d T P
5001 4
4501 4
400+ 4
2
3
£ 350} 1
H
8 300+ q
€
2501 4
2001 4
semn medie {recventa
150k d=d4 Wn=2 5 J
1%, z 3 s 5 c 7 s 9
N = numar de tteratii ale bancii de fiftre
fig.3.23: influenta asupra compresiei a

iterardrii bancii de filtre analizoare

din fig.3.4 la un semnal de medie frecv.

astfel 1ncit avem de-a
face cu semnale
stationare. fn  cazul

‘real un numdr mare de

iteratii asigura

urmdrirea optima a

caracteristicilor

semnalului de catre
densitatea de
esantionare , cum va
r e i e s 1 i n

_continuare.Totusi si 1In

cazurile prezentate se

poate constata o buna

compresie de date astfel
din

incit procedeul

cor.3.3.4 se justificé.

mai multe fisii cu Q

constant. Din aceasta
cauzd compresia se
satureaza la un numar
mali mare de esantioane
retinute decit in

fig.3.24.

utilizate

Semnalele
in aceste
cazuri au fost generate

prin trecerea unui
alb

filtru cu caracteristici

zgomot printr-un

potrivit alese
(frecventele normalizate
incluse

de taiere sint

in desen cu notatia Wn),

550

450

W W s
8 & 8

nr.de esantioane

»
g

numar de esantioane dupa esantionare adaptiva (din 1024)

200] B
semn inalta frecventa
150 dud, Wnm8 99 ]
1 2L 3 ; 5 6 "I 8 9
N = numar de iteratii ale bancii de filtre
fig.3.24 compresia dupa esantionare

adaptiva pe baza filtrelor din fig.3.4
pentru un semnal de Inalta frecventd

fn continuare algoritmul de esantionare adaptiva din corolarul 3.3.4

este aplicat semnalului

din

fig.3.25

(zgomot roz de joasa

frecventd) a carui densitate spectrald de putere este prezentatd iIn

fig 3.26. Analiza se face pe 8 nivele cu un sistem bicanal. In fig

3.27 si 3.28 se prezinta rezultatul aplicarii algoritmului iterativ
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, 2g0mat roz. Wne ( 1. 3) gomot roz densasle de puters. Wne (1. )
} V'\‘ ’ " *)\ " || ”‘ ™
|
fig.3.25: zgomot roz es. adaptiv fig.3.26: dens. de putere a zg.

de reconstructie din
par.3.3.2 rel. 3.75,

asupra esantioanelor

detalu de reconstructie zgomot roz
o8 T T T

0.6

sosite in mod
neregulat la receptie o4r \\

semnal

(conform esantiondrii 0al Sor
adaptive) . In 3 ter

detaliile de 0 —

0.2

reconstructie se pot /

observa semnalul

e$antlonat <Q|X) $1 Cel -OTJS |;0 1;5 160 165 170 175 180 185 180 195

reconstruit dupa n=3

fig.3.27: detaliu de reconstructie cu alg.

respectiv n=5 iteratii 3.75 si esant. sosite neregulat la receptie

la aplicarea relatiei

3.75, precum si

detaliu de reconstructie zgomot roz
1 T T T T

pozitia esantioanelor

0.8f semnal

ol | sosite. Se poate

o6f  3ier urmari astfel

o4 convergenta

o2r procedeululi de

o}

A[ F§ reconstructie. Se
02 q\é/ ¥4J %?ﬁ observa cum X, se

o0af apropie de X cu

o6t 1 fiecare nouad iteratie,

0050 1es 200 205 210 215 220 225 230 235 240 Deasemenea se poate

observa modul

fig.3.28: detaliu de reconstructie cu alg.

3.75 si esant. sosite neregulat la receptie »€URiform iIn care sint

dispuse esantioanele
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in urma algoritmului adaptiv. In fig.3.29 se prezinta si

denstal

100 valort succesne ale semnauka convergenta aigontmulue teraliv

0.9}

0.9 0
07

06}

ANAYS o

°
P

woarea patralica de recon dructie
3

100 200 300 400 500 800 700 800 900 1000 1 2 3 4 s 6 7 ) 9 10 1"
o dusorsin
£ig.3.29: densitatca medie de esantionare £ig.3.30: convergenta algoritmului de
pt.semnalul din tig.3.25 reconstructie. rel. 3.75
densitatea medie de esantionare pentru acest semnal, dupa

esantionarea adaptivd , unde media alunecdtoare s-a facut pentru 100
de valori consecutive ale semnalului X. Se observa ca densitatea de
esantionare nu variazd prea mult deoarece semnalul este stationar.
In toate aceste reprezentari & a fost de 0.4 din dispersia
semnalului ( normata cu (VM)!, i=1:N, pentru coeficientii de pe
nivelul i, din cauza scalarii intervenite in rel.3.20 pentru M=2,
v. rutina ‘etprim.m’ din anexd). In fig.3.30 se prezintd si eroarea
patraticd de reconstructie in functie de numdrul de iteratii ale
relatiei 3.75, adicd convergenta algoritmului de reconstructie
propus. Se observd ca algoritmul converge sigur (nu are loc o
destabilizare).

In continuare algoritmul de esantionare adaptivd (cor.3.3.4) si

cel de reconstructie iterativa (rel. 3.75) au fost aplicate unor

1340, semn. vocal:8192 val. convergenta aigonimulus deraliv

o
u

woarea palralica de rec.
°

°

1000 2000 3000 4000 5000 5& 7000 8000 9000 s 10 . do dorate 15 20 E-
fig.3.31: 1 sec. de semnal vocal (8192) fig 3.32: convergenia algoritmului iterativ
esantioane (eroarea patratic de reconstructie este normat)

semnale vocale. Sistemul de analizd a fost cel bicanal (M=2) iterat
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de N=8 ori (adicad tocmai baza ortonormatd din fig.3.10). Fig 3.31
prezinta L sec. de semnal vocal (8192 esantioane). In urma aplicarii

algoritmului 3.3.4 numarul de esantioane a fost redus la 124S.

detaliu de reconstructie

0.02f S semnal 1
git
6itl

0.01F B

3it

of g
-0.01F 4
-0.02 4

280 290 300 310 320 330 340

fig.3.33:detaliu de reconstr. a semnalului din tig.3.31 cu algoritmul iterativ din rel 3.75 . dupa 3.6 §i Y iteragii

detaliu de reconstructie
0.03 v — T r v T T T
0.025} 4
0.02 J
0.015f J
0.01F J
.005F J
° s \
6it
o Z& ! j
-0.005F %ﬂ |
-0.01 X semnal / L L s L L
7335 340 345 350 355 360 365 370 375 380  3BS

fig.3.34 alt detaliu similar cu fig.3.33, se pot observa esantioanele riimase in urma csant. adaptive

In £ig.3.33 si 3.34 se prezintd detalii ale semnalului reconstruit
dupa 3,6 si 9 iteratii , precum si momentele de esantionare. Se

observa clar convergenta algoritmului de reconstructie care rezulta
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si din figura 3.32 1In care se prezinti eroarea patratica de
reconstructie (normatd) in functie de numdarul de iteratii. Se poate
deasemenea observa modul neuniform

“emnal reconsinat din 1243 esanticane Me2Nag

de esantionare expus in par.3.2
si 3.3. In fig 3.35 se prezinta
semnalul reconstruit dupa 5
iteratii ale relatiei 3.75
(amintim cd e vorba de aplicarea

on- line a acestei relatii, deci

pe blocuri de cite 256 de valori

din semnalul X). In final pentru ° U0 03060 a0 500 600 7000 800 w000

alte 2 exemple (cite o secunda de f£ig.3.35: semnalul reconstruit din 1245 esantioane
semnal vocal), se prezinta corespunzitor semnalului din fig.3.31
rezultatele aplicarii algoritmuluil

de compresie si de reconstructie: Iin fig. 3.36 3.37 3.38 3.39

1 360 de semnal vocal 8192 esantioane samnal esantonal adaptv: 1070 exant, Me2 N8

1000 2000 3000 4000 3000 6000 7000 8000 9000 [ 1000 2000 3000 4000 S000 6000 7000 8000 9000
fig.3.36: 1sec.de semnal vocal: 8192 esantioane fig.3.37:dupil esantionare: 1070 esant. rimase
densdatea de esantionare (Mechsla pe cle 100 val. sucoesve) semnal reconsinud dn 1070 esanticane. M=2Ne8

il
RIEER

0 1000 2000 3000 6000 7000 8000 5000 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 8000 9000

fig.3.38:densitatea de esantionare (mediatil pe cite fig.3.39: semnal reconstruit iterativ (5 it.) din
100 valori) 1070 csantioane

respectiv 3.40, 3.41, 3.42, 3.43 se pot urmdri semnalul initial,

semnalul esantionat adaptiv (adica esantiocanele care au rdmas dupa
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106 Cap.2. Undisocare si esantionare adaptiva

analiza cu sistemul de filtre din fig.3.4 si a aplicarii
algoritmului descris in corolarul 3.3.4 par.3.3.1), densitatea medie
de esantionare si semnalul reconstruit. In toate aceste cazuri sint
de remarcat utilitatea algoritmului de esantionare care a condus la
o compresie de 8192/1070 pentru primul respectiv 8192/1344 pentru
cel de-al doilea semnal, si corectitudinea algoritmului de
ceconstructie. Din cauza faptului cd semnalele sint nestationare se
ot observa clar variatiile densitatii de esantionare care in cazul

celui de-al treilea semnal vocal ajunge deseori la 0 (fig.3.42).

1 zec zemnaivocal, 8192 valon semnal esantonal adapin 1344 esantoane. Ma2Nes

D) 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 (] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
£ig.3.40: 1 sec. semnal vocal 8192 esantioane fig.3.41: esant. riimase dupX es.adaptivi: 1344
densdalea de esantionare (Mediala pe 100 valon consecutve) semnal reconsinal din 1344 esantioane, Me2 N8

07

ALY

)

o
w

°
"

°

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 6000 9000 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
fig.3.42:densitatea de esantionare mediati pe cite fig.3.43:semnal reconstruit iterativ (5 it.) din
100 valori succesive 1344 esantioane (analizd bicanal pe 8 nivele)

Pentru cele doud semnale se prezintd deasemenea 1in fig.3.44
respectiv 3.45 erocarea patraticd medie de reconstructie 3iIn functie
de numarul de iteratii ale relatiei 3.75. Diferenta intre cele doua
imagini constd in faptul ca in primul caz eroarea de reconstructie
a fost determinata fata de proiectia semnalului initial in spatiul
coeficientilor TUD aproximati cu 0 (neglijati deoarece au fost mai
mici decit §)- $i precum se observi eroarea tinde la 0 - iar in al

doilea caz eroarea a fost determinatd chiar fatid de semnalul
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initial astfel 1Incit se remarca persistenta termenului eroare
dependent de 8 dat de relatia 3.66. Subrutinele utilizate la

punerea in practicd a algoritmilor prezentati In par. 3.4 sint

o convergenta agommul de reconsiructie convergenta aigonimulua e reconsiructie

o
>

°

P

°
S

°

®

°
a

°

S

°
by

°

-

°
by

o
©

woarea patralica de reconstructie
>
2

o
>
woarea palralica de reconstructie

°
0

°

o

o
°
N

0 s 10 15 20 28 0 s 10 18 0 25
e deilerats nrde nerats

fig.3.44:convergenta algoritnului de reconstructie fig.3.45: convergenta algoritmului de recons-
tatdt de proiectia semnalului in subspatiul determinat de tructie iterativi fag@a de semnalul inifial:punerea in
anularca unor coeficienti ai TUD evidentd a erorii dat. neglijéirii unor coeficienti: rel 3.66

scrise In limbajul MATLAB si au fost incluse Intr-o biblioteca care

este prezentatd in parte (cele mai importante subrutine) 1In Anexa.

3.5 Rezumat si concluzii

In acest capitol este dezvoltat un algoritm de esantioﬁare adaptat
la proprietatile locale ale semnalelor impreund cu procedeul aferent
de reconstructie. In acest scop a fost utilizatd analiza semnalului
cu ajutorul unei baze ortonormate de undisoare. Constructia acestei
baze este prezentata in par. 3.2, rezultind pentru Transformarea
undisoard discretd (TUD) - care este in fapt proiectia pe aceasta
bazd a unui semnal-, trei proprietati importante:

1. baza este formatad din translatatele si scalatele unei singure
functii (numitad undisoard), deci TUD se poate implementa simplu prin
filtrare (cu o structurd de tipul celei din fig 3.4).

2. undisocara este cu suport compact, se analizeazd astfel
comportarea localad a semnalului, filtrele de analizd si sintezd sint
FIR , deci se poate realiza o reconstructie locald deci on-line a
semnalului pe bazd doar a unui numar finit de esantioane.

3. scalatele undisoarei descompun spatiul transformatei Fourier
a semnalului in fisii cu factor de calitate Q constant, analiza
punind in evidenta comportarea momentand in frecventd a semnalului,
creind astfel posibilitatea construirii unei metode de compresie.
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108 Cap.3. Undisocare si esantionare adaptiva

Aurorul a contribuit cu demonstratii si observatii proprii la
prezentarea acestui material.

In par.3.3 proprietatile de mai sus sint exploatate de autor
pentru constructia unui algoritm de esantionare adaptiva pe baza
TUD, care renuntd la esantiocanele redundante pdstrind 1insa
informatia necesara pentru determinarea univocd a semnalului. De
asemenea autorul gdseste un procedeu iterativ de reconstructie a
semnalului din esantioanele sosite (neregulat) la receptie,
demonstrind convergenta procedeului. Din demonstratii rezulta ca
procedeele nu sint triviale 1iar par. 3.4. prezintd rezultate
experimentale care scot 1In evidenta utilitatea aplicativa a
algoritmilor propusi in ceea ce priveste compresia de date rezultata
cit si 1In ceea ce priveste corectitudinea reconstructiei. Procedeele
propuse sint in totalitate originale. Semnalele utilizate la testari
sint provenite din zgomot alb filtrat si din semnale vocale
nestationare. Desi procedeul este universal, mai ales 1In cazul
acestora din urmd@ el conduce la compresii mari de date. Se poate
spune cd bazele de undisoare reprezintd un cadru natural de analiza
locald a semnalului, cadru obtinut prin aplicarea grupului

transformdrilor afine unei singure functii.
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Capitolul 4. Contributii gi directii de dezvoltare viitoare

4.1 Contributii

Lucrarea de fatd reprezintd o incercare de extindere a teoreme:i
esantiondrii clasice 1In directia obtinerii wunui procedeu de
esantionare adaptiva. Ea constituie totodatd o sinteza a
cunostiintelor In domeniu considerate utile de catre autor in
vederea atingerii scopului propus.

Astfel 1In capitolul 1 autorul prezintd trei domenii matematice
cunoscute 1in general, care pot servi la deducerea Teoremeil
Esantionarii. Cunoasterea acestor domenii creazd perspectiva
necesard abordarii teoremei si poate conduce la generalizdri utile,
sau, ceea ce este la fel de important, 1Indepdrteazd pericolul
cdutdrii In directii lipsite de perspectivd. Formula de Insumare
Poisson apartinind domeniului analizei Fourier, subliniaza
dualitatea care existd Intre spatiul semnalelor continue si cel al
‘celor discrete, stipulind conditiile 1In care o integrala de
convolutie poate fi fnlocuitd cu o sumd de convolutie -par.1.2.
Teorema Paley- Wiener leagd clasa semnalelor de banda finita de
clasa functiilor 1intregi de ordin finit, transferind problema
recuperdrii functiilor din esantioane 1In aceea a determindrii unei
functii intregi in planul complex ( o problemd8 algebrica de
/interpolare ). Cu mijloacele teoriei functiilor complexe in par 1.3
iautorul face o discutie a posibilitédtii de a aproxima o functie
oarecare (posibil cu vitezd de variatie foarte mare) cu o functie
‘de banda limitat&d. Deasemenea pe aceeasi bazad autorul construieste
o generalizare proprie a Teoremei Esantiondrii In par. 1.4 sustinuta
in [43]. Aceastd generalizare contine drept cazuri particulare
asertiuni formulate In literaturd [21], [49] si constituie un prim
exemplu de esantionare neregulatd. Teoria spatiilor Hilbert -al
treilea domeniu-, oferd instrumente puternice in studierea
aproximdrii semnalelor prin serii de functii, punind la indemina
operatori de proiectie a semnalelor in spatii de interes, teorie
.care va fi dealtfel utilizat& iIn continuare in lucrare.

Capitolul 2 este consacrat generalizdrii Teoremei Esantiondrii
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in domeniul esantiondrii neuniforme. Pornind de la constatarea ca
L2(R) si 12(Z) impreund cu subspatiile lor ce cuprind semnale de
band3d limitatd au o structurd de spatiu Hilbert, In par. 2.2.1 si
2.2.2 se introduce notiunea de bazd oblicd cu ajutorul céreia vor
fi descrise 1In continuare semnalele esantionate neuniform, precum
si un procedeu iterativ de recuperare a bazelor oblice duale.
Materialul urmeazd In principal descrierile din ([16], [38] , [53]
si [75] dar autorul a canalizat expunerea Iinspre problematica
esantiondrii, scotind In evidentd anumite aspecte importante din
aceastd perspectivd, semnalate prin figurile introduse iIn text, si
a completat acolo unde a crezut de cuviintd cu demonstratii (1 si
2 par.2.2.1) si observatii (1 par. 2.2.2) redate prin caractere
grafice diferite. Par. 2.2.3 este original in afara portiunilor
citate explicit, si In acest paragraf autorul transferd problema
refacerii semnalelor din domeniul continuu, prezenta In literatura
[115], iIn domeniul discret, domeniu 1in care oricum se fac
prelucrarile ulterioare de semnal. In acest paragraf se identifica
problema reconstructiei cu problema obtinerii bazei oblice duale si
se exemplificd o aplicatie 1liniard (matrice) ale cdrei linii
constituie o bazd oblicd In spatiul semnalelor limitate in banda.
Pornind de la constatarea ca reconstructia semnalului necesitd
aflarea proiectiei sale ortogonale pe componentele bazei oblice
precum si aflarea bazei oblice duale, se justificd posibilitatea
utilizarii algoritmului minimizdrii erorii pdtratice medii (LMS)
pentru recuperarea semnalului. Par. 2.2.4 contine conditiile
prezente 1In literaturda, in care un set de translatate ale unei
functii constituie o bazd oblicd Intr-un spatiu dat, iar autorul
transpune aceste conditii in domeniul discret (Teorema 2.1)
Paragrafele 2.3 si 2.4 sint in intregime originale. In par.2.3
se studiazd proprietdtile de urmdrire ale algoritmului LMS In cazul
clasic al identificarii sistemelor liniare, variabile in timp (LVT)
stationare iIn sens slab, calculindu-se o expresie pentru eroarea de
neurmdrire 1In functie de proprietdtile statistice ale semnalului
(functia de Iimpréastiere) $1 demonstrind prin experimentare
(par.2.3.2) validitatea rezultatelor. Exprimarea erorii in acest mod
e noud si utild pentru estimarea ei a priori, acest lucru fiind
facut in literaturd Intr-un caz foarte particular. In continuare in
par.2.4 algoritmul LMS este aplicat pe baza constatirilor din

paragrafele anterioare la recuperarea semnalelor stationare din
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esantiQane prelevate neregulat. Se constatd o buna reconstructie in
cazul in care esantioanele conduc la existenta unei baze oblice de
tipul celei exemplificate in par 2.2.3. si se verifici acest lucru
in practicad (par.2.4.2).

Se elimind astfel constringerea prezentd in literatura de a
cunoaste a prio;i toate esantiocanele pentru a putea efectua
reconstructia, obtinindu-se un procedeu de reconstructie on-line.
Rezultatele sint sustinute de doud lucrari publicate in SUA la IEEE
5'th Digital Signal Proc. Workshop, Starved Rock Lodge, Illinois.
sept. 1992, respectiv la IEEE Internat. Conference on Acoustics
Speech and Signal Proc., aprilie 1993, Minneapolis, [40] si [41].

Capitolul 3 este consacrat aplicdrii transformarii undisoara
discretd (TUD) la esantionarea neuniformd a semnalelor. Autorul
utilizeazd aceastd dezvoltare pentru a trece de la reconstructia
semnalelor stationare 1la aceea a semnalelor oarecare pastrind in
acelasi timp posibilitatea reconstructiei on-line. Deasemenea pe
baza TUD autorul construieste un algoritm de esantionare adaptiva.
Paragraful 3.2 dezvolta teoria constructiei bazelor oblice si

ortonormate de undisocare. Materialul a fost conceput pe baza mai

multor lucrari, cele mai importante fiind ([25], [29], [35], [51],
[78], [95], [109]. Fiecare dintre acestea surprind sau adincesc
diferite aspecte din ‘metoda undisoarelor’ :completitudinea

sistemului de functii, constructia de undisoare cu suport compact,
usurinta si rapiditatea calculului coeficientilor Fourier,
identificarea cu filtrarea multicanal, parametrizarea solutiilor.
A cadzut in sarcina autorului de a prezenta aceste aspecte in asa fel
incit expunerea s& conveargd 1Inspre scopul propus: esantionarea
adaptiva, neluatd in considerare in lucrarile citate pe parcursul
paragrafului. A fost nevoie deasemenea ca autorul sd facd anumite
demonstratii (1), (2), (3), (4) precum s$i generalizarea (5) iIn par
3.2, probabil subintelese 1in bibliografie, dar necesare lui insusi
pentru a putea intelege si utiliza materialul. Acestea sint scoase
in evidentd (prin modul de scriere) pe parcursul paragrafului.
Paragrafele 3.3 si 3.4 sint In Intregime originale. Ele
prezinta teoretic si experimental un algoritm nou (cel putin
nedetectat de autor in nici una din lucrarile din bibliografie) care
raspunde scopului propus in momentul cind aceastd cercetare a fost
fnceputd. Algoritmul a cadrei demonstratie teoreticd (Teorema 3.3.1
Teorema 3.3.5 impreund cu corolarele aferente) se gaseste in
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par. 3.3 are urmatoarele caracteristici:

- este netrivial asa dupd cum rezultd din demonstratii

- este util asa dupd cum rezultd din aplicarea 1In practicd
(compresii mari de date, par.3.4)

- este original
El se bazeazd pe utilizarea 1In practicd a analizei semnalelor cu
baze ortonormate provenite din aplicarea grupului transformirilor
afine unei singure functii : functia undisoard. Translatatele si
scalatele ei au proprietatea de a descompune spatiul sirurilor de
energie finitd 12 in fisii cu factor de calitate constant , dar 1in
acelasi timp au suport compact, astfel incit semnalul este analizat
local iIn frecventd. Autorul a exploatat aceastd observatie care
evident nu-i apartine.Insd (cel putin in bibliografia avuta la
dispozitie) aceastd proprietate a Transformatei Undisoard Discretd
(TUD) este utilizata in exclusivitate pentru realizarea compresiei
in domeniul transformatei (in domeniul coeficientilor Fourier),
adicd a imaginii semnalului. Noud 1In aceastd lucrare este
utilizarea TUD pentru realizarea compresiei chiar in domeniul
semnalului. Rezultd astfel o esantionare adaptivd , adic& un set de
esantioane care descriu intr-un mod univoc semnalul , s$i nu un set
de coeficienti Fourier.

Astfel se raspunde problemei continute in titlul lucrarii prin
conceperea unui algoritm de esantionare adaptat la proprietdatile
locale ale semnalului impreund cu un algoritm de reconstructie a
semnalului din aceste esantioane In regim on-line, deci pentru
semnale semi-infinite.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate intr-un contract
de cercetare in 1993 [101].

Nu In ultimul rind o contributie a autorului o constituie si
realizarea bibliotecii MATLAB, prezentatd (partial) in anex&d, care
a servit la verificarea 1iIn practicd a algoritmilor sustinuti
teoretic 1In cap. 2 si 3. Aceastd bibliotecd care cuprinde 3in
principal implementarea TUD indiferent de numarul de canale, de
parametrizarea functiei scara V,,, s$i de numidrul de iteratii ale
bancii de filtre, poate sta la baza unor cercetari viitoare.
Biblioteca cuprinde de asemenea implementarea algoritmului LMS in
refacerea on-line a semnalelor esantionate aleator, cu posibilitatea

punerii in evidenta a proprietdtilor statistice ale semnalelor.
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4.2 Directii de dezvoltare

Decarece fiecare capitol se incheie cu concluzii vom prezenta in
continuare citeva directii de dezvoltare. Se poate deduce din cele
aratate cd esantionarea adaptivd, neregulatd e legata stréns de
reprezentarea semnalelor cu ajutorul bazelor oblice, respectiv a
analizeil multirezolutie pe bazi de undisocare. Modul in care alegem
functiile din bazd in sensul obtinerii unei adaptari suplimentare -
a bazei- la semnalul ce trebuie analizat nu a fost tratat. In
literaturd acest aspect este abordat fie pe baza minimiz&rii unei
functionale legate de semnalul f , de exemplu a entropiei proiectiei
lui f in spatiile ce compun un anumit spatiu Hilbert @®H,=H cu

€2 (f, {H;})=-2ZI £, 21n| £ 2
sau pe baza altor functii ‘cost’ : maximizarea proiectiei lui f iIn
spatiile undisoarda pina la un nivel dat sau minimizarea erorii
fdcute la neglijarea componentelor semnalului ce se gasesc in spatii
de la un nivel dat in sus. Se poate urmdri de asemenea decorelarea
maximd a semnalelor obtinute la iesirile filtrelor ce compun banca
de analiza. Generarea diferitelor baze printre care se cauta "cea
‘mai bund" d.p.d.v. al criteriilor de mai sus, se poate face cu
ajutorul filtrarii multicanal descrise In cap. 3, prin iterarea
badncilor de filtre pe oricare dintre ramurile ce compun aceste
sisteme multicanal, ceea ce se obtine fiind o analiza
multirezolutie, In care ratele de esantionare 1intre diferitele
ramuri pot fi in raport rational (nu intreg). Astfel, desi toate
bazele de undisoare pot fi generate cu filtre multicanal, s-ar putea
intampla ca descompunerea spatiului Hilbert initial, optimd d.p.d.v.
al compresiei unui semnal , s& nu fie cea data de o bazd de
undisoare (deci de parametrizarile din (29 | si [109])) ci de
compunerea mai multor astfel de baze pornind de la functii scara
diferite. Se stie ca bazele de undisoare sunt foarte utile pentru
compresia diferitelor tipuri de semnale, deci si pentru esantionarea
adaptiva dar problema alegerii celei mai bune baze este 1inca
deschisad. Directii viitoare de dezvoltare ale subiectului ar
cuprinde analiza unor noi algoritmi iterativi de reconstructie cu
performante mai bune d.p.d.v. al rapiditdtii de convergenta sau al
raportului semnal/zgomot de reconstructie, In cazul in care semnalul

ar fi afectat de zgomot, sau s-ar putea referi la gdsirea unor
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descompuneri ale spatiului 12, care sa duca la o compresie maximd

in functie de semnalul analizat.
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Anexa

Prouvame referitoare la _experimentele din paragraful 2.3

allel2.m

kS=0 Sexec alg. LMS pt diferiti mu
for il=1:29
KkS=KkS+1;
mu(il)
lma12
E=(E(Ll, 100:355)];
D=(D(Ll, L00:355)];
A(k5)=2um(E)/256; %eroavre cu zg.alb
B(kS)=zum(D)/256; S%eroare de urmarire
alear E D;
=nd;
cly;

lmsl2.m

rand(‘normal’); % implementeaza alg. LMS
xl=(111-11-111-1-11-1-1-11])"; %3ecventa necorelata
w=zeroa (8,1);
for i=1:512

X2;

zz=(=qre (8/SNR) ) *rand;

e=X3'*(cl(i,:)"-w)+22;

w=w+mu (il)*e*x3;

Z(i)=zz;
E(i)=e"2;
D(i)=(cl(i, ) -w) " *(cl(i,:)"-w);
end
cl2.m
k12; sgenereaza sistemul LTV pe baza functiei de imprastiere

cl=aba (1f£fe (K));
for i=1:256
cl=(el(512,:) " ¢1(1:511,:)"]1";
end;
K=aba (f£L (al));
3M=(37.5 30);
»lot (221) ,mesh (K, M) ;
bplot(222) ,mesh(cl,M);

kl2.m
for i=1:512 3genereaza functia de imprastiere
for j=1:8 .
K(i,3)=512*((2/(i+J))"Y);
end;
end;
sumapl2.m

3calculeaza media erorii apriori

p=1;
for i2=1:29
mu(i2)
for ¢=1:8
for k=1:512

a(k)=exp(i*k*2*pi/N);
l:,(k)=(l/NA2)*(K(k,.;,))"z*abs((a(k)-l)"2)/abs((a(k)+mu(12)-1)"2);
end;
B1 (¢f) =sum(b) ;
end;
Al (p)==um(Bl);
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ELl(p)=AL(p)+32*mu(i2)/ (SNR* (1-4*mu(i2)));
p=p+l;
alear b Bl;

end;

Prourame referitoare la experimentele din paragratul 2.

lm.m
% Program principal (LME alunecator)

ruta Im: cind @e cunose
rinze in vect ‘d’, fereastra e cale in ww=WE;
re=input (‘zemnal nou?’);

if re==1

clear

tt9  20fera unsemnal ‘e’ (din ge

esantiocanele semnalului (Y)

ale lui e din tt

sem) =i smemnal esant @ ‘d’

% lungimea N , pozitiile de ezant in Y1l de lungime M

elne
alear M1 H WE =2
generyl
e(Yl);
d(~1l)=zeroz(l,N-M); % d= semnalul esantionat
clear n 1 115
end

subplot (211), plot ()
plot (aba(ffr(e)))
pause (2)

aly

Nl=input(’Nl=");

h19 % face matricea H (M1,N1) Nl e dat de utiliz, Ml e variabil

% cite esantioane incap in N1
ww9 % face o fereastra de uitare : diagonal ()

theta=zeroa (NL, 1) ; % rez @ist y=H*theta

mu=input(‘mu’); % th = th + muH’WE (y-H*th)

E=zevron (1,N);

rez=zeroas(l,N); % th aluneca si rezulta rez

yy=Y(1l:M1)"'; 2yy contine val din fereastra momentana luny N1

M1;

=zeros (N1,NL) ;

or i = 1:N-Nl1

s+H’ *WE*H;

va

eezyy-H*theta;
E(i)=ee’ *ee;
theta=theta+mu*H’ *WE*ee;

al=min(find(Yl:-=i+l)); %lim din st a ferestr moment

b=max (£ind(Y1l-:=i+N1)); % lim din dreapta a fer.

YYl=Yl(al:b); % pozitiile esantioanelor din fer mom
2chimH % calc noua matr H

ww9 % noua matr de uitare D M1l e var.

yy=Y(al:b)’;
rez(i)=theta(l);
theta=(theta(2:N1)’ 0]’; % aluneca theta

S=i+1:14N1; % fereastra moment.

end
subplot (211), plot (e)
hold
subplot (211),discrete(d, 'u’)
hold
subplot (212), plot (N/N1*rez) ;hold;iplot (e, "g’);hold;
2 /i;
mumax=1/max (eig(#:3));
(0, D) =eiy(am);
BBB=£fft (0);
for i2=1:N1
AA(:,i2)=interp(BBB(:,i2) ,N/N1)/(z¢re(N1));

end
C=(aba(EfE(e))) . ~2; .
auma 2calculeaza eroarea apriorii
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put  %deteimina eroarea dupa experiment

hil9.m
% denereaza mqty@cea ce contine baza oblica , N1 nr. de coloane
% ML nr de linii = nr. de esantioane din intervalul N1

SNL=input (‘N1=");
Ml=sum(Yl--=N1);

‘for i=1:N1
for j=1:M1
if YL(j)==i
H(j,1)=2*W+1;
eloe
H(ali)=$in((2*W+l)’(Y1(j)-i)'pi/N)/(sin(pi*(Yl(j)-i)/N)‘;
end;
end;
end;
H=H./NL;
tt.9
% genereaza un semnal cu largimea de banda W si lungimea N

N=input ('N=")
W=input (‘W=")
SW2=input (‘W2=");
SWn= (WL W2];
f=white (N);

Y.
Ty .

if Wl
B=firl(20,W);
2T=£firl (40, .5);
e=filter(B,1,f);
sesfilter(T,1,e);
elae
e=f;
end
S (WL*N W2*N]
W=W*N
generyl % genereaza vectorul de esantioane
Y=e(Y1);
< H
d(~11)=zero=(1,N-M); % d= semnalul esantionat

clear n 1 11;

ww9 .m

% creaza fereastra F alunecatoare
Sm=input (‘n=');

n=1:M1;

SWWWW=ones=(1,M1);

WWWW=n/M1;

AWWWW= (n/M1) .~2;

SWWWW= (exp (n/2) /exp (M1) ) ;

WE=diay (WWWW) ; 2/ (sum (WWWW."2)) ;

schimh.m

sadauga o noua coloana la matricea H in procesul de alunecare
Ml=length(YY1);
M1,N1);
:N1
for j=1:M1 .
if YY1(])==i+il
H(j,il)=2*W+l;

1l 5 e

e
H(j,il)=$in((Z*W¢1)*(YYl(j)-i-il)*pi/N)/(sin(pi*(YYl(j)-i-il)/N));

end;
end;

genereaza vectorul ce contine esantioanele si semnalul esantionat
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end;
H=H./NlL;

put

pu=o;
ppu=0;
ee=e*NL/N;
eceezee’ ;
rezlez=rez’;

for il=Nl:N-C*Nl

fcalouleaza eroarea medie de reconstructie

puspu+aum( (Q *eee (11:11+N1-1) -Q ' *rezrez (i1:11+N1-1))."2);
Spuz=pu+sum( (eee (il:i1+N1-1) -rezrez (il:il+N1-1))."2);

end
pu=spu/ (N=-3*NL+1);

suma
lambda=diay (D) ; Scale. eroarea de
x=max (lamhda) ;
i=oque(-1);
for ¢=1:Nl

if lambda(g) - -1

reconstructie pe haza form

= e X p (1 * k

for k=1:N
a (k)
b (k)=C(K) *aba((a(k)-1)~2)/aba((a(k)+mu*lambda (q)-1)~2);

end;

Bl (¢f) =zum(b) ;

elae

Bl (¢)=0;
end

end;
AAl=sum(BLl) / (N*2);

Prourame referitoare la experimentele din paragraful 3.4

calc

function [C'OEF,memxout]=calc(e,M,N,memxin);

% itereaza canale pe ramura de jos dintr-un
if M==2
load HH2
elaeif M==3
load HH3
eleeif M==4
load HH4
elae
end

B=V*V'*E; A=E-B;

B=B’;A=A’;
part=M~(N); % cite valori ale semn.
C‘QEF=[];
mem=memxin;
for il=1:lenygth(e)/part
((il-1)*parc+l:il*part);
zeroa(l, length(=));

2implementeaza TUD
FB cu M canale

intra intr-un bloc

REZ=(];
for i2=1:N S%Sitereaza N filtre
if i2-1
a=D(1,:);
end

x=fapeM (2,M);
D=A*x+B* (rotdro(x, 1) +(mem(:,
J=fadaM(D(2:M, :),i2,part,M);
for p=1:(M-1)
REZ=(REZ;J((M-p),:)]
end
if i2==N
REZ=(REZ; fadaM(D(1, :

i2) zeros(M,part/(M~(i2))-1)]);

i % contine coef transf.

),i2,parc,M));

undis=oara
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end
if il==
memxout (:,12)=x(:,part/ (M~ (i2)));
end
mem(:,12)=x(:,part/ (M~ (i2)));
enel
C'OEF=[C'OEF REZ];
end

dens

function a=denz(1);

%cale dens de esmantionave

r=lenygth(l);

for i=L:r-100
a(i)=sum(l(i:i+50))/50;

end

etprim
% itereaza conale pe ramura de jos dintr-un FB cu M canale
clear A B E D x @em part REZ COEF 11 111 nres;
clg;
M=input (‘nr.de canale=’);
N=input (‘nr. de iteratii ale canalelor= ’);
if M==l
load HH2
elaeif M==3
load HH3
elaeif M==4
load HH4

elae

end

B=V*V’'*E; A=E-B;
B=B';A=A’;

*'m—lnput("'mnal = ’),

alf -1nput vlt dln wouf @a treaca ? (- 1) ’);
alfa=alfa*aqrt (sum(sem.~2)/ (length(sem)));

part=M~(N); % cite valori ale semn. intra intr-un bloc
memx=zeros (M, N) ;

COEF={(];

esant=(];

111=(]);

LL=1{];

mmm={ ] ;

for il=l: lenygth (sem) /part
a=gem((il-1)*part+l:il*part);
zerosz (1, length(s));

REZ=(];
ll=zero=(1,part/M);
L=zeros (N+1,part/M); % trebuie corectat daca M!=2 !!

mm=zeros(l, part) ; .
clear 1
for i2=1:N %itereaza N filtre
if i2:-1
a=D(1,
end

x=fapeM(:2,M);

D-A*x+B*(Lntdxo(x 1)+ [memx(:,i2) zeros(M,part/(M~(i2))-1)]);

2keyboard

J=fadaM (D (2:M,:),1i2,part,M);

for p=1:(M-1) .
REZ=(REZ;J((M-p),:)]; $ contine coef transf. undisoara
l=abs (J (M-p,:)): alfa'(aqrt(M))“(LZ),
L(i2,:)=1; Strebuie corectat daca M!=2 !

11=1111;
sm=em(1,M,12);
Smm=mm | m;
2keyboard

end

if i2==
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REC={REZ; fadaM(D(1l, :),i2,part,M)];

1 (fadaM (D (L, :),i2,part,M)) -alfa*(: qu(M))*(l’),
1,:)=1; %trebuie corectat daca M!=
L{iZ,length(l))=1;

L(iZ+1,length(l))=1;

11=1111;

sm=em(1,M,1i2);

Smm=mmim;

smm(length(m) /2)=1;mm(length(m))=1;
endd
memx (:,i2)= Spart/ (M~ (i2)));
end

COEF=T1" EF REZ);
ll=tadaM(1ll,2,parc,M);
e 11y =mm(1l1);
111={111 11};
LL=(LL L];
emant = (erant ses);
nrec=nres+a3um(ll) ;
Smmm= [mmm mm] ;
end
Smmm=Lrotst (mmm, 1) ;
Smmm (length (mmm) ) =1;
mmm=me (LL) ;
[l,p)=2ize(REZ);
(0EFEF-~910~(1 N*p) ;
>0 (COEF,111,M);
e t00 (COEF, LL) ;
facing(M,N,C, COEFEF,A,B);
b= LHfdPlnu(M N, ¢, COEFEF,A,B) ;

exant2 (- mmm)—zwxn*(l lenygth (esant2) -sum(mmm) ) ;
save finz e p ezant2 M N A B LL 111 mmm;

Spave fin e o
nre:s
2um (mmm )

saantl M N A B 111 mmm;

gramsch

¢ O matrice ortonormata cu prima col={1l/sqrt(M)...] pentru a fi

%fol ta in polifaz la yenerarea filterbank
clear U E
U(:,1)=onexz(M,1)/zqre(M);
for y=2:M
g
U(:,g)=input{‘u= 27)’;
end
E(:,1)=U(:,1);
for h=2:M
a=zeros(M,1);
for k=1:(h-1)
a=a+(U(:,h)"*E(:,k))*E(:,k);
end
E(:,h)=U(:,h)-a;
E(:,h)=E(:,h)/aqre(sum(E(:,h).*2));
end
fadaM

function y=fadaM(A, i,part,M) % face coeficientii lui D =a incapa in matrici de

% ac. lung = part / M

rize(A);
2 (m, parc/M) ;

B(.,h (M (i-1)))=A(:,h);
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function y=fapeM(::,M) % PUNE UN SIR PE TREI RINDURI
n=1l:length(:z) /M;

y=(1;

for k=1:M

(n.*M-k+1);
y=[yial;
end

incprim

% reface zemnalul prin proiectii iterate in spatiul coeficientilor
load fis
O=[1;00=01:Y=():2=10);
clear re rror

rant2;

LL; LL=11(mmm,N);

SLr=aco (e, mmm) ;
opl (e, mmm) ;

r=lenygth(esz);
for i=1:9

i
if i==

qu=zeros(l,r);
elae

qe=Q((1-1), )

-mmm) =zero:s (1, r-sum(mmm) ) ;
(8 (%
(y,mmm) ;
%z=acopl(y,mmm) ;
z=y;
ala(z,M,N, zeros (M, N));
£ (¢,111,M);
00 (¢, LL) ;

rr=aum( (p-¢) . ~2);
re=(re rrj

Y=[Y yl;
Skeyhoard

end

lmsund

% reface semnalul prin aducerea prin LMS a coeficientilor in plus %la @
load fis

mu=input (‘mu="’);

Q={);00=(1;Y=(1:2=(1];

%G=LL; LL=11 (mmm,N);

: sant2;

co(es, mmm) ;

m( (p-rr)."2);

rl;

alc(z,M,N, zerosz (M,N));

(¢, 111, M) ;
-00 (¢, ~LL) § .
efacing(M,N,C,zeros(M+(M-1)’(N-1),N*M*(N—l)),A,B);
00=[0Q ql;
zZ=Z-mu*c;

BUPT



128 Anexa

Z=[Z2 z};
r=aum((p-2) . 72)
res(re r)

end

11

function y=LL(m,N); %dezcopera coeficientii o din semnal
e=m;
for i=1:N
as (par(e) +impar(e)) -1.5;
ig -1
bh=a;
for il=1:i-1
bh=e2 (b);

end
vi(i,:)=h;
elioe
y(i,:)=a;
end
if i==
y((i+l),:)=y (i, :);
end
e=par(e);
end
polifaz

%face matrice polifaza cind se dau vectorii v din : U=PN*P(N-1)*...*Pl
Scu Pi=[I-vv’+ 2~ (-1l)vv’] =i trece in HO direct filtrele hi i=1:M

clear VB AMN
M=input (‘M=?");
N=input (‘N=2");
gramsch
for i=1:N
i
V(:,i)=input(‘v=2")";
V(:,1)=V(:,1)/aqre(sum(V(:,1).%2));
B(:, (i-1)*M+1:i*M)=V(:,1)*V(:,1)";
A(:, (I-1)*M+1:i*M)=eye(M)-B(:, (i-1)*M+1:i*M);

end
AA=(A(:,1:M) B(:,1:M)};
if N-=2
for il=2:N
. AA=prodconv (AA, [A(:, (il-1)*M+1:11*M) B(:, (i1~-1)*M+1:i1*M)]);
end
elae
end
HH=1(];

for il=1:(N+l1)
H=(AA(:, (i1-1)*M+1:11*M)) *E;
HH=[(HH’ H'])’;

end

refacing

function =mem = refacing(M,N,COEF,COEFEF,A,B);

Sreface semnalul din coeficienti , implementeaza TUD inversa
Sfunction =mem = refacing(M,N,COEF,COEFEF,A,B);

[m,n)=2ize (COEF);
nl=M~(N-1);
C'OEF= {COEF C'OEFEF);
Sem=(];
for i=l:n/nl
AA=CQEF (:, (i-1)*nl+Ll: (i+N)*nl);
for il=1:N
if il==1
x=L:N+1;
d=AA((N-1)*(M-1)+1l:m,nl.*x);
d=flipud(d);
al=(M-1)*(N-2);
eloe
b=N*M~(il-1);
a=l:b;
2keyboard
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d=[(AA(al+l:al+M-1,a.*M N (N-il));invEapeM(y (:,1:h/M))];

dA=flipud(dy;
al=al-M+1;

end
Skeyboard
y=A'*d+B’' *rotsto(d, 1) ;
Skeyhoard
end
cems=(em inviapeM(y (:,1:nl)) ] ;
end
set00

function ¢ =2et00(COEF,LL);

S pune pe 0 coeficientii care sint 0 initial
% function ¢ =m2et00 (COEF,LL);

[m,n]=2ize (COEF) ;

A=zZerox(m,n);

A (--LL) =COEF (--LL) ;

(‘=C'OEF-A;

vectfaz

aface ho polifaza aind se dau vectorii v din : hO(z2)=PN*P(N-1)*.
scu Pi=[I-vv'+ z2°(-1)vv'])
alear VB A AA H hO
aly
M=input (‘M=2");
N=input (‘N=2");
for i=1:N
i
V(:,i)=input(‘v=2")";
Vi(:,1)=V(:,1)/sgqre(sum(V(:,1).72));
B(:, (i-1)*M+Ll:i*M)=V(:,i)*V(:,1)";
A(:, (i-1)*M+l:i*M)=eye(M)-B(:, (i-1)*M+1:i*M);

end
AA=(A(:,1:M) B(:,1:M)];
if N-=2
for il=2:N
AA=prodconv (AA, [A(:, (il-1)*M+1:i1*M) B(:, (i1-1)*M+1:i1*M)]);
end
elae
end
AA=AA/=qrt (M) ;
ho=(];

for il=1:(N+l)
H(:,il)=sum(AA(:, (11-1)*M+1:i1*M)")";
hO=[h0 H(:,i1)’);

end
plot(aba(£ft(h0,128)));grid

. .*Pl*e
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