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"Ce a quoi l'un s'était failli, l'autre y est arrivé et ce qui
était inconnu a un siécle, le siécle suivant 1'a éclairci, et les
sciences et les arts ne se jettent pas en moule mais se forment
et figurent en les maniant et polissant a plusieurs fois [...]

Ce que ma force ne peut découvrir, je ne laisse pas de le sonder
et essayer et, en restant et pétrissant cette nouvelle matiére,
la remuant et l'eschaufant, j'ouvre a celui qui me suit quelque
facilité et la lui rends plus souple et plus maniable. Autant en
fera le second au tiers qui est cause que la difficulté ne me
doit pas désespérer, ni aussi peu mon impuissance..."

Montaigne, Les Essais, Livre II, Chapitre XII.
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Prefaya

Izvorite din dorinpa umand de a imita sistemele vii din
naturd , care se adapteazd in mod remarcabil 1la condi;iile de
mediu , tehnicile adaptive se dezvoltd vertiginos 1in deceniul
actual. Desi 1isi au originea in teoria prelucrdrii semnalelor
aceste tehnici se utilizeazd in prezent in majoritatea domeniilor
ingineresti.

Nici domeniul tehnicii m3surdrii nu face excep;ie de la aceasta

regula. Lucrarea de faga se 1inscrie pe 1linia aprofundarii

stiintifice a tehnicilor de m3surare adaptivd, reprezentind wuna
dintre primele incercd3ri de sistematizare a acestui subiect.

Teza a fost elaboratd in intervalul 1989 - 1993 la Faculta-
tea de electronica si telecomunica;ii a Universitayii Tehnice din
Timi§oara.

Lucrarea conpine 8 capitole §i 5 anexe , are un numar de 200

de pagini, 58 de figuri, §i 6 tabele. Au fost wutilizate 102
referin;e bibliografice . Dintre acestea 12 sint 1lucrari 1la
elaborarea c3arora a participat si autorul, doud dintre ele fiind
prezentate 1la conferinge internagionale ,una in Polonia §i cea-
lalta in Algeria.

Pe 1intreaga perioadd de elaborare a 1lucr3rii, autorul a
beneficiat de 1indrumarea competenti si plin3d de in;elegere a
conducadtorului §tiin;ific ,domnul profesor doctor inginer Eugen
Pop, c&ruia 1i mul;umegte din suflet.

Pentru incurajarile §i sfaturile primite pe parcursul redac-
tarii lucrdrii ca §i pentru intreaga sa formayie profesionala
autorul aduce cele mai sincere mulpumiri domnului profesor doctor
inginer Iocan Naforni;a .

Atit ca student cit gi mai tirziu in calitate de cadru
didactic autorul a participat 1la expuneri ale domnului
conferen;iar doctor Pasc Gavruya , referitoare la cele mai mo-
derne metode matematice utilizate in teoria semnalelor. Pentru
-inalta competentd si pentru generozitatea ardtate autorul 1ii
mul;ume§te din suflet.

Pentru discuyiile re teme de specialitate purtate pe durata
elabordarii tezei , din care a avut atit de mult de ci§tigat
autorul 1i mul;umegte colegului sau,§ef de lucrari doctor inginer
Aldo De Sabata.

De asemenea autorul mulyume§te tuturor colegilor din catedra
si in special celor de la disciplinele "Semnale circuite si
sisteme ", "Circuite de telecomunicayii" , "Teoria transmiterii

i
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datelor" gi "Electroalimentare" pentru atmosfera de munc3 creat3i.

Un rol important in elaborarea tezei in forma actuald il are
doamna Dorina Magheyiu, cea mai bund desenatoare din Universita-
tea Tehnicd din Timigoara. Autorul 1ii mulyume§te pentru pre;iosul
ajutor oferit, cu atita generozitate.

Nu 1in ultimul rind, autorul mul;ume§te parinyilor , so;iei
si intregii sale familii pentru sprijinul continuu care i-a fost
oferit §i fara care aceastd lucrare nu s-ar fi putut finaliza.

* ok X

In lucrare se utilizeazd citeva prescurtd3ri. Acestea sint:

O pentru observayie,D pentru demonstra;ie,? pentru propozi;ie
E pentru exemplu. Celelalte notapii sint cele uzual utilizate
lucr3drile de prelucrarea semnalelor.
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1.Conceptul de m3surare adaptiva

Notiunea de " sistem adaptiv" s-a n3scut din dorin;a umana
de a imita sistemele vii din natur3i , care se adapteaza 1la
condi;iile de mediu in moduri remarcabile si variate
[Lim.,Opp.'88].

Aceste sisteme au inregistrat o dezvoltare remarcabild i
anii din urmd , datoritd ultimelor realiziri ale electronicii in
domeniul circuitelor integrate pe scarid foarte larga

Aproape c3 nu existd domeniu tehnic modern in care s3 nu se
foloseasca sisteme adaptive. Pot fi amintite in acest sens apara-
tele de zbor cu geometrie variabild , rachetele autodirijate ,
ma§inile unelte din structura centrelor de prelucrare sau croma-
tografele cu'reyele neuronale [Spe.'91].

$i in aplica;iile traditionale ale electronicii exist3
numeroase exemple de utilizare a sistemelor adaptive. In domeniul
telecomunica;iilor tehnicile adaptive se folosesc pentru integra-
rea de servicii cit mai flexibile . In acest sens trebuie amin-
tite metodele de adaptare a vitezei de transmisie a datelor 1la

debitul instantaneu al traficului de informayie sau Imbunati-

tirea adaptivd a raportului semnal pe zgomot . Se vorbeste tot
mai des de tehnicile de compresie adaptiva ( de exemplu in siste-
mele de televiziune de 1inalt3a fidelitate, HDTV) destinate
integrarii mai multor servicii intr-un canal conceput anterior
pentru unul singur , sau de metodele adaptive de egalizare a
canalelor. §i in domeniul electronicii aplicate se observid ten-
dinga de construc;ie a unor circuite care s3i integreze tehnici
adaptive. O categorie important3 de circuite de acest tip este
cea a procesoarelor de semnal (Digital Signal Processors). Sint
remarcabile 1In acest sens procesoarele de voce cu capacitate de
recunoastere adaptivd sau circuitele inteligente pentru controlul
vehiculelor. Tehnicile adaptive se utilizeaz3 si in identificarea
‘sistemelor [Eik.'77].

Ca §i in celelalte aplicagii ale electronicii sistemele
adaptive sint tot mai des utilizate si in tehnica
m3surdrii.scopul lor este imbunatagirea performan;elor unor apa-
rate de m3sur3d clasice precum §i elaborarea unor noi tipuri de
astfel de aparate. In primul caz prin inlocuirea unor blocuri
funcpionale ale unui sistem de m3surare clasic |( circuit de

e§antionare , convertor analog numeric , filtru numeric) ‘cu

sisteme adaptive ( circuit de e§antionare adaptiv , convertor

analog numeric adaptiv, sau filtru adaptiv) se ob;ine
1
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imbunata;irea performanpelor sistemului de masurare (osciloscop,
analizor de spectru , inregistrator de fenomene tranzitorii R I

in cel de al doilea caz pe baza unor tehnici adaptive de
m3surare se construiesc aparate de m3sura de tipuri noi
(analizoare de spectru in trei dimensiuni , analizoare 1in
domeniul modula;iei ...).Exemple de astfel de aparate de mAsuri
sint prezentate in [Isa.'92 2].

fn aceastd 1lucrare se prezintd studiul aprofundat al
citorva tehnici noi de miAsurare adaptivd pe baza c3rora se
elaboreazd tehnici originale care se pot folosi pentru con-
structia aparatelor de m3sur3 adaptive. Aceste tehnici presupun
modificarea parametrilor unui sistem (subsistem al unui aparat de
masurd) in acord cu modificarea parametrilor marimii de m&surat.
Efectul este cregterea performanyelor aparatului de m3sura con-
siderat.

De aceea 1in continuare se vor prezenta tehnici adaptive
specifice pentru efectuarea prigcipalelor opera;ii necesare intr-
un aparat de mdsurare numeric. In capitolul 2 se prezintd metode
de analiz3d in domeniul frecvenpa a semnalelor nestationare bazate
pe reprezentdri tridimensionale.Semnalele nesta;ionare sint
semnale cu parametrii variabili in timp.Considerind aceste sem-
nale ca marimi de intrare pentru un aparat de m3sur3d este evident
cd8 este util ca acesta s3 fie unul adaptiv (in acest caz para-
metrii aparatului urmi3resc variatia parametrilor semnalului
nesta;ionar care trebuie m3surat).De aceea se poate afirma ci&
tehnicile prezentate in capitolul 2 au un caracter adaptiv deoa-
rece pe baza 1lor pot fi analizate semnale nesta;ionare. fn
acela§i capitol este introduss no;iunea de undi§oara . Acest
concept matematic modern este folosit pentru introducerea
notiunii de analiz3 multirezoluyie. Acest tip de analizid este
intim legat de conceptul de maAsurare adaptiv3i , deocarece
rezolu;ia metodei de m3surare poate fi adaptatd . Fundamentarea
matematicd a analizei multirezolu;ie este f3acutad in capitolul 3
.in  leg3turid cu esantionarea semnalelor de band3 nelimitata . in
acest capitol se pun bazele unor noi metode de e§antionare adap-
tivd . sSint de asemenea formulate citeva rezultate matematice
Temarcabile fiind obtinute noi baze ortongrmate ale  spatiului
Hilbert al semnalelor de energie finita. In capitolul 4 sint
prezentate citeva metode noi de esantionare adaptivd precunm si
aparatele de m3surd care le folosesc . Scopul capitolului urmator
este prezentarea unor structuri originale de filtre adaptive care
pot fi utilizate in constructia unor aparate de m3sur3d destinate
semnalelor modulate in frecvenya. Tn capitolul 6 sint prezentate
citeva tehnici moderne de m3surare a frecven;ei instantanee
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Aparatele de m3surd care folosesc aceste tehnici sint adaptive
decarece prelucreazid semnale nestayionare ( care i§i modifica
parametrii in timp). Con;inutul capitolului 7 este referitor 1la

constructia unui aparat de m3sur3d original , destinat m3surarii
frecvenyei instantanee.
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2. Modalitayi de analizd spectrald adaptiva

in acest capitol vor fi prezentate principalele tehnici de anali-
Zzd spectrald a semnalelor nestationare. Avind in vedere natura
acestor semnale ele nu pot fi caracterizate in domeniul frecvenpa
cu ‘analizoarele de spectru tradiyionale (bazate pe utilizarea
transformdrii Fourier) fiind necesard utilizarea unor aparate de
m3surd mai speciale . Acestea fac parte din categoria aparatelor
ge m3asura adaptive.

In continuare se va in;elege prin semnal stagionar un semnal ai
cdrui parametrii sint constanti in timp . De exemplu semnalul

x{(t) =Ag sin(wg- t+dg)

este unul stationar , parametrii s3i fiind amplitudinea Ag,

pulsatia W, si faza initiala ¢g. Dacd unul dintre acesti para-

metrii este func;ie de timp atunci semnalul x(t) este
nesta;ionar.

2.1.Reprezentari tridimensionale ale semnalelor deterministe

Analiza comportarii semnalelor sta;ionare in domeniul frecvenpa
se face cu ajutorul transformarii Fourier, care descrie spectrul
semnalului considerat. Pe baza analizei spectrului pot fi extragi
parametrii semnalului.

De exemplu, considerind semnalul:

2n
x(t) = A cos|{

T T
t ) [c(u_) - &(t-—) ] (2.1)
T 2 2

cu parametrii A si T reprezentat in figura 2.1 a) prin calculul

transform3rii sale Fourier se obyine spectrul:

AT w.T w-T
X(w) = [ sinc( + ) + sinc( - ) ]
2 2 2

.cu reprezentarea grafic3 din figura 2.1.b).

Pe baza celui de-al treilea desen din figura 2.1.b) se constata
ca

X(t4n/T) = 0
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Masurind pe axa w distan;a de la origine pind la urmitocarea

trecere prin zero a lui X(w ) se poate determina valoarea 4mn/T 51
deci se poate obtlne valoarea parametrului T.
De asemenea se constata ca:

max {X(w)} = ——
w € Rt 2

2T1? s {Acos

x(t) . _1__.-7a-

A /I ’ l}{t‘m +Ci- })}l

1
X (el

Figura 2.1. Analiza semnalului dat de rela;ia (2.1)

M3surind valoarea maximd a lui X(w) din figura2.1.b) si folosind
rezultatul m3sur3rii anterioare se poate determina §i valoarea
parametrului A.

Deci, pe baza exemplului considerat se vede cum

determinayi parametrii unui semnal pe baza reprezentirii
a spectrului s3u.

pot fi
grafice
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In cazul 1iIn care semnalul care trebuie analizat nu este
sta;ionar, caracterizarea sa completd nu mai poate fi f3cuti doar
in domeniul frecven;a. Aceastd afirma;ie este Jjustificat3d in
fIsa.'92 1],[Ran.' 88] si [Rio.'91].

in scopul caracteriz3drii semnalelor nesta;ionare in domeniul
frecvenga se wutilizeazd reprezent3rile tridimensionale ( timp
frecvenya ) ale acestora.Aparatele de m3sura care prezintd rezul-
tatul ma3surdrii prin grafice in trei dimensiuni , dintre care una
este timpul, sint adaptive, decarece se poate considera c¢3 fie-
care rezultat momentan ( a c3rui form3d este o sectiune prin
suprafaya reprezentatd 1in cele trei dimensiuni rezultat3d 1la
momentul considerat) a fost ob;inut cu un set de parametrii ai
aparatului de m3surd specifici momentului considerat.VariaFia
temporald a acestor parametrii urmare§te variayia parametrilor
corespunzatori ai semnalului nestationar de analizat.

In continuare se va nota reprezentarea timp frecventa a semna-

Tului x(t) prin TFy(t,« ). Daca este vorba de semnale de energie
finita , x(t)&€L2(R) , atunci reprezentarea timp frecventa este
un operator definit pe L2(R) cu valori in L2(R2),
Valoarea operatorului TF aplicat semnalului x este deci funcyia
de doud variabile TFy(t,w ). Valoarea acestei funct11 in punctul
(to, Wo) reprezintd valoarea instantanee la momentul to a compo-
nentei de pulsatie W 5 a semnalului x(t).De aceea se poate
folosi pentru func;ia TFy(tg, ) denumirea- de spectru
instantaneu.Principalele reprezent3ri tridimensionale ale sem-
nalelor nestationare de energie finitd ( care se vor prezenta 1in
continuare ) 51nt izometrii pina la o constant3 de proportlonall-
tate de la L2(R) la L2(R2) , adicd este satisficuti o relayle de
tipul:

J J | TFx(t, @) |2 dt dw ~ I | x(t) |2 at (2.2)

unde cu ~ s-a specificat rela;ia de proportionalitate.

2.1.1.Reprezentari timp frecvenya de tipul transformare
Fourier scurta

Din dorlnta de a localiza in timp 1nformat1a (despre comportarea
in domenlul frecventﬁ a unui semnal nestatlonar) Gabor a definit
reprezent3drile timp frecvenpade tipul transformare Fourier scurt3

folosind o fereastra temporald , w(t),in integrala Fourier [Mal.'89 1],

[Lim.,Opp.' 88].
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Aceastd fereastrd este translatati de-a lungul intregii axe
temporale din dorinta de a cuprinde intregul semnal studiat. La
momentul ¢t 51 la pulsat1a W , transformarea Fourler scurtad a
semnalului x(t) din L4R) este definita prin:

>

TFTF(t, )= [ x(1T) w(t-t) e"I9T gr (2.3)

-0

In cazul transformarii Gabor originale, fereastra temporals
folosita a fost o functie gaussiang.

in general fereastra temporala este o functle reals 51 parad de
tlpul ra3spunsului la impuls al unui filtru trece jos.

In scopul normaliz3rii se presupune de obicei ci enerdgia lui w(t)
este egald cu:

00

|| wit) ||z = [ | wit) |2 at =1
-0
Transformarea Fourier scurt3 a semnalului x(t) poate fi interpre-
tata §i ca produs scalar dintre semnalul x(t) si familia de
funcgii:
{we,t(t)(w,t)er
unde s-a folosit notapia:

W, t(t) = el @ T.y(t-t)

.Exprimarea analitic3d a transformdrii Fourier scurte este in acest
caz:

TERTF(t, ©) = < x(1), wo,elT) >
Transformarea Fourier a semnalului Wog,to este:

Wt (u) = F { elWiTow(t-tg)l= elte-e-iute-y(u-wg)

unde s=-a notat cu Q(QJ) transformarea Fourier a ferestrei tempo-
rale w(tT).
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Analizind expresiile functlllor We, t(T) 51 wQ t{u) se constati

faptul c3 ele sint ferestre centrate pe momentul t respectiv pe
pulsat1au> T1n1nd seama de relatla lui Parseval , relayla (2.4)
poate fi pusa in forma

TFS-T-F.T. (t,0) =[1/(2'n)] <X(u), Ro, g{u)> (2.5)
Se mai observi ca

Wt (W) | = |W(u-)|

Pe baza relatiilor (2.3) si (2.5) se constat3d ca in expresia 1lui
TFSTFT(t,0), cind © este fixat,prin modificarea lui t , fereas-
tra we, t(t) "maturd" semnalul x(<t) $i c3 atunci cind t este fixat
prin modificarea lui « , fereastra wb ,t "mAturd” spectrul X(u).
Deci TFSTFT(t,0wq) descrie evolutia temporalad a semnalului x(t)
la pulsatia «g iar TFySTFT(t,,w) descrie spectrul instantaneu al
semnalului x{t) la momentul tg.

Relatiile (2.3) si (2.4) sint echivalente cu:

o

TFXSTFT(t,w)z [ x(t)ww,t*(t)dt

=00

Admipind ca Wha,tu(t) are valori neglijabile in exteriorul inter-
valului temporal I, centrat pe tg, rezulta ca valorile repre-
zentdrii timp frecvenpa ale semnalului x(t) din exteriorul =zonei
{©g,Te€I} sint practic nule.

Deci TFySTFT(wg,ty) face o caracterizare a semnalului considerat
in planul timp frecvenya-doar pe un segment de curb3d compus din
punctele (©p,T) cu TEI. Lungimea acestui segment este 1y (egala
cu lungimea intervalului I).

De obicei durata ferestrei temporale w(t) , adic3 lungimea inter-
valului I se determini cu rela;ia

o2 =Jr2|w(t)|2dt =[(1/2)1(1)]2
-0

Comentarii suplimentare referitoare la aceast3 relatle pot fi
gasite in [Del.'91)] respectiv in [Naf.,Cim.,Isa.' 92].
Relatia (2.5) este echivalentd cu:

TFySTFT (¢, ) =[1/(2n)]JX(u)ﬁw,t*(u)du
-00
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Admitind ca w&) to (u) are valori neglijabile in exteriorul inter-
va1u1u1 de pulsatll J , centrat pe wg rezultd ca valorile repre-
zentdrii timp frecvenya a semnalului x(t) din exteriorul zonei
{tp,weJ} sint practic nule.
Deci TFySTFT(wg,tg) face o caracterizare a semnalului considerat
in planul timp frecventa doar pe un segment compus din punctele
(to,W) cu WeJd.

Se ob1§nu1e§te s38 se foloseascd ca masurd a lungimii inter-
valului J ,1(J) deviapia standard a transform3rii Fourier a
ferestrei temporale folosite:

[
0,2 = [ uZ|W(u) |2du=[(1/2)1(J)]2
-

Se constatd cad atit op cit si o, depind doar de tipul
ferestrei temporale folosite. S-a demonstrat astfel ca domeniul
din planul timp frecventd in care TF,STFT(t(,0g) caracterizeaza
bine dlstrlbutla semnalu1u1 considerat este definit de asa numita
"celula de rezolutle" ¢ [to-ot, to*roplx(wg- o, /Woto. 1. Se observa
cd este vorba de un domeniu dreptunghiular in planul timp frec-
ventd centrat in punctul de coordonate (tg, wg) .Forma si
suprafa;a acestui domeniu sint independente de valorile coordo-
natelor 9 si tg , dar depind de tipul ferestrei w(t) , folosite.
Pe Dbaza suprafeyei celulei de rezoluyie pot fi clasificate
transformdrile Fourier scurte avind in vedere c3 o suprafatda mai
micd a celulei de rezolu;ie pPresupune o concentrare mai mare
(deci o descriere mai detailat3i ) a reprezent3rii timp frecvenga
in Jjurul punctului (tg, Wg). Valorile Ot,0, nu pot fi 1ins3
mic§orate oricit de mult , aplicarea principiului incertitudinii
(descris in [Rio.'91]1,[Mal.'89] sau {Lim.,Opp.,88])ferestrei
temporale w(t) conducind la inegalitatea

ot2-0,2 2(n/2)

.Semnul egal in inegalitatea de mai sus este obtlnut prentru fe -
‘reastra temporal3d gaussiani. Deci cea mai bun3i rezolutle a trans-
formarii Fourier scurte (celula de rezolutle de suprafata minim3)
se obtlne in cazul utilizarii ferestrel gaussiene. Din toate
transformarile Fourier scurte aceea cu cea mai bun3i rezolugie
este transformarea Gabor.

in multe lucra3ri printre care si [Isa.'92 2] sint prezen-
tate ferestrele temporale mai des utilizate:
~fereastra dreptunghiular3a ;
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-fereastra Hamming generalizat3 ;
-fereastra Blackmann, etc.

n continuare se prezintad citeva dintre proprietapile trans-
formarii Fourier scurte.
Transformarea Fourier scurta este , indiferent de fereastra
folositd , o izometrie pin& la o constanti de propor;ionalitate
de la L2(R) la L2(R2). De fapt poate fi demonstrata relatia:

0o ] «
1

J | x(t) |2 dt = J' [ | TERTF(t, @) |2 at dw
2n

-0 =00 -00

O proprietate remarcabili a distribuyiilor timp-frecvenga de

tipul transformare Fourier scurtd este c3 ele definesc operatori
inversabili.

Formula de transformare Fourier scurt3d invers3 este:

1
x(t) =( )[ J TFETF (1, ©) w(z-t) eIt g d=
2n
ati

-0
Ultimele doud rel tili prezentate sint demonstrate in (Isa.'92 2].

2.1.2. Reprezentarea timp frecvent{d de tipul funcgie de
incertitudine

Un alt operator definit pe LAR) cu valori in L4R2), care poate
caracteriza comportarea 1in domeniul frecventa a unui semnal
nestationar este funcyia de incertitudine a semnalului x(t),
TFEI(t, < ),definita prin: .

t t .
TFEI(t,C)) = J x(t + T) x*(t - T) el ‘-"td,t, (2.6)

-t0
Se observa ca funcyia de incertitudine poate fi privita
ca si o transformare Fourier scurtd adaptiva , deocarece foloseste
o éereastra temporala , x*(t-t/2), care depinde de semnalul
analizat.

10
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81 acest operator este o izometrie de la L4R) la LXR2) pini la o
constantd , fiind valabila rela;ia:

© © o
I J | TFEL(t,©) |2 dt dw = 2n J [x(t)]2 at
- -00 -0

Se constatd c¢3 la fel ca si in cazul transformirii Fourier scurte
constanta de proportionalitate este si in acest caz 1/2r. ©
demonstrayie a ultimei relayii este prezentatd in [Rul.'80]. 1In

aceea§i lucrare sint prezentate urm3toarele proprietagi ale
func;iei de incertitudine:

v €LAR), | TFEI(t,©) | = | TFET(-t,~w) |

o«

| TEEI(t, ) |2 < | TFEI(0,0) | =[ | x(t) |2 at (147)

-0

conform rela;iei (2.3) transformarea Fourier scurtid poate fi
privita ca si transformarea Fourier a semnalului x(t)w(t-t).si
reprezentarea timp frecvenga de tipul func;ie de incertitudine
admite o reprezentare de tipul transformare Fourier:

t t
TFEI(t,-w) = Fi{x(t+—) x*{t-—)}
2 2
Func;ia a cdrei transformare Fourier este calculatd pentru a se
ob;ine reprezentarea tridimensional3 se numeste nucleu al repre-
zentdrii timp frecvenya.Se constatd c¢3d nucleul distribugiei timp
frecvenya de tip transformare Fourier scurt3 este:

Ksppp(T,t) = x{(t)-w(t-t)

iar nucleul distribuyiei timp frecvenya de tip func;ie de
incertitudine este:

t t
Kpp(T,t) = x(t+—) x*(t-—)
2 2
11

BUPT



in [Rul.'80) sint calculate dlstrlbutllle timp frecventa de tip
functle de incertitudine pentru 01teva semnale nestaglonare
remarcablle 51 anume:

- semnalul gaussian cu modulatle liniar3d de frecventa

= semnalul dreptunghiular cu modulatle liniar3 de frecventa

- semnalul dreptunghiular cu faza logarltmlca

- semnalul dreptunghiular cu modulagle de frecvenya in sca-
ra.

2.1.3.Reprezentarea timp frecven;& de tipul Wigner-ville

Considerind semnalul de energie finita x(t), se poate defini
nucleul transformarii Wigner-ville a semnalului x{(t):

T T
Ky-v(t,T) = x(t+—) x*(t-—01)
2 2

Transformarea Wigner-ville a semnalului x(t) se deflneste ca §i
transformare Fourier a nucleului Ky. vit,t):

TEY Vit w) = T { Ky-y(t,t) }w) =

o«

1]

T T )
X(t+—) x¥(t-—) e-IWT gy
2 2

- 00

Comparind nucleele ultimelor doud tipuri de reprezent3ri se
constati ci:

Ky-v(t,T) = Kpr(T,t)

adicd cele dould nuclee se pot obtine unul din cel3lalt pe baza
schimbarii de variabild test. De aici rezults si asem3narea
remarcabild intre transformarea Wigner-ville si functla de incer-
titudine ale ace1u1a31 semnal.

De aceea 51 transformarea Wigner-ville poate fi privitia ca 51 o}
transformare Fourier scurt3d adaptiv3d.Conform [Rio.'91] 51 repre-
zentarea timp frecventa de tip Wigner-ville este o 1zometr1e de
la L3R) la LAR2) pina la o constanta de proportionalitate.

In [Boa.,0'sh.,Arn.'90] se propune o reprezentare timp frecvenga
de tip Wigner-ville generalizata pornind de la nucleul:

12
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P
Kw-vg(t,T) =TT (x(t+cxt)br - x* (t+cyt) Bk

k=1
Se observd c¢3 expresia acestui nucleu se reduce pentru p=1,
€1=1/2, «¢-1=-1/2, by=1, b_3=-1, la nucleul reprezentarii de tip
Wigner - ville.
O alt3d posibilitate de generallzare a dlstrlbut181 timp frecventa
de tip Wigner-ville este inspiratia de utlllzarea in practicid a
acesteil dlStrlbutll
Avind 1in vedere c3d semnalele nestationare care se observad in
vederea analizei in timp si in frecventa sint de durat3 limitat3d,
in practica se folosesc tehn1c1 de ferestrulre temporald.
Clasa dlStrlbuFlllor Wigner-ville ‘"netezite" prin folosirea
ferestrelor unidimensionale (in domeniul timp) sau bidimensionale
(in domeniile timp 51 frecventa) este numitd clasa Cohen a
dlstrlbutlllor timp frecventa Aceste d1str1but11 sint prezentate
in [Rio.'91] si [Boa.,O!' Sh ,Arn.'90]. Expre51a transformarii
Cohen este:

o« -] -]

TF&(t, W) = J { Jfb(v,t) Ky-yg(¥,t) eIVA-t) e-i°tgydaax

unde ¢(V,1T) este fereastra "de netezire" bidimensionals.

;i in cazul reprezentirilor de tip Wigner-ville sau Wigner-ville
generalizate se poate vorbi despre rezolutla reprezentdrii 1in
ace1a§i fel ca si in cazul reprezentarll de tip transformare
Fourier scurt3d. In [Hla.'Krat.' 89] se prezint3d o modalitate de
1mbunatat1re a rezolut1e1 dlstrlbutlel Wigner-ville bazatid pe un
nou tip de descompunere a acestei d1str1but11

0 clasificare alternativa a reprezentarllor timp- frecventa pre-
'zentate pind aici din care rezulta 51 alte proprletatl remarca-
bile ale acestora, este fAcutad in [Hla t'91].

2.2 Reprezentari de tipul timp factor de scaiE.Transformarea
undigoara in timp continuu

Dupd8 cum s-a specificat in paragrafele anterioare, toate repre-
zentarile tridimensionale prezentate pini acum se puteau reduce
la reprezent3ri de tip transformare Fourier scurtd prin alegerea
potrivitd a ferestrei temporale w(t) , pe baza semnalului de

13
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analizat x(t). Dacd se admite cid "durata" ot si banda ¢, ale
semnalului x(t) sint constante , atunci pentru toate reprezen-
tarile timp-frecvenga considerate, suprafaga celulei de rezolu;ie
este de arie constanti.

%n continuare se prezintd efectele pe care le are o anumita

valoare a ariei celulei de rezolu;ie din punctul de vedere al
analizei semnalului cu ajutorul unei reprezentdri timp frecvenya.
Aria celulei de rezolu;ie specifica posibilitayile metodei de a
discerne intre doud semnale distincte. E clar c3 pentru o rezo-
1u§ie bund in domeniul timp a reprezent3rii timp frecvenga de tip
transformare Fourier scurt3d e necesar ca fereastra temporall
folositd s3 fie cit mai scurtd ( ot cit mai mic). In acest mod
vor putea fi separate dou3d semnale de durat3d foarte scurtd ,
succesive (cu o distanya mic3 intre terminarea primului semnal si
declan§area celui de al doilea ) , deoarece ele vor fi analizate
cu doud ferestre temporale succesive. Comparind relapiile (2.4)
si (2.5) se constatd c3 rolul ferestrei temporale w, t (t) este
preluat 1in domeniul frecventd de fereastra Wg, t(u). De aceea e
necesar ca pentru o rezolutie bund in domeniul frecvenpa
banda 1lui ﬁm,t(u) ( care este egald cu banda lui W(u) si deci cu
0,2) s3 fie cit mai ingusta.
Fereastra temporald cu cea mai mare concentrare este 6(t) (semnal
care nu apartine spatiului semnalelor de energie finitd dar care
poate fi oricit de bine aproximat cu semnale din acest spayiu).
Expresia transform3rii Fourier scurte care folose§te aceastsa
fereastra este :

TFSTFT (1,0) =e~J39tx(t)
Se constata ca
| TExSTET (t,c) | = | x(t) |

gi ca

Deci transformarea Fourier scurti care folose§te aceastd fereas-
trd are o rezoluyie temporald infinit3 dar si o rezolupie frec-
ventiald nuld . Rezultd c3 o astfel de transformare nu poate fi
utilzata in analiza spectrals.
Fereastra temporald cu cea mai slab3 concentrare in domeniul timp
este

wit)=1

14
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Se constatd ca

w
TFXSTFT(t,LJ) = J"X(t) e'jwtd‘t = ;{((.J),

-

Rezolutia frecventlala a reprezent3rii timp- frecventa de tipul
transformare Fourler scurtd care foloseste aceastd fereastra este
infinita dar rezolutla temporald este nula
Deci pentru o rezoluyle cit mai bund a reprezentdrii timp frec-
ventd ar fi necesar ca fereastra temporald s3 fie un semnal care
sa aib3a §i durata si banda de valori cit mai mici.
Aceste cerin;e sint evident contradictorii » asa cum specifica
principiul incertitudinii prezentat in 2.1.1.
Admitind cd semnalul nestationar x(t) este descris printr-o
succesiune de semnale, dintre care primele sint de durati mare 51
frecventa micd iar ultimele sint scurte 51 de frecventa 1na1ta
se constata cd , pentru ca toate s3 poat3d fi analizate la fel de
precis, sint necesare atit o rezolutle temporald cit 51 una frec-
vential3d ,mari. Acest lucru nu este ins3 posibil. De aceea, daca
se dore§te © analizd corectd din punct de vedere al rezolut1e1
temporale a succesiunii de semnale descris3d anterior, atunci se
constatd ¢3 in domeniul frecventa vor fi confundate elementele
din succesiune de joasa frecventa Acest rezultat se obtlne daca
se foloseste o fereastri temporala ingust3d. Dacd se alege o
fereastra frecvenglala ingustd , in urma analizei vor fi confun-
date in domeniul timp componentele de duratd scurts din succesiu-
nea considerat3. De aceea pentru astfel de semnale este mai utila
O reprezentare timp frecvenga de rezolu;ie variabila

De exemplu, comentind 1in continuare succesiunea de semnale
descrisd mai sus ar fi de preferat ca pentru caracterizarea
componentelor de durat3 lungi si frecventa joasd s3 se foloseascsi
o rezolutle temporald mai mlca 51 o rezolutle frecventlala mai
‘ridicatd iar componentele de durata scurta si frecventa inalt3 s3
fie caracterizate de o rezolutle mare 1in timp 51 mai micd in
frecvenya.

O astfel de analizd spectrall variabili in timp ar putea fi
realizatd folosind o fereastra temporali de lungime variabilsj.
Aceastd idee este sugeratd in [Isa.'92 1] si in [Rio.'91].

O fereastrad temporald de acest fel este:

w(t) = V5 P(s(z-t))

unde P se numeste undisoard (wavelet, ondelette) iar s este un

15
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parametru care tine seama de durata semnalului de analizat.
O transformare a semnalului x(t) care folose§te o astfel de

fereastrd este transformarea undi§oara in timp continuu:
]

CWTx(s,t) = JEJx(t)'W(s(t-t)) dt (2.7)

-00

Se constatd c3 este vorba despre o reprezentare de tipul timp
factor de scald.Dac3d factorul de scali este un raport de pulsayii

S=U/LJO

atunci se poate vorbi despre o reprezentare timp frecvenya de tip
undisoard , TFyC-W.T.,

in f{Mal.’'89] se aratid ca si reprezentarea timp factor de scal3d de
tip undisoard este o izometrie de la L2(R) la L2(R*xR)pind la un
factor de propor;ionalitate , deoarece

«© o0

«
J [ | CWTy(s,t) |2 ds dt = Cy [ [x(t)|2 dt
«

0  -w -

Valoarea constantei Cw depinde de undi§oara folosita si este
descrisd de rela;ia:

© . 2
| Plw)
Cw = 5 dw
0

be aici rezultad necesitatea ca qJ(t) s3 reprezinte raspunsul la
impuls al unui filtru trece bandi.

§i transformarea undi§oara este inversabild , formula de inver-
sare fiind conform [Mal.'89]:

1
x(t) = f J CWTy(s,t) - P(s(t-t)) ds dt

16
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Folosind notatia
Ps(t) = V& ¥(st)

se constatd faptul c3i si reprezentarea tridimensionald de tip

undi§oara se poate exprima printr-un produs scalar de elemente
din L3R)

CWTx(s,t) = < x(t), Pg(r-t) > (2.8)
Este valabila si scrierea alternativa
CWTy(s,t) = x(t)*Pg(-t)

Deci pentru fiecare valoare a lui s transformarea undigoara in
timp continuu poate fi privita ca si raspunsul unui filtru trece
bandd (cu ra3spunsul la impuls Ps(-t)) la semnalul x(t). De aceea
folosind _aceastd transformare se poate caracteriza spectrul
semnalului x(t) in banda de trecere a filtrului trece bandi cu
raspunsul in frecventd ¢s(-u))

Dar |

[

si folosind rela;ia lui Parseval , (2.8) se mai poate scrie:
CWTy(s,t) = (1/2n)<x(w) , e~I°t (1//8 ¢ (w/s)>

Notind cu W, pulsatia centralid a benzii .de trecere a filtrului

trece bandd cu rEspunsul in frecventa W(w) si cu o, latlmea

benzii de trecere a acelu1a51 filtru (pastrlnd sensul aceste1
marimi din 2.1.1.)se constata ca:

¥

Ty [ (©-@o)2.| §gle) |2 do
o]

Este clar c3 centrul benzii de trecere 'a filtrului cu raspunsul
17 V};)
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in frecventa ws(&)) este swp, §i cd latimea sa de banda efectiva
este:

S = s o,

Ps ¥

Deci rezolutla frecventlala a transformarii undisoard depinde de
parametrul s prin 1ntermediu1 relat1e1 de mai sus.Se constat3 c3
raportul dintre latlmea de bandi 51 pulsatla centrald a filtrului
cu rdspunsul la impuls Ws(t), , este constant pentru orice
valocare a lui s.

Deci,indiferent de s, filtrul cu raspunsul in frecventa Ws(‘” )
are ace1a51 factor de calitate cu filtrul cu raspunsul in frec-
venpa p(u/)

De aceea se poate afirma c3d reprezentarea timp factor de scals
este o0 metodd de caracterizare in frecventa a semnalului x(t) cu
factor de calitate constant.

Pe Dbaza relatlel (2.8) se constatd faptul ci valorile funcyiei
CWTy(s,t) sint practic nule acolo unde valorile functiei

Us{t-t) sint neglijabile. De aceea este firesc ca aceasta functie
s3 fie privita ca si o fereastrd temporald. Notind cu Ot durata
- semnalului ¥(x): ‘

oo

ot =J 2| g() |2 dt
4
se constatd c3 durata ferestrei temporale ﬁ!"t’ este:
o

oy (t-t) =
qJs s2

Intrucit lunglmea ferestrei temporale fixeaz3i rezolutla tempora-
15, se poate afirma c& in cazul reprezentirii timp factor de
scala, rezolutla temporald este dependentd de s. Deci celula de
rezolutie a acestei reprezentd3ri este deflnlta de:

[to-(ot/S) , to+(ct/s)]x[smo-so s g+sa._]. In figura 2.2a) este
prezentatd acoperirea planu1u1 timp frecventa cu celule de
rezolu;ie in cazul transform3rii Fourier scurte , iar in fiqura
2.2b) este prezentat3d acoperirea ace1u1a51 plan cu celule de
rezolutie in cazul transformarii undisoar3.

Reprezentarea timp factor de scala de tip undlsoara este o trans-
formare foarte modernd fiind utilizat3d in prezent nu numai pentru
caracterizarea semnalelor nestationare ci si in cadrul analizei
imaginilor [Mal.'89 2], in aprbxlmarea semnalelor [Mal.'89 2] sau
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in analiza canalelor de telecomunica;ii[Wor.'Opp.'92].

w w
&
R G =
W2 T -~ [ - € G
} Sowy t+ — ——— - - T* %
: : s20, s20.
Gt %
| ' SQG:; :“-(151 :Sjﬁ:‘
. 1 | f
{1 {2 t t t2 t
a b.

Figura ) 2.2. © comparagie intre acoperirile planului timp
frecven;a cu celule de rezolu;ie in cazul transform3rii Fourier
scurte a) si in cazul transformarii undi§ogra b).

2.3.Discretizarea reprezentarilor tridimensionale ale
semnalelor

Toate distribuyiile timp-frecvenya prezentate sint funcgii con-
tinue de doud variabile continue. Utilizarea 1lor in analiza
semnalelor nesta;ionare presupune constructia unor aparate care
Pe baza semnalului x(t) s3 calculeze si s3 reprezinte grafic

TFy(W ,t). Aceastd reprezentare grafici nu poate fi facuta decit
in 3 dimensiuni. De aceea pentru realizarea sa este potrivita
utilizarea moﬁitorului unui calculator. Din p3cate sistemele de
calcul numerice nu pot decit s3 aproximeze funcgiile continue de
variabile continue prin funcpii discrete cu variabile discrete.
De aceea este interesantd discretizarea distribu;iilor timp-
frecven;a. Aceastd discretizare poate fi realizat3d prin esantio-
narea functiei de doud variabile TFyx(W ,t) dup3d cele doud varia-
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bile, obtinindu-se esantioanele TFy(mWg,nty). Se observd c3 s-a
ales ca si pas de esantionare dup3d variabila t valoarea to iar ca

si pas de esantionare dupd variabila w valoarea Wes . Este
foarte important s3 se cunoasca valorile necesare ale acestor
pasi pentru ca pe baza esantioanelor obtinute (TFy(mwe,nty)) sa

poatda fi reconstruiti distributia TFy(w ,t).

In cazul reprezentdarii de tip transformare Fourier scurtdexpresia
unui esantion din colec;ie este:

o«
TFTE[m,n] = TFy(mw,nty) = J x(Tt) w(t-nty)-e"IMWT gg

-0

Distribupa punctelor de esantionare in planul (w,t) este repre-
zentatd in figura 2.3.

in cazul reprezentarii timp factor de scal3i de tip undi§oara ,
avind in vedere faptul ca suprafa;a celulei de rezoluyie depinde
de s , rezulti c3a esantionarea dup3d aceast3 variabil3 trebuie sa
fie neuniforma . Fie punctele de esantionare dupd variabila s de

forma aJ , JeZ. Valoarea transformarii undigoara in aceste puncte
este

CWTx(ad, t) = x(t) *¥ 4 (-t)

Avind in vedere c3 banda de trecere a filtrului trece bandi cu
rﬁspun§u1 la impuls ¢ a (-t) este aj‘cu rezultd c3 pentru j fixat
CWTy(al,t) are valori semnificative intr-un interval de latime
alo,.cu alte cuvinte CWTy(aJ,t) este raspunsul unui filtru trece
bandad la x(t).Prin modificarea lui j se realizeazd o descompunere
a semnalului x(t) intr-o multime de canale cu Pulsatiile centrale
ad.vy cu benzile aj-cu.Deci se poate realiza o descompunere dup3a
J a semnalului x(t) intr-o mulgime de semnale de bandad 1limitata
Xj(t).Fiecare dintre aceste semnale (de banda limitata) trebuie
sa fie esantionat wuniform cu o freqvenga de esantionare
proportionald cu al. O,, fie aceasta al/8. De aceea expresia
esantioanelor reprezent3rii timp factor de scals de tip undi§oara

este
o

CWTx[j,n]=CWTx(aj,(nﬁ)/(aj3=Jx(t)\bé(t—nﬁ/aj)dt

Distribugia punctelor de esantionare in planul timp frecvenya
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este prezentat3d in figura 2.4.

w
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-{j-1
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0 T f Y t
Figura 2.3. Distribuyia Figura 2.4.Distribu§ia
punctelor de esantionare punctelor de esantionare
in planul timp frecvenga in planul timp frecvenpa
pentru reprezentarea de tip pentru reprezentarea de tip
transformare Fourier scurt3i. ‘transformare undigoara.

2.4 .Reprezentdri tridimensionale pentru semnale in timp discret

Si In cazul semnalelor in timp discret poate fi realizat3
analiza spectral3d adaptiva pe baza reprezenti3rilor tridimen-
-sionale . Expresia reprezentarii timp frecvenya de tipul trans-
formare Fourier scurt3 pentru semnale in timp discret este:

(<]
TFSTFT[n,k] = £ x[mlw[n-mle-JOm
m=-c ;
Proprietayile acestei transformari sint prezentate in
{Lim.,Opp.'88] si [Pop.,Naf.'§.a.'86].
Decarece reprezentarea timp—frecvenya definita in rela;ia de mai
sus este continud in variabila Q, aceasta nu poate fi calculati
cu ajutorul calculatorului numeric. De aceea , in practicad se
folosegte reprezentarea timp frecvenya de tipul transformare
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Fourier discretd scurts

N-1
TFXSTDFT[n,k]=[Ex[m]w[n-m]e'jk(zn/N)m][o[k]-c[k-N]]
m=0
Propriet&;ile acestei transformari sint prezentate in

[Pop,Naf. /S.a.'86)iar erorile cu care aceasta transformare
aproximeazd reprezentarea TFySTFT(t 6 ©) sint enuntate si calculate
in [Isa.'92 1] si in [Thr.'79]}.
Pentru calculul esantioanelor reprezentarii timp frecvenyav de
tipul transformare Fourier discretd scurtad poate fi utilizat
algoritmul F.F.T. Deci calculul acestei transform3ri poate fi
realizat rapid cu ajutorul calculatorului numeric.

O alt3 reprezentare timp frecventa pentru semnale iIin timp
discret des utilizat3d este conform [le ,0pp.'88]:

TF%STDFT[n,k] = | TFXSTDFT[n,k]I

Aceastd reprezentare poart3 numele de spectrograms.

La fel ca si in cazul semnalelor in timp continuu si 1in
cazul semnalelor in timp discret pot fi introduse reprezentari
inrudite cu reprezentarea de tip transformare Fourier scurtd 1in
timp discret , cum ar fi de exemplu reprezentarea de tipul
functle de incertitudine sau reprezentdrile de tip Wigner-ville
sau wigner-V1lle generalizatd. De exemplu in cazul ultimei repre-
zentdri amintite , nucleul folosit este

Ky-yglm,n] ;TTkX[n+mck])bk(x*[n+mc_k])'b‘ﬂ
K=
Se observ3 c3 acest nucleu s-a obtlnut prin esantionarea uniform3
a nucleului Ky.yg(t,t), definit in paragraful 2.1.3. folosind o
frecventa Qe esantionare fg, pentru ambele varlablle T sit. De
fapt aceasta frecventa este folositd pentru transformarea semna-
lului x(t) in semnalul x[n).Expresia reprezentarii Wigner-ville
generalizatd pentru semnalele in timp discret se obtine prin
calculul transformarii Fourier discrete a nucleului Ky- vg[m nj:
00
TFY"V9[n,k] = [  Ky-ygln,mle-3k(21/N)mj(g[Kk])-o[k-N]]

m==-co
Prin particularizarea valorii 1lui P (p=1) , reprezentarea timp
frecventa de tip Wigner-ville generalizati se reduce la reprezen-
tarea tlmp frecventa de tip Wigner-ville.
Toate reprezentarlle ‘timp frecventa amintite mai sus sint inver-
sabile. De asemenea , ele sint 1zometr11 de la 12(z) 1la 12(22)
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pind la un factor de proportionalitate

O reprezentare timp frecventa specificd pentru semnalele 1in
timp discret este reprezentarea de tipul densitate complex3a de
energie

TFEP[n,Q] = x[n]-x*(q).e-jon

unde X(Q) este transformata Fourier in timp discret a lui x{n].
Proprietatile acestei reprezentdri sint prezentate in
[Lim.,Opp.'88). Una dintre cele mai interesante dintre acestea
este leg3tura dintre reprezentarea de tip CED sl reprezentarea de
tip functle de incertitudine:

-]

TFEI[n,Q1=sx[m]x[m-n]elom
m=-=oco

Conform acestei proprietdti TFED[n,Q]este transformarea Fourier
bidimensionala in variabile discrete a lui TFyFI[n,Q].
Ferestrele temporale folosite pentru calculul transformatelor
Fourier scurte in timp discret se obtln prin esantlonarea unifor-
m3 a ferestrelor temporale utilizate la calculul transformatelor
Fourier scurte in timp continuu
O trecere in revist3d a principalelor tipuri de astfel de ferestre
este prezentatd in {Dra.,Ios.'87]). Toate aceste ferestre tempo-
rale sint semnale in timp discret , reale, pare, de tipul ras-
punsului la impuls al unui filtru trece jos.

fn [Isa.'92 1 ] se propune o metod3d de analiz3 spectralli
adaptivd pe baza reprezentirii timp frecventa de tipul transfor-
mare Fourier scurtd folosind o fereastr:a temporala de lungime
variabilad. Aceast3 idee este dezvoltati si in [Pra.,Bho.'89)]. E
clar c& utilizarea unor astfel de ferestre conduce la realizarea
unei analize spectrale adaptive.

La baza calculului reprezentarilor timp frecventa de tip
transformare Fourier scurti in timp discret sta algorltmul FFT. O
direcgle actuald de cercetare const3 in c3utarea unor algorltml
de calcul 51 mai rapizi. O cale pentru atingerea acestui
deziderat este descompunerea in subbenzi a spectrului instantaneu
al semnalului de analizat , calculul transformdrii Fourier dis-
crete in fiecare subbanda cu ajutorul algoritmului FFT fiind mult
mai rapld (avind in vedere numarul mai mic de esantioane impli-
cat). In urma calculului transformarilor din toate subbenzile si
in urma asambl3rii rezultatelor se obt1ne spectrul instantaneu al
semnalului de analizat pe baza unui numar mai mic de operayll
efectuate decit in cazul metodei de analiz3d tradltlonale Aceast3
strategie de analiz3 spectral3 este prezentat3 in [she., Mit.'89].
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Conform principiului incertitudinii , analiza spectrala
bazatd pe utilizarea reprezentirii timp frecventa de tip trans-
formare Fourier discretd scurt3 conduce la rezolut11 temporale
foarte bune dar 1la rezolut11 frecventlale slabe , dac3 durata
ferestrei temporale £01051te este mica
in cazul aceleia§i metode se poate ajunge la rezoluyii
frecventiale foarte bune , dar 1la rezolut11 temporale proaste ,
daci se foloseste o fereastrd temporalsd de duratd mare ( adic3d de
banda 1ngusta) Analiza spectrald bazatd pe utilizarea unei
ferestre scurte se numeste analizd de band3d larg3d si se noteaza
TFETDFE 1 [n,k) iar analiza bazata pe utilizarea unei ferestre de
durata lunga se numeste analizd de band3 ingustd 51 se noteaz3d
TF§TDFT .[n,x].
in [Che.,le.'91] se propune o metodd de imbunatatire a
rezoluyiei reprezentdrii timp frecvenya de tip transformare
Fourier scurtd pe baza calculului reprezentdrii combinate

TP STDFT(n k]=y |TFxpSTPFT(n, k] | | TFxps STOFT (1, k]
X xb xbl

§i in cazul semnalelor in timp discret se poate vorbi despre
reprezentdri timp factor de scal3d. Expresia reprezenta3rii timp

factor de scald de tip undi§oara pentru semnale in timp discret
este

CWT[23, n) = / 23.5 x[m].y[23(m-n)]
m

sau:

CWTy[23,n]=<x[m],y 23 .¢*[23 (m-n)1>12(7)

Folosind nota;ia

P2 [nl= J23-g[23n]
ultima relatie mai poate fi scris3 §i in forma:
CWTx[23,n}=x[n]"y,3)" [-n]

Deci "CWTy[23,n) poate caracteriza comportarea in domeniul frec-
ventd a semnalului x[n] in banda de frecventd egald cu banda de
urecere a filtrului cu raspunsul la impuls ¢j3 [-n].

Decarece parametrul j caracterizeaz3 valoarea benzii de trecere a
sistemului cu r3spunsul la impuls Wéf[n],se poate afirma c3 rezo-
lugia frecvenyiala a reprezentdrii timp factor de scald de tip
und1§oara depinde de j.
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2.5.Concluzii

in acest capitol este prezentat3d problema analizei spectrale a
semnalelor nestationare. Avind in vedere modificarea in timp a
parametrilor semnalelor nestationare este foarte utila

analiza 1lor cu aparate de m3suri adaptive care s3 reprezinte
grafic spectrele instantanee ale acestora.Aparatele care utili-
zeazd reprezentdrile tridimensionale ale semnalelor, deoarece
descriu evolutia in timp a spectrelor instantanee pot fi con-
siderate ca apar;inind clasei aparatelor de m3sura adaptive.De
aceea reprezentarile tridimensionale prezentate in acest capitol
conduc la metode de m3surare adaptivy.

Din acest motiv capitolul prezentat nu trebuie s3 lipseasc3d din
structura unei lucrari destinate tehnicilor de masurare
adaptiva

Scopul urmarit in prezentare a fost introducerea si descrierea
matematicd a reprezentdrilor tridimensionale ale semnalelor ,cel
mai frecvent utilizate. s-au eviden;iat principalele proprietayi
ale acestor reprezentari precum §i asem3andrile §i deosebirile
dintre ele. Principalele aplicayii ale reprezentdrilor timp
frecven;a sint

- extragerea parametrilor semnalelor analizate,(frecvenpa
instantanee , band3d instantanee ,energie instantanee, etc) cu
utilizdri in radar , sonar , ecografie , etc.

- analiza sistemelor cu parametrii variabili in timp
canale de telecomunica;ii , dispozitive de urm3rire , dispozitive
parametrice, etc.

- analiza semnalelor nestagionare ; vorbire , imagini ale
unor obiecte in migcare , poziyia unor obiecte , cu utilizari in
recunoasterea vorbirii , televiziune, detecyia ;intelor , etc.

-descrierea unor fenomene complexe : emisie acustica
zborul liliacului, etc.

Direcpiile viitoare de dezvoltare ale problematicii prezentate in
acest capitol sint:
' -investigarea unor noi tehnici adaptive de prelucrare a
semnalelor nestagionare pe baza reprezentirilor timp frecven;a,
~introducerea altor reprezentari tridimensionale precum si
diversificarea celor existente prin constructia altor ferestre
temporale si al altor undi§oare mam3 (decit cele prezentate in
bibliografia citata).

-fundamentarea matematic3d a procesului de discretizare a
reprezentdrilor tridimensionale ale semnalelor in timp continuu.

~studiul aprofundat al reprezentarilor tridimensionale ale

’
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semnalelor 1in timp discret , si al erorilor de aproximare prin
aceste reprezenti3ri a reprezent3rilor in timp continuu
Contribu;iile autorului care rezultf din citirea acestui capitol
sint:

-sistematizarea unui material bibliografic vast in forma
Prezentata ,

-demonstrarea citorva proprietapi , care sint doar
enuntate in lucrdrile consultate,

-incadrarea reprezentarilor tridimensionale intre metodele
de analizd spectrali adaptivsy,

-sugestia utiliz3rii ferestrelor temporale de durata varia-
bild la analiza spectrals adaptiva,

-definirea tehnicilor de prelucrare adaptive ca tehnici de
prelucrare relizate de sisteme cu parametrii variabili in timp
care urmdresc parametrii semnalului de prelucrat.

Numeroase no;iuni introduse in acest capitol vor fi folosite
si in capitolele urmiatoare . Conceptul matematic de undi§oara va
sta la baza rezultatelor prezentate in capitolul 3.%n capitolul 4
se va prezenta modul in care pot fi utilizate reprezentdrile timp
frecvenpa la realizarea sistemelor de egantionare adaptiva ,
iar in capitolul 6 vor fi prezentate tehnici de m3surare a frec-
ventei instantanee bazate pe utilizarea reprezentdrilor tridimen-
sionale.Deasemenea in capitolul 5 va fi prezentat un sistem
capabil s3& implementeze transformarea undi§oara in timp conti-
nuu.

’
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3.Noi modalltat1 de esantionare a semnalelor de banda neli-
mitata

Unul dintre blocurile cele mai importante ale unui aparat de

masurare numeric (nelipsit din structura oric3drui astfel de
aparat) este circuitul de esantionare . In acest capitol se vor
prezenta fundamentele matematice ale procesului de esantionare
intr-un context mai general decit cel al teoremei W.K.S. punindu-
se bazele tehnicilor ~adaptive de esantionare care se vor prezenta
in capitolul urmator.
Una dintre principalele limitari ale teoremei W.K.S. este ipoteza
care restringe clasa semnalelor care pot fi esantionate si recon-
struite perfect in urma acestui proces,la multlmea semnalelor de
band3d limitat3. Deoarece semnalele practice s1nt de bandi nelimi-
tatd (fiind de duratsa finit3d) 1la esantionare se produce inerent
eroarea de aliere. In acest capitol se analizeazd bazele matema-
tice ale teoremei W.K.S. §l se large§te conylnutul acesteia
avindu-se 1in vedere semnalele de energie finitd ( deci nu
neapdrat de band3d limitati). Este expusd o teorie pe baza
cdreia pot .fi formulate teoreme de esantionare generalizate.
Toate rezultatele prezentate in capitol sint originale §i sint
stabilite pe baza regulilor de calcul specifice semnalelor de
energie finit3a( convergentd in medie piAtraticd |, relatia 1lui
Parseval etc).

3.1. Definirea conceptului de analiza multirezolugie
Acesta este un concept fundamental pentru rezultatele care

vor fi expuse 3Iin acest capitol. El este definit distinct in
[Dau.'88], [Mal.'89 2] §i [Jaf.'92].

Conform [Dau.'88] se numeste analiz3 multlrezolutle a
spatiului Hilbert L2(R) , familia de subspatii inchise (Vm}mez cu
proprietapile

i) .. .V'2CV1CV0CV_1CV-2C. . ,

ii) nvgp={0} , U v, =L2(R)

mez bl A

1ii) # fp(x)e vy , fpl2x)evy,
iv) Existd ¢evVy astfel incit oricare ar fi me 2 multimea

{®m,n(x)peg cu ®m,nix) = 2°M/2¢(2-Mx-n) are proprietatile:
= Sp({on,ntnez)=Vn
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-Existd A,BeR , AsB astfel incit oricare ar fi sirul {cplpeg
din 12(z) are loc:

AT |cp|2 < ] = cn¢m,n|]253-z|cn|2
n n n

In [Jaf.'92} conditia iv) este inlocuiti cu conditia iv'):

iv') Existd ¢€vgy, astfel incit multimea { ¢(x-k))xey s3
formeze o bazd Riesz a lui Vo.
Definitia unei baze Riesz este
Daca H este un spatiu Hilbert separabil |, sirul {ex}kcz formeaza
o bazd Riesz a lui H daci:
-multimea combinatiilor liniare ale lui {ex}kez este dens3d in H,
-e valabila echivalenta normelor:
Existd € si C'€R , C<C' astfel incit oricare ar fi sirul
{cx}kez s3 aibia loc relatia:

Cz|ck|2<||Zekek| [25C g | ek |2
k K k

01, Pe baza acestei definitii se constatad ca multimea <{ép plne gz
din condigia iv) este o baz3 Riesz a spatiului vy, (daca acesta
este unul separabil). '

fn continuare se demonstreazi c3 daci multimea {¢g, n(x)tpeg
este o bazd ortonormald , atunci sint Indeplinite conditiile iv)
si iv').
Se demonstreazd pentru inceput propozitia:
P1. Dacd multimea {¢0,n(%x)}Inez este o bazid ortonormals pe spatiul
Hilbert Vg, atunci ea este o baza Riesz pe-acest spatiu.

p: Conform [Cris.'65] (pag.176) un spatiu Hilbert care are o bazi
ortonormald num3rabild este un spatiu Hilbert separabil. Avind

in vedere c¢i baza ortonormals {¢0,n(x) }nez este o multime
numdrabilad , rezultd c3a spatiul Hilbert Vg este unul separabil.
Deci prima conditie de existent3d a unei baze Riesz este

satisfac¢utd. Deoarece multimea {¢g,n(%X)}pcy este completa , fiind
bazd inseamnd c3a orice semnal din Vo se poate exprima ca si o
combinapie liniard de elemente ale acestei multimi in forma

£(x)=Zckdg,k(x)
k

Deci 1inchiderea mul;imii combinagiilor liniare de elemente din
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{¢0,n’ne z este chiar Vv, adica multimea {$g, nlpecy este densy in
Vo. Si aceastd conditie de existent3a a bazei Riesz este deci
satisfacuts.

Conform teoremei 3.4.2. [Cri.'65] (pag.178) , orice spatiu Hil-
bert separabil , deci si Vg,este izomorf cu 12(z).

Pe Dbaza acestui izomorfism la orice sir {cyxlykez din 12(z), pe
care 11 vom nota iIn continuare cu ¢ , ii corespunde o functie f
din vp si

[1el1222(2) = |12 endo,n] |2y =|[c|[212(z)
n
adica:
Z{ck|? =||Z cnbo,n||2y=E |ck|?
k n k

Este deci indeplinita si ultima condi;ie din definiyia unei baze
Riesz, pentru A=B=1,

02. Pe baza proprietdtii P; se constat3 c3a orice bazd orto-
normald a lui Vg satisface conditia iv').
%n continuare se demonstreaz3 urmitoarea proprietate

P2. Dacd multimea {¢o,pnlnez este o bazi ortonormald a lui Vo
atunci multimea {ép nlpez este o bazd ortonormali a lui V-
D. Se vor analiza doud cazuri: m<0Q si m>o.

Cazul I. m<oO.
Pentru m=-1.
Fie g(x) o fenctie din v_, si g(x)=fg(2x) cu fgo(x)€ Vy. Aceast:a
funcyie se poate descompune in serie Fourier generalizatd in baza
ortonormala din Vg {%0,ntnez in forma:

fo(x)=2 cpdg,pn(x)

n .

De aceea se poate scrie gi:

g(x)=2 cpog,pnl2x)

n
Dar:
®0,n(2%) = ®(2x-n) si ¢_1 pn(x)=21/2¢(2x-n)
De aceea
®-1,n(x)=21/2¢5 1 (2x)
adica:

g(x)=ﬂ2‘1/§cn¢-1,n(x)
n
Deci orice element din V., se poate exprima ca si o combinatie
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liniard de elemente ale multimii {¢-3 pn(x)}pez. Aceasta este deci
0 multime completd in v_l.in continuare se demonstreazi c3i
multimea considerat3 este S$i ortonormald

]

<¢-1,n,¢_1,1>=<21/2¢0,n(2x),21/2¢o,1(2x)>=2f¢o,n(2x)¢0,I(Zx)dx

Pe baza substitu;iei 2X=u se ob;ine:

[

<b-1,n(x),d.1,1(x)>=2 (1/2) J¢8,n(u)¢o,1*(u)du=<¢o,n(x),¢0,1(X)>=

1 ,n=1

0 ,in rest.
Deci multimea {¢-1 p(x))pez este o bazi ortonormald a spatiului
V.1. Procedind similar se poate demonstra prin recurentd c3a
{¢q,n(x)}pez este o baza ortonormala a lui Vm, pPentru m<o.
Cazul II. m>0
Pentru m=1.
Se considerd functia h(x) din vi cu h(x)=£fo(x/2) unde fg(x) este

o functie din Vg. Aceast3 functie se poate descompune in serie
Fourier generalizat3 in forma:

fo(x) = = Cn¢o,n(x)
n

De aceea se poate scrie si:

h(x) = = Cn¢0,n(X/2)
Dar: ¢¢,pn(271x)=¢(2-1x-n) si ¢y ,n(x) = 2-1/2¢(2-1x-n).
De aceea ¢1,p(x) =271/2¢¢ ;(2-1x) si deci

h(x) = zcp (21/39; ,(x)
n

Deci orice element din V; se poate exprima ca si o combinatie
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liniard de elemente ale multimii {1, n}nez S-a  demonstrat astfel
cd aceastd multime este completa in vy. In continuare se demon-
streazd ci aceasta multime este si ortonormald

<b1,n,01,1> = <271/2¢q n(271x),271/2¢4 1(271x)>=

o
=z-1J¢o,n(2-1x)¢0,{(z-1x)dx

P3cind schimbarea de variabili 2-1. x=u , se obyine:

© « 1,n=1
<¢1,nr¢1,1>=2—1J¢0,n(u)¢0,1(“)du/(2-1):
- 0,in rest

S-a demonstrat cd multimea {$j plpez este o bazd ortonormald a
lui vq.

Procedind similar se poate demonstra prin recurentd c3a multimea
{®m,ntnez este o bazd ortonormald pe Vy pentru orice m din z+.

03. Deoarece spatiile Hilbert Vp au baze ortonormale
numdrabile , rezultd c¢3 ele sint spatii Hilbert separabile,
oricare ar fi numarul intreg m.

O4. Pe baza proprietatii P; rezultd ci multimile {¢y nine z
sint baze Riesz pe spatiile Vp.

05.Pe baza observayiilor anterioare se constatd c¢3 daca

multimea ({¢o,nlnez este o baza ortonormald a lui Vg atunci sint
indeplinite cerinpele condi;iei iv) din definiyia analizei mul-
tirezolutie. .
Deci conditia iv) poate fi inlocuitd 1In definitia analizei
multlrezolutle cu conditia mai restrictivad ca multlmea {¢0,n}nez

53 fie o baza ortonormala a spatiului Hilbert vg.

06. In  cazul in care multimea {¢g,nlncz este o bazd orto-
normala conditia iv') implica conditia iv) si deci definitia
dat3d de Jaffard analizei multlrezolutle este suf1c1enta Deci 1in
cazul in care multimea {¢g,nlnez este o bazid ortonormala a
spatiului Hilbert Vg conditiile 1i),ii),iii) si conditia anterior
enuntatd definesc o analizi multirezolutie. Aceasta are citeva
proprietati, ce au fost folosite in [Mal.'89] pentru definirea
conceptului de analiz3a multirezolugie.

P3. Notind cu Ppf proiectia ortogonald a semnalului f€ 1L.2(R)
pe spa;iul Vp se poate demonstra c3
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limPpf=f

M -0
D.Pe baza ipotezei i) se constat3i ca
U Vg = Vo
mez

Avind in vedere c3 Vp sint subspa;ii inchise rezult3d cia §i Veoo
este subspatiu inchis adica

Vew = Voo
Pe baza rela;iei ii) se constatsa ca
L2(R) = UVp = V_e
mez
Dar P.of este cea mai buni aproximare de medie patratica a lui f
din L2(R) cu elemente din V_,. Dar cea mai bun3d aproximare de
acest fel este chiar f. De aceea
lim Ppf = P_of=f (c.c.t.d)
M -0

07. P3 reprezint3 condipia 6) impus3 unei analize multirezo-
luyie in [Mal.'s89].

P4 Ptoricare functie fp (x) din vy si functia fp(x-2Mn)
apar;ine lui vy pentru orice nez.

D. fn(x)e Vp. De aceea se poate folosi descompunerea in
serie Fourier

fm(x) =3 cn'¢m,n(x)
n

sau :

fn(x-2Mn) = ¢ cn®m,n(x-2Mn)
n
Dar:

$m,n(x-2Mn) = 2-m/2¢0’0[2-m(x-2mn)-n] = 27M/2¢(2-Mx-2n)=
= Z-m/2¢o'0(2-mX‘2n) = ¢m,2n(X)

Avind in vedere cia functia ¢y, p{x) este din Vm indiferent de
valoarea lui n, rezultd c3 si functia ¢p, op(x) este din Vm pPentru
orice valoare a lui n. De aceea si functia ZCnonm,2n(x) este din
n
Vm §i deci fp(x-2M™n) este din vp,.
O8.Aceast3d proprietate a semnalelor din VL se numeste

invarian;a la transla;ie. Propozigia P4 exprim3 condigia 5) din
[Mal.'89].
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P5. Operatorul Ppf este liniar.

D. Ppf = E <f,0n,n> 6n,n
n
Pplaf+8g) = a( = < £,6m,n>0m,n) + B (Z <g,%m,n> ¥m,n) = aPpf+RPpg
n n (c.c.t.d.)

09. Dac3 se -aplicd de doula ori operatorul de proiecpie unui
semnal, expresia acestuia nu se schimb3i.

D. Pp(Ppf) = 2 <Ppf,dpm,n>¢n,n = Zép,p<= <£,0m,p>0m,p,om, n>=
n n P
=L Z<f,0n,p><0m,p,%m,n>®m,n = I<f,ém,n>=Pgf
np n
(c.c.t.d)

010. P5 si 09 dau conditia 1) din (Mal.'89}].

011. Deocarece Ppf este proiec;ia lui f pe Vp este respectata
teorema proiec;iei (teorema lui Riesz) sl deci:
oricare ar fi g din Vm :
l19=£|]2 ||Ppf-£]|
Aceastsd rela;ie reprezinti condipia 2) din [Mal.s89].

012. Condipia i) din definiyia analizei multirezolupie din
acest text conduce pentru j=-m la condi;ia 3) din [Mal.89].

013.Condi§ia iii) prezentatd mai sus conduce pentru j=-m 1la
condiyia 6) din [Mal.89]. 4

P6. Daca .proiecyia semnalului de energie finit3d f pe
subspatiul Vy se exprim3 cu relatia i

Ppf=2 n®m,n

atunci: n )
: Ppf(x~2Mk) 2 = cp_xén,p
n
D. Ppf(x-2Mk) = 3 <E£(x%-2Mk), oy n(x) >y, nlx)
n
©0
*

Dar: <f(x-2mk),wm'n(x)>=Jf(x—2mk)¢m,n(x)dx

- 00
F3cind schimbarea de variabili u=x-2Mk si tinind seama de faptul
ca

¢m,n(u+2mk)= ¢m,n—k(u)
se constatd c3a
0

Ppf(x-2Mk)=g] Jf(u)¢m'n_i(u)du] Om,n{X)} =% cp_xop,nix) (c.c.t.q)
n Jj-o n
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014.Propoziyia P6 completeazi enun;ul proprietayii din
[Mal.'89].

Ol5.Referindu-ne din nou la izomorfismul dintre spatiul
Hilbert separabil Vp si 12(Z) amintit mai sus , se poate afirma
acum c¢3 acesta conservia translayia , in sensul cia daca funcyiei
£(x) din Vy 1i corespunde sirul c={cplpeg atunci functiei
f(x-2Mk) cu kez ,fixat, din Vy ii corespunde sirul cx={cp-klne g
din 12(z).

Ol6.Proprietatea 6) din [Mal.'89] corespunde propozi;iei P3
din acest text si ipotezei ii).

3.1.1.Exemple de analiza multirezoluyie

El. Acest exemplu apare in toate lucrdrile amintite mai sus:
[Dau.'88],[Jaf.'92], [Mal.'8s9].
Fie Vp ={feL2(R) | f-constant pe (2Mn,2M(n+1)) oricare ar fi nez}
Aceste spagii formeazad o analiza multirezolu;ie deoarece se
verificd ipotezele i)-iv). Pentru verificarea ipotezei 1iv) se
alege funcgia generatoare a bazelor de translatate:
) : 1, x¢[0,1)
$o,0(x)=¢(x)=B0g,1)(x) =
0,in rest

tocmai functia caracteristicd a intervalului [0,1).

017 .Expresia coeficienyilor'Fourier Ckx ai dezvoltarii semna-

lului PRf in spagiul Vm, este chiar valoarea medie a semnalului
f(x) pe intervalul [k,k+1):

k+1
ck=J f(x) dx
k

De aceea este valabili relapia

o 2M(k+1)
fn(x)=2 (Jf(x)dx)-Z'me[oll)(Z‘mx-k)
k== )2Mk

E2. (original)
Fie spatiile VR-1-={ feL2(R) |f(w) =0 , ptr. |o|> r/(2M) } ori-

care ar fi mez. fn continuare se demonstreazd c¢c3 aceste spatii
genereazd o analiz3 multirezolu;ie.
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Verificarea ipoteze i).

Vp-B-1o = { £612(R) | E() = 0, ptr.|o|>n/(2m-1) )
Dar pentru orice numar intreg m e valabila relayia

n/(2Mm) < p/(2m~1)

De aceea orice func;ie f din VR-l'afe proprietatea cia f(w )

ptr. |w|>n/{2Mm~1) adics
pentru orice intreg m vyP.l.~ Vp-1P-1-

Verificarea ipotezei ii).

n vmb-l-z(v_B-l-)n...n(v-?-l-)n(v8~1-)n(v§~1)n...n(v9-1~)

mez
dar:

vB-1-= lim VR-1-= {ferL2(r) | F(0) = o Ptr.|w|>lim [n/(2M)]}=

M—y ©
={feL2(R) | £(w)=0) ={0}.

Avind in vedere ca pe baza ipotezei i) n VR-1-=VE-1- se constata

mez
ca: nvR-1- =(0). (c.c.t.d.)
mez

UVR-1-=(V_B-1-)U“.U(V_E-l')U(VB-l-)U(V?-l~)U...U(V_mb-l-)=v_§-l-

mez
Dar V_mb-l- este identic cu LZ(R). De aceea

UvR-1-= L2(R) (c.c.t.d.)
mez

Verificarea ipotezei iii).

Oricare ar fi semnalul f din VR-1. este valabila relatia

E(w) =0 ptr.]w|>n/(2m).
Dar:
F{f(2t)}(0) = (1/2)E(w/2)
unde s-a notat cu F operatorul Fourier.
Deoarece

supp. £(w) =[-n/(2M),n/(2M)]
rezultl cai
supp. £(%/2) = [-n/(2M-1) , n/(2m-1)]
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Deci oricare ar fi f(x) din VR-1. f£(2x) apartine 1lui vy.p-1.
(c.c.t.d.)

Verificarea ipotezei iv).
Avind in vedere relatia

vB-1- = { £feL2(R) | £(w) =0 ptr. [ > m )
se constatd c3 pe acest spa;iu poate fi aplicat3d teorema W.K.S.
Conform acestei teoreme oricare ar fi semnalul £(t) din vgb-1. e1
se poate descompune intr-o serie de forma:
o«
£{t) = z f(n)-sinc(n(t-n)]
[ ] n=-w
De aceea se poate afirma c3 multimea {sinc(m(t-n)]l}p¢ 7 este
completd in Vj-1. !
Aceasta mul;ime este si ortonormalsy . Intr-adevar:

<sinc[n(t-n)],sincin(t-p)]> =

=[1/(2nﬂ<F(sinc[n(t—n)]},F{sinc[n(t-p)]}>

mn
{1/(2n)<e=3°n pr(w),e~I°Pp, () > =[1/(2an e~J<(p-n)g,=
-

1, n=p
= sincl(n-p)n] =f

0,in rest

Deci multimea {sinc[n(t-n)l}p¢ 7z este o baza ortonormald pe
spatiul VB-l-

Fiind verificate toate ipotezele,rezulta c3a multimea subspatiilor
{ VR'I'}meZ formeaza o analiza multirezolutie a lui L2(R).
Expres;a proiectiei semnalului feL2(R) pe Vmb-l- este:
' Pnf = £ cpop,n.

n
Avind in vedere c3a

$0,0(t) = sinc(nt) .
rezultsd c3

®m,nlt) = Z'm/z-sinc[n(Z'mt—n)]

§i expresia proiec;iei semnalului f pe subspa;iul Vﬁ'l-devine:
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0
Ppf = = cp2™™/ 2. sinc[n(2-Mt-n)]
n=-=co
Valorile coeficien;ilor Fourier sint

cp = <£(t), 2"/ 2sinc[n(2-Mt-n)]>=
={1/(2n)kF{£},F{2"M/2sinc[n(2 Mt-n)]}>

In urma efectuadrii calculelor se obtine:

m
cpdl/(2n)<F{f} ,2M/2g-3-2.0n pn/(zm)(u)>:2m/2.f(2mn)

Se obtine in final:

<]

Ppf = = f(2Mn)sinc[n(2-Mt-n)}
n==0
017. Avind 1in vedere c3 V. R.1. =L2(R) §i c3 oricare ar fi
semnalul f de energie finitd f = 1lim Ppf rezulta ca
m-» -
-]
f(x)=1lim £ f(2Mn)sinc[n(2-Mt-n)]
M-p ~© n=-w

Aceast’ relatle este utilizat3 (far3 a fi 1nsa demonstrati) 51 in
[But.'83].

3.1.2.0 modalitate de constructie a unei baze ortonormale a
lui L2(R) pornind de la o analiza lultirezolutie

Tn [Cri.'65] (pag.168) este datd urm3toarea def1n1t1e
Un sistem {Wplpcy de subspatii liniare inchise se zice ca formea-
28 o descompunere ortogonali a spat1u1u1 H dacd pentru n¥m avenm
Wp 4 Wy, iar subspat1u1 liniar 1nchls generat de U Wy ,coincide
’ mez
cu H.
¥n continuare se prezintd modul in care pornind de la o analiz3a
multirezolutie a lui L2(R) se poate ajunge la o descompunere
ortogonal3 a acestui spatiu.
in acest scop se con51dera cd spatiul inchis Wy, este complementul
ortogonal al lui Vy in raport cu Vp.j.
Cu alte cuvinte oricare ar fi semnalul f din Wm acesta are pro-
prietatile:
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£ LVm, fe Vina 5 Vin U W =V,
$n continuare se verificad daca subspa;iile Wm verificd ipotezele
defini;iei de mai sus.
in primul rind se verifica conditia:

- Dacd m # n atunci Wy L Wy,
in [cri.'e5] (pag.166) este formulata urm3toarea teoremd :

Dacd E este un subspa;iu liniar inchis al unui spatiu Hil-
bert H, atunci orice element x din H se poate reprezenta in mod
unic in forma: x=u+v cu u E siv o (complementul ortogonal al
lui E 1in H).

Pentru E=Vp si H=Vp.q rezult3 ci:
oricare ar fi fp din vy , acesta se poate reprezenta in mod unic
sub forma:

fm-1 = fn * 9n cu fpo1eVpog Si gpeWp
Dar orice semnal gdp din W, este perpendicular pe subspa;iul Vi
si apartine subspatiului Vy.;. Avind in vedere faptul c3a sub-
spatiul Vp.q este perpendicular pe subspatiul Wp.; rezultd ca
semnalul gp este perpendicular pe subspa;iul Wn-1-
Tinind seama de proprietatea 1) a analizei multirezolugie rezulti
ca:
INEVp-1CVp-2 adicad rezultid c3 : 9m€Vm-2 . De aceea rezultia cia
InlWp-2
Decarece proprietatea enunyata anterior este valabild pentru
orice numdr intreg m se poate afirma c3a Wp L Wp-2. Ultima afir-
matie este adevarata gi intr-un context mai general :
deoarece gpeVy.p rezultd c3 gp L Whn-p-
Notind m-p=n rezultd c3 pentru m#n Wp L Wph (c.c.t.d).

018. Multimile Wy sint disjuncte oricare ar fi meZz.
D. Dacd feWp atunci £¢Vy , dar: Vp =Vp-q U Wy deci f¢Wpa,

Vm=Vm+2 U Wpeo U Woeq deci £fWpsop

Vm=Vm+p U Vm+p_1 U ... U wm+1
deci ffWy.p
oricare ar fi num3rul natural P.
019.Conform definitiei 2.2.1. [Cris.65]) (pag.167) fn este
proiectia lui fy_9 pe Vp iar gp este proiectia lui fp_1 pe Wp.

in continuare se verificd cea de-a doua ipotezi a descompu-
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nerii ortogonale:

U Wy = L2(R).
mezZ
D. Fiind vorba de subspa;ii inchise: U Wm = U Wy .
mezZ mez

Se demonstreazi afirma;ia directs :

Fie f un semnal din U Wn- in moa sigur exist3d un anumit m astfel
mez
Incit fewp. De aceea feVp.q si deci €U Vyog = U Vm =LZ2(R).
mez mez

Deci orice semnal din U Wy este si din L2(R)
mez
Se demonstreaz3i afirmatia inversi

Oricare ar fi semnalul f din L2(R) feU Vm = U Vp . Deci existd un
mez mezZ
anumit m astfel incit fevp
«
Dar Vp = Vp+1 U Wne1 = Ve U Wpeo U Wpeq =... = Vo U ( U Wn+l) .
1=1
Avind in vedere c3 Vo ={0} rezultd ci pentru orice f din L2(R)

&

L€V Wp4e1 adica f£EU wy . (c.c.t.d.).
1=1 mez

Deci pornind de la analiza multirezolutie {Vplpez Se poate ajunge
la descompunerea ortogonala a lui L2(R) in subspa;iile
Cu Wy complementul ortogonal al lui Vp in Vg_q.

In [Cri.'65] (pag.168) este formulata urm3toarea teorem:a
Teorema 2.3.1. Daci multimea {Wyp)per este o descompunere ortogo-
nala a spatiului Hilbert H , atunci orice element f din H se
reprezinta in forma

{Wmimez

f =3 fy
mel
cu fREWy.
Aceastd teorem3d st3 la baza constructiilor de baze ortonormale pe
spatiul L2(R). In continuare se vor demonstra citeva propozitii
ajutatoare acestui scop.
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P7. Dacd multimea By = {¥m,n}nez pentru orice numar intreg m
este o baza ortonormald a subspatiului inchis Wm , atunci
multimea B = {y m,n} mez,nez este o bazid ortonormalsd a lui L2(R).

D. Conform teoremei anterioare , considerind subspatiile wy
construite ca si complemente ortogonale ale subspatiilor vy (care
definesc o analiza multirezoluyie ) in subspatiile Vp_1; ,pentru
orice num3r intreg m si spatiul Hilbert H identic cu L2(R) rezul-
td ca
oricare ar fi semnalul f din L2(R) f = 3 9gm unde gy =Py, f= Opf

mez
este proiecpia lui £ pe subspa;iul Wn -

Avind in vedere c3a Bp este o bazd ortonormald a 1lui Wn
rezultd cia

oo

Inl(t) = % cp n-¥ p,nlt)
n=-cw

unde

Cm,n = <gplt) , w m,n(t)> = <Qnp £, Vm,n(t)>
De aceea orice semnal f€L2(R) se poate exprima in forma

f(t) =2 &z m,n Pm,nlt)
meEZ nez
Deci mul;imea B este completd in L2(R). In continuare se demon-
streaz3 c3 ea este §i ortonormals

Avind in vedere c3a multimea By este ortonormald , oricare ar
fi numarul intreg m , este valabils relatia:

1, p=1
“¥m,ps ¥m,1> =
0, 1in rest

In continuare se calculeaz3i <¢p,anl,n>-

Pentru orice numar intreg n semnalul Yp,n(t) apartine
subspatiului Wp , lar semnalul ¥1,nft) subspatiului Wj. Dar
rentru 1# p , wllwp , de aceea

Yn,n:Pm,n> = 1, p=l=m
¥p,n:P1,n> =
0 , p#1
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Deci :

1 » m=1 si p=q
Pn,p + ¥1,q> =
0 , in rest

In acest mod s-a demonstrat enun;ul propozi;iei P7.

Subspatiile Wy au citeva proprietati remarcabile. Acestea
sint prezentate in [Dau.'88].
Prima astfel de proprietate este formulat3 in cadrul observapiei
019. Cea de a doua constituie enun;ul urmdtoarei propoziyii:

P8. Oricare ar fi semnalul 9m apartinind subspatiului Wy
semnalul gp(2Mt) apartine subspatiului Wg.

D.Dacd semnalul apit) apar;ine subspayiului Wm atunci exist3
doud semnale fp-q din V. si fy din Vp astfel incit

fm-1 = fq + gp

De aceea se poate scrie c3
oricare ar fi numirul real t, gmi2t}) = fp_q(2t)-£fy(2t).
Dar oricare ar fi semnalul fp-1(t) din Vvy_; semnalul fm-1(2t)
apartine subspatiului vp_, , si oricare ar fi semnalul fp(t) din
subspatiul Vg , semnalul fhi2t) apartine subspatiului Vp_q. Deci
In(2t) se poate exprima ca §i diferenta dintre proiectiile semna-
lului £ de energie finit3 pe subspatiile Vp_, Si Vp-1. De aceea
semnalul gp(2t) apartine subspayiului Wpm-1. Repetind rationamen-
tul expus se poate demonstra prin recurentd c3 semnalul ap(20t)
apartine subspatiului Wy,

Cea de-a treia proprietate a subspatiilor Wy este

. P9. 1In Wy exist3 un semnal Po,0(t) astfel incit 1inchiderea
liniara a multimii {§o p(t)lpez s3 fie chiar Wo,
-unde:

¥m,n(t) =2"0/2y, o(2-M¢ -p)

D. Oricare ar fi semnalul gg(t) din Wo exist3d semnalul
f_1(t) care apartine subspatiului v_, si semnalul fg(t) care
apartine subspatiului Vo astfel Incit

golt) = f9(t) - £4(t)
adica
go(t) = 2 apd_3 plt) - = Bnodo,nlt) = Zapé-1,0(t-n)=Bpdg,o(t-n)
n n n
Deci semnalul gp(t) se exprim3 ca si o combinatie de translatate
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ale semnalelor ¢-1,0(t) si ¢g,o(t). Elementele acestei multimi de
translatate,indexate dupa n, pot fi privite ca si translatate ale
semnalului Py, o (t). Deci baza din Wo este una de translatate.

020. Propozi;ia P9 completeazs propozi;ia P7 ar3dtind forma
bazei din wg si anume:

v Bwo = {Yo,n(t) = ¥o,0(t-n)}ipey

Tinind seama de propozitiile anterioare pentru constructia
unor baze (de undi§oare ) pe LZ(R),mai ramine s3 se expliciteze
forma semnalului Vo,0(t) (care prin tranlatare si scalare
genereazd elementele bazei ortonormate , numit undi§oara mama ).
%n acest scop poate fi utilizatd urmitoarea propozitie formulat3i
in [Dau.'88] (pag.919).

P10. pac3d functia %0,0(t) (generatoarea elementelor bazelor
ortonormale ale subspatiilor {Vp)peyz se exprima prin relatia

®0,0(t) = T cp-0p,0(2t-n)
n

atunci functia Po0,0(t) se exprimi cu relatia:

vo’o(t)=2 (-l)n-cn+1®olo(2t+n) (3.1)
n
0 demonstra;ie a acestei afirmagii este prezentatd in [Mey. 90].
Deci pentru constructia unei baze de undigoare pe L2(R) se poate
proceda in felul urmator:

- Se porneste de la analiza multirezolutie {Vplpez a 1lui
L2(R) folosindu-se bazele ortonormale ale subspatiilor vy
{®n,ntnez

~-Se construiegte descompunerea ortogonal3d a lui L2(R)
{Wnlmez.

-Se construiesc bazele ortonormale pe Wy

{Pm,nlt) = 27™/295 4(2"Mt-n)}pe,, pornind de la formula (3.1).
: -Se construieste multimea (Wm,n(t))mez,nez care este o bazs
ortonormald a lui L2(R) (conform teoremei 2.3.1.)

3.1.3. Exemple de baze ortonormale de und1§oare pe L2(R)

E 1 .( continuarea exemplului El1 din paragraful 2)
Forma subspatiilor Vy din acest exemplu este
Vpn = {f€L2(R) | f-constant pe [2™n , 2M(n+1)) oricare ar fi nez}
Expresia func;iei generatoare de baze ortonormale Pe aceste sub-
spa;ii este
) $0,0(t) = 9yg,1)(t)
Se verifica cu ugurinya c3
¢o,o(t) = ¢0’0(2t)+¢010(2t-1) (3.2)
Aceastd rela;ie este reprezentatd grafic in figura 3.1,
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‘ A
%,o‘t) %‘0(21) %‘O(Zt )

0 12 1t 0 112 1 0 12 11

Figura 3.1. Verificarea rela;iei (3.2.).
De aceea ¢p = 1 si cq =1 iar cyx = 0 pentru orice numar intreg k
diferit de 0 sau 1. Relatia (3.1.) devine:
Vo,0(t) = -co dg pl2t-1) + C1®0,0(2t) = &g, 0(2t)=0p,o(2t-1)
Undi§oara mam3d este reprezentatd grafic in figura 3.2.

*o N g 20

0 1/2 1 t

¢o,o(21“1)

Figura 3.2. Undigoara mamd pentru exemplul 1.
Expresia analitic3d a acestei func;ii este

1, 0<t<(1/2)
Vo,olt) =‘{ -1, (1/2)st<1

R 0 , 1in rest
Baza ortonormal3d generatd pe L2(R) de aceast’ funcyie este

By = {27M/2.90,0(27™t-n) neg, nez
Aceasta este binecunoscuta bazid Haar a spatiului Hilbert L2(R).

E 2. (continuarea exemplului E2 din paragraful 2)
Descrierea subspatiilor VR-l- si Vm_?-l- din acest exemplu este:
VE-1~=( feLZ(R)lf(w) = F{f}(w) =0, pentru orice wcu [} > n/2m)
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Vm-Y'1'={f€L2(R)|§(w)= F{f}(w) =0, pentru oricewcu [©] > n/2m-1y
De aceea subspatiile wﬂ-l-pot fi descrise prin relatia:

WR-1-={ feL2(R)|E(w) =0 pentru orice« din (-w,-mt/(2M-1)) y
(-m/(2®),n/(2M)) U ( mn/(2m-1), )},

Deci pentru orice semnal din wR-1-:

supp. {£(©) } = [-n/(2M"1), -n/(2M)] U [ n/(2M ) , n/(2m-1)].
Expresia functiei care genereazs bazele ortonormale ale spatiilor
vR-1. este

$0,0(t) = sinc (nt)
Descompunerea acestui semnal in baza spatiului v_R-1. este

sinc(nt) = £ sinc(r2-1n)sinc(n(2t-n)]
n
Deci expresia coeficienyilor cp este
: Cp = sinc(nn/2)

De aceea : .
o
Yo,0ft) = = (-1)Psinc{(n/2)(n+1)]- sinc[n(2t-n)] =1%¥0,0(t)
n=-m
.Pe ba;a nota;iei introduse in rela;ia de mai sus , se poate

afirma ca multimea {19y ,(t) = 2'm/2¢0'0(2‘mt-n))mgzlnez este o
baz3d ortonormali a lui L2(R).

021. Functia 1%0,0(t) este dificil de utilizat avind in
vedere expresia sa analitic3 complicata . o undi§oara mamd, cu o
expresie analitica mai simpld, este cea prezentatsx in lucrarea
[Wor.,opp.' 921, a carei transformare Fourier este

zﬁo,o(w) = (3.5)

{ 1, 14 s]w]sZn

o , in rest

R
In continuare se demonstreaza cd folosind aceast3 undi§oara mama

se Dpoate genera o bazi pe L2(R). In acest scop se demonstreaz3a
pentru inceput proprietatea

P11l. Multimea { 2¥o,nlt) = 2¥0,0(t-n)}pney este o baza orto-
normald a lui Wgb-1l.,

Se demonstreaz3d in primul rind c3 :2¥o,n(t)ewg-1..

F{2¥p,nlt)} = F{2¥o,nit)} = F{ZWO,OEt'n)} = e~Jj~n 2¢0’0«3)
De aceea supp.{F{zwo,n(t))}=supp.(2¢o,o(kﬁ) = [-2n,-n] uln,2n] si

44

BUPT



deci oricare ar fi numarul intreg n/ZWO,n(t)EWB'l‘
Se demonstreazi c3a multimea { 2¥0,n(t) }nez este ortonormalsa

<2¥0,nlt), 2P0, m(t)> =

(1/2n)<2$0,n(°)r2¢0,m(°)> =

(1/2n)<e”3%Nyfy o(@) , e~3°M ,f, o ()>=

. 0, n#m
=(1/2n)[J ei®(m-n)gw) = -sinc{n(n-m)] + 2sinc[2n(n-m)] =
n<|w]<2n 1, n=m

Deci multimea {2¥0,n(t)}pez este ortonormala

in continuare se demonstreaz3d c3 aceasti mul;ime este §i completd
in subspatiul wh-1..

tn acest scop se determin3d pentru inceput expresia analitica a
functiei ¥o, o(t).

2¥0,0(t) = F-l{pyp(@) -pp(w)} =... =(1/2)sinc(nt/2)cos(3nt/2)
unde s-a notat cu p,(®) expresia c{@+a)-g(w-a).
De aceea se poate scrie ca

2¥o,n(t) = (1/2)-sincl(n/2) (t-n) lcos( (3n/2) (t-n)]

Se va demonstra c3 orice semnal din wB-l- se poate exprima ca si
o combinatie liniard de elemente ale multimii {,Pg, n(t)lpez.
Se considerd in acest scop sistemul din figura 3.3.

Yoo (e

Xe ()

x(t) X

———0Y(t)

B1(t)

Figura 3.3 Sistem de prelucrare a semnalelor din Wo.

45

BUPT



Se calculeaz3d spectrul semnalului Xalt):
Xe(@) = (1/2n) (x(w)*2n -8yp(w) ) = £ R(w-2rn)
n
in figura 3.4 se prezinti un exemplu de astfel de spectru.

% (w)
14
/AN
- - O w© Jm w
Xe(w)
n:O
]
f t T T T el b‘
-2t -n 9 \m 2t 3w w

n=1

Figura 3.4. Un exemplu de aplicare a teoremei de e§antionare a
semnalelor trece banda, a) Spectrul semnalului de esantionat
b) Spectrul semnalului esantionat.

7

Pe baza exemplului din figura 3.4. se constat3d c3

V(@) = x(w)
pentru semnalul x(t) cu spectrul din figura 3.4.a).
Aceastd proprietate este insi generald , pentru orice semnal din
Wo (conform teoremei de esantionare a semnalelor trece bands ).
Deci pentru orice semnal x(t) din Wo

y(t) = x(t)
Dgr:
Xa(t) = x(t)89(t) = £ x{n)-6(t-n) , lar y(t) = = x(n)-2¥g, 0(t-n)
n n
=z(1/2)x(n)sinc[(n/2)(t—n)]cos[(3n/2)(t—n)]

n

Deci oricare ar fi semnalul x(t) din wB-l' acesta se poate des-
compune in forma:

x(t) = ¢ (1/2)‘x(n)"sinc[(n/2)(t-n)]»cos[(3n/2)(t—n)]
n
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Cu alte cuvinte orice semnal x(t) din Wo se exprim3 ca si o
combinatie liniar3d de elemente ale multimii {¥o n(t)lpez. Rezul-
tad c3 aceasta multime este completd in wB-l-.

022. Avind 1in vedere ci {WR-l:}pe; este o descompunere
ortogonald a lui L2(R) rezultd c3 multimea:

By = {2¥0,n(t)=2"1/2sinc[(n/2) (t-n)jcos] (31/2) (t-0) 1} neg, mez

este o baz3d ortonormald a lui L2(R).
Deci orice semnal de energie finitd se poate descompune in seria

X(t) =z xm(t)
m
unde cu xp(t) s-a notat proiectia pe Wp a semnalului x(t).
Dar conform celor afirmate mai sus

Xm(t) = T cp n2¥p,nlt)
n

cu
°m,n = < x(t), 2Pp,nlt)>

.Deocarece xp(t) este proiectia lui x(t) pe wg-l- + €& o consecint3
a teoremei proiectiei

x(t)=xp(t), 2Py, nlt)>=0
adics

<X(t),2qlmln(t)> = <Xm(t)/2¢m,n(t)>
Deci

°m,n = <x(t) , ¥y, nlt)>
S-a demonstrat in acest mod ca
x(t) = ¢ Cm,n"2%m,n(t)
mn
tn continuare se expliciteazd expresia coeficientilor Sm,n:
m,n= (1/21) < Xp(@) , 2y pl)>

unde: "
2ﬁlm,n(0) = F(2-m/22¢0,0(2-mt—n)) =...=2M/2g-jon2 2@0,0(‘-‘2“‘)
De aceea
- oW
Cm,n = (1/2n)<xp(c), 2M/2e-39n2 4 o(oam)>= =2M/2x (n2m)

Deci orice semnal de energie finit3d se poate exprima in forma:
x(t) = ¢ z<X(t)r2Wm,n(t)> 2Wm,n(t)
m n
sau:
x(t) = T 2 xp(n2M) sinc [{(r/2)(27™t-n)]cos[(3n/2) (2-Mt-n)]
mn (3.6)
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3.1.4. cOnstrucyia unor baze ortonormale de undigoare pe
L2(R) pornind de la analiza multirezolutie {VR-l-}pey -

fn acest paragraf se vor construi citeva noi undigoare mam3d |,
generatoare de baze ortonormale de undi§oare pe L2(R), folosind o
metodd sugeratd in [Hig.'s84]. Aceastd metod3 se bazeazd pe utili-
zarea proprietayii de inversabilitate a transformdrii Fourier pe
spatiul LZ2(R)

Notind . R

V%'1'=L2[_n/(2m) , n/(2™7 = A feLz(R)lf(ﬂv‘) =0, ptr. [w| >m/(2m)}
se poate afirma ca spatiile vﬂ-l- si Vﬁ-l- sint echivalente din
punct de vedere al transformarii Fourier deocarece :

oricare ar fi semnalul f (t) din Vmb-l- "semnalul" f(u) aparpine
multimii vpd.1.,

Fie Hp un spatiu Hilbert inclus in L2(R) si Hy spatiul Hilbert ;
Hp = { £(w) | £(v) = F{£(t)} cu f(t)eHy). In continuare se demon-
streaz3d urmitoarea propozigie

P 12. pacd multimea {dn(t)Iney este o baza ortonormals pe Hp
atunci multimea {(1/V2m)¢p(w) }pey este ortonormala pe Hp.

D.In primul rind se va demonstra ci multimea {(1/J?ﬁ)&n(®)}n&z
este ortonormals.

AL/VZR)8n(@) |, (1/4ER)bp(w)> =[1/(2n)) <y (W), dp(c)> =

1, n=p
= <¢n(t) /¢p(t)>=
0, n#p

fn continuare se demonstreazi c3 multimea consideratd este si
completd , pe Hp.
Fie £(c) un element al subspatiului Hp. F-1{f(w)} = £(t) care
QSte un semnal din subspayiul Hp. .
Deoarece {¢p(t)lincy este bazid ortonormald in Hp aceastd multime
este complet3 pe Hp. De aceea oricare ar fi " semnalul" f (W) din
Hp se poate scrie: *
£(t) = = <£(t) , op(t)> oplt)
n
Luind in ambii membri ai acestei relatii transformarea Fourier se
obtine pe baza relatiei lui Parseval:
B) = 5 < £(w), (1/v20) 8 (<) > (1/2R) by (o)
n
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Deci orice semnal din ﬁm se poate exprimahca §i [¢) combinayie
liniard de elemente ale multimii {(1/VZR)¢p(w)}p ¢ z.Rezulta ca
aceasta mul;ime este completsd in Hp.

Enun;ul propozi;iei P12 este demonstrat.

Reciproca acestei propoziyii se poate demonstra usor pe baza
teoremei simetriei. *

023.Pentru Hy = Vmb'l- ;se noteazd ﬁm =vg-1-,

Bazei Bw_K_s.=(2‘m/zsinc[n(2'mt-n)])nez din VR-1. 1i corespunde
-~ ] m

baza ortonormala By g.s. = {(1//2m)2R/2e-jon2 Pr(2Mw) bpey din

Vﬂ-l-.in continuare se construiesc subspatiile wﬂ-l- complemen-

’

tele ortogonale ale subspatiilor V§-1:- in raport cu subspatiile
Vp-7-1-.

Fie w-1: = { £(o) | () =.F{E(t)}(w) , cu f(t)ewR-1-)

fn acest capitol s-a demonstrat c3 multimea {o¥n n(t)lpey este o
bazd ortonormald in WR-1l.- .pe aceea multimea {a/Jiﬁkﬁm,nbd)}nez
este o bazd ortonormali a subspatiului wﬂ-l-.

fn contfnuare se demonstreazi o propozitie, care st3 la baza
metodei de constructie a bazelor ortonormale de undisoare din
L2(R) care constituie subiectul acestui paragraf.

P13. Fiind dati funcgia reald p(w) , continui pe portiuni si
multimea ﬁg = (@m,n(uﬂ}nez bazd ortonormali a spatiului Hilbert

Hp , multimea ;By = {&m,n(w)ej”(“) ‘nez este baz3 ortonormala a
spatiului Hp.

D. Demonstr3m cia mul;imea uﬁg este ortonormali

L .
<5m,n(®)ej“(“),¢m,p(aﬂ eju(ed)s = J $m,n(hﬂ$*m,p(“)du=

1 , n=p
= <Om,nlw), oy, ple)> = (c.c.t.d.)
: 0 , in rest

Se demonstreazi ci3 mulgimea uﬁg este complet3d
Se considera in acest scop elementul fn(w) din spatiul Hp.Descom-
punerea sa in serie Fourier generalizat3a in baza Bg este

fplw) = 3 <Ep(Q), b, n(C)>ép nle) (3.7)
n

Descompunerea semnaluluj fm(w)-er(b) in aceeasi baz3 este
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fq(w)edn(w) =z<§m(o)eju(w)lgm’n(m)>$m‘n(w)e-ju(@3 (3.8)
n

sau:
Em(@) = £ <Ep(w)edn(w) | O, n (@) >dy, p(w)eTH(w) (3.9)

n
Dar <%m(w)eju(w),$m’n(w)> = <fp(w) , &, nlw)e-in),
De aceea rela;ia (3.9) devine
fp(w) = ¢ <fpl) , &m,n(w)e-ju(kﬂ>$m,n(w)e-ju(uﬂ (3.10)

n
Aceasta relapie demonstreaz3 c3 orice semnal din ﬁm se poate
egprima ca §i ] combina;ie liniar3a dea elemente ale mulyimii
uBg-Deci acesta multime este completd in Hp.
S-a demongtrat ca mulyimea uBg este o bazd ortonormals a
spatiului Hp.

~ ~ . m
024.paca Hy = V-1 si ¢y p(w)=(1/yZR) e-ivn2 2M/2.pp /(2™ ()
atunci bazei ﬁg = éw.K.S. din spatiul vpd-1. (careia 1i
corespunde baza (Z‘m/zsinc[n(Z‘mt-n))nez din vR-1.) 1i corespunde
baza uﬁg din vﬁ-l- cu:

B R . m
nBg = gBw.x.s. = {(1/VZW) e3°n2 om/2p. oM (W)} ey

025. Dac3d Hp = “ﬂ'l' si $mln(w) = (1/J§n)2@m,n(co) atunci
bazei:

Bg = { (1/V20) 58y 4l Ineg din wd-1.
ii corespunde baza ortonormala
uBg = {(1/V21) 2% n(@)eIn(«)yp p a 1ui wg-1-

in continuare se determina condiyiile Pe care trebuie s3i le
indeplineasca functia p(w) astfel incit baza ortonormals gBw.KX.s.
qb;inuta pPrin procedeul expus mai sus sd fie formati din
’undi§oare

Pentru ca elementele g®m,n(t) ,ale multimii gBw.K.s. s& fie
undisoare e necesar ca

gdm,n(t) = 27M/2504 o(2"Mt-n)
Aceastd condi;ie se exprimd in domeniul frecvenya astfel:
Pentru orice numere intregi m §i n

~ . m ~
(1/V2R) g, 0 (@) = (1/JZR)-2M/2.e=3002 G4 o (am,)

Avind 1in vedere ca3 orice element al multimii gﬁw.K.S. este de
forma
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- L oo.m .
(1/VIR) gép, 0 (@) =(1/4ZR)« 2M/2e=3wn2", p_(2Mmy)ein(w)
pentru m=n=0 se obpine
(1/4Z7) gbo, 0(©) = (1/VIR) - ppr(w)-eIn(w)
Deci elementele multimii gﬁw.x.s. sint undisoare daca
. m . . m . m
(1//Zr)2M/2e=jwn2 Pr(2Mw) eI () =2M/2e=3n2(1/ /7%) . p (2Mw) e T1(2"w)
adic3d dacia
, L m ‘
eInl(w) = eju(2+w) ;o WE [-m/(2M) , m/(2m)] (3.11)
Sn continuare se prezinta citeva exemple de funcyii u(«w) care
conduc la baze ortonormale de undi§oare pe Vﬂ-l-. Cu ajutorul lor
se pot construi bazele ortonormale corespunzitoare pe wﬂ'l- si
bazele ortonormale de undisoare pe L2(R)
E 2. (Continuarea exemplului 2 din paragraful precedent)
Hp(w) =0
N . m
26m,n(@) = (1/V2R) 2M/2e~Jwnlp ,(om) (©)

2®m,n(t) = 27/ 2. 5inc [n(2-Mt-n)]

2By.x.s. = Bw.K.s.
E 3. (original)
n3(w) = (n/2)(sgnw-1)
ednsz () = sgn («)
3%LM“)=z%nmw%smﬂw)=j[wmmw»(-mmuwﬂ=

. = jF{H(2¢m,n(t)}}
unde cu H s-a notat operatorul Hilbert.

Deci: .
3¢m,n(w) = F{jH(2¢m,n(t)})
adica
3%m,n(t) = JH{zép n(t)} = jH{2"™/2ginc[n(2-Mt-n)]} (3.12)
3Bw.k.s. = { JF{H{20n,n(t)}}}Inez
3Bw.x.s. = {JH{2¢p,n(t)}}ney
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Oricare ar fi semnalul fy din vﬁ-l- el se poate dezvolta in
seria:

fm(t) =z <fm(t) ' 3¢m,n(t)>3¢m,n(t)
n

De aceea se obyin:
undi§oara mama;

3%o,0(t) = & <3¢p,0(t) , 3%-1,n+1(t)> (-1)P36_1 n(t) (3.13)
n
baza pe WR-1-:
(3¥m,n(t) = 27M/2395 o(2"Mt-n)}pe,

si baza pe L2(R)

{3¥m,n(t) mez,nez

Baza 3§w.x.s. a fost introdus3 in [Hig.'84] si utilizat3d in
[Naf.,Isa.'Isa.' 91).

E 4. (original)

Ha(®) = (n/2)(sgn(w) +1)
X eJHg (@) = _ggn(w)
4Bw.k.s. = {~3F{H{26q n(t)}}}neg
4Bw.x.s. = {~JH{20p n(t)})inez
4%p, n(t) = =JH{2¢p,nlt)} (3.14)
4?0,o(t)=2<4¢o,o(t),4¢-1,n+1(t)>(-1)n 4%-1 ,n+1(t) (3.15)

. n
De aceea se poate afirma c3d multimea {4¥m,n(t) dmez, nez este o

’

baz3d ortonormala de undisoare pe L2(R).

O 26 . Alte exemple pot fi obFinute prin rezolvarea ecuatiei
funcpionale:

B(®) =n(2Mw) pentru orice m numir intregq
in intervalul [-n/(2M) , n/{2m) ],
In continuare se determini condi;iile pe care trebuie s3 le
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indeplineasca functia n(®) astfel incit baza ortonormald uég =
{(1/V21) - 5Py p(w) eIn(«w) ‘nez @ lui Wpd-1. s3 corespunds unei
baze ortonormale de undisoare ,Bg a lui WR-1l-.

Pentru ca elementele g¥m, nlt) ale multimii nBg 83 fie wundisoare
este necesar ca

gvm,n(t) = Z-m/z'gwo,o(Z-mt -n) (3.16)
oricare ar fi numerele intregi m si n.

Aceast3a condi;ie se exprim3d in domeniul frecvenya astfel:
Pentru orice intregi m si n:

g@m,n(w) = zm/ze-jonzmQ@O/o(wzm) (3.17)

Condiyia revine , avind in vedere forma elementelor mul;imii
la:

nBg
- . . . m . m

Zwm,n(uﬁ ejn(w) - 2M/2, g-jwn2 zWo,o(kaﬁeju(z w) (3.18)

Dar multimea {2¥m,n(t)}nez este o bazid ortonormali de undisocare

pe WR-l:-. pe aceea functiile 2%m,n(t) indeplinesc conditia
(3.16). Din acest motiv relatia (3.18) se mai scrie

2m/2.e=3en2” 50 o (oM edni) = pm/2, e=3onZ" )5y o (amy)edn(2)

Deci func;iile u(w) care conduc la baze ortonormale de undi§oare
nBg pe wﬁ-l- trebuie s3a indeplineasci condi;ia

eIn(@) = gin(2"w) oricare ar fi
w€l-2n/(2M),-n/(2™M ] U [r/(2M) , 2r/(2M)]  (3.19)

Tn continuare se prezint3 citeva exemple de funcpii H(«) care

‘conduc la baze ortonormale de undisoare pe WR-1:. cu ajutorul lor
se pot construi noi baze ortonormale de undisoare pe L2(R)

ES.
H5(@) = py(©) =0
ejus(«e) - 4
5¥m,n(t) = 20p n(t) =2‘m/zsinc[(n/2)(Z'mt-n)]cos[(3n/2)(2‘mt—n)]

us5Bg = {2¥m,n(t) Ipey .
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Conform observatiei 022 , multimea {,¥n n (t))lnez,nez este o baza
ortonormald de undi§oare pe L2 (R) , orice semnal de energie
finitd putindu-se dezvolta 1in serie Fourier generalizatd in
aceast3d bazad conform relatiei (3.6).
E 6. (original)
He(W) = ng(w) = (n/2) (sgnw +1)

ejug(w) - _ sgn(w) .

n6Bg={(1/V2T) 29, n (@) (-s9n®) }ne z=4 (~3/V2R) 28 () (-3sane) dneg

Dar (=3/V2T) [(-359n) o¥y n(@)] = (=3/VIR)E{H{2Pp,n(t)}) =
=(1/VZR)F{~3H{2Pp n(t)}}
Deci:
ueBg = {(1/V2W) F{-3H{20p, n(t)}}}neg
si deci:

n6Bg = {-JH{2¥p n(t)}}inez

De aceea multimea {-3H{2¥p, n(t)}}nez,mez este o baza ortonormald
de undisoare pe LZ(R).
Dar :
H{2¥n,n(t)} = 27M/2 sinc[(n/2)(27Mt-n)]-sin[(3n/2) (2-Mt-n)]
De aceea se poate afirma c3a mulyimea H

By = {-j2~®/2ginc[(n/2) (2"®t-n)1sin[ (3n/2) (2Bt
este o bazd ortonormalad a lui L2(R).
Orice semnal de energie finit3d se poate exprima deci in forma:

-n)1}nez, mez

x(£) = £ E <x(t), =3H{¥p, n(t)}>(~3H{Pp n(t)})(3.21)
mn

Dar:
<x(t),-3H{2¥n, n(t)}> =(1/2r)<x(®) ,-3(-3sanw) Py, nlw)> =

= (1/2m)<x(@) , eIN6(©),f, (@)
adic3:
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<x(t),-3H{2¥m,n(t)}> = (1/2n)<X (w)e-Ju6(w) | 2, nlw)>=
= <=JH{x(t)} , 20p, n(t)>

De aceea relatia (3.21) se mai scrie in forma:

x(t) = -jz = <‘jH{x(t)}IZWm,n(t)>H{2¢m,n(t)}
mn
sau tinind seama de liniaritatea transformarii Hilbert

x(t)= -jH{:Z = <-jH{x(t)},Zwm,n(t)>2¢m,n(t)) (3.22)
mn

Deci dezvoltarea semnalului x(t) in baza By este echivalenta cu
calculul transformdrii Hilbert a dezvoltarii semnalului -jH{x(t)}
in baza Bj,

O 27. Exemplul 6 a fost construit prin analogie cu exemplul
4. Se poate construi cu u§urin§a un exemplu prin analogie cu
exemplul 3.

028. iIn [Hig.'84] au fost date numeroase exemple de baze
ortonormale de translatate pe Wg , care in aceast3 lucrare a fost
numit spatiul Palley-Wiener. Toate aceste exemple pot fi folosite
pentru construcyia unor baze ortonormale de translatate pe L2(R)
pe baza proprietatii P7.Ele nu sint ins3 baze de undisoare deoa-
rece nu satisfac condiyia (3.19).

O 29. Rezultatele din acest paragraf constituie generalizari
ale celor prezentate in [Naf.,Isa.,Isa.'91].

3.2. Esantionarea semnalelor de energie finit3 si banda
nelimitat3s

fn paragrafele anterioare au fost Prezentate baze ortonor-

male de undi§oare pe LZ(R) , cele formate din elemente cu expre-~
siile analitice cele mai compacte fiind B; si By. Modul de con-
struc;ie al acestora presupune utilizarea descompunerii orto-

gonale a spatiului L2(R)(de exemplu in spatiile {Wﬁ‘l'}mez)-
Semnalul de energie finita se descompune intr-o serie ai c3irei
termeni sint proiec;iile sale pe subspa;iile descompunerii.Fie-
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care dintre proiecgii se poate calcula ca §i serie Fourier
dgeneralizat3ia asociatd uneia dintre bazele ortonormale din
subspa;iu.E§antionarea semnalelor de band3d nelimitat3d iese din
contextul teoremei W.K.S.. Descompunerile prezentate in capito-
lele anterioare pot fi privite ca si teoreme de esantionare
generalizate , deocarece se refer3 la semnale de energie finit3
care nu sint neapirat de bandi limitaty.
Aceste descompuneri sugereazi modul in care poate fi prelucrat
prin esantionare un semnal de bandi nelimitatsd. Oricare dintre
descompunerile prezentate are forma:

x(t) =z g Cm,n'me,n(t) = 2 xplt) (3.23)

mn m

Semnalul de energie finiti x(t) poate fi reconstruit din esan-
tioanele Sm,n- in continuare se prezintd structura unui sistem
de prelucrare a semnalului x(t) in scopul obyinerii esantioanelor
®m,n respectiv modalitatea reconstruc;iei semnalului original pe
baza acestora. Folosind rela;ia (3.23) se constatad c3 pentry
obtinerea esantioanelor Cm,n © necesard determinarea proiectiilor
semnalului x(t) pe spa;iile Hp (care realizeaza descompunerea
ortogonald a lui L2(R)) , ¥pl{t). Dup3d aceea este necesar: descom-
-punerea unei proiectii in baza ortonormala a lui Hyp o {p¥m,n{t) tnez
in continuare se demonstreaza c3 determinarea proiectiei xp(t) a
semnalului x(t) pe subspa;iul Hyp se poate realiza prin filtrare
si c3 descompunerea lui xp(t) in baza {p¥m,n{t)}nez se poate face
prin esantionare idealj
Proiectia xp(t) poate fi descompus3 in baza {p¥m,n{t)nez in
serie Fourier generalizata

¥n(t) = = <xp(t) , p¥m,n(t)>p¥n nlt) (3.24)
n

Avind in vedere teorema proiectiei
; <x(t)—xm(t),pym,n(t)> =0

sau:

<x(t), pPp, nlt)> = <xqit), p¥m,nlt)>
si deci
xp(t) = = <x(t) +p¥m,n{t)>pPy, nlt) (3.25)
Dar: ’
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o0

<x(t) , plp*m,n(t)> = JX(t)pw*m,n(t) dt
In acela§i timp:
o
X(t)*pw*m,n(v't) = [X(T)pw*m’n(T't)dt
-

§i deci:

©

x(t) * p¥*n n (-t) |g=p = J :(t)~p¢*m,n(t)dr = <x(t) , p¥m, nlt)>

Admitind c3 baza {p¥m,n(t) nez este una de translatate , _adica
considerind ca este valabila relatia

p¥m,nft) = p¥n,o(t-n)
rezultd c3a

L

x(t)* p¢*m,n(-t)|t=°=JX("bW*m,0“'“)d‘=X<t)*me,0“t’|%=“ )
- 3.26

Valorile <xp(t) , pm*m,n(t)> sint deci esantioane ale semnalului
x(t) * ppmlo(—t) obyinute prin esantionarea acestuia in mod
ideal, folosind un pas de esantionare egal cu 1.

Dacd acest semnal esantionat este filtrat apoi cu sistemul cu
r@spuns la impuls p¥p p(t) atunci se obtine semnalul

p <xm(t)'pq’m,n> 6(t-n) * pvmlo(t)=...=z<Xm(t) ’ me,n(t)>qum/n(t)
n n

adicad tocmai semnalul xp(t).

Mai sus a fost descris sistemul care conduce la obtinerea semna-
lului xp(t) pornind de la semnalul x(t). Acest sistem are schema
bloc din figura 3.5,
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X (t) o—st RANERY Y (1) foxp(t)

p'm0

51 1(t)

Figura 3.5. Schema bloc a sistemului de proiecgie a semnalului
x(t) pe subspa;iul Hp.

De aceea sistemul de prelucrare al semnalului x{t) descris de
rela;ia (3.23) este cel cu schema bloc desenati in figura 3.s6.

Rela;ia (3.23) si fiqura (3.6) sugereaz3d urmatoarea teorem3 de
e§antionare generalizatd

T1. Condipia necesard si suficient3 ca un semnal de banda
nelimitata s3 poata fi reconstruit perfect din esantioane este ca
el s3 fie prelucrat cu un sistem de tipul celui din figura 3.6.
Formula de reconstrucyie.este (3.23).
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<:1,n

m=1 *
- pwl,O(_t) ‘ pr,O(t)
&q(t)
CO,n
x(t)o- plljoo( 1) pl%‘o(t)
m=0
5,1
C4n
m=-1 *
oot | ¥,
8,(4)

. .
. . .

Figura 3.6. Sistem de esantionare 51 reconstructle a unui semnal
de bands nellmltata

030. 1In cazul in care poate fi realizats o descompunere
ortogonali a lui LZ(R) intr-un numdr finit de subspayii , sSiste-
mul din figura 3.6. are un numir finit de canale (m are un numar
finit de valori).

0o 31. Sl in cazul in care elementele bazei spatiului Hilbert
Hy sint undlsoare aceasta este tot o baz3d de translatate
tntr-adevar
pPm,n(t) = 27M/2. gy, (27Nt -n) = 2°M/2594 o(27M(t-2Mn))=

Wm o(t-2Mn)

leerenta fata de cazul presupus anterior este c3 de aceastd dati
constanta de translatare 2™n depinde 31 de m. De aceea in acest
caz relatia (3.26) devine:

x(t)*pw*m,n(-t)ltzo = [x(t)pw*mln(T)dt =
-
=Jx(t)p¢*m,0(t_2mn)dt = x(t) * pmm'n(‘t)|t:2mn'
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fn acest caz schema bloc a sistemului din figura 3.6. poate fi
redesenatd ca in figura 3.7.

mz1 °|,h
SPLO( t) p\l’l,O (t)
5,(t)
m=0 ¥ cO,n
x(t) & o0 -t oo )
5t
m=-1 ¥ C~1)n
(-t #Lﬂ(t)
8,,(1)

. N . .
w . - .
Figura 3.7. schema bloc a unui sistem de esantionare §i recon-

strucyie perfectd a unui semnal de energie finitjx folosind
undigoare.

032. In [Isa.'92] sint date exemple de sisteme de tipul
celor prezentate 3in figurile 3.6. si 3.7. Pentru sistemul din
figura 3.7. au folosite undisoarele ¥y (t).

033. §iru1 de circuite de esantionare separa figurile 3.6,
§i 3.7. in sisteme de intrare alcatuite din circuite cu rdspunsul
la impuls py*m'n(—t) , numite prefiltre §i sisteme de iesire
alcatuite din circuite cu raspunsul la impuls pqJ*m,n(t) numite
postfiltre . Mulyimea prefiltrelor se mai numeste si bancd de
prefiltre iar mul;imea postfiltrelor banca de postfiltre.

034. In figura 3.8. se prezints distribuyia raspunsurilor in
frecvenya ale pre si postfiltrelor din exemplul amintit in 032
avind in vedere ca F{,0*p o(-t)} = 20n, 0 ()

i
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A

3

=

|
Mepm==
NS

Figura 3.8. Dlstrlbutla raspunsurilor in frecventa ale prefiltre-
lor §i postflltrelor din figura 3.7. pentru cazul in care se
foloseste undisoara mama ZWO o(w)

Se observa c3a preflltrele reallzeaza o codare in subbenzi a
semnalului de prelucrat . De asemenea se constatd ca pentru un
semnal de bandid limitatid de tip trece bandi teorema T1 se par-
ticularizeaz3 la teorema de esantionare a semnalelor trece band3
avind 1in vedere c3 suma din membrul drept al relatlel (3.23) se
reduce la un singur termen , acela corespunzdtor indicelui mg
pentru care semnalul de esantionat este inclus in Wpg. in aceas-
t3 51tuat1e schema din flgura 3.7. se reduce la un singur canal ,
acela corespunzator lui Mmp. Se poate observa c3 si in acest caz
este verificat3d teorema esantionarii ca s1 un caz particular al

teoremei T1.

035. Expresia coeficientilor Cm,n 4in relatia (3.23) este,
tinind seama de (3.24) si (3. 25)

em,n = <x(t) , p¥p nlt)> ¥ meZ si ¥ nez (3.27)
Dacd pfPp, pl(t) sint undisoare atunci se constat3 ca:

m,n = CWTy(2Mn)

61

BUPT



Deci sitemul din figura 3.7. poate fi folosit,de exemplu, pentru
determinarea esantioanelor transformarii undisoare continue
35001ate undlsoarei mam3 >Pp,o(t) = 51nc[(n/2)t}cos[(3n/2)t]

In general Cm,n Pot fi esantioane ale oricarei reprezent3ri timp-
frecventa a semnalului de energie finitd x(t) , care se exprim3
printr-un produs scalar. Un alt exemplu (decit cel al trans-
formarii undigoara in timp continuu) de astfel de reprezentare
este cea de tip transformare Fourier scurtd cu fereastri tempora-
13 dreptunghiularsi.

036. Si analiza multirezolutie {Vplpcy poate fi utilizata in
aprox1marea semnalelor de banda limitatd care foloseste sisteme
de esantionare , avind in vedere c3 L2(R) = Voo
Considerind semnalul f(t)eL2(R) si notind cu Ppf proiectia sa pe
Vm este adevarata relatia

f = lim pyf

Ny -0

De aceea f poate fi aproximat prin Ppf , aproximarea fiind cu
atit mai bund cu cit m este mai mic. Daca {¢p, n'nez este o baza
ortonormald pe Vpm atunci

Ppf = 2 i n-on,n

n

in figura 3.9. este prezentat un sistem de aproximare a semnalu-
lui feL2(R) prin analiz3 multlrezolutle

[
Cmo'n

ft)o—al o o) I e L)
o:

82,“0(1)

Figura 3.9. Aproximarea lui f(t) prin analiza multirezolu;ie.
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Prin selectarea iesirii canalului m cu ajutorul comutatorului K
se obpine aproximarea semnalului f£(t) prin semnalul

f (t) =Ppf
De asemenea se obtin coeficientii cg p.
Iesirea canalului m din figura 3.9. (Ppf,proiectia lui f pe Vp)
reprezintd aproximarea cu rezolutia m a semnalului f(t).
Avind in vedere c3 prin intermediul comutatorului K poate fi
selectatd ie§irea oricdrui canal rezultd c3 sistemul prezentat
realizeazd o analiza multirezolupie.
Conform [Dau.'88) cunoscind coeficientii c¢jo,n ai lui Ppof pot fi
determina;i pe baza algoritmului lui Mallat coeficien;ii Ch,n ai
oric3rei proiectii Ppf cu m>mg.De aceea pentru obtinerea semnalu-
lui £ (t) din figura 3.9. nu este necesar3d utilizarea unui numir
infinit de canale fiind suficientd structura din figura 3.10.

=1 LN
| P ()
$1p (-0 X 4,0) |-
S B _62(0
m=0 T T T
i
£(t) . ’ ;
° B ol-1) X %00(t)
8(t)
-1 T 7«4/_‘,,“/_"”___*,-_*
. | R, (1)
Ppltt) X Pty ‘
8,/,(t)
—

Figura 3.10. sSchema bloc a unui sistem care permite aproximarea
semnalelor prin analiz3i multirezolu;ie , be baza algoritmului lui
Mallat.
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Folosind algoritmul lui Mallat pornind de 1la coeficientii Cmo n
pot fi obtlnutl coef1c1ent11 c' m,n Pentru orice valoare a lu m
superioard lui mp. Deci pornlnd de la f£(t) se obtin aprox1m5r11e
Ppf ale acestuia pentru m>mg , urmind ca in functle de rezolutia
necesara , avutd 1in vedere in apllcatla considerata , sa se
aleagd aproximarea necesary. Folosind sistemul din figura 3.10
este deci foarte usor s3 se implementeze o tehnic3i de aproximare
adaptiva , fiind necesar3d doar addugarea la acest sistem a unui
bloc de calcul al coeficientilor cf , pe baza coeficientilor
¢mo,n S1 a unui sistem de apreciere a calitatii aproximarii (care
sa flxeze valoarea momentani a rezolut1e1 necesare)

037. Sistemele de tipul celor prezentate 1in figurile
3.6,3.7, si 3.10 se pot utiliza la esantionarea adaptivd a sem-
nalelor asa cum se va vedea in cap1t01u1 urmator.

3.3. Concluzii

in acest capitol au fost prezentate rezultate originale din
domeniul analizei semnalelor de energie finit3d . Au fost
ev1dent1ate doud cdi de aproximare a semnalelor de energie finiti
cu aJutorul unor sisteme de esantionare , analiza multlrezolutle
'si descompunerea ortogonala. A fost de asemenea enuntatd o teore-
ma care generalizeaz3 teorema W.K.S.
Au fost sugerate c3ile de implementare a unor tehnici de aproxi-
mare adaptivd a semnalelor de energie finit3d precum 31 a unor
tehnici de esantionare adaptiva
A fost ev1dent1at rolul central al spatiilor semnalelor de bandi
limitats vob ©osi wob 1. in studiul semnalelor din L2(R).
Au fost date c1teva noi exemple de baze ortonormale ale
spatiului L2(R) formate din undlsoare
Principalele contr1but11 orlglnale bprezentate in acest capitol
sint formulate in observatllle facute in fiecare paragraf.Toate
prop021t111e enunyate , cu excepgla prop021§1ei P10 sint origi-
nale.
Prima observatie remarcabil3d este 06 , care simplifica cerinyele
deflnltlel anallzel multlrezolutle Exemplul de analizad multire-
zolutle E2 este original. Observatla 017 originalsa si ea , este
foarte important3d , ea st3 la baza analizei erorii de aliere 1in
[But.'83) sau [Isa.'92. 2] . sistemul de esantionare adaptivi
sugerat de aceasta observa;ie este cel care st3d 1la baza
construcpiei circuitului de esantionare adaptiva folosit in
inregistratorul de forme de undd , HP-5183 A care va fi descris
in capitolul urm3itor.

fn studiul descompunerii ortogonale a lui L2(R) , un loc central
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il ocup§ propoziyia P7 care este de asemenea o propoziyie origi-
nald . In exemplul 2 din paragraful 3.1.3. se d3 un prim exemplu
original de Dbaza ortonormald de undisoare a lui L2(R)
{19m,n(t)}pez, nez-
Trebuie remarcatd si demonstratia afirmatiei din [Wor. ,Opp.'92}
ca mulyimea B; este o bazd ortonormald de undigoare pe
Lz(RLPropoziyiile P12 §i P13 sint originale reprezentind
generalizari ale unor propozi;ii formulate in [Hig.'84].
Observayiile 023,024 §i 025 dau exemple de baze ortonormale pe
spatiile Vmb-l-,vmd-1~, wmb-l' si wmd-l- Unele dintre acestea au
fost utilizate in [Naf.,Isa.,Isa.'91] in scopul elabordrii unor
generalizdri ale teoremei W.K.S. §i celelalte pot servi wunui
astfel de scop.
Exemplele 3 §i 4 din paragraful 3.1.4. sint originale §i conduc
la noi baze ortonormale de undisoare pe L2(R). Conditia (3.11) de
construcgie a bazelor de undisoare pe L2(R) este originali. Si
relatia (3.19) este originald .De asemenea exemplul E6 din para-
graful 3.1.4. este original.
Observatia 0.28 este foarte importantd deoarece deschide calea
construc;iei unui mare numdr de noi baze de translatate pe
L2(R).
Teorema T1 , principalul rezultat al acestui capitol este origi-
nala. Enun;ul acestei teoreme este general , existind un numar
mare de particulariz3ri remarcabile.
Sistemele din figurile 3.6 si 3.7 constituie noi forme de sisteme
de identitate destinate prelucrarii semnalelor in timp continuu
prin e§antionare. Ideea codarii subbandd este foarte moderna
fiind frecvent folositd in prezent in vederea artificiala
Observatia 035 aratd modul de utilizare a sistemelor descrise 1in
figurile amintite mai sus , la calculul e§antioanelor unor repre-
zentiri tridimensionale (de tipul celor prezentate in capitolul
2) ale semnalelor nestationare . In viitor rezultatele acestui
capitol pot fi extinse prin:
: -constructia altor baze ortonormale de undisocare pe spatiile
vﬁ.l. , vﬂ-l-, wﬁ-l- si wﬂ.l._

-constructia altor baze ortonormale de undisoare pe L2(R) ,

-utilizarea observa;iei 028 in scopul construcyiei altor
baze de translatate pe L2(R) ,

-studiul e§antionarii reprezentdrilor timp frecvenpa .

-estimarea erorilor de aproximare a semnalelor de energie
finitd prin analizi multirezolupie respectiv prin descompunere
ortogonald folosind un numdr finit de proiectii gi un numar
finit de coeficiengi Sm,n-

’
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4.Tehnici de esantionare adaptiva utilizate in constructia unor
aparate de m3surare numerice

4.1. Introducere

Unul dintre blocurile care nu poate lipsi din structura unui
aparat de ma3surare numeric este sistemul de esantionare. Dac3
acest sistem este realizat 1in varianta adaptiva atunci
performantele aparatului de mdsurare sint superloare in majorita-
tea apllcaylllor de e§antlonare adaptivd se aleg in asa fel para-
metrii procesului de esantionare ( frecventa de esantionare
momentele de esantionare ) incit s3 fie minimizatd o anumita
erocare ,specificd acestui proces ( ercarea de jitter , eroarea de
trunchiere sau cea de aliere). Valorile parametrilor procesului
de esantionare sint modificate pe parcursul realiz3drii sale in
mod adaptlv in asa fel incit valorile momentane ale erorii s3 fie
minimizate. In acest capitol se vor prezenta principalele erori
de egantionare precum §i procedeele de e§antionare adaptiva care
conduc la minimizarea lor. Sint de asemenea date exemple de apa-
rate de m3surare numerice care utilizeazd tehnicile de e§antio-
nare descrise.

Operatiile de -esantionare a semnalelor si de reconstructie din
e§antioane sint descrise matematic de teorema W.K.S.. Rezultatele
acestei teoreme idealizeazd semnalele si sistemele folosite.
Datorita acestor restricgii , rezultatele practice aproximeaza
doar modelul matematic. Principalele idealiz3ri f83cute de teorema
W.K.S. sint: :

- semnalul prelucrat trebuie s3efie de bandd limitat3i

-este vorba despre o esantionare ideals;

-pentru realizarea reconstructiei este necesarad utilizarea
unui filtru trece jos ideal si un numar infinit de esantioane.

‘Datorita acestor idealizari in’ practica apar urmatoarele
de erori:

-eroarea de aliere ;

-eroarea de trunchiere;

-eroarea de jitter,
conform : [Jer.'77],[0pp.,Wil.'86],[che.,All.'87] , [But.'83]
[Tip.'87] , {Pap.'66] » [Hig.'85) , [Tem.,Bar. '73]
Eroarea de aliere apare la esantionarea semnalelor de bandx
nelimitata. In lucrarea de fata se di o deosebitl 1mportata aces-
tui tip de erocare . Eroarea de trunchiere apare atunc1 cind
pentru reconstructle se foloseste un numar finit de esantioane.

’

tipuri
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Eroarea de jitter se manifestd ca urmare a varia;iilor pasului de
esantionare. '

Aceste erori pot fi studiate separat sau global. %n continuare
ele se vor studia separat.

4.2. Esantionarea adaptivd a semnalelor, cu minimizarea
erorii de "jitter’

tn acest paragraf se analizeaz3i eroarea de'jittef, se dau
exemple referitoare 1la sursele acestei erori si se prezinta
metode de compensare.
Modelul sistemului de esantionare idealsd §i reconstructie
care yine seama de eroarea de jitter este prezentat 1in figura
4.1,

x(1) yt.

Ye

-1 wT

&7 (t+T(t)

Figura 4.1. Modelul esantiondrii
ideale si reconstructiei care tine seama de erocarea de
"jitter?
n cazul cel mai general variatia pasului de
esantionare T(t) este descrisi ge o variabil3d aleatoare
[Jer.'77] , [sou.'90] , [Jen.'88].In aceast:a situatie si

esantioanele ob;inute sint variabile aleatoare .Pe baza
acestor rezultate a fost conceput osciloscopul cu esantionare
aleatoare .Cazul cel mai general este cel in care si semnalul de
e§antionat este considerat aleator [De S.'91)].Revenind la mode-
lul din figura 4.1 pentru a scadea eroarea cu care semnalul y{t)
aproximeazd semnalul x(t) este necesard minimizarea funcyiei

t(t) la momente de timp multipli de T.Poate fi conceputd o
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metodda de esantionare a lui x(t) in care pe baza aprecierii
erorii de aproximare a lui x(t) prin y(t) sa se minimizeze

T(t).0 astfel de metodid este una adaptivd cu minimizarea .
'
erorii de jitter’

4.2.1.Generarea erorii de “jitter”’in cazul sistemelor
de esantionare multicanal

Ipoteza teoremei W.K.S. de limitare in bandi a spec-
trelor semnalelor de esantionat face necesari utilizarea unei
frecvenpe de e§antionére cel putin egale cu frecven;a Ny~
quist.in cazul esantiondrii semnalelor de bandd 1largd e
necesarsa Eealizarea unor circuite de esantionare de inaltx
frecventa.In sistemele de achizitii de date aceste circuite
sint urmate de convertoare analog numerice rapide.De aceea
prelucrarea numeric3d a semnalelor de bandi foarte largd este
stinjenitd de 1limitirile tehnologice in constructia circuite-
lor de e$antionare precum si a convertoarelor analog numerice
rapide.0 posibilitate de scadere a frecvenyei de esantionare
sub frecventa Nyquist (operayie numitd subesantionare) este
oferitd de teorema lui Papoulis [Bro.,Cab.'91 17},

‘I{Bro.,Cab.'91 2],IBro.,Kar.' 89].Aceastd teoremi utilizeaz3d
sisteme de esantionare multicanal.Ea poate fi formulat3d 3in
legdturd cu schema bloc din figura 4.2.

Hy(w) | X Hy, (w)
Sur(t)
x(t) x(t)
O Hy(w) H, (w) 0
. . . 8MT(t) . :
Hy (w) Hpge () .
St
Figura 4.2, Modelul esantiondrii ideale §i

reconstructiei perfecte a semnalului x(t) de banda limitats
n/T folosind o frecven;a de esantionare de 2n/MT.
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Un enung posibil pentru aceast3 teorem3 este

Reconstruc;ia perfectd a semnalului x(t) de bandi limitata
n/T poate fi realizata in urma esantiondrii ideale cu o frec-
ventd de M ori mai mici decit frecven;a Nyquist folosind
sistemul multicanal din figura 4.2, dac3 matricea

Hy (@) Hp (@) Hy (&)
Hq (W+c) Hjp (0+c) Hy (w+c)
Hp(W+(M-1)c) Hp(w+(M-1)c) Hy(@+(M-1)c)|

unde c=2n/MT, este nesingular3 pentru majoritatea valorilor
lui @ din intervalul (-n/T,n/T)

Raspunsurile in frecven;a ale sistemelor de recon-
sfrucpie se determini din ecuatia

Hyp(w) Hip(w+c) Hiplw+(M-1)c)

. HZr((‘J) H2r(\-)+C) HZr(LJ+(M'1)C)
© H (@) /™)

Hyp (©) Hyp (w+c) Hyr (+(M-1)c)]|

Aplicarea acestei -teoreme se face cu dificultate datorita
faptului c¢3 raspunsurile la impuls hkx{t) si hyy(t), k=1,M nu
sint unic determinate.

0 modalitate de realizare a unui sistem de esantionare de
tipul celui din figura 4.2 este prezentati in figura 4.3.

; Pe baza acestei figuri se constats faptul ca imper-
fec;iunile liniilor de 1intirziere previazute pot conduce la
aparitia “jitterului’ Acesta afecteazs reconstructia , la iesirea
sistemului nemaiobyinindu-se semnalul x(t) ci doar o aproximare
a’  acestuia.Utilizind proprietagile convolugiei sistemul din
figura 4.3 poate fi redesenat ca §i in figura 4.4.

Pe baza figurii 4.4 se constata ca la ie§irea
sumatorului. se obtine un semnal identic cu semnalul x(t)
esantionat ideal cu pasul T.

Deci structura blocului incadrat cu linie punctatad in figura
4.4 .este atr3dgidtoare pentru etajele de intrare ale aparatelor
de m3surare numerice de bandj largs.
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Etajul de intrare din structura unuis inregistrator de
forme de undd de bandi largi care se concepe in prezent la
firma Tektronix este prezentat in figura 4.5, [Jen.'90].

Avind in vedere faptul c3 sisteme identice (circuite de
esantionare,linii de intirziere , convertoare analog numerice )
de pe c3i diferite din figura 4.5 introduc intirzieri diferite
rezultd c3 semnalul x[n] poate fi privit ca fiind obtinut prin
esantionarea neuniformi a semnalului x(t) cu un pas T+x(t)
Momentele de esantionare pot fi privite ca fiing ob;inute
prin deplasarea momentelor specifice esantiondrii uniforme (de

forma kT , k€Z) cu intervale de eroare T(KT) ( numite erori de
decalaj temporal)

Prin misurarea acestor durate (tT(kT)), esantionarea poate
fi corectata , @adic3 transformatad dintr-o esantionare

neuniformd intr-una uniformia.

&, 7(t)
" XO&) sofn] nsereasd S_.__° )
X CAN, M-l zerouri
s1[n-1
Xq {t) S1 [n-‘ Insereaza $1 [n] 1
C-A'N~1 M 4 zerouri
s [n]
P - : P
S Sm [n-m] ]
(t) Xm(t) Sm(n] Insereaza | Sm |
o= @ C. A-N-m - M 2erotir m‘ _
: SL mT : :
] su-i[n-M+]
xM—”l(t) M- [nJ Insereazd 3& —
[ C'A'N'M—'I M-1 zerouni M-1
M-DT

Figura 4.5. Schema echivalenta a sistemului
incadrat «cu linie punctatd din figura 4.4.
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Tn continuare se prezint3 o modalitate de m3surare a erorilor
de decalaj temporal bazati pe analiza spectrald a semalului
esantionat neuniform. )

Analizind variapia pasului de esantionare in cazul sistemului
echivalent celui din figura 4.5 se constats faptul ca semna-
Iul T(kT) k€z estee periodic cu perioada M.

4.2.2.Analiza spectrala a semnalelor esantionate neuni-
form cu variapie periodic3d a pasului de e§antionare

In continuare se prezinti formula spectrului semnalului s[n]
5(2) 1in ipoteza c3 momentele la care se realizeazs esantio-
narea pe canalul m ,tp sint de forma:

tm=mT+Typ+kMT=t ' +kMT, kegz
Conform acestei ipoteze canalul m al schemei din figura 4.5
poate fi remodelat ca si in figura 4.6.

X(t+tm )
m X (t) s, (] Inserare S [0] Sm [N]
C.A. N, - M-1 — m —a—O
zerouri

Brit)

Figura 4.6. Schema bloc a canalului m din figura 4.5.

Se constatd faptul cia
Xp(t) = x(t+tp') « Syplt)
si ca:
Xp (W) ={1/2n) F{x(t+tp' ) }*F{bpp(t) )=
o0
=(1/MT) £ eltm'(Q-K2/MT) x(0 -kan/m7 )
k=-0
Daca se considerd c3d se utilizeazi convertoare
analog numerice ideale , in sensul ci eroarea de cuantizare a
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acestora este nulsa

, Ppe baza leg3turii dintre spectrul semna-
lului numeric §i

spectrul semnalului continual din a carui
esantionare provine semnalul numeric se ob;ine

Sp(R) =Xp(w) |

W =Q/MT
Avind in vedere faptul c3a pPrin inserarea de M-1 zerouri
se obgine secventa
spln/M] ;ni M
splnj =
0, in rest
rezultd expresia spectrului
Sm(Q)= Sp(MR)
Legdtura dintre semnalul s{n] si semnalele sp[n] , m=0,M-1 din
figura 4.5 este:
M-1
slnl= £ spln-m]
m=0 ——
De acea: M-1
5(Q) = 2 e7IOM ¥ (w) | =
m=0 @ =Q/T
M-1 ©
=5e”JOM(1/MT)geItm' (Q/T-K2N/MT) y(qo/1-Kk2n/MT)
m=0 k=~
adic3 :
© M-1
§(Q) = (1/T)2(1/M) (zeItm' (Q/T-k2R/MT) g-jOM)x (0 /7-2kn/MT)
k== m=0 (4.1)

Conform celor afirmate in paragrafele anterioare semnalul sfn]

poate fi privit ca fiind ob;inut prin esantionarea uniform3a
afectatd de jitter a semnalului x(t), folosind pentru coman-
da esantionarii distributia Sp(t+t(t)) unde <t(t) este o

funcyie periodica de perioads MT.
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Notind cu S(w) spectrul semnalului obtinut prin esantionarea
uniformd c¢u pasul 1/T a semnalului x(t) , formula pentru acest
spectru se obtine din S$(Q) prin inlocuirea lui @ cu T [Pop,
Naf.,s.a.' 86].Deci:
© M-1
5(@)=(1/T) = (1/M) £ elitm'(® ~2kn/MT) o-JOTM) x(w-2kn/MT)
k== m=0
(4.1)
?inind seama de modul in care se realizeaz3i fizic esantionarea
se poate afirma c¢3 relatia (4.1) exprimd3 spectrul semnalu-
lui x(t) esantionat neuniform.
Daca se considerd c3d decalajele temporale care afecteazi fiecare
canal sint fractiuni ale pasului de esantionare T , adicd ty=ryT,
atunci momentele tp' se pot exprima cu rela;ia

ty' =mT-TryT

Se observ3d c3d momentele de esantionare tp se succed periodic

cu perioada MT si sint translatate fa;a de pozitiile exacte
specifice unei esantiondri uniforme (de forma mT) cu valoarea
ryT.

Rezultd expresia spectrului semnalului obpinut prin esantionarea
neuniformd a lui x(t)

© M-1
S(w)=(1/T) £(1/M)ze”IImT(@-k2n/MT) o-Imk2n/Mg (> -k271/MT)
k== m=0 (4.2)

Aceasta rela;ie exprimd spectrul semnalului x(t) esantionat
neuniform cu un pas de egantionare cu varia;ie pe-
riodicad in timp. Formula evidenyiaza dependenta spectrului S(w)
de valorile decalajelor temporale rpT, m=0,M-1.

De aici se naste ideea determindrii valorilor decalajelor
temporale pe baza calculului spectrului S(®) in cazul unor
semnale x{(t) particulare.

4.2.3.0 metoda de m3asurare a decalajelor temporale la
sistemele de esantionare multicanal

In figura 4.5 este prezentat un sistem de esantionare cu M
canale al c¢3rui avantaj in raport cu sistemele tradipionale

este faptul ca poate utiliza frecvenge de esantionare de M

ori mai mici §i convertoare analog numerice de M ori mai
lente(cu un timp de conversie de M ori mai mare). Datorita
unor neimperechieri tehnologice inerente , momentele de
esantionare de pe fiecare canal sint afectate de decalaje
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temporale. Formula (4.2) exprimd spectrul semnalului in timp
continuu echivalent semnalului s[n] in funcyie de decalajele
temporale rpT , m=0,M-1 .

in continuare se Presupune cd expresia semnalului de in-
trare este:

x(t) = el Wt
Avind in vedere ca expresia spectrului acestui semnal este:

X(w) = 2n-6(w=-uwy)
pe baza rela;iei (4.2) se ob;ine pentru S(w) expresia:

Ld M-1
S{w) =(2n/MT) £ £ e~ ItmT(w-K2N/MT)g-jkm2n/M 8(w-wy~k2n/MT) ]

k=~ m=0

Cu notayiile

£5=1/T

gi:
M-1

Alk]=(1/M) z(e~Jrgnfo/fs)e-jkm2n/M (4.3)
m=0

expresia spectrului semnalului esantionat neuniform devine:

S(w) = (2n/T) £ A[K] &(w-wpy-k2n/MT) (4.4)

k=-w

Se poate constata prin verificare faptul c3a secventa Afk]
este periodicd de periocadid M si c38 S{(®w) este periodic de
perioads wg=2n/T

Dé acea e clar ca in fiecare periocad3d a lui S(w) exista M
componente spectrale.

Distanta dintre doud astfel de componente succesive este Wy /M.
Pe baza relatiei (4.3) se constatd faptul ca pentru k=0,M-1
secventa A[k] reprezintd transformata Fourier discret3d a
secventei:

aln] =(1/M) e~Jtm2nfo/fs p=g, M-1 (4.5)
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Considerind c3 expresia semnalului de intrare este

X(t) = sin{wgt)
poate fi calculatd expresia spectrului S{w) , in acest caz por-
nind de 1la relatiile (4.3) si {(4.4),pe baza relatiei lui Euler si
a principiului superpoz1t1e1
Componenta spectrului’S(w) derivata din semnalul (e~J“0t) 25, are
expresia din relatla {(4.4) in care se 1nlocu1e§te Wo cu =wy si se
face 1mpar;1rea 1a -23.

Deci:
© M-1
$(W)=(1/23 N[ (2n/T)E(1/M) 56 W=t~k (2n/MT) ) e~IIm2nfo/fs o-jkm(2m/M) _
k=-0 m=0
L M~1
-(2n/T) B (1/M) £ &(w+wp-k(2n/MT)) eltm(2nfo/fs).o-Jkm(2n/M)
k== m=0 (4.6)

?inind seama de identitatea

e~Jkm(2n/M) - gi[M-kIm(2n/M)
expresia (4.5) se mai scrie:

©

S(w)'(1423»[(2n/T)E(A[k]5(Q-Lb -k(2m/(MT))-A" M- k16 (w+wg~k(2n/MT)))
kK==

Deci si pentru semnale de intrare sinusoidale se obtlne un spec-
tru de intrare periodic de perioad3 &g, 1in fiecare perioa-
48 g3sindu-se M perechi de componente spectrale de module
]A[k]]/z si |A[M- k1|/2 situate simetric fat3d de punctele kewg/M la
distante egale cuwy , k = 0,M-1,

Avind in vedere ca A[k] este transformata Fourier discret3 a
secventei an] si c3& A¥[M- -k] este transformata Fourier discreti a
secvente1 a[-n] rezultd cad transformata Fourier discret: a sec-
ventei  sinlrp(2n(fo/fg))], m=0,M-1 este (A(k]-A*[M-k])/A27) ,
k=0,M-1.

Dar primele M esantioane ale secventei s(n] pentru x(t) definit
mai sus sint:

sinfwgl(tp'-mT)} = -sin(rp(2nfo/fg)]

Avind in vedere c3 secventa s[n] este periodic3 de pericadid M,
rezultd c83 transformata Fourler discretd a restrlctlel sale 1la
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perioada principald este (-A[k]+A*[M-k])/27) , k=0,M-1,

Ficind transformata Fourier discrets a secventei s(n], pentru
n=0,M-1 se determini 16M esantioane ale transform&rii Fourier
discrete : (A*[M-k])-A[k])/A29 , k=0, 16M-1.

Pe baza acestora se determini M valori ale lui A{k] , k=0,M-1,

Cu  ajutorul transformarii Fourier discrete inverse se determi-
na secventa aln] , n=0,M-1. Pe baza acestor esantioane se calcu-
leaza valorile (2nfg/fg) "y , m=0,M-1. Prin Impartire la 2nfy se
obtin valorile rpT , m=0,M-1 ale decalajelor temporale introduse
de cele M canale.

4.2.4. Metoda de esantionare adaptivd cu minimizarea erorii
de jitter in cazul sistemelor de m3surare multicanal

Pe baza metodei descrise mai sus pot fi deci determinate
decalajele temporale introduse pe cele M canale din figura 4.5.
Metoda presupune utilizarea semnalului de intrare descris de
rela;ia (4.5) si efectuarea unei transform3ri Fourier discrete
urmatd de o transformare Fourier discretd invers3a
In urma corectiei , semnalul de intrare se inlocuie§te cu semna-
lul care trebuie masurat numeric. In urma achizigiei esantioane-
ler care trebuie prelucrate in prima etap3 a mdsurdrii, in timpul
Prelucr8rii numerice a acestora §i al af1§arii rezultatului , 1la
intrarea aparatului poate fi din nou adus semnalul de calibrare
s1nusoidal 51 reajustate liniile de intirziere comandate numeric,
dacd este necesar.

Procesul descris mai sus constituie o metoda de esantionare
adaptivd cu minimizarea erorii de jitter.

4.2.5. Etajul de intrare intr-un analizor de forme de unda
ultrarapid

Dupd cum s-a specificat in paragraful 4.2.1. pentru realiza-
rea unui analizor de forme de undia ultrarapid e necesar3d utiliza-
Tea egantiondrii multicanal.
Datorita intirzierilor diferite introduse de elementele fiecarui
canal (linii de intirziere, circuite de esantionare, convertoare
analog numerice) apar decalaje temporale intre momentele de
esantionare ideale 51 cele la care are loc in realitate esantio-
narea. Pentru compensarea acestora poate fi realizat3 o calibrare
8 etajului de intrare al analizorului care presupune m3surarea
decalajelor temporale si sc8derea lor cu ajutorul unor linii de
intirziere comandate numeric.Metoda de masurare a decalajelor
temporale poate fi cea din paragraful 4.2.3. Structura etajului
de intrare din cadrul unui analizor de forme de unda ultrarapid
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este schiyata in figura 4.7.

Sur ()
? Xof!) So [n] Insereaza So [nJ s[n]
X CAN, ™1 M1 zerouri ‘/B 1 e
0 o s1[0] TFDD
X S1Ln Insereazd
.’- CAN4 M-1 zeroun 1
¥ : A k]
@) sm(n]
X((}t) Xmt CAN Sm [n] Insereazd
om M- zerouri m TEDI
ST :
Xy ®) Sy-1M] Sy.1[N] r
- Insereazd
X ANy M-1zerouri M-1
M-1)T
. I —
= J

Figura 4.7. Schema bloc a etajului de intrare al unui anali-
zor de forme de unda ultrarapid.

Functionarea se realizeazd in doud etape:
-etapa de calibrare : semnalul x(t) este descris de relat;ia

(4.5). Cele M 1linii de intirziere sint necomandate , ele
introducind intirzieri egale cu multipli intregi de T cupringi
intre 0 si M-1.Pe baza metodei descrise in 4.2.3. se masoara
decalajele temporale rpT , m=0,M-1. Se comanda liniile de

intirziere numerice si se Inlocuieste semnalul de calibrare cu
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cel de analizat.

~etapa de m3surare : se efectueazi masurarea propriuzisi
efectul erorii de jitter fiind eliminat.
Am3nuntele de natura practica ( eficien;a compensarii,
constructie)} sint discutate in [Jen.'90].

7

4.3.E§antionarea adaptiva a semnalelor cu minimizarea erorii
de aliere )

Dupd cum s-a ar3tat in introducerea acestui capitol una
dintre erorile sistematice care apare la reconstruc;ia semnalelor
e§antionate ideal este erocarea de aliere
Acest tip de ercare este cel mai important in numeroase procedee
de prelucrare numericd a semnalelor analogice.

Orice semnal analogic practic este de durati limitatd.par orice
semnal de duratd limitat3 este de banda nelimitaty.

Rezultd c3 nici un semnal practic nu respectd ipoteza de limitare
in bandd a teoremei W.K.S. .

Modelul fizic pentru teorema W.K.S. care face posibild determina-
rea erorii de aliere este prezentat in figura 4.8.

1/w
f(t) sw,f )
| e —)

S (t)

Figura 4.8. Modelul fizic al esantiondrii ideale si recon-
structiei semnalelor de bandad limitata.
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Semnalul Sw,f(t) este o aproximare a semnalului f(t) a carei
calitate depinde de forma semnalului f(t) si de valoarea
frecvenpei de esantionare w.

Eroarea de aliere notata es(t) se calculeaz3 cu relatia:

ealt)= £(t)-sy £(t)

Se constat3 ca si eroarea de aliere este un semnal iIn timp conti-
nuu care depinde de forma semnalului f(t) si de parametrul w.De
aceea este mai comod3 aprecierea acestel erori prin intermediul
marginilor sale superioare.Determinarii expresiilor acestor
margini ii sint dedicate numerocase articole. Principalele rezul-
tate cunoscute precum §i ordinea valorici a acestora sint prezen-
tate iIn [Isa.'92 3].

4.3.1. Margini superioare ale erorii de aliere . cCazul
semnalelor aperiodice

Tn [But.'83] este demonstrat ca pentru semnale cu transfor-
mata Fourier in Ll aproximarea lui £(t) cu sy, f(t) este cu atit
mai bund cu cit w este mai mare.Deci are loc relayia:

£(t)= lim sy g(t) (4.7)

W——s ©

Aceea§i rela;ie este demonstrat3d in cazul semnalelor de energie
finitd in capitolul anterior.
Aceasti relapie arat3d c3 cea mai buni cale de scddere a erorii de
aliere este cresterea frecvenpei de esantionare
Notind cu h(t) raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie
din figura 4.8 se constata cj

b oo
Sy, f(t) =[f(t)~61/w(t) 1*h(t)= = f(k/w)sinc[n(wt-k) ]

k=~

Folosind relatiile de mai sus Si proprietdtile transformarii
Fourier se obgine pentru eroarea de aliere expresia:

o L (2k+1)nw
ealt)=(1/2n)s (1-e-3k2nwt)J F(o) el¥tdw (4.8)
k=-® (2k-1)nw

unde cu F(w) s-a notat transformata Fourier a lui f(t)
Folosind exprimarea polara a functiei F(w) si presupunind c3
semnalul f(t) este real in [Isa.'92 3] este data urmitoarea for-
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ma echivalenta pentru modulul erorii de aliere
(2k+1)nw

lealt)|= (2/n)] = sin(knwt)[ [F(w) [sin( ¢p(®) + ot-knwt) do|
k=1

(4.9)
(2k-1)nw
De aici rezult3 o prim3 margine superioar3d a erorii de aliere
(2k+1)nw
-
|ealt)| < (2/n) lein(knwt)[ J|F(Q)| |sin(¢p(w) +ot-knwt) |dw=
k=
(2k=1)nw

=mI(t) (4.10)

In [Isa.’92 3] se demonstreaz3d c3 aceasta margine este inferioari
tuturor celorlalte margini superioare ale erorii de aliere cunos-

cute deja gi prezentate in tabelul 1. Demonstra;ia este unitar3
folosindu-se criterii de majorare succesive.
Tipul marginii |sSimbol Expresie Observayii
(-]
Stickler mg(t)| (2/m) |sin(e(w)t/2) -
nw - |F(w)|dw
(2k+1)nw
[
Tiponut mp(t) | (2/m)E(|sin[(k-1)nwt])-. | Bx= ||F(w)]|dw
k=1
(2k=-1)nw

~cos(nwt)!Bk+
+|sin(nwt) -By-
rcosf(k-1)nwt ]|

«

Weiss

My (1/2mn) |F(w) |dw
nw
Brown mg  [(1/4n) | |F(0)|dw
|w|>nw
Tabelul 1
Functia ©(w) este definit3 prin
o , |o| < nw
e(w) =

2wl (|©]-nw)/2nw]sgno, | > nw
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Conform [Isa.'92 3] este adevArat3 succesiunea de inegalita;i:
Iea(t)| < mI(t) < ms(t) < mT(t) < my = mp

Pentru semnale f(t) cu transformata Fourier in L1 toate aceste
margini sint convergente.

Avind in vedere relatla (4.7) rezulta ca 51 cale de reducere a
erorii de aliere cresterea frecventel de esantlonare w

Dar valoarea acestui parametru este 11m1tata tehnologic

Pe baza relat1e1 (4.8) se constatd cd modulul erorii de aliere
scade dac3i scad valorile modulului spectrului semnalului f£(t) 1in
afara benzii de frecventa [-nw, nw].

Un astfel de rezultat poate fi obtlnut dac3d semnalul, Ainainte de a
fi esantionat, suferd o prelucrare de tipul dilatare in timp.

O astfel de prelucrare poate fi realizatd prin inregistrarea
semnalului £(t) intr-o memorie analogicd (de exemplu pe o
bandd magneticd) urmatd de redarea sa folosind o alts turatle
decit 1la inregistrare.Scalarea in timp se obtlne dacd viteza de
rotire a benzii magnetice la redare este diferlta de viteza de
rotire a benzii magnetice la inregistrare

O metodd de acest tip este folositid la analizoarele de spectru
numerice destinate semnalelor aperiodice [Ran.'88].

in  cazul acestei metode are loc o schimbare de variabila in
domeniul frecvenga, spectrul F(w) transformindu-se in spectrul
1/]a|"F(® /a). 0 altad metod3 de evitare a erorii de aliere este
esantionarea in spectru.

4.3.2.Cazul semnalelor periodice

Se considerad semnalul periodic f(t) cu dezvoltarea in serie
Fourier

0 .

£(t)=2 cy-edl(2n/T)t

l=-

Expresia transformarii sale Fourier este:
(-]
F(w) =21 c316(w -12n/T)

l=-o

Relatia QDermite analiza erorii de allere pPe baza relayiilor
stabillte pentru semnale aperiodice . In continuare se presupune
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c3 este respectatd ipoteza de e§antionare coerentd:
T=N/w, N=2p+1, pe N (4.11)

Avind in vedere cia

(2k+1)nw 1,(N/2)(2k=-1)+1/2 < 1 ¢ (N/2)(2k+1)-1/2
[ S(w-1-2n/T)dw ={
(2k=-1)nw 0, in rest

si folosind notatiile:
(N/2) (2k-1)+1/2=Ly

7 ]

(N/2)(2k+1)~1/2=Ly’

rezultd c3 este valabil3d urmitoarea rela;ie:

(2k+1)nw L' )
F(w) eJ*tdw = ( 2n) z cpreil(2n/T)t
“J(2k-1)nw - 1=Ly

Expresia erorii de aliere in cazul semnalelor periodice devine pe
baza relatiei (4.8)

© L'
eap(t)= = (1-e~Jk2nWt) 5 ejl(2n/T)t (4.12)
k=~ lsz

Fdlosind exprimarea polar3 a coeficien;ilor Fourier, expresia
erorii de aliere pentru cazul esantiondrii coerente a semnalelor
periodice reale devine:

'

0 Lk’
eapl{t)=-4-3 sin(knwt) = |c1|sin(1'2n/T+¢C;knwt) (4.13)
k=1 1=Ly
in [Isa.'92 3] sint determinate expresii pentru marginile

superiocare ale erorii de aliere in cazul esantiondrii coerente a
semnalelor periodice de tipul celor prezentate 1in tabelul
l.Aceste rezultate sint rezumate in tabelul 2.
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Tipul marginii Expresia marginii Observatii
%o Lk' L'

mip(t) 42|sin(knwt)|z|c1||sin(1-2n/T+ Bpk=zTc1|
k=l l=Lg l1=Ly

+ ¢c -knwt) |
1

00 Lk'
mgp(t) 4L |sin(knwt) |Z |e1]
k=1 1=Ly
©
np(t) 2[|cos(nwt) |£|1-e-2] (k-1)nwt
k=2

"Bpkt|sin(nwt) |-
[

-3 l 1+e-2j (k-l)nWtIBpk]

k=1
I
Myp 4-3 |cp|
1=14
Mpp 2:% ||
|1]2Lg

N Tabelul 2
In [Isa.'92 3] este demonstrata relapia

|eap(t)| < mIp(t) < mSP(t) < mTp(t) < Myp = Mpp

Seriile pe care le reprezintd aceste margini sint convergente
daci secventa formata de coeficienyii seriei Fourier ai lui f(t)
este de clasa 1l.comparind tabelele 1 § 2 se constata~ faptul ca
formulele din cazul semnalelor periodice sint mai simple.

Unele dintre metodele de scidere a erorii de aliere amintite 1in
finalul paragrafului anterior sint valabile si in cazul semnale-
lor periodice .Caracterul discret al spectrelor semnalelor peri-
odice creaz3d posibilitatea imagindrii unor metode de eliminare a
€rorii de aliere specifice pentru acest tip de semnale.Aceste
Metode nu pot fi folosite in cazul semnalelor aperiodice.Cel mai
Cunoscut exemplu este principiul osciloscopului cu esantionare
[Opp.,wil. '85],[Nic.'85]. Esantionarea este 1in acest caz

84

BUPT



necoerentd , nefiind satisfacuti o relagie de tipul relayiei
(4.11).Un filtru de reconstrucgie util in cazul esantionarii
necoerente este filtrul transversal [Pop.,Sto.'80].Un astfel de
sistem este descris in [Naf.,Isa.'91].

4.3.3.Eroarea medie patratic3 de aliere

Problema reconstrucyiei semnalelor de banda nelimitat3s
esantionate ideal poate fi privita ca §i O problem3 de aproxi-
mare a semnalului de bandid nelimitat3 considerat printr-un semnal
de bandd 1limitatd (deocarece in figura 4.8 filtrul de recon-
strucpie este un sistem de banda limitat3).

In continuare se presupune cd semnalul f(t) este de energie
finitd (f(t)€EL2) si c3 pentru esantionare se folose§te frecvenpa

w. Semnalul Sw,f(t) este de band3d limitatd deci apartine
multimii

Bw? ={sw,£(t)€L2|T {sy, ¢(t)}=0 ptr. |w|>mw}

Dar By? are o structuri de spa;iu Hilbert inchis , subspapiu al

lui L2 [Hig.'84].Se poate agadar vorbi despre aproximarea semna-’
lului f(t)€ L2 cu semnalul Sy, £(t) € By2.

Deoarece spatiile By2 si L2 respect3 conditiile teoremei
proiectiei (Riesz) [Sta.,St3.'so], pe baza acesteia poate fi

determinat3 cea mai bunji aproximare de medie pAtratic3 a lui f(t)

Cu elemente din By?2, s"w,£(t).

Expresia lui s"y g(t)este obtinutd in [Isa.'89] pe baza dezvol-
tarii in serie Fourier a acestui semnal in baza e a spatiului
Bw?, definitd prin
e={¢p(t) :R—= C|bp(t) & By?,ne 2}
Aaeasta expresie este:
-]
S"w,f(t) = E bpop(t)
= =00
unde

by = <f(t),bpl(t)>

Valoarea minim3 a erorii medii patratice de aproximare este:
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emin = [[E(E) ="y £(t)][2 = |[£(t)[]2-] sy, £(t) |2

Deci valoarea minim3d a erorii medii patratice de aliere este
egala cu dlferenta energiilor semnalelor de aproximat 51 aproxi-
mant

Semnalul aproximant reprezint3 bProiectia pe By? a semnalului de
aproximat .Expresia pr01ect1e1 nu este unicd , ea depinzind de
alegerea elementelor bazei e. Una dintre cele mai cunoscute baze
ale spatiului By2? este cea format3d cu elementele:

op(t) = sinc [nw(t-m)] , mez

Seria Fourier in care se dezvolt3d semnalul s"w,£(t) folosind
aceastda bazd se numeste seria Shanon .Expresia celei mai bune
aproximdri de bandd limitatd din punct de vedere al erorii medii
patratice a semnalului f£(t) devine in acest caz

oo

S"w,f(t) = T £(m/w)-sinc[nw(t-m) ]

m=-cw

Avind in vedere leg3atura dintre spectrele semnalelor f(t) si
5w, £(t):

87w, £(®) = Flw) , |eo] € nw

se constatd3 ci semnalul s~ w,f(t) poate fi obtinut din semnalul
f(t) prin filtrare trece jos ideald folosind 51stemul cu raspun-
sul in frecvenga

~
1, |w|5nw
Ha(“’) =
0, in rest

Deci proiectia semnalului f(t) pe spatiul By? poate fi realizata
prin filtrare cu sistemul cu raspunsul in frecventa din relayia
precedents.

Aceastd concluzie este prezentati si in [Pap.'66] si [Pap.'83].
Deci sistemul de esantionare 1deala si reconstructle optimal din
runct de vedere al erorii medii patratlce de allere este cel cu
schema bloc din figura 4.9.
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Swelt)
)

-Tw Tw -Tw Tw

B4xdt)

Figura 4.9.Modelul esantiondrii ideale gi reconstructiei cu

minimizarea erorii medii pa3tratice de aliere.

~'Avind in vedere c3 sistemul responsabil pentru minimizarea erorii
;medii pdtratice de aliere in figura 4.9 este filtrul de 1la
" trare , acesta se numeste filtru antialiasing.In practici
utilizeaz3d filtre antialiasing realizabile, care aproximeaz3
doar func;ionarea filtrului trece jos ideal (care este un sistem
' necauzal si deci nu se poate construi).In [Isa.'88] este
’tat un filtru antialiasing adaptiv

in-
se

prezen-

’Trébuie remarcat faptul c3 minimizarea erorii medii patratice de
.apfoximare nu conduce §i la minimizarea erorii absolute de
aliere, cel mai bun exemplu in acest sens fiind fenomenul Gibbs
[Pop.,Naf.'861]. :

Unul dintre articolele care trateazi cel mai eficient problema

aproximdrii semnalelor de band3 nelimitat3 prin semnale de band3i
Plimitata este [Tem.,Bar.,Mar.'73].

!
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4.3.4.Fazmetru numeric cu esantionare adaptiva

Pentru m3surarea numerics a defazajului dintre semnalele
x1(t) §i x2(t) periodice de perioada T, este necesari esantiona-
rea acestor semnale. ‘

Admitind c3 dezvolt3rile in serie Fourier ale acestor semnale
sint:

[
x1{t) = T cky (t).ejkznt/T
K== 1
si:
0
x2(t) = = ckx2(t)-ejk2nt/T
k==w

defazajul semnalelor x;(t) si xp(t) este dat de formula:

¢ = arg{clxi(t)} - arg(clxz(t)} (4.14)

Esantionind uniform semnalele xq(t) si x(t) cu un pas de
esantionare AT = T/N se vor obtine dould semnale xXjg(t) si xpel(t)
periodice de perioada T.

Spectrele acestor semnale sint discrete si periodice.

Pentru m3surarea defazajului conform relatiei (4.14) este sufi-
cient ca eroarea de aliere s3 nu afecteze componenta de frecvenga
fundamentald din spectrul semnalului X1elt) respectiv xso(t).
Aceastd conditie este indeplinita dacd semnalele xqi(t) si  xp(t)
sint de banda limitatd continind cite Nj respectiv N, componente
spectrale de frecvenya pozitiva §i daca frecven;a de esantionare
este aleasd astfel incit s3 fie respectat3 conditia:

1 1 1
—— - max{Nj, N3} — > —
AT T T

Se observ3 c3d aceast3 condi;ie este mult mai pu;in ‘restrictivy
decit cbndiyia ca frecventa de esantionare 1/AT s3 fie mai mare
decit dublul frecvenpei Nyquist: -

1 1
> 2 max{Nq,N3} —

AT T
Deci dacd 1n urma esantiondrii se doreste doar reconstructia
fundamentalei semnalului x3(t) ( sau x3(t) ) poate fi folositd o
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frecvenya de esantionare 1/AT mult mai mic3 decit frecvenya

1
Nyquist, 2max{Nq,No}——
T
Daca fundamentala semnalului Xje(t) ( x2e{t) ) nu este afectat:

de aliere atunci argumentul acestei componente armonice este
identic cu argumentul fundamentalel semnalului neesantionat xq(t)
(xp(t)) [Pap.'83] deoarece:
1 o0
s — o P2
Xpelt) AT k=-w Xpl(t)

Intr- adevar dacd fundamentala semnalului Xpe(t), P=T72 nu este
afectata de aliere atunci:

C1-Nk = 0ptr. Xk £ 0 (4.15)
xp(t)
si deci:
1 PR
=X} = cq p=1,

xpel(t) AT xp(t)
Conform acestei relayii:
arg{cq } = arg{c; } psl,2
Xpe(t) Xp(t)
relatle care demonstreazi aflrmatla facutsi.
Tn contlnuare se prezinti3 o modalltate de ev1dent1ere a prezentel
erorii de aliere bazat3d pe miAsurarea defazajului dintre fundamen—
talele semnalelor xXje{t-to) si xje(t-to) unde to este o
intirziere impusji.
in acest scop se calculgega fazele inigiale ale fundamentalelor

semnalelor xpe(t to), p=1,2.
Pentru semnalele xpe(t to), p= 1 2 se obtlne

1 ]
1 - g e-J(1-Nk)2nty/T €1-Nk (4.16)
Xpelt-to) AT k=-o Xpelt)
Folosind notatia:
2n
to = O (4.17)
T

si exprimind coeficientii Fourier in form3 polar3, relatia (4.16)
conduce in urma separarll partilor reald si imaginar3d ale celor
doi membrii ai s3i la sistemul de ecuatii:
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e | cos [0 ¢ ] =
Xpelt-to) 1y (t-tg)
pe
1 0
= — Z lcl-Nk [cos [ ¢ -(1-Nk)®] (4.18)
AT k=-w Xpe(t) 1-Nky (t)
pe
<
'Cl ' sin [@ c ] =
Xpelt-to) 1y (t-t )
pe
1 [
b = —— T |C1-Nk |sin [¢ . -(1-Nk)©] (4.19)
AT k=-w Xpelt) 1-Nky (t)
« pe

Prin imparyirea relatiilor (4.19) la (4.18) se obtine:

t9(®c ) =
1y (t-t )
pe
<]
Z |c1-nk |sin [¢ . -(1-Nk)O]
k== Xpel(t) 1-Nky (t)
pe
= (4.20)
-]
£ |ci-nk [cos [ ¢ -{1-Nk)e]
k=-e Xpe(t) 1-Nky (t)
e

gi deci faza iniyiala a fundamentalei semnalului
Xpelt-to), p=1,2 este:
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¢c (©)

Ix (t-t )
pe °
o«
 fey-nk |sin [¢ . -(1-Nk)®6]
k=-w Xpelt) 1-Nkx (t)
pe
= arctg (4.21)
w0
2 |c1-Nk |cos [¢ o -(1-Nk)®©]
k=-w Xpe(t) l-ka (t)
pe
Pe Dbaza relagiei (4.21) se constatd faptul ca faza

inigiala a

fundamentalei semnalului Xpelt-to) este o functie de @.
In cazul in care fundamentala semnalului Xpelt-te) nu este afec-
tatd de aliere, folosind conditia (4.15), relatia (4.21) devine:

sin [¢¢ - 9]
Ix  (t-t )
pe °
bc () = arctg { Y (4.22)
Iy (t-t ) cos [d¢ -0
pe ° 1x (t-t )
pe ° o
p=1,2
adics:
bc (@) = o¢ -8  p=1,2 )
1y (t-t ) 1x  (t)
pe ° pe
Deci defazajul dintre fundamentalele semnalelor X1l t-to ) si

xjel(t-to ), dacd acestea nu sint afectate de aliere, este:

¢(e) = ¢c - ¢C =
1y  (t-t ) 1 (t-t )
le o 2e °
= ¢c - ¢c =
1y (t) 1y (t)
le 2e
- ¢C - dc = ¢(0) (4.23)
1y (t) 1x (t) ’
1 2
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S-a demonstrat in acest mod c3 pentru ma3surarea defazajului
semnalelor x3(t) si x(t) este suficienta masurarea defazajului
dintre fundamentalele semnalelor Xjelt-to) si xpe(t-to), dacs
acestea nu sint afectate de aliere. Este ev1dent ca relayia

(4.23) trebuie satisfacuts pentru orice 0. Cu alte cuvinte,
indiferent de valoarea lui e, functia ¢(0) are aceeasi valoare
dacd alierea nu este prezents. Constanta functlel d(®) este

bazatd pe faptul c3 fazele 1n1tlale ale fundamentalelor semnale-
lor =xjelt-te) si xpe(t-to) sint in absenta alierii functii de
gradul I in ©.

Dacd fundamentalele semnalelor X1e(t-to) si xpo(t-to) sint afec-
tate de aliere defazajul dintre ele este:

$(0) = ¢ ¢ - ¢ £ ¢(0)

1x  (t-ty) Ix  (t-to)
le 2e

Conform relatiei (4.21) rezultd ca in acest caz defazajul este o
functle de ©,neconstant3.

S-a demonstrat in acest mod c3 daca fundamentalele semnalelor
X1elt-tg) si x3e(t-tp) sint neafectate de aliere , ¢(8) este
constant , iar dac3 cele dou3 fundamentale sint afectate de
:aliere atunci defazajul dintre ele depinde de 9.

Aceastd constatare st3a la baza constructlel unui fazmetru numeric
de mare precizie descris in [Mah.'89].

Acest aparat m3soar3d valoarea lui $(0) pentru diferite valori ale
lui ©® si dac3d in fiecare caz obtine acelasi rezultat atunci
acesta reprezint3 defazajul semnalelor %x1(t) si x5(t).Daca pentru
valori diferite ale lui © se obtln valori diferlte pentru ¢(0)
atunci se considerd c3 efectul allerll este prezent.Pentru elimi-
narea efectului acestei erori se mareste frecventa de esantionare
utilizata. Pe baza esantioanelor ach121t10nate se masoara noi
valori ale lui ¢(©) 51 se repetd operatllle descrise mai sus. In
continuare se lamuresc doud aspecte ale metodei de m3dsurare
descrise mai sus.

In primul rind se prezint3d modul de calcul al functlel $(®) cu
ajutorul esantioanelor semnalelor X1 (t-tg) si xp(t- to)

In acest scop se calculeazd valorile Clxpe(t -t )+ P=1,2.Pe Dbaza
formulei de calcul a coef1c1entllor Fourier

C1xpe(t-t,) =(1/T)JTxPe‘t-to) e-Xer/Dae

Dar:
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o0

Xpe (t=tg)=Xp(t-tg): 8,7 (t)=Zxp(maT-tg)&(t-maT) (4.25)
m==-o
De aceea
T © _
Clxpe(t-to)z(l/T)J I Xp(maT-to)&(t-maT) e~3(2M/T)tge
0 m==-c
Adica:
N-1
Clxpe(t-ty)=(1/T)Z Xp(maT-tg)e~J(21/T)mAT (4.26)
m=0

Separind paryile reala §i imaginard ale membrilor drept §i sting
ai relatiei (4.26) se obtine sistemul de ecuatii:

g N-1
Iclxpe(t-to)ICOS(¢c )=(1/T)Z xXp(maT-tg)cos({2n/T)mAT)
1xpe(t-tg) m=0
N-1
Iclxpe(t-to)ISin(¢c =-(1/T)2 xp(maT-tg)sin((2n/T)mAT)
lxpe(t—to) m=0

imparpind cele doua relayii se ob;ine

N-1
T xp(maT-tg)sin{(2n/T)mAT)
m=0
tg(oc )= -
1xpal(t-tp) N-1
pe 0
T xp(maT-tg)cos((2n/T)maT)
m=0

Pe Dbaza acestei relayii se pot determina fazele inigiale ale
fundamentalelor semnalelor Xpe(t-tg), p=1,2.

N-1
T xp(mal-tg)sin{(2n/T)maT)
m=0
) =-arctg( )
IXPe(t-to) N-1
£ xp(maT-tg)cos

((
m=0 p=1,2

2n/T)mAT)
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Se constat3d c3d prin intermediul 1lui tp=0/(2nr/T) defazajul calcu-
lat depinde de valoarea lui ©.Pe baza ultimei relat11 se poate

determina expresia defazajului dintre fundamentalele semnalelor
xle(t-to) §1 X2elt-tp):

¢(0)=¢¢ - ¢¢ (4.27)
1X1e(t-ty) 1%2a(t-ty)

Relatia (4.27) exprim3 defazajul ,$(0) in functle de esantioanele
semnalelor x1(t-tg) si xp(t-tg).

Pentru
to= @ =0
se obtine
N-1 N-1
Zx1(mAT)sin[ (2n/T). mAaT) Zx2 (maT)sin{ (2n/T)maT]
m=0 m=0
.$(0)=~-arctg{ ) +arctg( )
N-1 N-1 '
Zx1(maT)cos ([ (2n/T)mAT] Zxp (maT)cos [ (2n/T)mAaT]
m=0 m=0

N

|

Deci pentru aprecierea valorilor funct1e1 $(®) 1in punctele
Ok, k=1,M se determin3 momentele tok= ek/(Zn/T), se intirzie semna-
lele xq(t) si x(t) cu aceste cantit3ati si se esantioneazd semna-
1ele obtlnute cu pasul T obt1n1nd semnalele descrlse de relatia
(4.25). Pe baza acestor esantloane se calculeaz3 defazajul

¢f9k) Cel de-al doilea aspect care trebuie lamurit este legat de
SOluFllle ecuatiei (4.24)

¢(0)=6¢(0) (4.28)

unde membrul sting reprezint3 defazajul dintre fundamentalele
semnalelor xqgl(t-tg) si Xpe(t-tp) in ipoteza existentei alierii
iar membrul drept ac91351 defazaj in absenta alierii.

Avind in vedere relatla (4.21) cu ajutorul careia se poate calcu-

.la membrul sting din (4.28) se constata c3 aceast3: relatle este o

ecuatle trigonometricd.Dacid valoarea aleas3d pentru © in cadrul
algor1tmulu1 destinat deciziei referitoare 1la prezenta erorii de
aliere este o solutle a ecuatiei (4.28) atunci se poate 1lua
decizia de absenya a erorii de aliere &niar in prezenta
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acesteia.Pentru ca probabilitatea acestei decizii incorecte s3
fie cit mai mica este bine ca numdrul de verificiri ail constantei
cu © a 1lui ¢(@), antericare deciziei referitoare 1la absen;a
alierii,s3d fie cit mai mare.in [Mah.'89] valorile lui © folosite
pentru aceste verificari sint generate aleator intre 0 51 2n. 1In
figura 4.10 este prezentats ordinograma algoritmului care st3i 1la
baza funcglonarll fazmetrului amintit.

Mdsurare
imposibila

Se mdsoara DA

Se clege

T 8

N

Se esan’ionea-
z8 xpit-fo)
P :1)2

f

Se impune
AT

Se esantioneazd

Se calculeczd DA ¢ 10)

xplt)
New? #10)
- \ ’

Se calculeazd

¢ (o)

¢ ®)=¢ )

Se s.ace AT

Figura 4.10. ordinograma algoritmului de func;ionare a
fazmetrului cu e§antionare adaptivy.
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Avind 1in vedere c3 pasul de esantionareaT 31 intirzierea tg se
schimbd pe durata unei masuratorl de defazaj , esantionarea
realizatd de aparatul descris este una adaptivsy.

Deci in cazul semnalelor de banda limitatd poate fi realizat3d o
esantionare adaptivd care s3 anuleze eroarea de aliere a funda-
mentalelor acestora chiar daca nu 1i se cunoaste exact banda.

In cazul aparatului prezentat ar fi 1nteresanta o0 tratare alter-
nativd bazat3 pe esantionarea necoerent3 a semnalelor x1(t) si
Xo(t).

4.3.5. Esantionarea adaptiva in scopul compresiei de date in
inreglstratoarele numerice de forme de unda

Se vor face in continuare referiri la circuitul de esantlo-
nare adaptiva din structura inregistratorului numeric de forme de
undd HP-5183 A (ASR). Acest aparat este destinat 1nreglstrar11 cu
mijloace numerice a formei de und3d a semnalelor analogice aduse
la intrarea sa. Functlonarea Sa presupune esantionarea semnalului
analogic achlzltla esantioanelor intr-o memorie numericxi ,
prelucrarea semna1u1u1 numeric astfel obtlnut in vederea imbuni -
tatlrll raportului s3u semnal pe zgomot , dupd care urmeaz3i
reconstrucyla semna I ului analogic §i afigarea acestuia.

In cazul inregistrarii semnalelor analogice periodice |,
pentru efectuarea opera;iilor amintite este suficients
cunoasterea esantioanelor dintr-o singurad perioada ale semnalului
analogic. De aceea nu apar probleme deosebite legate de capaci-
tate in exploatarea memoriei numerice la inregistrarea formei de
unda a semnalelor analogice periodice. Tn cazul semnalelor aperi-
odice situatia este mai complicatd . Admigind cd aceste semnale
sint esantionate cu frecventa fixd , rezultd 3in cadrul unei
masuratorl un numdr de esantloane proport10na1 cu intervalul de
timp scurs de la declansarea ach121t1e1 semnalulu1 considerat.

De aceea durata din semnalul analoglc care poate fi Iinregistrata
este proporglonala cu capacitatea memoriei numerice care se
folose§te.

Constanta de proportlonalltate este pasul de esantionare.

Re Zultd c¢3 pentru durate relativ mari ale semnalulul aperiodic
care trebuie inregistrat sint necesare memorii de capacitati
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foarte mari.Pentru o memorie de capacitate impusa durata
semnalului inregistrat este cu atit mai scurtd cu cit frecven;a
de esantionare este mai mare.

Dar banda amplificatorului de intrare al inregistratorului de
forme de wund3d este direct proportionald cu frecvenya de
esantionare folositd. Rezult3 ¢3d in cazul unui inregistrator

de forme de unda de bandi larg3d pentru semnale analogice
aperiodice de durat3 mare este necesard o capacitate mare a
memoriei numerice.

Aceasta nu este 1Ins3d exploatatd eficient dacd semnalul de anali-
zat este cu varia;ie lentd. Pentru o explocatare eficientd a
memoriei este necesard in aceste cazuri realizarea unei com-
presii de date. Aceast3 opera;ie este mai eficientd dacd are
un caracter adaptiv, numi3rul e§antioanelor memorate fiind core-
lat cu valoarea vitezei de varia;ie a semnalului care se
inregistreazs. Schema bloc a etajului de intrare in
inregistratorul numeric de forme de undi HP-5183 A este prezenta-
t3 in figura 4.11.

Xq (t) Xqe €))

x[n)

5 = 4 [—=0 xp[r]

1.-filtru antialiasing;2.-circuit de esantionare si
memorare;3.-convertor analog numeric;4.- circuit de
esantionare numeric;5.-bloc de estimare a erorii de recon-
struc;ie.
Figura 4.11. Schema bloc a circuitului de intrare 1in
inregistratorul numeric de forme de und3 considerat.

Valoarea frecven;ei de egantionare fiind fixa ,fg,

filtrul antialiasing va fi un filtru trece jos de ordin superior
care aproximeaz3a un filtru trece jos 1ideal cu frec-
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venta de t3iere fe/2.Esantionarea adaptivd este realiza-
ta cu ajutorul circuitului de esantionare in timp discret 4
care transforma secventa x[n] in secventa xp[n].

Pasul Cu care realizeaz3i esantionarea blocul 4 este variabil
si este ales de catre blocul 5. Rolul acestui bloc este de a
aprecia eroarea cu care este aproximat semnalul x[n] de cdtre
semnalul x,[n] ob;inut prin reconstrucyia din esantiocanele
xpln].

’

4.3.5.1. O metoda de esantionare adaptivd destinata com-
Presiei de date

Forma 1lui xp[n] depinde de pasul de esantionare folosit in 4.
Deci pentru un pas de esantionare ales se determin3 Xr[n] gi
se m3soard eroarea cu care acest semnal aproximeaz3 semnalul
‘X[n].Dacd aceastd erocare este la orice moment de timp inferioa-
ra unei valori impuse atunci pasul de esantionare poate fi
crescut.opera;iile descrise mai sus se repetd pentru noua
valoare a pasului de esantionare .Dac3d se ob;ine din nou o
valoare maximd a erorii de aproximare, inferioarad valorii
impuse , se alege o noul valoare (§i mai mare ) a pasului de
esantionare.Algoritmul descris se incheie atunci cind in wurma
ultimei reconstruc;ii . Se constatd c3d erocarea de aproximare
depa§e§te limita superioarsa impusa. In aceasta situagie

se memoreazd esantioanele xp[n] ob;inute in iterayia ante~
rioard a algoritmului descris.

4.3.5.2.criteriul de estimare a erorii de reconstrucyie

In continuare este descrisi eroarea de aproximare a 1lui x[nl
prin xp[n] , precum si o modalitate de masurare a acesteia.
Se considerd c& semnalul x[n] este de energie finita
adicd apartine clasei 12:

(-]

12 = {x[nlec| £ [x[n]|2<a )}

n=-o
Semnalul Xr[n] este reconstruit dintr-un numdr finit de
esantioane, deocarece durata lui x[n] este finitsa ; Ca urmare a
faptului c3a doar durate finite ale semnalelor analogice
aperiodice pot fi inregistrate cu ajutorul wunui inregistratot
realizabil .Dac3d numarul esantioanelor folosike pentru genera-
rea lui xy[n] este egal cu M, atunci Xrln] va fi un semnal de
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duratd limitata M.

Fie 1y2 subspatiul lui 12 format din semnale de durata limi-
tata M:

12 = {zxmlnlec| =xyln] =0 daca 9£{0,1,...,M—1}}

E clar ca xp[nle lMZ.Soluyia problemei discutate poate fi
acum specificatd ca fiind cea mai buna aproximare a semnalului
x[n] de energie finita cu semnale din 1M2.
Mulyimea 12 are o structuri de spatiu Hilbert.Produsul scalar
se exprim@ pe acest spa;iu cu formula
-]
<x,y> = £ x[n]-y*[n]

n=-cw

Norma semnalului x[n] este

=] =V 2|x[n]|?

n=-o

Se observa ca||x||2 reprezintd energia semnalului x[n]

Se poate demonstra (Che.,All.'87] ca 1% este un subspatiu
Hilbert inchis al lui 12 .pe aceea pentru determinarea celei mai
bune aproximdri de medie patratici a semnalului x[n] cu sem-
nale de durati limitatd M se poate aplica teorema proiecyiei
(Riesz).

Conform acestei teoreme pentru fiecare semnal x[n] existad un

semnal x°[n] care reprezints aproximarea de medie patratica
minimd a lui x[n] cu semnale din 1ly2.

3h continuare se determin3 valoarea erorii medii patratice
de aproximare a lui x[n] cu x°[n] , ||e||2:

I1e]12 = || x(n)-x°[n]||2 =<x[n]-x°[n],x[n]-x°[n]>
adica:

|1e]]2= < xIn], x{n)-x°[n]> - <x°[n],x[n]-x°[n]>
sau folosind proptietayile produsului scalar
|l€]]2 =<x[n],x(n)¥-<x°[n],x[n]¥ -<x[n],x°[n}>+<x°[n],x°[n]>

adica:
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[1el1? =] |xn]|}2-<x[n],x°(n]>-<x°[n],x[n]>+||x°[n]]|2

sau

lel)? =||xtn]|]2-2Re{<x[n],x°[n]>}+||x°[n]| |2

Fie mulgimea
B={ op[n)€ 1y? |m=0,M-1}
o bazd a spatiului 1py2.
Dezvoltarea in serie Fourier a lui x°[n] in baza B este :
M-1
x°[nl= £ cyokin]
k=0

Pe baza acestei relagii se ob;ine pentru produsul scalar
al semnalelor x{n] si x°[n] expresia

M-1 M-1
<x[n],x°[n]> = <x[n] , T cxéxln] > = < cgoxinl], x[n]>* =
k=0 k=0
M-1
= £ ck <x[n] , éxln]>
k=0

Dar o consecinya a teoremei lui Riesz este ¢& semnalul
x[n]-x°[n} este ortogonal pe toate elementele spatiului lyz, deci
in particular §i pe elementele bazei B. De aceea:

<x[n]) , o¢x[nl> = <x°[n] , ¢x[n]> = Ck

De aceea:
M-1 M-1
<x[n} , x°[n]> = 5 |ck|2 = ( T |ck|2)* = <x°[n] , x[n]>
k=0 k=0

Dar conform teoremei lui Parseval aplicat3 pe 1m2:
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M-1
IENC TR N ENE
k=0
De aceea:

||8||2 = l'x{n]'|2 -2 llxoln]'lz + lIXO[n]Ilz
Deci valoarea minim3d a erorii medii patratice de aproximare este:
[lef]? = |[xIn]}|2 - ||x°[n]]|2 (4.29)

semnificayia fizic3 a rela;iei (4.29) este c3d erocarea de aproxi-
mare minim3d a semnalului x[n] de energie finit3d cu semnalul de
energie finits Si duratd limitatd M , x°[n] este egald cu dife-
renya energiilor semnalelor de aproximat §i aproximant.

4.3.5.3. Descrierea metodei de esantionare adaptiva

Prin esantionarea semnalului x(t) se obtine secventa
x{n}.Aceasta se grupeazd in secvente succesive de duratd N
Xjln}, i€ N pe masuri ce valoarea variabilei t creste. Pentru
fiecare dintre aceste secvente are loc un proces iterativ de
determinare a duratei minime admisibile. Acest proces are
urm3toarele etape:

-se determind transformata Fourier scurti discret3 a
secventei x;[n] Xj[k], k=0,N-1. Se determini energia secventei
xj[n] pe baza formulei:

’ N-1

ENi = £ |XiIm)|2

m=0

-se decimeazi secventa xjin] obtinindu-se semnalul xj{{n],
de lungime M. .

-se determind transformata Fourier scurt3i discret3d a
secventei xjq[n] , X33[k] , k=0,M9-1.

~se determin3d energia secventei xjj;[n] pe baza formulei

Mi-1
EMi = I [xy3(m])2
m=0
-se calculeazd raportul( EMli)/ENi

-se compard acest raport cu valoarea impus3d T.
Daca Em, j/ENj < T atunci factorul de decimare folosit pentru

o
obtinerea secventei xjjln] a fost prea mare. In caz contrar se
7
trece la iteratia urmatoare, obtinindu-se secventele xji3[(n] ,
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Xj2[k] , de duratd Mpj , energie EM,i $1 raportul EMzi/ENi- Daca
acesta este superior lui I se trece la iterayia urmdtoare. Ultima
iterayie ; €ea cu numdrul de ordine p, este aceea in care raportul
EMPi/ENi este pentru prima datd inferior lui I'. Procesul iterativ
descris se incheie c¢u memorarea esantioanelor secventei
Xjp-1in]. Deci a avut loc o compresie de date , numarul
esantioanelor fiind scadzut de la valoarea N la valoarea Mp_1.

4.3.5.3.1. Esantionarea adaptiv3d in cazul inregistratorului
"de forme de und3d HP-5183 A

In cazul inregistratorului de forme de unda amintit procesul
de esantionare adaptivi se desfa§oara in timp real.Cei p-1 pasi
ai algoritmului descris anterior referitor 1la secven;a %4 (n]
trebuie s3 se desfagoare sincron cu achizigia esantioanelor
secventei xj4p[n]. De aceea operatiile matematice descrise tre-
buie s3 se desfagoare cit mai rapid, iar numirul pa§ilor algorit-
mului descris anterior,p,trebuie s3 fie cit mai mic.

Circuitul ASR (Adaptive sampling Rate) din structura
inregistratorului de forme de undi HP-5183 A utilizeazd un algo-
ritm cu p=2 pa§i, raportul Mjy/N fiind de 1/64.

Pentru calculul transformatei Fourier scurte este wutilizat
un circuit specializat cu o structuri serie paralel. Pentru
compararea rapidd a raportului de energii cu T se compard dife-
renta log(Eyyj/Eyni)-logl.

) Reconstructia semnalului analogic x(t) din secventele
Xi,p-1[n] se bazeaz3d pe utilizarea tehnicilor de interpolare
{Pag.,Fos.'88] sau a metodelor de sintez3 descrise in
[Dem.,Mal.'89].

4.3.5.4.0 alta metod3 de realizare a esantiondrii adaptive

in cazul metodei descrise in paragraful anterior compresia
de date poate fi modelat3d printr-un proces de subesantionare.
Efectul esantiondrii numerice si al decim3drii este echivalent cu
esantionarea analogicd a semnalului de analizat , Cu o frecven;a
mai mic3d decit cea folositd in realitate. Fixarea frecven;ei de
esantionare echivalente era realizat3 pe baza unui algoritm
iterativ. .
Aceasta presupune calculul succesiv al diferitelor valori ale
energiei Epy , i=f7§ si determinarea secventei numerice optime
Xi,p-1lnl. .
Avind in vedere c3 functionarea aparatului are loc in timp real

’
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este necesar ca algoritmul descris s3 fie foarte rapid,durata sa
limitind practic banda de frecvenpa a inregistratorului numeric
descris. © imbunatapire se poate realiza daci se elimind carac-
terul iterativ al algoritmului , adic3d dacd stabilirea secventei
optime pentru I fixat se face intr-un singur pas. Acest deziderat
este atins daci esantionarea se face cu ajutorul unui sistem
multicanal de tipul celor descrise in capitolul anterior (in
figurile 3.6, 3.7, 3.9 sau 3.10). schema bloc a unui circuit de
achizi;ii de date care utilizeazi aproximarea prin analizid mul-
tirezolutie este prezentata in figura 4.12.

m=~-M > ¢-M (-t) % —O¥M {n]
= Lo
x(t)

e ¢2-'1 o) —QQ(/L <y, [n]

_ - ____ %ﬂQl _____ o

meo 8,00¢-t) | X »—oy, [n])

Figura 4.12. Schema bloc a unui sistem de achizipii de date al
unui analizor numeric de forme de und3z , construit pe baza anali-
zei multirezolupie.

Problema pe care trebuie s3i o rezolve cu prioritate sistemul
numeric de calcul al analizorului de forme de undi este alegerea
secventei yj[n] cu cea mai micd valoare a lui 1 care incx mai
satisface condiyia

Eyl/EyM > T
Cu Eyl s-a notat energia secvenpei y1ln] , consigszata de duratia
limitata . Durata acestei secvente este N2l , 1=0,M.
Spre deosebire de cazul discutat in paragraful precedent de
aceastd datd secventele yjl[nl 1=0,M existd simultan. Folosind M+1
dispozitive de calcul a energiei de tipul 'celui discutat in
paragraful 4.3.5.3.1 toate valorile Eyi 1 =0,M pot fi calculate
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simultan. La fel si valorile rapoartelor Ey1/EyM pPot fi obtinute
simultan. Deci folosind un sistem de calcul cu arhitecturad para-
lel , 1in cazul metodei propuse in acest paragraf |, secventa
optimd poate fi detectatd mult mai repede decit in cazul sistemu-
lui propus in paragraful 4.3.5.3. Un astfel de sistem , adapteazia
rezolutia de aproximare a semnalului de inregistrat , in func;ie
de caracteristicile locale ale acestui semnal , p3astrind constan-
td eroarea medie patraticd de aproximare.

4.3.6. Concluzii

In acest capitol au fost prezentate citeva tehnici noi de
esantionare adaptiv3d precum si modul in care se aplic3d aceste
tehnici in aparatura de m3surare numerici . Au fost alese exemple
de aparate de masurare, foarte moderne,recent lansate pe piaga.
Prezentarea a fost facutd la nivel de principiu , evidengiindu—se
ideile care stau la baza fiec3rui procedeu expus. Pentru detalii
constructive ca §i pentru performangele ob;inute de aceste apa-
rate poate fi consultatsa bibliografia citatd in fiecare caz.
Caracterul unitar al primelor patru capitole ale acestei 1lucrari
provine din bpreocuparea constantd a autorului de a prezenta
diverse aspecte legate de esantionarea semnalelor.

Contribu;iile originale din acest capitol sint:

~clasificarea metodelor de esantionare adaptivd pe baza
tipurilor de erori care apar la esantionarea semnalelor ;

' -calculul spectrului semnalului esantionat neuniform cu
pasul de esantionare avind o variatie periodicad (demonstrarea
tela;iei (4.2)).

-stabilirea celei mai mici margini a erorii de aliere my(t)
precum §i ordonarea in sens crescitor a principalelor margini ale
erorii de aliere cunoscute: mg(t) ,mp(t) , my si mp.

-calculul valorii minime a erorii medii pdtratice de aliere
§i construc;ia aproximdrii care conduce la aceast3i valoare;

-determinarea celei mai bune aproximari de medie pAatratici a
unui semnal de energie finit3d printr-un semnal de energie finita
§i de duratd limitat3. Efectul este minimizarea erorii de trun-
chiere.

-metoda de esantionare adaptiv3d bazat3 pe o analizd multire-
zolutie prezentatd in paragraful 4.3.5.4.

Alte metode de esantionare adaptivd cu minimizarea erorii de
aliere precum si éstimari ale erorii de trunchiere sint prezen-
tate in [Isa.' 92 1]. .

Preocupdri interesante de viitor in domeniul esantiondrii adap-
tive a semnalelor par a fi:
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~determinarea erorii la aproximarea prin analizd multirezo-~
luyie ;

-determinarea undi§oarei mamd optimald din punct de vedere
al erorii de aproximare prin analiza multirezolu;ie , respectiv a
celei optimale din punct de vdere al aproximdrii la analiza prin
descompunere ortogonali.

- utilizarea algoritmului lui Mallat in scopul sc3iderii
numdrului de canale din schema bloc din figura 4.12.
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5.Noi tehnici de filtrare adaptiva cu apllcatii la
prelucrarea semnalelor modulate in frecventa

in structura aparatelor de masuri adaptive se folosesc frec-
vent filtrele adaptive. Un filtru adaptiv este un sistem care 151
modificd parametrii in functle de parametrii semnalului pe care
il prelucreazi . Modlflcarea parametrilor filtrului adaptiv se
face 1in asa fel incit valorile acestora si urmareascs valorile
parametrilor semnalului de prelucrat. Daca acest semnal este unul
modulat in frecvenpa , singurul siu parametru variabil in timp
este frecvenga instantanee. De aceea filtrele adaptive destinate
prelucrarii semnalelor modulate in frecventa trebuie s3 aiba un
singur parametru care s3 se modifice in tlmp 51 anume frecvenga
centrald sau de tdiere . Filtrele adaptive din aceastd categorie
se numesc filtre cu urmarire.

5.1. Filtre cu urm3rire analogice

Una dintre aplicatiile de bazd ale circuitelor cu calare de

faza este de a genera semnale a caror frecventa sd urmdreasc3a
frecventa instantanee a semnalului de la 1ntrarea circuitului. In
acest mod de funcylonare circuitul cu calare de faza (P.L.L.)
imbunata;e§te raportul semnal pe zgomot al semnalului pe care 1l
prelucreazda . Aceasts func;ionare este echivalent3d cu filtrarea
cu un filtru trece banda a semnalului [Mil.'71]. De aceea se
spune c¢3 circuitul P.L.L.este un filtru cu urmirire.
Aceastd denumire este improprie , deoarece circuitul cu calare de
fazd genereazd semnale cu nivel constant 51 de form3 impus3d pe
cind nivelul si forma semnalului de 1la 1e51rea unui filtru sint
functle de spectrul semnalului de prelucrat §1 de ©parametrii
c1rcu1tulu1. De aceea 1in [zal.'83] este sugeratd urmatoarea
definiyie:

Se numeste filtru cu urm3rire , un filtru a carui frecvenga
centrala sau de t83iere are in permanenta aceeasi valoare cu
frecventa instantanee a semnalului de la intrarea sa.

Prin analogie cu circuitele cu calare de fazi mai intere-
sante par filtrele cu urmarire de tip trece bands
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5.2.Filtre cu urmarire de tip trece band3d de ordinul 2

In continuare vor fi prezentate citeva proprietagi ale
filtrelor trece band3d de ordinul 2 cu urmarire. Aceste proprie-
ta;i sint valabile pentru filtrele cu urmdrire de tip trece bandi
de orice ordin.

A fost ales exemplul filtrelor de ordinul 2 deocarece acestea sint
folosite in construc;ia filtrelor de orice ordin superior.
Demonstra;iile proprietayilor filtrelor cu urmdrire de ordin
superior se pot face similar cu demonstrayiile prezentate 1in
acest capitol.

Funcpia de transfer a unui filtru trece band3d de ordinul 2
este:

28wgs
H(s) = A

s2 + 2800s +(*)02
Parametrii acestui sistem sint

-A : amplificarea circuitului 1la pulsayia centralsd,
-Wp: pulsatia centralsd,
- £€: gradul de amortizare al circuitului

In cazul unui filtru trece banda de ordinul 2 cu urmdrire @5 nu
mai este o constantd , fiind valabild ecuatia:

wolt) =wji(t)

phlsayia centrald a filtrului fiind in permanentda egald cu
pulsatia instantanee a semnalului de prelucrat , «j(t).
"Raspunsul in frecventd" al acestui sistem variant in timp este

twwplt)
H({w,t) = 2 Aj (5.1)
©p2(t)-w2 + 2jgwug(t) .

Aceasta este de fapt o reprezentare timp-frecvenpa a
ra@spunsului la impuls al sistemului considerat. In continuare se
determind in primul rind domeniile variabilelorw si t pentru care
|[H(w ,t)| este de valoare extrema . fn acest scop se rezolva
sistemul de ecuatii:
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DR, )|
- = O
g
-ﬁ
CARACTAN (5.2)
? = 0

Solupia acestui sistem de ecuatii este curba

Cplt) = (5.3)

Un exemplu de reprezentare timp frecven;a care caracterizeazd

comportarea wunui filtru trece banda de ordinul 2 este prezentat
in figura 5.1.

H(w ., I

{
A Mt

- -

A IH(w,ty )

\S H{w )l

Figura 5.1 Reprezentarea timp frecvenpa a modulului r3spun-
sului 1in frecvenpa al unui filtru trece bandi de ordinul 2 cu
urm3rire. !

Analizind figura se constati prezenga unor sectiuni semnifi-
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cative ale suprafetei |H(w, t) |

-intersectia dintre suprafata |H(c , t) | si planu.
{(w,tp)|wer , pez fixat} . Aceastd curba se va nota |H(w , tp)
Bau |H(w , )| cu cp=th(tp). In continuare aceast3 curbd se v
numi caracteristic3 momentan3 de modul. Ea descrie comportarea 1ii
domeniul frecventd a filtrului trece band3d de ordinul H
cu urmd@rire, la momentul tp. La fel se poate vorbi despre carac-
teristica momentani de frecvenga a filtrului cu urm3rire , care
este curba H(w,ub) sau despre caracteristica momentana de faz3d
filtrului cu urm3rire care este curba arg{H(w,wp)}.

-intersectia dintre suprafata |[H(o, t)| 81 planul vertical ¢
c3rui urm3 pe planul (w,t) este curba de ecuatle (5.3). Aceast:?
éurbs se va nota jHlwg(t))| 81 se va numi in continuare caracte -

risticad globald de frecvenga . Reprezentarea sa graficda este
Prezentatd in figura 5.2.

| | H(w o)) *H(wo« M

. A

|
|

i Figura 5.2 Caracteristica globalid de modul a filtrului cu
'urm@rire de ordinul 2 a) in domeniul timp , b) in domeniul
} frecventd

|

i .

In functionare , filtrul cu urmdrire trece printr-o
succeszune de std3ri , in fiecare dintre acestéa el se comportd ca
#£1 un sistem invariant in timp.

De exemplu la momentul tp filtrul cu urm3rire poate fi identifi-

109

BUPT



cat cu sistemul invariant in timp cu riaspunsul in frecventa

H(w, cb) cu Op= &b(tp

5.2.1. Legatura dintre transformarea undlsoara in timp
continuu 5i filtrele analogice cu urmar1re

Fie
Wgq = awy , aeR? (5.4)

Se determind leg3tura dintre caracteristicile momentane de frec-
ventd ale filtrului cu urmarire de la momentele tp gi tq

2i¥ALGp
H{w,p) =
“p? -of + 23y,
si
23Ry
H(C.),Q)q) =

Og? -0? + 23foug
sau pe baza rela;iei (5.4)
2j €AW awp) (Y/a)op

H((,_)’a(,;p) = = 23 A =
22Gp2 o7 1298ency Gp2-(9/a) 2423 §(FVa)op

=H(Ya ,0p) (5.5)

Facind notatia

H(w, awp) = §g(e)
va

se constatd ca

P1(w) = H(w,ap)
(.op

Substituind ultimele doua relatii in relapia (5.5) se obtine

¥1(“/a)

Pglw) = 4 !
Ja

110

BUPT



Avind 1in vedere semnificatia fizic3 a lui H(w,op) (adica @1(03))
de raspuns in frecven;a al unui sistem invariant in timp rezult:a
cd 1li se poate aplica transformarea Fourier invers3 func;iilor
din cei doi membri ai ultimei relayii , ob;inindu-se

Palt) = J& P1(at) , aert (5.6)

Deci functiile Y,(t) sint undisoare.

Avind in vedere semnificatia fizica a functiilor H(Qﬁ,au2p)
functiile Pq(t) pot fi numite raspunsuri la impuls instantanee
ale filtrului cu urm3rire . De aceea raspunsul filtrului cu
urmdrire la semnalul x(t) este semnalul

Y(t) = x(t) * Pglt)

Dar membrul drept al acestei relayii reprezintd tocmdi transfor-

marea undisoard in timp continuu a semnalului x(t)

Deci filtrul cu urmarire raspunde la semnalul x(t) cu semnalul

CWTx(a,t). Parametrul de scalare a este raportul pulsayiilor

centrale ale filtrului

Wo (tg)

a =

Qo(tp)

determinate la doud momente de timp. Fixind unul dintre acestea ,
de exemplu tp se observd ci a se modificd 1iIn timp urmirind
variatia lui ®g(tg) care este identicd cu variatia lui «@;j(tg) (s-
a considerat tg ca si variabila ).

Dac3 semnalul de intrare x(t) este modulat in frecvenya cu modu-

lator liniar : '

x(t) = Ap-cos(pt2)

atunci

(..)P = (.)O(tp) = (Ji(tp) = Btp
gi:

©gq = @oltg) =4(tq) = Btq
De aceea
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adicd parametrul a este un raport de momente (factor de scald )
asa cum s-a introdus aceast3 marime in capitolul 2.

S-a demonstrat a§adar cd filtrul cu urm3rire permite calculul
transformarii undi§oara in timp continuu a semnalului modulat 1in
frecventda de la intrarea sa pe curba (t, kep(t)) unde k este o
constantd. Rezultd c¢3 folosind un filtru cu urmarire pot fi
determinate sectiuni ale reprezent3rii tridimensionale de tip
undi§oar5 ( undi§oara mamd fiind tocmai raspunsul la impuls al
filtrului ).

5.2.2. Proprietayile filtrelor cu urmdrire de tip trece
banda de ordinul 2

Decarece rdspunsurile la impuls instantanee ale filtrului cu
urmdrire sint undi§oare , acest sistem va putea fi caracterizat
pe Dbaza proprietayilor acestor funcyii. De aceea sint wvalabile
urmatoarele propozi;ii:

P1l. Dacd momentele de timp tp si tq sint alese astfel 1incit
raportul pulsagiilor instantanee ale semnalului de 1la intrare
calculate 1la aceste momente “j(tg)/©i(tp) sa fie egal cu a ,
frecven;a centrald a caracteristicii momentane a filtrului la
momentul. tq va fi de a ori mai mare decit frecven;a centrala a
caracteristicii momentane la momentul tp.

Aceastd proprietate rezulti din faptul cid in cazul unui filtru cu
urmdrire @p(tp) = (tp) si “plty) = (tg).

. P2. In condi;iile de la Pl , banda la -3dB a caracteristicii
momentane H(u,wq) este de a ori mai mare decit banda la -3dB a
caracteristicii momentane H(w,ub).

Aceastd propozi;ie se poate demonstra pe baza proprfetagilor
undi§oarelor prezentate 1iIn capitolul 3. De fapt propozi;ia P2
este o formulare a caracterului de analiza cu factor de calitate
constant (Q) a transform3rii undi§oara in timp continuu.
Proprietatea poate fi verificata si prin calcul direct, deoarece:
1
H(®,©q) = —— H(%/a ,©p)
Ja
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Notind cu Bp 1ayimea benzii la -3dB a caracteristicii H(apr) din
condi;ia

(@/a) € [Gp-Bp/2 ,p+Bp/2 ]

se obpine condi;ia :

“’e[“h-Bq/Z » “YtBg/2 ]
unde Bq=aBp.

Deci filtrul cu urm3rire poate fi descris printr-o succesiune de
f11tre trece band3 cu Q constant.
In continuare se vor prezenta citeva proprletatl ale caracteris-
ticilor momentane de modul respectiv de faz3a

EXpresia caracteristicii momentane de modul a unui filtru cu
urmdrire trece bandd de ordinul 2 este

28R |w|wp(tp)
[Hl@, tp)|=|H({w, & (tp)) |=|H(w,wp) |=

(woz(tp)a2)2+4§2c2%2(t;

In practica conditia (5.2) nu poate fi indeplinitd pentru orice w,
de aceea este ratlonal 53 se considere c3 ea are loc doar intr-un
anumit interval de frecvente , By, , numit band3d de urmirire a
filtrului adaptiv , adica

W=p(t) , FwelWpy - By/2 g + By/2 ] (5.7)

De aceea raspunsul filtrului cu urmdrire va fi considerat in
continuagg de forma

23FAy (t)

=R, W=Y(t) welwgg-By/2 ,Wgo+By/2]
o2 (t)-WP+2i%uy(t)
H(Olt) =<

(5.8)
i 2j¥A e

, in rest

[ “po? - w2 +23 6wy

©go fiind o constanta

Pe baza figurilor 5.1 si 5.2.b) si a relatiei (5.7) se poate
formula urmatoarea proprietate a filtrelor cu urm3rire de tip
trece bandad de ordinul 2:
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P3. Tn banda de urmidrire modulul raspunsului in frecventa al
unui filtru trece banda cu urmdrire de ordinul 2 este maxim.

Cum s-a ardtat in paragraful anterior cu ajutorul filtrului
cu urmdrire cu r3spunsul in frecventa H(@, t) poate fi determinati
reprezentarea timp- frecventa de t1p undlsoara a semnalului x(t)
(pe care il prelucreaza flltrul cu urmarlre ) CWTy(a,t) pe contu-
rul a=k®;(t). Si un filtru trece banda cu frecventa centrals
comandabila electrlc (care nu este un filtru cu urmarlre) imple-
menteazd tot o transformare undlsoara in timp continuu. In acest
caz 1insd parametrul a are o lege de varlatle in timp de forma:
a=k - uj(t) wunde uj(t) =tp(t) este tensiunea cu care se comanda
frecven;a centrald a filtrului. Si acest sistem poate fi folosit
pentru determinarea unei secyiuni prin reprezentarea CWTy(w, t)
doar c¢& urma acestei sectiuni pe planul (©,t) este curba
@ = kuj(t) . Evident ca dac3 functiile uj(t) si wj(t) sint iden-

tice atunci filtrul comandat devine unul cu urmarire.

Semnifica;ia proprietdtii P3 este c3 dintre toate filtrele coman-
date cel care asigurd r3spunsul cu cea mai mare amplitudine este
filtrul cu urm3rire. De aceea se poate afirma ci sectiunea repre-
zentdrii CWTy(a,t) determinat3 de prelucrarea semnalulu1 x(t) cu
filtrul cu wurm3rire este aceea care conglne maximele acestei
reprezentari:

CWTy(koj(t),t) = max CWTyl(a,t)
a

Cconform acestei rela;ii proiec;iile maximelor reprezent3drii
CWTx(a,t) pe planul (w,t) sint situate pe curba « =key (t). Aceastd
observatle poate fi utilizatd pentru m3surarea frecventei instan-
tanee a unui semnal pe baza reprezent3rii sale trldlmen51ona1e de
tip und1§oar3 in timp continuu.

In figura 5.3 sint reprezentate in ace1a§i plan citeva
caracteristici momentane de modul precum si modulul caracteris-
ticii globale de frecventa ale filtrului cu urmarire caracterizat
de relatla (5.8).

Pe baza acestei figuri se poate formula o altd proprietate a
filtrelor cu urm3rire:

P4. Modulul caracteristicii globale de frecventa a unui
flltru cu urmdrire este o bun3d aproximare a modulului caracterls—
ticii de frecvenpa a filtrului trece bandid ideal.

Se observa c3 aproximarea este cu atit mai buni cu cit banda de
urmarire, By, este mai largd si cu cit filtrul trece bandid cu
urmdrire este mai selectiv (caracteristicile momentane de modul
sint mai inguste), adicd are un factor de calitate, Q ,mai mare.
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H(w, wiX H(w , wooll IH(co , wg )l
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Figura 5.3. Reprezentidrile caracteristicilor de modul,
globald si momentane ale unui filtru cu urm&drire de tip trece
banda de ordinul II.

O caracteristica de tipul celei din figura 5.3. ob;inuta
experimental cu ajutorul unui circuit construit de autor este
prezentatd in [Isa.'91].

In continuare se analizeaz3 cazul in care pulsayia centralda
a filtrului adaptiv este in permanentd egald cu o ffacgiune din
pulsapia instantanee a semnalului de intrare. In acest caz
relapia care descrie procesul de urmdrire se scrie:

@= kg-wj(t) , kg = constanta (5.9)

Expresia raspunsului in frecvenga al filtrului cu urm3rire de-
vine:

2:A- € kg
’ W= kg Wwolt),
1-k3 + 2:3- € -kg we [ p=By/2, ©o+By/2]
H(w ,t) = (5.10)

2‘A'§ .("JQOO
C‘J¢ [&00-Bu/2, Wgo+By/2]

(2= wggl+2-3 .‘g.w.moo

Proprietatea P3 se poate reformula in acest caz in forma:
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P5. Un filtru adaptiv pentru semnale modulate in frecvenya
la care urm3rirea se face conform relatlel (5.9) are caracteris-
tica globalsa de frecvenya de valoare constantd in banda de
urmarire. Valoarea acestei constante este:
(2:A-§-%0)/[(1-k3)+2-3-F ko] .

Legdtura dintre caracteristica globala si caracteristicile
momentane ale unui filtru cu urmarire se pune in evidentd cind se
analizeazi 1mbunatat1rea raportului semnal pe zgomot X pe care o
introduce acest 51stem in comparayle cu un filtru trece banda
oblsnult
Con51der1nd c3 semnalul modulat 1in frecventa care trebuie prelu-
crat, x(t) este afectat aditiv de zgomotul n(t) si c3 pulsatla sa
instantanee se modificd intre valorile ©p si Ly, banda de
trecere necesard unui filtru trece banda tradi;ional pentru
prelucrarea acestui semnal este By = ®Oy - ©Op.

Tn cazul in care prelucrarea se face cu un filtru cu
urmdrire este necesar ca By = By, banda caracteristicilor momen~
tane de frecvenya putind fi mult mai Ingust3i.

Valoarea maxim3 a benzii unei caracteristici momentane de
frecventd este necesar s3 fie wWy/(2-m-Q).

Dacd filtrul cu urm3rire are un factor de calitate mare este
usor s3 fie indeplinitd condigia:

©uM
< QJM - Cdm
2'm-Q

Aceastd relayie exprim3 leg3tura intre valoarea maxim3 a benzii
+unei caracteristici momentane de frecventa a filtrului cu
urmdrire 51 banda filtrului f3r3d urmarire necesar pentru filtra-
‘rea acelu1a§1 semnal x(t). Valorile benzilor echivalente de
zgomot ale filtrului cu urmarire §i fara urmarire echivalent (din
punct de vedere al semnalului x(t) sint proportionale cu
DM/(Z n-Q) si Gy - Wy,

Imbunatatlrea raportului semnal pe zgomot introdus3 de filtrul cu
urm3rire in comparatie cu cel far3a urm3rire echivalent, X este
proportionald cu raportul benzilor lor echivalente de zgomot. De
aceea este valabila rela;ia:

x>
O evaluare pentru X este prezentatd in [Isa.'91] pentru cazul

filtrului cu urm3rire construit de autor, amintit mai sus.
Aceastd proprietate este fireascd avind in vedere c& la fiecare
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moment de timp filtrul adaptiv poate fi caracterizat printr-un
filtru adaptat la semnalul de intrare (avind frecvenpa centrals
identici cu frecven;a instantanee de la acel moment a semnalului
de la intrare).

fmbunatayirea raportului semnal pe zgomot realizatd prin
utilizarea unui filtru adaptiv (cu urmarire) in locul unui filtru
trece band3a tradi;ional este cu atit mai mare cu cit factorul de
calitate al filtrului adaptiv este mai mare.

Tn cazul caracteristicilor de fazj ale filtrelor cu urmirire
de ordinul 2 existxa proprietapi echivalente pentru P3 + PS5,

Caracteristica de fazi a sistemului adaptiv este;

CR(t) - 2
dplw, t) = arctg

Z‘g(o .(Jo(t)

.Reprezentarea tridimensionald a acestei caracteristici este
Prezentatd in figura 5.4.

l('PH (w,t)

(PH (‘U)to)

'\</0 Wo (to)/‘-"i(tl )

t

Figura 5.4.Caracteristica de faza a raspunsului in frecven?é
al unui filtru cu urm3rire de tip trece band3d de ordinul 2.
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Cu ¢y(w,tgx) s-a notat caracteristica momentan3d de fazi 1la
momentul ty.
Tn figura 5.5 se prezint3 caracteristica global3 de fazi:

Puleoy (1) @, (w, (1)

Figura 5.5. Caracteristica globald de fazd a filtrului cu
urmdrire de ordinul II de tip trece band3 : a)in domeniul frec-
ventd; b)in domeniul timp.

Tn figura 5.6.sint reprezentate in raport cu acelasi sistem
de coordonate citeva caracteristici momentane si caracteristica
globala de fazd ale filtrului cu urm3rire cu raspunsul in frec-
ventd dat de relatia (5.8).

Enunturile proprietayilor caracteristicilor de faz3d (analoage
proprietatilor de modul P3 <+ P5) sint prezentate in
[Isa.,Isa.,Sch.'89].

LPH(wO(t ))
T / ( )
7 I~ \‘,4\ e Pylw,wg
k\~ \{' BU
N~
O La.)I\\\.~ ’:)00\\ u.)s G
-4 S b S
@ (w, wy)
HY O ™1 qL(“%“%o)

Figura 5.6. Caracteristica globala si citeva caracteristici
momentane de fazd ale unui filtru cu urm3rire de ordinul II de

tip trece band3, reprezentate in raport cu

coordonate.
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5.2.3. Construc;ia filtrelor cu urm3rire folosind circuite
cu capacitayi comutate

Pentru realizarea unui filtru cu urmarire este necesars
reglarea valorii uneia dintre componentele circuitului ( care
intrada 3in calculul frecvenyei centrale a filtrului trece bandad )
in funcgie de valoarea frecvenpei instantanee a semnalului de
prelucrat.

De aceea in construc;ia unui astfel de filtru este necesar si3 fie
folosite doud tipuri de circuite:

- un filtru trece bandid cu frecvenya centrald comandabili
electric ;

-un circuit de conversie a frecvengei instantanee a semnalu-
lui de intrare intr-un semnal de comandd a filtrului cu frecvenpa
centrald comandabili electric.

0 clasd de filtre cu frecven;a centrald comandabil3 electric este
clasa filtrelor comandate in tensiune.

O categorie interesantd de filtre cu frecvenga centrald comanda-
bil3d direct printr-o frecvenya este cea a circuitelor cu capa-
citapi comutate

A —
‘Vio———c:éj-J v, o__.é %_____

—~O Vg K L oV,

' Vo (s)

S Gy
Vi)~ "sRC I

Figura 5.7. Schema unui integrator Figura 5.8. Schema unui
clasic. integrator cu capacitapi
comutate.

n continuare se analizeazd schema din figura 5.8, echivalidu-se
acest circuit variant in timp cu unul invariant in timp , al

cadrui r3spuns 1in frecventd se determind . Se considerd c¢3 1la
momentul (n-1)T comutatorul K este in pozi;ia 1. Sarcinile celor
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doud condensatoare din schem3 sint :

q10(n-1)T] = cqvy[(n-1)T]

q20{n-1)T]

Csz[(n-l)T]

Dacd 1la momentul (n-1/2)T , K se trece in pozitia 2 , atunci 1la
momentul nT , condensatorul C; a cedat intreaga sa sarcina
q1[{n-1)T) condensatorului Cp care a acumulat sarcina

q;[nT] a2l (n-1)T] - q1{(n-1)T]

adic3d
CavainT] = Caval(n-1)T]-Cyvq{(n-1)T]

Se observd c3 semnalele descrise qp , g5 , vy si vy pot fi con-
siderate ca si semnale in timp discret. Aplicind in wultima
rela;ie transformata z unilaterald se ob;ine

CoVal(z/T) =(Cp/2)Vy(z/T) -~ (C1/2)V1(2/T)

Sistemul in timp discret descris de semnalele V1.,V2,491,492 Prezen-
tate mai sus este un sistem liniar si invariant in timp. De aceea
se poate vorbi despre funcgia sa- de transfer. Pe baza ultimei
relatii expresia acesteia este

Vo (z/T) -(c1/C3)

vy(z/T) z(1-1/z)

'
'

Dacd se admite c3 sistemul in timp discret descris astfel a fost
obyinut din sistemul in timp continuu considerat pe baza metodei
de echivalare care presupune invarianta raspunsului la impuls ,
atunci se poate exprima pornind de la ultima relatie , functia de
transfer a sistemului liniar si invariant in timp continuu echi-
valat.

Va(s) Vo (z/T) -(c1/cp)e"sT

Vi(s) vqlz/T 1- e~sT
1(s) 1(z/T) oeST

Pentru banda de frecven;e in care este satisfacuta condigia

|sT| << 1 , s=jo (5.11)
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este valabila aproximarea
e 8T = 1-sT
51 expresia functiei de transfer devine
Va(s) -(cy/cp)esT

= (5.12)
vi(s) sT

fn acest caz modulul raspunsului in frecvenya al sistemului
considerat este

(cq/C2) 1
‘H((.))l = =
|| T |eo] (€2/C1)T

Avind in vedere c3 T este perioada semnalului cu care se comandd
comutatorul K si notind cu f. frecventa corespunzitoare acestel
perioade , ultima rela;ie se mai scrie:

1

|H@)| =
jo] - [1/(£cC1)1C2

Modulul raspunsului in frecvent3a al unui integrator clasic ( de
tipul celui din figura 5.7) este
1
H() | =
'Q'-RICZ

Prin identificarea ultimelor doud relatii se obtine egalitatea
1
Rq =
fccl

Deci integratorul cu capacitdti comutate poate fi echivalat (in
limitele in care metoda de echivalare a sistemelor in timp conti-
nuu cu sisteme in timp discret are erori acceptabile si pentru
frecvente in banda descris3d de relatia (5.11) ) cu un integrator
clasic a carui rezistentd R este o functie de frecventda (de
valoare f.). Circuitele integratoare fac parte din structura unor
filtre active ca de exemplu filtrul activ universal sau filtrele
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de tip " leap-frog" , [Hue.,All.'gs].

in cazul primului exemplu valoarea R; intra in calculul
frecven;gi centrale a filtrului trece bandi realizat.

Structura wunui filtru activ universal este prezentatd in figura

5.9.

Daca amplificatoarele operationale se ~onsiderd ideale atunci
ie§irea de tip trece bandid a filtrului este caracterizat3d de

funcpia de transfer

thmos
His) =
582 + 2805 4.2
unde:
A = -Rp/R ; Q = (R +R2)/(2R) ; wp = 1/(P1+C5)

——Our;

Pigura 5.9. Schema unui filtru activ universzal.

Varianta cu capacitdti comutate a filtrului activ universal este
prezentata in figura 5.16.

Ecuatiile ~are descriu func;ionarea zircuituini ze pot z22rie  pe
baza rela;iei (5.12) astfel:

Upgle) -lc1/00) e-2T
Urp'’s) aT
Urpls) =10y e78T
UTS(S) 8T
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Upg{t)-ups(t) upg(t) . - uj(t)

R + upy(t) = R + uj(t)
2R R + Ry
R
——
: L Ky
Uy

Figura 5.10. Schema unui filtru universal realizat cu circuite cu
capacitagi comutate.

Luind transformarea Laplace in ambii membrii ai ultimei ecuatii
§i exprimind Upg(s) si Upg(s) in functie de Upg(s) pe baza
aproximdrilor prezentate mai sus se obtine urm3toarea expresie a
func;iei de transfer

-2Rp/(R+Rp) [(1/T}(C1/Co)]s
H{(s) =

s2 + 25[(R/(R+R2) ) (1/T)(C1/C2) ] + [(1/T)(Cy/Cy) )2

Se constatd c3d este vorba despre un filtru trece banda de ordinul
2 cu urmatorii parametrii

A=-(Ra/R) ; ¥=R/(R+Rp) si ©g =(C1/Cp)%¢
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Deci frecventa centrald a filtrului trece bandd obtinut este
proportlonala cu frecventa de comutatle a comutatoarelor Pentru
realizarea unui filtru trece banda de ordinul 2 cu urmdrire este
necesara construcpla unui circuit care s3 genereze semnalul de
comandd al comutatoarelor in asa fel incit s3 fie 1indeplinita
condi;ia:

2nf =(C1/Co)fe

unde s-a notat cu f frecventa instantanee a semnalului de prelu-
crat. Un astfel de circuit , poate fi un multiplicator de frec-
ventd realizat cu un circuit P.L.L. Parametrii unui filtru cu
urmarire construit 1In acest mod sint:

amplificarea A , factorul de calitate Q , banda de urmdrire By
viteza de urmarire v, si sensibilitatea de calare Sg.

Un exemplu de filtru cu urmarire construit in acest mod precum 51
performan;ele sale sint prezentate in [Isa.'91].

’

5.2.4. Filtre cu urmarire construite folosind filtre
numerice

fn continuare se prezintd un filtru cu urmdrire de tip transver-
sal. in figura 5.11, este desenatd forma canonic3 de implemen-
tare a unui astfel de sistem. Blocurile marcate cu t realizeaza
intirzierea semnalului de la intrarea lor cu aceast3 cantitate.
considerind c¢i se folosesc N-1 linii de intirziere , expresia
rispunsului in frecventa al sistemului din figura este

sin(Nwt/2)

H(®) =(1/N) e-J¥(N-1)T/2 (5.13)
sin(wt/2)

Se observi c3 H(w) este o functie periodica dew.
$n figura 5.12 este prezentatd schema bloc a unui filtru trans-
versal construit cu ajutorul unui filtru numeric.

sit)

o T T T —]
3 splt)
+ i

Figura 5.11.Forma canonica de implementare a unui filtru trans-
versal.
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sit) sei,
: 1 2 Hq ten) = 1
[
| elt) [
L - __ ___ !
1. circuit de esantionare Si memorare , 2. <onvertcr analag

numeric . 3 convertor numeric amal-gic
Pigura 5.12. Schema bloc a unui filtru transversal zonstilt T
ajutorul unui filtru nameric.
Semnalul de comand3 al esantiondrii elt) (semnal Jdreptunghiuzliar
cu factor de umplere mic si cu pericada TL=T/K , ReZ 29.35ur%
esantionare coerent3. Filtrul numeric considerat ars
impuls

bd4lnl = (1/N){6[n] + &[{n-K] + 5[n-2R] + ... + Alao- ¥-1iX:

si r3spunsul in frecvent3a

sin!NGXR/Z"
Hg(Q) = (1/N) e-1(N-1)QK/2,
sin{Qr/2)
R3spunsul in frecven;a al sistemului analcqgisz e2chivzlent pentrx
sistemul din fiqura 5.12 este ccnfeorm (Czp. . Wil. 22 FaTs,
Avind 1in vedere faptul c3 r3spunsul la impuls 2l =onszreorilas

nﬁmeric analogic este

| h3(t) = s(t)-a(t-T.)

i
U

rézultd c3 rdspunsul in frecventd al sistemulul schivalsns  <2l-:

din figura 5.12. este:

He(w) = Sp(w)/s(w) = (1/N) e-3(N-1)RuTe /2 a=2. e/

Comparind relatiile (5.13) si (5.14) se zcns=ati =3 zentri =77,
st pentru K de valori mari ,|Hg(c)! este = Zund apriximsrs pant:.
|H{e) .

Analiza f3cut3 se bazeazd pe ipoteza de cnerenti 3 a3antisndr |
(K - constant).Dacd semnalul de intrare are frecvants instanfsras
variabil3 in timp , iar T, este constant , <andifia Z2a ~sara <%
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égantionarii nu mai este respectatl

in [Isa.'92 1) se analizeaz3 cazul in care se esantioneaza sem-
nale modulate in frecventd . Concluzia obtinutd ‘este c3 erorile
de esanticnare sint minime dac3 se esantioneazd cu pasul Tg
variabil , 2/P fiind o functie de timp identica cu wi{t) ( unde

s-a notat cu <;(t) pulsatia instantanee a semnalului care se

esantioneazd ).Utilizind acest mod de egantionare , constanta Tg
din rela;ia (5.14) se inlocuiegte cu func;ia de timp Te(t) §i
raspunsul Ho(w) devipe particularizarea unei funcpii de transfer
de tip Zadeh, Hc{w,t).Aceastd expresie caracterizeaz3i global ,
comportarea 3in domeniul frecvenpa a filtrului cu urmarire con-
siderat. In continuare se prezinta constructia unui astfel de
filtru precus si rezultatele obtinute in urma wutilizd3rii sale.
Scopul propus este ilbunatagirea raportului semnal pe zgomot
al semmalului s{t) cu graficul din figura 5.13 a). Acesta este un
semnal modulat iz amplitudine prin modulagie de produs folosindu-
s€¢ un semnal purtftor esinusoidal 51 un semnal modulator drep-
tizghinlar. Faportul dintre perioada semnalului modulator 51
ricada sesmalnlni purtdtor este 12.
©On :'—9;/12 = 2n/T

Pn:sa;ia instantanee a semnalului purt3tor scade lent de 1la
valcarea 2wn-664 rad/s la valoarea 2n480 rad/s.

Pulsatia imstantapee a semnalului modulator urmireste pulsa;ia
rimstantamee a gemnaluluil purtitor respectindu-se la orice moment
de timp ultima relatie scrisd . In figura 5.13 b) este prezentat
spectrul imnstantansu al semnalului s(t)

isie)

|
D

~ R

Al
2

wp

Figura <=.13. Caracterizares instantanee a sempnalului s(t) a) in
' domeniul timp b) in domesniul fregyent®
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Schema filtrului cu urm3rire este prezentat3 in figura 5.14.

F———————— — — — +5V
! 6]
] of — E
s{t) omp S| WRF 5
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Figura 5.14. Schema filtrului cu urmarire realizat.

Cu ajutorul buclei P.L.L.(RE 565) si a numiradtcarelor [(MMC 4018)
s-a realizat un multiplicator de frecventa (FM) care prin in-
termediul monostabilului MMC 4092 genereaczi semnalul d= comandi a

esantiondrii e(t). Perioada acestui semnal , Te , est2 legati de
périoada T a semnalului modulator prin rela;ia
T(t)
To(t) =
12-1¢8
Esantionarea cu memorare a semnalului s{*) este efectuatd in

blocul (SHC) cu ajutorul celor doud amplificatoare operationale
de tipul 108 , a comutatorului MMC 4053 §i a condensatorului
Conversia analog numericd este r=alizatd ~u ejutorul circuitului
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specializat AD 571 , folosindu-se cei mai semnificativi opt bi;i.
Filtrul numeric este realizat cu ajutorul unui calculator de tip
TIM-S. Conversia numeric analogici este realizatid in blocul DAC
construit cu ajutorul convertorului numeric analogic DAC-08.
Comunica;ia celor doud convertoare (numeric analogic si analog
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