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INTRODUCERE 

In \iltimii ani o amploare deosebită a luat dezvoltarea 
construcţiilor industriale, de maşini, de nave şi a industriei 
chimice. Acest lucru a impus dezvoltarea corespuzătoare de 
noi tipuri de structuri complexe printre care şi a plăcilor 
circulare cu nervuri radiale. In acest cadru se înscrie lucrarea 
prezentă limitată la studiul stărilor de deformaţie ni de tensi-
une la plăcile circulare cu nervuri radiale. Autorul îr-" «rcă, 
ţinînd cont de studiile [12^], [l24] , [230] efectuate 
prezent, să formuleze şi să dezvolte metode de calcul cu apli -
cabilitate generală şi să prezinte relaţii de calcul care să 
slujească proiectanţiilor. 

Organizarea materialului prezentat în lucrare a fost 
făcută în 9 capitole. 

In capitolul 1 sînt prezentate notaţiile mărimilor folo-
site în analiza stării de detormaţie şi de tensiune a plăcilor 
circulare izotrope, a reţelelor de bare şi a plăcilor circula-
re cu nervuri radiale. 

Capitolul 2 analizează modurile de creştere a rezisten-
ţei şi rigidităţii plăcilor circulare prin folosirea de materia-
le cu proprietăţi mecanice superioare aau prin obţinerea unor 
configuraţii constructive adecvate. Sînt prezentate tipuri de 
plăci cu nervuri, avantaje şi inconvenient» în utilizarea aces-
tor plăci şi domeniile de utilizare. Se face o analiză critică 
a stadiului actual al cer .ie ţărilor privind calculul plăcilor 
circulare cu nervuri radiale şi se stabilesc obiectivele Iu -
crării. 

In capitolul sînt create premisele dezvoltării uite -
rioare privind calculul plăcilor cu nervuri analizîndu-ee plă -
cile circulare şi reţele de bare. Sînt tratate aspecte generale 
privind deplasările, deformaţiile, eforturile secţionaie, ecu -
aţiile de echilibru static şi eforturile din bare la reţele în 
funcţie de componentele deplasării. 

BUPT



- 4 --

In capitolul 4 sînt tratate plăcile circulare cu nervuri 
radiale. Sînt deduse relaţii de calcul ale deformaţiilor , ten-
siunilor, eforturilor secţionale în funcţie de componentele 
deplasării precum şi ecuaţiile diferenţiale care descriu defor-
marea lor. eforturile secţionale şi ecuaţiile diferenţiale s-au 
stabilit pe mai multe căi exietînd posibilitatea confrunta -
rii rezultatelor obţinute. 

In capitolul 5 se analizează modul de integrare a ecua -
ţiilor diferenţiale care descriu deformarea plăcilor circulare 
cu nervuri radiale. Soluţiile ecuaţiilor diferenţiale au lost 
obţinute în cazul încărcării axial simetrice a plăcii 
cînd nervurile au secţiunea transversală constantă i;au varia-
bilă. Se prezintă exemple de calcul iar rezultatele sînt com-
parate cu cele obţinute la placa circulară izotropă. Totodată 
se speciiică modul de calcul al acestor plăci cu metodele 
Rayleigh-Hitz şi Bubnov-Galerkin precum şi cu metoda elemen -
tului finit. In încheierea capitolului se prezintă projracul 
do calcul prin aubotructurare elaborat pentru anallia diferi-
telor tipuri de structuri complexe precum şi a plăcilor cir-
culare cu nervuri radiale. 

Micşorarea greutăţii plăcii circulare cu nervuri rn -
diale în raport cu placa circulară de grosime constantă cînd 
se impune ca ele să aibă aceeaşi rezistenţă sau rigiditate 
prin stabilirea numărului şi a dimensiunilor nervurilor se 
tratează în capitolul 6. 

In capitolul 7 sînt prezentate cercetările experimentale 
ale stărilor de deformaţie şi de tensiune şi compararea 
lor cu rezultatele obţinute prin diferite metode de calcul. 
In acest sena, tensometria electrică rezistivă, fotoelasti -
citatea şi interferometria holografică s-au dovedit a fi teh-
nicile experimentale cele mai potrivite pentru analiza stă -
rilor de deformaţie şi de tensiune în plăcile circulare nor-
vurate. Totodată sînt prezentate diapozitivele folosite 
pentru efectuarea cercetărilor experimentale. 

In capitolul 8 sînt prezentate principalele contri -
buţii şi concluzii desprinse din cercetarea teoretică şi 
experimentală a stărilor de deformaţie şi de tensiune la 
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plăcile circular® cu nervuri radiale şi unele aspecte care pot 
fi tratate ulterior într-o nouă cercetare. 

In ultimul capitol, anexe, eînt tratate mai detailat 
unele noţiuni de geometrie diferenţială şi analiză tensorială 
necesare deducerii relaţiilor pentru deplasări, deformaţii şl 
a ecuaţiilor de echilibru static ale plăcilor circulare. Tot-
odată se prezintă integrarea ecuaţiilor diferenţiale care des-
criu deformarea plăcilor circulare cu nervuri radiale cu sec-
ţiune variabilă cu ajutorul seriilor. 

Autorul îşi exprimă sentimentul de profundă recunoştinţă 
faţă de domnul prof.dr.ing.Lazăr Boleanţu pentru preţioasele 
sfaturi de încurajare şi sprijin continuu primi tt̂  pentru ter-
minarea acestei lucrări. 
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Sistem© d« coordonata 

Lungimi 
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r r^j 
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1. NOTATII 

- coordonat© carteziene 
- coordonate cilindrice 

- raza exterioară a plăcii 
- rază curentă 
- grosimea plăcii 
- înălţimea nervurii 
« lăţimea nervurii 
- distanţa dintre nervuri în direcţlt* 

Caracteristici geometrice 
dA » r-dr. dvf [L^] 

M -

A m ' V 

^rn' V 
D, B 
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[FI] 
[FL] 

[fl-1] 

N 

H 

FL' 

clrcumferoriţialft, rcHpec ti v ru(il .j I 

- aria elementului de suprafaţă 
- aria elementuiui de placă în direcţia 
axei r, respectiv ^ 

- aria secţiunii nervurii radiale , 
respectiv circumferenţiale 

- volumul plăcii cu nervuri, respectiv 
al plăcii fără nervuri 

- momente de inerţie ale secţiunilor 
nervurilor 

- rigiditatea cilindrică, respectiv 
axială a plăcii 

- rigidităţi de încovoiere în directiilc 

• rigidităţi la torsiune 
• rigiditate la încovoiere care ia în 
considerare contracţia 
rigiditate axială a nervurilor dis-
tribuită pe lungimile b^, respectiv 
bv, 
rigiditate de încovoiere ale nervu-
rilor distribuite pe lungimile b , 
respectiv by ^ 
rigiditate la torsiune al nervuri-
lor distribuite pe lungimea b , 
respectiv by ^ 
momentul rigidităţii axial© al ner-
vurilor în raport cu un plan de re -
ferinţă distribuit© pe lungimea b , 
respectiv b^ ^ 
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- rigiditate longitudinală diotri -
buită pe lungimile respectiv b̂ ^ 

- modul de elasticitate longitudinal 

- modul de elasticitate lon̂ ^̂ itudinal 
pentru materialele nervurilor 

- modul de elasticitate longitudinal 
după direcţiile r,f, x, y 

- coeficient de contracţie trîu .MVf?rr.nin 
a materialului plăcii 

- coeficient de contracţie transveri>a-
lă de scurtare pe direcţia y şi lun-
girea pe direcţia x şi invers 

* 1.0 O xy V 1-

Tensiuni 

f-] 
f-J 

^rn' S a 

[PL-^] 

^V ' C-, [FL-

rf 

Incârcări exterioare 
> Pj 

P 
M [î L/l] 

Eforturi secţionale 

xy V 
-> lî» 

E -O E O 
1-":) o yx 

Deplasări şi doforaaţii 
[L] 

componentele depasării punctului 
respectiv ale punctului ^ 

lungiri specifice 

lunecări specifice 

tensiune normală radială, respectiv 
circumferenţială 
tensiunea hormală din nervura radia-
lă, respectiv circumferenţi-.lă 
tensiunea tangenţială 
tensiune normală în direcţia axei x, 
respectiv y şi z 

componentele încărcării exterioare 
forţa concentrată 
moment distribuit pe unitatea de 
lungime 

- eforturi secţionale normale 
- eforturi secţionale de lunecare 
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• eforturi secţlonale tăietoare 
eforturi secţionale de încovoiere 
momente secţionale de răsucire 

eforturi secţionale în barele reţe-
lei în direcţie radială 

eforturi secţionale în barele reţe-
lei în direcţie circumferenţială 

mărimi adimensionale care caracte-
rizează rigidizarea 
operatori diferenţiali 

- energia potenţială totală 
- energie de deformaţie a plăcii şi 
nervurii 

- lucru mecanic exterior 
- vereori 
- vectori 
- matrice coloană 
- matrice păjtrată 
- operator Lapace în coordonate 
polare 

- componentele covariante şi contra-
variante ale tensorului metric 
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2. STADIUL ACTUAL AL CALCULULUI PLĂCILOR 
CIRCULARE RIGIDIZATE 

2.1 Consideraţii goneraXe 
In proiectarea elementelor otructurale ca şi a plflcilor 

circulare în condiţiile realizării unei siguranţe în exploatare 
se are în vedere reducerea consumurilor energetice şi de mate-
rial. Proiectarea unor plăci circulare umoare care să satiflfacri 
condiţii corespunzătoare de rezistenţă, rigiditate, stabilitate 
este posibilă dacă: 

- se folosesc materiale cu proprietăţi mecanice superioare^ 
- se aplică elemente de rigidizaro. 

iîixtinderea utilizării materialelor izotrope cu proprlotnţi 
mecanice superioare este ineficientă datorită preţului de coct 
ridicat. Pe lîngă aceste materiale la ,confj trucţla pl.^cilor cio 
pot folosi şi materiale compozite (45j. Materialele compozite 
reprezintă o clasă nouă de materiale de mare importanţă tehno -
logică; ele sînt sisteme de corpuri solide, deformabile, combi-
naţii la scară macroscopică de mai multe materiale. Prin folosi-
rea acestor materiale s-au obţinut proprietăţi superioare pen -
tru elemente privind rezistenţa, rigiditatea, coroziunea, uzura, 
greutatea, izolarea termică şi acustică etc. Avantajul folosirii 
acestor materiale constă în reducerea greutăţii elementelor 
structurale precum şi în proprietatea de a fi termic stabile şi 
deci dimensiunilf sînt conservate în timp. 

Utilizarea materialfîlor cu maximum de eficienţă cu res-
pectarea unei siguranţe de funcţionare a impus utilizarea plă-
cilor ortotrope, adică a pi.&cilor care au trei plane de simetrie 
elastică. Ortotropia plăcilor poate avea diferite cauze: 

i) ortotropia cauzată de material [20j , (l4lj , [l97j , {226]. 
In acest caz materialul are moduli de elasticitate diferiţi după 
două direcţii reciproc perpendiculare. Din această categorie fac 
parte plăcile din lemn [^5], 0-97], ^208]. 
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Pentru determinarea tensiunilor într-o placă ortotropă 
[121] , se foloseşte relaţia: 

(2.1) 

"G-X' E' ' 0 t 

r = E' • 0 

0 0 G 

unde constantele elastice Ei. şi G sint mărimi 
independente, neexistînd relaţii între G şi celelalte constan-
te elastice. In cazul materialelor izotrope între ii, G şi ^ 
există relaţia G = E/(2(l+0)). In cazul plăcilor izotrope 

ii) ortotropia condiţionată constructiv [5J, [6j, 
[22J, [33J, [I41J , [160J, [;?ic] . In acest caz, ortotropia 
obţine printr-o dispunere convenabilă a materialului izotrop 
în aşa fel încît să rezulte o creştere a rigidităţii după 
mai multe direcţii. In această categorie sînt cuprinse plăcile 
cutanate [16O] , plăcile sandwich [Î12J , [ll5j, plăcile perfo -
rate [ll] , [ŝ J , [231] şi plăcile nervurate Cl^ , I>q] , £22], 
C243, 03], [68], [S9J, [97J, CL22], [141], [I49j,[l5a3, 
[202], (^15] 

. Deoarece pentru aceste plăci ortotropia rezultă 
din modul de dinpunere a materialului elo se numocc plăci cu 
ortotropie de structură. In categoria acestor pl.̂ lci se găse-ţc 
şi plăcile circulare cu nervuri. 

2.2 Tipuri de plăci circulare nervurate 
i'lăcile circulare întărite cu nervuri sînt cazuri parti-

culare de învelişuri de rotaţie rigidizate. Ele sînt compuse 
.din membrane sau plăci circulare subţiri ce se întăresc cu ele-
mente elastice unidimensionale (bare cu pereţi subţiri de tip 
Vlasov sau bar« de tip Kirchhoff - Clebsch - Lurie). 

Nervurile pot fi aşezate paralel cu un diametru (fig.2.1,T 
sau în cruce (fig.2.1,b), circumferenţial (fig.2.1,c) sau ra -
dial (fig.2.1,d), mixt (radial şi circumferenţial tif:. 2.1,e) ̂  
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sau sub forma unor bare curbe (fig.2.1,f). 

i-li 

i 

/ xV / ŷ r \ \ 

\ yx \ yv' 
/ 

1 
J L 

c/. 

i 

^^^^^ B 

rnjŢ m 

e. f. 

Fig.,2.1 
Dispunerea nervurilor poate fi pe suprafeţele exterioare ' 

pe o faţă sau ambele feţe (fig.2.1) menţionate în lucrările [23], 
[49], &3J, CfiOl. f69j. f f97] , £113] , [2'30] sau cuprinse 
între două plăci circulare (fig.2.2) după cum reese din [l22]. 

Placa şi nervurile pot fi confecţionate din acelaşi ma -
terial aau pot fi făcute din materiale diferite. 
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fig.2.2 
Nervurile pot face corp comun cu placa (plăci circulare 

cu nerruri obţinute prin turnare) sau sînt aaaablate pe placă 
cu ajutorul niturilor, şuruburilor, sudurii sau prin lipire. 

Suprafeţele de contact între nervuri şi placă sînt: 
- monodimensionale (cînd nervurile aînt înguste), 
- bidimensionale (cînd nervurile au lăţime mare). 

2.5 Importanţa utilizării plăcilor circulare 
nervurate radial 

Plăcile circulare cv nervuri radiale au o largă utilizare 
în construcţia de maşini, construcţii civile, industria chimică, 
construcţia de nave etc. î.le sînt folosite ca plăci circulare 
pentru fundaţiile unor maşini Cl2] , plăci de bază pentru 
stîlpi din.fontă Cl48j, discuri cu aripioare D.05], funduri 
de pistoane 0-81], capace şi discuri pentru turbo - maşini 
C24], C853, flanşe la racordul conductelor f97j, planşaibe pen-
tru strunguri carusel DL22] , [l25] , capace pentru /.-urile de 
canal, roţi dinţate întărite cu nervuri radiale [>30] . In 
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industria chimică se folosesc capace şi site circulare rî îMi-
zate în locurile în care nu se pot folosi capace sferice sau 
bombate. De asemenea, plăcile circulare rigidizate radial sînt 
utilizate cu succes în construcţia talerelor, coloanelor de 
absorţie ale tamburilor de la centrifuge, la răcitoarele cu 
tambur rotativ, la capetele tamburului de la amestecătorul din 
industria vinului, la amestecătorul de minereu CL55]• 

Domeniul de utilizare al plăcilor circulare cu nervuri 
radiale este mare întrucît: 

- prin nervurare rezultă proprietăţi mecanice superioare 
privind rezistenţa, rigiditatea şi stabilitatea lor , 

- se folosesc materiale cu proprietăţi mecanice scăzute, 
adică preţ de cost mic, pentru obţinerea proprietăţiilor meca-
nice amintite mai sus , [39] , [82] t 

- se pot obţine elemente structurale cu greutate mică 
(se poate micşora greutatea în condiţiile creşterii rezisten -
ţei şi rigidităţii întrebuinţînd materiale cu preţ de cost micV 

- se intensifică procesul de transfer termic (pentru cn 
se măreşte suprafaţa exterioară [23J ). 

2.4 Stadiul actual al cercetărilor privind 
calculul plăcilor circulare rigidizate radial 

Ponderea însemnată a structurilor formate din plSci întă-
rite cu nervuri în ansamblul general al construcţiilor de maşi-
ni, construcţii navale Justifică stabilirea unui studiu privind 
determinarea stărilor de tensiune şi de deformaţie. Un pas im-
portant în calcularea învelişurilor cît şi a plăcilor circulare 
nervurate a fost făcut odată cu stabilirea metodelor de calcul 
la plăcile dreptunghiulare întărite cu nervuri echidistante 
aşezate longitudinal sau transversal, pe o singură sau ambele 
feţe. Plăcile întărite cu nervuri au fost studiate pentru pricin 
dată în lucrările lui I.G. Bubnov [28]. I.G. Bubnov a de^erIEinat 
rigiditate limită a nervurii transversale a unei plăci în a:;ia 
fel ca să nu-şi piardă stabilitatea între nervuri cfr.d acestea 
rămîn nedeformate. Aplicînd metoda energetică, S.P. Timoshenko 
[226J a calculat atît plăcile consolidate longitudinal, cît şi 
cele întărite transversal. 
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Bazele teoriei învelişurilor nervurate, ca diviziune a 

teoriei generale a învelişurilor, au fost puse de V.Z. Vlasov 
şi A.I. Luriecare au studiat învelişurile cilindrice întărite 
longitudinal cu nervuri QŞ] . 

Abordarea analitică a încovoierii plăcilor dreptunghiu-
lare întărite cu nervuri este prezentată în lucrările [19] 
[1413, [i603, [210] şi aparţine şcolii româneşti. In teza L 
doctorat |>93 . susţinută în anul 1972, prof. I. Beleş a stu-
diat placa cu ortotropie structurală ca o structură compusă 
din placă şi nervuri, coneiderînd d legătură articulat-, între 
ele. Ulterior, G.B. Popa a extins soluţia admiţînd o legătură 
rigidă între placă şi nervuri [l6c3 . 

Matricea de rigiditate pentru un element caracteristic 
de placă cu nervuri aflat în stare plană de tensiune a rost 
stabilită în lucrarea [l49] . 

Rezolvarea unor probleme de teoria plăcilor dreptun -
ghiulare cu ortotropie de structură foloflind metoda elementu-
lui finit este prezentată în lucrările Cl4lJ , [iTlJ . 

In cazul plăcilor circulare se disting două categorii 
de ortotropie de material şi de structură. 

Teoria de calcul a plăcilor circulare confecţionate din 
material ortotrop este rundamentată pe aceleaşi ipoteze ca şi 
a plăcilor confecţionate din material izotrop. Starea de de -
lormaţie a plăcii circulare ortotrope satisface ecuaţia cu 
derivate parţiale 

^ 1 1 Qw 

dedusă de G.F. Carrier şi prezentată în lucrarea [l2lj . In ecua-
ţia (2.3), p(r,y ) este intensitatea încărcării normale 
w(r, w») - deplasarea transversală; D^, D^ - rigidităţi de în-
covoiere după direcţiile radială şi circumferenţială iar 
Dţ - rigiditatea la torsiune. 

Rigidităţile de încovoiere şi torsiune eînt date de 
relaţiile: 
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«r̂ '»»̂  - (2.4) 

I 

Soluţia ecuaţiei diferenţiale cu derivate parţiale poate 
fi stabilită numai în cazul încărcării simetrice a plăcilor cir-
culare. 

A doua categorie cuprinde plăcile circulare cu ortotropie 
de structură din care fac parte şi plăcile circulare întărite cu 
nervuri radiale. Studiul stărilor de deformaţie şi de tensiune 
la plăcile cu nervuri radiale se găseşte într-un număr re.^rîns 
de lucrări [23], [443, [l22j, [123] . [l48j , j218j, [230], fot̂ j. 
Pentru studiul acestor plăci sînt prezentate diferite ..etodo Je 
calcul ceea ce îiiijreunează determinarea, stărilor de defor -
maţie şi de tensiuj.e. 

Cercetările întreprinse pentru determinarea stărilor de 
deformaţie şi de tensiune la plăcile circulare cu nervuri radia-
le pot fi grupate în următoarele grupe: 

1. Metode baisate pe studiul aproximativ al stărilor de 
deformaţie şi de tensiune ^23], [44J, Cl22j , £218^ ; 

2. Ketode care reduc studiul teoretic la comportarea 
porţiunii de placă cuprinsă între nervuri [168^ avînd diferite 
condiţii de contur; 

3. Ketode care reduc rezolvarea problemei la calculul 
plăcilor circulare neîntărite sau constructiv ortotrope [^oj, 
[49J, [181], [2303 i 

A. Ketode numerice (metoda diferenţelor finite » 
metoda dementului finit [oa] , [69] ) j 

5. Ketode experimentale [49j, [l23j . 
1, Ideia metodei de aproximare a stărilor de tenoiuiie 

şi de deformaţie este susţinută în mai multe lucrări. In lucra-
rea [233 so aproximează starea cie tensiune la un capac cir-
cular format dintr-o placă inelară, un înveliş ciliiidric şi ner-
vuri aşezate radial pe placă. Capacul este descompus în două păr-
ţi: un element de placă cu o nervură şi învelişul cilindric. 
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Efectul învelişului cilindric asupra elementului de placă e^te 
înlocuit de acţiunea unui moment. Tensiunea din elementul de 
placi se determină cu relaţii de calcul ale grinzilor. 

In lucrarea [148] se prezintă formule aproximative de 
calcul pentru grosimea plăcii, înălţimea nervurilor la plăci 
circulare cu nervuri radiale pe o singură parte folosite ca 
plăci de bază pentru stîlpi. Formulele de calcul sînt stabilite 
în funcţie de rezistenţa materialului plăcii şi de diametrul 
exterior al stîlpului. 

lin calcul simplificat pentru obţinerea stării do ten.;iijn̂ î 
la plăcile circulare cu nervuri radiale ac-ezate pe o singura 
parte solicitate axial simetric la încovoiere cu luarea în con-
siderare a influenţei temperaturii este prezentat în lucrarea 
[218]. Profilul plăcii este împărţit în elemente inelare. Rela-
ţiile de calcul pentru tensiuni se scriu plecînd de la elementul 
interior spre cel exterior. Trecerea de la un inel la altul se 
face cu relaţii ce ţin cont de prezenţa nervurilor, grooimoa 
elementului, material şi temperatură. 

In lucrările [l22j,[l233 se calculează deplasarea transver-
sală la o plaşaibă cu metoda energetică. Se determină rigidi tal-:., 
cilindrică echivalentă a planşaibei formată din doi pereţi de 
formă circulară legaţi între ei cu nervuri radiale (fig.2.2) 
uneori şi' cu nervuri circumferenţiale cu metoda energetică. 
Determinarea deplasării transversale a planqîaibei se face cu 
relaţiile de calcul de la plăcile circulare izotrope înlocuin-
du-se rigiditatea cilindrică cu rigiditatea echivalentă. 

In mod analog în lucrarea C447» Ciurin şi 3.K. 
Sorokin determină modulul de rigiditate echivalenta pentru plan-
şaibă solicitată nesimetric. Kodulul de rigiditate astfel deter-. 
minat a fost folosit la calculul dopLu:;;\rii trunsverLuil« a plan-
şaibei solicitată nesimetric. 

2. Metoda de calcul consideră elementul de placă cuprins 
între două nervuri atunci cînd deform:iţiile ei sînt mici. studiu:, 
comportării elemetului de placă sdicitat de încărc-.re impusă cu 
diferite condiţii de contur( reazeme simple, articulaţii, încas-
trări rigide sau elastice) se face cu ecuaţia diferenţială care 
descrie deformaţia plăcii circulare dată în lucrarea [l8lj . 
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In lucrarea (l68] se dă o rezolvare a problemei încovo^-
ierii plăcii elastice cu rază infinită întărită cu un si: tem de 
nervuri radiale aşezate echiunghiular şi încărcate arbitrar. 

3. Stabilirea sî ărilor de deformaţie şi de tensiune la 
plăcile circulare întărite cu un număr suficient de mare de ner-
vuri poate fi redusă la: 

a) o metodă care studiază aceste plăci ca modele 
ortotrope structurale iar calculul este dezvoltat după teoria 
plăcilor ortotrope. Această metodă pune în evidenţă coiLportarea 
structurii ca un tot unitar şi a rezervelor de r«ziulent<ă. i-le -
toda de analiză constă în netezirea plăcii, adică în distribui-
rea nervurilor pe suprafaţa plăcii în aşa fel încît ansamblul 
devine un mediu continuu echivalent. In lucrarea [230 ejle 
prezentată teoria de calcul a plăcilor circulare cu nervuri ra-
diale de secţiune transversală constantă stabilită de O.K. Ku -
baci pentru încărcări cu sarcini uniform distribuite. Folosind 
metoda de calcul prezentată de O.M. Rubaci, B.G. GorGkii în lu-
crarea £82] stabileşte economia de material ce se poate reali-
za prin folosirea plăcilor circulare cu nervuri în raport cu 
placa circulară de grooimo constantă. 

In lucrarea » I.A. Bir̂ jher studiază trac'̂ iuiica ;.i 
încovoierea axial - simetrică a plăcilor circulare ortotrope. 
Variaţia secţiunii tranoveraale, în direcţie radială şi circum-
ferenţială, a fost pusă în evidenţă prin coeficieni de uuiplure 
ale căror valori variază între zero şi unu. Această iiietodă de 
calcul nu dă posibilitatea să se scoată în evidenţă o serie do 
aspecte legate de prezenţă nervurilor. 

b) al doilea mod de tratare permite ca ecuaţiile că fie 
construite astfel încît să poată fi calculate nervurile cît ni 
placa. Esenţa metodei conchide în următoarele; rea^t^iunile ner-
vurilor se determină din teoria plăcilor ortotrope ^itructural 
iar placa se calculează ca o placri neîntărită încfircată cu 
aceste reacţiuni. In lucrarea [873 se prezintă calculul 
stării de tensiune la un disc cu aripioare. Discul se desco2i>̂  
pune într-o placă circulară subţire şi nervuri (aripioare) caro 
pot fi prinse cu nituri, sudură sau lipite. Nervurile sînt în-
locuite cu reacţiuni. Din condiţia de egalitate a deplasărilor 
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punctelor do pe linia de contact a celor două ulumonlc (placa 
şi nervurile) rezultă mărimea forţelor de legătură. Stările 
de tensiune, la elementele componente, sînt date de forjele 
exterioare şi cele de legătură. In acelaşi mod, în lucrarea 
[IBI] se calculează o placă inelară susţinută pe conturul 
interior de un cilindru rigid legat de o traversă elastică. 

4. Metode numerice. Calculatoarele apar pentru prima 
dată în anul 19i30, însă folosirea semnificativă a lor în 
teorie şi practică nu este făcută imediat. Primele studii ale 
teoriei plăcilor realizate cu metode numerice, folosind cal-
culatoarele, apar în anul 1957. Rezolvarea numerică a teoriei 
plăcilor cu ajutorul calculatoarelor poate fi urmărită pe 
etape; 

a. In prima etapă s-a dezvoltat mai mult metoda diferen-
ţelor finite, Ritz, Bubnov, Galerkin. Metoda diferenţelor fi-
nite, concepută din perioada lui liuler, transformă ecuaţiile 
diferenţiale într-un sistem de ecuaţii algebrice ce poate fi 
rezolvat şi cu ajutorul calculatorului, îetoda diferenţelor 
finito eate folosită la tratarea plăcilor circular© inolurr 
întărite cu nervuri radisde în lucrarea [l39] . 

b. înainte de anul 1960, o nouă etapă este marcată de 
rezolvarea numerică a teoriei plăcilor cu metoda elementului 
finit. Introdusă de Turner, Glough, Marton şi Topp metoda 
elementului finit s-a perfecţionat în ceea ce priveşte for -
mularea şi fundamentarea ei din punct de vedere matematic. 
Această metodă reprezintă, în momentul de faţă, una din meto-
dele eficiente pentru calcularea plăcilor. Cu toate ace;3tea 
un număr mic de lucrări s-au ocupat de calculul plăcilor cir-
culare cu nervuri radiale cu metoda elementului finit. Dintre 
acestea , doar în lucrările [68] şi [69j J.fîâert foloseşte 
metoda elementului finit la calculul de rezistenţă al plăci -
lor circulare rigidizate radial solicitate axial - simetric. 

5. Metode experimentale. Este normal ca pe lîngă de -
terminarea teoretică a deformaţiilor şi tensiunilor să se 
recurgă la măsurători experimentale, fie pentru verificarea 
rezultatelor obţinute teoretic, fiy fertru a afla mărimea ten-
siunilor în dreptul acelor puncte unde nu se poate găsi prin 
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calcul o valoâra suficient de precisă. In ceea ce priveşte 
determinarea experimentali a tensiunilor şi deformaţiilor la 
plăcile circulare nervurate radial literatura de specialitate 
eate săracă. Astfel în lucrarea [123] au fect studiate cîteva 
cazuri diferite de plăci circulare complexe (plangaibe). Mode -
lele considerate au avut o grosime diferită a pereţilor şi un 
număr diferit de nervuri radiale şi circumferenţiale determinîn-
du-se deplasările diferitelor puncte în cazul încărcărilor cu 
forţe concentrate aplicate în centru. Rezultatele experimentale 
au fost comparate cu cele determinate prin calcul. In lucrarea 
[49j .se folosesc în paralel metodele teoretice şi experimentale 
pentru stabilirea deformaţiilor şi tensiunilor la plăcile cir-
culare cu nervuri radiale. Rezultatele experimentale din lucra-
rea sîttt folosite şi pentru completarea ipotezelor de 
calcul introduse la stabilirea condiţiilor de contur la acest 
tip de plăci. 

2.5 Obiectivele lucrării 

In abordarea lucrării «-a plecat de la următoarele 
premise: 

- lucrările publicate, avînd ca temă plăcile 
circulare cu nervuri radiale, determină stările de deforma-
ţie şi de tensiune cînd nervurile au secţiunea transversală 
constantă iar încovoierea lor este axintl simetrică; 

- există prea puţine date că s-au efectuat 
încercări experimentale; 

- în nici o lucrare studiată nu este analizată 
problema cînd nervurile sînt de secţiune variabilă şi cînd sînt 
solicitate şi cu forţe conţinute în planul median-, 

Plecînd de la aceste preiaise şi consideraţii lucrarea de 
faţă îşi propune: 

- punerea în evidenţă a avantajelor pe care le pre-
zintă folosirea plăcilor circulare cu nervuri radiale; 

- stabilirea şi enunţarea problemei pe care o com-
portă calculul plăcilor circulare cu nervuri radiale; 
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- deducerea ecuaţiilor diferenţiale care descriu 
deformarea acestor plăcii 

- integrarea ecuaţiilor diferenţialej 
- stabilirea unor noi metode de analizi pentru 

otarile de tensiune şi de deformaţie; 
- stabilirea ştirilor de tensiune şi de deformaţie 

pentru unele tipuri de pl&ci cu nervuri radiale; 
- completarea metodelor de calcul a acestor plăcij 
- elaborarea unui program de calcul a stărilor de 

deforipaţie şi'de tensiune bazat pe metoda elementului finit; 
- optimizarea dimensională a plăcilor circulare 

cu nervuri radiale în raport cu placa circulară de grosime 
constantă^ 

- explorarea experimentală a stărilor de tensiune 
şi de deformaţie în vederea confiriiiiirii studiilor teoretiec.. 
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3 TEORIA PLĂCILOR CIRCULARE PLAINE 

IZOTROPE SI A REŢELELOR DE BARE 

In acest capitol oînt sistematizate relaţiile pentru 
determinarea deplasării, deformaţiei specitice, tensiunii în 
dreptul unui punct şi a eîorturilor secţionale la placa cir-
culară izotropă. Relaţiile sînt stabilite pentru c?jzul 
ral de solicitare a plăcii circulare admiţînd anumite ipotezr 
simplificatoare de calcul. Totodată sînt determinate etorturll^' 
secţl-^ le la reţele de bare plane, cu barele agezate orto-
gonal în direcţie radială şi inelară, în funcţie de componen-
tele deplasării unui punct. Mărimile stabilite în acest cnpi -
toi vor fi folosite la studiul plăcilor circulare cu orto — 
tropie de structură. 

3.1 Teoria plăcilor circulare plane izotrope 
3.1.1 Consideraţii generale ^ 

Placa circulară eate un corp oolid de formă cilindrică 
a cărei înălţime este mică în raport cu dimensiunea bazei 
înălţimea h a plăcii se numeşte grosime. In funcţie de modul 
de variaţie al grosimii plăcile circulare sînt de grosime con-
stantă sau variabilă. Locul geometric al punctelor situate la 
mijlocul grosimii plăcii se lumeşte plan med'"an. 

Literatura de specialitate [76], 67] , prezintă 
pentru determinarea stărilo~ de deformaţie şi de tensiune două 
metode de calcul: , 

a) prima metodă este complexă şi se bazează pe rezolva -
rea ecuaţiilor fundamentale ale teoriei elasticităţii tri -
dimensionale. Datorită complexităţii calculului ( (2?lj , , 
(226j ) au fost studiate numai anumite cazuri particulare de 

plăci, în special plăci groaîie ; 
b)̂  a doua metodă are la bază o serie de ipoteze sim -

plificatoare, în special în cazul plăcilor circulare subţiri, 
este nrezentată în lucrările tp?] . Î ol . r7ql . Pll^l. Ti . 
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5.1.2 Pormularea problemei 
Fie o- placă circulară, rezemată sau încastrată pe contur, 

încărcată cu forţe care pot acţiona atît normal pe planul median, 
cît şi în planul median (fig.5.1). 

U i U i U l , - i l i i i ţ l l 
li-: 

r 

Fig.3.1 
Placa "se raportează la un sistem de coordonate cartezian 

Cxyz cu axele Ox şi Oy conţinute în planul median. Se admi-
te că placa circulară este un corp solid ce umple complet o 
regiune a spaţiului euclidian cu trei dimensiuni gi foraieazri 
un modiu continuu. Fiecare punct al re,̂ iunii 30 conniJorn că 
este sediul unei particule iar mulţimea lor determină confi -
guraţia plăcii. Poziţia punctelor va fi stabilită cu ajutorul 
coordonatelor cilindrice. Vectorii de poziţie ai punctelor 

şi Q^(r, 0) (proiecţia punctului Q pe planul 
median) sînt definiţi de relaţiile: 
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r = r cos + r.sînNf J + z.K, (3,1) 
To = r, sinNf.j, (3^2) 

unde t, J şi K aînt versorii axelor sistemului de refe -
rinţă Uxyz, r . distanţa,măsurată din origine pînă în dreptul 
punctului Q^, Y- unghiul pe care îl face raza vectoare cu 
axa Ox. 

3.1.3 Ipoteze simplificatoare de calcul 
Se admit următoarele ipoteze: 
1. materialul plăcii este omogen, izotrop Qi elastic; 
2. grosimea plăcii h se consideră mică In comparaţie cu 

raza plăcii R (h/H < 1/5)5 
deplasările radtală u şi^şngenţială v se admit a 

fi funcţii liniare de variabila z; 
4. deplasarea transversală w se consideră mai mică 

decît h/5; 
5. tensiunea normală (T̂  de pe planele paralele cu planul 

median, în comparaţie cu celelalte tensiuni noraale, radi-
ală CT̂  şi circumferenţială (T̂  ,poate fi neglijată , adic.l 

^z = O' O.^) 
6. ipoteza lui Kirchhoff care constă în: 

a) orice dreaptă care iniţial este perpendiculară 
pe suprafaţa mediană rămîne dreaptă şi perpendiculară pe supra-
faţa mediană deformată a plăcii. Această ipoteză este echiva -
lentă cu a presupune că lunecările specifice î şi ^ 
sînt neglijabile, adică ^^ 

^rz = ^fz = C^.^) 
Intrucît şi t ^ sînt neglijabile rezultă că terisiunile 
tangenţiale şi T^^ sînt nule, ceea ce formează o 
contradicţie. Ipoteza lui Kirchhoff neglijează deformaţiile 
specifice de lunecare numai pentru stabilirea componentelor 
deforfliaţiei specifice. 

b) în timpul deformării plăcii se admite că 
grosimea ei nu variază, adică 
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6, = o 
Y. forţele de volum se neglijează. 

3.1.4 Deplatiftrl 
sub acţiunea forţelor exterioare placa se deformează IP-

punctele acesteia «e deplasează. In urma deformării pindi 
punctul Q 3e deplasează în Q- , iar Q^ î„ Q. . Depender',3 
dintre poziţia deformată şi nedeformată este dată d» 
relaţiile: 

^ + (3.6) Q (3.7) 
unde R , eînt vectorii de poziţie ai punctelor 

respectiv g^, după deformarea plăciij 
O» Uo - vectorii deplasării punctelor Q, respectiv 

Jo {flg.3.2). 

Fig.3.2 
Vectorii deplasării punctelor Q şi pot fi doter-

ninaţi cu relaţiile: 

U = u.tp + V w i^, 

"o = K % 

(3.8) 

(3.9; 
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4» i. , . 
unde C y , Cjj sînt versorii bazei; u, v şi w , re.--
pectfv u^, v^ gi w^ - componentele deplasării punctelor i, 
respectiv ^^ după direcţiile radială, tangenţială şi transver-
sală. . 

Ipoteza lui Kirchhoff permite exprimarea vectorului Pi 
şi Bub foraa: 

^^^z.n, i (3.10) 
unde n este versorul normal la suprafaţa mediană defor.= ată 

Versorul T\ se detetermină, după [6lJ şi [236} cu 
relaţia 

n 
* O — X 

unde 
f?^ = (r + ^ y^'i^^ w^ . i^. (3.12) 

înlocuind derivatele vectorului ^ ^ în relaţia ('3.11) 
rezultă: 

Pe de altă parte, din relaţiile (?.6), (3.7) şi (3.10) 
rezulta 

u = O . + z ( n - i^). 

Relaţia (3.14) descrie deplasarea u^ui punct g al plă.-
cii, în timpul deformării, în funcţie de deplasarea punctului 
^o aparţine suprafeţei mediane. 

Dacă se înlocuiesc relaţiile (3.13) şi {3.9) în O.l^) 
rezultă: 
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Comparînd relaţiile (3.8) şi (3.3 5) rezultii componen-
tele deplasării punctului în funcţie de componentele depla-
sării punctului Q^ date de relaţiile: 

l 
Analizînd relaţiile (3.16) rezultă cil coniponetele de-

plasării punctului Q, u şi V sînt funcţii liniare de vari-
abila 2 (ipoteza 3). 

3.1.5 Deformaţii specifice 
Componentele deformaţiilor specifice pot fi de termina t̂ ,̂ 

după fSOj şi [236], cu relaţia: 

- , - ) (3.17) 

^d® » ^ offi, componentele covariarite ale ter r o i u -
lui metric. Componentele tensorului j mc trie se determinil dup̂ t 
cum urmează: 

- starea nedeformată 

V Soc- (3.1.) 

- starea deformată 

^oc" ̂  ( V . ̂  = r, V- ) (3.1L0 

Vectorii r, vf , z) formează o bază ortogona-
lă. Această ba^ă ortogonală se transformă într-o bazîl neorto -
gonală (fig.3.3) a cărui vectori sînt ^ ^ . 

Plecînd de la relaţia (3.6) care descrie deformarea 
plăcii se obţine 

= ^ ^^ 

In uriiia efectuării calculelor r>e vor obţine cor.pQ-
nentele deformaţiilor specifice în cazul deplasărilor mici. 

Mărimile t cînd o( c= ̂  şi o( = r, y?̂  re -
prezintă lungirea sau variaţia pe unitatea de lun̂ -iae a 
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unui element iniţial paralel cu vectoruo. ^^ im cl:\d < / 
se interpretează ca jumătate din lunecarea specifica. In 
acesto condiţii rezultă: 

/ - f 
\dr) 

9U i 

dr 

u 
2 

•n' 

S " r ^f 

9f 

V 
Jl 

(idA 

1 Qw 
TffTr 

(3.cl) 

Heiaţiil© (5.21) caracterizoazil starea de deforraaiie 
în Jurul punctului ^(r,\f,z) fiind funcţii neliniare de de-
rivatele componentelor deplasării. Aceste relaţii sînt o^roxi-
mative din punct de vedere matoaatir . 

y. 

fig.5.3 
In cazul cînd gradieutul deplasării est© mic şi coa -

ponenta deplasării transversale nu depăşeşte 1/5 din grosimea 
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plăcii se pot neglijai mărimile de ordinul doi din expre iile 
deformaţiilor (3.21). Teoria bazatăi pe această aproxima'^ie 
va numi teoria liniarizată cunoscută sub numele de teoria 
deforaaţiilor mici (infinitezimale). Ne^lijînd termenii de 
ordinul doi din relaţiile (5.21) rezulta: 

'3u ^ u 1 9v ^ 1 5u U 1 9 v . 1 9 u V Q v 

d: 

In relaţiile (3.22) se introduc relaţiile (3.16) 
obţinîndu-se: 

2\ 
7v 

- z 

1 

t 

r 
1 -Jiu 

- z 
1 

- -ii - 2z 
r 

1 
T p T . 

r ^rPy 

(3.23) 

1 'Jw' 

In relaţiile (3.23) s-a luat componenta deplasării punc-
tului notată cu w ê 'ală cu deplasarea a punctului în 
baza ipotezelor siaplificatoare admise. 

Relaţiile (3.23) pot fi particularizate pentru cazul 
cînd placa nu are deplasări în planul median. In acest caz 
u^ = v^ = O iar ecuaţiile (3.23) se reduc la ecual^iile lui 
Cauchy . 

t^f fy» componentele defor-Dacă se notează cu 
maţiilor specifice din punctul4^ aparţinînd planului median a-
tunci deformaţiile specifice (3.2'>) se compun din doua par̂ î: 

- deformaţii uniform distribuite pe ^rouiaea plă-
cii datorită încărcării plăcii de 

cutre forţe conţinute în pla-
nul median 

e> 9r ' 
P® -

1 
^ f -

+ 
r r 

1 
9r r 

(3.24) 

O 
r 
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- deformaţii care se modifică după o lege liniară 
pe gresimea plăcii 

î •B r " z 

,î ̂  1 - z 
1 r2 * r 9rJ 

î̂ - 2z 
r 1 

- 2z 
l r 3 rl̂ ? 

0.25) 

şi V tntra Kliminaroa componentelor deplasărilor 
relaţiile (3.24) permite obţinerea relaţiei: 
— ^ — . ^ 

r' d r dr^ r 9 r " r" ) r 9 ̂ fi ' ' 

Kcuaţia (3.24) exprimă din punct de vedere fizic, condi-
ţia de continuitate a deformaţiilor iar din punct do vedere 
matematic condiţia de compatibilitate a Bis ternului de ecuaţii 
cu derivate parţiale (3.24). 

3.1.6 Tensiuni 
I 

âtaroa de tensiune dintr-un punct ^ al plăcii eltuat 
la distanţa z de planul median se poate face ca pentru o 
Btaro de tensiune plană în pun<btul respectiv. înlocuind reia -
ţiile (3#23) în legea lui Hooke pentru starea plană de tensi-
une rezult&: 

t̂ r - c ; -
£z 

1 

Jtz 

^ " ' 

_ , _ _ 
r r (/ r 

T T:® -

1 - r 

1 t o 

1 Qv 
r^if'J 

1 r 
J 

(5.27) 

unde 
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1 -
JC 

" 1 - o ̂  £ 

- 30 -

3r r r J 

r 1 Pu 
r J 

9r 

Primul termen din relaţiile C?.??), respectiT rela-
ţiile reprezintă cemponentuib tenaiunii de «embrani 
unifor* distribuite pe grosimea pl&cii funcţie de componen-
tele deplasării u^ şi v^ . Al doilea toimen din relaţiile 
( 3 . 2 7 ) reprezintă componentele tensiunii de încovoiere care 
sînt distribuite liniar pe grosimea plăcii. 

Pe lîngă componentele tensiunii calculate cu relaţia 
(3.27), în secţiunile radiale şi circumfer€»nţiale ale plăcii 
mai apar tensiunile tangenţiale T rz şi Rezultantele Yz 
acestor tensiuni aînt forţele tăietoare T^ şi Ty care 
echilibrează suplimentul de forţă datorat încărcării trans-
versale, Notaţiile, sensurile şi variaţia componentelor ten-
siunii pe grosimea plăcii în teoria liniarizată sînt arătate 
în figura 3.4. 

3.1.7 ICforturi secţionale 
Din cauza discentinuităţilor pe care le pot avea 

componentele tensiunii, se preferă înlocuirea lor cu un sistem 
static echivalent de forţe şi momente rezultante (efortur 
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«ecţioaale) care acţionează asupra planului median, liforturiie 
aecţienale sînt forţe care se dezvoltă pe unitatea de lun-
gime a secţiunii şi acţionează în centrele de greutate ale 
fiecărei feţe laterale a elementului Izolat (fig. 3.5ifileiuen-
tul de placă este separat prin două suprafeţe cilindrice de 
raze r şi r -i- dr şi două aupraXeţe diametrale ce feraează 
unghiul 'între ele. 

/ig.3.5 
In teoria plăcilor se introduc următoarele eforturi 

aecţienale: 
- eforturi socţionale normale (N^, ) şi 

do lunecare (N̂ .̂  , ̂  
- eforturi secţionale tăietoare T^ ); 
- eforturi secţionale de încovoiere (M^, M ^ ) 

şi do torsiune (M̂ ,̂  , '̂ v̂ r̂ ' 
In buza dualităţii tensiunilor tangenţiale X " 

se obţine: 
V % - v -
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Relaţiile de legătură tntre eforturile aecţionale şi 
compenentele tensiunii sînt: 

«r î «r 
I 

N^ I M^ 

"rf 
-K/l 

i V 

dz, (3.30) 

•(,/t 
rz 

T2 

dz (3.31) 

Cu relaţiila (3.27), «forturile «ecţional» (3.3«) p«t 
fi obţinut® ^rin lnte<jrare. Astfel, eforturile do membrană 

^ A / W ' O X 1 ^ N^ m B 
^dr r r ^^ J 

- B 

N^ » B 

^r 
1 -O 

1 
r r - (3.32) 

unde 

- eforturi de încovoiere şi torniune 
42. 

o) r Vr r^ 

M ^ - - D 

I 

r ?r 
^ 1 î^w 

K-h 
B -

1 - O 
» (3.34) D -

K.h' 
12(1 -

(3.33) 

(3.35) 

In relaţiile (3.34) şl (3.35) B este rigiditatea la 

BUPT



- 33 --

întindere aau compresiune iar D - rigiditatea cilindrica a 
plăcii. 

3.1.7 Kcuaţille de echilibru static 
In figura 3.5 este reprezentat un element de placă izo-

lat aflat 8ub acţiunea forţelor exterioare şi a eforturilor 
necţlonale, caro reprezintă acţiunoa părţilor tnlflturat« pe 
unitatea de lungime a secţiunii. 

Ecuaţiile de proiecţie ale forţelor pe cele trei axe r, 
yf , z dupS no(jliJarea termenilor de ordin superior conduc la 

?T 

lHyf 

df 

1 Qn , 
+ _ X _ . . p (3.36) 

1 
Pr 

Py. 

V 

- - p. 

(3.37) 

(3.30) 

Lutnd momeiitole tuturor forţelor care acţionează pe 
element în raport ou axele r şi y» după neglijarea infini-
ţilor mici de ordin superior se obţin ecuaţiile de echilibru 

> 14-
M^ - M, 

r 

1 Qk, 
df 

(3.39) 

(3.40) 

Din relaţiile (3.33), (3.39) şi (3.40) se determină: 

r Sy 

5'w 1 pw 1 g^w 
r- r îr 

9r2 
1 'Jw 1 
r 3r 

(3.41) 

(3.42) 

Ecuaţiile de echilibru static, în număr de cinci, conţin 
8 necunoscute. Evident problema este static nedeterminată. 
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Dacă se ia în considerare relaţia (3.29) r&mîn 6 necunoscute. 
Eliminarea eforturilor secţionale T̂ . şi T^ între re-

laţiile (3.38), (3.39) şi (3.40) permite obţinerea ecuaţiei 
diferenţiale care descrie efectul încovoierii plăcii: 

T W i QT^ r2 -îy 
^ 2 -JM^ 1 > . 

- P, 

r Pr 

(3.45) 

Sistemul de ecuaţii diferenţiale care descrie echilibru 
static se poate restrînge după ciuu urritjază: 

1. la 3 necunoscute (componentele deplasării) prin in -
troducerea relaţiilor (3.32) în (3.36) şi (3.37) şi a relaţiilor 
(3.33) în (3.43) obţinîndu-se: 

\ - -o • 

DAAw - Pj. , 

— P^ » B " 

(3.'M ) 

(3.45) 

(3.4b) 

unde 

\ - + 
O . dr 2 r^ 

3 - ) 1 1-J 1 f 
2 r'' ay 

2 % -

2 9r7f 

O 
1 

r^?^^ 2 7r r «/r 
1+î 1 3-;; 1 ^u 

?rPy> (3.48) 

1 ^ 1 y f-

r ir r*̂  ?r 
1 Pw 1 ^ w 

r i/r r^îy)' 

(3.49) 
Sistemul de ecuaţii diferenţiale (3.44), (3.45), (3.46) 
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are primele două ecuaţii diferenţiale în funcţie de variabi-
lele u^ şi v^ iar ultima ecuaţie în funcţie de variabilă w. 

2. la două necunoscute, cînd pe contur se pun condi-
ţii în funcţie de N^, N^ şi prin introducerea funcţiei 
de eforturi F(r,<f), In acest caz sistemul de ecuaţii dife -
renţiale este format din ecuaţia (3.46) şi 

1 
^AF - 0. (3.50) E h 

Ecuaţia diferenţială (3.50) reprezintă condiţia de 
continuitate a deformaţiilor din suprafaţa mediană a plăcii . 
Această ecuaţie se obţine prin introducerea în relaţia 
(3.26) a deformaţiilor specifice (3.24) în funcţie de efor -
turile de membrană (3.32) 

1 

E h 

- O 

o 

o 

o 

2(1^0) r^ 

(3.51) 

care sînt exprimate cu ajutorul funcţiei de eforturi F(r, y) ) 

N. = - \ , N = 

(3.52) 

Stările de deformaţie şi de tensiune pentru plăcile 
circulare izotrope de grosime constantă se pot stabili după 
cunoaşterea soluţiilor u^(r,Nf), v^(r,y), w(r, res-
pectiv F(r, vp) şi w(r, v/) . 

Ecuaţiile diferenţiale ale plăcilor circulare în 
cazuri particulare pot fi găsite în lucrările [23] , [30], 
[79], [l8lj, [226], [232J etc. 
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3.2 Reţele de bare 

3.2.1 Consideraţii generale 

Reţele de bare sînt formate din grinzi încrucişate îm-
binate rigid în noduri. Ele pot ri plane sau spaţiale. In lu-
crarea [20] este prezentată teoria de calcul a reţelelor plane 
dreptunghiulare în funcţie de numărul de noduri. 

In acest para^rat ee analizează ret<«iole plan© circular© 
Aceste reţele au o parte din bare aşezate echiunghiular a că-
ror axe se intersectează într-un punct iar celelalte a-î ezate 
concentric în raport cu acest punct. Se determină eforturile 
din bare în funcţie de componentele deplasării punctelor 
aparţinînd unui plan. 

3.2.2 Eforturi secţionai© 
In figura 3.6 este reprezentat un element caracteristic 

dintr-o reţea de bare plană circulară. Reţeaua este acţionate 
dd forţe normale şi cuprinse în planul reţelei. Axele centre-
lor de greutate ale barelor radiale nu aînt aşezate, în gene-
ral, pe acelaşi plan ca cele ale barelor inelare. 

p/an de 
/ feferini^^y 

Kig.3.6 
Nivelul de referinţă pentru eforturile secţionale se 

va alege în aşa fel încît barele radiale sau cele inelare 
(curbe) să aibă excentricitatea zero. Pentru demonstraţia 
care urmează ee pleacă de la aşezarea generală a nivelului 
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de referinţă. Nivelul de referinţă ae alege astfel încît axele 
tuturor barelor b6 află pe aceeaşi parte. Barele radiale ae 
găsesc la distanţa e^ iar cele curbe (inelare) la distanţa 
e^ . Intrucît reţeaua de bare este plană atunci nivelul de ro -
ferinţă va fi un plan. Fie A^^ şi A ^ ariile transver^rîTe 
ale barelor şi şi momentele de inerţie în Jurul 
axelor paralele cu planul de referinţă şi caro trec prin contre-
le de greutate ale barelor. Momentele de irif̂ rţie în jurul unor 
axe din planul de referinţă paralel cu axole co trec prin 
centrele de greutate ale barelor vor fi: 

In centrele de greutate ale barelor există eforturile 
Becţionale J^f^^y - ^ ( n ) . • ^y(n)' 
respectiv " s ^ n ) ' " ^ V r C n ) ' 

Dacă b ^ este distanţa dintre barele curbe (inelare) 
iar bj, distanţa dintre barele radiale, eforturile secţionale 
raportate lâ unitatea de lungime sînt definite de relaţiile: 

r r 
' / 

Momentul de încovoiere se raportează la planul de 
/ 

referinţă 
^ , , + e yf,. 

„ . '•r(n) ̂  °r ''r (n) ,, 

In mod «inalog oe vor determlnn; 

A n ) • ^y(n) ^ V - ^ n ) 
o yf o y) I b yj 

( 3 . 5 6 ) 

In cazul barelor inelare, datorită curburii, apare o 
forţă suplimentară dată de momentele de răsucire . 

Momentele de răsucire capotele el erren tu? ui 
de bară curbă de lungime b^, înclus în un̂ 'hiul 
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^e = V ' ' rezultanta b^/r » '^yr(n)" 
unde ' este numărul de bare Inelare aşezate concentric. 
Pentru a exi sta echilibrul elementului de reţea eete necesar 
adăugarea unei torţe de lunecare -^/ţ^^y Din condiţia de echi-
libru: 

rezulta 

M Vr(n) 

J. 
^fLiLl 

(3.57) 

(3.58) 

Forţa de lunecare 
Ât care «^yr(n) ' aceste condiţii rezultă: 

Fig.3.7 

Vr(n) ®® Adaugă la forţa de lune -

Vr(n) r -b. 

N -^ry(n) 

; (3.59) 

(3.60) 

Jl/ Ăt 
rorţele ^ '^j.y(n) ^^ "Vr(n) P̂ 'ô uc încovoierea bare-

lor. Intre două puncte nodale fiecare bară ee va încovoia. Un-
ghiul drept între bure în dreptul nodului nu se va modifica 
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lfig.3.8)* Conform schemei prezentată în llgiira 5.8 pentru 
încovoierea unui braţ reziltă: 

r ^ 5 E -l , V ^ fn 2r(n) 

3 E„.I. 
f9u VIL ^ 

/ /by aint momente de inerţie 

tjbr I j ̂ ^ J ^^^^^ axiale ale secţiunilor trana-

fJ^g-^^ I"— "l̂ fc'r barelor radiale 
'f(̂ ) ^ ^^ şi curbe( inelare) în raport 

^ cu axele normale pe planul p 
de referinţa. 

^ J/ Rezulta: rig.3.8 

' 2 

V Izf(n) '̂ rn Izr(n) 
Echilibrul etatic în Jurul nodului impune condiţia: 

Din relaţiile (3.61), (3.62), (3.63) şi (3.64) rezultă: 

' C ( n ) ^ X r ( n ) _ _ Io ^ i ^ ^ 

r'.b'i) 

Porţele normale ee obţin pentru z •= respectiv 
z = e^ cu relaţiile: 

2 w 
dA - r-2 - e, — , (3.66) r(n) " J V n '̂ rn'̂ rn ' r j j. 

V n 

BUPT



- 40 --

^ ( n ) - F V - V V 
"yn 

1 pw 1 1 1 Qy 
— 4 - O ZZ. ^ " ' 
r r " pr " 

n . (3.67) 
Pentru momentele incovoletoare, după lucrările f22) 

PQJ. 1793 . pot fi folosite relaţiile: 

Ji •r(n) (T w . z -dA - - B 1 . rn rn » rn" (5.60) 

Nomentele de torsiune vor ri exprimate prin relaţiile: 

Vr(n) -

_ 1 ^ w 
2(1 + Oj.) ''r ~ 

5-Alîi — 
2 

T, zdA . - LniLXni ^ 

Pe baza relaţiilor (5.54), (3.55), (3.56), (3.59) ,i 
(3.60) 9i a eforturilor .ecţionale determinate fn funcţie de 
oomponentele deplaaârii punctelor din planul de referinţă 
((3.65) (3.71)) rezultă: . - O' 

» . î 'o ''"o, N - r * 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

"r(n) ' - D 
. . Q. (3.75) 

(3.76) 
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, .. 1 1 P^w , u 1 Ov 

V n ) " - ^ 7 ^ 

. (3.78) 

- 1 1 
. (3.791 

unde pentru scrierea convenabila a eforturilor a-au introdus 
următoarele notaţii: 

i . J l ^ , (3.80) j 
; y 

"r * by 
Y - • (3.63) 

^«(i'vn «^rn) - ^^JK. + -^A ) 

p / r "vf 

^ V v f V ' - Y ( n ) ^rn-Izr(n) 

^ yr 2(1 

Influenţa excentricităţilor barelor ê . şi ey asupra 
momentelor de răsucire (3.78) şi M^j.(n) » 
fost neglijată. 

Prin eliminarea expresiei din paranteză între reia -
ţiile (3.78) , şi (3.79) rezultă» 

Relaţia (3.89) exprimă condiţia care trebuie îndeplini-
tă da cele două momente de torsiune M x ai M . , x . ry^n; ^ /r^n; 
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Astfeli cele două momente pot fi identice aau diferite după 
cum este distanţa dintre bare, materialul barelor şi carac -
teristicile geometrice la torsiune ale barelor. Deoarece b^ 
depinde de variabila r atunci K , ./M / x 

ryf{n)' y>r(n) va fi o m ă -
rime variabilă. 

Rigidităţiile B^^ B^^ , S^, ÎT̂,, DT^ sînt mărimi 
dependente de distanţa b^ care depinde de variabila r deci 
eînt mărimi variabile. 

3.5 Concluzii 
In acest capitol s-a prezentat o tratare unitară a 

teoriei plăcilor circulare izotrope şi a determinării eforturi-
lor secţionale la reţele de bare aşezate în direcţie radială şl 
circumferenţială. Hezultatele obţinute în acest capitol vor ii 
întrebuinţate la analizarea stărilor de deformaţie şi de tensiune 
la plăcile circulare cu nervuri. i 

In acest sens la plăcile circulare izotrope s-au stabilit: 
- componentele deplasării unui punct în funcţie de coa-

ponentele deplasării punctului aparţinînd planului median cînd 
are loc formarea plăcii sub acţiunea Rarclnilor exterioarwj 

ponentele deformaţiei (3-25) In Jurul unui punct; 
- eforturile secţioaale raportate la planul median în 

funcţie de componentele deplasării; 
- ecuaţiile de echilibru static. 
In cazul reţelebr de bare s-a determinat, în mod origi-

nal, eforturile din barele reţelei repartizate pe unitatea de 
lungime în.funcţie de componentele deplasării punctelor apar -
ţinînd unui plan de referinţă. 
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4. CONTRIBUTII PRIVIND TEORIA ÎNCOVOIERII 
CU ÎNTINDERE SAU COMPRESIUNE A PLĂCILOR 

CIRCULARE CU NERVURI 
4.1 Consideraţii generale 

In figura 4.1 este reprezentată o placă circulară întărită cu 
nervuri radiale pe airbele feţe aşezate elmetric faţă de planul 
median. 

r~~~ — J r' V - — i 

- — 

H 

T T 

Pig. 4.1 
Calculul plăcilor circulare cu nervuri radiale poate fi 

(făcut prin două metode: ' 
1. prima metodă, care redă comportarea ca un tot unitar a 

plăcii, constă în netezirea structurii adică în distribuirea 
nervurilor pe suprafaţa plăcii rezultînd o structură continuă 
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cu ortotrople de atructurăj 
2. a doua metodă, mai exactă, ia în considerare conlucrarea 

efectivă între e'lementele componente (placă şi nervuri). 
In aceat capitol ee pun bazele teoriei plăcilor circulare 

cu nervuri radiale după prina metodă de calcul. In acest sens 
se analizează placa circulară cu ortotropie de structură adicft 
placa circulară întărită cu nervuri radiale şi inelare pen-
tru determinarea relaţiilor de calcul ale componenteler tensiunii, 
eforturilor eecţionale şi a ecuaţiilor diferenţiale care descriu 
deformarea lor. 

4.2 formularea problemei 
Fie o placă de grosime constantă h, rază exterioară R 

întărită cu n^ nervuri radiale şi n^ nervuri inelare care 
este solicitată de torţe conţinute în planul median şi încărcări 
transversale. Placa ortotropft se raportează la un slatem de co-
ordonate cilindrice. 3e consideră un element caracteristic al 
plăcii circulare ortotrope prezentat în fi^ra 4.2. 

Lungimile laturilor elementului, b^ şi b^ , 
cu distanţele dintre nervuri în direcţie radială r 

'pectiv circumferenţială v̂  

corespund 
, res -
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2Kr R 

Deformaţlil© şl tensiunile în •lementul caracterl.n ac 
se admit constante în sensTil axei r, respectiv ^ întrucît 
se consideră cft rigidizările sînt dispuse la intervale relativ 
mici. Se notează cu A^ şl A^ ariile secţiunilor elemen. 
tulul de placă, normale pe axele r şi . Drept grade de 
libertate ale elementului ee aleg componentele deplasării u , 
^o Vq ale unul punct al planului, median al plăcii ce con^ 
stituie suprafaţa de referinţă pentru definirea eforturilor 
secţionale. 

4.3 Ipoteze de calcul 
Pentru stabilirea ecuaţiilor diferenţiale care descriu 

deformarea plăcilor circulare ortotrope, pe lîngă lj)0tezele 
de calcul menţionate în paragraful 3.1.3, se introduc următoa-
rele ipoteze: 

1. nervurile de acelaşi tip sînt Identice şi au secţi -
unea transversală constantă sau variabilă, cu lăţimea mică în 
aşa fel încît contactul dintre ele şi placă este considerat a 
fi după o llnie^ 

2. nervurile radiale sînt ar̂ ezate echlunghiular iar cele 
inelare echidistant; 

3. se admite că deformarea ansamblului placă - nervuri 
respectă Ipoteza lui Kirchhoffj 

4m axele nervurilor se deformetiĵ î odată cu planul median 
al plăciif 

pentru nervuri rămîne valabilă Ipoteza lui Bernoullij 
6. deformaţiile, în raport cu dimensiunile pl.̂ cii , sînt 

considerate mici; 
7. eforturile de lunecare sînt preluate numai de placă 

întrucît nervurile au o rigiditate la lunecare neglijabilă în 
afara planului lor median; 

8. rigiditatea torsională a nervurilor, în raport cu a 
plăcii, se neglijează; 
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9. placa cît şi nervurii© pot fi confecţionate din ace-
laşi inaterial sau.materiale diferite;. 

10. starea de tensiune în placă se admite plană iar în 
nervuri monoaxială. 

4.4 Deplasări şi deformaţii specifice 
Cîmpul de deplasări poate fi obţinut cu relaţia (3.16) 

Acest lucru est© posibil întrucît în acest© relaţii nu intră 
parametrul legat de grosimea plăcii. 

Starea de deformaţie într-un punct situat în planul me-
dian al plăcii se caracterizează prin r<»laţiile (5.24). 

Starea de deformaţie într-un punct care nu aparţine 
planului median se obţine cu relaţiile (3.23). 

4.5 Tensiuiii 
Intr-un punct al plăcii situat la distanţa z de su -

prafaţa mediană, componentele tensiunii n© pot exprima ca 
pentru problema stării plane în placă (porţiunea dintre ner-
vuri) cu relaţiile (3.27). 

Pentru nervuri, care se găsesc într-o stare monoaxială 
de tensiune rezultă: 

(T • E P « E rn "̂ rn̂ r "̂ rn 

^ n * V ^ " V 

Ur 

O v ^ 
r r 

; (4.3) 

,(4.4) - ^ - ) 

unde K^^ 9 respectiv S^^, sînt modul©!© de ©laatirltat© lon-
gitudinală ale materialelor din care sînt confecţionat© ner -
vurile radiale, respectiv inelar©. 

4.6 Eforturi secţionale 
Introducerea eforturilor secţionale pe unitatea de lun-

gime permite să se înlocuiască studiul elementului prismatic 
cu cel al suprafeţei mediane. Eforturile secţionale pe unita-
tea de lungime se definesc prin relaţiile de echivalenţă re-
prezentînd însumarea tensiunilor aferent© lăţimilor b , 
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respectiv b ^ şl apoi raportarea lor la unitatea de lungime. 
Kelaţiile de echivalenţă etnt: 

- eforturi secţionale normale 

- eforturi eecţionale tftletonre 
1 /' 1 f 

f A 

- eforturi secţionale de lunecare 

(4.5) 

(4.6) 

Vr b • y> A 
dAj 

- eforturi secţionale de încovoiere 

1 
'r' s-iT -dA, M = — [z.^TvdA I 

V> b J ^ 
Ar ^ Ay 

- eforturi secţionale de răsucire 

(4.7) 

(4.8) 

r A. 
- V A . (4.9) 

Sensurile pozitive ale eiorturllor secţionale sint arătate 
în figura 3.6. 

Eforturile cecţionale care acţlonoaztt noupra planului m^^dlan 
se pot obţine în două moduri: 
1. Calculul eforturilor secţionale prin efectuarea integrale-

lor (4.5;-r (4.9) după introducerea în ele a tensiunilor; 
2« Calculul eforturilor secţionale prin însumarea erorturilor 

plăcii cu eforturile din nervuri. 
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Calculul eforturilor eecţionale în 
funcţie de comi)onentele deplasării 
prin integrare 

Calculul eforturilor eecţionale se face în raport cu plan 
median al plficii prin înlocuirea stării de tensiune datn do reia 

(3.27), (4.3), (4.4) în relaţiile (4.'-?). (4.7), (4.H) şi (4.')). 
Fiecare integrală se poate calcula descompunînd-o în două părţi: 

- o parte este raportată la ouprafaţ^a de mijloc a plăcii 
respectiv A^^i 
- a doua parte pe supraieţele transversale ale nervurilor 

^rn ' respectiv A^^. 
In aceste integrale se poate ţine cont de natura materia -

lelor din care sînt confecţionate plr.ca cît ^i nervurile. Ka -
terialele se consideră omogene şi elastice» 

Prima relaţie din (4.5), ţinînd cont de cele arătate mai 
sus poate fi scrisă sub forma: 

"r • T dA « 

ro rn 

(4.10) 

unde ţPj. este tensiunea normală radială din placă iar (Ĵ -̂
tensiunea normală din nervura radială. 

Dacă se înlocuiesc expresiile tensiunilor normale C^, 
respectiv rezultă: 

"^•T i l l ?? 
Ou u 1 -Jv 

3r r r 7 i> 

f. 1 O^r 1 V ,. 

ro 

rnv-,̂  - Z ) dA. (4.11) 

rn 
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Modulele de elasticitate E, ţti coeficientul 
de contracţie transversală O fiind mărimi constante în su -
prafeţele A şi A , respectiv A , rezultă: 

1 

E 
r r p 

rn 

u 1 

r îf . 

ro 

ÎÎS 
?r 

Vn' 

dA 

ro 
1 > \ 

dA 

+ E 
Iu 1 o 

Se ţine cont că 

dA - E_ rn 
1 r 

ro 

rn 

(4.12) 

1 
b dA ro 
r A rn 
iar integralele 

(4.13) dA rn 

rn 

(4.14; 

1 
b 

Z -dA « 0; 

ro 

z-dA = O . 

rn 

(4.15; 

Integralele (4.15) au valoarea zero întrucît reprezintă 
momente statice ale secţiunii plăcii, respectiv nervurii, cal-
culate în raport cu planul median. In final se obţine: 

Nr - B. 
B Hu 1 Qv u 
B îr r ÎV' r J 

(4.16) 

unde B reprezintă rigiditatea axialfi a plJlcil definita do re-
laţia.(3.34) iar Bj. - rigiditatea axiali a nervurii distri -
buită pe lunginea b̂ . (3.80). In «od analog se calculează: 

1 

A 

BUPT



1 
b., 

u 1 
}—o + -2 _ î_£ 
Ir r r Dy 
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Ez A 1 1 'p^w"' 

•'Jy^jj 
dA 4 

«o ^ 1 1 Jw ' 1 ] 
( — + — — ) - — -- + -T r) 
ir r Sy r 

dA. (4.17) 

In urma efectuării calculelor, reiulttt 

> 0 ( 1 + 
B r')f r 9r (4.18) 

unde B. reprezintă rigiditatea axială a nervurii inelare 
(curbe) distribuită pe lungimea b ^ (3.81). 

Eforturile secţionale de lunecare e'nt preluate numai de 
placă (ipoteza 7). In acest caz din relaţiile (3.29), (4.7) pe 
baza componentei tensiunii tangenţiale T^^ (3.27) rezultă: 

' - l 

2(1+0) b. 

dA 

1 1 ^w - - - ) 
r' r^ Of 

dA. îr r r 

••ro (4.19) 
Tinînd cont de relaţiile (4.13) şi (4.15) după efectu-

area calculelor se obţine: 

1 -O 

ry yr r ^Or 
(4.20) 

Relaţiile'(4.16), (4.18) şi (4.20) determină eforturile 
de membrană care nu au efect asupra încovoierii plăcii fii nd oloi 
în comparaţie cu eforturile critice de flaibaj. Influenţa lor 
asupra încovoierii plăcii poate fi stabilită prin considerarea 
relaţiilor neliniare ale deformaţiilor specifice (3.23) la 
determinarea tensiunilor şi eforturilor secţionaxe. 
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Calculul eforturilor de încovoiere jse face la fel ca 
a eforturilor de membrană. Prima relaţie din (4.8) devine: 

z T dk -f dA . (4^21) 
r A ro r A rn 

Se înlocuiesc tensiunile normale 27) şi (T, rn 
(4.3), rezultînd: 

1 -r îr 
1 

f i z dA -
r Â  ro 

1 -r 

i Q , 1 1 r 

r -)r r̂ -JlÔ  j b^ J 
ro 

Iu 1 r ^ 
\ 2 dA. (4. 

r^ b_ J 
22) 

rn rn 

3e ţln« cont de relaţiile (4.14) şi de faptul ci : 

, (4.23) z^ dA » 

ro 

. h/2 

i i " 
z^ dA « 

12 
I 

- L r . ^ . d A » - ^ (4.24) 

rn 
atunci relaţia (4.22) devine: 

(1 + 
D 

Mp = - D 
1 

2 A 2 r ^ V - î 
)"]. (4. 25) 

In relaţia (4.24) este momentul de inerţie 
axial în raport cu axa ^ conţinuta în plaiiul median. 
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In relaţia (4.25) D este rigiditatea cilindrica a 
plîicii determinată cu relaţia (3.35) iar D^ - rigiditatea 
la încovoiere a unei nervuri distribuită pe lungimea b^ calcu-
lată c\x relaţia (3.85) cînd e^ - O . 

In mod analog se calculează Ky ^ In ultima relaţie din 
(4,8) se introduce tensiunea circumferenţială (3.27) şi 
tensiunea normală din nervura inelară (curbîl) (4.4) 
obţinîndu-se: 

"v - T 
z.5\dA - «•(Ty»- dA + — 1 -dA -

T S o 
E " Iu 

r " 
îr 

* 

"o .. 
r r 

/ 1 

v i 
£ 1 O^w 

r 
1 

r2 

•pn 

K-dA -

z"" dA -I-
\ 
i>o 

u 1 Ov^ 1 R 1 ?w 1 O^w 1 I 2 z"" dA . 

(4.20) 

După efectuarea calculelor ţinînd cont de (4.15) şi de 

t J 

h/2 
z2 dA s 

t S 

z-̂ .b̂ . dA 
12 

z' dA - rn 

(4.27) 

(4.28) 

relaţia (4.26) devine: 

M- - - D. 
Dr' 

D^ 1 -Jw 1 
+ (1 (4.29) 

In relaţia (4.29) D^ 

D r âr r~ . 
este rigiditatea la tncevoiere 

nervurii inelare(curbe) distribuit» pe lungimea b^ 
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determinate cu relaţia (3.86) cînd e^ = 0. 

Momentele de răsucire se determină cu relaţiile (4.9) 
considerînd că în nervuri = r^^ ,= O iar tensiunea tangen-
ţială din placă este dată de relaţia (3.27) 

Tf ^r Z T ^ dA 

E 

. To) 

ro 

1 Ou 7) 

2(1 + 

o C / o > 
r Vr fr T ̂  

1 1 
7 

- i - 1 . . dA -
r A ro 

z^dA. (4.3C) 

ro 
După eîectuarea calculelor ţinînd cont de relaţiile 

(4.23) ?i (4.14) rezultă: " 

1 ^^v 1 Qy 
= ^^r = - O ) ( — — ^ (4.31) 

Relaţiile (4.25), (4.29) şi (4.31) determină efortu -
rile de încovoiere din placa circulară ortotropă. 

Se remarcă că atît eforturile de menibrană cît şi efor-
turile de placă nu mai depind de coordonata z . 

4.6.2 Calculul eforturilor secţionale prin 
suprapunerea eforturilor plăcii l ale 
reţelelor de bare 

Un alt mod pentru determinarea eforturilor secţionale 
ale plăcii circulare ortotrope se obţine prin suprapunerea 
eforturilor secţionale ale plăcii circulare de grosime con-
stantă şi ale reţelelor de bare stabilite în capitolul 3 . 

Prin suprapunerea celor două tipuri de eforturi se 
obţine: 

N = (B + B^) ^ } + - - S 
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N^ = 5 B 2!c 
9r 

1 -O 

"o ^ _ .1 1 O' 
+ (B + By,)(— + — — ) _ y ( + ^ —3); (4.33) 

( - -B 4 

r av ' f'r Pr '3f 

rî  2 ^r 14.34) 

1 -gv 

-

(o + D^) ;r2 + 
1 pw 1 f v 

+ 3. 
- 9 r 

• 
(4.36) 

1 1 2 , 
— + (D + D )(- fL + ' ) - 1 > 

r T 

D(1 -0) + 2.D rf 
1 1 /pv 

( —^^ 5 ̂  M r r' 

-[D(1 -0) + 2- D fr 
1 

2 

(4.33; 

In auprapunerea relaţiilor eforturilor secţionai© se con-
stată o excepţie, la eforturile r^^cţionalo de lunecare, ce pro-
vine din nepotrivirea deformaţiilor la cele două elemente. Efor-
turile ^r^(n) şi P^-ovoacă, la reţeaua de bare, o c?o-
formaţie în formă de „S" a barelor (nervurilor), In planul ele-
mentului. In cazul elementului de placă rigidizat, nervurile 
8Înt legate rigid de suprafaţa elementului de placă, astfel că 
aceste deformări nu sînt posibile. Forţele şi gînt 

yr preluate de placă, deci se neglijează termenul F . Relaţiile r ^ 
(4.32)7- (4.59) definesc eforturile secţionale pentru placa 
circulară ortotropă cu nervuri care au axele aşezate e;ccentric 
faţă de planul median al plăcii. ' 

In cazul cînd e^ = e^ = O, nervurile au axele conţinute 
în planul median, iar relaţiile (4.32)r (4.39) devin identice 
cu relaţiile (4.16), (4.18), (4.20), (4.25), (4.29), (4.31) 
dacă D O (ipoteza 8). 
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4.7 Ecuaţii de sinteză 
Ecuaţiile de sinteză vor fi stabilite considerînd: 

- grosimea plăcii constantă^ 
- secţiunea transversală a nervnrii radiale 

variabilă în lungul axei; 
- secţiunea transversală a nervurii inelare 

constantă în lungul axei. 
Se introduc următoarele mărimi adimensionalet 

i (4.40) 
ZrcR.D ^ R'D 

Variaţia secţiunii transversal© în lun^l axei va fi 
exprimată de aria A^^ şi momentul de inerţie Pe baza 
relaţiilor (4.37) (4.40) eforturile secţionale N^ , , 
M^ Yor avea forraa: 

(1 
t^ Jr r 

i (4.41) 

5 _ £ ^ (1 ^ )(__ 
?r ^ r 9f 

® + ~ j ; (4.42) 

K te - D * / (1 + A J 
1 ^ ^ 1 O ^ v 1 

r "Jr r'̂  Vy" , 

r 
M . . «r - D :: + (1 )( + 

1 1 -

L r -Jr 

{ (4.43) 

(4.44) 

Relaţiile (4.20), (4.41) şl (4.42) ne introduc în 
«cuaţiile de echilibru static (5.36) {'5.:n) rezultînd ua 
Biatea'de dou& ecuaţii diferenţiale cu d<juS varvjibile u^ şi v^. 

Sistemul de ecuaţii diferenţiale are forma: 

= - (4.45) Lg^^o'^^ - - ^ (4.46) 
B B 
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unde 
R 'J^u d^^ 1 "Ju 1 

' % 5-a 1 -Jv 1+? 1 f v 

T^ 2 ^ r'^ar 2 rPrVy» 
(4.^7 ) 

- (1 -
1 1-J 2_ 

2 3r 
1 ^ 

; r 

1+0 1 3+ O 

2 r 
+ ( - (4.48) 

In ecuaţia (3.43) se Introduc relaţiile (4.31), (4.43) 
(4.44) rezultînd: 

L,(v) - (4.49) 
D 

undo 
1 .1 R -

L3(w) = (1 . ^ A ^ ) _ . 2 ^ ^ . (1 . A,) 

1 dAr 1 ^'w 1 
- 2 -T 

+ (1 1 ;r " ^^ "Tă^ "2 ̂  • 
^ r^ V r dr^ r r 

(4.5C) 

Obiectivul lucrării de faţă fiind studiul plăcilor 
circulare cu nervuri radiale aşezate simetric faţ?, de planul 
median este necesar ca în sieteaul de ecuaţii diferenţiale 
(4.45), (4.46) şi (4.49) să se anuleze m^irimile şi Ayj 
întrucît nu există nervuri inelaro (cur.bc) . In acest caz , 
ecuaţiile diferenţiale care descriu deformarea plăcilor cir -
culare cu nervuri radiale,au forma: 

= -

- -

( w ) 

B 
(4.51) 

(4.52) 

(4.53) 
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unde 
R 'P̂ u doc 1 

2 oiTS 
1 ^o 3-J 1 -^v^ 1+? 1 

2 r^ Py> 

. ^ 1 1 - 0 ; 

2 r^ay 2 

rr[-f 
2 ir , T ir 

i (4.54) 

1+J 1 ?-«) 1 Pu^ 
+ — 5 — J 

PrP^ 2 

+ R 
dAj. 1 ^ 

) — 
dr r 

1 1 / v 

1 1 
• ̂  3 2 

(4.55) 

d^A^ 1 1 Ow 
- (1 - Rr — " 2 ~ ^ (4.56) 

r- ̂  r 

Anallzînd ecuaţiile diferenţiale (4.51), (4.52), (4.5::5) 
care descriu deformarea plăcilor circulare cu nervuri radiale 
se constată că studiul se descompune în probleme de întindere 
nau compresiune care se pot trata independent de problema 
încovoierii. Astfel, în cazul cînd placa ente cu 
forţe conţinute în planul median starea de deformaţie şl de 
tensiune ae obţine prin rezolvarea sisteryiului de ecuaţii dife-
renţiale format din relaţiile (4.51) şi (4.5?). Dac"- placa 
este solicitată la încovoiere deformarea el este descrir^ de 
ecuaţia diferenţială (4.55). 

Atunci cînd mărimile adimensionale o^^ şi A^ r̂ înt 
nule ecuaţiile diferenţiale (4.51), (4.52) 'r?i (4.53) devin 
identice cu ecuaţiile diferenţiale care descriu deformarea 
plăcii circulare izotrope ( (3.44), (3.45), (3.46)). 

In funcţie de sarcinile care solicită placa cu nervuri 
radiale sistemul de ecuaţii diferenţiale al suprafeţei mediane 
deformate se simplifică: 
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!• Dacă placa este încărcată numai cu foiţe conţinute în 
planul median, starea de deformaţie se obţine prin intejrarea 
sistemului de ecuaţii diferenţiale format din (4.51) (4.5; ), 
Atunci cînd fo;̂ ţole acţionează axial simetric rozul ti*»: 

2 
^ «̂r̂  1 du u B(l . -OC^) ̂  . B(1 . R - - 2 _ B ^ . . 
r dr dr r dr r"̂  ^ 
2. Dacă placa este încărcată cu forţe normale pe planul 

median sistemul de ecuaţii diferenţiale se reduce la ecuaţia 
diferenţială cu derivate parţiale (4.53). In cazul plăcii cir-
culare 'cu nervuri radiale încărcată cu o aarcină normală care 
poate fi repartizată după o lege oarecare, axial simetrică sau 
repartizată uniform, ecuaţia (4.53) se reduce la forma 

^ , , 1 d \ d^A 1 d^w 
(1 — ^ 2(1 ^ R ^ . (1 . Hr — + 

r dr^ dr r dr^ dr^ r^ dr^ 

1 dw p^ 
— — « • (4.58) r-" dr D 

4.8 Energia potenţială totală a plăcilor 
circulare cu nervuri radiale 

Fie L operatorul corespunzător sistemului de ecuaţii 
diferenţiale (4.51) :^(4.53) caro doncrit» doronuiirf'a pl.̂ K'll(.)r 
circulare cu nervuri radiale. Sistemul de ecuaţii diferenţiale 
poate fi scris sub forma: 

L - U = f- ; (4.59) 
Acest operator are două proprietăţi importante, iii este 

simetric (conform teoremei lui Betti) şi pozitiv. In aceste con-
diţii, după [2l6j , există teorema funcţionalului minim. Te -
orema funcţionalului minim menţionează că dacă sistemul de ecua-
ţii (4.59) are o soluţie atunci există un funcţional pătratic 

n ( U ) = (L U, V ) - 2 (f, U) (l.bo) 
pentru care soluţia sistemului de ecuaţii diferenţiale d:\ func-
ţionalei n o valoare minimă. In relaţia (4.60) s-a notat cu 
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( f ) prodUBul scalar. Teorema are gi o reciproci. In «cont 
ouz funcţ; ionul ft ea te Oi'ţalî̂  cu ©nor^iu po ton i totul A. hnor-
ţ̂ ia potenţială totalft se determinfi. cu relaţia: 

^ = + + - L , m p r rn e' (4.61) 

unde b^ este enerjia potenţiali de deformaţie la întindere 
sau compresiune a plăcii; U^ - energia de deformaţie a plicii 
datorită încovoierii; U^^ - energia de deforaiaţie a unei ner-
vuri radiale; L^ - lucrul mecanic al forţelor exterioare. 

Energia potenţială de deformaţie, pentru un element de 
placă de volum dV = r^dr-d^dz, în b^za ipotezelor din para-
;̂raful 3.1.3 determină cu rolp.ţia: 

U I Ug r dr dy5 dz ^ U^ Up , (4.62) 

unde 

U , din relaţia (4.62)^ reprezintă energia potenţială specifi-s 
că sau potenţial elastic. 

In relaţia (4.62) se introduce (3.27) şi se integrează 
în raport cu variabila z între limitele -h/2 şi h/2 rozul-
tînd: 

B 
r 

+ — + 2(1-?) 
1 "Jv̂  1 v„ 2 _(__o + 2 _ 
4 r 

O'. 1 ^ W 

r dr. dy ţ (4.64) 

2(1-^) 

r- r ? T 

2 A 2. •g l Ow ^ 1 O ' 
rdrd y(4.65) 

l̂ inergia potenţială de deformaţie a unei nervuri, ne -
glijînd efectul de torsiune, după [ij se determini cu 
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relaţia: 

rn ^rn^n 
v2 

\?rj 
dr. (4.66) 

Lucrul mecanic al for(;elor exterioare, după fi3 , [22J 
eote dat de relaţia: 

ftL X 

^e " Jj 2/c j (p^u^+pv^ -^P^wlrdr, {A.61) 
o o Q 

întrucît componentele forţelor exterioare sînt: 

Y « P^ , Z « P^ . 

unde 

Energia potenţială totală devine: 

n = \ + % + - I-e - j ^̂  dr 

(4.68) 

(4.69) 

"îû  u. 

?r r 

1 -Pv, 2 ^ ^ ^ 
+ 

2 
F = rB(::^ + -2 ^ 1_0) + + ^ - -2)" . 

r df 2 ?r rdf r 

1 1 pw 1 2 
-2(l-})rB(-^ + — + r D ( M . - t- + -

r r py Jr 

1 > 1 p-1 1 2 
+2(l-0)rD(— 5 — ) - 2(l-?)rD + — + 

' ( p ) -2 /«. «'r 

(4.7C) 
Pentru verificare se vor deduce condiţiile de echilibru 

din energia potenţială totală. Ecuaţiile lui Euler ( ^74] , 
[ 2 1 6 ] ) se obţin din minimizarea funcţionalei (4 .69) . Hlo au 
forma: 

Q 9 ' 
o ir o,T if o,y 
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.2 . 
•o 9r V.r •f'f 

0> 

^ O f^ - — - — i'.. + — F F 

- n w - ^ 

(4.72) 

(4.71) 

und« 
u = : 

o,r g r 

2.1. 

"o 

Q w 
•y 3 jo 

'.rr 

In ecuaţiile (4.71), (4.72), (4.73) 

> w 

- +P:;—) - 2 r P^ I f = - — « 2B(— + 
% au^ r r ^r 

(4.74) 

(4.75) 

(4.7o) 

(4.77) 

(4.78) 

9 r ̂ o, r ? r 
- 2B(-

r ov CV / rt'/ 

. "fr '"o (4.79) 

Oy f 1-0 
F. = — = 2B. 

(1-5)B(; 
1 1 

); (4.80) 

o ^ V^ 

1 Qu 1 1) 
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2-f 1 
Ir \,r'7r 

9 F \ 

?v o,r 
- B(1 -O )(r 

^ 9 
- -

(4.82) 

(4.83) 

(4.84) 

9 1 1 -P^w 1 1 T 
i/-^ ? P r2 

— ?r ' J' 
(4.85) 

Q t 1 
— F = - 4D(1 

r^arj 

9 2 

r2 
« 20 + — r -

1 ^'v 1 ^ ^ \ 
- 2O— —r +3 ^ r + R • ^ — r + 2R — - --rr + R/l r j 

rpr-̂ pj,' 2 dr^Pr^ dr ? rpr-̂ pj,' 
! {A.al) 

2D 
y .ry» 

1 
-4(1 - 0) - — — + 2(1 -O ) 

1 ^̂ 4 1 w 

+ 4(1 -O ) 

2D 
^ '̂̂ w 1 1 . 

(4.68) 

(4.89) 

înlocuind relaţiile(4.7a)-r (4.89) în ecuaţiile lui Suler 
rezultă condiţiile de echilibru (4.^1) -7-(4.55) pentru placa 
circulară cu nervuri radiale. 

Totodată cu ajutorul energiei de deformaţie a plăcii 
circulare cu nervuri radiale se pot determina coeficienţii 
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matricei de rigiditate, care leagă forţele şi momentele sec -
ţionale reduse la suprafaţa mediană, Energ:ia potenţială de de -
formaţie ffste egală cu 

^ - Up " / " o -

- + + 2(1- o i ; / - ) J + 

^ r 2 1 

dA (4.90) 

unde 

X\f> 
1 Q^yr 1 'pw - ( — ^ — ^ + — )> 
r ^ H ^ r 9 r 

(4.yi) 

1 
r 9r9y> 

1 O w 
0. 

La calculul energiei de deformaţie a nervurii (4.66), in-
tegrala liniară s-a schimbat cu integrala de suprafaţă prin 
relaţia 

(...) dA (4.92) f (...) dr = f 

(R) S„ 
Eforturile secţionale ale pl-icii cu nervuri radialo 

se obţin cu relaţiile: 
r? •-3 
^ r 
0 

ni 
\ f (4.93) i » s 

9 0 
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Relaţiile (4.95) şi (4.94) permit obţinerea eforturilor 
eecţionale ale piacii circulare cu nervuri radtale identice cu 
cele determinate în paragraful 4.6. 

4.9 Concluzii 
in acest capitol au fost deduse eforturile secţionale 

pentru placa circulară cu nervuri radialo f?i sistemul de ecua-
ţii diferenţiale care descrie deformarea lor. 

Eforturile secţionale au fost determinate prin însu -
marea tensiunilor pe suprafeţele elementului caracteristic de 
placă şi raportarea lor la unitatea de lun̂ îme. Totodată s-au 
verificat prin suprapunerea eforturilor de la placa circular i 
izotropă şi de la reţeaua de bare aşezate ortogonal în direc-
ţie radială şi circumferenţială prezentate în capitolul 
Comfiruiaroa rel^',iilor de calcul a eforturilor ncct, ional o a 
fost obţinută şi prin derivarea energiei de defoncare a plTi-
cli circulare cu nervuri radi^le în raport cu d̂^ tormat, i 11 ̂  
specifice de membrană ( Syf O^f ^ încovoiere ( /j., 
^vf t ̂ r y ) • 

Tot în acest capitol a fost dedus sistemul de ecua-
ţii diferenţiale pentru placa întărită cu nervuri radial : 
inelare (curbe) ̂  Nervurile radiale au fost considerate cu 
secţiunea transversală variabilă iar cele inelare (curbo) 
cu secţiune constant . :Û !temul do ecu;;ii d; 'Vf renţialu a 
fost particularizat pentru placa circulari cu nervuri radiale 
şi verificat cu ajutorul metodei variationale. Totodut^i, 
prezintă echivalenţa dintre ecuaţiile d; :>:renţiale şi proble-
ma variaţională a plăcilor circulare n̂ M vurate rudiîil cnro 
va sta la baza alegerii unor metode de calcul numeric. In 
acest sens o soluţie aproximativă a sistemului de ecuaţii di-
ferenţiale care descrie deformaţia plăcii cu nervuri radiale 
se obţine pe baza minimizării funcţi .viei (4.69). Ecuaţiile 
diferenţiale care descriu deformarea plicii cu r—rvuri rĉ Iiale 
şi (UlV-be^ de secţiune constanta sînt un caz particu-
lar al ecuaţiilor (4.H) şi (̂ .'fS; şi au for>t stabilit' 
în lucrările 159] şi [4l3 . 
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5 CONTRIBUTII LA DETERMINAMA STuRlLOR D2 

Di:;F011iViATIE SI Di:: TENSIUNE 

5.1 Consideraţii generale 
Determinarea stărilor de deformaţie şi de tensiune într-o 

placă circulară cu nervuri radiale, înseamnă a găsi o soluijie 
a sistemului de ecuaţii diferenţiale format din (4.51), (4.52) 
(4.53) care să satisfacă în acelaşi timp condiţiile de contur. 

i'ontru intê ;rarcja sistemului de ecuaţii diferenţiala cî t 
şi a ecuaţiilor diferenţiale se disting metode exacte şi apro-
ximative. Integrarea ecuaţiilor difer^inţiale constă în: 

i) găsirea soluţiei generale sau a integralei complete^ 
ii) stabilirea unei soluţii particulare care să catiofnc?! 

condiţiile iniţiale. 
Datorită dificultăţilor ce se întîmpină la obţinerea co -

luţiei exacte se folosesc frecvent metode aproximative pentru 
integrarea ecuaţiilor diferenţiale. Cele mai irecverte cetode 
aproximative sint: 

1) metodele varlaţionale (metoda Rayleigh - Ritz, matoda 
Bubnov - Galerkin etc.); 

2) metodele numerice (metoda diferenţelor finite, u^etoda 
elementului finit). 

Starea de tensiune se obţine după cunoaşterea stării de 
deformaţie cu ajutorul relaţiilor (3.27) pentru porţiunea de 
placă cuprinsă între nervuri şi cu relaţia (4.3) în nervurile 
radiale. 

Aspecte privind calculul plăcilor circulare cu nervuri 
radiale solicitate axial simetric sînt prezentate în lucr.>lrilo 
[26] şi [4lj. In lucrările f25j şl [37j a-au analizat pi l-
cile circulare întărite cu nervuri radiale de secţiune variabilă. 

In continuare vor fi prezentate determinarea soluţiilor 
exacte cît şi aproximative pentru ecuaţiile diferenţiale care 
descriu deformarea plăcilor circulare cu nervuri radiale. 
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5.2 Studiul stărilor de deformaţie şi de 
tensiune cu metoda analitică 

In capitolul 4 au foot stabilite ecuaţiile diferenţia-
le ((4»5l), (4.52), (4.53)) care descriu deformarea plăcilor 
circulare cu nervuri radiale. In cazul cînd mărimile adimen-
sionale of^ şi A^ eînt nule se obţin ecuaţiile diferenţiale 

(3.44), (3.45), (3.46) care descriu deformarea plăcilor 
circulare izotrope. Ecuaţiile diferenţiale (3.44) şi (3.45) 
sînt independente de ecuaţia (3.46) care poate fi rezolvată 
Separat. In.lucrarea [sij se foloseşte metoda separării 
variabilelor pentru soluţionarea ecuaţiilor diferenţiale 
(3.44) şi (3.45). 

In lucrările [isij şi [226] încovoierea plăcii 
circulare izotrope se reduce la determinarea soluţiei parti-
culare a ecuaţiei biarmonice neomogt^ne (3.46) şia soluţiei 
generale a ecuaţiei diferenţiale oraogeno corespunzătoare. 
Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale oraô ^̂ ene este o 
funcţie biarmonică care r.u este greu df stabilit. Totuşi, 
nu orice funcţie biarmonică care satisface ecuaţia proble-
mei este o soluţie bună. Soluţia generală trebuie să satis-
facă condiţiile de contur. O astfel de funcţie este t̂ reu de 
găsit şi constituie dificultatea problemei. In aceste condi-
ţii o rezolvare corespunzătoare a ecuaţiei (3.46) se face 
cu ajutorul seriilor. Soluţia generală a ecuaţiei diferen -
ţiale omogene sub forma unei serii a fost dată de A. Clebsch 
şi prezentată în lucrarea D-blJ . Starea de deformaţie şi 
de tensiune pentru plăcile circulare izotrope încărcate axial 
simetric se prezintă în lucrările [22], [23J, [^6], (l42'}, 
06O3, &81], [226]. 

După cum rezultă^ studiul ecuaţiilor diferenţiale care 
descriu deformarea plăcilor circulare izotrope, în cazul ge-
neral de încărcare, este destul de dificil pe cale analiti-
că. Cu atît mai mult dificultăţile mat̂ -T.atice vor fi mai 
mari la integrarea ecuaţiilor diferenţiale care descriu de-
formarea plăcii circulare cu nervuri radiale care sînt mai 
complexe decît acelea ale plăcilor circular© izotrope. De 
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aceea, în continuare, se vor rezolva ecuaţiile diferenţiale 
care descriu deformarea plăcilor circulare plecînd de la cazu-
ri simple de încărcare care combinate convenabil pot reproduce 
cazuri mai complexe de încărcare* 

5.2.1 Placa circulară cu nervuri radiale de 
secţiune transversală constantă 

Intrucît aria secţiunii transversale ©ste constantă în 
lungul axei nervurii 

« O ; i- « O, (5.1) 
dr dr 

iar ecuaţiile diferenţiale (4.51) -r- (4.55) vor avea forma: 

H Q^u^ 1 1 1 
(1 ^ — c C ) ^ ^ _ - 2 ^ o u -t 2 "o ^ r 9r 2 r^^f'^ r 

? 1 U O- I p, 
+ 5 — — + 3 » Vj.:') 

2 r^'if 2 r^îrPy B 

L ? Z o i i l l 
2. 7r 7 ^ 

1+ J ] O 

3 - 3 1 Du p 
2 • r^ 9y> B 

R 1 1 1 

1 1 1 Qw 1 .(r.y.) 
r •r^ T^^f r^ Ir r"̂  i r'̂  D 

Mărimile adimensionale Qf^ şi A j. » ̂ ^^ ecuaţiile 
diferenţiale (5.2) t-(5.4) au următoarea interpretare: 

- mărimea o^^ reprezintă raportul dintre modulul de 
rigiditate la tracţiune al tuturor nervurilor aferente unită-
ţii de lungime şi rigiditatea la tracţiune a plăcii, luate pe 
circumferinţa exterioară; 

- mărimea A j, este definită de raportul dintre modulul 
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de rigiditate la încovoiere al tuturor nervurilor aferente 
unităţii de Ixmgime a circumferinţei exterioare şi rigiditatea 
cilindrica de încovoiere a plăcii. 

Mnrimilo acliporioionalo Q( ̂  şi A^ «e conaldorn in-
dicatori de rigiditate pentru plăcile circulare cu nervuri 
radiale. 

In caziil încărcării eimetrice aietemul de ecuaţii dife-
renţiale (5.2)-r (5.4) devine: 

R d^u^ 1 du^ u p 
(1 ̂  ^ 2 - . . (5.5) 

r dr"" r dr r"" B 
R . d^w 1 d^w 1 d^w 1 dw p 

(1 ^ — A ) — — (5.6) 
r ^ dr^ r dr-̂  r"̂  dr"̂  r^ dr D 

Soluţiile generale ale siatemul^ui de ecuaţii diferenţia-
le (5.2) T-(5.4) nu sînt cunoscute. 

Ecuaţiile diferenţiale (5.5) şi (5.6) sfrt liniare şi 
neoniogene. Soluţia generală a fiecărei ecuaţii diferenţiale, 
după jl07j şi [iTSj , se obţine adunînd la soluţia ^enerair; 
a ecuaţiei diferenţiale omogene corespunzătoare a coluţiei 
particulare a ecuaţiei diferenţiale neomogene. Ecuaţiile di-
ferenţiale (5.5) şi (5.6) fiind independente, ele pot fi in-
tegrate separat. 

Pentru integrarea ecuaţiei diferenţistle (5.5) se intro-
duc notaţiile: • 

(5.7) y - — - = — - . (5.8) 

obţinîndu-se 
d \ 1 du^ 1 {R^^f y „ _ 4 — -Q .. « • p 
dy^ 1 y <îy y(i + y) ^ b i+y ^ 

(5.9) 
Ecuaţia diferenţială omogenă are forma: 

d^u^ 1 du^ 1 
^ + ^ u = O . (5.10) 

dy^ 1 y dy y(l ̂  y) ® 
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In lucrarea [178] se menţionează că orice ecuaţie di-
ferenţială liniară de ordinul doi omogenă care admite două so -
Iuţii particulare, u^^ şi liniar independente(wronskia -
nul lor este diferit de zero), atunci soluţia generală a ecua-
ţiei (5.10) este de forma: 

unde C^ şi C^ sînt constante de integrare. 
Este evident, prin verificare directă, că ecuaţia (5.1C) 

are o soluţie particulară u^^ ^ y . 3e găseşte a doua soluţie 
particulară u^^» astfel ca u^^ şi u^^ liniar independen-
te. Notînd, în acest caz cu a^ = l/(l+y) coeficientul primei 
derivate al lui u^ din ecuaţia (5.10), după [ITB] , rezultă: 

r f e - ilTy 
' dy = y = 2 y 

dy 

r e r dy 1 
y I ^ dy = y = y-ln(l + - ) - ! . 
J y'^ j y (1+y) y 

^ -ln(l+y) e 
= y "o y-in(i ^ -

^ y'^d+y) i 
(5.12) 

In consecinţă, soluţia generală este de forma: 
1 

u = C .y + C2(y-ln(l + -) - 1) (5.15) ® y 

Soluţia particulară u^^ a ecuaţie (5.9) depinde şi 
de legea de variaţie a solicitării dată de p̂ , care va fi sta-
bilită pentru fiecare caz de încărcare. 

In concluzie, soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 
neomogene (5.9) ©ste dată de relaţia: 

o o op 

Fiind cunoscută deformaţia plăcii încărcată cu forţe 
conţinute în planul median, prin relaţia (5.14), se pot deter-
mina tensiunile în placă şi în nervuri. 

Pe baza relaţiilor (3.28) tensiunile în placă ne determi-. 
nă cu relaţiile: 
^ E du u E l du^ u 
(T = = 2 — ( — 
^ 1 dr r 1 - r dy y 
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^ S du u E 1 ^ du u 
^ 1 - r dr r 1 - Y dy y 

In nervură conform relaţiilor (4.3) şi (5.8) rezultă: 
_ du I du^ 
^rn = ^ = ^ — — • (5.16) dr R.ô ^ dy 

5.2.1.1 Calculul discurilor n©rvurato 
Un interes deosebit îl prezin'tă examinarea discuri -

lor care se rotesc cu viteza unghiulară co . Ele sînt încărca-
te în planul median de către forţe care acţionează axial si-
metric. Intensitatea forţei de inerţie p este compusă din 

o ^ 
intensitatea masei discului p^^ s'îTcO rh/^ gi a nervurii 
distribuită pe unitatea de lungime p / n /2 Arg. In acest caz rezultă: 

Pr = Prd - Prn - — - ) = g 2 A rh 

r(l+ — i - -)= -o)" - ^ y ( l + 
h I f 2 

e B Eh r 6 B (l-O^)y 
(5.17) 

Relaţia (5.17) se introduce în ecuaţia diferenţială 
(5.9) a cărui soluţie generală este: 

1 
% = ^i-y + C2(yln(l + ) - 1) + 

( ,2 R̂ ocJ 
+ -«J h 

S 12B 
1+3? 

yln(l+y) - y - l,5y'J.(5. le) 
3ă se deteroii ne starea de tensiune a discului dat în 

figura 5.1 unde R = 300 mm; r^ = 40 mm; H « 40 mm; h = 8 mm; 
t = 8 mm; 0}= 20 rad/s; = 20 N/mm; 7800 kg/m^;g=9,81m/s^ 

In acest caz soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 
(5.9), relaţia (5.18) trebuie să satisfacă condiţiile: 

r 
la r = r^ sau y^ = u^ = 0; (5.19) 

R. o^ ̂  

BUPT



. 71 -

la r B R Bau yR (5.20) 

und« Nj. este forţa normală radială dată de relaţia (4.16) j 
- forţa care acţionează asupra discului datorită 

acţiunii obadei. 
Din condiţiile de contur rezultă următorul sistem de 

ecuaţiii 
^ P (RoC)^ 

1,07-Cj^ - 0,29-Cg = 2,6 CO^h ^ 
6 12 B 

LI,42- Cĵ  + 5,2-10"?C2 302,66̂ «o'̂ h — + K-
6 12-B B " 

Rezolvînd sistemul de ecuaţii (5.21) rezultă: 

C, = 265,91 CO-̂ h ^ + 0,69 
6 12B B " 

C2 = 972 CJ «̂h + 2,56 ^ Np. 
12B B 

(5.22) 

0,2 0,4 0,6 0,8 w ? 

a 

O-r^lMFc 

I 
1 
1 

r 

K 1 —t-I 

1 K 1 —t-I i ! 1 
1 i 

Xw ] 

i ! 1 
1 i 

Xw ] 

0,2 0,4 0.6 C.8 

b. 

Fl«.5.1 
Constantele Cĵ  şi se introduc în relaţia (5.18). 

Tensiunile date de relaţiile (5.15) şi (5.16) sînt reprezen-
tate grafic în figura (5.1,a şi 5,l,b. Tensiunile circumferen-
ţiale au o creştere de la interior pînă la p « 0,6 uraîr.d 
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^ o deocreştere pînă în dre ̂ tul conturului exterior 1). 
In dreptul conturului interior (butuc) tensiunea radlaltt din 
placă este mai mare decît în nervură. 

• In cazul cînd p^ « O deformarea plăcilor circulare 
Bolicitate de către forţe conţinute în planul median este des-
crisă de ecuaţia diferenţială (5.10) a cărei soluţie este dată 
de relaţia (5.13). Constantele de integrare se determină din 
condiţiile de contur. 

5.2.1.2 Încovoierea plăcii circulare cu nervuri 
radiale 

încovoierea plăcii circulare cu nervuri radiale este 
descrisă de ecuaţia diferenţială (5.4). i^ezolvarea ecuaţiei 

, diferenţiale (5.4) este dificilă. De aceea ne vor studia cî-
teva cazuri particulare de solicitare. 

încovoierea axial simetrică. In acrst caz ecuaţia di-
ferenţială (5.4) devine: 

R d̂ yf 1 ă \ 1 d^w 1 dw p(r) 
r ^ dr^ r dr^ r'̂  dr^ r'' dr D 

Pentru integrarea ecuaţiei diferenţiale (5.23) î:e fac 
• serie de tranBform?irl. Astfel ecuaţia (5.2') ponto fi scri.M-, 
sub forma: 

1 d d d^w 1 dw d^¥ 
^ — ( r — ( — ) ̂  R \ • — ) ̂  p(r) 

r dr dr dr r dr dr 
(5.24) 

sau 
d > „ ^ . 

(r + R + — D — 
dr 

d^w d^w 1 dw 
dr-̂  dr"" r dr . 

r-p(r). (5.25) 

•Integrînd ecuaţia diferenţială (5.25), rezultă: 
d^w 1 dw 1 

) —r-i- — r = Ir p(r)dr ^ C . (5.26} 
^ dr^ dr"̂  r dr D ^ 

Se înmulţeşte ecuaţia (5^26)'cu r, obţinîndu-ee: 
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(r + rRA «r( — 

dr^ dr'- dr D 
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1 
r.p(r)dr 4 C). (5.27) 

Se introduc notaţiile: 
dw 

W, (5.28) X = — , (5.29) 
dr R.A^ 

în ecuaţia diferenţială (5.27) obţinîndu-ee: 
d"W dW Ar r 
^ + X — - W « X (R l X p dx ). (5.30) 
' dx D J HA^ 

Ecuaţia diferenţială (5.30) poate fi adusă la foraa: 

d^W 1 dW 1 R^. A^ 
W - — — T , (5.31) 

unde 

2 r* dx X -f 1 dx x(x4l) D X 4 1 

1 f D.C 
T^ = X p dx ^ — ). (5.32) 

X ^ J rK^ 

Relaţia (5.32) determină intensitatea forţei tăietoa-
re T^, calculată în Mod independentipentru fiecare caz dc so-
licitare. Constanta C se determină din condiţiile de contur 
pentru forţa transversală T^ în dependenţă de reazemul de 
aşezare şi tipul de încărcare transversală. 

Ecuaţia diferenţială (5.31) este asemănătoare cu 
(5.9). Soluţia generală ee obţine adunînd la soluţia generală 
(W^) a ecuaţiei diferenţiale omogene corespunzătoare a solu -
ţiei particulare (W^) a ecuaţiei neomogene. 

Ecuaţia diferenţială omogenă 

W o O, (5.33) 
d^W 1 dW 1 
dx^ X -f 1 d^ x(x -h 1) 

are soluţia generală 
1 

'̂o " ^2^2 = ^i'* C^(x.ln(l ) - 1). (5.34) 
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, Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (5.31) oe poate 
scrie sxxh forma: 

• = C^W^ -l- C2W2 + Wp, (5.35) 

unde Wp este soluţia particulara a ecuaţiei cire depinde de 
tipul încărcării axial simetrice. 

Relaţia (5.35), ţinînd cont de relaţiile (5.28) şi (5.29) 
se folooegte la determinarea doplaeilrii tranoversale u plJicli 
circulare ou nervuri radiale şi la calculul ctării de tensiuufî. 

Starea de tensiune în placă su determină cu relaţiile 
ce rezultă din al doilea termen al relaţiilor (3.27), particu-
larizat pentru încărcarea axial simetrică, cînd 2 ^ h/2. 

Aceste relaţii au forma: 

o Eh d^w 1 dw Eh 1 d^w 1 dvf 
^ 2(1-0 ) dr^ r dr 2(1- j"̂ ) (R/i Ĵ  dx^ xdx 

^ (5.36) 
Eh 1 dw d^w Eh 1 1 dw d^v 

rr® = 5—( p) « p-
2(1-f) r dr dr^ 2(1-^) {^iA^r x dx dx^ 
Starea de tensiune în nervură se obţine cu ajutorul ter-r 

menului al doilea din relaţia (4.3), cînd z = t H/2, care ente 
de forma: 

^ d^w 1 d^w 
- - - - î^î 5 - 5 . (5.37) 

" 2 dr^ 2 {li\r dx^ 

In continuare calculul este condus cu referire la fiecare 
caz particular în parte. 

1. Placa încastrată pe contur încărcată cu e forţă uniform 
distribuită p 

Din condiţia de echilibru a unui element de placă de raz? 
r rezultă p 

p./t-r̂  P»r p 
T = « R^A-x. (5.38) 
^ 2.7(.r 2 2 ^ 

Din relaţiile (5.32) şi (5.38) se obţine 
R-A^ 1 

^ p X = — ( r.A^ 
D-C 

x.p.dx + ), (5.39) 

BUPT



- 75 --

sau 
C - O (5.40) 

Se înlocuiegte relaţia (5.38) în ecuaţia (5.31)- Se 
obţine: 

d^W 1 dW 1 R'-A^ 
--^ + W « p . (5.41) 
dx^ X + 1 dx x(x + 1) 2 D x + 1 

Soluţia generală a ecuaţiei (5.41) are forma: 

W = C^x+C2(xln(l+ i)-.l) -H — — p(0,5x'-x^>xln(x+l)). (5.42) 

In baza relaţiilor (5»28) şi (5.29) rezultă: 
RX k'A f. 1 , 

w « —-.x.C^ + C^ [x ln(l -f — ) - ln(x.-f 1) -xj + 

r^A I + - — ^ p 
16.D 

'"x̂  2x5 
2 

- — + X + (x^.l)ln(l-Kx)]4C^.(5.43) 

Constantele de integrare^ din relaţia (5.43)t se deter -
mină din condiţiile de contur şi din condiţia ca mărimile de -
plasării şi a eforturilor oecţionale să fie finite. 

Stările de deformaţie şi de tensiune se determinS pen -
tru o placă circulară întărită cu B nervuri radiale de rază c p 
R B 125 mm, H « 6 mm, t « 3 mm, h « 3 mm, E = 2,1-lO^N/mm , 
O « 0,3. Placa eote eolicitată de o sarcină uniform distribui-
tă p = 0,1 MPa. 

Kodulul de rigiditate cilindrică determinat de relaţia 
(3.35) are valoarea: 

E-h^ 2,1-10^.3^ c D = = 5- = 5,1923-lO^N mm. (5.44) 
12(1-0^) 12(1-0,3^) 

Parametrul A^ se determină cu relaţia (4.39-): 

8.3 .(1 - 0,3^) - 3^ 
A « ^ - 0,1946. (5.45) 

Pentru determinarea constantelor de integrare este 
necesar: 
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la r - O sau x - O w este finit deci C^ - O, 
la r - R sau x - , 5,14 - O, (5.46) 

dw 
dl - O. 

Din ultimile condiţii de contur se obţine: 

C, + a ^ P = Of 

^ le-D 

Lb RA^C, + C, + C p = O, 

(5.47) 

•r̂ l 
16-D 

* " ~7r~ » (5.48) a = x^ - 2x + 2 ln(l + x), (5.49) 
x2 2x' x2 

t> = — » (5.50) c = — — -f X + (x^-l)ln(l+.T) 

Soluţiile sistenulul de ecuaţii (5.47) vor fi: 

Cĵ  = - a 
16D 

P = - 1 9 , 7 7 
16D 

P f 

(5.51) 

(5.52) 

R U ; C. - ^ H U ; 
P = 139,12 î- p. 

16D 16D 
= (ab - c) (5.53) 

Constantele (5.52) şi (5.53) se introduc în relaţia 
(5.43) rezultînd: 

16D 

x^ 2x5 
-10,385x^+x+(x^-l)ln(l+x)+139,12 . (5.54) 

Starea de tensiune se obţine prin înlocuirea relaţiei 
(5.54) în (5.36) şi (5.37) 

f^ P r o 2-x 
; (5.56) 

P 

8 h'L 

3,3x -4,6X+2,6 ln(l+x)+ 25,7 
1+x 

l,9x^-3,2x+2,6 in(l+x)+^^ - 25,7]; (5. 
1+ X 

57) 
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rn 
rn 32. D 

2 X 
3x^-4x+2 ln(l+x) + - 19,77 

1+x 
(5.58) 

, Reprezentarea graficii a deplaoărti transver8al©(5.54) 
şi a Tiensiunilor normale, radiale (5.56) şi circumferenţiale 
(5.5t), pentru placă precum şi tensiunile din nervura ('j.) 
în raport cu mărimile corespunzătoare din placa circulară fără 
nervuri eînt prezentate în figura 5»2. 

OJ 

0.8 

'140 
-120 
-100 
-80 
-$0 

40 
60 
âp 
100 

0.2 l 14 0,6 0.8 . 

> 

- -

W jTnrrŢI 

A 

OS 0,6\ 
n 

• placo CJrcu/oro 
cu DGrvurl 

placa crcu/aro 
fâro nersjun 

Jî'ig.ip.̂  
Grosimea plăcilor este considerată ac®eai?i. Ambele plă-

ci sînt solicitate cu o sarcină uniform distribuită avînd a -
ceeaşi intensitate. Din analizarea graficelor rezultă că ten-
siunile normale în placă sînt mai mici la placa cu nervuri. 
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Totodată, la plăcile cu nervuri creşte rigiditatea în 
raport cu plăcile fără nervuri. Tensiunile cele mai mari apar 
în nervuri. 

2. Placa circulară cu nervuri radiale simplu rezemată 
pe conturul exterior încărcată cu o sarcină normală uniform 
distribuită p «= 0,1 MPa. Diametrul exterior al plăcii este de 
250 mm iar grosimea h « > mm. iia are 8 nervuri radiale avînd 
secţiunea dreptunghiulară t = 5 mm, H « 6 lam fiind confecţio-
nată din oţel. 

Starea de doformaţie este dată de relaţie (5.43) care 
trebuie să îndeplinească următoarele condiţii: 

- pentru a exista mărimi fi 1 te îr —întrul pliicii ecte 
necesar ca C^ = 0> 

- la r = R sau X « 1/ w = O; (5.5b) 

- la r = R sau x - l/A .. M^ - 0. (5.59) 
In relaţia (5.59), M̂ , este ?»xprlaat do (4.25). 
Din condiţiile de contur rezultă următorul sistem: 

+ C^ + c P = 0; 
16-D 

(5.60) 
L(l+J + C, + p • - o 

* ^ le-D 

unde X «= 1/ b şl c se determina cu relaţiile (5.50) 
şl (5.51) iar 

m = (5+5+ |)x +2(1+3+ i)ln(l+x)+ ~ .(5.61) 

Rezolvarea sistemului de ecuaţii (5.6o) dă: 

1 R'. A' A' 
C^ = - — p « = -53,79 ^p;(5.62) 
^ 1+D+Aj. 16D 16D 

c, = ( — — bm-c) î- p - 586,58 p. (5.63) 
1+0+A^ 16D 16D 

Constantele determinate aai aus se Introduc In expresia 
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' deplasării transversale (5.45) care va avea forma: 

- 27,395x^+x+(x^-l)ln(l+x)+588,53j.(5.64) W » p 
16D 4 • 

0,2 04 0.6 08 0.2 0.4 O.fi 0.8 I 

20 
40 

60 
60 
100 
J20 
p4€ 
'm 

— 

y 
> 

' I—^ 
) 

R ' I—^ 
) 

A MPa 

MFb 

D.Q 0.4 0.6 0,8 1 

p/aco drcubro 
cu ner\iuri 

p/aco circulara 
for6 ner\/ur/ 

Expresiile tensiunilor tn placă, după (5.36), vor fi: 

8 h' 
2 x2 

P 2.x 
5,3X -4,6X+2,6 ln(l+x)+ - 69,927 

1+x 
; (5.65) 

- l ^ -
^ 8 h^L 

0,6x 
1,9x^-3,2x+2,6 ln(l+x)-(-^— -69 , 9273- (5.66) 

1+ X 
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Tensiunea normală ÎQ nervură se determină cu relaţia: 

r f 2 2. x . 
^rn -̂  P ln(l+x) + . 53,79j. (5.67) 

32 D ^ l^x 
In fig.5.3 aînt reprezentate grafic relaţiile (5.64), 

(5.65), (5.66) şi (5.67). Graficele deplasării transversale 
şi a tensiunilor sînt comparate cu cele alo plăcii fără ner-
vuri. 3e constată că în placa cu nervuri tensiunile sînt nai 
mici decît cele din placa fără nervuri. Totodată, deplasările 
transversale ale plăcii cu nervuri sîntt mai mici decît la 
placa fără nervuri. 

3. PI aca circulară cu nervuri încărcată cu o fcr̂ 'ă con— 
centrată^ încastrată pe contur. 

Dacă placa este încărcată cu o forţa concentrată aplica-
tă centric, din condiţia de echilibru a elenent de plnĉ i 
de rază r, rezultă: 

P 
T = — r - . (5.68) 

2 A. r 

Din egalarea relaţiilor (5.52) şi (5.68) rezultă: 
P 

C - — Z - . (5.69) 2 AD 
Condiţia (5.69) şi relaţia (5.32) permit scrierea ecua-

ţiei (5.31) sub forma: 

d^W 1 dW 1 R-A 1 
— + ^ " " — T - ^ . (5.70) dx X + 1 dx x(x+l) 2ao X + 1 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (5.70) este: 
1 fiA^ 

W = C,x + C„(x ln(l + - 1) + — ^ P X ln(x+l). (5.71) 
^ * .4AD 

In baza relaţiilor (5.28) şi (5.29) ae obţine: 

— x^c + — C 
2 ^ 2 ^ 

x^lnd + - ln(l + x) - x 

.3 2 
+ P BSJ) 

X 
(x^ - 1) ln(l + x ) - ^ + x J + C 3 . (5.72) 
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Condiţiile de contur sînt: 

pentru r = O şi r = R 

pentru r = R 

dvf 

dr 
= 0> 

O. 
(5.73) 

0,C2 

0,04 

0,06 

0,08 

-J V, 

S> 

p 

_r 

-6 
-4 
-2 

O 
n 

4 

6 
6 
ro 

12 
u 

C'.6 1 

i 

yj'r [_MFt?j 

-12 
-.8 

• O 

•-'i/S 

i2C 

0,2 0.4 n,s Ofi 

) - - / -) - - / -

•CI. [MPa 

r 

placo drcu/aro 
ou nor\/ur/ 

-O— p/oc.o d/rcu/aro 
•Toro nerwuri 

Fig.5.4 
Condiţiile (5.73) dau un sistem liniar de trei ecuaţii 

cu trei necunoscute 
C^ = O ; 

C, -f d P « O ; 
4 âD 

o 5TD 

(5.74) 

O, 
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unde X = 1/ X j. , b este dat de relaţia (t).50) iar 

f = {x'^ - 1) lud + x) - — + X 
2 

Soluţiile sisteMului do ecuaţii (5.74) sînt: 
ra^ R - \ 

C, = - d — P - - 1,81 P j 
^ 4ÂD 4 D 

2 

C., - (2bd - f) — ^ P = 9,757 —zr^ P . 
^ 8 ĂD ' " 

R^-X; 

8 ^D 

(5.75) 

(5.76) 

(5.77) 

Dimensiunile plăcii sînt cele specificate în cazul 1 iar 
încărcarea P = 100 N. 

Expresiile pentru deplasarea transversală, tensiunile 
normale radiale şi circumferenţiale vor fi: 

o o R'x;: 
w = P 

8 ^D 
?P 

(x^ - l)ln(l+x) - 2.51x^ + X + 9,757 

3P 

l,3-ln(l+x) + 

l,3-ln(l+x) + 

1 + X 

C,3x 

- 2,353 

- 2,35;] 
1 + X 

Tensiunea nornală în nervură va fi: 

rn 
^rn'^ 
8. A-D 

ln(l+x) -f 
1 + X 

- 1,81 

(5.7o) 

(5.79^ 

(5.:iO) 

^5.81) 

In fî ûra 5.4 sînt reprezentate grafic relaţiile (5.7-
(5.79)f (5f80) şi (5.^1) în comparaţie cu relaţiile corespunzi f.j 
re ale plăcii circulare fără nervuri. In centrul plăcii rezulta-
tele numerice nu concordă cu reali tat.̂ a întrucît este un pur ct 
singular. In acest caz trebuie avut în vedere că forţele concen-
trate sînt aplicate pe o suprafaţă iar tensiunile normale maxî :̂  
din centrul plăcii au valori finite. 

4. Placa rezemată pe contur, încărcată cu o forţă 
concentrată centrală. 

Pentru determinarea constantelor de integrare din 
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relaţia (5.72) este necesar ca: 
la r = O sau x = O » 

(5.82) 
la r cr R sau x = l/A^ w = O şi M^ = 0. 

Tinînd cont de relaţiile (5.71), (5.72) şi (4.25) se obţi-
ne: 

4 7Î D 

C^ - O > 
L(1 O -H A^) C^ 

0 ; 

P m = O , 

unde X = 1/ X^ , b este dat de relaţia (5.50), f de (5.75) iar 

(1 ^ O -) ln(l+x) -I-
1 + X 

(5.84) 

Pentru aplicaţia numerică, dimensiunile plăcii sînt acelea-
şi ca în cazul, 1 iar forţa de incărcare P «= 100 M. In aceste 
condiţii soluţiile sistemului de ecuaţii sînt: 

C2 = 0; 

« A , 1,37 P ; (5.85) 
1+ O + i 4 '<-0 4 /ÎD 

2 b R2 A2 r2^2 
- n) P = 13,9 P. (5.86) 

1+ J + i 8 /T D tiTi-D 

Expresiile pentru deplasarea transversală şi tensiunile 
4in placa circulară cu nervuri radiale sînt: 

r2X2 
V = ^̂  ^ P 

8. a.D 
(x^ - 1) ln(l+x) - 2,958x^-hx-f26,896 

2/rĥ  
l,3'ln(l + x) 

1 + x 
- 3,1954 

3P 0,3x 
r l,5-ln(l + x)+' -5,1954 ; 

L 1 + X J 

rn hui 
8'K-D 

ln(l + x) + 

1 + X 

X 

1 + X 
- 2,458 

i (5.87) 

(5.89) 

(5.90) 
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Diagramele de deplasări transversale şi tensiuni normale 
pentru placa circulară cu nervuri radiale în raport cu placa cir 
culară fără nervuri sînt date în figura 5.5. Pentru a înlătura 
singularitatea din centrul plăcii se impune necesitatea repar-
tizării forţei pe o suprafaţă centrală. In calculele de rezis-
tenţă se recomandă să se considere tensiunea normală maximă 
din nervură care are valoarea mai mare decît cea din placa. 

OQ OA 0.6 0,8 / u, Z. U .(1 i 

'î 
: 1 

'î 
1 

'î - -

Qr [MFh_ 

pi oca oircu/aro 
cu ner\/uri 

Fig.5.5 

3,0 
4,5 

9,0 
m 
î!?,0 
m 
Ibfi 

r — î , j 1 

1 X 
T / ! I 

— 

T / ! I 

' 1 

- o p/aco 1! ̂  
•foro ner\/uri 

5 Placa circulară simplu rezemată pe contur încărcată 
pe margine cu momente uniform distribuite 

Plecînd de la relaţiile(5.43) (5.72) rezultă: 
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R> r 2 x'^lnCl^ -) - ln(l4x) - X 
X 

(5.91) 

Relaţia (5.91) s-a obţinut conniderînd p = O în (5.43) 
sau P = O în (5.72). Totodată relaţia (5.91) care descrie defor-
marea plăcii circulare cu nervuri rezemată pe contur încărcată 
cu un moment uniform distribuit pe margine (fii;.5.6) reprezint?^ 
soluţia ecuaţiei diferenţiale (5.31) ţinînd cont do relaţiile 
(5.23) şi (5.29) cînd T = 0. 

2R 

s p 

'69,58MPa 

9 

w 

Fig.'j.e 
1 

1 + o +A 
« A -

D 
K . o 

Condiţiile pentru -
terminarea corî:;M.antr -
lor EÎnt: 

pentru r = O 

pentru r = R 

pentru r K 

dv 

dr = C; 

W O. 
Din prina co:di ţie 
rezultă imediat -- 0. 
i;i n a noua ccridit<lfî av î n ' ] 

în vedere relaţia ('î.,'̂ 5) 
se obţine: 

(5.92) 

Din condiţia a treia rezultă: 

C. 
K R' o 

2 D(1 + ) 4 K ) 
Deplasarea transversală este exprimat.! de relaţia: 

,2 

2 D(i + + \) (1 - A V ) . 

(5.9-) 

In figura 5.6 sînt arătate diagramele reprezentative ale 
tensiunilor normale şi a deplasării trnsverr.ale. 
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Tensiunile normale sînt exprimate de relaţiile: 
6(1 + 0 ) h 

1 E'H 

-2 2 ' 

rn 1 + O + Aj. 2-D 

(3.95) 

(5.96) 

Placa circulară cu nervuri radiale ee consideră solici-
tată de momentul uniform distribuit = 120 Nmm/Lim ±:\r airn- r-
siunile acelea;! ca la exemplele anterioare. In urma el'octu. rli 
calculelor se obţine (T̂, = (T̂  = 69,50 MPa, tensiunea din nerv̂ j-
ră Ĉ ĵ  = 97,4 K?a şi săgeata de 1,2 mn. In cazul plăcii f. r-
nervuri avînd aceearji Acronime şi contur, după [l4?J , rer'.ul r. 
(T̂  = (T̂  = 80 KPa iar săgeata maximă de 1,4 mm. 

5-2.1.3 Plăci inelare 
6. Placa inelară rezemată pe conturul exterior cu o for-

ţă uniform distribuită (fis.5.7). 
Din condiţia de echilibru P. 
unoi porţiuni de plfic:": cunri"--

a 
^ r 

R 

rP, TE 
R 

0.9-

0,8 

JJĴ  

să între r = r^ .'̂i r^ < r < l\ 
rezultă: 

p.r p.rf 

W mm 

2 2r 

PHX x^ 
= ^(x - — ) . (5.97) 
i 2 2 

Din etalarea relat^iilor 
(5.32) -.i (5.97) se obţine: 

Fig.5.7 

(X - -(R-A^ 
D-C 

x.p.dx + ), :5.93) 

sau 
C = 0. (5.99) 
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Tinînd cont de relaţiile (5.97) şi (5.99), ecuâ .ia di-
ferenţială (5.31) are forma: 
d^W 1 dW 
dx X + I dx x(x 1 ) 

ff sr p 

2 D 

2 n 

X +1 X 4 1. 
. (5.ICC) 

Soluţia ecuaţiei diferenţiale (5»100) are forma: 

= C^x' + C^ X ln(l + -) - 1 
X 8 D 

x^ +(l-2x^)xln(l4x:; 
P J 

(5.ICO 
Relaţiile (5.28) şi (5.29) permit scrierea mla^^ici 

(5.101) Eub forma: 
HX^ 2 
2 

x^ ln(l -f - ) - ln(l . x ) - X 

X 

P" 16 D IA 
+ (l-2x^)(- — -f X + (x -1) ln(l4x) 4 

C^.ur) 
Pentru determinarea constantelor de integrare C^, C.,, 

exint.'j condiţiile: 
la r • r sau x = x o o 

«•A 
la r s= R sau x = x R - ^ ' tV = 0; 

w = O . 
lixpresia momentului de încovoiere M^ va fi: 

(5.1L.0 

(5.1C5) 

D 
fi = - (1 + o + + 01 1 1 1 

(1 + o + - )ln(l + -) iĉ-i-
X X X-(1 >;J 

R ' - A ! r 

8D 
i r ^ ^ 2 ^ , 1 

. X i X ^ X 
(5ao6) 

Primele două condiţii, (5.103) şi (5.104), permite obţine., 
rea sistemului de ecuaţii: _ 

8D 

8D 

P-c. 
(5.1C7) 

P-c^. 
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unde 
1 O 4 — ; (5.108) â^ = 1 + O + — » (5.10'J) 

1 1 1 
b^ = (1 + 0 + — ) ln(l + — ) -0 

1 
"R 

. 1 1 ^ 
i, = (1 + — ) ln(l + — ) -
1 " ""R X + 1 

> (5.110) 

; (5.111) 

( 5 + n - (2+0+ l)x +(l-2x^)((l+)+ f)ln(l4^)+i 

=1 = ^ / f (1-2x1;) ( d W . 

Soluţiile sistemului de ccua'jii (5.107) cînt: 

o 

- ^1=0 r'.XI 

- 8D 

^IS -
- 8D 

p i (5.114) 

(5.115) 

Din' condiţift (5.105) î̂e ob|;lrc: 

loD 
-"b c, - b-c 

U^^-^A •••o'̂l - ••'l'o 
(5.116) 

unde 

= (5.117) fg 

x^ 2x3 
f(x) = 4 (l - 2 x ^ ) 

4 3 

fo(x) = x^ln(l+ I )-ln(l4x)-x } 

_ — -tx-i (x"-l)lr.(x 4 1) 
2 • 

Ia aceste condiţii, relaţia (5.102), devine: 
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Tabelul nr. ^ /// 

Expresiei supra/eie/ n-icdiane c/e/orn-^afo 
în funcHe c/o X = rZ/S^vA^ 

h^r. 
•cri. 

Schemo de- fncorco 
re a plodi inelare 

m 
Tr^Q i 

QR 

nr -

A 
^{OoDs-OgbopV. 1. m 

Op — cx^ţ^ ) bp — ^ On + 
OCr 

- / . 

1 = Pro _ Pxo 
'r r oc 

vc/= -

, p 
OgCo-^oCe 

C2 -cc^ ln( Uoc^) • 
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Tabelul nr 

Nr. 
ort 

Schema de Tncâr-
ogre o plocJi inelare 

Expresia supnofelei mediane deîcrmc 
în funciie de X ° r/RAr • 

n \ 

2R 

w . 

T 

16D 

2 er 2 

b^Co-c^k 

X 

+0-2oc^ ) ochind 

• 

\ 
/ 
\ 
/ n A 1 

2R 

c' - O-o In (U cco) • 

^ 1 ^ 1 

1 / 
2R • 

2 2 
I^O l' -f r-r-W = -r-, , Op l W - TI ( OCojJ ̂  

+ 02 (Îq (cCo)--f2 (x)) 

\8 

m 

2ro 

nifi p W--
rW 
16 V > 

Uf Og - O2 , j 

2 

OC, 
oCf^J 2 

/ 
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16D 
(fj^(x) 

(5.120) 

In figura 5.7 este prezentată diagrama deplasării trans -
veraale w pentru placa inelară cu 8 nervuri avînd R = 12^ mm, 
r^ = 25 mm, h = 3 mm^ H = 9 mm, t = 5 mra. încărcarea plăcii este 
cu o forţă uniform distribuită de intensitate p = C,1 KPa. 

In tabelul 5.1 sînt prezentate formulele de calcul ale 
formei deiormate ale suprafeţei mediane pentru cîteva tipuri de 
plăci inelare. Pentru simplificarea relaţiilor e-au introdus orer 
curtări unice ale căror expresii sînt specificate. Pe baza rela-
ţiilor din tabelul se determină starea dr tonoiune pontru 
riecare tip de placă cu relaţiile r;.! {[>.yf). 

5.2.2 Placa circulară cu nervuri radiale de 
secţiune variabilă 

Calculele vor fi efectuate pentru placa circulară cu ner -
vuri de secţiune dreptunghiulară avîndf 

- înălţime constantă şi lăţime var: \̂ ilă; 
-înălţime variabilă şi ' .ioe constantă. 

5I2.2.I Placa cu nervur t̂ ime variabilă 
I,n figura 5.B sînt prezentate două variante privind varia-

ţia liniară a lăţimii nervurii. 
Legile de variaţie alo lăţimii sînt date de relaţiile: 

t 
r- (X- 1) ; (5.121) t^ = r = r^, (5.122) 

R R 

unde 

(5.123) oC = 
t R 

Deoarece, aria secţiunii transversale 
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^rn - ^rno T- — ( t - 1) 
R 

, ^5.125) A^^ = 

>!ctlv momentul de inerţi© axial 

fr--
H 

( T - 1) ; (5.127) y»no 

(î>.126) 

(5.128) 

mărimile adimensionale (4.37) ş± (4.39) au forma: 
- pentru cazul din figura 5.6,a 

^r = ' (5.129) A^ = -f-a.lj(5.130) 

^r ro 

- pentru cazul din figura 5.8,b 
r 

f (5.131) {5.132) 

-Ci: El 

Fig.5.8 

In relaţiile (5.125) (5.128), A^^^ reprezintă aria 
secţiunii transversală a nervurii în dreptul circumferinţei 
exterioare a pl:̂ cii iar - momentul de inerţie axial din 

^ yno I 
dreptul circumferinţei exterioare a plăcii în raport cu axa 
conţinută în plan median. 
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Mărimile adimensionale şi Â .̂  sînt stabilite în 
dreptul conturului exterior al plăcii. 

Sistemul de ecuaţii diferenţiale care descrie defortsarea 
plăcilor circulare cu nervuri radiale prezentat în ficura 
en obţine prin înlocuirea infirimlle adlmtnniorsulo cC^. '.'l A j. 
în ecuaţiile'(4.51), (4.52), (4.53) rezultînd: 

1 -Jû  1-? 1 7-u 

l 
1 

3-? 1 'Jv̂  1+3 1 7 a P, 
» 

' r^ ' 2 r^ 9y> 2 r "Jr̂ y B 
ecuaţia diferenţială (4.52) rămîne neschimbată şi 

2 r^îy^ 

(5.133) 

i-Ko^-^-ihKo -

H" 1 ^ ^ 
r 
1 ' 1 O^w 
r 

lO' 
+ -T — T - 2 ^ 

w 
r^Qf 
,2 

1 

9 

D 

Relaţiile (5.131) şi (5.132) ee introduc în ecuaţiile 
(4.51), (4.52), ̂  (4.53) rezultîud si.?teniul de ecuaţii diferer -
ţiale care descrie deformarea plăcilor prezentate în fijura 
5.8,b avînd forma: 

ro'%2 % r^^ 2 T^'if 

V O 1 'îv 

r r 2 
H O 1 f V P„ (5.1 V.,) 
2 r Îr9y> B 

1 1 1 ^Ţz 

+ 4 — 
r 

(5.136) i. 2-! -

şi ecuaţia (4.52). 
La integrarea sistemelor de ecuaţii diferenţiale, pre -

zentate mai nun̂ fle întîmpina numoroatie di ficui t.>iti ro.-iif^m.n ti c. 
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De aceea se vor determina soluţiile acestor sisteme cînd 
plăcile sînt solicitate axial simetric. Inte^jrarea ecuaţiilor 
diferenţiale care redau deformarea simetrică a plăcilor prezen-
tate în figura 5.8, a nu se reduce la cuadraturi. In couseciiiţn, 
.r,e vor obţine soluţii aproximative sub form?;, de nerii. Acennt^ 
metodă va fi prezentată în paragraful urmi'itor. 

Deformaţia plăcii prezentată în fî jura 5-8,b solicitată 
axial simetric este descrisă de ecuaţiile diferenţiale: 

d^u 1 du^ 1 

d'̂ w 1 1 d^w 1 dvr p 
ro r© ^ ^^ ^^ ^ 

(5.133) 
iicuatiiile diferenţiale (5.137) şi (5.13̂ 3) aînt un caz 

particular al ecuaţiilor (5.135) şi (5.13o) înlrucît forţa U 
Eăî eata nu depind de unghiul polar. iiicuaUilc (5.13/) {•j.lZ-̂ ) 
pot fi rezolvate independent. In cnzul cînd p coiirt. ecuaţin 
diferenţială (5.13B) dupit o serie de transformări s.re forma: 

« d \ d^w , dw pr^ C r 
^ . _ = — + -i- . (5.139) 

ro ro ^^^ ^^ 2D D 

Tinind cont de relaţia (5.28) ecuaţia diferenţiala va 
avea forma: 

. d^W dW 1 p r^ C r ^ P = + i . (5. 
dr'̂  dr d+^o^^ 

Pentru a guşi forma soluţiilor pentru ecuaţiile (5.137) 
(5.140) care sînt de tip Euler ne face schimbarea de varia-

bilă independentă 
X = In rj r = e"" ; — = e"" = r. (5.141) 

dx 
Introducînd relaţiile (5.141) în ecuaţiile diferenţiale 

(5.137) şi (5.140), rezultă 
d^u 1 o u - O; (5.1-̂ .2) 
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' f ! - W = ^ . — ^ e ^ C;.!.^.) 

ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi care au 
soluţii particulare de forma e^*, xe^*, unde r este o rHdrcin".. 
a ecuaţiei caracteristice. 

Soluţia ecuaţiei diferenţiale va fi: 
u = Â e-P»̂  + A, e-^f** , (5.144) o l 2 o 

unde 

{5.1^,5) 

^ro 
Trecînd la variabila Independentă r , relaţia (5.144) 

va avea forma: 
u = + A.-r^^ , (5.140) o l 2 

unde A^ şi A^ oînt conntante ce se determina din condiţiile 
de contur, 

KcuRţia di f<̂ r<ii»nţinir\ linlnrM neomo.'Cnnn (^.l'l') 
cienţi constanţi, dupĉ  [IVBJ , are soluţia cu 

suma soluţiei particulare şi.a soluţiei generale a ccunţlri 
diferenţial© omogene, poluţia va fi de forma: 

unde / ^ 
„ / . (5.14a) 

.Relaţia (5.147) , după trecerea la variabila independent^ 
r , are forma: 

' {5.U'J) 

unde C^, Cg, Cj şi C^ sînt constante de integrare. 
In continuare se vor studia cîteva exemple de pit ei avîr. 

diametrul exterior de 400 mm înt&rite cu lo nervuri cu sccţiun»-

w = 
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Variabil» avînd t = 10 «m şl H = 15 

1. Placa circulara cu nervuri radial* oollcitat.i pe 
contur de forţa Nĵ  = 200 K/mm (fig.5.9) 

-60 

'40 

-20 

Q 

20 
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-10 

O 

10 

0,2 0,4 0,6 0,8 1 9 

~MPă 

-60 

- 1 

ff,4 Ofi 0,8 1 

P 

1 

i 
0,2 0,4 0,6 OA u 

i • i 

0.2 a 0.6] C,!Î: 

— -

( 1 
1 

i- -1 
1 
1 ^ ! 

i 
cr \MPă f r> 

Deformaţia piricii oate descrieri de relaţia (̂ .l'lb). Con-
Istantele de integrare oe determina din condiţiile: 

(5.1^0) 

(5.1Ş1 ) 
la r = O u este o mărime finitei, u = O, o " 
la r = R Nj. = -
Din prima condiţie rezultă Â  = O iar din a doua baz-

relaţiei (4.16) rezultat I 
H « 

2 [(».(1 

Expresiile pentru deplasarea radială ţii tensiunile norma-
le de membrană sînt exprimate prin relaţiile: 

N̂ ^ R (5.15T) 
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h 
; ( 5 . 1 5 4 ) 

¥ + 1 
( 5 . 1 5 5 ) 

Tensiunea normală în nervură este exprimată de relaţia: 

O ; , = . (1 - 0^) C M . ( , . X 5 6 ) 

In fi2:ura 5.9 sînt reprezentate ^-rafic relaţiile 
( 5 . 1 5 ^ ) , ( 5 . 1 5 5 ) şi ( 5 . 1 5 6 ) . Tensiunile normale din pl^^ca au 
valori apropiate. Diferenţele dintre valorile maxime .:i minimo 
ale tunr.iunilor normule ntnt nesemnificativ©. 

Placa circulari încnatratn pe contur 5iollcilat.M 
de o forţă uniform distribuită p = 0,1 M'R. 

Deplasarea transversală a plăcii este -îată de relaţia: 

C p.r^ 
W = — ^ R^^? + ^ C , , ( 5 . 1 5 7 ) 

întrucît pentru agorea mărimi finite pe tot domeniul plicii r.ste 
neconor ca Cĵ  = C^ = O . Conntantele de in tf .. rur̂ -̂  C^ 
şi C^ se determină din condit^iile de le^^ăiură: 

dw 
la r = R , = 0 şi w = O . (5.153) 

dr 

Soluţia sistemului de ecuaţii ce rtzultn din condi^^iile 
de contur (5.158) va fi: 

p p r"̂  3 -O 
CP » , C . ( 5 .15 ' J ) 

Constantele (5.159) se introduc în relaţia (5.157) rezul-
tînd declasarea transversală a plăcii. Aceafttă relaţie e.nte fo-
losită pentru determinarea stării de tensiune cu reiaţi il̂ ^ 
{5.-56) şi ( 5 . 3 7 ) . 

Starea de tensiune este dată de urmr.toarele relaţii: 
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p R' 
'rn + 8)D 

KIÎ + ( 5 . l o t ) 
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r 
3.P-R' 

3-pR' 

- + 0 + (3 î (5.161) 

- d + O p + (1+3Î) (5.162) 

In fiijura 5.10 cînt reprezentate crafic relaţiile 
(5.160), (5.161) şi (5.l6if) piecum şi deplasarea transveroaTS 

.4 P R 
w = rj^ (5.163) 

a(9Aj.o +'3)(l-rţ)D . 
! Placa are 10 nervuri şi următoarele dimensiuni: R=2(.'C 

mm, h' = 5 mm, H = 15 mm, t = 10 mm. Pentru coaipararoa rez-ult-
telor n-a considerat o placfi circulară de secţiune connt:,ntr. < 
K = 2C0 lum .•;ii i;rooimea h = 5 mm !ji placa cu nervuri de socţlt.r..̂  
conr-tantîi. 3-a urmărit ca colo doû i tipuri de pliici circul ,re 
cu nervuri radialfl să aibii aceeaşi mărime adimensicnain 
Din reprezentarea grafică rezulta-. 

i) deplasarea transversală la placa circuliră cu nervu-
ri de secţiune variabilă este mai mare decît a plăcii cu nervu-
ri de secţiune constantă dar şi mai mică decît aceea a plăcii 
izotrope; 

ii) tenaiunile în nervuri sînt mai mult mai mari datoritei 
micşorării fiecţiunii trannversale în partea centralt. 

5. Placa circulară cu nervuri radiale pimpTu rrzrinat'. 
pn contur încărcată cu o onrcină uniform dintribui t?,. 

Deplasarea tranjBversală a plăcii so deteru^ină cu •-,•:< -
presia (5.157). Pentru determinarea constantelor de integrare 
se introduc condiţiile (5.5«) şi (5.5y). Sistemul de douu ecua-
ţii obţinut din cele două condiţii de contur permite determi-
narea constantelor 

p (3(1 + h 

2D(9•^ro + 8)( \o'> V 

( 5 . 1 6 4 ) 
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3(1 . A^^) 

(1 + + A^^) + n 4 . 
. ( 5 . I o : ; ) 

Constantele de integrare se introduc în expresia de-
plasării transversale (5.157) rezultînd: 

P H" M l KJ + ^ - I 
. (5.100) 

: -2Wr 

tu/ mm 

placa cu ner\/url c/e 
secf/une con s/an/o 

p/acq cu nersjun de 
sec//ane von ah//o 

i^lg.^ai 

Tensiunile normale vor fi stabilite cu relaţiile (5.?6) 
^i (5.57) şi au forma: 

3-p- R' 
; ('3.107) 

3- P -H' 

P R' 
-EH 

T O L ? ^ " ^ M L • 

0(1 •••ro 

ro) 
(5.1O9) 

I In figura 5.11 sînt reprezentate yrafic relaţiile (5.1GC) 
(5.1o9) în raport cu mărimile corer.punzatoare ale plXcii f r1 
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nervuri de secţiune constantă. iJeplasarea transversali a pl?lcii 
circulare cu nervuri de secţiune variabilă este mai mare decît 
a plăcii circulare cu nervuri de secţiune constantii. 

5 . 2 . 2 Placa cu nervuri radiale cu înfilţime 
variabilă 

In figura, 5.12 este reprezentată o placă circular?» cu ner-
vuri radiale de secţiune dreptunghiulară avînd lăţiaea constant" 
iar înălţimea variază după o le<̂ e liniară. 

c K 

Variaţia înălţimii ente dată de relaţia: 
r 

h^ = H - (H - H^) 
H 

( 3 . 1 7 C ) 

In aceste condiţii aria secţiunii transversale, respectiv 
momentul de inerţie al nervurii, vor fi exprimate cu relaUile: 

rn rnc f-l f^-l H f" 
r 
R / 

' ^ 1 

Aria secţiunii transversale şi momentul do ir:erţie 5!e 
înlocuiesc în relaţiile (4.37) şi (4.39) pentru determinarea 
mărimilor adimensionale oĈ  şi Relaţiile de calcul vor fi: 
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A = A ' r ro 

t - 1 iT-r r 
(T^-l. H 

3 

- ) ; 

fii 

(5.174) 

(5.17.?) 

(5.177) 

(5.17:-.) 

hărimilf adlmensionale (5.172) şi (5.17?) it;tro-
duc în ecuaţiile diferenţiale (4.51), (4.52) ?i (4.55). iicunţia 
diferenţială (4.52) rJlinîne nemodificdită iar (4.51) .71 (-l.'̂ :) 
devin: 

(1 
l i 

1 >0( 
r-1 R 0)_ l_o ^ 

2. 1 Yu^ u^ 
f 

5-0 I 1+D 1 V 

2 r^Of 2 r^rPy) 
. (5.176) 

^ ^ H ^ ^ _ ^ -Ĵ w I 1 Q-'w 
+ 2 -r 

+ 2 
1 

r ^ r^^rp^-

1 g^w 1 Q-w 1 9w p 
— ;r-p + 4 - 7 — : + = - .(5.177) 

Integrarea sistemului de ecuaţii diferenţiale ror-
mat din (4.52), ;̂5176) şi (5.77) este diricllo. U soluţie a p r o -

x i m a t i v i : ! , nub forma unei r,erii, se obţine în cazul c î r i d :>] 

ieste "încărcată cu forţă axial simetrică. 
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5.3 Analiza stftrll^r da daformaţie şi de 
tonoiuna cu natada apraximativa 

Metadala aproximative faloslte la stabilirea atăriler 
de defermaţie şi de teaaiune la piadle eireulare cu nervuri 
radiale sînt grupate în următoarele metede: 

- Integrarea ecuaţiiler difen^n^iale cu ajutorul se-
riilori I 

- metode Tariaţionalej 
- neteda elementulni finit. 

5.3.1 Integrarea ecuaţiilor diferenţiale cu 
ajutorul eerillor 

După oua fl-a constatat oietemul de ecuaţii diferenţiale 
care descrie deformaţia plăcilor circulare cu nervuri de sec-
ţiune variabilă nu poate ri integrat. Deformaţia plăcii din 
figura 5.8,a In cazul încărcării cu o forţă uniform distribui-
tă normală pe planul median este descrisă de ecuaţia 

/ R d^w 1 
(1 - 1) ^ A , , - ) ^ . 2(1 . 1))- ^ -

^ (5.XV.) 
r^ dr^ r^ dr D 

Ecuaţia diferenţială (5.178), printr-e serie de trans -
fermftri, este pusă sub rorma: 

d'w d^w D dw pr^ C r 
(r^ > ar)-. . r , ^ , (5.179) 

dr^ dr^ A dr ?A A 

unde 
d - e - A^^Ri a = dD, a = e/d. ) 

Ordinul ecuaţiei diferenţiale (5.179) »o loiaco prin 
introducerea notaţiei (5.28). In acest CHZ rezult^: 

, . . ^ - A <,.u.O 
dx"̂  dx A 2A 

BUPT



- 103 --

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 15.181) de 
ordinul doi, neomogenă este egală cu suma dintre eoluţia par-
ticulară V si soluţia generală Vif a ecuaţiei diferenţiale 

P g . ̂ Qogene: 
d^W dVf 

x(x ^̂  a)—5 4 X — - S w - O, (5.182) 
dx^ dx 

unde 
• (î>.18^) 

A 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (5.182) se 
ia sub forma unei serii i 

oo 
W « = ••• ^ ^k* •• (5.184) 

Se introduce relaţia (5.184) în ecuaţia (^.182) şi 
după identificarea coeficienţilor prezentată tn anexa 4 
rezultă 

w . c,(x 5PT 2 — X ) . (5.185) 

Seria (5.185) eete convergentă dupfi criteriul Iul 
d'Alembert întrucît (xl <• 1 ceea ce rezultă atunci eind 

Soluţia particulară a ecuaţiei diferenţiale (5.181) 
se adoptă de foraa: 

W » B + B,x 4 B^x^ 4 B,x'. 15.18b) p o X t J 

Relaţia ^5.186) se introduce în ecuaţia (5.181) şi 
după identificarea coeficienţiilor se ebţine: 

« ^ ( —E2_ ^ — p)x p ^ + 
P (1-FC) A (1-S)(4-S)(9-S) 2A 2A 

1 H^A 3 iJ 
+ .p.x 

9-i 2A 
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( ! 

Tlnlnd cont de relaţia 1 dw ^ 
ff^ dx soluţia ecuaţiei diferen-

ţiale (5.181) va avea forma: 

RA_C, (— + > (-1)''"^ îTi 2 ^ + 
" ^ 2 fe a''-̂  k ((k-l)!)2 k+l 

9-J 
-Kpi^-

2*a 

C 

-Kpx' A-
6-a 

Kpx^ + 

2(1- I ) A 
x2 + C, 

unde 

2.A 

(5.188) 

(î>-189) 

In figura 13 eete reprezentată grafic deplasarea trans-
Versală pentru placa circulară cu nervuri de secţiune varia -

I 
02 0,4- 06 0,8 W încastrată pe contur so-

^ ^ ^ licitată axial simetric de 
către o sarcină uniform dis -
tribuită. In acest caz C* = O 
iar celelalte coiistante ne de-
termină cu ajutorul condiţiilor 
(5.46). Placa este eollcltfită 
de forţa p = 0,1 r-Pa Iar dimen-
siunile ei sînt: t = 10 am, 
T « IS mm, R = 2C0 mm, h = 
Pentru reprezentarea grafică 
a deplaeării s-a corolderat 
6, 8 termeni ai seriei. S-a 
constatat că diferenţele între 

> valorile serilor care au 6 î?1 
Fig.5.13 0 termeni eînt mici nu ie -

făşesc 3,2^. Hezultă. că admiţînd 8 termeni ai seriei «e otjMn 
'rezultate satisfăcătoare. Starea de tensiuni poate fi obt.inutA 
cu relaţiile (5.36) şi (5.57). 
I In acelaşi mod se poate rezolva ecuaţia diferenţială care 
descrie deformarea plăcii cu nervuri de înălţime variabilă. 

patru ierment 
şase -fermeni 
Opf ier merit 
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5.3.2 Ketode variaţionale 

In lucrările [2l] , [l8lj , [226], [236] sînt tratate me-
todele variaţionale pentru aoluţionarea aproximativă a atărilor 
de deformaţie şi de tensiune pentru plăci. In acest sens este 
•enţionată metoda Haylei^h - Ritz» metoda Bubnov Galerkin etc. 

In acest paragraf sînt determinate stările de deformaţie 
şi de tensiune Xa plăcile circulare cu nervuri cu ajutorul me -
todelor variaţionAle, 

5.3.2.1 Metoda Rayleigh - Ritz 
Pentru rezolvarea ecuaţiilor diferenţi ' Îe care descriu 

deformarea plăcilor circulare cu nervuri solicitate axial si -
metric, metoda Rayleigh - Ritz admite că deplasările sînt 
aproximate de relaţiile: 

m ^ 
u = ZI b,u. I (5.190) V « 2. a.w , (5.191) o J J Kci J J 

unde u , w. sînt funcţii care satisfac condiţiile de contur 
J J iar parametrii a. şi b. sînt mărimi necunoscute. Relaţiile J w 

(5.190) şi (5.191) se introduc în expresia energiei potenţisde 
totale (4.61). Parametrii necunoscuţi se determină din condiţia 
de minim a energiei potenţiale totale 

-in QH 
> o, - r — - O unde 3 = 1 •.^5.192) 

Ecuaţiile (5.192) formează un sistem de ecuaţii cu 2 m 
necunoscute. Rezolvarea sistemul ii de ecuaţii (5.192) dă posi -
bilitatea să se determihe toate constantele care se Introduc în 
expresiile (5.190) şi (5.191). 
' In cazul încărcării axial simetrice componentele de -
plasării nu depind de unghiul, polar iar energia potenţială to-
tală va fi dată de expresia ^ 

, o Q 
du u 2 du u d w 1 dw ^ 

-2 ^ r D ( — . ) . 
dr r dr r dr 

' 2 n ̂  + T) - 2(1-
H dr ' 
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-2(1-0) 
k dv 
—S + 

E„A n du E^^I.^n d'w rn rn r / o\ rn pn r t » 1- — — — ^ — - f ^ r ) -
ăr"^ dr dr 2,7 

IJ" ^ 
dr̂  

- 2r •Pr % - Pz (5.193) 

In relaţia (5.193) se introduc expresiile (5.190) şi (5.191) 
rezultînd: f 

^ ^ m f ^ B ^ ^ 
n = J /rB(7 b u;)^ + —(ZTb.uJ^ + 2?B(Zb.u,)(Zb,u; 

(̂ y ji» J r J J j-J ^ ^ j-i ^ ̂  

+ rDCZ^iw;'^ + ( Z a.wir + 2 ? D ( Z a.v;-J=1 J r Ja-I J J J Ĵ 'l J J 

) + 

) + 

«rnVn"» 
2/T Ji» î̂ . J J 2/T J J 

rtl 
- 2-r.j»_ ( Z b.u.; - 2'r.p ( E a.w ; }dr, (5.194) r J-», 3 i 2 J J J 

nnde 
du. dw . w 

u' - —-l ; (5.195) w* • — 1 > w'» — ^ . (5.196) 
dr dr' 

Expresia (5.194) permite scrierea oiatemului 
K5.192; sub forma: 

2n. rD + + + Wĵ Wj') + 
CÎR 

^ ^ J ^ "j'^rj-'^J - 2 Pz "i (5.197; 

w 

ab. 
2/« {[rB-uj.u^ + UjUj + >)B(UJU' + UjUp 

j - r p^Uj }dr. 

W 

2II 
( 5 . 1 90 ) 
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Relaţiile (5.197) (5.198) se pot ficrise eub formă 
matrlclaldi: 

[Al ] 1 0 ^ " W 

0 [B]. 
' S ' 

ÂV 
(5.199) 

unde 
Ir D £ X n 

dr 

n £ A 

r u^ dr, (5.203) 

^ (5.204) 

(5.200) 

(5.2U2) 

{aV = {aĵ  a^ 
C^) 
a_ t , 

T - . 1 (5.205) 

Punerea sub forma matricială a sistemului de ecuaţii 
(5.192) permite folosirea calculatorului electronic la deter -
minarea constantelor şl posibilitatea considerării seriilor 
(5.190) şi (5.191) cu mai mulţi termeni, lotodată, cu metoda Iu; 

sSimpPon poat fi calculaţi toţi termenii elptomului de 

'ecuaţii (5.199). 
Aplicaţie. Se consideră o plaoă de rază R cu n^ nervuri 

radiale încastrată, pe contur încărcată cu o sarcină normală 
uniform distribuită de Intensitate p. Să se stabilească stările 
de deformaţie şi de tensiune ale plăcii cînd nervurile au sec-
iţiunea constantă sau variabilă. 

Se admite forma deformată a suprafeţei mediane: 
.2 2 .4 4 

(5.206) 

Sistemul de ecuaţii (5.199), pentru aplicaţia dată, are 
forma: 

[ A ] - (5.207) 
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unde termenii aatricei [A] oe determină cu relaţia (5.200) 
iar a matricei coloană cu relaţia (5.202). In relaţia 
(5.206)' ne limităm la primul termen (aproximarea care rezultă 
eate corespunzătoare) şi ţinînd cont de forma secţiunii ner -
vurii se obţine termenul A^^ al matricei ["a] care are 
forma: 

a) pentru nervuri cu secţiunea transversală constantă 
,, 32(5 + ^ 

' A^l , (5.208) 
15 R^ 

b) pentru nervuri cu secţiune variabilăi 
i) lăţime variabilă (fig.5.8,a) 
8(20 + 3 + 5)) D . , (5.209) 

15 R'̂  
li) lăţime variabilă (fig.5.8,b) 

.. C32 + 24-A_) D 
a " - ^ , (5.210) 

3 R*̂  

iii) înălţime variabilă 
,, 16 r2+3-A^„(0,8(k'-j(')-3k^+l,25k - 0,375)3 D 
A^^ ^ 5 J (5.211) 

'unde 
, (5.212) - . (5.213) 

In toate cazurile: 
J.2 2 p,jj2 

r p (1 - dr - — . (5.214) 
CAI 

Cu ajutorul eietemului de ecuaţii (5.207) se obţine 
te&rimea conatantei a^. Odată cunoscută nărimea constantei a^ 
'se poate determina stările de deformaţie şi de tensiune după I cum urmează: 

a) placa eu nervuri de secţiune constantă 

BUPT



- 110 --

unde 

5. p.R^ 
64(5 + 6-A„)D 

15.p.R^ 
6(5 

15 p R^ 

(i- (5.215) 

8(5 + 

15(1 -

"(1+ 0) - (1 + (5.217) 

8(5 + 
(1 - 3 f). 

? 

(5.218) 

(5.219) 

b) placa cu nervuri radiale de cecţlune variabilă 
i) lăţime variabilă (fig.î?.8,a) 

w 
16(20 + 5))D 

(1 - (5.220) 

15 !» R' 

15 p R' (p 

[l - (5.221) 

1 + 0 - (1+3^)5' » (5.222) 

15(1 -
(r„ ^ (1 - 3 (5.223) 
'''' 2(20+3Aj.^(3T+5)) h' 

li) lăţlşe variabilă (fig.5.8,b) 

P R^ 
W m 

16(4 + 3Aro)D 
(1 - f (5.224) 

3 p R^ 
2(4 3 

1 + î - (3 +0 (5.2r 5) 
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rn 

2(4 + 5 -Aro)!» 

3(1 -

2(4 + 3 ApoJt^' 

- (1 + (5.226) 

(1 - 3 f). (17.227) 

lli) înălţime variabila 

P R ^ 
(1- (5.228) 

ro 

^ V Bi 

4 ( (0,8 ( k ' - , 25k-0,37t>)) h^ 

C — . 5 

3(1 « 

— f]; 

(5.229) 

' rn 4 ( ( 0 , 8 (k^-)-3k%l, 25k-u, 3YÎ)) ) h' 

(5 .230) 

( 5 . 2 3 1 ) 

In figura 5.14 sînt reprezentate grafic relaţiile 
(5.215) la (5.231) pentru plăci circulare de rază R = 200 mm, 
h = 5 mm cu 10 nervuri radiale solicitate de forţa uni fora 
distribuită p = 0,1 MPa, 

a) lăţime t = 10 mm, H « 15 am; 
b) i) t « 10 mm, T » 15 mm, li = 15 mmj 

ii) t = 10 mm, T = O , H = 15 mmj 
iii) t = 10 mm, 15 mm, H = 20 mm. 

La alegerea datelor numerice s-a urmărit ca plăcile 
aibe aceeaşi mărime adimensională în dreptul conturului 
exterior. Reprezentarea grafică a deplaafîirilor şi tensiunilor 
8-a făcută pe aceeaşi diagramă în vederea stabiliri variante-
lor convenabile privind forma secţiunii transversale a ner -
vurii. in urma analizării diagramelor ee constată că deplasă-
rile transversale sînt mai aici la placa cu nervuri de înălţime 
variabilă în timp ce la plăcile cu nervuri de lăţime variabilă 
(fig.5.8,b) au valori mai mari datorită micşorării rigidităţii 
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Me încovoiere a nervurilor spre partea centrală. Placa cu 
nervuri de lăţime variabilă (lăţimea se micşorează în lungul 
axei de la centrul plăcii spre conturul exterior, rig.5-8,a) 
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filre deplasarea transversală mai mica decit placa cu nervuri de 
secţiune constantă. In cazul tensiunilor normale (T̂  Cy 
cele mai mari valori sînt la placa cu nervuri de secţiune varia-
bilă din figura 5-8,b iar valorile cele mai mici la placa cu 
nervuri de înălţime variabilă. Tensiunile din nervură au valori-
le cele mal mari la placa cu nervuri de înălţime variabilă şi 
cele mai mici valori la placa cu nervuri de lăţime variabilît 
(fig.5.B,a). 

In figurile 5.15 şi 5.16 se prezintă deplasarea trannvor-
sală a plăcilor cu nervuri în funcţie de mrtrimea oocţiunii ner -
Vurilor în sistemul de referinţă respectiv în spaţiu. 

02. OA 0,6 OB 1 02 0>4- 0,6 0,8 f P 

VJ [mno] 
mrnj 

Fig.5.15 Flg.5.16 

Se constată, din diagrame, o micşorare a deplasării trans-
versale a plăcii odată cu creşterea mărimii secţiunii nervurii 
sadică a rigidităţii plăcii caracterizată de mărimea adimensiona-
lă A^. In figura 5.17 sînt reprezentate tensiunile normale din 
placă în funcţie de mărimea adimensională A . 
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I 
Valorile tenolunilor normale în placft ee micşoreazîl dacă 

are loc o creştere a mărimii secţiunilor transversale ale nervu-
rilor, adică mărirea momentului de inerţie axial. 

5.3.2.2 Metoda Bubnov - Galerkin 

Metoda Bubnov - Galerkin este privită ca o aproximare a 
principiului deplasării virtuale utilizat la soluţionarea unor 
probleme de mecanică. Pentru rezolvarea ecuaţiei diferenţiale 
(5.6), metoda I3ubnov - Galerkin adoptă expresia (5.191) pentru 
săgeata plăcii unde Wj(J « iTm) el̂ î  funcţii caro îndepliner^c 
toate condiţiile de contur şi reflectă forma deformată a supra-
feţei mediane deformate iar aj sînt constante. 

In ecuaţia diferenţială (5.6) se introduce relaţia 
(5.191) rezultînd: 
rff R d'̂ w, 1 d'w. 1 d^v 1 dv.] I 

D(i^ ^ 2D - - II - ^ ^ - , - PJ = ' 
T^ . r dr^ r dr^ r dr r^ dr^ 

(5.232) 
Coeficienţii a^ (j - l,m) se determină din condiţia 

' ca termenii ecuaţiei (5.232), în intervalul [O , R ] , să fie 
ortogonali cu funcţiile Wj. in aceste condiţii rezultă un sis-
tem de ecuaţii liniar ^ 

R d'̂ w, 1 1 d^w. 1 dw 
0(1+ - + 2D ^ - D — r "" ̂  ~ . 

r dr"̂  r dr^ r^ dr^ r^ dr 
w^rdr 

rrt- _ 
|r p w^dr, (i - l,m). (5.23'^ 
o 

După efectuarea integralelor pe toată suprafaţi 
plăcii ee obţine un sistem de ecuaţii a căror necunoscut- jrînt 
cjonotantele a^ (J « l>m). 

In continuare se vor rezolva cîteva exemple. 
1. Placa circulară cu nervuri încastrată pe contur oo-

Iticitată normal de o forţă uniform distribuită. 
Dacă se admite forma deformată a piedicii dată de relaţia 

(5.206) considerînd numai primul termen al seriei şi notaţia 
y = r/R prin introducerea în sistemul de ecuaţii (5.233) se 
o'bţine: 
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(.64 + 2A—) {1 - » O- (5.234) 
V 

După efectuarea calculelor şi Introducerea constantei a^ 
în relaţia (.5.2U6) se obţine expresia săgeţiilor (5.215;, de -
terminată cu metoda Raylelgh - Kitz. 

2, Placa circulară cu nervuri radiale simplu rezemată 
pe contur încărcată cu o torţă uniform distribuită. 

Se admite forma deformată a plăcii dată de rwlnţia: 

w = aĵ ŵ  = a^^a - 2b-J^ + (5.235) 

unde ^ 
5 3 + ^ 

a = — — t {5.236) b » (5.237) 
1 + 0 1 + J 

Se înlocuieşte relaţia (5.235) în (5.233) rezultă: 
\ 4 
j (64+24Y)a^ _ — (a - + j^d ̂  = O. (5.238) 
o 

După efectuarea integralei 9I rezolvarea ecuaţiei ao 
obţine constanta a^ care ae înlocuieşte în relaţia (5.235) 
rezultînd ecuaţia deplasării transversale de forma: 

PR'* o A + p^) . (5.239) "(a - 2bn + o 
(64-il2OA^(3+0)/(ll+20))D ^ 

Tensiunile normale din placă vor fi: 

24(3 +0)p H^ 
C 5-(l - (5.240) 

(64+12uA^(3+5)/(ll+23))h'^ ^ 

, 24 p R^ r ^ ol 2 (1+3Î) fji (5.241) 
"f (64+12OA^(3+0)/(ll-f2^))h 

Tensiunea normală în nervură se exprimă cu relaţie: 

(5.242) 
^ 24(1-
(p , 

(64+120A (3+0)/(ll+20))h^ 
2 

1 J 
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5.5.3 Determinarea stărilor de deformaţie şi 
de tensiune cu metoda elementului finit 

Metoda elementului finit a cunoscut o mare dezvoltare în 
ultimi ani ayînd o largă aplicabilitate în diverse domenii. 
Conceptul de bază al metodei, cînd este aplicat la o probleaSL 
de analiză structurală, constă în faptul că un corp poate fi mo-
delat analitic prin subdivizare în regiuni (elemente finito) la 
care comportarea este descrisă de către funcţii care roprezlnt.̂ i 
deplasările şi tensiunile. Aceste luncţii sînt aiese în aşa fel 
încît să garanteze continuitatea comportării corpului. 

Prezentarea metodei elementului finit şi folosirea ei la 
calculul plăcilor este dată în lucrările [12J, [48J, [51], 

Pentru analiza comportării statice a plăcilor circulare 
cu nervuri radiale s-au utilizat pro, aele de calcul 3AP IV oi 
SUB3M [l54j, urmărindu-se: 

- determinarea deformaţiilor şi tensiunilor; 
- verificarea rezultatelor obţinute cu alte metode de 

calcul. 
5.3.3.1 Determinarea stărilor de deformaţie 'i de 

tensiune folosind programul SAP 17 
S-a considerat placa cu 8 nervuri prezentată în figura 

I 5.18 avînd R = 125 mm, h = 5 mm, r^ = 14 mm, H = 35 T.a, t = 
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tlaca este solicitată cu o forţă uniform distribuita p = 0,1 
KPa. Intrucît încărcarea este si.etrică pentru studiul stărilor 
de deformaţie 9I de tensiune s-a considerat numai un sfert do 
placă (fig.5.19). Discretizarea s-a răcut In 48 de elemente de 
placă ?i 12 elenente de bară interconectate în 65 de noduri. 

In figura 5.20 sînt reprezentate grafic deplasările trans-
versale ale planului median cît şi a tensiunilor deterainate cu 
metoda elementului finit cît 9I mărimile corespuzătoare otabili' 
cu metoda analitică (T). Metoda elementului finit pune în evi'^ 
ţă că deplasările punctelor din dreptul nervurilor sînt nai x;.i 
decît ale punctelor aflate între două nervuri. 

0,2 0,4 0,6 0.8 1,0 

20 

•10 

O 

i 

O J 

^rn 

-8 
-6 
-4 
-2 

O 
2 
4 

J 
I 

-1 
— I 
_i 
I 

— t 1 

Ăl oj O.i w 

c. 
FlS.5.20 

BUPT



- 11 o ̂  

Diferenţele dintre valorile deplasărilor punctelor de pe nerv -
ră şi a acelora aparţinînd porţiunii de placă dintre nervuri 
nu depăşesc Metoda analitică şi metoda energetică adoptîni 
netezirea structurii dau rezultate identice pentru dopla:̂ aroi 
punctelor aflate între nervuri cît şi In dreptul lor. Oiferenţa 
dintre măriaile deplasărilor determinate cu meţoda analiticri 
şi metoda elementului finit este de 2,7 -r 9,3 9b. In fi^jra 
5.2U,b, c, d sint prezentate graficul tensiunilor normale din 
dreptul nervurii cît şi a porţiunii dintre nervuri. Difero -
dintre valori fiind satisfăcătoare, rez-.Ilatele analitice ri:: : 
mai mari decît cele numerice. 

Obţinerea unor rezultate numerice cît mai apropiate de 
realitate impune o discretizare cît mai fină ceea ce duce 
depăşirea memoriei calculatorului şi la creşterea timpului ne-
cesar efectuării calculului, i'entru evitarea acestor incor.ven-
ente în analiza structurilor cu metoda elementului unit in :: 
crările [47j , [5lJ , Clt>4] se menţionează foloiurea substruclur 

5.3.5.2 i;eterminarea stărilor de deformaţie şi de 
tensiune folosind programul uUhSM 

Programul 3UBSM ( [l^^J , [47] ) este elaborat pentru c 
cuiul structurilor prin aplicarea substructurării. Acest prcjr: 
poate Ii folosit şi la caicului plăcilor circulare cu nervuri r 
diale. Programul de calcul are biblioteca de elemente .:inite pr 
luată din programul de calcul SAP IV şi elementul de tip lu al 
programului SAP V care permite introducerea pe cartele a inatri 
de rigiditate a oricărui element care nu este cuprins în biblio-
teca de elemente existentă. Schema bloc a programului GUE- ec 
dată în figura 5.21. 

in contim̂ Kire se vor descrie subrutinele programului 
SUBSM în ordinea în care ele apar , adică sînt apelate. 

Subrutina TĤ fi prelucrează cartela arbore; 
Subrutina JTRUCT conţine informaţii cu privire la nu -

merotarea ecuaţiilor şi la legăturile structurii, 
Subrutina IKPUTJ citeşte nodurile comune şi cocrloPr. 

tele nodurilor şi condiţiile de legătură pentru subr,tructur.^ î̂  
numerotare locală; 
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Fig.5.21 

Subtutina ]£LTYPE realizează subrutinele necesare per>tru 
un anumit grup de elemente; 

Subrutina CLBD deterninâ matricea de conectivitate caro 
face legătura între numerotarea locală şi cea ̂ lobal?̂ ; 

Subrutina INL citeşte forţele nodale; 
Subrutina ADDSTF face asamblarea matricelor de rigidi -

tate ale elementelor finite; 
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Subrutina ADSTFE efectuează asamblarea «atricelor de ri-
giditate condensate ca şi ale încărcărilor condensate ale nub-
structurilor la matricea de rigiditate gi încărciirile oubf̂ truc-
turilor curente. Matricea condeneată se referă la o subotruclurr. 
care este considerată ca un «acroelenent. 

Subrutina l'SOL a fost preluată din programul SA? II 
modificată. Ea rezolvă complet sistemul de ecuaţii lK]-{u]r= -|FV 
al unei substructuri şi anume a structurii rădăcină. Sistesul 
de ecuaţii cuprinde: [KJ matricea de rigiditate a structurii, 
vectorul deplasărilor nodale, {FV vectorul forţelor structurii. 
Această subrutină face triunghiulariazrea parţială a matricei de 
rigiditate condensate şi a vectorului de încărcare condensată. 

Subrutina PRINTD şi STRESS tipăreşte deplasările noduri-
^lor şi tensiunile din elemente. 

Subrutina PKBACK trece deplasările nodurilor coEune din 
numerotarea globală în numerotarea locală. 

Subrutina TJSOL, ISTAR = 2 f^^e re trosubsti tuţia pentru 
substructură numai pentru nodurile comune. 

Subrutina PRIMD tipăreşte deplasările tuturor nodurilor-
Subrutina STRESS calculează tenniunile şi le tipăre:^o 

valoarea lor. Selectarea subrutinelor specifice elementelor fi-
jnite se face cu subrutina ELTYPE. 

Procedeul de substructurare constă în împărţirea struc-
jturii complexe în părţi de sine stătătoare. In principiu, ana -
iliza prin discretizare a structurilor în substructuri coE.ort^ 
|două etape: - analiza stărilor de tensiune şi de deformaţie po fi»--
care substructură şi 

- cuplarea substructurilor cu respectarea condiţiilor 
de echilibru şi de discontinuităţi ale deplasărilor în 
•hodurile comune. 

Utilizarea programului SUBSK la analiza stărilor de 
'deformaţie şi de tensiune cuprinde următoarele etape: 

- împărţirea în substructuri; 
- pregătirea datelor de intrare în program constînd 

idin numerotarea elementelor finite şi delimitarea lor prin nur.ere 
de ordine ale nodurilor fiecărui element, indicarea -roprietăUl — 
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fizico - mecanice ale materialelor şi reducerea încărcării 
reale la forţe concentrate aplicate în nodurile structurii; 

; - rularea pe calculator a programului; 
- prelucraroa rozul tutelor. 

I Pentru o analiză a modului de aplicare a pro^^raaului 
de calcul 31IB3M oe examinează starea de do formaţi io do ton-
diune la o placă inelară cu 8 nervuri prezentată în rigura 
5.22. Flaca are h = 3mm şi raza exterioară it »= 125 am. î.ervurile 
sînt de secţiune dreptunghiulară cu H = 9 şi t = 3 »ir. Pla'̂ -
inelară este încastrată pe conturul interior la raza 25 î- -

rig.5.22 > 
împărţirea în substructu-. a plăcii cu nervuri este datri 

in figura 5.23,a. O substructură este desemnată de litera 5 
urmată de un număr . inpărţirea în substructuri este descri.̂ ri 
în program de cartela arbort*. Cartela arbore, pentru exemplul 
Considerat, are forma: 

310(31, Slul, S1U2, 3103, S1C4, Slu6, SlC7j. 
Ordinea de abordare a substructurilcr, de c5tr- ro-r-::,, 

este inversă aceleia din cartela arbore. Fiecărei substructuri 
ii corespunde o numerotare locală avînd noduri comune (ce apar-
ţin ia două sau mâi multe substructuri) şi noduri necomune cnr-
îi aparţin. 
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• ̂  In figura 5.23tb este reprezentat modul de discretlzare în 
elemente finite a substructurii rădăcină. Substructura are 
de elemente patrulatere de tip placă şi 6 elemente de tip bara. 
In fisura 5.24 se prezintă diagramele deplasărilor transversale 
şi a tensiunilor normale produse în placă şi nervuri. Din analiza 
diagramelor rezultă deplasări mai mari în porţiunea do plRcă cu-
prinsă între nervuri decît deplasările din dreptul nervurii. Ten-
siunile din dreptul nervurii sînt mai mari docît tenniunile por-
ţiunii de placă cuprinsă între nervuri. Folosirea programului de 
SUBSM permite o micşorare a timpului de calcul de cel puţin 2 ori 
faţă de programul de calcul SAP IV, 
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5.4 Concluzii 
In aceet capitol e-a abordat calculul ctărilor de dr 

formaţie şi de tensiunw la plăcile circulare şi inelare cu 
vuri radiale propunîndu-se diverse metode de calcul. VietoC-: 
$ia de calcul folosită de autor scoate în evidenţă clteva 
elemente noi. privind integrarea ecuaţiilor diferenţiale 
descriu deformarea acestor plăci şi inticbuinţarea meiodoi r 
mentului finit* In acest sens s-a pus în evidenţa:.* 

1) posibilităţile de integrare a ecuaţiilor difer 
le care descriu deformarea plăcilor cu nervuri radiale cînj 
secţiunea lor este constantă sau variabilă în lun^l axeii 

2) soluţiile ecuaţiilor diferenţiale în cazurile a 
cărcare axial simetrică pentru diverse tipuri de reazoae; 

3) starea de dofornuţie a plăcilor inelare cii norw 
radiale a căror relaţii de calcul eînt centralizato în t. ; 
5.I. ^^ezultatele cuprinse în tabelul 5.1 ee pot folosi la 
'terminarea stării de tensiune. 

4) folosirea metodei elementului finit pentru deter 
rea stărilor de deformaţie şl de tensiune cu ajutorul proj/ 
mulul de calcul SAP IV precum şi a programului 3UB3M carc 
la micşorarea timpului de calculator. 

5) întrebuinţarea calculului variaţional la dsteral: 
stărilor de deformaţie şi de tensiune la plăcile circular? 
nervuri radiale. 
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6 INFLUENTA NERVURILOR ASUPRA RIGIDI TATII SI t } 
• MICŞORĂRII GREUTATII PLĂCILOR » > 
Consideraţii generale 

In capitolul 5 s-a analizat staroa d© de format̂  i<?> n plTici I 
circulare cu nervuri radi ale în raport cu coa a plîicii fără nor-
vuri, 3-a constatat c?l de formaţia plftcii cu nervuri rf.tf? ir.î̂i pn-
ca docît aceea a plăcii fără nervuri. UuzuLtă cii norvurilo UJ -
la cref7>tf»rea rigidităţii plăcii avînd influenţă arupra ^rout: -
ţii lor. In continuare, ee pune problema de a stabili nunărul 
r>i dimensiunile nervurilor pentru realizarea reducerii r̂̂ v̂t̂ i -
tii plăcii cu nervuri în raport cu placa fără nervuri. 

V In lucrările [34] şi f35]sînt prezentate cîteva acpecte 
privind posibilitatea micşorării greutăţii plăcii circulare cu 
nervuri în raport cu placa fără nervuri cînd ambele au acoea a 
rezistenţă. 

6.2 Formularea problemei 
3e consideră două plăci circulare de rază R: una are 

Igrosimea h fiind întărită cu n^ nervuri radiale dif^puse ecai-
un^hiular pe ambele feţe care au secţiunea transver.sala dreptun-
ghiulară de înălţime H şi lăţime t . Kervurile se consider-1 
confecţionate din acelaşi material ca şi placa. A doua placă 
are grosimea h^ constantă fără nervuri. 

l̂'ie volumul de material al plăcii cu nervuri 

V « /TR̂ . h + n^t(H - h)R = /Ir^oO-^ , (6.1) 

'unde s-au introdus următoarele mărimi adimenoionale: 
h t 

oO = ; (6.2) 6 = — i (o.-̂ ) 
R ' 2-^.a 

^ r — . (6.4) ^ = 1 + 2 1). ( 6 . 5 ) 

h 

Volumul de material al plăcii circulare f̂ lră nervuri 
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V = ^ R̂ . h = hR^ oC , (6.6) o o o 
unde s-a introdus mărimea adimensională 

oT . — ^ . (6.V) ® K 

Dimensiunile plăcii circulare întărită cu nervuri 
vor fi alese în a^a Tel încît r>ă fie mai uşoară dccit plac-», 
circulară fără nervuri cînd ambele plăci asigură aceeaşi 
rezistenţă sau rigiditate. Placa circulară cu nervuri radia-
le va fi măi uşoară decît placa circulară fără nervuri dacă 
raportul volumelor este subunitar. Haportul celor două Vv)lu-
me se defineşte prin relaţia: 

V 
V oC o ^o 

'[l -t- 2 n^^ ( jT - 1)J . 

Condiţia ca placa fără nervuri şi placa cu nervuri 
aibe aceeaşi rezistenţă se exprimă prin egalitatea 

max max 

unde TT^ este tensiunea maximă din placă fără nervuri i.'̂r max 
(T - tensiunea maximă în placa cu nervuri, max 

Condiţia ca rigiditatea celor două plăci să fie aceea 
vtt fi: 

V ^ = w , (6.10) max max ' 
unde este deplasarea maximă a plăcii fără nervuri i ir 
^max ~ deplasarea maximă a plăcii circulare cu nervuri r idi:. 
le. 

In continuare se vor stabili dimensiunile plăcii cu 
nervuri radiale în raport cu placa fără nervuri cînd so rea-
lizează condiţiile de rezistenţă sau de rigiditate. 

Se vor prezenta cîteva exemple de calcul. 
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6.3 Condiţia d© rezistenţă 
3e stabilesc dimensiunile la o placă circulară întări-

tă cu nervuri radiale pe ambele feţe, încastrată pe contur 
solicitată la încovoiere axial simetrică de către o sarcinii 
uniform distribuită p . Valoarea tensiunii maxime se obţino 
din relaţia {b. 216) fiind dată de relaţia: 

P 15 P 
C « k — T ^ « 5 , (6.11) 

unde mărimea adimensională A^ dată de relaţia (4.39), se 
poate exprima îri funcţie de mărimile (6.2)-p(6.5) sub foraa: 

= YILJ: = (1 . ^ 4. 16.12) 

Tenniunea maximă în placă circulară friră ner vuri , 
după [221] 9 se determină cu relaţia: 

P R^ P 

Relaţiile (6.11) şl (6.13) se introduc în condiţia 
(6.9) rezultînd: 

(6.1.1) 

Daca ee ţine cont de constantele k gi k^ procua .ji 
de relaţia (6.12), relaţia (6.14) va avea forma: 

! oT 1 ' 1 . (6.1S ) 

yjl + 1,2-A^ \/l + l,2(l-3''')n^(f^-l) 

Se introduce relaţia (6.15) în funcţia dată de (5.8) 
rezultînd: i 

V 1 + 2 i-C- 1) 

V î + 1,2(1 - 1) 
(6.16) 
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Relaţia (6.16) reprezintă o funcţie de două variabile 
îT şi . Pentru că funcţia (6.16) este complicata iar 
găsirea punctelor staţionare care să verifice siotemul foraiat 
din derivatele ei parţiale, în raport cu variabilele iT şi 
este dificil de rezolvat s-a analizat funcţia considerînd una 
din variabile fixată. Acect lucru eote justificat, în practic.., 
tlnlorilri condiţiilor curo pot fi impun© uMuprn în.Mţ^linll w^v -
vurilor dar şi asupra numărului de nervuri şi a lăţimii lor. 

Dacă se fixeiiză mărimea S" = H/h = const. atunci func-
ţia (6.16) se poate minimiza în raport cu v -iabila • 
trucît (^>0; 0,5); ^>1, funcţia (6.16) este continuă 
pe mulţimea reală a numerelor pozitive. In punct in -
terior mulţimii de definiţie, funcţia (6,16) are un minim local 
dacă pentru orice vecinătate a lui 

V V 
-(n ^ — ( ( n ^ ^ ) J . (0.17) 
o o 

' Acest lucru se vizualizează uşor pe graficul curbei. 
Vecinătatea punctului ( J ^ j ^ ) q este pi^rţiunea de curbă unde con-
cavi tatea este îndreptată spre axa pozitivă O V/V^. Soluţia 
ecuaţiei obţinută din anularea derivatei funcţiei (6.16) în 
raport cu variabila ( ^ r ^ ) este d<ită de relaţia: 

1,2(1 - 4 1) - 4 
2 • (6.IC) 

"" 2,4(1 - 1) 

In figura 6.1 este roprezentat-i grafic relt'.ia (6.1«0) 
în funcţie de variabila > pentru iT fixat la valorile 
2, A şi 6. Se constată că la creşterea m:.i imii raportului îT , 
adică a înălţimii nervurii în raport cu grosimea pl.:.cii, î e 
măreşte domeniul în care greutatea plăcilor cu nervuri e£ tĉ  
mai mică decît al plăcilor fără nervuri. Totodat^^ se recoa.an-
dă ca parametrul n^j^ să aibă valori cît mai mici în raport cu 
(n^^)^ acest lucru impus de mărimea adimensională (6.3) caro 
reprezintă raportul dintre două dimensiuni cu ordin de mărime 
diferit. Intrucît, relaţia (6.3) reprezintă raportul dintre lă-
ţimea nervurii şi raza plăcii se recomandă ca el al aibă valori 

BUPT



- 130 --

mai mici. Prin fixarea mărimii t , In raport cu n^^ , nn 
determina numărul de nervuri. Lăţimea nervurii se obţine u^or 
cînd se cunoaşte parametrul ^ întrucît raza conturului 
exterior a plăcii este impusă de construcţie. Juca so fix. a.-
numărul de nervuri n^ se găseşte lăţimea nervurii. 

Desî jur există o valoare pentru pentru car̂ ? rn-
portul V/V^ este mai mare decît unitatea. In acest caz placi--
Io circularo cu nervuri cînt mai ^rol© dê  ît cr̂ Io rr̂r/i n. i vi . 
Valoarea lui (n̂ p») puntru care V/V^ ̂  1 aata d^ ; 

1,2(1 - 4 1) - 4 

^ ^ Ait - 1) 

3ă se determine dimensiunile unei plăci cu d nervuri 
radiale de rază exterioară H = 121) mm solicitată la preni 
P = 0,1 F:Pa. Placa este încastrată pe contur. 3e dau: rezister-
ţa admisibilă (T̂  = 1.>U KPa, 2. 

1,2-0,91(2^ + 2 + 1) - 4 
(n J,) = î 0,233. 

Se adoptă n^p, = 0,137 de unde /i = 0,0171 iar t = = 
= 2-^'125-0,0171 = 13,44 CJ 14 mm. 

, Din relaţia (6.12) se obţine: 
= (1 - 0,91(2^ - 1).0,142 = 0,9. 

Din condiţia ca tensiunea maximă (6. li) în placă să fie de 15c: 
KiPa la prosiurira p = 0,1 KPa rozul tfi: 

15 p R^ \ I 0,1 125" S l,94am *z2 rr.-a, 

iar 
f4(5+6A^) (T, V4(5-f6-0,9) 150 r a 

H=îr-h=2-2 = 4 mm. 

Volumul plăcii cu nervuri va fi: 
V = X.1252. 2 + 8-14-(4 - 2).125 = 126174,7 mm^ 

Grosimea plăcii fără nervuri este dată de relaţia (o.i: 

max 
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' / 0,75.p.R2 /o,75.0,1-1252 
h » \ = ,/ ^ 2,79ram = 3 ir.a 
® V 150 V 150 

Volvunul plăcii f&ră nervuri 
V = Â. 125^-5 - 147262,16 am'. O 

In final, rezultă V/V^ = Dacă se calculează tensiunea 
maximă în nervură se obţine = 260 F.Pa adică solicitarea 
ei este în domeniul elastico-plaatic. Paranietrul n̂ Ŝ io--
tat mul mio întrucît rt.zultă o lăţiimo dontul de maro a nnrvur).. 

In figura 6.2 s-a trasat graficul funcţiei (6.16) în ra -
port cu variabilă t , cînd valoarea lui n^/t este fixatr̂ . 

In mod analog se poate trece la determinarea dimensiuni -
lor nervurilor ca şi în exemplul anterior. 

In cazul cînd este luată în calcul tensiunea maxircă din 
nervură, pentru placa circulară cu nervuri cu contur încastrat, 

15(1 . pH^H 
= ; r • 4(5 + 6A ) h-̂  

funcţia (6.8) are forma: 
V 0,95 + - 1) 

(6.21) 
V o \l 1 ^ 1,092 - 1) 

Reprezentarea grafică a relaţiei (6.21) este dată în fiju-
|ra 6.3 cînd parametrul este fixat la valorile 2, 4 şi 6. 

Soluţia ecuaţiei obţinută din anularea derivatei funcţiei 
(6.21) în raport cu variabilă «o^® ^^^^ ^^ relaţia: 

1,05(S^ IT ̂  "L) -
(n t> ) . (^.22) 
^^ ® -H - 6,21 
3e constată că domeniul pentru care funcţia (6.21) are 

'̂ ţ̂ alori mai mici decît uni tatea'creşte cu cît parametrul S are 
valori mai mari. Funcţia (6.21) are valoarea minimă atunci cînd 
(n^^) este dat de relaţia (6.22). 

Să se determine dimensiunile unei plăci cu 8 nervuri în -
castrată pe conturul exterior de rază R = 125 mm solicitată de 
o forţă, uniform distribuită p = 0,1 MPa. Se admite S = 3. 

BUPT



- 132 --
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ng.6.? 
Din relaţia (6.22) rezultă: 

1,03(8^ + 8 -f 1) - 3,8 
= ^ = 0,06%^^ 

^ 2,07-6^ + 4,1-î-O - 6,21 
Rezultă /î> = 0,0082 iar t = 2 A H | V = 2 - ( , . l . "-V. 

6,45 mm ^ 7 mm. 
Cu relaţia (6.12) se determină: 

= (1 - 0,3^)(8' - 1).8.0,0082 = 30, 546 

Atunci cînd - ^^^^ = T̂ĝ  ^^^ relaţia (6.20) rezult:': 

15(1 - 0^) pK^ /l5-0,91-0,1.125'' 

4(5 + 6A^) Q^ ' r' a 
= 0,87 mm C:: I m:-.. 

Deci H = h=«8.1 = 8 mm iar volumul plăcii cu nervuri 
V = a 125^ 1 + 8.7. (8 - 1) 125 = 900c7,:̂  r r."̂. 

I 

Grosimea plăcii fără nervuri se obţine din relaţia 
(6.13) 

0,75.p.R' /o,75-0,1-125' 

150 
= 2,13 f^Z -n 
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Volumul plăcii fără nervuri 

V « Â-125^. 5 « 14726«,16 mm^. o 
In aceate condiţii se obţine V/V^ - 0,67. 

6.4 Condiţia de rigiditate 

I Dimensiunile plăcii cu nervuri încastrată pe contur 
solicitată de către o sarcină uniform distribuită p , în rapn-b 
cu plnca fără nervuri, pot fi stabilite şi din condiţia Je rl^l-
ditate (6.1U). 

3ă^^eata maximă a plăcii cu nervuri se obţine din relaţ i a 

(•j.r̂ Î ) avînd forma: 

3) 
"na* ° 64(1 + 1,2-A^)D 

unde Aj. este dat de relaţia (4.39) iar rigiditatea cilindri-
că D de relaţia (3.35). 

Din lucrarea (l27j se determină săgeata maximă pentru 
placa circulară fără nervuri 

o P'" (6.24) 
* max 

Relaţiile (6.23) şi (6.24) se introduc în condiţia de 
Rigiditate (6.10) obţinîndu-se: 

^ . (6.25) 

°Co i T T T T i w T n T ^ U ^ N J 

Relaţia (6.25) se introduce în (6.8) rezultînd: 

— = — ' . (6.26) 
^o ^̂  1 + 1.092 n^f, ( f ^ - 1) 

'Reprezentarea grafică a relaţiei (6.26) în funcţie de variabila 
' n A, pentru diferite valori ale lui TT este dată în fî ţiira 
6.4!^ Domeniul de realizarea unor plăci circulare cu nervuri mai 
'uşoare decît plăcile fără nervuri se măreşte dacă valorile para-
metrului • cresc. Valoarea de minim a funcţiei se obţine 
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0,25-( t^ + ir+ 1) - (o.27) 

Cele mai raţionale placi circulare cu nervuri ne obt,in 
pentru valori (n^J.) 5 ^ r M o * ^ "̂"r A >o 
obţin plăci cu nervuri avînd raza conturului exterior micS 

un număr mare de nervuri radiale. 

0,1 0,2 0,3 

Fig.6.4 

3& se determine dimensiunile unei plăci circulare cu 
8 n e r v u r i , încastrată pe conturul exterior de raz?. R = 125 n.., 
Bolicitată de o sarcină uniform distribuită de 0,1 KPa dacă 
săgeata maximă de 1 mm. Se admite jT = 4. 

Din relaţia (6.27) rezultă: 
0,25(4^ + 4 + 1) - 1»57 

4 ^ - 1 
0,61. 

Intrucît (n^/4 = 0.061 rezult.» ^ . 0.007o 
unde t = 2;CH f = 2 /V. 125 0,0076 • mm s) 6 mm. 

Grosimea plăcii cu nervuri rfezultă din relaţia (C.^7, 

12(1 - pR" 3/12-0,91-0,1-125 

64(1 + 64-5,236-2,1-IO^- 1 
Otr 2 CB 

= (1 - 0,3^)-0,061.(4' - 1) = 3,53 
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înălţimea nervurii H « f̂-h «4-2 « 8 mm. 
Volumul plăcii cu nervuri eete egal cu 

V = A 125^- 2 + 8. 6. (8 - 2). 125 = 134174,77 mm^. 

Din relaţia (6.24) se obţine: 

max 64.2,1-10^- 1 

Volumul plhcii fiirft nervurii 
V = Â 125^3 = 147262, 16 mm^ o 

In aceote condiţii V/V^ » 0,'Jl. 
In figura 6.5 se reprezintîl graficul funcţiei (6..?̂ ) 

în funcţie de variabila t cînd parametrul ia dif̂ r̂i- ̂  
valori. Pe baza graficului din figura 6.5 se ajunge la conclu-
zia că volumul plebeii cu nervuri ee micşorează cu cît valoarea 
lui ^ creşte pentru valori ale parametrului ente fixat. 

Fig.6.5 
Să se determine dimensiunile unei plăci circulare cu 

8 nervuri încastrată pe conturul exterior de rază R = 125 
solicitată de o sarcină uniform distribuită de 0,1 KPa daca 
săgeata maximă e»te de 1 mm. Se admite că lăţimea nervurii este 
de 4 mm iar parametrul S* = 4. 
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Dac& t » 4 mm atunci 

t 4 

^^ ^ 2a H 2A125 
Din relaţia (6.23) grosimea plăcii cu nervuri va fi: 

12(1-3^) p R^ /l2.0.91'0,1.125"^ 
B \ / ^ — B 1,73 mm 2 mm 

64(1+1,2 r^^^max ^ 64-3.82.2,1.10^.1 

= (1 - C,3^)-0,041- (4^ - 1) - 2,35. 
Înălţimea nervurii 

H « (f. h « 4 - 2 mm « 8 mm. 
.Volumul plăcii cu nervuri: 
V = ^125^. 2 + 8-4 -(8 - 2) •125 = 122174,77 mm' 
De la exemplul anterior^ placa fărc'i nervuri are h^ = Jm:.. 

şi valumul V^ = 147262,16 mm^. Rezultă V/V^ = 0,82. 

6.5 Concluzii 
In acest capitol se prezintă o metodă accesibilă de ale-

gere convenabilă a dimensiunilor la placa circularîi cu nirvuri în 
jjhaport cu placa circulară fără nervuri. 3e analizează placa circu -
lară cu nervuri încastrată pe contur încărcată axial rirnetric în 
iondiţiile cînd are aceeaşi rezistenţă sau ri^^iditate cu placa ci -
pulară fără nervuri. 

Graficele funcţiilor (6.16) şi (6.26) permit stabilirea 
domeniului de valori pentru parametrii n^^ şi S care piac." 
GU nervuri este mai uşoară decît placa circulară făiă nervuri. Cu -
Aoaşterea acestor domenii permi te stabilirea metodologiei de colci-: 
şentru optimizarea dimensiunilor plăcii în funcţie de neceai tL i I o 
practico. 
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7 CONTRIBUTII PRIVIKD STUDIUL EXPiiRIF̂ ENTAL 
AL STĂRILOR DE TliNSIUNE SI DliFOimATIfi 

7.1 Conflideraţii generale 
Determinarea chiar aproximativă a stărilor de tenoiune 

şl de deformaţie la plăcile circulare cu nervuri radialo prf>ru-
pune un calcul complex de rezistenţă sau de rigiditate, i'aţă do 
această situaţie, o investigaţie experimentală eot.e de maro uti-
litate, chiar şi pentru aprecierea metodei de calcul adoptată. 

Analiza experimentală a tensiunilor şi deformaţiilor 
urmăreşte: 

- verificarea ipotezelor care stau la baza nludiului tco-
' rolic ul piticilor cu iiorvuri prozontul în ctvpilc>U)ln 4 .'1 '>> 

- completarea calculului de rezistenta şi confirmarea 
relaţiilor de calcul ce se pot folosi în practic^), 

Năsurarea deformaţiilor şi tensiunilor pe cole expori -
mentală se face prin mai multe metode printre care: 

- tensometria electrică rezistivă; 
- fotoelasticimetrie; 
- interferometrie holografică. 
Determinarea stărilor de tensiune şi deformaţie cu aju-

torul tennometriei electrice reziotive, la pirici circulare cu 
nervuri radiale încastrate pe contur solicitate cu o forţa uni-
form distribuită, este prezentată în lucrările [l>bj şi [̂ 6]. 

In acest capitol se prezintă evaluarea experimentali: a 
tensiunilor şi deformaţiilor la unele modele do plăci solicita-
te cu o forţă transversală uniform distribuită sau cu o fort,a 

concentrată centrală cu metodele menţionate mai sus. . 
7.2 l̂ iăsurători şi verificări experimentale 

tensometrice 
7.2.1 Principiu 

Bazele teoretice alo tenr>omotrioi electric© rozisitivî , 
caracteristicile şi tipurile de traduUori, principiile de rsa-
, surare şi interpretare ale rezultatelor experimentale sînt pre-
zentate detailat în literatura de specialitate [94] , [147} , . 
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Mărimile tensiunilor au rezultat, pentru nervuri, res -
pectiv pentru porţiunea de placă dintre nervuri din relaţiile: 

- « X o..,,. 

E 
(Tp = 

unde se determină experimental lungirile specifice 
şi ^^^ constantele elastice E şi O sînt cunoscute sau 
stabilite experimental. 

Pentru măsurarea deplasărilor diferitelor puncte alo 
nervurilor, precum şi a porţiunii de placă dintre nervuri, 
folosit microcomparatoare cu tijă avînd precizia de C m . 

7.2.2 Modele şi instalaţia ptintru încu r- J. 
plăci circulare cu nervuri radiaî ;. 

Determinările experimentale s-au făcut la două cato^ori 
de plăci circulare cu nervuri radiale cu opt nervuri confcc^^io 
nate din aluminiu (fig.7.l) şi din oţel avînd 4, 6 şi 8 nervuri 
(fig.7.2). 

Placa confecţionată din aluminiu ATC 3i 10 Kc a fost 
turnată şi prelucrată prin aşchiere pe o freză universala t; 
FUS 22. Atît modelele din aluminiu cît şi cele din ol̂ el au 
fixate pe o maŝ 'i divizoare. S-au trasat nervurile după co.re 
efectuat prelucrarea nervurilor de pe o faţă apoi placa a-a în-
tors şi s-au prelucrat nervurile de pe partea opusă. S-a ur::::.ri 
cu nervurile de pe cele două feţe să fie aşezate simetric fal; , 
de planul median şi faţă de un plan perpendicular pe planul 
dian care conţine centrul plăcii şi axa nervurii. Obţinerea 
triei faţă de planul median s-a realizat prin prelucrarea 
aceeaşi înălţime a nervurilor în raport cu feţele plăcii. Tot-
odată s-.a urmărit ca să aibă aceeaşi grosime. 

Din earja de turnare folosită pentru turnarea pl^.ciIor 
din aluminiu s-au confecţionat epruvete pentru stabilirea ca -
ract'eristicilor mecanico. După efectuarea încercărilor la trac-
ţiune ale epruvetelor şi prelucrarea datelor experimentale a 
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rezultat: 

E « 70000 MPa > 0,33 . (7.^) 
riftcil© prezentai© în figura 7.2 uu foat conf^ct^lonwitt 

din OL 45 avînd: 
E = 2,1-10^ MPa; 0 = 0,3. (7.5) 

voto 

ci^.'l.l 

Definitivarea dimensiunilor pisicilor o-au stabilit 'iu-
terminarea operaţiilor de prelucrare şi de pregătire a isupraf^ 
ţelor în vederea amplasării traductorilor electrici reziFitivi. 
l'entru stabilirea grosimii plăcii, lăţimii nervurilor 3-au 
făcut măsurători £n diferite regiuni stabilindu-se o valoare 
medie şi o abatere /^h, respectiv At. 

Avînd în vedere îâbaterile dinenr^ionale cît şi carac -
teristicilor mecanico s-a calculat abaterea ri^^idităţii cilin-
drice cu voiaţia: 

(7.6) ăD 

Q O 1 - ^ 
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I Abaterea rigidităţii cilindrice ajunge pînă la în 
cazul plăcii din aluminiu şi la 2f7% la plăcile din oţel. 

In figura 7,3 este reprezentată schematic instalaţia do 
încercat plăci circulare cu nervuri radiale care cuprinde volt-
metrul electronic (A), puntea tensometrică (B) de tip k 1^02, 
jcutiile de comutare (Q) de tip h 2304 şi dispozitivul de poli -
icitare (P). Cablurile de legătură (E) Intre traductori şi cu -
tiile de comutare au patru fire şi sînt ecranate. 

@ 
(e) 

(D • © m 

In figura 7.4 este reprezentat dispozitivul de închrcurr^ 
lai plăcilor cu nervuri. Intre corpul din mijloc (1) şi inelele 
(2) şi (3) s-au prins două modele identice de plăci cu nervuri 
radiale (7) şi (8). Placa (7) este folosită drept model pîjntru 
jdeterminarea mărimilor experimentale. Placa (8) s-a folosit pen-
itru a împedeca rotirea inelelor (2) şi ( 3 ) precum şl a corpului 
i(l) în timpul solicitării, adică realizării unei încastrări cît 
Jmai apropiată de realitate. Inelele (2) şi (3) lixează cele două 
podele identice de plăci în corpul (1 ) cu ajutorul a 36 d̂ » 
^^uburi. Corpul (l) este prevăzut pe ambele feţe cu tNJÎncilur : 
Le f şi G ce comunică între .ele. In aceste spaţii se intro-
duce ulei sub presiune de către pompa (12) prin intermediul urui 
"r.̂ cord cu inserţie (14). Valoarea presiunii uleiului, în spa -
j^uile F şi C poate fi citită la manomotrul (6). Deplasarea 
transversală a plăcii au fost stabilită cu ajutorul microcom -
Naratoarelor cu tijă (15) avînd precizia de 0,1 mm aşezate in 
iirecţie radială pe nervuri prin intermediul unui dispozitiv 
format din elementele (9), (10), (11) cît şi între nervuri, 
fcorpul dispozitivului (1) este fixat pe suportul (4). Cele -
ialte părţi componente ale instalaţiei sînt specificate în 
figura 7.4. 
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.Fig.7.4 

7.2.3 Programul încercărilor 

Deform^i^iile specifice şi deplasările transversale, în 
diferite puncte ale modelelor din figurile 7.1 şi 7.2,c au fost 
stabilite cu ajutorul traductorilor electrici rezistivi şi a 
microcomparatoarelor cu tijă avînd precizia de 0,01 mn. Locurile 
de amplasare al« traductorilor electrici rezistivi sînt cpecifi 
cate în figurile 7.1 şi 7.2,c. Traductorii electrici rezistivi 
s-au fixat^în punctele de măsusurare, cu ajutorul adezivului in -
digen CIAWOFIX B-1 şi acoperiţi cu IZAKLT H 16 pentru ai protejc 
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^contra umidităţii şi uleiului. S-au utilizat traductori electr:.i 
rezistivi de tip TER 10 H 120 cu rezistenţa R = 130Î 0,5 A gi 
constanta k = 1,95, fabricate la IWCERC - Bucureşti. Traductorii 
electrici rezistivi s-au aplicat pe plăci în locurile specificate 
de figurile 7.1 şi 7.2. înainte de efectuarea măsurătorilor s-a 
făcut o echilibrare de „zero" (rezistivă şi capacitivă) a punţii 
-tensometrice şi o citire iniţială. Pentru a evita eventualele ero^ 
ri o-au efectuat trei citiri la încărcare-descărcare a deforma -
ţiilor plăcilor cu nervuri. Datele experimentale au foflt prolu -
erate luînd în considerare valorile medii ale mărimilor clM^--

7.2.4 Rezultate experimentale şi discuţii 

Placa din aluminiu, prezentată în figura 7.1, are 8 nervuri 
'şi este încărcată cu o forţă uniform distribuită de 0,1 MPa. CJ 

^ajutorul traductorilor electrici rezistivi s-au determinat 
- Tabelul 7.1 
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w rn/TT] 0,19 o^rJi 0,11 0,08' 

Energetico 

Q-n Mf=h\ — nQ5 6;i5 3,56 • / 

Energetico 
MPal — 10,46 8,56 661!' 3,49 

. » 
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o f • 

Elemeniului 
• Fmd Orn 

, -1 -• / ̂  r • 

/? 7 
•w j 1 "̂••'•i Elemeniului 

• Fmd 
' \mm — 

-• / ̂  r • 

/? 7 UO'"-

EKperim&nia/o 

Wh] — IC: \ -ie n cp ^ ' 1 »• 
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O w [MPal — 11/! 6,8 0 A- o o 
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OCn VMPc?s — • — 
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w \nim_] — 0,1 Q,06 — 
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deformaţii le specifice pe direcţiile radiale şi circumferenU^lo 
şi tensiunile cu relaţiile (7.2) şi (7.3)- Deplasările transver-
sale ale plăcii au fost măsurate cu ajutorul microcomparatoare -
lor cu tijă. In tabelul 7.1 sint sistem^atizate valorile pentru 
deplasările transversale şi tensiunile principale stabilite cu 
metoda analitică, energetică, metoda elementului rinit şi celo 
determinate experimental. 

0,045 

0,090 

0,135 

0,180 

A 9 

A 
V 

W [mm 

-i-
1 I 1 • 1 

i 

A//b| 

Fig.7.5 
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In figura 7,5 sînt reprezentate grafic rezultatele obţi-
nute analitic şi experimental. Din tabelul 7.1 şi fî ûra 7.5 
rezultă că diferenţele dintre rezultatele determinate analitic 
şi cele stabilite experimental sînt nesemnificative de aceea 
relaţiile obţinute la studiul plăcilor circulare cu nervuri 
sînt I recomandate pentru efectuarea calculului do rezistenţa, 
şi de rigiditate. Totodată rezultatele determinate analitic 
sînt comparabile cu cele stabilite cu metoda elementului finit 
diferenţa dintre ele ajungînd pînă la 9,5'/̂ . 

In continuare ee prezintă rezultatele experimentale sta-
bilite la tipul de plăci prezentat în figura 7.2. Plăcile din 
figurile 7.2,a şi 7.2,b avînd un număr diferit de nervuri, au 
fost încercate în două trepte de încărcare de 0,1 KPa ţii 0,2 
hPa. S-au măsurat deplasările transversale cu ajutorul intcro -
comparatoarelor cu tijă în diferite puncte atît în dreptul ner-
vurii cît şi la porţiunea de placă cuprinsă între nervuri. 

mm 

W mm 

—o— Onoliiic 
—D— expert menio! 
— X — MEF ^ 

a. 
Fig.7.6 

Mărimile experimentale au fost prelucrate luînd în consid^îraro 
valorile medii ale deplasărilor citite. Rezultatele experini-n ta-
le au fost comparate cu cele obţinute analitic şi cu r.etoda 
e: Hului finit. Starea de deformaţie obţinută cu metoda elţ-
mc.i ^ui finit a fost stabilită cu programul do calcul 3133'.. 
Placa cu 4 nervû ri (fig.7.2,a) a fost împărţită în patru 
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substructuri. Substructura rădăcină a fost discretizată în 
elemente de bară şi 120 elemente de placă interconectate î-i 
140 de noduri. In figura 7.6 s-au prezentat grafic valorile 
deplasării punctelor din dreptul nervurii ctt şi a punctelor 
aparţinînd porţiunii dintre nervuri. S-au ^̂ ăsit diferenţe ne^-
Bomnificative între rezultatele experimentale şi cele de tar -
minate cu metoda elementului finit şi diferenţe mari car^ ajun -
pînă la 50-40'^ între rezultatele experimentul© pi cric otubl-
lite analitic. ( 

riaca cu 6 nervuri (fig.7.2,b) a fost împt rţitfi în 6 
subetructuri. Substructura rădăcină a fost discretizată în 17 
elemente de bară şi 170 elemente de placă interconectate în 
198 de noduri. In J ̂ ..ura 7.7 se prezintă diagramele depla.^ării 
transversale ale plăcii pe baza rezultatelor analitice, nuir.̂ iri-
ce şi experimentale. 

mm 

QnoUiic 

experimenio/ 
MEF 

a. 
Fig.7.7 

Diferenţele dintre reultatele obţinute analitic şl c^le 
determinate experimental depăşesc 

In figurile 7.6,b şi 7.7,b se reprezintă deplasarea 
punctelor din dreptul nervurii cît şi a punctelor aflate pe 
ra«ele (2) 9i (3) aparţinînd porţiunii de i>lacă ditxire nervuri 
Se constată că deplasările punctelor din dreptul nervurilor 
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stnt mai mici decît cele ale punctelor aparţinînd porţiunii 
de placă cuprinsă între nervuri. La creşterea numărului de 
nervuri diferenţele dintre deplasările acestor puncte se mic-
şorează* 

Pentru determinarea stării de deformaţie şi de tensiune 
la placa circulară cu 8 nervuri (fis.7.2,c) s-a folosit pro -
gramul de calcul SUBSM. Placa B-a împărţit în 8 substructuri 
(fig.7.8,a). Substructura rădăcină (fig.7.8,b) a fost diocre-
tizată în 13 el<fnente de bară şi 76 elemente de placă. 

f 14 32 Tî 

Fig.7.8 

Experimental s-au determinat deplasările transvercale 
şi deformaţiile specifice în diferite puncte ale plăcii. Am-
p l a s a r e a tifaductorilor electrici rezi-Uvi este arătată în 
figura 7.2|c. In figura 7.9 sînt prezentate comparativ diagra-
mele deplasării transversale cît şi a tensiunilor obţinute 
expermental, cu metoda elementului finit şi analitic pentru 
o încărcate cu c sarcină uniform distribuită de 0,1 r.Pa . Di-
ferenţele dintre deplasările măsurate şi cele calculate v.iria-
ză între 4 - Totodată se constată diferenţe nesemnifica-
tive dintre mărimi e calculate cu met-da elementului rinit .71 
cele stabilite experimental. In zona nervurii inelare s-a 
obţinut âtît cu metoda elementului finit cît şi prin metoda 
analitică o micşorare a tensiunilor normale şi ̂ >f . 
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Fig.7.9 
Pentru efectuarea calculului analitic o-au conside-

rat doua regiuni. O regiune interioară nervurii inelare în 
care s-au considerat relaţiile de calcul ale plăcii izotrope 
şi una exterioară în care a-au adoptat relaţiile de calcul 
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ale plăcilor circulare cu nervuri radiale din capitolele 4 şi 
5. Centru determinarea constantelor de integrare, pe lîngă 
condiţiile de legătură şi existenţa mărimilor finite în centrul 
plăcii, s-a considerat condiţia de continuitate la trecerea de 
la regiunea interioară la cea exterioară. In acest sens s-a 
egalat unghiul de rotire al normalei la suprafaţa mediani cu 
unghiul de rotire al nervurii inelare, 

7.2.5 Concluzii 
Din cercetările tensometrice, analitice şi numerice efec-

tuate asupra plăcilor circulare cu nervuri radiale rezultă: 
- diferenţele între valorile tensiunilor determinate ex-

perimental şi analitic ajung la 
- mărimile determinate experimental sînt mai mici decît 

cele stabilite analitic; 
- relaţiile de calcul pentru deplasări şi tensiuni sta -

bilite în capitolul 5 pot fi aplicate la plăcile circulare car^ 
au 8 sau mai multe nervuri radiale; 

- programul de calcul cu elemente finite determin.̂  depla-
sare şi tensiunea aproape în orice punct iar metoda ten:ometric-
stabileşte deformaţia şi tensiunea numai în anumite puncte. 
constată că rezultatele dterminate cu metoda*elementului finit 
sînt mai mari decît cele stabilite experimental; 

- diferenţele între valorile mărimilor stabilite cu meto-
da analitică şi metoda'Rayleigh - Ritz sînt neimportante. 
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7.3 Studiul plăcilor cu ajutorul 
foto el as ti el m^Mei 

7.3.1 Principiu 
Un corp solid sub acţiunea forţelor se deformează şi 

îşi pierde izotropia, devenind anizotrop din punct de vedere 
mecanic. In cazul cînd corpul este transparent el devine bire-
fri^rerent ca urmare a anizotropiei optice pe care o capătu în 
urma solicitării. Proprietatea de birefri^jerenţă a corpurilor 
solide transparente se poate utiliza la determinarea st-lrii 
de tensiune. In general, fotoelastlcimutria stabile:; te o tarea 
de tensiune în cazul problemelor plane ale teoriei elastici -
tăţii. Totuşi ea a fost extinsă şi la studiul stărilor spa -
ţiale de solicitare prin metoda îngheţării. Acest procedeu r>e 
bazează pe proprietatea materialelor de a pă̂ j tra o deforsaţie 
permanentă după tratamentul de încălzire a modelului solicitat. 
In lucrarea [224] sînt prezentate toate aspectele privind 
determinarea stării de tensiune cu metoda îngheţării. 

I 
7.3.2 Kodelul fotoelastic. Dispozitivul de 

încărcare. 
Modelul fotoelastic s-a executat prin turnare la rece 

din ARALDIT D. Turnarea modelului s-a făcut într-o matriţă 
confecţionată din plexiglas. In figura 7.10 este prezentat 
modelul turnat. Placa model are 10 nervuri. După turnare mode-
lul fotoelastic nu a mai fost prelucrat. Modelul fotoolastic 
a fost introdus în diapozitivul de solicitare prezentat în 
figura 7.11. Dispozitivul este format din două inele care 
fixează modelul. Intre inelele (2) şi (4) şi model (l) au 
fost introduse garniturile de cauciuc (3). Fixarea modelului 
între cele două inele s-a făcut cu ajutorul şuruburilor (5). 

Determinările experimentale au fost efectuate în ca -
drul laboratorului de rezistenţa materi?^! ̂ ^lor de la Institu-
tul Politehnic Bucureşti,' 
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y /mj 
(^100 

n 

0 

Fig.7.11 

7 . 3 Determinări experimentale 
Modelul a fost fixat în dispozitivul(fi^.7.11) încer-

cat cu o forţă concentrată de 5 N aplicată în centrul pl?cii 
prin intermediul unui cilindru.de plexi^las avînd diametrul c> 
5 mm. Starea de tensiune a fost fixată în model cu tehnica în-
gheţării. In acest scop, modelul neîncărcat încastrat pe con -

exterior cu ajutorul dispozitivului prezent?ii în fi.̂ ura 
..-lI a fost introdus într-o etuvă prograr-Mlă şi încălzită 

•lent pînă la temperatura de Temperatura a fost controlata 
cu o.precizie del5%. In etuvă a fost introdus în acelaşi timp 
un dioc pentru determinarea constantei fotoelaetice a materia -
Iului modelului. 
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r-O, La atingerea temperaturii de 85®C modelul şi discul 
s-au lăsat o Jumătate de oră pentru uniformizarea temperatu-
rii. La temperatura de 85®C modelul a fost încărcat cu o lor-
ţă concentrată aplicată în centrul iar discul comprimat dia-
metral cu două forţe. Modelul încărcat s-a menţinut la tem -
peratura de 85°C 2 ore astfel ca temperatura să se uniformi-
zeze în toată masa. In continuare modelul s-a răcit lent , prin 
scăderea temperaturii cu o viteză de 5^C/oră pînă la tempera -
tura camerei. La temperatura camerei, forţa exterioară n-a în-
depărtat iar starea de tensiune din model a rămas fixată la sta-
rea macromoleculară. Kodelul a fost secţionat printr-o nervura 
şi la mijlocul distanţei dintre nervuri. Prin secţionare c-au 
obţinut felii avînd grosimea de 4 mm. Aceste felii au foct exa-
minate în lumină monocromatică cu lungimea de undă ^ = 6C0 
într-un polariocop cu lumină polarizată circular. Kranjele Ir.o-
cromate care se observă pe suprafaţa modelului au fost foto -
grafiate şi sînt prezentate în figurile 7.12 şi 7.1^. 

Din analiza fotoelastică, în planul elementului, rezultai 
izocromate obţinute cu relaţia: 

(T̂  - (Tg = V K , (7.7) 

unde ' f(j. este componenta fotoelastică a materialului, N -
ordin^l de bandă citit pe contur. 

Constanta fotoelastică s-a determinat pe diocul de ota-
lonare şi are valoarea t^ = 0,0182 K/mm^ franjă. Pe baza 
acestor înregistrări o-au putut trasa curbele de variaţie ale 
tensiunilor. Utilizînd datele obţinute din determinările foto-
elastice s-au trasat curbele de variaţie ale tensiunii normala? 
din dreptul nervurii cît şi la mijlocul distanţei dintre r.ervuri 
fiind reprezentate în figurile 7.12 şi 7.13. 

Prin aplicarea legii similitudinii se pot trece rezultate-
le de la model la prototip. Intrucît în dreptul nervurii ten -
siunile sînt proporţionale cu Pll/h^ atuuci tenoiunile d i n p r o t o-

tip se obţin cu relaţia: 

P h • H 

^ r • h5 H. 
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unde indicele p se referă la prototip iar m - la model, 
(T- tensiunea într-un punct, P - încărcarea, h - grosimoa pliiCii 
H - înălţimea nerrvurii. 

Intrucît efectul coeficientului de contr^ie transversală 
nu poate fi neglijat se face o corecţie a tensiunilor cu 

1 -
1 - 0,45^ 

1,14. (7.9) 

La elementul de placă cuprins între nervuri este mal di-
ficil de trecut rezultatele de la prototip datorită distorsi -
unilor care trebuiesc luate în calcul, adică introducerea unui 
coeficient de corecţie destul de complicat. In figura 7.14 3-au 

prezentat comparativ va~ 

QnoUiio 
experimenfa/ 

lorile tensiunilor obt̂ i:. ;.-
te analitic şi experinen*-
tal. în nervură la o placă 
din oţel de r ; : R = l̂ Cinn 
avînd 10 nervuri dc 
ţime 1/ = ?.l mm, crô Ur̂ io 
t a= 9 mm, h = 9 mm. llaca 
are o parte ri,fjidă în cen-
tru, locul de întîlnire al 
nervurilor^ de rază r=l6 Fig.7.14 

încărcarea plăcii s-a făcut cu o forţă concentrată de 100 l în 
centru. 

7.3.4 Concluzii 
rur examinarea curbelor din figurile 7.12 şi 7.1? re -

^^ uniunea radială are o creştere în apropierea zonei 
de lef̂ are a nervurilor cu partea centrală, după care tenuiuni Iî  
scad şi schimbă semnul în apropierea conturului. Totodată ten-
siunile radiale au valori mai mari în dreptul nervurilor decît 
în porţiunea dintre nervuri ceea ce confirmă relaţiile de cal-
cul stabilite în capitolul 5. 

Comparînd valorile tensiunilor determinate analitic cu 
cele stabilite experimental (fis.7.14) se constată o bună con-

rdanţă. Diferenţa dintre datele experimentale şi cele anali-co 
ti ce nu depăşeşte 
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7.4 Studiul deplasărilor plăcilor cu nervuri 
cu ajutoru. interferometriei holografice 

7.4.1 Generalităţi. Principul holografiei 

Interferometria holografică oferă posibilitatea măsură-
rii deplasărilor mici de ordinul jumătăţii lungimii de undă a 
luminii utilizate. Această metodă nouă constă în a înre^ietra 

-iiv pe aceeaşi placă holografică, holograma unei plăci ne-
ceformate şi holograma aceleaşi plăci supusă unei înciircări. ::o-
lograma înmagazinează informaţii atît cu privire la ima-inea 
plăcii cît şi la amplitudinea şi defaaajul introdus plăcii cîn^ 
este iluminată cu o rază coerentă. La înregistrarea holojraac-i 
se utilizează schoma interferometrică prezentată în fi^/ura T.!') 

He-Ne 

i''ig.7.15 
Laserul (l) tip Hhk - ItiO, fabricat îh Germania, He-:^, 

avînd puterea de 50 m'̂  emite lumina care se divide în douri fas-
cicule de către divizorul (2). Un fascicul de raze luminoase 
este folosit pentru iluminarea plăcii (a) prin intermĉ di ul len-
tilei (5) şi a oglinzii (5), numit fascicul obiect (A). Lu-ina 
reflectată difuz de placă, ajunge pe placa fotografică (7) 
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sensibilizată de lungimea de undă X = 632,0 nm cu.a doua ccupo-
nentă a fasciculului luminos numit fascicul de referinţă (L). 
irasciculul de referinţă lărgit de leifitila (4) iluminează direct 
placa fotografică (7) după schimbarea traiectoriei de către o~ 
glinda (6). Pe placa fotografică (7) se formează un cîmp de in-
terferenţă produs de fasciculul de referinţă şi fasciculul obi-
ect difuz reflectat de pe obiect. Defazajul şi amplitudinea 
celor două raze componente, care interferează, vor influenţa 
să apară într-un punct pe placa foto<[;rafică, o amplificare rau 
diminuare, fapt ce se maniiestă prin diferite pete lu.T!inoa.'3-î. 
In stratul foto se memorează informaţia optică emiiîă do plac;' 
ca cîmp de interferenţă. Pentru citirea informaţiei ctocate 
va ilumina din nou placa cu un fascicul extins (A). In priT.a 
iluminare parţială se determină suprafaţa plăcii deformţ:. j ir<r 
în a doua iluminare parţială se stabileşte suprafaţa plăcii 
deformate. La redarea hologramei se formează în acelaşi tin̂ p 
două reprezentări diferite ale suprafeţei. 

I 
7.4.2 Modele. Dispozitivul de încărcare. 

Pentru determinări experimentale s-au executat 3 mode-
le din aluminiu avînd diametrul de 100 mm şi un număr r'i " ̂  
şi 12 nervuri. Placa are grosimea de 3 mm iar nervurile 1 
mea de 9 mm şi lăţimea de 3 nam. Modelele au fost fixate în dis-
pozitivul de încărcare, prezentat în figura 7.16. Diapozitivul 
de încărcare este format dintr-un corp cu o cavitate -i un lo-
caş pentru fixarea modelelor. Modelul (5) este fixat în corpul 
dispozitivului de către inelul (4) prin intermediul a 12 .̂u -

ruburi. Corpul dispozitivului este prins susţinut do :-upor-
tul rigid (1) cu ajutorul tijtrlor (;:). Uleiul introduc 
presiune de pompa cu şurub (2) în cavitatea corpului ac^.onea-
ză asupra plăcii. Mărimea presiunii interioare din cavitate-
este măsurată de manometrul (6). 

7.4.3 Interpretarea înregistrărilor holografice 
Examinînd o placă holografică dublu expună şi developa-

tă, într-o rază lărgită a laserului, se poate observa obiectul 
supus încercării sub forma unei imagini virtuale peste care 
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este 'stiprapus un sistem de benzi inelare de interferenţă. 
Densile inelare do interferenţei aproximează zonele plTicil cart» 
au aceeani săgeată, astfel încît în final se poate ob(^ine o 
vedere generală din punct de vodere al deformaţiilor. 

ng.7.16 
Metoda de interpretare constă în stabilirea poziţiei 

geometrice a fiecărei benzi de interferenţă. Inelele se vor nu 
măra de la exteriorul plăcii^unde w = O, spre interior. Intru-
cît c-a făcut o vizare frontală, pentru punerea în evider.ţ'j a 
deplasării transversale, lungimea de undă X se consideră 
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constantă în mărime iar pentru calcuiul BÎlgeţiî  dupft JjLi} ni 
(̂ 224] y valabilă relaţia; 

(2N ^ l)-^ 
% - — , (7-10) 

2(cos«r+ 008^) 
unde N « 1, 2, 3t ••• reprezintă ordinul benzii de interfe-
renţă, oT - unghiul de incidenţă al razei obiectului faţă de 
normala la placă, ^ - unghiul de observare faţă de normala 
la placă. 

Intrucît unghiurile şi depind de poziţia fio -
cărui punct de pe benzile de interferenţă este necesar un dia-
pozitiv care să stabilească coordonatele lor. Mărimea unghiu-
rilor, după [llj , va depinde de poziţia sursei obiect, d^ 
dimensiunile plăcii precum şi de poziţia plăcii fotografice 
faţă de model, ^edispunînd de un aparat de măsură adecvat s-a 
stabilit numai săgeata maximă. 

In figurile 7»17 şi 7,18 sînt prezentate interferOt:jraGîe-
le care dau cîmpul deplasării transversale făcîndu-se o ana-
liză mai mult calitativă cînd plăcile sînt încastrate pe con-
tur şi sînt încărcate cu o sarcină uniform distribuită speci-
ficată în tabelul 7.2. 

R 

r 

^mox W/770X 
Fig.7.i7 
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Placa Experimeni- Ano/H/co Ra^/eigh - Rtiz 1 1 www 
CU 
1 v / e [rtinŢl 
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I2ner\fur} 12,26-10'^ 12,19- ÎO'^ 4 12,9 • 10'^ 4,9 
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In tabelul 7.2 sînt prezentate relaţiile de calcul per*' 

tru calculul deplasării transversale la plăcile circulare cu 
nervuri radiale. 

Experimental, Băgeata maximi se stabileşte cu relaţia 
(7.0) c£nd->^= 10^, fî> = iar ordinul benzii de interferent, i 
se determină pentru fiecare caz în parte, din figurile 7.17 
7.18. Rezultatele determinate experimental şi analitic (tabe-
lul 7.2) sînt centralizate în tabelul 7.3. Din analiza valo-
rilor deplasărilor determinate prin interferometrio holo£:ra-
fică, metoda analitică şi metoda Rayleifih-Ritz se constată o 
concordanţă satisfăcătoare. Totodată pe baza benzilor inelare 
de interferometrie s-a stabilit forma deformată a plăcilor 
circulare cu nervuri. 

7.4.4 Concluzii 
Prin aplicarea tehnicii holo^^rafice cu dublă expunere 

au fost rezolvate următoarele probleme: 
- punerea în evidenţă a comportării complexe a plăci-

lor circulare cu nervuri care lucrează ca un tot unitar. De-
formaţia lor este simetrică avînd benzile de interferenţă de 
formă inelară.In zona centrală, unde există o parte centrală 
rigidă(îngroşată) la care nervurile sînt legate, panta su -
prafeţei deformate este mică, adică are loc o rărire a inele-
lor de interferenţă; 

- verificarea relaţiilor de calcul ale deplasării trans-
versale stabilite în capitolul 5; 

- la creşterea încărcării creşte foarte mult o r d i n u l 

benzilor de interferenţă iar identificarea acestora chiar cu 
aparatura optică cea mai sofisticată ar deveni imposibilă 
(fig.7.18,b - placa cu 8 nervuri solicitată cu o sarcină uni-
form distribuită de 0,5 MPa); 

- sensibilitatea deosebită a metodei interferometriei 
holografice oferă posibilităţi suplimentare în cercetare; 

- obţinerea formei deformate a plăcii calitativ. 
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8 CONCLUZII FINALE 

In lucrarea de faţă s-a urmărit să se studieze comporta-
rea statică a plăcii circularei» cu nervuri radiale încurcat?! 
cu forţe normale şi conţinute în planul median al plăcii. In 
special, lucrarea reflectă determinarea teoretică şi expori -
mentală ^ stărilor de deformaţie şi de tensiune şi alegerea 
convenabilă a dimensiunilor la placa circulară cu nervuri radi-
ale în raport cu placa circulară fără nervuri. 

Dintre contribuţiile originale aduse de autor în teza de 
doctorat se menţionează: 

1. Sistematizarea cercetărilor efectuate privind calculul 
plăcilor circulare cu nervuri radiale prin: 

1.1 evidenţierea modului de mărire a ri<;̂ idităţii .71 
rezistenţei plăcilor circulare prin foloeirea de materiale izo-
trope cît prin folosirea nervurilor poate fi urmărită în 
subcapitolul 2.1; 

1.2 definirea conceptului de placă circulară nervurat:.̂ . 
şi efectuarea unei clasificări a multitudinii soluţiilor conetru 
tive de plăci circulare cu nervuri (fig.2.1); 

1.3 analizarea amănunţită a principalelor aplicaţii 
tehnice ale plăcilor circulare nervurate şi stabilirea importan-
ţei utilizării lor menţionată în paragraful 2.3; 

1.4 sistematizarea metodelor de calcul ale plăcilor 
circulare cu nervuri radiale prezentată în literatura de specia-, 
litate .̂i precizarea obiectivelor pentru aceantfî lucrare ; 

2. Tratarea unitară a deformaţiei plăcilor circulare izo-
trope şi a reţelelor de bare aşezate în direcţie radi.-ilă .«̂i cir-
cumferenţială în vederea analizau ii plăcilor circulare cu ner -
vuri radiale prin: 

2.1 formularea unei teorii matematice unitare pentru 
deducerea deplasării deformaţiei (3-23), cumponentelcr 
tensiunii(3.27) şi a eforturilor secţionale (3.30 şi 3.^1) pen-
tru plăcile circulare izotrope solicitate la încovoiere cu întir-
dere sau compresiune; 

2.2. stabilirea, în mod original, a eforturilor din ba-
rele reţelei, repartizate pe unitatea de lungime, în funcţie de 
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componentele deplasării punctelor aparţinînd unui plan do re-
ferinţă (relat^ille 3.72 la 3.79)> 

3. formularea în deplasări a Calculului plăcilor cir-
culare cu nervuri urmărindu-se: 

3.1 stabilirea relaţiilor de calcul ale efortur:»' 
lor se'cţionale la plăcile circulare cu nervuri radiale .71 ine-
lare pe baza ortotropioi de otructurrx (rcln̂ <lllr ,.16; -1.1 ̂  
4.?C; 4.25? 4.29; 4.31); 

3.2 verificarea eforturilor secţionale prin ru -
prapunerea eforturilor de la placa circulară izotropă şi a 
eforturilor de la reţelele de bare (paVâ r̂aful 4.6.2)j 

3.3 determinarea ecuaţiilor diferenţiale care des-
criu deformarea*acefltor plăci în cazul solicitării de încovo-
iere cu întindere sau compresiune şi particularizarea lor pon-
tru plăcile circulare cu nervuri radiale (4.51;4.52; 4. 

3.4 verificarea ecuaţiilor diferenţiale care d̂ T,-
criu deformarea plăcilor circulare cu nervuri radiale cu aju-
torul metodei variaţionale (relaţiile 4.71; 4.72; 4.73) '̂i a 
eforturilor secţionale (4.93; 4.94); 

4. Studiul stărilor de deformaţie şi de tensiune la 
solicitări statice în condiţii diferite de încărcare şi reze-
mare, urmărind: 

4.1 ' determinarea soluţiei ecuaţiei diferenţiale 
care descrie deformarea unui disc cu nervuri radiale de sec-
ţiune constantă (5.1B); 

4.2 stabilirea soluţiei generale a încovoierii 
plăcii circulare cu nervuri radiale de secţiune conntantă 
încărcată cu o forţă uniform distribuită ([;.43) şl cu o for-
ţă concentrată aplicată în centrul plăcii (5.72); 

4.3 stabilirea soluţiei generale în cazul Dlac i -

lor inelare cu nervuri radiale în condiţii diferite de încăr-
care (paragraful 5.2.1.3); 

4.4 determinarea stărilor de deformaţie şi de 
tensiune pentru diferite cazuri particulare de rezemare şi 
încărcare; 

4.5 trasarea de diagrame care să concentreze o 
mare parte din rezultatele stabilite teoretic şi să It- com-
pari; cu diagrame coreypunzritoare ale plăcilor circulare 
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izotrope pentru justificarea creşterii rigidităţii plfeciior 
cu nervuri; 

! 4.6 determinarea soluţiei ecuaţiei diferenţiale car. 
descrie deformarea plăcii circulare cu nervuri de secţiune va-
riabilă i^rezentată în paragraful 5.2.2; 

4.7 stabilirea soluţiilor aproximative cu ajutorul 
seriilor pentru ecuaţiile diferenţiale ale plăcilor cu nervuri 
radiale de secţiune variabilă care nu pot fi integrate (para-
graful 5.5.1^. Se determină soluţia ecuaţiei diferenţiali' c-t 
descrie deformarea oimotrică a plăcii prin trnnsformurea <JJ 
pînă se obţine o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul doi cu 
coeficienţi variabili. Soluţia este prezentată sub forma unei 
serii a cărei convergenţă este verificată cu ajutorul criteriu-

i lui d'Alembert, 
j. 4.8 stabilirea unei metodologii calcul variaţie -

nai utilizînd teorema de minim a ener.-iei potenţiale folonira 
formularea matricială care acigură premicel© utilî -iirii com-ij ? 
a calculatorului electronic prezentată în paragraful 5.3-2; 

4.9 determinarea influenţei pe care o are creşterea 
mărimii secţiunii nervurilor ar>upra creî?terii ngicUtr-t^ii plă-
cilor este prezeJţxtată în figurile 5.14, 

4.10 utilizarea metodei elementului finit pentru 
investigarea amănunţită a stărilor de deformaţie şi de ten.«iu:-
prin: 

- folosirea programului de calcul SAP IV şi 
- elaborarea unui program de calcul de analiză static 

cu aplicarea substructurării denumit SUB3K [l54]. La elabo--r-
programului SUBSh s-a avut în vedere posibilitatea subs truc tv:./ 
rii pe mai multe nivele avînd o mare elasticitate în ab.jrdar -
structurilor complexe cît gi a plăcilor circulare cu n.rvuri ^ 

4.11 folosirea programului de calcul SUBSM şi 3Al' 
pentru calculul plăcilor circulare cu nervuri radiale au 
evidenţă: 

- deplasarea transversală mai mare a puncte^ cr ni ;. / 
între nervuri decît cele din dreptul nervurilor; 

- justificarea teoriei de calcul adoptată In car v,:le 
4 şi 5 p e n t r u plăcile circulare care au un număr mai mar-̂ j egal cu 8 nervuri; 
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- avantajul utilizării programului de calcul SU33M 
care efectuează calculul într-un timp mai mic de cel puţin 2 
ori faţă de programul bAP lYj 

5. Adoptarea unei metode de calcul (cap.6) care să peririt:, 
alegerea convenabilă a dimensiunilor plăcii circulare cu nervu 
radiale în raport cu placa fără nervuri. Aceast-l meto''îl de c;-' 
are în vedere micşorarea greutăţii plăcii cu nervuri în ro- n -
raţie cu cea fără nervuri cînd aaabele au acaea^i ri^idi to ̂ -
rezistenţă considerînd raportul volumelor lor Ea fi.p l̂ -xr. 

6. Jtxplorarea experimentală a stărilor de tensiune de 
derormaţie prin măsurători tensone orice, prin fo toelas ti cl:n>: 
şi prin ihterferometrie holografică: 

6.1 s-a proiectat un dlî>po2itiv ori^jinal pentru ver :̂. Ti-
carea experiinentală a stărilor deformaţie şi do Lensiune în 
cazul solicitării axial simetrice cu o sarcină uniform distri -
buită. Măsurătorile au rost efectuate cu ajutorul ffif:irclIor 
Bometrice pentru deformaţii sper ^ice şi cu microcomparatoare 
cu tijă pentru săgeţi. Rezultatele obţinute au validat ipote -
zele de calcul prezentate în cuprl::ijul lucr'lrii. 

6.2 s-a aplicat pentru pronia dată molr -Ja fo toclat^ tl 
la studiul tensiunilor în placa circulară cu nerv -i rad ale. 
Analiza stării de tensiune şi de defornaţie s-a fr--:'.! în drep-
tul nervurii! cît şi în porţiunea dintre nervuri. 

6.3 prin aplicarea interferor triei holografice a 
fost determinată valoarea săgeţii fără a ţine seama de carac-
teristicile mecanice ale materialului plăcii (tabelul 7.3 şi 
relaţia 7.10) şi s-a puo în evidenţă comportarea ca un tot 
-unitar,a plăcilor circulare nervurate radi^l. 

/ 

I Desigur rămîn suficiente probleme care ar rerita 
interes pentru cercetările ê jtirilor de deforaaţie ri dc 
tensiune, cum ar fi: stabilirea 6 tarile r d? deformaşi ̂^ 
de tensiune cînd nervurile au ax' excertric a^ă 
de planul median al plăcii. 
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9 ANEXK 

A.l Koţiuni de geometrie diferenţială şi analiză 
tensorială 

Sistemul de coordonate Oxyz permite stabilirea unei co-
respondenţe între numere şi punctele spaţiului. Descrierea d-̂ -
formării poate l'i făcută dacă se identifică particulele într-o 
configuraţie de referinţă cu poziţiile lor date de vectorul 
poziţie în configuraţia respectivă. 

In raport cu sistemul de coordonate cartezian Cxyz, pozi-
ţia unui punct material ^ al plăcii este definit de vectorul: 

r = y j + z.̂ S., (A.I.l) 
• * 

unde Uf ^ f sînt versorii exelor de coordonate ce FO de-
termină, după fl32j şi. [205J , cu relaţiile: 

• ^ r : I r , I j c . 
V = ^ t J ^ ^ » 

d X â y 0 z 

Intrcît, legătura între coordonatele carteziene şi cel-
cilindrice este dată de relaţiile: 

X = r.cos yf ; y = r ein f ; z = z , (/i.l.:';) 

vectorul V poate fi scris şi sub forma: » 
• * 

'r= r.cosvf-t + r sin^.J + z-K. (A.1.4) 

Coordonatele x, y, z (sau r, y,z) care individualize .ẑ  
particulele corpului continuu, la momentul iniţial, se nu::er:c 
variabile Lagrange sau coordonate materiale. Studiul coV.cl 
rii în coordonate materiale se va numi descriere r-tc-rial . 
Descrierea materială se foloseşte în studiul deforrrni ^ic 
a solidelor deformabile cînd deplasări. punctelor r.nt nici 
(au caracter infinitezimal ). In acest caz, p» ;itru o d r-
criere a stărilor deformată şi nedeformat;. ale pĂ .ciA ac va 
utiliza un singur reper de referinţă. Coordonatele v, r, la 
un moment dat t sînt numite variabilele lui Euler. ; ie fo-
losesc la descrierea spaţială cînd deplasările sînt mari r 
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descrierea mişcării particulelor devine dificilă. La solici-
tări externe punctele unui corp solid continuu se vor deplara. 
Deplasarea (ecuat;ia do mişcare) a unei psrtlcul<* va li dr̂ i'ini 
iti de acuttţ̂ iu: 

= jC(r, t) . 
Deplasrea particulei poato fi împărţită în: 

- mişcare de corp ri^id cînd corpul îşi schimbă 
poziţjia^în spciţiu. In acest caz, vi . acceleraţia la ̂jn 
moment dat t, vor fi date de funcţiile: 

V L R = - t) ; ^ ^ a ^J—Xir, t),(A.i.6) 
dt dt^ 

unde P se consideră constant, şi 
- deplasări pro(Î!jrţe prin deformare derr-ij^c dt̂  va-

riaţia funcţiei X în raport cu variabila P , cînd t 
este fixat. In ocest caz, ecuaţia (A.I.^J) poate fi .-ţcrijia rub 
forma: 

unde U reprezintă vectorul deplasării particulei din cor.fi-
guraţia nedeformată în configuraţia deformată. 

In punctul ^ ae introduce o bază locală a cărui vectori 
Sr» Ski* $z determină, după [l32jşi cu relaţii: 

^ ^ 9 r . . 
Ir = "o = coti f-L + nln Y • j , e r 

Jvţ = = cos y j ); (A.l.c) 

$ = - I I I = K . 

Versorii vectorilor (a .1 .8 ) sînt: 
1 9 r 1 - • ' 

= ~ — = — ^j. = cos \f-L + sinY^s 

1 O r 1 a 

V ~ ^ " ~ " " ' ' 

i, = « - r - S = 
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• unde 
Cîr' 2 r^xV 2 f7y] 2 1 
lî'J [^J 

'jrl 2 2 
1 , (h) ' ss •f 1 + 

1} 

( a . L . I O ) 

.iaza locală 0 z) ee caracterizează prin 
numerele 

care determină lungimea vectorilor bazei 

-.i uni_:hiurile dintro vectori 

(A.1.1.: 

(A.1,12} 

[A.1.13) 

Numerele se numesc componentele covariante al «C/o 
tensorului metric din sistemul de coordonate dat. In cazul coc 
donatelor cilindrice 

• «rr = ̂ ^ 

^rf ~ ^ yz ^zr 0, 

(A.1.14) 

(A.l.lf) 

întrucît 
^r* ^r =( cos vf • L -i- sin f-J ) ̂  = 1 

ẑz 

" fi'^'e " cosfj)" = r > 

- = ii «i= 1, 

unde 
: 2 

In afară de baza dată ^ ( = r, y . 
tenfiorlal intră baaa reciproc?! , ctir« etite .i.- a-, , 
covarinntă cu relaţiile: 
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unde 
> (A.1.17) 

BÎnt componentele contrAvariante ale tenoorului in«»trlc. 
Din . r<»lr\ţlllo (A. l.lOt rfî .u] l.̂t: 

c unde este s olvl lui Kronecker. 

jin relaţiile (A.1.16), (A.1^17;, (A.1.14) ni ..v.1.1: 
se obţine: 

r'" 

^ ^ ^^ 0. (n.l.:. ) 

Vectorii reciproci, conform relaţiilor ('.!) .'i 
(A . 1 . 1 9 ) vor fi: 

. = cosv^-t. sinf.j, 
O yU ^ 

— — { j ^ xj^) = (-sinY-4+ co.-:')'-j);(A.1.21} 
» / r 

unde 

După cum rezultă din relaţiile de definiţie vectorii 
bazei locale au mărimi variabile. Derivata vectorului 
raport cu ^ , după [236j , se dctcrniină cu r- Laţi; ; 

^ l , ' ^ ^ (sumare după o ) (iul.2T') 1 
unde 

M - T V ^ - V - î ' -
L< A 
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1 . 

? v ^ ; 1 

iVr 

?r 

1 ^v/s7y • 

9 Y " 

a 
1 

0; - ^ l». - ̂  î 
9 r p y 

Intrucît 
Qu . Qv . % » 

se obţin componentele versorului f» , unde 
L.j -H -H , 

n = Hrrr , 

'7r Of O r ® 

^r 9f 
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Pentru că: 

?r n ?r 

Qw \ /"̂ w \ ^w 

atunci relaţiile (A.1.28) au forma: 
Qw 'p w 

L - W ^ - r r ' N iî̂  r . 
? r 5y 

Pe baza relaţiilor de mai sus versorul O este dat de 

^w^ . 1 > • • n = - i. - L . (n.l.'^l) ^r ^ r y ^ 

Versorul O va fi folosit la determinarea deplas:':̂ !̂i ' 
punct în timpul deformării plăcii în funcţie de conponen l»? 
deplasării punctului Q^ do pe suprnfaţa medinnn. 

A.2 Deplasări şi deformaţii 

fie r vectorul de poziţie al punctului a , iar 
vectorul de poziţie al punctului proiecţia punctului 4 pe 
suprafaţa mediană a plăcii. In urma deforL.^rii plăcii punctul .. 
se deplasează în uî* iar în ^ Vec toril de poziţie core:?pu-
zători pentru şi ^^ vor fi R şi P^^. Dependenţa dintre 
poziţiile deformată şi nedefonuată este dată de relaţiile (;:,. 

sau ( A . 1 . 7 ) şi (3-7) . 

Ipoteza lui Kirchhoff permite exprimarea vectorului 
şi sub forma: 

R = R^ + z-n, (A.2.1) • 

unde n este vector unitar normal la suprafaţa mediană defon-iat 
dată de relaţia (3.11) sau (A.1.31}. îîi r^^aţiile (h.1.7), 
(3.7) şi (A.2.1; rezultă: 

u = u^ ^ z(n- l^) {...2.2; 

unde U şi Uq ^^^^ vectorii deplasării punctelor j .?i ̂ ^ 
determinaţi cu relaţiile (3.B) şi (3.9) . 

înlocuind relaţiile (A.1.31), (3.3) şi (3.9) în (A. 2. 2) 

rezultă: 
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Vectorii bazei ortogonale sînt reprezentaţi prin rela-
ţiile (A.1.9) iar vectorii bazei neortogonale se stabilesc cu 
formulele: _ ' 

^ ^R f. 0(1 r ^^ . . 
^ f ^ j y T T ' 

unde fi este dat de relaţia (3.6). 
Tinînd cont de relaţiile ("5. 7), (A. 1. M ) 

(A.1.2b) formulele, (A.2.4) devin: 

G r - a 

G,, = G,- G , = (1 . . L ^ ) . ; 

^ . -Qv . Qw . 

= = 

i:;ioment©le tenRorulu.1 meîtrlc pentru stnr̂ rt deront::»'.: 
sînt: 

2 2 Qw 2 
" S t ' ^ 

'Jv Ov Ow 2 
G . = 6 - G = ( — - + ( — ) ; ( A . 2 . o ) 

• Y y ^r ® ° 9P 

G = G *G = (1+ — ) ( — -V )+ —2(r+u + — 2 ) + . ^ f 9r ® '̂ r ® ^ r ̂ ^ 
După efectuarea calculelor şi neglijarea infiniţiilor 

mici relaţiile (A.2.6) devin: 
Ou Qw 2 

'Pv O w 2 
G = r^ + 2. r.—^ + 2-r.u„ + ( — ) » CA.2.7) yV ° 
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A.3 Ecuaţii da echilibru static 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un ele.-ent de 
placă să fie în echilibru este ca numa proiecţiilor tuturor 
forţelor în orice direcţie să fie egală cu zero şi suma momen-
telor tuturor forţelor în Jurul unei axe să fie zero. 

Suma proiecţiilor tuturor eforturilor aecţionaie şi a 
forţelor exterioare pe axa r (fig.3.5): 

- V < i Y + ( V - ^ « ^ K r + d r X d y . - Y d r cos— + + 
AV 

-N^dr.sin - ^dy»)dr sin +p^r.dr.dy = O; (A.3.1) 

Suma proiecţiilor tuturor forţelor pe axa este: 

. . dy , •9N dy du 
- h^.dr.cos - + ^d,P)dr cos - + K^^-dr-sin -

( A . ; . 2 ) 

Suma proiecţiilor tuturor forţelor pe axa z este: 
9T p^-r-dr-dy- T^ rdy- t,̂  dr + (T^ + —Edr)(r + dr)d Y + 
•p r 

'3T 

, 3Uma momenteleor tuturor forţelor în raport cu a*a r 

«rvf rdy- (M^^ +'^dr)(r+dr)d^- M^^dr sin^ + K̂ d̂r. cos -

'̂ '̂yr ^ dv! dr dy 
•^dy>)dr sin— -(M + —rd'/)dr cos— -f T dr(r+—).-Un— -
'T 2 ^ dY 2 ^ 2 1 

Ot^ dr dy 
^̂ v̂  n —)8in — = O, 

Y 2 2 

Suma momentelor tuturor forţelor în raport cu axa 

- M ^ r d f + (H + ;^dr)(r+dr)dy-M .dr.cos-i + (k ^-iluyOdr. c o r -
dr Y^ 2 r'^ py 
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- My-dr. sin - - dy)sin- - V r.dy - -

QT dr 
-(T + — ^ d r ) ( r -f dr) DY — = 0 ; ( A . 5 . 5 ) 

^ îr 2 
Suma momentelor în raport cu axa z 
dr QN dr dr dy? 

N r.dy — + (N + — ^ d r ) (r-^dr)dy) — - )sin— 4 
ry ' 2 Ir 2 

QN. dr dy> 
. ^ ^ d V ) d r ( r ^ — ) sin — = O / (A.3.o) ' fr ^ 2 2 

Uei^'lijînd infiniţii mici de ordin superior şi conni -

derînd 

cos — 1; sin - (a.^./) 
2 2 2 

rezultă: ^ 
^ ly - N^ ^ 1 V ^ ̂  

9r r r aV 

r ? r ^ r 

J . ' ^ i l l Z l l , - ! - ' ^ , (A .3 .1C) 

r r r df 

^ J _ H r , (A.,.11) 
^ -ir r r Sf 

^ Î V ^ J L V , (A.3.12) 
^ ° r r 

, . - V 
Ecuaţiile diferenţiale de echilibru etatic (A.3.^ ) 

(A.3.15) pot fi deduse şi cu principiul lucrului mecanic vir-
tual • 
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A.4 Rezolvarea •cunţiilor dl ferrnţial'> cu 

ajutorul seriilor 
In această anexă ce va prezenta rezolvarea ecuaţiei 

diferenţiale (5- ) 
1 d ^ 1 d'w 1 d^w 

(d + e —)• + 2d — 
r dr r dr" r^ dr^ 

il dw 

unde s-au intrpdus următoarele notaţii 
E -n^ H^ - h^ 

d P 1 - A (T. 1) . 
^ 2Â-R'D 12 

£ n H^ - h' 
e = X'R'K^ = -XIL^ T. 

(T - t); 

2 

Considerînd 

A = d-D; 

12 

a = 

(A.4.1) 

(A.4.2) 

(A.4.3) 

(A.4.4) 

ecuaţia diferenţială (A.4.1) va avea forma: 
d^w 1 

A(r + RA^a)—r + 2A — 
^ dr^ r dr 

2 1 d w 
D ^ — r" dr' 

1 dw 
+ D = p. (A, . 5) 

r^ dr 

Al doilea termen din membru stîng nl ecuâ ie-i di for.«n 
ţiale (A.4.5) se împarU în două, unul din ei se cu 
primul iar al doilea cu ultimii termeni ai ecuat^iei, astfel: 

d ^ 1 1 d' 
A(r+RX a)—7 + A ^-t-A 5 

^ dr^ r dr^ r dr-" 

1 dw 9 1 d^w 
^ D — D — — = P 

r' dr r^ dr̂ ^ 
(A.4.6) 

3e dă în factor A/r î?i după cî tova transform^.ri 
rezultă; 

1 d 
r dr , 

(r + R*Va)—^ 
d d^w D d 

^ — ( — p ) 
dr dr A dr 

sau 
1 d r d^w d^w D 1 dw 

A (r-̂ R\,a) — + — — 
r dr dr^ dr'̂  A r dr 

1 dw 
r dr 

= Vf 

p,(A.4.7) 

(A.'UtO 
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Prin Inte^jrarea ecuaţiei diferenţiale (A,4.B) se obţin*»: 
d^w d̂ vr D 1 dw pr^ 

(r RX a) — 3 + — 2 « — -f C . (A. 4. 9) 
• dr^ dr^ A r dr 2-A 
1 Se înmulţeşte ecuaţia diferenţială (A.4.9) cu r 

obţinîndu-se: 
2 • d^w d^w D dw pr^ 

(r +aRX r ) — + r — (A.4 .10) 
dr^ dr^ A dr 2'A 

Se introduc notaţiile (5.28) (5.29) în ecû .ţia d f -
renţială (A.s.lO) rezultînd: 

d^W dW D H^-A^ 
x(x+a) — 5 -»- X W = ^.p -x^ + C.R-A V. ^ 

dx^ dx A 2 A • ^ 
Helaţia (/v.̂ .ll) unte o eounţie di ferfîîn! l 1 ^ 

doi neomogenă cu coeficienţi variabili. Soluţia -en̂ r.̂ I i a > • :-
tei ecuaţii este ejală cu suma dintre coli.ţia particulară a 
ţiei diferenţiale neoraô êne (A.4.11) soluţia ser-rall a -
ţiei omogene 

d^W dW D 
x(x rh a ) — - h X — - V « 0. 

dx'- dx A 
Integrarea ecuaţiei diferenţiale (A,4.12) nv jk:- rr-

duce la o cuadraturn, deci ne vn c.vuta o roluţtr rub u ! 
serii do puteri 

4>0 

^ " Z ] " ^O V • • • V ^ • • • ( A . ' M ; ) KmO 
unde C^ sînt constante. 

Din relaţia (A.4.13) ae obţine: 
dW ^ 
dx 
d^W ^ 
—2 - - C, x^-^ (A..: --

Aceste relaţii se introduc în ecuaţia diferenţial?^ (A. 4. 
şi se ê âlează cu* zero coeficienţii puterilor lui x rczu'tt; 
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^o = O' . . 

... 
c « f-l)^"^ ; 5 C,,(A.4.I0) 

]und© 
. (A.4.17) 

A 
Soluţia particularii a ecuaţiei difere: ' ialc ( A . 4 . N . ) rt-

;admite sub forma: 
•rfp = B^ + B^x + BgX^ + B^x^. (A.4.ia) 

Relaţia (A.4.13) ae Introduce în ecuaţia diferenţială 
(A.4.11) şi prin identificarea coeficienţilor rezultă: 

= O, 
? 'î CR-A^ 12. a^ • Â . 

" (l-S)A "" (1-5) (4-^) (9 - 5 ) 2-A 
6 a 

- p; 
^ " (9 - S)(4 - S) 2-A 

1 Ĥ . 
B, . r P 
^ 9 _ S 2'A 

,3 
(A.4.r_. 1 

In aceste condiţii, soluţia generală a ecuaţiei (A.4.P, 
va avea forma: 

k-1 (Cc-l)^-^) ^k, 
a H k-((k-l)!)' W . + (-l)''-' .k-1 — 2 ^ ^ " 

C.RXr « • K 

ii-i)*^ (i - £)(4 - g)(9 - S) 2 A 

6 a 2 i- p X^ + P> • -
( 4 - S ) ( 9 - S ) 2A ^^ 

In baza relaţiilor (5.28) şi (5.29) soluţia ecuaţi^-i 'i r 
renţiale (A.4.11) dată de relaţia (A.4.2C) devine: 
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y ( (k - l )^-S) . . . ^ 
) + 

+ : P ' X 

(1-5)A 2 (1 -i)(4 -5) (9 -S) 2A 

px' + — ^ p — + (A.4.21) 
(4 - S)(9 - & ) 2h 9 - S.. 4 

Constantele de intrcjrare se. vor determina din comU-fiil'» 
de continuitate şi de legătura. 
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KUÎ TiăANU, Gh.M. Aplic; ;.;, pe calculator a tnetĉ ei 
I 'telor finite. Roprografia Universităţii, i;ra:ov , 

19 79. 
[158] M U ^ A T , 3. C o n t r i b u ţ i i p r i v i n d a p l i c a r e a mrtocîoi rlrm.^nt..-

l o r f i n i t e l a c a l c u l u l în d o m e n i u l oia.-jllc m I fl;».;^ 
- tlco - p l a s t i c al p l ă c i l o r î n t ă r i t e cu n r r v u r l d ^ n 
s t r u c t u r a n a v e i . Uni v e r ş i taea d i n B r a n o v . Tozil df̂  
d o c t o r a t , 1 9 8 0 . 

[159] hUSHELISVILI, N.I. Cîteva probleme fundamentale ale t̂ -o-
riei matematice a elasticităţii. Editura AcadeL-ici 
Bucureşti, 1954. 

[160] Manualul pentru calculul construcţiilor '̂'di + ura 
Tehnică, Bucureşti, 1930. 

[157] 

[161] K A D A I , ^ ^ . ^ Di© i'laatischen P l a t t o n . Sprin^:er - Verla/;. 

BUPT



- 188 --

[l62j MADASAN, St., BABli.U, T. Manual.ul tehnicianului din labo-
ratorul de încercă^ri de metale. Editura Didactică 
şi Pedagogică, JBucureşti, 1969. 

[163] Î^ASTASE, V., CURTU, I., CIOFOAIA, V., DRAGHICIU, C. Cer-
; cetări privind rigiditatea la încovoiere a plăcilor 

sandwich.. Industria lemnului, nr.4, 1985. 
[16^3 fî̂ KCIAI, A.I., SUHAREV, P.I. Experimontalinoe otredelenie 

jeotkostei na izghib i krucenie plaetin k razami 
iii rebrami. Stroitelnaia mehanika i rascet cooru-
jenii, nr.3, p.6l - 62, 1971. 

[165] r^EMCINOV, I.Iu. Hascet prostranctvennîh konstrukţii (me-
tod konecinîh elementov) Budivelnik,Kiev, 198O. 

(166] ^OHRIfî, H.G., VRIKS, G . The. Finitr lileiuent Method. 
Academic Preos, Kew - York, 1973. 

I67] i^OVOJILOV, Y . y . Teoria tonkih obolocek. fîudprom-hiz, 
Koskva, 1951. 

jl68] KULLiCR, B.K. , HIVKIi:, M.B. Wesimotricinîi izghib pla^tin-
ki podkreplcnnoi simmetricinoi sistemoi radialnîh 
reber. Prikladnuia matemAtika i mehanika, 
p. 469 - ^77, 19t)3. 

|l69j OCIAi^, lu.M. Kolebaniia vraşciaiu^ce^^ocia deformiruerao- o 
diska. Mehanika tverdoga tela,nr. 5,p. 6:^-71,1979^ 

170| OLKSEV, S.3. r^eşuşcia sposobnof^ti kru^lîh plaritin urUlrn-
nîh radialnîmi i kolţevîmi robrnnii, Problcmi 
procinoati, nr.l2, p.lb - 2u, 197ti. 

171^ OPRii'A, 'Jh. Unele probleme privind calculul la r.olicit'ri 
dinamice ale plan.';?eelor cu nervuri. l;ul(?tini:l 
Academiei Militare, nr.l, p.159-174, 197:':. 
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[220] TAiMKiiUTI, Y. , NODA,,N. Plane Thermoelastic Problem in a 

Multiply Conn<cted Orthotropic Body. Journal 01 
Applied hechai ies, Septen^/ber, p. 1977. 

[221] TI::ODORE::Ci:, P.P. Pr( bleme plane în teoria elastici t itii . 
• voi.1,1961, v(l. II, I9C6, Editura Acader.iei , 

Bucure:^ ti. 
[2221 TE0D0RE3CI', P.P. Probleme spaţiale alo ,teoriei elastici-

tăţii. Editura Academiei, Bucure.';ti, 1970. 
[223] TEODOREoClj, P.P., IJ.LE, V. Teoria elnntici t-, ̂ ii -l Intro-

ducere în mecanica solidelor deforraabile. vcI.i,19 / 
voi. 11,1979, voi.111,19bO, Editura ;\acia CLu j-I r--;oc 

[224] THEOCARir;, 3.P.,ş.a Analiza experimentalei a tensiuni Lo r . 
voi. I, voi. II, Utiitura Tehnică, imcure-ti, 1V7'/. 

.[225] 

[226] 

TIKOSHEliKO, S.P. , GCrjDIEK, J.InI. Theory oY Elasticity. 
York, hc Graw Hill, 1951. 

TIKOSHE INKO , S . P . , WC IKOVSKY-KHIEGER. Teoria piricilor -IR.n 
şi curbe. Editura Tehnică, bucureşti, 

(227] TIMOSilENKO, S.P., GERE, J.K. T- -ria stabilităţii elacticc 
Editura Tehnică, Bucure:; .1, 

[22^ TIHOU, K. Teoria erorilor do c:ăsurare şi metoda ce] or 
mici pătrate. Editura Tehnică, Bucureşti, li'72. 

[229 TOPOLE,J. Berechnun^Ţ von Spannun^afunk tio - en 1 
uiiter beliebi^.er ^elas tun̂ .̂ Dir.rer tation, ̂  oc?r T. 

VAIWBERG, D. V. , VAIIBEHG, E. D. llastint, dirki, b.-lxi 
stenki, Izd. i^A Kiev, 195?. 

(2313 VAIi^BERG, D. V. Konţ<ntraţia napriajenii v plartit.-h -.-kolo 
otverstii i vîkrujeh. Izd. Tehnika, f.iev, 

VAIWBERG, D.V. , JDAÎ', Z. V. Katricinîe al,;v>ri tni v t -irii 
obolocek vraşcenie. Izd. hievnko^^o Lnivcr. l'j'SJ. 

VOINEA, P.R., VOICULESCU, D. , CEAL31, V. Elasticitate -îi 
plasticitate. l.P. Bucureşti, 1976. 

[233] 

BUPT



- 192 --

VLASOV, Tonkoetenie upru<^hie sterjni, r'izinat liiz. 
Moskva, 1959. 

[235] WOLMIR, A.S. Biei-spjne Platten und Schalen. V£3 Verla-
fUr Bauwesen, Berlin, 1962. 

[236] îdfASHIZU, K. Variational methodr. in elastici ty and plac 
ticity. Ivioskva, Mir, lyo7. 

[237] '̂ ANG, GHI-TEH. Applied Elastici ty. Mc Graw-Hill Publi-
Qhlng company LTD, Î ew - York, 1953. 
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5.3.2 Î ietode variationale 

5.3.2.1 Ketoda Kayleigh - Hitz 
5.3.2.2 Metoda Hubnov - 'îalerkln ... 

5.3.3 Deteri'̂ inarea stărilor de deformaţii rA 
de ten-.iune cu metoda elementului firit 
5.3.3.1 Det'.'-rminarea Citărilor de 

deformaţie îji de ter.riune 
folosind pro/'r̂ îjr.ul o/i? IV ... 

5.3.3.2 Determi'.area stărilor de 
deformaţie şi de ten?iur:o 
folosind programul 3lTj:'' .... 

5.4 Concluzii 
INFLUEI.TA NERVURILOR ASUPRA ; ^IDITATII 31 KIC30HAK1I 
GHEIT^TII PLĂCILOR 
6.1 Consideraţii generale 
6.2 Formularea problemei 
6.3 Condiţia de rezistenţă 
6.4 Condiţia de rigiditate 
6.5 Concluzii 
CCNTRIBUTII PRIVir̂ D STUDIUL EXPERIKEI ̂  L AL STĂRILOR 
DE TEîiSIUI.E SI DEr^^RMATIE 
7.1 Consideraţii generale 
7.2 Măsurători şi verificări experimentale 

tensometrice 
7.2.1 Principiu 
7.2.2 .Modele şi instalaţia pentru încercai 

plăci circulare cu nervuri radiale .... 
7.2.3 Programul încercărilor 
7.2.4 Rezultate cxperiiiîon tale dincuţii ... 
7.2.5 Conc Luzii .. 

7.3 Studiul plăcilor cu ajutorul fotoelaoticime^»^' 
7.3.1 i'rincipiu 

BUPT



- 195 --

7.3.2 Modelul fotoelastic. Dispozitivul 
de încărcare 

r. 3. :) Determinări experimentale 
Y.3.4 Concluzii 1^4 

7.4 Studiul deplsărilor plăcilor cu nervuri cu 
ajutorul interferometrie holografice 133 
7.4.1 Generalităţi. Principiul holof;rafiei IŜ ; 
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