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INTRODUCERE

In ultimii ani o amploare deosebitX a luat dezvoltarea
constructiilor industriale, de magini, de nave gi a industriei
chimice. Acest lucru a impus dezvoltarea corespuzitoare de
noi tipuri de structuri complexe printre care si a pldcilor
circulare cu nervuri radiale. In aceet cadru se $nscrie lucrarea
prezentd limitatd la studiul stirilor de deformatie i de tensi-
une la plicile circulare cu nervuri radiale. Autorul ftreares,
tinind cont de studiile f[123], [124], [230] efectuate |
prezent, si formuleze gi si dezvolte metode de calcul cu apli -
cabilitate generall gi sX prezinte relatii de calcul care si
slujeascl proiectantiilor.

Organizarea materialulul prezentat tn lucrare a fost
ficutd fn 9 capitole.

In capitolul 1 sint prezentate notatiile miArimilor folo-
site fn analiza stArii de detormatie 3i de tensiune a plicilor
circulare izotrope, a retelelor de bare gi a plicilor circula-
re cu nervuri radiale.

Capitolul 2 analizeazd modurile de cregtere a rezisten-
tei gi rigiditagii plicilor circulare prin folosirea de materia-
le cu propriefégi mecanice superioare sau prin obtinerea unor
configuratii constructive adecvate, SInt prezentate tipuri de
plici éu hervuri, avantaje si inconveniente In utilizarea aces-
tor piéci 91 domeniile de utilizare. Se face o analizX critici
a stadiului actual al cercetirilor privind calculul plicilor
circulare cu nervuri radiale gi se stabileac obiectivele lu -
crarii.

In capitolul 3 sint create premisele dezvoltirii ulte -
rioare privind calculul plicilor cu nervuri analizfndu-se pli -
cile circulare gi retele de bare. 3int tratate aspecte gererale
privind deplasirile, deformatiile, eforturile sectionate, ecu -
atiile de echilibru static gi eforturile din bare la retele in

functie de componentele deplasirii.
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In capitolul 4 sint tratate plécile circulare cu nervuri
radiale. Sint deduse relatii de calcul ale detormatiilor , ten-
siunilor, eforturilor sectionale fn functie de componentele
deplasiirii precum gi ecuatiile diferentiale care descriu defor-
marea lor., srorturile sectionale gi ecuatiile diferentiale s-au
stabilit pe mai multe cHi existfnd posibilitatea confrunty -
rii rezultatelor obd{inute,

In capitolul 5 se analizeazX modul de integrare a ecua -
titlor diferentiale care descriu deformarea plécilor circulare
cu nervuri radiale. Solujiile ecuatiilor diferentiale au rost
obtinute fn cazul fncAirchrii axial simetrice a plicit
¢Ind nervurile au sectiunea transversali constanti sau varia-
bilX. Se prezinti exemple de calcul iar rezultatele sfint com-
parate cu cele obtinute 1a placa circulari izotropsi. Totodata
se speciricd modul de calcul al acestor pliici cu metodele
Rayleigh-Ritz gi Bubnov-Calerkin precum gi cu metoda elemen -
tului finit. In fncheierea capitolului se prezintx prozranul
de cnlcul prin substructurare elaborat pentru analiza diferi-
telor tipuri de structuri complexe precum 3i a plicilor cir-
culare cu nervuri radiaio.

Micgorarea greutdtii pléicil circulare cu nervuri ra -
diale %in raport cu placa circulari de grosime constantx cind
se impune ca ele 83 aibi aceeazl rezistent3 sau rigiditate
prin stabilirea numirului 91 a dimensiunilor nervurilor se
trateazX fn capitolul 6.

In capitolul 7 sint prezentate cercetirile experimentale
ale stirilor de derormatie si de tensiune g1 comparares
lor cu rezultatele obtinute prin diferite metode de calcul.

In aceat sens, tensometria electrici rezistivi, fotoelasti -

citatea gi interferometria holograficli s-au dovedit a fi teh-
nicile experimentale cele mai potrivite pentru analiza sti -

rilor de deformatie gi de tensiune tn plicile circulare ner-

vurate. TotodatX sint prezentate dispozitivele folosite

pentru efectuarea cercetirilor experiﬁentale.

In capitolul 8 sint prezentate principalele contri -
butii gi concluzii desprinse din cercetarea teoretick si
experimentald a stirilor de deformatie 3i de tensiune la
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plécile circulare cu nervuri radiale éi unele aspecte care pot
fi tratate ulterior Intr-o noul cercetare.

In ultimul capitol, anexe, sint tratete mai detailat
unele notiuni de geometrie diferentialX si analizX tensoriali
necesare deducerii relatiilor pentru deplasi#iri, deformatii gi
@ scuatiilor de echilibru static ale plicilor circulare. Tot-
odatid se prezintid integrarea ecuatiilor diferentiale care des-—
criu deformarea plicilor circulare cu nervuri radiale cu sec-
tiune variabilid cu ajutorul seriilor.

Autorul 1gi exprim# sentimentul de profundi recunogtinti
fatd de domnul prof.dr.ing.Lazir Boleantu pentru pretioasele
sfaturi de fncurajare si sprijin continuu primite pentru ter-
minarea acestei lucriri,
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NOTATII

Caracteristici geoumetrice
diA = r.dr.dv [L2]

Aps A*

A ’A?n

[+2]
L

L

coordonate carteziene

coordonate cilindrice

raze exterioar¥ a plicii
razi ourenti

grosimea pliecii
f{nilt{imea nervurii
litimea nervurii

distanta dintre nervuri fn directie
ciroumfaronyiu}ﬁ, respecliv rudial®

aria elementului de suprafati

aria elementului de placi in directia
axei r, respectiv ¢

aria sectiunii nervurii radiale ,
regpectiv circumferentiale

volumul plicii cu nervuri, respectiv
al plicii f3r3 nervuri

momente de inertie ale sectiunilor
nervurilor

rigiditatea cilindricl, respectiv
axialli a plicit

rigidititl de fncovoiere ftn directiile
XyYsTr

rigiditati la torsiune

rigiditate la fncovoiere care ia fn
considerare contractia

rigiditate axiall a nervurilor dis-
tribuitd pe lungimile br’ respectiv
by

rigiditate de fncovoiere ale nervu-
rilor dietribuite pe lungimile br’
respectiv bY

rigiditate la torsiune al nervuri-
lor diatribuite pe lungimen b
respectiv bY

momentul rigiditi{ii axiale al ner-
vurilor f{n raport cu un plan de re -
ferintX distribuite pe lungimea br'
respectiv bf
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Bryo 13\'r [FL-IJ - rigiditate longitudinals dietri -
fﬁ : buiti pe lungimile br' respectiv b?
Fateriale
B [FL’?) - modul de elasticitate longitudinal
Ern' Efn [fL-2] - modul de elasticitate longitudinal
- pentru materialele nervurilor
Er,E?, Ex'E LFL-Z] - modul de elasticitate longitudinal
y dupi directiile r, ¥, x, y
b -] - coeficient de contgrctie traraversaln
a materialului placii
xv? p; x (-] - coeficient de contractie transversa-
y y 14 de scurtare pe directia y si lun-
girea pe directia x si invers
E E E_-V E_-
E; - _'\)__l(_.. ; L':)', - ; y____._‘ E' ' ax xY_ . Y DXX
1- xyoyx 1- xyoyx 1- xyoyx l_D,\ty")yx

Deplasidri gi deformatii

u, v, w [L] - componentele depasirii punctului 3,

U VsV, respectiv ale punctului Jo

€..€p, €

Er prte -1 - lungiri specifice

X'Ey'

X;y' X;V [—] - luneciiri specifice

Tensiuni

G, G‘ [FL-EJ -~ tensiune normald radiall, respectiv
r circumferentiali

C., G [FL—z] - tensiunea normalX din nervura radia-
T’ ¥R 14, respectiv circumferenti«li

TIY Tzt T"?z [FL-Q] - tensiunea tangentiall

C., ¢, G [FL-?] - tensiune normali fn directia axei x,
x y z respectivy g1 =z

Incirciri extericare

pr,pQ . [FL_é] - componentele fncircirii exterioare

P [F] - forte concentrati

M [FL/L] - moment distribuit pe unitatea de
lungime

Eforturi sectionsale i
N, Ny &m'l - eforturi sectionale normale
r
-1
\ ! - eforturi sectionale de lunecare
hry' N?T EI. ] efortu %
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eforturi sect{ionale tlietoare
eforturi sectionale de fncovoiere
momente sec;ionalé de risucire

eforturi sectionale fn barele rete-
lei fn directie radiamli

eforturi sectionale fn barele refe-
lei fn directie circumferentialz

mirimi adimensionale care caracte-
rizeazli rigidizarea

operatori diferentiali

energia potentiali totali

energie de deformatie a plicii si
nervurii

lucru mecanic exterior
versori

vectori

matrice coloani
matrice pltrats

operator Lapace in coordonate
polare

couponentele covariante 3i contra—
variante ale tensorului metric
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2. STADIVL ACTUAL AL CALCULULUI PLACILOR
CIRCULARE RIGIDIZATE

2.1 Considera}ii gonerale

In proiectarea elomentelor structurale ca gi a plhcilor
circulare fn condi{iile realizirii unei sigurante fn exploatare
se are in vedere reducerea consumurilor energetice gl de mate-
rial. Proiectarea umor plici circulare ugoare care si satisfacX
conditii corespunzitoare de rezistents, rigiditate, stabilitate
este posibiléydacé:

- Be folosesc materiale cu prbprietagi mecanice superioare;
- se aplicld elemente de rigidizare.

Kxtinderea utiliziirii materialelor izotrope cu proprietiti
mecanice superiaare este ineficlentd datoritd pretului de cosnt
ridicat. Pe 1ingh aceste materiale la‘constructtu plicilor se
pot tolosi si materiale compozite [}ﬁ]. Materialele compozite
reprezintd o clasid nou# de materiale de mare importanti tehno -
logicH; ele sint sisteme de corpuri solide, deformabile, combi-
natii la scari macroscopic# de mai multe materiale. Prin folosi-
rea acestor materiale s-au obtinut proprietiiti superioare pen -
tru elemente privind rezistenta, rigiditatea, coroziunea, uzura,
greutatea, izolarea termici si acustick etc. Avantajul folosirii
acestor materiale constd fn reducerea greutfit{ii elementelor
structurale precum gi fn proprietatea de a fi termic stabile si
deci dimensiunile sint coneervate fn timp.

Utilizarea materialclor cu meximum de eficientld cu res-
pectarea unei siguranie de functionare a impus utilizarea pli-
cilor ortotrope, adicid a pilcilor care au trei plane de simetrie
elastici. Ottotropiarplééilor poate avea diferite cauze:

i) ortotropia cauzat¥ de material [20], [L143), [197], [226].
In acest caz materialul are moduli de elasticitate diferiti dupi
doufi direc{ii reciproc perpendiculare. Din aceasti categorie fac

parte plicile din lemn (s}, Q97), [2o08].
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Pentru determinarea tensiunilor fntr-o placi ortotropx

(L21], homd

3e folosegte relatia:

v 1
G, E} E'! ofy | &
= |E" E! 0 2.1
Oy y & ¥ (2-1)
—
‘xy 0 0 ¢ x;yJ
unde constantele elastice E; ’ E; » E'' 91 G sint mirimi

independente, neexistind relat{ii fntre G si celelalte constan-
te elastice. In cazul materialelor izotrope fntre £, G 9i ¥
existd relatia G = E/(2(1+9)). In cazul plicilor izotrope

. E B
E' = B! @ ————— ;  E'' mo— (2.2)
X Yy 1 - 02 1-02

11) ortotropia conditionats constructiv [5), [6], (o],
22], [33), (ke , [r60], [210] . In acest caz, ortotropia ac
obtine printr-o dispunere convenabil¥ a materialului izotrop
in aga fel fncit 8% rezulte o crestere a rigidita4ii dupX
mai multe directii. In aceast} categorie sfint cuprinse plicile
cutanate [160), plaicile sandwich (112}, (115), plicile perfo -
rate [11], B3], [231] si pl¥cile nervurate 19, o}, [22),
(243, D33, 8}, (9, DU, Q29, (43, [Q49], Qsel,
[?02], @15] . Deoarece pentru aceste plici ortotropia rezultx
din modul de dispunere a materialului eole se numosc pliici cu
ortotropie de structuri. In categoria acestor plici se gisesc

sl plicile circulare cu nervurt.

2.2 Tipuri de plici circulare nervurate

Plicile circulare fntirite cu nervuri sfnt cazuri parti-
culare de inveliguri de rotajie rigidizate, Ele sint
-din membrane sau pliAci circulare subtiri ce se Intiresc cu ele-

conpuse

mente elastice unidimensionale (bare cu pereti subtiri de tip
Vliasov sau bare de tip Kirchhoff - Clebsch - Lurie).

Kervurile pot fi agezate paralel cu un diametru (fig.2.1,n
sau fn cruce (fig.2.1,b), circumferential (fig.2.1,c) sau ra -
dial (fig.2.1,d), mixt (radial gi circumferential tig.2.1,e),
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sau sub forma unor bare curbe (fig.2.1,f),.

A ‘!il\
|
|
I

| 7o sors P I DIIvA |
t Y — |

Fig.2.1

Dispunerea nervurilor poate fi pe suprafetele extericnre
pe o faii sau ambele fefe (fig.2.1) mentionate fn lucririle (23],
@9, B3], (69}, E69J, (82], {97}, [113],[230] sau cuprinse
fntre douid plici circulare (fig.2.2) dupi cum reese din [122] .

Placa gi nervurile pot fi confectionate din acelagi ma -
terial sau pot fi fiAcute din materiale diferite.
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Zro ‘V#‘

Fig.2.2

Nervurile pot face corp comun cu placa (plici circulare
cu nervur1 obtinute prin turnare) sau sint asanblate pe placz
cu ajutorul niturilor, guruburilor, sudurii sau prin lipire,

Suprafetele de contact tntre nervuri gi placi sint:

- monodimensionale (cfnd nervurile stnt fnguste);

- bidimensionale (cfnd nervurile au litime mare),

2.3 Importanya utilizirii plicilor circulare

nervurate radial ,

Plécile circulare cv nervuri radiale au o largid utilizare
tn constructia de magini, constructii civile, industria chimica,
constructia de nave etc. Ele sint folosite ca placli circulare
pentru fundatiile unor magini f12] » Pliici de bazi pentru
stflpi din.fonta ﬁAS], discuri cu aripioare ﬁos], funduri
de pistoane [181], capace gi discuri pentru turbo - magini
(241, (851, flange la racordul conductelor (97), plangaibe pen-
tru strunguri carusel E122], [123] » Capace pentru rurile de
canal, roti dintate Intirite cu nervuri radiale (2303 . 1In
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industria chimici se foloseec capace si site circulare rigidi-
zate In locurile &n care nu s8e pot folosi capace sferice cau
bombate. De asemenea, plicile circulare rigidizate radial sint
utilizate cu succes fn constructia talerelor, coloanelor de
absortie ale tamburilor de la centrifuge, la ricitoarele cu
tembur raetativ, la capetele tamburului de la amestecitorul din
industria vinului, la amesteciitorul de minereu [157%].

Domeniul de utilizare al plicilor circulare cu nervuri
radiale este mare fntrucft:

= prin nervurare rezulti proprietiit{i mecanice superioare
privind rezistenta, rigiditatea gi stabilitatea lor [?3J, {?36}5

- Be folosesc materiale cu proprietiiti mecanice scizute,
adicd pret de cost mic, pentru obyinerea proprietitiilor meca-
nice amintite mai sus .[39], [82] 5

- se pot obtine elemente structurale cu greutate mic}
(ee poate micgera greutatea tn cohdi;iile cresterii rezisten -
tei si rigiditdtii Intrebuin{ind materiale cu pret de cost micl;

- 8e intensificli procesul de tranasfer termic (pentru ci

se mireste suprafata exterioars [23] ).

2.4 Stadiul actual al cercetiirilor privind
calculul plicilor circulare rigidizate radial

Ponderea finsemnatX a structurilor formate din pl3ci Intx-
rite cu nervﬁri fn ansamblul general al constructiilor de magi-
ni, constructii navale justifici stabilirea unui studiu privind
determinarea stirilor de tensiune si de deformatie. Un pas im-
portant in calcularea fnveligurilor cit gi a pliicilor circulare
nervurate a fost ficut odati cu stabilirea metodelor de calcul
la plicile dreptunghiulare fntirite cu nervuri echidistarte
agezate longitudinal sau transversal, pe o singuri sau ambele
fete. Pldcile fntiArite cu nervuri au fost studiate pentru primn
dats fn lucriirile lui I.G. Bubnov [28). I.G. Bubnov a de‘erminat
rigiditate 1limith a nervurii transversale a unei pliici fn asa
fel ca sd nu-gi piardi stabilitatea {ntre nervuri cfrd acestea
rimin nedeformate. Aplicind metoda energetici, S.P. Timoshenko
P26J a calchlat atit plicile consolidate longitudinal, cit gi

cele Intirite transversal.
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Bazele tworiei fnveligurilor Aervurane, ca diviziune 2
teoriei generale a fnveligurilor, au fost puse de V.Z, Vlasov
981 A.I. Lurie care au studiat fnveligurile cilindrice fntirite
longitudinal cu nervuri (53 .

Abordarea analitici a fncovoierii plicilor dreptunghiu-
lare Int3rite cu nervuri este prezentatX In lucririle [19] ,
[1413 ’ [160,], [210] g1 apargtine gcolii romfnesti. In teza de
doctorat |}9] » sustinuti in anul 1972, prof. I. Beleg a stu-
diat placa cu ortotropie structurals ca o structuri compusi
din placi gi nervuri, considerind o'legéturé articulat” intre
ele. Ulterior, G.B. Popa & extins solutia admitfnd o legiturx
rigidd fntre placd si nervuri (160) .

Matricea de rigiditate pentru un element caracteristic
de placid cu nervuri aflat fn stare plan# de tensiune a tost
stabilitid fn lucrarea [149].

Rezolvarea unor probleme de teoria plieilor dreptun -
ghiulare cu ortotropie de structuri folosind metoda elementu-
lui finit este prezentatid fn lucririle 14y, Q1713.

In cazul plicilor circulare se disting doul categorit
de ortotropie de material g1 de structurxs.

Teoria de calcul a plicilor circulare confectionate din
material ortotrop este tundamentatk pe aceleagi ipoteze ca sgi
a plicilor confectionate din material izotrop. Starea de de -
tormatie a pliicii circulare ortotrope satisface ecuatia cu

derivate partiale

’34\1 1 94', 1 94\! 1 93" 1 93‘,
20003 7S Dy~w ——= 4+ 2D ~ —= =~ 2D — —_— -
O e g N gt e 1y T ] Iedp’
1 ?2" 92\! 1 f‘)w
- D? ? Q—r- + 2(D¢+ DPP)F'{)Y:_? + D\’ﬁ})_r = p(r,¥) (2.3)

dedusi de G.F. Carrier gi prezentatX ftn lucrarea UZIJ. in ecun-
tia (2.3) p(r,y ) este intensitatea inclircirii normale ,
w{r, ¥) - deplasarea transversaly; Dr' Dp - rigiditati de in-
covoiere dupd directiile radiall si circumferentiali iar
Dt - rigiditatea la torsiune.

Rigiditltile de Incovoiere gi torsiune sint date ge
relatiile:
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PJx;h3 E,‘hj
D = y } D -——
r vy
12(1 = 9 _dy) 12(1 - 9 3y)
G nh3 (2.4)
r
Dt=_2_; r‘o=Dr“)+2Dt'

Solutia ecuatiei diferengialeAcu derivate partiale poate.
fi stabilit¥ numai %n cazul fncireliril simetrice a plicilor cir-
culare, ‘

A doua categorie cuprinde Plicile circulare cu ortotropie
de structuri din care fac parte gi plicile circulare fntirite cu
nervuri radiale. Studiul stirilor de deformatie gi de tensiune
la plicile cu nervuri radiale se gisegte Intr-un numir re:trins
de lucrari [23], [44], [122], [123], [148], [218], (230], [ev].
Pentru studiul acestor Pl&ci sint prezentate diferite uetode Je
calcul ceea ce ingreunsazy determinarea, stirilor de defor -
matie gi de tensiwe.

Cercetirile intreprinse pentru determinarea stirilor de
deformatie gi de tensiune la plicile circulare cu nervuri radia-
le pot fi grupate fn urubitoarele grupe:

1. Metode bazate pe studiul aproximativ al stirilor de
deformatie gi de tensiume (23}, [44], (122], [218] ;

2, Ketode care reduc studiul teoretic la comportarea
portiunii de placd cuprinsi intre nervuri [168) avind diferite
condi{il de contur;

3. Metode care reduc rezolvarea problemei la calculul
pldcilor circulare nefntiarite sau constructiv ortotrore [Aq},

(49, Qe1d, Tescy s

4. hetode numerice (metoda diferentelor finite {(i34],
metoda dementului finit [o3), [69) ) ;

5. hetode experimentale [43], [123J .

l. ldeia metodei de aproximare a stiarilor de tensiuce
g1 de deformatie este sus{inuti in mai multe lucrdri. In lucra-
rea [233 8¢ aproximeazli starea de tensiune la un capac cir -
cular format dintr-o placi inelari, un fnvelis cilindric si ner-
vurl agezate radial pe placii. Capacul este descompus fn doui pir-
ti: un element de placi cu o nervuri si fnveligul cilindric.
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Efectul fnveligului cilindric asupra eleumentului de plach «ute
fnlocuit de ac{iunea unui moment. Tensiunea din elementul de
placi se determ;nh cu relatii de calcul ale grinzilor.

In lucrarea {148] se prezintd formule aproximative de
calcul pentru grosimea plicii, indl{imea nervurilor la plici
circulare cu nervuri radiale pe o singuri parte fulosite ca
pléici de baz#d pentru stflpi. Formulele de calcul sint stabilite
fn func{ie de rezisten{a materialului pliicii gi de diametrul
exterior al stflpului.

Un calcul simplificat pentru obtinerea stirii deo teusiuno
la plicile circulare cu nervuri radiale agezate pe o singura
parte solicitate axial simetric la fncovoiere cu luarea fn con-
siderare a influentei temperaturii este prezentat fn lucrarea
(218]. Profilul plicii este fmpiirtit fn elemente inelare. Hela-
tiile de calcul pentru tensiuni se scriu plecind de la elementul
interior spre cel exterior. Irecerea de la un inel la altul se
face cu relatii ce tin cont de prezenta nervurilor, grosicea
elementului, material gi temperaturi.

In Jucririle [1223,[125,] pe calculeazl deplasarea transver-
sald la o plagaibi cu metoda energetick. Se determini rigiditaten
cilindricd echivalentd a plangaibei formati din doi pereti de
formi circulari legayi Intre ei cu nervuri radiale (fig.2.2)
uneorifsi'cu nervuri circumferentiale cu metoda energetica.
Determinarea deplasiril transversale a planzaibei se face cu
relatiile de calcul de la plicile circulare izotrope fnlocuin-
du—se‘rigiditatea cilindricd cu rigiditatea echivalenti.

In mod analog in lucrarea [§47, I.N. Ciurin gi S.K.
Sorokin determini modulul de rigiditate echivalenti pentru plan-
saibi solicitatid nesimetric. Modulul de rigiditate astfel deter-—
minat a fost folosit la calculul depla.irii transversule a plan-
gsaibei solicitatd nesimetric.

2. Metoda de calcul consideri elementul de placii cuprins
fntre doud nervuri atunci cind deformia{iile ei sfnt mici. Studiu’
comportirii elewetului de placi sdlicitat de Incircere ixzpusi cu
diferite condi{ii de contur( reazeme simple, articulatii, fncasz-
trari rigide sau elastice) se face cu ecuatia diferentiald care

descrie deformatia plicii circulare dati fn lucrarea [181].
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In lucrarea 1168] se di o rezolvare a problemei fncovor
ierii pliicii elastice cu razi infinitd fntAritd cu un siutem de
nervuri radiale agezate echiunghiular gi fncircate arbitrar,

3. Stabilirea sgifdrilor de deformatie si de ternsiune la
plicile circulare fntirite cu un nunmir suficient de mare de ner-
vuri poate fi redusi la:

a) o metodi care studiazi aceste plick ca modele
ortotrope structurale iar calculul este dezvoltat dupi teoria
plicilor ortotrope. Aceastd metodi pune in evident{d couwportarea
structurii ca un tot unitar gi & rezecrvelor de reziuvlenti. lie -
toda de analizi consti fn netezirea pliicii, adicll in distribui-
rea nervurilor pe suprafata pliicii $n aga fel fncft ansamblul
devine un mediu continuu echivalent. In lucrarea [230] este
prezentati teoria de calcul a plédcilor circulare cu nervuri ra-
diale de sectiune transversali constanti stabilitid de O.M. Ru -
baci pentru fncircirl cu sarcini uniform distribuite. Folosind
metoda de calcul prezentatsi de 0.M. Rubaci, B.G. Gorskii fn lu-
crarea. (82) stabilegte economia de material ce se poate reali-
za prin folosirea plicilor circulare cu nervuri in raport cu
placafcifculnrd de grosime coustanti.

In lucrarea (24] , I.A. Birgher studiazi tracjiuuca ;i
fncovoierea axial ~ simetricht a plécilor circulare ortotrope.
Variatia sectiunii transversale, fn direcfie radiala i circum-
ferentialli, a fost pusid in eviden{s prin coeficienti de umplere
ale céror valori variazi fntre zero gi unu. Acecasti wetodi de
calcul nu d4% posibilitatea sid se scoati In evidenth o serie ae’
aspecte legate de prezen{i nervurilor.

b) al doilea mod de tratare permite ca ecuajiile si fie
construite astfel fncit si poatd fi calculate nervurile cft 5i
placa. Esenta metodei conchide In urmiitoarelc: reactiiunile ner-
vurilor se determini din teoria pliicilor ortotrope structurul
iar placa se calculeazii ca o placi neintiritid fnchrcata cu
aceste reactiuni. In lucrarea [673 se¢ prezintia calculul
stirii de tensiune la un disc cu aripioare. Discul se descozw
pune fntr-o placi circulari subfire gi nervuri (aripioare) care
pot fi prinse cu nituri, sudurd sau lipite, Lervurile sint in-
locuite cu reactiuni. Din conditia de egalitate a deplasirilor

i
55? g
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punctelor de pe linia de contact a celor doul vlewontc (placa
g1 nervurile) rezulti mirimea fortelor de leghturi., Stirile
de tensiune, la elementele componenté, sint date de foryele
exterioare gi cele de legiturd. In acelagi mod, in lucrarea
[181] se calculeazi o placi inelarx sustinutid pe conturul
interior de un cilindru rigid legat de o traversi elastica.

4. lFetode numerice. Calculatoarele apar pentru prima
datd fn anul 1950, inshi folosirea semnificativi a lor $n
teorie gl practicd nu este fiacutd imediat. Primele studii ale
teoriei pl3cilor realizate cu metode numerice, folosind cal-~
culétoarele, apar In anul 1957. Rezolvarea numerici a teoriei
plicilor cu ajutorul calculatoarelor poate fi urm3riti pe
etape;: Co )

a. In prima etapd s-a dezvoltat mai mult metoda diferen-
telor finite, Ritz, Bubnov, Galerkin. Metoda diferznielor fi-
nite, conceputi din perioada lui guler, transformi ecuatiile
diferentiale intr-un sistem de ecua{ii algebrice ca poate fi
rezolvat gi cu ajutorul calculatorului. Metoda diterentelor
finite este folositd la tratarea pliicilor circulare inelure
fnturite cu.nervuri radiale fn lucrarea [139].

b. Inainte de anul 1960, o noud etapi este marcati de
rezolvarea nupericé a teoriei plicilor cu metoda elementului
finit. Introdusi de Turner, Glough, Marton gi Topp metoda
elementului finit s-a perfectionat in ceea ce privegte for -
mularea gi fundamentarea ei din punct de vedere matematic.
Aceastd metodd reprezinti, in momentul de fatX%, una din meto-~
dele eficiente pentru calcularea plicilor. Cu toate acestea
un num3dr mic de lucrdri s-au ocupat de calculul plicilor cir-
culare cu nervuri radiale cu metodu elementului finit. Dintre
acestea , doar fn lucrarile [68) i [69] J.fgert folosejte
metoda elementului finit la calculul de rezistenti al placi -
lor circulare rigidizate radial solicitate axial - simetric.

5. Netode experimentale. Este normal ca pe 1lingi de -
terminarea teoretic# a deformatiilor gi tensiunilor si se
recurgi la misuritori experimentale, fie pentru verificarea
rezultatelor obt{inute teoretic, fiwv pertru a afla pirizea ten-
siunilor in dreptul acelor puncte unde nu se poate gXsi prin
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calcul o valoare suficient de precisi. 1Im ceea ce privegte
determinarea experimentall a tensiuniler gi deformatiilor 1la
Plicile circulare nervurate radial iitoratura de specialitate
este siracd. Astfel fn lucrarea [123] au fest studiate citeva
cazuri diferite de pl¥ci circulare complexe (plangaide). Mode -
lele considerate au avut o grosime diferity g perejilor gi un
nundr diferit de nervuri radiale gi circumferentiale determinin-
du~se deplasirile diferiteler puncte &n cazul facirciriler cu
forte concentrate aplicate in centru, Rezultatele experimentale
au fost comparate cu cele determinate prin calcul, Ia lucrarea
[49] . se folosesc in paralel metodele teeretice g1 experimentale
pentru stabilirea deformajiilor gi tensiunilor 1la plicile cir-
culare cu nervuri radiale, Kezultalele experimentale din lucra-
resa 149 stnt folosite gi pentru completarea ipotezelor de
calcul introduse la stabilirea condifiiler do comtur la acest
tip de plici,

2,5 Oviectivele lucririi

In aberdarea lucririi s-a plecat de la urmitoarele
prenise:

~ lucridrile publicate, avind ca temi plicile
circulare cu nervuri raidiale, determini stirile de deforma-
tle gi de tensiune cind nervurile au secyiunea transversald
constentd iar inceveierea lor este axiwl simetrici;

‘ - existi prea pufine date c¢i s-au efectuat
fncerciri experimentyle;

- iIn nici o lucrare studiati pu este analizat
problena cind nervurile sint de secyiune variabil¥ gi ctnd stnt
solicitate gi cu forte continute in planul median.

Flecind de la aceste premise gi censiderajiil lucrarea de
fat¥ 1si propune:

- punerea in eviden{i a avuntajeler pe care le pre-
zintd folosirea pldcilor circulare cu nervuri radiale;

) ~ stabilirea si enuntarea problemei pe care o com-

porti calculul pliciler circulare cu nervuri radiale;
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- deducerea ecuatiiler difereniiale care descriu
deformarea acestor plici;

- 1ntegiarea'ecua§1110r diferentiale;

- stabilirea unor noi metode de analizi pentru
stirile de tensiune gi de deformatie;

~ stabilirea stiiriler de tensiune gi de deformatie
pentru une;e tipuri de plici cu nervuri radiale;

- coupletarea metodelor de calcul a acestor plici;

- elaborarea unui program de calcul a stirilor de
deforgatie gi de tensiune bazat pe metoda elementului finit;

- optimizarea dimensionaly a pliciler circulare
cu mervuri radiale fn raport cu placa circularl de groaime
constantiy;

- explorarea experimentall a stiriler de teosiure
gl de deformajie In vederea confirwirii studiiler teoretice.
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3 TEORIA PLACILOR CIRCULARE PLANE
IZOTROPE SI A RETELELOR DE BARE

In acest capitol sint sistematizate relatiile pentru
determinarva déplaaarii, deformatiei mpecitice, tensiunii $n
dreptul unui punct sgi a erorturilor sectionale la placa cir-
culard izotropi. Relatiile sfnt stabilite pentru cuzul gene-
ral de solicitare a plicii circulare adnit{ind anumite ipoteze
simplificutoare de calcul. Totodath sfnt determinate egtorturile
sect?~ ‘le la refele de bare plane, cu barele asezate orto-
gonal In directie radial¥d gi dimelards, fn functie de componen-
tele deplasirii unui punct. mirimile stabilite fn acest cnpi -
tol vor fi- folosite la studiul pliicilor circulare cu orto -

tropie de structuri.

3.1 Teoria plicilor circulare plane izotrope

f
3.1.1 Consideratii generale

Place circulard este un corp solid de ftormA cilindrlea
a cirei InXdltime este mici fn raport cu dimensiunea bazei .
Iniltimea h a pliécii se numegte grosime. In tunctie de modul
de variatie al grosimii plicile circulare sfnt de grosime con-
stanti sau variabil#. Locul geometric al punctelor situate la
mijlocul grosimii plécii se jumegte plan median.

Literatura de specialitate Eﬂﬂ, DG?], [326] prezintl
pentru determinarea stirilo- de deformatie si de tensiune douX
metode de calcul: .

a) ‘prima metodi este complexi gi se bazeazi pe rezolva -
rea ecuatiilor fundamentale ale teoriei elasticitatii tri -
dimensionale. Datoritd complexitdtii calculului ( [2?1], E}?Q],

P26] ) au fost studiate numai anumite cazuri particulare de
plici, in special pliAci groaue ;

b)) a doua metodd are la bazi o serie de ipoteze sim -
plificatoare, 1In special in cazul plicilor circulare subtiri,
este prezentati in lucririle [71. Pol. Pal. Thiz1. Bion
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5.1.2 Formularea problemei

Fie

Inclircatd cu forte care pot actiona attt normal pe planul median,

o plach circulari, rezemati sau {ncastrati pe contur,

cit si In planul median (fig.3.1).

R i
IEEREEERIRRERELY!
= . — R 3 =
A =
- 122274 _‘_*.P — \Q I'A;/— r\
Z
}
¥
Fig.3.1
Placa "se raporteazi la un sistem de coordonate cartezian

Cxyz cu axele

O0x s3i

Oy continute in planul median. Se adzni-

te ci placa circular3 este un corp solid ce unple complet o

regiune a spatiului euclidian cu trei dimensiuni gl formeazd

un mediu continuu. Filecare punct al regiunii se considori cii
este sediul unel particule iar muliimed lor determini confi -
guratia plicii. Pozitia punctelor va fi stabilitX cu ajutorul

coordonalelor cilindrice. Vectoril de pozitie ai punctelor
(r, b ¢ 'Z)

median)

si do(r,‘?, 0) (proiectia punctului Q pe planul
sint definiti de relatiile:
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© = r-cos \Ptt+ r-sinsp-j + ze KK, (3.1)

T, = r.cosy-UL+ 1. sin~f~j, (3.2)

unde i, j sl W sint versorii axelor sigtemului de refe -
rint% Oxyz, r - distanta mXsurati din origine pini in dreptul
punctului Qo' ¥ - unghiul pe care 11 face raza vectoare cu

axa Ox.

3.1.3 Ipoteze simplificatoare de calcul

Se admit urmiitoarele ipoteze:

1. materialul plicii este omogen, izotrop gi elastic;

2. grosimea plicii h se consideri micZ in comparatie cu
raza plicii R (h/R € 1/5);

3. deplasirile radiald u si’tgngentialé v se admit a
1 functii liniare de variabila z;

4. deplasarea transversalil w se consideri mai mick
decit h/5;

5. tensiunea normalx C; de pe planele paralele cu planul
median, in comparatie cu celelalte tensiuni norzale, radi-

ald G} gl circumferentialx G? ypoate fi neglijatid , adicx
G, =o0; )

6. ipoteza lui Kirchhoff care consti fn:

a) orice dreapti care iﬁigial este perpendiculari
pe suprafata mediand rimfne dreapti gi perpendiculari pe supra-
fata mediani derormati a placii. Aceastd ipotezi este echiva -
lentd cu a presupune c¢i luneciirile specifice Grz si 'ffz
sfnt neglijabile, adich

Vo =% =0 (%.4)

Intrucit 8}2 gi f*z sint neglijabile rezultX ci tensiunile

tangentiale T;z si T&z sint nule, ceea ce formeazi o

contradictie. Ipoteza lui Kirchhoff neglijeazs deformatiile

rz

specifice de lunecare numai pentru stabilirea componentelor

deforiagiei specifice.
b) In timpul deformirii plicii se admite cX

grosimea ei nu variazi, adici
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£ =0 (3.9)

1. fortele de volum se negli jeazi.

3.1.4 Deplasiri
Sub actiunea fortelor exterioare placa se deformeazX inr
runctele aéesteia se deplaseazi. In urma deformiirii plicii ,
punctul Q se deplaseazi $in ', iar Q, in 5 - Dependeris
dintre pozitia deformaty $1 nedeformath este datxi ge

relatiile:

R=r+u; 3.6) R = w4y, (37
unde R, Ro 8int vectorii de pozitie ai punctelor AP

respectiv Qo, dupi deformarea pl¥cii;
u, uo - vectorii deplasirii punctelor Q, respectiv
2, (fi1g.3.2).

8]

('Ui.go

zY “
Fig.3.2

Vectorii deplasirii punctelor Q si Q° pot fi deter-

minati cu relatiile:

. )

u.ﬂk + v~£¢+ w ih‘ (3.8)

Up = 4o b+ v i’\'* wo'i'z’ (3.9)
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unde "r’ ("1’ ’

pectiv Ugs Ve 91 w

62 sint versorii bazei; u, vgiw, res-
o ~— Componentele deplaslrii punctelor d
respectiv Qo dupd directiile radiala, tangentiali si transver-
sali., |

Ipoteza lui Kirchhoff permite exprimarea vectorului £}

R- ﬁL +z.M,

unde f) este versorul normul la suprafaja mediund deformatl
Versorul M se detetermink, dupx (1] s1 [236] cu

g1 sub forma:

i (3.10)

relatia
R, R,
or 7y
= . (3.11)
[anox IR,
dr 0y
unde . R . .
ﬂo= (r+u°)-Lr+vo'bY+ Ve Lo (3.12)

Inleocuind derivatele vectorului RO In relatia (3.11)

rezul ti:

/)wo» . 1l 9"0 . .
A -— 0.t ¢. (3.13)
' r r 3¢ P‘F z

. Pe de altd parte, din relatiile (3.6), (3.7) 91 (3.10)
rezul ti

u - yo +z(MN - iz). (3.14)

Relatia (3.14) descrie deplasares unui punct Q al pli-
cii, In timpul deforriirii, in functie de deplasarea punctului
Qo care apargine suprafetel mediane,

Dacd se fnlocuiesc relatiile (3,13) si (3.9) tn (3.14)

rezul ti:

. 7w . ’)w . -
V- (u° -z 5;2)"r + (vo -z —;— 5;?)"\‘ + vt (3.15)
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Comparind relatiile (3.8) gi (3.15) rezulth cemponsn-
tele deplasdrii punctului Q fn funciie de componentele depla-
sirii punctului 9 date de relayiile:

9w° 1 Qw
u=u ~ 2z —j; VeV =z — —2 ; w= w_, (3.146)
° or ° r ¥ °

Analizind relatiile (3.16) rezulti cX componetele de~
plasirii punctului Q, u i v sint func{ii liniare de vari-
abila z (ipoteza 3).

3.1.5 Deformatii specifice

Componentele deformaiilor specifice pot fi determinata,
dupz [90] g1 [236), cu relatia:

1 G - g
(S -—_u (c\,;/b “rv\f‘) (3.17;

73 zm

unde GX&- ’ g(xp sfnt componentele covariante ale tersoru-
lul wetric, Componentele tensorului!mctric se determind dupl.
cum urmeazi:

- starea nedeformatii

: , 2r |
WA I YT (XA EY) G

- atarea deformuti

9((5_(; G G ’R («,f =x,¢) (3.19)

<
Vectorii gd. (¥=r, ¥, z) formeazdi o bazi ortogora-
1%, Aceastd bazid ortogonalid se transformi fntr-o bazk neorto -

gonal% (fig.3.%) a ciirui vectori sfnt Q;oc .
Plecind de la relatia (3.6) care descrie deformareca

In urwa efectuarii calculelor se vor obyine compo-

plicii se obgine

nentele deformatiilor specifice In cazul deplasirilor mici.
Mirimile 6"(/5 y cind o = /5 gi o« =1, y‘) re -
prezintd lungirece sau variafia pe unitatca de lungime a
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unui element initial paralel cu vectoru. gﬂc iar elind « g/S

se interpreteazid ca jumiitate din lunecarea specificu. In

acesto conditii rezul tii:

T
g .2, L(a_"),

rr” or 2 \or
’ 2
u 1 Jv 1 (1 Qw)'
= — —_— — —_—— o1
E?v r * r 2y * 2 (r ¥ & )

1 u v v 1 Jwpw
m o I e —— e g —
Yo r Jr r 7¢9r
Relatiile (3.21) caracterizcazi starea de deformatie

fn jurul punctului (r,\,z) fiind func{ii neliniare de de-
rivatele componentelor deplasiirii. Aceste relafii sfnt wnroxi-

5

mative din punct de vedere matematicg .

Fig' 3. 3

In cazul cind gradientul deplasirii este mic si com -

ponenta deplasérii transversale nu depiseste 1/5 din grosimea
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plicii se pot neglija wiirimile de ordinul dei din expre.iile
deformayiiler (3.21). Teoria bazald pe aceastd aproximalie se
va numi teoria liniariZaté cunoscutéd sub numele de teoria
defermatiiler mici (infinitkzimale). Neglijfnd termenii de
ordinul doi din relatiile (3.21) rezulta:

u u 1 9v & 1 2u v Qv

€ = == — - — 4 (3.22)

r ?p ’ Y r 9Pf ™ o8¢ r Jr

e = —— o —— e—

In relatiile (3.22) se introduc relatiile (3.16)

obtinindu-se:

T el
u 1 3v 1 92w 1 9wl
=L . z
EP - r * r 9)0 ZL“\ QPZ r 21']' (3.22)

In relatiile (3.23) s-a luat componenta deplasirii punc-
tului Q notaté.cu w esald cu deplasarea LA punctului Qo tn
baza ipotezelor simplificatoare admise.

Relagiile (3.23) pot fi particularizate pentru cazul
cind placa nu are deplasiri In planul median. In acest caz
u =V, = 0 iar ecuatiile (3.23) se reduc la ecuafiile !ui
Cauchy .

Dacl se noteazi cu ﬁi, 63. 33? couiponentele defor-
matiilor specifice din punctul.)° apar{inind planului melian a-
tunci deformatiile specifice (3.26) s¢ compun din doui pirtis;

-~ deformatil uwuiform distribuite pe grosimea pli-
cii datorits $meircirii plicii de ciatre forte continute ir pla-

nul median

u
o _%%
& =50 ,
u 1 A
£ = 2 4 — 2, (3.24)
Y r r 0V
fo. o, %% T
™ 9r r 2¢Y r
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- deforma{ii care se medific¥ dupi o lege liniari
pe grosimea plucii

b4 2°v
Er=-z2 et
2
¢ 1 % 1 Qe
€¢--z[757?+7§:}; (3.25)

¢ 1 3% 1 Jw
PN T
r drdv r< dy

kliminarea componenteler deplasiriler u, gl Vo Intre
relatiile (3.24) permite ebtinerea relatiei:

2 2 2
L e 3 Peed a9g ey
re 3?3 r r¢ r 9r r 9r9w e

Kcuatia (3.24) exprimdi din punct de vedere fizic, condi-
tia de continuitate a deformajiiler iar din punct de vedere
matematic conditia de compatibilitate a sistemului de ecuatii
cu derivate partiale (3.24).

3.1.6 Tensiuni
|
Starea de tensiune dintr-un punct J al plicii situat

la distanta 3z de planul median se poate face ca pentru e
stare de tensiune planié in punctul respectiv. Inlecuind rela -
tiile (3,23) fn legea lui Hooke pentru starea plank de tensi-

une rezulti:

Gr- G;- Ez ['Dzw 1 v 1 ’Dzw}'

1-9° 5;3 * r 9r rzj;ﬁ)

q Go £z [ 02w 1 w 1 )2VJ (3. 27)
= - —_—— _—_ .2
¥ b4 1‘_32 9r2+ r Ir * r29¢2 '
C .ok [;_&_:_?:J,

ry ™ 149 r Qrﬁv r2 9?
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U;’-‘l 32 53'0'+°(33+ %)]3
- r r r
LI LA T A -
c? 1 -9 [ r * r * r J¢ J ' (3-2¢)

Primul termen din relatiile (%,27), respectiv rela-
tiile (3.28), reprezinti cempementcliec tensiunii de membrani
uniform distribuite pe gresimea plicii funcyie de componen-
tele deplasirii u, gl A Al doilea termen din relatiile
(3.27) reprezinti componentele tensiunii de ftncovoiere care
sfnt distribuite liniar pe gresimea plicii.

be 1tngé componentele tensiunii calculate cu relatia
(3.27), fn sectiunile radiale gi circumferenyimle ale plicii
mai apar tensiunile tangentiale T}z gi rth. Rezul tuntele
acestor tensiuni sfnt fortyele tiietoure T. s1t Ty care
echilibreazd suplimentul de fort#i daterat fncurcirii trans-
versale. Notayiile, sensurile gi variat{ia componentelor ten-

siunii pe grosiwea plicii in teoria limiarizati stnt aritate

fn figura 3.4.

Pig.3.4

3.1.7 Eforturi sec{ionale

}
Din cauza discentinuitifilor pe care le pot avea
componentele tensiunii, se preferi fnlocuirea lor cu un sistem

sta ic echivalen de forte gi momen e rezul an e (efor ur Hﬂt
' JTE
\ f
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sectionale) care acyioneazii asupra planului median., Eforturile
'sectienale sint forte care se dezveltX pe unitatea de lun-
‘gime a sectiunii gi acfieneazi fn centrele de zreutate ale
fiecirei fefe laterale a elementului izolut (fig.3.5), Eleuen-
tul de plack este separat prin doud suprafete cilindrice de
raze T gi r + dr si deua suprafeje diametrale ce fermeazi
unghiv.  d¥y _____ _1_,

Fig.3.5

In teoria pl¥ciler se introduc urmiitearele eforturi
sec{ienale:
-~ eferturi sectionale normale (Nr' N\' ) si
de lunecare (Nr\' s N s?r)‘
~ eforturi sectienale thkietoare (Tr, Ty )3
~ eforturi sectionale de frncovelere (Mr, M‘f)
81 de tersiune (qu , M\)r)‘
In buza dualitit{il tensiunilor tangentiale 'CFY “.Cvr
se ebiine:

Nor = 8py Mg = Kor . (3.29)
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Relatiile de legiturk futre eforturile sectionale gi

compenentele tensiunii sfnt:

N, '} L A 0,
N\' : M\‘ = G‘P {l Z} dz, (3.30)
1
| ~h
ern Mrf . (tr\f
, 4
\ ] (T,
= I dz . (3-31)
TY '6/2. th

Cu relatiile (3.27), eforturile sectionale (3.3e) pot
fi ebyinute prin integrure. Astfel, eforturile de menbrani

?u u 1 Qv
N = B| —2 -2,
r [ar +°(r + n QW) 3
9u° u 1 ;)vo
Nv-B[—;—-r-;—-f—r—a—\P:]; (3.32)
. 5 1-y 1 Quo 212 Y
= —— 4 »
Ty 2 r Yy r r
- eforturi de fncovoiere gi toraiune
% 1 v 1 ?Zw
Mr--D_;:E-iD(—r—?—r#?Q—;E);
0?2\! 1 Dv 1 72" ( )
= - —_— _—— 4 — 3.33
M‘f [ 9r2+ r ')r+ r‘ef)xf2 ’
3 7% 1 Jw
= - 1l - —_———— e —— ),
ry D¢ X - ')rQy r29p
unde 3
E-h E<h
Bm :‘—0—2 } (3.34) D= m . (3.35)

In relatiile (3.34) g1 (3.35) B este rigiditatea la
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¢ntindere sau compresiune iar D - rigiditatea cilindrics a
plicii,

3.1.7 kEcuatiile de echilibru statio

In figura 3.5 este reprezentat un element de placi izo-
lat aflat sub actiunea forielor extericare gi a eforturilor
sectlonale, cure reprezinti actiunca partilor tnlhturate pe
unitatea de lungime a secyiunii,

Ecuatiile de proiectie ale fortclor pe cele trei axe r,
¥ » z dupk noglijarew termenilor de ordin superior conduc la

1 Hr.N) N 1 N
—_— T ___'ﬂ_’____f_?; = - p 3} (3.36)

r 9r r r r

1 9N 1 (rin_)

___‘L+_§ Y e (3.37)
r 99 ¢ Jr Y

1 T ) 1 T

Lo l‘+__._9__'f.-_p . (3.30)

-

U
=
"
W

6

Lufnd momentele tuturor fortelor cure actioneazd pe
element fn raportouaxele r gi Y duph neglijarea infini-
tilor mici de ordin superior se obyin ecuatiile de echilibru

1 M M M
Ty = — 9M"+QN I L, (3.39)
¥ r 9'f or r
T = QMr + "~ My + —1— -?—Mﬂ . (3.40)
r 9r r r af

Din relatiile (3.33), (3.39) gi (3.40) se determini:

1 9 sz 1w 1 9?2 }
=b— = — 3.41)
TV P r 9¢ |92 r ?1‘ 2 ?y ‘ (3.4
2
-p 4 2.1 L _1_.7_:J 3.42)
Tr D?r Ir? * r or * r2?¢2 (.42

Ecuatiile de echilibru static, fn numir de cinci, confin
8 necunoscute. Evident problema este static nedeterminati.
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Dack se ia fn considerare relatia (3.29) rhmfn 6 necunoscute.
Eliminarea eforturilor sectionale T. 91 Ty 1Intre re-
latiile (3.38), (3.39) g¢i (3.40) permite obtinerea ecuatiei
diferentiale care descrie efectul fncovoierii plécii:

2 Pu., P 1 ’,)21'4E

- —

r roy -9r2 r? 0\{3 re 9\,0 r dr r Ir

il (3.43)

Sistemul de ecuatii diferenyiale cure descrie echilibru
static se poate restringe dupd cum urroazi:

1. la 3 necunoscute (componentele deplasirii) prin in -
troducerea relatiilor {3.32) fn (3.36) si (3.37) si a relatiilor
(3.33) fn (3.43) obtinindu-se:

1
Ay (Borve) = - — Pr (3.44)
1
Avo(yo'vo) == _;- Py i (3.45)
bagw =p, , (3.45)
und
’ 72u° 1 9u, 1-9 1 72u° 1
haerte) = T T T R T e
3-0 1 vy 1-0 1 Py, 5.
- 4+ — 3o
2 r°y 2 r QrQP'
Wv, 1-99[1 )
Av (uo,vo) = —;—298020 + > ;—r- ;—r—ﬁ:(r.vo) +
1+ 1 ’)2uo 3-9 1 Ju , )
— —5 =2 3.48
2 r ?r?? * 2 r? v '
)2 19 1 /)2 %y 1 Jw 1 gzw
anw B(? * r Ir r? 792" )2 r Jr * rz?)oz
(3.49)

Sistemul de ecuayii diferentiale (3.44), (3.45), (3.46)
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are primele doull ecua{ii diferentiale fn funciie de variabi-

lele u g1 v  iar ultima ecuatie fn funciie de variabila w.

o
2. la douXd necunoscute, cind pe contur 8e pun condi-

tii fn functie de Ney Ny ot er, prin introducerea functiei

de eforturi F(r,<f). In acest caz sistemul de ecuatii dife -

rentiale este format din ecuatia (3%.46) si

1

—AAF = 0. (3.50)
Eh

Ecuatia diferen{ial3 (3.50) reprezinti conditia de
continuitate a deforma;iildr din suprafata mediani a plicii .
Aceastd ecuatie pe obtine prin introducerea fn relatia
(3.26) a deformatiilor specifice (3.24) tn functie de efor -
turile de membrani (3.32) 4

ro - - ( “)
E,.‘ I 0 N,
1
£o ¢ =— [V Lo [ (3.51)
1 Eh “’f.
¥ 0 0 2(1+d)] |
LT L J L rYj
care sint exprimate cu ajutorul funcg&ei de eforturi F(r,y)
1 9 |1 9F 1 9 2°p
N mwe—— — | — o — — N = - —
r r 39(:‘ 7\P> r Ir ¥ e

(3.52)

Stirile de deformatie g9i de tensiune pentru plicile
circulare izotrope de grosime constanti se pot stabili dupd
cunoagterea solutiilor uo(r,?), VA(r,? Yo w(r, ¢), res-
pectiv'  F(r, ¥v) s8i w(r,v) .

Ecuatiile diferentiale ale pliicilor circulare fn
cazuri particulare pot fi giisite fn lucririle (23] , [30],

[79], 81, [226], [e32] etc.
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3.2 Retele de bare

3,2.1 €onaideratii generale

Retele de bare sint formate din grinzi fncrucigate fm-
binate rigid fn noduri. Ele pot t1 plane sau spatiale. In lu-
crarea [20] este prezentati teoria de calcul a retelelor plané
dreptunghiulare In funcﬁie‘de numfirul de noduri.

In acest paragrat se analizeazl re{elele plane circulare
Aceste retele au o parte din bare agezate echiunghiular a cii-
ror axe se intersecteazi fntr-un punct ier celelalte agezate
concentric In raport cu acest punct. Se determini eforturile
din bare fn functie de componentele deplaskrii punctelor
apartinind unui plan.

3.2.2 Eforfuri sectionale
In figura 3.6 este reprezentat un element caracteristic
dintr-o ret{ea de bare plani circulari. Hefeaua eate actionatX
de forye normale gi cuprinse in planul retelei, Axele centre-
lor de greutate ale barelor radiale nu sint agezate, {n gene-

ral, pe acelagi plan ca cele ale barelor inelare.

kﬂv?ka.
referinic

¥ig.3.6

Nivelul de referinti pentru eforturile secfionale se
va alege In asa fel tnctt barele radiale sau cele inelare
(curbe) si eibs excentricitatea zero. Fentru demonstratia

care urmeazX se pleaci de la agezarea generalid a nivelului
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de referintl, Nivelul de referinti se alege astfel fncit axele
tuturor barelor s& afll pe aceeazi parte. Barele radiale se
géseec' la distanfa e, iar cele curbe (inelare) la distan%a
ey - Intructt reteaua de bare este plani atunci nivelul de re -
ferint¥ va fi un_plan. F{e Apn 31 A, ariile transveraale
ale barelor gi Irn si Ivn momentele de inertie fn Jurul
axelor paralele cu planul de referintd gi care trec prin centre-
le de greutate ale barelor. Momentele de inertie fn Jjurul unor
axe din planul de referintl paralel cu axele ce trec prin

centrele de greutate ale barelor vor fi:

- -1

1 =1+ e$ Aop I + e2.a_. (3.53)

rn yn = Zon * °r A

In centrele de greutate ale barelor existid eforturile
sectionale ./f. 7 /y
r(n)’ "r(n)’"‘r(n)’'""re(n)’ ry(n)?
~
rosvoctiv Myye Ty Apinys ety Hoven):
Dack b\, este distanta dintre barele curbe {inelare)

iar b, distanta dintre barele radiale, eforturile aectionale
raportate la unitatea de lungime sfnt definite de relatiile:

A v
| Mr(n) = "fm b Te(n) = __1_421 : (3-54)
r )X‘

i I
Momentul de fncovoiere se raporteazii 1la planul de

rereringal
A N

r(n) * ®r % (n) .
Mr(n) -~ b . ( 5 )
r

In mod nmnalog se vor determinn:

" _{/ﬂgl..r AT ,j(’(n)*eﬂﬂfn)
v T, Tem) T T M) -
v v

¥
(%.56)

In cazul barelor inelare, datoriti curburii, apare o
fortd suplimentari dat#i de momentele de risucire .
Momentele de risucire A%r(n) de 1a capotlole elementului

de barii curbd de lungime LI fnclus In unghiwl
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1 -
?e = br/r,'hu rezultanta-ly br/r = /4:"(")‘2&/11r (fig.3.7)

¢r(n)
unde M. ' este numdrul de bare inelare agezate concentric.

Pentrd a exista echilibrul elementulei de retea este necesar

adfiugarea unei torte de lunecare r(n)* Din conditia de echi-

/
libru:
/

b
/K‘r(n) b = j L (3.57)

fr(n)

rezulti /

(3.58)

ESr

Fig.3.7

/
Forta de lunecare “JZ;(n) se ddaugi la forta de lune -
care yr(n) ° In aceste conditii rezultj:

A,

/
¥r(n) _ JAZ;(n) - Yr(n) _

Nor(n) = b ) N ¥r(n) i (3.59)
v v Y Thy
Ny
er(n)_ . . (*.60)
r
.
roryele -‘/0:v(n) si J¢z;(hj produc incovoierea bare-

lor. Intre douX puncte nodale fiecare bark se va incovoia. Un-

ghiul drept Intre bare in dreptul nodului nu se va modifica
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(fig.3.8). Conform schemei prezentati tn tigura 3.8 pentru

fncovoierea unui bray rezyltﬁ: R

1 9u, ./V (v./ .

— 0 b, = { ‘b= 2 ——f—i—)-—— (3.61)
r oY 3 h‘\o zr(n)
‘ 3

(bv,/2)
(?19 1o i} b, = 2 J¢(;(“) v/ . (3.62)
Ir r ¥ ;3 Ern'Izr(n)

unde

lzr(n) ’ Izy(n)
s8int momente de inertie
axiale ale sectiunilor tranas- j
ék versale ale barelor radiale
si curbe(inelare) fn raport
cu axele normale pe planul
de referinta.
Rezul ta:

(3.63)

2 2
-t +X«\'_ﬁ‘/p‘;(nl‘ by . /{/‘!‘%n)'b‘f
r

12 & 12 En I

&'\o(n)

zr(n)

¥n IZf(n)

Echilibrul static fn jurul nodului impune conditia:
-/V ‘b, = ./V (3.64)

re(n) Py yr(n) ®

Din relagiile (3.61), (3.62), (3.63) si (3.64) rezulti:

/K,(n) ./{/;,(n) 1 (% v, 19w, b L )’i

—-__— - —

+
brbv 2!‘ r rjy lLEMIH(,,) f'z‘ch!“(’;)
(5.65

by

Fortele normale se ob{in pentru z ='er, regpectiv

zZ = e? cu relatiile:

X Qu sz
= G‘r dA = E_ A — 7 -e 9? i (3.66)
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% 19 Low 1 92
./%o‘(n)nfa“ndA-EnA ‘:g-o—i‘.(‘—ﬂ'_zj)].

AY fny r 3¢ v Ir rc<dec
/

r
_ ve (3.67)
Pentru momentele Incovoietoare, dupsd 1lucririle [22] R
(30}, (791 , pot £1 folosite relatiile;
2
_/Mr(n) =) Cpzaa = - g lyn 57 (3.68)
4pn

J{( c 19w 1 4
¢(n) - ivvn.z-dlt = - Eyn Irn(;a—r + :59—,‘—2). (3.69)
n

Momentele de torsiune vor ti exprimate prin relatiile:

E, I 1P 19w
M = fT dA = - 2R tr(n) 2(~ - — —) (3.70)
r¢(n) 4mr}'nz 2(1 + or) r Ordy r29)° }
E I 1 92\1 1 Dw
- | ToppzdA = - 0t () , =7 ¥ 3.
j('!r(n) ‘L:rnz A 201 %) 2(r 2rdp rzgw) i (3.71)

Pe baza‘relagiilor (3.54), (3.55), (3.56), (3.59) st
(3.60) 81 a eforturilor sectionale determinate fn functie de
componentele deplasirii punctelor din planul de referints
((3.65) (3.71)) rezultx;

- Ou 2w
Tr(m) T B g T 8 a5 (3.72)
- u ] 0. = 10w 1 02'
NY(n) = B (;- + N W) v(:ar + rzgﬁ)l (3.73)
- ’)vo Vo 1 Quo
P\F(n) - B!_\f (-r— - r— + :97)[ (3-74)
2
1 1 1
5, (et 10% - &L Lo
yr(n Y o r r 2y Y2 oy
'sz “ (3.75)
- - o
Mr(n) Dr 'F t er—r_ ; (3.76)
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“n) =7 Rl Tt 2552 ¢ s,,(T + T;P-) i (3.77)
M = - 2.D i?z—w--—l-&) (3 "18')
ry(n) S e T iy .
M - - 2.D (—l-'o—zw - _}_Q_w) (3.79)
yr(n) yr r 91‘?30 r2W ' :

unde pentru scrierea convenabild a eforturilor s-au introdus
urnidtoarele notafii:

_ E__-A - E__-A
B, = ——TBh (3.80) B, = —I2 ¥R, (3.81)
i br bY
- I A ' ® -— E - A - e
§, = S-IR_I, (3.82) 8, = -fR ¥ ¥, (3.83)
b, ¥ by |
12 b b -1
BrY ( - 4+ A ) (3.84)
brbY Yn zy(n) Ern'Izr(n)
- E__ (I + e2a ) - E (f‘ + 02A )
D, = rn'yn r'rn 5(3.85) D, = —¢n''rn Y _yn_, (3.86)
b, ¥ by
- E - .1
D - rn tr(n)' (3 87) D r - ‘F*Pn tYIn) . (3.88)
N2+ V)b, Y 2(1 + Jp)-by

Influenta excentricitatilor barelor e. 31 ey, asupra
nomentelor de risucire Mr?(n) (3.78) si Myr(n) (3.79) a
fost neglijata.

Prin eliminarea expresiei din parantezi fntre rela -
tiile (3.78) .si (3.79) rezulty;

(1 + Vp) E

M - rn It:x'(n)
re(n) = (4, V) &

b
b" Myr (n) (3.89)

yn Lty(n) Pr
Relafia (3.89) exprim# conditia care trebuie fndeplini-
i

t4 de cele douX momente de torsiune Mry(n) gl Myr(n) .
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Astfel, cele doul momente pot fi identice sau diferite duph
cun este distahta dintre bare, materialul barelor gi carac -
teristicile geometrice la torsiune ale barelor. Deoarece Jb.

depinde de variabila r atunci Mr?(n)/nvr(n) va fi o mi -

rime variabila,
Rigiditdtiile Br' Brhf’ Sr, Dr' Dr? sint mirimi
dependente de distanta ’br care depinde de variabila r deci

sfnt marimi variabile.

3.3 Concluzii

In acest capitol s-a prezentat o tratare unitarid a

teoriei pl¥cilor circulare izotrope si a determinirii eforturi-

lor sectionale la retele de bare agezate fn directie radialX si
circumferential#i. Hezultatele obtinute In acest capitol vor i

Intebuintate la analizarea stdrilor de deformatie gi de tensiune

la plicile circulare cu nervuri, !

In acest sens la plicile circulare izetrope s-avstabilit:

- componentele deplasiirii unui punct fn functie de com-
ponentele deplasirii punctului apartinfnd planuluil median ctnd
are loc A~formarea pliicii sub actiunem sarcinilor exterioarw;

.ponentele deformatiei (3.23) fn jurul unui punct;

- etorturile sectiomale raportate la planul median tn
funct{ie de componentele deplasirii;

- ecuatiile de echilibru static.

In cazul reyelebr de bare s-a determinat, fn mod origi-
nal, eforturile din barele retelei repartizate pe unitatea de
lungihe fn.functie de componentele deplastiirii. punctelor apar -
tinind unui plan de referinti.

BUPT



- 43 -

4. CONTRIBUTII PRIVIND TEORIA INCOVOIERII
CU INTINDERE SAU COMPRKSIUNKE A PLACILOR
CIRCULARKE CU NERVURI1

4.1 Consideratii generale

In figura 4.1 este reprezentati o plac¥ circulari fntiritia eu

nervuri radiale pe ambele fete agsezate simetric fatd de planul
median,

l

Fig. 4.1

Calculul plicilor circulare cu nervuri radiale poate fi
facut prin douli metode:

l. prima metlod#d, care redfi comportarea ca un tot unitar a
plécii, constd In netezirea structurii adici fn distribuirea

hervurilor pe;subrafaga plicii rezultind o structurl continui
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cu ortotropie de structuri;

2. a doua metodi, mal exactl, ia fn considerare conlucrarea
efectivd Intre elementele componente (placi si nervuri).

In acest capitol se pun bazele teoriel plicilor circulare
cu nervuri radiale dupd prima metodX de calcul. In acest sens
se analizeazd placa circularid cu ortotropie de structuri adica
rlaca circulard Intdriti cu nervuri radiale 81 inelare pen-
tru determinarea relatiilor de calcul ale componenteler tensiunii,
eforturilor sectionale gi a ecuatiilor diferen{iale care descriu

deformarea lor. ’

4.2 Formularea problemei

Fie o placi de grosime constants h, razi exterioarid R
IntAritd cu n. nervuri radiale gi ny nervuri inelare care
este solicitatd de forte continute in planul median gi fncXrcirt
transversale. Placa ortotropi se raporteazli 1a un sistem de co-
ordonate cilindrice. Se consider¥ un element caracteristic al

pl&cii circulare ortotrope prezentat tn figura 4,2,

»

Flg.4.2

Lungimile laturilor elementului, br 31 by, corespund
cu distanjele dintre nervuri in directie radiald r , res -
'pectiv circumferentiall ¥
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2Kr . R )
br = a ’ (4.1) b\r- T . (4-2)
r Ty

Deformatiile gi tensiunile &n olementﬁl caracteri::ic
se admit constante tn sensul axei r, respectiv ¥ fntructt
se consideri ci rigidiziérile sint dispuse 1la intervale relativ
mici, Se noteazi cu AL 81 A, ariile sectiunilor elemen-
tului de plack, normale pe axele r gi Y. Drept grade de
libertate ale elementului eé aleg componentele deplasirii u,
Vo sl L ale unui punct al planului, median al plicii ce cone
stituie suprafata de referint{i pentru definirea eforturilor

sectionale,

4.3 Ipoteze de calcul

Pentru stabilirea ecuajiilor difefen;iale care descriu
deformarea plXcilor circulare ortotrope, pe lings ijotezele
lde calcul menfionute in paragraful 3,1,3, se introduc urmitoa-
rele ipoteze:

1. nervurile de acelagi tip afint identice gi au secti -
unea transversali constantl sau variabili, cu litimea mica $n
aga fel fncft contactul dintre ele gi plack este considerat a
‘f1i dupd o linie;

2. nervurile radiale sint asezate echiunghiular iar cele
inelare echidistant;

3. se admite ci deformarea ansamblului placi - nervuri
respecti ipoteza lul Kkirchhoff;

4, axele nervurilor se deformew:li odatid cu planul median

al plicii;
5. pentru nervuri rimfne valabil¥ ipoteza lui Bernoully;

6. deformatiile, £n rapért cu dimensiunile plicii , sint:

considerate mici;

7. eforturile de lunecare sint preluate numai de placi
fntructit nervurile au o rigiditate la lunecare neglijadbilx 1%n
afara planului lor median;

8. rigiditatea torsionalX a nervurilor, fn raport cu =

plicii, se neglijeazi;
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. 9. placa cit gi nervurile pot fi confectionate din ace-
legi material sau materiale diferite;.
10. starea de tensiune in placi se admite plani iar in

nervuri monoaxiall,

4.4 Deplasiri gi deformayii specifice

Cimpul de deplasiiri poate fi obtinut cu relatia (3.16)
Acest lucru este posibil fntrucft fn aceste relatii nu intri
parametrul legat de ‘grosimea plicii.

Starea de deformatie fntr-un punct situat in planul me-
dtan al pl¥cii se caracterizeazd prin relatiile (3.24).

Starea de deformatie fntr-un punct care nu apartine
planului median se obiine cu relatiile (3.23),

4,5 Tensiuni

Intr-ur punct al plicii situat la distenta z de su -
prafata mediani, componentele tenstiunii se pot exprima ca
pentru problema stirii pline fn placd (portiunea dintre ner-
vuri) cu relatiile (3.27).

Pentru nervuri, care se gisesc intr-o stare monoaxialX

de tensiune rezul ti:

u 2%
(Trn'EmEr'Em[?To‘zp ; (4.3)

¢ u, l'Dvo (i w1 ozv) ,
= E = E —t = - 2(m— 4 = — 4.4)
4o ?ni? I roy r?r r29¢2 ’
unde Ern » respectiv Epn' sint modulele de elasticitate lon-

gltudinall ale materialelor din care sint confec{ionate ner -

vurile radiele, respectiv inelare,

4.6 Eforturi seciionale

Introducerea eforturiler sectionale pe unitatea de lun-
gime permite si se inlocuiasci studiul elementului prismatic
cu cel al eupr;fegei mediasne, Eforturile sectionale pe unita-
tea de lungime se definesc prin relatiile de echivalent{i re-
prezentind fnsumarea tensiunilor aferente liitimilor br’
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respectiv b‘e 81 apoi raportarea lor la unitatea de lungime,
kelatlile de echivalentl sfnt:
- eforturi sectionale normale

1 1

N, = — g@rdA, N = — ,(6}‘“‘ H (4.5)
L ¥ b, A

r ¥ Ay

~ eforturl seciionale tAietoare

1 1
Tr = T 'f-cridA, T = Tit\"éd‘\ 3 (4.6)

r
AL ? A?

- eforturi sectionale de lunecare

1 . 1
N = —— [tr?'dA, N‘PI‘ = —b—"{gr.dA; (4.7)
Y A

r

- eforturi sectionale de fncovoiere

, 1 1
R W R AT
' T A P A
r Y
/ - eforturl sectionale de risucire
— | - |
Mr* = T z."tr'?. da, H'f!‘ = -b— z.tYi‘dA' (4,9)
r AL ) AY

Sensurile pozitive ale erorturilor sectlionale sint arfitute
fn tigura 3.6,
Eforturile secf{ionale care actioneazli asupra planului median
8e pot ob{ine In dould moduri:
1. Calculul eforturilor sectionale prin efectuarea integrale-
lor (4.5)<(4.9) dupd introducerea fn ele a tensiunilor;
2, Calculul eforturilor sectionale prin fnsumarea etorturilor

plicil cu etorturile din nervuri.
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4,6,1 Calculul eforturilor secyionale in
functie de componentele deplasirii
prin integrare

Calculul eforturilor seciionale se face in raport cu plarul
median al plaéii prin inlocuirea stirii de tensiune datk de rela -
(3.27), (4.3), (4.4) &n relagiile (4.%), (4.7), (4.8) st (4.9,
Fiecare integralll se poate calcule descompunind-o fn dou# piArti:

- o0 parte esie raportati la suprafata de mijloc a plicii

A respectiv A

o' ‘ ?0'
- a doua parte pe suprarefele transversale ale nervurilor

Arn , respectiv A

In aceste'igzegrale se poate fine cont de natura materia -
lelor din care sint confectionate plaza cft si nervurile., Fa -
terialele se consideri omogene si elastice.

‘Prima relatle din (4.5), tinind cont de cele arXtate mai

sus poate fi scrisi sub forma:

1 §G~
N = ~— dA = 3
r br r
A!‘
1 1
= — SG} dA + —— G;n da , (4.10)
brA b \
ro rn

unde G} eate tensiunea normal¥ radial#d din plac# iar G;n-
tensiunea normal¥ din nervura radiall.

Daci se fnlocuiesc expresiile tensfunilor normale G},
respectiv "y , rezulti:

rn

1 E [fu w1 9v v 1 1 5

N = — g {———E —2 4 9(=2 + - —2) _ 2—— +9(- ?: + —E =)} <
r b 1-9° | or r riy ?r ror </
Aro

- : S . 92 ) (4.11)

/ p— —2 - dA. .

’ * b Ern(jr 7r A

Ta
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Modulele de elasticitate E, Ern ol Epn’ coeficientul
de contrac{ie transversall V fiind mirimi constante in su -
prafetele Aro si Arn » respectiv Q'n, rezul ti:

}
K [u u v 1
o o
Nr z ——— | — 4+ (= 4+ — —)| — dA -
1 - 62.?r r r 9y b X
ro
E [ ) 1 v 1 9% 1 S
- —_ + -_— 4 — z-4dA 4+
1 -02 9r2 r Jr r29?2 b
A
ro
u 1[ P 1 g
+E ——|dA-E _ —5 — \ z.da . (4.12)
rn 7r b rn 7r2 b
Arn Arn
Se tine cont ci
1 A 1 A
—-fdA- Lo - n (4.13) — ) dA = —E2-,  (4.14)
br A br br b
rn r
rn
iar integralele
1 1
— | z-da = 0; —_— z:dA = 0 . (4.15)
br br
Aro Arn
Integralele (4.15) au valoarea zero fntrucit reprezinti

nomente statice

culate {n raport cu planul median.
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ale sectiunii plicii, respectiv nervurii, cal-
In rinal se obf4ine:

|

(4.16)

B or r 0¥ r

Nr = Bn[(l +

unde B reprezint} rigiditatea axialid a pllicii definith de re-

latia (3.34) iar §r
buit¥ pe lungimea b, (3.80). In mod analog se calculeazi:

- rigiditatea axial¥d a nervurii distri -

1 1 1
N = — deA=—§G,dA+—S¢ dA =
N b ¥ b b 4 ™
p A? 14 Avo ? A?O
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=}_JE_Q_’:‘2+&+12&_£1[332' ] Y
b

N R e M T A m P

1 2
10 1ov 1 Q%
PTUUE (=2 — =8y Lo (— — oy — — dA.  (4.17)
b | S * r ¥y - r 9r r28p2

In urma efectulirii calculelor, rezul ti

B, 1M
3|1+ —)~--2, 5) +09—ug] R (4.18)
: B r? 14 r ?1‘ J

-

unde B* reprezinti rigiditavea axiali a nervurii inelare
(curbe) distribuiti pe lungimea b v (3.81).

Eforturile sectionale de lunecare £'nt preluate numai de
placi (ipoteza 7). In acest caz din relatiile (3.29), (4.7) pe
baza componentei tensiunii tangentiale T}Y (3.27) rezulti:

1 o~
Nrf =Npr -—b—JLr‘PdA-
T a

r
2
S | A" A LY DY
2(149) b r r 9? r r 7r?f rcdy
Aro (4.19)

Tinind cont de relatiile (4.13) si (4.15) dupi efectum-
area calculelor se obtine:
1 -9 1 f()uo Zg+’()v°

N = N = ~Bj— — - —
Ty yr 2 r 9? r ar

. (4.20)

Relatiile” (4.16), (4.18) 31 (4.20) determinX eforturile
de memdbrani care nu au efect asupra fncovoierii plcii f:fnd mici
fn comparatie cu eforturile critice de flaxzbaj. Influenta lor
asupra fncovoierii plicii poate fi stabilitx prin considerarea
relatiilor neliniare ale detormatitlor specirice (3.23) 1la
determinarea tensiunilor gi eforturilor sectionale.
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Calculul eferturilor de ftncovoiere se face la fel ca

a eforturilor de membrans. Prima relajie din (4.8) devine:
L 1 -
' M = — z.U . -dA =
et [
A
r
. 1l o 1
= — z-U -dA + — z.crrh dA . (4.21)
br A b, A
ro rn

Se fnlocuiesc tensiunile normale G;(3.27) si G}n
(4.3), rezultind:

u 1l v
M = .E,.[—B-O-+Q(—°+——?-£J—l-gsz-
1) Lir r 0y b

2 2
E 1l 1 1
_.__.?_.:+D(_’.‘)_:’ +._22_:)1_gz2dA .
b

u, 1 w1 )
+B_—2 —\zdA-E_ s — | zdA.  (4.22)

Se tine cont de relatiile (4.14) gi de faptul ci :

. ) y v W3
S z2° A = —— br~ z", dA 5 ——— » (4.23)
'br br 12
Aro -h/2 !
1 I
—— § 22- dA = —4n_ » (4-24)
b b
T A r
rn

‘atunci relatia (4.22) devine:

= 2 2
Dr w o 1 Qw 1 D v
= - - — =+ —5 3. (4.
M _D[(l+ ; ),)r2 + (r7r+ = sz)} (4.25)

In relatia (4.24) i;n este momentul de inertie

axial ‘in raport cu axa { con{inuti fn plenul median,
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In relatia (4.25) D este rigiditatea cilindrici a
pliicii determinati cu relatia (3.35) iar Br - rigiditatea
la fncovoiere s unei nervuri distribuita pe lungimea b, calcu-
lati cu relatias (3.85) cind o, = 0.

(In mod analog se calculeazid M\,, In ultima relatie din
(4.8) se introduce tensiunea circumferentiald G\f (3.27) g1
tensiunea normal# din pervura inelar’ (curbi) T\(n (4.4)

obtinindu-se:

1 1 1
o b el CL TR ol B
¥ A ¥ o L
A4 yo fn
E M u 1 v 1
- — 1—2 4 2y — 22— ( z.dA -
1-) r r r ¢ b
¥ A
po
£ e 19 1 %] 1 (‘ )
- N+t 5| z- dA 4+
1- 2 Qr r Ir r29Y2 b¢ J
i“fo
e 1’.)v°l 1 Y 19w 1 Dzw)1 3 >
+ E (= 4+-=—) = \zdA = E, (—7—+ - —3)— Jz dA.,
PR r rQ\P 5% Y2 r ?r r29y>-b A
\' ph P yn
(4.2¢)
Dup# efectuarea calculeler tinfnd cont de (4.15) gi de
1 ) VAN n’
— \ 22 ar = — g 22.b . dA = —= , (4.27)
ng %, A4 12
AV“ -h/2 i
1 T
—_ S 22 aA = 2, (4.28)
b b
¢ A
yn

relatia (4.26) devine:

’)2\1 D, 1 JOw 1:)2w

M, = - Djs— + 1+ —L )(— =+ 5 —3)| (4.29)
¥ or D r 9r 3¢ J

In relatia (4.29) 3} este rigiditates la fncevolere

a2 nervurii fnelare(curbe) distribuiti pe lungimea b‘)o
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determinate cu relatia (3.86) cind ey = 0.
Momentele de risucire se determin¥ cu relatiile (4.9)

yr o

considerfnd cX tn nervuri T;Y =T,. = 0 iar tensiunea tangen-

§iald din placi este dati de relatia (3.27)

.1
=M =— | = T,an-

zdA. (4.30)

E - 192»,19&152

Dupd erectuarea calculelor tinfnd cont de relatiile
(4.23) si (4.14) rezulti:

v

RIYILCA S o
M_ =M _ =~ D(1- ——— e — 4.31
ry T r )y r? 2p ( )

Relatiile (4.25), (4.29) gi (4.31) determini etortu -
rile de Incovoiere din placa eirculari ortotropi.
Se remarci ci atft eforturile de membrani cft si efor-

turile de placXi nu mai depind de coordonata z .

4.6.2 Calculul eforturilor sectionale prin
suprapunerea erorturilor pliicii{ st ale

retelelor de bare

Un alt mod pentru determinarea eforturilor sectionale
ale plicii circulare ortotrope se obtine prin suprapunerea
eforturilor sectionale ale pllcii circulare de grosime con-
stantd gi ale retelelor de bare stabilite In capitolul 3 .

Prin suprapunerea celor doui tipuri de eforturi se

obtine: ‘
(35 o gpe, 2 g > (4.32)
N_ = B+ B — +{y{B(— 4+ ~ —) -8, — ; .
r rar r r 2% T o2
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u, - v 1 Qv = 1 ow 1 D .
Ny =3B 5t (B + Bp)(r t e ) - up(r = + r2?)02), (4.33)
1 -9 - 7\!0 Yo 1 Qu ‘
re = ( B+Br?)(5r—-;—+'r—5;;); (4.34)
1.0~ v, v, 19w o~ 1 w1 gw
Bor =08 + By ) (57 = = 4 = 25 ) Dy (5 o = 5 )5 (4,35
¢r =( B+ h)(% - + Y ) ‘Pr(rZar?gp r39¥’) ( )

- 1 9w 1 ?Zw -
Fur——-—[(D-t Dr)b—ré‘+aD(—r—a—r+;—29—;’—2) + ra—; (4.36)

O

[4-F ]

2w lgw 1 ’)zw] u, 1V,
M*=—[0D7+(D+D\o)(;3—r+:§7p_) + P(r—+;‘9—);(4.,;}

firg =-[D(l =N+ 2D | (— = - — ) (4.38)

Ty

= 0% L,

M, = -|D(1 =3) + 2.D
¥r [( * r QrQP r28)ﬁ

or (4.5
In suprapunerea relatiilor eforturilor sectionale se con-

stath o exceptie, la eforturile sectionnle de lunecare, ce pro-

vine din nepotrivirea deformatiilor la cele doui elemente. Efor

turile j

formatie in formi de ,8" a barelor (nervurilor), fn planul ele-

b -
r¥(n) si vr(n) provoaci, la reteaua de bare, o de

mentului. In cazul elementului de placi rigidizat, nervurile
sint legate rigid de suprafata elementului de plac}, astfel ci

er si Ewr sint
preluate de placi, deci se neglijeazi termenul E-r\o . Pelatiile

aceste deformidri nu sint posibile. Fortele

(4.32)+ (4.39) definesc eforturile sectionale pentru placa
circulari ortotropd cu nervuri care au axele agezate excentric
fat¥ de planul median al plicii. ’

In cazul cfnd €. = 6p = 0, nervurile au axele continute
in plenul median, iar relatiile (4.32)% (4.39) devin identice
cu relatiile (4.16), (4.18), (4.20), (4.25), (4.29), (4.31)
dack B;P = B}r = 0 (ipoteza 8),
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4.7 Ecua{ii de sinteza

Ecuatiile de sintezi vor fi stabilite considerfnd:
~* groeimea pliicii constanti;
.- sectiunea iransversall a nervurii radiale
variabilX £n lungul axei;
- sectiunea transversall a nervurii inelare
constantd tn lungul axei.

Se introduc urmitoarele mirimi adimensionalet

L A n L A . n
q} = _zg:zz.z_; (4.37) X, = _12_12_!; (1.38)
2'nR*B R-B

. E. I n E. I n
A = ~DEERE (4 39) /\Y =2 ¥ 4 40)
2.%-R-D R-D

Variatia sectiunii transversale fn lungul axei va fi
exprimatd de aria AL, ©1 momentul de inertie IYH' Pe baza
relatiilor (4.37) (4.40) eforturile sectionale Nl N? v Mo

M‘f" vor avea forma:

R 7uo 1 Qvo 1
B =3B [(l»+ T"(‘r)—;— +D(TW+TU°) i (4.41)
‘ 9u° 1 v, 1 I
N? = B [35;— + (1 + Xy )(—;— 5;— + -;— u°)J ; (4.42)
R ?zw 1 9w 1 Dzw
A B - ——— - D - = + =3 _] H 4.43)
Fr ’3' P [(1 * Iy Ar)Qr‘? * (r 2r r2 51)02) (

22 1 Pw 1 sz
M\'.'n-D[O'Q—‘-# (1 +/\¢)('—"—+—§§—‘§)] . (4.44)

Relatiile (4.20), (4.41) =21 (4.42) =ae introduc fn
ecuatiile de echilibrw static (3.36) st (3.37) rezultind ua

aistem de douX ecuatii diferentiale cu goud variabile u, i v_.

S8istemul de ecuatii diferentiale are forma:

Ll(uo'vo) = - —;E—;. (4.45) L2(u°,v°) = - ;Jf (4.46)
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unde
R Vu, 17 1-) 1 7%
Ll(u V)=(1+-——<(‘r) +(1+Rd—a(—)—ﬁ+——— j
71. I‘?l’ 2 r2‘;r/,l

©u 3-9 1 9v, 1+? 1 Q2v
(1 +ap) =2 =(— ) 3
i r? 2 o r23r 2 r;’r?Y

1 P 1-J 1
Lz(uo,vo) = (1 +qv) ? Yvo o —— 2—[-—_ 2_ (I‘-V )J +

9 e 2 9r r r °
149 1 r)z 34 \7 ) 1 ¢ :,:o
+ — - — 4+ —_— . .
2. R 9!‘9? 5 v ; 3‘(’ (4.48)

In ecuajia (3.43) se fntroduc relajille (4.31), (4.43)

(4.44) rezultind:

P
Ly(w) = _“Dz ’ (4.43)
und
(0) ( A y 2 94v 1 Q4w A 1 'D4w
L = (1 + —~ _—— 1 e — -
3\ + v/ A4 r271_29?,2"( +Ayp) r9¥’4
1 ’,}3‘. , dA) 1 P ) 1 9%
2 — 2(1 4 R—=) — —= + 2(2 —
r3 Qrgf * * dr r r3 v 22 P r4 'f *
9 dZA 192w
1 1 +Ag=- R —=%) — — . ]
+ ( +A,o) 7 = (1 +Ap- Rr dr?_) 5.2 (4.5C)

Obiectivul lucririi de fai{¥ fiind studiul plHcilor
circulare cu nervuri radisle agezate simeiric fati de planul
median este necesar ca {n sistemul de ecua{ii diferentiale
(4.45), (4.46) gi (4.49) s& se anuleze niirimile °<p si A\p
tntructt nu existi nervuri inelare(curbe) . In acest caz ,
ecuatiile diferentiale care descriu deformarea pliecilor cir -

culare cu nervuri radiale au forma:.

. p
L, (u,,v,) = - = (4.51)
P
Iz(uo.v.) = - —;\L ; (4.52)
:E3 (w) = Pz ' (4.5%)
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unde

fl(uo.vo) = (1 + «(L) 32 + (1L +R ;—) —r—g-:g +
1-9 1 %%, w, 30 1 v, 1491 72v°
TR e ew g
2v 1~
cf?_(uo.vo) —13’;',0; + Ta %[-i— 7_r (r vo)] + |
143 1 %u, 30 1 Ju
T Tk 2 f2dy (4.53)
R 4y 1 4w 1 4w
L) = +—r—A,):4—rz+ 2?%77—2+7?)9—wz+
ah. 1 1 9w 1 2%
. + R ;;— ::iEB-- :351:;3 + 4 :ngz -
. dar ].72v 1 Dw
- (1 - Rr -dr—z);-z?—?+—;0\—;, (4.56)

Analizfnd ecuatiile diferentiale (4.51), (4.52), (4.53)
care descriu deforrnarea plicilor circulare cu nervuri radiale
se constati ci studiul se descompune in probleme de Intindere
pau compresiune care se pot trata independent de problem=
fncovoierii. Astfel, in cazul cind placa ente fncircat™ cu
forte continute in planul median starea de deformatie 31 de
tensiune se obtine prin rezolvarea sistemului de ecuatii dife-
rentiale format din relatiile (4.51) si (4.52). Dac™ placa
este solicitati la fncovoiere deformareca el este descris” de
ecuatia diferentiald (4.53).

Atunci cind mirimile adimensionale o . i Ar zint
nule ecuatiile diferentiale (4.51), (4.52) "31 (4.53) devin
identice cu écuayiile diferentiale care descriu deformarea
plcii circulare izotrope ( (3.44), (3.45), (3.46)).

In functie de sarcinile care soliciti placa cu pervuri
radiale sistemul de ecuatii diferentiale al suprafetci mediane

deformate se simplific#:
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1. Daci placa este Incircati numai cu fote continute in
planul median, starea de deformatie se obtine prin integrarea
sistemului de ecuayil diferentiale format din (4.51) a1 (4.5:).
Atunci cind fortele actioneazi axiael simetric rozul tis

R d2u a 1 du u

¢
B(1+ —&) —2 +B(1L+R—5) ——_-5-2._ (. (4.57)
rO(r dr2 dr r dr r2 r

2. Daci placa este Incircati cu forte normale pe planul
medien sistemul de ecuatii diferentiale se reduce la ecuakia
diferentiald cu derivate partiole (4.53). In cazul plicii cir-
culare cu nervuri radiale fncircati cu o sarcini normal3d care
poate fi repartizati dup® o lege oarecare, axial simetrici sau
repartizati uniform, ecuatia (4.53) se reduce la forma

4 2

atw a4 1 &w a1 4%
(1+—-Ar)—4+2(1+R-——)—-—3-(1-Rr 2r)—2—?+
r dr dar r dr dr r- dr”
1 adw p,
t— — = . (4.58)
r- dr D

4.8 Energia potentiali totall a plicilor

circulare cu nervuri radiale

Fie L operatorul corespunzitor gistemului de ecuatii
diferonyiale (4.51) +(4.53) caro doncrie doformarca plicilor
circulare cu nervuri radiale. Sistemul de ecuatii diferentiale

poate fi scris sub forma:

, L-U = f. : (4.59)

Acest operator are doul proprietiti importante. Ll este
simetric (conform teoremei lui Betti) si pozitiv. In aceste con-
ditii, dups [216] , existd teorema functionalului minim. Te -
orema functionalului minim ment{ioneazid ci dach sistemul de ecua-
tii (4.59) are o solujie atunci existi ur functional pitratic

MMU)=(@u, yg)-2(,U) (i.00)

pentru care solutia sistemului de ecuayli diferentiale di func-

tionalei M o valoare minimi. In relatia (4.60) s—= notat cu
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( , ) produsul scalar., Teorema are ai o reciproci. 1n acest
ocaz functionala este eyall¥ cu enorgia potentlali totulii, Lnor-

sia potentiald toteld se determinfi cu relatiau:

n - U+ Up +n..U - 1L, (4.61)

unde U, este energia potentialli de deformotie la fntindere
sau compresiune a plicii; Um ~ oenergia de deformatie a plicii
datoriti ifncovoierii; U., - energia de deforaatie a unei ner-
vuri radiale; L, - lucrul mecanic al fortelor exterioars.
kEnergia potentiald de deformatie, pentru un element de
placi de volum dV = r+«dr.d¥dz, in beza ipotezelor din para-

graful 3.1.3 8o determinit cu reletia:

Uzjﬂ U, rdr dez;Um-bUp ’ (4.62)
unde . 1 ' _

Ug = T+ Gy € T T (4.6%)
Us , din relatia (4.62), reprezinti energia poteniiall specifi-

ci sau potential elastic.

In relatia (4.62) se introduce (3.27) 3i se integresnz”
$n raport cu variabila 2z fntre limitele -h/2 gi h/2 rezul-
tind:

1 2 17 v 2
u = j; B j{ (?32 + 2 — =) 4 2(1-N| (2 + ~ o _ =)
B2 r r r 4 Jr r ¥ r
Sm
1
_‘;“o( ?32 %—2)] ﬁ r dr.dy j (4.64)
r r r
1 J Pw 1 Pw 1 sz)z
% = -;— P JK L( 5;5 * r 9r * r2 92 *
Sm

. 2 2 2
5 L Qw S 9% 17jw 1?wJ
_ Y (—— — e [ — — ) drd @ (4.65)
+ 2(1-3) {?r n QP)) ?r‘?(r:) + r2gp 2 }r rdy

Energie potentialll de deformatie & unei nervuri, ne -

gl1jind efectul de torsiune, dupi [1] se determin cu
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relatia: 2 5 2
| 1 u, 2%
,Urn = —;— [ErnArn (;‘) + Ernlpn 5:3 dr. (4.66)
®)

Lucrul mecanic al foryelor exterioare, dupi [1) L22]
este dat de relatia:.
&
Jf(Xu +Yv _+iw)rdrdy = 2'(J((pruo+ptpvo +p,w)rdr, (4.67)
o
Intrucit componentele fortelor exterioare sint:

X=rp., T=p,. Z=p,. (4.68)

Energia potentialdl totalid devine:

n=um+up+nrum-1.e= SFdr (4.69)
)
unde
’)uo u, 1’9v 2 1-¢ v oI v, 2
F=rB(——+—-—+——-)+———rB(——+————) -

r r r ¥ 2 dr rdf r
1 v, du, 92, 10w 1%

u
-2(1-3)rB(—2 + — D54 — — + = —)
( )r(r+r3\09r+r3r24!‘9r+1'29)"¢*
1 9% 19w)2 125 92w19w 1)?»,)
2(1=)ED(— —— = — —) - 2(1- rD Ty .
+2(1-9) (r 91'950 rl gy r/)r r2 Jv?
2
E_A_n_%u E._I, n_ Pw i
r$§n rn r [o] rnyn r
JInro rl oy, InYn Ty oy -
2R (?r) 2 (?r2) TPripT 2TR, Vo = 2TP,¥
(4.70)

Pentru verificare se vor deduce condi{iile de echilibru
din energia potentialX total¥. Ecuatiile lut fuler ( (743 ,
{216 ) se obtin din minimizarea fuuctionalei (4.69). Ele au

forma:

Q ?
F - =P - =— F = 0; (4.71)
Ip
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- = 4,72
Yo dr Yo,r W Vo,¥ ( )
/) 72 92
F - %~ -z + — F — F +
Y 7r%,r 7y Y.y 7r2 Y rr 7r?)o w,r)o
’92
—5 ¥ -0 (4.773)
"7y’r. W.YY
unde ? ?
u u
Y%,r = 2 u, = ° (4.74)
’ Jr 'y 7y
A4 v
VO;r = o ro; vOp? = ? kpo b (4.75)
v 2 (.70)
= —— w @ T - 1o
wrr Pr } 'y }
[ [ i (4.77)
Y orr =?r2; w’ry=?ra}o; "Y’Y’_Q;Az . .
In ecuatitle (4.71), (4.72), (4.73)
er; u v P
F, =— = 2B(—% +— —2 %)y . 2 r (4.78)
Y auo (r * r 99’ * or Pr
oF F 2 2
,‘)1- =?— -2B(?l+r———y‘:°4 u-°+0/‘)‘:°
9r Y%,r Ir uy o Ir Jr or Jrop
A2
(. Ju
2 2+ R —£ =2); (4.79)
* B(OCr 2 dr 9r
2y 1 2%u
2— F = 9— 9 = (1-?)13(? 4° + —,,0 2 - - —=2); (4.80)
P o,y I { Ju Irde r V¥ 10

4.81)
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QF 2 2
?-F L o= 2—( ]- B(1 -V )(r ? “o 4-9 %o )j (4.82)
r r r

Ir Yo,r 7r v, ? 2 2 roy
2 ~ [9F 1w, 1%, %
o "% \)=2 — ot 5 ) (4.83)
opp dY QVO’Y r 9y r Q¢ Jdrlp
F
F, =9—w— = - 2:T.Dp,} (4.84)
Q ¢ ) ?SW 1 ow 1 sz 1 Daw 1 ij
= 2D V—s - — s -2 TS 4+ — ;
TV or 70 29 To T D0 H?DrJ,ﬂ}'
a3 » (4.85)
? 1w 1 2%
—F == 4D(1 =V )( —= —— - — ;
TV ( ¢ P r59a'n2 s (4.86)
22 2° OF 2’ e 1 D%
A > =2D[Qﬂ)m—+r + 2N — -
0" orr 0%\ 9w r 4 23742
1 % 1 A, P ad_ 22w 2
2 ~— 4+ 2R —F Z— | g .
r23r9y2 r 9r29>,2 dr2 ;r? " dr r3 * RO Jr‘*!
; (4.57)
92 , ) 1 1 4
¥ = 2D |~4(1 = 0) =——= ——— 4+ 2(1 =9 ) — ———— 4
grgy w,r\f ' [ r2 Qr")y,z + 2 V) r Qr‘)':yz
a-) — 92"]
4(1 - -3 5| .88
+ r59§02 (4.88)
92 3L 2% 1% 1% J
P = 2D |V b 4 e | 4.89
9?2 w,y\f [r?r29?2+r’9y4 * rLtrb’Y‘ ( )

‘Inlocuind relatiile(4.78)<(4.89) fn ecuatiile lui Zuler
rezulti condi{iile de echilibru (4.51) -~ (4.53) pentru plnca
circulari cu nervuri radiale.

Totodathi cu ajutorul energiei de deformatie a plicii

circulare cu nervuri radiale se pot determina coeficientii
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matricei de rigiditate, cere leagd fortele 31 momentele sec -~
tionale reduse la suprafata medieni, hnervla potentiali de de -

formatie este egalid cu

U= U + U + n-U = I[U dA =

=-—ff{[(e +gv,2+2(1-0)( x‘° E?_f,?)j

2
+ DB er- P + 2(1 -J)(- r? - X XW)]

E_A_n 2 E._1 n 2
+ IRIRD (g0) 4 IRERL X }dA (4.90)
b b Y
T r
unde 92w

4+ — — ) (4.91)

La calculul energiei de deformaiie a rervurii (4,66), in-

tegrala liniarid s-a schimbat cu integrela de suprafati oprin

_f( ..) dr = ———jf( (4.92)
(R)

Eforturile sectionale ale plx(il cu nervurl radiale

relatia

se ob{in cu relatiile:

(2] S
N M
[ r 252 r 99X
7 )
N = J — U ; (4.93) { M V= — >U_. (4.04)
17y 28y | ° Y Koy °
. ? . 2
L o) Ty
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Relatiile (4.93) gi (4.94) permit obtinerea eforturilor
sectionale ale plicii circulare cu nervuri radiale identice cu

cele determinate fn paragraful 4.6.

4.9 Concluzit

In acest capitol au fost deduse eforturile sectionale
pentru placa circulari cu nervuri radiale i sistemul de ecun-
t11 diferentiale care descrie deformarea lor,

Eforturile sectionale au fost determinate prin fnsu -
marea tensiunilor pe suprafetele elementului caracteristic de
placd si raportarea lor la unitatea de lungime, Totodatd s-au
verificat prin suprapunerea eforturilor de la placa circular
izotropi si de la reteaua de bare agezate ortogonal in direc-
tie radiald gi circumferentiald prezentate fn capitolul 3.
Comfirmarva rele iilor de culcul a eforturilor scctionale a
fost obtinuti i prin derivarea energiei de deforware a pli-
cit ¢ircu1are cu nervuri radiale In raport cu detormatitle
specifice de membrani ( Eg, E;, 33 )
Yoo Xoyp)-

Tot in acest capitol a fost dedus sistemul de ecua-

a1 deo tncevoiere ( X},

tii diferentiale pentiru placa fntiriti cu nervuri radial: s3i
inelare (curbe) . Nervurile radiale au fost considerate cu
sectiunea transversald variabili iar cele inelare (curbe)

cu sectiune constant.. S3istemul de ecu. i1 d; "erentiale =a
fost particularizat pentru placa circular? cu nervuri radizle -
al verificat cu ajutorul metodei variationale. Totodatl, se
prezinti echivalenta dintre ecuatiile d:!srentiale gi proble-
ma variational® a plicilor circulare nervurate radtal care

va sta la baza alegerii unor metode de calcul nureric. In
acest sens o solutie eproximativd a sistemului de ecuatii di-
ferentiale care descrie deformatia plicii cu nervuri radiale
se obtine pe baza minimizirii functi ..lei (4.69). Ecuatiile
diferentiale care descriu deformarea plicii cu r-~rvuri rudiale
si enelare (eurbey de sectiune constanth stnt un caz particu-
lar al ecuatiilor (4.%§), (4.986) si (4.43, 51 au fost stabilits
tn lucrarile [%0) st [13 .
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5 CONTRIBUTII LA DETERMINAREA STaRILOR D=
DEFORMATIE SI Dis TENSIUNL

5.1 Consideratii generale

Determinarea stfirilor de deformatle gi de tensiune tntr-o
placd circulari cu nervuri radiale, fnseamni a &%sl o solutie
& sistemului de ecuatii diferentiale format din (4.51), (4.52)
(4.53) .care s# satisfachi In acelagi timp conditiile de contur.

Pentru integrarca sistemului de ecustit diferentiale cft
31 a ecuatiilor diferentiale se disting metode exacte sl apro-
ximative. Integrarea ecuatiilor diferentiele consti fn:

i) gdsirea solutiel generale sau a integralei complete;

11) stabilirea unei solutii particulare care si satisfack
conditiile initiale.

Datoritd dificultit{ilor ce se fntfimpinZ la obtinerea so -
lutiei exacte se folosesc frecvent metode aproximative pentru
integrarea ecuatiilor diferentiale., Cele mai [rccverte metode
aproximative sint:

1) metodels variationale (metoda Rayleigh - Ritz, matoda
Bubnov - Galerkin etc.);

2) metodele numerice (metoda diferentelor finite, retoda
elementului finit).

Starea de tensiune se obf{ine dupi cunocagterea stirii de
deformatie cu ajutorul relatiilor (3.27) pentru portiunea de
placd cuprinsi intre nervuri gi cu relatia (4.3) in ne:vurile
radiale.

Aspecte privind calculul plicilor circulare cu nervuri
radiale solicitate axial simetric sint prezentate fn lucririle
[26] =t [41]. In lucriirile [25] g1 [37] s-au analizat pli-

cile circulare Intirite cu nervuri radiale de sectiune varizbilx,

In continuare vor fi prezentate dete:minarea solutiilor
exacte cit gi aproximative pentru ecuatiile diferentiale care

descriu deformarea plicilor ocirculare cu nervuri radiale.
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5.2 Studiul stirilor de deformatie gi de

tensiune cu metoda analitici

.

In capitolul 4 au fost stabilite ecuatiile diferentia-
le ((4.51), (4.52), (4.53)) care descriu deformarea plicilor
circulare cu nervuri radiale. In cazul cfnd mlirimile adimen-
sionale oC_ i A_ sint nule se ob{in ecuatiile diferentiale

(3.44), (3.45), (3.46) care descriu deformareaplicilor
circulare 1zotrope. Ecuatiile diferentiale (3.44) si (3.45)
sfnt independente de ecuatia (3.46) care poate fi rezolvatX
separat., In lucrarea [8l) se folosegte metoda separirii
variabilelor pentru solutionarea ecuatiilor diferentiale
(3.44) g1 (3.45). :

In lucririle [18lJ 31 [226] fncovoieregplicii
circulare izotrope se reduce la determinarea solutiei parti-
culare a ecuatiei biarmonice neomogene (3.46) gia solutiei
generale a ecuatiei diferentiale omogene corespunzitoare.
Solutia generald a ecuatiel diferentiale omogene este o
functie biarmonicX care ru eate greu de stabilit, Totugi,
nu orice functie biarmonicd care satistface ecuatia proble-
mel este o soluiie buni., Solutia generali trebuie si satia-
faci condifiile de contur. 0 astfel de functie este sreu de
gisit 9i constituie dificultatea problemei, In aceste condi-
tii o rezolvare corespunzitoare a ecuafiei (3.46) me face
cu ajutorul seriilor. Solutia generaldl a ecuatiei diferen -
§ialé omogene sub forma unei serii a fost dath de A. Clebsach
gi prezentati fn lucrarea [1¢1] . Starea de deformatie sgi
de tensiune pentru plicile circulare izotrope Incircate axial
simetric se prezinti In lucrarile [22J, [23], (b6), ({1423,
(160}, Gs1), [c26).

LDup# cum rezultd, studiul ecuatiilor diferentiale care
deacriu deformarea plidcilor circulare izotrope, In cazul ge-
neral de fncircare, este destul de dificil pe cale analiti-
ci. Cu etft mai mult dificultiitile materatice vor fi mai
mari la integrarea ecuatiilor diferentiale care descriu de-
formarea plicii circulare cu nervuri radiale care sfnt mai
complexe decit acelea ale plécilorlcirculare izotrope. De
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aceea, in continuare, se vor rezolva ecuatiile diferentiale
care descriu deformarea plicilor circulare plectnd de la cazu-
ri simple de inci#rcare care combinate convenabil pot reproduce

cazuri mai complexe de Incircare,

5.2.1 Placa circularfi cu nervuri radiale de

secfiune tranaversald conatanti

Intructt aria sectiunii transversale este constanti ¢n
lungul axei nervurii
do¢, aA

= 0 ; r"ov (5.1)
dr dr

iar ecuatiile diferentiale (4.51) + (4.53) vor avea forma:

R Gpu 1 Quo -9 1 ?2uo 1

) S T T e e
-9 1 v w1 v, .
T Ry T REaaeT T e e
R B'[i 2 (r vo>J+ LI
r 9)0 2 rfr r 2 r 9;—95&
+3‘20—i§%=-—§£: (5.3)
L 1 )4 1 )4 1 )
(1 + —:— Ar)'f;z + 2 —;5‘5;55;3 + —;7 6;7 -2 _:3j::£;§ +
1 Pw 192 19w 1 7% L
+2:,)—;—+4FQ—;3+—;35;—;-2-9—;—5=—D——. (HLe4)

Mirimile adimensionale & gt ’\r , din ecuatiile
diferentiale (5.2) - (5.4) au urmitoarea interpretare:

- mirimea o, reprezinti raportul dintre modulul de
rigiditate la tractiune al tuturor nervurilor aferente uniti-
tii de lungime gi rigiditatea la tractiune a plicii, luate pe
circumferin{a exteriouri;

- mirimea Ax' este definitx de raportul dintre wmodulul
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de rigiditate la incovoiere al tuturor nervurilor aferente

unititii de lungime a circumferintel extericare si rigiditatea

cilindricli de fncovolere a plicii.

Mirimile adimensionale c(r gt Ar me conajidoerit in -~
dicatori de rigiditate pentru pliicile circulare cu nervuri
radiale,

In cezul fncHrciirii simetrice sistemul de ecuatii dife-

rentiale (5.2)< (5.4) devine:

2
R d"u 1l du u P
14— )52+ ——2-2.. L, (5.5)
r dr r dr r B
Ry v 1% 1 1 oav p,
1+ — ) t —m o m ——— p — — ax —, (5.6)
r r dr4 r dr3 r2 dr2 rj dr D

Solutiile generale ale sistemului de ecua{ii diferentia-
le (5.2) = (5.4) nu sfnt cunoscute.

Ecuatiile diferentiale (5.5) si (5.6) sfirnt liniare 3i
neomogene, Solutia generall a fiecireil ecuatii diferentiale,
dups [107] si [178] , se obtine adunfnd la solujla general”
a ecuatiei diferentiale omogene corespunzitoare a golutiei
particulare a ecuatiei diferentiale neomogene. Lcuatiile di-~
ferentiale (5.5) si (5.6) fiind independente, ele pot fi in-
tegrate separat.

Pentru integrarea ecuafiei diferentiule (5.5) se intro-
duc notatiile: °

- (5.7) $ i (5.8)

- — 3 . - = . .

obtinindu-se
a%u_ 1 du, 1 (Ru)Z ¥

-E;V“ ) 1+y E;_ y(1 + y) Yo = 7 —_;___ I:; Fre

(5.9)
Ecuatia diferentiald omogeni are forma:
a%u_ 1 au 1
2+ —2 - ———u =0. (5.10)
ay 1 +ydy ¥(1 & y)
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In lucrarea [178) se mentioneazi ci orice ecuatie di-
férengialé liniari de ordinul dol omogen’ care admite doui =o -
lutii particulare, u,q si oo liniar independente{wronskia -
nul lor este diferit de zero), atunci soluiia gencralld a ecua-

. gied (5.10) este de forma:

u = Cypru gy + C,'u (5.11)

"ol 2 02!

unde C, g1 C, sint constante de integrare,

Este evident, prin verificare directi, ci ecuajia (5.1C)
are o solutle particulari U, =V - Se géseété a doua solutie
particulari LIS astfel ca LeY g1 L si fie liniar independen-
te. hotind, fn acest caz cu a, = 1/(1+y) coeficientul primei
derivate al lui u  din ecuatia (5.10), dupd ﬂ?a], rezul ti:

1
e” Ialdy e = JT3y dy
Upp =Yy )T W =Y 2 dy =

Yo1 y
A

. -1n(l+y) | dy 1
=y > dy=y‘f2 =y-1n(l+—)-1.

Cy ¥y (1+y) y
(v.12)

In consecintX, soluiia generall este de forma:

u, = Cry + Cz(y-ln(l + =) -1) (5.1%)

Y

Soiu;ia particulard u  a ecuatie (5.9) depinde gi
de legea de variajie a solicitirii datd de p .care va fi ata-
biliti pentru fiecare caz de Inciircare.

In concluzie, solutia generals a ecuatiei diferentiale

neomogene (5.9) este datli de relatia:

u = U+ u . (5.14)

Fiind cunoscuti deformatia plécii fncircatd cu forge
continute fn planul median, prin reluiia (5.14), se pot deter-
mina tensiunile fn placi g$i in nervuri.

Pe baza relatiilor (3.28) tensiunile fn placa se determi~
ns cu relatiile:

du u E 1 du
(—2 +3-2) = —(—2+3-9),

T 1 ar r 1 -32Ra dy v
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du u E 1 du u
G2 (V=242 = —— — (V24 -9) . (5.15)
1-) dr r 1 -y Ra_  dy y

In nervuri conform relatiilor (4.3) si (5.8) rezulti:
du° 1 duo

dar R-o(. dy

G,

rn

. (5.16)

5.2.1.1 Calculul discurilor nervurate

Un interes deosebit f1 prezin%ﬁ examinarea discuri -
lor care se rotesc cu viteza unghiulari «w ., Ele sint ftncirca-
te In planul median de citre forte care actioneazi axial afi-
metric. Intensitatea fortel de iner;ie P, este compuc din
intensitatea masei discului p rd —fco rh/u 31 a nervurii
distribuiti pe unitatea de lungime _f\uﬁrA W0 /2/Lr
In acest caz rezulti:

t 2 Ax'nnr'
P. = P + P = -;- W rh(l 4 ———— ) =

2Krh
Y h ReB1 ¢ R h 1
= —w? — r(1+ — -)e —w® (14 ——5—)
g B Eh r g B (1-9%)y

Relatia (5.17) se introduce fn ecuatia diferentiala
(5.9) a cirui solutie generall este:

1
u, =Cry+ C (y-ln(l + —) - 1) +

° y
3.3
2 R 1439
¢ Lr {4+D [_yln(l+y) - yz] - 1.5)’3}'(5.18)

g  12B
S5 se determine starea de tensiune a discului dat tn
figura 5.1 unde R = 300 nmm; r, = 40 mm; H = 40 mo; h = S mnm;
t = 8 mm; W= 20 rad/s; Np = 20 N/mm; ¥= 7800 kg/m3;g=9,81m/s
In acest caz solujia generall a ecuatiei diferentiale

(5.9), relatia (5.18) trebuie s% satisfack conditiile:

r

o
R o0 u, = 0; (5.19)

r

2

= u =
lar r, sauy,
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N =N (5.20)

‘la r =R gau YR = - R,
r i

unde N, este for{a normald radial# dati de relatia (4.16);
Np = forga care actioneazli asupra discului datoriti
actiunii ebadei.
Din conditiile de contur rezulti urmitorul sistem de

3
> (Re)

1,07-C; - 0,29:C, = 2,6 — w?n R ,
& 12 B .

ecuatiis

3 (5.21)
(Re¢.) R
1,42:¢; + 5,2-10'.3c2 - 382,66%u?n ke S Mg
. g 12-B B
Rezolvind sistemul de ecuatii (5.21) rezultk:
&, (RE) R
€, = 265,91 — W*°h - + 0,69 Moo
& 12B B
(e )7 R o (5.22)
C, = 972 —iwzh——i—+2,56 = Npe
g 12B B
T Gy ‘) T Or. (MR
i < T e [ U
il -
o
100 >
50/
o

02 04 06 08 109
a . b.

Fig.5.1
Constantele C, gi C, se introduc tn relatia (5.18).
Tensiunile date de relatiile (5.15) gi (5.16) sfnt reprezen-
tate grafic fn figura (5.1,a gi 5,1,b. Tensiunile circumferen-
tiale au o cregtere de la interior pini la p = 0,6 urmird
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o descregtere pin¥ In dre.tul conturului exterior (ﬁ’- 1).
In dreptul conturului interior (butuc) tensiunea radiall din
placi este mail mare decit %n nervuri.

"In cazul cind P, = 0 deformarea pliicilor circulare
solicitate de citre for{e conyinute fn planul pedian este des-
cris¥ de ecuatia diferentiald (5.10) a cirei molutie este dati
de relatia (5.13). Constantele de integrare se determini din
condi{iile de contur,

5.2.1.2 Incovoierea plicii circulare cu nervuri

radiale

Incovoierea plicii circulare cu nervuri radiale este
descrisi de ecuatia diferentiald (5.4). nezolvarea ecuatiei
diferentiele (5.4) este dificild. De eceea ze vor studia ci-
teva cazuri particulare de solicifare.

Incovoierea axial simetrici. In ace=t caz ecuafla di-
ferent{ialsd (5.4) devine:

R adw 1% 1 4% 1 av p(r)
A=A s - s -5 —+ = — - (5.23)
r r dr4 r dr3 r2 dr2 r’ dr D

Pentru integrarea ecuatiei diferentiale (5.23) se fac
o serle de trunsformiAri. Aatfel ecuatia (5.23) poate f1 acrins

sudb forma:

1 a d v 1 aw 4w
D— —(r—(—3+——)+RA;—5 ) =p(r)
r dar dr dr r dr dr

(5.24)

sau
a SO a1 aw

D— {(r + RA_)—3 —-——J = r-p(r). (5.25)
dr [ r dr3 dr2 r dr

Integrind ecuayia diferentialad (5.25), rezulti:

v a1 w1
A) =g 4+ ——=—=—— —=— \irop(r)dr + C . (5.26)

r dr3 dr2 r dr D

Sehinmulgestg ecuatia (5.26) cu r, obtinfndu-se:
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2

o ! v a dw 1
(r€ + rRAr)——3 4= =~ = ——‘[r-p(r)dr + C)e (5.27)
dr dr” dr D

"Se introduc notatiile:

dw r
= W (5.28) X =
dr ’ R-A

’ (5.29)

r

fn ecuatia diferential¥ (5.27) obtinindu-se:

a%w aw REAZ2 D.C

X(x4l) —= 4+ X — - W = L x (R Ar j x p dx + =——).(5.30)
R

ax? dax D

Ecuatia diferentiali (5.30) poate fi adusi la forma:

a%w 1 aw 1 KEAZ x
—5 + —_———— W= — - Tp» (5.31)
dx x + 1 &x  x(x+1) D x4+ 1
undé .
1 D.C
T, = —-—(R.%r j xp dx + — ). (5.32)
x RAr

Relatia (5.32) determinX intensitatea fortei tiietoa-
re Tr’ calculatsd in mod 1ndep§ndent,pentru fiecare caz de so-
licitare, Constanta C me determinii din conditiile de contur
pentru forta transversalda T fn dependentl de reazemul de
agezare gl tipul de fncircare transversali.

Ecuatia diferentiald (5.31) este aseminiitoare cu
(5.9). Solu{iae generald se obtine adunfnd la solutia generall
(Wo) a ecuatiei diferenfiale omogene corespunzitoare a solu -
tiei particulare (wp) a ecuatiei neomogene.

Ecua{ia diferentialil omogenk

aw 1 aw 1
—_— - W¥=0, (5.33)
x +1de x{(x+1)

are solutia generald

1
+ C W, = Ciox 4+ Cé(x-ln(l + —) «1). (5.34)

W = Clw
X

o 1
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‘ Solu;ia generalli a ecuatiel diferentiale (5.31) me poate

'

scrie sub forma:

W= clwl + C W

5t W , (5.35)
unde wp este solufia particularii a ecuatiei care depinde de
tipul fncircirii axial simetrice.

Relatie (5.35), tinind cont de relatiile (5.28) si (5.29)
se folosegte la delerminarea deplasiirii trunsversale a plicii
circulare ocu nervuri radiasle 3i la calculul stirii de tensiune,.

Starea de tensiune in placl s: determini cu relatiile
ge rezulti din al doilea termen al relatiilor (3.27), particu-
larizat pentru fneclircarea axial simetrici, cind z = T h/2,

Aceste relayii au forma:

2 2

Uo Eh (d w 01 dw) Eh ( 1 (d w Jl dw)
TS o) a2 rar o 2(1- 32 (R4 F ax® e
(5.36)
, Eh 1 dw szv) Eh 1 (1 aw Od2w)
GY - T 2(1- ) (r ar ar? 2(1-)9) (RAY)2 cax a2

Stares de tensiune In nervurl se obtine cu ajutprul ter-
menului al doilea din relatia (4.3), cind z = £ H/2, carc esnte
de forma:

2
H-E dw H- E 1 d
U =_ —=n -—Eg_-—-ﬂ- . (5.37)

rn 2 ar 2 (n)?)

In continuare calculul éste condus cu referire la fiecare
caz particulaf in parte,

1. Placa fncastratd pe contur Incircati cu e forts uniform
distribuiti p

Din conditia de echilibru a unui element de placd de razi

r rezulti >
p-iir p.r P
T e = —— = —R. A x. (5.38)
T 2.3r 2 2

Din relaiile (5.32) gi (5.38) se obtine

R-A D.C
—Lpxe=e -——( R-A ‘J x.p.-dx + —), (5.39)
2 RAr
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sau
C=0 (5.40)
"Se tnlocuiegte relagii (5.38) fn ecuatia (5.31). Se
obtine:
a%w 1 aw 1 R A2 x2
2" — T W= P . (5.41)
dx x+1dx x(x+1) 2D x+1
Solutia generald a ecuatiei (5.,41) are forma:
. 3,3
1 RAr 3 .2
W= Clx+02(x1n(1+ ;)-1) + —= p(0,5x”~x"+x1n(x+1)). (5.42)
8D
In baza relatiilor (5.28) gi (5.29) rezulti:
RA R-A 1
W= —-——.x?Cl + L C, [len(l + —) - 1n(x.+ 1) -xJ +
2 2 x
4 .4 4 3 2
R™ A b4 2x b 4 .
+ —F p [—— -— - — 4 x + (x2-1)1n(1+x2]+c3.(5.43)
16-D 4 30 2

Constantele de ‘integrars din relatia (5.43), se deter -
mini din condi{iile de contur gi din conditia ca mirimile de -
plasirii gi a eforturilor secfionale si fie finite.

St#irile de deformatie ai de tensiune se determini pen -
tru o placi circularit fntiritdl cu 8 nervuri radiale de razi
Rel25mm, H= 6mon, t = 3um, h = 3 ma, £ = 2,1-10°N/aa° ,

vV = 0,3. Placa este solicitail de o sarcini uniform diatribui-
ta p = 0,1 MPa.

jMo&ulul de rigiditate cilindricd determinat de relatia’
(3.35) are valoarea:

E-h> 2,1~105-33 5
2) = 5,1923:10°N mm. (5.44)

12(1- 39) 12(1-0,3
Parametrul Ar se determini cu relatia {(4.39):

5.3 .(1 - 0,3%) 67 - 3°

A =

. = 0,1946, (5.45)

2.R.125 33

Pentru determinurea constantelor de integrare este

necesar:
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lar=0 sau x =0 w ente finit deci C2 = 0,
"lar=R sau x = 7%; = 5,14 w(j%;) = 0, (5.46)

dw

ax = 0.

Din ultimile conditii de contur se obtine:

R3->\3
r
Ci+e p = 0;
"16-D
R4-)\4 (5.47)
Lo thcl +Cs 40 Lp=o0,

16-D
unde .

1
x ='_X;- 5 (5.48) a=x2_2x4+2 1n(1l + x); (5.49)

x2 x4 2x3 12 5
b = 3 (5.50) €= — - — = — 4+ x + (x°=1)1n(l+x)
- 4 3 2
(5.51)
Solutiile sistemului de ecuatii {5.47) vor fi:
33-A2 R\
€, =-a p=-19,77 | (5.52)
16D 16D
RENS R A
C; = (ab - ¢) p = 139,12 . (5.53)
16D 16D

Constantele (5.52) 91 (5.53) se introduc fn relatia
(5.43) rezultind: .
x4 .2x3 > 2
W= —— p|— = —— —10,385x"+x+(x"-1)1n(1+x)+139,12|. (5.54)
4 3

Starea de tensiune se obiine prin fnlocuirea relatiei
(5.54) in (5.36) i (5.37)

242
3RS NS p 2.x
T =- ' L —5[3,3x2-4,6x+2,6 In(lex)+ — = 25,7}; (5.56)
r 8 h l+x
2 2 -
3RS AS p 0, 6x
e = - L —5l1,9x2-3,2x+2,6 In(l+x)+ - 25.1]; (5.57)
¥ 8 h l+ x
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E__R 2 x
Grn e - Erall Ael [3: ~4x+2 1n(l4x) + — = 19,72.{. {5.58)
: 32.D 1+x

’
'

f Reprezenturesa grafici a deplasiirii trunsversale(5.54)
sl a tensiuniler normale, radiale (5.56) si circumferentiale
(5.57), pentru plack precum gi tensiunile din nervuri(5.53)
fn raport cu mirimile corespunziitoare din placa circulari fir3

pervuri sfnt prezentate in figura 5.2,

0 04 06 08 I

~100 Rl S
£ -100 ‘
7S ]

TNy s0 T~

T / ‘ - ”} - - T

“r B 0004l asif pp 17

J)

AN AN

02 lo4~

G 4] o
U ﬂwQ7\

| e—s P/Qﬁo C/F\.U/Ofu e B e /D/OCO crculard
cU nervuri {88 nervuri

r1g.9%.¢
GCrosimea plicilor este consideratl aceeagi. Ambele pli-
ci stnt solicitate cu o sarciny uniform distribuiti avind a -
ceeagi intensitate., Din analizarea graficelor rezultd ci ten-

siunile normale in placi sint mai mici la placa cu nervuri.
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Totodatd, la plécile cu nervuril cregte rigiditatea fn
raport cu plicile f&ri nervuri. Tensiunile cele mai mari apar

fn nervuri.

2, Placa circular® cu nervuri radiale simplu rezemat?
pe conturul exterior fncircat® cu o sarcini normali uniform -
distribuitd p = 0,1 MPa. Diametrul exterior al plicii este de
250 mm iar grosimea h = 3 mm, Ea are 8 nervuri radiale avind
sectlunea dreptunghiulari t = 3 mm, H = 6 un fiind confectio-
nati din otel.

Starea de doformatie este datdi de relatie (5.43) care
trebuie si Indeplineasch urmXtoarele conditii:
~ pentru a exista mirimi fi:.te Ir -=ntrul pliicii ecte

necesar ca 02 = 03

-lar=R sau x =1/ Ar w = 0; (5.55)
-lar=Rsau x=1/A Moo= 0. (5.59)
In relatia (5.59), M. este axprimet de (4.25).
Din conditiile de contur rezulti urmitorul eistem:
bR- A ol )\i
“ANC, +C, + ¢ p = 0;
riio 3 16D
R3. 73 (5.6C)
1 r
(Q+3+ =) ¢, + pm=ao0
x* 1 7360

unde x = 1/ Ar' b 31 ¢ se determini cu relatiile (5.50)
si (5051) iar

2.
n = (3+.)+ E)XZ-(4+2° + %)x +2(1+ 9 + %)ln(1+x)+ I:; .(5.61)

Rezolvarea sistemului de ecuatii (5.60) daxu:

1 RN RIA
¢, =~ — pmR = - 53,79 p; (5.62)
1+ 3+Ar 16D 16D
o RL AL R4 A4
€3 = (————— bu-c) P = 586,58 p. (5.63)
1+3+/\r 16D 16D

Constantele determinate mai asus se introduc fn expresia
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4 deplasirii transversale (5.43) care va avea forma:

RUpE Txt 2d .
v = p|— = — = 27,395x“+x+(x“~1)1n(1+x)+588,53/.(5.64)

16D 4 3

02 04 06 08 ] g2 04 06 08 7

: Al 20t ¥
7 — 01 h
&7 17

2 - gol T *

00 04 06 08 1

20 20— — —J—-f—;!f)
W0 |- Lo
60 &v | -
80— 80| ——t— 1t i
100 100 — vyl
790 20—
‘740 MO 7
Heo T O g VR B
'\/80 7@//1' - ' —e |
1200—= a0y]_- N
!‘2?0 2/)0'— 1 4
I 3
9 . ‘ U !‘MPCI‘
——— ploco arculord —o— ploco creulord
cu nervuri foré nervuri
Fig.5.3
Expresiile tensiunilor fn placi, dupZ (5.36), vor fi:
3R A p 2.x
G =z - —_——- — 3,3x —4 6x+2,6 In(l+x)+~— - 69,927}; (5. 65)
r i 8 h 1+x
2
3R2. A 0, 6x
G = -

-69,927). (5.66)

2[1 9x -3 2x+2,6 1n(l+x)+
8 h

1+ x
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Tensiunea normald fn nervuri se determini cu relatia:
B R-NH 1 2.x
m=- " —p [3x ~4x42 1n(l+4x) + — - 53.73]. (5.67)
32 D l+x
In fig.5.3 aint reprezentate grafic relatiile (5.64),
(5.65), (5.66) si (5.67). Graficele deplasirii transversale
$1 a tensiunilor sfnt comparate cu cele ale plicii firi ner-
vuri. 3e constatd ci fn placa cu nervuri tensiunile stnt mai
mici decit cele din placa firi nervuri. Totodats, deplasirile
transversale ale plicii cu nervuri sintt mai mici dectt la

placa fEri nervuri,

3. Placa circulari cu nervuri fnclircatX cu o forild con-
centrati, fncastrati pe contur.

Dacid placa este fncircat® cu o fortii concentrati aplicna
ti centric, din conditia de echilibru a unvi element de placii

de razi r, rezulti:

P
T = — . (5.68)
r 2ATrT

Din egalarea relatiilor (5.32) si (5.68) rezulti:
P
C= — . (5.69)
214D

Conditia (5.69) gi relatia (5.32) permit scrierea ecua-
tiei (5.31) sub forma:

a2 1 oaw 1 ReAL 1
St T = ——— e ——7P . (5.7¢)
dx x + 1 dx x(x+1) 2AD x +1
Solutia generald a ecuatiei diferentiale (5.70) este:
1 R'\r
W=2Cx+ Cy(x1In(l+=-)-1)+—Px In(x+l). (5.71)
1 2 x 4RD

In baza relatiilor (5.28) gi (5.29) se obtine:

RA RA 1
¥ = —t x2C1 + —L ¢, [len(l + ;r) - 1n(l + x) - x] +
2 2
34,3 2
R A x
+ Lp [(x2 - 1) In{(1 + x) -~ — + x} + C3 . (5.72)
. 83D 2
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;. Condit{iile de contur sint:
' ’ dw
pentru r = 0 si r =R = 0;
. ar
(5.73)
pentru r = R v = 0,
g2 04 06. .08 1 T
£
02 ]
’ P ey
o / l
006 1oy
l i
0,08
- wv/Enﬂﬂ -
/.'3
2 A
C /  — “‘ 7
-5 A ol v
A 04/ lgs lag |1 R
4 5
e/
il
N6
wal
{
126 \r i~
{q, o o 9]
——o— ploco circulora —_—— p/g/r_jo circuloré
! cu nervuri f&r& nervuri
Fig.5.4

hondigiile (5.73) dauun sistem liniar de trei ecuatii

cu trei necunoscute
C2=0;
R-A

1 41D

R Ar-b-c1 + c3

C, +d—LP=03

+ f

RZ-A

2
r

STD

(5.74)

P =0,
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unde x =1/ Xr , b este dat de relatia (5,50) iar
' 2
5 : P
f=(x-1)1n0(1 + x) - — +x (5.75)
2

Solutiile sistemului de ecuatii (5.74) sint:

RAr R-
€ =-d— P=-1,8 —P; (5.76)
AKD 4 RD
k%2 PN
Cy = (204 - f) —k P =9,757T — P . (5.77)
8D 8D

Dimensiunile plicii sint cele specificate fn cazul 1 iar
fnclircarea P = 100 N.
Expresiile pentru deplasarea transversali, tensiunile

normale radiale gi circumferentiale vor fi:

RDA? 2 2
we—P [(x - 1)1n(l4x) - 2.31x° + x 4+ 9,757|; (5.73)
8AD
3P b'd
G; = - [1,3-1n(1+x) + - 2,353 ] 5 (5.79°
2ah 1l 4+ x -
3p c,3x
G} = - ”:-5‘[1,3-1n(l+x) + - 2,355] ; (5.:0)
2ih 1l + x
Tensiunea norrcali fn nervuri. va fi:
E -H x
G}n =--2—p [1n(1+x) + - 1,81] . {5.81)
8-%-D 1+ x )

In fisura 5.4 sint reprezentate grafic relatiile (5.7>
(5.79), (5,80) st (5.01) In comparatie cu relatiile corespunzito
re ale plicii circulare firi nervuri. In centrul pl&cii rezulta-
tele numerice nu concordi cu realitateaz Intruclt este un purct
singular. In acest caz trebuie avut in vedere ci fortele concen-
. trate sint aplicate pe o suprafat® iar tersiunile nermale mavize

din centrul plicii au valori finite.

4. Placa rezematl pe contur, fnecsircati cu o forgd

concentrati centrali.
Pentru determinarea constantelor de integrare din
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tia (5.72) este necesar ca:
dw
la r =0 sau x = 9 ar = 03

(5.82)
lar =R saux = l/Ar w=0 sih =0.

Tinind cont de relatiile (5,71), (5.72) s$i (4.25) se obki-

RAbC fng')\i
R + Cp 4 f—= P = 0
r 1 3 8 [ D
CZ = 0 3} } (5.0%)

(L +3+A)cC, + Pm=20

re 4RD ’
x =1/ Xr,, b eate dat de relatia (5.50), f de (5.75) iar

1 X
m= (1 + v o+ —;—) In{l+4x) + . (5.84)
1l +x

Pentru aplicatia numericid, dimensiunile plicii sint acelea-

g1 ca In cazul 1l iar forta de incircare P = 100 N. In aceste

conditii solutiile sistemului de ecuatii sint:

Cz = 0;
1 R Ar R.Ar
CQ=-—T—T7T ——= Pma=13T —FP; (5.85)
1+ 9 4+ < 401D 4KD
2b R2. A2 R2A2
C3 = ( _——T - m) P=13,9 P, (5.86)
1+ 9+ P 8 A/AD 87D

Expresiile pentru deplasarea trunsversalid si tensiunile

din placa circularX cu nervuri radiale sint:
2 N2
v = B8, [(xz - 1) In(l4x) - 2,958x2+x+26,896J 3 (5.87)
8-7t.D
3P x
G} --— [1,3-1n(1 + x) + - 3,1954 J H (5.4:3)
2Th 1l + x
3p 0,3x
C? = - [1,3-1n(1 + X) 4+ - 3.19541 H (5.89)
2Fh 1+x
Ern H x
= - P [1n(l + x) + - 2,458 ] . (5.20)
rn 8-IR-D 1 +x
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Diagramele de déplaséri transversale gi tensiuni normale
pentru placa circulara cu nervuri radiale f{n raport{ cu placa cir-
culars f3rid nervuri stnt date fn figura 5.5. Pentru a Inl¥tura
singularitatea din centrul plicii se impune neceasitatea repar-
tizirii fortei pe o suprafal centrald. In calculele de rezis—
tents se recomandi si se considere tensiunea normald maxim2

din nervuri care are valoarea mal mare decit cea din placii.

02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

§ 15
ff— 3,0

45
0, 7 | /D 5[ 0

¢ ’ 75 -
— P S - S

R 'U' R
g2 e/
139
i S SR R S

YW )

kfp (M

02 04 06 08

15

02 04 s 68 |1 F‘Lp: ; B4 I S / —
] (S R 75 B i
10 }_/ ’ / i
‘ 7 90 !

G A

)/ 155 A !
20— i A T
nE /S T T T
30,_ | oo /55—
U I R _
G, M7 ]
P
\G, e
—o— ploca circulors —_——  plac™ crculin.
cu nervuri farg nervuri

- Fig.5.5

5 Placa circulari simplu rezemats pe contur Incircatd

pe margine cu momente uniform distribuite
Plecfnd de la relatiile(5.43) si (5. 72) rezulti:
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R)r > RA, 5 1
w e —IC x4 —XC_|x“1n(1+ =) - 1n(1+x) - x|+ C.. (5.91)
2 1 2 2 x 3

Relatia (5.91) s-a obtinut considerind p = 0 In (5.43)
sau P = 0 fn (5.72). Totodati relatia (5.91) care descrie defor-
marea plicii circulare cu nervuri rezemati pe contur fncircati
cu un moment uniform distribuit pe marzire (f13.5.6) reprezintx
solutia ecuayiei diferentiale (5.31) tinfnd cont de relatiilc
(5.28) si (5.29) cfnd T_ = 0.

Condi4iile pentru da -

h% | A@ terminarea constnnte -
L — . - | n -
5 new + lor s=int:
dw

i :
” Zy? “ pentru r = 0 = C;
dr
o ] <) o pentru r = R I = N
5%258ﬁ¢£%7 pentru r = R w =0,
974MP 1@)% Din prima co:rditie
a~rn
i o rezultid imediat o< - C.
| ‘ Mn a doua conditie avin?
fr. vedere relatia (4.25)
*VV se obtine:
Fig.b%.6
1 R-
C, = - A K . (5.92)
1 o
1+ 9 +A D

Din conditia a treia rezulti:

M°R2
g = . (5.27)
2 D(1 4+ +A)
Deplasarea transversali este exprimatX de relatia:
. 2
K R
2.2
v = 2 (1 - Ax9). (5.04)

2 D(1 +V + Ar)

In figura 5.6 sint aritate diagramele reprezentative ale
tensiunilor normale si1 a deplasirii trnsvercale.
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Tensiunile normale sint exprimate de relatiile:

¢ ; 6{1 + V) I 505

LT (1 + 9+ Ar) a2’ 702
1 BeH

— H_. (5.95)

! rn 1+ ) + Ar 2.0 o

Placa circulari cu nervuri readiale se considerX solici-
tati de momentul uniform distribuit M = 170 Nmm/mm.iur Gimvr;
siunile acelea:i ca la exeuplele antericare. In urza etfectu.rii
calculelor se obtine C; = Gb = 69,58 Mle, tensiunea din nervu-
ri (,‘m = 97,4 NPa gi sigeata de 1,2 mm. In cazul plicii fir®
nervuri avind aceeagi grosime gi contur, dupd ﬁ4fﬁ , Trenuls

Gr =:QP= 80 MPa iar sigeata maximi de 1,4 mm,

5.2.1,3 Plici inelare

6. I'laca inelari rezematll pe conturul exterior cu o for-

t3% uniform distribuiti (fig.5.7).
Din conditia de echilibru o

L;u 1/{& l; u?ef por‘niuni de p?ac?‘: cunris..
sii fntre r =r_ =i r,<r < 2

(]

ﬁé . s LAQ //>7 rezul ti: )
R R . P PTe
[ r 2 2r
‘ 2
S = (x = —2=). (5.97)
CN - 2
w [
Din egalarea relatiilor
g (5.%2) 31 (5.97) se obkire:
rig.5.7
pR-A xg 1 D-C
(x - —2) = ——(R-Arj x.p.dx 4+ ——), (5.99)
2 x X RA
r
sau
c=0. (5.29)
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Tinind cont de relatiile (5.97) si (5.99), ecua4ia di-
ferentiald (5.31) are forma:

a%w 1 aw 1 RO A2 x? xg
— - W= P - . (5.100)
dx x +1 x 41

x+ 1 dx x(x+ 1) 2D

Solujia ecuatiei diferentiale (5.100) are forma:

1 RO.A2
W= Clx'+ C2 [x In(l + =) = 1{ +
x 8D
(5.1¢7)
Relatiile (5.28) si (5.29) permit scrierea rela'ictl

(5.1¢1) sub forma:

R RA 1
w = —=X x2C + L C, [x2 In(l + =) - 1n(1 - x) - xJ +

2 Lo x i
+ pl— - — + (1-2x )ﬁ— — + x + (x°=1) 1n(1+x)J§ + Uz
16 b |4 3 2 ’

(510
Pentru determinarea constantelor de integrare Cl’ Chy “nm
'existﬁjcbndigiile:

r
lar e ry sau X=x = —=o- ’ Hr = 0; {(5.1¢7)
1 R
1
lar=R sau X = X, = . “_ = 0; (5.104)
R Ar r
w=20. (5.1¢5)

txpresia momentului de fncovoiere M. va fi:

4

< 2 2
pl—-x +(1—2x°)xln(l+xﬁ+
5 4

D 1 1 1 N .
M= === 1 (1 +9+-)C + Bl + 9+ = )n(l + =) - — = Z:C +
r er X X x <41 N
33 2
R-/\ 3 x 2 1 -
i ) p[(3+0+ =) - (24 ¥ )x 4-(1_2x§)((1+0+ -<,‘v7n(1+y)+’i\"n
8D % 2' x X "y

(5.105)
Primele doui conditii, (5.103) =i (5.104), permite obiinea

rea sistemului de ecuatii:

z
b R‘Ag
a'C, + b, == —p-c,
01 0o 2 8D 0
. Ly (5.107)
ayC, + ‘Ch = = = p-c,.
171 172 8D 1
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unde
1 1.
ag =1+ 9+ —; (5.108) ap =1+ 9+ =, (5.109)
’ Xo Xp
t
1 1 1 N
b = (L +9+ —) 1n(l + =) - —— - ; (5.110)
o x X
[} [ x + 1 x
o
' 1 1 1 3
b= (1 49+ =) In(l + —) = —— - — (5.111)
*Rr - *R x4+ 1 x
R R
= — - — - - — { Y\ A
c, = (34+ 9+ xo)zr (2+ V + xo)xo+(1 2x°)((1+?+ xo)ln\1+,”+;

2 (5.117°)

D 0 XR . o 2 ) 7 J 4 \ \
c, = (34 J 4+ ;;):r (24 9+ ;;)xﬂa(l—LxR)((1+ + ;;,!u(ln~“/f

(%.119)

Solutiile sistemului de ecua%ii (5.107) cint:

343
b ey - byc. KA
C1 S 1 ) ) r P (5.114)
aob1 - albo 8D
343
a,c_ - & ¢, RO-A
c, = lo ol Lp. (5.115)
aob1 - albo 8D

Din conditia (5.1C5) =ne obgire:

a4
R\ b e, - bjc a,c_ - a_cC
Cy = = . i’[ > . ofl(xn) + _1_0____941«2(,(;{) * f("n)];
10D uobl - nlbo “Obl - “lbo
(5.116)
unde
- 2 2 1
fl(x) = x%; (5.117) f2(x) = x“1n(l+ < )-1n{l+x)-x ;
(5.11z)
. x4 2x3 > x2 "
f(x) = — - — + (1-2x ) - — +x4(x"=L)in{x + 1)} . 5,11 )
4 3 2

In aceste conditii, relaiia (5.1¢2), devine:
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Tobelu! nr 5 071
Nel Schermno e incarca Expresm suproféfer mediane deformale

crflre o pldcii inelore | N functie ce X =r/SAr
-0 ; _
M. M - "40 (IQ‘AF) : \

/
=7+1)+—— ;0 Oy =1+ V+x—R

I Tl B P e A B
b, = (;+V+—)zn(+-) 4

/+1E \r?) ‘

foc)= oc?5 £ (x)= xZn(7+x) [nfoc+i=o;

NY
N
NI
1~
f
—-—%}M.L
N

o {
= S SR S
(0] Rj\%/‘ ) _ ‘)lf‘
70 |
(70[ /M . W= _W_C__E /{;(xR f,‘(:r,,+02 (x"‘y
2 Yz e o 7 2(0pbp- 0250) .
. CANRZ

__;w q2=xR}bQ= \Rln//va_/E)_—/ b}

_ P _ Px
=t s 5"

| 23 b
| e K2 p Lot -ty ()

' Co= 0o

3 ] Zlgq“goyl(f (x/‘—@(x@)ﬂg(r)—é(a%
BE& =,
J (/+w—)zn(/+ A +_~xo )
’*V-’- Z 7+ x Xr
{ ( j n( R /*IR' )
{ ; %(x? ={x-4)lﬂ(x+/)-—§-x2_; -
| T = P’— Pro
' - P 3
: 1 .1y r ﬁr b C
' . : : WV%Dﬁr A b22 0p b (’r{l“) f(TR
' 2l | o0 -aac R
A TPl |- (s foapoiie 6]
L— Cp = Xp Ln(ﬂaR) .

BUPT



- 90U -

727[7@/( /o 5“4'..(\‘

f'/ (37‘1)7‘3 )———(2+\)+-~_)xﬁ +

+(1-2xf) [(H V+5’;,/—?)Zn(7+ L )+

0/2-2—/9003— P+ (1-27 )z I (14 2%

-

s

]

)

TSchermna de incor-| Expresia suprafeter medione odelorma o
(/‘VQ care gvp/c'xs/ine/cg)rm n é‘jumof/o o’/cc)‘ X =/“/¢? Ar _
p L T r_ Pl ,”.\,& o — Lo
Il 2 " er =)
LLLL o T % & ) 4
I =Pﬁ/ b C C bQ
T W D P[oobj—d, (f(x) (xR))+
1
5 2R 4+ %Co= aocg (f (a0}~ 1o (@) + Fac)- 1) -
0y by - |
C21=§7x,3— x,g +(7—2x2):rk,ln(/+ )
o3 ;
o i W B P["J—fﬁ S (- hilm))
~ J/ ‘ j
O0Cy - Q) Ch P
Vg * C‘/‘jbztﬁdl b2, (ﬁ’ (o) - T2 (=0 ))+f3(x)-/;¢-n-_‘ :
6 I-E.J / / / :
R UQ=“I\O ',62=x0Z/7(7+.,2¢5)-75 ’
Cglsct‘o ln(1+x,) -
=0
(//tl Z w o= ————MR‘A/ 7 l[: (CC) f’xO/
{7 or, 2D(0p by - 65)
Foo| | e (bl A (=)
4 op ~ay b}
| R A, 602 -1 b, y)
;l /;”{ 6D [O,/n‘,ﬁ oLk (/,;(Ct) {’r(, Jr
!“ £le CYQO// 0/0/2 (p( )ﬂr (To))+f/r Vreats
r b g
'8 i
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RV AL [ bocy = ey
v = P (fl(x) - fl(xR))"

16D aobl - albl

alc - aocl

¢ =22 (£,(x) - f,(xR)) + £(x) - fxp)|. (5.120)

a b, - a,b
o1l 170

In figura 5.7 este prezentatl diagrama deplas3rii trans -
versale w péntru placa inelarfi cu 8 nervuri avind R = 125 mm,
ry = 25 mm, h = 3ne, H =9 mn, t = 3 mm. Incircarea plicii este
cu o tortld uniform distribuiti de intensitate p = C,1 kPa.

In tabelul 5.1 sint prezentate formulele de calcul ale

formei derormate ale supratetei mediane pentru cfteva tipuri de

plici inelare. Pentru simplificarea relatiilor s-au introdus ores

curtiirl unice ale ciror expresii sint specitficate. Pe baza rela-
tiilor din tabelul %.1 se delermini starea J¢ tensiune pontru
riecare tip de plackd cu relatiile (5.30) =1 (5.37).

5.2.2 Placa circularid cu nervuri radiale de

sectiune variabila

Calculele vor fi efectuate pentru placa circulari cu ner -
vuri de sectiune dreptunghiular#i avind:
- fniltime constantid gi litime var? “il¥;

- Inil4ime variabild gi ~ ime constanti.
5.2.2.1 Placa cu nervur ~time variabilld

In figura 5.8 sint prezentate doull variunte privind varia-
tia liniarid a 1X4{imii nervurii.
Legile de variatie ale 1liitimii sfnt date de relatiile:

r t )
t. = t{?- —(T - 1;]; (5.121) t =71 — = ra, (s.122)
R R
unde
T t
C=— (5.123) ol = — . (5.122)
t R

Deoarece, aria sectiunii transversale
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r r
Ay = Amo[‘t- —R—('C- 1)]; (5.125) Arn = Ao = (5.126)
«ctiv momentul de inertle axial
fe- Sow- ) ’
I?n = IYno T- ::(77- 1) (5.127) LY“ = I?no-;—. (5.128) |

mirimile adimensionale (4.37) =21 (4.39) au forma:
- pentru cazul din figura 5.8,a

o« = [t- H(T-1] 5 (5.129) A, = A,O[t- -E—(r-l}(s.nm

r ro

- pentru cazul din figura 5.8,b

r r

oy =Yg — (5.131) A=A — . (5%

Fig.5.8
In relatiile (5.125) =~ (5.128), A, =~ reprezinti aria
sectiunii transversald a nervurii in dreptul circumferintei
exterioare a plicli iar Ivno - momentul de inertie axial din

?
dreptul circumferintei exterioare a plicii fn raport cu axa

continuti fn plan median.
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Mirimile adimensionale C¥;o gi Aro sint stabilite in

dreptul conturului exterior al plicii.

Sistemul de ecuafii diferenjiale care descrie deformaren

pliicilor circulare cu nervuri radiale prezentat In figura 5.8,a

se obtine prin fnlocuiroen wiirimile adimennionale o(‘r a1 A
fn ecuatiile’ (4.51), (4.52), (4.53) rezultind:

r

jed

’ 2
R]79u 1 Qu 1-9 1 Fu
1 - T -1 o — & ‘)___O — — P’O_
{ ol 1) r°rJ9r2+ R T Ry

-2 = = e (5.133)
S22 r29\0+ > r9rdy B ‘ ’

ecuatia diferentiali {4.52) rimine neschimbati gi

4, 4, 4 3,
{ @, }’} 1 7 1 )% 1 7

—— S————————— _-—--2"? -
) 7t jf)r?gy !'49Y’4 . gr:)yg +
3 2 2
1 37w 1 )w L " 19w »,
- T-1)) — 3 2 —m s - S 5t T8 (5.17%4)
A!. ( ) r?r * r‘qg‘f‘2 r“?r2+r§)r’D g

Relatiile (5.131) gi (5.132) se introduc In ecuatiile
(4.51), (4.52), (4.53) rezultind sictemul de ecuatii diferern -
fiale care descrie deformarea plicilor prezentate in fi,ura
5.8,b avind forma:

u 1-3 1 u -9 1 v
(1*0(\)(? +—;-r—+2‘;§,‘)—;2—°—;%—-2—:9—j+
2

B
(1+A )')4w+ —1——?1— i?j—w—?—l——?i'— +(1+ A )l "4

27r4¢ r4?\fL r37ﬂr °rdr

19“ 1 9% 19w »p,

AT T (5136

gi ecuatia (4.52).
La integrarea sistemelor de ecuatili diferentiale, pre -

zentate mail gus, se fntimpinii numeroases dificultihti matemntice,
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De aceea se vor determina solutiile acestor sisteme cind

plécile sint solicitate axial simetric. Integrarea ecuatiilor

diferentiale care redau deformarea simetrici a plicilor prezen-

“tate in figura 5.8,a nu se reduce la cuadraturi, In cousecirna,
e vor 6b§ine solutii aproximative sub form¥ de serii. Aceantd
metodd va fi prezentatﬂ in para'raful urmlitor.

Deformatia placii pre&entaté tn figure 5. 8,b solicitati

axial simetric este descrisi de ecuatiile diferentiale:

‘ &2uo 1 duo 1

(1 *—dﬁv)dre + (2+ d;o):r ;;— - ;5 u = (5.137)
atw 1 a% 1¢% 1 av p

(1+Ar°)dr4 * 2(1+Ar°)?r dr3 B ;E dr2 * ;3 ;; ) B_

(5.13)
cuatiile diferengiale (5.137) gi (5.178) sint un caz
particulur al ecuagiilor (5.135) si (5.1%30) futrucit forta =i

shgeata nu depind de unghiul polar. ucuziiile (5.137) 3i {(5.172)

pot ti rezolvate independent. In cazul cind » conrt. ecuntin

diferential’ (5.136) dupi o serie de transformirl zre forna:

A > djw' N dzw , aw pr3 Clr .
(1+ )r¢ — + (14N _)r — =~ — = — + — . (5.139)
ro gp? o’ 9r2 ar 20 D

Tintnd cont de relatia (5.28) ecuatia diferentiali va

avea forma:

, 4w aw 1 p r’ ¢ r
eI S * . (5.140)
dr dr 144 2(1+)rO)D (l+>}o)D

Pentru a gisi forma solutiilor pentru ecuatiile (5.177)
31 (5.,140) care sint de tip kuler se face schimburea de varia-
bilx independenti
x = 1n r; r=2e6 ; — =e =r. (5.141}
‘ . dx
Introducind relatiile (5.141) fn ecuatiile difererntyiale
(5.137) si (5.140), rezulti
d2u 1
o
- u

ax? 1+ ©°
ro

0; (5.142)
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asw 1 P C

— - W= % 4 1 e*, (5.147)
dx 1+Ar° 2(1+Aro)D_ (1+Aro)D

ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti care au
solutii particulare de forma erx’ xerx, unde r este o ridfcin®
a ecuatiei caracteristice.

Solutia ecuatiei diferentlale va fi:

u, = Ale_px + Ay " Lx (5.144)
unde
; P = “"E'— . (5.14%)
; 1+,

Trectnd la variabila fndependenti r , relatia (5.144)

I} .
va avea forma:

u = Al-r-P + A2~r+P , (5.149)

unde A, i A, sint constante ce se determinii din conditiile
de contur,

Feuatia diferentinlii LininrX neomoyenn (5.147%) ecu conmii-
cienti constanti, duph[l78], are solutla genereslic ejulic cu
suma solutiei particulare gi.a solutiei generale a ecuaiiel

diferentiale omozene. Solujla va fi de forume:

p ¢ )
W= Cyee '),x + C3.e_7’x + —_— % T£—-e)‘,(5.147)
2(9Ar°+8)n o D

unde
7 \ (5.143)
1+ A

.Relatia (5.147) , dupi trecerea 1a variabila independent

r , are forma:
4
C c c p-T
1 2 ‘2 r1+q + 3 rl—q R o
- Q
2A,.,0 1+ 9 -9 8(9A,,+8)D

+ C,,

‘1

(5.142)
unde Cy, 02, C3 si C4 sint constanée de integrare,
In continuare se vor studia citeva exemple de plici avin?

diametrul exterior de 400 mm tntirite cu 10 nervuri cu seckiunen
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variabill avind ¢ = 10 am gi H = 15 mm.

1. Placa circulari cu nervuri ruadiale solicitat: pe
| contur de fora Np = 200 K/um (fig.5.9)

60 -60 ; J ,
40—~ = N 40 _—
-op N%;:7' -~ c S : '
_ = -2 i
0 . i |
02| 04| o6 08 7| ¢ 0 .
20 o
1 G- MPa] .
‘ U,
-30 0
=20 - -0,04
-0 . 0 —
g L02l g4 05 08 7 -001
I -009 - -
0 0,02
17 [MPa]

rigz.5.9
Deformatia plicii este descrish de relaiin (5.146). Cone

.gstantole de integrare se determini din conditiile:

‘lar=0 W este o mirime finiti, u = 0, (5.15¢)
lar =R Nr = - NH' (5.151)
_Din prima conditie rezulti A1\= 0 iar din a doua pe bawa
relatiei 4.16) rezultis
v gP

R
27" [(5(1 + o) +0]B

Expresiile pentru deplasarea radiazli 31 tensiunile noraan-

A (5.152)

le de membrani sint exprimate prin relatiile:

NR R @

o ™" “»(1 ) +U]Bg i

u
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ﬁ + 0 N

P(l +o ) +V h

0 + 1 I
V=" £ R gﬁ'l. (5.155)
b(L+ oG )+ V h

Tensiunea normald fn nervuri este exprimati de relatia:

G =-

r

R gﬁ'l ; (5.154)

R A i o of 1. (5.156)
B(1 + o) + ! n
In figura.5.9 sfnt reprezentate grafic relatiile (5.153)
(5.154), (5.155) gi (5.156). Tensiunile normsle din placii au
valori apropiate. Diferentele dintre valorile maxime¢ =i mirine

ale tensiunilor normule nfnt nesemnificative,

2. Pluca circulari fncastrat’t pe contur solicitati nor~al
de o ftortad uniform distribuiti p = 0,1 rle,
Deplasarea transversall a plicii este +ati de relztta:

4
p.-r

2 r1+7 + —— C4. (5.157)

1+7 8(9Aro+8)D

c

fntrucft pentru aavea mirimi tinite pe tot domeniul pl’cii este

necesnrT ca Cl = C2 =0 f?37] . Conntantele de inte.'rure ¢

2
si C4 se determinii din conditiile de leglituri:
dw
la r =R, =0 =ai w=20. (5.153)
dr

‘Solutia sistemului de ecuatii ce rezultX din condiiile
de contur (5.158) va fi:
p 01 p &* 3 -9

g m———, C,= . (5.159)
8(94,,+8)D 8(92,,18)D 1 +9

c

Constantele (5.,159) se introduc fn relatia (5.157) reczul-
tind deplasarea transversali a plidcii., iceastXd relatie este fo-
lositi pentru determinarea stlirii de tersiure cu relatiile
(5.36) gi (5.37).

Starea de tensiune este dati de urmXtoarele relatii:
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p R
=-——')———-— BH [—7 g?’l + 3-82:‘ ; (5.150)

,?”‘ 4(9A,, + 8)D

i
i

s

02 g4 g5 08 10 0 a0 04 06 CA 10

£ D

02 ]
a4 b gt

lu; [Fra)

ia) [mm]

—o— placd circularg ey
X e Ocejll:lv éjél/ffe Sec'//Une L ® ] P/OCO C‘J.f“C(J/Of C_)
placs circulons cu fOrd nervur

nEFVU/‘/ e sec/
Cconsfonia une

~
~
~

o

rig. 5.10
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R .Sl Sy PI BY J e
r - (9')‘1.0 + 8)'1’!2 (?4" )g1 + (3 +D)g 5 ().16~)
3-p-R2

Gy = - -(1439) 11 & @+3) 21. (5.1;32)
f (9-A., + 8)-h° [ P S J

In figura 5.10 aint reprezentate grafic relatiile

(5.160), (5.161) s3i (5.162) precum si deplasarea transversalX

pR4

= —apl*t a(1eg) glas- } 5.167)
" 3(9A., +8)(177)D [ g * +7§1 1 (5.16

f Placa are 10 nervuri gi urmitoarele dimensiuni: R=2CC

pm, K = 5 om, {4 = 15 mum, t = 10 mm. Pentru compararea rezultna-

telor s-a considerat o plach circulari de sectiune conatontii cu

R = 200 wn gi grovimea h = 5 wmm 3i placa cu nervuri de zeciiune

constanti. S-o urmirit ca cele doui tipuri de pliici circulare

cu nervuri radiale si aibX aceeagl wirime adimensicnal? Arj-

Din reprezentarea grafici rezul ti:

1) deplasarea transversali le placa circulirfi cu rervu-

ri de sectiune variabild este mal mare decft a plicii cu nervu-

ri de sectiune constanti dar i mai mici dectt aceea a pliicii

izotrope;

1i) tensiunile fn nervuri stnt mai mult mai mari datorit®

micgorfirii mecfiunii transversale in partea centrali.

3. Placa circulari cu nervuri radiale simplu rezewath
pe contur tnetirent’ cu o sarcinii uniform diatribuith.
Deplasarea transversalh a plicii se deterwinh cu «x -

presia (5.157). Pentru determinarea constantelor de integrare

ge introduc condigiile (5.98) 81 (5.59). Sistemul de douu ccun=

tii obtinut din cele dous condifii de contur permite deterni-
rarea constantelor
3-1
p (3(1 + A) +V) R

- - ’ (5.164)
2D(9+ Mg + B (L + AL ) + )

¢,
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q p.R4 3(1 + ,\I'O) 1 ] )
C4 = : I . (5-10))
2D(9 A o8) (1 + 9)(4)(1 +A)+ V) 4

Constantele de integrare se introduc in expresia de-
plasirii transversale (5.157) rezultind:

i? (L 4+ A) 1
W = P . *Tro’ t -g'! Iy, S———J (5.100)
2D(9h,+8)  [(1+D (1A o))

02 04 06 08 1 9

-0
- DR
—o00 |
-0 |
-100

;/ | [ B

| ' 50—

N O)Q 700<E/*</T
750 | — |

Jl/[[‘/ ‘ . A0 I/J’/

V()

30| | | - |
w/
[m)] 350 |
ﬁvﬂﬁ%ﬂ
—C— pbca cU hervur de  emo—. ploco cu nervur de
sectiune consian’a sectiune variobilc
Fig.5.11

Tensiunile normale vor fi stabilite cu relatiile (5.7%)
Qi (5.37) si au forma:

2
3-p-R 3(14A_ )+ ¥ i
('?r = - — 5 [— £ (740)§1—1+(3+D)?"J i (5.107)
(9 Lot A(LeA )4}
¢ 3-p-R2 3(1+A, )+Q
7T 2 | (1+'77 )g'? + (l*'”f s (5253)
(9Aro+8)h ')(1-& A Y49

P R2- 3(1+A )+3 2}
= T o o GH 3. . (5.109)
T 4(9A,48) D [ 101+ )4 1? +f v

i In figura 5.11 sint reprezentate grafic relatiile (5.166)

gi (5.109) fn raport cu mirimile corespunziitoare ale plicii frrx
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d . v i
nervuri de sectiune constantd. UJeplasarea transvercal® a plicii
circulare cu nervuri de sectiune variabili este mai mare declt

a pliacii circulare cu nervuri de secfiune coustanti.

5.2.2.2 Placa cu nervuri radiale cu Iniliime
variabils

In figura.S.iE este reprezentdtﬁ o placii circulari cu ner-
vuri radiale de sectiune dreptunghiulari avind litimea constantd
1ar fniltimea variazi dupd o lege liniard.

% 2l

~
~g ~
| "

J f
!

: & |
rig.5.12
Variatia fndltimii este datli de relatia:

r

P = H = (H-H) - (5.17¢)

'h

In aceste condi{ii aria sectiunii transversale, respectiv

nomentul de inertie al nervurii, vor fi exprimate cu relatiile:

ST o ) Y1 .\
An=hrnol @ ~ T, [P len = Tyno ( i) Py PR
-1 -1 & ¥ rre \f-fo &/ (-1,

Aria sectiunii transversale gi momentul de inertie

se
fnlocuiesc in relatiile (4.37) si (4.39) pentru determinarea

mirimilor adimensionale «; s1 Ar' Releatiile de calcul vor fi:
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Ao=hollz 7 - —-—) - ————H-] . (5.177)
r ro ({_&\0 R ({_ 60)) (5.177

i
3 (5.174) ¥, = . (5.17>)
h

unde

-
fasy

5
"

= |

Mdrimile adimensionale (5.172) =i (5.17%) se intro-
duc fn ecuatiile diferen{iale (4.51), (4.52) g1 (4.53)}. Ecuatin
diferentiald (4.52) rimfne nemodifichti iar (4.91) zi (4.u7)

devin:
§-£ §-1 r 2° -1
Q- =2+ - —) :" + (1-o MQ—%E +
§o- 1 °f-1 ¢ 9 of 1 r )r
Q
1-9 1 ’)2u u 3-9 1 Qvo 1+9 1 ’)ev Pe

IPAV SN (A D B S Al

f r <1 93‘# 1 "'w
+ 2|1 -3 ( - | —m—= -2 — -
T

Integrarca sistemului de ecuatii difereniiale ror-
mat din (4.52), (5176) gi (5.77) este dificill. ¢ solutie 2nro-
ximativl, sub forma unei serii, se obiine fn cazul cind »lueo

teste fncircathi cu fortd axial simetrici.
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5.3 Analiza stiriler de deformatie gi de

tensiune cu metede apreximative

Metedele aproximative felosite la stabilirea stiriler
de defermatie 3i de temsiune la plicile eireulare cu nervurt
radiale sint grupate fn urmitearsle metede:

- integrarea ecuatiiler diferentisle cu ajutorul se-
ritler; |

~ metode variajionale;

- metoda elementulyi finit.

5.3.1 Integrarea ecuajiiler diferen{iale cu

ajutorul seriilor

Dupi oum s-a constatat sistemul de ecuatii diferenyiale
care descrie deformatia pliciler circulare cu nervuri de sec-
t{iune variabill nu poate ri integrat. Deformatia placii din
figura 5.8,a In oazul Inciredirii cu o forti unifore diatribui-

t% normal¥ pe planul median esta descrisi de ecuatia

! R d4v 1 d3v
(1= A (T=- 1)+ Ar.]:);;Z + 200 -4 (T- 1))17 —5 -
1 dzw 1 aw P
TR P (517

Louatia diferentialld (5.178), printr-e serie de trans -
fermiri, este pusi sub forma:

3 2 %
2 d’w d"w D dw pr Clr
(r= + nr)——s +r—3 -~ — = —_—— =, (5.179)
ar dr A 4dr 2A A
unde
= - - = = = i 3
d =l Ar.Ct 1); e AroR' A dD; =a e/4. S

Ordinul ecuatiei diferentiale (5.179) se ruiuce prin
introducerea notatiet (5.28). In acest caz rezults:

2 343

a“w. aw D R AL,

x(x 4 a)—3 ¢+ X T W=
ax dx A 2A

3 :,
p-x” 4 CIRArox. (5.1::1)
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Selu{ia generall a ecuajiei difereniiale {5.181) de
ordinul doi, neomegenk este egall cu suma dintre soluyia par-
" ticulard Hp i solutia generald wg a ecuafiel diferentiale

; éqogenex

a%w aw ‘
x(x + °)-_3 4 x— - §W=0, (5.182)
dx ax
unde
D
§a—. (5.18%)
A

Selutia generall a ecuatiel diferenyiale (5.182) se

ia sub forma unei serii i

pac)
k k
Ve = Z:ICkx =Cy+ CiX+ ... +Cx 4 .. (5.184)
.-
Se introduce relafia (5.184) fn ecuatia (5.182) s1
' dupd identificarea coeficientiler prezentati fn anexa 4

rezul ta

o0
W = C,(x + (-l)k"1
g 1 zz-g ' ak=L k. ((x-1)1)%

X

((k-1)2-8)...(2%-H(-§)
). (5.185)

Seria (5.185) este convergentd dupi criteriul lui
d'Alembert tntructt |[x| < 1 ceea ce rezulth atunci efnd
Are > 1:

Seluyia particular¥i a ecuatiei diferentiale (5.181)

se adoptd de forma:

2 3
WP = B‘ + le + Bzx + BBX . (5.1806)
Reiagia (5.186) se intreduce fn ecuatia (5.181) g1

dup% identificarea coeficientiiler se ebiine:

CIRAL, 12.2° RIAD ca RAL
W = ( * p)X - ——— ——-—-¢Z,+
P (1-3) A (1-8)(4-5)(9-§) 2A (@-5)(4-6) 2a
3,3
1 R2A
+ re ,.x0, (5.187)
9-k 2-A
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{ {
; 1 dw
Tinind cont de relatia RAre ax ™ v solujia ecuatiel diferen-

tiale (5. 181) va avea forma-

(ke1)2-8) ... (22-5)(1-5) =1
Z( N )

w = RA +
ro° Ke2 ak’ k ((k-l)!) k+l
2
1 | 2-a 68
+ —Kpx - K913 + pr2 +
9-§ (9-8)(4- §) (9-§)(4-5)(1-8)
i ct B2 N2
i 1 ro _2
i 4 = x" + Gy , (5.188)
, 2(1- 8) A 3
unde
R4'A¢o
K = . (5.189)
2-A

In figura 5.13 este reprezentath grafic deplasarea trans-
;ersalé‘pentru placa circulari cu nervuri de sectiune varia -
.02 a4 06 08 7)_0_— bil¥ fncastrati pe contur so-
©  1licitatd ax” ° sa'me‘r’- d-
~jtr~ -~ s-recin® u-iform dis -
08 tribuiti, In acest caz Ci =0
' iar celelalte conatunte se de-
10 J'{,_,.,. — termink cu ajutorul conditiiloer
(5.46). Placa eate solicitati
de ferta p = 0,1 I'Pa lar dimen-
18 ©  miunile ei sfnt: t = 10 =m,
T=1% mm, R = 200 mm, h = 5mm.

!

1w .
! Pen'ru reprezentar a g~ f1-a
L s pdfru fermenr a deplasiirii s-a cornsiderat 4,
© sSase fermeru 6, 8 termeni ai seriel. 3-a

‘ O/O/'.fermen/ .congtatat ck diferentele Intre

-y

valorile smerilor care au 6 gt
Fig.5.13 8 termeni sfnt mici st nu de -

pésesc 3,2%4. Rezulti ch admitind 8 termeni ai seriel se obiin

‘rezul tate satisficitoare. Starea de tensiuni poate fi obtinuta

‘cu relatiile (5.36) si (5. 37).

I In acelagi mod se poate rezelva ecuatia diferenyiald care

descrie deformarea plécii cu nervuri de fniltime variabill.
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5.3.2 Metode variationale

In lucririle (27), [181), [226], [236] sfnt tratate me-
:todele variationale pentru selujionarea apreximativi a stiriler
de deformat{ie si1 de tensiune pentru plici. In acest sens este
mentionats meteda Rayleigh - Ritz, metoda Bubnov - Galerkin etc,
In acest paragraf sint determinate stlirile de deformatie
gl de tensiune la pl¥cile circulure cu nervuri cu ajutorul me -
todelor?va;ia;lonale.

i

' 5.3.2.1 VMetoda Rayleigh - Ritz

/Pentru rezolvarea ecuayiilor diferenti::e care descriu
deformarea plicilor circulare cu nervuri solicitate axial si -
wmetric, metoda Rayleigh - Ritz admite cX deplasirile afnt
aproximate de relatiile:

o

m m
u_ = Z bJuJ 3 (5.190) v = Z a vy, (5.191)
| 411 K=1

unde uJ, 4 gint functii cere satisfac conditiile de contur
iar parametrii a, g1 bJ sfnt mirimi necunescute. Relatiile
(5.190) g1 (5.191) me introduc fn expresia energiei poteniiale
totale (4.61). Parametrii necunoscuyl se determindi din conditia
de minim a energiel potentiale totale

2N 2101

= 0, ~—— =0 wunde =1, ... , m.(5.192)

J?aj ?bJ

Ecuatiile (5.192) formeazh un sistem de ecuaii cu 2 m

necunoscute. Rezolvarea pistemui.i de ecuatii (5.192) di posi -

bilitatea 83 se determine toate constantele care se introduc in
expresiile (5.190) gi (5.191).

i
H

In cazul tncHrcirii axtal simetrice componentele de -
plastirii nu depind de unghiul polar iar energia potentialid to-

Qali va fi dati de expresia

: du n 2 du; “o d2v' 1 aw 2
M. Rg{rb(—g +=2) - 2(1- )rB —2 2 4 rD(— + — =) -
> dr ¥ . dr r dr r dr
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I 2 2 2 2
w dwv E_A_n du E _I n d°w
“2(1- ) g — 4 ERIRX ( 0y , rnfRT (__,) _
Fr‘? dr 2n . dar 2 ar?
; - 2'rp.u - 2.r.p, v}dr. (5.193)

; In relatia (5.193) se introduc expresiile (5.190) si (5.191)
|

| rezul tfnd: '

m m
n: j{rB(Z'b (Zb +20B(2-._b.1 J)(ijuj)*

@ r J= J>
m £
+rD(Zav") (f +2?D(_Zaw')(z.av")+
=) r J=1 373 J>
K __A
“rn’rn r(Z.bJ“J 2_( Z-SJW")
21 J2/ 2R J=1

-2r.p, (ZbJuJ)-er(Fa )}dr,(5194)
J=

unde
2
du dw °w
u3 = —1 3 (5.195) Vi - -l 3 v3' - "——2‘1 . (5.196)
ar dr dr

Expresia (5.1Y4) permite scrierea sistemului
5(5.192) sub fornma:

2N D
— o 2fC {[rD w3v" + — w'w! + t)(v‘w" + v'v3') +

J J'i 31 i
93 @ r
£_I, n
ﬂ_yn_f (I -
+ - vitvy ]-a:j 2p, v, }'dr; (5.197)
B
— = 271 fﬂrB u'. + — nJu1 + QB(uJui + ui"j) +
@l) T
A__n
XrnAra®r
+ ————= u'lu!{ b, - r-p:u dr. (5.198)
2f 1] I ) d 1}
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Relatiile (5.197) si (5.198) se pot scrise sub formi
matricial#s

[} } o fay] [{Fy)
- - -; - - )24 - - (5.199)
o | [e}J (Y] (fr)
unde
D E I, n
f[er"w"-r "—VJ 1 + 0D(w3vi'+wi'w5')+ r:/tn rvi' J ]dr
@)
f (5.200)
J Bu'u' i 3 B( ) &ﬂfﬁ& dr (5.2
= [} uJu1+ ruJu1+ u u} +u1uJ + Py J 1 r (5.2¢1)
@)
- gt _ Jr 1 S ’
) = cpywdr (5.2vu2) F, = ropou dry (5.203)
@ «
fay ={a, 8, ... g}l (5.204)
{4 LA T I (5.205)

Punerea sub forma matriciald a sistemulul de ecuatiil
(5.192) permite folosirea calculatorului electronic la deter -
;ninarea conatantelor gi posibilitatea conaideririi seriilor
£ (5.190) i (5.191) cu mai mulyi termeni. 1otodatl, cu metoda lu:
bi\Sinpnon poat fi calculati tott termenii simtomulut de
Jecuagii (5.199).
; Aplicetie. Se consideri o plaoch de razi R cu n  nervuri
radiale fncastrati, pe contur fnciircati cu o sarcini normall
uniform distridbuiti de intensitate p. SA se stabileascli stirile
de deformatie si de tenasiune ale plécii cind nervurile au sec-
tiunea constanti sau variabili,
Se admite forma detformati a suprafefei mediane:
22 4
v=a(l - ;5) + a,(1 - ;Z) ... (5.206)

Sistemul de ecuatii (5.199), pentru aplicatia dati, are

forma: |
f

[A] lay = {ry, (5.207)
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unde termenii matricei [A] se determini cu relatia (5.200)
iar a matricei coloani 4F1§ cu relatia (5.202). In relayia
(5.206) ne limitim la primul termen (aproximarea care rezulti
este corespunzitoare) gi tinind cont de forma sectiunii ner -
vurii se obtine termenul All al matricei [A] care are
forma: ’
a) pentru nervuri cu sec{iunea trensversal¥d constanti
32(5 + 6°A ) D

N > ; (5.208)
15 R

b) pentru nervuri cu sect{iune variabill;
1) 13time variabild (fig.5.8,a)

17 B8(20+3 Aro(B'C +5))D

AT = ; (5.209)

15 R®
ii) litime variabild (fig.5.8,b)

11 (32 + 24~Ar°) D

A = $ (5.210)

3 R
i111) fniltime variabild
16 [2+3-a_, (0,8(k”-£)-3x%41,25k - 0,375)] D

Y. 5 i (5.211)
3-R
gnnde !
| (5.212) £ —
K = i (5.212 = (5.213)
LT E- 8, £ -5,
1n toate cazurile:
r2 2 p-R2
Fl = }‘r p (1 - —3) dr = ——— , (5.214)
6
@)

: Cu ajutorul sistemului de ecuaii (5.207) se obtine
pirimea constantei a. Odati cunoscutli mirimea constantei 8

se poate determina stirile de deformatle i de tensiune dupi
t

cum urmeazis
a) placa eu nervuri de sectiune constanti
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4
5. p:'R
v = P (1 - ?2)2; (5.215)
64{5 + 6-A_J)D
2
15.p.R
G - 149) = (3 +7) 2 5.216)
T 8(5 + 6°A_)n? [‘ *V)-Geav)e J' (
15 p R2

5 [(1+ V) - (1 + 33)92_!; (5.217)

Cy =

8(5 + 6-Ar°)h

15(1 - )°)uR?

2
= 1 -30%), (5.218)
TR 8(5 + 6-A__)n’ §

unde
¢ = (5.219)

b) placa cu nervuri radiale de sectiiune variabili
i) litime variabill (fig.5.8,a)
50p g 2.2
W= a- ¢ )% (5.220)
16(20 + 3-A (3T + 5))D

2

15 » R

¢ =

1 +d = (3+) 3 (5.221)
r 2(2043A (3T +5))n2 [ N i ¥

15 p R?

2]
2(?04-3);0(3t+5))h2 [l +9 - (1*'3))2_,'3(5.222)

G =

15(1 - V2)pk°H )
(1 -39¢%). (5.223)

TR 2(2043A,, (3T +5)) b7

1i) 1Atime variabili (fig.5.8,b)

- o4
R
V- P Qa - 92)2; (5.224)
16(4 + 3-A 0D
2
3 R"
G, = P 3 [1 +1 = (343 )gZJ: (».225)

2(4 +.3:A )0

BUPT



- 111 -

3.p.R2

2(4 + 3A )0

<!
"

> [1 +) -+ BJ)QZJ; (5.226)

LRt L A (5.221)
= . 1 - . v.227
TR (4 4 3 A i

11i) inilgime variabdbila

4
2 ) (1- %)% (5.228)
w = - _ .
3202434, (0,8(k7-17)3k%41, 25K-0,315)) 0 Frew
2
3 R .
¢ = ‘ 149 —(3+9) 2,
r 4(2+3.Ar°(Ois(kj”QB)"3k2+l,251(—0'}'[5))h‘? [ fJ
2 (5.229)
3p R -
G- 149 —(1+39) 21,
¥ 4(2+3%r°(0.8\k3—23)—3k2+1,25k—o,375))hz[ § J
2 s (5.23¢)
3(1 - V°).p-R°H
. ' $-(8-8 )| (1-307);
- 4(2"3‘%(0'8(k3-€.§)—3k2+1.251(;0.'5'/5))n3[- 2g)-75;
(5.231)

In figura 5.14 sint reprezentate grafic relatiile
(5.215) la (5.231) pentru plici circulare de razid R = 200 mn,
h=5mm cu 10 nervuri radiale solicitate de forte uniform
distribuiti p = 0,1 MPa,

a) litime t = 10 mm, H = 15 mm;

b) i) t = 10 mm, T = 15 mm, H = 15 mm;

1i) ¢t = 20 om, T =0 , H 15 mm;
111) t = 10 mm, H = 15 mm, H = 20 mm,
La alegerea datelor numerice s-a urmirit ca plicile =i

albe aceeagi mlirime adimensionala Aro' fn dreptul conturului
exterior. Reprezentarea grafici a deplasarilor gi tensiuniloer
s-a ficutid pe aceeagi diagramii in vederea stabiliri variante-
lor convenabile privind forma sectiunii transversale a ner -
wvurii. In urma analizlrii diagramelor se constatd ci deplasi-~
rile transversale sint mai mici la placa cu nervuri de Indltice
variebild tn timp ce la plécile cu nervuri de 1it{ime variabili
(£1g.5.8,b) au valori mai mari datoriti micgoridrii rigiditasii
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!de ftncovoiere a  nervurilor spre partea centrali. Placa cu
nervuri de légime.vafiabill (litimea se micgoreazii In lungul
axei de la centrul plicii spre conturul exterior, rig.5.8,a)

02 4 86 8 U s
T I T

© 160
— 120
&0
50
“ )
20 /
i -
bo|— —
bo } °
0|
é?
o ||
*(; MPa]
BEeFnits s f,:'szf%;jba 5
T Sy 5 40 —o— nefurd
Pig.5.14
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dre deplasarea transversali mal micl decft placa cu nervuri de
sectiune constant¥. In cazul tensiunilor normale G; ai Gy
cele mai mari valori sint la placa cu nervuri de sectiune varia-
bilX din figura 5.8,b iar valorile cele mai mici la placa cu
nervuri de fnXltime variabili. Tensiunile dim mervurl au valori-
le cele mal mari la placa cu mervuri de iniltime variabili si
cele mai mici valeri la placa cu nervuril de lifime variadbilt
(fig.5.8,a).

In figurile 5.15 a1 5.16 se prezintd deplasarea tranavor-
snl#l a plicilor cu nervuri in funciie de mirimea sectiunii ner -
,vurilor'In sistemul de referinti "YAr' respectiv in spatiu.

02 04 05 a8 7 02 _04 06 08 1 2

gy = f—

o o]

Fig.5.15 Fig.5.16

w [mm]

Se constatd, din diagrame, o micgorare a deplaesirii trans-
versale a plicii odatd cu eregterea mirimii sectiunii nervurii
adici a rigiditatil plicii caracterizati de mirimea adimenziona-
ia Ar' In figura 5.17 sint reprezentave tensiunile normale din
placi in funcie de mirimea adimensionald A .

-08
-}m'w-— 03 o
-02 -
Loa 04 07| de| ge] at
é4 e 02 1=
03 e - A—
a ' 04— T -
’§ —1 05 T
t
b 4
G =3 rig.5.17 0o 2
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!
{ §
Valorile tensiunilor normale In placli se micgoreazii dacid

are loc o cregtere a mirimii sectiunilor transversale ale nervu-

rilor, adick mirirea momentului de inertlie axial,
5.3.2.2 Metoda Bubnov - Galerkin

Metoda Bubnov - Gelerkin este priviti ca o aproximare a
principiuluil deplasiiril virtuale utilizat la solutionarea unor
probleme de mecanici. Pentru rezoelvarea ecuajiel difereniiale
(5.6), metoda Bubnov - Galerkin adopt¥d exprestia (5.191) pentru
shigeata pliciil unde wJ(J = 1,m) sint functii care indeplineac
toate conditiile de contur gi reflectdi forma deformati a supra-
fetei mediane deformate iar a, sint constante.

In ecuatia diferentials (5.6) se iniroduce relatia

(5 191) rezultind:

3 2
<I[D(l-r-——l\ )—1+2D}-S—-;-1-D-}-2-E*:1+D3;2’-‘1aj-p}:O
r dr r- dr r° dr
, {5.2%2)
Coeficientil ay (§ = 1,m) se determini din conditia
" ca termenii ecuatiei (5.232), fn intervalul [0, R], sd fie

ortogonali cu functiile vy ln ageste conditii rezulti un sis-

tem de ecua§11 liniar f

R.m 2

R 1 d%v T w
SZE D(1+ — )——-1 + 2D - -——J - D > ——51 + D -3 —dla w, rdr =
K r r dr r- ar r- d 3

Of‘ "
= fr p w,dr, (i = Lm). (5.23%)
o

Dup¥d efectuarea integralelor pe toat® suprafain
placii se obgine un sistem de ecuatii a ciirer necuncscute sint
constantele (J = 1,m).

In continuare se vor rezolva cliteva exemple.

1. Placa circulari cu nervuri fncastrati pe contur so-
licitats normal de o forti uniform distribuith.

Dachi se admite forma deformatX a pliicii datd de relaiia
(5 206) considerind numai primul termen al seriei si notatia

Q= r/R prin introducerea {n sistemul de ecuatii (5.233) se
obtine:
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‘4 A pR 2.2
j[(64+24 -§I) al-—;)— (l-g )Jgdg = 0. (5.234)
J .

Dupd efectuarea calculelor gi introducerea constantei 2,
tn relagia (5.206) se obtine expresia sigeyiilor (5.215), de -
terminati cu metoda Rayleigh - Ritz.

2, Placa circular3 cu nervuri radiale simplu rezemati
pe contur Incircati cu o ror{d uniform disiribuiti.

Se admite forma deformatli a plicii datd de revlayia:

Vo= aw o= 81(3 - 2b-g2 + 84)' (5.235)
unde
5+ 0 34+ )
a= ; (5.236) b o= . (5.237)
e 140 1l + J
4 Se ftnlocuiegte relaia (5.235) in (5.233) rezul ti:
E64+24££)a - EEj (a - 2b 2 + 4} do=0 (5.238)
e’ ) ¢ ¢ kg .
o

Dupd eftectuarea integralei gi rezolvarea ecuatiei se
‘obtine constanta a, care se fnlocuieste fn relatia (5.235)
rezultf{nd ecuatia deplasirii transversale de forma:

pR4

- (644120Ar(3+0)/(11+20))D

(a - 2b92 + 94) . (5.239)

w

Tensiunile normale din placi vor fi:

24(3 +p K2

A Q- 02 (5.240)
r (64+12UAr(3+3)/(11+23))h2 §
2
24 p R
' > 5 [3+0— (1+3)) gz}; (5.241)

¥ (64+120A_(3+3)/(11420))n

Tensiunea normald In nervuri se exprimid cu relatia:
24(1- Y)pR%H , 349

3 g - .

rn * 3 (5.242)
(64+120Ark3+0)/(11+20))h 1+
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/,Metoda elementului finit a cunoscut o mare dezvoltare &n
iultimi ani avind o larghi aplicabilitate in diverse domenii,.

de tensiune cu metoda elementului finit
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.5.3.3 Determinarea stirilor de deformatie si

‘Conceptul de bazii al metodei, cind este aplicat la o problemi

de analizi structurall, consti in faptul ci un corp poate fi mo-

delat analitic prin subdivizare in regiuni (elemente finite) la

care comportarea este descrisii de ciitre functiil care reprezinti

 deplasirile gi tensiunile. Aceste runctii sfint alese in aga fel

‘Incit s4 garanteze continuitatea comportiirii corpului.

Prezentarea metodei elementului finit gi folosirea ei 1la
_calculul plicilor este datd fn lucrarile [12], [48], [51], [ex..
‘ Pentru analiza comportirii statice a plicilor circulare

cu nervuri radiale s-au utilizat prc, . nele de calcul 3AP IV gi
SuBSM [154], urmirindu-se:

calcul.

1iyiied

tensiune folosind programul SAP IV

| Yo

S

[GH &t

0 A\
'\. R
— e -+

Fig.5.18

- determinarea deformafiilor gi tensiunilor;

5.3.3.1 Determinarea stiirilor de deformatie !

- verificarea rezultatelor obfinute cu alte metode de

de

S-a comsiderat placa cu 8 nervurl prezentati In figura
g 5.18 avind R= 125 ®m, h = 5 mm, r, = 14 om, i = 35 =a, t =

[P
Sde

rig.5.19
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Placa este solicitatii cu o forid uniform distridbuitid p = 0,1
wPa. Intrucit incircarea este simetricd pentru studiul stiriler
de deformajie gi de tensiune s-a considerat numai un sfert de
placi (fig.5.19). Discretizarea s-a t¥cut In 48 de elemente de
placi gl 12-elemente de bari intercenectate fn 65 de noduri.

In figura 5.20 sint reprezentate grafic deplaeirile tranc-
versale ale planului median ctt g1 a tensiunilor determinate cu
metoda elementului finit cit si mirimile corespuzitoare stabilil~
cu metoda analitici (T). Meteda elementului rinlt pune fn evid -
ta cd deplasiriie puncteler din dreptul nervurilor sint mod wici

dectt ale puncteler aflate fntre douX nervuri,

2 4 6 .8 10

\\[ i 2 " !
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0075

0020,

| 74

!
!
’ |
! |
]
!
| |

2029

\
N q;n

-8

-4
-2

N

TIT

JI,,
1
|/
Il
I
|
T4
) 1 /9‘

20 IS

A

_ I l~Q
= -3
[l

“7\

)|

et

e}

IS8

_ e

QL
<
Q

Fig.5.20
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Diferentele dintre valerile deplaslirilor puncteler de pe nerv -
ri 3i a acelora apari{inind portiunii de plach dintre nervuri
nu depigesc 7%. Metoda analitici gl metoda energetich adoptlind
netezirea structurii dau rezultate identice pentru deplasarun
punctelor aflate tntre nervuri cit gt fn dreptul lor. Niferenia
dintre mirimile deplasirilor determinate cu metoda analitici

si metoda elementului finit este de 2,T+9,3 ». In figura
5;20,b, c, 4 sint prezentate graficul tensiuniler normale din
dreptul nervurii cft gi a porfyiunii dintre nervuri. pifero:n
dintre valori fiind satisficlitecare, rezu!tatele analitice £ii: 0
_mai mari decit cele numerics.

Obtinerea unor rezul tate numerice cit mai apropiate d=
realitate impune o discretizare ctt mai fin# ceea ce duce 1
depisirea mecmoriei calculatorului gi la cregterea timpuluil n. -
cesar efectuiril calculului. rentru evitarea acestor inconven. -

ente $n analiza stiructuriler cu metoda elementului rinit fin T:-
crarile [aT], (51, [1o4] se mentioneazi foloszirea substructlur”

5.3.%.2 pelerminarea stirilor de deformatie gi de

) tensiune folosind programul OUbSM

Programul SUBSM ( [lﬁ_] ’ [:47]) este eladborat pentru c ’
culul structurilor prin aplicarea pubstructuririi. Acest prejr:o.
poate 1i folosit gi la calculul plicilor circulare cu nervuri r.
diale. Programul de calcul are biblioteca de elemente zinite pr
luati din progfamul de calcul SAP IV si elementul de tip 1o a2l
programului 3AP V care permite introducerea pe cartele o mairi-
de rigiditate a oriciirui element care nu este cuprins fn bidblic-
teca de elemente existenti. Schema bloc a programului 3SUBI es
datsi tn figura 5.21.

“In continvare se vor descrie subrutinele prograzului
SUBSM tn ordinea in care ele apar , adicl sint apelate.

Subrutina TRER prelucreazi cartela arbore;

Subrutina STRUCT contine informatii cu privire la nu -
merotarea ecuajiilor gi la legiiturile structurii;

Subrutina INPUTJ citeste nodurile comune ai coor lorn-
tele nodurilor gi conditiile de legituri pentru substructur: £

numero tare locala;
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START

SUBRUTINA
TREE

!

SUBRUTINA
STRUCT.

1

SUBRUTINA
INPUTY

1

SUBRUTINA
FLTY !

SUBRUTINA
CLBD

{

SUBRUTINA
INL

%

SUBRUTINA
ADDSTF

1

SUBRUTINA
ADSTFS

fucturile

SUBRUTINA
uSOL
SUBRUTINA

PRINTD 8157 KES
L1

Acest ciclu se efectiears pentru foc’e sub

Fig.5.21

Subtutina SLTYPE realizeazi subrutinele necesare pentiru

un anumit grup de elemente;

Subrutina CLBD determini matricea de conectivitate care

{

SUBRUTINA
PR BACK

1

SUBKRUTINA
USQL 1STAR=2

1

SUBRUTINA
PRI D

!

SUERNUITINA

STRESS

urd

?

o)
© _bstruc

face legitura intre numerotarea locald s5i cea globalX;

Subrutina INL citegte tortele nodale;

Subrutina ADDSTF face asamblarea matricelor de rigidi -

tate ale elementglor tinite;
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Subrutina ADSTFE efectueazi asamblarea matricelor de ri--
giditate condensate ca gi ale inciircirilor condensate ale sud-
structurilor la matricea de.rigiditute gl Inchrciirile substruc-
turilor curente. Matricea condeneatd se referd la o sudbstructurlX
¢care este consideratl ca un macroelement.

Sudbrutina US0L a fost preluati din programul SAP II i
podificati. Ea rezolvi complet sistemul de ecuatii [K]-{U}= {F}
al uneil substructuri si anume a structurii ridicini. Sistexul
de ecuafii cuprinde: [K] matricea de rigiditate a structurii, {U;
vectorul deplgsirilor nodale, {F9 vectorul fortelor structurii.
Aceasti subrutini face triunghiulariazrea partiald a matricei de
rigiditate condensate gi a vectorului de inclircare condensatli.

Subrutina PRINTD gi STRESS tipireste deplasirile moduri-
Tlor gi tensiunile din elemente.

Subrutina PRBACK trece deplasirile nodurilor cowxune din
numerdtarea globald in numerotarea locald.

Subrutina USOL, ISTAR = 2 fare retrosubstitujia pentru
substructuri numai pentru nodurile comune.

Subrutina PRINTD tipiregte deplaszrile tuturor nodurilo:.

Subrutina STRESS calculeazi tensiunile gi le tiplirerie
valoarea lor. Selectarea subrutinelor specifice elementelor fi-
v@ite se face cu subrutina ELTYPE.

Procedeul de substructurare constd in Impirtirea struc-
Jturii complexe in pir{i de sine stitdtoare. In principiu, 2na -
‘1iza prin discretizare a structurilor fn substructuri com, .rt3
fdoué etape:

- analiza stirilor de tensiune gi de deformatie pe fir-
care substructuri gi

- cuplarea substructurilor cu respectarea condiyiilor
de echilibru gi de discontinuititi ale deplasiriler 1in
hodurile comune,
: Utilizarea programului SUBSK la analiza stirilor de
‘deformatie gi de tensiune cuprinde urmitoarele etape:

- tmpirtirea In substructuri;

- pregitirea datelor de intrare in program constind
/din numerotarea elementelor finite gi .delimitarea lor prin nu=mere

de ordine ale nodurilor riecirui element, indicarea ~roprietatil--
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fizico - mecanice ale materislelor si reducerea fncircirii
reale la forje concentrate aplicate fn nodurile structurii;

- rularea pe caloulator a programuluij

- prelucrarea rozultutelor.

j Pentru o analizi a modului de aplicare a programului
de calcul SUB3M se examineanzd starea de doformatie ai de ten-
siune la o plach inelari cu 8 nervuri prezentati fn rigura
5,22, Placa are h = 3mm si raza exterlioari n = 125 mm. hervurile
sint de sectiune dreptunghiulari cu H =9 mn $i t = 3 =7, Pla~

inelarfi este incastrati pe conturul interior la raza r,= 25 .

Fig.5.22 i
Impirtirea fn substructu-. a pl#cii cu nervuri este dati

fn figura 5.23,a. O substructuri este desemnats de litera 5
urmati de un numir . impiryirea fnm substructuri este descrial
tn program de cartela arborw, Cartela arbore, pentru exemplul
éonsiderat, are forma:

s10(81, Slul, S102, S103, sS1C4, s105, 51us, B1C7).

Ordinea de abordare a substructuriler, de ciire rogrou,
éste inversi aceleia din cartela arbore, Fiecirei substructuri
ii corespunde ¢ numerotare locali avind noduri comune (ce apar-
tin 1a doul sau mai multe substructuri) gi noduri necomune core

fi apartin.
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Fig.5.23
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A in figura 5.23,b este reprezentat modul de discretizare in
elemente finite a substructurii ridicin3. Substructura are 3Ju
de elemente patrulatere de tip placi gi 6 elemente de tip bars.
In rigura 5.24 se prezinti diagramele deplasirilor transversale
gl a tensiunilor‘normale produse fn placi si nervuri, Din analizn

diagramelor rezulti deplasiri mai mari fn por{iunea de placi cu-

prinsi intre nervuri decft deplasfirile din dreptul nervurii. Ten-

piunile din dreptul nervurii sint mai mari dectt tenoiunile por-

tiunii de placi cuprinsi intre nervuri. Folosirea programulul d«

3UBSM permite o micgorare a timpului de calcul de cel pujin 2 ori

fay¥ de programul de calcul SAP IV,

02 04 06 08 10 §

0

; "~
T ol .
) I \Q\ <o
0012 —
|
0018 |
|
00241
I
0030+
w Y
I |
—l’% f 10—t
o —H02 Jo# (a8 _Jog_Jw & W[ llog lo7 |5 Jie e, ¢
0,5 ] 05 —71\ —de 7(/‘
7,041 == RV BN ,</ ]
20117 i 204—1! T e
V-4 ' R
25 1 25 i N SR N I
—t 30—t i
1 ’_ - j
Yr .G [MPa) ~ 10, [moo)
—x— Tensiunea —o— fensiunea
in placs N nervurd
Fig.5.24
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5.4 Concluzitl

In acest capitol s-a abordat calculul stldrilor de d--
tormatle ‘gl de tensiune la plicile circulare gi inelare cu v
vuri radiale propunindu-se diverse metode de calcul, Meio::
gia de calcul folositi de autor scoate fnm evidents cfteva’
elemente nol. privind integrarea ecuatitlor diferentiale
descriu deformarea acestor plici gi inWcbuintarea melodel
mentului finit, In acest sens s-a pus In evidenii:

1) posibilitétile de integrare a ecuatiilor difer
le care descriu deformarea plicilor cu nervuri radiale cin:
sectiunea lor este constantd sau variabild fn lungul axei}

2) solutiile ecuayiilor diferentiale fn cazurile o
carcaré axial simetricid pentru diverse tipuri de roazoeze;

3) starea de deformatie a pliecilor inclare cu nerv:
radicle a cliror rela{ii de calcul sfint centralizate fn %.:
5.1. “ezﬁltatele cuprinse In tabelul 5.1 se pot folosi 1la
ftéfminareakstérii de tensiune.

’ 4) folosirea metodel elementului firit pentru deter
| rea stirilor de deformatie gi de tensiunme cu ajutorul pro;:-
mului de calcul SAP IV precum gl a programului 3UBSM carc

la micgorarea timpului de calculator,

'5) intrebuintarea calculului variational la deterai:
stiirilor de deformatie gi de tensiune la plicile circulars

nervnri radiale.
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6 INFLUENTA NERVURILOR ASUPRA RIGIDITATII ?I
MIC3ORARII GREUTA?II PLACILOR

6.1 Cohéideratii generale

In cupitolul 5 B-u unalizatl starca de deformatie a plhcit
circulare ‘cu nervuri radiale fn raport cu cea & plicii firi ner-
vuri, U-a constalat ci deformajia pl¥eciil cu nervuri este mai mi-
cii decit aceea a plicii fHrd nervuri, llezulti cii nervurile cu-
la cregsterea rigiditiyii plicii avind influentid acupra greuti-
tii lor. In continuare, se pune problema de a stabili numirul
5i dimensiunile nervuriler pentru realizarea reducerii greuvfy -
Lid plicii cu ne}vuri fn report cu placa firid nervuri.

- In lucrdrile [34] gi [35)sint prezentate citeva acpecte
privind posibilitatea micgorfirii greutd{ii plicii circulare cu
nervuri fn raport cu placa firid nervuri cind ambele au acocu:!

rezistenti.

6.2 Formularea problemei

S3e considerii doui plici circulare de razi R: una are
lcrosimea h fiind fntiritd cu n. nervuri radiale dispuse echi-
iun;hiular pe ambele fete care au secfiunea transversall dreptun-
ghiularid de Inal{ime H si latime t . hervurile se considzri
confectionate din acelagi material ca gi placa. A doua placi
are grosimea ho constanti fari nervuri,

I'"fe volumul de muterial al pliicii cu nervuri

V= RR%-h 4+ n_t(H - h)R = Ao § (6.1)

.unde s-a&u introdus urmitoarele miArimi adimensionale:

i (6.2) - (
= - 3 6.2 = ] D°?;:.
== R =T
H
T 2—; (6.4) S =1+ 2[5nr(,,3’- 1). (6.5)
h

Volumul de material al plicii circulare farid nervuri
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este

-2 - 3
Vo = #R:h, = KR, (6.6)

unde s-a introdus mAriwea adimensionall

hO - .
o(‘o- -—;— (6.71)

Dimensiunile plééiivcirculate Intiriti cu nervuri
vor fi elese In asa el fncit ni fie mni usoardl decit placn
circulard fird nervurl cind ambele plici asigurid aceeasi
rezistenti sau rigiditate. Placa circulard cu nervuri radia-
le va fi mdai ugoari decit placa circulari fird nervuri dacl
raportul volumelor este subunitar, kaportul celor douZ volu-

me se definegte prin relatia:

v o
—V;- = Q\;—[l + 2 nr/$ ff— 1)] . (6.%)

Condit{ia ca placa flrd nervuri gi placa cu nervuri =i
aibe aceeasi rezistenid se exprimid prin egalitatea

o

C;ax = G:nax ! (6.9)
unde 'C;ax este tensiunea maximi din placi fird nervuri iar
G - tensiunea maximi in place cu nervuri,

max
Conditia ca rigiditatea celor douZ plici si fie aceea

al va fi:

¥ pax = ¥ max ? (6.10)
unde w;ax ‘este deplasarea maximi a plhcii f&ArA nervuri ji.r
Woax ~ deplasarea maxim# a plicii circulare cu nervurli radins -
le.

In continuare se vor stabili dimensiunile plicii cu
nervuri radiale $n raport cu placa firi nervuri cind sc rea~
lizeazX conditiile de rezistent{l sau de rigiditate.

Se vor prezenta citeva exemple de calcul.
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6.3 Condifta de rezistenti

Se stabilesc dimensiunile la o placX circulari fntliri-
t4 cu nervuri radiale pe ambele fete, incastrati pe contur ;i
solicitati la fncovoiere axial simetrichk de citre o sarcin®

‘uniform distribuitd p . Valoarea tensiunil maxime se obtine
din relatia (5.210) fiind dutd de relayia:

p 12 15 p

G; x = k— = 2
* h¢ 4(5 + 6A)

(6.11)

unde mnirimea adimensionald Ar dati de relatia (4.39), ae
poate exprima in functie de mirimile (6.2)~(6.5) sub forza:

nt(H° - ho)

E- I, n .
A= =L - ) =1 (- 1)n g 16.12)
2AR.D 2A R h

Tensiunea maxinwi in plach circular#i farX nervuri ,

dupi [227) , se determini cu relatia:

p R®
o ~
Goax = Ko 727 = 0075 —5 - (6.13)
1) “0

Relatiile (6.11) gi (6.13) se introduc In conditia
(6.9) rezultind:

o’ k
= . (6.14)
°Co k

o

Daci se tine cont de conastantele k 3i ko precum i
de relatia (6.12), relatia (6.14) va avea forma:
1o 1- 1
- = . (6.1%)
el 3
° \/1 + 1,2:°A \/:+ 1,2(1-0')nx(3(f'-1)

Se introduce relatia (6.15) fn functia datid de (6.8)

'rezultind: ]

Y 1+20pd-0) . (6.16)

Yo \/]T+ 1,2(1-1]2)nr€>(6“3—1)
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02

0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 nj3

Fig.6.1

10 = 0o
C—1 s
08 | I

06

04

02

0 g0 04 06 08 1012 14 16 18 20 22 %

Fig.6.2
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Relayia (6,16) reprezinti o functie de doudi varialile

{ si n . Pentru of functia (6,16) este complicati iar
ghisirea punctelor stationare care s& verifice sistemul format
din derivatele ei partiale, in report cu variabilele ¥ gi nrfg
este dificil de rezolvat s-a analizat funct{ia considerind una
din variabile fixati. Acest lucru este justificat, In practic’,
dntoritn conditiflor caure pot fi impune unupra fnhltimti] ner -
vurilor dar gi asupra numiirului de nervuri si a latiwii lor,

Dacd se fixcazi mirimea § = H/h = const. atunct func-
tia (6.16) se poate minimiza fn raport cu v.riabila n } In-~
trucit (’#) v; v€(0  U,5); §>1, func{is (6.16) este continui
pe multimea realld a numerelor pozitive, In (nrﬁ)o, punct in -
terior muly{imii de definitie, func{ia (6.16) are un minim local

" daci pentru orice veciniitate a lui (nrlB)0

r/s> ———(<n o) (6.17)

f’ ’Acest lucru se vizualizeazZ ugor pe graficul curbedi.
Vecinitatea punctului (ndg)o este pertiunea de curbi unde con-
cavitatea este indreptati spre axa pozitivi C V/Vo. Solutia
ecuatiei obtinutd din anularea derivatei functiei (6.18) fn

raport cu variabila (nr(g) este d-td de relatia:
e 210 =¥ + B+ 1) - 4
n = .
rf> o 2,4(1 -9%) (7 - 1)

In figura 6.1 este reprezentatii grafic relutia (6.1¢)

(6.19)

fn functie de variabila nr{B , pentru ¥ fixal la valorile

2, 4 si 6. Se constati ci la cregterea mirimii raportului BA
adici a fnéltimii nervurii fn raport cu grosimeas plicii, se
mire3zte douweniul in care greutatea plicilor cu nervuri ecte

mai mici decit al plicilor fiurd nervuri. Totodatl, se¢ recozan-
di ca parametrul an s% aibid valori cft mai wici In raport cu
(nrc,)o acest lucru impus de mirimea adimensionali (6.3} care
reprezintd raportul dintre douli dimensiuni cu ordin de mirime
diferit. Intrucit, relatia (6.3) reprezinti raportul dintre 13-

timea nervurii gi raza plicil se recomandd ca el ai aibl valori
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mai mici. Prin fixarea mirimii ¥ » In raport cu nré ,
determing numirul de nervuri. L3Ztimea nervurii se obtine ugor
cind se cunoagte pafametrulv /$ fntrucit raza conturului
exterior a plicli este impusi de constructie. vucit se fizcas,
numiirul de nervuri n se ghseste litimea nervurii.

Desigur existii o valoare pentru (nr#) pentru care ra-
portul V/V0 este mai mare decit unitatea. In acesl caz rlhci-
le eirculare cu nervuri sint mal grele decit cele faric nerve: i

Valoarca lui (an) puntru care V/Vo 7 1 este datii de relo

5 ). 3 20 - 92) (4% +% + 1) - 4 6.19)
n . (6.
{21 7 sF- 1)

9% se determine dimensiunile unei plici cu 8 nervuri
radiale de razd exterioari R = 125 mm solicitatli la presiun.
p = 0,1 I'Pa. Placa este Incastrati pe contur. 3Je dau: rezisler-
ta adeipidild @ = 1u0 hpa, = 2.

1,2.0,91(2°2 + 2+ 1) - 4

(n ) =— - = 0,238.
o 2,4-0,91(2° - 1)

Se adoptd 'n_p = 0,137 de unde /5 = 0,0171 dar t = 2AIzYs==
= 2<A+125:0,0171 = 13,44 %~ 14 nm.
., Din relatia (6.12) se obgine:

A= @ “3 - )n,f = 0,91(2° - 1)-0,142 = (,2.

Din ‘conditia ca tensiunea maximi (6.11) tn placi si fie de 15¢
¥Pa la presiunca p = 0,1 KFa rezulti:

15 0,1 125°
\/ = 1,94omr %2 m3,
4(5+6+0,9) 150

15 p R? R2
4(5+6A.) (T

iar
H=$-h=2'2=4mm.

Volumul plicii cu nervuri va fi:
x
V= R12522 4 8:14-(4 - 2)-125 = 126174,7 mm~

Grosimea plicil fird nervuri este datii de relatia (o.17)
ctna = 150 KPa
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0,75.p-R2 0,75+ 0,1-1252 -
h = = y = 2,79nm = 3 nma
° 150 150
Volumul pl¥cii f#rd nervuri
vV, = R-1252.3 = 147262,16 mm-.
In final, rezulti V/Vo = 0,86, Dach se calculeazl tensiunou
maxim¥ in nervuri se.obyine Gmax = 260 MNPa adic3 solicitorea

ei este fn domeniul elastico-plastic. Parametrul nrﬁ foi wiion -
tat mai mio fmtructt rezulti o liitime destul de mare & norvar: .,

In figura 6.2 s-a trasat graficul functiel (6.16) In ra -
port cu variabily® ¥, cfnd valoarea lui nr(S este fixatr.

In mod analog se poate trece la determinarew dizensiuni -
lor nervurilor ca gi fn exemplul anterior.

In cazul cind este luatd In calcul tensiunea maxici din

nervuri, pentru place circulari cu nervuri cu contur Incusirat,

G 15(1 -v2) pa%H
= r ’ (b"?(/)
max 4(5 + 6A)  n’

functia (6.8) are forma:

0,95 + 1,90 p( < -1) (5.20)
: .21

o \/1 + 1,092 nrls (5‘3 - 1)

Reprezentarea grafici a relatiel (6.21) este dats In figzu-
ra 6.3 cind parametrul § este fixat la valorile 2, 4 i 6.
i Solutia ecuatiei obtinutd din enularea derivatei functiel
(6.21) fn raport cu variabild (nr é) este dati de relatia:

v
v

1,03(82 + %4 1) = 3,8

(n b)), = ;
rPlo 2,07 + 4,148 - 6,21
3e constati ci domeniul pentru care fupcgia (6.21) are

. (6.22}

v¥alori mai mici decft unitatea cregte cu cit parametrul § are
valori mai mari. Functia (6.21) are valoarea minimi atunci cind
énrp) este dat de relatia (6.22).

3% se determine dimensiunile unei pliici cu 8 nervuri in -
castrati pe conturul exterior de razi R = 125 mn solicitaty de
o forti uniform distribuiti p = 0,1 KPa. Se adzite ¥ = 8.
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Vo Y-E A0 4 (;10

oY

02 04 06 08

Fig.6.3
Mn relatia (6.22) rezulti:

1,03(8%2 + 8 + 1) - 3,8

(a, p), = = 0,0656%

Rezultd p = 0,0082 iar t = 27\1{[” 2-RI25- 0, L
= 6,45 mm % 7 mm,

Cu relatia (6.12) se determini:

2,07-8° + 4,148 - 6,21

Kr = (1 - 0,32)(8% - 1)-8.0,0082 = 30, 546

Atunci cfnd -G . = G, din relatia (6,20) rezultd:

m
/15(1 - 02) sz V/15-0,9L-c,1-125’-4
h =

N a5+ 68) 6 e

A(H46 70, 400) 100

a

)

0,87 ma 2 1 mn.
Deci H = $.h = 8.1 = 8 am iar volumul pl¥cii cu nerviri
Ve A12521 +8.7.(8- 1) 125 = 98037,7 ra.

t
Grosimea plicii fArd nervuri se obtine din relatia

(6.13)

0,75-0,1-125°
= —_— = 2,797 un
15¢
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Volumul plicii fir# nerwvuri

v, = 12523 = 147262,16 mm.

In aceate conditii se obyine V/V = 0,67,

6.4 Condi{la de rigiditate

' '
¢

{ Dpimensiunile pliicii cu nervuri fncastrath pe contur =i
solicitatd de ciitre o sarcini uniform distribuita p , In raper:
cu plnéa firs nervuri, pot fi stabilite gi din conditia Jde ri-i-
ditate (6.10).

Shgeata maxin3d a plicii cu nervurl se obtine din relatis
(5.715) avind forma:
. p-R4
w = N (6.07)
maxX - 64(1 + 1,2°A)D

unde Ar este dat de relatia (4.39) iar rigiditatea cilindri-

ci D de relatia (3.35).
Din lucrarea [127] se determind sigeata maximi pentru

placa circulard fird nervuri
.R4
° P
Y max ~ 6 ‘
4D,

(6.24)

Relatiile (6.23) gi (6.24) se introduc fn conditia de
5rigiditate (6.10) obtinindu-se:

1
< = 3 (6.25)
€ Vi+1,002080 -1)

Relatia (6.25) se introduce fn (6.8) rezultfind:

v 1 + ndﬁ(d‘- 1) t

—_— . (

s VT+ 1,092 nr(s (f3 - 1)

Reprezentarea graficé a relagiei (6.2¢) fn funcile de variabila

n @ pentru diferite valori ale lui ¥ este data fn figura

[oxY
N
rd
(o
~

6. 4 Domeniul de realizarea unor plici circulare cu nervuri mai
'usoare decit plicile firs nervuri se mireate daci valorile para-

metrului ¥ . cresc. Valoarea de minim a functiei se obtine
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0,25 t"’ + T+ 1) - 1,37

(m8)q =

Cele mai ratlonale plici circulare c¢u nervuri se obtin
3 an
pentru valori (nrg;) s (nr(L )o' Atunci cind \nrg.) 7 (nz_/&)o s

ob}in plici-cu nervuri avind reza conturului exterior mic3 i

5 -1

un numir mare de nervuri radiale.

\

‘o

52 T l
10 i ]
08

?

06 J
04 11

)

Y i 4 1\(’4”

N
x,/‘f

pa—

Ye—
e

LT
N

0’2 ) IR I S

0,1 0,0 03 g4  np
Fig.6.4

S se determine dimensiunile unei plici circulare cu
8 nervuri, incastrati pe conturul exterior de razi R = 125 nm,
solicitati de o sarcind uniform distribuiti de ¢, hbPa daci
sizeata maxini de 1 mm. Se admite g = 4.

Din relatia (6.27) rezultd:

0,25(4% + 4 + 1) - 1,37

(n p)_ = = 0,61.
r’o 43_1 ’

Intructt (nrﬁ )o = 0,061 rezultl ﬁ = 0,0070  de
unde t = 2AKp= 2 K 125 0,0076 @ 5,90 uz & 6 no.

Grosimea plicil cu nervuri rbzulti din relatia (6.73)

3/12(1 - 3% pr* 5/12-0,91‘0.1-1254
5

2 eo

Vs« Loahwey,,  \ 64-5,256-2,110%1

unde
)r = (1 - 0,}2)-0,061.(43 -1) = 3,53
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In¥l{imea nervurii H = fh = 4.2 = 8 mm.
Volumul plicii cu nervuri este egal cu

Ve R1252 2 4 8.6.(8 - 2).125 = 134174,77 mu°.

Din relatia (6.24) se obyine:

4 1201 - 12).p.R4 y 12.6,91-0,1-125%
h, = T o = 5 = 2,703 um
64-Ew O 64.2, - 0+ 1

Volumul pliicii fird nervurii

V= 7 12523 = 147262, 16 mm’

- 1n aceste conditii V/Vo = 0,Y1.

In figura 6.5 se reprezinti graficul functiel (6.26)
" ¢tn func{ie de variabila 3 cind paramotrul nrﬁ ia diferi'e
valori. Pe baza graficului din figura 6.5 se ajunge la conclu-
zia ci volumul plicii cu nervuri se micgoreazii cu cit valoarea

1ui § cregte pentru valori ale parametrului n_f este fixat.

v
%

1
08
06

04
02 -

7

Fg.6.5

55 se determine dimensiunile unei plici circulare cu
.8 nervuri fncastrats pe conturul exterior de razi R = 12° ux
solicitati de o sarcini uniform distribuitd de 0,1 kPa daca

sigeata maximi eate de 1 mm, Se admitﬂ ci 1l4itimea nervurii este

de 4 mm iar parametrul § = 4.
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Dacd t = 4 mm atunci
t 4
n =n =8 = 0,041
rf T 2AR 2A 125

Din relatia (6.23) grosimea plicii cu nervuri va fi:

12(1-9%) p &4 /12.0.91~0,1~125‘
h = kS = 1,73 mm X 2 mm

N 5
64(1+41,2 t)“wmax . 64.3.82:2,1+107: 1

unde

M= (- 0,3%):0,041. (47 - 1) = 2,35,
Inilt{imea nervurii

f Hafhe 4.2 nme8 nmn,
.Volumul plicii cu nervuri:

V= R125% 2 + 8.4.(8 - 2)+125 = 122174,77 ma’

"

De la exemplul anterior,placa fAirs nervuri are ho = T
si valumul V = 147262,16 mn-. Rezulti V/V, = 0,82,

6.5 Concluzii

In acest capitol se prezinti o metodX accesibili de ale-
gere convenabili a dimensiunilor la placa circulari cu nervuri iz
Faport cu placa circulari fiArd pervuri. Se esnalizeazl placa circu -
‘ﬁaré cu nervuri fncastrati pe contur fncircat® axial rimetric In
iondigiile cind are aceeagil rezistentid sau rigiditate cu placa ci-
pularé fiird nervuri.

Graficele funcglllor (6.16) i (6.26) permit stabilirex
domeniului de valori pentru parametrii nrﬂ si § fn care placa
cu nervuri este mai usoari decft placa circulari firrervuri. Cu -
noagterea acestor domenii permit®stabilirea metodologiei de calci!
pentru optimizarea dimensiunilor plécii fn funciie de necesitltil

practice.
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7 CONTRIBUTII PRIVIND STUDIUL EXPERIMENTAL
AL STARILOR DE TENSIUNE SI DEFORMATIE

7.1 Considerajil generale

Determinarea chiar aproximativi a stirilor de tensiune
gi de deformatlie la pliicile circulare cu nervuri radiale preru-
pune un calcul complex de rezistentld sau de rigiditate. rata dv
aceastd situatie, o investigatie experimentald este de mare utli-
litate, chiar gi pentru aprecierea metodei de calcul adoptatd.

f Analiza experimentall a tensiunilor gi deformatiilor

urniregte:

-~ verificarea ipotezelor care stau la baza studiului teco-

"retic wl plicilor cu mervuri prozontul fu capitolele 4 st 0y

- completarea calculului de rezistentli gl confirmarea
relajiilor de calcul ce se pot folosil fn practicii,

Misurarea deformatiilor gi tensiunilor pe cale experi -
mentall se face prin mai multe metode printre care:

- tensometria electrici rezistivi;
- fotoelasticimetrie;
- interferometrie.holograficé.

Determinarea stirilor de tensiune si deformafie cu aju-
torul tensometriel electrice rezistive, la plici circulare cu
nervuri radiale incastrate pe contur solicitate cu o fortl uni-
form distribuiti, este prezentati in lucriarile [2o] si [36].

In acest capitol se prezinti evaluarea experimental a
tensiunilor gi deformatiilor la unele modele de placi solicita-
te cu o fort# transversalX uniform distribuitd sau cu o forti

concentrati centrald cu metodcle mentionate mai sus. .

7.2 kisuritori gi verificiri experimentale
tensometrice
7.2.1 Principiu

Bazele teoretice ale lensowmetriei electrice rezintive,
caracteristicile gi tipurile de traductori, principiile de¢ =mi-
surare i interpretare ale rezultatelor experimentale sint pre-

zentate detailat fn literatura de specialitate (o4}, (147}, (29 .

BUPT



- 128 -
i

1

Mirimile tensiunilor au rezultat, pentru nervuri, res -

pectiv pentru portiunea de placid dintre nervuri. din relatiile:

G;n = E- £X‘ 3 (7r.1)
E
0, = ——= (&, +V&)
1 2 & 2
1-3 (7.2)
E
G = ;"__05"(051 +&) (1.3)

unde se determind experimental lungirile specifice 5;
si éz:iar cons{antele elastice E si J sint cunoscute sau-
stabilite experimental.

Pentru misurarea deplasirilor diferitelor puncte alo
nervurilor, precum i a portiunii de placH dinire nervuri, =-o

folosit microcomparatoare cu tiji avind precizia de (,01 wu.

7.2.2 Modele gl inatalatia pentru Tncered
plici circulare cu nervuri radliale,

Determinirile expérimentale s-au faAcut la douli cateori
de plici circulare cu nervuri radiale cu opt mervuri confociio
nate din eluminiu (fig.7.1) si din otel avind 4, 6 gi 8 nervuri
(fig.7.2). .

Praca confectionat¥ din aluminiu ATC 5i 10 ¥g a fost
turnati gi prelucrati prin aschiere pe o frezil universali 4~ U
FUS 22. Atft modelele din aluminiu cft gi cele din olel au to.ut
fixate pe o mash divizoare. S-au trasat nervurile dupi care o-:
etectuat prelucrarea nervurilor de pe o fati apoi placa s-a in-
tors gi s-au prelucrat nervurile de pe partea opusii. S-a urcziri
ca nervurile de pe cele doui fete si fie agezate simetric faf.l
de planul median gi fat3 de un plan perpendicular pe planul e
dian care contine centrul plicii gi axa nervurii. Ob{irereca ziv
triei fati de planul median s-a realizat prin prelucrarea 1=
aceeagi fnfiltime a nervurilor in raport cu feyele plicii. Tot-
odati s-a urmirit ca si aib3 aceeasl grosinme,

Din sarja de turnare folosit¥d pentru turnarea plxcilor
din aluminiu s-au confectionat epruvete pentru stabilirea ca -
racteristicilor mecanice. DupX efectuarea fncerciirilor la trac-

tiune ale epruvetelof g1 prelucrarea dutelor experimentale a
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rezultat:

E = 70000 MPa
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V= 0,33 .

(7.4)

Pliicile prezentate In figura 7.2 au fost confecilonute

g = 2,1.10°

‘din OL 45 avind:

MPa;

0= 0,3-

5

(7.5)

Definitivarea dimensiunilor pliicilor s-au stabilit Ju..

terminarea operatiilor de prelucrare gi de pregitire o suprate -

telor in vederea amplasirii traductorilor electrici rezistivi,
Tentruv stabilirea grosimii pl¥eii, 1¥timii nervurilor s-au
ficut misuritori fn diferite regiuni stabilindu-se o valoare

medie si o abatere Ah, respectiv

Avind tn vedere abaterile dimensionale clit gi =

teristicilor mecanice s-a calculat abaterva rigiditi{ii cil!

At

.drice cu -clatia:
ap Ak 3.48h 28) V?
' h o1.-9°%

N
cararc

(7.6)

in
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{ Abaterea rigidititii cilindrice ajunge pind la 3,74 fn
cazul plicii din aluminiu 8i la 2,7% la pliicile din otel.
In figura 7.3 este reprezentatd schematic instalatia de
.Incercat placi circulere cu nervuri radiale care cuprinde volt-
metrul electronic (A), puntea tensometrici (B) de tip I 2702,
Ecutiile,de comutare (6) de tip b 2304 gi dispozitivul de soli -
fcitare (D). Cablurile de legituri (E) fntre traductori si cu -

tiile de,cqhutarorau patru fire gi sint ecranate.

Fig.7.3

In figura ?.4 este reprezentat dispozitivul de Inchrcare
al plicilor cu nervuri. Intre corpul din mijloc {1) si inelele
(2) gi (3) s~au prins dou# modele identice de pliAci cu nervuri
fadiale (7) s1 (8). Placa (7) este folositi drept model paniru
determinarea mirimilor experimentele. Placa (8) s-a folosit pen-
tru a fmpedeca rotirea inelelor (2) 31 (3) precum $i a corpului
j(l) fn timpul solicitiArii, adicX realizirii unei fncastriri cit
fmai apropiati de realitate. Inelele (2) 3i (3) rixeazi cele douj

gnodele identice de plici fn corpul (1) cu ajutorul a 36 de
Jruburi. Corpul (1) este previizut pe ambele fete cu sdincitur:.
e F 81 G ce comunici fntre .ele. In aceste spatil se intro-
duce ulel sud presiune de citre pompa (12) prin intermediul urnui
racord cu inserfie (14). Valoarea presiunii uleiuwlui, n spa -
L*ile ¥ @i G poate fi cititd la manomcotrul (6). Deplasarea
transversali & plicii au fost stabiliti cu ajutorul microcom -
Earatoarelof cu tijz (15) avind precizia de 0,1 mm agezate &n
irec{ie radial¥ pe nervuri prin intermediul unul dispozitiv
&ornat din elementele (9), (10), (11) cft si fntre rervuri,
borpul dispozitivului (1) este fixat pe suportul (4)..Cele -

lalte piryl componente ale instalatiei sint specificate tr
figura 7.4.
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Fig.7.4

7.2.3 Programul Incerc;rilor

Deforrnatiile specifice g9i deplasirile transversale, in
diferite puncte ale modelelor din figurile 7.1 ai 7.2,c au {osi
stabilite cu ajutorul traductorilor electrici rezistivi 3i a
microcomparatoarelor cu tija avind precizia de (¢,01 ma. Locurile
de amplasare ale traductorilor electrici rezistivi sint specifi.
cate tn figurile 7.1 gi 7.2,c. Traductorii electrici rezistiwi |
s-au fixat, fn punctele de misusurare, cu ajutorul edezivului in -

digen CIANOFIX B-1 si acoperiti cu IZAMLY K 16 pentru ai protej:
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contra umidititii gi uleiului. S-au utilizat traductori electro:=i
rezistivi de tip TER 10 H 120 cu rezistenta R = 1301 0,5 5i
constanta k = 1,95, fabricate la INCERC - Bucuregti. Traductorii
electricli rezistivi s-au aplicat pe plici fn locurile specificate

{

de figurile 7.1 si 7.2. Inainte de efectuarea miguritorilor s-a
ifacut o echilibrare de ,zero" (rezistivi si capacitivi) a puntii
‘tensometrice si o citire inifiald. Pentru a evita eventualele ero-
ri p-au efectuat trei citiri la fnclircare-desciArcare a deforma -
tiilor plicilor cu mervuri. Datele experimentale au feoat prelu -

crate luind $n considerare valorile medii ale miirimilor citif-,

‘t.2.4 Rezultate experimentale si discutii

Placa din aluminiu, prezentati fn figura 7.1, are 8 nervuri
'si este fncirca’l cu o forts uniform distribuitd de 0,1 NPa. Cu
N ajutorﬁl traductorilor electrici rezistivi s-au deteruminat
Tabelul 7.1

=% | 0 004]048[06 |0l o
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Ur [MPo o JIL6 |30 608 ) 3

Y. Jo |Moad | — | 80 a0 | nve )
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. To Pl | — 1046185667 (3,49] 2,20 = !

Energefics {5 Tmpal| — |6.97]269]%,50 060 ook =]
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deérma§iile specifice pe directiile radiale i circumferentiale
si tensiunile cu relatiile (7.2) gi (7.3). Deplasirile transver-
sale ale plicii au fost misurate cu ajutorul microcomparatoare -
lor cu tija. In tabelul 7.1 sint sistematizate valorile pentru
deplasirile transversale g1 tensiunile principale stabilite cu

metoda analitici, energetick, metoda elementului rinit si celeo
determinate experimental.

0,045

0,090

0,135

‘o

0,180

e .

Fig.7.5
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In figura 7;5 sint reprezentate grafic rezultatele obti-
nute analitic gi experimental. Din tabelul 7.1 gi figura 7.5
rezultd c# diferen{ele dintre rezultatele determinate analitic
gi celg‘stabilite experimental sint nesemnificative de aceea
relatiile obtinute la studiul plicilor circulare cu nervuri
sint ; recomandate pentru efectuarea calculului de rezistentl
31 de rigiditate., Totodatid rezultatele determinate analitic
sint comparabile cu cele stabilite cu metoda elementului finit
diferenta dintre ele ajungind pina la 9,34.

In continuare se prezintd rezultatele experimentale sta-
bilite la tipul de plicl prezentat fn figura 7.2, Plicile din
figudle 7.2,a $i 7.2,b avind un numir diferit de nervuri, au
fost fncercate In doud trepte de fncircare de 0,1 NPa ai 0,2
MPa. S-au misurat deplasfirile transversale cu ajutorul micro -
comparatoarelor cu tiji In diferite puncte atft fn dreptul ner-
vurii cft gi la portiunea de plach cuprinsi fntre nervuri,

25 50 75100 195 3 25 50 75 ¢ 1A

»Plézjigyfw () 02 -A_»L4§ﬁ¥'~~ B

02 — —
W ! / |
04 — 04 _/W ! :
?‘i’;ﬂ
06 06 —
08 08
10— 10 I
‘W mm 1w mm 2&\
PR, S 000//7(}0 ' ]—
—0— experimentol
—Xe— MEF b
a.

Fig.7.6
Mirimile experimentale au fost prelucrate lulnd In considerare
valorile medii ale deplasirilor citite. Rezultatele experim-nta -
‘le au fost comparate cu cele obtinute analitic gi cu metoda
e’ ~tului finit. Starea de deformatie obtinuti cu metoda els-
me. .ul finit a fost sfabilité cu programul de calcul 5330,
Placa cu 4 nervurli (fig.7.2,a) a fost fmpartitd fIn patru
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substructuri. Substructura ridicini a fost discretizatl In1?
elemente de bari si 120 elemente de placi interconectate 1=
140 de noduri. In figura 7.6 s-au prezentat grafic valorile
deplasiirii punctelor din dreptul nervurii cft si a punctelor
apartinind por{iunii dintre nervuri, S-au ghisit diferenie nca-
senniticative fntre rezultatele experimentale g1 cele deter -
minate cu metoda elementului finit 3i diferente mari care ajur-

pindt la 30-40% Intre rezultatele experimentunle g1 cele stubi-

lite analitic. i

Placa cu 6 nervuri (fig.7.2,b) a fost fmpirtitr In 6
substructuri. Substructura r#dicini a fost discretizati tn 17
elemente de bard gi 170 elemente de placi interconectate tn
198 de noduri, In i._ ura 7.7 se prezinti diagramele deplanirii
transversale ale plicii pe baza rezultatelor analitice, nuneri=
ce gi experipentale.

25 50 75 Im 15

r{mm)

—o— . Onolitic
—_—— expeu‘menfa/
ey MEF

a.
Fig. 7.7

Diferentele dintre reultatele obfinute analitic 31 cele
determinate experimental depigesc 124,

In figurile 7.6,b si 7.7,b se reprezintd deplasarea
punctelor din dreptul nervurii ctt g1 a punctelor aflate pe
razele (2) si (3) epartinind portiunii de placid dintre nervuri
Se constatli ci deplasirile punctelor din dreptul nervurilor
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stnt mai mici dectt cele ale punctelor apariinind portiunii
de placi cuprinsi intre nervuri, La cresterea numirului de
nervuri diferenfele dintre deplasirile acestor puncte se mic-
goreazi.

Pentru determinarea stirii de deformatie gi de tensiune
la placa circular3i cu 8 nervuri (fig.7.2,c) =~a folosit pro -
gramul de calcul SUBSM. Placa s-a fmpirgit In 8 substructuri
(fig.7.8,a). Substructura ridicini (fig.7.8,b) a fost discre-
tizati tn 135 elemente de bari gi 78 elemente de placi.

Fig.7.8

Experimental s-au determinat deplasirile transvercale
gi deformatiile specifice in diferite puncte ale plicii. Am-
.plasarea t#addctorilor electrici rezio*ivi este aritati In
figura 7.2}0. In figura 7.9 sint prezentate comparativ diagra-
mele deplasirii transversale cit gi a tensiunilor obtinute
expermental, cu metoda elementului finit si analitic pentru
o fncircare cu.o garcinf uniform distribuiti de 0,1 ¥Pa ., Di-
ferenyjele dintre deplaslirile mhsurate gi cele calculate varia-
25 tntre 4 - 9%. Totodat# se constatd diferente nesemnifica-
tive dintre mirimi: s calculate cu metnrda elementului finit i
cele stabilite experimental. In zona nervurii inelare s-a
obtinut atft cu metoda elementului finit cit gi prin metoda
analitick o micgorare s tensiunilor normale Vr g1 0y .
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Fig.7.9
Pentru efecéuhrea calculului analitic s-au conside-
rat doul regiuni, U regiune interioar# nervurii inelare in
care s—eu considerat relatiile de calcul ale plicii izotrope

gi una exterioari in care s-au adoptat relatiile de calcul
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ale plicilor circulare cu nervuri radiale din capitolele 4 3i
5. Pentru determinarea constantelor de integrare, pe l&ngi
conditiile de legiturd gi existenta mirimilor finite fn centrul
pl¥cil, s-a considerat condit{ia de continuitate la trecerea de
la regiunea interioari la cea exterioari. In écést sens s-a
egalat unghiul de rotire al normalei la suprafata mediani cu

unghiul de rotire al nervurii inelare,

7.2.5 Concluzii

'Din cercetiirile tensometrice, analiticelsi numerice efec-
tuate asupra plicilor ecirculare cu nervuri radiale rezul ti:

! = diferentele fntre valorile tensiunilor determinate ex-
perimental gi analitic ajung la 9,3%;

- mirimile determinate experimental sint mai mici decft
cele stabilite analitic;

- relatiile de calcul pentru deplasiri gi tensiuni sta -
bilite tn capitolul 5 pot fi aplicate la plicile circulare care
au 8 sau mai multe nervuri radiale;

- programul de calcul cu elemente finite determini depla-
sare gsi tensiunea aproape fn orice punct iar metoda tensometricr
stabilegte deformatia gi tensiunea numai fn anumite puncte. Ue
constatl ci rezultatele dterminate cu metoda® elementului finit
stnt mai mari dectt cele stabilite experimentaly

- diferentele intre valorile mirimilor stabilite cu meto-

da analiticid si metoda'Rayleigh - Ritz sint neimportante.
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7.3 Studiul plicilor cu ajutorul
fotoelastici metrie

7.3.1 Principiu

Un corp solid sub ac{iunea forjelor se deformeazi ;i
fgi plerde izotropia, devenind anizotrop din punct de vedere
mecanic. In cazul cind corpul este transparent el devine bire-
frigerent ca urmare a anizotroplei optice pe care o cupiti $n
urma solicitérii. Proprietatea de birefrigerenyX a corpurilor
solide transparente se poate utiliza la determinarea stirii
de tensiune. In general, fotoelasticimctria stabilejte starea
de tensiune fn cazul problemelor plane ale teoriei elastici -
titii, Totugi ea a fost extinsi gi la studiul stirilor spa -
tiale de solicitare prin metoda Inghetiirii. Aicest procedeu se
bazeazd pe proprietatea materialelor de a pistra o deforxajie
permanentd dupd tratamentul de fncilzire a modelului sclicitat.
In lucrarea [224] sint prezentate toate aspectele privind
determinarea stirii de tensiune cu metoda fnghetirii.

]
7.3.2 Modelul fotoelastio. Dispozitivul de

fnciircare.

Modelul fotoelastic s-a executat prin turnare la rece
din ARALDIT D. Turnarea modelulul s-a fXcut fntr-o matrigX
confectionats din plexiglas. In figura 7.10 este prezentat
modelul turnat. Placa model are 10 nervuri, Dupi turnare rode-
lul fotoelastic nu a mai fost prelucrat. Modelul fotoelastic
a fost introdus fIn dispozitivul de sol!citare prezentat 1iIn
figura 7,11, Dispozitivul este format din douX inele care
tixeazX modelul., Intre inelele (2) si (4) si model (1) au
fost introduse garniturile de cauciuc (7)., Fixarea modelului
fntre cele douli inele s~a ficut cu ajutorul guruburilor (5).

Determinliirile experimentale au fost efectuate fn ca -
drul laboratorului de rezisten{a materislelor de la Institu-

tul Politehnic Bucuregti.’
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7.3.3 Determiniri experimentale

Modelul a fost fixat fn dispozitivul(fi1g.7.11) i fnc”r-
cat cu o forti concentrats de 5 N amplicati fn centrul plzeii
prin intermediul unui ¢ilindru de plexiglas avind diazetrul ce
5 mm. Starea de tensiune a fost fixatid in model cu tchnica in-
ghetirii, In acest scop, modelul neincircat fncastrat pe con -

exterior cu ajutorul dispozitivului prezentst fn firura
feil a fosf introdus fntr-o etuvi progrer-“il% si fncilzitx
‘lent pinX la temperatura de 85°C. Temperatura a tost controlati
cu o.prepizie de!5%. In etuvi a fost introdus In acelasi timp
un disc pentru determinarea constantel fotoelastice a materia -
lului modelului.
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La atingerea temperaturii de 85°C modelul gi discul
s-au lisat o junitate de ori pentru uniformizarea temperatu-
rii. La temperatura de 85°C modelul a fost fnciircat cu o for-
t4 concentrati aplicati In centrul iar discul comprinat dia-
metral cu doul forte. Modelul fnciircat s-a mentinut la tem -
peratura de 85°C 2 ore astfel ca temperatura si se uniformi-
zeze $n toatd masa. In continuare modelul s-a rdcit lent , prin
sciderea temperaturii cu o vitezi de 5°C/oré pini la tempera -
tura camerei. La temperatura camerei, forta exterioar¥ s-a In-
depirtat iar starea de tensiune din model a rimas fixatid 1a ata-
rea macromoleculari. Nodelul a fost sectionat printr-o nervurl
g1 la mijlocul distantei dintre nervuri. Prin seciionare g-au
obtinut felii avind grosimea de 4 mm. Aceste telil au foect exa-
minate in lumini monocromatici cu lungimea de undi A= 600 p=
tntr-un polariscop cu lumini polarizati circular. *ranjele ico-
cromate care se observid pe suprafeta modelului au fost foto -
grafiate gi sint prezentate fn figurile 7.12 91 7.13.

Din analiza totoelastici, fn planul elementului, rezultl

izocromate obfinute cu relatia:

Gl - F2 = f(r‘N, (7‘7)

/ ’

unde ' fe este componenta fotoelastici a materialului, I -
ordinul de bandicitit pe contur.

' Constanta fotoelastichi s—a determinat pe discul de ote-
lonare gi are valoarea e = 0,0182 N/mm2 franji. e baza
acestor fnregistriri s-au putut trasa curbele de variatie ale
tensiunilor. Utilizind datele obtinute din deferminirile foto-
elastice s-au trasat curbele de variatie ale tensiunii norumale
din dreptul nervurii cit gi la mijlocul distantei dintre nervur.
fiind reprezentate fn figurile 7.12 gi 7.13.

Prin aplicarea legii similitudinii se pot trece rezultalc-
le de la model la prototip.bIntrucit fn dreptul nervurii ten -
siunile sint proportionale cu Pll/h3 atuncl tengiuniie din nroto-

tip se obiin cu relatia:

P by H

G =G x —Ex 5 X P (7.8)
P » P h H
m p m
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Fig.7.12

'{Z’ﬂ(’ '"
) Ilﬂl

Fig.7.13
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unde indicele p se referi la prototip iar m - la model,
@ - tensiunea fntr-un punct, P - incilircarea, h - grosimea pllici:
H - fn¥l{imea nervurii, ‘
Intrucit efectul coeficientului de contrsgie transversalil

nu poate fi neglijat se face o corectile a tensiunilor cu
1- ¥ 1-0,3
1- 92 1-0,45

La elementul de placi cuprins intre nervuri este mai di-
ficil de trecut rezultatele de la prototip daloritd distorsi -
unilor care trebuiesc luate fn calcul, adici introducerea unui

k=

= 1,14. (7.9)

coeticient de corectie destul de complicat. In figura 7.14 s-au

prezentat comparativ va-

/éﬁ’ﬁw suT. € .e.s..nilor _biiiu-
T

30 60 9 L
]I ' ' é@ - te analitic gi experinmen=
1 7 R o,  Fvur: sor
02 L tal in nervuri la o placl
I din otel de rozh R = 15Cmn
44 | avind 10 nervuri de $-71-
C;},P%F%a time Y = 27 mm, grosime

onO//‘ﬁ\, t = _ mn, h =9 mm. I'laca
——  experimental

are o parte rigidi in cen-.
tru, locul de Intilnire al
Fig.7.14 nervurilor,de razi r=16 ma
Incircarea pliicii s-a ficut cu o fortd concentrat® de 100 X in
centru,
o 7.3.4 Concluzii
J“*n examinarea curbelor din figurile 7.12 gi 7.13 re -
Zu. wniunea radialX are o creaztere in apropierea zonei
de legare a pervurilor cu partea centrall, dupdi care tensiunile
scad si schimbi semnul tn apropierea conturului. Totodati ten-
siunile radiale au valori mai mari fn dreptul nervurilor dectt
$n portiunea dintre nervuri ceea ce confirmi relatiile de cal-
cul stabilite fn capitolul 5.
Comparind valorile tensiunilor determinate analitic cu
cele stabilite experimental (fig.7.14) se constatd o buni con-
cordan}i. Diferenia dihtre datele experimentale gi cele anali-

tice nu depisegte T,
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7.4 Studiul deplasirilor pliicilor cu nervuri

cu ajutoru. interferometriei holografice
T.4.1 Generalititi. Principul holografiel

Interferometria holograficii oferi posibilitatea misuri-
rii deplasérilof mici de ordinul jumatdtii lungimii de undi a
Juminii utilizate. Aceasti metodH nouX consti in a fnregistra
:siv pe aceeagl placd hologfafica, holograma unei plicl ne-
ceformate gi holograme aceleagi plici supusi unei fncircari. o=
lograma frmagazineazi informatii atft cu privire la imaginea
plééii cft gi la amplitudinea gi defazajul introdus piacil cire
este iluminati cu o razi coerenti, La inregistrarea hologrameci

se utilizeazld schema interferometrici prezentatid in figura 7.1¢

N He-Ne

r/

#1g.7.15
Laserul (1) tip 4Ni - 180, fabricat In Germania, le-ie,
avind puterea de 50 m¥ emite lumina care se divide In doul fas-
cicule de citre divizorul (2). Un fascicul de raze luminoace
este folosit pentru iluminarea plicii (8) prin intermediul len-
tilei (5) gi a ozglinzii (3), numit fascicul oblect (A). Lumina
refiectati difuz de placi, ajunge pe placa fotografici (7)

BUPT



- 156 -

sensibilizatd de lungimea de undi A= 632,8 nm cu.a doum comp:-
nenti a fasciculului luminos numit fascicul de referinta (L).
Fasciculul de referin{¥ lirgit de lemtila (4) ilumineazi direc
placa fotografici (7) dupi schimbarea traiectoriei de citre c-
glinda (6). Pe placa fotografici {(7) se formeazi un cilmp de in-
terferent# produs de fasciculul de referintX gi fasciculul obi-
ect difuz reflectat de pe obiect, Defazajul gi amplitudinea
celor dou#t raze componente, care interfereazi, vor influent:
=8 apari intr-un punct pe placa fotograficii, o amplificare nau
diminuare, fapt ce se manirestd prin difcrite pete luminoase.
In stratul foto se memoreazli informatia optick emioXd de plac
ca cimp de interferentf. Pentru citirca informatiei stocatle ce
va i1lumina din nou placa cu un faécicul extins (A). In prime
iluminare partiald se determind suprafata plicii deforms.. jnar
in a doua iluminare partiali se stabileste suprafata plicii
deformate. La redarea hologramei se formeazi In acelesi tinmp

doud reprezentiiri diferite ale suprafetel.
t

T7.4.2 Modele. Dispozitivul de inciircare.

Pentru determiniri experimentule s-au executat 3 moda-
le din aluminiu avind diametrul de 100 ma $i un nuwir €a MR
g1 12 nervuri. Placa are grosimea de 3 mm iar nervurile : yi=
mea de 9 mm si litimea de 3 mm. lModelele au fost fixate in die-
pozitivul de fncarcare, prezentat in figura 7.16. Dinpozitivul
de incircare este format dintr-un corp cu o cavitate i un lo-
cags pentru fixarea modelelor. lModelul (5) este fixat in corpul
dispozitivului de citre inelul (4) prin intermediul a 12 gu -
ruburi. Corpul dispozitivului este prins gi sustinut de supor-
tul rigid (1) cu ajutorul tijelor (2). Uleiul introdus sub
presiune de pompa cu gurub (2) tn cavitatea corpului aciionea-
z4 asupra plicii. Mirimea presiunii interioare din cavitate

este misuratid de manometrul (6).

‘t.4.3 Interpretarea fnregistrarilor holografice

Examinind o placi holografici dublu expusd 31 developa-
t%, fntr-o razd lirzits a laserului, se poate observa obiectul

supus fncerciirii sub forma unei imagini virtuale peste care
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este 'suprapus’ un sistem de benzi inelare de interferenti.
Benzile inelare do inferforen§ﬁ aproximcazi zonele plicii cars
au aceeagsi sigeati, astfel fncft In final se poate obtine o
vedere generaldi din punct de vedere al deformatiilor.

|
X

D)

TN

!
]
L !

’ Fig.'r1.16
Metoda de interpretare consti in stabilirea pozitiei

geometrice a fiecirei benzi de interferentl. Inelele se vor nu-=
mira de la exteriorul plicii,unde w = O, spre interior. Intru-
ctt s-a ficut o vizare frontall, pentru punerea fn evident’ a

deplasirii transversale, lungimea de undi A se consideri
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constanti in miirime iar pentru calculul atige{ii, dupa ﬁl] a4l
CQ24], valabil¥ relajia:

(2N + 1)-N
N 3
2(cose+ oos/5 )

(7.10)

w

unde N = 1, 2, 3, ... vreprezinti ordinul benzii de interfe-
. rentd, o - unghiul de incidentl al razei obiectulul faiX de

pormala la p;aca, /5 - unghiul de observare fa{3i de normala
la placH.

Intructt unghiurile o gi (5 depind de pozitia fie -
ciirul punct de pe benzile de interferen{X este necesar un dis -
pozitiﬁ care si stabileasci coordonatele lor, Mirimea unghiu-
rilor, dupid [11] , va depinde de pozitia sursei obiect, de
dimensiunile pl3cii pfecum g8l de pozitia plicii fotografice
fats de model. Nedispunind de un aparat de mXsuri adecvat s-a
stabilit numail sigeata maximi.

In figurile 7.17 gi 7.18 sint prezentate interferozrame -
le care dau cimpul deplasirii transversale ficindu-se o ana-
1izi mai mult calitativd cfnd plicile sint fncastrate pe con-
tur gi sint fncliircate cu o sarcini unitorm distribuitX speci-

ticati In tabelul 7.32.

g -——]
i
¢
i

A e w——-«wJ

Y

-l
o ———

/ Winax
Fig.7.17

BUPT



.f/
AF
A3

s Ty

o @fﬁ
o)
"\‘*fu‘{%‘{
LI
/
- e
Wmax e
‘ F1g.7.18
Jobelu) 7.2
P/gca P,es,u,,m Deplosarea Tronsversalo  w=.. . - j
nervii A Rayleigh- Ritz Metoda analiticd (ac=r/RA. |
. ‘ RA X
8 ‘b,05 R4 (]BDF) P‘:Z"&( -0542x +x+é( I)ln(l+x)+000”69
b =
(RA
10 | 007 54(; Ar)D " 92 ) —,6—0’) [ 05.?3x Zx+ (% I)Zn(/f-x)*00027,
21 07 9 R 760 rh 05/4x3Xf(X “Nin(r+x) 000//7
) Tabelul 73
Metoda
| Placg  |Experiment. Analit /'cc': Rayleigh - itz
, - W
& [y o] e ) 9225302 e [ -2
i . -3 -3 !
\onervur | 144 1073] 8310 0 8810 15
wrervori| 94503 6603 | 64 |ms 0% 0O
2nervuril wo5.1073 w79 1073 4 29 077 49

BUPT



- 160 -

In tabelul 7.2:sint prezentate relatiile de calcul pen=
tru calculul deplashrii transversale la plidcile circulare cu
nervuri radiale.

Experimental, sigeata maximlii se stabileste cu relatias
(7.8) cfnd « = 10°, P = 55° iar ordinul benzii de interferent
se determini pentrvfiecare caz fn parte, din figurile 7.17 1
7.18. Rezultatele determinate experimental si analitic (tabe-
lul 7.2) sint centralizate in tabelul 7.3. Din analiza valo-
rilor deplasirilor determinate prin interferometrie hologra-
fici, metods snalitici gi metoda Rayleigh-Ritz se constati o
concordant satisfictitoare., Totodati pe baza benzilor inelare
de interferometrie\s-a stabilit forma deformatd a plicilor

circulare cu nervuri.

7.4.4 Concluzii

Prin aplicarea tehnicii hologréfice cu dubli expunere
au fost rezolvate urmitoarele probleme:

- punerea-in evidenilii a comportiirii cowplexe m plici-
lor circulare cu nervuri care lucreazi ca un tot unitar. De-
formatia lor este simetrici avind benzile de interferentd de
formi inelarx.In zona centralX, unde existid o parte centrald
rigidsd (ingrogati) la care nervurile sint legate, panta su -
prafetei deformate este micX, adicki are loc o ririre a inele-
lor de interferen{l;

- verificarea relatiilor de calcul ale deplasirii trans-
versale stabilite &n capitolul 5;

-~ lea cregterea Inciircirii cregte foarte mult ordinul
benzilor de interferenti iar identificarea acestors chiar cu
aparatura optici cea mal sofisticati ar deveni imposibild
(fig.7.18,b - placa cu 8 nervuri solicitatsd cu o sarcind uni-
form distribuits de 0,5 MPa);

- sensibilitatea deosebiti a metodei interferometriei
holografice oferi posibili tati suplimentare in cercetare;

- obtinerea formei deformate a plicit calitativ.
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8 CONCLUZII FINALE

In lucrarea de fati s-a urmiirit si se studieze comporta-.
rea staticil a pllcii circulare cu nervurl radiale fnclircati
cu for{e normale gi continute In planul median al plicii. 1In
special, lucrarea reflectii determinarca teoretici gi experi -
mentalyi & stirilor de deformatie gi de tensiune gi alegerea
convenabili a dimensiunilor la placa circulari cu'nervufi radi-
ale in report cu placa circulari firX nervuri.

Dintre contributiile originale eduse de autor in teza de
doctorat se mentioneazi:

' 1. Sistematizarea cercetirilor efectuate privind calculul
plicilor circulare cu nervuri radiale prin:

1.1 evidentierea modului de miirire a rigidititii oi
rezistentei plicilor circulare prin foloeirea de materiale izo-
trope cft si brin folosirea nervurilor poate fi urmiriti £n
subcapitolul 2.1;

1.2 definirea conceptului de plachi circulari nervurats
gl efectuarea unei clasificiri a multitudinii solutiilor constru--
tive de pl¥ici circulare cu nervuri (fig.2.1); -

’ 1.3 analizarea aminuntitd a principalelor aplicatii
tehnice ale plicilor circulare nervurate gi stabilirea importan-
tei utilizérii lor mentionati fn paragraful 2,3; -

1.4 sislematizarea metodelor de calcul ale pliicilor
circulare cu nervuri radiale prezentati in literatura de gpecia-.
litate 31 precizarea obiectivelor pentru aceastd lucrare ;

2. Tratarea unitari a deformuyiei plliicilor circulure izo-
trope 3i a refelelor de bare agezate iIn directie radiali gi cir-
cunferentialsd fn vederea analizlrii plicilor circulare cu rer -
vurl radiale prin:

2.1 formularea unei teorii matematice unitare pentru
deducerea deplasirii (3,16), dcformatiei (3.23), c.uporentelor
tensiunii(3.27) gi a eforturilor sectionale (3.30 =i 3..1) pen-
tru plicile circulare izotrope solicitate la incovoiere cu Intin-
dere sau compresiune;

2.2, stabilirea, In mod original, a efortuiilor din ba-

rele rctelei, repartizate pe unitaiea de lungime, In functie de
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componentele deplasiirii punctelor apartinfind unui plan de re-
ferinti (relatiile 3.72 la 3.79);

3. Formularea in deplasiiri a ¢alculului plicilor cir-
culare cu nervuri urmirindu-se:

3.1 stabilirea relatiilor de calcul ale eforturi=
lor secyionale la plicile circulare cu nervuri radiale 5i ine-
lare pe baza ortotropiei de sbiructuri (relntiile ., 16; 4.1
4.203 4.25; 4.29; 4.31);

3.2 verificarea eforturilor sectionale prin su -
prapunerea eforturilor de la placa circulari izotropid gi a
eforturilor de la refelele de bare (paragraful 4.6.2);

3.3 determinarea ecuatiilor diferentiale care des-
criu deformarea acestor plici In cézul solicitirii de incovo-
iere cu intindere sau compresiune gi particularizerea lor pen-
tru plicile circulare cu nervuri radiale (4.51;4.52; 4..32);

3.4 verificarea ecuatiilor di ferentiale care des-
criu deformarea plécilor circulare cu nervuri radiale cu aju-
torul metodei variantionale (relutiile 4.71; 4.72; 4.73) =i a
eforturilor sectionale (4.93; 4.94);

4, Studiul stéirilor de deformatie gi de tensiune 1a
solicitiri statice fn conditii diterite de Incircare gi reze-
mare, urmirind:

4,1 ' determinarea solutiei ecuatiei diferentiale
care descrie deformarea unui disc cu nervuri radiale de sec-
tiune constentd (5.18);

4.2 stabilirea solutiei generale a incovoierii
plicii circulare cu nervuri radiale de sectiune conatanti
fncircatd cu o fortd uniform distribuitd (5.43) $i cu o for-
ti concentrata aplicati {n centrul plicit (5.72)3

4.3 stabilirea solujiei generale in cazul plici-
lor inelare cu nervuri radiale fn conditii diferite de fncir-
care (paragraful 5.2.1.3);

4.4 determinarea stirilor de deformatie si de
tensiune pentru diferite cazuri particulare de rezecare 3i
fncircare;

4.5 trasarea de diajrame care si concenireze o
mare parte din rezultatele stabilite teoretic gi sA le¢ com-

pare cu diagrame coreupunziitoare ale plicilor circulare
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izotrope pentru justificarea cregterii rigiditéitil pliciler
cu nervuri; B

L4, 6 determinarea soluglei ecuatiei diferentiale car-:
descrie deformarea plécii circulare cu nervuri de sectiune va-
riabild grezentatﬁ tn paragraful 5.2.2;

4.7 stabilirea solutiilor aproximative cu ajutorul
seriilor pentru ecuatiiie diferen{iale ale pllicilor cu nervuri
radiale de sectiune variabildi care nu pot fi integrate (para-
graful 5,3.1). Se determinii soluiia ecuatiei difereniiale cr:
descrie deformarea simetrichi a pliicii prin transforumarea ol
pind se ob;ihe o ecuatie diferentiali liniard de ordinul doi cu
‘coeficiéngi variabili. Soluyjia este prezentatlii sub tforma unei
Iserii a cirei convergent® este verificatd cu ajutorul criteriu-

4 lul delembert,

j- 4.8 stabllirea urei metodolegit 7~ calcul variajio -
nal utilizind teorema de minim a encriiel potenfi-le folerird
formularea matriciali care asigurd premicele utilizirii cowmod:
a calculatorului electronic prezentati in peragraful 5.3.2;

4.9 determinarea influentei pe care o are crextersa
mirimii sectiunii nervurilor asupra cregterii rigiditrigii pl.o-
cilor este prezentati in figurile 5.14,

4;10 utilizarea metodei elementului finit pentru
investigarea aminuntiti a stirilor de deformatie gi de tenciur-«
prin: A

- folosirea programului de caleul SAP IV gi

- eiaborarea unui program de calcul de analizi stiziic
cu aplicarea substructuririi denumit SUBSK [154]. La eladorvar
programului 3UBSM s-a avut in vedere posibilitatea subztruct:
rii pe mai multe nivele avind o mare elasticitate in abordar::
structurilor complexe cit gi a plicilor circulare cu nurvuri ;

4.11 folosirea programului de calcul SUBSH si SAP
pentru calculul plicilor circulare cu nervuri radlale au pDus S0
evidenti: i )

- deplasareca transversalXi mai mare a puncieinr ui.:.

tntre nervuri decit cele din dreptul nervurilor;
- justificarea teoriei de calcul adoptat3d in cavi-ole
4 gi 5 pentru plécile eirculare care au un numir mai mare 22w
]

egal cu 8 mervuri;
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- avantajul utilizirii programului de calcul SU33H
care efectueazi calculul fntr-un timp mai mic de cel putin 2
ori fat¥ de programul 5AP 1IV;

5. Adoptarea unei metode de calcul (cap.6) care si perzi’y
alegerea convenabili a dimensiunilor plécii eirculare cu nervu
radiale In raport cu placa firX nervuri. aceasti metodd de i
are in vedere micgorarea greutfitii plicli ou nervuri In coamon -
ratie cu cea fiArd nervuri cfnd ambele au ocoeagi rigiditate
rezistentl considerfnd raportul volu~elor lor s¥ fie gul- §‘nr.

6. kxplorarea exporimentald a stirilor de tcnsiune i de
deformatie prin misuritori tensomeirice, prin fotoelasticimcti—
gi prin infterferometrie holografici:

6.1 s-a proiectat un dispozitiv original peatru verili-
carea experirentald a silirlilor ' deformatie gi de wwnszsiune fn
cazul soliciifrii axial simetrice cu o sarcini uniform diatri -
bui tZi., MAsurlitorile au tost efectuate cu ajutorul mircilor ton-
sometrice pentru deformaf{il spe« “ice g1 cu microcomparatonare
cu tiJi pentru sigeti. Rezultatele obtinute au validat :;pcte -
zele de calcul prezeniate fn cupricsul ucririi.

6.2 s-a aplicat pentru priza dathi meinda fotoelaatict
la studiul tensiunilor fn placa circulard cu nerv -i rad:ale.
Analiza stirii de tensiune i de deforma%ie s-a fX-at fn drop-
tul nervuriiicft gi in portiunea dintre nervuri.

6.3 prin aplicarea interferor: triei holografice a
fost determinati valoarea siige{ii fArd a {ine seama de carac-
teristicile mecanice ale waterialului pliicii (tabelu) 7.7 si
relafia 7.10) gi s-a pus In evidenti comportarea ca un tot

-unitar, & pl3cilor circulare nervurate radiezsl.

; Desigur rimin suficiente probleme =nre ar merita
interes pentru cercetlfirile s'arilor de defermatie i deo
tensiune, cum ar fri: stabilirea stiriler ¢» deformatie g1
de tensiune cind nervurile au ax '¢ agerate excertric 234

de planul median al pidcii.
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9 ANEXE

A.1 Notiuni de geometrie diferentiall gi analizi

tensoriald

3istemul de coordonate Oxyz permite stabilirea unei co-
respondente intre numere gi punctele spatiului, Descrierea do-
formfirii poate ti ficuti daci se identifici particulele Inir-o
configurajle de referintf cu pozitiile lor date de vectorul
pozitie In configuratia respectivi.

In raport cu sistemul de eoordonate cartezian Cxyz, pozi-

tia unui punct material Q el pliclii este definit de vectorul:

r = X-Ld—y.s + zZ-M, (A1)

unde i, j-, K sint versorii exelor de coordonate ce re dr-
termini, dupa [132] g1. [205]) , cu relatiile:

. ’? .
L =- r; J = ;2_2 3 Ke ;gl: . (A.1.2)
?x ?y g2

Intrcit, legitura intre coordonatele carteziene gi -el=

cilindrice este dati de relatiile:

XxX=r.cosY ; y= r-sinVy ; z =z, (A.1.73)
vectorul T poate fi scris si sub -forma:

: . .

'r::wwsq-b-rrsnan + z-¥K, (A.1.4)

Coordonatele x, y, z (sau r,y,z) care individualize~z”

particulele corpului continuu, la momentul ini%ial, se

variabile Lagrange sau coordonate materiale. Studiuvl col’ct
rii in cuordonate materiale se va numi descriere rsterial ..
Descrierea materiall se foloseste in stuliul defers” =il elnv:ice
a solidelor deformabile cind deplasiri. . punctelor oint nici
(au caracter infinitezimal fus] ). In acest cez, puotru o oo
criere a stirilor deformatd si nedeformalic ale pi.c:i ac Vs

utiliza un singur reper de referinta. Coordonatele =, Y, 7 1la
un moment dat t sint numite variabilele lui Euler.
losesc la descrierea spatiald cind deplasirile sint meri I 3

BUPT



- 166 -

descrierea migciirii psrticuleler devine dificilZ. La so'ici-
tiri externe punctele unui corp solid continuu se vor deplara,
Doplasarea (ecuatia de migcare) a unei particule va ti deiini
i de ecuutiu:

R=X(r, v) . (A.1.7)

Deplasrea particulei poate fi fapir{iti In:
- migcare de corp rigid cind corpul f£si schimbz

pozi?ia,in spagiﬁ. In acest caz, vi. cu 3i acceleratia lu un

moment dat ¢, vor ti date de functiile:
. 4 - d2
v=R-—X(r, v); @=R=—X(r v,(a1.:
dt dt

unde [ se consideri consiant, gi

- deplasiiri produne prin deformare decc- ise de va-
riatia functiei X fn raport cu variabila €, cind t
este fixat., In ncest caz, ecuatiu (a.1.5) poate fi nmeriss sub

forma:

R=TFsuce), (4.1.7)

unde U reprezinti vectorul deplasirii particulei din confi—

guraiia nedeformat¥ in configuratia deformati.
In punctul Q se introduce o bazi locall a cirui vectori
sr.’ SY’ sz se determini, dupi [.132J$i (236], cu re1lnt:i-

?
8, -~

]

cos‘f'('. + nain ‘f’-j;

?r
r . s . .
) 5* = W = r(-sin \' é+ cos \(‘3 ) (A.1.4)
20
gz = 92 = ¥,

Versorii vectorilor (a.1.8) sfnt:

. 1 Qr 1 . . .
= —— T = - = cos Y6 + sin 3
‘% A Ir A gr ! $j
. 1 g 1 . .
= ———m —— = - sinf- & + cosp.; (A.1.9)
L~f B 1Y B 3 ' J
t, = erl.‘? =K.
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nd
N RG]
A = + -_— =1;
ir or r 3r)
B2’ (ﬂ)? 'ﬂ.’fi ?ﬁz ,‘)_2)2 2
W/ \% ?P) i)

3aza locall 9«\(x‘= r,¥, z) se caracterizeazi prin

(1\. L.IU)

numerele

o

= g = d .. b
gg(/} gﬂ.,(‘ dc(‘gpi (a.1.10)

care-déterminé ldngimea veétorilor bézei
2
190 - 4 8- 6o (Ae1.12)

g1 unghiurile dintre vectori

9 &, -1 MG N0 Yo (A.2.15)

Numerele se numesc componentele covariante 2l

tensorului metric din sistemul de ccordonate dat. In cazul coc

donatelor cilindrice

8 = 1 24 =r° g =1, (a.1.14)

gr? = 0, (A.1.19)

fntrucit

gr' g’r =(cossf°L « sin \P'j}'z = 1;
gvvz' 3“'3,‘? = r2(- sin*{-c:+ cost)2 = r2;

R B A N

unde ! )
02 - ® . . 3
LS =ULLl=1; = 13 ¥-E=1;
- ® ." J -
L= §-¥ =% U=
In afari de baza datldl ﬁoc(“ =r, ¢, z), fn caleulul

tensorial intrit baza reciproci iff, cure eate legsul™ de Lo

covarinnti cu relatiile:
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°(‘__ “{& . 6 IO A
3 =g gﬁ, 30(" g«/s g ) (A.l.lu)

g“‘ﬁ’ = 30?3#’. (A.1.17)

unde

sfnt componentele contravariante ale tensorului metric.
Din.relntiile (A.1.9), rexzultis

«
. [ - S a.{.‘;.;
go(d(z, # (n
ot
unde Sp eate = srvl luil Kkronecker,
vin relatiile (A.1.16), (A.1,17;, {(a.1.14) =i (..1.1C

se obtine:

1
rr zz .
¢ =1y g¥¥ = ——; &=, (co1.17)
-t
g‘r? = gvz = ,g'zr ~ 0. (/\,1.4'(
Vectorii reciproci, conform relatiilor (1) 1

(A.l.i9) vor fi:

T g
1

1 . C
.%q= J“;(gz xgr) -:—Gshﬂ#6+ msYﬁ)MAJ.ﬂ)
&

1
.32_—_- JE" (grxﬁy) r
unde

Ve = 31_.(%9,( A =T (A.1.22)

Dup# cum rezulta din relatiile de definijie vectorii
bazei locale au mirimi variabile, Derivata vectcrulu;é;i tn
raport cu A , dupd [236] , se determini cu r-latic:

)
= @  (sumare dupi ¥y ‘faa1.27)
dup {oc (JX gt

unde

G G )
tc p]l‘ 7 S e Cppre T S g

s A
Ao L gt
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'1“

.—J

oY

7
N
N

S N )
= <
r
IH.7
I [
-
-
UQ)
1?'&
[
N
—G
<
LB
Voow
2
~
T
..,
"
p—
o)
v -7
%l
N
)
N

. RASE 2 S i — v o= 0
Ir Ggp 29 T r Cep 0
Ve 3 M kg g,
Y Ve, 7= Virr 27
= . ¢ 1 2 /eeu’
9_;‘2: . IV Esz l’z O; ?'-"* poss __lfy_\‘("_ H
or \/?z.z 22 QY zz Y

‘Q)
™
»
‘\3
N
N
-
LD
R

- - T (A1.00)
7z Verr ?r LT 7 L
Intrucit
R . . R
Q (&) = (1 +?_‘:2).b +9—1’2(, +2V—'-9L (A.l.'\ )

7 r gy ety e Ty e

IR, m, : Dot
X 29 o/ ’r

se obtin componentele versorului N , unde

|
+
<
P

) .' "
Ll.r+MbY+I\ 2 .

= S ?

Vi2 + 12 + 02
v v CASCAN /)Wo '

/)wo ¢uo 9"’o ,‘)wo Q_uggwo.

Mo L 0% _ -2,

°9r ¢ 9r 9P ?r 0¥
’,)v Quo ’)uo ,)vo Qvo ’f)“o/‘)vo

‘ 0o
N = r+u_ + — +(r+u )—=+— —=
e} 9?

T T A T T
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Pentru c#:

u Qu Qv Qvo AN 2 Qw
—0Qn O —2¢ —~( )R(W)«l' v——R:O. ucer. (A.1.00;

?T 9W Qr 3P 7r
atunci relagiile (A.1.23) au forma:
QWO QW
-T P Moo
r?r 0‘#

Pe baza relajiilor de mai sus versorul {¥ este dat do

r

L ¥ ; Na r. (A.1.70)

relatia IV . l Qwo . .
N=--—54 - L + L, . (A.1.751)
7r r 9y
Versorul ¢} va fi folosit la determinarea deplasi=ii
punct fn timpul deformiirii plicii In functie de componenr.io

deplasiril punctului QW de pe suprafata medianh,

A.2 Deplesiri gi deformatii

rie f vectorul de pozitie al punctului q , ier

vectorul de pozitie al punctului Qo’ proiectia punctulul 4 pe

suprafa§a mediani a plicii. In urma defor.irii plécii purnctul .

N

se deplaseaz® in Q' iar Qo in Qo‘ Vectorii de pozitie corespur -

zatori pentru ' sgi 4& vor f1 R si f%o. Dependenta dintire
pozitiile deformati i nedcformatii este datl de relatiile (7.
sau (A.1.7) ¢i (3.7).

Ipoteza lui Kirchhoff permite exprimarea vectorului

3i sub forma:

R=-=R, +zn, (A.2.1)°

unde M este vector unitar normal la suprafa{a mediani deforoat:

data de relatia (3.11) sau (A.1.31). Din relatiile (4.1.7),
(3.7) si (A.2.1; rezulti:
L 4
u= U°+ Z(n-— "Z) ('\.L.c,

unde U 3t (}o sfnt vectorii deplasirii puncteler 2 71
determinati cu relatiile (3.8) gi (3.9).
Inlocuind relatiile (A.1.31), (3.8) gi (3.9) In (A.2.2)

rezul ti:
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w
= (u -z —)}_+ (v -z — -0 4+ w . (A.2.2)
I ° r Oy ¢ o ¥z

Vectorii bazei ortogonale sint reprezentayi prin rela-

tiile (A.1.9) iar vectorii bazei neortogonale se stabilesc cu
{

G.-2R g .28 . 2R

r 9r b ¢ # 4 . z 7z ’
unde R este dat de rela;ia (3.6).

Tinfnd cont de relatiile (3.6), (3.7),(A.1.71) =i

(A.1.25) formulele. (A.2.4) devin:

Qu . qv . v o
Grm Gyt gty b

formulele:

(A.2.4)

. Dv_ . .
G - (gﬁg -v )L+ (r+ u o+ —-)L ’9“ L

r o r 9 7 z
z"gz‘:"z'

lLlementele tensorulul metric pentru stercan deforimall

-~
=
N
.
v
e

)
I

sint

6. =66 .- +2r °. (2%)2+ (2——1)2;

Gw:.Gv' G, - (:—:9 - v )P (reu 4 Z—;%ﬂ (23)2; (A.2.9)
6y = 6,70, = (1+2u—>(?—r— -v )*%V—<r+uo+;-9;f> j—;;

Dupi efectuarea calculelor gi nc¢glijarea infinitiilor
mici relatiile (A.2.0) devin:

Quo Aw 2
G =Y +2— 4+ (—);
rr Ir I
A

o Sw 2
G = rP+2r242ru + (— )3 (A2

v by °

-3
~
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A.3 Ecuatii de echilibru static

Conditia necesark 81 suficientsd pentru ca un elerent de
placi si fie fn echilibru este ca suma proiectiilor tuturor
forfelor In orice directie si fie egald cu zero gi suma momen-
telor tuturor tortelor fn jurul unet axe si tie zero.

Suma proiéc;iilor tuturor eforturilor sectionale 1 a

fortelor exterioare pe axa r (fig.3.5):

?Nr o dy QEFT
-N rdy + (Nrt 5;—dr)(r+dr)dy-—Nwrdr coa—; + (NPr +5j;~dw)drcop
a N a

—dir-sin 7; - KNV+ y}fdw)dr sin 1; +ppredridy = 0; (A.3.1)

Suma proiectiilor tuturor fortelor pe axa ¥ este:

dy 9N, dy d
- N,-dr.cos — + (N, + —Xdp)dr cos — + N -dr-sin — — i rdy
Y 2+ My oo ¥ 2 | er TUER T T
N d 2N
. yr 4 rp
+(N, + dp)dr sin—+(N_ + dr)(r+dr)dy +p, rdrdy=0;
vr 9? P 2 r? ar Y Y, f (’. r 'y)
Suma proiectiilor tuturor fortelor pe axa z este:
2T,
p, r-dr-dy- T, rdy - T\Pdr + (Tr +9——dr)(r +dr)d ¥ +
r
OTV
+ (T, + =— d¢¥)dr = 0; (a.3.3)
( Y, 9? P) ) A

; Suma momenteleor tuturor fortelor fn raport cu axa r

d dip

‘ M
Mr? rd%;- (Mry + ajfﬁdr)(r+dr)d¢<- MPrdr sinjg + Mrdr‘cos = -
M d N d dr d-
—(MY"+ ﬁ{dy’)dr sin—:’ -(M? + Q—V-Edv)dr cos—; +Tydr(r+;)nin-—:f +

T dr dy
+ (T + ——j’dﬁdr(r+ —)sin — = 0; (A5 4)
¥ oy 2 2

Suma momentelor tuturor fortelor fn raport cu axa

LW dy L
- M rdf+ (M + —=dr)(r+dr)dy -M ,.dr.cos— + (M. _+—2Ldy)dr con
PraPs iy —Lar) (rear)ay -hy; > Oyt ,_
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dy A dy dr
- Mv-dr-ein :; - (MP+ ;;F dy)sin—; - Tr-r-d¢ 7; -
91, e ,
-('.l‘r 4+ —ar)(r + d4r) d'f-z— = 03 (A.3.5)
r

Suma momentelor in raport cu axa z

dr PN dr dr dy
N r.dy — + (N_ + -—Eﬂdr)(r+dr)d — -~ N _dr(r+—)sin— +
ry Y 2 R ?x‘ 4 2 rr
N ar da
- (N, + —-ﬁzdw)dr(r + —) ein —j’= 0. (a.3.0)
T 9y 2 2
Neglijind infinitii mici de ordin superior gi conni -
derind - ’
ay dy dv
cos — ~ 13 gin — X — (A.3.7)
2 2 2
rezultﬁﬁ "
N N_ - N 1 N
r ,r ¥ ¥y (a.3.8)
or r r 0Y
1 0N, N4 N DN (
— — . + = - P 3 (1\.3..))
r QV r ?r ' p
1 (r-T) 1 Dt
T A, U p,i (A.3.10)
r 7r r Oy
M. M- M 1 M
p e, i, T, (A.7.11)
r r r by
M M, + M 1IN
P oI x$ vr, ¥ (A.3.12)
¥ or r r J¢
= 1.5.13)
; Nr‘f - NYr. (2.3

Ecuatiile diferenfiale de echilibru static (A.3.0)
(A.3.13) pot fi deduse 5i cu principiul lucrului mecanic ¥ir-

tual.
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A.4 Rezolvarea ecuntiilor diferentiale cu

ajutorul seriilor

In aceasti anexii se va prezenta rezolvarea ecuafiel

diferentiale (5. )

1)d4w 1 aow 1 a°w 1 dw p
(Q+e8—)—+28 ——5~——5 —35+—3— =— (a.4.1)
r dr4 r dr3 r2 dr2 r3 dr D ’

unde s-au intrgdus urmiitoarele notatii
Erfxnr H3 - l’l3
=1 -A(T-1) =1-——— —— (T - t); (4.4.2)
2A-R-D 12

D nnr-H3 - h3
e = TRA =—— T, (A.4.3%)
2AD 12
Considerind
. <
A= d-D; a=—, (A.4.4)
d
ecuatin diferentiald (A.4.1) ve avea forma:
( A )d4w 1 63 1 d2w 1 dw
A(r + RAa)— 4+ 2A — —5 = D — +D—=—=p. (a7.5)
dr4 r dr3 r2 dr2 r3 dr

Al doilea termen din membru stfng al ecuutiel diferrn-
tiale (A 4.5) se fmpari~ fn doui, unul din el se grupe.zi cu

primul iar al doilea cu ultimii termeni ai ecualiei, astfel:

atv 1 adw 1 a 1 dw 1 d°w
A(r+RA p)—— + A— —S + A——3 + D=5 —-D—5 —5=0p
dr4 r dr3 r drj rj dr r2 dr2
(n.4.6)
Se di ftn factor A/r si dupit cfteva transformxrl
rezul ti:
3 2
1d[ a’w d d D d 1 dw )
A— — [(r+ RAB)— |+ —(—3) + — — |- - —|= pr (A 4.7
r dr Ar dr3 dr dr2 A odr r er
sau
1 a v a% D 1 dw
A— — | (r+RA@) — + —3 - — = —| = D» (Aeint)
r dr A? dr3 ar 2~ A r dr
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Prin integrarea ecuajiei diferentiale (A.4.8) se obtine:
; d3w d2w D 1 dw pr2
(r+Rha) — + — - — - —<=— ¢, {(A.4.9)
s -dr dr A rdr 2-a

; Se fnmultegte ecuatia diferentialid (A.4.9) cu r

ob§inindu-se:
5 v a®v D aw pr’
(r +aR\rr)——3 +r—s - — —a + Cr . (A.4.10)
dr dr A dr 2°A

Se introduc notutiile (5.28) 21 (5.29) fn ecuatla d:{re¢ -
rentield (A.5.10) rezultind:

a2w aw D R 1\2 3
x{x+a) —S 4+ X-m - — W= px” + C~R-A} x. (et 1
dx dx A 2 A '

telutin (n.4.11) vote o ecuntie diferentini .o .+ :i..
doi neomogeni cu coeficientl variabili. Solutia generala a ~ves
tei ecuayii este e;ali cu suma dintre solutia particuiar: a
Yiei diferentiale neomogene (A.4.11) gi sclufia ger-rali a =~

tiei omogene

aw aw D

X(X ¢+ )5 4+ X =~ ~'— ¥ = 0. {a.q.100
dx"~ dx A

Integrarea ecuatiel diferentiale (A.4.12) nu a=s pooike o

duce la o cuadraturX, decl ce va chuta o rolutte sub o o

serii de puteri

o0
k K e
W e 2: Cpx = Co + Clx +  ees St CLX + ... (Acd.1)
Kao0
unde Ck sint constante.
Din relayia (A.4.13) se obtine:
aw =
= Zk c Xty (A.d.17;
dx Kaq
2 o0
a“w
. k-2 c.
S = 2_k(k - 1) ¢, X2,
dx Ks>2

Aceste relayil se introduc in ecuatia diferentials (A.4.

91 se egaleazld cu zero coeficientii puterilor lui x rezu’ti:.:
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Co = 03

LD 9 L (2 -9@° -9 -8
)2

1 k- 4 1c
Ck = (-1) Cl,(n.4.10)

25 k. ((k=1)!
,unde

D
S$=—. (A.4.17)
A
Solutia particulari a ecuafiel difere: *iale (A.4.11) «ec

‘admite sub forma:

2
Wy = By + Byx o+ ByX 4 B?Sx}. (4.4.13)

Relatia (A.4.18) se introduce tn ecuatia difereniiala

(4.4.11) @gi prin identificarea coeficientilor rezulti:

Bo =10;

CR-A. 12.8° Y
Bl = + - P

(1-5)a  (-§)4-§(9 -3)  2-4

6 a A2

132 = Di

(9 -8§)(4 -8&) 2-a

1 R A?»

B, = P. (:\.4.11 )

3 9-§ 2w
In aceste condi{ii, solutia generald a ecuafied (A.4.07,

va avea torma:

. e ((e1)2-8) ... (22 -8)12 -§)
k-1 S SO
W= Cl(x + Z ("1) ak_]_' k.((k_]_)!)z X )

ka2

C.RA, 12.2° R A2
+ 1+ — px =
S(-§)a (T -6)4 -89 -§) 24
6 a RAD . T A,
T ot Y d ,
- - p x° 4+ = ~ pr (A
(4-8)09 -8 o, 9 -5 2a

In baza relatiilor (5.28) si (5.29) solutia ecuatiei il
rentiale (A.4.11) dat3 de relatia (A.4.2C) devine:
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x2 i ((k-1)2-5) ... (2%-§)(1°-§)
w = ClRAr(_; +

k=2 2k L k~((k-—1)!)2 k+l *

C'er x2 6.a2 R4-Ai 2
+ —_— = cpex© =

(1-89a 2 -H4 -8 -§)  2aA

4 .4 414 4
2-a R 1 R7)

- )\rpx3+ rpf—+ Cpo  (Acd.21)

(4 -8)9-8) 2a 9-8§. 2n 4

Constantele de intrgrare se. vor determina din condijiii~

de continuitate i de legituri,
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