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IN Uc

Procesarea numericé & semnalelor analogice reprezintéd o
problemé de actualitate care stéd si va mai rdmine mult timp in
atentia specialigtilor din domeniul electronicii gi telecomuni-
cafiiler.

‘ la baza transmisiel, stocdrii gi prelucrdrii numerice a
semnalelor analogice se glisegte teorema egantiondrii, ale cdrei
fundamente teoretice au fost puse de J.M.Whittaker, Kotelanikov
§1 C.Shannon in prima jumitate & acestui secol.

¢ Aceastd teoremd Joacd relul unel punti de legdturd intre
semnalele analogice (continue in timp sau continuale) 5i semna-
lele numerice (discrete in timp). In anumite conditii, precizate
de aceastd teoremi, un semnal analoegic poate fi complet repre-
zentat prin valorile sale instantanee (esantioane), plasate uni-
form sau neuniform in timp, ceea ce face posibild reconstituirea
sa /13, 66, 75, 79, lol/. In domeniul telecomunicat{iilor,aplica=-
rea acestel teoreme a permls transmiterea simultani a mai multor
semnale pe acelagl canal fizic prin separarea lor in timp (mul-
tiplexare temporald). Pe baza el s-au degvoltat tehnici analogi-
ce de transmisie cum ar fi modularea impulsurilor in amplitudi-
ne, dubkatéd, pozitie sau frecventd, precum §i tehnici numerice,
in cadrul cérora locul principal il detine modularea impulsuri-
lor in cod (PCM) /76, 96, lo4/. Dezvoltarea explozivié a circuite-
lor numerice in ultimele dou& decenli a asigurat suportul fizic
pentru realizarea de slsteme, care utilizeazd tehnica FCM, din
ce in ce mal complexe, incepind cu telefonia $i ajungind la co-
municatiile prin sateliti.

Bficienfa acestor sisteme a fost ridisatid in med continuu
in sensul cregterii cantitdyii de informatii transmise pe un ca-
nal, in conditiile reducerii probabilitéiii de eroare i a ridi-
cdril calitédtil semnalului receptlonat. Principalele directii de
actiune in acest sens sint cregterea vitezel de transmisie, mi-
rirea numirulul de ciéii multiplexate gi reducerea numidrului de
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egantioane transmise.

Teorema egantionirii fixeazid limita inferioard a frecven-
tel de egsantionare a unui semnal analogic, garantind pesibilita-
tea teoreticd de reconstituire perfectd a.semnalului la recepiie.

Calitatea semnalului reconstituit va depinde insd gi de
performantele sistemului de reconstruct{le fizicd a semnalului re-
oceptionat..

Conversia numeric-analogicé, in strinsd corelayie cu frec-
venta de egantionare, Joacd rolul fundameatal in procesul deé re—
constructie a semnalului analogic original.

Un alt domeniu de actualitate in tehnica electronicid meder-
ni $1 constitule realizarea de generatoare de semnale cu .formd ar-
bitrari, cu largl utilisgdri in testarea aparaturii de laborator,
biomedicale precum gi a echipamentelor de telecomunicatii. Si in
cazul acestor aparate preblema fundamentald o constltule genera-
rea unul semnal analogic pornind de la o secventd de date numeri-
ce (egantioane) prelucrate sl stocate in memoria aparatulul /14,
30, 60/,

Spre deosebire de semnalul receptionat dintr-un canal de
telecomunicatii gi care are o variatie aleatoare in timp, in acest
cag, caracterul semnalului este detemminist. Cu toate acestea,
problemele care se pun sistemului de reconstruct{ie rémin aceleasi.

Preganta tezd de doctorat confine. resgultatele cercetirilor
autoruluil orientate asupra sistemelor de conversie numeric-analo-
glcd destinate reconstituirii fidele a unui semnal analogic, por-
nind de la egantioanele sale aflate sub forma unei secven{e nume-
rice.

In primul capitol se prezintd bazele teoretice ale recop—
structlel fizice a semnalelor esantionate. Pentru inceput sint
rellefate modelele de semnal ale sistemelor de interpolare precum
gl structura spectrald a semnaleler reconstituite.

Ansliza stadiului actual al sistemelor de reconstructie
fideld pune in evidentd limitele sistemelor analogice de inter-
polare, prezintd soluyia actuald de interpolare combinaté si
trece in revisti principalele metode de analiri $i proiectare a
sistemelor de interpolare numerici.

In capitolul al deoilea se analiseaszd condifiile pe care
trebule sd le fndeplineascd nucleele polinomiale de interpolare.

Pentru casul in care functia de interpolare se construieg-
te pe basa a patru egantioane comsecutive, sint analizate trei
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tipuri de nuclee polinomlale consacrate gi se construiests un al
patrulea tip original. Se efectueazid o comparatle intre cele paé
tru nuclee, pe baga réspunsulul in frecventi. .

In capitolul al treilea se prezintéd i se dezvoltid o meto-
dd de estimare sl comparare & performantelor sistemelor de inter—
polare bazatd pe evaluarea erorii medii patratice.

In capitolul al patrulea se efectueazé dlverse compara{ili
intre sisteme de interpolare polinomiald, pe baza metodei dezvol-
tate in capitolul precedent.

In capitolul cinci se analizeazd proprietétile gi.perfor-
mantele nucleelor de interpolare optimald (din punct de vedere
al erorii medii pdtratice).

In capitolul sase sint analizate poslbilititile de imple-
mentare practicd a dlferitelor tipuri de nuclee, se descrie o
instalatie experimentald pentru utilizarea interpolérii la gene—
rarea de semnale de formi arbitrard si se trag o serie de con=
cluzil privind performantele de ansamblu ale diferitelor nuclee
de interpolare.

Teza se inchele cu prezentarea principalelor contrabutii
ale autorului la problematica abordati.

t t
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CAPITOLUL 1.

BA THBORETICE SI STADIUL AC L
ON I

le.le R tituirea s a

Conversia unel secvente de date intr-un semnal analogio
reprezintd un proces complex ale ciirui performante sint astrins
legate de modul de obtinere a secventei de date generatoare.

Secvenya de date poate f1 rezultatul unui prosces de con~
versie A/N aplicat unui semnal continual real sau poate proveni
dintr-un sistem de caloul. In ambele situatii, semnalul parcurge
an lany de transformiri ce.poate £i privit in mod unitar confora
figurii nr.l.l1 /26, 45, 66, lol, lo3, lo4/.

Fig.l.l.

Sistemul de generare a secventel numerice f(n)poate f£i in
ambele situayil echivalat cu modelul de semnal prezentat in figu-
ra 1.2 /66, 69, 77, 80/.

In modisemdndtor, sistemul de comversie a secventei nume-~
rice in semnal coantinual se poate echivala cu modelul de semnal
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In cazul ideal (in care se bﬂglijeazé efectele cuantizi-
rii gi posibilitdtile de aparitle a erorilor in procesul de trans-
misie sau stocare), L

Conectarea in cascadd a modelelor prezentate in figurilae
l.2 31 13 conduce la modelul echivalent pentru fntregul lant‘de
semnal conform figurii 1l.4.

I
o 000 TR s
Dt
= b))
I o]
(e
n80104°

, Modelul prezentat in figura l.4 are gcopfﬁize matematica
prin teorema egantiondrii. Dacd filtru rece-Jos este ldeal gi
semnalul £(t) indeplinegte toate conditiile cerute de teorema
esantioniirii, semnalul reconstituit g(t) va £1 identic cu semna-—

lul original £(t) /66, 69, 103/ Iﬁ*( '”Fiﬁﬁiﬁb
Lo tA L
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Utilizarea unui filtru trece-jos real va avea ca efect ge-
nerarea unei functii g(t) care va f£i diferitéd de functia origina-
1i /69/. “

Proiectarea unui sistem de reconstructie fizicd trebule
realizati in condiyiile reducerii erorilor de reconstitulre sub
un anumit niwvel, impus de aplicayia cdreia ii este destinat sis-
temul respectiv. In cele ce urmeazd, pentru a pune in evidentd
doar contributia la eroare a sistemului de reconstructie, proce-
sul de egantionare se va considera ideal.

1.2. Reconstructia fizicd prin interpolagze

le2.1e Gegegalité;i

Reconstructia unul semnal prin interpolare reprezintd un
proces de aproximare de ua tip special, in care func{ia de inter-
polare trebule sd coincidd cu semnalul original in anumite punc-
te, denumite noduri de interpolare /38, 55, l05/.

Notind cu £(t) semnalul original $i cu g(t) functia de
interpolare, trebuie respectatd condltia g(xk)=r(xk) unde x, re-
prezintd un nod de interpolare.

0 primd posibilitate de interpolare este utilizarea unui
polinom de un anumit grad impus, care sé 1ndeplineascd .aceastd
condijie. Interpolarea prin polinoame poate fi'insd divergentd
/55, 67/+ In ul dollea rind, un sistem de reconstructie fizicd,
ce trebuie sd functloneze.in timp real, nu poate f£1 realizat pe°
aceasti cale intrucit secvenya.semnalulul de intrare poate dura
un timp ne‘eterminat, ceea ce va face imposibild calcularea poli-
nomului de interpolare in timpul in care sosegste secventa.

Funcyia de interpolare care are proprietatea de a conver—
ge cidtre fun~tia continud pe care o interpoleazd este functyia
Spline, o funcfie segmentar polinomiald, segmentele de polinoame,
care o0 compun, racordindu-se in noduri fmpreund cu un anumit nu-
midr de derivate ale acestora /22, 37, 55/. Funocyia de interpola-

re poate fi exprimatd ca o combinafie liniari de forma (1l.l):
)

X=X,
g(x) = Eu °khk(-Te—) (1.1)

In aceastd expresie, Oy reprezintd un set de coeficienti care
sint egali cu egantioanele functiel interpolate iar hk reprezin~
td aucleul de interpolare folosit g1 care asigurd realizarea in-
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terpolirii de tip Spline. Cu Ts.s-a notat perioada dea esantiona-
re care, in cele ce urmeazdé se va considera constantd (esantiona-
re uniformd).

l.2.2. Interpolarea ideald

Revenind la modelul de semnal din figura l.4, fn care p(t)
reprezintd trenul de impulsuri § s folosit la esantionarea uni-
formé ideald, acesta are expresiai

(=]
() = 2 8(t-n’l‘s) (1.2)

n=—- 0o
unde cu Ts s—-a notat raportul 23(/008 ce reprazintéd pasul de esan—
tionare.
Multiplicarea semnalului original £(t) cu trenul de impul-
surl p(t) conduce la trenul modulat fp(c) avind expresia:
o

£,(6) = £6).p(6) = 2 £(ar,)-&(ta1,) 1.3
n=-0co
Aplicind convolufia in timp a semnalului fp(t) cu réspun—-
sul la impuls al sistemului.de reconstructie h(t) se obtine ex-
presia functiel de interpelare g(t) conform relayiel /66, 70, 77,

lo2/ o

g(t) = fp(t)lh(b) = E £(nTg)h(t-nTg) (1.4)
Nz=-C0 .
In cazul ideal (utilizind un filtru trece-jos ideal) rés—
punsul la impuls h(t) are expresia datéd de relatia /13, 66, 77,
8o/ :

slin Xt
hy 48 8. . sinc (1.5)
id TXE
8
s .
Functia de interpolare care se obtine in acest caz are expresia:
o0
t=nT
(6) = 2_ £(al_)sin o -t (1.6)
8 == 00 8 s

In aceastd -@xprasie £(nT.) reprezintd esantioanele semmalulul ori-
ginal iar sim ¢ E;EE; este nucleul ideal de interpolare, transla-
tat pe axa timpuluf.
In conditiile in care este respectatd teorema egantiondrii,
funcyia g(t) dat& de relatia (1.6) reprezintd o interpolare pes—
fectd a semnalului original.
BUPT



Procesul de interpolare ideald este representat sugestiv
prin figura 1.5. .

h(t -,HT.:,)

Figele5.
1.2.3. Interpolaxea reajd

Utilizarea practicd a nucleului ideal de interpolare este
imposibild datoritd faptulul cd acesta reprezintd rdspunsul la im-
puls al unyi FIJ ideal i prin urmare este de duratd infinitd /69/.

Un sistem fizic de reconstructie a unul semnal esantionat
va avea intotdeauna un rdspuns la impuls de duratd finitd. Acest
fapt face ca functia de interpolare si difeme intotdeauna de func-
tia interpolati (cu exceptia valorilor din nodurile de interpola~
re). 0 posibilitate de apreciere a diferentelor dintre functia ori-

ginall gl cea de interpolare este oferitd de analiza fn domeniul
rucyenVE.

1.2.4. Spaokizu) functiei dg jpterpelazq ip cagyl
«  asBasdslor aperiodige

In Apotesa od semnalul eriginal £(t) admite otiamsformatls Feucie
F() 51 ia plus este de bandé limjtatid (adicd P(w)=e pensrau

|w|>wc). utilisind o freoveni# de ¢gantienare ws;z%. s
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obfine pentru semnalul .tp(e) transformata Fourlgr F (w) datd
de relatia /66, 68/ :

P (@) = gk [B(w) % Fw)) (1.7)

Tinind seama de faptul cd P(gu) reprezintﬁ‘ transformata Fourier
a trenului de impulsuri de esantionare p(t), care este:
=)

P(w) = %si EQS@-nws) (1.8)

se obtine pentru F (w) expresia:

P (w) T"‘ E F(w-nw,) (1.9)

n=-¢o

Functia de interpolare va avea transformata Glw=H(w).
.rp(w) unde H(w) este functia de transfer a sistemului de inter—
polare utilizat. Se obi;ine in continuare /70/ 3

G(w) = -é—-l :: F(w-nw ) (l.1l0)

n=-QC0
Din aceastd relatle rezultd cd, dacd H(w) nu este functia de
transfer a unui FTJ ideal, G(w) va £i diferit de F(w) in dome-
niul [o.wc] gi, in plus, se va intinde pe o distant{d mare in
domeniul frecvenyelor superioare lui w .

In cazul in care sistemul de rec'onstructie fizicid este un
convertor numeric-analogic, acesta ac{ioneazd ca un element de
mentinere de ordinul zero ('zero order hold" - Z0H) care are
rdspunsul la impuls h(t) de forma prezentstd in figurc. 1.6,

Fig.1.6. ‘
Functia sa de transfer are expresia:

H(W) = T e8in ¢ oo (1.11)
B t

lar spectrul functiel de 1nggrpolare G(w) va £1 in acest casz:

G@) = sin ¢ ic:— . E F(wA-nwe) (1.12)
8 w00
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In situayia in care comvertorul nume ric-amalogic simplu
este inlocuit cu un sistem de cenversie numeric—-analogicd de
constructie- speciald, se poate obtine o interpelare liniaréd in-
tre egantiocane /47, 11/. Réspunsul la impuls h(t) al unui astfel
de sistem este prezentat in figura l.7.

t
ety

ﬁ’//xl\\\\\

Fig.l.?.

Un astfel de sistem, cu mentinere de ordinul intii ("first
order hold" - FOH) realizeazd o funcyie de tranafer avind expre-
sla; ’

H(W) = Tgsin c? Eon x (1.13)
iar functia de interpolare ogz}nnti va ayvea spactrul G(w)g
G(w) = sin o2 =, E F(w-nws) (l.14)
t”a Dm=— Q0
.2.5. trul £ 4 te in ga

sgmnalelor periedice

Utilizarea unor generatoare de semnale de formd arbitrard
presupune in majoritatea aplicatiilor.producerea unor semnale ca-
re 86 rapeté perlodic. Din acest motiv prezintéd interes gi speo—
trul functiei de interpolare pentru semnale periodice.

Dacé semnalul original £(t) este periodic, de bandé limi-
tatd, deci permite descompunerea sa intr-o serie Fourier conver—
gentd, atunci el poate fi expriqaq Qrin relatia:

M Jmew &
£(t) = Zaam.e ° (1.15)

unde w, este frecventa fundamentali, T 'perioada igr a, sint
amplitudinile armomicelor avind expreaias
T /2

- t
a8, = i: °S £(t)e Jnes at (1.16)
~T,/2
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Cu M s~a notat ordinul armonic maxim (amao pentry \m}{>M)., Pen-
tru da acest semnal si confind dupi esantionard teate informa-
Y¥1ile necesare reconstituirii trebule,. c,:nh,fom teoremel egantio-
nérli semnalelor periodice, ca numirul de \sgantioane prelevate
pe o perioadd, N, si indeplineascd condifia: ..

N > 2M+l. . o (1.17)
Valoarea lui N va reprezenta valoarea raportulul dintre frecven-
ta de esantionare i frecventa fundamentald a geumnalului origi-
nal:

__._cgng
N-“"’0 T:

Trenul de impulsuri p(t), utilizat la egantionarea 1deald,
se va utiliza sub forma unei serii Fourier /66, 77/ 3

t
p(t) = : Ing 7«(1.18)

s n==0o0 o
ixpresia semnalului egantionat fp(t) se obtine prin urmé-
toarea multiplicars:

0
£,(8) = £(5)ep(t) = DI SINC S I LE L
== S p== (1.19)
Pentru a efectua calculele din relatia (1.19) se poate face uz de
urméitoarea proprietate /7o0/ :
Fie douZ semnale periodice fl(t) si fa(t) avind aceeasgi
perieadd T =2N/c> . Produsul lor poate fi, restrins astfel:

0 .
Z Jmeot }: Jlw
fl(t)ofz(t) = ( a' 0 Yol b'e’ [>] ) =

P=—
Z Z ab'e (m+f)wt . -~ (""Z: ) Jkw t
m=—00 f==00 i k_-°° £z

(1020)
In cazul nostru, pentru a putea aplica aceastd p:.(t_':bprieta-
te, se definesc cele doué semnala fl(t) gi £,(t) astfel:

Jmed t ptelml <M
fl(t) = £(t) = Z: a' M ° unde 31:1 ={m (1.21)
[+]

=00 Pte jm| > M "

1 Jtw t 1 pt. E=n.N
£.(t) = t:-—Zb' de b'= (l.22)
2( ) = p(o) Tg pamoo unce lo pte £#n.N

Dacid sa inmultesc cela doui semnale se obtine relatia:
a 'b' (m+1 w t
£, (6) ='2: 2 ° =
D=0 {=- 0o
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: i.—t—) edkw ¢ (1.23)

h-oo f_a-oo TS

[]
d4' B
‘Notind cu dk E : -xii-i rezultd;

kwt
L4 (t;) = Z:dke:j % v (L.24)

Prin umsmare, semnalul esantionat: fp(t;) eato tot un semnal
periodic. rrodusele ay_pbg sint nenule cind sint indeplinite si-
multan conditiile:

{E = ol sau t= . (1.25)

|k=Cl¢M k=M¢ E k+M
Aceste conditii aint indeplinite pentru o singurd valoaza a lui 4
sl prin urmare este adevérata relatia:

Z LTAE T (1.26)

t:-oo
Tinind cont gi de modul in care a fost definit al;l rezulté cés
3y
a = T~ pentru kam+nN (1.27)
s }
(5} pentru km+nN

Aplicind metoda rispunsuluil unui sistem la m semnal de

intrare periodic /7Yo/ se obtine expresia functlel de interpolare:
[« 2}

ke
g(t) = k,z dk.H(kwo).ed ""o (1.28)

g1 prin urmare se¢ constat® cd gi functia de interpolare este tot
o serie Fourier. v -
Ba mal poate £i exprimati in forma: -~

N

g(t) = ° 8

a -
Jkeo ;13 H(kwo) pte k=m+nH
E Aka unde A, = (1.29)

° pte ksm+nN .
in cazul in care sistemul de recongtructie este un ONA

(zo0H), se ob;'ine, conform relajiilor (l.l1) i (1.29), pentru
functia de 1nter°%olare expresias

. . . mc ,’-‘
g.(t) = k;a:o a sin ¢ § ] °'\49ndo ‘kamenlN (1.30)

Dacl se utilizeaud interpolarea liniarl (FOH) se obyine:
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. . kwt-
g(t) = 2:: aysin ¢ ﬁrad @ unde k=m+nN (1.31)
k=—00

Utilitatea acestor relatii poate f£i pusd in evidentd cu
ajutorul tabelului nr.l, in care se prezintd amplitudinile armo-
nicelor unui semnal sinusoldal, cu amplitudinea 1, egantionat si
reéconstituit cu un convertor N/A (fiind wvorba de Z0H se utili-
zeazl relajila (l.%0)) in functie de N g1 dé ordinul armonic k =
= '1+nN ‘(m=1 in cazul unul semnal sinusoidal).

TABELUL Nrz.l

N: Nz=lo N=lo
n Ordin '-gﬁﬁpli- ﬁrdinf"zﬁpli- Ordin Q%EﬁIIS"
rmonic | tudine amonic|tudine | armonic | tuding
° funda- 05,9836 funda- | 0,9998 | funda- | 0,99998
‘ imgntal meptal mental .| .
-1 9 0,1093 29 oyolol 999 os00lol
1 11 0,0894 lol 0, 0099 lool 0, 00099
-2 19 0,0518 199 0y 0050 1999 0, 00050
2 20 0, 0458 2ol , 040050 2oo0l 0y 00050
1.3. Converto. numeric-analogic

Sonvertorul numeric—analogic (CNA) este un eleuent care
nu poate lipsi din nici un sistem de reconstruc*ie fizici a sem~
nalelor esantionate. In esentd un CHA aeste un circuit decodifi-
cator. Fl1 acceptd la intrare un semnal numeric D si o referinfa
R gi genereazé la iegire un semnal analogic A=R.Tes Da obicel D
este subunitar (de ex. D=a; .2 1+a 2Pk u48 n*2 =) /34, 35, 77,
78/.

1.3.1. Parametyrii statici ai convertorului
pumeric—analpgic

. Un prim pa;amatru static al CNA este funcyla de transfer.
Aceasta arat¥d corespondenta dintre semnalul numeric de la intra-
re sl tensiunea analogici de la iegire. Pentru fiecare cod bi-
nar de la intrare existd o singurd valoare posibild a iegirii.
Pagul cu care se poate schimba iegirea este cuanta Q. Numdrul
de stdrl distincte de la iesire este 2P unde n este numirul de
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biti al semnalului numeric acceptat de CNA la intzare. Acest nu-
pAr determini rezolutia CNA precum si zgomotul &e cuantizare /35,
87, 90, l07/..

Acuratetea sau precizia unul convoxtor este influentatd de
rezoluyie dar mai este afectatd gi do o aeria de erori statice
cum sint eroarea de scald, eroarea ‘de cigtig, eroarea de orfset.
eroarea de liniaritate. In plus, un rol important il joacad va-
riatiile de temperaturd la care este supus convertorul /43, 99/.

in funcyie de condijiile de utilizare gi calitatea couver-
torului este posibil ca precizia acestuia si fie mal mic& cu unul
sau doi biti in comparatie cu rezolujia pentru care a fost con-
strult. '

1.3.2. Papanmgtpii éiggmig; ai cogzerﬁggnlui
numeric-analopic

éunc:ionarea uaui dNA este doéeznlnaéé, pe lingé parame~
tril statici, de o serie de parametri dinamici cum sfnt timpul
de stabilire ("settling time"), care reprezintéd timpul necesar
convertorulul pentru a atinge valearea finald dupi o tranzitie
de coduri, viteza de cregstere ("slew rate") a tensiunii de legi-
re precum si viteza de conversie, care pepreziatd viteza:'cu care
convertorul permite rspetarea unui ciclu de cenversiae.

Convertorul numeric-analoglc, utilizat intr-un siste: de
reconstrucyie f£izicd, poate constitul o importantd sursd de zgo-
mote §i distorsiuni /lo, 52, lo6/. :

Aceastd situatie a fost semnalatd odati cu aparitia Alver-
selor sistome de generare a unor semnale sinusoidsle sau de altd
formi prin metode dé coaversie N/A /2, 9, 21, 24, 33, 41, 64,
89, 93, 94/.

Zgomotul de cuantizare, care apare in sistemele de con=
versie N/A, poate proveni Aip sistemul numeric 8are prscede con-
vertorul sau, dac# numirul de biyi al suvintuluil esantion este
mal mare decit numdrul de biyl 21 convertorului, atunci desigur,
convertorul osto cel care genereazi zgomotul de cuantizare. Pe
1ingd acest zgomot, mai pot apare distorsiunilec de yoc ("gliteh™)
precum g1 distorsiunile pe’ care le introduce prin viteza finitd
de variayie amplificatorul de la iegirea CNA /lo6/.

Tendinya oare s~a manifestat fn domeniul constructiei
convertoar¢lor numeric-analogice a fost perfectionarea tehnolo-
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gicd (s-a trecut. de la realizares discreti.la monoliticd sau
hibridd) cregterea rezeolufiel gi acuratetel, cresterea. vitezel
de conversie, reducerea timpului de stabilire precum gi reali-
zarea de circuite speclalizate care si suprime aparijia distor-
siunilor de goc /31, 40, 46, 58, 59, 92, .95/,

In plus, in wléimii ani, s-au dezvoltat coavertoare pre—
vizute cu clrculte de dnterfatd in scopul asigurdrii unei com-
patibilit3ti directe cu sistemele de calcul realizate cu micro=-
procesoare /1, 7, 12, 25, 29, 44, 59, 91, lo9/.

Pripncipala.deficientd a convertorulul N/A o constituile.
rédspunsul in f£recvenyd HQ»):Ta.sin c {E: pe cere acugsta il rea-
lizeazd. Aceasil caracteristicd de frecventd, corespunzind ele—
mentulul de mentinere de ordinul zero, este mult diferité de
functia de transfer a unui filltru trece-jos ideal. Fa nu depin-
de nlcl deé acurateye, nicl de rezclutie gi nicl ds al{i parame-
tri statici sau dinamici susceptibilil de imbundtdtiri.

l.3.3. Sisteme de conversie N/A cu interpolare

idndard '

0 primd cale pe care s—a mers, Iin scopul imbunitéfirii
functiei de transfer pe care o realizeazid sistemul de conversie
N/A, a fost realizarsa de sisteme cu interpolare liniari /11,
47/, Un astfel de slstem utilizeazi douf sau aal multe conver—

{2k T ]

5 FARA .
N -
Veof) ———_;_——N b// N \\xx )
I , _ NN .
N AR O O T
ATA YN T §>39' Ve gk
______._(’N.ﬁj. / s F ; 4 ,""

(Il

Vref2 [N, |
CNAT S
M N

TR B

Figol-B.
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toare N/A a ciror iegire este insumati pentru a forma semnalul
interpolat. Un exemplu de sistem de imterpolare liniardi este pre-
zentat in figura l.8.

Sistemul din figurd utilizeazd doud CNA, a ohzoz ilesire
este fnsumati. Unul din cele doud. convertoare primeste la lntra-
re egantioanele cu numdr de ordine. par (Dy2y4yees) lar celdlalt
esantipancle cu numdr de ordine impar (ly3954eee)e Tensiunile de
referinti sint veriabile fn timp (in formd triunghiulard) §i de—
fazate cu o jumitate de perisadd (se folpsesc CNA multiplicatoe-
re).

Sistemul roalizeczd o interpolare analoglcd liniard dar
ridics conditii deosebite asupra calitdyii si imperechierii celor
dous CNA. '

Sisteme de interpolare analogicd de ordin mal ridicat de-
cit interpolarea liniaréd presupun o complexitate comstructivé
mult prea mare pentru a se justifica realizarea lor practicid. In
aceste conditii, solutia care s=a impus in uwitimul tiwp a fost
combinarea unui sistem de interpolare numericd cu un convertor
numeric-analogic. L

leko tarpol a comb ta

. leltele Pringipiul interpelérii numerice

Reconstructia unni semnal (esantionat) utilizind un sis-
tem de conversie N/A obisnult (20l sau chiar FOH) nu asigurd
psrfommante satisficltoare decit in situatia in cars semnalul
original este egantionat cu o frecventd mult mai mare decit cea
limitd impusd de teorema egantionirii.

Intercalarea unul sistem de interpolare numsricé intre
secventa de egantlonare de intrare gi CNA poate acigura.ridieca-
rea performantelor procesului de reconstruc{ie la un nivel ac-
oeptabil deoarece interpolarea numericd are ca principal efect
mirirea numdrului de egantioans oare ajunge la intrarea CNA fé-
oind ca acesta si opereze la o frecventd mai mare decit frecven-
ta initiald (la care a fost egantionat semnalul original ) /8,
20. 3“. 85/'

Ef¢ctul uaul interpolator numeric este prezentat in fi-
gura 1.9.
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FigeleYe

Prin interpolare numericid, intre doud esantioanse consecu=~
tive ale secventei initiale, se intercaleazd un anumit numir de
egantioans suplimentare, calculate dupd o anumitéd reguld. Acest
procedeu este implementat pe o structura de filtru numeric spe-—
clal conceput pentru acest scop (filtru numeric de interpolare)
/19, 20, 23, 73, 6%, .1l08/e _

Din punct de veders al prelucrdrii semnzlului, interpola-
torul numeric poate fi echlvalat cu un sistem analogic care
transformi secventa numericd iniyiald in tren de impﬁléuii, fil-
treazd analogic, cu un FTJ acest tren, generind un semnal analo—
gic care este apoi reegantionat cu o frecvenyd mai mare decit
frecventa inigiali. Urmeazé apoi o transforuare a trenului de
impulsuzi; ob{inut dqpé a doua egantionare, in secventi numeri-
cd /66/.

Acest model echivalent este prezentat in figura leloe

Figelelos v 5lgﬂ79 /3606

In aceste conditii, fntregul lant de semnal, care incepe
cu functia continud oriéinalé si se incheie cu func{ia de inter—
polare, se Doate echivala cu modelul din figura 1l.11 (Nbs. se
consideréd cd esantionarea in ambele faze este ideald).

Implementarea unui astfel de sistem de reconstrucyie poa-
te asigura o calitate ridicatd a semnalului final ad 1nterpoaaze
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d(t) dack prolectarea este riguroasi $i se tine seama de totl
factorii care lntervin in acest proces. Ia caz contrar nu este
ins¥ exclusd posibilitatea unel inrdutdtiri a calitidf{li semna-
lulul reconstituit fn comparayle cu gituatla in care se utilizsa-
z8 direct un convertor N/A.
l.4,2, Spectrul semnalului reconstituit in cazul
interppldrii combinatg ‘

In situayia in care semnalul original £(t) admite o trans—
formati Pourier F(w) de bandi limitatd, asupra’ acestela, in
cursul procesului de réconstructie combinatid, conform medelului
din figura l.ll, se efectueazd urmitoarele transforméri: °

FE) =F ) = g [F) » 7 @)] (@)
P, (<) > 6() = nl(o).r )

6() =Gy) = Fr [66) » 2y)] (e
6, (@) —=D() = n2(u>.cp(w>

a2)

In final, se obtine expresia spectrului de frecvente al
semnalului de intsrpolare N(w)
oo

(o)
LOFE iy RAOP 2 ) @-na,) ZF(w-nc%l-mu.aa) (1.32)

Avind in vedere cid chw) 51 H 6*8 sint funcyiile de trans-
fer corespunzitoare unor filtre trece~3ba, se poate presupune ol
spoctze}e.czanglatate Prin esantionare in banda de téiere a aces—
tor filtre pot fi neglijate.

1a aceste condifii, spectrul ce frecvente al semnalului
de interpolure va aveu expresia simplificata.
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D) = TsLJ. . T%; B () 0B, ) o F(e) © (1.33)

Aceastd apreximare se justificd pe deplian dac§ interpola-
rea numericd se face cu un filtru ocu performante ridicate, co-
respunzitor unui filtru trece-~jos de ordin superior.

In plus interpolarea pe cale numeriocd poate fi.la rindul
ei efectuatd in mai multe etape consecutive, ceea ece va avea ca
efect multiplicarea functiilor de transfer ale filtrelor cores—
punzétoare. .

0 relayie echivalentd relafiei (l.33) se poate obfine
peatru cazul semnalelor periodice.

Dacéd semnalul original este periodic gi poate f{i repre-
zentat printr—o serie Fourier cu un numdr finit de termeni, de
amplitudinil finite, f£(t)= :ga amejmkbt, asupra acestul semnal,.

m:-;.l
prin transformédrile care decurg din modelul prezentat in:figura

l.liy Se obiine semnalul de interpolare d(t) avind expresia:
oo

jiw t

1 . _

d_(.t,), = ﬁ; . Fsz 1§o’oamﬂl [(m+nN1)w°] i, [(mleTtNa)“a]e °<1 -
1 .

In ipoteza ci& filtrele HlG») sl Haca) supringd total semnalele in
zona de tdiere, se obtine o fermd simplificati:

Ih mw_t
acs) = éz . Tl'—z ;é amHl(mmo)Ha(mwo)ej ° (1.35)
Aceastl relatic este utild Intrucit evidentiazé efectul reeonsti-
tuiril asupra componentelor semnalulul original.

Se plerde insd din yedpre imbogdjirea spectrald generatd
de interpolare. In realitate, oricit de bun ar f£i filtrul de
interpolare numcrici, el este urmat de un NA care realizeazi o
caracteristici de transfer mult diferitd de cea a unui filtsu
trece~jos ideal.

Din acest motiv, analiza in comeniul frecventd a sisteme-
lor de reconstruc{ie combinatd (£iltru numeric + ONA) este in
general dificild si neconcludentd. Pe parcursul prezentei lucrdri
86 va prezenta o a}ltd metodi de analizd mai avantajoasd.
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1.5. Sisteme de intgupolare pumericd

1v5.1. Punctipnarea si comstyustie sisdemelor de

t interpolare numerich

Sistemele de interpolare numerici au ca prineipald sarcind
migkroa frecveniel deegantienare a secventel numerice :de Iwtrare
de un anumit numidr de ori (multiplicarea ei cu un faotor intreg .
sau ragionol). Aceastd operayle trebuie astfel realizasé Lncit
ansamblul format de interpolatorul numeric 5i convertorul N/A ca-
re il urmeazd sa asigurc o imbunititire a calitdfii semnalului
reconstruit. .

‘Modelul de semnal gi transformarile la oare este supusd
secventa numcricid de la insrare sint prezentate im flgura l.l2
/20, 88/.

._._;VI. t S ,,f >=‘, o v
(W Loy
A —————
) 4
\‘\\\ | e T'v‘

\ N N ] {H'“
I B i N —— NERSER!

1 > T -

Fis.lolao

In figurd a fost preszentat cakul in care frecventa de
esantiomare se miregte de trel orl (I=3). Se observi cd in saec-
venya initiald x[n] intre fiecare doui egantioane consecutive B¢
introduc in primi fazd cite doudl esantioane de valoare nuld (I~l

fn general). Se obyline secvenya w[m] a ciérsi expresie analiticd
eate datd de relatia: )
. x{fﬂ pentru m=o, L, #2L, «.s
wn] = A . (1.36)
.\o in rest
Trecerea secveatei w[m] printr-un filtru numerie trece~jos pro-
duce la legirea acestula secventa interpolati ¥y [m].

Healizarea unor sistems de interpolare numericd are de
obioel la bazi utilisarea unor filtre numerice nerecursive (cu
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réspunsul la impyls de duratd f£initd - "FIR") /15, 20, 71, 847.
,in general, un filtru numeric nerecursiv.rpealizeazi sec~
venja de ilegire pe baza secvenlel de imtrare i a unmei ecuatii de

forma urmétoare: )
o) t t

ym) = Z g;[n] ox [m~n] ) - (1.37)
¢ ¢ Q=00

0

In cazul sistemului de interpolare, filtrul numeric cu rédspumsul
la impuls h[m].va produce la lesire secventa:
o0

yu] = kzwh[m—k] k] (1.38)
Trecind de la w[k] la x[%] $i férind notajiile urmitoara:

\_%_\: pertea intreagd a raportului $ (1.39)

m @ L= valoaréa lui m modulo L (1.40)
se obtine enuat;:g; slstenului de interoolare-

t t = * 7 - *
y[=] n.-:Z-:ooh nl+m @ L] X[I_I_I ] (1.41)
Fdcind notofia: .
galn] = nalen © 1] (142
se obtine /20/ o

y[a] = Z:gm[n].x[L%J-n] T @

Poefioientii 8y [n], ai filtrului de interpolare, sint periodici
dupd indicele m cu perioada 1 /20/.

Utilizarea unor cocficienyi cu variatie periodicd in timp
face structurs sistemslor Ae interpolare numerich si fie mai
complexd decit a filtrelor numerice nerecursive uzuasle (invarlan=-
te fn tinp) /18, 42, 54/.

In situayia in care mirimea fracventiel de esantionare tre—
buie efactuaté prin multiplicare cu un factor rational, inter—
polatotul numeric este urmat de un sistem de decimare /20/.

Implemcntarea interpolatoarelor numerice poate fi reali-
zatd sub forma unor filtre FIR in forma directd sau prin utili-
zarea unor retele polifazice /4, 6, 20, 61/.

Datoritd avantajelor pe care le-prezinti, din punct de
vedere 2l volumului de coeficienjyl ce trebuie stocati in memoria
sistemului precum gi al volunului de czlcule necesare, Se pre=
ferd realizarea de uistemevie interpolore simple prin tuplarea

t t
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in-cascadi a mai multor intarpelateare simple (ca efit L este mai
mare cu atit structura interpelatorului este mai chmplexd).
Aceasts metodi poartvd in literaturd deaumirea de "multi~
stoge implementation" /20, 28, 82/.
Bxistd si lucrdri in care se prezintd utilizaroa unor f£il-
tre reoursive (I1R) pentru interpolare numericd /A3, 43, 84/

l.5.2. Proiectagea pistemeloy dg imberpelazg, e .
numericd

.
.

Prolectareu unui sistew de interpolaxe ﬁuﬁoricé presupune
alegerea unci znumite structuril precunm si Aimensionarca coeficien—
tilor filtrelor nuwaeries utilizate, in funcfle de apliqatif prac-—
tlch pentru care este Jestinat sistemul /20, 23, 73, 83, 88, lo8/.

' Calculul cocficientlilor f£iltrelor ‘e 1nter“olhrc se poate
efectua fic printr-o analizd in domeniul frecvenba, pe baza con-
ditiendrii rdspunsului in frecwen{d al interpolﬂtorului, /17s 20,
36/, f£le printr-o analizi in domeniul tinp, pe baza condiionirii
réspunsului ls impuls h[m] al filtrului /16, 20, 22, 37, 65, 74,
85/.°

l.543e .6tode le¢ proiectare in domeniul

In cadrul acestei cateporii de metede ¢ prolectare, o
primi metodd este aproximares optimald in sens Tebisev (Mequipf—
pple design") a caracteristicii de btransfer a £iltrului, Aceastl
metodd presupune.definirea unei scheme de toleranyi e caracteris-—
ticil g1 este optimald in sensul c& maximul erorii de aproximare
in anumite repiuni de interes este miniomizat /51, 71/. A
0 altd metodd este proiectareapentru jumiitaté de bandd
("half-band design") 5i este dectinatd sisteuwclor care dubleazd
numirul de egantioane. ku se bazeazi pe simetria caracterusticii
filtrelor fayi de punctul 038/2 /54 S/e
wmeboda eroril adnima.. ("miniisex grror”) asigurd minimiga-
rea erorii maxime & caracteristicii e frecventd a filtrulul Pe
intregul iaterval cuprins intre C $1 Wy /63/.

0 ultimd metodd importanté este minimizarea erorii medil
pitratice a rdspunsvlui in timp tratct £n cazul unor semnale de-~
terministe. Aceastd metodd conduce la impuneyea unor restrictii
asupra functiel de transfer a filtrului /62, 63, 72/,
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In cadrul acestor metode un prim loc important il dei{ins
interpolarea clasiod (interpolarea Lagrange) 51 ea se bazeazd
pe definirea coeficientilor interpelatorului numeric pornind de
la riéspunsul la impuls (nucleul) al unor sisteme analogice.
Acest rdspuns la impuls, construit pe segmente ,de polinoame de
un anunit grad, se incadreazd in categoria de interpolare denu-
mitéd generic "spline" /le, 22, 27, 37, 85/

0 altd metodd lmportantd eete metoda ferestrei temporale
("“window design") i ea se bazeaza pe calculul coeficigniilor
din réaspunsul la impuls al interpoiatorulul ideal, multiplicat
cu o fereastrd temporald siwetricd de o anumitéd formd /65, 8l/.

0 ultimd metodd importantd este cea in care dimensiona-
rea coeficienfilor se face pe baza minimizerii erorii medii pa-
tratice a rdspunsuluj in timp tratat in cazul unor semnsle alea=-
toare /50, 53, 62, 7Uy .85/ .

Aceastd metodd va fi utillzati $i dezvoltata in continua-
re, in cadrul acestei lucrédri, pe baza ei ajungindu-se la o se-
rie de concluzii importante privind reali.area sistemelor de re-
construcyie fizici a semnalelor ejantionate, in condiyiile asi-
gurdrii unei fidelitdfi cit mai bung a sewnalului analegic re-
constrult (prin intermediul ansamblului interpolator numeric -
.convgrtor N/j)e

] t
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CAPITOLUL 2. t

NUCLiK POLENO.: kAL

2.1 Gopeyalitdgi

Sistemele de reconstruciyie prin interpolare sint caracte—
risate, din punct de vedere al teoriei semnalelor, prin rdspunsul
la impuls h(t), rdspuns care in acest caz poarti denumirea de nu—
ocleu de interpolare (“interpolation kerncl').

vValorile nucleului, calculate in anumite punote, :sint uti-
ligate la constructia sistemeclor de interpolare numericd, ele ju-
cind rolul coeficientilor filtrelor numerice. '

0 categorie larg rédspinditi de muclee de interpelare o
constitule nucleele polinomisle, nuclee a céiror construcyie este
de fapt segmentar polinomialéd. Astfel de nuclee pot asigura.ocon—
vergenta procesului de interpolare o datéi cu cregterea frecvemntel
de esantionare a semnslului original /16, 22, 27, 37, 39y 49, 55/.

2.2. Conditiile impuse nucleelor polinomialg

In literaturd sint precizate o serie de conditil pe care
trebuie sd le indeplineasci nucleul de interpolare pentru ca in-
terpolar¢a reald sé se aprople cit mal mult de cea ideald /2o,
39y 53/,

in scest scop, nucleul real trebuiec si interpeoleze nucleul
ideal (prezentat in cepitolul snterior i avind expresia analiti-

od datd de (1.5)) in toate nodurile de interpelare. De aici re-
sultd un prim set de condigii:

h(o) = 1
h(kI ) = o pentra Viez (2.1)

Rucleul ideal fiind o funcyie pard $i nucleul real trebuie sé fig
o functle pard;
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h(t) = h(~t) (2.2)
Decarece nucleul ideal are toate derivasele de ordin impar impa-
re lar cele de ordin par pare si nucleul real trebuie sd inde-~
plineascié aceste condifii:

R'(t) = «h'(~t) (2.3)

h"(t) = h"(st)

etc. .

Nucleul de interpelare trebuie si aibd o lungime finitd.

Dacd se folosgss N esantioane consesutive la construcyia fumo-

tlel de interpolare, atunscl lungimea nucleului este chiar N.Ta,
adicd:

T
h(lt| >K 2").: ° (2.4)
Utilizarea unui nunig‘ginlt de osantibanavpencrn constructia
functiei de interpelare se efectueazid utillzind relatia:s
KZ .
g(t) = k’Z_lZ(l £(kT ) on(t-kT,)

(2.5)
unde K1+K2+1 = y

variabila t la valori fntr-un interval de lungime egald
cu T, 51 care este plasat la mijlocul intervalului ['KlTl'KaTa]’
0 conditle optienaldl pentru nucleele de interpolare reald dar
care se aplicéd intotdeauna la nucleele polinomiale este conser-
varea componentei continue a semnaluluil original. Aceastd con-
ditlie poate f1 exprimatd In forma: . ‘ ‘
[~ <] .
H(o) = T, sau S h(t) at = Tg (246)
-0
Dacé aceastl conditie este respectati atunci functia de interpo-
lare va asigura interpelarea perfectdi a unel secvenye de egan-
ticane de valoare constanti (prelevate prin esantionarea unei
functii constante). In aceastd situatie, intrucit
g(s) = £(kT,) = et. pentru VYke Z 2.7)

relatia (2.5) devine:

K> . . .

g n(t-kT,) = 1  pentra Vk si Y (2.8)
. ==K
Din relatia (2.8) prin deriviiri succesive se ob{in condit{iile
suplimentare: -

BUPT



.‘5-

K
22: p(B)(bwkeT ) = o (2.9)
i §

Constructia unui nucleu de interpolare real presupuns gi~
sirea unei functii segmentare care si indeplineascd conditiile
enuntate anterior gi deci s¥ se apropie cit mai mult de forma
nucleului ideal.

Pentru nucleul ideal se cunosc valorile salo gi ale deri~-
vatelor sale in toate nodurile de interpolare. Principalele va-
lori sint trecute in tabelul 2.l1. ‘

TABELUL 2.}

t 0 A, 22T, | 23T, aeto.
h(t) 1 [ [ (] LX)
’ Y 1 ¥ eeo
v [k

2
BE) A ff “z'iz 97

Acoaco valorl trebule respectate pe oit posibil gi de au~
cleul polinomial de interpolare. )

Utilizarea unel anumite formule de interpolare (Lagrange,
Spline, etc.) conduse, pentru o situajie datd, la o anumitd so-
lutie. Utilisarea de metode de interpelare diferite va conduce
in gele mal multe caszuri la seolutii (nuclee) diferite.

¢3¢ i i a

Casul in care se utilizeasi un singur egantion peatru
construciia functiel de interpolare este cazul cel mai simplu
ca pealizare dar g1 cel mail meodest ca poztomnto. El corespun-
de modulul de functionare al conversorulul nmno-analog:lo
(20H).

Din relatiile (2.8), (2.9) si respectiv (2.4) resulti;

T
h(t) =1 peatru ltl<z.' (2.10)
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: T
B'(t) = o pentru |t|< »2 (2.11)

T
h(t) = o pentru |82 v (2.12)

Conditiile (2.1s), (2.11) gi (2.12) pot £1 indeplinite simultan
de un singur nnclou ocare va avea expresia:

T
1 pentru |t| <2!
h(t) = : o (2.13)
o pentru |t]|>s2
Acest nucleu realizeazi func{ia de tranafer:

H(W) = Tasin e —o-w“’- (2.14)
: (]

g1 are forma de variajie in timp prezentatd in figura 2.1.

Fige2.1. .

Acest nucleu are toate derivatele nule gi reprezinti cea
mail simpld aproximare a nucleunlui ideal.

In conditiile enuntate, mentinsrea de ordinul zero (Z0H)
reprezintd singura solufle fn cazul N=l. .

Renuntarea la cendifia (2.8) respectiv (2.1l9) in cazul de
fatd poate conduce i la alte solufil dar nucleele respective nu
nal pot asigura interpelarea exacti a unel fune{li constante.

2.4. Hugleul dq iptexpelare ip gagul Nsg

Dacld la comstructia functiei de interpelare se utiliseazd
doull epantioane consesutive, atuncl oonditiile (2.4), (2.8) gi
(2.9) deving

h(t) = o . pentru (&[>T, (2.15)

n(t)+h(t=-1,) = 1 pentru V€ [o,2,] (2.16)
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h'(t)+h'(t~1.) = o pentrau Ve e fo,T,] (2.17)
h"(t)+h"(t~F,) = © pentra Y6 € [0sTg]

Se poate arita cd, in aceste condiyii, se poate construi
un nucleu care sd asigure interpolarea perféctid ‘a unui semnal
care are a doua derivaté nuld pe teot domeniul.

Considerind cd £(t) are prima derivatd constantd intre
doud egantioane consecutive gi desvoltind in serie Taylor in Ju~-
rul originii pe £(t) se ob{ine:

£(t) = £(o0) + &.£'(0) (2.18)
Din relatia (2.5) prin derivare rezultd:
g'(s) = !(o)h'(t)*f(Ts)h'(t-'l‘,) (2.19)

Inlocuind in aceastd relatlie pe I(T.) cu valoarea datd de (2.18)
si tinind ‘cont c# din (2.17) rezulti ci h'(v-rs):-n'(e) se obtine:
g'(¢) = -Tsf'(o)h'(c) (2.20)

Deoarece s—a presupus od prima derivati este conservatd prin in-
terpolare adiocd g'(t)=f'(t)=ct. rezultd ci:

h'(t) = - &- pentru ¢t € [o,'I'B] (2.20)
s
Prin urmare h(t) trebule si fie un polinom de gradul I de forma:
h(t) = at+db unde a= - %—- (2.22)
8

Punind conditiile h(o)=1l si h(’.[‘.)ap precum i h(t)=e pentra
|61 >T, se obtine solupla unicd:

Tg=l6l |
~&y—  pentru lsl< T,
s .
_h(t) = . (2.23)
» peatru _{cl;'r.

Acest nusleu reprezinti casul interpoliérii liniarse (de or~

dinul I sau FOH) g1 realiseazi o fumctie de trensfer avind expre-
slas

2 w
H(w) = T..ntn L} -G; c 0 (2.28)

Forma acestul nucleu a fost presentatd fn figura 1.7.

Pentru casul N=2 se pot constrni gi alte nuclee fie de
grad mal mare dar exprimate printr-un singur polinem fie reali-
sate prin racorddri de mai multe polinoame.

Complicarea nucleului de interpolare in casul N=2 poate
aduce in cel mai bun caz o imbunititire a rﬁlﬁuna—ului in frec-
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ventd in domeniul frecvenielor joase 31 o inrdutétire concomi-
tentd in domeniul frecventelor inalte.

2.5 Bugieul dg interpolarg in cazul Rej

In cazul in care, pentru constructia functiei de intexpo-
lare, se utilizeazd trei egsantioane consecutive, se poate arita,
procedind analog ocasului N=2, ci respectarea condijyiilor enunta-
te la punctul 2.2 gi condiyia de interpolare paerfectd a unui
semnal care are a doua derivatd constantd intre doud egantioane
oonsecutive (respectiv derivata a trela nuld) conduc la o solu~
jle unicé.

In acest caz Aucleul care se ob{ine corespunde interpolid-

rii Iagrange de ordinul doi a nucleulul ideal gi are expresia
urnitoare

¢

2
-G T
' —?-" pentru |'t|< Z!
8
2
tT=3T_|t|+2 T 3T
h(t) = -—-z—Tgl—l-— pentru 5! <|cl<-zl (2.25)
8
37
) pentru (6] xR

Acest nucleu iealizoazé un rdspuns in frecventd avind ex-
presia:

3. . , 3%, L
H(w) = T sin ¢ Tog g Tasin c o, + g Tssin c g (2.26)
Si fn acest casz, zegnntind la conditia conservirii derivatei de
ordinul dol, se pot construl i alte nuclee férd séd se obtind
insd o imbunitiyire a riégpunsulul in frecventi.

2.6. Nugl inte; a a

Cagzul utilizéril a patru esantioane consecutive la con-
struotia funotliel de imterpolare prezintd o importanji deosebi-
ti. Acest cas este ocel mal freovent utilizat in practicd (uti-
ligarea & mai mult de patru esantieans complici sistemul de in-
texpolare) datoritd unui compromis acceptabil intre complexita-
te gi performante. '

Pgntru casul acesta se utilizeazd ‘mai multe nuclee de in-
terpolare diferite (lagrange de ordinul 3, Spline de ordinul 3,
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"Cuble convelution interpolatiea kernel") /39, 53, 85, 88/.

In acest caz se poate ardta cd existid posibilitatea cem-
struirii unui nucleu care are proprietatea de a interpola pexfect
un semnal care are derivata a patza nuld (deci derivata a treia
constantd fintre douid esantioane). Se considerd un aucleu de fer—
mag :

3 2, .2
a (67| +bT b mmﬂﬂ«m;

pt. 6| < T,
8 .
2| o2 62 s| +nT> :
n(t) = o I*j,':;sgill . pt.T < [8|< 22, (2.27)
8
] pte \3'22@

Conditia h(o) = 1 conduce la d=1
Conditia g"'(t)=f"'(t)=ct. conduce la a= i-. es-é
Conditla g"(t)=£"(t)mct. (pentru £"'(t)=o0) oonduce la fzl, ba-l
Cenditia h('l‘ )=0 conduce la ox- % diar condititle h(T.) +=0 ol
n(am J=0 condusc la h=l gi gu~ Lé
56 ob{lne ca solutie unicd nucleul avind expresiag

|63 -zrgczanz 6| +2'rj

pb.ltl(T.
2 8
-| 63| s61 821177 6| 4613
h(t) = L e 3 L | £ pter < |sl< 27, (2.28)
6T s
8
o pt. 6l 2n,

Nucleul avind expresia datd de (2.28) este nacleul Lagyan—-
8¢ de ordinul trei ("CL") $i el corespunde interpelérii cu poli-
noane lLagrange de erdinul 3 a nuocleului ideal intre nodurile de
sgantionare din intervalw [-27,, 27,7 /53, &85/.

Acest aucleu realiseazdé un rispuns ia fLreovenid dat de re-
lagia,

Hw) = P sin o = - P gin ¢2 & o el A
[ ) Co. § 8 w. § [} Re w'
(2.29)
Forma acestui nucleu precum gL a duivatclu sale este
presentatd in figure 2.2.
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Utilizarea metodel de interpolare Spline, cu polinoame
de gradul trel, pentru nucleul ideal, cenduce la um alt nucleu
care poartd fn literaturli numele de nucleu Spline de ordinul
trei (sau "Oubic Spline" - OS) /53/.

Acest nucleu are o fomil aseminiitoare cu cea & mwlcnlut
Iagrange de ordinul trei i este definit prin urmiitoarea rela-

ties
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\63| -21_t2+12

—-?’—l pt. 6| < Ty

2 om2
- &%) +57,6 -81¢ 18| mwi

h(t) = — PteT < [tl< 2T, (2430)
T
8
0. in rest

Bﬁapmu.l fn frecventd al acestui nucleu are expresia:
(w)-ﬁ(la sin ¢2 —-24 sincza-oa sinos—«m sinczs)

(ZJI)

In legituré cu nucleul spline de ordinul trel trebule L~
ocuti observatia cd acest nucleu nu mei asiguréi conservarea deri-
vatei de ordinul trei (nu mai Indeplineste conditia g"'(t)=s£"*(t)
pentru tIv(t)-o)-

Un alt nucleu de ordinul trei este cel definit in lucrarea
/39/ 81 denumit "Cubic Convolutien Interpolation Kermel" (CCIK).
Acest nucleu este definit prin relatias

3 63| =57 _t2+203

zpk A ptelt <D,

=83 +57_t2-872 | ¢ 4417

B(t) = { B8R < lbl<2,  (2032)
2Tg

° in rest
Acest nucleu realiszeaszd urmiitoarea functle de transfer:

H(w) = 3T,sin c* {E: =27 sin c? {St «8in o Eﬁ% (2.33)

In figura 2.3, sint prezentate formele pentru nucleul
Spline de ordinul trei (CS) gi "Cubic Convolution Interpeolation
Kernel" (CCIK) precum pi derivatéela lor.

In legitur¥ cu nucleul OCIK trebule spus o acesta, degi
nu anigurl conservares derivatel a treia (g"'(t)sf"*(%) peatru

£7V(t)w0) realiseask o prepertionalitate de forma g"'(t)=
s kK£"'(t)e .
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Din analiga derivatelor nucleelor de ordinul trei (Iagran—
g0, Spline gi OCIK) se constati ci acestea presinti anmite dis-
centinuitiiti. Astfel nucleul lLagrange are prima derivati discem-
tinuk fn punctele two gi uygr.. iar nucleele Spline §i CCIK au
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derivata a doua discontinui fn punctele tag&. /897,

In continuare se¢ urmireste constructia unul nucleu care si
prezinte gi prima gi a doua derivati continue in punctele t=p, t=
xﬂ..

Se pornegte de la forma generald a nucleului de ordinul
trel pentru cazul N=4, formd datd de relayia (2.27).

Pentru simplificarea calculelor se wva trata caszul T’-I,
ceea ce conduce la un nucleu general de forma:

alt3l+bt2¢cltl¢d pt.ltl<.T'

n(t) = { olt7lee62sgitien  pt.T_ < |tl< 27, (2.34)

o in rest
Cerinta oa acest nucleu s# interpoleze nucleul ideal gi si
prezinte derivate continue obligi verificarea de ciitre h(t) a ur-
mitoarelor oconditii:

h(o) = o h(1 ) =0, h(l)) =0, h(2))=0o (2.35)
h'(o) = o, h'(l_) = h.(l*)n h'(Z_) = 0 (2.36)
h"(1_) = b"(1,) (2.37)

Aceste condiyii conduc la un sistem de ecuatii, avind ne~
cunoscutele a, b, ¢, d, @, £, g 51 h, a cédrul solutle unici este
urmiitoareas

a= 2 » ba- 2 N C = 0, d=1

R TP P

Cu ajutorul coeficienf{ilor (2.38) determinati anterier se
poate scrie expresia analiticd a nucleului denumit "Cubic Conti-
nual” (CC)

(2.38)

5 (t2|-91_t2+a13

v pt. (6| < Ty
hCb) = -5lt3l*15'r‘g2:au?ltltij_ boat, < |81< 22 (2.39)
s
° in rest
Acest nucleu are functia de transfer dati de expresia:
H(w) = :6;:5 (2 sin o2 -207. -3 sin o° g"—: +8in o %?’:). (20"*0)
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Forma acestul nucleu precum gt 8 Gerivatelor sale este presenta~
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Pentru a se putea aprecia performantele nucleslor de ace-
lagi ordin se poate proceda intr-o primi etapd la compararea a
functiei de transfer H(w) pe care acestea o realiseazd.

- Utilistnd relatiile (2.29), (2.31), (2-53) 61 (2.80) pen-
tru ancleele lagrange, Spline, CCIK §i respectiv CC, in tabelul
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242 se prezintd valerile lui H(w), corespunziitoare celer patzu.

nuclee, pentru we[ o, ws]. Valorile au fost calculats cu pasul

36

W/ w =0,05.
TABELUL 22

©log | Byq | Hiz Boorx Hgs Boo

° 1 1 1 1 1
0,05 1 9,999852 | 0,999379 1,006311 1,003l00
0,1 1l 0,997720 | 0,998119 1, 022831 l,0l0200
0,15 1 0, 988965 0,9%0894 1,039615 1,015254
042 1 0,967439 | 0,972952 1, 046829 1,009890
0,25 1l 0,927212 0,939019 1,032049 0,985534
0,3 1 0, SOA44Y 0,885251 0,985978 | 0,935614
0935 1 0, 778706 | 0,8l0388 0, 904278 0,857333
0,4 1 0,673478 | 0,716335 0, 788811 0,752573
0,45 1 04555689 | 0,608052 0,647483 0,627768
045 X 0, 434445 | 0,492767 0,492767 0, 492767
0,55 o 0, 319267 0,378731 04339279 04 359005
0,6 ° 0,218315 | 0,273803 0,201015 0237409
0,65 ° 0,1370l0 | 0,184168 0, 088864 0,136509
0,7 ° 0,077369 | 0,113478 0, 008864 0,061171
0,75 o 0,038132 | 0,062558 | -0,038224 0,012167
0,8 ° 0,015589 | 0,029672 | -0,056494 | -o0,0l34l0
0,85 0 0,004806 | 0,011263 | -0,053363 | —0,021050
0,9 o 0,000903 | 0,002911 | -0,037666 | -0,017377
0,95 0 0,000052 | 0,000307 | -0,0l7747 | —0,008720
1 0 o ° ° °

Analigind datele din tabelul 2,2 se constatd ci nucleele
Lagrange $i COIK au rdspunsul in feecventd foarte apropiat..Nu-
cleul CCIK este mal apropiat de nucleul ideal la jeoasi frecventd
dar mei Sndepliztat la frecvenye in jueul lui o o°- .

Nucleul Spline prezintéd o nupzaonet’czc la !:ocvlntc Joa~-
8¢ 51 o trecere prin zero finainte de W e

Nucleul cubic coatinual are o formid apropiatid de cea a
nucleului Spline dar cu o supracrestere mai micd la Lrecveate
JN“A . . .
Pentra a pune in evidenyd comportares nucleelor la valori
diferite ale raporsulul 0 /o, unde w_ este banda semmalului
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original, se poate.definl o eroare medis a funciiel de transfer
a nucleului relativé la sfispunsul in frecventd al filtrului tre=-
ce~Jos ldeal.

Notind aceast# erpare cu ¢_, €a s6 poate calcula cu rela-

B
tia:

- % lﬂid(cu ) = H(ep) _ (2.41)

Cu K s~a notat numérul de puncte echidistante Wy in care se
calculeagé diferenta dintre ocele doudi réspunsuri in frecventd.
Utilizind pasul “/w =0,05 8¢ obyin valorile din tabelaul

243
TABELUL 2.3.

Nucleul e
utilizat o

e .z

B e —

lagrangs 0,102897 0, 046845 0, 014858
CCIK 0,106800 0y 050490 0,017154
Spline 0,083132 0, 034915 0, 029264
Ce 0, 087322 0, 033147 ° 0, 010469

Pe basa dateler dim tabelul 2.3 s¢ peate trage concluzia
ocd, in casul limitd wd-'awm' nucleul Spline este superior celor-
lalte nuclee, el fiind uwmat indeaproape de nucleul cubic conti-
nual . .

In celelalte cazuri. considerats, nucleul cubic continual
este cel mai bun. Se observid cd la w al&wm, nucleul Spline a de~
venit cel mal defavorabil. Aceste prime concluzii vor £1i confir~
mage ulterior pe baga unei analise mal riguroase, cu ajutorul me-

todei erorli medii pltraticae.

t ¢
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CAPITOLUL 3.

PE EID UNUI SISTEM D INTER.

3.1s Introducers

Pentru 8 se putea scoate in evidentd i apreoia diferemya
ocare apare intre un semnzl reconstruit prin interpolare §i semna—
lul original se pot utilisza doufi categorili de metode de analisi:
Sn domeniul frecventd 5i in domeniul timp.

In a doua categorie aclinsczie 51 metoda eroril medil pi-
tratice, metodd ocare pzezinté‘o seric de avantaje ce vor fi pre-
gentate in continuare.

3.2. CA ldril ipt i

Se oconsiderdi caszul unui sistem de interpolare care primedh-
te la intrare o secventf numericd f£[nT | de egantioane ale unei
functii originale £(t) gi, printr-o singurd fazd de interpolare
utilizind un nusleu notat ou h(t), furnismeazi la iegire semnalul
de interpolars s(t) avind conform zelatici (l.4) ‘expresia:

g(t) = Z , £[or,]on(t-nm,) (3.1)

Eroarea nunonean!. care apare prin interpolare, reprezintd dife-—
renta dintre semnalul original gi semnalul rsconstituit:
[o =]

o(t) = £(6)-g(t) = :(c)—hz_;oz [aT, J-h(t~aT,) (3.2)

Dacd se yine seama de faptul oi un sistem real de inter—
polare utiliseazd pentru reconstrucyia semmalului la un monent
dat "t" un numdr finit de egantioane "N", cd nucleul utilizat
"B(t)" este nul pentru |t l>§ Ty 91 cd fiecare egantion utilisas
este multiplicat cu un nusleu unio translatat pe axa timpului,
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ss pot face urmitoarele notatli:

. h [(t-n?_)-x?_ | = h (t-nT,) (3.3)
Pentru ¢ e[_n‘rs.(nu)msj. notdm:
& = T +% unde $e[o,T, ] T (3e8)

In aceste conditii, ‘eroarsa momentand pentru intervalul
Eﬂ;.(n+1)Ts] se peate scrie in forma:

m
2
0, (%) = 2(nT+ %) - kg,nl by (¥ [(avi)T_ |- (3.5)

unde n1+m2+l:N reprezintd numdrul de esantioane consecutive uti-
lizate pentru interpolare.

Considerind, in continuare, c& semnalul de intrare este
rezultatul unul proces alaator stajionar in sens larg (paramg-
tril sdi statisticl nu depind de t) ps baza relaylel (3.5) se ob-
tine expresia eroril medii pdtratice statistice /53, 70, 85/ 3

m
5 {2} - E{[f(n’l‘sﬂ- {)- i By ($)1 [(a+k)T, ]2} (3.6)
* k=
1

==
Datopitd faptului c# nucleul utilizat la interpolare

"h(t)" este un semnal determinist, expresia lul intervine in me-
dia statistlicd doar ca o constanti si decl relatia (3.6) devine:

4 {;ﬁ(f )} =F {fz(nT§+f )} -2 :élhk(f)l?{t(n’l’a-rg)f[(n*li)TB]} +

¢

R By .
. ¢ .
+ hz':‘l tfz_:mlhk(g?ht(i)ﬁ'{r[(m-k)‘l's]f[(n-o- )Ts]-} (37)

Dac yinem seama de faptul ci medlia statisticd E{e(ts2)(t)}
reprezintd functia de autocorelatie a semnalulul original, no-

tatd cu RH(z), /13/ mediile care intervin in relatia (3.7) re-
prezintd:

2 {£2(u2, 0 5O} = RBpp(o) < (3+8)
F{£(aT + ¥ [(n+k)T ]} = Rpo(% ~kT,) (3.9)
5 { 2[(aor)ng] 2 ((meDDT,]} = Bpp [=ThT,] (3+10)

Utilizind expresiile (3.8), (3.9) 8i (3.lo0) in relatia
(3.7) se obfine:

BUPT



-“-

n
2
)} {.i(i)} = Rfr(O)-abz—:mlhk(g)Rtr“-u.)Thél f%lihk(g)ht(t).

o Rpp[(e-D)7,] (3.11)

Inpdrtind relatia de mal sus cu Rrr(o).'caze reprezintd puterea
semnalului original, se obtine:

F{e2(%) By (-kr ) U2
'i{':‘f{'ai - 12,35 -‘ﬁ—nﬂ— 2y z: nkmnt(?) .
R [(k-f)T ]

_‘.ﬁ.;f.(a.)-._ﬁ— (3.12)

Aceastd relayie, care nu depinde de n, permite calculul valorii
erorii medil pdtratice normate prin puterea semnalulul original
numal in functle de expresia nucleului de interpolase utilizat
51 de funcyla de autocorelayie a gsemnalulul original.

In situatia in care semnalul original are media statisti-
ocd nulé, Rf (o) va reprezenta ohiar dispersia semnasluluil originel
adiod Gt iar E{ea(f)} va fi 0’2(5) relatia (3.12) devenind:

r2(%)
—:-'T = 1-2 5:: hk(f)ﬂff(f°k'-n )"' Z, im hk(g)hf(‘g) .
£ f=—m,)

R [(k-t)m 1

.HW.L (3.13)

In cele ce umneazi, pentru simplificarea notédrii, se va
utiliga relatla (3.13) dar se va avea in vedare cd de fapt, pen-
tru-cazul general, membrul sting din relatia (3.13) are semnifi-
cayia membrului sting din relayia (%.12) /53, 85/.

Relatia (3.13) respectiv (3.12) are o serie de proprietifi
care © fac deesebit de utild la estimarea performanelor siste-
meler de¢-interpolare. A

Deoarece memdbrul drept al acestor relatii depinde dcg
daz nu depinde de n, se poate trage consluzia cid eroarea medie

pitraticd de interpolare este periodici cu Tge In plus, se con-
statd od:

2 2
Taf0)  To(T.)
k.
Te Tt
91 prin urmare ercarea este nuli la capatele intervalului Eﬂ!.;

€
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(nol)r;] deoi in punctele de eganticnare.

Be mal peate ariita oil relatia (5.13) di pentran xapoztul
02(%)/ 72 valerl simstrioe fafk de mijlocul intervalului comsi-
derxat.

Ppesupunind in intervalul [b.T ] an punct Q;dr-¥i, decl
simetric cu % fatd de mijlocul imtenvalulul, din relayia (3.13)
reaultd:

v 3(% ~§-kT.)
_}1‘_ = 1-2 z nkm -1 -‘ﬁ'—n—!— + Z-:"l = nkm -?)ntw ).

R [(k—t)‘! 1

94 ) ; '
L . Rf_f ° ] N (3'1")

Deoarece nucleele de linterpelare sint funct{il pare iar
functia de autocorelatie (Z) se buourﬁ‘de aceeagl proprietate
rezulti cd: ' B

by (T o=F) = h(T=§=kP.) = h[-F+(1-k)T,] =

= h [i -(lfk)'l‘s] = hl_i(f)
analeg

B (Tg-5) = by_ (%)
sl .
Rpp(Ty=§=kT,) = Bpo [~§+(1l~k)T ] = Bpp[ % ~(1-k)T,]

‘ Ficind ootayiile k'slek gi £'s1-.f relajla (3.14) devine:
0,2(%) Ié I'-\

n Rpg (f=K'2,)

_Pf_ - 1-ak$;,_nihk.<§> -“W;;‘- KiaTny piea

. R '[(k.'-tl)lr] (5015)
.ﬂr:(‘,”

Cum valoarea relatiel (3¢13) nu depinde de limitele de in-
sumare m; g1‘n2 ci doar de numiirul de puncte de insumare N care
este acelasi pentru relatiile (3.13) 31 (3.15) rezultd ci aceste
expresil au aceeagl valoars.

Din analiza relajiel (3.13) se constatd cd eroarea medie
pdtraticd resultati din interpolare depinde numai de nusleul uti-
lizat h(t) s1 de functia de autocorelatie a semnalului original
aff(z) 81 prin aceasta, lmplicit g1 4o periocada 4e egantionare 7.
Dacd aceste mArimi sint sunoscute, se poate csloula exact vllot-
rea erorii in orice puact 4in intervalul [nT..(n+1)T.]

hk'(\g)ht'(g) L4
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3+3 Cazul interpplipii 3n doyd fase censeoutlve .

Datoritd faptului o practic este aproape imposibil de ‘im-
pdementat un sistem de interpolare analogic de ordim mal maze de~-
cit erdinul sere (convertorul numeric-analogic asual) san ordinul
intii (interpolarea liniardi), prezintid un interes deosebit sitsua—
tia in care interpolarea se efectueazi in doud sau mal multe faze
consecutive. N

In prima fazd se efectueazd e interpolare discreti. (nume-
ricd) ce are ca efect marirea numdrului de esantioane ("oversam-
pling") iar in faza a doua se efectueazd lnterpolarea analegici
dar ‘pentru un numdr mai mare de esantioane, decl pentru o '‘frecven-~
%8 mal mare de egantionare.

Pe de altd parte, etapa de interpolars discretd (numericd)
poate fi realizatd la rindul el in msi multe fase consecutive
("multistage implementation).

Prin urmare, in aceste situayii, este necesard estimarea
erorii medii pitratice globélc care afecteazi semnalul reconstru-
it In a doua fazd de interpolare in comparstie cu semnalul erigi-
nal. Presupunem din nou cd f£(t) este funcfia originald care se
egantioneazd cu perioada T ;. Notind cu d4(t) functlia de interpo—
lare dupd prima fazi, aceasta va avea expresia:

. A2 - - |

a(t) = ?ﬂ‘lh;(t)r[(mw)'rsl] pte £ € [mTy, (u+l)Tgy] (3.16)
unde hé(t) reprezintd aucleul utilizat in prima fazd de interpo-
lare; a este un numdr natural ce la valeorile.din intervalul
[~A7+4,7] iar numdrul de eganticane consecutive utilizate simul-
tan in prima fazd de intarpolaze este Ny=Ap+A 4l .

Fsantioanele lui d(t) ficute.cu perloeadsa T82‘<T 1 vor fi
utilizate la a doua interpolare ce va avea ca reszultat functia
g(t) avind expresia:

K

) .
g(t) = Zl hk(t)-¢[(n+k)T;2] Pte te(n'rsz.(n+l)'r.2]
(3.17)

.unde h (t) represinté nucleul utiligzat in faza a doua.de inter-
polare, k este un numir natural ce ia valoni in intervalul

[—xl.xal iar numirul de esantioane consecutive utiligate simul-
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tan este H2:K1+I2+1. Eroarea momentand slobali generati prin in-
terpelarea in doull fase consccnttve va avea exp!eaia:
K

o(t) = z(c)-g(t) sau o(t) = r(c)—g hk(t)d[(mk)'r,a] (3.18)

hFolosind notaviilo (3.4) rezultd erodrea momentandy
K

op(3) = 20545 )= 2 Z: hk(g)-d[(mk)mag] " (3419)

Considaerind, in continuau. cé semnalul on:lginal £(t) este
rezultatul unui proces aleator staylionar in sens lazg, pornind de
la relatla (3.19) se ‘poate. estlma eroarea medie pétza't:lgé in sens
statistioc: “ "

E{eﬁ(i)} = E{fz(n'r52+§)} -akaz-;( hk(f )E{f(qua-c-;),d[(n+k)ﬂ:92]} +
1

k K
2 2 _
+kw%i Exqu )h f(f)li‘{({(nd:)TBa] od [(m-f)ng]} (3+20)
Inlocuind in rela’gié (3+20) valoa.;zea lui d(t) daté de relafia

(3.16) ceea ce presupune cé intervalul [nTaz’(“*l)Tsz:ICLsti'
(m+1)‘.l‘81]. se obtine:

£ 2(2)} = E{fzcﬂaa+§)}-z é hkci ) Z ha [(mek)T] B{ECaT +])e

EE-Al -
K2 K2 A2
. £ [(ara)T ]}+z z:n ($)n mz > .

« h! [(m»k)'.l‘sz] b} |_(n+t)’.[52] E{f ((mea gy ]2 [(meb)T lj}() .21)

Incxoduoind functia de’ autocorelatie a semnalulul eoriginal er(z)
rezulti:

E{fa(nfl‘.2+ k! )} = Rpp(0) (3.22)
E{e(nt+$)¢ ()T, ]} = Rpp[ § —aT +(aT =0T )] (3.23)
sie [Cava)r Toe [(mem)r |} = Rpp(Ca-b)ng) (3.28)

Inlocuind expresille (3.22), (3+23) g1 (3.24) in relatia
(3.21) gi impéryind totul cu U‘s se obtine o relatle similard
relajiel (3.13) :
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T2ct) o R Rp, [ 5 -oT ,+(al_-uT )]
A— - - M .“.——12(-7“—
p g 1-2 le QZZA“ b, (% )ha [(nei)®, ;] O +

KZ x2 - .
’ \d
+h§;1 tf-:il gl z: nkcmeo;) n,. [(.mnm‘,,z]‘nb (e trz e
. Bee [(a=b)zg, ]
§ S
Relajia (3.25) are un caracter genarasl deoarece referitor
la raportul celor doud perioade ‘de esantionare ‘s—~a fidcut doar.con-
slderatia Tsl/T32>1° Raportul celor doul perioade poato lua va=-
lori naturale, rationale sau ilratioensle.
In practicié este de dorit ce funcyia de interpolare g(t)
sé colncidd in punctele de esantionare alo semnalulud original
cu egantioanele acestuia.
Acest deziderat poate fi indeplinit numael dacd raportul
Tsl/Taa este un nundr natural.
In aceste conditil relatla (3.25) poate fi adusd ‘fntr-o
formé mal convenabild de calcul. Considerind ci in momentul t=o
(m=0, n=0) 3(t) coincido cu 'd(t) deci gi du £(t) rezultd:

(3.25)

2!
g (f) . Rop(§-aT_ ,)

Ka Ka A

Aa
* E_il t§“1 *E:fﬁ > hk“ﬂlf(?)h (kT ,)B8 (LT, 5) o

. R |_(&i-b)'.l‘£| ]

: .&!.WL (3.26)

Relatla (3.26) degl destul de compléexd permite calculul
erorii medii pitratice respectiv calculul raportului @ (i)/ e 2
numal in funcyie de valorils nucleelor utilizate in cole douﬁ fase
de interpolare gi de expresia functiel de autocorelatie.

Teloarea datd de relatia (3.26) este nuld pentru .fmo gi

eoincide cu valoarea erorii date de relatia (3.13) pentru nucleul
folosit in prima Tazd in punctul gs‘r'z

t
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3e4. Intewpratarea erorii globale la interpolapea
in dou# faze o ut '

Devcarese a doua fazd de interpelare este la rindul ei o
sursdl de erorl este de agteptat ca ervarsa globalid sd fie mal
mare decit eroarea furnizaté de prima fazd de lnterpolare.

Pentru a se obfine o imagine mai clard asupra eroriler
care se produc la o interpolare in doui faze consecutive (in ca-
re prima fazd este o interpolare numeric#) se poate lua in con-
slderare faptul ci functia A(t) obtinutd in primsa fazéd de inter—
polare a semnalului original f£(t) prin relatia (3.16) intervine
in functia g(t), obtinutid prin a doua interpolare cu relatia
(3.17), numai prin egantioanele sale ia punctele kTsa'

Notind cu el(t) eroarea diln prima fazid de interpolare:

e (t) = £(t) = a(t) (3.27)
rezultd cé
a(e) = £(t) - 8y (t) (3.28)

Eroarea totald (prin interpolarea in doud faze) notaté cu OT(t)
va fi:

on(t) = 2(8) = g(t) (3.29)
g1 inloculnd pe g(t) din relatia (3.17) se obtine:

op(t) = ‘:(c) - 2‘31 b () a{(avk)T ]

Trecind la variabila % g1 inlocuind pe d(t) dim relafia (3.28)
rezultis
K

K

2 2 -

en(%) = £(aT +%)- > n, (5)e [(_n+k)T52]*k2K By ( He; | (n+k)T |
==, =51

£ (3+30)

: 2
Se observi céd diferenta f(nme+"g)- _thkC£)r[(n+k)Taé]

k=
represinti eroarea momentan® care s—~ar obtine prin interpelarsa
directd a funciiei originale £(t) ou nucleul hy (%) din fasza a
doua de interpolare (semnalul original fiind Sfnsd egantionat cu
periocada Tsz)'

Notind aceastd diferenté cu 8,44,.(5) rezultd eroarea to-
tallls

K
2
() = 050 (5D 4 S b (f)ey [(mek)z,; ] (3.31)
' k==K
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Bxpresia % hk(g)‘l[(@’k)mnz] reprezintd interpolarea ero-
rii obyinute in 1 prima fazd de interpolare cu nucleul ntili-
zat in a doua fatd.

Relatia (3.31) pune in evideniyd faptul cd eroarea totald de~
pinde de ambele fage de interpolare.

Decarece in punctele ¥ =o si §=T82 czdir(f)lo 84 nucleele
hk(i) se anuleagd, cu exceptia unui singur nucleu care ia valoarea
1, rezultd ci eT(i) ¢ste egald cu eroarea din prima fazd de inter~
polare in aceste puncte.

In plus, 8e pune in eviden{d faptul cid eroarea din prima fa-
zé el(t) nu intervine in totalitate ci doar prin wvalorile in puno-
tele de egantionare kIBZ. .

Dacé se noteazd cu ea(t) eroarea momentand introdusid de a
deua fazd de interpolare:

o5(6) = a(t) - g(t) (3.32)

eroarea tohald poate fi scrisd in forma:

eT(t) = f(t)‘g(t) = f(t)—d(t)*@z(t)

sau
oT(t) = el(t)+92(§) (3.33)
Broarea medie pitraticd va fi in acest caz:
E 2 2 2
0g(9)} = Blef(t)} +25{0; (Do (62} +B{a5(8)) (3434)

Deoarece erorile el(t) sl °£(t) sint corelate expresia
- 5oy (6day(8)} # By ()} Blay(6)} = o
Cun erorile ol(t) sl ea(t) pot avea acelagi semn este de agteptat

ca g1 eroarea medie pitraticd totald si depigeascd valoarea ere—
rii medii pitratice date de prima fazd de intexpolare. '
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CAPITOLUL 4.

COMPARAREA SISTEMELOR DE INTERPOLARE CU AJUTORUL
BERORII MFDII PATRATICE

4.1, Ppeibilitétile practice de agplicare & erppii
medii patratice

Aprecierea performantelor unul sistem de interpolare pre-
cum g1 compararea calitativd a unor sisteme diferite, de acelagi
ordin sau de ordin diferit, intr-o singurd Pazid sau in doui fa-
ze, S8e poate face, pornind de la estimarea eroril medil pdtrati-
ce, cu ajutorul raportului q’z(g)/u’g dat de relatia (A.13) gi
respectiv (A.26). Din analiza acestor relatii rezultd cd valoa-
rea raportulul G’E(i)/’@% poate £i calculatié intr-un caz concret
dacéd se cunoaste expresia hucleului utilizat gi funcfia de auto-
corelatlie a semnalulul origlnal. Deoarece nu intotdeauna se cu~-
noagte precis functia de autocorelatie a unui semnal gi, pe de
alté parte, un sistem de interpolare odatéd realizat nu psrmite
intotdeauna o modificare ugoard a nucleului de interpolare im-
plementat, este utiléd o estimare a performantelor sistemului de
interpolare in citeva situatil de referinté. In acest scop, 8¢
propun trei tipuri de semnale de test care pernit o estimare de
ansamblu a performantelor. ¢

442. Cazul 8 lulu densita de putere
congtantd (51)

Se presupune ci semnalul eriginal £(t) are densitatea
spectrald de putere Spp(«) constantd in domeniul (-w,, w,) 51
nuld in rest oa in figuza 4ol

In aceastd situatie, functia de antooorolatie a sempalu-
lui original conform /13/ este:
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er(‘z) = ELE S s“(u) ejwzdw (4.1)

sau calculind integrala pentru s“(w) considerat:
. w5 sln w <
Rff("’) = -—%—3 . Tc-%- ( (4.2)
Introducind parametrul ‘
o r

de e W

c .8

unde co_. este frecventa de esantionare, rezultd:

8
Rpp(?) = —2-2 stn o Ii" (5.8)

Rtr(o) = :%,'g (“'5)

Rep(Z .
,g-% = sin o pr (4+6)

In aceste conditii, relatia (5.13.) pentru interpolare
fintr-o0 singurd fazd devine:

r3(%) f -z,
}-%-— . = l-zhfZ:lhk('g)ain ¢ —‘!:l R, tok % hk(i)ht(g) .

- 8in o %E (4.7)

Analog, relatia (3.26) pentru interpolarea in doul faze conseour~
tive devine:
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72

K A
(o & . -a®_, .
ﬁ = 1-2 ZE:, 22 > hk(i)ha(kTsz)sin c iﬂtﬂ +
? 81 kz-Kl a"Al 8l

B2 K 4 A
* ,g;%l E-:‘& 531 bz:_: B ($)Re ($)R] (kD002 (ED,,)

« sin ¢ —1-9- (4.8)

Se observﬁ ci relatiile (4.7) i respectiv (4.8) pot fi calcula-
te numal in functle de expresia analiticd a nucleelor nt;ilizate
in sistemul de interpolare.

443 Cazul semnalului cu d ate d ' m
desorescitoare cu fregventa (8,)

Be praesupuns ci semnalul original £(t) are densitatea
spectrald de putere Sn,(w) uniform descrescitoare in domeniul
(o, wc) si nuld In rest, conform figuril 4.2,

Pig he2e

Calculifnd cu relatia (4.1) functia de autocozelat'ie a
semnalului se ob{ine:

R (Z) 2 z
ﬁgt-). = gin ¢ (4.9)
pe 0 m;
Folosind valoarea datd de relatia (4.9) se obtine pentru inter—
polarea intr—o singuréd fazis ‘

v2¢%) % 2 K o
?3— = 1-2 Z bk(‘é)nin o 2—5;2 X alhk(i)ht“) .

£ |s;
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. sin o2 51- (4.20)
Iar pentru interpolarea in doui fasze comcucin:
2 K A B
Tt ~aT
--gl- -2 Z:‘ bk(‘s’)h (XT,)sin ¢ —i—,-;;?s +
Te s k=—K; a=-A 4
2
K2 K2 A2 A
§: S: by ($)h o ($)h] (kT Rl (ET,5) o
k:-x1 fs—Kl as=A, bs=A . . .
. sin o2 ? (4.11)
4.4, Cas. nalului cu u_ ] [}
grescitoaze ou frecvenys (5;)

Se presupune ci semnalul original £(t) are densitatea spec-
trald de putere. uniform crescitoare in domeniul (o, «w e) i oulid
in rest, conform figuril 4.3.

t t

Fis.“.}.

Dacd se calculeasi runovga 'do. autecorelatie a unui astfel
de semnsal, folosind .nl'at,'ia (4.1) se obtine:

:‘ng;-zsinc 2 -si.nu.2 z (4.12)

oo (® i, H!; -

Caloulul rapertului 72(()/ tl'f in acest cas se pbdts efeo-
tua fnlocuind valeasea R“(Z)I‘R“(o) in relatia (3.26) sau se pot
utiliza, dacd sint cunoscute, valorile U'Z(i YA ‘51 gic (f)/

/ r2 lBZ datoritd umitoarel proprietdyi,
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re(¢) T (%) vE(E)
£ s, t s, T s,

Aceastid proprietate este o oénsecinté a faptului ci:
(Z) (2) &:(Z }
Rpglo s "Ree(o

f£°
K.5. C area ni _dnte (sisteme
de interpolare intr-o singuri fazd)

Cu ajutorul relatiilor (4.7), (4.1l0) 81 (4.13) se poate
realiza o comparafle intre diferite nuclee de interpelare.

In literaturd /53/ se preszinti pelatia (4.7) gi intrucit
raportul 0'2(§ Y/ 0’2 ia valori simetrice fa{d de mijlocul inter-
valului [6. by ] se tzago ooncluzia ci eroarea i respectiv

Tz(f)/ Tf vor f£i maxime la mijlocul intervalului.

Pornind de la aceastid premizé se comsiderd cd este sufi-
clent 88 se calculeazd valoarea‘'lul :rf(i)/'fg in punctul ‘% =T./2
pentru diferite nuclee de interpolare gi si fie ales ca optim
nucleul pentru care se obiine valoarea cea mai micd.

In realitate aceasti presupunere este falsd intrucit ra-
portul 0'2(‘5)/‘1' poate prezemta fn punctul T./2 un minim local.

Din acest moeiv, pentru o aplicare co:ecté a acestul cri-
teriu, de estimare sl comparare, se lmpune calcularea valorii
raportului U'E(i)/ﬂ'z fntr-un numdr suficient de puncte din in-
tervalul [o, T ] penbru a pune in eviilentd forma de variatle pe
fntregul 1nterval iar compararea nucleelor trebuie efectuata
comparind eroarea pe intreg ilmtervalul.

4.6, Compararea nu glor 1 agul semnalului cu
densitate de pukerg constantd

Pentru a pune in evidenyd aspectele prezentate in para-
graful anterior se va utiliza in continuare relatia (4.7) dedu=-
8d in ocasul in care s-a presupus cd semnalul original are densi-
tatea de putere constantd in banda ('°°o' °°c) conform figurii
4,1.

Dacé se compard nuclee de ordin diferit cum ar fi inter~
polarea de ordinul gero (ZOH) (N=l, A=l) cu interpolarea linia-
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ra (FOH) (N=2, A=l) $i cu nucleul Lagrange de ordinul 3 (L3)
(N=4, Axl), datoritd diferenjelor mari case apar intmse emsori
este posibil si fie sufioientd compararea valorilor raportului
0"3(3)/ U% numal in punctul ¥ =T./2. ‘

In tabelul 4.1 se prezintd valosile rapertului v‘f(i)/ﬂ’i
calculate ps intervalul [ey T,/E] ou pasul e,1.T, pentsu-aucleul
mentinerii de ordinul gzero (ZOH) cure foloseste un singur egan-
tion, pentru nucleul interpoldrii liniare (FOH) care folosegte
doud egantieane §i pentru nucleul Lagrange de ordinul 3 care fo-
loseste patru egantioane la interpolare (toate in casul A=l).

TABELUL 4.1.
oy T3(§)/T2  Casul 8,
A /Ty mE—T —mi—
) ° 0. P .
0,1 0403527 040276 0, 0166 '
0,2, 0,1290 0,0896 04,0573
1 6,3 0,2832 0,1575  o0,1046
Oyl 0,4863 09,2081 0,1413
055 0,7267 042267 0,1551

In figura 4.4 se represintd grafic variajia rapertuluil
Vs(i)/trg pentru cazurile din tabelul 4,1.

0y

%

B G S

N
/'/'

'ris B,
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In aceasté situatie me poate consldera suficienti calcu~
larea valoril rapertulul G’f(i)/ (f numai in punctul ¥ =T8/2.

Dacéd se compard insid nuclee de¢ acelagl ordin estimazea
erorilor numai pentru % aT‘/2 nu mal poate fi considerati sufi-
clentd.

Pentru exemplificare se prezintéd in continuare cazul uti-
ligdrii a patru egantioane consecutive (N=4) la constructia func-
tiel de interpolare. Acest cag merité o atentie deosebitd deoare—
ce in literaturd /39,53,85/sint descrise mai multe tipuri de nu~
clee (polinomiale de ordirul 3) iar utilizarea unui numidr de esan-
tioane mal mare de 4 este mal putin frecventi.

In tabelul 4.2 se prezinti valorile raportului c“z(g)/a'2
calculate pe intervalul [o, T /2] cu pasul 0,17, pentru nucleole
Lagrange de ordinul 3, Spline de ordinul 3 ("cubic spline"),"cu-
bic convolution interpolation" 3i cubic continual.

S—-au luat in considerare cagurile Asl (“’9’2‘53) gi A=2
(waau wo).

0'2(‘§ )/\1"2 Cazul—sl
A Xﬂhm,ﬁiﬁi_w 25 AW CRTT
° o Y T ° o
0,1 ©,01658 0,01175 0,01619 0,01314
0,2 | 0,05730 0, 04106 0,05612 0, 04641
1 10,3 |o,l0860 | o,07622 0,1353 0, 08668
0,4 0,14139 o,1l0422 0,14l0l 0,11887
0,5 | 0,15517 0,11484 0,15517 0,131l1le
° o ° o o
0,1 |0,0001793 | 0,0015983 0,00035279 0, 0002102
0,2 | 0,0006077 | 0,0034798 0, 0003691 00004531
2 0,5 |0,0010990 | 0,0040559 0,0012976 0, 0004621
0,4 0,0014771 | 0,0037756 0,0015417 0,0003814
0,5 |o0,00l6l80 | 0,0035459 9,0016180 0, 0003336

In figuxile 4.5 g1 4.6 este representatd grafic variatia

raportului © ('()/0'
fornm tabelului fe26

Apnaligza datelor din tabelul 4.2 gi a graficeler din fi-
gurile 4.5 $i 4.6 permite o comparare eficientd a performante-

pentru nucleele considerate anterior con-
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0,154
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0,054
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00021

0C014

000405 0.00405
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! Ve / Cubic spline
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lor nucleelor considerate. Astfel pentru cazul.A=zl se constatid

cd cele mai mari erori le introduce nucleul lagrange. De aseme-
nea se observi ci degi in punctul % =1./2 nucleele lagrange si

"Cubic convelution interpolation" au aceeagi eroare in rest al

doilea nucleu introduce erori inferiocare. Se constatd c& nucle-~
ul Spline de ordinul 3 este cel mai avantajos dintre cele 4 nu-
clee consliderate.

Pentru cazul A=2 se observi cii erorile devin aproapse cu
doud ordine de mirime mail mici sl de asemenea se coastatd o mo—
dificare a ierarhiei nucleelor.

Astfel nucleul Spline de ordinul % este cel mai defavora-
bil iar nucleul Cubic continual este cel mai avantajos.

Nucleele lagrange gl "Cubic convolutlion interpolation”
prezintéd din nou aceeasi veloare in punctul % =T /2 dar in rest
primul nucleu introduce erori mai mici.

Se mai observd in acest caz si faptul cd nucleele Spline
de ordinul 3 i cublic continual nu mal au eroarea maximd in
punctul ¥ =Ta/2‘ Varlatia raportului V’i(f)/o’g prezintd in
acest punct un minim local.

Aceste regzultate justificd necesitatea de a se calcula
valoarea raportului d‘i(i)/u’? in mal multe punctee.

De asemenea trebuie evidentiat faptul e¢d un nucleu consi-
derat optim pentru o anumitd valoare a parametrulul m:coslaagc
poaté devenli defavorabll in comparatie cu alte nuclee la modifi-
carea valoril parametruluil.

4.7. Compararea nucleelor in cazul semnalului cu
densitatea de putere uniform descregsgitoare

In situajis in care semnalul original prezintd o densi-
tate de putere uniform descrescidtoare, conform figurii 4.2, com-
pararea diferitelor nuclee se poate ¢fectua cu ajutorul rela-
tlei (4.10)

In tabelul 4.3 se preszintid valoxile raportului (i)/u‘
calculate pe intervalul [o, T /2] pentru nucleele ZOH, FOH g1
Lagrange de ordinul 3, in cazul 4A=l.

In figura 4.7 se reprezinté grafic variayia raportului
v2(3)/ v3 pentru cazurile din tabelul 4.3.
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TABELUL 4.3.
| T2({)/ T Casul 5,
A |5/
8 _<0H L3
° o ) °
0,1 0,0163 0,0l00 0, 0042
0,2 0, 0649 0,0325 0,0145.
003 001437 Oy 0565 0.0264
0y4 052497 050748 0,0357
0,5 0, 5788 o,o§15 0,039
oy A ] C '
02 /." \'_

9.3 ; X

t"i \‘

\\

01+ SR T \

"“Ql"i:,“\:\ = "‘\\\\

G N\
oL . — e T e
0F (coo07oee Gy £/
Figeds7,

Comparind valorile din tabelels 4.1 gi 4.3 i respectiv
figurile 4.4 gi 4.7 se constati c& israrhia celor trei nuclee s-a

péstrat.’

In al doilea caz erorile care rezultid sint insd mei mici

iar diferenta relativd intre erori.este mai pronuntati.

In tabelul 4.4 se prezintd valorile rapertului :rf(i)/c‘f
calculats in cazul semnalului cu densitate de putere uniform des-
orescdtoare in cazul nucleelor Lagrange de ordinal 3y Spline de
ordinal 3, "Cubic convolution interpolation” gi Cubioc continual

pentru A=l gi As2.

BUPT



TABRIUL 4.4,
«2(1 Yo 2 Cazul S
B Ty s B RG2S F T R
° ° o o °
c,1 0, 00424 0,003%07 0, 00446 0,00297
0,2 0,01453 0,y 00942 0,01484 o,0lo0l4
1 0,3 0y 02647 0, 01598 0402666 0, 01854
L 0, 03572 0,02075 0,03578 0y 02514
0,5 0,03916 0, 02249 0, 03913 0, 02763
° ] o 0 o
0,1 0, 0000380 0,0011783 | 0,0000817 0, 0082019
0,2 0, 0001287 0, 0024561 | 0,0002058 0y 0004057
2 10,3 [0,0002327 | 050026688 | 0,0002914 05 0004127
O, 4 0,0003127 0,0026067 | 0,0003318 0, 00035146
0,5 040003425 00020096 | 0, 0003425 0y 0002602

In figura 4.8 s8¢ reprezintd grafic varliatia raportului
v‘:‘(i)/o’% pentru cele patru nuclee de ordinul 3 in cazul A=l

iar in figura 4.9 , in cazul A=2.

ns.‘l' B¢
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v \<§¢ 1&
0 - . - - S
Fige4e9e
4.8. a8 e ul 1“1“1 Y
a ute i (3] -1

In situayia fn care semnalul original prezintd o densitate

de putere uniform crescitoare conform figurii 4.3, felosind rela-

tia (4.13) pentru nucleele ZOH, FOH si Lagrange de ordinul 3 fn
casul A=l se obtin pentru raportul 0‘5(?)/’«% valorile din tabe~
lul 4.5

In figura 4.lo se represinti grafic valorile date de tabe-
lul 4.5 pentru cele trei nuclee coasiderate.
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QABEIUL 4.5-
T2(%)/ 2 Cazal S
A f/T : fﬁ%
s [ 700 OB L5
] ° ° °
0,1 040491 |0,0452 | 0,0291
0,2 0y1931 |0,1467 | 051000,
110,53 |o,4227 [o,2582 | 0,1827
L 094t 0'7229 0.3413 092470‘
0,5 l,0746 |0,3719 | 0,2711.
oAl !
Sy .
Ion | 070
BRI B e o
! L-M" _} / \"
-~ S\ vou
0.7 / \w"'
f \
[ {’l \\
0.5 / N
7 RN
\)’7 R /’ - = i.\\
0 Lxl./:,,-_’i e - -
03 02 o5 G 0n o DuoLd D 1
Fig.lhlo-

Si in aceastd situatle ierarhia celor trei nuclee a ri-
mas aceeagi dar valoapea absoluti a erorilor este mai ridlcata
decit im cagzurile 5 sl 52’

In tabelul 4.6 se prezintd valorile raportului T (i)/
/'¢2 pentru nucleele lLagrange de ordinul 3, Spline cubia, "Cu~
bic convolution interpolation" gi "Cubic continual” in cazul
85 pentru A=l gi A=2.

In figura 4.1l se rcp:ozinti grafic cazul Axl iar in f£1-
gura 4.12 cazul A=2. .
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TABELUL 4.6.
2 2
T3/ T Cazul S
A e Spnn’_'I:e BT Soby.Int. 00

° ° ° ° °

0,1 0,02912 0,02045 (002792 0502331
0,2 0,10007 0,07270 < 0409740 . 9,08268
0,3 0,18273 0,13646 «0y18040 0915482
0,4 Oy 24706 Oy 18769 t Og 28624 . O 21260
0,5 0,27116 q..2.0719 t 0927116, 9,23457

o ) o ° )

0,1 0, 0003206 0,0020183 0, 0005741 0, 0002185
0,2 0,0010867 | 0,0045035 0, 0015324 0, 0004605
0,3 0,0019653 | 0,0054430 0,0023038 0,0005115
0,4 0, 0026415 0, 00490445 0,0027516 0, 0004482
0,5 0,0028935 | 0,0050822 0,0028935 0y0004070

'ﬁ g,
R | \-‘ IR RIVARI
ARSI '
// ya - L ,\ \l‘/ _—Cubic continua!
1 0.2 S T IS L i
' S/ R ~
AR
AN
0. 05 05 07 08 09 /7
Fig.4.11.
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4.9. ¢ uzii privingd a uclgel

polinomiale de¢ interpolarng

Din rezultatale obtfnute in paragrafele anterioare se
desprind o serie de soncluzii impeortante privind comportarea

nucleeloxr de incerpo;ane.
In primul rind se constatd c# erorile cele msi mici se

obtin in cazul S, (szfﬁu)-unif.descreac.) iar erorile cele mai

marl in cazul By (Spp(«w)=unif.cresc.). Acest fenomen este fi-
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resc intrucit nucleele de interpolare reprezinti ridspunsurile la
impuls unitar ale unor filtre trece-Jos.

In al doilea rind se observd cd lerarhia unor nuolee de or-
din diferit nu se modificé nicli in functile de parametrul A, niei
in functle de cazul S.

Comparind nuclee de acelasi ordin, pentru casul A=l, din
figurile 4.5, 4.8 gi 4.11 se constaté cd lerarhia nucleelor s-a
péstrat aceeasli. Fac excapile nucleele lLagrange de ordinul 3 gi
"Cubic convolution interpelation", nuclee care in punotul '§/Ta-
=0,5 dai aceeasi eroare, la care se constatd cd nucleul L3 este
superior in cazurile 5, gl S;.

Pentru A=l nucleul Spline de ordinul 3 este cel mal avan-
tajos, f£iind urmat inséd de nucleul '"“ublic continual".

In cazul A=2 nucleul Spline de ordinul 3 devine insd nu~-
cleul cel mal dezavantajos.

Nusleul "cubiec continual™ d& erori comparabile cu nuclee-
le L3 31 CCI pentru cazul 52 dar devine net avantajos peatru ca-
zurile Sl si 53.

Ca o concluzie finald se poate remarca faptul ci denslta-
tea spectraldi de putere a semnalului original ce urmeazd a f£i
interpolat afecteazi substantlial nivelul erorilor de interpolare
dar fn mai micd misurd ilerarhia nucleelor ce pot fi utilizate in
acest scope Datoritd comportdrii bune in ambele caguri (A=l, A=2)
indiferent de tipul densitéy{ii spectrale Srf(«O. se poate apre-
cia ci nuscleul "cubic continual” peprezintd cea mal buni solutjie
in cazul fn care functia originald il modificé limita superioa-
rd a spectrului in intervalul El%/%, UJB/Z].

4.l0. arga si de inte a
consecutive a a {]

analogicd) fiind un ONA (ZOH)

In cele ce urmeazi se va trata, ps baza conclusiiler dim
paragraful enterior, numai cagzul semnalelor cu densitate de pu-
tere constanti.

In situayia in care a doua interpolare este de ordinul
zero (obtinutd cu ajutorul unui coavertor numeric-analogic) si
raportul perioadelor de egantionase Tg1/Tgo 68te un numir fa-
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treg calculul raportulul T2(%)/7Z se simplifick fntrucft nu-
eleul al dollea va avea cxpruiaz

o {2 o 1-C 8

o in rest
In aceste cond:lvn relatia (4.8) dcvine ‘pentru f(— [o. 52/2} :

2 A
oo(%) -aT
—!-;— = 1-2 2 ha(o)sin c im.-ﬁ- > Z?n'(o)hb(o) .

G'.f azm-A sl —Al

. sin c -I—- l
1l pt. a=o . . .
Deoarece h&(o): {o pt. ago (din proprietditile nucleelor) re-—
gultd:
Ejgl 1-2 si n__? +1 = 2-2 81 T_i (4414)
= 1-2 s8in ¢ = sin ¢ .
G"I sl Ag)

In mod asemindtor rezultd pentru fe [TBZ/Z, Tsz din relatia
(4.8) 3

T2¢%) T
—-::T = l=2 Za; h'(TaZ)sj'n o -2;——— + }:: Z%: h! (Ta2)hb(T52)’

a
£ a--Al 8"—Al ==i

. 8in ¢ gi-b- (4.15)

Din relatlile (4.14) gi (4.15) se observd cd sint valabile con-
statidrile de la cazul general si anume:

2., 2 2 2
-0-:’(12=o si —59-532 (r‘"'(T)u.ndecuiﬂliz-3

Te Ty
S-a notat eroarea datd de relatia (4.7) pentru prima fagi de in-
terpolare.

In continuare, pentru exemplificare, se considerd cazul
in care, in prima fazid de lnterpolarse, se utilizeasd un nucleu
Lagrange de ordinul 3, ce utllizeaza .patru esantiecane consecu-

tive (N=4) lar a doua 1nterpolare se face dupid egantionare cu
perioada Tsz"Tsl/a (interpolarea numericid dip prima fazd dublea-
z8 numdrul de esantioane).

Utilizind relatiile (4.14) $i respectiv (4.15) pentru ca-
zul A=l se obtine tabelul 4.7,
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PABELUL 4.2. Si
: 2,
rS(¥) cu rel. (f) cu rel.
& | I, —i (414) | A Yraz ""T (4.15)
£
1l [} ) 1l 1l 001551
‘0y1 0, 0082 ) 0,9 0,15%0
0,2 05,0327 0,8 0,1708
0,3 0,0732 = 0,7 0?.1903
0,4 0,1290 0,6 0,2173
0,5 0,1993 0,5 0,2515

In figura 4.13 se reprezintd grafic variatia raportulul
G’s(f)/ d’f pe intervalul [o, Tsl]‘

—F—

o e
|

F1804¢13Q

Din figare 4.13 se observi ol eroarea rezultati (desenatd
cu linie continud) este mal mare decit -eroarea generati de prima
interpolare (cu nuscleul Lagrange de ordin 3) dar mult mai mici
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decit eroarea care ay £i rezultat prin interpolarea semnalului
egantionat cu Tal direct cu nucleul de ordinul zere (ZOH).

‘In tabelul 4.8 se prezintd comparativ valoxile raportu-
lui cr‘:‘('f)/ «g pentru casul A=l pentru nucleele Lagrange de or-
dinul 3, Spline de ordinul .3 gl Cubic continual pe intervalul
[Taz/z. g5 | (pe intervalul [o, T,,/2] rémin valosile prezenta-
te in tabelul 4.7), ¢ind cint urmate de o interpolars de ordi-
nul zero. In prima fazd de interpolars s-a dub%aq numdrul de

osant:l:oane (T52=T81/2 Ye

+

TQEEL 4=§o , Cagul Sl
jﬁsa Tagrange 3| opline 5 | ubic continua i
0,5 '|0,25156 0,23480 0423927
0,6 '[0,21736 " 0,19226 ‘9,20090
0,7 |0,419038° 0, 15867 0417062
0,8 0,17089 - 0,13441 0, 14874
0,9 0,15911 0,11975 0913552 ¢

1 0,15517 0,11484 '04133le

In figura &4.14 se prezintd grafic comparativ

valorile din

tabelul 4.8 pentru cele trei nuclee¢ considerate.

Hstl#\l“ .
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Din figura.4.14 se constatd ci in punotul ¥/T_sl eroarea
globald egaleaszd valoarea din prima interpolare iar in punotul
?/Tsso.s aroarea globald depldgeste valesarea de 0,1993 pe care o
dé nucleul ZOH pentru A=2. Nucleul Spline este cel mai convemabil,
fiind urmat de nucleul Cubic continual. Utilizind relaptiile (4.14)
8l respectiv (4.15) pentru cazul A=2 se .obyine tabelul 4.9 de va-
lori pentru (i)/(rf (in cazul Lagnange 3 + Z0H).

2
il Yo, (i) 0(3. lej N wi(ﬂ) c(t; 1rseal
2| o ) 2 1 0.00161‘
0,1 fo.ooZoS ' 0,9 ' 0,00356
0,2 0,00821 0,8 : 0.0094'0
0,3 | 0,0l845 Y o,01911
0y 0, 03273 " | o6 003265
0,5 0905100 B 0,5 _ 0, 04997

variagia paportului ¢2(¥)/ 03 pentru f¢ |0, T g1 A=2
e t - a8l
este prezentati in figura 4.15.

Flgs4,15.
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In tabelul 4.lo se prezintéd cemparativ valorile raportu-
lul crf(’i Y/ (r‘f in casul A=2 pentru aceleagi nuclee (L3, 83. cec)
8l in aceleasl conditii ca si,in‘oazul prezentat in tabelul 4.8

gl fiso“ol“o

L]

67 =

Cazul

TABELUL 2.1q.
Y /T, | lagrange 3 | opline 3. |Cublc continua
045 0, 049973 0,058333 0,051905
0,6 040352650 0,038707 040334 30
0,7 0,019110 0,023373 0,013%%0
0,8 0y 009404 0,012369 0, 0036%8
0,9 04003566 0,005753 0, 002411
1 0,001618 0, 003545 * 05000333

In figura 4.16 se prezintd valorile G’s(i)/u'§ pentru ce-
le trei nucles pe intervalul [b. Tsl] .

A -5
(A=2

T

08 A

0,02 4

Wl /

’

OV 02 03 0h abh G Gl

Din figura 4.15 se observd cd si in acest cas eroarea re-
sultatd (desenatd cu linie continui) este mai mare decit cea ge-
nerati de prima interpolare dar mult mai micd decit erparea care
ar f1 rezultat prin interpelarea directi cu nucleul de ordin ze-
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In plus, se constatd ci ercarea este foarte apropiati de cea
care s~ar fi obtinut prim interpolarea de erdin gero a semnalulai
original esantionat insd ocu ¢ frecventd dubli.

Din figura 4.16 se constati cd valoarea maximi .a rapertului
«f(i)/o‘f apare tot in punctul T ,/2 g1 are valearea cea mai marve
(0,058) pentru nucleul Spline. Nucleele Lagrange gi Cublic continual
dau valori foarte apropiate. Curba corespunszitoare acestor nuclee
se intersecteazi,. , , ; ;

In cazul in care, iIn prima fazi de interpolare (Qu nucleu
Lagrange de ordinul 3), se mdregte de 4 ori numﬁgnl de egantioane
(deci T, , /T ,=4) variatia erorii essq prezentatd in figura 4.17
(s~a calculat peatru Asl).

t

!

Fig ohel7e

Se constatd cd fatd de cazul prezentat in figura 4.13 valoa-
rea maxinmé e raportului T2(¥)/ 2 s-a redus de la 0,255 la 0,1797.

Se observé c¢d in punctele o si Tg) eroarea este nuld iar in
panctele Tgoe 2T, 91 )TBZ coincide cu eroarea generali de prima
interpolare. Pentru a se justifica diferentele care apar fntre f£i-
gurile 4.13 31 4.17 (prin cresterea raportului Tal/TBZ) 86 poate
utiliza relatia (3.31).

In cazul fn care interpolarea Ain fsza a douz se sfectusash
cu an CNA (Z0H) eroarea totali devine: =
tru>'§é [Tsalz. Tsa]) lar eroarea me;1eegiziazigingzzztgfsa) (pen

BUPT



- ’69 -

B{ea($)} = 1"{"3&1::(g D} +28{a 4 (5)0; (50} +5 {85250}

Se observd ci pentru %ﬂsa tadu(‘r 2)%0 91 eroarea to-
tald devine F{e3(T,,J}=E{e5(T,,)} deci toomai valoarea erorii
date de prima interpolare.

Pentru % #T_, eroarea .botali este evident mai mare decit
aroarea dqhi de prima interpolago in pungtul Tsz. .

Dacd in faza de interpolare nuuericd se calculeaza un nu-
mdr mare de egantioane, deci:nszl/‘l‘s2 cregte, eroarea data da
a doua interpolard scadae. Trgciad la limita se obtlnez

igaéo Fle2($)} = E{g%(Tszj} (ceoarece B ogdir(f)}‘—“<0)

deci eroaz;a totala tinde ap£e eroarcea data de piimu fazi de in-
terpolare. : ¢

In concluzie se poalie ‘aprecia cid eroarea finald este cau
atit mai micd cu cit se calculeazf mai multe egantiocane in pri-
ma fazd de interpolare (interpolarea numericid).

Valoarea minim# spre care tinde eroarea totuld este eroa-—
rea datd de nucledl utiligat in prima interpolare.

Utilizarea in prima fazi a unuli nucleu ce. realizeazd
erori mici.asigurd erori mici i pentru sistemul. complet.

Pentru cazul T /Taaua prezintd interes efectul pe care
5l are asupra erorii modificanea parametrululi A.

In tabelul 4.1l se prezintﬁ valorile raportului Ta(f)/
V% pentru nucleele Lagrange de ordinul 3, Spliae de ordinul 3
gl Cubic continual cind sint wrnmate de un element de mentinere
de ordinul gero (CNA) in sitdatia £n care in faza de interpolé-
‘re nunericid se miregste de 4 obri numdrul de egsantioane (Tszszll
/4)y pe intervalul [o. 2T52] pentru i=l si A=2.

valorile raportului v'a(f)/a' pentru cazurile din tabe-
lul 4.11 sint reprezentate g:afic in figurile 4.18 gi 4.19.

" Din tabelul nr.4.l1l gl figura 4.16 se constatéd cé& pemtru
cagul A=l combinatia Spline - ZOH este cea mal avantajoasi,
£iind urmatd de Cubic continual - Z0H.

Din figura.4.l9 se constatd ci pentru A=2 comblinatia
Spline - ZOH a devenit cea mai, defavorabild.

Se observid cd nuclesle lagrange gi Cubic continual aua o
comportare foarte apropiati cu un usor avantaj pentru cel de-al
dollea nucleu. -

BUPT



AB 4ol
2 2
L7 PALAF: = ‘d%xc Sonti-
bt Lagranga (ord.3) Splins (ord.3)
° ° a °
0,25 0, 012826 0,012826 0,012826
0,5 0,051009 0,051009 0y 051009
0,5 0, 060365 0,048298 0, 040075
0,75 0,061876 0, 043044 0,043223
1 0,081253 0,058743 0,066633
1,25 0,117868 04094737 0,109522
1,5 0,170746 0,149945' 0,170701
1,5 0,179684 0,1453%61 o.%58616
1,75 0,161331 0, 122505 0,138013
2 04155178 0,114847 0,131106
2 2 '
c@(!)/cf A=2 5
o . ° ° °
0,25 0,00321121 0,00321121 0,003521121
0,5 0, 01282629 0501282629 0, 01282629
0,5 0,01169909 0y 02877724 0,01656981
0,75 0, 00319036 0,0l303403 0400530094
1l 0, 00085731 0, 00392922" 0, 00047022
1,25 0, 00471194 0, 00151099 0,00210182
1,5 0y 01473096 0, 00578880 0, 01018268
1,5 001377605 0,01732262 0, 01330095
1,75 0, 00466190 0500699514 0,00358013
2 0, 00161807 0, 00354599 0, 00033364

Broarea in cazul A=2 pentru nucleele. lagrange gi Cubic
continual este foarte apropiatd de eroarea care ar rezulta prin
interpolarea directd a semnalului origimal cu em CNA Snsé peatru
© perieadd de esantionare de 4 ori mai mare dscit cea initiald.

Be Doate trage.concluzia cé, pentru situajia in care A 2
alegerea corespunzdtoare a nucleului din faza de interpelare nu-
merick permite ca arecarsa totald si fie cea pe care o introduce
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dodr fasa a dous de interpolars (CNA) si corespunsind unei freo-
vene de egantionare virtuale de N ori mai mare deoit cea ini-
Yial&. o i
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4.11. Compararea sistemelor de interpolare in doud
fage consequtive care utiligeagzd

nuclee polinomiale de ordin supegigr

. Implementarea sistemelor de interpolare numericéd este mult
mal avantajoesd dacd se realizeazd ir doud sau mal multe faze con-
secutive. Pentru s putea aprecia eroarea introdusé in situayla a-
ceasta, in contlnuare se trateazd cezul interpolédrii in doull faze
presupunind cé semnalul original preziati o densibtate speotrald de
putere constantd (21).

In tabelul 4.12 se prezint3 velorile raportulul G'E(f)/ﬂ’f
pentru A=l considerind cii ianterpolarca se face in doud faze gense-
cutive utidlizind nuclee polinomiale ds ordinul 3 (lagrange-Lagran—
g9, Spline-Spline i Nubic continual-Cubic comtinual).

TABELUL 4.12.

pml v204)/ T2 . . Cazul B
'3/T32 Lagrange—-lagrange |Spline-Spline |Cublc cont.~Cublc cont.
o o o o
0,1 0, 003828 0,003608 0, 003084
0,2 0, 014857 0,0l2210 0,011834
003 0, 031914 0,024311 05025483
0,4 0,053291 0, 039474 0, 043004
0¢5 0,076916 0, 057070 0, 062960
0,6 o,l00544 0, 075668 00835503
0,7 0,121963 0,0929%01 0,102518
0,8 0,139184 0,106077 0,117873
0,9 0,150612 0,11%241 0,127758

1l 0,155178 0,114847 0,1311l06

Calculul valorilor din tabelul de mal sus a fost efaesctuat
cu ajutorul relatlel (4.5) considerind od prima fazi de interpo—
lare dubleazd numdrul de esantioane iniyial (deci T =T ,/2).

In figura 4.20 se reprezintd grafic curbele pentru cele
trei cagurl din tabelul 4.12 pe iatervalul (o, Te1d

Comparind datele din tabelele. 4.2 $i 4.12 gi figurile 4.5
91 4.20 se constatéd ci ierarhia sistemelor de interpolare a ré-
lag qoooagi..ln plus se poate observa cid valoarea raportului
Te(§)/ ¥ a rédmas aceeayi la mijlocul intervalului iar £n rest,
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pentru cazul interpoldrili in dous faze, se obitin valori sensibil
mai mici decit fn cazul interpoldrii intr-o singurd fazd.
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Figeldoe200

In tabelul 4.1% se prezintd valorile raportului Wf(t)/wi

calculate- pentru cazul A=2.

pentru aceleagl sisteme de interpolare ca gi in tabelul 4.12 dar

TABEIUL 4.13%.

A;% , T8/ 0’? | Cazul 8,

/~82 | Tagrange-lagrange |opline-sSpline |Gubic cont.-Cub.colbe
0 ° o 0
0,1 0, 0000246 0y 0022660 0, 0004767
0,2 0, 0000986 0, 0051720 0, 0010468
0,3 0, 00022056 0, 0062971 0,0011898
0yl 0, 0003872 0, 0052054 0, 0005888
0,5 0, 0005895 0, 0051529 050007224
0,6 0,0008158 0, 0048859 0,0005979
0,7 0,0010503% 0y 0051402 0, 0006295
0,8 0,0012750 1 00052197 0, 0006581
0,9 0, 0014705 04 0044491 0,0005162

1 0,0016180 0, 0035459 0,0003336
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valorile raportului 0'2(‘6)/(!'2 ain nbmn de mal sus sfint
reprezentate grafic in riguza 4.21.

;fdﬂ -N//\\\ /

Fis 4e21.

Gomparind valorile din tabelele 4.2 si 4.13% gi respectiv
figurile 4.6 i 4.21 se constatd od la interpolarea in dous faze
au intervenit modificiri defavorabile pentru nucleele Epline si
Cubic continual in sensul cresterii valorilor maxime fatd de oca-
zul interpoldrii fatr-o singu:a fazd procun 8l in privinga for—
mei de variatie a raportului ¢ (i)/ﬁ pe intervalul {o, Tg;]

Se poate aprecia totugi cd in cazul intezpol&rii in doud faze
consecutive nucleul Cubic continual reprezintd cea mal bund so~
lutie in eventualitatea in care fuanctia originald igi modificd
limita superioard a spectrului in intervalul BD /4, w /a]

Dacé se tine seama de faptul cd 1mplementarea unor ai-to-
me de interpolare de ordin superior se realizeazd numai in fasa
discretd de preluoraze a semnalului trebuie compa:até eroarea
dar in punctele de "esantionare" ale semnalului 1nterpolat.

Conside:ind cd Be u:nﬁxoetl o cregtere de & ori a freo-
venyel de osantionaze (a numaxnlui de oeantioene) este 1mportan—
ta doar valoaxea erorii in punctola 0,25 Tsl' 0.5 P sl gi 0.75
T&F

Ia tabelul 4.14 se presinth valorile reportutui T 2(4)/
T2 in aceste puncte pentru sistemele de interpolare incn-o
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singurd fazd say in doud faze prezentate anterior.

TABTLUGL 414,

asl T2($)/CF  Cazul 8 |
Nucleul ¢ g’o, ESTBI ..iﬁo’ BTE_]_- ‘z'. 75&&
Spline~Spline 0,057078 | 0,114847 | 0,057078
Lagrange-Lagrange 0,076916 | 0,155178 | 0,079916
Cubic continual~Cubic continual | 0,062960 | 0,13511l06 | 0,062960
A=?2
Spline-i5pline 020051529 0,0035459 0!0051529
Lagrange~Lagrange 040005895 o,polslao 0, 0005895
Cubic continual-Cubic continual | 0,0007224 | 0,0005%36 | 0,0007224

Analizind datele dln tabel se constatd ci, dacé peatru
A=l, nucleul Cubic continual A& erori cu pufin mai mari decit nu-
cleul Spline, in cazul A=2, nucleul Tublc continual este csl mal
bun. .

Interpolarea in foud fagze consecutive cu nuclee polinomia-
le poate fi implementatd gi folosind nuclee difaerite pentru fie-
care fazd. Tinind scama de faptul cd nucleul din faza a doua de
interpolare numericé intervine pentru o frecventd de agantiona=-
re diferitd (mal mare) de cea la care intervine nucleul din pri-
ma fazd, se poate face o alegere corespunzidtoare a celor doud
nuclee peatru a se asigura erori minime fn ambele faze.

Alegind paentru casul A=l In prima faz& nucleul Spline de
ordinul 3 si pentru faza a doua aucleul Cubic continual, respec-
tiv pentru cazul A=2 in prima fazd nucleul Cubic continual si
peatru faza a doua nucleul lLagrange de ordinul 3 se obi{in pen-
tru raportul 0’3(‘5)/ 0'12_, valorile din tabelul 4.15 (s-a consi-
derat céd prima fazd de interpolare Aubleazi numirul de egantioa-
ne deci Taa'Tsl/2)°

TABFLUL 4.15.
LY T f(ﬁ VA4 f Cazul 5,
A=l Spline~Cublc continual | A=2 Cublc cont.—-Lagrange
0 0 )
0,1 0, 00205280 0, 000023709
0,2 0,01136597 - 0, 000074082
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Ol
045
0,6
0,7
0,8
0,9

K

0402304464
0,03964289
0, 05716344
- 0, 07491254

. : 0409111080

10.10409035‘
0,11215070
0, 11484727

0, 000132411

‘0p 000184633

0, 000226720
0, 000258393

0, 000281964 -

0.000500675
0,000317392

erori.

Dacé se compard valorile din tabelul 4.15 cu eele din ta-
belele 4.2 gi 4.12 rfespactiv 4.13, pentru A=l imbunitdyjirea au

este semnificativi, in schimb pentru A=2 combinatia Tubic conti-
nual-laegrange este det cea mai ‘favorabild asigurind cele mei mici

0,000333650
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CAPITOIUL 5.

CRESTERE I2IEI S EME TERFO
MINIMIZAREA ERORII MBEDII PATRATICE. CAZUL OFTIMAL
5.1. Intreducege

Sistemele practice de interpeolare, menite si asigure o
bun¥ calitate semnalulul recemstruit, conjinse intetdeauna o fa-
zi de interpolare numerici, de ordin superior, urmati® de o fagi
de interpolare analogici realisatdé cu ONA (20H).

Dintre aceste doud fase, prima este susceptibili de eop-
timiziri. Una din posibilitiétile de optimizare o constituie mi-
nimizarea erorii medii piAtratice.

5+2. Nucleul optimal d¢ interpelags

Pentru deducerea expresiei nucleulul optimal se porneg—
te de la expresia erorii momentane date de . relatia (3.6) /85/,
punind conditia ca eroarea momentani s8d fie ortogonald cu va-
lorile cunoscute (egantiocane) ale semnalului original:

B{e,(§)e [(net)T, ]} = 0 (5.1)
unde fé[;nl,ma] 91 m; +m, 1=K,

Se obyine ummiitorul set de conditfii:

B{e(ar ¢ Dot [(aeD)n ]} - k:f:_:,l B (§)+5{2[(a+)T,] [ (ar DT ]} = o
¢ 1

(5.2)
Tinem seams de consideratiile ficute in capitelul 3 cu privire
la functia de autocorelatle a semnalulul original R:f rezultd:

-2 .
Rep(02g=%) = 5 b (§)eRpp [(t-K)T,] = © (5.3)
1
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z2 lhk(g’)na[(t-k)m,] = Rpp(22~%) (54)

Impdrtind cu R“(o) se obfine un sistem de N ecuatii in care ne-
cunoscutele sint expresiile nucleelor .kopb(‘é) ale interpolérii
optimale pentru intervalul %€ [o.'ra]: :

B ((e=k)T_] Rop(t® ~%)

unde fe [-m,,m,] g1 my+m,+1 = N, N fiind numirul de esantioane
consecutive utilizate simultan. .

Inlocuind relatiile (5.4) gi respectiv (5.5) in relatiile
(3.11) gi respectiv (3.13) se obyine expresia eroril medii pé-
tratice minime 51 respsctiv expresia raportului 0’5(?)/ 14 g in
cazul optimal:

) (£ =kT_)

Dacé se presupune cid semnalul original are densitatea
spectrali de putere constantd in banda [-coo, wo'_] git nuld in
rest, setul de condiyii (5.5) devine (cazul S,) 3

m
2 o 1T -% _
b‘z;}nlhhpc(ﬁ).sin o Tk = s8in ¢ -Iﬂ:- (5.8)

In acests condiyii valoarea raportulul c'f(g)/o’f se va putea
calcula cu relatiag .

r3%) u2 ' ~kT ’
—JFM =1=-3" hkop.(t)sin c im.;ﬁ (5.9)
£ k--ml

Dacd presupunem ci semmnalul original are densitatea spec—
trald de putere uniform descrescitoare in banda (-cac. wc) gl
nuld fn rest, Ln mod analog, #e ob{in relatiile (cazul 52) %

n
| f.,lhkopt('g).sin c ﬂ! = sin ¢ 21;;— (5.10)
91 respectiv:
2
Ts%) ) % <k
= Je= 2
_.l.am 1 }_'glhkm(ﬁ) sin o - (5.11)
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Pentru a pune in evidentd avantajele gi dezavantajele
nucleelor optimale, in centinuare se analizeaszé nucleul opti-
mal pentru cazul in care interpolarca utilizeasd doud esan-
tioane consecutive (N=2)..

Pentru inceput se va lua in considerare cazul in care
semnalul orlginal are densitatea spectraléd de putere constan-
td in banda.

. Pentru determinarea expresiei nucleului optimal, in
aceastd situatle, este necesard rezolvarea sistemulul de con-
difii dat de relatiile (5.8).

Este de agteptat ca expresia analiticd a nucleului op-
timal sd fie mai complexd in comparatie cu nucleele polinomia-
le.(ocu nucleul interpolidrii linlare pentru N=2) dar acest de-
zavantaj va f£i compensat prin calltatea mai ridicati a semna-
lalul reconstitulte *

Calculul coeficientilor sistemului de interpolare nume-
ricd, pe baga nucleuluil optimal poate fi insd efectuat cu aju-
torul unui calculator. In acest caz cel dol indici care inter-
vin in relafiile (5.8) pot lua doar doud valori. Rezultéd urmi-
torul sistem de doud ecuatfii:

h, optcg)*hl opt(f) 8in ¢ % = sin ¢ j%: ptef=o

’ T_-¢ (5.12)
hy opt(?)sin c * +hy opt(g) = gin ¢ Iﬁ:— ptef=l
Selutiile acestul sistem sint: ‘
[ -
sin ¢ I%— -gin ¢ Kﬁ'ﬁ «8ln ¢ %
8
ho °pt.(§) = 2 1-sin ca; pt-?e[o.'rs]
¢ - (5.13)
sin ¢ Iﬁ-'-sin c i;— .sin o *
h = !‘ 8 to é‘ .T
2 P T i
(5.14)

Se observid cd relatia (5.14) se obtine din relatia (5.13)
fésind substituyla % -1 -% adicd hy opt{E)=hy opy(Tg=%) 81
deci nucleul de interpelare optimald rezultat este o funciile
pardi ceea ce corespunde conditiilor de construcfie a nucleelor
de interpolare in general. ~
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De asemenea g6 constatd ci:
by opt(") =1 hy opt{Tg) = ©

(5.15)
hy opt(") =9 hy opf;(Ta) =1

deoci hy opt(")’hl opt(',’).'ho opt(Ta)’hl opt(Ts>'1 ceea ce larigl
corespunde conditillor . generale peantru pngleole de interpolare.

In restul intervalului [o.TB] se constatd insi cd suma
nucleelor este diferitd de 1

T -
sln ¢ 5 +8in ¢ ﬂ—?-
8
° opc(g)*hl opt(i) = 1+;1n o * L. (5'16)

Relatia (5.16) se apropie de valoarea 1 cu cregterea parametru—
lui A si

i [hy oopC9¥Ry op(9)] = 1 (5.17)

A—=0O
ceea ce arati cd nucleul optimal nu interpoleasi perfect un sem—
nal cu prima derivaté nuld decit cind A+ . Acest lucru se da-
toreazd faptului cd nucleul optimal isi schimbid forma La functiie
de A. In tabelul 5.1 se presinté valoarea nucleuluil optimal co-
respunsiitor casului Ns2 fn punotul f.ms/a pentru diferite va~
lori ale parametrulul A

TABELUL 5.1,
A hﬂﬂla)
1l 0,6366
2 0, 5501
3 045226
4 0,5128
lo . 0, 5020

Utilizind relatiile (5.9) gi respectiv (5.11) pentru nu-
cleul optimal in situatia in care Skf(w)::constant g1 respectiv
Bpp(w)muniform desoresciéitor se obyin valorile dim tabelul 5.2.

Analizind datele din tabel, se constatd oi, gi fn casul
nucleului optimal, erorile care rezultd Sn situatia in care
semnalul original prezintd densitatea spectrali de putere uni-
form descrescitoare fn banda (-mc () ) sint mai mici decit fn
casul in care aceasta este conseaneﬁ. In figura S.1 se presimtid
comparativ cazul A=l pentru sn.-ct. -} Sz:nunif.dqug.
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TABEIUL 5.2.
2 2
¢ VA
A | & i £
1 8 sg(w)-cc. SL sgcw}-um.descz. | sg
1 |o ( 0 "o . ‘
o.l_ ( 0,020523 0, 007448
0,2 0,070163 0,024830
< t
0,3 0,127822 0y 0444355
0,4 0,172641 ¢ 0, 059380 °
0,5 0,189430 ! 04064925 '
2 o ( ° ( ° )
0,1 0,001171 ' 0, 000480 °
0,2 . 0, 003776 . 0, 001540
0,3 0, 006599 0, 002680
0,4 0,008692 0, 003581
0,5 ‘09009459 0, 003828
P
v o 0,180z,
] P
' 4 \\- et =t
V4 AN
\,
/
k | // \ unif dose
i // Is
/
/
o g2 0E Ch o I
Fis.solo

Un alt aspect de interes il prezinti compararea perfor-
mantelor nucleului optimal cu performantele nucleululi interpo-
ldrii liniare (interpolarea de ordinal 1).

In acest scop se calculeazd raportul G’z(ﬁ) /U" cu’
relatia (5.9) (pentru casul Sp ¢°)=ct.), in care se utiliseazé
pentru hy oo relatiile (5.13) i (5.14), s:l. raportul 0’2(‘5)/0":
pentru interpolarea liniard folosind relatia (4.7) 31 oxpzesia
analiticd a . nucleului de ordinul 1 (ZOH). s-au obtinut in u:na
calculelor valorile prezentate in tabelul 5. 3.
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TABFLIUL 5.3.

T2(8)

2,
To(t)
A 7.3 —G_-%——optinal 8 -G-_g-—ron 5y
0,125 B 0503097 0,04107
1 0,25 ¢ 0409936 0,42447
035 ‘ 0.18945 ¢ 0’22676'
0,125 o 0,000173 ' 0, 00333
2 0,25 : 0, 00522 0, 00988
0,5 0, 00945 0,01767
3 0,5 0,00175 , 0.00365‘_
0,5 0, 00054 ‘ 0,00116 |

Se constatd oé intr-adevér nucleal op

t

timal asigurd eroxi

mal mici decit nusleul de ordinul intii gi in plus se observi o
convaigenté mai rapidd a erorii cdtre zero la oredterea lui A.
Principalul dezavantaj al nucleului optimal constd fim
faptul ed expresia lui depinde de parametrul A astfel incit un
nucleu optimsl determinat pentru o valeare a parametrului A nu
mai este optimal la o altd valoare a lui A.
In plus expresia nucleulul optimal este mal complexd de-
cit a nucleelor polinomiale gl depinde gi de functia de autoco-
relatie a semnalulul.original.
Pentru a se evidentla diferenta dintre nucleele optimale
determinate pentru cazurile srf(u0=cb. si Sff(u0=unif.descx.. in
tabelul 5.4 se presintd valorile celor doud nuslee calculate in

cazul A=l.
ZABELUL S.4.

$/tg | Bopy(f) Bt Spp(wlmote 5; | B o (%) pbe sf,(sg::gfféJ
o 1 1

0,1 0, 983631 05950027

0,2 0, 935489 0,879921

0,3 0, 858393 0, 792120

Oy 4t 0, 756826 ° 0,689816

0,5 0,636619 0, 576800

0,6 09504551

0, 457267
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0,6 0, 367883 04335603
0,8 0,233872 0,216167
0,9 0,1909292 0,103075
1 ° - 0

In figura 542 8@ reprozinti grafic cele douf nuclee de
interpolare.

|
R

0

R F’.805020

NDependenta fatd de functia de autocorelajie, a semnalu-

lui driginal, in cazul nucleelor optimale, poate £i mai pronun-

tatéd deocit in cazul nucleelor polinomiale datoritéd faptului ca
expresia nucleelor optimale este.derivati din Rff(z).

Acest domeniu poate fi1 observat dacéd se analizeazd com-
portarea nucleulul optimsl din' cazul Sff(u0=ct. in cagul in
care sempalul original prezintid stfév) unirorm deecrescﬁtor si
viceversa.

valorile 1aportului 0’2(‘3)/0'2 pentxu aceste doud aitua-

¥41 sint, prezentate in tabolul 5¢5e

Comparind valorile din tabelul 55 ou cele din tabelul
5.2 Be cpnstati cd, penczu A=l, diferenfya nu este semnificati-
vd ambele nuclee réminind mai bune decit nucleul interpoldrii
liniare. Pentru As2 insd nucleul optimal ponuu S“(w)sct. to—
losit la S Gwﬁsunirozn descrescitor p:oduce erori cu puyin
nai mari decic cele ale nucleului intezpolirii liniere.

t
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TABEIUL 5.5. , ¢
¢ ad)lvt '
A /Ty [Mptimal pentru 55 Optimal peatru i
~Cazul SL Cazul 5 4
o ° °
0,1 0,021691 0, 008785
0,2 0, 073564 0, 029028
1 0,3 04153256 04051603
0,4 0,179367 0, 068675
0,5 0,196587 0, 074982
o o °
0,1 0, 001442 04000776
042 0, 004643 0y 002492
2 0,3 o,0081l04 0, 004 340
0,4 0, 010667 0,005705
0,5 0,011605 0, 006203

Pgntru a pune in evidenyd comportarea nucleului optimal

calculat la o anumitd valoare & parametruluil A in situatia in
care raportul w /2w =A ge modificd, s-a calculat cu relat:la

(5¢9) (cazul Srf(w)-ct .) valoarea raportului 6‘2('2)/ 0",_ pentru
nucleul optimal la A=l si penttu’nacleul opeimal la A=2 fn si-
tuatia in care A€ [1.2]. Aceste valorli fmpreund cu cele obtinute
pentru interpelarea liniard sint prezemtate in tabelul 5.6.

TABELUL 5.6. .
¢ ' T2(¢)/ 0% Cazul
A /Tp_ﬁ_;mx W) mm:ﬁiz

1 0,5 04226760 0,1894 30 0, 204399
1,1 0,5 0,163015 0,125427 0,139704
1,2 095 0,119667 0, 086296 03097102
1,3 0,5 0, 089551 0, 062462 04068567
1,4 | 0,5 0, 068196 0, 048146 0, 049152
1,5 | 0,5 0, 052761 0,039957 0,035758
1,6 | 0,5 o,041408 0,035280 0,02641)
1,7 ' 0,5 0032920 0,033161 0,019826
1,6 | 0,5 0, 026482 0, 032579 0,015156
1,9 °.o5 0,0215351 0, 032968 0,011830
2 0,5 0, 017677 0,033957 0, 009459
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Din tabelul 5.6 Be constati céd nucleul optimsl la A=l
rémfne mal bun decit nucleul interpoliérii liniare pind la A=
=l,6. Se mal constati cd incepind cu A=1,9 eroarea inregistrea-
zi o oregtere a valorii, fenomen care nu apare la nucleele poli-~
nomiale si care se datoreagd faptulul c&d nucleul optimal nu fin-
deplinegte condiyia % hk(‘%)al.

Nucleul optimal la A=2 aslgurd eroareca mal micd decit
nucleul interpolédrii liniare pe tot domeniul considerat dar in-
tre A=l $i A=1l,4 dd eroril mal mari decit nucleul optimal la A=l.

Utilizind relatia (5.11) (in cagul S,.(w)=uniform des-
crascidtor) la calculul raportului (Ti(f)/qksf pentru aceleasi
nuclee, s-au obyinut valeorile din tabelul 5.7.

TABEIUL 5.7,
‘Cazul S

A i"{g ST T
1 05 0, 081503 "0, 064925 0, 072614
1,1 0,5 0, 057314 0y 044258 0, 049696
1,2 0,5 0,042015 04031707 . . Oy 034769
1,3.| 045 0,0351197 '0,024037 0, 024816
le4 | 045 _0,023611 - 0,019363 o,0ldo4l
1,5 | 0,5 0,018177 0, 016559 0,013346
1,6 0,5 0,014208 0,014936 o,0lo040
1,7 | 0,5 0,011258 0,014069 - 05007680
1,8 | 0,5 0,009031 0,013685 0, 005976
1,9 | 0,5 0,007325 0,013611 0, 004738
2 | 045 0, 006002 0,013734 0,003982

Rezultatele obtinute sint aproplate de cele din tabelul
5.6+ A8tfel, nucleul optimal pentru A=l rémine mai bun decit nu-
cleul interpolédrii liniare pind la Axl,5.

Nucleul optimal peatru A=2 dé ereri .mai mici decit nucle-
ul- interpolérii liniare pe tot intervalul considerat dar intre
A=l gi A=l,3 d& erori mal mari decit nucleul optimal pentru 4=l.

Selt. Studiul cagului optimal pentgpu N=4

¢ t

Cagul in care se ugilizeazi patru sgantioane consecuti-
ve la interpolare (N=4) prezintd din punct de vedere practic o
importanyd mult mal mare doc1§ cazul N=2 intrucit represintd

BUPT



un compromis optim fntre complexitatea implementiirii gi preci-
zia semnalului peconstituit.

Faste de agteptat. oa nucleul optimal fn acest caz si asi-
gure erori mult mei mici deoit fan casul N=2.

Pe de altid parte, acest studiu este util fn comparatie
cu studiul nucleelor polinomiale pentru a se pune in evidentd
situatiile fn care se justificd utilizarea nucleeler optimale
in leocul celor pelinomiale.

Sistemul de ecuafii (5.5) care determind expresia nucle-
ului optimal in cazul N=4 devine:

r'h-lopt:(t )"hoopt(.g). Eﬁﬁ?{%; "'hlopt;('e) Eﬁi—::%-) *haopt(‘g)('
Rpp(3T.)  Rop(T +%) o
. -s‘g":ff’og = Eﬂto} |
B_) opt %) % +Bogpy (5 4By 4pe (5) %ﬁ%} +h,006(%)¢
Rpp(2T,.)  Roo(%) '

! (5.18)
Ron(2T,.) , Roo(T.) : ,
B ops ) %“(o} *opoe(5) ﬁffloi *hlopch)"hzopt:(ﬁ)'

Boo(T.) R, 4(T_~%) ‘ .
’ i5:1:‘og B %r'rz"’ ‘ '

| B,(3T) ’ Rep(2T.) Rpp(T. )
B_0pt () ﬁ:zt"; ’h“‘.’"d) ﬁrftog *h1°§°(§) nrf(‘.” v
\_ Rpp(2T =%)
’hZopt(g) = En.lo;

Se observd cd in casul Ns=4 sistemul (5.5) represintd ua
sistem liniar de patru ecuapii.

S8istemul (5.18) a fost soris avind in vedere intervalul
. [o. T, ]e .
In tabelul 5.8 se prezintd.valorile raportului G‘f(f)/ﬁ'%
calculat cu relayia (5.7) pentru valorile parametrulul  Ael gi
A=2 in oazurile 8,, 5, g1 83, utilizind pentru expresia nucleu-
lui optimal hopt“) soluyia sistemulul (5.18) determimati peatru
fiecare cas in parte.

BUPT



TABEIUL 5.8,
v 2 2 "
TE)/C Cazul S

fﬂ‘ w—(ﬁmu ) A.é"‘
° o o

0,1 05009847 0, 000017748
0y2 05035049 0, 000060806
0,3 04065635 0y 000110770
0,4 0,090084 0, 000149527
0,5 05099367 0, 0001564527

6'2( VA 2 Cazul S

&/ T, mﬁﬂ—f_ Optimal Ia I:é
o o o

0,1 0, 002074 0, 000005541
0,2 0,0073504 04000019821
093 0,013574 0, 000036331
0,4 0,018545 0, 000049133
0,5 0, 020425 0, 000053855
f (]’2('€ VY4 G? Cazul 83

AP 5 o o o T T W

] o [

0,1 0,016059 0, 000018720
0,2 0, 057342 0, 000064174
0,3 0,107623 0,000116993
0,4 0,147908 0, 000155005
045 0,163222 0, 000173355

Comparind valorile din tabelul 5.8 cu valorile cores-
punzidtoare din tabelele (4.2), (4.4) 31 (4.6) Be constati gi
in acest caz cé nucleele optimale asiguréd erorile minime in
comparatle cu nucleele polinomiale.

Dacd in cazul A=l diferenta nu este insa prea semniflca-
tivd, in cazul A=2 diterenta dintre nivelul erorilor nucleelor
polinomiale gi nivelul produs de nucleul optimal este substan-
tiald. . .

In figura 5.3 se prezintd grafic variatia raportulul
cz(f)/tra pentru nucleul optimal comparativ cu nucleul Spline
de ordinul 3 pentru cazul A=l iar in figura 5.4 raportul g (i)/

ct pentru nucleul optinal gl nucleul cubic continual pantru
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cazul A=2 (Obs. Pentru comparatie s-au ales in-fiecare oas nucle-

ele polinomiale care au erorile minime). S-a reprezentat grafic
doar cazul sl.

z
ot

i |
»51 (AT
0125 S1 CrR
S
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FigoB.#.

.Din tabelul 5.8 si figurile 5.3 8i 5.4 se observi oi for-
ma de variatie a erorii pe intervalul [o, T ]-au intotdeauna la
nucleele optimale un singur maxim prezent le nmijlocul intervale-
lul (pentra ?:-r /2).

Pentru a pun. in evidentd si In cazul N=4 dependenta fa-
t8 de functia de autocorelatie a performanfelor nusleelor opti-
male, fn tabelul 5.9 se prezintd valorile rapertului 0’2(’€ Yo f
pensru nucleul optimal in cazul §; utilizat fn casul Ba precum
91 pentru nucleul optimal $n caszul s! atilizat fn casal sl
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5EC$)/65
A | 3/%, |opeTmar FEes, T casel & TOptIeal 78, Ta sanal 5
] ‘o ‘o
0,1 0, 010629 0, 002718
0,2 0,037701 oo 0, 609536
1 093 0, 070427 0,017676
0,4 0,096517 0,024111
0,5 0,106411 0, 026542
o .0 e
0,1 o,qooo3o448 0.000011655
5 | 052 0,900104155 ' Do000039755
0,3 0.900189610 o.oooo72309
Oyl 0, 000255866 ‘ 0, 000097531
0,5 0, 000250648 0,000106960

Comparind valorile din tabelul 5.9 cu valorile din tabe-
lele (4.2) gi (4.4) se constatdé cd nucleul optimal pentru cazul
82 utilizat in cazul Sl este mal bun decit nucleele polinomiale
gl pentru A=l gi pentru A=2.

Nucleul optimal pentru cazul 5 utilizat in cazul S, es~
te mal bun decit nucleele polinomiale pentru A=2 dar produce
aerorl mal marl decit nucleul Spline'de ordinul 3 pentru A=l.

Pentru.a analiza comportarea nucleului optimal calculat
la o anumltd valoare a parametrului 4, in situatia in care ra-
portul cus/acucaA 86 moaifica, s-au ‘calculat valerile raportu-
lul 02(‘&)/’0'f pentru nucleul optimal la A=l i pemtru nucleul
optimal la A=2 in situatia in care . se modificé intre 1 gi 2.

Aceste valori pentrh.‘f:Ts/Z, in cazul S; sint prezen—
tate in tabelul 5.lo.

Analizind aceste valori se constata cd intre A=l gi

A=1,3 nucleul optimal la A=l este mai bun decit nucleul opti-
mal la A=2. In rest al dollea nucleu este cel mai bun.

Nucleul optimal la A=l produca la A=2 erori mai mari
decit nucleele polinomiale. Nucleul’ optimal la’ A=2 produce la
A=l erori mai mici decit bucleul Lagrange dar mail mari decit
nucleul Cubic continual.

In concluzie se constatd cid dependenta performantelor
nucleelor optimale de parametrul A gi de spectrul semnalului
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AB o1pe C. )
2 2

A "?/}13. - i ﬂ':(t)/q' azul 85

1 045 0,099367 00132990

1,1 0,2 0, 04l041 0, 068826

1,2 0,5 | 0,021158 " 0,035286 ‘
1,3 | 0,5 0016637 04017968 '
1,41 045 0,0l70l12 04009083

1,5| 0,5 | o,018156 0, 004548

1,6 | 0,5 0,01375%7 04002251 (
1,7 | 0,5 0,018615 0,0011l03

1,8 | 0,5 0,017896 0 600542

1,9| 0,5 0, 016835 "0, 600279 ‘
2 0,5 0,015629 0, 0600104

original este mai pronuntatéd in cazul N=4 fa{d de cazul N=2.

5.5 udiul intérpolidrii in 4 age R
prima faz# £1ind optimsld Sar faza'a doua fiind
un CR4

NDeoarece faza de interpolare numericd este urmatd de fa-
gza de interpolare analogicd, ce se realizeazd cu un element de
mentinere de ordinul zero (CNA), in continuare se analizeazi
comportarea unul sistem in dous faze ocu prima fazd optimald gi
faza a doua cu un CNA (ZOH).

Utilizind relatiile (4.14) si (4.15) pentru casul 5
cind faza numericd dubleazi numBirul de egantioene (1"2 31/2)
si respectiv méregte de patru ori numdrul de egantioane ini-
tial (T l/u\ se obfin vélorile din tabelul 5.11.

Valorile raportului ( (i)/U’ pentiu tagurile din tabe-
lul S.11.8int prezentate in figu:ile 5.5 81 5.6 pentru A=l gl
respectiv A=2. ¢

Analizind datele din tabelul 5.11 comparativ su cele
din tabelelc 4.8, 4.lo $i 4.11, se constetd ci pentru A=l com—
portarea sistemuluil optimal - ZOH este foarte apropiati de cea
a sistemelor, nucleu polinomial - ZOH. '

Cigtigul pe care il aduce nucleul optimal este minor.
Pentru A=2 insi imbunitdfirea pe care o aduce nucleul optimal
in prima fazd de interpolare este evidenta.
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TABELUL 5,11.
% Tg(4)/0¢ 8
82 52781 A=2 !gaamgljg
° ° )
0,25 0,051009 0,012826
0s5 0,199367 0,051009
0,5 0,241200 0,051 082
0,75 0,135467 0,012967
1l 0,099367 0, 000164
kﬂlT T! AAETK?T!7ﬂ
o 0 0
0,25 0,012826 0,003211
N5 0,051009 0,012826
0,5 05055627 04012836
0,75 0,041957 04005262
1 0, 050402 0, 000086
1,25 0, 080566 0, 003325
1,5 0,131527 0,012961
1,5 04135467 0, 012967
1,75 0,1l08432 0,003369
2 ©,099367 9, 000164
’—A‘::‘! ‘ ' AR
“
0,241 0,241
\ |
oxn Lo
/ J,i
- \
/ ' \‘
/\\ e
-7 SEAN AN .
- TG :
Fige5.5.
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Se poate aprecia practic cd erearea }1na1ﬁ este ced pe
care o introduce elementul de menyinexe de ordinul sero care
actioneazd fnsi la o Lrecventi de esantiensre miriti.

Contribufia la ervare a primei fage de interpolare este

practic neglijabiléd.

5.6. Nucleul optimal peuntyu faza a doua de
interpolage

Pentru sistemele de interpolare numericid, in general, se
prefer& constructia interpolatorului in mal multe fase consecu-
tive deoarece volunul de calcule necesar precum S5i aumdrul de
coeficienyl utilizat sint mal reduse.

Dezavantajul acestel metode este aivelul «rorii totale
care poate oregte fayd de situayla interpolirii fintr-o simguri
fazd daboritd faptului od in fazele urmitoare primei fase se
utiliseasd in calcule 5i-valori eronate ale egantioanelor func—-
tiel originale.

Utilizarea unul nucleu optimal $n faza & doua de inter—
polare poate oferi o soluyie acestei probleme.
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Pentru a deduce conditlile pe care trebule s& le $ndepli-
neascé nucleul din faza a doua de interpolare pentru a introduce
ercars minimd mse porneste de la relatla (5.1) care asigurd orto-
gonalitatea erorii cu egantiocanele functiel ce urmeazéd a £1i in-
terpolati.

Dacd £(t) este funchia originald gi 4(¢) functla ob{inutd
dupd prima interpolare, afunci ea are expresia:

A
2

a(e) = :‘:1 h, (%) £ [(ova)T; ] (5.19)
!

unde h}(¥) este nucleul utilizet in prima fazi de interpolare.
Notind cu azm(i) eroarea din faza a doua de interpolare, adizi:

. \ K
2
an(%) = amr +%) - 2 e(® afCark)T,, ] (5+20)
. i |
conditia (1) devine:

Bfop(%)ea[(m+1)Ty ]} 0 unde te [-K),K, ] (5.21)

din care, cu ajutorul relajlei anterioare rezultid:

(1 %) ;2:: : *) (1-k)r ] ( )
R, (17 _~%) - h, (5)R.. [(i=k)? .l = o 5022
44" e2 k' 77/ "aq 2
e kﬁ—Kl 8
sau
K. ] \
k==K, k“)ndd'-(i‘k)'rsz] = Rdd(imsa-i) (5+23)

Aceastd ultimi relatie, analogd relatiel (5.4) leagd ex-
presia nucleului hk(ﬁ) din faza a doua de interpolars de func-
tia de aueocp‘rel‘a"',;ia Rdd a gemnalului ohtinut dupd prima inter—
polare. -

Intrucit ultima relatle npu depinde de m, in continuvare
se va consideva m=o0.

Valorile functiel de autocorelatie care intervin in rele-
tia (5.23) se obiin astfel:

Ryq [(1-007, ] = E‘{d(l’l‘sa).d(k'l‘sa)} =

42 Ay
= B{laé;lh;(usa):(al‘.lﬁ[bglhg(kmsa)r(br sl )]}

deci:
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d[("-k)msz:l' Z Z n,(iT 52 0} (K2gp )R [(a-0)2y |
=4y b=

(5.2%)
Analog:

Ryq(1755-5) = Bfaqan,,)a($)} =

A2
{[ > nacu E)f(aTsl)]’LZA n‘b(%):cbwsl)]}
3o 1

a==A
deci:
Ay

Bjq(1Tgp=%) = !I?Ll ZJ BI(AT )b (B)Bep [Ca=b)Ty | '(5025)
Inlocuind exp:esiile din (3¢3) si1 (3.4) in (3.2) se ob=
tinas
K, 4 A
El Z‘_,l b-.Z}Alhk('g)hé(i’l‘.z)h!')(kTea)Rrr'[(a-b)‘l‘eﬂ -
A, A
- 35 5o opur 02 B} (§)Rpp [(a=b)1 gy ]
a--Al b:-

Trnéind totul in membrul sting al relatiel, se obiine:
> if: By (1T ;)R [(ab)T ]]{ %: By (% Iy (kT )-n-ce)]
a= = 0
ar" "8’/ tf 8 k b " 82/ b

De unde se obyine pentru nucleul hk(‘é) din faza a doua de
interpolare setul de condiyii: c

2
k’f‘___;,{lnk(t)n;(msa) = bj(%) unde be[~A344;] .(5.26)

Pe bagza relatlei (5.26) ounoscind nucleul utiligat in
prima fagzi se poate Cetermina nucleul optimel pentru faga urmi-
toare. Aceastid relaiie presupune cié nucleul din faga a doua in-
texpoleasi perfect nucleul dln prima fav® de interpolare.
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. "in doud fa uhui aa& in £ & _dpua

Relatia (3.26) care exprimi valoaraa raportului @ 2('&)/
re ¢ pentru un sistem de interpolare in douid faze (fn sibuatia
in eare T 1/‘1‘ 2 éste un numér naturel) poate fi adusd la o for-
mé mai simpld dacd al doilea nucleu utilizat este nucleul opti-
mal dedus din setul de relatii (5.26).

Relatla (3.26) se poabte rescrig in forma:

A

2 R p(§-82_.) K2
£ ' :
"Al —-f;—c-y-Lff 5T Zf& hy (£} (KT, o) +
A

2 (a=b)T K, K
= 24575722 kﬁl = - m (g (BT R )

o=k b=k (5.27)
Grupind in mod corespunzitor termenii din relatia (5.27) se ob=-
tine:s )

T20%) 42 R(f-ar,))

--zz— = l=2 Z Ji'f‘;ro',s—[ Z hk(t)h’(kmﬂz)]
£ 1

am=A

—‘T
A2
» =

A A K
2 A (Ca=b)T,; ] :( ( 2 .
+ aal bal &ﬁﬁgmj.__l“z: b, (EOh! (kT ) tzz-%(lht(i)hb(w.a

. (5.28)
Aplicind relatia (5.26) in relatia (5.28) rezultd:

T2¢%) 1o 2 Fgels

2 g% =aTg))
—'T = le=2 > h* )
G' £ ag-Al ff d a(g *
A

[(a=b)T
+ é bs-Al .th;;(a_ﬂ ha(f) hb(f) (5.29)

Relatia (5.29) care se obyine din (5.27), in cazul in ca-
re a doua fazi de interpolate este optimald, reprezinti tocmai
valoa}rea zapoz_:tului U‘E(’ﬁ)/ G’g corespunzitoare primel faze de
interpolare conform relaylel (3.13). Acest fapt demonstreazd ok
dacé faza a doua de¢ interpolare este optimald ea nu intreduce
erori suplimentare. Concluzia aceasta.poate fi extinsa la o in-
terpolare in mel multe faze consecutive.

]
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0 datd stabilit nucleul eptimal pentru faga a douwa de
interpolare, se ppate detemmina in functie de¢ expresia lui, nu-
cleul optimal pentru faza a treia Sea.mede. .

Un slstem de interpclare in "n" faze consecutivo va ge-
hexa o eroare egald cu cea din prima fazi dacl-nucleul din fa-
za a doua precum 91 toate nucleels din fazele urmiitoare aint
optimale (determinate din relatia (5.26)). Aceastd proprietate
are consecinye avantajoase la realizapea practicé a sistemelor
de interpolare numericé. De exemplu, prolectarea unui interpola-
tor numeric pentru méripea de 8 ori & numdrului de egantioans
poate £i realizatd prin legarea in cascadd a trei interpolatea-
re numerice care sé dubleze flecare numidrul de esantioane.

Dacd in cazul interpoliirii directe sint necesari (peatru
Ns4) 4x8x32 de coeficienyi, prin interpolarea in trei fage sint
necesari 4x3=12 coeficlenti. :

. Dacdé fazele a doua §i a treia sint optimale, eroarea to-
tald e aceeagi ca §i in cazul interpolérii directe. In cazul
general, in loc de Nx2® se folosesc Nxn coeficlenti.

5.8. Egtinarea eroriloxr ugul gigceﬁ dg interpelarq
in doud fazg care utilizeazd in ambele fazg nu~-
clee optimale

Pentru a ﬁnnn complet in evidentéd efectul pe care il au
nucleele optimale asupra erorii totale in cazul unui sistem de
interpolare in doud faze censecutive se poate utillza relafia

(3e34).

IO ER OIS S HORE IO IO

Termenil care intervin in expresia erorili medii pitrati-
oe totale 8e Pot explicita si pune intr-o form#i ce permite e
disoutie ediflcabouzo. Astfel ultinul termen poate fi calculat
in modul urmdtoxs

B{oy ()ax(6)} = B {ECed=ace)].lacs )-s(t)]}

= B{2(6).a(6)}-5{2(6)g(t )} ~-F{a2(e)} +B{aCt)ea(t)} (5030
Calculfnd fiecare expresie in parte se obtine:

2
SHORIOIE 2y BICHIR(¢ay ) (5431)
mey l
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K
B{2(6)e8(6)) = Z,;{ B (%) Z nemsa)aucé-am,l) (5.32)
k==
2 2 2 ) )
P = > 5 h,;(ﬁ)h,;.(s By [(a-b)T,; (5.33)
| 8=k bachy ,

K, A, A,
= ' ’ v *
E{d(t)°g(t)} kﬁlhk(g) h§- lhb(g) ‘aquha(msz)

+ ‘Reg[(a-b)2; ] . (5.34)
Utiligind acests ecp*esii in relatis antcriosrd se obyine:
K

n{ oy (8)e,(8)} = 2 nffcg-am I)Lho(p- z£ i (£)h (kT 2)]

. * 2‘: e [ca—mﬂ] [t >-h§§ By (5 D2 k2,7 ] (5035
1

g1 4ind ractor comun, rezultés

Ay X,
Bley (©)e,(0)} = a=Z-:All-héc€)-kz?thk(?)hé(nsa)] .

Aa J
. [Rffﬁ-afrsl)- }'_‘: ng(g)Rﬁ [(a=b)T J31(5.35)

In mod analog se brocedeazl si cu termenul E{'a(bj} ain
eroarea medle pltraticd totald gl se obtina

5{e 2(1:)} . E{(d—s)a} =¥

2
\.Z: hi(5)L(aT, 12 Z? nk(g) Z: h, (kT z)f(a'l‘sl)] }
h = (5.3)

Ir
{a(t)} = E{( 2 £(aT 1) h'(f)—Z hk('g)h Q"sZi) } (5.38)

Analizind relat;ia (5.36) se onstatd ci dacid nucleul dim
prima fazd este optimal, atunci conform proprietdtilor sale are
loc relatias
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A -
Bpe(f-aly) - gi By ($)Rgp(a-b)1y ] = ©
) -zl

care anuleazi expresia (5.35).

. In aceste ceamdiyii rezultd oi erorile diam cele doud faze
#int ortogonala, B{il(t)ez(cj}zo gl orvarea totald care se ob-
tine este:

. z{eg(c)} 83{0%(17')} +_E{eg(t)} : (5.39)
. Pe de altd parte, dacd nucleul din faza a douu este opti-
mal, el indeplineate coandifia h*

By (%) - % nk(g)n (ko) = o

astfel incit din zelebiile (5436) gi (5.38) zezulti c&x
E ol(t-)ez(t)} =0 L {2(5)}; =9
deei eroarea totald este:
E{eg(t)} = E{ef(c)} ‘ (540)
Dgci nuclecle din ambele feze sint optimele atunci se ob-
tine eroarea totald: - :

{2} = 5o 1opt“)} (5441)
unde B olopt(t)} 8e poate- calcula cu relatia (5.6) iar raportul
1 (g)/(!': ou relatia (5.7).

Constatirile anterioare sint valabileq gi in ocazul inter—
poldrii optimale in mal multe feze. ‘ - J
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CAPITOLUL 6.

POSIBILITATI DF IMPLEMENTARE SI CONCLUZII PRIVIND
NUCLBELE DE INTERPOLARE

6.1l. Posibilitéfile de implementare a Blstomelor

e int 1

Studiul anterior, legat de performantele nucleelor de
interpolare polinimiale sau optimale, trebuie corelat cu supor-
tul fizic de clroculte electronice, utilizabile la construcfia
sistemelor de interpolare, pentru a se obylne o imagine de an-
samblu asupra acestora.

In general se pot distinge doud categorii de sisteme ca-
re utilizeazi tehnica interpoldirii. Prima categorie o consti-
tuie sistemele care functlioneazéd in timp real (este cazul sis-
temelor de comutatli) iar a doua categorie o constituie siste-
mele care nu necesita o functionare in timp real in sensul ¢4,
pornind de la o secvenyid numericd, se efectueazd in prealabil
interpolarea, urmind ca generarea semnalului analogic sd aiba
loc dupd inchelierea procesului de interpolare (cazul generatoa-
relor de semnale de form# arbitrard). o

6el.1e Sisteme de interpelare in timp .real

Sistemele de interpolare in timp real se pot realiza
utilizind practic aceeasi bazd de circuite ea gi in cazul fil-
trelor numerice. In figura 6.1 se prezintd stractura unui fil-
tru numeric de ihberpolare care asigurd dublarea numdrului de
egantioane.

Structura utilizeazd coeficienti variabili a cédror va-
loare se repetd dupd doud tacte consecutive. In cazul interpo~
ldrii liniare valorile aceator coeficienti sint h 0=0r b;=1,
h'=1/2, h1=1/2. '
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i ‘,.’;:3 y(m)thX(n)+h18(n-1)
xi’ﬁ".;, o D W SUR SR
e e fa b (o)
FiSoﬁOl'

0 structuri mai complexd, dar care nu mal aqce‘ai’ti cpefi-
clenti variabili, este cea din figura 6.2 (s—a luat in considera-
re tot cazul in care se dubleazd numirul de egantioane).

hO
q\._c\f @ »{;\ yf:ﬂ y(n)-hox(n)+h2x(n-1)
T : m+l)=h h.x(n-1
e " E‘J y(m+l)=h) x(n)+h % (n~1)
S = (t) Pentru.interpelare li~
. !rf,j niard valorile coefi-
=T clenyiler sint h =o,
T T TR h,=l, hy=1/2, h,il/2
Gy 2" 1 3
[1a0 r‘l
y .
F1806020

N altd variantd a unul astfel de interpolator o coanstituie
regeaua polifazicid, a cdrel structurd conyine, pentru exemplul
considerat, doud interpolatoare comutate alternativ ca in f£ig.6.3.
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Realizarea unor asemenea structuri necesitd utilizarea
unor multiplexoare, memorii tampon (pentru coeficienti si re-
zultate intermediars), multiplicatoare $i sumatoare a cdror
structurd trebuie si fndeplineascd o serie de conditii legate
de numdrul de bi{i al cuvintelor utilizate precum $i de viteza
de lucru.

Cu e¢it se urmireste implementarea unui sistem de inter-
polare mai complex (numdy de esantioane consecutive utilizate
la o interpolare, numdr de puncte de interpolare intre doud
esantioane originale consecutive) cu atit se complicd mai mult
structura sistemului s$i cresc pretengiile legate de numdrul de
biyi $i de vitezid. .

Anumite simplificéri ale structurilor pot £i obtinute
in cazul in care 86 lne cont de simetria valorilor coeficien~
tilor. .
Un exemplu in aceastd privinyid 21 constitule structura
din fig.6.4, structurd ce reprezintd un sistem de interpolare
ce dubleazéd numirul de esantioane utilizind patru esantioane
consecutive la fiecare interpolare (coeficienyii sint obyinufi
din nucleul Lagrange de ordinul 3).

-~

F18.6040
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Cele mai avantajoase sisteme de interpolare, din punct de
vedere al complexité{ii schemelor precum gi al numdrulul de cal-
cule necesar, se obtin prin intercalared in cascadd a unor sis-
teme mai simple (implementarea "multi stage'.

Aparitia gi degvoltarea din ultimul timp a procesoarelor
nunerice de semnal (DSP "digital signal processor") a deschis o
cale noud pentru constructia si implementarea slstemelor de in-
terpolare. .

Aceste cilrcuite s-au dezvoltat pe baza tehnicii micropro-
cesoarelor g1 permit realizarea unor structurli de filtre numeri-
c6 complexe pe bazd de programe datoritd unul soft adecvat care
se memoreazd in interiorul capsulei. Talorile coeficientilor se
memoreazéd de asemenea intr-o memorie special previzutéd in inte-
riorul circultului, care mai contine si o unitate de calcul sufi-
cient de puternicd pentru a efectua calculele cerute de algorit-
mii programati.

Dacd, din punct de vedere al complexitéyil schemelor, pro-
cesoarele numerice de semnal oferd deja o soluyie mai avantajoa-
sd decit sistemele hard discrete de interpolars, din punct de ve-
dere al vitezei de lucru acestea rémin deocamdati inferioare
fiind aplicablle doar in sistemele in care frecventele de egan-
tionare nu depdgesc 20 kls.

Sistemele de interpolare, reallzate cu ajutorul procesoa-—
relor numerice de semnale, pot prelucra secvenie de egantioans
codate pe cuvinte de cel putin 16 bifi lungime ceea ce asigurd
un nivel redus pentru erorile de trunchiere a rezultatelor.

In general asemenea procesoare utilizeazd un numér redus
de instructil speciallizate ceea ce ugureazéd elaborarea programe-—
lor de interpolare.

In figure 6.5 se prezintd schema bloc 8 unui procesor nu-
meric de semnale (valorile numerice corespund tipului uPD7720
NEC).

Inscrierea programului in memoria procesoarelor se face
de cadtre producfitorul circuitului dar poate £i facutd gi de cé-
tre utilizator la circuitele in varianta EPROM.

Valorile coeficlentilor, utiliza{i pentru interpolare,
pot £i numerotate fie intr-o memorie nevolatild (DATA-ROM) fie

intr—-o memorie RAil. gi atunci pot f£fi modificate de utilizator
de la caz la caz.
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Procesoarele numerice de semnal sint in general compa-
tibile cu sisteme de calcul echipate cu microprocesoare ceea
68 permite realizarea de sisteme de prelucrare complexe.

{ECANTION
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Fig-6.5o

6.1le2. Generatoare de semnale de formi arbitrarid

In cadrul sistemelor de interpolare care nu necesitid o
func{ionare in timp real, principala aplicajyle o constitule ge-
neratoarele de semnale analogice cu formd programabild arbitrar.

In aceste situatii, in care interpolarea intregii secven-
te numerice init{iale are loc inaintea procesului propriu-zis de
gonerare a semnalului analogic, implementarea interpolédrii se
realizeazad pe baza unul sistem de calcul numeric.

Un generator de semnale analogice cu formé& programabild
arbitrar va contine un sistem de calcul, de genul unui calcula-
tor personal, previzut cu un set de programe adecvate. Prin dia-
log cu operatorul, in calculator se introduce secventa de esan-
tioane initiald. Prin intermediul programelor de interpolare se
construlegte o secventd numericd ce va confine un nuwidr mult
mal mare de esantioane (cel putin 4096). Aceastd secventd se
stocheazéd intr-o unitate de memorie a sistemului de generare,
de unde este preluatd cu mare vitezd gi convertitd in semnal
enalogic prin intermediul unui CONA.

Schema bloc a unul generator de semnale analogice de
formd programabild arbitrar este prezentaté in f£ig.6.6.
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Limita.lnpaiioarl a frecventelor semnalelor generate de—
pinde exclusiv de posibilitétile i modul de realisare a siste-
mului de generarae.

Setul de programe rezident in unitatea de calcul a genera-
torului are o structurd de genul oelel prezentate in £ig.6.7.
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Programul pentru definirea fommel semnalului dorit este
scris intr-un limbaj evoluat (BASIC) pentru a permite un mod
de operare conversajional. .

Reluarea acestui program permite operatorului definirea
formei semnalului dorit prin introducerea in calculator esan-
tion cu egantion gi controlul formei prin vizualizare pe monito—-
rul TVv. Operatorul are posibilitatea corectirii valorii oricé-
rui egantion introdus. BEvident, din motive de durati, secvenpa
de esantioane initiald va conyine un numédr redus de -egantioane
(cel mult citeva zecl de egantioane) ce vor reprezenta puncte
obligatorii prin care trece functia analogicd ce defineste sem—
nalul.

Programul de interpolare poate fi realizat in trei meda~-
litdyl distincte. 0 primd modalitate, corespunzdtoare interpo-
lédrii numerice intr-o singuréd fazi, -constd in definirea nucleu~
lui de interpolare, care.urmeazd z fi utilizat, sub forma unei
func{yii intr-un limbaj evoluat (de exemplu BASIC).

Calculul egantiocanelor intermediare se efectuneazd cu
precizie ridicatd la o singurd trecere a secventei initiale.
Secvenya numericd rezultatd este convertitd apoi intr-un cod
binar, in virguld fixd, pe un anumit numir de biyi si transfe-~
ratéd in memoria de date a sistemului de generare.

Aceastd metodd are avantajul cd oferd o implementare
facildéd a oricdrul tip de nucleu de interpolare, inclusiv a nu-
cleelor optimale. .

Dazavantajul metodei este timpul mare pe care il necesi-
t& efectuarea calculelor in limbaj evoluat, fiind vorba de cal-
cularea unul numiiy de esantioans ridicat, de ordinul miilor, si
in plus presupune calcularea coeficienfilor necesari la fieca-
re interpolare. N a doua modalitate,.echivalentd interpoldrii
numerice in mai multe fase consecutive, constid in dublarea ite-
rativi a numidrului de egantioane din secvent{a initiald, utili-
zind un program tot in limbaj evoluat dar care utilizeazd la
calculul valorii esantionului interpolat o formuld definitd sub
forma anei func{ii in care variabilele sint ¢gantioanele con-
secutive utilizate la interpolare 1ar_coer1cientii sint deri-
vati din expresia analogicd a nucleului utilizat $i introdugi
de operator sau de proiectant.

51 aceastd metodd permite utilizarea oricérui tip de
nucleu dar este mai rapidd.in comparatie cu prima metodd imtru-
cit nu mal necesitd calcularea coeficlientilor la fiecare lnter—
polare.
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A trela modalitate, cea mai rapidd, constd in implemen—-
tarea algoritmului de interpolare sub forma unei subrutine, in
cod magind. Coeficienyii utilizabili .in acest caz pot fi cel
derivatl din eacleele polinomiale fntrucit operatiile de¢ inmul-
tire necesare la calculul de interpolare pot fi realizate prin
operatili simple de adunare g$i deplasase & unor cuvinte in ced !
binaxr.

6.2. Dgscrierea instalatie} experimentale ufiligatq

ant mplementarea algo mil de ola

Pentru studil experimentale autorul a utilizat un .calcu-
lator personal de tipul PRAF-ii, &flat in fabricatle cureantd la
ITC filiala Timigoara, calculator construit pe baza unui nmicro-
sistem echipat cu microprocesorul Z80. N

Cu ajutorul instalatiei experimsntale, construite a foat
implementati .procedura de interpeolarse iterativd in ambele va=-
riante (limbaj BASIC gi respectiv cod magini).

Formula de interpolare implementati utilizeasi pentru o
interpolare patru esantioane consacutive, coeficientil filnd
derivati din nuclee polinomiale de ordinul trei.

valorile egantloanelor folosite pentru generare au fost
codificate in cuvinte binare de 8 biti.

Schema bloc a ansamblulul utilizat este prezentatd in
figura 6.8.

Pig.6.8.
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Se observd cd, fa}d de schema bloc prezentati in figgu-
ra 6.6, in aceasta din urmd nu apare o memorie de date separa=-
téd in blocul de generare. Acest fapt se explicd prin faptul e¢d
autorul a urmdrit in pmsincipal sd studieze posibilitéiile de
functionare ale algoritmilor de interpolare, fédri si $si pro-
punéd o generare ultrarapidd de semnale analogice. In acest scop
autorul a utilizat pentru stocarea datelor de interpolare o
parte din nemoria internd de 16 Koctetl a caleulatorului PR E-il.

Intrucit, din memoria de 16 Kocteyil a calculatorului, 8
Kocteyi sint utilizat{i .pentru memeoria video iar din ceilalyi 8
Koctetl o parte este ocupati de programul monitor, de progra-
mele BASIC $i de subrutinele in cod magind, autorul a . oplat
pentru utilizarea memoriei video la stocarea datelor necesare
gonerdrii. Aceastd opyiune a fost posibild intrucit in timpul
generdrii, monitorul TV nu mai este utilizat si prezinti in
plus i avantajul cé& se poatie asigura o citire liniaria a zonei
de memorie respective utilizind controlerul de mounitor TV care
realizeazd un acces direct la memoria calculatorului (indepsn-
dent de functionarea unité{ii centrale cu 280).

Intrucit controlerul de monitor TV realizea:d generarea
impulsurilor de sincronizare cadre TV prin resetarea la o anu-
mitd combinayie prescrisid a stdril numdrdtoarelor de adrese,
cest ce are ca efect o citire repetatd a zonei de inceput din
menoria video, a fost necesard implantarea in structura hard a
calculatorulul a unul sistem de comandd care se activeazd odati
cu subrutina de generare si blocheazd furnizarea impulsurilor
de sincronizere cadre asignxidﬁ astfel o adresare liniarid a me-
moriei wvidseo.

Zona deé S Kocteyi utilizatid pentru stocare3g datelor in
timpul procesului de interpolare este deplasati fafd de zona
video pentru a lésa libere dou# linii de caractere pe monitorul
TV pentru mesaje. Dupi inchelerea procesului de interpolare si
completarea celor 5192 de locajii de memorie cu valorile egan-
tipanelor, zona de memorie respectivd se translateazd pentru a
se suprapune perfect peste zona de memorie video dupd care se
apelgazd subrutlina de generara.

Gestionarea memoriei de date in timpul procesului de in-
terpolare a fost realizatd in modul urmdtor. Secvenya initiald
se dispune in memoris fncepind de la prima adresdé dispohibild
1ésind dupd fiecare locajie de memorie ocupatd cite o locatie
1iberd care se completeazid apoi cu rezultatul interpolidrii co-
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respunziétoare. Dupd ce s-au completat toate spatiile libere (e~a
incheiat prima fazd de interpolare) zona ocupati este resorisi
ocupindu-se o zon# de memorie dubld gi ldsindu-se din nmeu spatii
goale intre doud egantioane consecutive. Urmeazid apoi completa-
rea acestora prin urmétoarea etapi de interpolare. Procesul se
repetd pind la ocuparea completd a celor 8192 de locatil afecta~
te acestul scop.

Rescrierea tabelului se face de flecare datd in ordine in~
versid, incepind cu ultima locatle ocupatid, pentru a nu se distru-
ge datele calculate in etapa anterioard.

In situatia in care formula de interpolare a fost imple-
mgnbatd in limbaj BASIOC, timpul necesar pentru a calcula cele
8192 de esantioans, utilizate in faza de generare gi stocate in
8 Kocteti de memorie a fost de aproximativ 20 mlnute, valoare
mult prea mare pentru ca metoda sd poatd f£3i utilizatd in sisteme
operative.

Prin implementarea interpeldrii sub forma unei subrutine
in cod magind se obtine o reducere substantiald a tiwpulul nece-
sar comparativ ou metoda precedentd, in condi{iile in care cali-~
tatea semnalului obtinut este practic aceeasi. Astfel, timpul
necesar pentru calcularea celor 8192 de egsantioane precum gi am-
plasarea lor in memorie se reduce la numai o secundd, ceea ce
face posibilé utilizarea acestel metode la sisteme operative.

6+¢3¢ Concluzii privind performanyele gi facilitétile

de implementare a diferitelor tipuri de nuclee dg
interpolare

6.3.1. Nucleele polinomialg

Nucleele polinomiale, definite in capitolul 2 si anali-
zate in capitolul 4, prezintd ca prinecipal avanta] expresia
analitiocd relativ simpld (polinomiald) pe baza cdrvla se pot
obfine ugor valorile coeficientilor necesari in procesuvl de
interpolare.

Alegerea nucleului potrivit in functie de valoarea pa-
rametrului Azcos/Zcuc permite reducerea nivelului erorilor la
valorl acceptabile. Dupd cum s-a aritat im capitolul 4, %n
situatia In care A>2 aceasii alegere asigurd o eroare totald
egala practic ou cea pe care o introduce fagza de interpolare
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analogicd (CNA), corespunzind unei frecvenie de esantionare
mirite la un numdr de ori egal cu factorul L, cu care se multi-
plicd numdrul de egantioane initial.

Nucleele polinomiale permit implementarea unor sisteme
de interpolare in cascadd i pet fi utilizate in diferite com—
binatii in functie de valoarea parametrului A.

0 altd calitate importantd® 8 nucleelor polinomiale o
constituie dependenta relativ redusid a performanfelor funciie
de structura spectrald a semnalului originzl.

Din punct de vedere al facilitdtilor de implewentare,
nucleele polinomiale sint avantajoase $i datoritéd valorilor
coeficientilor. In tabelul 6.l se prezintd valorile coeficien—-
filor a trel tipuri de nuclee polinomiale pentru calculul esan-
tionului in punctul Tg/2.

zabglul ﬁolo

Tipul de nucleu h_y h hy h,
Spline (3) ~1/8 5/8 5/8 | -1/8
Lagrange (3) -1/16| 9/16| 9/16| -1/16

Cubic continual -3/32 | 19/%2 | 19/32| =3/32

Se observi cd astfel de valorli de coeficienti pot f£i
ugor implementate in structuri hard pentru interpolare in timp
real precum gi in cazul unor sisteme de interpolare realizate
prin programe fin cod magind.

6+¢3+2. Nuclogle optimalg

Utilizarea nucleelor optimale este avantajoasi in situa-
tiile in care se cunoagte exact sau aproximativ densitatea spec-
trald de puterc a semnalului original. In aceste cazuri nuclee-
le optimale asigurd un nivel al erorilor sensibil mal redus
decit fn cazul utilizérii nucleelor polinomiale. Niferenta din-
tre nivelul erorilor.intre cele doud tipuri de nuclee se accen-
tueazéd ou cresterea valorii parametrului A (dupd cum s-a aré-
tat in capitolul 5).

Un prim dezavantaj al nucleelor optimele il constituie
cresterea foarte pronuntatd a niveluluil erorilor pentru un nu-
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cleu optimal, implementat pentru ¢ anumitd situatle, in cazul in
care se modificd structura spectrald a semnslului original sau
valoarea parametrulul A.

Un alt dezavantaj al nucleelor optimale il constituie ex-
presia analiticd mai complicaté, ceea ce implicid un.calecul mai
laborios al valorilor coeficientilor gi conduce la valori de coe-
ficienti cu multe cifre zecimale semnificative.

Utilizarea nucleselor de interpolare optimale in cadrul
unor sisteme in cascadd asligurd mentinerea nivelului erorii tota-
le .la valoarea erorii introduse de prima fazd de interpolars da-
ci se respectd procedura prezentatd in capitolul 5.

Datoritd valorilor numerice ‘ale coeficientilor derivati
din nucleele optimale, implementarea unor sisteme in timp real
sak a unor programe in cod masinéd este mult mail dificild decit
in cazul nucleelor polinomiale. Utilizarea unor procesoare nume-
rice de semnal (DSP) precum $i a unor programe in limbaje ¢vo-
luate permite totusi utilizarea nucleelor optimale.
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Prezenta lucrare ridicd pe un nou stadiu problema recon-
stituirii fidele a unor semnale esantionate prin metoda inter—
poléril si igl gisegte numeroase aplica}il atit in domeniul sis-
temelor de reconstructie in timp real ecit gf in cazul sisteme~
lor de generare prin sintezi. ‘

Principalele contributii aduse de autor temei tratate pe
parcursul acestel lucrdri sint concretizate in cele ce urmeazi:

In capitplul 1: '

1.1. Se prezintd intr-o sintezd unitard fundamentele teo-
retice ale procesului de reconstructie fizicd, prin infezpolaré,
a unul semnal egantionat. Se trateazd in paralel, pe baza mode-
lului de semnal, raspunsul in frecventd al sistemelor de recon-
structie atit in cazul semnalelor apcriodice cit gi in cazul
semnalelor periodice.

l.2. Se deduce expresia functiel de interpolars 4n cazul
semnalelor periodice, echivalentd structurii spectrale a func-
tiel de interpolare pentru semnale aperiodice, expresle avanta-
joasd pentru aprecierea cantitativié a distorsiunilor si a com~
ponentelor armonlce suplimentare introduse prin interpolare.

l.3. Pe baga unul amplu studiu bibliografic, se face o
analizéd a Blstemelor analoglce de reconstructie punindu-se in
evidentd limitele sistemelor clasice de conversic numeric-ana-
loglca.

l.4. Se prezintd tendinta actuald de realizare a unor
sisteme de reconstructie de fidelitate ridicatd prin utilizarea
combinatéd a interpolérii in fazd numericd i fazd analogicd.
Precind in revistd principiul sistemelor de interpolare numeri-
6% i metodele de proiectare aferente, conform diferitelor re-
feriri bibliegrafice, Be alegs ¢a meétodd de lucru metoda erorii
medil pdtratice, metodi ce oferd premizele unei tratédrl unitare
a sistemelor de interpolare in ambele -faze (numericd gi analo-
glecd).
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dn capitolul 2:

2el. Se sintetizeazd conditiile pe care trebuie sd le in-
deplineascéd nucleele polinomiale de interpolare. Aceste condifil
sint determinate de faptul cd lungimes in timp a acestor nuclee
este finitd i dependentd de numirul de egantiocane consecutive
(N) care se folosesc pentru o interpolare precum gi de faptul ed
aceste nuclea trebule si interpoleze nucleul ideal.

. 2+.2. Se face o analizd a principalelor tipuri de nuclee
polinomiale prezentate in literatura de specialitate. Se anali-
zeazi expresia analiticd gi funcyla de transfer a nucleelor de
ordinul o, 1, 2 51 3, corespunzdtoare cazurilor N=1,2,3 $i 4.

Se aratd cd pentru N=4 se pot construli mal multe tipuri
de nuclee, in funcifie de metoda adoptatd la interpolarea nucleu~
lui ideal (metoda lagrange, Spline aetc.).

2.3. Se construieste un nucleu polinomial ‘de ordinul 3
briginal.‘dennmit cubic continual, care, pe baza analizei ris-
punsului in frecventyi, se dovodeéto‘superior'calorlalte nuclee
in anumite conditli legate de raportul Hintre banda de frecvenyd
a semnalului original g$i frecventa de esantionare.

In _capitolul 3%: .

3ele Se analizeazid o relatie de estimare a performantyelor
sistemelor de interpolare intr-o singurd fazd, utilizatd in 1li-
teraturd gi derivatd -din metoda de gvaluare a eroril medii pitra-
tice in sens statistic. Se scot in evidentd proprietidtlle aces~-
tel relafii aplicabile in cagul in care se cunoss expresia ana-
liticd a nucleulul utilizat gl funciia de autocorelatie a semna-
lului eriginal.

3.2. Se face o0 extindere a acestel relatli peatru cazul
interpolirii In doud faze consecutive, obyinindu-se astfel o me-
todd de analigd unitard a slstemelor de interpolars combinatd
(numeriod gi analogicd) aplicabild si in cazul interpoldrii nu-
merice lterative corespunzitoare interpolatoarelor numerice co~
nectate in cascadd ("multistage'").

3¢3. Se faoe o interpretare a eroril totale de interpola-
re in cazul sistemelor conectate in cascadéd evidenyiindu~se po~
sibilitatea ca eroarea totald sd creascd fayd de cazul interxpo~
ldril intr-o singurd fazi.
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in gapitolul 43
4.1. Se stabilesc conditiile de aplicars a relatiilor

dezvoltate in capitolul precedent $i se definesc trei tipuri de
densitdti spectrale de puters utilizabile ca elemente de test
pentru situatia in care nu se cunoagte funcitia de autocorelayie
a semnalului original..

4.2, Se aplicd metoda dezvoltata anterior la mai multe
tipurl de nuclee polinomiale de acelagi ordin sau de ordin di-
ferit sli se scoate in evidentd necesitatea calculdrii valorilor
raportului G’s(i)/ G’?.intr-nn nundr suficient de puncte. pentru
a se obylne forma de variatie a erorii intre doud egantioane
consecutive.

4.3, Se compard rezultatele obtinute gl se stabileste 1]
lerarhie a diferltelor nuclee, pentru conditiile de test consi-
derate, confirmindu-se superioritatea nucleului ozigihél. defi-
nit in capitolul al doilea, fatd de celelalte nuclese polinomia-
le de ordinul trei, intr-un anumit domeniu de utilizare, in
functie de valoarea parametrului Astv AauJ .

4.4, Se aplicd metoda de eatlmare dezvoltata anterior
pentru cazul sistemelor de interpolare combinate (interpolare
numericd urmatd de conversie ﬁ/A) $i se obyin concluzii impor-
tante privind nivelul total al erorii i posibilitdfile de re-
ducere a acesteia sub o anumitid limitd impusi. C

4.5 Se calouleaza gl se compard nivelul erorilor peatru
cazul interpoléarii numcrioa in doud fage consaecutive gi se sta-
bilesc concluzii privind nivelul erorilor $i combinayille opti-
me de nuclee.

In _capitolul 5:
S5.l. Se analizeazd metoda de obfinere a nucleelqr opti-

male, din punct de vedere al erorii medii pdtratice, se calcu~
leazd in diferite cazuri concrete nivelul erorilor corespunzd-
toare si se pune in eviden{d superioritatea nucleelor optimale
fatd de cele polinomiale in privinta nivelulul erorilor pentru
conditii de lucru fixate anterior (structurd spectrald si para-
metru A).

5¢2. Se constatd doaavancajele pe care le prezintd nu-
cleele optimale in.legiturd cu nivelul erorilor in situayia mo-
dificdrii structurii spectrale a secventei originale ssu & pa-
rametrulul A, faté de situatia iniyiald, pentru care au fost
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elaborate nucleele optimale respective.

5¢3. Se calculeagzi nivelul erorilor pentru sisteme de
interpolare combinatd (optimal + CNA) si se stabilesc conditille
de utilizare aeficlentd in aceste cazuri.

S«4. Se elaboreazé o metodd de constructle a nusleului
optimal pentru faga a doua de interpolare, in casul sistemelor
de interpolare numericd in cascadé, demoastrindu-se conservarea
in acest caz a nivelulul erorii generate de prima fagd de inter—
pelare.

5.5+ Se estimeazi nivelul erorilor unul sistem de inter—
polare in doud faze care utilizeazd in ambele faze nuclee opti-
male.

In capitolul 6:
6e.l. Se analizeazd poslibilitidtile practice de implementa-

re a nucleelor de interpolare in func{ie de tipul de constructis
adoptat pentru realizarea sistemului de interpolare: sisteme
hard, procesoare numerice de semnal, sisteme de calcul.

642+ Se prezintd principiile de constructle si funciiona-
re ale generatoarelor de semnale de forméd arbitrari §i 'se anali-
zeazd diferite metode de implementare a algoritmilor de interpo-
lare.

6+3. Se elaboreazé un program BASIC care asigurd utilisa-
rea oricdror tipuri de nuclee (polinomiale sau optimale) gl rea-
lizeazd un algoritm de interpolare iterativi. Intrucit ‘timpul ne-
cesar in procesul de interpolare pentru calculul celor 8192 de
egantioane, utilizate in faza de generare gi stocate in 8 kocteti
de memorie, a rezultat de cca.20 minute, se stabklegte od metoda
nu este operativid.

6+.4. Se elaboreagd o subrutind de interpolare .in cod magi-
nd (pentru microprocesorul 280) care, utilizind anuclee polinomia-
lé de ordlnul 3 pentru dublarea iterativéd a aumidrului de eganm—
tioane, permite reducerea timpulul necesar calculelor la o secun—
dd.

6.5 Se descrie o instalatie experimentali de generare a
unor semnale de form# arbitrard, construitd gi utilizatd de autor
81 care are la bazd un calculator personal de tipul FRAF-M din
fabricatia curentd a ITC - filiala Timigoara.

6.6. Se presintd o sintezi a performanjelor nucleelor de

interpolare vizute prin prisma erorilor gi facilitdtilor de im-

plementare.
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A B B X A

Pentru infelegerea func{iondrii instalayiei experimentale
descrise in paragraful 6.2, in continuare se prezintd gestiona-
rea egantioanelor si datelor initlale in memoria calculatorului
precum $i subrutina de pésfirare gi interpolare utilizatd pentru
implementarea iterativd a unui nucleu polinecmial.

INTRODUCEREA DATELOR INITIALE PRIN PROGRAMUL PRINCIPQL

(BASIC)
&5DE8 Nb o0 XX XX XX XX XX XX
85DFD N on F8 5D XX XX XX XX
&5DF8 XX X XX XX XX XX XX XX

&5DF8 : prima adresd a tabelului
No00 : numirul curent in ciclul de interpolare No=Neo oD
N 00 : numdrul ini{ial de egantioane introduse (2 octéti)

Rezultatul rdefirdrii - interpoldrii se obfine incepind
cu &5DF8

Ia funct{ionare:

&5DBS No 00 - = XX X XX XX
F e e o
&5DFO N o0 (@8 ___ 5D){elc de in-
g ‘ {terpolaxe ®
&5DF8 FS.I ES-Z ES.} e o o o + e + 8 e o 8 o s o o
: ZONA UTILA
&7Dm ® & & o o o o s o e o e o @ e ©® o @ o ® ¢ o o o o
&7DF8 @ XX @@ XX XX XX XX XX
. —

egantioane pozitionate pentru reéalizarea interpolédrii
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PROGRAMUL SUBRUTINA DF RASFIRARF - INTERPOLARF

Limbaj asamblare Cod masind Comentarii

ID DB, (X5DF2) BD 5B F2 5D DEe< &5DF8: prima adresd a
tabelului

LD HL, (%5DF0) 2A FO 5D HL « NI (humirul initial de
egantioane

ADD HL,HL 29 HL < 2uNI

ADD HL,DFE 19 Se a’und la adresa de ince~
put a tabelului cantitatea
2uNI

DEC HL 2B Se decrementeazd de 2 ori

DEC HL 2B pentru ca in HL sd avem a-
dresa ultimd a tabelunlui °
rasfirat

BX DE,HL BB in DF: ultima adresd din-:

tabel ’
in HL: prima adresd a ta-
belelor

1D BS, (ASDP0) ED 4B FO 5D Aincared in BC numiral ini-
tial de egantioane NI

ADD HL,BC n9 " Se obtine in HL ultima a-

DEC HL 2B dresd a tabelulul neridsfi-
rat

DEC BC OB SE obtine in BC numidrul
(NI~1l) care reprezinti nu-:
midrul de pagi ai unui cielu

»LDD ED A8 (DF) < (EL), DE<DEF-1, '
HLe HL~1, BC«+ BC-l. Regis-
trul BC e pe post de comtor

DEC DE 1B ‘ DE are pasul'de decrementa-

re in bucld de 2 (este rés—

. firag).
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ID A,C 79 Modalitate de verificare dacéd B =o

OR B BO Ciclul se incheie dupd NI pagi, in

JP NZ,» €2 1% 5D HL gi DFE avem prima adresi a tabe-

o lgler

LD HL, (X%5DFN) 24 FD 5D Incarcd HL cu numidrul NI

ADPD HL,HL 29 Inscrie in HL numdrul 2=NI:

DEC DB 1B In DE se ob{ine adresa la care se

"DEC DF 1B inseriu (cu 2 adrese mai "sus'" de-
cit adresa de inceput in tabel)

ADD HL,DE ~ 19 In HL se trece adresa dé la care
cltesc in vederea inscrierii in
locul dat de DF

FX DE,HL EB HL: adresa de inscriere

! DE: adresa de citire

D 4, 00F) 14 Conpinutul locajiei de adresd datd
de DF (citire) e trecut in regis-
trul A

ID (HL),A 77 Continutul registrului A e trecut
in locatias de adresd datd de HL
(inscriere)

INC HL 23 In HL se obtine adresa de citire

INC HL 23 la aranjarea celul de-al 2-lea e-

' lement din tablou (prelungire de

ia sfirgitul tabelului

INC DF 13 Se ajunge cu DF la adresa de in=-

INC DF 13 scriere

EX DEK,HL FB HL: adresa de inscriere
DE: adresa de citire

IDA, (DE) la Ce se citeste de la adresa de ci-.

Ip (HL),A 77 tire, se inscrie la adresa de in-

. scriere
INC HL 23 Se ajunge cu HL la noua adresd la
ING HL 23 care inscriu (pasul 3 in aranjarea

de la capetele tabelului)
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INC DE 13 In DE se obtine adresa de la qare

INC .DE 13 8@ face cltirea

Ipa, (DE) 1A In locatia de adresid datd de ‘HL

LD(HL), A 77 (inscriere) @ depus ce s-a citit
din locatia de adresé datd de DF

Ln HL, (&#5DF2) 2A F2 5D Se incarcd HL cu conyinutul .loca-
tiei de adresd 5DF2, adlcd cu 5DF8
care reprezintd adresa de incaeput
a tabelulul HLe £5DF8

LD (&5DF4),HL 22 P4 5D S5DF8 e depus la adresa &5DE4, a-

colo unde se péstreazd prima adre-
s8 a unui ciclu de interpolare

»ID HL, (&S5DF4) 2A F4 5D Incarcd in HL cantitatea 5DF8; a-
dresa de inceput, ulterior alte a-
drese de inceput ale unui ciclu de
interpolare ¢

XOR A AF Se anuleazd confinutul lul A
A< 0O

ADD A, (HL) 36 Se incarcd in A cont;inutulVadresai
de inceput &SDF8: eantitatea X

IN® HL 23 In HL se ajunge la adresa de la

INC HL 23 care se extrage cantitatea x5

ADD A,(HL) 86 In A se inscrie rezultatul aduné-
rii X +X5e CY e afectat

ID C,A 4F Se trece rezultatul in registrul C

ADC A,A 8F Pentru separarea luil CY: A< A+A+CY

SUB © 91 A=A+CY

SUB C 91 A= CY

ID B,A 479 Bitul CY e trecut in registrul .B

Ip H,B 60 ‘In HL obyinem rezultatul exact

Ip L,¢ 69 (xloxa) in bitul 1 avind bitul de
CY rezultat la adunare

BRL C CB 11 Rotire stinga C prin CY

RL B CB 10 Rotire stinga B prin CY anterior

BC - 2:(:14-:2)
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RL B CB 10

ADD HL,BC 09 . HL«4»(x1+x2)+(xlfxg)ssx(xl-bxg)

BX DE,HL BB HL: nesemnificativ
DE: rezultatul_S:(xl+x2)

LD HL, (&5DF4) 2A F4 5D Se incarci in HL adresa de incsput
in cadrul ciclului de interpolare

DEC HL 2B In HL avem adresa luoi Xy

DEC HL 2B )

XOR A AF Se anuleazé confinutul registrulul
A

ADD 4, (HL) 86 Se incarcéd A cu cantitatea X

INC HL 23

INC HL 23 In HL se obfine adresa lui x, (pla-

INC HL 23 satd cu 6 adrese mai "in fatdy de-

INC HL 23 eit adresa lui xo)

INC HL 23

INC HL 23 '

ADD A, (HL) 86 In A se incarcid suma x°+x3.
CY e afectat

Ip c,a 4F Salveazd rezultatul férd CY in re-
gistrul C

ADC A A 8F Pentru separarea lul CY: A« A+A+CY

8UB C 91 - A-A-fCY

SUB C 91 AeCY

ID B,A 49 Salvez CY in registrul B. In regis-

' trul BC am ;ezulcacul complet

(xo+x5) . '

XOR A AF Anuleazd conyinutul lui A si pune
fanionul CY pe it)

EX DE,HL " EB In HL se obyjine valoarea 5»(x;+x,)
In DEF: nesemnificativ

HL <« HL - BC - gx. In HL se obtine

5!(x1+x2)-(xo+xa)
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RR H CB 1C In HL se obtine impdryirea cu 8 a

RR L CB 1D cantitdyii avute ilnitial.

RR H GB 1C In HL avem: %[53(&14‘32)-(3&—‘1{3)}

BR L 0B 1p

RR H GB 1C

BR L CB 1D

In B,L 45 Salveazd regultatul in registrul B
(rezultatul se afléd doar fn regis-
trul L)

LD HL, (&5DF4) 2A F4 5D Se incarcd HL cu prima adresi a ta-
belulul la un ciclu de interpolare

INC HL 23 In HL avem locul de inscriere al
rezultatulul interpoldrii aflat in
B

Ip (HL),B 70 Se depune rezultatul interpolérii
la locul de inscriere pentru care .
s-a fdcut interpolarea

LD HL, (&5DF4) 2A F4 5D Incarcéd in HL: prime adresé a tabe~
lalui la un ciclu de interpolare

INC HL 23 In HL se obtine prima adresl & ta—-

INC HL 23 belului la urmitorul ciclu pe care

ID (&5DF4),HL 22 P4 5D o inscriu in locatia rezervatd.a-
dreselor de inceput, deci la adresa
&5DF4 - '

LD HL, (&5DE8) 2A E8 5D Se scade din confinutul locatiel de

DET HL 2B adresid SDES (numirul curent in oi-

Ip (&5DE8),HL 22 B8 5D clul de interpolare), o unitate dupd
care se inscrie in acelasi loce.

ID (&S5DBA),HL 22 EA 5D

LD A,L 7D Se verificd dacid continutul lui HL

OR H By a ajans la 0 (dacd s—-au fédcut toate

JP NZ,» 2 38 5D interpoldrile din cadrul unui ciclu

de interpolare cu un numédr de egan—
tioane
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LD HL,(&S5DFO0) 2A FO 5D Dupd terminarea unui ciclu de inter—

ADD HL,HL 29 pelare, se dubleazd numiérul de egan-

LD X5DF0,HL 22.F0 '5D tioane care deci se inscriu la adre-
T sa rezervatid: &S5DFD

Ip &sta.HL 22 B8 5D Acelasgsi numér nou de egantioane se

trece si in locajia de adresa &5DE8
rezervatd numdrului curent in ciclul
de interpolare (scade de la B la 0)

BX DE,HL BB DE: numdrul nou la inceputul unui
nou ciclu de interpolare
HL: nesemnificativ

LD HL,00 20 21 00 20 Se inserle in HL valoarea 00 20 H pre-
prezentind limita superioard a numi-
rulul de egantioane cu care se poate

lucra

SCF 57 - Pun fanionul CY pe 0

CCF 3F

SBC HL,DE ED 52 Se verificd dacd s-a ajuns, prin du-

JP NZ, &5D00 C2 00 5D blarea numdrulul egantioanelor, la
valoarca limitd a numdrulul fixata.
Dacd nu se reia un ciclu complet de
résfirare-interpolare

RET 09 Retur in progremul principal
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DISPUNEREA IN MBMORIA PRAB-M A SUBRUTINELOR

SUBRUTINA DE RASFIRARE : &5D00 +e. &5D31
SUBRUTINA DE INTERPOLARE: &5D32 «.s &5DA6

&5D00 ED 5B F2 5D 24 FO 5D 29
&5D0 19 2B 2B KB KD 4B FO 5D
&5D10 09 2B OB ED A8 1B 79 BO
&5Dl8 ca 13 5D 2A Fo 5D 29 1B

&5D20 1B 19 EB 1A 77 23 23 13
&5D28 13 FB 14 77 23 23 13 13

&5D30 1A 77 24 F2 5D 22 F4 5D
&5D36  2A F4 5D AF 86 23 23 86
&5D40  4F 8F 91 91 47 6n 69 CB
&5D48 11 0B 10 OB 11 CB 10 09
&5D50  EB 2A F4 5D 2B 2B AF 86
&5D58 23 23 23 23 23 23 86 4F
%5D60  8F 91 91 47 AF EB ED 42
%5D68 OB 10 OB §)) CB 1¢ CB 1D
&5D70 ‘0B 10 CB 1p 35 2A F4 SD
&5D78 23 70 24 F4 5D 23 23 22
&5D80 ¥4 5D 24 58 5D 2B 22 ES
&5D88 5D 22 EA 5D 7D B4 c2 38
&5D90 5D .24 FO 5D 29 22 FO 5D
&5D95 22 B8 5D EB 21 00 20 37
%5DAD 3T ED 52 c2 00 5D c9
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