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INTRODUCERE

Prezenta tez¥ de doctorat ozglindegte parfisl activitatea
autorului din ultimii 15 eni.

Fiind un colszsborator, impreunad cu conducitorul gtiingifiec
prof,3.Cratict, al prof. D.3.izitrinovid, sutorul s-e ocupat mult
de diverse inegelitiZti pe linia cirt¢ii ,ro-f.T.S.Mitrinovié , "Ana-
lytio Inequelities" [77] . Aceste preocupiri se oglineszc in prin-
cipsl in cepitolul I al tezei.

In timpul stagiulul de doctorsnturid sutorul a studiet la
fndemnul conducXtorulul stiintifie seriile Fourier pentru func-
tii de mei multe verisbile. Pin acest studiu au rezultat citeva
inezelititl importante referitoare la polinoamnele trigonometrice
de uisi multe voriabile. Rezultetele ob{inute in cadrul acestor preo-
cupiri =2%fnt Tn orincipel expuse In capitolul IT 31 lucririi de fa-
t% care este mercat gi de colaborasres sutorului cu :.Neagn in do-
meniul ecust{iilor fuactionale.

In fine, propunindu-gi 9% intreprindd un studiu cprofun~
dat o1 orelunzit el locslizirii zerouriler unor functii (in parsi-
cular functii polinomisle) fn planul complex, sutorul a ficus scest
lucra c3utind sX aplice 1n acest studiu resultatele zéisite in le~
g turd ou refinsrees unor inegalititi sau elshorares uner nol meto-
de de demonstratie peatru inegslititi cunoscute. Dat fiind ci re~
zultatele orivitosre la locaelizares zerouriler se - »>riwZ prin ine-~
selitdgdl, rezulté caracterul uniter sl lucririi, ce fiinc o lu-
crare csare %trgtesz¥ ine-alitXfile 3i aplicatiile lor.

AY fi desipgur inutil, dup3 celebrele ciryi ale lui erdy~
Littlewood -« rolya [47] » Cellman-3eckendach [7] , Mitrinovié
[77] - ¢n 8% amintimdoar citeva din cele msi reprezentative -
9% nledim pentru tesris lnegalit?tilor. Ye vow mrsint a% indidl¥m
c'teva domenii in cure ifnecelitXtile Isi "ar2c o0 avliicebilitate
Je nrevitat, ale-¢rea scestor domenii Tiind, desirur , reroet#

de lecturile 3i -eocun~rile gutorului . A3atfel -~vem:

per ey paye e i) [ [42) [50].]4). [1o5].
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Probleme referitosre la sumabilitates seriiler [48],

Wsl,lesl, (2331 .

Probleme de interpolere gi soroximarea functiilor [8],
[“] ’ [13‘3] .

Probleme de¢ limitare [_39] . [46]. [51] . [52],[232].

Dintre matematicienii renumiti cere =u demonstras 3su
aplicas s3tfel de inezalitXti la Jiferite probleme ciiéim:

V.L.Goncarov, C.Hyltén-Cavallius, W.¥.Rogosinski, 2.
Turém, L.Fejér, B.33, Nagy, R.Askey, J.Fiteh, L.Vietoris, 3.N.
Rernstein, Y.L.Geronimus gi mul¢l slgid.,

De remarcet faptul ci metodele de demonstrare a acestor
inegalititi aTnt foarte veriate, ceea ce conduce la situstia
de a putea sduce contributia si la inegalitiyi cunoacute, de-
c¥ se 3Iiiegte o metodi unitard de demonstratie , pentru o cla-
s% de inegalitiyi, chier dacE prim acessti nouX metodi nu se
fmbunXt¥teso inegalititile vizate. Sint inaii si casuri In care
nous metod% de demonatratie conduce la Imbunititirea inegali-
tiyiler conmiderete ([£7],[137], [133]1150] ).

In cepitolul I al acestei iucréri. gint zenersliszate
seau rafinate o serie de astfel de inegelitafi importante, fo-
losind In unele cesuri metode diferite de cele utilizete de ci-
tre autorii reapectivi,

Astfel, in §2 se demonstreses¥ inegalitatea
n+n-1 N

(1.0) g 'bkﬂill'! >0, VxéJO, «21-"‘;-:: s NEN
k‘?k?r(k‘ﬂ) By,1 D0y k=m, me+l,...m+n-2 .

care zeneranligeazZ inegelitatea lul Fejer-Jackson [77], aceag-
te obtinincu-se nentru m=l, bkzllk.

Psragraful 2, coppiue 0 rafinare s unel inegalitati
a lul T.Turén 124 rrin iczgelitates

(2.0) O<ib ysin Vx <b, (&, (39) - x)
V=) '

6 €Jo, U], 2ix ¥ 2€Jo,8] , ¥ = 1,2,...,0,
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))by> (V+1) b Y=1,2 , ..uy, n-1 , unde

v+l

K
Ot)n(e) = maex { 2_2_1..3_2:‘_9. + 8}

1€ k<n V=

Ine~slitatea lui P.Turdn se obtine nentru 6 =ﬁ7, bkzl/k.

In §4 este rafinetid o inegalitate datoretid lui C.Hylten-
Cavallius [51),

Capitolul II, cere contine trei parsgrafe, trateazi asu-
prs unor inegslititi referitosre la polinosinele triconometirice
de wai multe varisabile,

Inegalititi cunoscute sau nu, dintre cere unele datorste
mstematicienilor L.Vietoris, J.H.Lyness, C.:loler, L.FPejér s.a.,
3int demonstrate folosind o metodZ unitard care vernite extin-
derea unor inegslititi asuprs polinoamelor trizonometrice de o
variabilA 1s inexaliti4i asupras volinoamelor trizonometrice de
mai multe varisbile.

Pentru aceesta, se demonstressd o teoremi enerali por-

nind de les urmitosrea ecustie functionali

(2.,0) f(z-x,z-y) - fix,y) = £(z, z-x-Yy)

pentru care 3se iau in conaziderare golutiile din cless functii-
lor locsl intezrmbile., ichema de extindere se bezeszd pe citeva
corolere deduse din teorema resnectivi,

Dintre rezulteatele obtinute, emintim doar pe urmfitorul:

Daci su loc inegelititile:

n sino<kx
(4.0) > b —*>0, ¥ x€ (0,8 , (& <%
1 g
n 9inel \ O sin@(kX' .
(5.0) §1 b, < ; > 0, ¥ x€ [0.9} '
k
cu o |, bk€ R ,

stunci esre loc inecelitatea

n sino . x sina(,y
(6.0) S b, LS LS
{

2
>0, ¥ (x,y) € o,BJ
o(k c(k [
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g1 reciproc, (6.0) implioX¥ (4.0) si (5.0) .

N
In cazul psrticular oLk =k , 6 =J] , se ob{ine o
teorem¥ a lui L.Fejér ESJ .

Problemele dezvoltate in capitolul III, au ca bazi
de plecare, unele inegalititi intilnite inm capitolul I.
" Obiectul scestui capitol, ca si sl capitolului IV
1 conetituie un studiu eprofundat asuprs localizirii ze-
rourilor func{iilor anslitice.

Iroblema locelizirii zerourilor analitice, s fost gi
este, in atentia multor matematicieni, care au studia$ di-
ferite aspecte ale ei. |

Dintre matematicienii care au abordat aceasti proble-
m¥, emintim pe urm¥ftorii:

Ch.Lucas, A.M.Legendre, E.Laguerre, Ch.Hermite,
P.L.Cebigev, X.F.Gasuss, P.lontel, E.Picard, E.Lsndau, J.
Dieudonnée , l.Marden, G.Szezd , A.F.Timan, D.!ll.Simenunovié
S.a.

La acegtia, se mail sdaug® gi matemsticieni roméni
care au adus, prim lucririle lor, o contributie insemnati
in acest domeniu. Resmintim doar citiva: Th.Anghelut¥®, O.
Onicescu, T.Popoviciu, D.Pompeiu.

Dintre multitudinea de resultate obtinute, in aceas~-
t% directie, amintim doar citeva, Ast¥el sint :

- Prohleme referitoare la numirul zerocurilor din inte-
riorul cercului unitate sle polinoasmelor algebrice (Teore-
mele lui Routh, I.Schur, Hurwits)

- Probleme referitoare le locaslizareas zerourilor deri-
vatelor polinosmelor (Teoremele lui K.F.Gasuss, Gh.Lucas,'
J.Jensen, J.L.Yalsh, Grace~Heawood)

- Probleme referitoare la numirul zerourilor resle
ale polinoamelor (Teoremele lui Sturm, Ch,Fourier, E.lLaquer-

re, I.Newton, Ch.Hermite, A.Cauchy, J.L.Lagrange, J.Hadamend,
Kakeyes g.8.).

0 alt#A problemi se referX la stabilires unor relatit
intre zerourile polinosmelor si cele ale derivatelor aces-
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tors. Printre cei casre au obtinut rezultate In scessti direc-
tie awintim pe G.Peycen, BL.Laquerre, R.Godranu, Juling V.5z.
Namy.

O contributie insemnati, s avut aicil matemsticianul ro-
min T.Popoviciu, care a 3tabilit prin citeva teoreme importan-
te, 0 gerie de inezalititi intre zerourile polinoamelor gsi ce-
le ale derivatelor scestorgy.

O buni parte din rezultatele de mai sus, sint consemns-
te in certes lui Andrej Turowicz[ﬁGO] s, "Geometrie zer wielo-
mianov" (Polish), 1967 , “arsawe.

In unele cercetiri a fost luatd in considerare ecuatis

n, n,
ny =
(7.0) l+a, X'+ a8 Y, SO o, ¢ o
1l 2 P
P ntru prims dat¥ E.Lendau e pus problema deterninirii
unor regiuni ale plsnului complex, care conyine totdeauna ri-
dicini ale ecuatiei (7.0) , cind o perte dintre coeficien§i ri-

min ficsi, ier ceilelti varisezid srditrar.

Sinsurele ré&iuni sle planului csere ge isu in conside-
rare sint cercurile cu centrul In orizine , cu alte cuvinte,
se caut® limitele superioasre sle modulelor uiaui anumit numir
de r7d%cini.

Acepstd problemd a ficut obiectul unei suite de lucriri
ele matematicienilor:

E.Lsndau, Van Vleck, E.Picard, P.Montel, J.Dieudonnée
9.8,

Pe exemplu, P.Montel a eritat ci pentru ecuatia
xnp+1

n
+eeet+B X p+k'0

(6.0) 1+a1x + o2x2 teeot 8.X° + & p+k

P p+l
dack sint ceti coeficientil ), 85,...,8, (& # o) eristd tot-
desuna r*dXcini ale ecuatiel inferioere in modul unui numir
tix P (ay, @5s+-08 ,k) cere nu deoinde decit de coeficienyit
deti de numXArul termenilor polinomului.

O completsre im-ortenti la sceasti problem#d a fost adusi
de citre Van Vleck.

O altX directie de cercetare , cuprinde studiul ser-Hu-
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riler seriilor de puteri sleatoare.

o Un astfel de studiu, il face, printre altii Jekad M.,
$tn teza s de doctorat "Zerourile seriilor de puteri in dis-
cul unitate”, Rerlin, 13978.

Aceast® lucrare se ocupd cu comportares functiilor
o0

(9.0) £, ) = z,(cd)a 5"

n=o :
definit¥ pe diacul unitete D si al ciror coeficienti anU )
sint varisbile sleatoare. 3copul lucririi este de a stabili
vroprietXti eproane certe pentru familis de functii (9.0).

0 nroblemX ansloag® pentru familia de funct{ii intregi

(10.0) ;EZT + anzn

n=o

(unde semnul + se ia cu probabilitatea % ), a foat deja cer-
cetath de mult timp de cHtre J.E.Littlewood gi A.C.Offord

(63] .

De aceste probleme s-a ocupst $i A.2yzmind care a ari-
tet ci, aproepe toste functiile din familis (9.0) (Zn(CJ)
£iind varisbile elestoare independente supuse legii normsle)
aplici D intr-o multime F aproape densgd fn C .

Ceve mei tirsiu, J.P.Xahsne a demonstrat cX, aprospe
toate functiile din aceastd fomilie sint surjective dacl

(11.0) lim =
i l'n" /|/n log n = oo

Aceate rezultate le-a completat A.C.Offord 92 care
a ar¥tet ci, Iin anumite conditii de netezime pentru func-
tiile de revertitie ale verisbilelor Zn(Cd) functia (9.0) -in

fiecare sector din D, aprospe sizur ia valoarea zero de o
infinitate de ori.

In incheierea acestei sumere treceri In revistf a u-
nor rezuliate obtinute in problemele de care ne ocupsm, ti-
nem sX apreciem in mod deosebit monografia lui D.S.Mitrinovié
(coleborstor P.M.Vesié[ﬁ?]. Berlin -~ Heidelberg -~ ¥ew York,
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1970, care cuorinde multe probleme bine sistemnstizate, din do-
meniile anintite Iin =cegati introducere.

In capitolul YII el acestei lucciri se conciderd mul-
timea}f* @ tuturor functiilor de forma
©o

(12.0) f(z) = 2 anzn » 8,0, n=0,1,2,..., |zl<Ré + 50
o
81 e polinoemelor (complete) cu coeficienti strict pozitivi.

Cu sjutorul un>r functionale Cok[f] (k=0,1,2) este stu-
diat® probleme locelizirii zerourilor unor combinst{ii de fune-
tit dini}(* folosind pentru aceasta 3i unele dintre inezeliti-
tile ssuprs polinocasmelor trizonometrice intilnite In cuprinsul
capitolului I.

In §2 sint nrezentate oroprietiti ale functionalelor
Cdk[f] care sint folosite in psresgrafele urm3toare.

In §3 , sint considerate, printre altele, functiile de
forma

p
m
(13.0) )= > T ] 22 (), o fle 20t .

i=1 k=l
cu cazul prrticulsr remsarcabil

P p
(14.0) Fo(3) = A, + Ay £77(2) + coie A1 %)

Ao’11'°"’Am> Oy fké %+ ’ k-1,2,...,m.

In § 4,5 , 3int anslizate functiile de forma

. (=)
1 t (2)
(15.0) Pz(z) 'Ao +>\131(z)c 4o0nt Apgp(z) e P i

cuko'Al"“o Apé 0, gkvfk6ﬂ+o k=1,2,...,p.

Sint considerste apoi citeva cazuri speciale in care,

printre functiile gk(z), fk(z) apsr gi nolinosunele
n

1 noGk
(16.0) En(l) = % %T_ . Ln(z) = 14% -&-
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stndiste din punct de vedere 2l zerourilor de cidtre D.l.
Simeunovidé in unele din lucririle sele 117 , 118 gi de ci-
tre alti mstematicient.

Pentru uoele familii sveciale de functii (§5) se sta-
bilesc linite fixe pentru modulele zerourilor,

In sceat capitol, se demonstireszi gl unele teoreme
prin csre se stebilese conditii suficiente de neanulare a
functiilor féilﬁ* sau 8 derivatelor lor, in domeniul[zb(’ﬁ.

Parzraful 9, se ocupi pe scurt de limitares module-
lor serourilor functiilor de forme

OO
2n-1
(17.0) z(z) = a, + ; 85,13
In capitolul IV sint considerate functiile
oo
(15.0) £(3) = 211.0 cnz", c, €€, m=0,1,2,..., |z|CR

In § 1 3int demonstrate unele teoreme zenerale re-
feritoare la distridbutia zerourilor functiiler f£{z) de for-

me (15.0) gi se dau doul teoreme de aproximere & modulelor
zerourilor.

In §2 sint considerate func{iile cu seria respectivi
de form¥ lscunari

oo
- n

(19.0) g(z) = c, +Z c, 8 k, [8‘<R
k=1 k

31 eici, printre problemele de limitere, se dau doui
teoreme de asproximare a modulelor zerouriler,

In ultimul paragraf, sint considerate gi functiile de

forme
oo
(20.0) h(z) = Z cu:n . R’({sl(ﬁ .
N=-ec

Ultimul capitol al ascestei lucriri, intitulat "Apli-
ca{ii" este alcAtuit din douX peragrafe.
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In §1 3in$ indicate citeva din domeniile in care func-
tiile de voriabili complex3 Igi z3sesc o larg® ntilizere gi
unde, existi deci, posibilitatea apliciirii rezultatelor sta-
bilite in cepitolele III, IV.

In §2 se inaist® ceva mei mult asuprs aplicetiilor in
hidro-aserodinamicd, uade, functiile de vsrisbili: complexida Jjosa-

cZ u1 rol importsnt in studiul miscirilor plasne potentisle sta-

tionare sle fluidelor incompresibile (potentialul complex, vi-
teza complexX) gi In studiul profilelor aerodinamice.

Pentru misc’rile plane irotationale, pentru care viteza

complex® are uia din formele

(21.0) wl(z) = 8 +8;3 + 9252 Foeot anzn Foee

a 70, 0 =o0,1,2 .., [z[éRwl

(22,0) wz(z) = C, + C% + 0222 + ees +CoB+ oo
cnec , N= 0,1,2,..., IZi<R'2
n n n
. - 1 2 o
(23.0) wa(z) cy * cnlz + cnzz tooot cnpz + e

n

0°> 0, [+ pe C » p = 1’2'00.. l3l<Rw3 ’

se dau teorerme prin care eventuslele puncte de stagnare in
scurgerea fluidelor sint lncelizate in corosne circulare,
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CAP.I. Ii7 TALI LT JSUPRA POLINUNLILOIR ST HHRTIIAR
PRAENTOTMICE DT O VL IIABILA

f 1., Generalititi

Tie polinomul trizonometric notat

- a
(1.1.1) '}.‘n(x,_é,b_) - é (e, coskx +h sinkx), @&, b g R,

n

U o -
a1 Tn(x.o.o) 'dg (x,8a) = a, + %1 8, cos Vx ,

- _ n
Ta(Xs0,b) = 2; (x,b) = & b, 8inV x

ai introducem 31 urm“toerele notatii:

n n
Zn(x) - 29_12_"_!,%(,).2_9_99_2_3

n —
o cos VX -
(x)= 1 + 2 —_— (x,a) -L a conyYx
6"ll y=1 V C'n Yy =1 v

an o0
Z(x.b) -Z b stinVx , G (x,8) = Z 2 cos) x
Vel V Y=l V

pov-)
0 ~
G (x,8) = 8, »% evcos]}x

Din litersture de npecialitete ,[27}.{28], l_??.l. TePRoy
ofnt cunoscute ine;alit tile:

o ~

(1.1.2) d’n (x48)>0 , XEjo,\lL o+ nEH , cu conditiile
(A) o, 2Kk ak}(k+l) 8,,1”2% k=1,2,...,n-1.

(1.1.3) Zn(x._ﬁ))o. xe]o.Tl'[ . nell , cu condititle

(R) kbt?(kd)b,“l) 0, %X = 1l,...,0-1,
1
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{1.1.4) Tn(x,;,—ﬁ)yo. xéjo,ffl'[ R nc® , cu conditiile

(C) @ =0 , (2“"”5;;‘:-1?‘Qk*l'b2k+179’ k=1,2,.

Molyimile formete cu polinoamele T (x,b), O (x, 8) ,

Gﬁ (x, ®) 8% cu seriile corespunzfitoare, pentru care su loec
conditiile (A) ai (B) , le not¥m resvectiv :

Te s 55332 -

Reanintim 3i inegelititile cunoscute (v. de ex. [7.1,
34))

(1.1.5) ’Z.(x)>o : ¥ xéJo.ﬁ[ s BEM (Fejér-Jackson)

(1.1.6) 0’:(:) >0 , x€ 1o, T [, n M (¥.H.Young)

(1.1.70 o< T (< Tox, xe Jo,TL, nen (r.rurén)

4

§ 2. Generslisarea inegelit%til Fejér- Jsckson

Vom demonstre in cele ce urmeas¥, o teoremi ceare ge-~
nersligees® fntr-un snumit sens, inegalitetes (1.1.5).

TEORFMA 1.2.1+ DacX numerele bk' ksn, me¢l,... m+a-~-1
astisfac conditiile

kbk‘;' (k'.’l) bk’l >°’ h" Ml. sew ..+n‘2

stunci, are loc inegelitates
nen-1

(1.2.1) 2w stakx>e, x¢e, <[ , nen .
kem Vs T §
Pemonstretie: Considerim functis suxilierd
| n-1
(1.2.2)  Py(x,&) « 2 SiB(LKX)x o7, 4]
k=0 1+k

Se aretd, fiAri dificultgie cX, minimele fonctiedi
Pn (x,0o!) in i{ntervelul ]o, [_stnt positive, deoarece

2= o
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velorile functiei F,_,(x,&) in punctele de minim ele functiei
Fn(x,o() . din acest
interval, sint pozitive.

In acest cez, dac® In plus are loc inenzlitatea
4

(10203) Fn( !ﬂ'-—;('“) ‘.->’ O,

atunci, rezulsd

(1.2.4) P (x,0{)> ¥x€ | i
24 n Xs 0, X 0, ?:;-( .

De aici, tregem concluzis urmitoare:
DacX pentru un numir real &€ ]0,1] gi pentru un numir
nsturel n, eu loc inegalititile:

T a
(1-2-5) Fno(xso()>ot ¥ xé]". '2_—0([ ’ Fn(g-:-o(ﬂ()zo. ¥ n,>,n°

atunci, rezulti
J
(1.2.6) Fn(x)?()> o, ¥ xe]o, m[, ¥a2n, .

Aceastd concluzie se poate exprima intr-o formi echivalen-
t% sgtfel:

Decé pentru un numir realAé [1, 4+ 00) 5i pentru un numir
natural o, exiat® inegalitatea

n -1 P~
$— sta(Aw) Jl
(1.2.7) =3 ‘s—xn + i: X > o, Xe-JO, !FI[

sl docl

-1
(1.2.8) § )\—ir sin ’%;%720 pentru ¥ n>n0 ’

k=0
atunci
2w (k) J
(1.2.9) sin( A+k)x , ¥ . , ¥ n_ .
B g o ¥rele "‘7\—-1[ 2%

Fecem fn (1.2.7), (1.2.8), (1.2.9) A= m€N™ . Lu%m n_ =1
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sinmx

In sceat ces (1.2. 7) devine -

> 0 care este ade-

viratd in intervalual ;]o, ?E:I :

Conform cu nronozitia de mei shs. este suficient a3
ar¥tim c8 (1.2.8) e adevirati, sdiocd

n-1 .
(1.2.10) Z tE m+k)”> o, pentru orice n>1

Der verificarea ncestei inegalititi nu presintd nici
o dificultete. Se 1iau in considerare doui cazuri

0

1°  men-l = 2p(2m-1)4r , Tr=0 ,1,...,2m=2

2°  men-1 = (2p+1)(2m-1)+r,r=0, 1,...,2m-2

In primul cas, se deduce

m-1
EE;'E%E- sin %ﬁ%{aé Eg;-(zﬁz%:t - L.

2m-1+k

1~
1 gink!
4m-2-k 5-’ i

1 1 1
deoarece ————p - L= - 20 k= A n—{
2m-1-k oB-1+K ~ Fm-ZK2° ¢ /

In cezul 2° , este mai ugor de stebilit (1.2.1l0).

Agadar, pentru ¥ xé]o, ﬁT ere loc inegalitetea
n+n-1
k
(1.2.11) ; 210 x>0- X&JO. ‘2—_{[ » B,AL N,
=M

Inegeslitatea (1.2.1) rezultX dim (1.2.11), folosind
gl identitatea lui Abel:

n n-]1 k
(1.2.12) Z UpV¥sp = Z > vy lug-uy g )vay, 121 vy
r=1 kel 1=l

Astfel, teorema 1.2.1 este demonstratid.

Inegalitatea Fejér - Jackson (1.28) se deduce ca un
cag particulr din (1.2.11) pentru m=l.
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& 3., Generalizeres si rafinsres inegelititii lui P.Turan.

TEORFMA 1.3.1, Dac 9 € Jo,:ﬁ.] gi ék(x,-t'a)é ﬂ; k=1,2,4.,P

atunci, are loc inegelitstes dudli,

(1.3.1) o< G (x,b) <b(W (0)-x), %€ Jo, o

P=l,2,eceyN unde con(e) = max {jzk(e) + é}
14k<n

Lemonstretie: Conciderim functias suxiliarid

(1.3.2)  Syx) o) - x - (x), p<a
Pentru punctele de minim ale functiedi é;ﬁ(x),
x; =2V +1) Jf /Py ¥P=0,1,2,..., cu (zv+1)T /o< O,
gate evidentsi urmitosrea ezalitate
2 Py o p
(1.3.3) DplX)) = B (%)
Tinind sesms ci
Sp(o)),o , 6-p(9)3 0, P = 1,2,...,N gl cd

o, (0>0, ¥ x&Jo, o] ,

din (2.3) rezultX prin inductie ci

§,(x)>, x€Jo, o] ,o=1,2 ..., n.

Folosind acest rezultat gi %inind seama de (1.2.12),

rezult® inezalitatea (1.2.1) g1 teorema este demonstrati.

Remarc3. In cssul perticular & -:H-, gse obgervi ci
A TTTT—
Wp(dl) = J 1 dacd b, =1/k , se obtine din (1.3.1) inezali-
totea (1.1.7 ) latoret?® lui P.Turén.

Tin nceast® tcoremi deducem corolarele:

. —_— rat
Corolsr 1.3.,1. DnokX Z(x.b) G—J;.-atunci. are lor ine-
talitetea dudli )
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(1.3.4) o< ©(x _t;) < a8y (cJ(e) -x) , xé]O. 6[ ’

unde J(0) = aup{g (e) + 9} ] (e_é?f)
n€lX

Corolar 1.3.2. [DecX numerele b,, b3' ses by g se. 98-
tisfac inegslitX(tile (2n-1)b, 1>(2n+1)b2n+1;>o, nel,2,...
atunci, este getisficutd inegelitates dubli

3/
(1.3.5.) o< Z_l by 7 #in(28-1)x< bl(w(el- 3’1 ) xé]o, e[
N=

Pentru demonstrafie, este suficient g% observim ci -
n

%j by _1@4n{2k-1)X = X 62::-1("3’)* gh_l(f;,gx;b,
=1

Se aplicX apoi inegalitates (1.3.1) gi orin trecere ls 1li-
mit¥& rezult¥ (1.3.5).

TEOREMA 1.3.2. Dacézn(x,b)é g;, atunci, pentru ¥ méﬁ!,
are loc inczalitatea dudbli '

(1.3.6) 0< Tlx, )< b (. (%)L x), xeJo, %

- i
Demongtratie: Pentru © .‘% » valosrea lui ) este :

I~ g . T
(1.3.7) W(z)=0C 4 (->+-.

Deoserece max {Z (= )3 g -1 ( 5 ) R

1<k<m
Consider#m .casul n > m . Se poate scrie

J g L
Cal3) =Cpal5) #5485, 485+ wuu,

unde

i . >
3 —J:iLl— ain !ﬁL si

1 k=l kem+i

Py sm-l , P]_; p22/93 2
Bste evident o, dack 1<1p1<fm-1 » atunci Sy ., ou mai
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avere, ultimul termen in suma Sl+32+ eee 5 fiind Si.

Deoarece S, ;< 0, S;,> 0, ’321:-1] >S5, » Tezultd ci
S, + 3, ¢+ ceet L 0O

3i cu =zceasta teorema ecte cemonstrati,
nin acrastf tcorem3, Folosind si (1.2.12), avem

Corolar 1.3.3. Pentru orice m&iN™ » 8u loc inegalititile:

- J - d
(1.2.9) o<Q (x,0)< bl( an_l(g + Fﬁ ~x) , (x,b)é-q,g,
xé]o . J?[_ 7

(1.3.10) o < Z b2n lsin(cn-l)xc bl( @ 1( )+‘1-T- - ),

n=1

¥ Xé]o,J-:; , unde (Zn-l)bzn_l>(2n+1)b2n+l>o. n=1,2,... .

Demonstratie: Inegalitatea (1.3.9) este evidentijpentru
(1.2.10), avems

n

o< Zl'bzk_lsin(2n-i)x = % (zzn_l(x,-b) +

ey J
*azn_l( i -XQb))< bl( Z 1 m ) + :{{ - % )

3¢ face apol n —» 00,

Tinind seama de cele deonstrate mai sus, din punct de
vedere rafio chesatiunile se prezinti ce Tn fig.l.

Coordonatele nunct lui Bm’ m>2, sint:

J

X = -
m m°*

T, J T J
Yo W) -3 "zg-l(ﬁ) e

m(m+l)

Problema care 3e oune egte dac® 21irul (ym) exte crescéd~
tor, in caz afirnativ, nunctele Pm ge afl% sub dreapnte

X
y = j%—“—"-dt(-lmym)
° m=> ©C
Polosind formuls
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Fiz. 1.

(1301 p) = Ged) 1§58 + 35° gy,
§€ [h hed ]

unde & este o functie de douX ori derivebild pe [k, 8+h] ,
ge arati orin citeva majoriri succesive ci

J Vi 24
Yps1Vm z'E; 1(-_1) é”)*‘ﬁ sin m+l ~ m{m+ m+ °

de la un anumit rang m .

Astfel, dupd cum 3e poate obgerva pe figur¥,problema
gtudieté mal sus, constituie o rafinere a inegalitatii

JT
(1.2.12) o<8n(x5)<b1m1n( Jx , ji’-*-%—" at) ,
© X C,
Inezalitaten J ~

<iaint gt . 1,8510...< +1, xR

(1.3.13) lj; aigkx

o
Jacks
este datorati lui D.Jackson [521172].

BUPT



- 9 -

§ 4. Generslizsres si rsfinsrea uiei inezalititi a lui
C.Hyltén - Cavalliusg

In scest psragref vom stabili elteva inegslitifi esupra
polinonmului trizonometric O“n(x) .

TIOREMA 1.,4.1. Polinomuléf%(x) satisface inegalitastea du-
bli

(1.4.1) cosnx +(-1)™*1 _ <0 (x)<minl ¢ (x), W, (2))
e 2n n n n *int”

¥ XGJO,F[ s 2ide s-g notat

G a(x) = - 1n ain § + L o,
A+l

Walx) = - 21n sin m o+ S2I22 ;g'l) - q;
n
oL =kZl (-1¥* L (> o)

Pentru demonstratie, dim urmitosrele leme:

Lema 1.4.1. Polinomuld'n(x) verificd inegalititile:

T -x

(1.4.2) - 1463(1) ~ 1n sin ;2: + og— - °(n, xéjo,ﬁ[

Derionatratie: Considerim functis suxiliari

ot

(1.2.3) 8 (x) =07,(x) + 1n sin 3 -IL'Z'-’E- -, x€]Jo,0[
In ovunctele de mexim sl functiei ﬂn(x) .
x%-%.\?: 0,1,24..., 838 c& 0 < x!;l<f}v,

are loc egslitstea

(x2)

(1.4.4) Balx, ) =8 (=]

n-1
care e verificX imedisag.

FPie functia

+ 1

In tul de i xl I 8. ( ﬁf)
puictu maxim X, =« % , svem @( % ) <o

Avem o1 #, () <o, 1in 8,(x) = - 00 . ReaultX
o+

51(1) = coax + 1ln ain % - J%:Z
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¢1(x)<o, ¥ x€ ]o.r\ﬂ'[.

Pin (1.4.4), folosind metoda inductiei, rezulti
,’dn(x) < o, ¥ xe_Jo.rF[

Lema este demnonstrati,

Qbservetie. Inezalitates (1.4.2) constituie o rafi-

- ar e e o o o db o e

nare s fnezalititii;

(1.4.5) GJ(I) < -1n sin '2 L -

detoratd lui C.Hyltén - Cavallius[‘io])f?ﬂ.

Lems 1.4.2, Polinomulcrh(x) satisface inegalititile

1 )n+1

coa nx +{-
(1.4.6) 7

- <60 <K, x €laTL,
n€N

Demongtretie: Iezulii imediat din idcntitatea {(1.4.7)

(1.4.7) Gn(x) = - %j cosnx ctg% dx - 1ln sin %
x

cere se stebilegte firi dificultate.
Demonatratia teoremei rezulti d4in cele doud leme,

In continusre, folosind rezultatele de mai sus, vom
3tabill gi 2lte inegelititi,

TEOREMA 1.4.2. Pentru orice x € Jo.'ﬁ[ » NEN are
loc inegalitetea dubll

n
max( ?n (x), ?n(x‘) Zl:_msg%’ll! <

(1.4.8)
< min (ﬁ(x),%(x)) ,
unde e (x) = £08(20-)x _ , x
(% alX 2(z0-1) + ln cos »
Y (x) = S08(zn-1)x _ 4 . x
¥l 2(2n-1) nein g
C'on(x) =-2 (1n cos? -2+°(2n_1-1)

%ph(x) » 2 (fln sin » 5 22:5 - (¥2n-1 +1)
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Demongstratie: Avem

a 2k-1) 1 e
;2; cos%ﬁ-iﬁx =72 5En-1(1) - 6;n-l(‘y-X))

gi din (1.4.2) deducem
n cos(2k-1)x ®
n (x)

(1.4.9)  Gp ()< 7 AT =¥

Din (1.4.6) deducem

(1.4.10) ?n(xxzz_ 2o8(2k=1)x - (x)

Teorema € demonstrati,

TEOREMA 1.4.3. DecE(Tp(x,E)éQTg , 8tunci au loc ineza-
lit%gile:

~

(1.4.11) 14 0—9(1,3) <e, (-1n sin % + ijz-l + % )

(1.4.12) - % al(-ln cos % + % + % )

IN

oo
2 ay,_1 cos(2n-1) <
1

é % ay(-1n sin % + :J—{z-—x +% Y , ¥ XGJO,W[

Demonstratie. Din (1.4.2) deducem

-
(1.4.13)  o<gd (x)<-1n sin 3 + X2, xeJoul new

iar de sici rezultd pi:
(1.4.14) 0(..0‘: (x,8) < & _(-1n sin % + 1'2:1 + % )
Astfel, inegalitatea (1.4.1]) este stabiliti,

In (1.4.11) se fece schimbarea x — 1 -x , se Tnmultesg~
te inegalitatea satfel obtinut¥ cu -1 i se adun¥ aspoi 1lsa
(1.4.11). RezultX (1.4.12).

Teorema este demonstrati,
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CAP,ITI, INEGALITATI ASUPRA POLINCAMELOR TRIGO-~
HOLFTRICT DE IfAI MULTE VARTABILE

§ 1. Leuctii functionsle encratosre de inegslitXti asu-
pre polincamelor frigonometrice

In scest varagraf, se prezinti schema genersli, de dedu-
cere a unor inegalititi ssupra polinoamelor trigonometrice de
nai multe variosbile, utilizind inegalititi relative 1la pclinoa-
mele tri~ronometrice de o variabill,

Pentru o nrezentare unitsri, se folosegte o ecunatie fune-
tional¥ gi se demonstreazd o teoremi ssupra unei clase de so-
lu$il ale ecestel ecuatii,

F4e ecuasyiile functiorsle

(2.1.1) f(z=x,2z-y) -~ £(x,y) = f£(3,3-x-y)

(z.1.2) f(z-x,z-y) + £(x,y) = £(z,z3-x-y)

In[86] , [148] , se demonstreazX c#, soluyiile ecustii-
ior (2.1.1), (2.1.2), §n clasa functiilor local intezrabile,
sint de forma

(2.1.3) fx,v) = q;(x-y) ~ @ (x+y) respvectiv
(2.14) f(x,y) = S':(x-y) + g(x-ty)

in care, 9; este o functie local interrabilX peri, iar ,?,
eate o functie local inte:rsdild, impari.

Notim f:(p.q) mul{imes solufiilor ecustiei (2.1.1) care
satisfac inegalitatea dublil

(z.1.5) p(x) € £(9,x) £ q{x) , ¥ 36{0.0]

unde p si q sint doud functii definite pe [9,9]

Notim ‘66 (f,g) nultimea solutiilor ecuatiei (2.1.1)
pentru care f{x;x) este derivabilX pe (0,0) gi

(2.1.6) QS (r,0)€ 2(x) , ¥ x&o, 2]
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$ d fiind doud functii continue pe [0, 26] .

Cu notatiile urmqtoare

ﬁ'
(2.1.7T) 7\("( /B) = fg(t)dt AH /5) = J' g(t)dt , avem

TEOREMA 2.1.1. Dacé féCD (p,q)l')f (S‘ S) « stunci
au loc inegglitivile urmitoare

(2.1.8) %A(x'y’ X+Y) Sf(xoy)‘é%/\(x'yo X+Y) »

(x,¥)€ [0.9]2 , X+Yy< 6, x>y

(20109) %.}\(y-x, 2G—x-y) + p(x+y-6)_é f(XJ) é

£ %[\(y-X. 28-x-y) + q (x+y~ 8) ,

(on)é- [O’OJE ’ x"'y)/e s ¥ 2 X

Reciproc, dac® f eate o solutie a ecustiei ( 2.}.1 )
gi verific¥ (2.1.8) si (2.1.9) , atunci £€ éog(p,q)ﬂé(j’,g)

Demonstratie: Dac¥ f este solutie a ecuatiei (2,1.1)
atunci

(2.1.10) £(x,y) = ?(x-y) -?(ny-) ,

cu »o » functie par¥ derivabilX pe (o0, 260 ) i
1y (x,0) = - 2qo' (x)

Se integreasi® (2.1.6) peE( ] [o,éj gl f&Zcind epoi achim-
birile x+y = /% s X=y = &, rezultﬁ (z.1.8).

Fie acum (x,y)é_[o 9] s X+yg2 6, Punem

_F:- e - x, WL =8 -y, 5?4-?‘§ 9.

Conform cu (2.1.8), avem

(2.1.21) FAE-Y L5 D e EDEFAGE-LFD (g2

Tinind seams c¥ £ verificd ecuatis (2.1.1) avem:

(2.1.12)  §AG- 15+ PrseC o-F, o) - rte,0-5-1) <
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adicl,

(2113 FAE-NED + 26,0 SP<eeo -F e _T)é
< BNG-15 + 20,0 F-70.

Tintnd seams de (2.1.5) avenm

p(e-f-’Z)ét(a,e -f-f()g ate £

Revenind le ?- 8-x, 7&- 8-y , din (2.1,13) resultd
(2.1.9).
Reciprogc: Dacd Im (2.1.9) luim y=0, se obf{ine (2.1.5)

gi deci & 'ge(p,q). '
Dac¥ In inegalitstea (2.1.8) impirtim fn ambii memdri
cu ydo gi facem svol y —» o , obtinems

Xx+y
3 lim lS ©(t) as&lim f(x,7)-2(x50) £
y=o ¥

x-y y=o y=0
X4y
é %11“ ‘;'j g(t) dt‘,‘!é[o,ﬁ-]' b

y—o X-y

adic&f (x)< f} (x,0)< g(x), ¥ xé[o,ej
/
gi dect féf(j’.é) . Q.E.D.:
e

/
Corolar 2.,1.1. -Dac¥ f£¢ e(p,q)/\fé (f,g) gi au loe
inegalititile

04X 6+x
(2.1.14) p(x)2 % 5 ?(t)dt . q(x)g% g(t)dt.

9-x 9-_-!

x¢ [o0,6]

atunci are loc inegelitstes
(2.1.15) %}\ (y-x, z+y) < £(x,y)< %A(y-x. x+y)
¥ (x,5) € [o,e]z » Y2 X .

Demonstratie : Inegalitatea (2.1.15) coincide cu {2.1.8)
Pie (x,y)@[o,oj . x+y}, e.

Avem, %inind seama de (2.1.14)

BUPT



- 15 -
%A(y—x, 20-x-y) + p(x+y-—6); %A(y—x,Ze—x-y) +
l:l l;l
+ 5 A(20-x-y, x+Y) = 3 A (x-y, x+¥)
De a:emenea,

%/\ (y-x,20-x-y) + q(x+y-0)$%/\ (y-x,20-x-y) +

+ %/\ (20~X=y,X+yY) = %/\(y-x,nwy)

3¢ ponte arita c& gi reciproc , adici inegalitsatea
(2.1.15) implicX inegelitXtile (2.1.14).

/
Corolar 2.1.2. Daci fé@é(f.s) ‘estfel incit f{(8,x)= 0,
¥ x€& [o, 6] , atunci existi inezalititile :

(2.1.16) %A(x-y, x+y )& £{x,y) S%/\(x—y,xw)

(x,y)€ [0,9]2 , X+y<$ 8, x> V.

(2.1.17) %)\(y-X.ZG—x-y) $1(x,y) 4%/\(?4.20-:!-3)

2
(XQY)GLO’Q_} » XY 29, yox
Recivroe, din (2.1.17) rezulti f£(9,x) = o,xé[o,f)]

Cemongtratie: In scest ces, se pot lua

o(x) =q(x) = o, xé[_o.G], clei r(8,x)= o.

Pentru recivroeX, este -uficient s¥ luim y=0 in (2.1.17)
9l svem

%R(e——x. D=X) = %/\(e-x, 6-x) = o

Corolar 2.1.3. Docid f este o solutie = ecuatiei (2.1.1)
nentru cere sint satisficute condiyiile

(2.1.18) £(6,x)20, x¢fo,8],
(2.1.19) £ (x,0)3 0,x¢f,0]

ot ‘noci, are loc inezalitatea
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(2.1.20) f(x,y)) o, (x,y)E& [0,9:12

Reciproe, din (2.1.20) rezult® (2.1.18) si (2.1.19).

RemarcX. DscZ se considerX ecuatis functionsli (2.1,2),
se poete stabili pentru snumite solutil ale ei, o-teoremi a-
nslog¥ cu teorema 2.1.1., 81 ase pot, de ssemenea, deduce co-
rolare corespunzXtoare.

In cele ce urmeazd, vom aplica mceste rezultate la ex-
tinderea unor inegslititi trigonometrice de o varisbili, 1a
alte inegslititi, In mei multe varisdile,

Introducem notatiile:

(2.1.21) T, (Xj0e0e0X, )} = Ef%"TEI' sin kx
= ’v‘

n sinkx,
(2.2.22) P, (xy400003,8) = i TT%—T%— - b Em
=] V=l g
Pacem observatias importantid8 ci polinomul
' : sinkx1 ainkx,
(2.1.23) Tn(xl.xz,S) = - by — %

este o solutie s ecusyiel (2.1.1 ) , ceea ce rezulti imediat
din scrierea

n
. b,  coak(x,-x,)
(2.1.23') Tn(xl,xz,'s)-z ?‘5 kl 2. .
k=1 n coak(x1+x2)
N :
) x )3
k=1

Mal genersl, observim cX urmitoarea functie

n
sina,x sin«. ¥y
(2.1.24) @(x,y) = b k. . ol y cu X, € R,

este solujle s ecuesyiei functionsle (2.1.1).

§ 2. Generalizaree urei inezelititi s lui Fejér.

TEOREMA 2.2.1. DecHd sint indeplinite conditiile .
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n sinO(kx
n sin<fke sinead x
k .
(2.2.2; b o ¥V x. fo, ©
‘ 2; k Xx x 2 t[' ]

atuncl, are lo¢ inegalitatea

n sine{,x 3in &

k ky LY - . 2

(2.2.3) 2; kT < 2° WX &fo,9]

Recijproc, inegraiitatea (2.3} implicld inegalitajile (2.2.1),
(2.2.2,.
Denonstragier Ferultd lmediat prin aplicurea corclaru-

lul 2.1.53.

Inegalitd,llcr 12,2,2), {2.2.2) i (2.2.3) le corespund
inezalitaygile (2,1,18), (2,1.19)., (2.1.2Q).

Drept caguri pzrticsulare mail importante sint pcntruCDCRék,

oKX= 2k=1,
fN

Cazul 04 =k ¢i v =14 , este remarcabil -i el corespunde
urmrétoarel taoreme a 1uil }ognr'£4]

Inegalitatea

— n 31rniax i ~

(2.2.4) '.l‘n(xl,b) = E by —F— > v pentru 4 xlc-[o, U]

A=

are loc, ducd $i nuwnal duca are loe ingriltates

. Lo sickx, sirsx, w2
(2.2.5)  Tatxpexgvi = g bt —— = 20, (xy,X,)€[0,0]

Yr,URBVA 2.c.<. Dacd b1>/ b2,>...>/‘un , atunci

(202.6) I (h 9%y renesX 08>0, ¥ (Xp,.ex 3€J0,0["

pewonstrugier Fle lu=galltates 2,1.3.)

'l‘n(xl,'ﬁ ) Do, xlbjo,'U[
vin teorewa lui fe 8y anintitZ sal sus, rezulté
(2.00T) T (KX, >0, (xl.xz‘,{-Jo:&f[d .
\ L

-
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Aplicati aceastd teorem3d succesiv inegaliltdgili (2.2.7)
si urmitoarelor care se obyin, rezultd cu usuringad inegali-
tatea (22.6),

In le;"turd cu aceastld inegalitate,facem in continuare,
citeva observa|iiz '
Observagiis 1° In [}4] inegalltates (2,2.6) a mai fost

demonstrata in carul by=b,=...=h =1 (v. i[77]), éar cu con-
diyia suplimentard X +Xp+...+x, <} o

2° In condigiile
(2.2.8) by >byy ... b > o
2k=-1 ni,
by Py 1< k¢[3])

L.vVietcris (v, de ex, [77]}, stabileste inegalitiyile:

n n ~
{2.2.9) E b, sinkx >o, E b coskx > o, o <x< I,
k=1 k=0

In conaigiile (2,2.8), (2.2.6'), acelagi autor stabi-
le te gl inesalitatea

(2.2.10) 3 (ko |m| 22&1‘-"—)>o
“= kK v=1 k

m [d
ventru xvéIp;FI, Y = 1”_.m1,2£‘%’<ﬂl
=

£.2.2, inegalitatea (2.2.10)
) ‘.’.xl.xz,...,xféjo.'ﬁ[— .

Aga cum rezulti din tevrema
are loc cu sirngura condiyis (.2.2.8

¢ 3. kxtinderea unei inegaliti,i a lui r.%uran

In cele ce urmeazi, ne vom ocupa de inegalitutea [77],
{133
(2.3.1) 04 sin® X (ctg X - ”:, )(Zn(x)<7j- x ,

2 2
xE 10,77[.

heamintim ¢i1 Inegalitatea (1.3.13)
s

(2.3.2) ]& (x"( 8int 42 = a=1,8519 (éf'\’,
/ n ¢ 1 - =l s e a 5 "l) xem
[e]

BUPT



- 16

TEOREMA 2.3.1. Dacﬁ. n.umerele (9 1° bz. s Gn satisfec.
condigiile . bli)’ 'bv+17°ov= 1,2,..., n-1, astunci,
eu loc inezalititile

(2.2.3)

0<;Tn(xl....xm:§)<'blmin(sz...xm,(ﬁ’- xl)xz...xm)
¥ (xl,...xm)éjo ,J"[[m

(2.3.4) Tn(xl""xm:s)l<: blAlxz...xml
dack (Xy9Xpe00x ) € rR®
Cemonstretie: Din (2.3.1) rezultid si
(2.3.5) o< T,(x,b) < by (Il -x)
3e aplici apoi teorema (2.1.1) succesiv 3i rezulti
(<.3.6)

0 < Tn(xlgoo-xm'—b)<b1(:ﬁ" Xl) 12...)(
¥ (xg0eeenx )]0, T[T .

in (2.3.2) rezulti =1

(2.3.7) T (x.0) L bjA ,  x € R.

Aplicind scestei inexslit3ti teorema 2.1.1, se obtine
inegelitatea :
{(<.3.8)

Tn(xl....xm.—i))< DiA XpeeaX) (xl,....xm)é R™

Din (2.3.6) si (2.2.8) reszsultd (Z+3.3) si (2.2.4) ,Q.FE.D.
Corolsr 2.3.1. Decid 51252) ces ;LG_1> o, atunci
are loc inegalitatca:

(2.7.9) o< l

n sin(2k-1)x
S by ]l |

bIA
T

l<f Ixz...xml

¥ (x)..e0x )€ RY

Demonstratie:

- ——

1

TrRTAE '
10 - {
mauer - TRy

il
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gl se face schimbarea x, —> -X;. Adunind (2.3.3) cu inega-
litatea sstfel obtinutd, rezulti (2.3.9).

Coroler 2.3.2, Daci L:1;L, 22> ...>L, n> ...>o.
atunct sint verifieate 1negalit§tile

sinnx
(2.3.10) o< Z‘D ——k<‘:1min(.kx2,...xm(//T-xl)xz...xu)
4

n=1 R k-l n

¥ (xl,...x ejo, ™

in
(2.310) n-l E_T Tk l<b A,xz...x l
¥ (xl....x YE R™
(2.3.12) b 91n(2n-1)xk by A
.3 422;. 2n-1 'ktl -1 l:xz...asll

¥ (x)se0eX,) ER™

Demonstretie: InegelitXtile (2.3.3), (2.3.4), (2.3.9)
sz loc pentru orice n. Rezult¥ (2.3.10), (2.3.11), (<.3.12) .
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CAP.ITI. STUDIU ASUPRA LOCALIZARII ZFROURILOR FUI'UTII-
LOR ANALITICE DINZ(, *

§ 1. Introlucere, In scest canitol vor fi utilizate une-
le inegelititi asupre nslinoamelor frizonometrice de o variabi-

1% Tntilnite in Cep. I. (cunoscute sau demonstrate), in rezolva-
rea unor nrobleme relative la localizarea zerourilor functiilor
snalitice,

Keanintim estfel:
(2.1.1) zn(x)>o. x€Jo ML, ne®@ (Fejér - Jackson)

(2.1.2) o'g (z) 2o, xe]o,iT[', neM (J.H.Young)

n

pin(2k-1)x
(2.1.3) 2 >o.xéjmﬂ[,néﬂ
k=1 2k-1
n-1
(2.1.4) ’Cm.n(x) - E;; sin%;k)x>o’ x€Jo, .31?: [’ 0 EH

Inegalititile (2.1.1) si (3.1.3) sint cuprinse in inega-
litatea &4 :

p
(2.1.5) EE: gin(2k-1)x oE sinckx o
- Z_T> .

o<x<, -14§& <1, q=p gau p-1 .
T’rinn notam cluse funcyillor de forme:

e ) =D s 3", |5)]< R (<eu ), unde

n=0

8n>0, n-o,l.z,..' 3au 3n>°’ n‘o’l.z’coo'm' 8m+‘= 8m+2-.oo.'°

(m-arbitrar)

(‘30107) f(z) = Z C Z 'Y Cné C. N= 0.192.0009 FI<R ’
n=0

introducem vrmXtonrele notat{ii:
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(4]
a s P =-1,0,1,2,...,

sl

— n
a)p[:]- inf 53o+T
nz2l

_— Cc
Cdo[:J'Coo[f] ’ Cds[f]’ min ( % lzil’coo[f] ) . 8=1,2
v[t] = @ 4[]
Moi notém T4 g1 (] mulyimile de functii €inZf{”
de forma (3.1.6), care nu se enuleasd in | 3| <R gi respectiv,
cere nu sdmit serouri complexe fn |s|<R.

Multimea serouriler complexe peantran £{(z), dinm IszR
0o notZm cu 2 < s, lar nultimea tuturor serourilor, cu z_;

£

In cele ce urmeazd, se Tantreprinde un stndia asupra
unor limite inferiosre ale modulelaoyr zerourilor functiilor din
;6* gi ele unor combinetii de esifel de funckii,

Se obtin citeva resultate in acest sens, din care se
deduc gi conditiil suficiente pentru care functiile respective
nu se¢ anuleazd in interiorul cercului de convergenti al se-
riilor pe core le represinti.

§ 2. Proprietiti ale functionalelo;_&)k[f] (sau

_Egklf(z)l).

Lems 3.2.1. Functionalele (O, :7g" —> R3, k=0,1,2,
8gtisfec urmitoerele proprietiti:

(3.2.1) we [E20y [£120, (120, ¥ £€ 78

(3.2.2) Q] =w [2], wLe R, ¥163¢

(2.2.3) Cdk [£(2) +/£.];Cdk ):f]. ¥ /3;, o, ¥ ¢ G(}g+
(3.2.4) @, [f+g] > min(w[e] W[E]) , f,e€F".

1

(2.2.5) 1 é + 1 s T ,8€ *’ k=1,2 ,
o Lfe] S (r] Gule] He

Demonstratiez Proprietﬁﬁile (3.201) » (3.202)' (202'3)
aint evidente. Pentru demonstrerea inezalititii (3.2.4) este
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suficient s se fac3 apel la inegalitatea cunoascuti.

a D O a.
(3.2.6)  min ( g= ) (3, dya; M/ (5 &;b )< mex ( =)
1-Tp 1 i=1 =1 T i

care are loc, oricare er fi sistemele numerice (81,82 oo aD),
(bl’bZ’.."bp)’ (O( 1’ dzs-'Odp} cu ak’bk’

Pentru (%.2,5) fologim de asemenea inegalititile (2.2.6).
Fie f(z) =é 8,2 g{z} azo bnz . h(z)-{ (z)q(z) = a c %

k 0, i{=l,£,c.0po

's)
Avem:

c a b
-é-';-; min(t -5-‘1’- ,(1-t) ﬁ Y ain(tw,[£], (1-t)X [3]), ¥ tefo,1]

nc, ) n 8, . n bo n bl n o
Ty MO BTy Y R E BT BT )
> min (t@ [f], (1-0)W0,[z] ), t€fo,1].

Leducem Ce eici
(2.2.7) @, (f.gpminCtw, (], (1-0)0,[z]), k =0,1,t¢fo,1]

ai evident,

(3.2.8) wk[f.g};sup min (tW,[f], (1-8),[g]), k=o,1
tﬂ},l]

Punc tul to'éfp.l] , nentru cere €ate eting sup de umsi sus,
erte dat de ezalitates

o, [t] - a-vw,[=] .

Obtinem astfel inegslitatea

@y [1J0 (8]
@, [f]+ @[]’

al (2.2.5) eate denonsirati,

(3.2.9) Wy ff.g:]; k = 1,0

AcesstX inegslitete, ve fuce un rol impo~tant in nroblemele
care urmeasd,
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Corolar 3.2.1, Pentru ¥ f,ge&]{f, existd inegalitatea

\ 1 . . 1 1 ——.}-a——- 1
(3.2.30) gy WINCGURIT Y G031 GatET ‘oot

8=0,1
Demongtratie : ezulti din ovronrietatea (3.2.5)
CDI‘O].S!' 3.2.2. Dentru fl’ f’z.'o'oo,fpe"m gidl-.-o%-oo
PN o(p,é Q+ are loc inezalitates. )

p -
(2.2.11) cog[?(kfk]; k‘;‘%“ds{fﬂ) , 5=0,1,2.

Demonstratie: Rezult¥ imediat din (3.2.2) si (3.2.4)

Corolar. 2.c.3. laci fl' fz,...fpe;é+, atuncl existi
inegalitatesn

1 <min (— + 1 Fouutd =2 ),
Wattaee2] (1) “8[T1] alf1,] 402[!1;

8=0,1,

(3.2.12)

ier minimul se ia in report cu toate permutirile (i,) sle nu-
merelor 1,2,...D.

Demonstratie: Inegalitatea (3.2,12) ge deduce din
inegalitaotea (3.2.10o) prin asocieresa produsului fl,fz,...,fpc

Corolar 3.2.4. Pentru orice f€XH,* sl pec M, are loc
inegalitatea

(3.2.13) 1 1 =1 = 0,1,
G <G ‘Gt T 5= 0l

Leme 3.2.2. Tie sistemele de functii dinl@,*

(fi. f%. ...,f%l)..;.(f? . fg ;...,fgm). Are loc inegalitatea
m p 1

(3.2.14) You| 2. £ £
i=1 k=

BOX 4 pin( i R S -
veien (G @alfe) "Dl a0 T

in cere minimul se ia in raport cu toate permutirile
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(kl. kz,.o-’ Di) ale numerelor 1 L,-cl,pJ,.i= i,mo
Lema este demonstrati,

§ 3 . Linitarea modulelor zerourilor unor combinatii de
funetii dinfl,’

Cu pregitirea din § 2, trecem acum la studiul amintit
le inceputul aceztui cenitol,

C
Lema ?.3.1. Pentru orice fej@*’, Z, & L oo zie :z,ff y 80
loc inegalititile

(2.3.1) (5@ [£], |2, [£] -
Demonetrat;g Cu notatiile ; = reiq’ ai
D=

(2.2.2) K,(r Jfre) = S(r) + Z._.: g(r)o"’ (?)7‘ +
+nanr Wn(? )

* DS s eyt
(Z.3.3) In(rg? »8) = =1 )’(r) ch ( ?) + ne,y /Cn( % )

unde go(r) = ao-a1f‘ . é;’(r) - VaV - (V +1) T 1,25 00

avem

(7.2.4) Re f(z) = lim Kn(r,f’.g), Im £(z) = lim I (r.p, a)

Nty 6O n—yoc

Iimpuaem conditiile Sy"r)>o ’ \7 1,2+« 81 tinind seams
de ine-alititile (3.1.1), (7.1.2), r=zultX Im £(z) > o, ¥ ‘Pelo,Ti[

31 deci are loc prima ine -alitate (3.3.1).
Tentru un z€ro reel, se tine gcarne de expresia lui

Kn(r,?s @) si ficind acelessi consideratii, reznlti s dous ine-

!Blitate (?-/01)0

99355!2&12' Pentru o func{ie de forms
3

f(Z) - ao—alz + QEZL et 833 ¥ ecae » Bn7 L] * ns= 0)1.2'.”

rez ltatul de mai sus rimine velahil (e suficientd schiumbarea
3 — - 2).

Din lens de el sus, rezulti imediat

Corolar Z2.2.l. u.aci siiunl (ne /(n+1,an+1)n;,1 este u.d.
atunci f}gf = @ . DocX in plus a /al'>‘R, atunci P 4
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(# - multimea vidi).
TEOR™A 3.3.1l. Dacl pentru &', exist un nunir

netursl n, asa fncit sirul (kak/(k+l)ak+1)k ne €Ste m.d.,
atunci f(z) # o in Gomeniul

08;1 : zl< ?, -7/(2m+1) < srg 5 < T 7(2m-1)

Demonstra;iei pentru f(2), avons
mb

Imf(3) = f Tvsinvf;-r lim Z.S (r) T

Y =1 v y=0 “+m m, Yy

+ (m+n-1)am+n_1rm+n'1 z‘:n n-l(f")]

Daci s 6'08 m® 8tunci Imf(z) 2 0. Intr-adevir, m’v (fo)}o‘
(v.(3.1.00), GE Jou mhy| » V=0, 1, 2, c. si cun gi-

rul (kak/(k+1)°k+1)k7m este monoton descrescitor, rezulti ci
pentra ¥ r < R, (r > o), avem

kak"(k+1)ak+lr> O, k = m'm‘*l....

adicd
y+m(r)>°. v = 0.1.2'000
Teoremes e demonatrati.
C2m mal jos 0 tecoremd genersli referitosre la zerou-
rile uiel enumite combinaetii de funcfie din .

| ZBORENA 3.2.2. Fie m sisteme de functii dinZf *
(£], ¢ -

3 » ...,fp )y eee (£}, £ ,...r"‘ ) ei fie functia

(3.3.5)  F(2) = Z_Ti\ ol () , os\-lért,é +0o

1 k=1
¢
Dack s,€ Jy 9i Zoé p » otunci svem

|2, l L, ot (s&’}Lo unde s-s notat
(30306) L 31/.11131 1 +...+
] 8 1cicm (k ) A [f ] w[ i

s=1,o

Demonstrajier Conform cu leme 3.3.1 funciia F(z) na
se anuleazi En domeniul |sl<a)1 ‘:Pl $i nu sdmite zerouri com-

(50) e,
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nlexe %tn domeniullz[éwo {F].
Cin lema 3.2.2, rezultd evident

O\Js(Plst’ 2= 1,0 »

Peci, £{z) au 5 savleszi in domeniul | 3| < i #i nu acmite zerouri
complexe in cdomeninl |z|<L° .
Teorema e denonstratiX,

TRUREHA 2.3.3. Yie f¢ '}’6’ si numerele neturale p, p,<..
...<pn. Oricare er £1 constentele pozitive /\o ,A 1° "*"An °*
functia

(Z.3.7) F(z) -)\o + )\1 fpl‘(z) + Azfpz(z)h.n)nfpn(z) ’
nu se snuleasi in domeniul
col[f]cd?_[f]
(pg-1)0 [ 2]+ @ [ 2]
gl nu admite merouri complexe fn domeniul
P W I3, [£]
(p,-1) @, 1]+ @,(1)

Lemonstratie: Conform cu corolarul 2.2.2 , avem

(3.3.8) 2| <

(2.3.9) \1

2.2.00) ¢ [F] 2ntn (w‘[rplj . &J'[fp"’], ...w.[rp"]}. s=1,0
Conform cu corolerul 3.2.4 , svenm

i MRS WL, -t
W] T Q,le] o, (]

(2.3.11) . care se mail scrie

W, t] @, (2]

(3.302) w, [£4];
s 4 (n, -1) ‘O'IfJHOZIfI

s g =1, o

Se obgervi ok =zinliiul din (2.3.2) este atins cu k=n,
Aver Ceod,

w.[’]; Wy [f“wz[‘] a«1, 0.

(-1, frle 3 le ) .
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gl cum F(s) nu se anulemsd §n :léxﬁ [P] si nau admite gserouri
complexe in [u{z_’w {P s teorema e demonstrat&.

el venersl, teorema poete fi enuntati sud forma urmi-
toare (derongtretis riminind sceesgi):

TEODSHA 2.3.4. Fie £, foy.ee0fp E 9i PyLPpl el Py

Functia
(Z.3.13) F A, 21 A1, 2
iy IR 1(8) -Ao + 1 1 (z) + 242 (Z) + ees

.vee 4 /\n fin(Z)'/\o7"'/\n>°

nu se anuleazt in domeniul

s S0 AP I 4
(:?¢3014) ‘ sb{:“iﬂ CJIJ: g]vci[ kj} -
E (0, -1, [1,] 4_-&)2[1'1“]

gi nu admite zerouri complexe in domeniul

(7.2.15)  |zlcmin —=0 [rioa [ £,

k (py-1) wo[ka Wyt ]

H:{{) ,.'l"‘? -4. oDe }“ie p funcgii fl. f2' .-C.fpé%* .

notute
oo
(2.2.16)  £,(2) « 2 e{¥) 3, aclafca, £ +40, k=l 2,...
Teed toate girurile (naé",’(nel)agﬁ )"3 1¢ E=1,2,...p

sint monnton demcreacitosre, atunci, oricore er fi constantele
pozitive )\1,)\2, ...)\ +« functiile de forma

(7.2.17) @g{=z) a/\lfl(z) +/\2f2 (2) + «ue +/\pfp(z).[z]( R‘

P

+
arertine multimid ;fé

Lzef, ¥n plus eé"‘) /a(k) > B.fk s k = 1,...p, stunel
2(s)efl,

chonstr-xt}_ga fivem inecamlitatea

(,08[413 win (), .[flj' ...Coa):fp] ), s=2l, 0.,
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Daci girurile (naék) /(n+l)a(k) )

al deg-
n+l int monoton 8

n;l
crescitoare, esturci

wo[f‘J= Rfk ’ Kk = 1,2,00e,P

In sceat caz,
(3.2.16)  w, [ #)zmin (Re sRe »e-e R )=Ry= w,[#]= 7y

¢
31 deci , multimea zﬁ nu contine nici un e€lement . Tacd 1n
(k) k) > -
plus a8, /a1 Z Re » In eceat coz
k

(3.3.18")  w,[#]zutn (W, [2)],...0,[1]1)= Ry 3 (8] = ry

8i deci, mulyimea 2¢ este nmultimes vidi,

oo
Pne¥ existd pg N , estfel Incit, 3& Tie satisficute condi-

tiile

a
(2.3019)  min  mey§p— 2R
osnép ‘M8 f

8n+p )

n+p+l M
+

atunci, £(z), £'(z) ,...f(p)(z)‘—% .

Demons tratie: Notim ry = ak/ak+1, k= 0,1,2,... Awena:

2,2,20) sirul ( n+ﬁ_f 5 ecte monoton descreschitor

1 4 +1 +2

wl[fJ= 1ﬂf (rop 2 I‘l. 3 rzpooo’-EI D+ p+1’ P+ rp+2’o.o)
1 -1 : +1

[f ]- inf(.’ 2 1. ‘5 r2.ooo’§n rp’ ";% rn+1’ p+ rp+2’...)

" 1 . n=-2 n=1
w].[f]- inf(...,jlz’ooo’ mrp,mrml,g%ro+2 oo e )

(p=1) Tp-1 1 2

« [f ’J. inf(,... ’—g_— ’ mrp’m n+l n+3 To+e o)
(n) 1 <

w [f ] = lnf\o'..o . » 'p—;rl'p, —M- )”1’ ——50".' I‘p+2 9 oo )

Jin 'cest teblou, in inotezs conditiilor (-.2.19), (2.2.Z
se deduce t*ri dificultate ci

w, Ir] = ""l[f'J = “-’,[r“] = e aco{Lf(PJ] = R
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Teorema este demenatrati,

§ 4., 3tudiu asupra localizirii zergurilor uaer funcgiif

de forma F(3) = )\  +)\,8;(%)e z +...+1Apgp(2)e P(2)

In 2cest paragraf vom conniders functiile de forma

£.(z) £ (z)
(3.4.1) F(z) = )bgo(Z) +"A181(z)e 1 Yooot )pgp(z)e P

in care gk(z). fk(z) sint functii de o form&# speciald, in parti-
cular, polinosme de o enumit3 structuri.:

In citeve lucriri, amestemoticisnul D.i.3imeunovid tratea-
z3i problema limitirii modulelor zerourilor unor polinoame perti-

ciilare,
Astfel, iIn [llé] , 2€ gineso limite inferioere gl supe~
rioare pentru modulele zerourilor polinosmelor

22 e
(2.4.2) En(z) =1+ 2+ T+ e + T

Je aceastd problemd, se ocupd gi matematicienii G.Polya
31 7, Szero .

In[ll?] D..3imeunovié se ocunid, de asemenea, Ge ze-
rourile functiilor de forma -

-

c n
] T 2 . 8 z
(-"4’3) ‘-‘n(z) = 1 + - +'2-' + oo +T

In cele ce 1rineaz¥, se stabileac limite pentru modulele
zerourilor unor funct{ii de o form& complicatid, In core sper,
printre a2ltele , ui polinnnmelé'dé'forma’(3-4.2), (3.4.3) drept
cazuri particqlare.

In paragraful 5, ne ocupim mai mult de sceste cazuri par-
ticulere, .
D&m Tn prealabil douf teorveme zerersle. Considerim functia

i o p,(z) p.(z)
(7.4.4) 2(2) -.:}\°+ }\1e 1 +...+}\me = , unde
_ .9 s 2 8 I55.4
P(z) = &y 2 + &y 2 +...4 apsz R
cu aﬁ ?,0, kam , 8?)0, s-m.
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T.OREMA 3.4.1. Fie zoé ;ég . Deci sint satisf®cute condi-

tiile
k
(2,4.5) a ) ﬂax kK1g?
Pg
(2.72.5") agamax (\/ 232

n- -

s 8 = 1,2,oo-om sau

(cind ps(z) e nelscunar), atunci are loc ine zlitatee

1

(2.4.6) EX I)min

1€o€m 2 8

DacX poalinoamele

ele) atunci, in ine:glitsates (2.4.6) , Pq

p -1 .3
1

ps(z) gint lecunare (sau o parte dintre

mfirul termenilor ovolinomulul.

Pentru denonstratie, dam mai iﬁi}i

Lema 2.4.1, Fie tE€W', £(z) = 2zjanzn si functia
0

90(2) b +b1 P, b22p+h+...+bnzp+(n*l)h teeey B> 0, n=o0,1,

Dec3 sint sstisf7cute conditiile

4y %% 8o
2.4,.7) g;—éégi- ’ ;;

‘\

atunci, ere loc ine;slitseten

wileg)2 5 @, (1]

(2.4.8)

in
ny

b
nf
{ n+l

Dexonstratie: Avem evident?i‘é%+ 31 fie

£(z) ?o (z) = c, +

= aobo + alboz ¥ et Bp~lb

P
+ (&obl + apbo)z +(alb1 + A

2 82

n
+ecet C_2Z 4+ e E

n
221

o+l
;)+1b0) z * ...‘ - " a

Deducen inezalititile:

c
==

1

bJ (J

20, [1]

se Inlocuiegte cu nu-
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Sy
p-1 cp-I ® p- a, ) /idl[ il
: b
p-1 °p-1 1 p-1 8,-1% * 3,-1% 1
p c. T T ab; + ab & ?ch [fj]’
D 1 po
85-1  9p-1
deoarece S (vezi (3.4.7))
aobl D . .
c a + 8 a
D p _ D o1l PO__ > min(1_2.D E )
P+l Cp+1 p+1 8101 + ap+1bo<7 ik 8)’p+ 8p+1
w, L]
1 1
+h-1 ®psn-1 _ pen-1 2 ®h-1P1* T 8n1P1 ¥ Opuna) bo‘>
= - . >~
p+ Cp+h pth aob2 + ahb1' + 8541 b0
> min( 1 p2h-l 4-1"1 1 p+h-1" ®h-1  psh-i ®pih-l y >
Z p+h e by ° 2 p+h a, ° p+h 8, .h
1 h-1 %h-1 p+h-1 Zp+h=1 .5 1
min ( D )25 [£]
2’ 2 h ay, * p+h 8,,h 2" [
desapece, RrB-l °h-1‘> h-1 2h-1 4
a b a
h=1 "1 h-1
(vezi (2.4.7))
8, b2 Z 8y
_p;h Ch+h _ Dp+h 8,00 + apby + @heh Y >,
p+h+l cp+h+1 p+h+1 a1b2 + ah+151 + ap+h+14bo
a a

= 0
EN h+1 ap.1 * p+h+l ap+h 1

- - - . L4 » L] - L] - L] * L ] - . » - a - - L] - - - - L] L ] [ ] - -

p+<h=1 °p+2h—1 . p#2h-1 ah-—lb

p+<h ¢ p+zh

2*821_1%1 2h.on-1 Yo >
~ - /
p+<h aob3 + ath*aEhbl +ap+2h bo

2 1 »p+2h-1 %na)
p+2h 8,05 * 2 Tp+2h ay, oo
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- 33 -
p+2h-1 %2h-1 +2h-1 9p42h-1
B o5 22 CuZ S >

1 h-1 ©nh-1 2h-1 82n-1 n42h-1 Fpi+ch-l 1
i : - ¢
?m n ( 2R 8y * 7 Zh 95h * p+<h ap+2h > ?wo [ J
deosarece g:§£'1> hgl si E%ﬁl iar
a b.. a a b
h=1"2 h-1 o) 2 .
2 E — £ — (vezi (2.2.7))
a°b3 7 ay 8 03

Tefem.d, leme eate demonstratis.

Inginte de a trece la deronstrerea teoremei 2.4.1., dé4im mail
Jjos Tncd o lemn# necessrf nentru cele ce vurmeszi,

Lema ?.4.2, Dec? ventru functiile £ si 9& considerate nai
aur 9int setisMente conditiile (7.4,7) ai

a a
(:.4.9) @, [femin (22 22, AL 2=
n
gturrci, sre loc ineralitatee
*.4.10) L, [1¢)2 9, [1]

Lemonstratie: lrote ~uficient® urm'rirea vag cu pes a de-
sona{ratiel lemel 3.4.1.

Corolar 3.4.1. _rie functiile f£,WEF*, notste £(z) =

el oe
- Z anzn . &It/(z) .-.2': bnzn. 2ci sint sastisficute conditiile
o o
a b
1,4,11) o inf n
p nzo n+l

ntuancl, are loc inecalitates

(?"1-{1) W, [f(z). ? (zp;J > % ws[f] y 8 =1,0.

Lemonstregie: Rezulti d4in lema 2.4.1, pun"nd p = h .,

Corolar 3.4.c, 'ir fTunctiile qufél‘g'* coniicerate ante-
rior. U1c? ente astiaficuth condi 1a (-.4.11) =i urmitosrea con-

gigie
-1 p-1
- L1 2
(‘04013) wz [f)'-? D 8p
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etunci, sre loc inezalitatea
(3.4.14) w, [#(2) L(V(z")] 76, [e]

Demonstratie: Rezulti din lema 2.4.2 luind hsp .
Obgervatie: Lemele demonsirete mai sus rimin velabile

si decli f oi ? (re=pectiv ({/) 3%nt vnolinoame t:'!:i.ng«ﬁ+ {eau
polinom gi zerie) cu 3ingure conditie

srad £(z)2 mex (p,h)

Dpﬁonstratia teorenei 2,4.1. Fie, deel, functie
psfz)

m .
( ) = - ( ) » d L t t ( ) =
g(z Zo'/\u?sz vnde am neote gc-:sz e

a=1,2,...0, o(z);;l. aven inegglitetes

Wy (]2 win @, [G,(s)]

- p
Fie ai: + ag a‘ + ceot as z 3
Palz) = e Ps =
ad {33)2 (as)3
:(1+r]!.—Z+_'2]!._—zd+T]i'—33+.-.).
2
(1+n—z +—'2T—-Z teusl) o (l+1, 2 -ZT—Z+...)..
a3 b (a2 )
n p

Conziderim produsul primelor dcu? serii, Conditis
(2.4.11) devine (op=2)
3.1 9,0+1 '
(a3)"  (a) 1

aT— / —{RITyT 3
82

-—l%;-g; inf
(81) 112’0

de unde rezulti 8?3 253 .

Apiicing lema 3 . avem
s
- a,z z
wl["l dQ’ w[ ]

Mal Geparte, e¢fectuind produsul pfimeIor trei‘serii,

observém cd in aserie mrodus, coef:cientul iui z), notet

ka(z ), contine termenul ££$33 .

-

231
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Condigia (3.4.11) in acest caz devine:

$ .n 8 .\n+1
1 1 ¢ osng 183 y, as> = 1
o =~ [ ]
k2(z3} 13213 ngo n: {n+1)! ag
3!

3
de unde reculid a3» /3! ag .

In acest caz

8 s 2 s 3 s s 2
a g a,. s a_ & a, 2 a-, z
1 2 1 1 2 1 1
: a3
Continuind acest procedeu, se ob,ine pentru

s K Y
aj 2 max X! a
17 2$k$p8 k

adica tocmal condigiile (3,4.5) din teoremi,

In acest cas, aver pini la urrii,
\ : 1

Ldlljbs (2)p—5=1—

5 8 .S

1

Cele cemorstrate mal sus, rir.n valablle <i daci au loc
concigiile (2.4.5) (cind polirvorul p_{z) e complet) deoarece:

3 (ay % a)  ap
k2‘§ ) = ——jT—— + X7 1Y sl deeci ,
1 1 1 a3
S
X (z )é a® a® < al > a2 a’
23 1 2 3 2

Tot cstfel se intimpls, ir continuare, cu ceilalyl coefi-
clenyi din urmitovarele serii prcaus,

In cazrul cind polinocamele ps(z) sint lacunare, (a;;.o ’

a;:; 0, &£ = ?T—Ez ) » toorema rimine , de asenenea valablilZ cu
conuiyiile (3.4.5 | a,u cum ¥-_ulitd priv aurlicarea lemel 4.3.1.
Prin $nlocuirea lui Pg» ¥radil lul ps(z) cu numirul termenilor
lui ps(z}. limita 3tabllitl pentru zewourl, se imbuniatije te e~
vident,

ve aseneren, Caci are loc cerdiyia (7.4.9) din lerma 4.3.2,,
limita stabiliti s fabuniti e te, aa cum vom vedea pe unele ca-
gsurl particulare rewmarcavile.

>8& conslderim ascum funcgiile de tcrma
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py(s) | Py(s)
unde pk(l) sint polincame de forma
Do(8) = aks + a; 2 teoat a; Bpk. I=1l,2,...m
R 1 K

ia x fkegfg". ’ .‘L'=°,.¢-.m {90(3;51 }o
heferitor la serourile lui H(e)}, avem:

ThoRissd 3.4.2.Daci ptpolincamele P (z} sint satisfa-
cute cendijiile (3.4.5) (sau (3.4, 5 A eind Py (z) e
complet), atunci, dacid 506
tea

iy 0 8Ye loc inegalita-

£
(3.4.16) s [>min (W, [f 2[
| o‘/sﬂ’;’zﬁ( afed 1278 a} %, [r, ] >

Daca ps(z} este lacunar, P din (3.4,16) se inlocuieg=-
te cu rumarul tersenilor lui pstz).

Lemonstragie: Din (3.4.15} deducen
Pg (31]
wl[‘a]amm (@ e 1, @ (2 (s )

s=1,u

Pentru ¢, gé}e rea..ant:u inzgalitates
Wy ] 1[5J W, ), [a]
tvw, (8] O FT*4,[E]
A"'ez; {f (2) eps(z} w2 [fs]gliepsm )J
1(s &Jz[f;]+évl[ép51211

var, dir demonstragia Tecremei 3.4,1., s+~a obyinut
inegalitatea:

ps(z) 1
£A31 [F j;;-iz?qr—-—
2

W ; [fepmax

8
1
Deci, ps'l s
W Jf_(z) e 5! )J> fd_g[fs](l/z il }-_- 02&5]
8 "’ ° os-1 .8 P.-1 :
1 Q32[f8] +1/2s a;  140°8 ai 2[?31

$1 teorema este demonstrata,

In cortinuare, vom considera citeva casuri particu=~
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lare , pe care le considerim mai interesante .,

¢ 5., Studiu asupra localizirii zerourilor unor func-
¢ili de o formi speciala. Familii de funcygii cu

limite fixe,

Intrcducem pentru cele ce ur~eazz, urnitcarele notajisi:

p" =A{ JJO‘Z), El(z:’ooo, 1'ln(70}, e a ez}
pL {L (zl’ I"‘z), e ey -L’ \Z,,...}.

Consideram i urnitovarele fL2illi de Tuncyil,
f (z)

52 {/\0 /\ k“) ...+Ape 4 }7 cu fkéiﬁ:! /\kao’
£ (2) K=0,1y000,D
g -flgohy T e

cu T épL, k=1,2,...P.

Vom spune ca nuwircl a>» o, este ¢ ligita 111@ Hiru
modulele zercurilor fune,i1ilor unei Tawilil
scurt liwitd rixd a 1.ao.iliel 3" daci ¥ fC' -4 z C—
avem lzc‘ 2 1.

~vient, aceste lirite fixe, sirt u-terrinute 1r report
cu metuda pe care o fulusim nci,

ThiunhA 3,.5.1. Pe trn farmilia de funcgiil ?;g num‘rul
a é_% este o liuitd 1ixi,

Demonstragies Fie ¢0tz}e?§; , de furmas
t,{z) 5,02 B_(g)
v A (m) = 1 2 m
(3.5.13 ’Jo[“‘ )\o + Ale +/\2e + ... +)\me

N y x . - ~ X‘ 1
LacZ 206 ‘zo , 82 zritim ca [z I? >

rentru aceasta este suiiczient si urit.n 23 pentru fure-~

e
~s E,{z ;=1 E (z)=1
(305.2) ”o") =A° 4‘%1 e 1 J "'.oo*)\ e

1
avemn \no\) 3 » unde = € ﬁp
Condl,iile 13.4.5) (341 (%.4.5') se veriiici in acest

cag ., Jontform cu teorczna 2.4.1,, resulta
~

£ols3 ¥ o, pentru |s|<

2n“1
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Dar limita 1/2m"1 , poate 7i imlocuit cu 3 .

Pentru'aceasta, se aplici corolarul 3.4.2 . Avem:

SNALECN E RS A

=1,m -
L 4
£ % /2 "A“' .
Ir produsul e .e ... e2 se ascpeiasé sgrille
] t t
respective uouu cite couna, e .e /2! y Le e' /2‘)9z /3',

ete., gl se ccnstatii cd, condiyia (3.4.13) din corclarul
3.4.2 este imaeylinitd de fiscare datd, lar@,[f]>3 .

In final, inegalitatea (3.4.14) , ne va da pentru func-
giille 4z :al sus

4/2' z?/x! 1
(3.5.3) 2 [e . e © ]23

Deci, prenviu runcyiile de furma (3.5.1) teorema este
adev Zonté&, )

0
Fie uncurn @lg )€ éfv , de forma
z )

(3.5.4) gz ; 4)\ )\ ’ +...+AmeEmu) +)x ee'

-

velarece iregaiitztea 3.5.5)are loc pentru ¥ ketv,

rezults si

2
(3.5.5) W, | e® 1> 3 .
si deci 2z #o0 , ¥ [z|< %

Teorema e denmonstrati,
¥3 Hezultate analoage se obyim £i pentru funcgiile din
L* o =0
Ix0LENA 3.5.2. Pentru familia de tuncgii ;jl, nu-

mirul a = %— -este o0 lirziti fixs,

vemonstiragia este analcagi cu cea a tevrenei 3.5.1.
tgadar, familiile X0 §1TF 27, an o limita fixa co-

2. Fie acuw iauilia fornats cu ﬂnﬂcg}ile de fcrra
1

{3.5.6; )61(8; = /\ }\1 o ;l Faoot Xme‘* %;T = 0L
notatz ?E .

'luoh.h.vtA 3.5.3. rentru fanilia de funegii %1
numirul a = 5 este o0 1limita fixa.
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Pentru deaon3stretie, dfa urn toasrea teoren® mail je'nrral?i.

TLO2TMA 2.5.4, Tie funetiile de forms

D D
313‘*31 zl Blﬂz+’3{nzm
(2.5.7) Tz} =), +Net 2 N
v, e e ‘1 i+ 4 ) 1 LA o] 4

cu (\0. )1. cesy An>o, ai R ag ,.....alil . ag>o

veci sint incenlinite eondigiile

n
Ry / : _
{(*.5.8) a{ >/ 1 nl!a% pevey af:f; n:.;! a{j . r.tu‘nci,

‘:li'ﬂ) 4 o , daci lzl‘:r.in 3;
l¢sém <8 1

I'~uyonastretie: eszulti imedist, prin splicares teorci.el

2ed.le

Yeorema C.f W3, €3%te un o6z particelor 8l sceatel teoscue,

2, Yie ecun fe:ilis jé , 8 funcriilor ce rorua

f,(z) T (=)
(3.5.9) $.(z) = )\n + >\lgl(z)e 1 “eaet )\m;;n(z}e .

unde, Spr ey fl,...f‘ue Ph . )\o""A:;; Oe

TFORTIA 2.5.5. Pentru foamilia SE , BUniral a = % ’
este o limitaA fime3.

Lemonstraties "entru ¥ f€ PE avem wl[f]- 1,
W,[e]- 3, cvident

"’1["2131'%: SHERE 'fk“)-]

I o{z) . (z)
Car, oy [, k“‘J),wz Le K ]3 3 .

inlicind inf-ralitatea ~rocd salui,
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-621 ]'_f]CJz [g] svem
c()1[:?8] 201 [f]-.-(dz[ !

3 (z)
ch [fk('zs)ewk ]2% .

Teorema e Gemonstrati.

Daci gse ccnsiderim scum familia 3—"12, a functiilor de
forma (3.5.9), cu fl""’fm’ EO R S din F&', ge poste sta-
bili un rezultet anslog:

TRORFMA 21.5,.6. lentru familis ?Ei , numiarul s =-% ’
egte o limitd fixa.,

4, Fie acum fawmilie g&; a functiilor de¢ forma

2
(3.5.10) ﬂj(z) =‘k° +'>\1(1+z)ez + }2 (1+z+42°)e® + ...

“n
ces 4ukm (l+z+...43 Je

cau )"0’ )\1, 2 )\m 2 e

a
TEORFMA 3.5.7. Pentru familis :;ﬁ numirul a =-} »
este o limita fixi.,

Aceasti teorem3 eate un caz particular al urmitoarei
teoreme:

TEOREMA 3.5.8. Fie functiile de forma:

=
F3(z) = po(z) + pl(z) e® 4 oot pm(z) e? , CU
(z) = a° + a%3 + 852° 4+ + a° zps =0 m cu
Py o 1 2 vee P, » $=0geee
coeficienti strict pozitivi. I»nacd
1 2 2 m
a, 68%_ » 8,< 8y 5 oee a“ol_{.am , atunci

¢3(z) # o , dacid [z[(mén ( % Ql[ps(z):[) .

Pentru demonstretie, este suficienti aplicorea lemeo
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5« In incheierea acestui nararraf, considerim gi fami-
lie 9;% a functiilor de forma:

P1/pq!
(2.5.12) 8,(2) = A + )y Ei(z) €2 tees

o) 1
,m/vm.

Z+2
® o o E Al
+ )\m m(7) €

Si pentru aceastd familie aven urm toures

TIONIMIA 3.5.9, Pentra familis de functii i;% numirul
a = % , este o limit# fixs.,

Pen%ru denonstrntie, vesl demonstra%tiile teoremelor sna-
longe.
In incheiere, remarcim cid, sstfel de fauilii Je functii cu
limite fixe, g€ pot oWtine 3i in naras:rsful urn®*tor, orin diferi-
te prrticulsriziri,

§ 6. Limitarea modulelor zercurilor functiilor de forma

B(n) N + APl 13) + Aur(a ) e(a®) & Loy s

+/\pf (ol %) £(z%) ... £(z") ,

In aceat nararraf ne vom ocuna , agadar de functiile
$(z) de forms saintitd aai 3as, cu (\o’hl’ .o.o./\p)/ 0.

TROPEMA 2.6.1. Fie tEWY, f(z) = > a 3", (s)< Ry .
0O

DPacd consatantele pozitiveo(l,O(é....,Q(D agtisfac ine~-
mlitigile '

1
a 8
(3.6.1. o(i/max ( =2 sup nel )1E , 9 = c43,...P
2€x<s 8y n2o ®n

atunci, functis @(z), nu se anuleaza in doumeaniul

(3.6.2) |a|<min (axl[f(dlz)J, tw fex.f ... -_;:i—_IQT[f:o/ﬁ_z;] ;J
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Demonstratie: Avem

@,12]2 min(@, [2643)) , &, [£6Em)2(a2)] , ..
,..Gjl f@(pz)f(zz) coe f(zpi])

S% considerim nrodusul

f@(sz)f<z2)f(z3)f(z4) . £(29) =

4 9
= (aéalﬁ;z+azi§ 32 + aj(; %~ +...)(a°+8132 + 3254 teos)

3

(ao+alz +9226 +...)(agalz4+azzs+...)...(agalzB+...)

Reanintim propozitia urmitosre:
Dacd pentru seriile

-

z P - n
@ = e v e e e s P
={(z) 8,+8,2 +a,% + + apz + + ez + .

g(z) = bgblz + bzzé +eoot bnzn + eee

este indenlinit® conditia
a b

(2.6.3) —;‘1_4 inf e
Pp n2o n+l

atunci, sre loc inezalitates

(2.6.4) C«Jlrf(z) c;(zp)];.%&)l[f—l .

Considerim produsul primeélor doui serii din produsul
snt<rior. Conditia (2.6.2) este

8
o 8 a Qo .Aﬂh+4
— = —2—< inf a“ = o{f} — U a
kl(z ) 8polg D20 n+l A ho "

Conform cu propozitis smintiti, vom avea

(3.6.6) W) [e(xa) £s%)]3 3 @, e )] .
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Hai densrte, efeciu’im produanl primelor doudl serii, in
e
care, coeficientul lui 33. k2(z’), egate 0 sum3 ce contine si

o 3
.’)‘. -8 -
numirul 8; o 3

Tupunen conditias (2.6.2)

a® a® £
(3-607) 0 ] é'- ol_'j é inf S « S =>
k,(z7) 33900-(; nyo 9+l
: i
oL g2( z= aup nel  y2
2 ngo 8,

Conform aceleiasi propozitii, avem (3.5.8)

(2.6.8) @, f(dsz)f(zz)f(zﬂg%@l[f(xs_m f(zg)]a

PR Cdl[f( dsz)].

Acest procedeu poate continua in zcelesi mod.

rird

Teorema esate demonstreti.
Urm¥toeres teoreml, atshileste ur caz particulsr.

"LOLENA 3.6,2, Fie furctia de forma

ol 2
(3.6.9)  B(x) =\, +Age L+ Dge 2 .

k o(pz+z2 +eeetz?

L BN BN e

* p

cu%o. ?\1.... Ap; 0. Cacd c7nt Tadeplinite conditiile

s
(3'(1'10) dsa\/ S! '} S = 2.---!) * Btl)nci
f(z) 40, ¥ 3, cu

- 1 1 1 1
\ z‘ < min ( °(1 ’ 2°(2 * 22°‘/ pereoas _""2{)_1—C¥ s
24

9

-

Leirongtratie: Conditiile (-.6.1u) corespund conditiilor
(2.6.1) din teorema 2.6.1 . 3e aplici deci teorema 3.6.1, cu
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u)lieo(szjz 3{- .

s

§ 7. Limiterea modulelor zerourilor functiilor de

forma

o p
B(z) = A, + M1 (L0202, (a Drenns
p
+[{ mfm(osz)fm(z m)

In acest peragraf considerim functiile @#(z) de forma
de .ai sus, in care, fké;u; gi

o<
fk(Z) = zi:agk) z?, k= l,cce &
5 ;

Avem urm toarea

TIOREMA Z.7.1l.Laci veatru functiile ¢@#(z), avem.>\
/\1,...} 2 0, lsr 1r1u1ne'rt=,'].e==-(l °<2, ...°(m satisfac conditiile

(k) (k)
a l1/p
(2.7.1) L >/ — aun Onel kK kel,2,...m
7\ g(k) n2e oK)
Py n

atuncl , #(z) ¢ o , dacH
- . min &
(3.7.2) \z[&mi.n zwlifk( dkz)], (pl""pn}e )

Demonstratie. Avem
aJ 1[¢];m1n CVN [fl( dlz)fl(zplﬂ peee L‘i[fm(ofns')fm(zpm )])

Pie produsul

P
£,64, 301 (2 k. (agk) + alk) (X K2+ azk)GKkz Fteoo)

2
(aék) + aik) + agk) 2 Pk TN |

Aplicind gi sici propozitia amintiti in peragraful

precedent, avem:
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(k) (k)
a a
—2 < inr 2 , adic}
(k)d P~ nzo (k)
pk K ®n+l
1
(k) (k) —
8 p
0 n+1 k
A 2 (X) mo (k)
a o .
Py n

dsr atuneci,

.13 @, [r(xa)r (s Y2 3 aln(<, )]

Teorema este demonstrati.
Urm5toarea teoremi stabileste un caz particuler.

TEONFUA ?.7.2. Dac’i nuaerele pozitivec<i,...,0/
satisfec conditiile:

m

p
(30704) 04 k>/' k Dk! ’ kK = 1,2,...m
atunci,functia
p P
X 74z L o z+z O
(3.7.5)  B(x) =) +A el s de T >0

1
nu se anuleazi pentru lzL{min ( 7;?; )

-

Demonatratia deccurge din teorema 2.7.1.

In incheieres sceatni cenitol, dim si urmitorul psrs raf,

£ 8. Limiteres modulelor zerourilor functiilor ce forma:

<l

#a) =) + AT 2 A ren) 15 2%+ L.

P P 42 :
RIS RPN JELEE SN B

In cele ce urneazl, vor luu 1in conzidernre fuiciiile g(z)
de forma de mal sus, uncde A o'fkl cve /\n} o , ler

1 2 < 2 2 =
0{1 'dl . 2 ’di v 2 .dj '---oC<1 °k2 °<D
, T(2) -Zahz ,lz (R .
(o}

TEOREMA 2.6.1. rie £674°
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Dacd sint satisfacute conditiile

1
a a
(2.8.1) e-Zi %mii (0(;': 8: ﬁgp —Eﬂ‘ yE s 9% 2,..4D

atunci, functir @#(z) nu se anulesz# in domeniunl

v S )])

Dennonatratie. Bgte suficient si ge urmireasci pas. cu

pes, demonstratis teoremei 2.6.1.

Acepatd teoremi, este inad wmai zenerali declt teorema

3.6 .1.*
TEOR A 5.8.2. Dacd constanteleoéi ,°L§ ,042 cee

A2 ,OLS ,...okg satisfec condifiile

(/K
(3.8.3) 0(?? max (di kt) , S = 2, au.p
24x <g

etunci functis X

o{l
(3.804) ¢(Z) ‘Ao + Al € lz "‘)‘2
+?\p§(gz +C>(g,z2 teoot 0(3 zP '[\o”")\p; 0,

nu se anuleazi In domeniul

0<§z+°<§ 2°
e oot

(3.8.5) |2z|{< min ( 11‘; . 172 —11-— )
<1 2% 2"}

lemonstratie: Se obtine ca un cez perticolar sl teo-
remei 3.5‘01-

In incheierea acestui parsgraf d%Zm gsi urmiAtoarea teo-

remi mai Zenersli. P
TEOR.I‘IIA :.Eogo Fie fé?—é'-’ f(Z) = ; anan v
- ’ US| 1 1 2 2
Drcd constantele pozitive oy , o€ ,...o(pl ,041,...o(p2 cen

...MT .u(m ’ "*0(:; o, 9atisfac inegelitagile
m
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1
) a
(3.8.6) o3> max (0(i -2 sup o+l k , 8 =1,2,...m
2¢u<p ®% mo ?n

od

atunci functia

~ P
(3.5.7) g(Z) =A° + /\11‘(0(;: Z)f( q% zc)...f(“;lz 1) +

P
boeee # ) T(Y 2)2(x] 22)...f(°<l;mz my

cu/\o,...h m;o, nu 3e snuleazd in domeniul

(2.8.8) lz\( nin ( Wltﬂdi z)] s see zghfolv&(? zj))

Demongtretia este snalong? cu cea 8 tecremei 2.6.1,

S& conriderim acum un c¢az narticulaer.

Fie

p,(2)
(2.7.9)  #(z) s A  + Aje t

p_(z)
+eo et )\m e m

k 2 D
cu pk(z) =0(1 = +=(12( 2 J.-...-i-q/; z K , k=1,...m .
X

Urm%toares teorem#, sisbileste In snumite conditii o
1imit3 inferioar3 a modulelor zerourilor functiilor cu forma
(2.8.9). Aven astfel:

MROITEA 2.%.4., Doci constintele g 1atisfac condi-

tiile
t
(3.8.10) x ;2, max :dz ’k!) » Ju 1,2.." m ,
2€x<p
b |
atuaci, #(zx) # o , ventru
. 1 1
(,oaoll) lleMin ( -—“_:r__—’ poesy ‘_F_.I"— )
2’1 “1 2'm dm
1 1

Aceagstli teoremX este un csz particular al teoremei 3,5.3.
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care le satisfacetdl[f] s cind £ se Inlocuiegte cn produse de
functii din FH,* , se poete stabili o limitd inferiocari ven-
tru modulele eventnslelor zerouri ale functiei mai zenerale,

' p; (=) p (z)
(2.8.12)  #{z) = £_(1) + £(s)e teoe+ T (z)e 3

+ - . a

unde f_, fl,...fu65}6 , iar polinoamele pk(z) aint de for-
ma amintit? mai sus 3i satisfac conditiile din teorema 3.§5.4.
Nu mai dam expresia acestei limite.

§ 9. Limitarea modulelor zerourilor functiilor de
z2n--1

-

OO0
forua :(z2) = g, +‘£§:22n-‘

In acest ultim rarasraf, iesis nu%in din nultimea yéf.
Vom considers asgadar , functiile de forma

O

- cn-1

(:09.1) ég'(z) = &o + ?82n_1 VA A Y 82H_1>0, n=1,2000’
0<|s| <R _C+o0

keferitor la zerourile lui g(z) din [z|< R, , avem

TEORIMA 2,9,1, T'scH zoéjzg y atunct, sre locjegali-
toten

(2.9.2) WHel<hyl<z, » ¥ a Em

unde s-s notat

~ a
(3.9.3) *{el= int \/‘“‘1 zn-1
[ ] n2l Zn+1 8Zn+l

Demonstrstie: Cu z = ret » OvVem

nm—>o0
n-1 )8}
* -\ > > sin(2V -1)PS*
:I2IP41(T’ f>'a' = 1y=l 1;:1 4 V'-i é;F) (r) +

n ’
+ {(2n-1) azn_lrzn-l i”l 81n(§z/-i%£i
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2p=1 2p+1

sl ,:Sp (r) = (2p l)azp_l r 2p+1r

- (2p+l)a

Tinind seama ae inegalitatea (3.,1.3)

sin(2v'1)'¢ o, ¥ oy ¥ ne @
=4 2V -1 > ?6] [ €

Iwpunind condigiile

X
Sp (r)>0, D= 1,2,...

acestea au loc pentru

a
. 2n=1 2n=~1 X
r< ant |/ 85} 2L < ]

Dar in acest caz, Img(z) > o.
Deci, g(eg) nu admite zerouri complexe in \z](cﬁ[g]

Corolar 3.9.1, Daca girul ((2n-1a (2n+1)a

2n-1/ 2n+1n
este monoton descrescitor, aturnci, furncglia g(g ) nu admite
zerourl complexe in|s| < hgs ¥ a_ €&l

Demonstra;ie:s Rezulti luediat, dzcarece in acest caz,
X
W tgj: Rg'

Remnarcin, in inc.eierea acestui capitol, cé& moulte din

rezultatele stabilite i1n para rafele precedente, ramin vala-
bile i pentru tuncyiile g(g ),

Inainte de a trece la caszul ,creral, men,ionidm de aseme-~
nea Ci&:y regultate anulvage se j;ot ob,ire ¢i pentru func,iile
de forma

oo
. n .
5.9.4) s = 2 aat ackl< By L > o
k=,..,"2,"1,0,1,2..
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CAP., IV. STUDIU ASUFRA LOCALIZARII ZEROUKILOR
FUNCTIILCR DE FORMA £(z) =/ ¢ 2" ,
0
Cné € ,n=o0,1,...

§ 1. Stabilirea unor limite inferioare pentru mo~
dulele geroullor funcgiilor fi(g)

completa.

n
¢ 2 , cu serie
£ <

Ideea folcesiril pozitivitdygii unor polinocame tri-~
gonometrice la stdiul distribugiel zerocurilor unor func-
gyii, poate 1l extinsid gi la cazul general, cind coeficien-
pii ag (notagi acum ¢, ) sint numere complexe.

In acest cag vom utiiiza pozrﬁiﬂitatea altor ex~
presii aseminatuere, polincanelor trigunoumetrice, care,
in realitate sint combinagii de astfel de pclinoame tri-
gonometrice.

Fie agdar , funcyia (mulyimez lor o notém )

’

D
(4.1.1) f£f(g) = %-cnzn, cne ﬁ. n=o,1,2,...,c°> o, @[:lth

TEOREMA 4.1,1, File o0 serie de termweni pozitivi

O
(4.1.2) (n) : Zun§u<+°0
1 ¢

Daca zOG z y atunci, are loc 1inegalitatea
°n

u
(4.1.3) lSOIQ.Q_[—f] g* ing 221
n+l

n2o “n

Y

Demonstrajie: Zu 3 = rei? » Cp T \cn\e‘i@n ’

putem scrie

Ref(g} = 1lim (r,(,c) , aunde
D->oo Kn 90
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b ot - B o
Kn(r,(‘f,,c) =A°(r)“° + : Ak(r) (UO +v=1 u,, coa(}«’F> +502)))
sl n n
+ o r (u + VZ;;_ uvcos(v(f:-r ?v))
91 [3k(r) . L r¥ . lfﬁil\rk*l , k=0,1,2,...
Uy Yieat

Vor observe c% , dstorit® conditiei (2.1.2), toste sume-
le u, + | uvcos(Vf+ ?y ) , k=1,2,... sint nozitive,

Inpunind conditiile [}kﬂr)ﬁ> o, Xk = 0,1,2,... g¢ deduce
ci, pentru

| 2{< inf u“+1kf“ L,

u C
1 Ya el

even Re f(z) > o, si deci £{z) # o ventru |z | C.SZ[I‘I .
Remarcim c¥, ¢ > 0, nu reatringe zenerclitstea.

Corolar 4.1,1. PFile f&% ,lz|< Re « Dac® eviat® o serie
cu termeni pozitivi

(W) ¢+ 2 nSu £ +00,
nentru care, 3int verificete conditiile

u c
(e) sirul ( 3*1

n

c

n+l

\ este monothn deacrecidtor.
n n;,o

u
(h) 11900 3+1 =1, setunci, f(2) # 0, in |z|< R, .
n- n

Veroonstratie: 7n conditiile cohrolerului, avem evident

Q] = r, .

, c
Corolar 4.1.2. Taci sirul (535 |g—o )y  €ote mono-
o M nedl T8
ton deacrexcitor 3 % EQ 2 g » atunel £(z) # o in\z\< Ree
1

acest coroler, eate un c¢9z rarticulsr sl corolarului
4,1.1, considerind ca gerie (u) , aeria
1 1 1
m*m*oo.*m'*.oo,l.

D%m ~ai Jos o teorem® zenerwvld, ceare ne va permite aA ob-
tinem, cn esjutorul teoremei 4.,1.1, citeve limite varticulere re-
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TEOREMA 4 1.2, Fie fé% 9i seria

(4.1.4) (X): ZO( tn<°< /t)o cu °< > o, n=1 +25.+0.y iar
O( (%) este o functie mZrginiti pe ¥ [o Z]CE) /\) . Dacd
functia ?(t) -—-(—7 nu are vu.cte ce extrem In (o /\ ) si

lir;l\ga(t) = o, stunci, daci z 6 zf, are loc inegaiitates.
t->A—

C
n

(4.1.5) \zol<'t inf Atk -

n2l °<

n+l

nace to €3te =7 cing e~uctiei

Xae1| €
) = t 'inf a+l n dv;-“( , )
ggl «'n lcm-l ol

(4.1.6) & l."_‘z..
1 C}

Demonstratie: In tecorema 4.1.1 In locul seriei (u)
concider¥m gerias de puteri (X). Conform cu teorma 4.1.1,

avem f(z) # o , pentru

X | e
1 .
=z lc"\.), £ € (0, )

c
o Ay

Lyt
ol < sat ot | 9

n+1l

Tinind 3gesws de concifillc pe care le gstisface fune-
N t ) )
tie , 8ate evident c¥ runctul t & (o,?\), ventru cere
o<ott)- . )

avem
) °<1t { °o | °<n+1

C
n

cu+l

sup int ( cl\ T~y t ),
n

t6(o\) W1 Xo'¥

este dat de ecustia

X c
O( [ cO (t) = t inf n+l n
1 E]T\'? n2| Xn [®n+l

In continuere, indicim cTteve cszuri verticulare remar-
cabile:
Conciderim seria

(l-t)- "1 = -.-3-!-— t + -—2—;-— "!'...4
ol (L+1)... X +0-1)
(4.1.7) + . . t8 ... co té(p,l), O

nt
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Avem in ace=t caz,

(t) = —=% , t6(0,1)
C‘o (1-%)" %1 °

Rezo0lvind ecnstisa
XKs
-0/
(1-%) -

in raport ca t, si notind

°(+n’ °n

h(?) = inf niIlc

n21l

n+l
9€ obtine urm tuares limiii a zerourilor

1
lj' o
S|

o
(4.1.8) ‘e,fo() = hfe) [1—(1+ ml

Din (4.1.8) obtinem urmitoarele limite: (£ -» 1, % o,
o(jpa-oa)

le,| V]

(4.1,9) f?f = lc l+ cl]‘u[ J s - liwita raportulai

_So 1

“le [A) f
(4.1.10) ey = &) [f] (1 - e ! o L7 ) - limits evyvonengielil,
(4.1.11) 1, = efrlin (1 +{ W ) - linita logaritnici,

unde ©6[f]a inf E'Ti'[_'{/

QOngervagii: Coarideratille de mai sus r¥min velabile gi

aentru nolinnamele cu coeficienti complecsi .
"EOUIMA 4.1.3. ¥le £€ #6,)8|¢R . 8) Dack sirul
(\Pnl/ Pn‘ll)nzl este monoton Jeacreacitor, atuncl £{z)# o,
dacd
? 2] < LQ[R
[GI+HIGIR
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b) Dacid girul (ntcn}/(n+l)lcn+1[)nal este monoton des-

crescitor, atunci f(z) # o , pentru
-[f.q 1

G, IR
ls|] < R(1-e 1 )
Demonstragie: Rezulti imediat folosind (4.1.9) res-
pectiv (4.1.10), devarece gi intr-un caz si im celilalt
vom avea V[I"] = o, wo[sz R.

influenyeazd in anumite condiyii, apropierea zerourilor de
circunferinga cerculul de convergengé al seriei respective,

TEOKEMA 4.1.4. (de aproximare), Fie f€ 6, |e|< R .
Dacéa auv loc condigiile

c
(4.1.12) girul ——T-l = l)nBl este monoton descrescétor

Chel
c
s1 Hi YR In 2, sau

(4.1.13; girul (

))n 1 este monoton descreqcétor

c Cn+l
si = )/BLR—.E—_E'-)— , 0 ¢<&<R , &=~ mic
1l

atunci, peatru ¥ = E?:EZ , avem lz |_.R » Cu 0 eroare in-
ferioara lui ¢ .

Demorstragie: Rezulti imediat din teorema 4.1.3. fo-
losind respectiv (4.1.10), devarece

Dam acum o teoremd, prin care se stabilesc condigii
suticiente , astiel ca, £{z), f'(2),... f(p)(z) sZ nu se
anuleze pentru lzl( R .

TEUHRMA 4.1.5. Fie fégé ’ lz[ £ R ., Presupunem ci
exista & @1, astlfel Incit si avem

nin+l) © + \
(4,1.14) sirul <' e l nrp e monoton des-
(n+2)(n+p+1) cn+p41\ n21 crescitor

]
n+

vénép
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In acese conulyil, t(z)}, 1"(:),...1“*)(5: ¥ o 1n(z|< P

Demonatrajie: Am vizut mal inzinte cd, caci zoe Z' atunci,

Co |®n |, df
!B"l);nfl‘ 2 ,cl[ ' "*71 Cooll © Wy, [ 1]

Considerind funcyiile tiz}, £°(2), eu. f‘“)(az, avems

. 11%] 1] 2|¢2
‘()22[f]= ingt (El'q* ’ -;l——[ -é;

sentru sijiliicarea demorstrayield, luim g = %,

Ay cum se poate olserva din talelul ce waul sus, cunsta-
tin ursditoareles

wonvtunia jirului:

1.2 |54 2.3 | Sof5 3.4|% |5
3T cg 8.0 e |75 T[eq|” =

lapiica wernctonisa airurilorcde deasvpra, arcep.nd de la ace-

du 1 tercven Qe curg ine e 10—4-' . ientitru terrenii 4 »w st.rza,

5
aver luneyulitiyiles

1112 “'1
272 (5,3 ’
C C. c
11|°%2],1.2 %], 2 2’
C
11| 3c2.2]82
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Tinind seama de aceste observagli ci de condigiile teo-

remel , regsulti imediat

= . = kJ " = =

“p L1l wzztfj o (£ =W, (202 = m
Tecrema e demonstrati pentru cazul p = 3,
Casul general se demonstireazi -nalog,

Considerdm acum, un sistex p+1l Fumcyii,
OO

. ' (K) n
(4.2.16) f (2, = Z c 2 e\<R._ k= 0,1,...D
x5’ - n ’ ‘ fk ’ sdy

§1 0 serie cu terxmenl pozitivi

(4.1.17) (u) ;Z: u g u £ +60
n=1 un [ 9]

Introducen notajpiile

(k)
(o]
- - n e = -~ Z
dk - nszu.g ‘0” ’ n = 1,9.‘03’
cn

1 |
\ . . n+ bg
v, [£] = ini

n)l 4, l ;f{]

Fie tuncyiile de forma

(4.1.183  Fle} =X f0m) + Ayl + oo e X2 ed, ) ef
k= 0,p, ]zléRf

Asupra gzercourilor furcyiei F(z ), vcm ds mai jos o teo-

remd de apr.xinare,
&

LeChinA 4.1.6., (de ayroximare ). Iresupunem Ca § %4 K1

s1 ca existi o serie (u) cu groprietatea ca'V [:f —Rf .
Atunci, daci af® loc ixxegallta‘f'eqv[/\ l;( -——-«-j)éo( [’\kl
¢ - mic, zturei , ¥ 2.06 ZF » avem lzo].- Frcuo
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ercare inieriocari lui &

rentru deronstrajgie, dim mai intii

Lema 4.1.,1, bacid este satisficuti condiyia \/\ >Zl)kla(

atunci , ¥(z) ¥ o pentru Vv z, cu

b e
<R

Demonstratie: Daca zoézf cu f = c .z , am vizut ci

|z

-V { ]
Ducd 7 é? , vom vea deci

(0) (1) % ‘pl
1| A 4+ AcC
V [I‘] inf “ne \)\ (o; (1) . CTPT})
P

n+1 + 1 n+1 seot n+1l

> un+1(
z int
l ol /n 20 Yn 1%n+l

a1 e[| " ZAxl‘l"u"/P‘O)l)\
2 int §+1 c N / ) 2
o "n (%ned ]}y ), ‘f[,\k[dc,ﬁf{l/lcr‘,f{l)
un+1 n

V, 1%,)

) inf

u
n2o

(o)/ Mo,- %_L\k)o(k _I)‘Ol - %‘l)\kl"(k
1 N+ Sl (Aol A

®n+1
¢l lena e uveuwonstrati,

In continuare, yinind seama ue condijia 2 °<kél ,

1

c(k}
rezulti sup no {1 31 decti, mp = 'nf » Jrin urmare, ©
o) c, o

linitad inferioari pef‘tru rerourile lul r(z} va fi

Ao - F A =x
[Adof * A %
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IAO‘- ziju&Pix
- R,
l!\ol + %lAkl °<x )

§ 2. Limitarea modulelor zerourilor funciiilor de forma

Dar atunci,

d (R $,) SRy . Q.E.D.

° 1
In cele ce urueaza , vom considera deci, seriile de pu-

teri sub forma lacunari, Fie

n, L, np
(4.2.1) glz) = c,+c, 8 e B T 4rc BV O+ L.,
1 2 P
cnpe € ’ co>o y {no--o} s P=l,240.., 15\4 Rg R
Legyl rezultratele ver 1i araloage in unele privinge, exis-
td i deoseblri, de aceea ne ocupdm separat de aceste fumcgii.

L& mai intii o teoremi generala, corespunzatoare teo-~
remei 4.1.1,

1kvhcidA 4.2.,1. Fie 0 serie cu termeni pozitivi

(4.2.2) (u) : ;ZT u & a < 4 80

1/(n_ .=n_)
. c P+~ P
n
(4.2.3) 2|2 mf(:%‘i. c_n__,
PO n n
~ P p+l

Demonstraiia este analoagd cu a teoremei 4.1.1.

gorclar 4.2.1. Daci existd o serie cu termeni posi-~

tivi 8o

Z unsu L ¢ 00

=1 1/(n “n

p= . P . /( P+l p)
astfel frcit sirul prl 2 este mono-

- ®n p21
P, Pl
ton descrescitor si 1lim —gkii— = 1 , atunci g(z) # o,
p>e0 np

pentru |z|< R

g
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nk ' cnk
Corolar 4.2.2, Dsc’ sirul (n ) este mono-
c k) 1
k+2\ nk+1
ton descrescior i c,
R -1 | ‘°J
3= M, .0 c ’
2 [ |
atunci, 2(z) £ o, nentru[z\( R .

Venten ceaonatratie se folozeste corolsrul 4.2.1 gi ine-

ralitatesn

1 1 £
"' "' - e o— 1
nl.n2 nz.n3 ’

In continusre vom convidera cltevs cazturl particulsre care

prezinti interes.

a) lie nmeria

n n n oy
t 1+t < 4 et t p + o e S "—'_t'."ir' .
(1-t) 1
€
n1< 'nz < cen s \ (0_._1)
coqaform cu teurenas 4.c.1, pentru zoe .y Bavem
o | 1/ny e, L/ (e 17)
‘zo\) inf (l-t)lzg% s & E—EL——- ) , ¥ tQ@,%)
k2 1 1 n,
K+1
deci,
1/n c 1/ =)
. ¢, 1 . n,
POF;pr inf ((1-t) EI S > <, )
t&(o,1) k1 X+l

Supremul ce 17Y cusg eate tina n to Ant ‘e

l/n
c 1
(l—t)lzfl =t V[j] , Cb

c 1/(nx+l*nk)
n,

—— e 8 A

eS|

838 cum se coastatl firi dificultute., ir deiuce antfel urn*toe~-
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rea limitare: 1/n1

=]
(4.2.5) (z°l7/ T/ af ;

lcol 1, cnl ))[g

b) Fie acum seria

-~

t< £
(4.2.6) t+ 5— +..04 =— +... = -In(1-%), t ¢ (o0,1)

Deducem pentru lénlénzé ces énp< ceo s

1 n2 np
+ +.'.+

L eeond (~1n(1-t)) 1
LI - -4y
nl n;_, np S

In rscest caz vom -<vea:

ol z ( L [ )l/nl (Do | Ve

3up in ( —(——)- sy L

0 In(l-t _ n c

tc(o,1) k)1 n1 k+1 7oy o

iar supremul de mei sus, este ating in t, dat de - o[h]a
1n(1 t)

= taﬁ[g] , 1n cere am notat
¢

c / n n 1(n, 4-n.)
baf=( l—l 2 M Yz} = ing ¢ X k )" Eel Tk
x*"[ ] ! cn1 t j k21 D41 cnk+1
Avem, uscotfel urwi”tosrea limitsre:
SNEIAIE
(4.2.7) lzolzr@z] (1~e ol JI] 3; .

Din (4.2.5) gi (4.2.7) , deducenm

TFOREMA 4.2.2. Fie g 67’6 ,|5| < R,. Daci zof' 2 atunci,
[=-]
are loc inegslitates

(4.2.8) Izol 2 mex ?;. e; ) .

Obgervatii : Limitele staebilite mei sus, rimin valabi-~ |

. —— S . A i

le gi pentru polinoamele lscuuare cu cocficienti complecsi. !
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. n
TFOYTRIA 4.2.3,. {de asroximare). Fie g(z) = Zgncn 7 X ’
K

|2l < R . Tac? sint sstisf¥cute conditiile

1/ My 3™
a) $irul l ccte nmoncton degerrscitor gi
Tal
n
¢ nNing 1
l 0 \ [}\g't) 390
nl .
n, cnk Ly g0y )
v) irul  ( = 3 )“}l egte ronoton degcrescitor
k+1] “n, - *

ai “o a, (7 1ln =) 1 0 £ 2 €~ uic
T2zt e ‘ ’

atunci pentru ¥ 2z év;E: Lvem lzolir R, ct 0 erpagre inferiosri
lui & .
. I( 1, )
Desonatretie. Duzl osirul Eﬁﬁ- ) e+l k €ate mono-
Dy

-t - *
ton descrescitor, =tunci j?”' devine
~

1/n
x e Lt a
95 = l/n1 1/n1
lcol +,cn1}

]

31 in aceat caz vom eves . -lz Pﬁ? -‘?0

\“my | 1/(ny 4y "k)
s+1lC

Tee™ qirul( ‘ ecte monoton des-
41
creacator, lianita eg devine

-7~°[z]/a

e = {l-e )

»
(3
R ' . *
31 In acest caz, avem R - lzokR - es L &
Teorems e demongtrati,
O form& oerticulerd mai ces intiinit3, este

(4.2,9) h(g) = c, *Cy% + c323+...+czn_132n-1+...,z Ry »
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Conform cu cele stabilite anterior, daci zoe%;,

atunci
- 1/2
Ton+l Iccn-—l
(4.2.10) 1ni' ( k—l) ( 21ls Yy )
Ol ’ sy 1 ‘,02n+1
Fie seria
(402011) Z-t‘_n 1 = —Z 4 té(O,l)
—t
Yom aven
Con-1|%2
(4.2,12) \z ,2 sup inf {((1-% )( == )
tGo 1) 21 1 Zn+l

Punctul t £ (0,1) clutat, ecte dat de

(l-tz)[-z-g- = t’l)[h] D[h]— 1nf cén-ll

Con+l

Obtinem astfel, un rezultat det de urwdtoarea

TTONINA 4.c.4. Loed 266;Eh’ atunci aven

(e eq )V{n]
V] +ur0{bj)2+4([cd /[cll)2

(4.2.13) 12

Observatii: lLste evident ci, h{z) fiind un caz particu-~

- — . . S—— v

lar pentru 2(z) (ca serii), ventru zerourile lui h{z), func-
tioneazi aceeasi limiti (4.2.5). Dar limita (4.2.13) este

mai buni, ceoarece

2({cy|/eq) k] (e g)V (0]
—
VIR GED s ef /e )7 [og + by 1]

TEORFHMA 4.2.5. (e sproximare). Fie functias h(z)

dat¥ de (4.2.5), peniru care presupunem sstisficu-

te conditiile

. .
cn-1

a) Sirul(\} 5———’[) este monoton descrescétor,
20411/ npl
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c 2
b o] R (1=-2) , ¢ R . - ni
‘ I"J2 f(za-£) ' °SFF 2. Emmis

Atuncl, dec% soé zh' even [zol’-‘-‘ﬂ cu o eroare inferioard lui & .

C.
- - . .| “e¢n-
Tewanztretie, Troarfee girul LI;—E—l

1y
}) e este aonoton
ca+l

deacrescstor, rezultﬁ‘vfh]= ite

Litite (2.0.12) Tp ucezt cez, devine

¢ ([col S ey IR

(4.2.18) (3 ]2 - —
[ ) 2+ V/R‘+4([c°[/[cll)d

Tia coaditia b), reznit? imediat, i -|3,\<E

¢ 3¢ Jtufiu sruors distributiei accounrilor functiilor

oo
n

S = .
de_forme_f(z) 2_ C z

n= =-go

Contiderim in aceat nornrraf, functiile

OO

(1.3.1) f(2)e 2 2" cu ¢ e@ ne0,1,¢,.., A3l
Nx « 00

{onliderim seriile cu terr.eni nouitivi
c( 2 ) q( ) A Z < po
) < —

Intrrducem gi anotugiile ur.iftouzre

1_1 Eg “QHJ. °n
w[f]n :;{ ( < °Lo ¢ ' o(n cn+1\)

L

c 5 c . |
¥ £ inf (o 52 [-=L n_ =Ll
n;l P—l l ' ‘Bn#l c-nl

o

L0 JdA LoFele 1 nch g, €3t€ un 2ero ven.ru £r{(z), duti
e (7.2.1}, *n coroana ?!c[z[<.e, atiniici are loec nna
din inegalit*tile

(4.3.2) oo~ (£]» s 02 <[] -
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Demonstragie: Cu z = reiqo c, =|cnle a y C_

| o Fn

= avein
lc-n ’

hef(g) = k' (x , @) +k" )

unde & notat

- c | c, |
kl’l(r) Cr’C) = ( L:( - \o<l )D(O +
1

n-1l
+ %"cgk(r)( o<o+ ZO‘V cws(V}O Ppll+

+

lcnl - (o(o + VZ;l: O(vcos(’)/SO+ (,bp)) ,

Xn

k;; (Ia%y-c) = { }‘}gl = ‘c/.bl.l!- ‘3‘: )(@0 +
+ Z' Sx (r) x/5 Z@ , cos (Vi %ﬁ))

. [;'2’ 5 (Pt gj/é S (VP 705‘;),

st ¢, le,,q| o kel
_ e kK _ n+1
DAL i veul A
g . _ 1okl 1 _|c- -J 1
K
Si alci se constatd ¢ toats sum-le 0(0 -+ 21 Oé,,cos@?&@y),
i impunind

/50 + Z/’; uoc(\l50+ LF;/ y eint pozitive,
coendiygilile 5 {r)> o, SK {r)2 o, ¥=1,24...4 razuaiti
Ret(z) ~o .

Teoreina 2 deacnstrata.,

Se constata ci, daca existid JouZ serii ;o(),(/_),)
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astfel fncit R® = d[:], R = w[f] , atunci, f(z) # o pentru
rR®<[2|< R.

5& consideram gi aicl douZ serii numerice particulare,

Fie astfel

oo
2t e €,
1 1=t

In acest caz, p:ocedind ca in prcoblemele precedente,
consideram sirurile:

ar 1| %o Cn
‘y (t)}g (‘l-t) _— tl"—"l .« s .t \ .-o‘)
n P ¢y ’ Crel ’
C. el c__.
ey 8f ((i-t] \ 1 I -—3(, . t\ ol
c_ c_
o 1 n

Problema aeterminiriil punctelor tc, t: & (0,1 pen-

tr.i care avem

sup  inf (y (t}} , inf sup (Jn (t)
t€&(o,l) n2o t€{0,1} n2o

concuce imediat la rezolwarea uruatoarelor ecuayii:

c c

(2t | 2] = ¢ ing |8 | S0V [f]
1 nel n+1
c_ c. .

{(1-t} 2\ L t sup t—a_n 1/ va x [fj .

L{ “-n ©
co n;
Leducen

A UPA 4,302, Vacd zo eate un zerv pentru f(z),

aturcl, are lve wiu uin inegulitayile

. [0l %o 2]
(4.3.3, {sg| 2 “leol* 2[e1lVe (r]
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2fe.y| vy L 1]
2[ey |+ v5 (2]

(4.3.4) lzo\s

In incueiere, wam ;i urmitoarea

TWUREMA 4.%.3., L.ci pentru f(z), R [®|<R ,
sint inceplinitve cundijiile

‘.

, este mcnoton des~-

i

c q |
(4.3.5) sgirul 0\ - e

e |' =42 ¢
.

+ -
i+l ecrescitor

iar (irul

C . 2
4.3.6) 4 \ -1 , a2 |Z-n-1
(4.3 { <, \ o \ 5

\) ecste monoton cres~i=
tor

atunci, iz, # o , pentru R§<;|5L£ R .

Demonstrajie. Se aleg drept serii (o} gi (F:} .
seria

1 1 1 _
7.2 Y23 et It e T 1

In acest cagz se observi ca

s n [ n
’ 3
cl { n+2 cnfl

w[f}: inf -i'-
ny 1

C
Wi if]=1sup | 4
(el = = S

c
n+2 }._:.n:l ) V= ¥
-n

Din teorema 4.3.1, avem sau

\_zoP/ W [f] 5au lzolé_‘ﬂ [f] teorema este de -

monstirata,.
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CAPIIOIUL V. APLICATITI

§ 1. Generalitigl

rroblemele dezvoltate in capitolele anterioare, atit
cele referitoare la polinoamele trigonometrice de una si mai
multe variabile, cit :i cele privitoare la studiul reparti-
glel zerourilor furnc,iilor snalitice in planal complex ,
isi gdsesc aplicay,ii in fizieca, mecanici, electrotehnics,
H e vom opri dvar la unele aplica;ii din sfera celel de a
doua problemuticl,

rosibiliti ile de aplicare, sint in strinsa le, itu-
rad cu utilizarea tot mnai largé& a furae,iilor cocrmplexe de va=
riabild complexi, in unele capitole <in teoria elasticita-
yii, electroteanica tecorcticd, nidro-aerodinamicid (.a, Ast-
fel:

l, ssoblewa antipland . Studiul mieilor deplasiri si
micilor deroriayil ale Larelor ciliiadrice zvelte, lzotrope
+1 omogene cu suprafaya Yaterald liberii, iIn esenyi, conduce

la problema Diriculet sau Yeuman, :ontru ecua,ia lul Laplace
in doui varianbile. Dezvoltarea moderni a subliectului, utili-
seara agaratulul teuriei rurncegiilor de varisbiléd complexi,
ceea ¢ce a fost previzut inci de Saint Venant, dar a luat pro-
rcryiile actuale grayie re:ulitatzlur lui I.Y.“ughellisvilil
{?3] h.Capildeo [}9] .8, (Foncgiile lui Capildeo i Milne-
iuouson , iuncyiise iui Frandtl ¢1 1imasiienko).

Problera torsiunii, se rcouce la geter:irarea funcyi-~
el \+)\.5 ) olomirie intr-un dumeniu QD . Iinia prircipa-

L de zleruuze a proilewel torsiunii, o cunstltuie utilivzarea
mijloacelor Tevrlel Tuncylilcy cinpaicae, nle ciror posibili-
tayl practice sint iimitate nu-mri de pus“b?TItatea constru -
11ii efective a reprewentirii ceniorme cures;uncitare {(exacte
Sal .pruxinmative ! a avmeniului D pe discul uritate pil .
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FPentru transformarea

2 = Wiz} tz o= HzZ))

care reprezintid ccrform  aiscul unitate [ 4:fr )
dir plaucl (o) re doucriliol siaupla conex )5 , deri-
vata &) ‘(%) nu aumite zevpuri in L {(putind avea,

in sc.imb, seicuri pe X T

De remu: at Cc& ir zceste pritleme | un rol ifrgortant
1l a® netoda seriilor. Naci sglupia nu poate i gisita
direct, se yine seama ci W (z) gi Hbﬂz) sint olo-

norie in ,21 :

2] O
W (z) = Zo:wnz" ’ \fJiz) =oan Pl

'.COvl - eonosonti)

In aceasti reysor entare _leb-,, mvg Z
nu adnite zerovurl in QZ[ 1

2. Problema plani. Prillezele la limiti fundamen-
tale ale elasticitiy il plane, se redue ia una gi aceeagi
problema lz 1initd a teoriel funegiilor de wariabili conm-
plexs,

Frimuas care a dat 9 repreientare cuvmplex? sigtewa-
ticad a aepiaserilox 33 tensiculilior Sz pieh o pland

a tost G.V.Kolosov (1909}

Forauizle de reprezentare (i-au gésit o formé ri-

geroa¥i ;1 elegantd im Opzra lul [ Y¥.lusheilsvill , siuve-

tizaté in [%j] .

Dacé in provlesa antiplaad, soungia deplide in ui~
tiza instanyd de determinarea urei funcyii d= variabixa
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complexd = in nrnble.ia plend avem de s face cu douldl astfel

de functii,

In [@5] s S€ 1i® ¢g punct de vlecare reprezentarea func-

tiel bisrmonice J cu zjutorul a doui functii de veriebild

complexi 9:(3), WL«Z) , olomorfe pe suportul mediunlui

elastic

U = re[z PL2) XD, ey e, ) = W)

reprezentare datd prime datid de Goursat (Bull.loc.llath. de
France , 26 , p.236) in inoteza cA U este snaliticd si redatd
de Mushelisvili in 1919 in csz <eneral (Izvestija Akad. Nouk

33SR , p. 663).

Metodele teoriei functiilor de variebilid complexi cils-
tich neqontenit teren in studiul Incovoierii plicilor, o pre-
zen*sre moderni & subiectului fiind Fatd e cEtre umai nulti
matematicient,

Formulele de bazi asle problemei vlane, contin doui
frnetitd de variabild complexd, snwlitice im zeneral, olonorfe
fn particular, Cind functiile nu sint olomorfe (domenii mul-
tiplu conexe sau infinite), partes lor nrincival} este deter-
ainatX iar din condiriile 1s 1imitX se determini gi In acest
caz don? functii olomorfe.

Friati, tn :cnermal, douX metode de a renrezents aceate
functii. Hetode ces mal dire t4 este de a renrezentsa aceate
functii 3ab form% de aerii Teylor sl de 8 deternine coeficien-
tii din conditiile lo limit%. A doua wetodd, const? in s pre-
lunzi sdecvat aceate functii in domeniul complenenter supor-
tulul elentic 9i de 3 defini functil olomorfe in tot plsanul
complex exceprtind frr?
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Solu}is problemelor fundementale pentru domenii re-

prezentabile conform pe discul unitste, prin intermediul unordﬁwdﬁ

polinomisle, urm%regte determinarea functiilor?b(z), Y (z), sud
formd de serii. Pentiru rezolverea acestor pfobleme gse utilizeazé
cel mai adesea dezvoltirile in serie {Taylor ssu Laurent). Heto-
da geriilor ~i s integrslelor de tip Cauchy permite rezolvarea

efectivd sau cel putin studiul teoretic al problemelor Dirichlet

gau Neuman.

3., In FLECTROTEHNICA, in studiul proceselar cvaaistias-
tionare, este utilizat aparatul functiilor complexe de variabill
complexi,

_ Tratsrea problemelor analizei circuitelor electrice:
regimurile permanente gi procesele tranzitorii (circuite cu re-
zim tranzitoriu).

- Studiul cimpurilor statice si stefionare, se poate fa-
ce cu sajutorul functiilor complexe, care reprezinti auxilisrul
cel mai eficace in rezolvarea problemei plane 5 electrostaticii.
Sint studiate diferite cimpuri din fizici cu ajuilorul potentialu-
lui compiex w = f(z) care le déscrie.

De asemenea, este utilizatid metoda tfansformﬁrii con-

forme pentru studiul electrozilor polizcneli.

4. In HITRO-AERCLINAMICA, functiile de variebild com-
plexi igi giiseso o largi utilizare in descrierea migcirilor ple-
ne irotationale stationare @ fluidelor incompresibile.

In continuare, facem citeva referiri mai concrete in a-
cest domeniun, cere scot in evidentd importanya punctelor din pla-
nul complex in care se anuleazi unele functii. Aceste puncte, in
general nu pot fi determinaste , dar pot fi, in unele cezuri, lo-

calizate in.anumite coroane circulsre.
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Se stie cX orice migcare plani irotationald poate fi re-

prezentatd printr-o funciie snaliticd de =

(z) = q>(t,y) + 1() (x,y) (potenyial complex)

Y- potentislul de viteze, VV- functia de curent si invers,
orice functie analitici de varisbili comple~3 2z , va reprezen-
te o migcere planX 1irotajionali, cu ?:.#/ ~ svind sennificetii-
le de nei sus,

In anecisl, ¢ind se utilizeszi metode holograficd , se im
ca baz¥ de plecare, vitezi complexi® gi nu potentiel conplex.

In numeroese orobleme de gcurgere & unui fluid, joscid un
rol importsot ounctele in core viteze complex¥ w = £°(z2) se a-
nulesczX (nnuncte de stacnere) .

Acegte puncte rot f1 determinate efectiv in unele probleme ,
cun sint:

- aurs% tn curent psrslel (aflerea bordului de atac)

- giatem formet din dou# surse

miacarea In jurnl unui cilindrua ovel

virtej intr-un curent parslel

H

3iruri de surse 3l virtejuri

Migcerea in Jurul cercului cu 31 fir% circulatie.

Este de asyennenee importanti utilizarea funci{iilor complexe
in teorie profilelor weroliasnice, unde tranaformereas conformi
joacd un rol important.

Vitess 1atr<un pu.ct 2& profil (z) depinde de vitesa in

punctul corespunzXtor pe cercul cenerator W(Z), orin relatie

viz) = 22/ §3

— . -

meTin ~ne |
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Deoarece in B, virful profilului (ascugit) %§-= 0,
implieca W(ZB,) = 0 pe cercul generator pentru eca w(g)

sa fie finita,

Ipoteza tacut a asupra impesitvilitigll fizice a unel
viteze infinite la virf este ipotesa lui Jukovskl (numiti
adeesea ipoteza kutta~Jukovski} gl face pusibili determina-

rea circulagiel astfel ca vitoza in B' s& fie nula.

Aplicares repreisentarii corforme la rezulvarea dife-
ritelor prutleize , 1n care de aseuweunea se cere deteraina-
rea punctelor de stagnare, este ilustrata gi de urmatoa-

rele exemple:

= surse sau virtejurl $n interiorul unui diedru
= surse sau virtejuri situate la distenge egale
£e 0 circumferingad

= scurgerea de—a lungul pereyilor plani
- mi:;carea in Jurul uneil plici piane

= scurjgerea in jurul sisteuselor de fante san in
Jurul reyeielor
= mincarea in jurul unui contur situat intr-un

curent paralel
Ca 0 aplicare a ultinei migcdri, este teoria pro-
filelor aercdinaaice {rrouiille Jukovsil, Xardman-Treffs,
sises, Caratoli).
Tvate se obyin folusind transioramarea :

2.9 %
Q 2
*opm b oeer vy

A Z Z

Z = 7+ + s

care reprezinté conturul unui cere pe cel al unui profil,
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Intre viteze, existid relajia:

v

{ ¥ =0 in varfael profilului, Vx =0 ).

Pertru proiiiele utiligate lza ccrstruegia palelor
de elice sau curiur peniru profilele de aripi, in anumite
purcte ale anvergurii. aripii, ragiuni de ordir constructiv
impre: un virf rotmnjit. Le aceea aparc necesar si se anall-
zege mai inceajroaie caracteristiclle scurgerii in jurul
urui virf rotunjit i s& se deducid condifiile de echilibra-
re pertri a deterniina punctul de vitesZ nulZ de pe profil

N

.1 de pe vere gi prin accasta insi:i circulagia,

kal multe provlene din capitoilele III~V, se ocupi cu

< X

ivcalizarea seirour .lor aanr 29thinzgil de fuie,ii olomorfe

(irtre care gi coubinayiile liniare). Aceste probleme pot

fi puse in legiturd cu priancipiul supergozigiedi,

Devurece proubiema deterainiril unor micsciri potengiale
plane este linlarid (ecuagia lul Laplace gi condi,iile la
1imita) rezulti ci crice combinajle liniars e potenpiali
ccmplecyd fk(z) va fi 40t un potenjial complex. Aceastd
constatare traance ratematic fa3; tul ¢i ni:-carea datoratd
ral multor cause se face ca si cind fiecare causd ar exis-

ta independent,
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§ 2. Izolarea punctelor de etagnare in cazul uror

-

mi ciri plane irctagionzle

Tiniad seama de interpretirile dim & 1 gi de rezulta-
tele ob,inute in cap., 1il1-1V, dim nal jos citeva tzoreme ca-
re leaga acecste regultate de mizcarez piand potenjiali sta~

¢ionarad a fluiaclor incompresibile,

TEURZLA S5...i.miccarile pentru care viteza complexdé

este Ce Iorna

. n .
{5.2.1) Wltz; =a, + a.z2 + ...+ anz tooay By o,

R

N = 0,1y300uy l31<Rw1

ru admit puncte de stagnare in domeninul
(5.2.2 |t < W [w] =

¢l nu aduit puncte Ge stangare complexe in acmeniul
(5.2.3) 12l <@, [#] =

e funccdi : o -

Fle funcgiile I, , £, , ... 1 €}f, ¢i numerele na
turale <ol eee KBy e

TEOHEMA 5.2.2. ilijcdrile pentru care vitesza complexa

este de tforma

p

cu A 0:?\1’ "'hlnlz o ’lq < R‘Q

¥ P
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(5.2.5 )| 2|<win —
g (p, 0, (7,040 [1,]

£l nu adimit puncte de s aagnare complexe In domeniul

(5.2.6) (zl( min C‘.‘-)O [fx]c% [_fk_.l
< frlia, 1]

Aceste douZl teoreme se deduc din rezultatele cojinute in ca-~
pitolinl TIXI, Lvident, se pot aecuce sulte alte teoreme folo-

sind :1 alte rezultate ain ucest capitol.

pin capiteiul iV, aeaucenm ;i urmitoarele§

TouniaA D.de3, Fle 0 serie cu termenl pozitivi

(5.2.7} 2 ou & u < 400
i caerile pentru care vitezs complexd este

oo
©£ * v n .
l_).‘.-.s; W:’(z, = :c cnz ] Co> O. Qné'e ’
n=1,2,...,[zl< Hw

nu poseda puncte de stagnare ir domeniuvi

. . u114-3. Cn
(5.2.9) (2| < tn2 -

[}
no L n+l

Urmitoarea tevremd, 43 condi;ii de apropiere a even=~
tualelor purncte de atasr'wre de circuaterin,a cerculuil de con-

verge:nyi,

GevhredA 5.,2.4, Luca pertru vi‘eza complexd (5.2.8)
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sint satisfidcute condigiile:

C (o]
: n . . ol R(R=&)
&) ®nel )RV* ¥ ©1 ..

saun

b) girul £n4cny1n+l)lcn+l|}nel este m.d, &l

C
k
}’E%-?Blhz y 0 e <LR,

atuncl, evertuslele puncte de stiagnare se atli in coroana

o LR—&<[z[< .

In centinuare, corsiderim viteza de forma mal gene-

rala
n, u, n
{5.2.10; n%(z) = cg + aalz + cnzz : +...+cnpz Py ...,
¢, > ¢, ey e€ ,p=1,2..., | «|< R,
)¢ 4.
Fie rotajziiie din C=z¢l.1IV,
l/nl
ox - leg| =]
g , 1/n
P”Lml+“%] Iv&]
A NEIVRYES
ee=Y[EJt1-e ° : )
1/{n,_ .-n, ) ; © 1/n
Cy- k+1 'k , c 1
V[f]:': ;Lll:‘f Nic ,rso (f]z( i—l—IE—g% }
d); an*1> 1 nl
n Sy l/(nh+l-nk}
¥£] = inr ( =K {.é iy
k21 k+i By.1
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T 07 4 R, 2,8, ""-ntele de «tarnsgre 3, gle ~laciri-

Lor rentru core vitcza conlexdi are forma (1.2) a-tia-

fac inF ml{itrten

”~ ” -
(5.2.11) l20|2 max Eﬁ s € ~)
-in scevnt’® *coremd, Gecducem si urmiitneres

e A Becebe Doeft nentru vitezs comnlexi (%,<.l0)

aint :zti%cute conditiile:s

/(n,_ y-n )
a) (e / le ) kel "k este m.d, sai
\ "k‘ l n¢+ll
n.
Icn l> [7("{- Q} t oD
c 2 < o
l nll _.
1/(n, ,~-n,.)
i+l K .
b) (nk[cnkl / ag Icnk41,) ‘s eate w.d. 9i
c n
°olSn, (v1n23) 1, (< €<,
cn12 1 €

atunci, eventunlele nuncte de 1ta nere 5ie niac rilor 1 nec~

tive, se rineec 1In co: yanae

el T -E<i3] <L .

TR0 IA S.2.7s "0c¥ vitesza conplexd cre forma (5 .¢.12)

. . ? cen-l
(Leceli) w(z) = C, *+ Cy3 ¢+ 03' + ene *+ °2n-1' + eee

st.unci rurctele Ar 2% rpare , 0 arti-fro itnr mlitaten
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R 2 e |/ lcll)v[w]
ARV I \/(Tﬁd\"‘fd,( |co [/ lell' )2

c -
unde V[w] = 1nf,{H;1——l
a1l V(%ns1 |

In continuare 4d%m si urmitoarea teoremi de aproxi-

(5.2.13)[z

mare

TFURIMA 5 .2.8, Dacd pentru viteze (5.2,12) sint

gatisfiicute conditiile

c
e) airul ( E%E:% ) a>1 este m.d, =ni
Zn+e -

\O

b)
117 €(en- &)

’ o<£<% » S~ mio

etunci, dac¥ 8 este ounct de staznare, avem [20\45 R ,

cu.o‘anroximagie inferioaré& lul ¢ .

Ia focheiere, nni dfin citeva teoreme prin cere ge
gtehilesc condi4il suficlente , In core, vitesm comvlexd
renrezensssi wrintr-o gerie de puteri, nu se nnuleazd in
interiorul ccrculul de converugent’l sl seriei respective,
Acexte Scorene zint splicatii ale rezultatelor stabilite

in C9ND. il 3l "V,

LLORMIIA Yo2e8. Fie 0 vitezid complexi

(5.2.14)  wl(z) = \1y(a) + Afyladecir \f (3),

sl <Ry,
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+ k o
 SEELTURE S S0 7 A £,.(2) = n2=o a, 2 o<[z[4Rfk$ + 80

Al'ka » ces Ap>/ 0, kK = 1,2,.0ep

Dacd toate sgirurile

(na:: /(n+1)8§+1 )n 31 ! B = l,2,00ep ,

sint monoton descrescitoasre, atunci, misceres corespunzdtoare
nu posed® puncte de stagnare complexe in |z|<R, -
Dac¥X in plus a:: /a]i‘ > Rfk y k=1,2,..., p, atunci,

miscerea nu posedd puncte de stagnare ventru lz}{Rw .

TEOREMA 5.2,10., Fie vitese complexi

o0

(5.2.15%) w(z) = Zo__'cngn s C > 0, cné B, r.1=-1,2,....lzl<RW

Dac¥ exiat¥ o serie cu termeni pozitivi

P
(u) g CH _Z_u°<+ 00 , aatfel cat
A) Sirul - ) este monoton descrescii-
Yn °n+11 nal
tor
(8) 1im axd _ ,
u [

—200 N

stunci, migceares nu poseéX puncte de staznare in domeniul

2] < Ry -
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Corolay 5.2.1. Dscd sirul ( ngi

Cne1| B2 1

3-§ >R, » atunoi

migcerea nu posedZ puncte de stagnsre in domeniul
15‘141 Ry

TEORIMA 5.2.11. Fie viteza complexd

)

eate monoton descreacitor @i %{

: ny n, n
(5.2.16) wis) = ¢, + o, 8 +c, 8 teeet 0, 8 Puoes
1 2 P

e°>o. Onpé e. P = 1,2,000s l',d R'

Daci existd o serie cu termeni pozitivi

@0
(ut) g un{? u°< + ©O  , assfel oa:

P

ll(n
(A') girml (...D:I:l }.—P—J F>'p+l P

este monoten descrescitor

u

a
(') 1= —R .3,
p—2co "n,

stunci, migceres nu posedi puncte de stagnare pentiru ‘l,(‘k'.

Corolar S5.2.2. Dsci girul

c
o | ey
"k [é ) k D1 este monoton descreciator,
+1 - '
Beel
n
i 0
? R -
172 n,

atunci migcarea nu posedd puncte de stagnare in domeniul [s| ¢ R_ .
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