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INTRODUCERE

Teorie sistemelor linisre cu control reprezintd up capitol
deosebit de important in cedrul teorlei generale & sistemelor di-
nsmice, ramurd 8 metematioii izvoritd din necesitdt{i practice, ls

8 cldrei dezvoltare su contriouit in egeld misurd atit metematicic-

oii cit g1 inginerii.

Dacd pripcipslele notiuni legate de stsbilitate su fost for-
mulate, investigate gi fundsmepntate solid {p . celebra tezd de doc~-
torat sustiputid ls sfirsitul secolului trecut de cédtre A.M,.LIAPUNOV
[LZI' primele concepte de controlabilitete epar la inceputul celc:
de 8 doue Jumdtdti e secolului XX , intr-o formulsre slgedricé, in
leghitur& cu teorie conducerii optimele & upul sistem in lucrérile
grupului de mstemsticieni condus de L.S.PONTRIAGHIN {?1].

Formul#ri precise ele potiunii de coptroladilitste completd
1 ale notiunii dusle de ooservaoilitate spar ipn lucriarile lui
R.E.K4IMAN [Kl]’[le’ prezentate le Conferinps.de ecuatii diferec-
tiale ordinare, Mexioc, 1959, respectiv primul Copgres IFAC, Mosco-
ve, 1960, lucrdri de pionierat im teorisy sistemelor linisre cu con-

trol,
Dupd R.B.KAIMAN, sistemvl cu control

(4.5 ) X = Ax + Bu
A, Bt ,x
» 0?0 {x(co) = xo

unde 4 51 B s8int matrici cde dimermsiuni n x o sgi respectiv

P xm, 86 zice complet controlsvil dascd fiecdrei stiri xoe_ﬁn {1

corespunde uop nuwidr resl ty 2t 61 o fupctie continul pe por-

)
tiuni a(e), tE_[to.tl] » ©ostfel co solutis x(t) 8 sistemuludi
(A,B;to.xo) sl indeplinesasci conditia x(cl) = o,

Peptru wm = 1, Kslmen eratd ci4 up sistem (A,B;t.co) este

complet controlsoil dacd s1 pumei daca
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reng [b,Ad,...,An'ld}z n
rezultet oipne cunoscut in teoris sistemelor liniare sud denumi~-

rea de "oopditie repgulul®™ si care 8 fost geperslizat de J.P.

Li SALIE [Sl] pebtru cazul w aroitrer, finit.

Controladilitatea sistemelor liniare cu coeficient{i variavili

'x = ACt)x + u(t)u

{x(to) = x,
o fost studiatld de ﬂ.N.KRASOVSKI [Ks]’[?e]' care ob{ins 0 '"cop-
ditie ssupra rangului" echivalentd cu controlebilitates completd
de forme 1

(3% > t, estfel ca rang[Qo(E),Ql(f)....,Qn-l(f)]= n
unde Qo ()= B(t), Qd(t)= A(t)Qj-l(t)-Qj_l(t). j=l1,2,...,n=1,

In perioads cere urmesz# scestor lucrlri se IimmulYesc rels-~
tiv repede atudiile referitoere 1ls sistemele liniare cu control,
apirind noi caracterizdri ale notiunii de controlaoilitate com=-
pletd. Astfel, ip wonografia ipgiperului sutomstist V.M,POFOV-
[Pa], enexa 4, sint prezentate un numdr de 16 formul#ri echiva=-
lepte ale acesatul concept.,’

Bxtepsii ale potiunii de controlsbilitate ls cszul siste-
melor liniare infinit dimensionsle cu operatori mirgipiti 51 ne=-
mi&rginitl apsr pentru prima detd ip lucrdrile lui H.O,FATIORINI
[?1],[P2].[F5] §1 R.TRIGGIANI [fl],[Te], coere extind la cezul
infioit dimensionsl unele ocersctcriziri ale gisteaclor complet
controlsbile, pripntre cere gi "coodiyia reogulul", reforoulsti
fo contextul oontrolavilitdtil srroximative introdusi de H.O.
FATTORINI.

Al&turi de teoris sistemelor linisre contripue & evoluzt in

permsnentd o teorie ssem&nitosre pcotru cszul sistemelor liniere
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discrete. Matemsaticienl de mare prestigiu, cere au sdus cobtrivu-
ti1 remarcebile ip teoris sistemelor contipue, au formulst si de~
monstret o serie de rezultate similere in teoris sistemelor dis-

crete.'Este suficient s8 smintim in 8cest sens lucraree lui CH,V.

COFFUMANN g1 J.J.SCHAFFER [Cy],

D.VEXLKER [Hi], in care 'gint studiete principelele conmexiuni ifntre

ssu mopografis lui A HALANAY si

diferitele tipuri de stadbilitste pentru sistemele discrete (linie-
re i peliniere), pe modelul rezultatelor corespunzitoare din ce~-
zul ocontinuu, utilizind tehnici specifice sistemelor ulscrete. ix
esemenes, weritd smintit @icl c¢3 celebrs teoremd & lui PERRON [P4J
relstivi la mirginires solutiilor upei probleme Cauchy

(x = 4Ct)x + £(6)

1:!(0) =0
pentru f wmirginitd, are un ansloz discret, formulat gi demon-
strat la scurt timp dupd aparities rezultatului lui Perron de cétre
matemstioispul TA LI [TB]'

O situstie snalosgd se prezintd in teoris sistemelor cu cop-
trol, teorie dezvoltatd intens in cele trei decenii de existecnil.
Easte suficient sd smintim dosr ci formulares "principiului maximu-
lui" & lui Pontrisghin, metod3d fundesmentald de cercetere ipn contro-
lul optimal,demonstrat peotru cszul lipisr de R.GAMKRELIDZE [Gl],
ier pentru cezul nelinisr de V.BOLTI.NSKI [BBJ, 8 antrenat o serie
de aercetdtori in elaborarea urei variante discrete & principiului.
Monogrsfis lui V.BOLTIINSKI[de]prezinc& fotr-o formi fosrte geners=-
ld gi sistematicZ teoria comenzii optimsle & sistemelor discrete.

Existd ls ore sotuslX monorrafii{ care trateazi purai sisteme-
le disorete [ﬂel. dar 1 lucrdri care prezipti ip psrslel cele doul
tipuri de problono.Aacrol B.B.KATIAN fo lucrasrea [;2] smiptitd mai

sus, studiezd glituri de sistescle contipue 91 slstemele discrete,

De soemonea, {p mopograria lui V.M.POFOV [?b]. sint formulate gi
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cind e cazul demonstrete, alaturli de rezultete din teoria.siste-
melor continue si rezultate similere referitoare la sistemele
discrete. |

Lucrsree de fatd se ipscrie pe linia prezentdrii parslele
a unor rezultate din teoris sistemelor linisre cu control conti-
pue si diascrete, rezultete ob{inute prin cercetiri proorii sau
in colaborare, publicate sau ip curs de puplicsre in lucrdrile
Ph]- [?16]‘ Rezultstele origlnsle pot {1 grupste inm urmitosre-
le categorii :

i) Extensii sau generalizdrl la cadrul spafiilor Senach
(Hilbert) infinit dimensionale ale unor rezultate cupnoscute in
teoria sistemelor finit dimenszionale ;

i1) Reformulares gi demonstrareg ip cadrul teorieil sisteme-
lor lipilare discrete & unor rezultate siwmilsre din teoria siste-
melor lipisre continue j

111 ) Prezentaree unor contrucxenple care 8ratd cd spumite
proprietdti ale sistemelor finit dimensionale pu sdmit geperali-
z8r1 le cezul ipfipit dimemsional, sau cd anumite proprietédti
ale sistemelor continue nu rioin asdeviirete pentru cozul siste-
melor discrete.

Deosrece sm avut Ip atentio in specisl sistemele liniare
discrete, me joritates rezultatelor smintite mai sus se referd
le scent tip de siateme. Totuyl, pontru unitetes gi indeponden-~
te lucridrii, seu pentru oompsratie si parslelism sint prezentate,
pe sourt 81 in generel rir¥ demonstretie (upeori fiind citate
numsi sursele upde pot f1 glsite), unele rezultate cuzoocute ip
literaturs de specialitete din teoris sistemelor. continue.

Aviand {p vedare cole preciruto.anterior, Sintreaga lucrare

.80 situcssd ip cadrul destul de lorg sl spatiilor Basach (ssu

Hilberts) g1 al sistemelor linisrs cu operstori (ecoeficienti)
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m&rginiti’intre,ascfel de spotii. Este decl nstursl ce enslize
functioneld gi fp speciel teoris operatorilor sd aibid un rol fozr-
te importens.

Lucreres este lwmpdrfyita In patru capitole,

Cepitolul I sre meniree de 8 prezents pojiuni din domenii co-
pexe cu teoria s;stem?lor lipiare cu control, pofiuni frecvent ui:i-
lizete fn cepitolele urmidtocre. Este 0 Incercare de 8 sintetizs
din literstura de specislitate escele elemente care pim in evidern ”
{idees de unitete a mijloscalcr de investiretfie In studiunl sistpm:—
lor continue gl discrete.

In capitolul al II-lea se introduce nofiuned de numdr carac-
teristio asociat unui gir de elemente 8le upui spatiu Dspach arvi~
trar i, iIn particular, oricédrei solutii a unuil sistem discret.

Be aratd od numerele ceracterictice ibtroduse aici au proprietdt.
spaloage cu pumerele lui Liapunov din cezul contipuu. In cazul
stetiopar se apslizeszd rclatis dintre 7Ka(A) g1 MT(A)I gl oo
prezintd veriante discrete ale unor rezultate cuposcute in teoric
gistemelor continuc, legate ce no%iunes de pumir coracteristic,
respeotiv spectrul caracteristic. Rezultatele acestui capitol su

T15] 1s Simpoziopul '"Matematici si splice-

fost comunicete [Tlu]'

tii", Timigosrs, 1985.

Cepitolul sl ITII-led reprezintéa rezultatele ssupre sistemelor
linisre ocu control obtinute :f pusdlicate Sn [?5]'[§6]‘[?a]‘|?13]'
Notiunile de controlaoilitste sint prezentste ipitisl in cedrul
mai larg al sistomelor de evaasre - urmédrire din teoris Jocurilor
diforentyiale, apol, prin purtlculortzore, sint fntroau.s COLCe i
le uzuele de controlaoilitate 31 sfnt enslizate unele proprictéay:
H g1 B - stabile, adic# accle proprietdti, cunoscute in cszul
fioit dimensionsl, ocere rimin adevirate ${p cazul spatiilor Hilocert

91 respectiv, Bapach aroitrare.

DU PR T
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Ultimul paragref el acestui capitol preziptd, urwind ideti-
le lui S5.DOIECKI [DI:[. o serie de conexiuni si interdependente
intre diverse tipuri de controlsbilitate existente In teoria
sistemelor liniere discrete cu control,

Capitolul 8l IV-lea, destinat studiului sistemelor liniare
cu control inzestrete cu un criteriu de cslitate, prezintid re-
rultatele publicate in [T#],[T7],[T9]-[?12]. Rezultetele prezen-
tete In ocest capitol se referZ Indeossbil le sistemele discrete
gi, fn esenti, sint genereliz&ri le cazul ipfinit dimensional
8le upor rezultate din EPZJ.
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CAPITOLUL T.

SPATIT DE FUNCTIT 51 OP2=ATORY LIVIART

I ToORIA STRUsiluiOR

In teoris controlului sistemelor linizre, spatiile de lunclhii
joaci un rol foarte imp;;tant. Blemerntele unor astfel de spayii, de
re;uld functii cu valori operstori lipiari, m3rgini¥{l sau pemdr;i-
ni%i, sint utilizate drept coeficienf{i ; de asemenes, Tunchiile de
iptrare (control) sint elemente ale unui spetiu corespunzator de
functii vectoriale: Calitdfile coeficientilor $i ale functiilor de
intrare determind, in ultimd instantd, calitdtile sisctenului linier
respectiv.-

In literstura de specislitcte cxistd o mure diversitete de 1_.o0-
teze, w81 mult sau mal putin restrictive, atit ecuprc cocliciernyiln:
cit gi asuprﬁ funct{iilor de intrere. Sint utilizate fubpchii conti uw
seu contipue pe portiuni [PQ], func{ii masurabile mérginite-t@ﬂ R
functil integrebile fn sens Riemann sou Lebesgzue [C3], etc.

Calitetea de bazid core ve fi cerutd in continuare upei Tusnchii
operatoriezle (vectorisle) peptru @ putea f£i utilizati drept coeli-
clonti, rogpcctiv functie de intrzrzs, va (i oceed do & i'i torn 2500~
robi1A 1 loocel intesrebildi ip sensul lul Bochner [YJ .

Poro;sroful 1.1 al aceatnd c2rltnl arc mondred de o prociza vy -
talile 51 do & prezcpta, firil coanonutrofil, priocipalelo proprlol:dil
0le operstorilor linieri egi mirginiti. Toate acestes vor fi utilizar:
frecvent pe porcursul fntregii lucriri. Celelalte parazzrofe ale cap.-
tolylul au de asemepea un carscter introductiv, avind scowul de &

prezenta intr-us mod uniter spetiila de furchit 1 ¢lossla ol ol

t

tori linisri cere iptervio im :corle sistemelor liniere contingo

.‘,';

disorete. Intrezul materisl sl zcestui capitol reprezintii o Inc:r-

BUPT



-2-—

care de @ sintetiza din literstura de srecisglitete $i de 2 prezent:
fatr-un cadru fosrte general, escele c¢lemznte care contriocuic 13 cla-
rificares ideii de upitate & wmetodelor de investigatie In studiul

celor doud tipuri de sisteme.

1.1. TROPXRIuTATI GuNERATS AT4 OPERATORITLS LLIIAnS ihuiit

L

1=t

™

Fie U si X doud speyii senzch peste corpul I (=R s:u

e )
-

al punerelor rezle ssu complexe. Yom noic prin if(U)xﬁ spaviul 3¢~

<

pach ¢l tuturor operatorilor linieri si mirginiti deftoiii pe ni
ca valori fn X. De asemepea, vom nota prin i(33 alycore 3cnzcn

g tuturor oheracorilor linjari % mirziniyi do 10 X Tn 2, 2
cirel element unitete, @dica oPprucorul icdeptitate pe X,‘il VoW {10
ta prin I.

Dacd X® desemncezid spsfiul sepzch 8l cuturor funcliomclclo:
linisre §i continue pe X , Iipzestrut cu nmorme ooisruitd din
,f(X,li(), etunci pentru fiecsre 8 (—:of(U,x) . y03 Dnot3 n”ec‘f(x*,i}”)
operutorul edjunct el opersatorului B, odicad upicul operotor din

L (x*,U*) cu proprietctea i
B*x®(u)= x®¥(Ru) , (VY ueu , (¥) =Nex”.
Decd x€ X si xte x¥ , Obisnuim sd notim <x,x" > in loc

de x”(x). sstfel c# egalitates de msi sus, de caracterizsre 2

odjunotuluil unui opcrotor, gsc mal poete serice
¢ Bu,x*>=<u,BM"Y , (¥) uev , (¥ x¥e ™.
Yontru un oporuotor A€a{(x). vom nota prin
J{’(ﬂ)={x€Xle=o} st R) = ax

pucloul i respectiv, mulyimes volorilor operstorulal 4.

Prip spectrul punctual &1 oocrotorului 4  voam fnyelec oulLti-

oy

O C2) = {lemlJF(A- a0 £ {03} .
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Orice pumir® A EOJ_T(A) vs {1 runit, In pod uzucl, veloer: p"')
8 operotorului A s$i orice vector nenul din JPCA-J.I) ve i nu-
mit vector propriu pentru opzritorul 4.

In cazul In care K = ¢ , vom nota g)(A) pultim=s rezolv.nt
e Opefatorului A, 3dicd vultimes pumerelor complexe A Pentru cor

.

A- AT este inverszpil fn:el_eors a’(_‘{). O0pszogorul (a-lI)'l,

Y

(A€ ?(A)), ve £i pumit operztorul rezolven:t $i va fi motct R(A,
De csemenea, complementars in ¢ a mulfimii S)(A_‘) ve fi pumici
spectrul operatorului A i va il potatd prin (O (4).

Numdrul reesl-gi pozitiv

= mox |CCA)| = o f A
AeT(a)

este numit rszd spectrald a operotorulul A4 si poste {1 determin:

Ta

cu rformula . l/n
r, = lim “A "

n—>00
de unde deducem imediat ca rAé Hﬁ“ .

0
-n~-1 n
Pentzu AE ¢, Al S r, , seria Z A A este cosolut
' B=0
convorgontd gl definegte operatorul rezolvent, adic#
00
-n-1 n :
R(l.A)=Z A2, (MDiec, lllnA.
n=o0 T

Dacd ¥ este o functle complexd de varisoilid complexd, anali-
ticd pe o vecinitete V- 8 smectrnlui operatorului «, fer (1)
este 0 curod jordapispd inchisd =situsti in V s$i cure Inconjosra
spectrul, atunci operstorul Y (4) se defineste prin

Pa) = -3 S\f(lm(x.udl
2%1 r

In pertioular, pentru fiecare tek , deflinim

X
n,.n
ec“ = . S e).t 3(1.3)‘]’1:2 LA
2Mi r £=0 ol

i) 4
PRUPOZITIA 1.1.1. [Cj] Tie ?eéf(u.):). Jromdtoirele al

P B
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sint adevarate

a) Dacéd T‘ este sufjecciv atunci existd w > o esticl in-
cit f|™x®| > m , pentru orice x€ X , |Ix7]] = 1.

B)IDacﬁ existd m > o @estfel incit ”Tu” » m pentru oricc
wueU , Jlujl =1, atuoci T este surjectiv.

CONSECINTA 1.1.2. Fie U si X spatii Bepach reflexive si

-TGi(U,X). Uroitcearele afirmatii sint echivelente
8) T este surjecctiv ;
b) Existd ®w > o astfel ce "T”x”“ > n , oricare ar fi
e X, x4 = 1.
CONSICTITA 1.1.3. Fie U si X spotii Hilbert si T€&(y,

Urmiitenrolo sfirmatii sint cchivalente 1
¢) 1 este surjectiv ;
b) TT™ este upiforw pozitiv ;

c) TT* este surjectiv.

PROPOZITIA 1.1.4. Fie .U si X spatii Banach si TEL(U,X).
Urmétoarele afirmafii sipt ecaivslente ‘

2) R(m =x; |

b) ST = {0} .

COWuLsCINTA 1.1.5. Fie U s3i X spatii Hiloert 5i v€(J,%

Uswatgourvlo efirwetbll sipt ccecu voleate 3
s) R(m) =1x;

b) T este injectiv ;

) Tr® ogte injectiv ;

d) TT* este strict pozitiv.

1.2. EPATTI_Ds FUNCTIT Cip TNIMRVTN T 7 .ORTA . Tieul 0.

- w0 P
PP P N

Fie ¥ uo spctiu Bannch g4 J ur interval z-uie:

1
m d - ey - L~ PP IR | -— o aes
idreptet R, = [o.oo). Vos not: >rin hJ\“) spevial L (0,0

[Hl], 8dicd spstiul linisr a8l tuturor funciiilor { : J—» X

Ly
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(identificate modulo multimile de =asurd puld), tere misureoile It
report cu mﬁsura Lebesgué, integredile in se;sgljlui Bochncr' [Iil
pe fiecare subintervel compcct confinut In J 5 fn porticulsr oo
scrie I(X) 1ip loc de IR (X). Zste oipe cunoscut ‘[Xl] cd fnzz:
trat cu operatiile naturalz si familia (suficientd) de scminorme

(pK)K (unde K parcurge familia subintervalelor compacte din I,
jar pK(f) = g Hf(t)“ dt ; (2):f€1ﬁ(KU}, Sp???ul LJ(X) este un

5patiu.local I\cop'vex, metrizebil, complet, cdicd un sprhiu Fréent:
Po 1lingd scost spallu de oazd, vom utilize urncle sanonsy, il

spaiului LJ(X), ipnzestrete cu topologil proorii de sreiii Bacoo!

topologil mei fine d'ecil: cea indusa de topolozis spatiului L {7

J\t& »
dstlfel vom utiliza

P(3,0={ gexyn)| flell ? § leceoll ® W)¢ o) 1¢p e
, J
Lm(%X?:{fGLJ(X)[ [[£]l,o= ess suplizll= (Enf i;ipmnf(t)” < oo}

Pentru 1 £ p < o0, este up rezultat dbine cunoscut in nnalizs
funcfionpld [Yl] ca [IP(J,X)] ¥ este izomorf $i izoemerric¢ cu
19(3,X*), unde 1< g £ m gi l/p + l/' =1 ,

q
Dacd fE€IP(J,X) si g¥c 13(J,X%), 1/p + 1/q - 1, 3tunci
g¥ ()= 1,67 > = g g"(n)[r<z)]an = g<f(t),3"(c)> dt.

J J

DEFINITIA 1.2.1. O func{ie £ : J—>»X se zice ci este primi

tivd pe J, dacid existd ge Ly(Z) 51 t,€J sestfel ipcit 3
t

£(6) = £(6 ) + § g(sdas , (¥) t€q,

o

Functis sGLJ(X) este unic determinzti (modulo zulhimile wc

wmdsurd nuld) de funcfie £ i se potezzi I sou DI
ik
Vom notca ‘é {Jd,X) [Rl] nultimea functiilor wrimttive ..i o
zice cd functia £ este # - contipuld daci f£€ (J,X). zste cliz

. #=
dio defipitie cd orice funcyi= re'é(J,X) este Josolut conzinn”
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pe orice suointerval compect sli idl  d.

PRODOZITIA 1.2.2. [i;]. Fie U,X,¥ .spaiii Bansch, 4 €
e-@%ai’(x.x)), BE 43, LW, X)) si f€ ‘é%J,x). Atunci AB€
€ ‘é#E'J,i(U.Y)). Af € ‘é#EJ',Y) si sint adevirate egalitatile :

a) D(AB) = (DA)B + 4(DB)
b) D(AT) = (DA)E +.4(D?).
OBSERVATTA 1. 2 3., Din esalitatea ;l,f rezultid usor ca

£(e) = A'tx c ‘g(J X),- ¥4 € ¥. Den2rnce, evident, 2 -g#(t-T,Z) _—
—_— LJ(X) este un oper¢tor linier, obtipeuw ci G}l-(D) = ¢ ¢gi,
in consecintd, S)(D) =g .
Dacd restringem domeniul de definifie &1 operatorului D

punind

Yo ={ze G| xerPe,x) . 1< ™}
stunci restrictia e ltxoe @(D) permite sa determinin GW{J",
care In jenercl nu Qa mei £1 tot i.nal complex U1 v
de gtit de J cic i de slegerce lui p. Do cxemplu, woo

=R, yl 1 £&p < oo, stuncl 0}}(«)) u{Xé«B]ltol( n}.

Vom m3ai nota
(3,0 = {£€1,00| t contioud pe 7 }
413,10 ={ £e€ G| be €‘g{J,X)}
precizind ca 1 ‘
VAR Y= ‘6(J 0 C B C 100,
Spatiile de funct;i gpnun=zete In consideratiile preccdence
vor interveni in teorie sistemclor linisre cu control t-cormtiru:.
Apnelogul Jiscret 9l spotizlut Jde bzl LJ(K) VA VYIRS L
8(X) al ctuturor girurilor dc clemente ¢lc spotiului sencc: X

adica

»

s(X) =f{ x = (x_) x. €X , (¥) pewm}.
(2=t |, ) sen )
De ssemepea, spatiile

fp(x>={xes(x>l x| g = i;"xn“ Pe oo} » l€p<o
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ioo(}(): {xés(X)l =l = sgp Izl < oo}

vor inlocui (ip cazul discret) spetiile 1P(3,%), 1< pg o0.

Deozrece atit spatiul s{X) c¢it 3i spapiile ‘{P(x) DO i
considerate [Y&] ca spatii de fupctii integrepile pe spetiul cu
masurd (M, @(N)’;ud)’ ‘unde /‘Ld este wisure discrecd pe 0 - o1
gebra @DGN), adica ;ﬂaﬂn) =1, (¥) p€ll, proprietédgile spegiil
LJ(X) ai IP(J,X) =<ce transmit in mod corespunzitor anshiului
rcspectiv ZP(X). Astfel spoyiul (X)) ve deveni un spoidiu fri-
chet.dacd va fi inzestrat cu fomilia (suficientd) de uscminorme,

Pk(x) =||Xk“ , (¥) x = (xn%1}t§ s(4) si (¥) ke ¥,

iar sputiul ( {p(x),l[.u p) ¢ste un spotiu Bepouch pantru 1€ <

De ssemepea pentru 1 < p < 0o, duzlul topologic ¢1 spatiulu

{P(X) vo putes fi identificct cu spetiul  £UX¥), unde 1< qg

gl % + % = 1 . In acest c¢vz, pentru X e-fp(X) i y'e ‘Zq(xx)'

1 1 _
Y (x) = {x,¥> = E {xy a0y >
n=on

Voo mﬁi méntioﬂa ci daci X ecste up spchiu 3cnsch refleziv,
io particuler Hilbert, &tunci pentru 1 < p < 00, spatiul IF(J,x)
51 analoéul $ia discret. -fp(x) sing spayii 3enach reflexive, 1.
particuler, L2(J,I) si -ez(X) sint spatii Hiloert decd X cot
un spotiu Illilbere. h |

In stfirgit, pcncrh 3 inchcia consideretiilo releritoore lo ..
ti1lo de functii utilizote In tcoris controlalui, trebule sd proc
»im ol locul onurutarului de ¢éorivore ve £1 luct In teorio isnes
lor discrete de operetorul de transleyie (e stfeto) T definit
pe s(X) prin - . ‘ -

I'x =

'i.'\io,xl,.--,.a'n,...\‘-‘(Xl,:&?.,...,.‘(n,...‘) 2 ’\4) N S

Usor se constetd cd si In ccoast ccz Tx = A x  docl o1 rar i

10

>

docd x_ = ;l,“xo » (¥) n€lii , x €

0 vl, 1o concluzie, G& {(ui= L

BUPT
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De asemenca, doci vom restrin;e domeniul lui T le
@('l') ={x€-s(X)|Tx € L¥(x) }, 1€ p<g oo
cees ce ip acest caz este echivalent cu
D(my = P 51 1€d(LP)) . 1€ p< o,
gtuncl - -

G (D= {de ¢ | |2 <1} aect 1< v< w

0}.(1‘):{16 ¢ | '2'5 l] dacd p = o0o.

1.3, OPIRATORI TINTART : T CTFRTCT SPATTITOR D TIRISOTT,

Sps{iile de functii prczectote in paqaggaful preced2pt ca ur
rol esenyial in teoris siscemglor liniere cu control. Un roal 1o
fol de importent Inm cadrul eecoiod teorii rovine unor o - tori
liniori gi conc;nui senerati Gu clumqnce elc unor spoyil de l'unc-
t11, operatori legeti intim z2tit c2 constructhic sisserului clt ¢f
de descrlerea funct{iilor de stare szu de iegirc.

Fie U,X spatii Banach‘;»i J0W)E Lgcc(j,df(b’,x)), l{ p<oo.

DEFPINTTTA 1.3.1, Numim opurstor dec multiplicors fencret de

: : q - 1 1, _ P
A(.), gperacorul a@vf Lloc(J,U)-——* LJ(X), /p + /q = 1, selinit
prin

Aot = a(HEC)Y L, (¥ re1d_(T,0)

loc¢
adic¥

(aéf)(t): A(s)f(t), aproape pentru orice t€J.
Propozifiile urmdcosre siot extensii usor ce oofibut ele unc
rezultate similare de las cazul rfunc%iilor cu valori scelare [G?].

PROPOZITIA 1.3.2. Fle a(.)€ IR (3,L(U,X)), 1<p<mo s5i

q conjugstul lu?  p. Atunci orerstorul de multiplicare a@ genersa

(R

de functis oporstoricl¥ A(.) .cte liniur i coaticuu ce 1z 3L
tiul Fréohde L§°A(J.U) fo spetiul srécndt LUCK)' In particuler

decd (.)€ LF(7,2(U,x)). stacer a‘écsce linicr si continuu de i
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spatiul Bapach L(J,0) in spatiul Sanach Ll(J,X).
Demonstratie ¢ Pentru fiecere subinterval coapset KX CJ eve

pgcaéﬂ - fl'l.amfcc)llac Sllﬂ(c)ll llecoll as <

S”a(u)ﬂp as)/P ¢ S”f(t)”q as)te <
K K
unde Cp = pK(A) este~6 constentad care depinde de X

KPK,q(f>

.. ler pK’q

este seminorme generatd de K 1Ip (J,0).

Este clar c¢d in ipoteze A(.)Qi;go,f(b',}:)) puten inlocui
PK(d%f) prin “d@ful $1 oo%inem .
Al 3 € Shacolldizcetis flally -lell, -
S
O35SRVATIA 1.%.%. bacd  AC.)€ LI, L£(U0,X)) ztunci pentru o

ce f£(.)EIP(J,U), 1 pg oo, vom cvea

1, w1,
Mfll S(II e ;;z..nm.&nfumm ®  1¢p<oo
J

l[ﬂ‘z’fll < l4lloo - li£lloo -

Io concluzie, orice elemorns A(.\G.Loo(J,o‘f(U,x‘.) cseperecni
un operator de multiplicare linier 5i mdrginit de la spoiiul sonoc
IP(J,U) ip spatiul Bapach IP(J,x.

OBSSRVATIA 1.3.4. Pie A(.)eIL™® (J,o{(U . Dnourme Dantru

. 1 ‘
orice I€LP(J J) -;)i G un\\.“'.) ca *,/p - ‘/q = 1 , putzs sevl
KAL.Z" Y= S<a<c>f.<t>.;”<:>> at o= §<:<:> IR CR TR ST

J J
rozuled cd sajunctul operetorulul dé SHLC Un D5LIetol e ultl il
osre poneret Je [i.(.)]” DO 4*

Fie A(.)GLl(E{+,i(X)) p I‘QLI(J,X), t e, . centre Jisse

te€J , ¢t > T, » butem defipi
(A £)(e) = S Alt=s)v(s)ae.

v

~
-

Deosgrece

\ <-§ [ aCe-s]. ||c<s>{|awd.. < Il

i
s 2t t 2s

Iz

o
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folosind teorema Fubini-Tonelly zi3im ci

S ”5 A(u-S)f(S)dsn ¢: g S il (o=l ”f(s\llds\ac <
t >,t° t ty s

\v

C
< Al - el -

Se poote orita de gzecarnze [GEJ ci Gecd A(.}EI}{-’-‘_'_,;ff’:{“
£eLPI, X)), 1< p £ o0, atunci uplicafia [—c—>(:‘. » i‘?(t:fl]éi'tjnffq‘l,
g1

la el ) € flsll - ep -

DEFINI?TA 1.5.5. Fie 4{.)€ L‘(&.i’(:i)). fumin opercior e

convolutie zenerat de A(.) 1ina LP(J,X),_ operatorul linier d@_

definit prin .

(Ae)(e)=(a 2 £3(0)={ 4s-s)eadas, (®) reTFCa,L, (e, ey

“o

- ve

Din cele de wm2i sus rezuliii cd@ orice rurcyie op:ricoaricid
A(J)E Ll(lR+,J((X)) LCNELeU T an 2VLIStor Gu convolulbic
déx‘ IP(J,X)—> IP(J3,X), lirics 31 afrginit, icr
AN < Hiall ;-
Prin celcul direct, utiiizciad Tunciia onerctoricil [;-"-.(.)] *
21 intervertind ordines dc int.: -rare @c moate eriita cf Lo junctul
operatorului de copvoluyie _o{éu mozte £1 definic In LA(C,XT),

l/p + 17 o , nrin

Q
W e)= j A% (s~ s )ie , (B JTELHGXT), (W e,
S2U
SEC

unde A%(s-t) = [A(s-t)]".
Fie scun J -[co.oo) Si KL,s)E I x 0, LN N Ia,L(x)

.-,thm 1.0.5. I‘umim Opes-tar fotegrzl gueweret Je Junctie

K(t,s), operetorul lipier j{ deiinit pe I;’(J,X) pris

t
(‘J(f)(c) = S K{¢,3)8(s)ds , c<.D.t. tE€J,
t
D

PROPOZITIA 1.3.6. @) Pennzu eprospe [iceccre t€0 Tri: 5200
(Ke)yerex ;
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o) Operatorul I este lipniar 31 marginit de 1¢ L‘-:'(J,:{) in
IP(7,X) ; ‘ h ‘

¢) Adjupctul  Y* 1 18(7,x")— 1Y, X, 1/]D . /=1
exprimd prin - .t
(K™ (s) = S K*(e,8)8™(6)de .

o

Demonstretie : a) Dheoarece S ( S"K(t.,s‘_”%s)dt £ oo, din to

- Jd . d C e
rema lui Fubini, rezu__lcii cd SHK(t,é)”qu< 00 8.p.t. tE€J , 1o
I .-
functyia u-——o-gﬂK(r.,s)”qd's este integrabild pe J. De gcees, pui
scrie J
c t
{ JiCe,s)e¢s)]jas < i l&Ce,s)]). leCe as'g
oo RV /
1
< ( S"K(c,a)“qu) L .( S”f(s)“pds) Pg Mt.[]fllp s J.D.0.GC
‘o .
In concluzie, pentru eproape fiecare t€J, t > t_  , existi

(k(t,s)E)ds= (LEICE)

'
p) Fie £¢€ IP(J,X). Atunci ‘
S”g f(n,s)f(é)ds“pdt( g ( S “K(t,s)i‘(s)”d;;‘sn«_‘s\<
g ta J t,
L / ;
& ( S |]1{(t.s)“qda)p EIT g lle¢s)]“ae <
J co o/ t
( K(t,s)|| as ds) @ fp-K £]| P
 Vimcesoles a0 el = Il e
deci
£EIP(I,X) si & K . ‘
o 1Nl el s el
o) Pentru orice fe;}"(c,x) 51 g"e Lq(J,x),l/p + l/q =
voa «veo t:.
(IB&;”) = S< S RCe,a)0(u)da , 2 (t) D> ut =
to

S §< £(8),K®(¢t,8)g™(t) D ds)dt =

-
|-

BUPT
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8.0 o0
= S ( € £(s), ( K¥(t,s)g%(t)as > dds = < £, K¥s")
t B8 .
de unde ° 00

fk"s")(S) S K"(r. s)g (c)dc.

O3SERVATIA 1.3.7. Dacd functia K(t,s) este contipui pe

-~

J x J, atuncd putem defind oraratoral fnbogral jC fars T»_‘l'“c(-l.lﬂ
(Jlx)n 1S PS 00 .

- In coptinuzsre ne vom ocupse de operatorii de multipliccre

cu valori in I{oc

conpvolutie 51 sumeare pe spetii de giruri.

Iie }T=(An) € s(of.(U,X)) si f=(fA) e 3(J).

B> O "nyo
DEFINITIA 1.3.8. Numim operator de wultiplicare ::on operasor

dioopol pe s(U), generat de sirul (An) s Opcrutorul linicr
D2>o
y@ t s(U)—> s(X), definit prin X
e = hpfdyy o » (9 0= (1) € uli.

Continuitotea operatorului d@ rezultd imediat din ipegclita-

tea
pleb= 182 ]l € T Jirdl = open (oo s (v) ser
Dacd 4 = (An) (3 ﬂoo(i(U,X)) atunci pentru liecare p,
D 20- .
1 £ pg o, A induce un operotor liniur i mirzinit de 1s

{p(‘u) in {p(x). In perticuler, dacd An = AcC f{(J.}f‘), (WY ne !l ,

atunci ﬂf (Af ) defineste un operator de multiolicoere 1i-
D20

niar si mﬁrginic de la ~ ,Zp(U) in £LP(Xx), 1 £pg 0.

Fie zcun A egﬁ(x) gi 58 notdm prin- A = (a%) sirul pu-

n> o
e d
terilor lui. A. Atunci A defincyte un operstor de rultiplicare

fa s(X) definit prin
At = (8%¢)) , (¥) £e s(x).
n2o

In particular, deoarece. orice pusdr KA € C delineste un o Lor

Lo WO

K I ei(x). putem introduce operctorul

= ("f)) » () fesx).
nb2o0
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OBSERVATIA 1.3.9., Oporotorul de trenslefie T 1 L:(X)—.’:_;:}-':

este sim.iler cu ol , ﬁentru orice «€C , o £ O.

Intr-adevar, pentru orice £f€ s(X)

(AL 2)f =™ POk PL.) D=k " A £qs AZE pe 0T LE
D 1 2 n
. nyo
= (dfl,dfa,...:dfn+1,...) = (£ T)F.
M N .

cturci o o1 Pt

CONSECINTA 1.3.10. Decd X€C , |K|= 1,
fincse operatori izomecrici-pe ,fp(X , L £pgL o0, 51 curilin.
mentul precedent T 5i & T sint izometric echiveclenti deci G ¢
91 f(d‘l‘? coincid.

Fle 4= () € s(X00).

R 20
DSFINITIA 1.5.1l. Numim opsrator de convolufie genereit de 4

s(X) ,. operatorul d‘@x: s(X)—»s(X) definit prin
n -

(A, £)(n) = z_ A _ L, . (¥) pe@ , (¥) fes(x).
=0

Fic
c(X) ={ £

]
~
H
~s

€ s(X) [liw £ ex]
I]) o] o —00
yi
co(X) ={£=(£) € cX)|lm £ = n]}
n2o n—>00
inzcstrate cu nnrmo dinp ,ﬁoo(X).
TEOREMA 1.3.12. Decd 4 = (a)) € LWL 00 zounsi oA
' no '
cste un opereéor liniar gi mircinit de la % la :X , uanae z d

semneazd oricere dio spatitle c (X), ¢(X) sau «fp(I{‘, lgogoo
g1 ere loc evaluares
fhlly < 130y - el
Demonstrctie ¢ Vom enalize pe rind ccrurile (€ 30(3{), fec
re L2, re £ et re £Px), 1<pcoo.
8) Fle f¢€ Qo(x). Atunc!i pentru orice £ > o, oxiati e -
= k (E)EWN ascrfel ipeis

L]

[EMIIES £ __ . pentra  (¥) & » k
< 2 “5" 1 7o
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De oceea

||<a@f><n>u HZ st i [ Zn e

;" i o R ; o

Deoarece si I'An-k”'—_* o pentru n—00, rezultd ca existi

n_ = no(E) astfel ce *p > n, s# lmplice

0 i . £
Algdl € 5

g 154 5

In concluzie

b emll<e . W o

0
adica
aéxf_ec(,(x).
b) File f€ ¢(X) si sa potdm lim f,-= x€X. Atunci putem
N — 00
scrie o)
(%f)(n):iA_-f =ia_(f-x)+( A )% .
» %=o D KKk =6 n=K“*-k %;; &
Leoarece fk' x€¢, (X), conform celor demonstrete lo pucnctul
(8), lim k(fk X) =0 *1, in concluzie,
D—+»00 =0
110 (o £)(0)) =(Z 2% €X
B ~—0 )

sdicd o rec(X).
¢) Fle fe& {%(x). Atunci

@] € Tl - 15LS i
el g 35 il < I+ el

el oo < NN, -1l o

In perticulsr, avipd In vedcre incluziunile cO(X)(: c{X)C

"

/;F;in-kij

l\’]c

N
E
o

CZ-Coo(x), am obilnut ipegalitatesa din enunt si in cuzurile
f€c,(X) si fee(X). '
d) Decd £ e{l(x)'. atunci

Zﬁ Kgé “An-kl . ”fg” = ZB”fK“ . ZK“AD_K” = ”:”]_HLHI

do unde
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D eyt 0 -l T - el

adica

AN IR A

D)o
ol —
||06§f1}l-$ IlﬁlLl . Hflll
e) In sfirsit, decd f € {p(}{). l ¢p oo, ilur q uute con-
JUﬂBtul lui p , atunci 1/

IR I Y TR I O

=2

el = 1555, el <

cT nA A HfKHP) s <Z uAn J7e
ITYS . g - i B

Cum (ﬂi‘.n” ) € {1([3) si (”fn” Py € {l.(B), conlorm
nxo nxo

pupbctului (d), evem

» (ZHA ol Mz < IR el e

0=0
de unde

:i:o el < 131, - 2l2 . 7)) ¥q

deci

| p wo g el ot 1 . ~
el | - <;Z:°1|<ofa,,f><n>|r> T AT el

8l efirmatia teoremei este couples d2monstrecd,

PROPOZITIA 1.3.14. Fle 4 = (4,) € £ L 0y, aiianceul

n2o

oparstorului dc convolutie cﬁév , cenerst de oirul (507 it
. - nz2o0
»{p(X). 1< p< oo, aste oporctorul
» .
aé” t {q(x")——>{q(x") s, l<agoo , llp + l/q = 1 de-
fioic prin 00
IR ,. .
(ps™e)= L AR h . (0 vet LN e {5,
=n n29
Demoostratic : Fo f€ €P(x), *¢ £, + 1/n = 1.
dtunci
L 4
<£”f,$x>= ;((%RL '(n)nsn > = i< D'"l\ ‘_J..);> =
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00 QD 20
—‘? ® - _; E » % N _
= <f[{ s AD ko"n > - '< fk 3 AD-KL’D > =
D=0 =0 =0 D=l
00 ) (v73) )
M ® M -
= Z< Ty Z:‘gn-Kgn > = B
k=0 p=k

de unde ob%inem ca

(a@:g”)(k) = Z AT sn

5i sstfel afirmetis este desonosr
Fie 1< p<qgoo, o/ = =1 51 ©.€ LCO, () o,
- i

€W , cu proprietatesa
>y
”K l P< 00 .
p=0 J=0 nal

DsFTUITIA l.3.15. Numim operator de sumére cu nucleul

(K_:)

D o * operatorul ‘j{: s(X)—> s(X) definit prin

(‘j{.f)(n) = J.—-io KanJ s (u) £ = (f;l); )06 S(K).

PROPOZITIA 1.5.16. Operatorul PJZ, este liniar gi mirgicic du
1a ‘EP(X) ino ‘f,p(X), isr sedjunctul siu 'K*: ‘eq(}{!)—-»ﬂq(){"’}

este definit prin

BJ >

00
CREENG) = Z 2, W= 5 e L.
D= v o nD>o0

Demonstretie 3 Ip primul rind sd ooservim c¢d deocrece p £ Q

).‘
[$]
<
(]
td
1
e

rezultd c¢i

Fie f¢€ {P(X). Atunci

qQ L]
4 ( n=o0 J=o “KDJ” ) ’ Z'l“.
de upde rezultd 7{1 € 89(,\) s

”']("u p > (Z Z ”“na‘ Q\' . Hi Hp .

Fie scum g¥¢ Eq(r"). At.ret

00 00 p/, A&
o . P ~oa e &
M) NRION cgunnjn.nzjlbs Ll F el

Y
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[0.9) n 00 n
< Ke,g®) = Z < ZI{nﬁfa»g;‘) =) 2:<fa. D
n=o J=0 t D=0 J=0
L o ool
L= {rf, K%, i ¥ ™ .- % 5
;:o DZ=J' fJ -naun>=j=o<fjgnz=zj A;jgn>=< L, q{ _:,>

de unde rezulti sfirma%ia relotivd la adjunce.

L,Y?/

/’w
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CsPITOLTL ITI.

L —— ——

NIIBRIS CARSCTERISTICS ASCCIITE SISTsUisliuR

Pentru scudiul goqgortérilor asimptotice ale solutiilor ecuo-
$iilor diferentiole finit dimersionsle, AJI.TILDULGY {I2] a Inucn-
dus pumerele caracteristice'aanciatc aceswor solutii, nusite ezi
54 pumere Liapunov [Ba] .

Asociind fiecarei solutii un astfel de numdr $i Impartiond spe-
tiul solutiilor fp subspatii care contip solufiile cu acelagi pumi:
caracteristic, Lispunov a ardtat ci toate soldtiile dintr=~bp cotiel
de subspetiu gu comportsment sizilar de cregtere 1z +00, conpuruy-
tiv cu o eanumitd exponentisld ; iIn particular, solutiile cu numir
caracteristic negetiv au proprietates cd tipd la zero cxponenbitl
cind t—>o00.

Pentru cezal ecust{iilor linisre cu operstori constunbi Intr-un
spvtiu p=dimensiopal

(4) X = Ax
Lispunov & srdtat cd existd nu-ci un numdr finit ”1' va,...,~vk,
k< n do numerc ceracteriatice disgsincte ¢¢ ¢ pot wwociu uncl
sstrel de ecusfil. iai mule, Li._ unov 2 crétet cd YV este auair cou-
rvaoteristio pentru o golutie ¢ rcuztietl (A) dac® <1 rumaid d-ad
exlstld o veloure spectreld A € T(A4) peotru care V = ke A .
Altfel zig, decd potdm prin :Z(A) sulfimes numerelor coracteristi-
ce gsoolote tuturor solutiilor ecuatiei (A) i prin e T(4) =
c {Rell A€ G'(A)} , stunsi  X(4) = Re G(a).

In pesrelel cu teoris stabilititil wiscirii, i fo 3trinsd le-~

nfitur® ou ocooste, numcrele corocteristice sy Sout intent Sgtudl 1

In ultiwul timp. O generaslizare interesantd & nrumesrelor cersctori.r-
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ki
e
04
o
[{4]
(]

ce Lispunov este prezentatd de MN.RAGLIL; 32], vizind coapo

hG.
P
@]
S

solutiilor upei ecustii difereniisle In raport cu o funciis

neapirat exponentiald). Extensii lé cezul spatiilor Sanach croi

<t
Ht
¢

!

re sint prezentate in [B]J . [82], [33], b.7] . Dacd & este un
operator linicr 3i marginit iIn spatiul Bepech X , ST.3ALLIT 5i
M.REGHIS [B,] sratd c¥ relstis lui Lispunov X(4) = Re 0'(4) tre-

ouie iniocuicé'cu reiétia‘; mai slabid, X(A)C Re T(4). Se ccuta

upol o clesd ¢it wel ler d o nocrutordt A Dentru ciorn Xewy =
= Re C(4), introducindu=-se clasi operztorilor real-décompozaoili.

Toate consideretiile &supra pumerelor cerzcteristice In senzul
lui Liapuﬁov, aminéice mai sus, sint specifice sistemelor linicre
cu timp continuu. '

O teorie analoagﬁ pentrh cazul sistemelor discrete nu pore s
fie cunoscuta in literatura de speciélicate, studiul stedilititii
unor estfel de sisteme fiipd aberdat prin metode functiilor Ligpu-
Dov [Hl] , de sltfel bine cunoscuti $i ipn teoris sistemeclor contivc

In cadrul scestul capitel, fncenird cu norucroful 5l trailac
introducem notilunca. de rumir corscteristic ssocict oriciruil eloa-.
din {s(x) $i, In particuler, oriclrei soluyii @ unui sisten ais-
cret ; vom 8rits c& pumerele corascteristice introduse aici au pro-
prietati snaloage numerelor lui Lispunov dio ceézul continuu.

In cozul sistemelor necztsyinnare discrete-vod intzoauce indi-
cele superior 3i cel specisl, indici spalogi cu cei emintiiti ino
[K7] 91 vom eréca cd eu proprictiti similure.

In cazul stetionar vom vaolizze relstic uintre j(dga) 1

IGTA)I fp oodrul poregrafalui pstru, fer In ultimul o

Lorafloul

soceatul oapitol vom prezent?2 o verignta discreta ¢ unel menzroli-

z8ry dete de M.REGHIS [Rs] tvorezei lui 0.PuRRON.
Primul psragraf al acestui capitol src rolul dc =

olntd trecere ip revistd a princ ielor rnoyiuni din teori
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melor liniare continue si discrete., In pzroszolful 2l doilco Lo
reanintegte notiunea de pumir cerccteristic iIn senmsul atilizew
in [Bl] s [32] 51 epoi se determind pe o ccle directd spectrul

caracteristic 2l ubpui operavor diegonal scaler [Tlo]'

2.1. SISTUME LINIARE (DIF<RENTIALE) COUTINUS 5I DILCRETE.

AN

fie X un spstiu Bensch complex 3i B(.)G,LJ(Jf(X)).

DEFINITIA 2.1.1, Taain cisten dilcrepnticl licier ozozen 2=

nerat de A(.) 51 notim

(4) x = ACt)x

. ‘ #
problems determinérii fupci{iilor primitive x(.)GITg(J,X) cu
proprietatea .
x(8) = 4(t)x(t) C.p.t. In J.

Ut1lizind Definitis 1.2.1 rezultd c3 ecuetia dilereniiold

(4) este echivelentd cu ecuztic intesgrald

L
x(t) = x(& ) + { 4{u)x(s)ds
"0
iar pe bazs principiului lui 2:nzch de punct Lix se cratit in teo

ria ecuetiilor diilerepnyiale linicre [Cz] ca proolemy Czuciy
(& 5 voux,) {i(; i(j)z )
’ Mo’ T %o
are solutie uaica.
In perticuler, pentru ricver> s€J , zxistd o soluyie unic
8 problemel Ceuchy operestorisl:c
{i = 4(t)X
X(s) = I » sel.
Aceastd solutie notctd Q)(t,s), t,3€J , poortd auncle de poore-
cor de evolutie (Ceuchy) geperet de A i sc stie cZ soluile ore
plemoi Csuchy (43 toeX,) 8unitc reprezentirey
x(¢) =Q(e,tdx, , (¥) ted.

OBS=RVATIA 2.1.2. Dacd A(t) = & , (¥) t€J , z:tinci ‘b(: )

3o
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A(s=-t )
x(t.):e(c %« , (¥) ted.

0
PROPOZITIA 2.1.3. [pé]. Urpdtoarele Tirmotii sint adevirate :

(1) =L BCe,s) = a0 Pous) 1o T L0)
(@) $ee, BI)P(T,s) =P(es) 4 (¥) £, 5,567
) &¢., € H2.x
. -1
(4) (I)(r.,,a) este inversabil si [fi)(t.s)] .=.¢(s,t), (¥)t,3€d
(5) 3 Psit) = =D(s,004(0) 10 L(L @)

o 1B eofl g o b Mol

Fie acum 4(.)€ LJ(Jf(x)),f( D EL(X).

DSMINITIA_2.1l.4. Numim siscen dircrentiul'liniur neomosen un.:

rat de 4 s3i f si notadm /

(A,f) x = A(t)x + £(s)

+
probloms determiniirii Ffunctiilor x(.)E 1§(J,X) el propriokatan

osto

sute

x(t) = ACe)x(t)+ £(t) @.p.t.- in J.
Ce si In czzul sistemelor omo~cne este clar ¢ ecuztie (4,f)

echivuleptd cu ecuafia intuesreld

¢ t
x(t)= x(e )+ | 4(s)x(s)ds + | £(s)as.
) “o Yo

Le gtie de wsemened ¢d unico solufie a proolemei Csuchy

(A, L5t _.x) {i = A(t)x + £(¢)
F D. o
x(to) = g

furnizatd de formule

x(e) =Ple,edx, + f Do, 9)2(s)as

Xp

pumitd formula variatiel de coastopti.

"~

e ke € s(L(x) 51 £ = (£, € s(x).
D0 D>o

DEFINITIA 2.1.5. Numim ecuztie lipiard discretd peomozens 380=-

piacd perechii (IZf) 51 potim

(A,2) Xpe1 = A%y + I,
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problema determinirii sirurilor x = (x_ ) € s(X) pedtiru czre

egalitetea precedentd este 2deviratz mestru orice o 2 oO.

OBSZRVATIA 2.1.6. Dacid zvem in vedere definitiile onercto-

rului.de trenslstie T (Det.1.3.9) 5i crerciorului de nultipli-
care aﬁ; (Def.1.3.8) Iin s(X), putem scrie

- NG : . :

(5. 8)  Tx =cbx + £.

&

DSPINTITIA 2.1.7. Lumim opcretor de evolutie (Cauchy) generst

de girul A = (An) € s(df(x)) girul de opcreto-i definit nrirc
nD>o

hpghpn e Ao
P(a,m) =
I

O3SERVATIA 2.1.8, Dacd o L pgomg o, pris celcul direct,

, () o>m2o0

R nD.=

EQ pot veriiics cpelitayile
(1) P(0,0)P(,p) = Pt
(2) 4,PCo,m) = Do+,

~
PROPOZITIA 2.1.9. Bcuefiz l1irisrd discretfl neomozerd (4,1)

are s0luyia geperela datd de Iorzalc

=1
Xy =@(n)xo + Z@(n,jd)f. s D >0 ;3 x €X
j=o J

0
punitd formula discretdd 8 variatiei de copstenti, unde <b(n) =
= P(n 5 0).

Demonstrotie : Pontru ficcire n > 0o s8u loc ecrolitii,ile
p-1

A x, = ADQ(D)_xD + JZO ;an@(n,jd-l)fj =

ne-
=¢)(n-o-1)xo + Z:lcb(n*'l.j*l)fa

j=o

n
Xpe1 =¢\n+l,x° + Jg;cb(thl,j-l-l)fj = Anxn + i‘n.

OS5uLRVATIA 2.2.10. Decd prio enalogie cu cazul contipuu defi-

oim problema Cauchy

(3.£:1,x°) {

s 4 2 <+ f

Xnel a*n n

L
xi =x)
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stunci se constatd simplu cd upica solutie a acestel prooleme este

n-1
Xy =<b(n,i)x°.+ g;;@b(n,j+l)fj s, 0> i

si, ip perticular, problema Csuchy operatorizla

-~ X = A X
(F,0;1,I) ‘{ n+l jagla o}

i = 1.
ore solutia ubpica .

x, = P(n,1) , 0 i.

OBSERVATIA 2.1.11, sste clor ci retionamentele de mai sus pot

fi reluate, cu modificdri corespupzdtoare, pentru oper2torul le
transletie la drespta 7, Obtinen astfel écuatii liniare discretc
geperate de (E:f) de forma

Xpy = Apx, + £
fp rezolvurea céarora va trebui inctrodus un operitor d¢ c¢voluhie co-
raoapunafitor, po coro 1 vom nota orin (b”(...) plooaro va i e
fiolv pentru orice n,.i€lN, n £ i, prio

An+l An+2 Tt Ai-l Ai s B < ?

¥ P
<b (:Lnl) =
I . n=.1
Se poaste constata ca (I_)"(n,i) este upica solufie & proolenc:

Cusuchy operatoriale

*" -r
{w =0«6,«;
L ]

Xi = I
jor (xn) dolInlt prin
ogngt P
o) ] .
X, = @x(nli)x +.Z1© (U.J‘l)fj » D<i 3i X; = xo
j=n+l

verifics, pentru orice x°¢ ¥ , ¢.0litotea
Xpoy = 8px, + £, . b g1,

PROPOZITIA_2.1.12. Fie (4,0  ,(3.) () € ald (473,

: a2 D L2 G D)
Provlomo Guuehy opurutoriol® Ci_cret
{xn-l-l = AgXpBp + Ty
o
Xy =X | ————
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sre solutia unicd (X,) , delipita pric
n>1

n=1
X =Dz, 1)x° P2, 0104 Z Cb{n,jﬂ)Fj RGN

Dewopstretie 3 Introducew sirul (Gn) € s(i(i(}i)) defi-
' Dy o0
nit prin

Coh= 443 ., (¥)1no.

Este clsr_ cd sistemul @iz cnupiul propozifiei devine

{Xn+1 = Gy = Ty

X, =2X°
1
si conform cu Ovs.2.1.9, scluiis s poste fi scrisi
~ n-l e .
+ N0 2= )
x, = Qo 0x® + 2 BlosevE, L 0>
~  J=i X
unde &@m notat prin (b(n,i) operétorul de evoiuyic yrozrat o
) .
no
Deogrece, conform definiipisi Ial Cn » SVLm
P )
) o_ . 0
Pin = ...C,X°= 4 a3, X%3.3, a3, =
(n,1)X Cn-lcn—e R u—l‘qn-a R R P PR LR o]

= é(n,‘i)xo @x(i—l,a-l)
@(n,jﬂ)Fj; A

1
ﬂ...-‘i

p~18p-g 4 :1F 585,
(o, 34107, Fs,n-1)

pentru o demonstrs efirmstia nu rizinc decit sz inlocuinm ve P In

LN 2 '30-2dn_1

L 4

expresic lui xn.

OBSLRVATIA 2.1.13. Io cazul c¢ind AD = A (¥) a 2 o, oolinen

imedist
@(n,m) =A"® , ®Waxn 2o

{er solutie generali-a eouatiei linicre discrete device
n=1

X, = A x_. + z An-‘]-lf4 .
J=0 Y
2.2, OPuCURIT CARNCTuR I To 1% JUOL OX,eh 10 DTA G,

00 :
Fie f€ Lloc((;i+,X) .

DSFINITIA 2.2.1. [51] Numim ruoir carscteristic 2l functiei [

13
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elementul Y(f)eR definit prin

3(£) = 1im sup 1% Lli‘(t)ll

—200

Din definitie, se poate arits ugor ca

V() = 1of {@e RI@F > o, [I2(e) < ¥

?C}

dacad existd cel putin un oumir pe R cu croprietct=ad de mci su:

-
0]

si Y(£) = oo 9n caz contrar.

Deca A€ 5((}:) stunel unics solugis ¢ prodeesmel Geucny

x = Ax
(4;0,x,)
x(0) = X,
este x(t) = e“cx0 .

Vom nota \)A(xo) =\)(egcxa) $i vom numi multimes
X(A) ={\)A(x)| x€X , x# o}
spectrul caracteristic a8l opercsorului A.
Io cele ce urwesz2 vom deterzina pe c¢ele direciid spectrul co

racteristic 8l upui operator diz.or2l scalar.

LY
|}
'y

N

Fie a8 = (g8 ) e 8‘”(@). sirul @ Qdefimszsos un Do
n .
n o

dis;onul {Def.l.3.8) in ,{p('{l), 1 £ pg oo, prin

.

Ax = (s x) s B x =) e LPe.

D20 p2o
Dacd e, = (J’,,) » dtunci déen = 8_e . Ir concluzie
“nyo
C&(dé) = {an} , de und2 -ozultd cd {c - 0‘(06). Fii
npx o 220

edeviratd si incluziunea reciproci, deducen cd spectral unui oper

tor diegonal scalar coincide cu inchidersa wmultirii formctd cu el
mentele sirului care gepereezd orcratorul.

PROPOZITIA 2.2.1. Fie ﬂéun operstor diu:onsl genor-t de yir

8 = (a,) 1 A€ (r(dé). 0 conlifle nodesor i Gl L iointa o
D)0 .
R°l€ x(é) aste c¢8& pentr: ~ric: £ > o, ¢ 2N .").-5,.1-:2.}
£ D , unde Re 3 = {Re an} .
D 2o
Demorsirafie 1 Peptru sufictfcrn™d. -a3% onamwute ~7 ¥ ~o: .o
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un indice kel astfel fncit Ze A = Re ¢, , ctunci #ed € 2eCp ot

C X(a‘é). De zceea, in continuare, presupunem cd Re lgf;?:e@,}%).

Este clsr din conditis impusi cd existd un suogir (an ); , er~
. - £ k20
tras din sirul (a_) cu progrietziece &e e_€ (el - 1 , ke 1}
D'y o X Dy it
‘
Fie x = (xn)n> Dé‘ fp(-n) ca x, = o0 ‘pentru n £ n, i % ;
- 5
£ o pentru n,= B, . Atunci
ch ur ¢ AN ;"lr-‘; .
lle :("p :H(e - xu&)h_) o” p} © l” u,”’ *) 2o
uw unde ”
A (e - %c-)u
He x” p> e Ixnk‘
autlfel cd
) ofle ] - .
\;6(3{) = %imoosup : Reas - % {(¥) & >0
N
deci
\éf’(x) > Re A
I's e olGh npe
- = ( K ) = ( ( |13 Yy D <
© M e LN o“ p. k=1 e &HYD;{I S
tROA O 1/ A
. P p tRec A
s o (ﬁ;ol}‘nkl ) T e ]];-:“O , dacd 1 £&'p-< oo
si -
At 8t ¥n ¢
lle \‘“00 = |[¢e Pk xnk):c)o“w = ;—;up!c h]anlS
.c";jel tRe
o sup“xnI“= e ||:\c|]00 , dgcd p = o0 , dc unde
L

\)A’(x) £ A, .

Reciproc, sd presupupem c4 cxistd § o > o astiel c3
ke 0NV (ReA~E_ , e | ='B i 3% aouin '

o' = {aké {ap.}n},ol ke v, & Rox-ﬁo )

I' ={kew| €0}

a":{ake{an} | Re :.-k);'fel }

nyo.
I“:{kcﬂ\’lakee"}.
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Lste clar C_ﬁ ‘E;'U a =g g5i I'U.OI" = Li.
Fie "G'Ep(@)n x £ 0. Orcdl oxistd if.0€ " anufel waox, /o,
£
atupci existd J) 0o &stiel ¢z Re e, = Re}.-:-_é_- ci
0
At tRe 8y t(Red+ 0)
le x” 2 e I:{:‘:ol = e X |

de unde rezulti
\)d{g(X) }, Rel +é~">‘ :'.GQ\- .
Deca pent;ru orice kel cu x. £ o ezvem ke€I', ztuncl

At (Rel—ﬁo):

He x“p L e \.;-:i

de undadae

V(%) S He A -E < Re A

astfel ca .
Re A ¢ K(a“é).

CONSECINTA 2.2.2. Fie & = (¢.) € £%) 3si o opero-

" n3o
torul disgopnal indus pe /ED(JJ ag yirul &. acuneci
R zcd ionf R 30 € {Xe s
{een]n} dcc nr;D e { T “}r,>/0
X (36) = {R * e a3 d > ipf ,.(’ ¢{ }
e a iny o aca pl Re:z qou
n} r.-), n>»o D D20 2 9 ny

Demonstretie 3 Fle A= inf Re 8 € {Re a } C 2T (h.
20

n o
Atuncli A €'X(aé).
Docl 2, ¢ {Ré en} , rezuled (1- £, l] q {1{0 aq}

ny o ““nyo
5 se aplic#d Propozitie 2.2.1. )

I
[«}

5.3, NUMsSRE CARACTERTLTIC: . CSTATS STeliIALTOR LJI s(X).

Fle X wun spotlu Sencceh complex gl si notam
o ' - \
s°(0={x =(x,) €8(X)|(I) ar0 st N30 oo [k |l<r e, (Wn3o)
D)0 = ' -
4ste clar cd decd existd up oulir 3 Ccu propricistes din definitie

mlﬂ.f}iﬂii BO(X), orice be [a,oo',‘ gfe &o22eslih SIZoDristate.

DsPIVIPTA 2.3.1. Numim nusir ©9ra8cicristic 030Cict sirulai

= (xn)n> € s°(X) , pomiirul
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vy

p(x) = tof {a > of (I >0 eo jirglf € 2a” L (10 0]

Pentru x€s(X)Ns%(X) vom punc prip cefinifie u(x) = oo.

OBuuRVATIA 2.3.2. el x = (x.) € 3%0%) erc oropristutes
D20
>

¢d pentru orice ag(c,00) exiocd I o Zustltl oo 3[:{,”51(; A
(™ pon

stupnci /U.(x) = 0. In psrticulzr, pentru $irul nal 0 =(0,0,..,0,..)

igvem /LL(o) = 0 gi cceeagi efirmotie este odovirosd wuntzu sirel

X = (xn) dsca X, =0, (Do 2o,
nyo

O3 ARVATIS 2.3.3. Mumfrul corrzcoteristie 3l oric¥rui ir coa-

stsnt nenul este egsl cu 1.

n = Xg ¢ (¥) n » 0. asturci,

xgll » ¥ 020 st

Intr-adevir, fie x = (xn) cu x
nyo

pentru a = 1 avem, in mod evideat, ||xgf|

t

oricare sr fi o <3 <1 , o ircyslitate de formse

i %qll =1%ol € 7527 s (F)m 2o
a

este imposibild decd x_ £ o.

‘o
Urmdtoarec propozitie di un wnolog discret o1 cuno.cut b Jer-a-

le @ lul Perron din cszul contiruu.

BT
~

PROPOZITIA 2.3.4. Pentru crice yir x = (xn) & s{xX) core loo
' nyo
egalitatea
/L(x) = lim sup “xa{ /n
D—3»0D0 1/
Demonstratie : Fie 1lim suv Hx:“ o =J}L "

. D~—>»00

Dacd M= 0 gtunci %-in_l’m”xn” Yy = o, deci pentru orice

' D
£ >0, existii n, = o €) cu proprieteced ||x || s ¢ » pentru

D > no.‘Dac& defipim
’ o}

' re =1 N e
N = mex(L,ilx L] | € ""'“xnoh £

etunel  |[{x,[| € N £, () £ o0, de unde /u(x) =o=u
Deci o </-L ¢ 0, atunci pentra orice E > o existd ng =

n 1/
nlI

gluim N& cu proprietates

1%Af Nﬁ (,""*6)0 o (3 n > o,

< m+E (¥, r r. Sloes mel na..

/ o]

\\_/

“ o, (¢ ) estfel cs Hx
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astfel cd /L(x) £ fb .
Pe de altd psrte, dacd /u(x)</u. stunci existd £ >0 ssi-

fel ca /U.(X) < p~g <M si puc_em gisi Ng > o cu proprievstel

1/
Xl € W C/;- ) . (®oyo.
De sici
11 -
-in 5P llxnll ¢ HrE Cu

gl contrazicew delinifiz lui /.u., )

Dacd /f&: 00, presupuning /u(x} { 00, rezultd cd er exista

8>0 s1 N, > o astfel c3 2l & Naan » ($) o 2o, ssu

1/ :
. D 1/n ) . N [T (D V4
”‘:DH < Na .8 , (¥) n >0, e unce 0o = lin zuD ,’ADH £ 9,

D —00

8bsurd.

PROPOZITIA 2.3.5. Pentru orice doud siruri = = (x_) »

- 0o

¥y =(y,) € s(X), urndcosrele cfirmotii sint sdevircue 3
nyo

8) /u.(x + y) & max(/u(.), w{y)) 3 dccd /u(x) aé/u.(;,') atupct

/“'(x + y) = max(/u-(x),/u(y)) ;

b) Daci X este o 8lgebrd Benzch si /u,(x)./u(y) “re sens,
stunci - /U.(xy) /LL(X) /u,(y)

De_raonstrat;le s+ ) Decd /u._ oo y(/u.( ¥ /u,(J stunci este ciil
cd pentru orice g > o, M+ £ >/u(7<\. a1 /u.+& >/u.(:/7‘- Ir, conut~

Olni,,ii. puton :;Ei;;j, NY NE gLLUel Taclt jpuentru orloes o >0

2
lIx )] € ¥ (s 7

1 0
17l < Mg (e ©°

Rezuletd c¥ pentru N£ = Nf: + E‘.E"' svea
g + vl € Jbmal] * fjoslf € Fg Qv €

de unde

-

/LL(X + y)$ M= max(/—ni.-.‘*./.x.{:,'33-

" S4 consider3m acum /u.(x) ,é/u.(_-;) ‘51 pentru @ Icze o Jluvur:
cd presupunes ¢l /Ll-(x) </Ll-(;'>- Soalraoerior )N Intiy L

/L{,(x) (/u(y) - £ (/u(y), cn Lnmy doJiritiag 1ad /u,(;-t), nuUtarL
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H%' cu proprietited
lixgl) € Wg ()= £, (¥ o oo
Decd presupuncm cd /L(x +y) <'/A(y) = max(/u(XZ./uiy))
atunci pentru £ >0, suficicot de nic, /U..(x + y) </u.(y)-f, 5i
putem gZAsi NE astfel ca
% + all € Tg7C plo- £)".
In concluzie, deca £ este suiicient de oic, &tunci
el € 1%l * by + wall € O+ g Cul= 80"

de unde er rezulta ca
)& pIIECpl
ceea ce este absurd, deci /u.(x “ ) = msngL(x),/L(y)).
b) Fie X @algebrd Banach i dofinim, In'mod uzZusl, xy =

= (x.y.) . Ll presupunem, poistre Inceput c¢i, max§u(x)?giy))éco.
n7B%h s o

iste clar ci pentru orice £,> o si orice n » o, Taten Sisi

N? si N» astfel ce

7 &y
Il € W (pCx) + &
1 70l| € B (o) + E7
de unde

ol fixall-[alle 3, ¥, Qs s fpcos €80

Deosrece oricere 8x £i & > 0, puiem alcge &, suficient

<'£-, oot irnen

ny

do mio vutiel fncit El/u_(x)+ Ei/xi;f) + E1

/L(xy) /L(x)/uivﬂ

Decd o </u.(x)( /LL(y/

PROPOZITIA 2.3.C. Dacd X egte o0 a8l rcDorid dérzcht cu unit.sn

oc, proprietstee este eviccentda.

3

5

icr girul x = (xn) 8re urooriectetea cd X, eutu ilnverseustl
nyo .

oricere or fi b 2 0. atunci

/u(v\ LL(X ) , decd ulx) £ o oo /,L’:_'-l) £ o,
/
unde x'l = (x'l)
Demonstretie ¢t Intr=acdovirc, confore Observ, 124 Z,.0,2 4 -7 .

BUPT



L _’.} 1 -

pejiei (o) din propozitia n-eccdzn

[ 4
{o¢
)
<
©
£}
}..J
1]
™™
™
s
~
7N
%
N
L
}-..l
p_—
/N

-

< }L(x).}x(x-'); dacd /L(x).}L(x'*) 2re sens.

1/
. R . PR ,
Lil observim ocum ¢d dve’ /L(x) = 0, Liun2i  Jin “xD; L
- ) D
i deci, mertra orice £ >0 oexistd 2. =0 (f) z:itiel ce

o)l € €7 5 (¥ 3.

Pe de altid purte,‘deoarece x. este inverseoil

n

ol s € ol - o .
de unde

) -1 1 -5 sy
m||xn][>,F;—l-—25, ERC O
53U
-1 1/n -1 - -

]y g s P m o2,

deei

. A -1
. - 1lim inf |ix —
lin iof {7l Ty g
d

Deoarece inegalitatee mrzcedentd este adev3rati pantru orice

£ >o , deducem cd

N/
00 = lim inf ”x;l“ 1in sup vr ”
n—s00 S

x -1y 1/n . - o C e mis

adici existd lim ||x_ ” = oo i In ccest ciz /u\/u. y
' . N—e00 ‘
P | .

HQ Urv seD3. 4n2loy Se Sriid ol GoCo /g(x Y= 0 St /u'< TR

fROOZTTIA 2.5,7. Fic gl.gd,-..,fﬂe GlEYe aa 0 < /A(Hi
00 péntru i = 1,Z,...050 oL LLRNCLL, oTUOCL :L,x*,...,_'
sint siruri linier independeccote 1o s(X).

Domonutroblo 1 L4 proesei a s, Inuusoroelind ov nta 1, oo oy
{ /.L(x )</u_(x2) ( ces & /u,(,_ Y& on. Dacd existid con.tintele
A, ok

POl
n
)
O
)
<t

2....,o(m , Du toste ru.c, ostle

dlxl + daxa oot qr:xm = 0
%1 presupupem ci °(k este ¢0awtcatd ¢a {zcicele col mul more, ne-
ould, atunut -t
2 T 1 2 L .
0 =}1( °(1:{1,+°(2x" ~.L...+°(m:;",=/uf°< l:x’ ~r°<2l< teeot X x ;-
" - ,_’L A
= max(l;u(.q 17(1)./1(“?3(2))’ -'-/‘-L:“..:‘:r AR ,\/‘- . \‘o Vo )." .
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...,u(x“)) = (5.

Contradictiz obtinucd cemonstrezzid efirmefis.

O3SERVATTA 2.3.8. Fie I/,f {xe s(X)[/u(x) < /J.} . Atunci
‘.{/_l este un subspetiu iini:—:r in s(X).
Intr=-adevir, dacia xl *-2€ GE Stunci (*1 < 2
- h s » X /U-‘ < 1 /‘. X ) /LL ,/‘.(X )(
</.1 Sh1 /U,CO(xl + ﬁx2)_,§ me:.:(/u(xl,),/u,(xd))</u pediru orice
a.&‘g G‘ -

.. ¢ .
POLOSTINIS 2. .5. Lici OC 3{.) =oue un suospepiu Linid

~

dimenosional atunci existid ur .ousdr netarel -, 1 £ 2 K dizs é .

o

un sir finit crescator de nuz.re =0X< - U, < vl U<
< o 41 an yir de suvaopo pii o/fLél,..., Cét:c .,/(L‘lc), Luilel /:fx 3

i) é=£o @ 'él @ ... @é,&

) M=o, (B xed, w1 A=y L (D) xe Gy L x40,
ik o.

eponstratie : Fie éo = {;ce é]/,q,(x) = o}a 0. LGCAa éo =
= é , wtunci /uo =0, 'é =‘éo 31 alirmatic cste -h:vn.or-,::nr;a?j.
Vom presupune deci ci éo £ é . |

DaciH x1.x2€ 'éo s /LL(c:»(::1 1'-/5:{2 £ mcx(/.l.(xl),/u(xa)) =0
dect dx1+{5x2€‘éo 50D 5 D8
linier,

| Y
~
: =1
-
2
L 3
o
m
(& ]
-
(V)
fo)
(=
Q
[n]4
Q
o
O]
ct
Q
[
o]
L
C
C
t:
o
o
ot
(3
c

Fie- %0 0 bazd & spaiiu? i ’éh svident, cven
o £ ¢.xd o = by < DS
gi, de asemenea, este clar ci é ©) é £ {o} . Jei malt, pentru
o)
orice x & é@ éo » X £ 0, vcr cvea /U.(;l:) > o,

DacA peptru orice n ar <xistu xné é@ é o cu rnroprieta=-

1 . . . 0.
tca o </,L(xn)( —5— eI rezultt Sl opurien jusioup i (:-:")D;} 1
de elemente din é ) éo g5:Cel Incfe lim /L(xn) = 0, lur nu-
L TG

morcle /u(xn) cr {1 toate distircse. In virsatea Prepozitiei -.5.7
8r rezulcs cd spotpiul {; pu es5t¢ ce dimersiure finitl, 9 contro-
~LCylc cu 1potena. In conecluzie,

BUPT



- 33 -

im‘;‘{ /u.(x), X € ‘é@ éo}:/ul > 0 .
Ld potdm acum

6, - xeé@’é u>=/ul}U{o}

putcm visi up $ir (" )n 31 de clemente din é@ éo pent oy

/L(an) sint distincte (/u.(x )\-»/U-., 31 contrezicem ipo-
teza dimensiunii finite a lui é@ é

Dscl xl,xa_é_él , cLaicoi / (o(x +(3}:2)$ /U-l , ior peniru

1, {3x2 £ o /U.(o(x - @_._:9-__) =/U~l , caici él 25t SUdD=

spatlu liniar.

7ie scum % o baza 3 sﬁe'biului él ¢i 38 not’m vrin
ny = card % . Lste clcr cl

1<, € aia(BO G, = ain G - o

adicd
| o0 <1 ny + oy é

wcd ‘é ‘é@ é ztunci é é @é i alfirmzyic

este demonstretd. In cLz contzal D4 < dmé - D

tob, @ by 4o} .

Putem reveta retioncmertul sunind

/U~ = mL{/LL\x)I é'éO(éo ® él)

de unde va rezults céd /U- }L 5i In plus c

py={redod, @ 5. | < p JU o

este suospatiu liniar.

o vi

Rezultd astfel un 3ir o = 0 </“1< /-12< ese CEre DU DOZ
fi1 iofinit deosrece dim é 2 1 peotru j > o, lar dim é

+dim'é .o (M_mé

cit procesul se Iochele le puosul Kk, -dicd

‘ézéq.G’) é]_ O @é
H0= 0, (0 xeb, st pto=p L 8 xe 6, L x £ o,

i £ c.

lenio, exlssy € [0 couelel Tn-

Oin constzucHis efectuctd ovservim cd sirul WU, u u
VA Lan CEERE P
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} oS 1] é opriatifile & ci zus sint
gi suospathiile éo, él“"‘ .. Ccu nroprietdtile de mei =us
unic determinzte.

r'ie 3 = (An) c s(o{(x)} gi sistemul cu coeficicohi varic-
n2o
bili
I~

(4) =x

pel = Anxn . L 2 0.

~r

solutic sistempului (&) ‘-esne datd de girul x, =Cb(n)x0, x,€ X,

unde ‘i)(a) -(i)(n o) = & a1fas e A_-
foda preosupunen < = (x ) (;.£°°(gf(x)), odich exzises 1D
}’120
So cstiel co “A H , (¥) n > o. In consccintd, W im,
(¥) n » o, sau, mai geperel, “d)(*) ;()” “ﬂn 1open cve 4 H e =lC
Rezulti de 8ici cid fiecare sclujie x = (xn) e sistemulul (3)

nyo
are proprietated

lxoll = [Pl < #° f x|

g1 de acees

1/
1im sup “xn” noc M(x) £ M.
nN—-00 /

Dicd notim prin Xd(ﬁ) mulbinze pumerclor cerocicrintlee 1.
tuturor solutiilor sistemului (), «tuncil prin opnzlojie cu notiuni-
le "similere iptroduse In [K7] puten defini indicele superior si

indicele spec¢isl asociat sistemului (K).

DEFINITTIA 2.3.1c, Numir ipdice suparior (respectiv indice spe-

ciel) al ecuatiel (3') num&rul
Fs = vup {2 ol ﬁéxa(:‘v) }
(respectiv f;,x = inf{ a Dl (d)x 4”2 0 cd “@CD K)“ N a } .

Prin calcul direct se poate constata c& in cezul coeficienti-

lor constanti /Ue =/u." =, .

TKOREMA 2.3.11. Indicele superior sl sistemului (3') coincide

cu numiirul caractaristic &socist siruluil ( HCb(n)H )D> o
“d
Demonstratie ¢+ Fle &K= 1im sup H@(n)” 18 peosrece orice

D = 00

~~
solujie x = (::D 0y o0 @ sisscoului (A) ere proprictotes x_ =
My

ol

BUPT



CP(D)XO.XOG X, rezultd cia
/
”xn” l/n\< ”dp(n)” 1/n ”Xo” 1/n
vatfal ca

= Lim sup [, || V7 1tm sup[[Qeol] V7 -

n—>00
deci

Fie acum X =-(<b(n)x,,) o soluyie aroitrerd 8 sistenului
v ,
2 J

Y

Y tefinitied irn.ceolyl -j 8 of <
(4). Conform definiyiei im-wicolul /J-S rezultd cd /LL(x) < }LS + &,
deci putem determina N = N(E& ,X,) cu proprietates

| q)(n)xo“ S Nug £

sou echivalent

“ (/.LS + £ Plodx g m,

|

Deoarece {(/ué +£)70 @(n}}:o} este o femilie de operc-
n>o

tort! linlorl punctuol olrceintt®, din pripelptul mirsinirit unlior.

rezultd c¢id exista NE, 2 0 asttel ce

lop, EB €7 . 005

58U

”cb(n)“’{ e (/us + &7, ®nyo

41 deoorece £ esto erbitror rerultd °(\</u:5

2.4, SPSCTRUL CARACTSRT.I L2 AUOCIAT UNGI LISTal, DISCAsT

Fic a4 ecf(X) sl provic .. JoucLy discrota
X' = 4Ll
. v} D+l J
(aj0,x) { .
X, = X
8 cdrei solutie este desd dec Xy = .%nxo » (¥) n > o.

Conform consideratiilor ¢in pdrasreful precedernt, putem 2socic

soluyisel x = (x ) UD Lunir coreoteristic
£20 AV
|
(x) = (x%) = 1iz suﬁ:iﬁnx d P,
fL /LA n o)

. - .7
Prin crclo;ic cu ¢azul cnrizuu [.;l] —[;s.,]j » wdlyices

[al
O

3
o
\
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reale pozitive
’ 0
)(d(ﬁ) = {/if(xo)l x»eEX , x £ o0 }
<7
o von numi spectrul caractezistic discret 2l operoatorului 4 sou
spectrul caracteristic asocisi sistemul ui discret (A).

Deoarece /J (x%)= 1lio sap IA X ” llm SUP”An” n“XOH_ =
n—»00 —>00

= r, unde r, este raze snectrela a 0peracoru1ui A, rezultd ca
s .. 0 PR _ '-']G"‘
pentru orice x € X , /uﬂ(x » £ r, =0cx (u;l.

o o)
Daca x este vector oo

e

. ’ . D o - o
proprii 2., atupci A%x° = L%, $i, 1n consecinya,
iy SVA
/{5(x ) = llm sap || Ax,|] 7z A]
—00
Notind G (4) multimea ‘vclorilor proprii ale operctorului 4, ob-

I
Yipen

lﬂ%(s)‘ = { |Al] 2e e } X .
PROPOZITIA 2.4.1., Dacid X este fipnit dimensional asunci
A2y =[]

Demonstratic & £S4 presururncn ¢ X este wp-dizensiorel yi
; . ,

eq) ’
“nyo

In spsfiul guturor so-

fie €13€,5e¢:0,€ o bazd 8 sc. Atunci solupiile (4
1*72 e

ny o nYo

lufiilor sistemului (4). Intr-cdavir

(Ane

Cl(Anel) + Cz(Aae?) oot Qm(Ane ) =0

n o " nxo a D 2o
inseamnd
n D ~ 205 N -
(dlA eq + ceﬂ,e2 +...F umA e = 0
L2 D0
doci
clcl 4+ 0202 +oet C:Um = 0
outlel cd 8) = G5 =e.e=Cp = O o
Fie x°€ X, erbitrer. Atunci x° = :E; xgej , 8stfel cu so-
j=
luyio problemel Coucly . (A;o,xo) nGte
x = (A%x ) = <_§: xjahe ) = ) x2Cale ) ]
20 HE S rnyc =0 J Ynyo

L .., notind prinp :f spoviul tuturer solabiilsr sisteaului
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discret (4), rezultd cd (4"c.) s 3= 1,2,0.0,m es8te 0 0328 In

' 230

j si, io cobsccintd, dio C/

In virtutez Propozitiei 2.3.9 existi o fomilie finiti de pun::

rcale distincte o = /.Lo( Uy<... </u'k< I, Si O Gescospuners di-

~

o

recctd e 1lui f in subspatii

y -

jcu proprietatea ca& orice x = {x ) & f ¢r2 pumdrul corscteri.-

I, o0f; 0 ..o,

Blrya

itic /u(x) =/uj

Fie ’Ij :[xoe K aPx e f J

D2

'f,j este ipvariant 1la A deoarece, daca xoé fj aturci

- -

5

Ca»+ogks, Subspafiul

n - . .
(A (Axo)) s =}4(anx0) =/44. aestrictia operatorului A  1la suo-
n2o -

spufiul j j

n2o

tre cel pubin o wolosrs propric A Sl U ViCULnrD oro-

priu xg . we aici

Jas =g I €00 L e

deci A y(a)

={/.L°./U.l,---,/u-&} c G ).

Cum pe de alsa perte pertru price X avern IG\?_{;(A)[ C Xd(ﬂ,

fur o cosul Linit Gimensloncl G 0%) =0(A), resuid cririelia
)
/X-d(ﬂ) = IG(A)[ .
PROPOZITIA 2.4.2. Dace ~7or.inrul L ©2t¢ ipverseoil, ciuzci

min 'G'(A)[ /U.A .= maxf(r(é)l » p:ptra orice x€ 7,
Ps /
Demonstrotic ¢ Intr-=adev o, ;--utru orlce x€X, = 4 o, cven

iy
|[x|| = “A'nianx“ £ ]I(.-""l) ” . ”Anx“

de unde
. 1/ 1 1/
n
||Anx” °2 17 x|
l/u-l\” D
(RS Y
si afirmstie rezultd fo virtutzo Fropoaoiiyiel 2.%2.4, ¢ deliniViod

wirulul /u' (xY ol o« prevricia,tinr ronal 550007000,

13! ‘O/J‘I

. - I'd .
e . - . P - 7 e .
LI e .l (0 DI QS . EA\../ SOOI ST ¥ BN

.‘..vo'a -

rotdl incluxiuncs X Wa) Clea).
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Al

Dezonstreyzie t o preso.unem c¢d existd x o€ X, x, £ 0 ocu

propriete tea /J-A(xo) = 0. hstuaci esste cier cd O0€(C (&) (in coz

contrar zm svea 0 & —t— “-‘,(:4 ) £ r, ),_c.ec1 /J. (xq )€|€(ﬂ)|
I -1 / A 07" . A
&

onelo; dicd }LA(XD:' = I, .

Zi presupunem deci ci 0</U~:,,1(xo) < r, . el sy exisud
p GG‘(:.) gstfel ce /U- \, ) = l),i atuanci Tutems notc
T, {’J,ecrc.nl Al <yl

0, ={Aeqd)] | Al > Mylxg)
upeopcrece Gl‘

ll

i 0_2 sTrt mulvini stectrele <1 O(a) =
=Gl UG‘ gtunci [Dl-_l speyiul X se deccoxpune In supd div.oos
X = X] @ X, X si 2{2 fii~ad subgsnafiil inveriznte la 4 ‘.';.2'.,.
in nius,

Celxpcfien | M <pm)}

Tl C{Ace [ [AD @G .

scd potam Al = f‘s/Xl :;i ao = A/x2 s, 2tunci pentru xexl

rezalci - ‘ —

/M-A(x) = :_.ll(x)s’? :':l< L (x5)

ior pentru x€ X2

/JA(Jf):f/&Aa(Jf) >

Dco. rece Xg = Xy ot X, o, €Xy 91 %, €, , 2tunci 3 uoet

£ o, /LLA(x )= mc..f(/u-A(xl /U. I:;') =/-‘-A2( .2) >/H-A(:<O}; we i
X, = o./-‘-A(xo) -/J-;_1(xl) (/H )
Contrediciis ob{inut3 no cro+d cd existid 206 G(4) cu pro-

prietetesa /.L‘_;(xo)= I),°| , catfsl od Xdu) C IO'(E. )I .
Deci pentru un X ogrescuze £ved
T} € Xyear © 6ea]

1)
st abaorvom i drcel o exints o 2

-
~~
[
St

L]
1 SLldubotnet L e .!h]li'.'.:

¢ sliutomulul X.,1 = .'\xn , 72 L, ~rurbire coopiului {*’(;().

etunci xd(A) C [o,l]
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v w . . . D B o0,
Intr-adevir, decd oricew: cx £1 x_ e, (47x,) e et (X)
n) o
~r aw ~u ~ 1. ‘, . -r - - P
existd I > o0 astfel inci: [A‘::Cl“ £ Ly s (¥) o 2 ¢, pr ooz
) )
principdulul war;inirii uniuvoos., docdesm i exiotd W» o cu L
prietateas || A%|[< M, (¥) = 2 5. De coces
’ bj| /o C v,
0$_/4—A(x0) S r, = lir HA “ A G i I o4 = 1,
- O—>»00 D*"’w

[tru 2 justifica acezute este &ililcicot s& consideran XY = [ i
1 1 ._ A, R : ! o0 1
B = (g l)' Pe peza Propozisici 2.4.1 Xi(‘" |G q={13C [5'1‘.}’
Bns3 pentru X, = (0,1)682, Hé.“:a:o“ = ”(n,l)” — DO D:atra n— 0.
f.x“ . g ~r . ‘ ~ N
ghct ol coluvie (Anxn) ¢ E T ui, In cemscednSa, ruocoiott oA 2
O >/0
. D
le.nr’el cc (!a :{'o) c Azp-

n>o
T -ATHY, TN 2 - . M £{ rooN
CLOPOTUINTA 2.4.4,. FPeptru orlce oneretor & € AL(X), r. € SR

™

Demonstrodic @ Docd /U(A( < s, oricize o ss fIox€Y, sturci
entru “iecere x€X usew -l €>0 astfel ¢z w.{xY<r.=-£ ,
] . /
Pl 43
fdeci exisud N& ca “Anx“g e (,r:j— €Y. n > ol
Pcoarcce perntru Il[ > I, €282 caoevarsti dezvolguree
0 :
. E -n=1 n
H(K,A) = x -4 :‘:
D=0

W0V inew

=CA,200| ¢ e ] <'*‘":“:'-""$ e

Ifel cs ”R(J\,,A)“.g ¥ pentr: crice AE L cu [A]> I, » Cecd Ce

\oontrazice proprietatea cuncscutu 2 orcratiéraluil rezclivent
-___*m

1
RCA LM 2
I8CA 0l 2 aCA, T
&cntru l tinzind la frontiera spectralui luil A

Prin urmare, existd cel putin un victar = €7, »_/ n cu -

prictatos /U'A(xo) =T, .

BUPT



- 4p -

CONSECINTA 2.4.5. fulgizce M ={x e}:lﬁ(x) =r,} este de

ccteporia e dous.
Dewenutrotie ¢ In cowm conoror, U0 este Ao Cole iia. o ubi.
or x + CIC i, (¥F¥) xei gi se Sjunze lé o coptrodicyie.

IENA 2.4.6. Fie Aecf(};') si A errs Ga), A # . S:tunci

pentri. orice d’> 0 i orice numdr rceturel o existd un vectcer
x€% cu ||x{|=1 pentra care
Q- A E¢ e o dy IAR, &

~ _. . B /. - . s PR iy~ . - . -
scmonstreyie 3 wuonress A Lt TOLY, in M- A.A\][ = 0,

IN
n
!

decl, puncru J-> 0 wxiuis L €L cu ”xli: 1 coel:) co

iy L g Rl
A=A ;-.‘I { —— s o= mex (- = .
fea-An] < M oo 1Al =6 I )

Atunci

|| ca®- lkz)xlj_? [ 1 AaE2 e A5G- A €
: k4 z 4 ST ATz =4S §: SIAE
<A qar &40 1] G=AD A" 20

Jdoe nnde rezale® of
’l'ﬁkx _ l11u| < é-IIF
o oechivolent

(1- &) [MF ¢ fla]l ¢ 2+ A"

TSORIMA_2.4.7. Fle 4,3,0 €L(X) cu proprietatos r,.r, <L
£

Atunci ecusfia operstorizléd
a4 X 3 = v S

X
- - . - - g - rl - :-J
vupite solutie anica o= o~ ) . PN
l.l ~ ltl‘-l d & 1\.5\.-.
il - , N
s B S .L/_ . L/‘ - ..._/.

berorsire fle @ lia S L PR ““r‘“ r"l.;’“ 1<

0 =00 N—» 00
£ Lpary <1
Jdoeo Ces n~,t - . . -
cel certa Z A7C3™ egte ceoer i In norm oneretnrilor.,
D=0 on
Docld X, = - Z ABca3® , icored
T L-o
; B+l ., .0+ T, 0,50
AXCB‘=-' A CB"':-E 403" + C =17 + C .
=0 =0 ¢
Prosupunind cé ecuatio coperosoriclil ¢z cunite €Ul sata e

- “
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xl si 12 , otupncl 2m avee

a(%, - X=X, - X
i; potind X = X2 - Xl re
E APX 8P este converzentd, dor ezelitstes precedentd srevi cd

)
5% Bn_= X opentru orice r. Pz de slti perte seric i + Fo.et+ Lol
este convergentd decd “gi pumai decd X = 0, sdied X, = X, .

COVSECINTA 2.4.8. Scussiile

A - X = C s . <1
XB -~ X =C , . 1

2dwmit solutie unica
N0

: 0
X = 2 ; £7C gi rouseetiv Y= o= ) 047
- - - ] [ R SR ¥ Hh = =- - . .
] = a=o

COUSECTNTA 2.4.9. Daca T {1 atsunci ecustie

-

X=X+ C ~ -

0. .
ddzite soluyie upicd X = - (27)%ca®

M

Lolld 2.4,.10. Fie A €cf\"i} cu z:‘;l < 1. sgunci pentru 1 n< o0

M2, = S Jaoll 7 e

defiocste o pormd pe X , ecaivelentd cu norma ipmificli

rclotio

Deponstratie : Fie r, < e < 1. Atunci putem deterpiprg il = II_ )

astlfel fncit HAn‘l o ;i de ceoon
- O
I1=|1" < l|x||.1,p Yol P ), ® = gl P

S& observim ci dacd ¥ :ste un spatic Hilbert etubpci
2 _ fii WIE
lIx\ly > = n=°“A xu

este o normd hilbertiapnd pe X , senmeratd de produsul sczler

(x,x)A = E (An:-: ,Anx> .

”
Tw;ORZMA 2.4.11. (de locclizore o s;ac:rului)[?lg . Pie €<(

ontru ca

ué RIS s Y. 0 20
i DOCeSdr CZ G {;\_Ed.' Illéa} 51 suitcicrt ¢o QUHIC
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{Aec| 1<z},

Lemorstratie s Presupuoncez -2 Iié 250, ‘¥) n >0 s5i Tie
AEC , |M>a. Aﬁunci seric i ~2=1.8 sute cosoluc conver-
. n=0
gentd. -
-beozrece 50 .
. (Ai- a)Zln"l‘sn; (Z’X‘”‘l Oy AT-4)= 1ic (I-A7B7Ral*hyes
) p=> n—»20

iootinen c&  A€Q(4) st deci G(MC { AeellAl £3}.
Reciproc, daciZ vom precurunc c3 G(aA)C {}\EL] [2-|< }" t1aci

(914

reza spectrald a opcretoruleil 4 werilic

= mcxX IAJ e.
A€Q(a)

1.
o - nj|~ o i
Pe de a1td parte, deosrzcs r, = lim I]A “ { 8 , inszomna
) n—»0

Ta

cd existd N €N asctfel ca pariru D > N, sidfie satisflicutd irnc-

celite tes ]]Sn[|< al, Notlw
1 \
_”Anll N, & , 0 €& N si N= omax R
: o<nsN0“

obtinem
|82 ]| € wa® , (¥ 2 2o,
Xezultztul urmdtor reprezintd znalogul discre:‘al t=oremei
lui Tiapunov. \ .

LnORWMA 240120 IMie X un cpetiu Liloert gi Aéo((IT\:. rmi-

-~

tosrele afirmatii sint echivolunte g
1) £, <13
119 existd up operator uniiurm pozitiv W cu proprictaoteud cu
A"WA ~ W este uniform negativ.
Demonstretie 1 (1)==$(i1). FPie r, <1, Dacd H D o stunci
ccuo tis
A4 - = = H
8re, conform vonsecicycl 2.4.:, solugie unicu detd ce
ATOm ",

Wo-=

n=o0
Rinfre si arfitim cX W > o.
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ix,x D> = Z { 4" mw.x) i(ﬂx,Ay;) }

. D=0
> m(H)Z”A x“ 22 m(H) ”X“Af.z 2 o(H) ”x” ¢
n=o
uande

0 < m(H) = inf <{Hx,x> =
(1xl|=1

(11)==>(1) Decid W estc upiform pozitiv §i 4 WA = W esto
unitform negativ puter rot_ 0= 1M -~ 7 de unce rezultd H > o.
De uscmepea avem

2 1%l 2l i 2 = <asan> < 1]
de unde ||x|j, este o normd echivelentd cu cea iniyisld.

S& notiw prin Y(n) = “Anx” %é_“w[l . ”Anx” 2 .

Atunci

Win + 1)=9(n)= (™ x -, 4% x> o (walr,axy =
= <flxﬂﬂ ﬁnX,J‘an > <"'n ,ﬂnx> = <(!Ix'.'!ﬂ-'”).qn3{,Anx> \<
< =o(il) “Anx“24 - ” J“ ” 'nx“ W

de unde rezulta

Y+ 1A= FED Y@ L (¥ ayo.

Lor -

W= Z 4" HA" de umce rezulcd

0=0 -
{Wx,x )= Z HARx, 4% DY n(H) Z” nx”d
deci |jw]| = sup nz Wx,x > >l (u*oy:cce existd cel puyin up
vector xexl,“;u Ixll=1 3i ”A:{” > o).
FNovenind 1la 1negaiit.u:ea covinutd pentru YW, scrisdé

HAD"'lx“”..(.c []Aan.J » (#) n2o0, unde o<¢a = (1- ﬁ)( 1
rezultd

a2, < &2 fxlly € &7 falt fi L
sau

o(i) ||atx]| € N =1l . a®
de unde

o=l ¢ AL S e L ey e, o xex.
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In concluzie

2l Lty o7 <zt @ er0aca

si conform teoremel de locz.iz:zre 8 spectrului
. cwc {dee]lAge]

de unde r, £a {1, ceea ce treduia demonstrat.

2.5. COMIGRTART ALINPIOVI[Co WaTITRORIL Do luizU S Tt

; TINYARE DISCRATS.

Dupid cuc s5-3 vizut in pr-ogrefele 7-4 zle scistul cspitol,
nunmirul ceracteristic asocizt unui gir din s{X) ¢$i, Ip pzrticu-

informe24%ii cu

e
1
t
o
3
{97
|t
0
Q
H
o
¢t
)
=
a ]
S
| i
&3
w
o
N
(914

ler, uneil solu%ii ¢ upui s

=

privire la comporterea asimptoticd a8 girului, prin comperafie cu

. . n
giruri de puteri de forme (237) so * @ > o.
da , ’
Lote clur din welinipic ~.5.1 cidl docih nuwurul courscterisvic
¢1 upei soluyii (x.) ¢ste suoubpitar, etunci exista cg (o,1)
Ooz2o
- . .. N .
i W > o0 astiel co ||xD||< R 21, o coziecintid, 1im “xn”: 0.
\ A0
L] - .
Prin znslegie cu cazul con-tinuu vom spune c2 sistexzul
) A x. >
(4) Xn+l T “p%p * B 20

este exponepyizl stadil dacd existd 3€(o0,1) si N >o astfel

incit
|Pn,0ll € ¥eP5 , (¥) 0 2k Bo.
Folosind Defilnifla 2.%.1%, ¢ obagcervit ¢ ninteanl (K\ SIS As)
nybnuublul gccoll coca oL g ST RN ERCTEN SV PIRTS St /u” ul

acestui sistem esto strict zuounitar.

Principslele notiuni de stacilitste pantru sistemele discret.
(definite in mod poturasl prirn znclogie cu cczul sistemelor conti-
nue), precum gl conexiunile dintre sceste concepte sint studiste
in [4,] .

Reamintim D&j cl sistzn.l (:) sziisiice condit{ia luil Perron

wod pentru orice yir (£.) € ‘f°°(z) Lmlatis 2o condisifi fn:
nzo

2
- : R
¢ pule, & sistemulul (a,f) . = &=z + € lece
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Prip enalogie cu cazul cirtinas Te Ll ['2-7.] sgrota €2 i 1In cozul
lstemelor dlocrete condd tin lal Perron cote cendon Lot peat.oa

(An) c .fw(af(x)) cu stzoilitates sxpomentizli ¢ =zclutiei pul:
, —~
rentru sistcmul omozen (3).

Conportirile czimpto-ice descrize mci sus sint comportari uri-

in evelurres fd,?(ﬁ,':‘;.\ .l.\\

Qq.

forme (in report cus~.K) dand cum se constetd

< NP5, (¥)n 2k yo.

O seneraglizcre ¢ coaliyici 1uil Ferson, penatra cezul coptinuu,

N

ccre conduce le evcluir? & 3io rneuniiorm {f2 report cu k) pentru
”{p(n,k)” , LU guLenibe In [Rj]‘ In ccle Cu UrweeZd vom proacule O

voricntd discretd o gener<lizirii date de l.2e;ais.

Fie a8 >0 3i sa celinim spetdiile nomal:e _:
)

,ﬂf(}{): { x =(x,) € o{W) [“x“ .. Z“, y || o , Lg v oo

n Yo
€§°<x>={ x =(x,) %u "\'”xl[(m’q)- e X, ” < co} .

SuD

ny nzo

.o . <

Ca 31 In cczul contirax [15J, S¢ porte verilice ujor ¢
,{E(X) este spsyiu 3epsch, ozicire sr fi & > o i 1l pgoo

(.Qa : fp(x)—rfg(x) definis prie -an = (e-nxn) , (¥)

nz2o
n L L] - - -
(xn) c .8‘(X), este un incmorfism izometric ilotre Lnahiul Jo -
nyo
nsch {fp(){) st spatiul nov-cg {?(I{}).
Dzcid é\n,&) este oveor:teoral de evolutie -~enerzt de sirul
. 00
(“n) € { (af(:{)). -@tunci «aten defini sirul de op:retori liri-
eri (V ) .’ unde : s{{Y—>»X este dcTinit prin
f;cbm Dx. . (B x= (k) € s(A).
&= 220
rZCPOZITTY 2.%.1. Decl peniru fieccre x = {(x.) e f {x)
d 2.0.1 D @
D
. 00
girul (VDX)n>% f (X), ~t:oui oporatorul V ;{g():)-%f‘\
delinit prin Vx = (an) ~wte un operctor linior 5i adz init.

330
Demonstregie ; Pectiu iiccsre a 3 o, restrictis ogperstorale:

BUPT



{X) este operztor linisr si continuu.

Vn le spefiul 3ensch ‘Z

Decoarece, conform ipotezei, penisru fiecare x = (x ) e,fka)

mlj

sirul (qu) € fgo(}{), rczultd cad  sup ”o v y” < oo 3iip
: nxo nx2o
o . .n ] e v st wf e nt et
conseciria femilia {o Vn} de operctori linmicri si marziniti
D20

ct
aQ
<
?
«Q
ot
o
Gy
[
3
(X
H
G-
e
)
Qo
(a
ot
-
H
-
[\
’—l
o
| &
e,
r
-
o
o
|
!

de la ,Eg(x) fn X es

pial wirzinirii uniforme, dzacducem c8 exisztd i D> o estfel ipelt

o0
$i, Ip comsecicyd, pectru Iiccire ¥ = (x.) GE-fS(X)
. 030
'lonan”'éhilhﬁl(p,a) |
astfel ca
- = n
‘D’;POHO VDX” -~ ”fX” (m,b)é M ”x“ (9,8)

de unde rezultd c¢firmetie.

COVu CDLT‘I'A 2+5.2. Dscéd pentru fiecare x = (xn} € *{EOC)

girul (an) € {,“’(X) eturci src loc evaluorea

n”i qxn. Jx. f \2”3 xn“ P) P

pentru orice x = (x_) € IKD
By

Demopstretie Rezulté imecizt explicitind evzluzree

v v Il
H J'x“ (oo,b)$ - ll“*” {(p,8)°
Propozitia cere urmeazd r:-_.zirctd arzlozul diseret pentru
generalizeres dzstA dc M.Re;his [Jq] teoramei lui Perron.

ToORaMA 2.5.3. Dsca exisid p e[i,oo] cu propristates cd pen-

tru orice sir (: ‘fpg.,, solufis cu cocditii initiale nule

3 siscemului‘discren

X Ax +L , pb2o

o+l - “pn*n o
apartine wpotiului ,ZS(X). eluncl existd B> o s.to:l Inelt
\:’-‘ -
“QCE.K)” £ Me™THTE » (¥) b >k >»o0.
Domonstrelic 3 Leoorece wolatia cu conditii ini{isle naule ze

sorie
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-1
J‘.n= @(D,a+lf
J=0
TR 5w fieccre (£,) € J2(X), pe
¥ xn c ) pentru fieccre n p s D
2o nyo .
baza rotionamentelor din propozitis precedentd rezului cd

1/

IS Bmnenr € a5 flPeg ) B
£y PAFsor LI llS ML 1= 4y

Fie acum f up element arbicrer el spatyiului X. Dacad defini:

I .j = I~1
. = '
J {o 3 # z~l
atunci (” ) e.ﬂp(\), icr _negalitecea precedentd devine
J2
" ll(an o] ¢ fla® el 2w gl . (0 fex,

3., in concluzie,

I ®¢n, )l € me o2,
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Slolo s IIVTaRs OJ JOMI3CL.

Motiunile 5i conceptels de begzd Gin teorie sistemelor liaciz ..

cu control Isi-eu orizinmes In lucririls lui R.E.
jer aparitie si dezvoltorez csestors este strins lesetl de taoric
conducerii opvimclie ¢ sistonclor dingnics.

Conceptnl de controlouilsr_ s (oxootiiy rontrs sistome Sinit
dimeesTone Teo 00 Tt Y vl o s e i e . PRV
¢ —controlabilitste cpere wentru p-ins ocri In lacrares lui
nﬁtosiewicz [Al]. H.O0.Fagtori-i istrocduce, mentru studiul sistzz.-
lor linicre cu con:rol infizi: dinezsioncle, noviuned de cortiol. -
bilitete aproximotiva, care c¢oircids Tn cezvrl zistznzlor lirinro
finit dimezsionile cu notbivr: w2 contrsl.Dillicis cxecti. wiadil
uiuCumc:icL fin vomepiwl contrvliioilictdyili sisecomclor linfore irli-
nit dimcnsionale i in domenii conez cu 8cusSte zu I03i eructu.t.
de M.0.Fousorint [ =[P ], vt iind ) fed, ww vy
L{J ’leo]‘ R.7.Curt2in éi hA.l.Prictchezd [03}, etc. In 2ccicyi 207 -
text se inscriu gi rezultatele soninerc onda
Re iis 1c Joivecsitites din Limiorss [H]-EH,].Et,]—[I“],[d‘]-
-[-.'e ]

Coc{yirucul ccesiul copit I3t 0
totele obbinute In lucridrile [;H},[T;],Ejll.iw ], reLY e i

fn curs de publicore, sau co-unfcote le diverse moenilisn.zi ,ti-

-
[ 4
f‘"
Q

intifice cu caructer nofionc

tinse, lo cadrul mci menersl ol iltemelor ds ouapmlsics izl 01~

*
!
oY
T
]

L]
(o]
o
-}
c?
"t
[
C
e
y—)
[y
r
{
vt
{

mension~le, notiunile de  E-cuotrelaoilij
excetd gi sproxinotiva gi sfnr ¢ te o zarie o errosieriziiri one-
'ritorisle ule conceptelor suaincio.,

Perogreful 3.2 este destirii evonirXzii sistencia- 147
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._.'|.9_
cu control obuinute 2icti, 1rim joureiculrriviran noilaniiode 3

~ . .
avntde CiLUeVe CALonLLlL L.

fu
W
f.

[

¢

L

¢

linisr de urwirire. £int prezencsse

[
o
(@
[N

a

cazul infinit dimensional sle unor csrecteriziri 2le contro

ti4ii.prio iotermediul pofiunii de velocre spectreld

c
introdusd In cezzul finit dimensionzl de M.J.L.Heutus [H; s 381

lor dip onexs. & @ aonosreliui lal Val.Zoonov [Pe].
In peragreful 5.3, veilistod idaile Jui &.001
conul sistemelor linisre contirue, sing defiritc 15 consepts a0
controlabilitate carxe §ot‘3:nre tn o teoric cennprolioilivibil sioso
welor linisre discrete si sint prezentate disgrame ccre stodilesc
rrincipzlele conexiuni Intre sceste concepte. BInt prezaptite de
csesened csracterizdri ale unnve din concapizle introduse i siac
construite exemple pe diverss spukhii concrete coere cohaplotes st oo -
oreme de conexiuni, erdstind c% trnumite implicedii ou not fi,%n o-
ourul, cdevdrite. Diajsrems prewscotatd o {inol educe noi <l i-
cird o studiul copexiuvpilor ulniie concuptelo de connr: Lol i,
lutrocuse, rliod mulé imaunﬁcLLLtﬁ ic compuralle cu cor Lot
in- lucrorea lui S.0olecki ‘Dﬂ pentru ¢szul sistemelor cu timEp ¢

tiouu.

-

q e cpenne W o
Je l o Sl lanas Mo Jlexlol..

Fie X, Ul' U2 spatil censcoh 51 J = Lco‘HJC:&%-° Za caLie
¢ urZeezd X x X vs FLop Do ocvoetinl ootziler, dcr Llioinsolio
selo vor fi numite stfri 5 criclruil triplas (t,xl.x:\ELJ Y AP

1t vom rxico oz, De v.emen.o, Jl 51 U, wvor -1 .gmite Loz
contrel ;3 wail precis, Ul va 5 oounit s %ial de control 21 arol -

rictorului, ier U2 spatiul de control 21 urcirica

=
<
poe
.
\‘.:
&)
L
(5]
«

| o]

corsiders fupchiile ocperetoril’™:
A CHENE, L)), 1= 1,2

dudite opcratori de . tirae e e e

I A TR R G :
- J

j
1l
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0 ()€ ML LWLE) 5 b s e, LS. <
te operatori de control (Bl(.) sl urisdritoralai, 3.(.) -1
bitului). Spatiile LI, £ = 1,2 31 g+ Vgs= 1, vor
imite spafii ale Fupctiilor de concrol si oJsice elezent .1 uzul
¢) de spe¥iu va £i pumit furctiz de ¢on trol cairisLinild, suu pars
i;i_mplu control (pentru urgdritor cce& 1 = 1 i pestzu urmdrsis
= 2). - '
‘Dccd  u, ( )ELO(J 1), = L,2 , 2int Tiuoso, vl onoto

Fto,xio,ui(.)), sou pe scurt o, LY, unict s212%iv¢ & mreoluscd

hy
K. = { .+ 32, Lt
{xl Ai\u)xl 1(”“1“
i=121,2. .
xi(t ) = 10
Von nota, de esemcnes, prin (;,,Aﬁzdl,ae) cisteral
- -... S e N e 2 e\, [P
(A A . 3 ) Xl-- tll\u/.\l +H1\Uful\oz
l‘ 2‘ 1’ - - . L e ,,3 ( . /_\
_.{2 -~ ua\./,',;-_ + E t)ul‘\v,

vé6 i'1{ nunit siscem ¢u conptrol Lo wrzi.Xirc.

QoPTHTITA 5.1.1. foza ipiticla (Bo‘xlo‘xao) {sau store. {0l -

ﬁxlosxao}) se zice € ~coporoleuill. v o Geuil ITRUR AN B LRSI RGE P
1 02(-)6 Lq(J,Ue) existd up coeoirol ul('.)EL'i(J,'Jl) tanlel oo
1D = ()¢ e

. \ > " e ",\"-'u_ h4 ,. N \J B,
DsFTUITIA 3.1.2. Voo spupe €3 J::ol iniyicld (EgsX]gedog! Vvl

itee iniyiali (xlo,xao)) este 1

1) complet conmtroleoilil (@proxiciiv) pe & wecd cais € -uoz-

.h

Mebily pe J pentru orice £ >n

11) oxoct controledil® pe J .01 e O-p 3t ol g
DElTMTNTA 3.1.5. Vom spuno ¢ o iornl o aud or et e e -
.A-,dl_g ) este £ -controledbil, cooplet controleatl (. .o -

b 524 exgcg controlabil pe J , c.cld orice feni iriviill
hT).%, )€ x X x X (seu orice stare 10151013 (x)o,, ) €% x X)

Proprietates respectivi.
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l = . N
OBSERVAYTA 3.l.4. Fie A(.)EL (5, L0 st 3,000,000,

i = 1,2, ca meil sus. Aturci putem considera sistezul

' 3 ¥ = alt)x + 3,(8du, (e)+ B,Cedu (e)
(Alsl’a - = =
e _
: . € x(t ) = %,

In acest caz spatiul ‘¥ este numit spotiul stdrilor, elem2nn=ln
)

~
-
Lt ]
b.‘
o
<
-

sele sint numite stiril, izr nerechile (t,x)€J x :
I':lz'.';. PDorftnl Lt it Tare a0 o1 AT e L et S I

cozul sistemului (A,dl,sa} T-locaing Loze (co,x1o,xﬂ ) 59U St

-
m
1)

T
(p]
O
-
'-I
<
0]
<t
L)
]
«©
L gV

4
.
)
-
o]
[
-
(1}
H
@
o
—4a

(% gs%,,) brio feza (u .x.),
xl(T)—xa(T) prin  x(T).
O35uRVATIA 3.1.5. Fie (b.(.,.) opcretorul ce avolugis oo

ciot fupefiel operztoricle a.(.}, 1 = 1,2. &cd notan
2(e) = @ (redxg (- Pla,0)ny ()
atuaci von avco

a(t )= J;i(T.c)A](u)gl(L}f‘iﬁ(T,n)[al(u)x]faiqdiftiul’;a
+(bé(T,t)Ae(c)xz(c)JQE(T,c)[Aa(t)xe(n)+52(t)u2(:ﬂ

pe——

scu
@(’T’ t\B bE @(nt)u \C.A(-r.
Decoarece z(T) = x,(T)— x,(T}, rezultd usgor [Hg]’[ﬁg} o3t
€ - controlcbilitates (co vles sou ewxact controlodilin.ton Y il (- -

nului (ﬂl,Aa;J1,32) este coniveolenta cu g =controleodilitotae {ro-.

pectiv compleﬁ S¢u exdact counrtrolioilicates ) sistemuiai
v P
- e ) -

(0 jl,da) 2 = 3,{t)uy (e)+ 32(t\u2(ﬁ)
unde

di(c) = @i(T,c)di(t) i=12.

In mod urulo;, dacd (b(.,.} estc ogerztoral de evolugiv «un -

clat tfunc{iel opereiorisle .;(.)€L1(J, &P(;{)) SI an% g prin o=

=©(1‘.t)x(c), atunci sistoruy (A33.,3.0 SOVL RS L LI ODLL L e

4 fs

sisctecm de forma

(0:31,3,) 2 = 33C0)u(o)w B,Ce)u ()
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i
N
no

L]

unce
P
50 =Pz 1= 2,2,

ier controlsbilitates sistenului ini%icl (5352.,2.) oIt ecri-

Lz
- ca s . . ~ e
velenta cu controlooiliccses moului Sissca {L;;l,sej.

" L] ~ 7/
(Bl,B2) x = 49Ctou.0e) + 30w u. ().
Vom introuuce T CoLliro. .0 0o tasnt

C; 3 LQ(J,Ui)—-—+ b4

D
th
a;() = | 8,(edu (o)

’s

defini§i pri
c

e

c.re vor fi numiti operatori ce cortrolzoilircte =.00iovi Lisci.oo. -
1lu B, ,1 .

Presupunind cad ¥X,U,,U Lot zpeatii Hiloott i o n = & fae
p s 1 F ] } 3 )

)
zultd cd La(J.Ui) este de o -arec spediu Liloert cu provusol
scalor .

{ulL),v()> - = Lul),v{t)) as o= iL,i,
| L4(J,0,) S y ’

vin cgelicliyiie

(Ciui(.),x>. = <S Lantiucle), x D =

JA c i ;‘-
lll -

= S <ui(6)...>£‘\t)_x>. G
Ly, J

S 1 H
pw (U.'J, J

rezulsd cu wdjunctul OreruiOfuiul o, eute aeldinit ori:

1
C;x = Ji(thQIF(J,Ui) , (V) x€2 , 1+ = 1,z.

~ . -” H
Notind prio W. = C. Ci , LoUET Sorle
e

.

e

I\
. - e - - L \v' \ 5 . .
wix = & Cix = i Di\u)u t)x dt , 1 =1,z.

TLORMA Feleo. Urmdtoerels vovirnasii =Snt coaiv.l..:

Q) fera (co,xo) CO%C <ot LSanICioolan {omael Luiv

VY x5 4 RIS THEDT
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c) x, + ?ZITSCW ; ‘

1) xy € HID st R C R

Demonstrayie : @)=t . Ul wresuvunca ¢ fezo (€., 0 5.

complet contrnlaoild (erre-i-cciv) -2 J , vaich nooip. vils. £

54 orice control uz(.‘,e :‘(J,-‘JE) puter 3Zsi up control ~u.{.}€
€17(3,U)) esufel o ) )
L ) ) - . L
|;(1“l| [‘3 S'g,_;t?l_.(thc + S- ;5,:(c;u:'\t»151;\<6
T - S =

altfel spus, pentru Liccu: > ¢ si nentru Ifizcer: 2lluen
X5 efR{CE), ¢xistd un clewern Y E'Q(Clﬁ 34 pronriziotag

|x, + x5 - 3]l < €

de unde o

cotsel ca
X, + —_/R(Q;)-C T"l"

0)Y=>¢). Drecuvanen c Ko o

}
b
ey
P!
p—
N
Q

—
-
.
-
y
r
.

’ |
M : -t 4 i . ’ A M .
ll x(’:’\lll = |‘::g "[‘ S -')":'4 ".&1!\’\:}(.1: T S 3- 't ~..,"\ . ."-':_ l

1, In conclu=iz, “ezp (r_,. " 2ostz ¢rozlat conmre
metiv) ne ipgervsinl T,
Depsrecc pertyu Oziu: couir lintlr o iowirt Lt

b4 -t %13 ~ - 2 = - a9 1A . T v NMAc. sty =a s H
- i1l - . Y » . o LN vie! . oIZ - LSt and T A el
doud spcyii Hilvere J .1 W 0c, ¢or.orx 2o e

[abe 4

e;alitated (C) = Q(C cy, Avelenezls o= IEE) el

vininu cont de¢ derinigis ope..torilor ui.

odLLRVI".‘IA 2.:’-.2. A‘Aﬁb'_l ;. -(:t\:uu-- ,'.—s\.’ -'J ...‘A.‘.~.... t
"ecowplut controliebilad (enrowi- e ivdt oo e, resic ME-s Tl

celulelen wtipn.yitl etreoale Tnleinie: i

D) Xy * 2\‘42/CQ\‘«‘ L i
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o + K1) C Ry + £
Q) x,¢ Rve si Rpc R + €.

¢c) X

CONLwCINTA 3.1.8. Urmdtonur. la cfirocatii cSrs 2cidsr 3 :
a) foza (tysx,) este exczct controleoilline J

0 x, + Rec,) € Reepd

o) x, + Rew,) < Rewp

) xg€ R s Re < R,

COMEECINTS 7.1.9. Mul{ir -~ sururcr .oicling sosoltt eantliol

bile (zproximctiv) pe J este un suozputic liwier Tn A

Demonstradic : DLecd novdr X O@)  g0iuin.. Zoninlior

ad

eontroleoile (oproxiautiv) pe J, ctunct
Him ={xex|x+ R c REGT ]
I'io Xy s X5 67(('3) i oﬂ,{’-} €L . htunci
AT~ T

dxl + ﬁxa -+ \JZ,- S \J\'Jlj

ideovarcce R(caj si L(CyY si.v wuospsyii linter: o L

TR ] - b4 R - hl' . B R
CONESCINTA 9.1.lo. Decgd ¢ = [J,no) 5i ..(: LIGK\,E, S lLnl
: ' T 20
‘j( este up subspafiu liniar In .
Demonstrefie 1 Fie x',x"€ ?Z 1 TL,ive J szniiioo. ut €

6'3(,(_':' gl x"e€ 7{(’1‘"). Atuepci, confarm ‘Ycoraem- i1 2.1,

-

d), avenm
I AGIACSD)] . i e o I
X'€ !rlkl” Sl EQ\-E\'-‘ .'C K\~l\~r:

xre Rz st o R

AL

S4 presupunem, pentru @ fcce o alejere, cA T' L M.
S aX aetnrd gl YE T AT TN
Deoarcce xeﬁ(C(T‘)) “asoiTetoeX etsnit o allye o0, Uy,

aSCfel inCEC ] e ’::.'l
X = fyd(t)u(u)dt = ) Sianaes
o 0

~ {u(c) tefc,-]
(o] te (I'.L'i
N R S S

iande
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RO e G,y , i= 1,

Prin urmare, x',x"¢ gz;;lgT" 5.  4C Gf.e pensra cric:

i\

A ,p € K obtinem
«Lx'+ Bxte R TTT) 51 BTN C RO

igdicﬁ
oA %'+ (sx"(:_‘z(m")c U Xm.
.. T2o
O3LURVATIA 2.2.12, Din losmonotrotic nrsosdonun < les

1118 de multiomi {7{(’1’)},,, AsL2 LOLGL Oraoniti roaliolv 1
. T) o
'‘de incluziune,

Loch in porticuler {ucsyiilz 0pcretor tele

=3, , 1= 1,2 , adica sisteuul

-

{xg

este inverient in timp (scu oo coslicisnil cnnoi-ajil - ia.

]
(o
H

!

A X, + u
2z ﬁ2 2

— \a'.. - -
@i\c‘b) = C(c S/ii » l - 132 A 5,~€ w
8strel cd prin schimoparea
(L=t )by (it )h,
s(t) = ¢ xl(t} i G e xa(c)
oo tinem
* AY -~ ' ~-l -
2(t) = ﬁl(c)ul(t) - 5242(u)
unde o~ (T-t)ﬂ.
Bi(c) = & “ J.J)i s’ i = 1’2.
Deoarece
T
Wy = S di(q)siic)q: » i = 2,¢
¢
o}
resultd ci
v, = S e g,3,e de , 1 = i,%.
Yo
TH0MA 3.1.12, Ple 208 = A, 3,0t = 5., © 7,7,
—_ = L ' "
gz(ﬁ&.) ="\/ A?Blij: » 1 - 139’
(L n=>0 s
unde prin \/qu ST LOtIT Juuontiiluw Lioicr Inciis aiul.

B=o
uwdlbioile MD C X
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Demopstratyie 3 Fie 1 =1 szu 1 - 2 Ji:
?Acunci putem scrie
o ¢ Ty
= (igx,x D = ( 3,57
T (T-t)a% "o 5
= | ||gfe el @ ae
Ty L.

{de unde rezultd ca

(?—c)af

~. >

.y -\ - 'l
Bje x=o0 , (¥t €ft,,1]
wau
2, (T-t)P(aTHE
g% > A — v =0 (¥)
i 4— = »
0=0 n!
«de unde’ . . o D
o ARl BTN k=0, (B e
n=o0 nl )
cecea ce implicéa
X € {’\oﬂo 4*) Yo
tActfel s-2 criv-s VJ
ey m Hran .
n
Qeciproc, dzcd  xg (T‘ﬁp\u.;.i} ) etunci

pentru orice

D>/ D 3:‘1,

In conLccinya

(T-t)a™ 00 . ._.3\D n
D, € 1 L (SR STLEY ¢ =
. D=D n! 1
de unde - 3
{Wx,x Y = ¢ cTe,x > =|[cff ¢
adicd -
| xe et = S
gi uscrel

' ﬂ J(’(s"(n"‘ ) C JP(‘.'.: S,
Din, cole doud incluziuni de senpne coptrire oatiza=

S USRI QN CELN

sau echivglent

D=0

IR
) = [ﬂ N ] - <O/ ST
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CUNUKCINYTA 3.1.1%. Fiz . .{¢t) .'-'.i » 13i(1;) = 9y s L o~ L,

toarele efirmatii sint echivelente '

a) Luzae (co,zo) €ste complet cossrolevild (uproslsetiv) o

5) 2 +\/ a“.aUC\/...au

272 e n=o = 1
n 0o n. 00 n .

De csemepcs fplocuind QZ(Ui)' prin RCY o Ou:srvlUic .
gi Consecinte 5.1.5, obbirus <lirzoterlsolrl COrLSlusiicdsre Lonszu
¢ ~controlsbilitstea gi respectiv, exect coatrcicoilitctee unedl
(sau stiri) iIn cazul statiocar.

3.2. CONTROLASILITATSS oloistiIOR LINISRS CONTINUA

opre deosepire de sistemele lipisre de urwmirire core, Ioc 204
inexplicabil, s-su oucurat de woi putind etentie in litersturs oo
speclalitate, sistemele liniers cu control sint intens invesci e

atit in cozul Linit dizcrnsiortl, Inzepind Gin Jurzl cnaici 197c¢

$1 in cuzul inllDlE uimensioncl, fgcepind cu uecepniul trucut. L o

<

» faa

ris sistemelor lipiure ipfinict dicencionosle sS=ou 1m;) . auois oda o

AV, 3ALARISHNAY, H. O-P!TTORIWL, 2. TRIGIIATTI, etc,

In priwa peérte a prezentulul oiragrof sistemele linicre cu ol

trol vor fi privite ca 31 cczuri pirticulere Lle uror sistace oo

griw:rl cle pojyiucii de ¢~

()
cr

mérire, €poi Vvou precizc Cituv. ol

trolaoilitate complet? sle unui .isteT lipizr inflinin Jisucncio-.l.

Docld In coeul vnui ststzs d2 oradrire aél,A2;51,Jg} voin L
4,00 = A NE L)), 3,00 = 3()ETAG, L(ULX), a (0= o

si 32(.) = 0o obtinem ceee ce Sn nod uzucl se roteazld

4

(h,3) % = A{t)x + 3(tuls

i poart? numcle da sistem T1-1.7 o1 comer 1,

Definiyiile 3.1.1 = 3.1.7 2 trocgcslorzm’. Ip defirisii ole uanrs

notiuni bine cunoscute 1inm teoric :{stemalosr €U goniral,
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PR

kste clar ci In scest cew =-stinl U
+i vou note
»i pumit spe{iu de stidri.

De ssemenes, deopcrece ecu Ll aly 2ot
suce 1a

suetie, de 2 3sjunge Iptr=o vecinitate e rc

. -

nooseu chicr in

b.1.2).

X Cuse® vy Lo

Ul = U, cére vz i nonin oLl in

Mgl precis, GoCd ©VED 42 Y.oLul€ slifewul

[+1]
[
]
=t

DeFINITIA 3.2.1. Vo spure ci fcz

sterea inifiala xoe}t este

i) -£ -cootrolabild [Al] pe J = [cD,T]
0 ol

'ree x;€X , puten gdsi o functic de ¢
itncit

. HXC‘I’)-X]_“.QE, , undge  x{¥) = »(7;

[1) complet controloeodlil { iv.al  uivi

f-controlsbild pe J poertru ori

111) exzct controlzoili [xl] se I, cicd

e J,

DoPINITIA 3.2.2. tistemul (U,3) wo O

somplet coptrolovil (cproximc.iv’ f.coovtiv
dact orice store x,€ X
Vow nogu pria
Coptrolavile (aproximativ).
In literatura de specislitste

t3le sistcmelor lioicre comple: consrolooiie

eorer = o), [ [0 ]

®l2iri sint tnciw legate Qe uZ.-inl siisoil

Brolsdilieste G 1 LT, U)—>X . SEREEE

gre cC.reor oL S Lo T

cxisctd £ac

7
\

L) -~ pvl - “a - - .
X = 0, rezulta ca sccnul urmasiseraivi

fixcte (cuzul Deldiniyicedl ... 3, ono-ocniwr

CleCT

Z’t'.: [:':2] RS Lduw:

rte =2ulc: ¢

O

{eproximotiv)

L8

[

at
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C(u(.))= il‘@)(l‘ s)3(glals)dis , (¥ u(.J€ 1805, 9)
‘s
seu a8l operatorului W = CC¥ (&

G -

\J‘

X1

c

Q)

U 5i X oiot spepii Hilooo.),

Cu
1
[o}
(]
s
L ]

unde éb(.,.) este, evident, operatorul de evoluyie geners

2., Lo teorwmelos

Wt

5]

Demonstrefia ccestorea se reducs, 1o ultic2 instz:o

de "runge' pentru operatorii iinisri i nmdrzpinitl prezcniets ino s

P"
Hc

tolul I (Propozitiile 2.1.1 5i 1.1.4, Conseciptele 1.1.2, 1l.1.2 !
1.1.5). ' '

Sfnsalogul discret a2l unor c.tlcl de curcctexizidri este prezenils

in paragraful 3 al ecestui <. izl

In restul acestui parezrzf vom presupune A,3 congtznte., aniv

tim pentru a utilizs In continucre v

- PROZOZTINIS 9.2.0 [fe] atocrele efirnodil sioe eciivelen:e
2) (4,3)€ 20
00 o}
0) \V 430 =X ; : :
00 W D .
o) AN @G = {o] .
n=o .

vig'condijis dae ruog" (o), rczuled ¢d decd ug oistis Llivier
(4,8) cu A gi 3 constants cste controlaoil svroxi otiv re un
interval compact J (cu interior nevid), auaéci est: cornLrolood
pc orice interval J (cu jaterior nevid).

bucX notim ?cﬂA) cominn.nt3 conexi nendrrinitl o aalhisdi
?(A) 31 prio k' oualtimed puscielor du LCuFUlirLe pehiilu O WUl .l
M C €, stunci putem formule :

'ITL'J‘D‘E:{L';I"IA -31204. ric (fl);‘ [ i,\ o “: S IR e SR s3 0

reale afirmetil sint echivalante
8) (8,8) € 2o 3
R(A ,6)30 = ¥ ;

kefogb .

¢) pentru orice multin ,.‘.C?o(.’.) ca uronricr toe Lt

NQ (i) £ 0
?0 V ,‘\x‘n) Toe
A€

L]
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O
(=
1

d) existd o oultime - i C ?D(.a) cu proprietstes ') ?O(A ) £

£ B ascfel Sncits .
V' (A ,a)8d = Z .
)'EN < . .
Dém0nstra_1;ie : 3)=—==u). e (4,3)€ Zc 31 T e€ex® cire

g¢ znulouzd pe R(A ,A)34, (3)16 S.'{;a). In sorticalor, rpuntiru noi-

ce 1 € ?(A), I).l > ”RH ;1 orice uU€U puten scri:
0= (R(;\. A)du,x" D = (T A-ﬁ-“ﬁ s,z _Z‘ X“;"’ 2Py, 25 hY

-

w

de upde (.5 Bu,x"): 0, (¥) n 2o, (¥Y o€, Lololkh o7 oS¢ oenalol-

za4 pe R:4%B), (¥) n > 0, deci ji pe Z—“ RiA“3). Aplicisd "conui-

|

: 0=0

tie de rung” rezultd x™ =o , icr _ V R ?L,A),:‘.U = X 32 oo~
{-

fipe acum dintr-o cuzoscutd cononcingd 8 teorazel doun-=3cnecu.
oY==>c). Deci b) este cdsriratd si = €% srz pUonciztIc:
< \/ R(A MU, D =

stunci pentru orice u&V , foentiic eneliticd

A —>< (A 0,07 )
~¢ vnulcuzd pe oulyimce M C ¢, cu- L # ¥, deci este ruld @
?O(A), aalca

1€f>(

- »

isr Ip virtutes lui o) rezul:i =7 = o.

R(A,L4)8U,:* D= o

¢c) =>d)=>0) evid¢p:
o)=>a) Fie D) sdevdrasti ;i presupunem ¢a pantri el = e
Jrv loc 50 . .
{ V 478U,x > = o.
D=0
Din reprezentares

< R(A' ’A)ju»x!>

!Ji:o xn-l( *.’n‘:’u’3'zg D

rezulté .
<.V R(A,M3U,X"D= o, deci »" = o.

Aeg(A)
Redmintim [52] ¢ specirul zortrazeiv 8) unul n-iroTer A€
€ L(x) esto mulpimaa

[N
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Gy = {Aen] SFAD A X}

LsTINITIA 5.2.5 [ ] vumdrul coudor A € T (8) v

-

vulosre spectrald controlzoilél pentru sistemul (4,3) sou velo.
(A",B)-controlaoilé dscd operztorul

(A-),I 8) ¢ X x U—>X

definitc prin -

QA-),‘I,B)(XA;J):(A— XI)x + 3u , (¥) (z,u)€X x.U

are domeniul vslorilor gda2ns In X.

S3 observam ci& daeci ¥ 51 U sint spevii de dimensiane 7
td, definitia preccdentd se reduce la deifipitis welorilior prouri.
controlabile introduse in [Ilﬁ].

CBSLRVATIA 3.2.6. O voloare spectrslu . AEQ

[ I

k\“

(A,8)=-controlapild dacd ¢i numei decd operaotorul
A*-A1,8%) ¢ " x V¥
este injectiv, d.lupi cuw ranuledl imedict Cin Iropozibtic L.1l.4.
PROPOZITIA 3.2.7. Daci (a,d)€. Z _atunci orice wslosr:
léqk(A) este (4,B)-controlanili. ) ;

eoponstratic : TFie (s,5)€ Z:c $i 58 presuparom oo il
o voloore peccralé ), c @, 8) cere nu este (a,3)-contcn. v

- - ~ . . . X . .
vdied operatorul (a%- 10_-1,-_: ) nu cute injocctive dzoultih o :

- . " M ‘ »_ou 3 .

ta o functionala nenuld XOEA penc:u cere aug = ;\'Oxg 31
M3 . S - ., » Dy
37x, = 0. De aici, odtiuza cu P, (¥ 0™ )3z, £ 0 gi corn. -

n=0
zicem ipoteza (A,B)E z ;c fcarecterizarea (c) cin Frorozi%i:

3.2.3).

denti (sdeviratd fr cczil finit diver-ionzl [_] soto o Cole d
cezul spefiilor Benach croitrerc. reniza ¢ Justifice zecec.t
suficient s& ale*em Aeof\l{\ r2ntru ¢lre G‘.{(.‘,\-_—ﬁ 310 .

TROPOZITIA 3.2.9. (., Y€ Z, decld gi aumai coci A% L
are subspatil invarisnte Iin J(')(d“).
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>
Detonstretie 3 Deoarece (/lo( BA™Y Y anre SuosnaItiy
in :{xl din Prnpo?‘it‘ie 3.2-.7.', "-33".'1122:1 C\i .('l .3\¢ E "._"“:':

00 w, w.D
pei ‘dccd {7) .)(‘)(_:3 (A7) ) este saospriBig iitilor mepur o L,
D=0

Deci notim X‘ anL | ) ) £ {c} , @3t2 usor Lo vl

®

,

pd X  este invoriant la 47 i este ccnjisut i Jﬂ“

0
CUNSLCINTA J.2.10. Fie aeof(};,u}. wictewal (.;,-:}62.1
-

ol .' o - - ~ t-‘
fecd 3i pumai dacad (& + BD,23 € 2o,
Demonscratie : Fie X"; CL}P(.-)'”). atusci

(4 + 8DY*x} = (V8% 4 AT s ATi]

bi de sceea X este invariser 1o A® douci s mmaniod et oLt

0
periznt 1la (4 + BD)®

COUSECINTA 5.2.11. Fie eof(,‘,;,). Qecf(d‘J ol extir. 5§

[A,B)EZC dacd si numai dcct (5 o+ 230,330 € Z

Demonstrafie 1 Deovrece J(J(;s”"} YJ( Livae Lo ¢oon

imedist din Consecinta 3.2.1lo.

c?
5

CONSECINTA 3.2.12. Dick (4,30& 2. =t A3 AT

este ensliticd pe o vecindtate 2 wmitinii G (4), svano ".‘ff--‘-.;"fz-f-

Lewonstratie : Din ipotezd rczuleh

) m n o L ] - ‘
= M gND(BH(lx) ) ?5 {0 . Fie ',».'O'ef.’,‘ N {0 e nitanol
n=0o . "
\P(A"')xo Z 8 (A‘“ N
0=9o
deci

¥, ¥k My — LT e e
BE(AT)" Y (4 )xo-z‘-,a (o 377 0x5 = 0

4o unde rezulsd cd \f(A")JL"! Al ican YTl o= { a )] ER

% afirmatie.
O3S8RVATIA 3.2.13. Tie X i - <2 ol cusiane il .: ..

Ptricile operstorilor 4,8 pruiri oS4a ovze Jixote I 0,
v U, Bste clcr ¢ cifrmayic R R

U 2rirmatle ol peatru (V)"le_ Lova propristoies M :l'rb

2
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nd =o rezulti ‘7::0 sgu, Trin trecore Looszericil. colanctu,
ﬂk?zﬁ = 2.72” Sh Bx')f = 0 in2lich '72} = C.

Deci, “wn«(A-41,2) =n doed ol raers odoel AT ra Lre v
ori proprii in ./Vkax).

CONSECINTA 3.2.14. Fie X gi U snubii finit dimensioncl:,

Atunci (4,3)€ Z:G dacié $i npumsi dzed reng(a~-AI,3) =n pentru

orice vsloare ‘proprie Q.E.FE@) = 0.7

Demonstraetie ¢ Intreccde7z, 74,2 € Z , <ornTorm Fronopdniod
5.2.%, atunci i pumzi etas.i cind existi un cuosmal )i nenal X
x - ‘ub - ';‘; ‘y . - - - -
C (3%), dnvsriapc la 47. Lcosrede £y este finit uicensionoy
TR 2 - o, ® ¥ . . ‘
evist? Lo X S NN Ty
g1 ATXIC X5, existi M7 , mrEXy i _Zem tiel on
» » . " , . . . .
4 'rL = 2,7L i, conform Ooservofieil 3.2.15, rung(a-A1,3)<¢ .
Reciproc, dacd rengla= A1,2) ¢ D, tot corcsorm Cossrvoiici
3.2.13, rezultd ci A% &re veeraori wroprii o LJO(J”), J3Le eVvi-

00 3 ’: ¢ 4
dent se sfla in (7‘ﬂp(3‘(3“) ), dzci (A,ﬁ)?'zzc .
n=0
Am obofinut estlel rezulvetul lul I.Jd.L.:LJivo [J_] G CuL o

-

tii co ot gu riarczal wolnoiiar Srooril

s

rizere 3 controlcoilis

controleoile.

e X inlinit dimersio..’, ¢ us cinenniurnc 1,;,€cf(<* B

3 ei(U.X). Identificind J o L, existsd D€ X oot il oco L
/'y ) e ey e e e e ’ - N ~ - . . 7 a Y
= u.b 3 \J)uelLo ID cwlC U Ce .. R ¢ \.l‘-.) B L6 190 i \.ﬂ‘d /e

Pentru carsul cind 23 X or: Jlnit Gimoasionci TOLLP0TOY [?.]
prezintd o concifie ecnivelint c¢1 Contzel.ooilitatee comyulria de

tipul :

(W]
“«
A 4
]

Siscemcl (A,b) € ZC‘ ¢z~ 1 purai doed sisteoonol
s ool
¥b = u
JIu soluiiv uoicd >(V) GE .

~_*®
- v

r

1 .. = . - .~ - - . ;
Ltestoelmid ozogrroligiiicltee 2oz~

dceantd conditie nu =i oo

plotii In cazul infinlt dizecsicnarl,cus reifcols Ala vxerplil caor:
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‘urmedza

EXSMPIUL %.2.15. Fic ¥ = L°([o,2%] 1) (ideatiiic e nu T

pe cercul upitate dip c),;;etf(x) opezitorul de Inmvulyire cu
variebila, adici

(Af)(2) = zf(2z) , (¥) feX

81 D€X cu b(z) =1, (¥) z = lt, te[o 2?‘] Dup& cun cste Cu-
,poscut [Hg], comutantul Dnc sorulul 4 coisncide cu mulginze o0t~
ratorilor de multiplicare cu €lemsnte din L [o “I} LY, deci,

¢

pentru orice Y€ i(:{), egelitatas YA = AT inmnlic
unei funcyii Y € LDO([O,E‘]:‘] L)Y ostfel Lnacit
(1£)(=z) = Y(2)£(z) ou.p.t.

[

SniBtEn

dwuncl
| Yo = 4 <> Y(z) = d(z) @.p.t.
imposipil dacd dELE( [o 2‘3':'] LN 700([0 2&:‘]
Ascfel sistemuL 0peranoklu_
{n = AY
Yo = d

nu ure solufie pentru orice aw€X , desi perazchee (A,u) 2oue ©

¥
}

plet controlsoila, deosrece

Ie’

. n . i
(b.“o..--,-q 0....)2 (l,Z,.-.,Z ‘.-.)
furpnizesz& o bezi In X.
Slébind cordific din [ ] 2 pentd oduyinz O ¢oncllic nuctoura

de controlabfilitate completi rariru cizul infinit dimerzionsl 31

enume 3 :
FROPOZITIAN 3.2.16. Desod sistemul (A,b) € 2:; atincl sistaonul
operrtoriel
s = AY
{Yl) =~ 0
ore numeil solutic nuli.
bemopstre{ie 1 Presupunem (a,u) €Zc 31 s& adrniten c4

temul operstoricl din eaunt cr: o seluyie azzuld Yo. ie u €1
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01

pentru care Y x  # o. Deocrec: (3,0)€ E ; , DeLTIu coics

oxliacit un ¢onwrol u )E L' u,u) bl ol aucat

T _ae el ¢ &
o = 4, sl

T
“ YOxD - S e-AtYOD U(t)d:” = ”{OKO”\\I £
¢

O‘s.

si cum & este aroitrar, ootincm YoXo = 0» Lo contredicyic cu :l:-

gerea lui Xqe

7
O3SsRVAWIL 3.2.17. Recinrvao. 2fizaasici din

dentd nu este edevaroté in cezul inripit dimensioncl dupd cun 30

poote obscrva Jdin byxeaplul 4.2.15, slegiand ulz) = =,

3.3, SISTaMe LTTILARS DIos s i 04 COMT0L.

: ~
Tie X gi U spetii Ber=cn si A = (LDU € s(Jf(X)ﬁ, 3
nyo

€ s(Je(U,X)). Voo utilizs in continusre scecc.i teraino-
nyo

logie c2@ g1 fn cazul sistemelor -coutinue.

= (3

wvistenul lioicr

(And) X

v

R 3 . - .
o+l = nnxfn by DIJ"IE O O

ve {i numit sistem linicr discres ~u conirol.

In virtutey Propouitviei 2.1.9 i Ooservegivi 2.1.10 Lotuid

cu detele ir~itizle {1 = o, x, = % €X e.re Jar-
[

Ny T
sistemului (4,8)
nizstd de formulo discretd e vizisfbiz2i de c¢ozstenta si onume

n-

. 1
x, =DC0)x® + &@(n,;u)ujué , 0 Y o.

Oporutorul de sumare ©C, : 2{d)—>» X u.iintt nrin

n=1 .
Cu = }__doq;m,au)sju: » (W) w=lad €l
us v

vo fi numit operceor de controlsuilfitsnte 1 lsteralal.

Cu ajutorul opcratorului Cn s 40I3Uls llgereti & veril i

de oonstantd devire

Xy, =®(n)x° +C,u .
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~ 7
- LU -

ﬁi va f1 rumitéd proces evolutiv cu tizg Ciscr:d.
Rezultatele acestui parc ref se pdagewud 2 {ideile Jdin lucr -

'rea lui S.LOLSCXI [D-j] relativa le sistzuocls “iniare continue o

[ ot

loontrol. Notetiile $i concepicle cerc vor i introduse in c2le oo

Y

gsicterzlor Li-

¢
ct
y7)

promeazd sint cele din lucreres émintitd, <d.;

Iniare,discreue.

D 1 . . . T - .-
| Fle x7,x, doud elemente =z oitrexe olv oo lolul I, rel’,

-~ .

i i ., 0 1
Ec R, si we€s(U). Vom note rrin Flx ,357,0,E s3) uiZotSalie
; firmufie

" ”xl ‘@(n)xo - C 3 ”\< £ .

DEFILTITIA 30301. VO[!J zice CE}. £

e
(]
tt
o
It
o
=t

P

J
l,u
L1
[ )
o
(
(o
cr
t
J
Y

“

nver

|
v

oo e tlop .Ll:{;I.J s G ol

[complet controlanil (eproxicciiv) o
existd8 n€W astfel Incit pentruo orice xo,:cle ¥ i ooric. £ >
existd u€ s(U) oastfel ca
1 o .
Hx -@(n)x - Cnunéf.
Cu notefia introdusid moi cus ciluscemal (G,s) oo no tin o

doch
3 v v v 3
0 1 £ — .0 1 .
n x x u =L aX T an,E Lu
In ocest coz vom mail spune ci sistezul este de tloul
| (?u ¥ ¥ 3
0 1
D x b4 £ u

dbsenta unuia dinp elewent:le x ,Xx scu £ din eX;LEeSla Sarc

[descrie tipul sistcmuluil va Irnccuac ca elesentul respectlv caste

oonsiderot oul. sstfel putem introduce 7 v w3 )
DuFINITIA 5.5.2. Un sistum uc tipul (.'T «° xl #) r.oiL
Busit aisctem excct controledil cu ifuterval o tian i o1 oL
e tipul C.
zZste c¢lar, din definmitie, ¢ izt (*,3) .. o =i 5L 03

Qeci existd pumZrul patural o€LT , ¢otfel Srcte osricize or Tt

o 1 e .
£ ,x € X , puten 35isi un contrel u€sJ)} cu cZovriaticsg

BUPT



xl =<b(n)x° + Cnu

= .
Dsecd x° = o (sau %7 = ¢) in deficisiile Z.3.1 = 3.3.2 ¢

v

obtip noi tipuri de controleoi_itzte noL:tz »C i

4G, i Cl) rd pusite In woL usurl fole_conlin

vd), nul-sccesioilitete resjectiv pul-¢osyrolsoilitete (frnroxin:

(W]

vA), nul-controlaoilitcte cu ivtervel o rnta- Ui,

Prip trecsree cimnolulai 3 dupa siwooclurile . 25

gise nol tipuri de cootrolso ™ wcte cu invorvel fe Sivc yosiloil,
spefe I 51 core, pontru ¢ U1 ciieroniiese oo Li-Luril. LoiC.aonta
dncepe cu litera L. astie

sistens de tipul

bil, de spcte I.

N

Ip sfirsit, trei tipuri nci &o comtroledilitese _.prowimocoivr

cu tiop verieoil, de spels & ZI-2, L2 22yin trin.trecLzce SLtatl:
. . ¥ . - . : .
i dupd sicbolul £ $1 peotru cilexentiere vor incesre zu litere 7

cdled v ¥ 333) v w37 v
AR ! S ATO N
v c\x” € zoul? N

punite rcopectiv coonlet conny b o Lilitcte (ornrorimoc Y, rat oo

L1AC o .1
- x % £z ou

sioflitute (onrowinitivi) o - l-corr-alr sitscnte (L0 o iooulr.,

Vo .t -
s ‘e - g o A4

p=r

cu intervul ue ticy voriool

vipo definigiile precedente ;i coonsiderzdii pur lojice rezuls.

FRCPOZITIN 543e3. wIZUlOe_ .. Cio_rdwi wo lzplicotil ot .-

viregd 3
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LG, (fadjem——=tc(1¥2 3] >lﬂc1(¥~%i)
?

o (1%:3)e L(Rioié):_—:c,(i?;‘oi)

L BH)e 6 L) i )

8T i (12 k e
' ’vqu\ U ’W”)

pupd cum este. cgnoscut ¢in c-onal continan, I coer.atericor.:
concepteloxr de Céntrolabilitftc a7 rol dimworgzns L1 sz Cozaniion.
vulorilor operccorilor @(n} Ji ;‘C. o R EVIN Q @u'f}. [
Q(Gn) eceste drmenii de voalor: -3 utiliz? Coreusurivirile ar

'respunzicosre, obtinem

PROPOZITIA 5.3.4. Urmdtourvs div.renid de implicusii i w.ni-

'velente este adevaratad i

LC,(XDR(Ca)) <= LC(Xx XU, {1 cNIx i) xR =L£1 (x= U {216tn)xer(Cn)})
i o

Co(3 | X-R(Ca) =€ (% [ X=R(Ca)) === ¢, (Z|R(s(n)jcr(cn))
!

G(3 lX'ﬁ@)%Xﬁ(?{ |X=R(Cq)) ==~——>AC1(}|R¢(n))CR(Cn))
ﬂ

@ ' 'UL « { o ® 0
LAC (XU R(Calle= LAC(XxX:rHo{(x‘:xi)lr—¢{n3xeR(Crﬂ])=¢>Lf«[,{X-‘Eo{x,M(n)x eR(Cn)})

J

b — 1}" & ‘ '\or.ﬁ\)\_ P ® ., o .o
I_'Ac.(x-nqu Cnik= LAC(Xx X-EQOH_Q{(x‘:x') [x-Qm;xc&ekt.nijfhﬂ\c,(xlq Pﬁ{x 1 nixe 9;'((- e
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- &9 -
unde’ j?;(cn) este veciniitstez de rozé £ & mulbici:i 92(033
PROPOZITIA 3.3.5. Fie s€ s(af(}{)) 5i Bés(cf(U,X)) Sunchii

operatorisle discrete corstionte, adic
~
: D= (AA, ..t ), aedCn
i —~ | s
B o= (3,B,....8,...) , 8ELW,1)
Urm3itozrele afirmatii sint edevirete :

) Ree ) cRee
o) {xEXI @(n)xe Rz )y C{xe;-:{ Girsyx e Re )

Demonstratic ¢+ u) Fi. ¢ ,Q(.’}u}. Soomini CTh o glati u € o
cu proprietetea
n-1 . .
_ _ s0=J-1,.
X = CD = E A SuJ
J=0
Adtunci
ol n =1 -
~ ¥ 2{: ne=j., ¥ oDy n=>3-1
@) T u = I‘ Jj\.l l—l) . - _J JA.JIA = ad A -
D+l zz; -1 N
a:o J J= J 3:0

o+l '
b) Dscld ventru un &€ , 4>(n)x = C_u , eiic?
=1 . o
A%x = 0=3-13 ’
750 J ‘
atunci
nel . n
n"'l - D—J - ;.]_JN-" o~
R
J“ Jg—
unde
P~ u_| oj\{‘.n-l
u, = 1 v )
J 0 j> n -1
doo

q>(n+1)x = cn+l’E .

CORSECINTA 3.%.5. Up sisoen linior discret ca cuel.vienti

constunfi

AX_ + By’

*pel T ¥p n »

n.> G-
este coptrolsdoil de un onusit tin, cu intervel de tiwy vericoil,
de spete I, dacd gi numai dcci este conmtrolooil do cocieni <ir,
dor cu interval ¢e timp fixii.

Altfel zi3, fn cozul sisteonelor eu soclicienti conotontlt.
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geres simoolului L npu schiss. somcanrLl Ll ocsendl L PR
Demonstratie 1 Din Frops  ~is 3 oI

P

Brete cu coeficienti consterti vorifics i,.: wule Cis t.c

%

}-‘
¢

F

«

| ]
w
L
-
)

<

[

B.ROL’.:}WiCZ [34] PeDLIU existenyc tiapuadi universll oo ool

e

ETQSTETT = X atunci L0 & . ;

L) Docht RAY = % spunci T emd L 4D &Y

CONSECINTA 7.3.%. &) o7 -wio-t gt Sl L

O8583VATIA J.3.5. Pia T e O AT

pru orice ué€& s(U) von ovec

r ~-1
°n+1“ =ZE:<D(n+l,j+l}d;c4 = e zi:ép(:,;+;fd:u: + S L
J=0 Lo "IeD T -

=.4Ll o -+ -D .
n“p" n“n

In coultlnuuLu, voo curcl .. O
pilitate pentru sistemeie linicz. l.lzute o oooowiio Llaori.

Fie deci, X i U spesii Wita.ocos ol oLl L.

gul de codprrolicoiiictese
n-l
n = E @(n,;ﬁl)ﬁjuj
J=0
pe constatd, de fept, cd opercterul T wdste Iiocoi.o

c

pit pe U = U x U x...x U.
Tentru orice x€X si u = 3 uy,e..,, L€
el : .
U ’ . - . ~ . .‘ i « N
<Unu“’:> "<2 ,(I)\”JJ“"'L | v/ L <= (-1—’ e
X J=o e
»
= {u, C, x 7 -
Deci, fpzestrind U2 cu rvoarme uiloerttt L oarueln, 7oL
(v 3 A7 . L ‘ -
(ng) = 35@‘\n.3+1)x R ST - T S

J
Ce si in cszul contipuu vel I:TrD4dSe Do ITIOTUL

. X o,
g = Cplp 8 X=X

-1 .
A Y . S ' vt
v - 5 db L 2 J1 RSN G D A .
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3) Sistemul (4,3) cste e tip D g

D) vistenul (a,s) out

:oue Gin v
existd un numdr neturul n sstfel Tooit upe &4n cen il
cere urmeezd este setiuwlicut
c) Cn este surjectiﬁ 3
d) Cn admite invers 1. .r:i-o—ng g
e ) LR este surjecoiv g
fj Wn ‘este uniform pozitiv.,
Demopstratie : a)&>0 )&= ) rezulwd iin Frononivic J.0.4%
c)e=>e)&E=>r) rezultd iin fropozitic 1.1.1 Si weniveivail
“CE;” > = s vy e, o= -
dccdd 51 numai dzcd _
<Cn0§x,..'>}, m ) (¥ »€X , “”— 1.

I~

CONSECINTA %.3.10. DSCA 5 = (G,iseeepdpene) wi 3= [i,5a..

es8,... ) atunci afirmatia c¢) din t20reme rrecedons. it owl.iv
lentd cu
a0"lay & AP280 4 ... ¢ s2d 4 U = X
5JU cu afirmoyic oli opurotuoal
EB,AM,...,An-ld] : Ul —

¢ste surjectiv.

-

G

TSOREMA 3.5.11. Fie 2 = (i ) = .J;ink;.?)' Si

oy
l‘c
o

C

1t
C.
0O
Y
<
L X}

e'S(éf(U;k)). Jrmitocrele ciirtahit si2¢
8) Sistemul (5,5) ests . tiD ad,
o) Sistezul (4,3) este d¢ tip O3
cexistd un pumiir paturel LooSoev PRI :
conditii cote Soticoteutt s

¢) ﬂ(cni = i 3

BUPT



SEEAVEGICIEROER SE '
v = Xy - (1.
e) Sy = Je® = {-1
n-1
3'.‘ .‘E/ - N _ .
B T S gnnn - (o]
g) 1\ = X H
h). W este strict.poziziv.
Demonstrabie ¢ Qeorems Dot O CDnSSCLT O winaaon, Lis
implicatii din Propozivie F.).%, co uwiilic.-u. ~ouile o iles

Coosecinta 1.1.5 i & formuler oo onozoe oo an-- 0 7,

CONSECINTA 5.3.12. Dac’ 7 ¢&te 0ps~.- 7 < ,R,'J? = &
fn porticulor docd spsyiile I 51 J 0 sice sinlc €iooouic. o,

afirmatiile din Teoremele 3.5.% 31 J.3.11 s5ice ccalvelicnte,

Demonstravie ¢ Slirmoyiil:x i Josrune o0,y 1o Lo Lil. .

din Teorems 3.3.11 dupd cur r.z:’to din Provositic G.0.4.

Invers, s presupurem R.° . 0 - AN =L, L0l T

griravdiile Teorcwei J.0.11.
Dcoarecc
Reay=ccxCcu-%:)
st n’

obyinem

RO = R ) CRe e RIGT =RI]0 = R
deci
R:C) =X

n

(Y
R{w
g1 ofirmc piile Yoorauei .7
: ~ . N PR
PORSMA 3.3.13. Fle 4 = (u.: € si& {0 <13 - (5" €
PR :.>/c - :-'2’-
€ s(L(U,X)).
blstemul (A,3) este do tvin o) d.ct U1 ruT. Loz e
pupiicr nutursl n  uscfel §meis u.o ain UL L. IZea- oL Lt
sdevarata :
8) R P CRicy) s
X o ] . .
L) c¢xiosta A0 oo, . Ky <A .

4

¢) existd un operator L € LlL,u i Lauilel ine
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- ——

@(n) sdmite fectorizeree Cf*';u) . \Jnu.

N\

Demonsurofice 3 Condifie o) cute ecciilv. tonei cu .

pul (4,8) este de tipul C, coofors cu ¢.s.cteriz.ziis

$ia 3.J.4, ier coadiyiile o) 7 ¢

ted unuil rezultct din geori. o0nzi2torilor I.3arel il

Fie A Q&P(X) $ﬂi‘ 360{(0,_}1 . Percched
tem linier continua '
,(ﬂ,B)c ¥ = Ax + i
$1 un sictem Llinisr diccroot

(A,B)d X = Ax. -+ SU 0D 2 o.

O3SERVATTIA 5.3.14. LUp. il €318 Cuardasat [54], e

temelor liniesre continve cu cozxvizicnti conuros*i -

-

tele de nul-controlicoilitscs o= eniwv Lot

cua conceptele de controloniiir - L oga cile
Accestd echivelentd nu se poavire.zd In coruz
discrete. Intr-sdevir, dcci o RIS S

nul n etunci sistemul discrot (a,3),. esitu

form disgremei din Propozitic 5.0.%4 2ate do orice &

cele 1. Deosrecce Cn = 0, ¥ LE€EL , fiZuas. ..

4

o
[

siotraclor 1.4 -

wlir
SHUN AN
- . . .
- P T IPY A
,3) L col
I"l
-~
7
- )
.. - =
J -.-_Ja-.
Ny, e 7 H
- R N LR ]
MU Lo

fi, conform aceleeu:ii diasroz, iv nicl un oitv tin (.

Din cele releteie wodl cus, joos @00 un ool

reslitcte patural, pe DeZe . .is0ifliitr v sfetCiilor Cb\;i

in cezul discret) i core nu ¢3.re 1o Cezul

A =0, B=o0o genercszd un oistza licicxr :ilcret nual

care se $ncadreszd fn ordicore Jin si-urile oo

OBSERVATIA 3.5.15. Utilivial un rooalt,

V.I.KOROBOV 51 R.RABAI [K,] t wsriieinl 5.4.1a -

cd (A,8), eate nul-zccesicil (. de tin U

(A,B)d estec do -tip O,. e nw Rl Ea B
celelslte tijuri do controlsul: -tim “xlotive

coatinu.

o

b
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Int echivalente cu cele cOrenrucsitosre e . cio=c- - . o«

. ro¢ i< P S AP P
Mispunsul este Ip gseperxusl Do -Civ, GCU™ rowsul-=% nin oo ..
leJell4t $1 din exemplelc care u::u_ezl, Cu. _. 328TC wor EVEERS
viriciri suplimentare relotiv i conexiunil. roointel. .
lga din Propozijiuv 5.5.4.
| EXEMPIUL 3.3.16, Fie U =L , X = f701), &= 2, 23 c—
generct de vectorul D = (l,u,0, 00, bpeceye

o0 ”
Deoarece \/ 4“0 = f‘(b}, Lomak: Al Sno sothiL Do,
p=0

plactcaul (A,B)c este de Sip o, cerc SLouiwal oennul .

@chivylent cu AC =l AQy [;]

LA considerim i sisutegul Tlnior Jiocr

(A,B) e = ™% 1 o on n Yo

*=7d 641 o a2 -
nde . -
(x)) € sCf2@n -1 L) € sl
Do ‘n2o
Din definitie operctorulw?! . reculti o7
el n-j-1 = e
/o - - )
Cnu = Z (u’:”) buj:u. Y sa (2 ) SRt Lo

J=o

+ ¢4,
T N L Lo

Deosrese pentru  x o= (¢ 0 c fh,;L;\ i oot £

‘ L2

pneEll, astfel ca
“X - (xo’xl"“’xn—l’o*"'-Ei!’-., = \'i Il ‘r.:}

rAlegind
U = (o, qaX  caerenXpagaTanee

rezultd
CDD = (XO’xl"”'xn—l'o"""

i prin urmare
[« - coull €€

In rstionmsmentele mrecedonts oo Jdedint. iliode

(9]

]
vy

«y

de § gi deci sistecul (.;,d}d P I

c& nuofrul o pu posto £l &lix oo ccmerr o £ o0 L0
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u este de tip IAC, , isr cua.nzs Gi-jr. 3i cip Proozi

tLt,3
- g - e ‘e
pistemul nu este nici de t:- aCy (edorane oL eniv Lo Lol
Observat{is 3.3.14), pici & tip Coe w0 czin .t tutunl on, an
rel, L'ACO:#E>IACD chier o coual sicter ies Iiniors Liololte <

coeficienti copstanti.

Devarece

[l Porx + Cnu” ‘=”(L‘,_-.a-\
o ha-l

slotemul pruccuent nu oo ' LI
LUAG > L'AC, 41 10 =0 .

LEXEMPIUL %.5.17. Pie I i J c<cperdl Aio .zt LiariolL.

> g \ if.-\- .
finit dimensionale si 4 = (i_ ) € s(a{X}; un gir cu s220r:c ..
0

n::z
nit, de operatori. SZ potém -.:oin D, cel moi zi¢ mutir n2esmlY

proprietates An =0, (¥) o>, . S fixm de csomen:a (e_‘,),u:,..
..,e,I'J,...) Si (e;,e",...,e;,...‘. hoze Artsneovote oo J cDor o
pectiv X,

Dofinim pentru flechr: elt
{ ey o £i€ =

o - 1>
apoi prelungim B, prin lind-riczte 1la iptre - owesiul .

iste clar din cdetf'ipijic <. Co=notcIul s @ote v LN oLill

™

De asemenea rezultd ugor ca opvretorit

¢,
orice n&€lN, In plus 4,C. =2, (¥> o 2 D

B‘ie acmn x -— xici' » r;:‘- cl--l\.'-"‘r . JJ .ln..r PN 4‘1. ‘i'-:-..'
i:i

orice £ >0, existd un nunar neturel ny = 5. {€), wore un

"wloey wosl wore cu n, » ou zonhri-tavea
n
.

hx =3, =eill €€ .
=0
Fie u€s(U) peatru circ =i A.;iuie;.

Atuncl
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“ x-Cnl+lL1“ =nx-AnlCnlu -ﬁnlunlnzll:;:-dn

n
=Hx—§:’ xiﬁnleﬂ]:”x— i VL-‘_'”SE

- i=

unlu = .

-

| de &ici rezultd céd sistemul discret
(4,8) J"'1:14-1_
ste de tip IL'ACD. .

- + 3 2 ol
‘Anxn 5.5, 2 9

Dacl or existe neﬁq'ium;t, Cu rropri.ti e ¢t ety artos
€X sioricc £ > o ST oexiizr o nes(d) A of B
ll% - coull < €

tunci, pe bazz fuptulul cd S, ¥Ie reng Tipii, oo oroolltnool
re dimensiupne finité $i ooyipes o contradiciie cu inotezale de
ucrl.

Din acest exemplu rezultd ¢i, in geoper-i, L'iC = dv, , w'ui

(]

n cuzul sistemclor discrete {ou zocfictentl v.oriowiill con b
e controlapilitate cu interv.l d2 timp vericsil pot f£i wivirin.
0 ¢onouptele do controloniliti tu uoLuspunLBULooTe LU 1y v,

1mp fixat.

L]

") \ ' . .
EXeMPLUL 3.3.18. Fie U = z = f‘(&;, 4 = 9 31 B3 Soarroudpul

lisgonal geverst de girul (1, 1/2,...,Y/n,...)0,
Pentru orice u = (un) € s{ -ez(d:)) pltel sCrii i
nxo

C = ACnu + Bun = 3

n+1Y 3
leci, RC, ) = (3.

’ =2 e R Rk R B
Kste cler-cl _Q“B) conginr toot sirurtla

9]

-
v

e
<

| LY
)
-

-
-

In conscointd, .
AT, = X
adicd sistemul lipicr discret curespunzotor percéendt (L,a) Tste wo
tip ACO. Q |
Deoarece £2<¢)9(1,1/2....,l/n,...)¢25).—. ey ¥ nEL,
rezulcd cd sistemul (4,8)g DU Cole dE GQD vy, Go GIuE Dwiln

ci, in genersl, AC°=#C°.
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EXEMPLUL %.3.19. Fie. U = © = L°([0,1],2} = 1%[c,2], . €L (0

gn operator bijectiv si B opuratorul de ir maltire cu voricoilc,

paicy ‘ |

C(Budx = xu(x) , (¥) ueI®[o,1]

Daca definim sirurile A= (An) € s ;f(:{)) o3 3 = (;sn‘,» €
E s(o'f (X)) 1o mogdul urmacor : P2e S
A = A . (U) ne 7

n
0 p £ . - "
B, = - K DS D R A
3 n=n_ - 1 -
atunci
n
o)
@(no) = A
n,-1 no-j—l
c. (u) = A 3.u. = Ba_ _,
n o J D =i
0 J=0 (9]
do undc
RPo ) =x 51 Bs, )= Rs).
D
Lo \( o funcilc ocoptiaui i Cu LupOrt <Oapasct o (-,

Atunci functie x——)% Y(x) cpcryine spatiului 17 [c,1), oo,
¥ e K3,
Din densitatea func{iilor contipue cu suport cem ..ot in L;[ o)
rezulga cd
ﬂ(@(no)) =X = m,_o"‘ .

e de alta perte, Llunciic K —» Dy Logriiee Lirald

r

L2[0 1] si, prin urmare. funsti. copstontd 1 v crertin: walbivil

Rpy = ﬁkc Y, eotirel el
.ﬂ\(p(no\) ¢.Q\Gn°)
Din exemplul coulizat rmei sus rezalel ca sistesul linlcr wi.-

crot (4,8) este de tip AC; , Jer wu e to do tin O,

EXEMPLUL 3.3.20. Fie U = i = £5(8), 4= 2, 3 = u.
Bste cler c& P(o) = T, Cu = G, (¥) neti, (¥) u€s(Y).

Acqnoi

BUPT



- 78 =
”q)(ﬂ)_i‘fo + Cnu”2 =“TnxD]L = ”(xg.:’.gﬂ,---.)“

]

o 2
: .2 1/
= (kz_n:lx;[ )y @ sentru a 2 aoif,.xo)-

Astfel, chisr In cazul sistemelor lirniore discrete cu coeli-

ilenti coﬁstanti,

.

Din retioncmentelc de = & oo roauitt o Gi 0 romL Lin o vrecae
sidle 3.5.4 poote L1 coaoloi.: o n0L Lol Gl Ll CL, o a. oty i,
Tom 8vead 3

PROPOZITIA 3.3.2). Urmisosves Gid_Tio i 22Te cd3varood 3

LCo —————— LC _— LC1

I
i

| “\

LAC,&=== LAC =725 LAC,
i AN

{n o

|
k !

LU'AC

|

W, i

) / \ |
L'AC, / g\ LAC

o)
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CAxTeCLIL TV.

APLICATIT ALY CONTTROLA3TTIUNTIT TA W5 3L 1Moy Tia T.0Y

DE_OPTIMALITATE SI POZI “INTWATE oL o .n2iCi 17 5ii..

Teoria conducerii optimale & sistemelor ¢ spdzat 2in regecizn
ted rez0lvdril unor prohleme practice puse In Tete matosoticit v
dezvoltarea fird precedeni Logtidintzi ol oveloioii o cont owoor ne.
Primele lucrdri $i studii p::~i:] racric crov:oelorn ontimele o702
legate de lucririle lui L.E.-CTRTAGHTT ~1 wl» golzpoar sori
[Pil,[ﬁil,[sé].cqre au formul s % CeocnoiTs o crivel Pul o riwisul i
si R.BEIIMAN‘[Bli] cadre 8 pus Juw2le priccisialivi pro-zeatrii oLl -
mice, metode fundementale de cnrewtere in turri. rroceselor i -

[

le.

. In cadrul capitolului circ urmeazd vor Ui pfrezentete Cfulc
propriecdiil 2le sistemélor linicre Ipzestrote cu an criisrisi uew o
litate, proprietidti legate Iptr-un Jfel sou sltal ws Conuidlicily
tca completd & sisteﬁulﬂi recnective Hezaltotele prezonicis an oo+
drul vcestul copitol su fouc u-liv.te I Lou.o.riie L”J' [ﬂ].[‘ ]
2 uint leocee de [unc.ii o tooh

-[’1’12] si ip ces mail mare ver
¢k incrodusé do V.:.FOPOV [1

Lanr e rfer’ L

b

. a cistcmelor lisniore linl.p-tur -

ct
cr

pozitivitete si hiperstabili

tice finit dimensionole.

e .
PR S A S L I P T T
[N ! --A

In primul paregref sipt prosontate gronriztofiic ~ulylslid

. . - e .
N -~ - - . N N
oLy onntIla, L7 MRS 2 L) v

cesibile ssociote unui-sic: o il Tez o
anunite oonditii 2cestes uint Sralol o din cornl Ji-iv Lilczonoien

ELJ . Proprietitilg multimii eccesibile oie: eplicit., urmlied Loie!

le lui E.8.Is8 i L.JiARKUS [Ij]: lc proc.cig exioten -1 wimpaT Lt

optimol de control. In por. “rJal ol dollue cote frrroocasn ono -
pud do fomilio de operutorl cu rwopslat Lo o ot
tormediul odreis oste deficit urn midel culllell we iunClia crooo-

~
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reristicd si sipt precizste drincipalele wrogpsietdti Lio s._sadn
4o paragraful al treiles se orcti ¢d In cooul sistezelor o- .-

scoptrolaoile, functia caracte-iciici sossrresd -eparetis oo -

[*9

*giunea de functie corscteriscici fn semsul 1wl IOV [ i .
;{:ind deflpire2 uriterd 8 acestci: die urmi, cz7t In 3o - . -
’10;- coptinue, c¢it gi in c:z\;l A L AN o ST L R RN

[ " Controlabilitatea comnlone o Liszenu sl 2o 1 (4,2 ol
brezentares unor ceracseriziri . - n.obiuris R IR ANV
nilare carecterizarilor date . ...l .0V L ] S 45 RS SO

diwensional De mentionat ¢3 ra'inrrnancela 1ai 7.00.70Y f:_],
%iind intim legste de aimensiun.. Zinitd a Llovisalui, nuocwt Ll

“tl1l.".ul.o T ot | jppresontot

—— . p— —

4.1, PROPRIuPATT AL HJLos o2 3 2C.sIsil.

Fie U i X spotil Berccn coflexive, 0 up intesvel oo
pect ain R, , 4(DETNI L, € TR, LG, 1 s <
&1 U, -0 submultioe aroicraraf finetd aiz w. Vom ooooe Lo

'U.g‘(J) ={u(.)€Lq(J,U‘,’Iu{.“}€UO Zatet, . Lo+ S L}
icr clementele scle vor f£1 pumite CoL IDiuL. <4 Ifi.ic, ©.

DEFINITIA 4.1.1. Starea x,€X se zice cccesinili (rol.tiv
la 'u,g(.l)) dln Loz (Lo,;\o’l.. . : P, u T

si u(.)eug(J) sstfel inc.t

Xq =¢(C.¢o)xo * S: @Cz"\“‘-“‘

0
unde cD(.,.) esge Operdtorul do <VOldyle cn.fil de ..t
: x .. Y - -red - _—— " Lt
Col mai mic tiop tT€ J .o ¢l llta TINTILNTSLM, oS el

A R AT L TSN R I |

este numit timp optimcl de acCu. N.7L e o
' 4‘_- ¥, ‘h;-v-l_-‘ol or - ,‘,A:.)T-,-.,_.‘_ "“. €
din foze (co,xoﬁ, jer furctic d
4 suniti control epei~.s. onotoL lRnoIlont
G.uo(J) este 1
Y i« ‘L ‘__,‘1 w :‘..

de contropl cu timp optisel 1o 1

Joa,
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. K(t)= E(uss t:*:{.'z-jl;.'

PRO0ECZITIAN 4.7 0.0 woo <o

zea K(t) este oirsinisd °r .

%3‘ by
(‘I
\ 'y

deci °
TS NSRS E RS
||<P(»,~UH dzeolle == [ o] ao.
Lo % ol elie .o U i, L F S SR

o

'u.q( [tn, J) este o muliine Taloaood S s i -“."[‘, .;].

N
.
g
13
.
-
%
-
'
-
-
-
1
)

eYlutl un suorir \U

gent 2.p.t. Lo n{.,..D:‘ L y . ..
- : . : ) . , -

fiecore n€L, exioia C Dl Jlﬂ C:[‘s"J U /A:JTTn- 0

u"(;',')G Ug » (¥Y o €[L_,c]\.Q TR PU R S B R

L2 Clegas]  wu /u.-Q\- : e [...:]~ 2

Fic = ..QU Uﬂ-. TLleh, ToatLu frTic. .:6[5,\&}\_(2.;

annn (;s)-—-)u\..s) o3 QEEVE: SAPIv I, S« F ORI S JUR AT R O S
<
P % e . e .
u(s)edo » \ ) ‘)eLbo.h -'\ » - = A #\ . .

CC"' J:-:-E.v ‘..‘ .h..ﬁ‘.l‘-. D,' - . "-’_' T .l

- . r al
(l([to.f.] Ve -\-“-L‘,VC[: . - s v, .- P i \IL:{J_.LJ.-‘ .
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vemdnstreygie : Looior
pitd i Inczisi £n sooial

Cote (selvVenficl) Lilis cou, [;
Loy B.1.5. wica v <
coovexd isz L3J,0).
penonstreyie I:;};h_ ,
CJ e u(=0 . 2
rnd=s, DPeniru OUlse & : s
lul(c\*('uﬂ?: L&
TE0LC2I070 4.3.28. =oct o

pentru ficcore

Lemonoire yis

strim docr Incihiderer waelyl .
Pie ceci i € ¥liil, n,.—~
(a (.)) s ulDeUS[ L ]
- ¢ b
X = (S,T M+ .
atn \h, J‘ 0 S- 8
Dor, conricIrz wolsecinTlil ..
31c0 COApuCLa id L*\[tg,tl,b
gping 1o nerade iy cieonir, o
cenboAn Ly [;0,:],.4; - e
¥Fie ..
4 - f - \_- + 3 '“‘I‘
X - @\u,vo_.--n } \r’\
DPocrnwsra orice xXTE€ AT VoL Y .
{z .- x',x 2= £ (b,

= AS
A -
U
3 )
deci Xn SORVeTr e L. L
w s T wlr \"-l
x' o= @ éﬁ(:,c

e

- r . _ -
.- “ & UL--\L".-;..E I R hd :_A.-
! -
- -—- - - ~ ".“:"J F a .~
-
re L et U
‘ - 7 —
_____ S N (7 L1 C
\ €~ A2
» ]
R € ~ N v
PRCEN A PGS DR
[ Y DU N - i -
“ s bis .. 4 -
- e e 3 IR
O-\l
...
- - . H -
A .
- — -
- Ny
- pr- A Y .4._.“-_ PO ]
Woele 1y e
Iy - Loab S - - ~ [
~' -
L oM, atia S . .
-
-
... .C ]45~wa‘J .
. . » N e N
,HIJ\u;u‘;/:AEE-\\. .
\I." N _IA';],_ ,."‘.> -
PO '...r\.u""‘.--_q.t,: N e
| I
~ - -
, .- } —s 0 . .ild T —p
- N L —
@\"" il ‘e' -
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COUSECTINTA 4.1.7. Dzci U_. o3tz oir i-icd i Sro &7 ~rue

ot i -

K(t) eite (secvenbisl) slou vompoctia T X, pentra Jiooor. L€,

PR

PROPOZITIA 4.1,8. Daca -nltirec U, eute cnnvuxl . d

multiﬁea K(t) este converi.

weuoustralia Uo 'iind convexd, din Icmu 4.1,%, r vuls.
'u,g(J)- este conve:::Ei $o _I.'Q(J,i.f) 5l rdofane Ll coservon oioal,
K(t) este trobsletasti p:iin vesctorul @{.z,co)xo e izo:inid urnet
multimi convexe printr-un orer. tor linisr si mir;init.

In contipusre, vom concidere pe speyiul sentch X wloionie
Housdo¥ rE=Pompolu, adicH pentra Kyl F SR IR BT
vexe 51l marginite in X, definin

d(Kl’K2)= wax( mex d(x,Ka), max d(x.Kl)).
) xeKl x€K2

TEOREMA 4.1.9. Dacd Uy vute o mulgpine cocvexd, irci.isa i

o

méi‘ginité din U , ztunci multi -e scecesinils (&) dG=uirls con=
tinuu de ¢t, in sensul wmetricii i.usdoprlif-Poarciua.

Demonstratie : Conform enrn:riualut, ve trebui s wsmboon o o7
peontru-orice cle J gi orice £ > o0, existd o« é‘<:/._, ,  tul
fncit puntruorice GEG J cu ]Lj-cll<g ud aven G lL l:t,‘:l.""(,

Fie x1€ :{(tl), adiicé. € ioit un control ul.)€ uc RS |

fncic

"""

1 S
x; = Bepexg + ) Pleisdatsdudsas.

L

Fie ug €, fixst. Defianind centrolul

u(e) o€ frg.ty]

a(e) = g t € ("l'tl*l
o t > 51*1.
edtu clor cd u(.)e"ug(J).
Notlim

b

¢

;8030 Malzio el )

—

or—""_M e

X5 =<b(t.2‘.t°)xo +

iy

gl oven
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punt.ru

=gl ¢ 1P Ceuey oIl sy ‘ool *

1 3 .
+ i"@(tl,s)ﬁ(s)u{:)"-.sh- gtﬁi(b(t;),LIWB(s)uY’”{..;.
1 .

0
Deoérece .
“ ¢(t2'tl)-]“(”q)(tl' to)xc\“"' St]]@(tl,s\ﬁis?u(;,‘” 5 ) £
| . o .
‘<'_- “@“2151)‘1”@"5; [c‘“tll]] @(E.S)"(”XOIF Sc [3¢sralsfany -

- 0
=”<b(52.tl)-1".ctl< —AQ s pentru "3'3;_1'( CS."

Sn virtutes contibuititil operstoruial CD{.,.), ler

t .
gniucb(ﬁa.S)B(S)uou:i.’s < -62— " I;Lunc:u [sz-:ll< g",

in virtutes absolut contipuititii ipntezrzlei, odfinem
L1 l
“"_2""1”“’ » pentza [ty=ty)< d = nin( 41, g7, V).
De sici ' E
d(x,,K(t.)) = inf ] x-._-x“ <%y =x
Apelog, dscid slegenm X, €%(t,), repetind ra{ioncz2niul prec:-
dent, ob¥{inem

d(xg,K(tl)) <E , ontru 'te-tll <E ,

do undo rozulti proprictetca din eruni.

TOREMA 4.1.10. Dacd existd tléJ eastiel ircic fozo ';tl,xl)

este eccesibild din Toza (t'o,':s:o), atunci existd timp opt.ral do
control el stiril x;.

Demopstrafie 3 Fie 4 = { t.€J] xleK(t.)} o Bate cler oA tIEA.
conform ipotezel. .

Fie ¢t® = inf 4. Pentru o dexonatrs 8SLirmebie —utr .. lein-t
si eritdm cd x,€ K(t*).

58 presupunem, prin 8bsurc, ca x1¢K(n"). Utilizind ;:>5prie-
cipile mulfiail K(t¥) rezuled cd dlx),i(e™)) = 26,3 0. u:,

conform Teoremel 4.1.9, existd J'O > o, astfel c»a [t-:” ] (cj';)
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implicd d(K(e), k(e®)) < f‘-o. e secew, piniru lt—c”|<c$: TS
x,€ K(v) (in caz concrar 2E 5 = A(x,h(e™)) € a(x(e), (=" <& o,
Rezultstul ootinut contrezice cilegyerea lui ¥, cood A -SREEA

. i
adicd existd un control optimel ux(.)GQLE{J), gére troocierd Jooo
(uo.xo) fn fazs (p’,xlj, icr t¥ este cel mii o mic cu sioeots e
prietate. e

In teoremd precedepntd am impns sistemuluf liziur su centznl
(A,B) un criteriu de optiszlitoce {trencicr.zoe otarii T, i
reés  xy ip cel mai scurt timp posivbil). Acecastd prooien’ sre iu
teoria sistemelor cu coptrol, cernumire3a de =rodlerma timrulnt ont’-
mal de control, iar solutfionareez ei prin Tecrems 4.1,1c ur2:::i
ideile lui E.B.IEE gi S.MARCUS [Ll] dio cazol Jinit dimersionll,

ID teorie sistemelor liniere cu control existd 1: orc cstucid
0 mare diversitate de criterii de calitate, Ifc$d de cere sc C¢ure
determinarea ssu micar dembnstrerez existontoi eontinlulut o-pinl

Printre criteriile de cslit2ie mult so0o0rcate in lites. “éra Go
specislitate se numdrd si criteriul patratic (numit 5i fu@C}iocalé
de coéc patreticd). Prodlens troroieiulul starii X in k- p £y
cu miniwizarea functionslel ue ccst paAtragtice este CulILcuti 5LQ
numele de proolems limiszr-pdtrcticd.

In gultimea tuturor sistezelor lipilasre fiplt dicensinacle ou
control, inzestrste cu criteriul ?e celictcte patrotic, V....POPOV
EP2] introduce o relatié'dc echivslentd g1 ldeontiricind Llaoc .nelo
modulo eohivolenta introdus®, auoolszd fieclirul sistum o funciln
motrioisld numitd de V.M. POPOV functie crrocteriseicd o clotumulu!
respectiv. Acesstd funct{ie ere impliosf{il profunde In stuului noxti-

tivitdtii, hiperstebilicltil pi optimelictdtti sistcmelor iliniacn.

4.,2. FINCTIA CARACTEBRISTICA ABSTRACTK

35 arezrcl vom 1o5CY ce un aouel aduirect do Jince Lo
In ecest parsgrof icerodu r aoacl t d ¥

cereoteristiod ssociat¥ unel metrici operatoricle (ds fipt uneid
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close de echivaleotd de astfel e matrict) ~: wop orii: <usi of - :
putem ootine,prin particulerizirs, funchiv cerocterisiicsd .t ov

g1 princlpalele sale propriectati, «tlic po.ntru cazul siwt.zelor
continue, cit gl peatru cézul sistemelor disciete, HUTULU. 7o

prezentate aici su fos% puolicite Lo r¢7] {*OJ [ l...]

Fie U gi X srotii Uile:re <1

de D00 L -
sord (4,8), s€ L), 8€ L{u,%). Lock nocim 2 oi ?Z LaLiile
Hilbert 2 = U x X , respectiv H=XxUxx , patcm oo

opergtorii CGof(Z,?f) i @EI(I(Z),K(LJ)) Gerioiyl o no-

dul urmacor 3

o A
C = IU 0
0 I

X
51

yay=ctac , » aef®

unde Iy (IX) poteczi operetor:l identic ¥ J (resgictiv o~ 7.

LiMA 4.2.1. Fie 1
i

A:l.:l. AlEﬁ Al5
A-lo,, o. a,le L
A 45 A

Sl 27 ]

L. 1 . : - 4 4
3 Allﬂ +A21:3 + 3 Al2 + A22 3 A 1A+ a A4S lejﬂi
X : P4 o

Atunci

a) Y (D)=

'o). .AG.LN’(Y) docd i a1 dool urzatacrele eselithloJint
sdevirete

By = - B¥A8 -0,3 - 38,

Ay = - B*A, .4 -4, - BfAD

Asy= - 4853 =850 - 478,

A53 = =- A*Allﬂ -A.:l"' - a’ Al}

Demonstreiis re=zulti prin caizule ¢

i Y.
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- DEFINITIA 4.2.2. Spumem c& femilis (2 O we OnRLL%CIL )
din f(U,X) are proprietsieca de genercre ..ou pe acurt prmrls.—c..n
tea (G) deci
1) /6y Ao , (BAE T

1)V Reg ) =
Aed

Labih 4.2.3. wocd femilia (Cy )y e g C LUK wr: orouc:-

totea (G) g1 existd un gir de indici o ¢ SUoTonriiclto.

lim Cd = 0 Ip topologie normel operetorilor, stunci T.oilic
N —»00 n

IU .
b din X(U,Z) are cdc asemenea prorrictatee (a).
Uxeyq

Demonql:rsme 1 S4 presupunem cd (uo,x JEZ este ortc_on.l

pe vV Q -, adica
AEJ o

(Iuo,u)-t-(xo,c*u) =0 , '(V) €I, (¥)ae..

Dip ipotezd, existd up subsir (Cd ) cu proprietetes Linx ';,.‘ .
¢! N Y
n2o0

= o ip porma lui’ af(U,X) si uoptry care relsbtioc rreds L ocLtu
satisficutd. Prin trecere lo Linitd odtineo

(uo,u>= o , (¥) ué€U

0 st (x,,Cyud=o0, (¥ A€,

de unde rezultd ca u,

Devarece Q\C* )= X rezultd ca si X, = 0, u:ori
' LEJ 1 )
I L
v R y = {0} osu v R -
oAE J oEJ - v«

L

CL;m céndi{;ia i) dip Detinlils 4.2.2 este setisJdcutid, r.xuled
Iu]
c ere propriectatea (G).
A4 ol e g
DEFINITIA 4.2.4. Functie operstorialda X 1 J x J x L()—s
J(U) defintt¥ prin egelitotse

Y- [5] o 3]

vo £i numitd fubctio ceracteri.iici (woairuceti) 1o ;( e

ol femilis [

—‘\\ ’ ~

t% de' femilis (cu propristetoc (2 {(Cg )deJ .
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OBLERVATIA 4.2.5. Dacd D €K(r) este un opereto- i« t,
stuncl vom pota xD(d’ ﬁ) £n loc de %(d,{S,D) 31 VI3 spe-

pe cd 7(D s I x J-—aéf(U) estes functia carectertiscic3 aaocioctd
operstorului D,

FIROPOZITIA 4.2.5. Functio ceraectoristicsd sre ureits rol  :1a-

prietati ..

a) D——>XD este lipict® 31 injectivi
v) [Xco«' )J*-'Xt L, (6) DEL), (ML, BET;
D SP‘ = D“-pn v ) N2, ( ){3 L

e A”(Z), ~sunci XD(G’,O() este <Uto.d,.45c:

c) DDacd D
pentru orice o € 3

h L
d) Dscd D = [L . L,l:lé&p(Z) atunci
2 ' /

¥ -
ZD(o(,f_l,)= K+ Cply + Log +Cgniy -

Demonscrutie‘z &) Linfcrirotes cste O cnr.ceinyd ide i .
definitioi functiei carescteristice.

Pe baza lipniaritdtii, injectvivitatee ve i1 demonatrats'd ¢k
reusim si srdtém ca %D = 0 implicd D= o. Ixr, ZD = 3 Jon~
duce la‘

» -
e I.U D I".I (u',x' ). (a",x")) = o, (¥) 0(.{5643 ’
CP- “J (¥ (ut,x"),(u", " €7,

seu echivalent,

T T (#° & ,Hhe
'< D [ :] (‘]l‘xt)‘ It J (uuujﬂf)>_= o, p
Cc

C (¢ {u',x"V,(u",x")€ 7,

oL€d y

Y

.
. Co “ . .
Decocrace, conform lemei #.2.7, Vv R{ J = 4o, Sobtirom o

D=0,
Proprietdtile b) - d) rezultit prin calcul diresc din d.Tint-

tis functiei carsoteristice.
DSFINITIA 4.2.7. Fupctis cerecterisclced XY(A} va 1 cot.-
sd XA g1 vo 1 runitd fdro;;c CUTLCCUIlLl e wueei it L -

¢t# operatorului AGO{(%. St

\ lap2?
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OBSERVATIA 4.2.8. Identiricind £ (2) cu ac suo..<,du ol
tiului Aﬁ(?ﬁ) prio coresponucnta

K I 0O 0 o

I

_5f(Z)3D= “——>|0 ¥ lJ] -ned &

12 M
uvem 'i?(l&) = D g1, prio urncre, Wetinitic 4.2.7 vote o
0 extensie & -Definitie‘i"tL,e.u de 1la ‘af(Z) 1z o'f (?f
OBSERVATIA 4.2.9. Denorces %A’ = XAg, dacd i pungi dooi
L_P(A' -A") = 0, ddicﬁl A - A" €Jﬂ\9/) resaltic o0 Cuochin co-

racteristicd in 5( (%) .se_osociazd Ip realit:te unei cl.uze de

o
=

-
> -
Fad

echivelen}@ $i pu unui operator.

4,3, FUNCTIA CARACTLRIUTICT TOIQV

rie 4 ed), Befu, ), a(.)E 12 @i, .5). Vom ness prin

#
’)% {2( )=(u(. ), x(. N| u. )GLloc(&?+,U’).t-:(.}E *g(f.c+.?.f=.

x(t)=a%{t)+3 u(t) e.p.t. o5i x(o)= xo}
gl fie

M= U Th_ .

X, €X %o

Vom asocia sistcmuluil (4,3) un criteriu de colitote [1".:] -
fionit prin 3 '

']{(z(;))=< Bx(t),x(t)> = {Tx(0),x(0)) + g‘( Ciul.).nl )

+ 2o € ra(s),xi0) ) v Cilx(u),x{u))

unde W e v*ed )M =u*eL (0, K = kL) s1 tef W,
iar z(.) = (u(.),x(.)) , .

Sistemul (4,B) fpzestrat cu functionele de cost z vy f1 pe-
tet pe scurt [AQB;K,IHM,N] .

Funotionala de cost 1 mci poete T4 scricd [P,.,] t

t 0O 0O N
K (z¢.))= S( 0 K LY Ca(s).Cz(s)D>ds ., (%) e(.re Mb
‘ (+] N L. M

puu, roloulnd opurviorul Y
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Wz )= f(?(A)Z(s).Z(S)) ds , (¥ Z({)E 76

A

ande ° 0 0 N
A =]C K L*
! L U
dste'desnul de ¢lar, din retiorzamentele -rocadunto, o it
ldentifics mulfimea tuturor lurcyionalelor J. cost cu ub Sus.- %Lty

lipiar (resl) al-spatiuiﬂi;jf (?f).
PROPOZITIA 4.5.1. Familia < operatori { £{A,4)8 } 1€ o1

dip JC(U,X) are proprietstes {G) dock gl punvi dacs sise.zul (4,2
este complet controlabil (eproxizativ).

Demonstratie 1 Pentru A € ?(.&) Cu proprictsotes I;‘», > |l Il

putom scrie 0N en-l 1
II(ELJJ‘) = EE: ;L A
- n=0
51, in consecintd - o
-n-1 n
(H(l,é)Bu,x-) =Z A {A8u,5) .
D=0

De acces

x | R(A,4)BU
etunci s$i pumei atunci cind

00
x L ) 4aPsu.
0=0
Afirmatis propozifiel rezultil scum din csrscterizeor:» contrn-

looilicdtid complete precizatl Ir rrovozitis 3.2.3 i ain v tul oo

.Jlj_m R(A,.ﬂ)ﬂ = 0.

— 00

OBSBSRVATIA 4.5.2. Deod sistemul (A,3d) este oomplet controlu-
bil (aproximaciv). fumilie { R{A,48)0 '}16?(3) geaerevzd o Junciic
oarecteristiocd in i(Z) gi, prin extensie, in ;( (z).‘ In tot rou-~
l.':ul acestul pers3sref vom presupuce cd siscenul CagB) euto compice
controlaoil (eproximativ).’

Veoorooo pontru [foqsre Aé&’(gc) ue Jorac

fo o w
A=lo o z%
.
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obtinem pribn calcul direct, z:1 £olnsirnd Len:z f.2.1

. K (L + '5)*

Y(A) =

.

L+ NB M+ A7 &+ Nj
g1 . '.
’X.A(ﬂ.,};); K +(I+N3 )Y R( 1,A')3+3"g_f/7, t¥Y(I4N3) +

+ B"R(F,A")(M+A”H+M Yi(A ,8)8
sau, folosind pfoPrietﬁﬁi cunoscute ele omzratorulul razolvent,
X(lju) K +(I4l3) MA,:)A AT /4 )\mu.i) +
+ BxR(/.[ Y oa( 1+/u. RYA
form3 din care rezulti ci functls cerocterictiud intrrau. .1 Cao
coincide cu func{ie carscterisuicd introduse we VewelaaU] [; ] 2l

'l;ru slutenul [Is,u;K.L,M,N-J .
e

TE0RLIA 4.5.5. Fie o elfizes ¢t oz retorilay dir
&’o (D'C) de forma
0 0 N
A=[o kx I ; x=1t" n=n€ i(x). <= ate Loon,
N L N Lei\b,

§i z(.),zl(.) arbitrare iIn m . Jroftoarelc rrirmo Lif Lot oo -

rote s
6) W(A) = o dacd gi curel dacd existi up orrr.nnr o= e
€ ,{(X) estfel incit
‘ N=-R,L=R3,M=A4"R+Rb,K=0; }
K L
l v / R
b)(ACzl(c) sz(c)>_ iff(f.xl(t),xa(t)> +< . }JL ), 502>

¢) ¢ (B+Ap)Cz(1),02,(t)> = ACz(1),C2,(8) D
unde 0 0 -R
Dy=]0 0o ®*} . Rs= r*e L(x)
-R RB RA+A™R

d) '1(2( )) =(Nx(=).x(t)> {5w(0),x(0) D+
S°< [K L 2(s), z(=)>da = L(F=r)x{e),x(2)) =

\BHJ\* - - L]
- <\LI-R)X\°).A\U)> < » .-'\.'.1"_,,\;)‘>'-.
s D+d aran

¥R=H 61\\)-
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e), Xa(ﬂ..-l) = [X&(l,ﬂ)]" , (WA € O(a).
.D’em”_nsﬂrﬂtie t AfirmeYic 2) este o couseciptd 8 lopai 4.0 .1

(o€ 77

Peotru 8 demonstra b) =& observim ¢i _antru

zl(.),::-
[
putem scrie
. 40 0 W [il(c). x?(:\]
(Aczl(ﬁ)_.Czaq_t)) = |0 K LY. u (e |, u. (1=
I ¥ L i xl(t) ;\-2::1;‘1‘
= (le(t),xa(t)> +<{ \1\3)“{,\;\) +(" :‘l][ulst\?l [3):t:];>:
" ‘-1\: 'i:\cij

dt <Nx1(t) x2(5)> ([1_. A!] -l/:\,z (tY ).

Aflrmatia c) este o0 corsecintd dip &), isr d) rezultis {iniac
cont de o), bﬁ 81 c¢), interrind fotre limit~iec ©O -1 1.

Proprietatea &e) este o CO:'J.;:‘Cj'.D;a.Z‘. [ sr; tayli o it lre-
pozitia 4.2.6 s$i a faptului ca A = A”.

DuFINITIA 4.3.4. Vom zize c¢id zistemul licior oitreotic

[A,ﬁ;K,L,M,N] este pozikiv doucid cxistd un opcrotor o R"Go{ X}

cuU proprietatea ca‘opeérotorul cutozdjunct
K (L + R3)* ® (:5
v U X—>sU N
L+ R3KE+ a"R + &4
egte poziciv definic.

TSOREMA 4.3.5. Fie (a4, wéz Cd pLopricivtou i(dé?(;.),

(¥) WeR si [\ un operetor de cost gepndrst de ogerctorii il,L,
M,N. Urmdtoarele afirmetii siot echivalente :

a) I[A,B’;K,L.}.I,H]" egtu positiv

b) Sistemul operstorial

s¥s =
L+ 13 s TS
K + A¥R + RA = T

pumit @istemul Lurie are o soluyie (R,5,T), R = e d .
se Lw.x.r €oo

o XA(l'-A)g F*(-MFA) (DA€ g(&). unae #(A ) =
=0+ TR(A,A)B ; '
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76 A(LGL16) Do, (M Wen.

1y .
- L -

Demonscratie i Pentru e demonstra ci Li==pb) sd ,re.u;
8) adeviirats, deci existd R = i*€ L(X) cu proprietst=e
] K~ (L + R3)¥
. - 20
L + R3 M + AR + R4

Notind cu P rédicing pitratd pozitiv? & Zcest1l 2:crotor Gt
cu ZD = P , putem consnfui o izometrie paryiald F i1 TQAE—>
vl olirei spufiu Iinktlel cu it dge s ybiu [J cu YUY
ipoide cu proiectorul ortogrncl pe ic.

‘Decd notim prin @ = T U@ X—2U, ctunel cote wlore o
operatorul Q. admite o scriere metricisla de rforma g =[u 1'] 31,

o copsecintd

-" \
Qsz:meﬁ«P:Pa:[n (L+RB)J

o ™
Pe de 2lté& parte

RIS ey

5 7T
gi b) rezulti scum prim ideptivicorey elemaatulor sl dengs -

trici operatorisle.

b)=>¢). Fie Zx u(t:) = (ll,i?(a,ﬁ).}u)exc. Teln o1 Teal oo ovanr
a . 7
rezulta 3 A elcu ] f lc(3u + 11(1 aﬁqa{
Cz (t)é: IU 0 u ! =
Aot 0 I AT A L4050 ?\A ]
su - 3u + R(X,A)du.’ 1.2(1,55;}:).!
At At _
=@ a = e R ‘
KCA ,A)uu J AL
deci .
0O O N TROA LA Yu
A Cz (c): o K ¥ Czl’u(t): au Ke + L®R( A ,4)au
)‘ K L M ALl A s ouvia it { A dou]
de upde

Aoy, (0.0 .ua(t)>=[<‘:.’3().,a)du1.la(l,A)Jua) e iy

+ L"R(A..A)aul.u2>+<Aﬁa()-,;}.sul + luy o+

BUPT



- 94 =

(A, A)Bul,R(ﬂ. A)Bue)] . (J' ‘1“ [(J.n (A ,a"0 (A, Blsu, +
L*R(A ,4)8)u 1+ A B *2(2 A")NR( A,8)8+B™R( 1,:)L +
R(A,A¥MR( A WIBYg,u,0 ol A+ A0t = [em¥ A s tses N A,
R(A,0% )[M+(l+l)1¢]a(l )3 uy,0,0 (A+Ae

x A ;{)ul,uz)e(;]""A')c

. 5

videnc
lc A ~
R(A, A)Bu ’h"R(l,A)ug) = constent , (¥ 1€ f(:-';‘j-.
Conform Propozitici 4.'5.3-13‘3 - 2, °ovan
Cry(8),Cz,(8) > =<’(‘_{S+AR)C:=1(U.:=,,(H> = ;.'-L-<'T.H-!t.‘u-'-fl- e e
[h (L + R3)™

& 7 Yo \," %
LeRs u et e gy A7 0 SEAS

“1
d in vedere cele de mei sus, ovgjinen
K (L + =23)™

zzég;ls"ji)ulnhza>==<r[ Z)uul(:).;2<t)‘> -

L+R3 £ + a¥R + RA

s* v .. ' ‘[
_ M »®|. i c -
-<[TJ [s = ] [R(A ._A)Bul} ' L(-R,A)Buzj >

=< (5 + TR(A,0B)ay, (S + T%al- A,20u, ) =
= (Y= MF(Aug,uy >, () AEQG)
c)=>d). Decd ¢) este edevirati si A=1Q , di- ¢ ceoaln’

< XU.Q 10),u D =||rGion|y o . (¢ uev.
}d):b) se ootine dintr-unp rczulcac 8l lui YAKUBOVICH V. [\ZJ
b)ﬁa). Dip sistewmul Iurie rezulti

. K (L + RB)* - ] [;!] 8 ] . [ ] ![d Mo
L+B3 M+ AYR + RA T |
Fie [A.B N,M,K L] ca mai sus 5t a = (u.) € s(UY. Li o

Lo

‘md n.{z =(§n)n>°a [:D] ’ € o(U x X)l X1 Axn* su_, nye }

2 a0

F fozestrdm sisteaul {4,3)y cu O Zucciionuld de cost af_crevit
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O -
Z K L
: . J5o L W] Y -

care poate fi scrisd sub forms echivalenti

1 N o o ) ) )
j{(z):fka(z)zzt( 0 K 1* Czj.CzJ.) =Z(Y(A)z4.zj) .
1=6 lo 1 w-v 3=0 )
unde ~ .
M O O
D=0 k 1®
0 L M-N
Vom noto ﬁpni: rrin (}Cd rullinen tasarrr noarctesilar A G
JE (?C) de forms de mei sus s5i $p ceontloucre ne vom re. .ri uuoi le
astfel de operatori. Este cler ¢i orice ore:.tor dirp g{d Z58@ JULC -
odjunct.

Copform Lemeil 4.2.1, In &cest caz, vom zvea

yoo-|

Le poate erlita, ca gi in czzul cobntinuu, ci fooilic

K + 3%13 ¥ 4+ 8%

L + 47N3 W= 1o+ A%

1R(A ,A)B} 16?(3) are. proprictateas de gapercre docs .1 ruzel wo-
sistemul discret (4,3), este cozplet cootrolsoil (eprecimctiv),dec.
(in aceestd ipotezd) familisa {‘:c( A,3)3 }aee(‘” geoneroosl (elini-
{10 4.2.4) o functie cerscteristicd in of(Z),.carc DO G ; oxting.
(Definitis 4.2.7) 1lsa N&,(X) 7i ¢pol perticularizectd 1o ?(d’
Fie deci, A e"JCd. Avird ia vedere forza.lul ‘}’(A,‘i precl-
zetd ineinte, obfinem functis cracteristicd
Xacﬁ'./.oa K + B¥NB + B"n(/'z,g*)(L + A%
-+(L* +B™NA)R(A, A ):3+:3*R(/:,A’)(I.i-?f+A'T~’A YR(A, A4
seu, folosind proprietstile operatorulel rezolvent,
XA(X, = K + LR(A,0)8 + S"A(EAM0 +
Moo ¥ TR .
+ B"RGLAM (U + (AR-1:] 2AL0)
core este chier funotia oarecteristicd Popov asociota unui giat. 2
disoret (A.B)d inzgs:rat cu funciiousis Jde cout .}(, e 2in G lu oue
mal sus rezultd cd pontru oIic: A€ ?(-’i,‘, dperitoial X

A
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este autoadjunce.

Lo 4.5.6. Dacd pentru fiecure 16?(3) potaz nris }{1

subspatiile lui  s(X), respsctiv s(U), defirite prin

" x =‘{ n . T o)
2 (1");;;0!3‘6}‘}- respectiv -{(lu‘nzg
eatunci . .
8) Restrictie operatorului T-A 1la X;l eCtL an S-or.iir in-

Jectiv ;
o) BU).C(T-A)XX’ unde T-a opoteszid opzrotearul 42 ivc-algira
geperat de (T-A, T-4,...,T=4,...) i euoin- 5.
Demonstratie 1 a) Intr-sdevir, pentru fieccure 4 €@
(2-8)((A) o ) = o
dacd si pumai dacid
2%+ % -A%x =0, (F)ny o
de unde, pentru n = o,’rezdlté ca
(31 -4)x =0
deci X = 0.
b) Fie ﬁ.equ)' si (;L“"u)n)oe Uy .+ bturci
(=) AR 8)Bu )y 5 )=( W (AT-0)3( A 8)8u), 4 =

=(A3u), 507 SN

CONLICINTA 4.5.7. (XDRQ.A)AU)C}DG S(X) eute otnarel Gle=

) n
ment .din X @ cdrui iwagipe prin 1-4 estc d((A‘u)n}O).

CONSECINTA 4.3.8. Peptru fiecare 1€§’(A) 51 fleccre uwé€ U,

pirul 776 i
z = z(A,u) = (A u, ),”Lt(l.n)du)n>o€ x

Demonstretio 3 Conform afirmajiedl b_) din Iemo 4.3.%0
(r-MIA (A 8)80) g o0 - SUAT 5 )

de unde rezultd cd

TCCATRIALBIB0) o o )-ACAR(AADBA), 5 ) = BUATaD, 5 )

gi, ip oonsecintfi, pentru orice =2 p n ure loc egulltutos

AP 134, 8050 = A(AR{A,008) + BUAW).

BUPT



TEOREMA 4.3.9. Pentru orice Aee(ﬁ) cf uwuelU cre loe - R

tates n
X, (2 ,u)) = . < XA<1,1>u,u > A
Demonstratie 3
| "j{ (z2(A,0)) = : . -z-,j> .
= < AC[ l ] J‘J =
JZ R(ls)a ;1.,1)51(1 )

n —

2([11, R(). ,4)3]C*A [q(lA)Ju'u> (AA
. t 4 X.A(A,A)u,u > . |2

=%

CONSECINTA 4.3.10. Dacd  Aeo(a), !).!_ 1, wtuncli pontra ori-

ce uelU are loc egalitatea

a1 KA = < XA, Ay

TEOREMA 4.3.11. Urm#tonrele sfirmatil sint adeviirusn
a) l‘P(A) =0 , A€ ;({d , decd i numedt wocd existit an o oiroe
tor autoadjunct R €of(x) astfa1l incit '

Lg

A = AR . 0 ) BE.'\'A 3733
0 3%a A"

o) AL = NN

unde AR este up operator definit oo 1ls pusctul a).

) =) - ']{NA (2).
a) (.Cz'. cz' \ = (Nx:j+l'x|;j'+l) - (Iixé.xh’) +

o [h 1‘4}25,,,'_; > (¥ ztzre b, .

Demonagtratie : Afirmafis 8) rezultd dain lema 4.2.1, {.r 0
gi ¢) din definitiile fupciyietl coracteristice, recpectly funzanln-
} t
nalei de ocost §i egalitated &}(A) =Y(A+AR).

L

~ g -y i ."_’ “f 2 - e . . ey
Pentru & demonstrd c.) SER omogmre Ty mnt Tattd e Cariru A
36%
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5i,ip consecintid

: .'|+1 NED!
{AC7Y,Cul Y s < S A R
0 1 ien ' X!
%] v
. X
= {¥Ix: s X! [ I, =
34:1 €]+l < l.‘b ooy 3*75 )
-
-— <‘\Ixa+l s x3+l> <-.\ .:_;;XH) <[ J:'J Z..L,:: > .
»i
Dupd cum rezultd dip teorens precedent™, Intre ouiyi. toa
tionvlelor de cost ]KQ 81 pulyimce cluselor ue ecuiv- Lo, . =

termipbate de relotis Al ""A.) ¢ecd Bl purnii docd Y(A al
= 0) de operssori & exist o coraspondeny. viuclvocd. 4

permite sd potdo

x = Ax_+ Ju_, p o

n+l

(4,8; Q) {
530

DEFINITIA 4.3._13.[P2]. Sistenul (A,33 DY se ziz: -anitviv ow

existd un operctor cutoadjunct €J&.U CU 2r0Lzietat L L 0p o=
torul :
i+ 8723 LY + 8% i
€ A
~
L+ A !ft M =R + A .‘C.uJ

este pozitiv sewidellinic.
O3SERVATIA 4.%3,13, Pectru cric: operctor autozdjuact RG:J((K)

gl orice z € {7}% are loc esclitacca

K2 = <<1.'-z<)xm,..z+l = {{N=adigaxy )+
-, . + 3%R3 ¥ + 2"
M z;) < . ""' J >
J= L +_d”ﬁA 1T oA
core rezultd din Teoreme 4.3,11, ustlizinug ioptul ¢l

Kp2) = ;<kf (DI2gy2s> 2z = (s €T,
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[ N-r 0 o B

A+ A= 0 K+BRB LT+ RS

L O L+ A"m3 u- o a%Ra
TEOREMA 4.%3.]4. Dacd sistemul linisr discret (A,,,:_A‘:

pozitiv, stunci fupctia caracteristicd asociotd sre proprietotes

(ALY RSN QLU ARSI IRy

Demonstrstie : S3 présupurcn cd sistemul (4,8;4 ) este so-
[

zitiv. Conform Def;‘initici 4.,%3,12, existd un cpozetor o= o €
G_of(X) cu proprietatea

K + B®RB X + ATus
’ ? o .
L + 5™ RA M =~ R + & 4

Pe de 8ltd perte, dacd QG?(A). lﬂ' =1 i u€lY, o il

Consecintel 4.3.8, $irui .- .
z = (2,) = (%%, A%R(A eV,
D
ng o
5l .

o CQRIx qax, g ) = OF-ED y ARTE W STI AR WA T =
= {(W-RIR(A, 4)Bu,RA, 4):2u ) (% yatl = (.‘{-'::):::0,';:5 > .

Astfel, funcyionala de cout 3L« exmrizarce 1o

LK o= L

+

- .“- .”'-|.
¥ + n*RB L7 + 4 L5

n
. (z):Z( :',j,P.;J._) 3 O
A, 5

- * e " ‘U.
T+ 2¥24 N-% o+ ATRA
si, tinind cont de Conseciriz 4.%.20, obhincn

o £ ."}(A(z)_= (o + 15.€ ’/}:A(g--.l)u.u by

[YPIL St
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