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I NTRODUCERE

o.l.Perturbatii singulare.

Revoluyia gtiingificd gi tehnicd contemporand a conaus la re-
considerarea atitudinii fata de legile naturii.Pe misurd ce o
cunoagtem,constatam ca natura reruza ea se exprime in limbajul pe
care il presupun- regulile paradigmatice 1nventate de ocameni. Ca
urmare , schimbarea atitudinii constd in faptul cd "gtiintele
sint deschise spre imprevizibil, pe care nu-l mai considera ca
pemn al unei cunoagteri imperfecte, al .unuicontrol insuficient.
stiintele mnaturii eint deschise de acum dialogului cu o natura
ce nu poate fi dominatd printr-o singurd privire teoreticd,ci
doar expla ratd, ou o naturd deschisi cidreia ii aparfinem i noi,
partigipind la construcyia ei'(3.Prigogine gi I.Stengers [lo6])

Participind la acest dialog,metodele matematice devin tot mai
oomplexe, un rol tot mai important revenind celor de aproziuatieff
g1 dintre acestee celor msimptotice,care se aplicd fenomencicr
care constituie pefturbatii ale altor feromene seu ale wndelelor
elaborate de cameni.

Intuitiv, o problemA constituie o "perturbatie" a unei alte
probldme 'neperturbata" dacd solutia primeia poate fi puei in
legiturd “cu solufia celei de & doua, care are o situatie speciald
prin faptul cd solutia el o cunosgtem sau presupunerm cid o putem
determina,

In general legdtura dinte cele doud probleme e¢ reaslizeazd
prin identificerea in problema perturbatd a unui paramnetru(coefi-
cient de perturbatie) astfel incit problema neperturbetid sd se
obyind din cea perturbatid pentru o enumltd valcere  fixi a acestui
paremetru(Il vom nota,de exemplu,tgi valoarea fixd vom considera-
0 28ro).Putem spune decl od avem o fomilie de probleme indiciatd
de paremetrul £, toate problemele din aceastd familie fiind
perturbatii ale uneia speciale dintre ele.

Intuiila ne spune cid dacd perswmetrul tinde cdtre zero
atunci ar trebui ce solugia problemei perturbate si tindd cdtre
golutia problemei neperturbate.,

in realitate aceasta se intiupli neconditionat nﬁmai la
anumite probleme - cele regulste, pe cind la cele Eipuulare
intuitia e neputincicasi gi la inginer i le fizician yi la

matematician ( S. Lomov, [68]). SO
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incercind ei le defineasca,A.Ne.linonov,in introducerea la
(68}precizeazicd perturbatiile regulate sint cele in care perturba-
12 are caracter de subordonare fatd de operatorul neperturtst, pe
cind perturbatiile singulare 8int cele in care sc perturbd pargile
principele ale acestui operator.

Dar caracterul regulat sau singular este legat si'de dome -
niul de veriagie a variabilelor. .

Intr-un anumit domeniu perturbatia poate f1 regulatia in
timp ce in alt domeniu( de variatie a variabilelor independente,
pentru o aceeagl eocuafle diferentiald, de exemplu ),perturbagia-

poate fl singulard. De aceea este dificll de dat o dafinitie
generald a perturbatiilor singulare, Aproape fiecare cercetator o
intelege in felul eiu [68])., Totugi cele mai multe probleme de per-
turbatii eingulare se incadreazd 1n definitiile introduse dz noi
in § kel. ¢

Conaiderind doud mulyimi X g¢i Y, un interval inchis Ic¢ R,
o tamilie de operatori % ={L6| Ly sbo—Y,Dg QX)EGI} $i o familie de
elenente F ={f£] f.eY,ge 1}, problema determinirii unei femilii
z .—.{z&lageng ,geI}astfel incit Lez, = f&pentru orice ct¢l se
nunegte problemi cu parametru gi se noteazd (Z,¥); parametrulé
se numegte parametrul problemei iar familia £ se nuucyte solatia
problemei(X,¥); daod I> 0 atunci problema (}‘.’!‘I') ge zice problemi
cu parametru mic; dacd Dg =D pentru orice €€ I atunci problema
(X,¥) o6 zice problemi cu perturbatii regulste sau:proble;’:zi
regulatid ; daca existd &0 astfel incit D, =D;D£0 pent.miéI\L\éo'f)
problema(X,¥) e zice problemd  cu perturbstii singui.re.

Lefinitia prezentatd mal sus nu epuizeazid toate situayii-
le de perturbetil singulare(is eec vedea introducerea lz cartea
luil I.L.Lions [63]gi monografia 1lui “T.kato[52))dar persturbatii-
le singulare astfel definite conyin gi "ecuaflile cu parametru
mic lingi deriveta de ordinul cel mai mare "[122].

Perturbagiile singulare apar 1n acele probleme in care au
loe treceri neuniforme , ,discontinu.e aﬁu rapide de la unele
caracteristdel fizice la altele gi 1n probleme de murbiné (de-
trontierd) {135]. |

Domeniile in care au loc aceate perturbatii sint: teorla
oBscilatiilor nellnliare, teorla giroscoapelor, teoria reglarii
automate, fizica cuanticd gi in alte dowenii ale gtiintei gi °
tehnicii, )

0.2. analizX moimototicd.

Ilntr-o acceptiune foarte largéd putem defini =ualiza
asimptoticd ca'"aproximaerea unor obiecte matematice ssa. ac altd

vaturd prin objiecte mai simple "(u.A.Lowov,[66)). za sc poatefaceld

diferite nivele de rigurozitate,atit din punct de vedere fizic cyt
BUPT



gi matematic.

Din punct de vedere matematic, ea este ¢ ramuria a enslizel ma-
tematice ce se ocupa cu determinarea solutiilor anslitice sproxima-
tive ale unor probleme in care un parametru sau ¢ Yeriabild are o
valoare mici (sau mare) sau este in vecinitatea unul purci in care
solutia ‘*nu este analitica(C.Iacob,(43]).

Referindu-se numai la perturbatiile datorate prezenyei parame-
trului £ , A.B.Vasllieva considerz urmdtoarele definigii:

Se numegte aproximatie asimptoticd (seu reprezentare asimptoti-
c& sau formuld asimptoticid) dupd paramefrulé pentru solutia
z2(., £ ) & unei probleme, o functie Z(. ,c)astfel incit diferenta
2(s 4€)=Z(+ ,£) 98 fie micd(intr-o aftumiti normi )intr-un interval
dat de variatie a variebilelor, de indatd ce parsmetrul £ este " -
suficient de micl[135], '

Se numegte metodid asimptorica un procedeu de comstruire a
functiei Z(.,£) prin rezolvarea unor probleme mail simple decit cea
ini{1al¥.[135].

Int§1,1, nol am definit mai exact aceste notiuni pentru
problema cu parsmetru’ mio (&,¥) definitd in § o.l.
Yaloarea practica a wetodelor asimptotice constd in posibili-~

tatea determinirii efective a functiei é(.,&) din problema mail
eimple decit ces initimsli.
ln cazul pertiurbatiilor regulate metodele asimpictice

constau in determinarea unei serii dupid parametrulé nuwiti dezvol-
izre asimptotica a solutlei ; ca aproximatie asimptotica oe
considerd o sumA partiald a acestei serii.

In cazul perturbatiilor singulare aceste wetode nu rai sint
posibile. Au fost elaborate aslte metode care constau in deteruina-~
rea formaléd & solutiei file sub forma unei sume de doui serii, fie
a unui produs de doua serii, fie in "regularizarea" perturbatiei,
gtc, _

O parte din aceste metode obtinute de diferifi zutori este
prezentatd 1n capitolul 1 al acestei lucraril. Le altfel gi scopul
acestel lucrarl este prezentarea unor metode asimptotice pentru
ecuatii cu perturbatii singul&re; '

Se pune intrebarea dacd in condigiile existe..tei celculatoare-
lor electronice mal are rost si ne ocupim de aceste metode asimptoti-
ce,

Rispunaul ar putea fi oricare din urmitoarele:

l)"letodele numerice gi cele asimptotice nu se exclud ci se
conpleteazd.ve exemplu, in multe cazurl expresia asimptotici poate
fi luatd ca aproximat‘:'e de ordinul egero 1iIntr-o metoda numericd.

Cea mal completd legdturd reciproca .Antre metozele nuwuserice
i cele wsimptotice se manitcsta in cezul cirnd iatr-o metodd
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numerici, la un moment dat, trebuie fadcut studiulpropriztiyilor
asimptotice ale unor ecuafii ce apar in metoda reepectivid(A.B.
Vasilieva, [135]). ‘ .
2) "Cu riscul de a simplifica excesiv lucrurile, am putea
spune cd ansliza najer;pé incearca sa obtini Informati: cantitati-
ve despre o problemid particulard , pe c¢ind analiza azimpioticd
incearci 83 obtinid o vedere asupra comportdrii celitative a
unei familii de probleme yi numai o informajie semicantitativi
despre membrii individuall ai familieij...Avind scopuri diferite

cele doud discipline n-ar trebul sa se intersecteze. Daci se inter
secteazd atunci 8int complementara (deci una intregegte pe cealalt

.esmetodele asimptotice atunci B*Pt cele mai eficiente (si) din

punct de wvedere numeric cind metodele numeriﬁp generale dau perfor

man{e slabe B8au nu reugesc @glqc?(L.F.Shampine;Lll?] Je
| })Dato:itﬁ aplicatiilor multiple din celelalte gtiinte yi
tehnicd"teoria analizei asimptotice are jmportantd atit pentru
cercetafea fundamentald cit i pentru rezolvarea problemelar
curente ale practicii"(A.N.Tihenov; in introducerea la (&8] ).
0e3e lstoric. -

Ca gl prezentarea aspectelor principale ale teoriel pertur-
batiilor ,referirile de ordin istoric care urmeazi nu vizeaza
epuizarea subiectulul dar credem c¢a au un caracter seLnificativ.

Yom incepe prim a aminti episodwl lLeverrier-(Galle-Adams
din ietoria gtiintei secolului al XIX-lea in legituria cu desco-
perirea planetel Neptun pe baza studierii migearii perturbate a
planetei Uranue.

(Dacd se studiazd migcareg unei planete in jurul socarelui
pe baza legii etractiei universale [5],prin neglijarea inter-
actiunili cu celelalte planete se ob%ine o problemiA rcomplet inte-
srabilid -problema celor doud corpuri, a cirei solutie este orbita
keplerianid a planetel ;aceasti solufie este o primi aproximatie a
orbitei reale datoratid perturbatiei celorlalte planete-problema
celor trel corpurl, de exemplu).

Acest episod este o ilustrare elocventd a metodelor din
teoria perturbatiilor, un adeviarat triumf al ytiintei secolulul
X&I gi dupd toate probabilitdtile termenul de "perturbatie"
provine din mecanica cereascd unde acceptiunca lui matematicd
este aga de strine legatd de cea fizica.

Yot in mecanica cereascd au luat nagtere yi d.uvoltirile
esimptotice ale functiilor care constiuie parte iutegranti a
teorlei perturbutiilor (a se vedea aonografia (£5)).In gprijinul
acestel afirmatii uste suiicient si amintim lucrarile iui
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d.foiqcare [loo].[lol]. Dezvoltarile lui H.Poincere au fost

dezvoltiri in serie dupd girul BBimptOthtl/zn} Deme e unde 2
egte variabila in raport cu care 8-au considerat derivatele .

Rezultate analoage cu cele ale lui H.Poincare &u fost .
stabilite gi pentru dezvoltdrile asimptotice ale func{iilor =-
solutii ale unor ecuagii dieferemntiale, dupa girul asimpiotic
{E'n}neN' £—> +0 unde € este un parametru, diferis de variebila
.functiei prin raport cu care s-a derivat., De fapt, dezvoltdirile
asimptotice prin raport cu parametrul eau fost cunoscute inainte
de H.Poincare, fird insi sd fie numite in acest fel.Asttel Liouville
a stabilit in 1837[64] ci un sistem fundamental de solutii rentru
ecuatia : y+(A.r(x)+q(ny-o',(r(x)>o,1 —»c0 ),
esgte de forma x

ylgx,1)=$y°1§x)+-i.yllfx)f...f iﬁ ynlfx)f...)ein Flso‘vr(x)dx)

y2F1'1)=Fy02Fx‘)+ % ylz(.x)i-...-f %E' ynz(‘X)i'.oo)COB(l SE\JI‘(X)&X)

"Un alt episod celebru din istoria gtiintel legat de teoria
perturbatiilor se situeazZ la imceputul secdlului XX,

De data aceasta este vorba de mecanica fluidelor. La sfirgi-
tul secolului al XIX-lea 1in aceastd gtiintd situatia era urmitoa-
rea:Hidrodinamica teoretica bezatd pe ecuafiile lui Euler(L'Alembert
Euler)date pentru migcarea fluidelor farid frecare a atins un inalt
grad de dezvoltare,insid rezultatele obtinute in aceasti hidro-
dinamicd™clasicid " nu concordau cu rezultatele experinstclor.
Neconcordanta se manifesta indeoseti in problema pierderii de
pregiune in {evi #1 in problema reczistentei pe care o opune flui-
dul unul corp ce Be migcd in el. In aceste conditii au fost
stabilite ecuatiile de migcare ale fluidului care tin cont de
frecare~ ecuajiile Navier-Stokes(M.Navier (94],5.D.Poissan[lo2]},
B.de St.Venan [14)] G.G.Stokes[119]).

Dar aceste ecuaf{ii nu au putut fi1 aplicate la studiul miecé-
rii fluidelor din cauza dificultdtilor de ordin metematic foartemari
care 8e intilnecau , cu excepyla citorva cazuri particulare.

Pe de altd parte, pentru apid 3l aer - cele mai importante
fluide, coeficientul de viscozitate este foarte mic,deci i forge-
le de frecare cauzate de viscozltate sint micl.in comparatie cu
celelalte forte (de gravitatle, de preeiune); mult timp nu s-a
putut explica de ce fortele de frecare mici au o influentisi aya de

gare 1n procesul de migcars,

In 1904 (deci la aproape jumitate de secol dupi lucrareca
lui Stokes [1139]),L.rrandtl,[lo3], intr-o lucrare prez.:tatli la

cel de al lil-lea Congres internayional al matematicicrnilor
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desfigurat la Heidelberg, a indicat calea pe care se poate face -
gtudiul teoretic al migcdrii fluidului cu frecare. El1 a ardtat’
cd in curgerea fluidului pe lingd un obstacol, migcarea trebuls
studiatd in doud regiuni: un strat foarte subtire lingda obstacolk
(ptrat limiti)unde frecarea joacd un rol esgential gi regiunea
complementari acestui strat unde frecarea poate fi neglijati(a se
vedea monografiile [1161,{48 1,[113]). U

Rolul parametrului mic 1l joacd ocoericientul de V130021tate.
Dacd acesta se ia sgal cu zero direct in ecuatiile Navier-Stokes
se obtin ecuafiile lui Euler pentru fiuide ideale. par solutfia
acestor din urmd. ecuatil nu descrie ce se intimpla la per:tiele
obstacolului intilnit ¢e fluld.Prandtl a aratat cda trecerea 1=
limitd (cind coeficientul de viscozitate tinde la zero) nu trebuie
efegtuatd in ecuatii(. coeficientii ecuatiilor Navier-ctokee) c¢i in
solutia aceator ecuafii (pentru a vedea ce se€ iIntimpld la peretele
obstacolulud ). -

Metoda folositd de Prandtl constd in dezvoltarea asimptotica
a soluflei ecuatillor, separat in zona exterioard a stratulul
limité(dezvoitarea exterioari )gi separat in zona stratului limitd
(dezvoltaréa intericard), gi apoi'racordarea" (matching) celor
dous dezvoltidri[lo3),flo4]. -

Degi unele idel intuitive despre racordarea locald a solujii-
lor se pot identifica incd de la Laplace yi Kirchoff(conform [69])
aplicarea acestel metode la ecuagpiile perturbhte singular 1ncepe
cu lucrareafloJJ

Fundamentarea matematicé a metodei in ceea ce privegte
ecuatiile diferentiale ordinare a fost fiacutid de L.Schlesinger
(115)gi G.D. Birkhoff([9]. .

Inaintea lor a facut-o J.torn{44),[45)der numui pentru
ecua;iile diferen;iale de ordinul {1 iar dupa el, o extindere a
cezului conrniderat de G,D. pirkhoff a ficut-o F. Noaillon{97].

Rezultatele lul L.Schlesinger gi G.D. Birkhoff seo pot gisi
in (68].4ceste rezultate enuntate pentru sisteme de ecuatii dife-
rentlale se gisesc in [17].)

Lupéd r.loaillon urmeazd o perioadé~ih care problemele cu
perturbatii singulare nu au stat in atentis matematicienilor.ln
schimb, reprezentantii aeplicatiilor matematicilor au elaborat o
gorie de metode de analizi asimptoticd privind un cerc restrins
de probleme., Astfel, de exemplu,gisim in reviste de fizieci lucrdri
ca ale lui L.Brillouin[lJ].H.A.Kxame}; 51 C.dentzel [147Lparé
au stat la baza saga numiteil metode wW.h.:.

O raverire la studi! matemstice privind problema perturbatii-
lor singulare s-~a inregistrat intre cele doud razboaie »rin lucri-
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rile lui r.-v.Tschen[l26]}, usl.lkagumo (75)gi E.Kothe(lll] in care

se abordeazd gi probleme neliniare {75].Aceste lucrdri au ramas
ined fard ecou .In schimb, F.Rellichllo&)lintre 1937-1942, a
fundamentgy din punct de vedere matematic teoria perturhatiilor”
propietdtilor epectrale ale operatorilor linlari autoadjuncyi
fatd de schimbiri micl.(Aceactd teorie a fost creeatd de LKayleigh
g1 Schr8dinger formal gi incomplet fundamentatd matematicj;ulterior
rezultatele lul F.Rellich au fost extinse de cidtre k.Q.rriedrichs
[31]1a spectrul continuu gl de ciire B.Sz.Nagy - ,r.Wolf [149],
7.Kato [53)pentru operatorl neautoadjunct{i in spatii Banach).

In 1946 K.O.Friedrichs gi elevul sdu W.Wasow, efectuind un
studiu sistematic al problemelor la limitd cu perturbatii singula-
re, au foloeit pentru prima oard in titlulunei lucrdrii3ajnotiunea
de perturbetyie singularia (ulterior, K.Friedrichsa prezentat in
.[32]fenomenels asimptotice iar W.Wasow a consacrat capitolul al
X~hea din [148)perturbafiilor singulare ale ecuajiilor diferen-

tliale. . - , _
In paralel,o contributie funcamentald la dezvoltarea teoriei

perturbayiilor singulare au adus in continuare motematicienii so-
vietici,. T '

I.1.Gradstein a inceput studiul acestor probleme 1in 1946 (35],
dar momentele cele mai importante le constituie lucrarile lui A.N.
Pihonov (120) , [121], [122)in domeniul ecuatlilor gi eistemelor de
ecuatii diferentiale neliniare cu parametru.mic lingda(o parte din)
derivatele de ordinul cel mai mare.

£l a stabilit conditiile in care solufia acestor sisteme
converge ciatre soluyia sietemului redus cind parametrul tinue 1la

Zero.
Eleva sa,A.B.Yasilieva,a stabilit conditiile in csre derivats

solutiei acestor sisteme converge citre wolutia unui anumit sistem
de ecuatii diferentiale[123].

Aceste lucridri au fost continuate de citre elevii lui A.N.
Libonov gi al{l matematicieni sovie tici arlati sub intlmente
gcolli sale,prin elaborerea unor noi metode asimpiotice sau
extinderea celor anterioare, asupra cdrora vom reveini.

Oe4. Lomentarii bibliopgrafice.

Dupd 1950 cercetdrile in domeniile perturbagiilor datorate
parsmetrilor s-au dezvoltat cu repeziciune.De aceea nu vom putea
amintl aicl toate lucrdrile care oglindeac aceste cercetari.lTotugl,
dintre lucriirile din aceste domenii corsultate de noi +1 pe care
le consaiderinm reprezentative amintim:

In aomeqiul ecuatiilor cu mai wulte Bcdri de timp:lucririle
lui I.S5.Gradstein (35),[36),[37},a.u.2ihonov121), Jeoc.Levin si

k)
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N.Levinson [61], A.Halanay gsi V.Dridgan (22), (41].
‘Studiul solutiilor periodice ale sistemelor cu perturbatii
singulare 8-a fadcut Iin lucrarile lui K.O.Friedrichs si W.vWasow

{30],1148}y4L.Flatto gi N. Levinson (28], MoI,Imanaliev[ 51 ],N. .
pogoliubov Jjr,([l2){metoda de "luare a mediei", oasredanenia" in 1.

rusi ;".avereging" in l.englezid), A Halanay(cazul critlc,[Aolsi Ae
Halanay i V.Lrégan[22],{41].

Studiul perturbatiilor singulare ale ecuatlilor cu derivate
partlale s-a facut Iin cele trel memoril ale lul M.I.¥igik si L.A,
Liusternik [ 142],[(143],{144]), teza de doctorat a lui Denise Hudt
(461, monografiile lui M.Van Dykel241], gi J.L. Liorei63](aze.ica svind
peste 300 de +trimiteri bibliografice), partea a doua a cargilo~
lui Sed.Lomov [68Jgi & lui J.Kevorkian gi J.D. Cole[56].

Din literartura priwind perturbatille operatorilor liniari
abstractli amintim lucrarea fundamentald a lui I.T.Gohberg gi l.G.
Krein[34)privind stabilitatea indexului @i e altor mirimi carac-
teristice ale unor operatorl fata de perturbafii mici(zxtinderi
ale rezultatelor din aceastda lucrare sint ficute de citre T.Kato
pentru operatori liniari Inchiyi [53],(54], BE.Hille si R.S.Philips
L42)pentru serigrupuri de operatori, F. H.Vasileecu[lzdjpentru
complexe de spatil Banach gi subsemnatul L85]pentru complexe de
idesle de operatori. O parte din aceste rezultate sint prezentate
in monografiile lui T.Kato [55]gi il.Schechter{114] iar o sintezd
a rezultatelor din aceste monografii privind stabilitatea inchide-
rii , inversabilitidtii midrginite, spectrulul gi rezolventei fail
de perturbatii mici este facuii de subsemnatul 1i1n [&o]). De
asemenea, dintre lucrarile recente privind extinderea mztodelor
asimtotice de la ecuat{ii diferentiale la operatori abstracti
mentiondm lucrdrile lui J.Mika [74]J(metoda racordiarii scriilor,si
i-eAoeVallev gi S.A.lLomov .[127](metoda regularizirii).

In teoria stabilitdtii ecuatiilor diferentiale(problema sta-
billtagii o putem privi tot ca o problemi cu perturbatii (degi in
acest caz sec foloseso alte matode decit cele asimtotice).De exemplu,
dacd x(1,x°) este soluyia problemei x=f(t,x), x(0)=x° yi urmirim
comportarea solutiilor x(t,A) cind A se afli intr-o vecinitate a
lui  x9, atunci_x(t,xo) are caracterul"special", neperturbat liar
x(t, 2 ) sint "perturbail"” ale sale), in t{ara noastri aldituri de
ycuala profesdorului A.Halanay, gcoala matematicd de ecuatii de la
Universitatea din Timigoara de sub conducerea profesorului i.kheghig
a obtinut rezultate importante .Lucrdri ale profesorului ..keghig
8int citate in memorii importante cum sint cele ale lui L.Cesari
:157, d.L.Massera gi J.J. Schafter(fo) , A.Halanay (39)1ar o tre-
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care in revistd a rezultatelor obtinute de profesorul M.reghig gi
elevii sdl se gisegte in [lo7] .

sfabilitatea solujiilor ecuatiilor perturbate singular a
fost etudiatd® in lucrdrile lui I.S.Gradstein(37], ket ne@l6lpaels
hlimugev gi N.N.Krassoveki[57),M.I.Imanaliev(5Ll], &.Helancy si
V.Urigen [41] . ' .

In lucrarea de faja ne ocupam de metode gsimptoiice pentru
ecuatii'si sig eme ‘de ecuaﬁii diferentiasle gi integro-direrengiale
cu parametru mic lingd derivata de ordinul cel mai mare.In aceasti
directie, in ultimii 3o de ani, geoala sovietica a obtinut rezul-
tate importante.

A.B.Yasilieva a fundamentat 0 noud metodid asimptoticid-metcds
functiilor'de strat limita, sau - dupd unii eutori-metoda Vasilieva
(131}, [132], [135](aeceastd metodd este prezentatd in §.l.4.).

Rezultatele obfinute initial iA lucrdrile [13I],[50] au fost
obtinute in conditii destul de puternice de stabilitete a spectru-
lui unul anumit operator(partea realda a tuturor valorilor proprii
pa fie negativd). Cercetdrile ulterioare au extins aceste rezultate
la cazul stabilitd{li condiyionate(o parte din valorile propriil au
partea reald negativa iar restul pozitivd). Acestea sint oglindite
in lucrdrile 1lui A.B.Vasilieva gl V.i.Butuzov{l35]gi V.a.Anikeeva[3

ve asemenea metoda lul Yasilieva a fost extinsei la teoria stra-
tului de tranzifie interior{134], $i la cazul“critic"(cind o parte
din valorile proprii sint nule) de cétre A.B.Vasilieva[l136], (1377,
reh.538kin(118) 91 A.B. Vasilieva gi V.r.Butuzov([14),(135], k.I.
lwanaliev[50]} ,[51) 8 extinse wmetoda Vasilieva la ecua{ii integro-
diferentiale iar N.N.Nefédov(96)la o clasi de ecuafii integrale.

S.A.lLomov a elaborat o alti metodi,intr-o serie de lucriri
din care citdm {65]-{68)gi anume, metoda regularizirii(pe care o
prezentidm pe scurt in §.l.5.)ka consti in extinderea spajiului
variabilelor gi a operatorului difereniyial perturbat la alt spayiu,
respectiv alt operetor, astfel 1ncit perturbatia extinsi ea fie
regulaté.Aceasta are unele avantsje asupra altor metoue, cum ar fi
convergentia uniforma, aplicabllitatea sa generalda la probleme
diferentiale, integro-diferen{iale, cu derivate partiale,insi
numai la cele cu varjatia rapidda & functiei necunoscute.

Metoda prezentata de S.r Feycenko, Nh.1.5kil gi L.D.Nikolenko
-5 (27),care consti in determinarea soluyiel formale ca produs de
doua 8scril este de fupt tot o metodd de regularizare.

Acestea sint numai o parte din lucrdrile din doneniu.
U trecere in revistd completi este ficutd in survey-urils suzcesli-
ve [133] ,(135 , 140 , 19, 17 precun yi in monografiile funamen-
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tale [27]; [132], [139],[68], [41].

Aceste cercetdri cu caracter fundamentel gi-au gasit
aplicaﬁilitatea in diferite domenii ale gtiintelor aplicative.
‘Astfel rezultatele obtinute dé A.N.Tihonov gl A.B.Vasilieva au
fost folosite de cidtre P.Kokotovic gi P.Sannuti ([58],(59]in
teoria sensibilitdtil sistemelor dinamice. Ideile "lor sint
prezentate si in monografiile luil J.B.Cruz ire (2ol gi r.M.Frank
(29]. I.K.Bogatirev a folodsit teoria stratulul de tranzigie
interior la teoria sistemelor c¢u impulsuri (11].

A.Halanay si ¥,Dridgan au folosit metode asimptotice origina-
le in teoris controlului sistemelor dinamice [21], & stabilititii
maginilor sincronel(4](impreuni cu E.Arie gi D.Martac)(23])5i iu
alte lucriri.

.0.5, Continutul tezei.

t

Teza edte structuratd in 5 capitole precedate de aceasti
introducere gi urmate de bibliografie.’rimul capitol cuprinds 5
paragrafe iar urmitoarele capitole cuprind fiecere cite doui
paragrafe .

Rezultatele originale ale autorului sint expuse 1n capito-
lele 11,111,1Y gi ip paragraful al doilea al .capitolului V.

In introducere am prezentat problema generald & perturbatii-
lor,in special a celor singulare(§.0.l.), scopul metodslor esimpto-
tice (§.0.2) 9i rezultatele obyinute in domeniul ecuayiilor
diferentiale cu perturbatii singulare gi in alte domenii ale teori-
ei perturbatiilor (atit in §$.0.3. cit 581 In §e0e4.). Am ficut acest
lucru din doua motive: In primul rind pentru s reda o imagine mai
cuprinzdtoare a problematicii perturbatiilor eingulare i pentru a
evidentia locul pe care-l1 ocupi in aceastd problematica teoria
ecuatiilor diferent{iale yi inteyro-difersntiale cu parametru mic
lingi derivate de ordinul cel mai mare, in care se incadreazd gi
rezultatele din aceasta luorare, gi in al doilea rind pentru ci,
astfel redactatad, introducerea reflectd lecturile autorului.

le sfirgitul fiecdrui paregraf sint eomentarii bibliogrefice
in care sint indicete lucriérile eutorului sau sle alter auteri
in cere asu fost publicaete rezultatele prezeatate $n paragraful
respectiv, o

In capitolul I simt defimite netiumile fumdamemtsle 5i
sint prezemtate primcipslele rezultate gi metede asimptetice
dia litersturs de specislitate 1im legdéitur® cu cere se afld rezul-
tatels eoriginale dim capitelels urmiteare.
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In § 1.1. sint definite notivnile fundamentals, sint date
definitii originale (definitiile 1.3-1.8) pentru notiunile de
problemd regulati, problaemd cu perturoatii singulare ;i solutiie
asimptoticd, bazate pe motiunile de problemd apropiata i3 soluilie

apropiatd atagate unei probleue cu parametru mic In spatii
abstracte. -

In § 1.2, este subliniatd dependenia continua de parametru a
soluyiilor provleuwslor regulate $i este prozentatd metoda clasica
de determinare a unor solutii asiwptotice pentru aceste prculeme
pe exemplul sistemelor de ecuaiii ditereniiale neliniare de ord..-
nul 1.

In § 1.3. este prezentatd teorema fundamentald a lui A.N,
Tihonov in care sint date conditii suficiente pentru ca sclutia
problemei Cauchy pentru sisteme neliniare de ecuatii diferenjiale
cu pértqrbaiii‘singulare, s& depinda continuu de parametru,

In § 1.4, este prezentatd metoda functiilor de strat limitd
(metoda Vasilieva) de construire s unor soluiii asimptotice pentru
problemele direrentiale nelinjare cu perturbatii sipgulare
(L.16)~(1.17) 31 pentru problemele integro-diferentiale nel iniare
cu perturbabii singulere (1.40)=(Ll.17).

In b 1.5, este prezentatd metoda regularizarii a lui S.4.Lomov
pontru problemele diiferentiale (1.45) gi inteyro-difera:fiu.e
(1.61), linjare, cu perturbatii singulare.

In caplitolul Il sint extinse rezultatele obtinute I 3.A.L0mov
$i prezentate in L 1.5, considerind aceleagi probleme (1.4%), res-
pectiv (1.61), dar in cazul critic mai general cind toate v=lorilo
proprii ale matricii A(f) pot fi multiple (ou conditia ¢z matricea
ACt) sd fie diaronalizabili).

In & 2.1. se considerd problema (l.45); uraini ideea lui
Dedhlelowov, uceastd problemi ce extinde la alta probleud-(l.4u),care
8Ste o problemd regulatd intr-un anumit spatiu U, Acest spatviu este
adaptat noului spectru considerat pentru matricea A(t), constructia
38 riind wai fundamentatd matematic decit cea fiacutd de <.A.Lomav
pantru‘spntiul analog., .o

Demonstratia teorewelor 2,1-<.7 se face dupa ideile folosite
Jo S.A.Lomov perntru demonstrulia teorewelor analoage, urwurirlu-se
iduptarea lor atit la noua terminologie introdusa cit 5i 1a noul
spectru considerat. ln plus este rezolvati si o proolewi ori.inaléd

1 anume, in ce coniitii aproximniia asimptotica de un uumit ordin
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(construitd prin metoda expusid in acest paragraf) coincide cu
soluida exactd (Teorema 2.5).

In &§ 2.2, sint extinse rezultatele din ¢ 1.5 si cele obti-
nute in § 2.1 la problema (l1.6l) (aceastd problema a fost stu-
diati de S.A.Lomov doar in cazul cind valorile proprii ale
watricii A(t) sint simple $i nenule). Se aratd im ce conditii
este posibili extinderea la cazul cind matricea A(t) are ;i
valoarea proprie zero s$i se aratd ca extinderea este Intotdasunz
posibild la caxzul cind matricea A(t) este diagonalizavili $i
are valori proprii simple sau multiple nenuls,

In capitolul 111 sint studiate unelse probleme intezro-
ditereniisle de tip Fredholm cu perturbatiii singulare.

In § 3.1..3int considerate ecuailile integro-diferenjiale
de ordinul doi cu parametru mic lingd derivata de ordinul doi,
Sint date conditii suficiente de existenti $i uniocitate a solu-
tiei gl este dat un algoritm direct de construire a unei solutii
asimptotice pentru aceste ecuaiii, bazat pe maetoda Vasilieva.
Este datd o demonstrajie originalid pentru teorema de evaluare
exponentiala a funciyiilor de strat liwmit: $i este deuwonstratd
evaluurea asiuptotica a restului,

In & 3.2, pornind de la o ides data infl27], pentru ecuaiii
diterentiale, este datd o metodd asimptovicd pentru sistoce de
gcuatii integro-d iferentiale de tip Fredholm cu perturbalii
singulere. Spre deosebire de celelulte metode, prin aceastd
wetodd nu- se simplificd structura ecuatyiilor ci ceceficicntii
eovatiilor sint inlocuiti cu polinoauwsele lor Ma¢ Laurin prin
raport cu parauetrul. Pornindu-se de la o ecuatie, se ajun;e la
sistene de ecualii de rforme tot wmai gonerale (dar in coud iyii
tot mai restrictive asupra spectrului urei anumite matrici),
demonstrindu-se de tiecare dati convergenia asimptotici.

In cupitolul 1V sint considerate sisteme de ecuatii inte-
rro—diferentinle cu ambele limite de integrare variabile;aceste
ecuatid nu au tost studiate de alii autori.

In § 4.1, s1int considerate sjistexe de ecuatii inte ro-lite-
reniianle neliniare cu perturbatii sin_ulzre in cnre teriernul
inteyral este de forma (4.1c). Speciticul acestor sistamc esus
cd, aplicind metoda Vasilieva, soluiia lor asimptoticd J€ Coli-
struieste prin rezolvarea unor ecuniii exclusiv Jirerernii.s.

BUPT



- 13 -

Bste demonstratd evaluarea exponentizla a funciiilor de strat li-
mitd si evaluarea asimptotica a restului.

In & 4.2. se considera sisteus de gcuatii inteygro-diferen-
tiale in care ecuatiile cu migcari rapide sint cele din 4.1 iar
cele cu miscari lente sint liniare, cu limitele deé integrare sime-
trice faid de zero. O atentie deosabitd este acordata problemei
neperturbate. Sint date condiiii de existentd si unicivtale a solu-
tiei acesteia gi este datd o metodd nuuwericad cu ajutorul funcii-
jlor spline. Sint construite soluiii asimptotice atit pentru
problema cu migscdri lente cit $i pentru Intreaga problema cu per-
turpvaili singulare.

In capitolul V sint aplicate unele rezultate din capitolele
precedente in teoria sensibilitdtii sistemelor dinamice.

In § 5.1. sint date unele notiuni de teoria sensibilitatii
sistamélor dinanice si sint prezentate principalele rezultate obii-
nute ue P.hokotovic i F.Sannuti in aceasta teorie precum si re-
zultatele obiinute de A.B.Vasilieva (privind derivatela solutiilor
sistemelor de ecuaili diferentinle c¢u perturbaiii sinpul-re) pe
care se buzeuza rozultatele primilor doi dar gi ale autorului
Jin § YH.2.

in $ 5.2, deyi acesta este destinat aplicaiiilor, aw stabilit
y1 unele rezuliyte cu caracter tundawental. Definind i1n nod natural
luncyiile de sensibilitate de ordin superior, am stabilit identi-
tatea dintre acestea i coeficientii seriilor re ul tve :lo decvol-
turilor asimptotice obiinute atit prin metoda Vasilieva =1t i
prin metoda regularizarii, rezultind astfel $i o metod: da calcul
8 Iunciiilor de sensibilitute.

Aceste rezultate sint iluutrute prin exduwple Jeg rniullnive
in tebnica,dar este dat $i un exemplu original prin care se subli-
nisza necesitntea folosirii dezvoltirilor asimptotice,curs conyin
funciiile Jeo seonsibilitate $i in acelu;,i tiap dau o inlorwasie

asupra comporturii solutiilor i Iu 2opa stratului limiv-.

»® ® £

Cind preuanta lucrare era 1in linii mari elavorata o apurut
cartea profesorului A.Halanay in colavorare cu 4r.V.0r: aa (#1]-
- priun mopogririe i1n liimba romunidl privind Jezvoluirile simctutice

#le provlecvlor cu perturvaiii siu . ulira.
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Consultatea ei mi-a'intdarit unele convingeri dobindits in
studiul problsrmelor enuntate chiar in titlul ei, studiu pe care
l-am efectuat in perioada 1976-1985. )

In incheiere tin s& multumesc tovaragulul profesor
dr . .Borislav Cratici pentru staruinta pe care a depus-o Iin
conducerea studiilor mele de doctorat 51 pentru ajutorul acoriat
in timpul slabordrii prezentei tece.

De asemsnea, muliumesc tovaragului profesor dr..ircea Regiig
pentru sugestiile pe care mi le-a acordat in timpul derinitiva-
rii acestei teze.
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CAPITOLUL I

METODE ASIMPTOTICE

In acest capitol vom defini nojiunile fundamentale gi vom
prezenta metcdele asimptotice din literatura de specialitate in

legatura cu care gse afld rezultatele originale din capitolele
urmatoare.

l.1. Notiuni fundamentale.

In acest paragraf vom defini notiunile fundamentale privind
perturbatiile singulare gl aproximatgiile asimptotice. Vom incerca
gd generalizdAm definiyiile aflate in literatura de specialitate
aptfel incit acestea Ba cuprinda sgi ecuatiila cu parametru mic,
inclusiv "ecuatiile cu parametru mic ling3d derivatele de ordinul
cel mal mare". '

Fie U un spatiu de func{li definite pe " un interval Ic R, cu
valori intr-un spayiu normat.

Pentru a descrie comportarea unel func{ii' £feU in raport cu
o altd functie g €U atunci cind ¢ € I,é~ ¢ , vyom foloei definiyii-
le gi notatiile luil E.Landau,care 8int des intilnite 1n literatura
de specialitate.

Lefinitla l.l, 2Zicem <ci func{ia f €U are acelayi ordin ca
functia g€ U pentrul —>E, gl  notdm f= 0(g) pentru £ -~ : , dacd
existd o vecinitateVa lui to 81 0 oconstantd Kk > o astfel incit:

HECe DU s k[l g{e)ll pentru orice ¢ e VNIla

" Definitia 1.2. Zicem ci functia f €U are un ordin mai mic
decit funcyia geU pentru é—¢ gi notdm:

f = o(g) pentru £->tg

dacX pentru orice k >0 existd o vecinitate \Vk a lui ¢ astfel incit

N e(s) « Xt g(e)ll pentru orice c,eVﬂln
:Obaerva§ia'l .1, Daci existi o vecinatate V a 1lui ¢, astfel
ineit g(€) # o pentru :«Wjatunci: '
a) f£=0(g) pentru é-—» i, daci gi numal dacd functia
HECe) Nl / i g(E)ieste mirginitd $n Wels
b) f=o(g) pentru ¢ —?E, daca 91 numai daca
lim Hf(b)ﬂ Ng(e)ll = o =
Yom 5btin1 in coéntinuare nofiunea de problemi cu parsmetrau
mio astfel incit aceasta 83 includd ca un caz particulzr notiunea
de perturbatie singulari datoratd parametrului mic.
Ple X y1 Y doud multimi, I un interval inchis din ik,

BUPT



- 16 -
¥ ={L/|L,: Da——éY.DECX,aéI}o familie de operatori si
¥ =_{ ff, | féGY, EeI} o familie de elemente din Y.
Definitia l.3. Fiind date familiile Z gi ¥, problema -

determinirii unel familii de slemente Z -—-{zél z‘:e Dé y £€ 1} estfel
incit: )

Léz = £, (#eel (1.1)
se numegte problemi cu parametru gi se noteazi(X,F); parametrul ¢
gse numegte parametrul problemei iar familia ¥ ée numegte solutia
ppoblemei (X,¥); dacd 12> o atunci problema(Z,¥) se numegte proble-
mi cu parsmetru mics ’

Definitla 1l.4. Dacd D, =D oricare ar fi ce I,atAun‘ci
problema (£,¥) se numeyte problemd cu perturbatii regulate sau
problemi regulatis

Definitia 1,5, Dacd existi g,e1 asifel inecit D, .-.Di D£°

oricare ar fi £¢ I\:{Eo'} atunci problema (&£,¥) se numegyte problemi

cu perturbatii singularee
‘ Definigia 1.,6. Dacad (£,F) este o problemi c‘u parametru
mic atunci problema ' _
Ly 2, = fo » 2,€Dg » Lo €Y (1.2)
Se numegte problemi neperturbati(sau redusa seu degenerati)a
problemei (Z,F) gi me noteazd (Lyfg)a
In continuare presupunem e¢d ( Y,i«it) este spatiu liniar

normat. - .
Definitia l.7. Fiind datd problema cu parametru mic

(£,¥) i un numir NeN dat, problema determindrii unei familii
de elemente Z. ={7‘£NI L;y€by 5 e l} astfel incit

é .
unde « este un elemént din Y, se numegte problemd apropiata de
ordinul N a problemei ( X,¥) iar familia 2,] se numegte solugie
apropiatd de ordinul KN a problemei(X,¥)s
In continuare prepupunem cd gi (X,!-il ) este spatiu liniar
normat.

Le 2y = 1, = O ¢M*loy) pentru € — o, (1.3)

Definiyia 1.8, Piind datd problema cu parametru mic{Z,F),
familia ) se numegte solutie azimptoticd de ordinul N a
prcblemei (X,F)sau aproximatie asimptoticd de ordinul % a sclutied
Z a problemel (Z,f) dacd ea este o solugie apropiati ée ordinul &
a problemei(X,{; gi (pe lingid conditia (1l.3) ) satisface concitia:

le, =2, 0= 00, + Cpudn) &™) péntru ¢-=o0 , (1.4)

7
41" Xﬁrfﬁ

coustantele ¢y s;i.Cl nedepinzind de ¢ w
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Definitia l.3. Ue numegte metodd asimptoticd orice procedeu

de determinare & unei solutii asiwptotice pentru problemna (Z,T)n
Observatia l.,2. Yaloarea practica a metodelor asimptotice

constd in determinerea efectivi a aproximayiei asimptotice Z_
prin rezolvarea unor probleme mai siuple decit problema(l.l) atunci
cind este dificil sau impoeibil de determinat soclutia % a sa.
In general metodele asimptotiice constau in parcurgerea urmitoa-
relor wetape:
1)Se inlocuiegte 2z din (l.l) printr-o serie cu coericientl
nedeterminati de forma:

K ' -
ZotETyt eeet £ zpt eeen (l.5)

. 2)Se dezvolti functiile L, gi f; dupd formule Llui .ac Laurin
de ordinul N prin raport cu £, impunindu-se in prealabil concitii
sufiotente de netezime peniru aceste functii.

3)Se idemtificd coeficienyii lui ¢',i= o,N, obtinindu-se
astfel probleme mai simple decit problema(l.l),(problema care
rezultd din identificarea coeficiengilor 1lui ¢®este chiar
problema (1.2) )

4)Se rezolvd problemele obfinute la 3) gi prin intermediul

soluflilor acestor probleme rezulti coeficientii z; ,i= o,N ai
seriei (l.5) rezultind astfel o sumi partiald a sa :
_ N '
ZfN = By o+ E29% eee + L2y Sl.6)

5) Se demonsfroazé ca i’amilia JIST astfel obfinuta ecste o
aproximatie asimptoticd de ordinul N a problemei (X,¥)a

Definitia l.lo. Dacd familla 2, este o aproximayie asimptoti-
cd de ordinul N dati de relatiile (l.6) si (l.2) atunci ea e mail
numegte i dezvoltare asimptoticd de ordinul N a solu*iei proble-
wel (f,?ﬁ; Dacd pentru orice NeN familia ZN datd de (l.6) gi (l.2)
este o dezvoltare asimptotica de ordinul N a solutieil problemeil
(X,¥) atuncl zicem cd seria (1.5) este o dezvoltere asiuntoticd a
solutiei problemei(X,¥) seu ¢3i seria(l.5) converge asimptotic catre
solutia problemei(l,l)a

Comentarii bibliografice,.

Degi depumirilede perturbatgie regulatilperturba§ie slngulard
yi Bolutie abimptoticA sint deja clasice in literatura de speclalita

te,modul in care ele sint definite diferd de la autor la autor,
ldeea de a conoidera oazul D,= L, , €I pentru perturbatiile

regulate i cezul T, E'uo. €<I>{o}] pentru perturvutiile singula-
re . a foet preluatd de autor din [68l]. 1n rest, deriniyiile (l.3)
{1l.8), bazate e noyiunea de problemi apropiatd de ordinul i
atagati wunei prubleme cu perametru wic in spatii sbuizacte uparyin
sutoruluis
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1.2. metode asimptotice pentru probleme regulate.

-

In ecest paragref vom prezenta problema dependentgeil
continue de parametru a solutiilor problemeloi }egulate $1 metode
clapicid de determinare a unor aproiimatii asimptotice pentru aceste
probleme pe exemplul sistemelor de ecua}yii diferentiele neliniere
de ordinul I.

Conaiderdim problema regulata(£,¥) unde

&L = {Et} 7 {ftlf E<¢® x {o,ad x (o, £ tn}

iar in locul problemel(l 1) consideridm sietemul de ecua;il
diferentiale:

Qa

dz
dt
Solutia Z se cere in clasa funcgiilor
{z lz ¢+ Llo,a) x {0, ¢ ol . cn}care 8int derivabile prin raport cu
t gyl satisfac COnditia 1nitiala'
. z{o, £) = 2° (1.8)
0 aproximatie asimptotiocd de ordinul zero se poate obtyine
(in conditii suficiente de netezime impuse functiei f) direct
din problema neperturbata:

da
dt = f(zott 0) t ] z (0)

f(z t,E)s O <t 2 o0 (1.7)

0

(1.9)

Mai mult, are loc urmatoarea teoremi de dependenti con-
tinua a solutiei faya de parametrul € :

Teorems l,l., { 135) Dacd f(z,t, ¢ ) este continuid prin ra-
port cu ansamblul variabilelor(z,t,.), indeplinegte conditia
lui Lipschitz prin raport cu 2 intr-un anumit domeniu de varia=-
tie a variabilelor(z,t, ¢ ) atunci solutia z(t,¢) a problemei(le7)-

~1«8) converge uniform pentru te(oga) , cindttinds la zero,cttre
solugla problemei reduse(1.9)m

Pentru a obtine o dezvoltare asimptoticd de un ordin k> o,
metoda este urwdtoarea [135]:

Se cautd solutia apropiatd a problemel (X,¥) sub forma(l.5)},
In acest scop, se inlocuiegte (l.») in (l.7) yi se scriu ambii
mewbrli ai ecuagiel (l.7) sub formiA de serii de puteri ale luic: .
Pentru aceasta se degvoltd functia t(z,t,e) din membrul drept al
acestel ecuatli dupa formula 1lui Mac¢ Laurin prin raport cué in
vecinitatea punctuluil (zo(t),t.o):
fepto)=fz(t)rez  (t)e wauyt, e ) =1(2 (t)st,0)+ e (£ ()2, (t)+

+5r1§t))+...+ gk{rzgt)zk(to+fk(t)) Fooee (l.1c)
unde : fz(t)=fé(zo(t),t,o).fl(t)=f£ (zD(t).t.o),
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— L " 2 n [}]
F2lP)m 2 (f o (2 (0)it,002) (1)e28 aay (8482 (244 0),8,0))
iar £,{t),k > 2 se exprimi determinat in functle de t gi z4(t) .
i= O,k"lo

Egalind coeficientil seriel (l.lo)ew aiserizicare se obtine
derivind prin raport cu t termenii sertei (1.5) rezultd ecuagiile

o . £z (£),5,0) (1.11)
dt "o’

dzk o

di -f fZSt)zk(t)TfKSt) f (l.12)

Prin identificarsa coeficientilor, dupd inlocuirea seriei
(Le5) ind condijia initiald (1.8) rezulti:

Zlo) = 2° ' L . (+1.13)

zk(O) ; o k=1,2 geve el . ¢ (1.14)

Sé observi ci problema (l.11)-l.13) este chiar problema
redusi (1l.9), ’

Problemela(l.12)-(1.14) fiind liniare, admit solutii unice
pentru -t ¢{o,a).tezolvind aceste probleme ss obyin coeficlentii
seriel formale (l.5).

In genegpal, aceasta este divergentd, dar pentruisuficient de
mic é8te convergentd asimpiotic. Mal precis, are loc teorema
urmiitoarq:;

Teorema 1,2, {135] Dacid funcgla f(z,t,ec ) are derivate parfiale
continue pini la ordinul N+l prin raport ou toate argumentele
yi problema redusd (l.9) admite o solutie zo(t) atunci existi €,
astfel incit pentru osgsg,are loc evaluarea: )

N .
Il 2(t,e)= Za N(t) N «<C¢ 1 peéntru t efo,a], - (1.15)

unde z(t,c) este solufia exactd a problemei(l.7)=(1.8) gi

ZEJf(tJ este suma partiald (l.6) a seriei (1.95) oﬁginuté prin
rezolvarea problemelor (l.9) gi (l.12)-(l.14) pentru k = 1,0,
iar comstanta (>0 nu dépincde de telo,al)gi nici de uﬂp,'&épar
depinde , in gensral , de Na

[ ice.

Teoremele l.l. g1 1,2 au devenit clasice in teoria ecuagiilor
diferentiale.kle se giisesc in monografia citatdi(l)>5)a lui A.B.
Yasilieéva gi Y.P.Butuzov dar gi in alte monografiil.astfel teorema
l.1. se gisesgte In cursurile de ecuafii diferenfiale sle lui
N.P.Erughin (26131 C.Petrovekii(9.]e
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“ IedeTeorema luil Tihonov relativd ‘la sisteme de ecua;ii

diferengiale neliniare cu perturbatil singulare. .

1n acest paragraf vom considera sistemele de ecuatgii
diferengiale neliniare cu perturbatii 8ingulare gi vom prezenta
conditiile impuge de A.N.Tihonov aceator sisteme pentru ca
solutille lor sa depinda continuu de parametru.
Yom considera chiar problema cu perturbatii singulare
studiatd de a.N.lihonov([l20]:

(1.16 a)

E'g'i- = F(z'x.t) 0 ¢ t: a<00
ax _ f(z,x,t) (l.16 b)
dat . . ' *
.. z(o,&) = 2°, x(0,¢) = x° (1.17)

unde P,z,z% gi f,x,x° sint functiivedorde dmenaiune C M,
reapectiv m ,05e<<l,9i vectorii z° gsi x° s&nt constant;.
Problema redusi este in acest caz:
0= F(Z,x,t) ) " (1.18 a)
dx '
at

Scriind sistemul (1.16) sub forma (l.7), condigia de
continuitate (prin raport cu & ) nu mai este indepliniti gi

teorema 1l.l nu mal este,in gereral, valabild, A.N.,Tihonov a
stabilit conditiile in care soluyia problemei (l.16)- (l 17)
este totugi continuid prin report cué:

Conditia l.l.Funct{iile I gi f sint continue gi catiefac
condiyie lui Lipschitz in raport cu z gi x intr-un domeniu
deschis & din spatiul variabilelor(z,x,t)s

Conditia l.2. Ecuatiu (l.18a) are solugia Z = ¥ (X,t)
intr-un domeniu mirginit gi inchis D din spatiul VErlabllelor
(x,t) astfel incif: )

(1) ¥ (x,t) este continui in D M

(ii) dacd (x,t)e D atunci (¥(X,t), X,t)€ G

(111) solufia Z = ¢(X,t) este izolatd in D(adici existd 7. o
astfél 1Incit dacd o<l z~-\¥(X,t)h<n o(X,t)e D atunci .F(z,x,t)Fo)

Conditia 1,3, Sistemil obtinut din (1.28 b} prin inlocui-

rea % t= “@(X,t), are solutie unicid _X(t) pentru tel,alastfel
1ngly (X{(t),t)eD pentru t<lo,a) (D= L) gi f(‘?(x.t) t)
satisface conaijiile lui Lipschitz prin raport cu X in Us

- P(Z,%,t), x(Q) = (1.18 b)

conditia l.4. Punctul de repaus z = ‘€(x, t) al sistewuiul
asoolat (conform terminologiei lui 4. N.Tihonov[12c])

%E— x F( Z,X, t)yl20 (1.19)
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este asimptotic Btabll in sensul lui Liapunoyv,uniform ir report
cu (x,t)€D (adicd pentru orlce’}~/o exlsta éC ) astfel ineit

dacid l] z{o)= <€ (x, t)u<5(y.) atuncil Z(¥)- € (x, -I:):u‘.}J_ peatru 7 > © .
si Z(Z) tinde citre Y’(x t) pentrugz—»>00 )s

“Conditia l.5. Valvarea ini{ikld 2© apartine)dOmeniului de
influentd(atracyie). & punctului de repaus .Eéﬁxxg,o)(adicﬁ solufia
z(z) a ejétemulu} . capre se:obtine din (1,19) pentru "x =x°, tj=o,
sdtisface conditiilet (z (T),z°, o)e G pentruzso gi Z(&) __)'ig(xo’@
pentryu g»>°°) s o " y

Yentru prescurtare vom introduce: ,

befinitis 1e.11l. Problema (l.l6)=(l.17) eBte de tipul"T{ dacd
gatisface conaigiile l.l. = 1.5 de mal suse T

Teore 1l (l120]. Dacada problema (l.16)- (l 17) este de tipul
wps atuncl existd €, >o astfel incit pentru o¢ésé; solutia

sa existd , este unicd(pentru te€fo,aljpi indeplinegte conditia la
1imit&s _
: i}m x(t,e) = x(t) peatru telo,a) . (Le20)
11m z(t, €) = z(t)zflx(t) t)pentru t € (o ale (l.21)

Lomentaril bilbidbgrafice.

Teorema l.3.-este fundamentalZ- 1in teoria ecuatiilor difsrentiale
neliniare cu parametru mic, ba se gidsegte gi Im [122] yi este
demonstrata gi In [135) | b

ln cazul particular cind M este egal cu 1 sau 2 in [76) este
data o'demonstragie mai directd decit cea datd de A.N.Tihonov,
pentru aceastd teoremiaas _

1.4» Metoda functiilor de strat limiti (metoda Vasilieva)

pentru probleme cu perturbatii singulare.,

In acesBt parsgruf vom prezente metoda asimptotica elaboratd de
A,B,¥Yasllieva pentru probleme cu perturbatii singulare reliniare.

Yom ardta cum se aplicid aceastd metodia atit In cezul sistcmelor
de ecuatii diferengiale cit gi in cazul elstemelor de ecuagii integrc
diferentiele cu perturbatil singulare. . ‘

Pentru pplmul cag, vom considera din nou problema (l 16)-(1.17)
studiatd de A.L.Tihonov, .. Vo -

Pentru const srtuirea unel solutil asimptotice de ordinul I pentru
aceasti problema sint necesare condiﬁii(mai phternice decit cele
impuse 1in teorema 1l.3. In locul coudigiei l.l. impunemw:

conditia 1.1 Funcyiile F(z,x¥) i f(z,¥,t) admit derivate
pargiale continue prin raport cu toute argumentele piln: la ordinul
L+2 in domcniul G de variatie a lui (z,x,t)m

U conditic ouficientd pentru eatistaceren vonuitiei 1.4 este:
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~Conditie 1. q‘ Yalorile proprii s 1(t), L = I_ﬁ ale
matricil F (t) = F”( ‘e(x(t) t)y, X(t),t) in deplinesc condijia

RPISV |

de atabllltate tdupa prlma aproxlmare)
Re i (t) £ o pentru t £10,81, i= l.h{n o (1l.22)

Definitia  d.12.:Problema (1.16)=(1l.17) este de tipul
“ﬁ;“dacé-indeplineate conditiile 1.1', 1e2,1.3,1.4', L.5 de mai

sus® ; .
Metoda asimptoticd ce se aplica rproblemelor regulate

(indicatd in §.l.2) se poate aplica gi problemel ou perturbatii
6ingulare date de (l.16)~(1l.1Y) ined ea este velabili numai
pentru t € (to.a], to <% < 8

Pentra e ob{ine e aproxlmare uniformﬁ ‘pe Lo,a}ymetoda
enuntaté in titlul acestul paragraf aata urmiatoarea:
Solutia problemei (1.16)- (1 17) se scrie <farmal sub forma unei
sume de doua serii:

y(t,8) = F(t,E)+ J(T,€), T=t/E - = (1e23 a)
. k _

y(t,E) -yo(t)+6,yl(t)+...+ ' yk(t)+,,,' (1.2 b)

A A ~ k

Y(Z,t)= yo(b)+e‘y1(g)+...+ £ - yk(t ) (l.23 ¢)

unde prin y am notat i vom nota 1n continuare oricare dintre
literele Xx sau z.

Inlocuind expresiile (le23) in (l.16) g1 imultind(l.16 b)
cu £ rezulti :

i . _
¢ Sta) o d2(BE) p(3(1,6)+ B(5,6),K(t,)+R(E,€),1) (1.248)
(t,8) ~ A
5t SEE) “er(a(n,¢ )eR (2,00 5(5, 6 )¥RZ E)40)
(1.24b)

runctiile din membrul drept al ecuayiilor (l.c¢4) se
dezvoltd in serie Mac Laurin, analog ca in §.1.2;

F(Z+T9%4%,t) = F(t,E)+P(BrE) (1.25)
F(t,t;ir(z x,t) =:(zo(t;+£.zl(t) + ese,X (t;+£xﬁt)+...,t;-
=P (t)feFlu)+...+g Fk(t) + ees g . (1.26)
P (t)=RZ (t).x (8),8),F (t) F (t)zl(t)+F (£)%) (17, (1.27)
unde
Fot) -P (2, (t).x (t),t), F(t) =¥ (t)zk(t)+r 2P FR (L) +E (L)
(1.23)
unde Fk(t) ge q}pr}md determinat in functie de Ei(t),xi(t),
i=‘“0,k-1.|
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P(5,£)2F(Z(LE, €)+2(Z ,¢) }(ce a)+%(c;a) LE)-

~F(2(T&yE),X(TELE),ZE)= F (b;+£;F (E)teeet E5F (z) teseey (1e29)
F (t) -F(z (o)+z (Z) x (0)+x (t» o)-F(z (0) X, (o) 0), '

Fl(‘c)— l" (Z)- 2 (2 +F (Z}xl(t)+ Fl(t.).
und (t) = F'(z (o)+z (Z) x (o)+x (Z),o) rl(c; e

-(ﬂ (z) Fy()( 2(0)T + 2 1(0)F, (2= F (o)) (2, (0)7 +xl<o>)+

+(F (t)-F (o))t F (t) = F (z (0)+z (Z) x (0) +x (C).O).

/\

pkgz) = ga (@) F (z) xk(Z) tﬁ (Z), k=1 2. cee

unde F (z) ge exprimi determinat in funcgie de zi(o),xi(o),
- Tk gt 2o 25(2), % J(z). )= G

Inlocuind expresia (l.25)in (1.24 a}) gl expresia analoaga a
lui £¢z,x,t) in (1.24b) rezulta

dz(t £) dz(%,é)

£ = F(t.E) + F(%&) (l.30 a)
dt dz . .
é_gzLagél <1z = £2(t,0) EF(z,E) (1.30 b)

?inind cont de dezvoltdrile (l.26) gl (1.29),1identificind
coeficientili aceloragi puteri ale lui g, geparat funciiile de
variabild t de cele de variabild &, se obtin ecuatiils:

o =F (t) = F(z (t), X (£),t ) e (1,31 a)
dx (t) _ .
T ro(t)efgzogt). ibgt).t) . fl.Bl b)
déO(c) A - n _— s )
o Cunnl Fo(t) a P(z (0)+z (2),X (0)+x_(¥),0) - (1.32 a)
dx (%) : : :
0 = 1.32 b
T3 0 J.‘ 32 b)
az, _,(t) . o= _ _ .
T__= I"k(.t):Fz zk(t)-t-Fx('t)'xk(',t)th('t) (133 a)
dx(t) < 3 4).3 (+1aF (4)F ,
T rkgt) = fzgt)-zkgt)+fx§t)xk§t)t fkgt) 51.33 b)
az (z) X A ,
5 = BB e F ) ikgz) +F ()3 (T) fﬁx(v) (1.34 a)
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dx, (7)

Inlocuind expresiile ~ (1.23) in ‘conditiile (l.17) rezulta: '
Zo(0) + zo(0) = 2° ‘ (1.358)
io(o) ¥ £°$o) - xo. o (1435 1)
2,(0) + 2,(0) = 03K = 1,2, «us (1.36 a)
x (o) + S‘Lk(o) = 09k = 1,2, ees (136 b)

Ataaind.sistemuiuii (le31) conditia inifisela io(o)=x° se
obtine problema redusd (l.lB8).Deci asolujia sa .va fi:
Z,(8) = (1), (%) 3 %’fxoff>'t) |
Rezultd, tinind cont de _relagjiile (1.35),condiyia inigiald
pentru silstemul lipier (1.32) ¢ Qo(o)'ﬁ“d, 23(0) = zo-i;(ol,din
care rezulté EO(Z) = o'gi Qo (T ) ' 3 '
Din (1.34 b) 1rezulta : Ik(L) zk(O) +j K l(t) CUyk=1,2,40
Impuﬁind conditis : xk(I) —> 0 pentru t-9°°,re.ulta

n

X (o) - -jg £,_1(7) 4T, decls X (%) = -SszFlSZJdE , k=1,2,...
31 % (o) {0z (1.37)
(v

Din (1.33b) gi (1 37) rezulta xk(t) gi zk(t) iar din (l 34)
gi (l.36a) rszulta zk(z), k=1,25000

"Problemele se rezolvia succesly, Bolutlile problemelor de
ordinul i, i=0,k folosindu-ge la determinarea solutlllor proble-
melor de ordinul k+)l, obtinindu-se astfel o sumid partialad de
ordindl N a seriei (1.23);

k A
‘{éu(_t) = g & (}k(t) + yk(Z)) ’ \6——-13/& (1-38)
' =0 ' - Y

Teorema 1l.4. [131) Dacid problema (l.21)=(1.22) ecte de
tipul’ "fn“ atuncl existd £,20 gi existd C >0 astfel .ncit

oricare ar fi £, 0<z s E sea admite o solutie unioa -
(2(t,£),x(t,£))(pentru tE[b a])care satisfag® conditie :

! y(_t.aJ - Yl < c- e ,pentru tefo,al » (1.39)
(unde prin y yi Y s-~a notat oricare din x sau z.reapectiv_x sau 7).

In continuare vom eplice wmetoda asimptotici expusi mai Bus
la sisteme de ecuatii integro-direrentimle cu perturbatil singulare.
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Yom cousidera in locul sistemului de ecuatii difereantiale
(1.16), sisteme de ecuatil integro-diferengiale de forma{50}:

& = P25 0,00 (1-40 a)
-d;x_ = f(L.x.J’t,f) ’ (1040 b)
dt - .

¢

cu aceeagi conditie initiala (1l.17), conaiderind gi iIn acest caz

CB  Fy2,2° gi f,x,x° sint de dimensiuni M,respectiv m,iar

of

J = S K(t,8,2(B4t), X(B,£),£E) ds (ledo c)
unde K eé%e ‘functie ~vector de dimensiune k iar« = a (sistemul
(le40) este de tip Fredholm) sauci =1 (sistemul (1 40) este de
fip Volterra). ' b

Conditiile corespunzitoare conditiilor 1.1-1.5 gi 1.1',1.4"%
suficiente pentru existenta soluglei problemei(l.40)-(1.17) gi
pentru construirea unel solutii amimptotice a acestei probleme,
se formuleazX analog,tinind cont de prezenya parametrului ¢ care
Be conpgiderd ¢ =0 in aceste condi;ii,si.a termenului integral
asupra cidruia se impune conditgia ,suplimentaré ca nucleul K si
aduita deri?ate partiale continue prin raport cu toote argumente-
le, Yom numi problema (le40)- (1 17) care satisface aceste condifii,
problema de tip "Il" . ‘ .

Metoda asimptoticd in acest caz este urmitoarea [50]:

Se inlocuiesc expreﬂllle (1 23) in (ledo c¢) pi functia J
ge reprezinta sub forma )

J=J( t,¢) + J(%.a) (1.41)

In acest_BCOp aé‘dézvolté mat ‘Intii K:

K(t,a,zfa £) x(a éj.£)= K(t 8, 55.; ﬁ( 3 ,7,E) <f= s/&-'
K(t,s,éi & K( t '8, z(s £), x(s,c) &)- K (t, s)+<fh.(t 8)tesvy (Lo42 a)

Ko(t,sJ- h(t B8,Z (s) x (8), o)
Ki(ty8)= xz;t.a)ziga)+xx;t,e)xigs) + Ry(t,0), 1-1,2,...

undﬁ-'fy(t,a) se calculeazi in (t,s, Zo(s).io(e)) iar Ei(t,a)

3(8). 3=0, 1-1 ;

Q(t.a*.e;) = R(t, 06,20 08, & )+2(08), X(@E,E)+ X(T4e) i)~
CK( ;0L Z (06 E)  X(TE,E) ,E) = ﬁo(t,d) +EK (4,0) + our (1442 D)

se exprimi determinat In functie de Ej(a), X
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ﬁo(t.d)E'K(t.o,Zo(.Qf EOFO‘) ' io(’O)f,io(_cr),0)-K§t.0.io(0).io(o).0)’
KiSt,¢)'=ﬁz§t.G') Ei(_w)fﬁxgt.c)ﬁi§<r>+ﬁigt,o'>. i=1,2,...

unde fi&(t,‘c‘) sBe calculeazd in (t,o,50(0)+£o(o'),io(o)-fi\o(o)),o)

Dacd & = a , atunci:
a.__' - a ~ - a —
J= S K(t,ﬂ,é) de +.S K(tywsé) ds = S K(tosté) ds +
o 4o - . S

t

a’é, - ®n
+ & S K(t,¢,£)do = S K(t,s,£)ds+ 85 K(t,¢’,€) d0 -
o - : . . o .

o)
OOA'
-E,S K(t,0,£)d0
a/ -
A e
Deoarece K(t,0,£)—0 (exponential) pentrud—~ao rezultd cd
ultima integralid poate fi néglijatda pentruémic. Deci considerdm

a _ Qo A _
J s j K(t;s,c)ds + 55 K(t,0,£)a0 = J(1,€) (1.43 a)
. o . . 0 . .

Dacd & = t atuncil :

t 0o N oa
J = S K(t,s,£) ds +£S° K(t,9,£) 4o - £S‘6 'f((u,o*,g ydo' =
: o) )

o0
A
= J(t,€)+ J(E €), J(E, ) = - Sz - K(C& 8,8 )dd (1.43 b)
Inlocuind expresille (1. 42) i {1.43) ($i,in cazul (1.43 b),
dezvoltind din nou dupa & pe K(L,L,O’,o)), obfinem exprimarea terme-~
nulul integral sub forma sumei a doui serii in cazul o¢ = t 3i sub
forma unel sern(pr:.ma dintre ele) daci &« = a, pe care le notim

astfel:
'J(t 6) = J (t) +£.J (t)’*‘coo*"é J (t)"’o.o (1.43 C)

JQ¢)-J(D)+¢J(t)+upQ¥JﬁC% ces (143d)
unde o
40§t)53 1-. (t,8)ds, Jk(t) -3 & (t,u)de +S K _1{ty9)do,

JolB) = 0,3y () = - SC ﬁo(o,o')d«,...

Inlocuind in (1.40)'func§i11é cu dezvoltirile respectivs

(1e23),(1.43) s8e obtin problemele pentiru determinarea coefi-
cientilor seriilor (1.23). |
Eentrut(io(t),’ib(y))se obtine problema redusd:

-Fo(£)3P(Z5(t), %, (1), S K(t,8,2, (8),5,(8),0)ds,t,0) (1. a)

Q

o

“F
Lag bl

=f°(t)if(io(t),ibgt),5 K(t,B,zo(a),io(e),o)as,t,o) (1.44 b)

o

—x-o(O) = x° (1044 C)
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Pentru (io(t),io(b)) 89 obtine problema exclusiv diferentiald:

d-a A - A A -
e 2 o) 1y (90 £D5, (000 2,01, Tyforso0-
0 dacdd. = ¢

'F(EO(O);iO(O)pjo(o).O.o)iEO(o) = Sa K(O,B,EO(S),EO(S),O)GB, X =a
. . . . e} ’

A

dx
0

datv

= o;ﬁo(o) =0, Eo(o)= 2°- Eo(o)

- Pentru (Ek(t). Ek(t)). k=1,2,... 86 obyine problema de acelagi

tip cu (1.44):

dz _
k-l =P
dt

o -
+ g (Rz(tié) Ek(a)+fx(t,s)§£(a)+ ﬁk(t,a))ds)+Fk(t)
. Je , .

x(‘t)aﬁ'zFt)Ek;t)+§x(t)§k§t)+FJ(t).(.. So ﬁk_.lgt,d)dd +

dik(t) _ ~ w
—3r - fkgt)J xkso) a S £, _1(Tldc
- o
iar pentru(ﬁk(t).gk(t))se obyine problema diferentiald:

a2, (7) \ o
=B (1) = F(0) () ¥ #i(e) X(2) + Gy (o)

dcC

ax (D), “© L
=7 fk_lgb); . (0) = = So f,_1(t)dryz, (0)=~2 (o)

Are lo¢ teorema analoagi teorsmel l.4:

leorema 1.5 [ 50}, Dacd problema(l.4o)-(1.17) este de tipul "IN

atunol existd £ >0 g1 exista C>o astfel incit oricare ar fif-,
o< &sé, , ea aduite solugia uniecd(z(t,&),x(t,£)) care satisface
conditia (1.39)yunde suma parg{iala YCN(t) data de relatla (1l.38)
eote objinutd dupi algoritmul descris mai sus peniru aceasti
problemig

Comentarii bibliografice.

Metoda funC;iilor de strat limiti,a.B.¥Yasllieva a8 ~laborat-o
in  lucrarile [131] gi [132)si este prezentatda in [135].

Conditia de etabilitate l.4' a f;ét 8ldbita in lucrarile

ulterioare ale lul A.B.Yasilievs gi ¥Y.¥.Butuzov [135)ui
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Y.A.Anlkeeva { 3 Jyoonelderindu~se in aceste luordri gi cazul
cind o parte din valorile proprii ale matrioii Fz(t) atayate
sistemului (1.16) au partea reald strict negativd iar cealaltd
parte au partea reald strict pozitivd, dar lwmpunindu-se ca
numdrul de conditii inigisle 1in t=o0 s8i colncidX cu numdrul de
valori proprii cu partea reald strict negativa iar gumarul .de
conditii inigiale 1in t=a sd coincidd cu numirul de valori
proprii cu partea reald etrict pozitiva.

In alte lucrdri, A.B.Yasilieva( (1361 , (1371, 1[135]) <i
A.5.5iekin [118] au considerat pentru sistemul (1.16) cazul,
“eritic * cind o parte din valorile proprii sint identic nule.

Sistemele de ecuayii integro-diferentiale (l.40) au fost
studiate doar in cazul B8tabil (cazul In care e indeplinité
conditia (1.4 ))de citre M.I.Imanaliev (50).

Peoremele 1.4 gi 1,5 . sint demonstrate gi in - [135]-
l.5. hetoda regularizarii a lul S.A.Lomov pentru
" probleme cu perturbatii singulare cu variatie rapida.

et

In acest paragraf vom prezenia o metodid generald elaboratd
de S.A.Lomov pentru problemele cu variatie rapida.

Yom considera mai intii sistemele de ecua{ii diferentfiale
liniare cu variatle rapida:

Lg 2 = eg{- - A(t)zlt,8)= £(t)32(0,€) = 2° (1.45)
unde A4(t) este matrice patraticd de ordinul n,f(t) gi ° sint

vectori n-diumcnsionall, o<¢ ¢ a<x1. Presupunem indeplinite:

Condit{ia 1.6. A(t), f(t)e C (o a), o<ac €0 =
Conditia 1.7. Spectrul {}Ii(t) } 1=TH al matriciil a(t)

sste gimplu: Ai(t) # \ (t) pentru t €{o,a] gi 1 j §1
7\1(1;) £ 0,1,) = 1,na
Regularizarea.problemei (1.45) se face astfel [ 68]:
Se extinde funcyia mecunescuti z(t,¢) la o functie (tot
necunoscut® ) z(t,z,¢) unde Z = ( Tys Cpresey zn) astfel incit
daci: ' '

t
Lt”i(_t.e) = %So Aiiprdp Y(0,01 =0 ~e(t,f,):(xel(t.,c),...,\en(t,a)),

atunci z(t.Z.C)‘ . L((t £) = z(t,ﬁ),
= ) .

iar problema (1.45) se extinde la problema:
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_, 9z N
=£ ,at + DA. z- A(t)z=f(t) D i A ;z(é’o):zﬁ (1.46)
t Jf' ‘ ' )
astfel imcit ‘ib Z2(t,0ek) = L Z(t.t).

T = ‘{’(tu‘.)

- -t

Problema (l.46) fiind o problema regulatid se considerd soluyia

sa 8aub formai

Z(t,0,E) = £ (t, 0+ E2q (t4T)teeet & zk(t t) + oee " (1.47)

unde pA (t z) este solutia problemei reduse:
L, _zolt,‘c) = f(t) Ly 2 Dy - A(t). 2 (0,0) = 2° ¢ (1".48)

iar problemele pentru detprminarea celorlalti coeflclentl ai
seriei (1.47) rezultd prin 1nloou1rea acedteia in (l 46) i

1d9nt1ricare. .o v Ce
DEj{taT90-. . T ‘ " )
L 2 (t’t)a :--:a t . 1 '\' .1(‘9’0) = o.»i=1.2’.00 (1049)
Problemele(1.48) i (1.49) nu gipt,cgmblete deoarece s¢ondi-~

tiile’
in loc

inigiale 8int date doar intr-un punct(gi nu pe o curbi),dar

84 complet&ﬁf aceste conditii vom considera un spatiu U de

functii in care aceste probleme 8d fie univoo rezglvabile:

T .
&?1 U3 D% gy = {0 vy 0 T uy (e wLae] a.

undﬂ C? este spajiul vegtorilor n-dimansionali depinzind de t ca
parametru , in care considerdm baza{b, (¢} },_ ;5 formati cu

vectorlil prOpril ai lui A(t).Spatiul U se numeete gpatiul solugii-
lor fAr& razonanta.

Un element ocarecare ue€U se exXprimi sub forma:

. . ; ‘
u(t,Z)= f (t)b (t)e Iy u(t). u(t) é Q:t (ls51)
: i,J=1
Spatiile U, 2, UiJ aint Anvariente prin raport cu operatorul L
operatorul . adjunct al lui L, este L = D5 - AT , .
n
: ‘ 0
Di.; 52 (t)——ﬁi—- 3 O bazd pentru Ker L , ente
T 3=l 3T X
x| = 3 i | — .
. { z{l zi = bi'e ’ i=1,n } (10)5)

unde {b: }i=;f;"x-1 este baza adjuncti, ortonormald b‘Z&llbl}‘.zl’n.
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feorema l.6 {68 )i Dacéd A(t)eC1 {o,a) verificd conditia 1.7

¢1 h(t,2) €U, hlKer L> atunci solugia problemei

Lou(t.;) = h(t,C) , u(o,0) = u® (L.53) )

axisté- gl dacéi aatisfacefcendigiile : e
u(t,2)€ U iéﬁiﬁJEl,Lxer L®

atunc1 /83.e 3te unicaa
Teorema l.6 permite rezolverea in U a problemelor(l.4f) gi
(1.49). Datoritd condifiei(l.54), solugia problemei (1.48) tr:
buie luatd in U eub forma:
a -

2o(sT) = Egi 455() byt) @ & + B8 " (1455)

(1.54)

Rozultd : Lozp = -A(8) Z,(1), Zo(8) = -a"2(8)2(%), .
D%ﬁ'cbndifia —zo(o,o) = z9 gi din (1 55) rezulta uii(o) i=1 ,n,

réminind (deocamdata) ﬁedetefmina;:, (t), te(o,a}’ ,
g Trecind la problema urmﬁtoaret-(1.49) ‘pentru k =1; '
92,(t,2) |

Lozlstjt) = - 3% ’ zl€°'°) =0 L §1-56)

vom Cere, conform teoremei 1.6 88 fie indeplinitd condiyia:

9z

9. ] Ker L: . Rezultd ecuatille:

- 53
Q
du w — :
3« (b} ) ug) =0, 1-Tin (1.57)

Rezolvind aceste ecuat{ii ocu conditiile injitiale determinate
anterior,solugla 2z (ty%) va fi univoc determinatd,.Ceilalti
coeficlenti ai seriei (1.47) se determind in mod analog rezultind
o sumd partlalda eil:

2 (4,0) - i € 5 (1,2) (1.56)
&N al .

t

lmpuném:
Conditia l,8. Spectrul matricii 4(t) ee poate ordona astfel
incit : Re 5\1(‘t)4 e hz(t);: eee £ Re Aﬁ(t). t €(o0,a]),
Conslderind in spa;iul a,care se obtine din U pentru T=¥Y(t,£€),
norma unui vector Y(t,f) = (vl(t £) veeoy ¥ (tye)) 1

IIV(t Ei =max B V(e ), UV(t,e)l =SE 1V, (2,800, € {o,al,

t ¢{o,a}

are ,loc urmiitoarea teorems:
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Tepreme 1.7 [68 ).Daci sint indeplinite concitiile 1.6-1.8
atunci exletd £ astfel Incit oricere ar fié, 0< £«

41 oricare ar fi Ne¢lN are loc evaluarea:

Nel  Ned o«
mz(_t.u-Zéutt,?gt.a))lnn < £ (Z c.e ) (1.59)

unde z(t,£) este solutia problemei (1. 45) gi Z& (t,¢(%,£ )) se

obtine din suma (l. 58) calculati prin metoda deacrisa mai sus,
L = 0, o4='DmAX he ¢, {(t,¢) , i=1,n, iar constauiele
téfo,a)
C, nu depind deé =
Qbservatias 1,3. Dacd pe linga condi;ille 1,6-1.8 meunem-
Conditia 1.9. Re :\i(t) £ o, 1= l,n,
atunci relatia (1:59) devine mail simplad:
20,8 =T, (t, ¢(t, £l < C c“*l

n+l

(1.60)

t ¢

'Sedo Lomov a coneiderat gl cazul ‘“eritie" oind spectrul
matricii A(t) satisface in locul Condiyiei 1:7:

Conditia 1.7! Matriocea j(ti este diagonaliqabilé, avind
valori proprii nenule simple A. # 0, 1= 1l,p, p<n asticl incit

As{t)E A (t) oricare ar fi ¢ e[o a) pentru if j g3i valoares
proprie zero (8impld sau multipla)! M (Bl 0 pentru tefo,a) i
K = ptl,r g ’ ) ’

Régularizérea se face ca in cazul énferior.cu unele decosebiri:

Z=F Zl. 22....,_§p). f(t.c) =§f1§t.g)....,¥;(t,a)),

+1 T x £ 0
Ly = E a. O U Sl v =0, L°‘_=, 5‘_‘ A -
. - i

3513 9% . = ¢ » Cpl 1 JD‘CJ
A F x Cj — L e—
-4 () yKer L —_-{bi e ° ; i=1,n; T =0, pentru i=p+1,n }.
Lheterminarea coeficientilor seriei(l.47) rezulti din:
Teoremg l1,8. Dacd A(t)e'cl ({o,a)] verificA condigia 1.7' atunci

condiyia necesard gi suficfenti ca problems (1.53) 84 fie rezolva-
bild 4in U este : h(t,z) € U, hlker L®,

Dacd aceastd conditle este indepginité 8i in plus éste indew
plinitd condigia 1.8 atunci solutia care 1ndeplinegte couditisa
(le54) eete unicdm . e

- be esemenea ,teorema 1.7 de evaluare asimptoticid ;i

cbservatia 1.3, ramin valabile gi in acest caz, cu enunjul adeptat
noului spatiu U, ‘
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Matode regularizarii a fost extinsd gi la sisteme de
ecuétiifintegro-diferenciale de tip Volterra tot de citre S.a.
Lomov, Fie problema [.gB]:

0\ z(t,g)zéf%% -A(t)Z+S K(t,s)z(s,&)ds = £(t) (l.61)
& =0 ' 2(0,£) =29
unde A(t),f(t),io gl ¢ au aceeagi samnificatié ca in problema
(1.45) gi indeplinesc condigiile le6-1.9, Impunem gi
Condigim 1.6'. K(t,8)€C™ (@), @ =lo,a) x [o0,aln

Hegularizarea opératorulul diferential "se face ca gi In cazul
problemei (l.45); extinzindu-1 ¢la un operator actionind in acelagl

spatiu U dat de (l.50) isr operatorul lntegral se extinde doar la
restrictia U a lul U, considerind extensia problemei (l 6l)

agtfel:

T Z(tyZ,6) = 22 _
¢ 5t

d-NZ

+ L&Z + St K(t,e) Z(at?gs;a))ds =
S ’ - Yo T
=£(t); z(0,0,¢) = z° (1.62)
Problema mal dificiald care apare in plus este dezvoltarea
apimptoticid a termenuluil integral.
Definigia 1.13. O clasi ii, de functli este asimptotic
invariashtd pentru g—s0 Iin raport cu un operator T daci

satisface - condifiile:

‘a) i, € O(T) pentru oricea fix.
b)Oricare ar fi g(t,c)cmc exista gk(t,g)ehue, ke
astfel incit :

Tg= By (%,&) +EB kb s&)tensr Ek' B (t,€)+eas

c) Seria de la b) converge asimptotic pentru £ —>o0g

Teorema 1.9 [68 ).Spatiul U este ssimptotic invariant in
raport cu operastorul integral din (1.62)a

Considerind solutia problemei (1.62) sub forma (l.47) ¢i

coeficientil acestei serii Im U sub forma:
n Zj 2 .
24(t,2) = > 21 (t)by () » e + Z zl(tjbk(t) (l.63)
.L...J--_-l kJ = , . k:l K .

8t obyine urwAtosrea dezvoltare a tarmenulﬁi integral:

t . ¢ .
g K(t,s)zi(a.‘f’(ﬂ.ﬁ))ds = Z S K(t,s)zi (8) b lelus +

0 . k-‘-‘-l Q
n t .
. Y,(s,&) . .
. i Jv¥o»
+ k?3=l So K(t,8)z, ,(8)b (s)e ds (1.64)

Prima sumsd din (l1.64), notatd cu ti se reprezintd in ca:a
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n sub forma:

o
<
~
g?
-

=1,
1 n .t
g i
/1(t)= iﬁj(t)b (£), EJ(_t)f él(go K(t,8)b, ()2, (5)ds, b3 (%))

-

A doua sumi,notatd @i(t,&),ae dezvoltid,integrind succesiv prin
pargi, obfinindu-se o dezvoltare de forma:
oo .

2 3(teE) = 2 (-1)" go+l

m=0

i
Pn (t'Z)\Z::¥’(t,E)

Irlocuind termenul integral cu dezvoltdrile de mai sus 1n(1 62),
pe obtin prin identificare problemele ;:

L 2, =f$t)e 3;$t), ZOSO,O) = z°

LoZy =-a—9%'1 - Z (-1 p ]’::]lr_ (t,7)- 'a"(t) zi(o 0)=0
k=1 p
Prin rezolvarea succesivd a acestor probleme se obiine o sumi
partiald de forma (1.58) gi are loc:
Teorema l,lo {68 ]),Dacd problema "(1.61) Indeplinegte conditllle
l.6-1.9 i 1, 6' atunci exlsth .éo astfel incit oricare ar fi ¢ ,

0 ce<rgl oricare ar fi NEN a,qe loc evalua.rea (l.60) unde suma

pargiald Z (t,%(t,a)) se obyine prin metoda de mai suss

Observagla 1. 4. Spre dposebire de metoda: functillor de strat
limita unde apar factori de rezonanta de forma (t/t) K/é
in cazul metodei regularizarii, funcyilile exponentiala elpi(t'e)
B8O inmulgesc cu factorl miarginiti pentru celo,¢ l.Acest fapt
permite ca,ln anwnlte cazuri,seriile asimptotice 83 conv=argld
3i In pens obignuita

Metoda regularizirii a luil S.4.Lomov este expusd pe¢ larg in
monografia sa (681, unde se dau gi demonstragiile teoremelor
l.6=1.10 enuntate in acest paragraf.

Ve asemenea in [68)se studiazd gi cazul neliniar ¢ z=F(z, t),
2(0,t)= 2°(in locul problemei (1.45)) in conditiile in care
spectrul matricii A(t)ze(¢(t);t) (unde z= ‘Y(t) este o solutie
izulatd a ecuayiei réduse P(z,t) =o)eatisface conditiile 1.7_1.9@
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CAPITOLUL  II

REGULARIZAREA PERTURBATILLOR - SINGULARE ALE UNOR
SISTEME DE ECUATII IN CAZURI CRITICE .

In acest capitol vom extinde rezultatele 1lui S5.4.Lomov
prezentate in § 1.5 1la cazul "critic" cind in problemele

(1.45) gi (1.61) matricea A(t) este diagonallizabili(putind £i
multiple i valorile proprii nenule),

2.1, Regularizarea perturbatiilor singulsre dle sistemelor
de ecuatii diferentiale liniare cu variastle rupidi in

ggzgg;rﬁc;itice":' I

In acest parégraf vom extinde rezultatele objinute de S.4.
Lomov prin metoda regularigirii pentru problema(l.45)conside-
rindro0 1in cazul "critic® mal general c¢ind in locul condltii-
lor (1l.7) sau (1.7) se cdusideri:

Conditia 2 .1l. Spaiul propriu corespunzétar'fiecéréi
valord propril distincte A (%)yi:3,F a matricii A(t) are
dimensdunea ny egald cu multiplicitatea sa mlgebrici i

~ (t) =0, oy \t)#:l.(t)pentru télo,algl 1 #J;34) = 0,8 n

ObservaLia 2ol condltla ca multlpllcltatea algebrlca a

valorilor proprii sd fie constantd nu este prea restrictivi
deoarece are loc o propietate mal generald gi anume: laci T(»)
este o famille de operatori mirginit{i intre~un spatiu findt
dimensional, olomorfd intr-un domeniu by al’planului complex w,
atunci numirul valorilor proprii ale luil T(w) este constant,
cu exceptia unor anumite valori ale lui ¢ numite puncte
excepiionale ;nwilrul acestora este finit in orlce compact din
Dys un subdowsniu simplu conex ' al 1lui Do 8¢ numegte Bluwpll dati
nu are puncte excepylonale ; in orice domeniu simplu valorile
propril sint functii olomorfe, avind multiplicitatea algebrich
conetanti (T.Eato [55]) '

"Deci éonditia 2.1 cere ca pe [o,a] sd nu existe puncte
exceptionale gi in plus, multiplicitateua algebrici e lui a(t)
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g3 fie egald cu cea geometrici, altfel spus, matricea n(t) 83
fie simpla ,dmgonahzab ilaas

In acest caz,pentru fiecare t fixat, matrlcea A(t) are -
.n vectori liniar independent{l care constituie o bazid 'in € ,

r

. )
{bf (01 a0 (8] = A5(8) by kelpmgai=tra; 2 hy=nj(2.1)

In principiu regularizarea problemel (1.45) este acecagi:
extinderea acestel probleme la alte care si nu mai fie wii gulara
ci regulati. In acest scop, introducem 8 variabile indepen.ente,
(atltea cite valori proprii distincte nenule are matricea ia(t)),
extinzind funcyia necunoscutd z(t, ¢ ) la altd funotie , tot
necunoscutd, z(t,Z,&), undeT="(Z1s Toresaybg J)yantfel incit
dacd L(’('c.£:)=(-&§’i(lt:,a s €a(Ep £) veees¥ t,€)) , unde

.t
' '.;S 2
?4(ths) = ¢ ), Tulpdpre
Lo duok teo satuncl z(%,7,s) 2z(t,£),
) Z:\r'(.t,f.z)
iar opsratorul L& gi problema (1l.45) se extind la operatorul gi
problema : ‘ s
T 22422 4+ L%=£(t),2(0,0,e)=2°;L = A0 _a(t) (2.2)
r & ,at fo) ) ’ . vy 0 gl J aza ’ ‘

Observatia 2.2. Lxtinderea ﬁioblemei (ls45) Be face astfwl
incit daci z(t,z;)c':.ci)(Lz) atunci Léz_(t,z;) = L&z(t,&) gi in acelagl
timp , @ptfel incit daca z(t,¢)eD (L) atunci

Lez(taZ &) =L z(t,e) s
’ . t=‘f’(t.£) -
Problema(?.Z) fiind regulati, solutia ei se consideria tot
sub forma (1.47), rezultind,prin identificarea formald a coeficien~
tilor 1luif problemele (1.48) 9i (1.49) cu Lo dat de (2.2).

veoarecs problemele (1.48) gi (1l.49) (ca de altfel gi problema
(2¢2)) pu s8int univoc reegolvabile vom considera gi de data aceasta

un spatiu U in care problema
Lou(tfz) =h(t,7), w(o,0) = p°; hyuelU (2.3)

8i fie univoo rezolvabild. Yom nuumi spajiul U tot spatiul solugfli-
lor fdrd rezonanti gi 1l construim astfel;
FPle za{'fl f C’»sﬁn. fGCQO(CB)] spatiul functiilor indefimnit

derivabile de variabile C, notate f(c) = £( Ty, 75, ..., 7g)
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Fie functiile proieotie: i csp~c

4i € %, 8 y=0%ps myiley (2) =exp. (T (‘r))’ erp(ifjg?: % )

e

eO(Z) = 1, construim Spa§llle de functid:

U—

'Uj-‘- ﬂjcn;’. {ej.v | ‘veCnJC L » 3 = 0,8
A-Intéraectia lor -fiind spatiul nul, putem considera suma

direotd in

8 s o
f _ n
U= ® U = @ < e, (2.4)
J-—-o u"'J:}o L [3 [ S . .
Deoarece- dim Ua-n, J o s, dim U n(s+1)< me-—
incluziunea Uc:?f este Btricta. ; '

Lfentru fiecare t fixat, t e¢lo,al,considerat drept
parametru, putem lua In U baeza care rezultd din (2.1):

{bi (t) € | k=1, sBis 1,3 = 0,8 (245)

Hezulta pantru orice ueU reprezentarea in aceasta bazi:

53
u= / iJ
3= k1 ok ‘(,ﬂbl (+)ey; _ (2.6)

Prin urmere problema (593) o rezolvam in clasa tunctiilor

de forms:

.
Y N lJ Z
a(t,7) - 2_2:0 %:1 Wwnkm e T (2.7)

Obaervutia 2 2 Baza biortogonala bazei(2.1) in " este

basa ei adjunctd:

{b (t)lA’(tJb (t)= Ry(t) bﬂt) i k= L,n, 16,8 | (2.8)

kh ,

Intradevir, oconsiderind baza ortugonald bazei(Z2.1l),
determinatd unic de relatiile (2.9),rezulté:

(bkm-, bu(t)) = &5 $ k=1, n;, b =Iony; 1,5%678. (2. 9)

3. e - .
(o, AT blM)=(a bd, »i) - a6, bi') =

T.(Z) = T, gi functiile,

Considerind gi notatia pentru functia ‘ﬁnitate:eoz¢8~—°¢.
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i ic — . ——— 9
=( lj_ liJ"bg’ by ) = o,pentru h = I,ny, j=0,8. Hezultd:
i - ——— —_— < t
Ar bk*; AL b; = 0, K =l,ni » 1=0,8, deoarece unicul vector

ortogonal pe to;i vectorii bazei este vectorul nuls

Cu ajutorul bazelor (2.1) gi (2.8) organizim spatiul U ca
spatiu Hilbert, nu ca in [68] ci astfel:

DacE ue U se exprimi in baza (2.5) prin (2.6) iar veU,

n. .
zﬁ: 3 1] i
v= . E v (t) b (%) e,

15770 %1 k.9

atunci definim produsul scalar astfel: exprimim in prealabil

2 Zi iJ(t) b (t) in baza (2 8)

VJ=Z ; (vI(e), o (65" () Z‘ wk mbm:

- 1=0 =1 1=0

vectopul 3

1]

de unde rezulti exprimarea lui v in urmitosrea bezd a lui U:

-

j 1x L —
tbk (t) es k=1 Dy, 1,J = o,e}, astfelf

8. =31 13 i
V= E{j :z: (t) b (t) e g1 definim produsul
i,Jj=o0 k=1 )
scalar 1in U in felul urmitor:
u- i i .
(u,v) = E E SR J (t) w 1] (t) (2.10)
i,Jj=0 =1 k k -
B n '
: 23
1n particular daci veU, v= ;:: >_ iJ*(t) bi(t) e
i,j:o _,.-:]_ J

atuncl rezuluvd:

: - 1 . -
(u,v'): E:ﬂ Z:f uiJ (t) V;J?t)

i,J=0 =1 k

in (2.2) gi (2.7) rezulta:
‘ S . | T
: i ij i J
“o“‘t'C)a ;,j 2- uk (t)bkgt)(nj(t)"li(t))'e

50 k=1
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de unde rezultd urmitoarele propietdti:

-spatiile UJ, j=0,8 gi spajiul U sint invariante fa{id de Ly
-acegte spatii ramin invariante gi dacd se consideri
numai funciiile: g

i i .

W (1) € &7 (o,al(datoritd conditiei(2.1)).
-nucleul operatorului Lo este acoperirea liniard a bazei

sale, care este 3
[} (1) o;lk=Timy, 1= oy8 | (2.11)

-operatorul adjunct al lui L° este operatorul :

L{'z i’Lt P Zak . . (2.12)
o J;J’ ),,az A(t) ) .

-0 bazd pentru Ker L; este -
Lr o .
{bk St) eilk=l,ni, i= O,B} . (2.13)

Teorema 2.1- Dacd hc U iar A(t) indeplinegte conditiile
1.6 gi 2.1 atunci problema (2.3) este rezolvabild In U dacd i

numal daca functia h este oftogonalé nucleului operatorulul ﬂ;:

hiKer L (identic in t ¢ [0,a) ) (2.14)

Demonstratie. Leoarece L, aplicid sepatiul finit dimensio-
nal U in el insugi rezultd (de exemplu,din [34) sau [1l4))cd
L, este normal rezolvabil gi deci ecautia (2.3) este
rezolvabild dac3 gl numai dacd are loc (2.14).

Vou ardta cd conditla (2.14) este suficientd gi pentru
rezilvarea problemei (2,3).°

Conasiderind 1in béze canonicid din c¢® vectorii bazei(2.8):

Olir oliw 1ix :
% = (b° ..., b 1ix oix 8ix
k s 1k’ " "nx’ blk reresb rpeceaDyps eeenbyy )
o) nlk 8

91 un vector oarecare hey;

~—

bt 0=H(t)e” sH()={ BT lkeTin i 1,5=078 § (2.15)

unde 1 gi k indicd liniile matricil H(t) ief j-coloanele,iar

4 r )
eca(l,erl ,ezﬂ...ez‘),condiyia (2.14) devine:
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% J IJF = osh = l,nj, j=0,B. (2.16) -

S¢rlem un: element uelU.sub forma

~

u(t z)= B(t) o'in(%) W(t)+C(t) e ; (2.17)
LLnde %(Z) —dlag{ 0,..0’0, G’...’Zl i'.'!‘zj,'l‘)CS} (2.18)
noori lorl ngdri

B(t) este matricea ale cirel coloane sint formate cu coordonate-

le vectorilor bazei(2.5) in baza canonicd, in ordine,W(t) este un
vector nedeterminat din €7,C(t) este matrice ,deccamdati nedgter-

minatd,de tipul (n ,8+l)e
Inlocuind h gi u din (2 15) gi (2.17) in (2.3) rezulti:

(v (Z) ‘
L (B(t)e”h W(t) -B(t)Mn(Z.(t))a Fn w(t)-A(t)B(tth' W(t)=o

"‘-" r-‘ f"’ r~

L (C(t)e )= C(t)M (h(t))e- A(t)C(t)e =H(t)e% , (2,19)

unde i (A(t)) se obtinme inlocuind in (2.18) gy cuai(t) iar
ﬂa(l(t)i=&iag{ o, 1(t). z(t)...., by (t)} (2.20)
Inlocuind C(t) cu B(t)D(t) rezulti din (2.19)

b0, (6=, A(6)) Dle)= BH(E)i(E) | (2.21)
Notlnd ,analog ca in (2. 15), elementele m&trlcilor D(t) él

(t)H(t) respectiv qy d;a, cxii’ ;ezul}é din ( 2.21):

.c(ila o pentru k =Ijﬁi, i= o,s (2,22)

-----

i 1] — —_—
dkj(:tj- Ai)xc(ka pentru k=l,n.,, if j, 1,J=0,86 (2.23)

rRezultd c& rezoi&ébilitatea ecuajiei (2.3) este echivalenti cu
cea a ecuatiel algebrice (2. 21),ca:e'eate schivalenti cu

indeplinirea condifiei (2.22),care la rindul el este chiar conditia
(2+16)ycare yi ea este echivalentd cu (2,14),

Bchivelenta conditiilor (2.22) gi (2.16) rezulta din faptul
cd dacd coordonatele vectorilor unei baze intr-o bzzid ortonormala
(in cazul nostru baza canonica) forumeazid coloanele urei matrici
L,atunci conjugatele coordonatelor bazel dusle 1n aceeayi baza

ortonormald farmeszd 1liniile matricii B'l.([1453, Pec3 ).
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Elementele matricii D(t) slnt unic determinate de (2.23)
pentru 1£ Jy i,J= 0,8 9i arbitrare pentru i=je.

Datoriti exprimarii unice a lui u(%,z) in baza canonici,
tinind seama de exprimarea (2.17), le vom lua cgale cu 2€ro 1n
cazul i=j. '

."Condiyie iniyiald (2.13), datoritd.exprimirii(2.17),
devine : M (o) )

B(o)e n. W(o) + c(o)EB+1 = u°

unde E_ este vectorul p-dimensional cu toate componentele egale
cu 1, Rezulta unic W(o): '

W(o) = ‘l(o)(u -C(o)na+l) . (2.23)
Teorema 2.2. Daci A(t) 1ndep11negte conditiile l.o gi 2.1
3i heU indeplinegte condifla (2.14) atunci existd gi este unicid
solu;ié u€l a problemei (2.3) care indeplinegte conditia :

%%E.anr L> (identic 1in t) (2425)

Demopstretie. Derivind pe u(t,t) din (2,17) prin raport
cu t g4 imul{ind relatia obginnta , pe rind’, cu elemertele luil
Ker Lg‘(din (2.13))rezultd  din (2.25):

W(t) + K(t) W(t) + S(t) = (2.26)
unde K(t) = diag{ K, Ry sees R} (2.27)

14 44 .y .
. .- r — i* E - —
hll‘{. khl rkh _(( bh )’ bk ),k. h = l,ni » 1= 0,8 E

wror. B9 o 1 1 8 : . {
Q(t)"{dl | I crno Odl’o.o.dnl’ ¢ 0y rjns}; di=((ci)’b;).

ur.de Cl(t) 8int coloanele matricii C(t).
Sistemul liniar de ecua§li diferentiale (2.26) impreuni cu

conditia 1nitiald (2.24) determini unic pe W(t) $i prin urmare so-

lugia problemei (<,3),(2.25) este complet determinatd sub forma
(2.17). ' ;
' Unicitatea rezultd din faptul cda dacd problema {2.3),(2.25)
ar avea douf solutgii ul§1 U, atunci diferenta lor v=u;-u, ar

verifica 1in U relatiile :
' M (2) :
Vstst=b(t)° W(t);W(o)=0; ﬁ(t)fh(tJ W(t)=0
de unde rezultid Y(t.¥) 20 =
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Din demo.nstratla teoremelor precedente rezultd si modul de
construire a unei solutii apropiate pentru problema(s,{f} ) datd
de (2+2),in conditiile l.6 9i 2.1.°
‘Pentru problema neperturbatd(l.48) se impune conditiam (2.16);
dar deocarece matricea H(t) din (2.15) are doar ptima coloana

ho(t) =£(t) diferiti de zero, condiyia (2.16) se recuce la :

g n

T .
r ———
E:: ;__ f:(t) b O =o3h = l,n (2.28)

r=o k=1 kh J 0

care exprimd condifia ca nucleul operatorului reprezentat de
matricea A(t)safie ortogonal termenului liber al sistemului redus
care 8e obtine din(l.45) pentru & =o :

- A(%) Z(%) = £(%). | (2.29)
Agadar, conditia (2.28) este de fapt: '
Conditia 2.2. Sistemul redus (2.29) este compatibila
Presupunind 3Indeplinitd aceastid conditie, solutia problemeil
(l.28) pe determinid ca in demonstratia teoremei 2.1, raminind
insd nedeterminat vectorul W(t) care in cazul problemei(l,48) il
notam W(t) = Wo(t). :

Lar , deocarece condiyia(2.14) de rezolvabilitate a problemei
(1.49) pentru i.=)l este tocmai:

0, v, £
Tt— 1 Ker LO' ] (2430)
conditiile (1.48) g1 (2.30) asigurid,datoritd teoremei 2,2,
determinarea lui W, gi deci existenta, unicitatea gi modul
de caloul al primei aproximgtil z (t,¢).

‘Se determinX 1in continuare zy(t,Z) tot sub forma (2.17):

4

-

x
21(%,0) 2 B(t)e nt )‘Wi(t)+B(t)Di(t)ec

impunindu-i-se o% verifige problema(l.4Y) pentru i =1; rezultd
astfel D1 dintr-o conditie analoagd cu (2.23) iar Wy(t) rimine
nodeterminat ; der i acesta se determind trecind 1la problewa
urmitoare - (1.49) pentru i =2 gi impunind pentru acessti problemi
condiyia dé rezolvabilitate (2.14).

In felul acesta se determins succesiv ceilalyi coeficientdi
al sericl (l.4%), rezultind astfel familia.de funcyi}:fu=

={Z 4! Eclo, ¢,1} dats de relayia (1.58) in care ined

funcyiizle z_(t;r) se determinii prin metoda descrisid ae noi
m3l sus.
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Peorema 2.3. Dacd problema (1l.45) satisface conditiile
l.6, 2.1 gl 2,2 atunci familia Eﬂ- est® goluyie apropiatd

de ordinul ¥ pentru problema (J; if) ) datd de (2.2).
Demoneiragtie. Din (1.48) gi (1.49) rezultd c# funcgia

ZEN'aaté de (1.58) verifica 9ceea$i condifie initiald ca gi
solutia exacta:

‘ZENFo;o) = 2° ;2.31)
vin aceleagi relafii rezultd:
N
)T &I J(2g) = )t (5-5%7 +L)( z,) =
r=o r=0 a ’
92, 9z 0%, N+l 2 2,
a + £ + f Er(é 3 L - ———f—l)r-f +o & ,-5—,;-1-“.(2-32)
at . r=1 - t A :
BZN D2 8 4
. ‘ %, N - 1 v € ©o .
Dé?arece =1 cu rezultar = %;;.vjft?e 'Y s C " To,al,
L 2. - £=0(( et ¢ '
L EN = . i le ( )En) R to= oBm (2.33)
- . j=° .

Fie Zh familiag funcyiilor care sint restrictii ale functii-
lor din familia ﬁ; pentru ¢ = ¥Y(t,t).

Teorema 2.4. Dacid problema (l.45) satisface conditiile 1.6,
2.1 g1 2,2 atunci femilia ﬁﬁ este solutle aproplatd de
prdinul N pentru problema (X, {f}) datd de (l 45),

"Demonetratie. Din(2,31) rezulti:

y A H(o,?(o,é)) = Zgh(o,o) = 29.-

Considerim spatiul ﬁ:{g.lﬁ(t,¢) = 2(t,¥(t,¢)), z eu}al funcyiilor
care 8int restrictii ale functiilor din U pentru ¢ =<¥{(t,z).

Reprezentind un element oarecare z din U sub forma z(t,¢) -

- 2& uj gt)eti I, = O rezultd ca %(t,£)=2(ty(t.59) =
J=0 - ) .
N Y . -
j(t,e) _
) %z; qut) ° ‘ "?; °
Definim in spatiul U norma:
A 2 aj e ~ '
Wzt = E: e max ouKt)W .ﬁﬁzmax He ¥5(t,£), (2.34)
J=0  te¢fo,al"" t €lo,d] ’

Din (2.32) g1 (2.33) rezulti evaluarea in normu {2,34):
. g ~
A . .

3 ' .
¢ = e, (2.35)
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de unde rezulti cd familiag SN este solugie apropiati de ordinul
N pentrun problema (&,{f} ) datd de (l.45)m
In continuare se pune problema dacd agceastada solutie
apropiatd de ordinul N este gi solujie asimptoticd de ordinul N,
Notdm termenul rezidual astfel:

c2(tye) = 2(,e)- ZaN(t Y(t,6)) (2.36)
hezulta,prin sciderea din (1 45) si (2 32), problema.

v

- (Nl Dz ( 1,0(8,8)) _
g2 (t'a) - N - 12(0,£)=0; N=0,1,2,44.
2t .-
solutia acestei problema este:
i N (Y e ezy(8,(s,E))
z(t.&)=- 7 Z(t,¢) Z (s,a) 5% ~ ds (2.37)
- o -

unde Z(t,t) este matricea fundamentald a ecuatiei omogens :
£z - N(t)z= =0, adicd Bolutia ecuatiei matriciale:

62 - A(t) 2 =0 . (2.38)
solutie ecuatiei (2,38) o ciutam sub forma unei serii formale:
: B (¥i,e) co
Z(t,€) = P(t,e) e . . P(t,6) = D

r
£ .
| roo  Ep(8) (2.39)
unde M (th £)) Be obtine din (2 18) pentru t =‘f (t,E).

Inlocuind pe Z(t,£) din (2.39) 1n(2 38) rezulta prin identifi-
care, ecuatille Buccesive:

fOMnglﬁt))— AP =.0; PrMn(l(t))-APr= - Py r=1,2.... (2.40)

Considerind solutie primei ecua§11(2 40) sub forma P =h0°,
rezulth dupa lmultirea cu B l: ‘

o .
D HnFASt)) - ungxgt)) b° .

Saolutia generali a acestei ecuatii matriciale algebrica eute:

. 1,0 oil
bO=dlag{ Dy sb]yreces p2. Y Yy -{d |k , b =

unde - blocurile diagonalse Dii au elementele arbitrare.
Procedind analog cu ecuatia (2.40) pentru r=1 rezulti

¢.= BDt

(= 80t; plu (a.(t))—mn(l(t))l) = -B74(8 p%B D% ° (2442)

Deoarece blocurile diagonsale dih memﬁrul eting ale ecuaﬁiei
(2.42) aflate in aceeagi pozigle ca gi blocurile DY, ale
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matricii D° din (2,41) sint toate identic nule,e mecesar ca

v

aceeagi propretate ei aibd gi blocurile respective din membrul
drept al ecuatiei{2.42), de unde rezultid ecuatiile;

'Oi +(B-lé)_iDgi = 0 4 1=0,s8 (2+43)
1 .

Dy
Prin acelagi rationament se ob{in matricile Pr=BDr, r=1,2,4.4,
ale cdror elemente sint unic determinate, cu excepfia blocurilor
diagonale Dii, i= o0,8,(analoage blocurilor Dii ale lui Doj,care
satiefac ecuatiile

ew 1
Pyg+(® ' Blyj Djy =0» 1= 0,8, r=1,2,...

Pentru ca seria formald a lui 2(t,£) din (2.39) care apare
in (2,237) sd aibd o inversa formali,eéste suficient ce matricea
D°(f) ei fie inversabilX gi¢ suficient de mic. Tinind seama de
exprimarea (2.4l1), vom impune ecuatiilor (2.43) conditii initiale
convenabile , astfel incit det Dgi (o) # "o0sdin care va rezulta
datoritd scustiilor (2.43) cd DY {£)# 0 pentru orice t ¢ [o,a)
(@ Be vedea ,de exemplu 4 {8.1)9i deci matricea P (t) este inversa-
bild gi pentru ¢ suficient de mic matricile din (2.39) au
inverse formale. o

Cohsideratiile de mai sus sint suficiente ca, urmind
aceeayl - demonstratie ca in (681, (p.68) (pentru valori proprii

nenule simple), adaptati spatiului U dat de (2.4)y8i4 enuntdm
teorema urmitoare despre evaluarea asimptoticéuatermenului
rezidual., Ippunem In prealabil;

Conditia ~2.,3. Pentru orice pereche i,j= G,8 are loc una
din ipegalitiyile:

Re(_’*i(t) - ﬂj(t))s o sau Re( A (%)= ?\-J(t))zo, ()t €lo,aln

Teorema 2.9. Dacad problems (1.45) satisface condigiile 1,6,
€el=2,3 atuncl familia Eﬁ este solutle asimptoticd pentru

problema (&£,{f}) datd de (l.45); mai precis, are loc evaluarea
asimptotica: . ) ~

) Nel S A3
Nz = Lyl s g ( ;E; cje ") (2044)
=0

in norma definitid de (2.34), constantels CJ nedepinzing de s ®
Observatia 2.4. Daci la ipotezele teoremei 2.5 adiugim
_ Conditia 2.4. Re A,(t) <o pentru telo,a) gi i=T,Baatunci
din saceastd teoremi rezulti:

BUPT



- 45 -

Teorema 2.6. Dacd problema (l.45) satisface conditiile 1.6,

Z2.1-244 atunci restrictia seriei(l.47) pentru ¥=¥(t,c)converge
asimptotic citre solutia acestel probleme gi are loc evaluarea
aalmptoticﬁa Nel .
Hz = ZEN“<G - £ . . (2.45)
in norma definitd de (2. 34), unde C nu depinde det w
Observatia 2.,5. Primag aproximatle a problemei(1.45) eate

zo(t £)= zo( t,9(t,€)) unde

z (t ) = B(t) GM“(L) W’(t)+ B(t)D (t)e (2046)

este prima aproxlmatle a problemei (2 2).
Dacd presupunem indeplinitd conditia de stabilitate a spectru-
lni matricii A(t) '

Condij;a 2.4, Re hl(t)< 0 pentru te[o a) 91 i 1,8satunci existid
limita. ‘I,

, i
iiﬁlz gt £)= 3 (t) 5 Z;;l wggt) bﬁgt)+ _%;i E;=1 d N (t)bk(t)

(2.47)
‘uniform pentru o-<a1<t'<a, unde wﬁ gint primele n couponente
ale vectorului w din (2.46), determinat prin metoca descried

mai sus lar dk (t) rezulta din (2 23): (t)___(f(t)’bli;it))/ ;L'i(t)’
k=I,ny , i= 1,s. - - -

Datorita teoremei de exlstentd gi-unicitate pentru sistemele
de ecuatii diferentiale, conditia 1.6 este suficienta(nu gi
necesard ) pentru existenta si unicitates soluyiei problewei(1l.45).

Pe de sltd parte, presupunind indepliniti conditia 2,2 ,
problema neperturbatd(2.29) are o infinitate de soluyii de forma

n ‘
2 = ) 7y (k) bott) + Z(t) (2.48)
k=1 .

unde Vy{(t) eint functii arbitrare iar Z(t) este o solutie
particuléré a sistemului (2.,29),

Aceste solutii nu sint izolate intre ele, prin ur.iare nu
este aplicabilda teorema l.3 a lui A.N.,Tihonov in acest caz.

Se pune problema dacd solutia problemei (1l.45) tinde totugi
pentru¢—->o cdatré tna din Bolutiile (2.48). Rispunsul easte afirmat i
in condiyiile teoremei wrnitoare:

leorema 2.7 Dacé problema (1. 45) satlsface condaitiile 1.6,
201=2,.3 si 2.4 atunci solutia 88 converge uniform pentriu ¢ — +0

pe Bsegmentul [81, a) , o <aj<a catre solutia Eo(t) a sistemulul
(2.29)datd de (p_47).
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-Demonstratie. Din (2.34) rezultd ca dacd velU atunci :

.-
nen z : $ pytt
[ 91 ya)

iar din (2.49) si (2.45) rezulti ci llmilz-z il =0 . (2.50)
unde z.este salugia problemei(l. 45) llnlnd cont de {2.47,) gi
(2.50) rezulti ci 11m z2(t,t) = 2 (t) n-

Observatia 2. 6. 0 alta problema care se pune relativ la

problema (1.45) este dacd e posibil ca scolutia asimptoticid de
un anumit ordin(construitd prin metoda expusd 1in acest paragrafl)
ei coincidd cu goluyia exactd a problemei(l.45).

Un rdspuns afirmativ éste dat de teorema wrmitoare;

Teorema 2.8, Dacd matricea A(t) = A este constantd gi diago-
nalizabild atunci conditia necesarda gi suficientd ‘ca solutia
aeimptoticy ZEN(t ©Y(t,'¢)), obtinutd prin metoda’ descris in

acest paregraf, 83 coincidi cu soluyia exactd a problemel(l.45)

este ca termenul liber £(t) sid aibi componentele polinoame dé grad
cel mult N. )

Demonetrgtie. Helatia (2 17) pentru u(t,Z) =zr(t,t) devine,

M (t) ‘” .

z (4,2)=B e ® W (t)+bb (t)e ,unde:D —(le)

k:l,ni i=0,8

j=0,8
: (o} 0 1 1 & ] x
ﬂr(t)=(wlr(t)""’wnor;t)'w}rst)""’wnlr(t)"°°'wlr;t)""’Wur“))’

sau, altfel scris;

- (2.51)

2 (%52 i i (t)b° Lol L &t
i,j=0 k=1 k
ltezultd cd relatia(2.25) implicd relatiile:

~ii
wkrﬁt)+d krfo g1 deoarece dii = 0 rezulta wixgt) syl (o),

unde wir(o) rezultd din (2.24):

-1 o |
WO‘O)=B zo -DO(O)L‘fl' wk(o)=-uk(o)ES+l' k=lt2."'

Pe de alta parte, din (2.22) %1 (2.23) rezultid elerentele

00 .
matricii Dj dko= 0,k= 1 n .| J_o, k=1, ny, i=0,8, j=l,8,
1o iw | '
“S -b K* f (t))/-li’ k= ltnio i= 1,8.

C lo,a] hv o 6 (2.495 )
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de unde rezultd c¢a elementels matricii DO eint polinoane

de gradul cel mult N dacda functia - vector f(t) este polinom

de gradul N. ¢
daz y . >

. T z
r = -
Deoarece g T © Dy(t) e 4 Lz, (%,7) = =B D (2} e,

din aceleasi relatii (2.22) gi (2.23) rezultid succeziv alezentele

matricilor Dn(t)

00 —

— — i ‘o1 - i
dkr =0, k=l,n_ ; dki = 0, k=1l,n,, 1=0,5;) = 1,8 (2.52)

io *i1o L = e, = .
d. (t) =+ d (t)/?ﬁ. » k=1.n » l-_—l.e’ J'.‘=1 2'...
ke T Tk(r-l). 1 i '
Dim relayiile (2.52) rezultd ci dack £ este polinom de -
gradul N atunci elémentele matricilor D, 8int polinocame

de grad cel mult N-r ,deci DN p(t)-a Oy pentruw pesuﬁ’ deci
(0) o, deci Wy (t) 2 ¢ gi prin urmare Zu+p(t) 2 0

pentru p € N“

Reciproc, dacd ZN+1(t'6) = 0, rezulti cid d (t) sint polie
- 1o
dn(t)’ k=1’n1. i=l.8.r(N, Blnt

polinoame de gradul cel mult N-r si deci f(t) este un vector
cu componentele polinoame de gradul cel mult Ng

Bxemplul 2.1.~Sistemu1

noame de grad zero, iar

¢

531* 2z1 = 6t ) z1(0) =
¢22- zl + 322 323 = 6t2 ’ 32(6) = o

care indeplinegte conditiile 1.6 , 2,1 - 2,3 ¢l 2.4',

are B8oluglia exacti egald cu restrictia sumei partlule
de ordinul doi datd de (1.58 ) pentru ¥ =Y (t,¢& )

Intr-adevdr:

2 o o] Ao=0,n, = 1; 11=-2, nl=2 ;
S B v T=() = (T)

L= L0= -2'5;- g
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B = ﬁ;° b bl =11 1 o ,
| 2J _
i . I i, o 1
B T
1 1 - =1 3]
-1 L% | 1
B = b f = - - -
1| _ _
Lb2 J : L 1 (l ( lJ,u .

Tinind cont de teorema 2.8 rezulta:

e -t - ¢ ¢ € "¢ t . s /

gL oplol 1101 (1o .1
t,1)= w® b° o .
2 ( )_ 101 Y, bl 2rb2+d1rb1+dzf-b€ y F o= 0,1,2,
" 1o 2' lo- ’ :
unde: d_ = 3t°, 4 - 4% . .
. lo 3t 20 4 v
1
we ] (2] 7] ’ 3t ' +2e”!
lo 5 _ I
o “io B - |0 17 e (k0= 0T+ 32 - 767
! N
ﬂ;o LA -1, T t+t? 38?]
lo lo * 1 1 1
d = -jt d o:— + l- wo = W =0 w = e ==
11 TR T T T 2"
"% + % Jq
1.1 1 1 1 ..1
z= = - ~t+ = )b,= ’
zlst,r)- ” b, e Btblts tt > ) 27 L3t
1_, 1.7
lo 10_ .]_- o _ 1 - 2 1 = - L
dlz'= 2 'd227 o' W1o70 1277 B0 Yo 2
: - . .
IS S S SR N B % . o
Zz(t.Z)—( bl > b2) e + -2- bl + 2b2 = %- %84
t ]
i_ 1 e‘i
' L2 2
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| ot 2 -2t
Rﬁzulté BOIHtia Z(t.&) = 2 (t.-{' )+£zl(t.T)+ g 22(1. é )’ .
adio3: :

zlf3t T 23- +£( 2 % 2t/£

2= 3t2 +t'te-2tﬂi E(-3t)+ L?(% - % e_2t£:) ,

2o t2 t47-3g"2H/E

1 —Zt/’f
3° o

1 -2tk 2 . 'e

1 1

Pelr T rECS T

Observatia 2.,7. Notiunile,propietatile gi teoremele din
acest paragraf ridmin yalabile si dacd matricea A(t) nu are
yaloarea proprie 2ero o¢i valori proprii simple sau multiple
care ea;isfgq*.in.locul conditiei 2.1 condi{ia urmitoare:

Condijia 2,1°', Spajlul propriu corespunzdtor flecdrei valqri
proprii distinote A, (%), 1=T,8, are dimensiunea n;, egald ou.
pultiplicitatea 8a alegbricid ei

A (8)F 0, A (%) # 24(t) pentru t clo,a) gi 1f J 91 i,)=1,8,

In acest caz se conaiderd peste tot 1,j=1,8; conditia (2.28)
gl conditia 2,2 sint superflue imr in teorema 2,7 solugia
problemel (1.45) converge cdtre solutia unicid a sistenului{2.29).

De msemenea , metoda descrisi mal sus poate fi’extinsid la
sisteme mai generale decit (1.45) de @xemplu ,la cazul nelimiar
considerat de S.A.lLomov in (68lm

Comentarii bibliogxngfice.

Teoremele 2,1-2.7 fiind o extindere & teoremelor analoage
din [(68),demonstratlia 1lor se face dupid aceleagi idei,uwrmdirindu-
se ,bineinteles, adaptarea la cazul studiat de autor gi folosindu-
se terminilogia introdusa in paragraful l,.l.

Definitia spatiului U al solutiilor fidri rezonanid este
diferiti de definigyia analoagd din (68) ,mai fundamentatd din
punct de vedere matematic,

Le asemenea produsul scalar 1in spafiul U este definit
intr-un mod mai natural, | - |

Ideea de a considera teorema 2.% apartine autorului.

O parte din rezultatele prezentats in acest paragraf au fost
publicate in [89) g |

BUPT



_50-

' 2 2,Regularizeres perturbatiilor siggulare ale sistemelor
de ecuatii integro—diferentiale limiare de tip Velterra

cu variatie rapidd In cazuri critice.

In scest parsgraf vom extinde rezultatele din paragrafele
1.5 g1 2.1 la problema cu perturbatii singulare in care se con-
sider# im locul ‘problemei(l.45) problema Cauchy infagro—diferen—
tiald , de tip Volterra:
dz(t,€) 't
S K(t,r)z(r,e)ar=£(t);z{0,e)=2"
(2.53)
in aceleasi cazuri "critice" ca ia §2.1.Vom presupune deci
fndeplinite conditiile 2.1-2.4, i
Von extinde spatiul c® la spatiul U din (2.4) ,functia
2(t,£) 1a functia 2(%,Y,£) isr operaterul T gi preblema
(2.53) la eperaterul si problema:
N t
T,% 260%— + D 3-A(8)%s | TCE, PR, 7(pyt), E)apat(n) (254
| ' ;(0,0,£)=z°
Seluyia acestei prebleme o vom considera tet sub forma
(1.47).
Teorewa 2,9. Dacid siat indeplinite Conditiile 1l,6,2,1-
2.4, stuncli spatiul U este esimptotic invariant prin raport
cu eperatorul integral:

T Z "&_TI___—_ -A(t)z(t,e)+

~t
Iz2(t,0) = & K(t,p)z(p,?f(p,&)dp
(4]

Demonstrstie. Considerind 2,0 exprimat pria formula
(2.7) rezulti: t

I zr(t,c)zg K(t,p)zr(p,V(p,E))dp =

(o]
’C)

t i - ;(
S K(t,p)2id(pIbi(p)e 3 aps €= o (2.55)

b3
= (o)

i,; °

Peatru j =o in suma din(2.55)se eb{ine ua elemeant tot ain U:

~%€ 8 n
ie 1 N h h
U= X_ i | K(5,P)zyp by dp= 5 y"" T oug by s
i=e k=1 Jo . b=e k=l
8 Ry 8 ny R

io 3 bh

f
- Ef_' ;:“- ST 5 X(typ)z, bk dp,b
h=e qazl i=0 k=1 Y
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ier pemtru Jj= =1,8 se integreazd prin pir{i termemul iategral,eb-
tinimdu-se ca $i im cazul valeriler prepril simple, (68}, e aerie

asinpteticd:
t . i(p,£) = . it é)
g X(t,p)zd by o 7 dp= _Zo O AL O T
L = .

.ij(t,O)) unde : ‘id(t.P) ~D"jx(t,p)z (P)b (p),

pRd_ 1 D, a-1,j
D j- _,_(__)_ P = KJ(P) e 9P (Dp YoRezultd:

s A <3(p,e)
zi: S K(t,p)zig bi e dp =

i=e k=1 @

.gpqm

'8 8 | 8 By “3(t,)
DT T (T YT T i e

l\"/ls

n=e J=1 h=e q=1 i=e k=l
] s _ By o ' '
+) }_ - )y &, bR by )=
h=e q=1 ize k=1
o Bn fﬁ(t £) e
T e 55T e (960, 55 e
n=e J=1 h=e gq=1 h=e¢ qg=1
o0 - - .
)__ -1" c‘*l vrilz, (t, Z)-u ()4 ) (=1)" ™Y VE(t)a  (2.56)
m=e

Pertru determimarea termerilor seriei(l.47), aceasta sc¢ imlecuies-
te in (2 54%), 8i timimd ceat de relstiile (2 56) se idemtificd

.....

Lyzg=t(t). -u.(t); 2z, (9,0) = e (2.57)
azo o . .
Lotlz - —'ul(t) - vo(t); zl(o,o)zo (2.98)°

03, _ L3 1 ke
Lozr . -1§fl _ ur(t)— 2;1(-1)k lv:;i(t);zr(o,o)zo;r=2,3,... (2.59)

Poatru rezolvarea problemei imtegre-diferemjiale(2.57), vem
ceasidera pe 2 < U sub forma general? (2,7). Rezultd

s_ a, \
= ) i - 1 C
Yoo -%.7;1:. ‘61 Zeal A g= iy & 3
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§i deoarece termemul liber din (2.57) este dim €7, rezultd ci

trebuie luat: .
] n . 8 .
3 T3 o — .fﬂa i
z,= zig bﬂ ) + :L_. 2 . sl:o By \ (2.60)
‘ . 1= k=1 .
=1 k=1
8 n;
\\ io i
LoZe = = / _ EE:; Zyg: * NMiPp §
1=0 k=1
ilamulyimd(2,52) cu bi’_tfezulti:
8 B -
h
A k . < %f— :{:; S K(t,P)zqe bo dp,bp*)=(£(t),5,™) (2.61)
) =e Q= (Y

k= 1,6, i=8,5

_Observatia 2,8. Relatiile (2.61) coatim gi cenditia ca
terememul liber al sistemului(2,57) sd fie ertogemal nucleului
Ker I; -~ ocomnditlie de mermal rezelvabilitate a lui L..In
particular , e mecesard:

Comditis 2,5. (f(e), B2¥(s)) =0, k=1l,n_

00 oo lo lo 50 214}
NetSmd Y (t) (zia’ 320.0-..3’\0’ zlo,...,znlo ,...,zlo,...zrso),

sistemul (2,61) se poate scrie matricial sub ferma:

t,\ A
M, (83D, (8)+ g RCt, )Y, (p)ap=£ (%) (2.62)
o

A . - P
uade -t(t)a((f.b.‘),ooa, (f'b.’)’(f'bl! )j""(r'bh)!"’!(f)bil ))9
isr matricea f(t.P) se exprimé determimat ia

functigde K(t,p) si vecterii bazeler (2,5) si (2.8).

Dack teate valerile preprii ale matricii i ar fi nemule
atumci ecuatia matriciald (2,62) s—ar reduce la e ecuatie
1ntegroll\d6 tip Volterrs de speta a doua.Vem ariita ci,
in smumjite .coadi{il, eceasta se fatimpld i §a cazul condi-

tiei 2,1.
Yem ceasidera preblema mai gemoralid: FPie ecuatia matriciall:
t
ACE)Y(6)+ S X(t,p)Y(p)dp = P(t) (2.63)
®
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Daci A(t) este matrice simplé atumci ecuast{ia(2,63) este
echivaleatd cu:
Y(t) = B(t)Z(t)

t
M (A(£))Z(6)+ S B (6)K(t,P)B(P)Z¢p)dp= BTR(DIF(E)  (2.64)

o
Dacé spactrul matricii A(t) comtinme pe zero cu multiplicitatea

R, atumci ecuatia (2.64) este de ferma:

L
S (Koo (tyP)2,(p) 4K, (%,p)2, (phap =F (t) (2,65 a)
®
t .
Z,(%)+ S.(Il.(t.p)Z.(p)+K11( P)Z, (p))dp=F, (t) (2,65 b)

o0
Lema 2,1. Dacd lo(d)zo gi det K _(t,t) # o atumci sistemul
(2,65) se reduce la e ecuatie matriciald Velterra de speta a doua,.
Demematratie. Derivimd ecuatia (2.65 ‘a) rezulti : ’

T - T
unde K _ este de tipul a.x a, Z:(zl""‘o)’Zl=(zn‘€P""zn)-

t . : .
Koo (t:8)2,(¥)+K 1 (5,8)2,(t)+ S. (KgoltsP)Z (P)+K 4 (£,P)Z, (P)dp=F (&

31 tinimd cent de (2,65 b) sistemul (2,65) se scrie sub ferma:

2. (¢ t x o ts X, (¢, 2_( P (%
RO %‘ P X0 p) [ pﬂ o RX )] 2669
Zl(t{J Kio{t,P) K l(t.p{J 1 2,(p) | P (1) ]

unds K, (t,p)=K (1,8 ( I.i(t,p)—lol(t,t)xli(tfp)) , ize,l

Fo(6) = K o(t,t) (B ()X, (t,8) P,(8)) »

Comsecintlit Sistemul(2,62) se exprimi sub forma { 2.65); daci
blocul diagemal al lui ﬁ(t,t}ololog lui I..(t,tL este gesingular
g1 este imdeplimitd ceomditie 2.6 atumci sistemul (2,62) are solu-
tie umicd gi deci fumctiile z;:(t) din (2.6e) sint umic determimate
pria rezelvarea sistemului(2.61),
Celelalte fumctii 522 siat deccamdatd cumescute dear fn

zore,dateritd relatiiler (2.57) si (2.6e):

td) (o)=(z *01%)-28%(0); ka ifﬁa, j= 1,8 (2.67)
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Observatia 2.9. Dateritid acelorasi relatil(2.57) si
(2.60) se impume:

Comditia 2,6. z::(o) = (z°,b:* (o)), k'=_i:;é)
care dateritd# relatiiler (2.62) gi (2.66) devime:

TG0, 0)(F (0)Ky (0,0)F (o)) = [~ -'- L 772 o

Ecuatiile pentru determimarea fumctiilor zgg(t) rezulta din

comdifia c@ membrul drept al sistemului(2,58) séa fie ertogonal
lui Ker Ly |

——

R
éga *'Zzzq(bi ' bg!) 2%2 +V:23 =a, k= l,nj; j:i:; (2.68)
h=1

Prin rezolvarea_celoﬁ 8 sisteme liniare (2,68) cu cenditiile
(2,67}, solutia zo(t,Z) 4ste complet determinatd im U sub forma
(2,60).

Pentru determimares termemului urmiter dim (1,47)- zl(t,c e
se scrie membruldrept al sistemului(2,58) sud forma:

azo A X o V—!J — J J Z:d

- e ou.-v? = P of.: £.= J
5T uy=v, = rl+rl+r1, fl- Ez:_ Vs fkl bk e v
. J=1 k=1

S Ry

\ Ty - s _o , _
=) 2 2 fii bl o . f2 ) S ogh

8
j=1|i=°;3#1 k=1 i-0 k=1 kKl "k

L2 X
Wi

81 se cautd solutia sub forma =z1=£l+gl+il. Rezulta :

3 A = §li TR L T

L.zlzo, de umde: zl= ;. — vy bk ? v Zp1 -arbitrari,
~ ~ B s :1 . \ lj

Lg2;=L), de umde: z,= E ?__-‘ ;i_- f:{ bl e /Cay=iy)

1=1,1=0,341 k=1

Loilafl, de unde rezultd il pPrim rezelvarea umui sisteam de
ecuatii lategrale ameleg cu (2,61).
In acelagl med se determimil celelalte fumctii 3.(t,).
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Observatia 2,le. Cemditia 2.5 este maturalid  ea fiiamd
de fapt ceoaditlia de compatibilitate a sisteaului redus
care se eobtine dim (2,53) peatru £. =0 g§i ¢t =o.

Comditia 2.6 se verificd dupi ce se rezolvd sistemul
(2,61) » In moed amaleg, functia zr(t,z) existd ‘g1 se
peate determima prim metoda descrisd mai sus mumai daca
siat satisfécute ceanditii enaleage cu cemditiile 2,5 si
2,6 pemtru fiecare I :

tﬁ:(o) =9, u;;(o) + ui%(o):o, k:i:ﬂ;e, r=1,8 (2.69)

Irn acest caz se ebtime o solutie asimptoticd
de ordinul N gi se demomstreazi cd ea verificd e evaluare
nsilﬁtotioﬁ de ferma (2,44) sau (2,45) ( im comditiile
1,6 9i 2.1 - 2.6)., Dim picate , acest caz mu este
intotdeaumna posibil i mici =au poate fi verificat
aprieric , dupd primu« aproximare,

In achimb dacd se comsiderd 1ia locul conditiei 2,1
comditia 2,1' atumci comditiile 2,5 gi 2,6 simt superfiue
§1 cemstruirea soclutliei asimptotice pria moteda descrisa
in acest paragraf este posibild Im comditiile respsctive
{atotdeauna i su lec evaludri asimptetice de forma
(2.45 ) sau (2,46)m

Cementarii bibliografice.

Problemele imtegre - diferemtisle de forms (2.53)
au fest studiate de S.A,lLomov dear 9im cazul ciad siat
indeplimite comdijiile 1,6, 1,6' i 1,7 . (Dupd cum
am gridtst In § 1,4 M, I,Imamsliev [5e] a studiat si
cezul nmelimisr ( l.4¢ ) dar tet nmumai Sm comditie l.4°
de stabilitete & spectrulul matricii iz( t ))

Bezultatele prezemtate Im acest paregraf siat
comtimute im lucrares (93] a auterului,

O sltd generslizare decit cea prezemtatd Ia acest
psragref este cea publicatd de suter Im [89,.ia cere
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fumctiile K si f dim ( 2,52 ) siat imlecuite cu
fumctii care depimd §i de parametru (K=W(t,s,c) ,

£ = £(%,¢)), Sm comditii ameleage “cu cemditiile 1.6,1.6'
81 l1l.7w

4
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. CAPITOLUL III  , |
PROBLEME INTEGRO-D IFERENTIALE DE TIP FREDHOLM
CU PERTURBATII SINGULARE

In acest capitol vom prezenta doud metode asimptotice ori-
ginale pentru unele probleme integro-difereniiale de- tip ‘rednolm
linijiare, cu perturbatii singulare.

3.1.Bcuatii integro-difereniiale de ordinul doi de tip
Fredholm cu parametru mic lingd derivata de ordi-
nul doi.'

In acoest paragraf‘vom Eoﬁsidera pioblemele cu perturnatii

singulare de formas

{dzz + ot 32, ¢ z+$8a H(t,s)z(s, & )ds = £(t,£) .' (%.1)
F a‘-E ) y ’ ’

2(0,8) = 2° , £(0,€) = z*

(3.2)

unde 0 < £ € £54¢1, K > 0y P, ¥ eR, pentru care presupunem
indeplinita: '

Conditia %,1. Functiile H(t,s) si f(t,g£) au derivate par-
tiale continue pina la ordinul N+l (unde Ne IN este dat) prin

raport cu toate argumentele pentru osgt,s<a, 0sf < tom

Bcuatia (3.1) poate fi redusd la un sistem de Joud ecuaiii
de ordinul I cu doud necunoscuteé, % - cu variatie lenta si %% -
ou variatie rapidid, la care se poatve aplica, de exeuplu, meto-
de Vasilieva ca in {50) . Datoritad Insi liniaritatii ecuaiiei
{5.1) vom aplica ideea acestei metode direct problewei (5.1) -
(5.2) 54 vom da un algoritm de construire a unei solutii asimpto-
tice a acestei probleme mai simplu decit cel c¢ure ar rezulta re-
ducind~0 la un sistem de doua ecuaiii direrentiale de ordinul 1
31 am aplica apoi metoda din [50].

Problema redusa a problamei (5.1 )-(3.2) este provlaua:

dz a
(o] . . ’
& 35 +6 z°+f5 H(t,s)zo(s)ds:I(t,o);zo(o):zo (Z.5)
o
Frovleza (5.3) este echivalenty cu ecu.:ia inve.rala:

BUPT



- 58 -

a t
zZ_+ -{- S { S e_@(t"s)/"( H(s,r)ds)zo(r)dr =
° o 0 0 .
::ZCJ G_@t/bc +i g f(S,O)B—@(t-S)/C( ds (5.4)
o .

Bcuatia (3.4) fiind o ecualie integrala de tip Fredholm, existen-
te si unicitatea solutiei sale o asiguram prin urwuatoarele doud
leme;

Lema 3.1. Daca 3 # o $i este indeplinita conditia 3.1 peu-
tru N =0 atunci o conditie suficienta pentru existenia $i unici-
tatea solutiei problemelor (5.3) $i (5.4) in Cl (o,a]} este:

(} .
1 $1¢< PTRY YR (3.5)

unde; M = sup IH(t,E)l s @ =[o,a]x[0,a'].
(t,s)e g

Lemd 3.2, Dacd o > o 51 ® = o atunci problema redusi:

dz a .
A 752 +fS H(t,8)z,(s)ds = £(t,0) (5.6)
. o
este echivalentd cu ecuatia inteprala:
f a t ) t
zO(t)-l»-I S ( g H(s,r)ds)zo(r)dr = i—(‘- g i’(a,o)ds+z° (5.7
o o o)

c4are are soluvtiie unicd in Cl Lo,a]} daca:
o >1TiaM g (5.6)

Observatia 5,1. Dacd P tinde catre zero, din ecuaiia (u.4) se
obiine eouatia (3.6) iar oonditia (3.5) devine la limitd condiiia
(3.8). Daca (3 este o constantd oarecare atunci o conditie wai pu-
ternicd decit comditia (3.5) dar care implicd atit condiiia (2.5)
dacé @ # ocit 51 conditia (5.8) daci @ = 0 este conditia}

o > 142U + 10la (349)

Je alttel, dacd 8 # o problema (3.3) poate fi redusi la o proble-
mi de forma (3.6).

Intr-ajevar, efectuind in (3.3) schimbarea de funciie [ 7]:
3, = uy; oty ==@ y; y(o) = 1, (3.10)
rezultid problema: '

a
dg%f 8 e e(t-S)/dH(tts)u(s)ds"f(t.o)e ¢ t/d=0;0(0)=z° [

o (3.11)

Revenind la problema (5.1) vom considera soluiiz ei sub
forma unei sume de doud serii:
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2(t,8)= 2(t, &)+ 2(T,E), T =t/¢ (3.12 a)
Z(6, 62 T(6) + €T (E)rannt EF T (E)ran, (3.12 b)
22,602 £(T) 4 £ (Trauat &5 £, (T4, (5.1c)c)

Pinind cont de relaiiile (3.12), considerim urmitoarea dez-—
voltare a termenului integral din (3.1):
a .
J:'g H(6,5)2(5,6)d8 = J_(6)+ £ I (S)renur £5 J (6)0A5.15 a)
0
. ra (a
J0=S Ks(t,s)ds,ﬂJiz S
0

Kﬁmﬂm+8ﬁbﬁm¢ﬁﬁ(}bb)
0

c

J 3
R,(t,8)=H(t,8)z,(s), K, 1{t,0)= E: ii ayf(SLO) 14T (313 ¢)
j=0 s

i:'-' 0’1’2’...

"Considerind si dezvoltarea termenului liber din (3.1):
£(6,6) = £ 08D+ ££(E)bunar £, (ED40n 5 (3.18)

dupd intocuirea relatiilor (3.12)~(3.14) In (5,1) si idontifica-
rea formala a coeficientilor aceloragi puteri ale lui & , sepa=-
rat funciijile de variabild & de cele de variabild t, renulia
ecuatiile:

a2z (z) 2 (x) |
3 t2 +Ci——('j—E———= o} (35.15 a)
dzo(t)
TEO (D@ e Gasw
dz (t)
t(-—af——+@ zi(t)+3'J (t)=£,(%)- d lel(t) y 121,2,4.. (5.106 b)

dt

Observatia %,2. Pentru ca functiiile de strat liciti si& aibia

o intluentd neglijabila in afara zonei stratului limite slnt ne-
0esare® conditiile la 1imitan

1im Ei(z) = 0, 1= 0,1,2,0.- (3.17)

=

Vom arata cé& aceste couditiil implicd evaluarea e:;.onentiald
atit a functiilor respective cit i u derivatelor lorm

Y e A . .y - - > .
Teorewa %.l.Daca funciiile zi(z) Sntisiuc ecua.iile succesive

(3,15 a), (5,16 a),conditiile(3.17) si coniijiile;
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A - N
dzo(o.) = 0, w = Z]i- y 1= 1,200y (3.18)
dtT dc
und e zi'sint constante date, atunci existd «'e€(0y«) astfel
incit: .
b > )
Ei(z)zo(e'ci 2:) ’ dzi(z} = o(eﬁix ¢ ) pentru T =%
. der . 12 0,1,2,--. (3:19)

Demonstratie. Din (3,15 a),(3.17) si (3.18) rezulti 55(3) £ O.
Dacéd ¢ = o0 atunci solutiile ecuatiilor (3.16 a) sint de

forma

- T
(0 = AgB e 5 din (3.17) rezultd A=o iar din (3.18)

A
2

= 4
rezaltd - o Bi = zi, deci zi(Z) = -(ziﬂx e * , de unde re-
zultd gvalydrile (3.19) pentru orice «’ € (o, ),

Daca p o atunci solutia peunerald a ecuatiei (5.l6 a) este;
€
' - Y
A (t)- it B. 38 (C)

unde 2. (t) este 0 solutle partlculara a acestei ecuatii.
Se obgervi céd o0 astiel de solutie este data de relatia de
recurenta;

L 3

X T
@ A G _dAT of 3
z (t) 0,2 (Z)_ So zi_l(s)ds+ E.e So e

= zl_l(s)ds (3.20)

Din (3.20) rezultd prin inductie completd ci
~ Z _c -dz A _dz . -% T
zi( ) = i+qi_l(z)e . zi(t)zAi+Bie +bi+ui_l(t)e

unde C; sint constante iar Q;(¥) sint polinoame deteruinate de
variabild ¥ de gradul cel mult i.

Din (3.17) rezulta A. 4*v 4 = o idar din (3.20) rezulta

i
dZi(O) dzi(o)
~——— = 0 5i dec]l ~—— ==0alB.; i : i i
" si dec T d’:) prin urmiare solutia proplemei
(3.16 a) cu conditiile (3.17) si (3.13) este:
A . 1 - X T N
ZI(Z) =(Qi_l(Z)- zi/"( )e (3.21)

unde Qi(Z) este un polinom determinat de gradul cel nult i In va-
riabila & ., Din (5.21) rezulti cii exista x'e (o,« ) astlel in-
¢1t su aibd loc evaluirile (5.19)a

Qbgservatia 3.3 Evaludrile (>.lY) Jjustifici atll convergen-
la ultimei integrale din (3.1% b) cit ;1 neglijarea,in cadrul al-

goritmului propus,a tveramenului
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A = A -
Ji = Sd/é Ki(t,c‘)dd
care ar fi trebuit sa aparad 1In expresia lui Ji din (3.13b).

Intr-adevar, din (%.13 ¢) si (3.19) rezulti:

= o(e_aCM/é J=0( gﬂ*l) pentru i = o,N, Nuli m

>

i

Din dezvoltarea conditiilor initiale (3.2):

Ty(0)+ 5,000+ & Ty (0)+ £ 2 (0)4nur £ 7, (0)e €5 B Co)rl = 2°
4%(0) 1 d%, (o) . Z ) a5 4
3% & 3u at 4z
rezultia relatiile:
dﬁo(o)
.. =0 (5.22 a)
av’
Z,(0) + 20(0) = 2° (3.22 b)
dz (o) dz,(0)
0 1 1 ..
+ = Z (/.82 ]
dc. 3T 5 )
Z,(0) + ai(o) =0 i=1,2,... (.25 a)
dz. (o) dz.(o)
i=1 i . o,
+ = 0 i=2 Z) s e (\;o;.' J
d—E dt | ] ’ ] ) j )

Algoritmul de determinare a funciiilor Zi(t), ﬁi(t) 8ste urmi-
torul:

Pasul 1.Din demonstratia teoremei 5.1 rezulti: z (’)-.o (e24)

Fasul 2.Din (3.21) 51 (5.24) rezulta cu Lreuulo 4506 iaba
acuatiel (3.1 b) conditia initiala zo(o) = 29, Rezulta, Jupd cum
era de asteptat, ci E;(t) este solulia problemei reiuse (%.5).

Presupunind indeplinitd conditia (3.9), prin rezolv:rea
problemei reduse, rezultati univoe Zb(t).

Pasul 3 Din (3.16 a), (3.17),(3.22 ¢) 5i (5.24) rezulti;

2 (T) = (—W——dz )y e %F (3.25)
Pagul 4. Din (5.16 b)y(3.13),(3.278),(3.24) §i (5.25) rezultis
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47, (%) ° - 4“3 (t)
c(-—d-g— +@ % (t)+ . H(t,S)Zl(S)dS:‘fl(t)— —c-j-t-;'é—-— ’ (3.26)

_ 1 1 dz (o)
Zl(O) = ;(—' ( ""H't_)
Problema (3.26) este de acelasi tip cu problema redusi (3.3),

In aceleasi conditii, prin rezolvarea ei, rezultad El(t).
Pasul 2i+1, i = 2,3,... Din (3.21) si (3.23 b) rezultd solu-

tia problemei (3.14 a), (3.23 b):

A dz _1(0) oL
Zl(t) :(%-(— —-él-fl—— + Q. 1(1))9

Pasul 23142, i = 2,3,... Din (3.16 0),(%.13) si (%.23 a) rezultd;

37,(t) - a _ dazi_l(tJ
“‘_35__- +@1z (t)+ T S H(t,s)zi(s)ds=fi(t)- o2 -
Q

oo i-l v .
- 0’3 faJH(t 0) A _ . o
3'80 ;g; T e famgl @0y zy(0)=-ag(e) (5.29)

Problema (3.27) este de acelasi tip cu problena rejusd.
Prin rezolvarea ei rezulta Ei(t);‘
In felul acesta se pot determina termenii seriilor (5.1l2)
plna la un ordin oarecare, Tixat d.
Z,(8) d, 1 (87¢ )

Notim V = )0 20
otam EN Z 6 ( dt + 1T ) (9 )

Taorema 3.2.Daci problema cu perturbatii singulare data de
relatiile (3.1)-(3.2) indeplineste conditiile 5.1 si (3.9)
atunci in orice vec initate suficient de micd 4 primei aproximatii
Zao aceasti problemi are solutie unici; familia ¥ -datd de (1.6)
i algoritmul descris mai Jus este o aproximayie asimptoticia de

ordinul N a acestei solutii,iar VE este 0 aproximaiie asimpto=-
N
tica de ordinul N a derivatei prin raport cu t a solukiei proble-

mei (5.1)-(3.2).
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Demonstratiie. Problema (3.1)-(5.2) se scrie sub forma echi-
valenti;

v

a

édv +alVH 2 3+ XS H(t,¢t)z(s,e)ds = £(t,¢&) (5-.29 a)
o
.%%:= v, 2(0, €)= 2%, v(o0,£) = 2! (3.29 b)
Notind
dz.(%) az . 2. 2 (t/€ )
i = i+l _ i+l oA
-—-a-r = Vi(t), _g'\c—_ - £ dt == Vi(C)
rezulta N )
V(o) =) 5if?i(t)+%i(t)); Din (3.15)=(3.16) si (l.o)
EN
i=0
rezultiy .
av av
5‘1{;&- o-LVEN "'@ZgN ¥PI o= Lyt g+t a'££ (3.30 a)
- A4y N 4 0 1
-5 = v en ~ £ VN; ZEN(0)= I, VéN(o}:' y (330 b)
Notind u(t,£)=2(t,8)- ;tu(t), w(t,&):v(t,e}-\FEN(t) (5.31)
rezultd(prin scaderea relatiilor (3.29) si (3.30))problena:
. . a .
£qE +al w+€»u+ﬂ’8 H(t,s)u(s,z)ds = 0( 5+ (3.%2 a)
o
du N » ; SN 2 -
JT = W ¢ VN(tlé), uo, & )=w(0,¢_) = 0 (3.%22 b)
care ge scrie sub Iorma integrald echivalenta:
t T a
a(t, €)== % S S o= UE=8)/E (b u(s, ¢ )+zs'S ii(s,0)u(a,¢)c0)dsdr +
o Jo ' o
+ 0( &Ny : (5.33)

Conditia (3.9) este suficientd pentru ca operatorul definit
de relatia (3.3%) sid fie contractant,

Considerind sirul aproximatiilor suscesive:

(o) (i+1)
u (t,¢) =0, u(t,0)=0(0¢

t (r .
O N e

£ 0o /O

rezulti cd el este convergeant $i veriricd relutia:

N+l) _
a

(1)
H(s,e) u (e,:)de)dsdr
o

. T e
4I.’G‘||
l PE nEBT ] *

: A= BUPT



(1) N+l

I u (t,0)1 ¢ C¢ (334)

pentru orice t € [0,a) gi orice £<c(o09 &, ],

Rezultd deci, existenta i unicitatoea solutiei problemei (3.33)

deci si a solutiei problemei (3.32) 9i tinind cont de (%.3l) re-

zulti existenta si unicitatea solutiei problamei (%.1)-(3%.2).
Trecind la 1imitd pentru i — oo Iin (3.34) rezulti:

2 -2 ybs coett (3.35)
51 din (3.31),(3.35) si (3.32 a) rezultd:
l%.tz;-wmuc-a“'*l. (3.36)

Observatia 3.4. Algorituul prezentat mai sus implica rezalva-

rea unor ecuatii liniare pur diferentimle (care se rezolva usor)
pentru determinarea funciiilor ﬁi(c). In schimb, functiile Ei(c)
36 determini prin rezolvarea unor ecuatii Inteyro-diferaniiala

de tipul celei roduse, mai simple decit ecuayia initiald (H.l) dar
care necesitd, totusi, In general,calcule complicate.

Metodele asimptotice presupun In general cunoscuti solutia
problemei reduse si a celor de acelasi tip cu ea. Totusi, daca nu
56 cunoagte solutim -sa exactid, atunci o informatie calitativa
asupra comportarii solutiei problemei perturbate (3.1)-(3%.2) orera
51 0 solutie eproximativd (asimptoticd sau analiticd, obtinuta prin
metode numerice) a problemei redusse.

In cazul problamei (3.1), problema sa rédusd este wai ginpla
daca g = o, adicd este de forma (3.6).

Dacd @ # o am vazut cad, printr-o schimbare de funciie convena-
bilé-(ﬁ.io), problemg redusia (5.3) poate fi adusid la forma (3.11)
care gste tot o problemid de forma (3.6)sm

Comentarii bibl jografice.

Idees de a face schimbarea de functiie (3.lo) a fost preluatd
din (7 1.

Rezultatele prezentate in acest paragraf au fost public:te de
auwtor in [ /7). Lot 1in [77])este data i o metodd nuwerica Je rezol=-
vare a ecuatiilor de tipul proplewei reduse (3.6)®

4
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32.2. Metodd asimptotica pentru sistemele de ecuatii integro-~
diferentiale de tip Fredholm cu perturbatii singzulare

Metodele asimptotioe prezentate in paragrafele anterioare
constau 1n construirea unei aproximatii agimptotice cu ajutérul S0~
lujiilor unor secuatii cu o structurid m=2i simplid decit problema
initiald cu perturbatii sinpulare.

In acest paragraf propunem o noud metoda pentru sisteweiede
ecuatii integro-d iferentiale, care constd In determinsrea unei apro
ximatii asimptotice ca solutie a problemei cu perturbaj{ii singulare
care se obtine din cea ipitiald prin irlocuirea functiilor curnos-—
cute cu polincumele lor Mac Laurin prin raport c¢u parametrul.

Vom ilustra aceastd mgtoda in cazul sistemelor de ecuatii in-
tegro—d iferentiale de tip Fredholm cu variat{is rapidi:

: a
£9% _ (6 .6)2(t,6)- S K(%,5,£)2(s, £)ds=2(t,£) »
. . (3.57)

2(0,¢) = 29,

unde 0<t & £ <«<1 ‘51 presupunem Indepliniti:
Conditia 3.2,Funciiile A(t, ¢ ),K(t,s, &) gi €(t,¢ ) sint
matrici respectiv vector de dimensiuni (M,M) respectiv ., conti-

nue, cu derivate prin raport cu & pini la ordinul N+l conbinue,res-
pectiv, pe multiwile:
«={(t,8)] 0 ¢ t¢ 06667} S={(t.s,£)l(t.§) = Q,selovﬁn_)]'
Metoda pe care o propunem este urmitoarea:
Asociem problemei (5.37) problems, in general, mai siupli:

d2y N ~
E3F - AN(t,e)zN(t,£)-.S KN(t,s,E)zN(s,¢,)ds =

20 (5.20)
'=fN(tp£)i ZN(OvE) = 4

und e AN’KN' fN sint polincamele biac Laurin prin raport cu ¢ @ale
funciiilor respective.
Considerdn maj intii chzul M =1

Fie w = max | A(t,a)-Ao(t)l. K = max 1 K(t,s,el (2.3%9)
(t,£)eQ (tys,£)e8

(uioi_si in coutjinuare, in acest parayraf, indicele ”O“ atanat
unei funciii care depinde de ¢ indicu faptul c¢i In acen funciie
¢ =0). '

Pentru s demonstra ci solulia Z. o problemei (5..0) cule o
aproxiumayie asimptotica a solutiel procvlenei (2.5/) voir 1foiusi ur-

natoarea lemi do tip Gronwull:
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Lema 3.3 [17). Daci

t
r(t)gt}S r(s)ds + £(t),pentru orice t € [o,a]l,

o]
unde ¢ > ¢ iar f(t) este derivabild pe L o,al,atunci:

t
r(t) ¢ £(o0) &%+ S g (¥-s) f'(a)ds,pentru orice t ¢l o0,als

o
Bazindu-ne pe aceastd lemd vom demonstra urmatoarea:

Lewa 3.4.Daci

t t
r(t)sﬂg a G (t-s )r(s)ds**} S e-Q (t"s)ds,ﬂﬂt € Lo,a) (2.40)
. 0 0

atunci r(t) ¢ ¥ (1-8¢* = @I¥y (a-2)#)t € [o,al (3.41)

Demonstrat ie. Transoriem ipoteza (3.40) sub forma:

r(t)e@t < A St e@sr(s)ds+v St e ®34s (Z.42)
o) o
31 observam ca funciia r(t;)ea@'c indeplinegte ipoteza lewei 5.5.
Rezulti:
r(t)e® P v(e®Pa M) (- 2) (5.45)

iar din (3.43) rezulti (3.4l)s

Din lema %.4 rezulti:

Lema 3.5.Dacd o funciie r(t) Indeplineste conditia (3.40),
unde V>0 i @ >A>o0 atunci:

r(t) ¢« Vv/(-A)Mt €lo,a) 4 (3.44)

Teorema 3.3 Daca funciiile din (5.57) indeplinesc condijia
5.2 pentru M =1 $i In plus:

Re Ao(t) <-d ,o> & + ka pentru orice t <(o0,ad, (3.42)
atunci solutia zN(t,é) a problemei (5.50) este o aproxinalie asim-
ptoticid de ordinul N pentru soluiia problemed (%.57). wai precis,
exista £, §1 6xista constanta d (nedepinzind de £)astfel incit pen-

tru orice £, 0 <t < £ are loc evaluarea:
| 2(6,6)= 2e(t, )| & a/(K = ka)- &5 6 ¢ Lo,al  (5.46)
Demoustratie. Fie u(t, ¢ )= z(t, ¢ )- sty &) (Deti /)

_ Prin sciderea ecuatiilor (3.57) $i (5.%d) resulti cd u(t,e )
6ste soluiia problemei:
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a

£ 38 ~A(E, £ Juls,e)- S £(t,s,6)u(s, ¢ Ms = £9%G (¢, 6 ), (5.406) -
o
u(o, ¢ )=0, unde sup. IGN(tsE )i = @ <« o0
(t,e)eq
Transformim ecuatia (3.,40) ficind schimbarza de fuunciie [7]:
u(t, €)=y (b € Dx(hy)y £ I(E,£)2A,(8)y (%, £),7(0, £)=1 (5.49)

"o o = . N . _ .
(aici si in continuare ' '~ semnificd derivata functiei respective
prin raport cu t),

a
5%% =(A(t,£)—Ao(t))x(t,£)+ g E(t,s,e)u(s,e)ds/y(t,& )+
o]

ML G (6, e)/y(t,8), x(0,8) = o (3.50)

+ &
Integrind membril- egalitdtii (3.50),apoi Inmultind cu
y(t,¢) si tinind cont de (5.49) rezultd:

t,€t

— ds +
8,

t
uceie) = (h(s,0-a5()0uts, 0)
0]

t
+8 (Sa K(s,5,e)ulv,£)d0 )y(t,£)/y(s,¢e)ds +
0

o
N+l t
+ £ . S GN(S:ﬁ)Y(tyé)/y(S:L)dS'
° -t
lult,e)) < -%?' S lu(s,e)l e'(t_s) RASETEN
' 0
t a -
' S %(k 8 Lue, e)ldo + g NHlg)e=(t-8)éy (5.51)
0 )

Aplicind lema 3,5 rezultd dim (3.51):

1 . N+l . o
lu(t, )1 < E(k ju(d,e)lde + £774)/( X/ ~D/E )
| 0

de unde rezulti (5.46)p

Vom considera in continuare problena (2.%7) pentru i = $£1i mAa-
tricile A(t, &) i K(t,8,¢) circulare. iiai precis consijerin:
. o |

A(t,f):rél(t’é) a,(t,¢)] . g (Bhsie) kTts,) |
a,(t,0) a)(5,e)] | p(605,0) Ky (0,00 | (3259
= — =1 o 07 :

fit,e)= fl(t'65}az(t:é)= ZI(t'&iJ:ZO=I zﬁ:.zw(t.c)=rigl(tta?—]

. _fa(t,ézj _za(t,a) L zaj-“ [Ful(u,é)J

Adunind §1 scazlind cele doua ecuaiii care se oujin ;rin inlocuirea

relatiilor (5.52) in (3.37) pentru .. =-,3€ 00,if Jdcuu CT-u-.,.. 4@

nceeayi formd (5.57) cu M =1 urde:
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A(E,€) .2a) (5,6)+a,(8,6)  sau A(E,&) = a(5,6)-a,(%,e)

K(t,s,&)_:kl(t,s,a)+k2(t,s,t) sau K(t,s, 2) :kl(t,s,a)-ka(t,s,a).
Aplicind acestor doud ecuatii cu k=1 teorema 3.2 rezulti;
Teorema 3.4, Dacd matricile din (3.37/) sin? date de (3.52)

si indeplinesc conditia 3.2 iar valorile proprii ale lui &o(t)

satisfac conditia Reai(t)<-o{ , i=1,2, a > w+ka, (5.55)

w=max( la, (%, €)-a, (t)l ,max La,(t,e)=-a, (L)1),
max(%?i)e@ AR £ (t,e)eq < =0

k= max E max lkl(t,s,e)l, max { k2(t,s,e)|),
t,5,£)¢S (t,s,¢8)eS

atunci existd constantele €, 51 D(nedepinzind de &) astfel Incit:
Izi(t,a)—zNi(t,e) | ¢ & N+J‘D'/(oc-m— ka),t € lo,al, é €lo,e,) (2,54)
pentru 1 = 1,28

Cénsideram cazul ¢ind, in conditia %.2,M €N este carecure,

fixaty,dar matricea Ao(t) 3 AO este constanta,
Lema 3.6 (6061)Dacd valorile proprii A ;. ale matricii

Ao(t) = Ao satisrac relatiai
Re Ay ¢ -l <0, i=T,%, (3459)
atunci existd o constanta C » 0 astf{el 1Incilt;
At
-t
ne I § C e pautru orice t.> o p (5.00)

Teorema 3.5, Dacd matricile din (5.%7) satistac conditiu 3.2
5i Aott) T A, sutisface conditia (5.95) unde « satislhco conditias
A0 > w +kajw= max I A(t,E)-AO(t)ll, K=tmax WK(E,5,e)15(3,57)

» . (tpﬁ)eq (t,S.a)és
C fiind data de (3.56) atunci solutia zN(t,a) a orobleusi (5.38)

este 0 aproximaiie asimptotica = solutiei problezei (3.3%7) i
exista constantele ao si D(nedepinzind de ¢ ) asttel incit

18(t,€)=2y(t, )l € D/(A/C-w - ka) £ & ¢ [0,a]. (5.5

Domonstraiie,Functia u(t,e) datd de (5.47) este solutin

-probleme]: N

du " .

83? f A°u+(A(t,;)-Ao)u+ S K(t,s,£)u(s,e)ds+ &“*IGN(t,E)

sup  HGu(t,e)ll=D <00’ u(o,€e)= o (2¢99)

(t,:)6Q N ’
oar@gdatoriti "formulei variajiei constantelor"(l4l), p.lul),este
echiivalei.ta cu ecuatia:
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) S ¢ oA (t-8)/s

ut, &)= T s 8 (A(s,€)-A Ju(s,e)ds + (5.50) "
t A (t-8)/t (& t A (t-s)/¢

+ % S e ° S K(8,0,£)u(d,£)dd ds+ £N S o ° Gﬂ(s,é)ds
o (o} 0

Din (%.60) i (3.56) rezulté:

t
G S iu(s,e)ll e (88) /€ 45

(o]

S a e

+ % S (k& e, e)n o + eNED)e(F-8)F/E 4
o o

Aplicind inecuatiei (3.6l) lema 3.5 rezultd (3.5d)s

Vom considera acum cazul general cind MelN este oarecare,fixat,
lar A (t) Du este naaparat constantd, impunind insi o conditie mai
tare decit (4.59):Matricea A (t) este cu valori uniform Hurwitz:

‘Re 2 4(6) ¢ 20 pentru t €lo,a), i= T.E (5.52)

(3.01)

g3 of satisface conditia (3.57) cu notatiile din teorema 3.3.

Vom folosi o lemd fundamentald in teoria calitativd a ecuati-
ilor diferentiale:

Lema 3.7 [28), Fie A :IcR — L (B™ 8Y)
(in .cazul nostru I =to,a) ) o matrice ale cdrei valori proprii sa-
tisfac relatia (%3.62), Atunci exista C >~ 0 agstfel inclf§ iatricea
fundamenéalﬁ C(t,s) a sistecului:

g% = A (t)z(t)  s& verifice relaiia:

He(e,s)l & ¢C e-(t's)°( oricare ar fi t,s astfel Incit oss< tegy

Formula variatiei constantelor este data iu cauul geuera:l de:
Luema 3.8 ([4l],p.Y0), Daca fUHCLlllB A (t) si £(t) sint con-
tinue pe I ¢ R atunci solutia z(t,t%,2%,& ) a problemeis

53?'= Ao(t)z(t) + £(t), z(t ) = z°

are urmitoarenformula de reprezentare:
t
z(%,t%,2%,8)= c(%,t°,¢ )22 + S C(t,s,& )I(s)ds =
t

Teorema 3,6.Daca funciiile dqn.(j.j?) Inde¢plinesc corjisviile
5.24(3.62) g1 (3.57) cu pnotatiile din teorema %.3% atunci are loc
concluzia teoremei 3.5

Demonstratje, Urmind rajionamentul teorsewelor precudeute, pe
vaza lemei 3.8 se obiine din (35.59) o i %ai;e/c ire ;gncralizeazd
relaiia (3.60),cu C(t,s,f) in loc Je e )¢
ta, pe buza lemeai 3.7 rezultd (3.5u)m

3idin rol~iia obtinu-
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Observatia 4.5 Dacd se considerda cazul particular sl proole-

mei (3.37);

a

gg%-—ﬁ(t,e)z(t,a)-a K(t,5,£)z2(s,£)ds=f(t6,¢8), z(o,a):zo (3.63)

atunci cond itia « /@& >¢3 +ka din ipotezela teorsawelor 5.2-5,5

(cu C =1 1in cazul teoremelor 5.2 si %.%5) devine in acest czz con-
ditia « /C> W +£ka si pentru ¢ suficient de mic a3ceasti condi-
tie este intotdeauna Indeplinita,in virtutea conditiel 5.2m
Comentarii bibliografice,
Jdeea de a considera aceasta uetodda pentru probleiels inte-

gro-diferentiale cu perturbatii singulare a fost preluatd d¢in mo-
nografia privind motodele asimptotice in teoria ecuatiilor dirae-
rentjzle linisre s lui S.F.Fescenko, N.T.3kil si L.D.Nikolenko

{271, unde aceastd idee este doar su.eratad pentru ecuaiii dife-
reniiale.

Lemele citate 3.3, 3.6-3.8 sint des folosite. De ciecpl

e
|

’
C

lowa 3.3 este deuoustratda si in [27], lewele 5.6-5.8 se s2ses
si ip monograt ia lui A.Halanay si V.Jragan [ 41] (res,ecciv ln
p2E«15,14,90), Jar lems 3.5 esle demonstratd In C6O1.
Rezultvatele prezeuntate in acest parfagraf au fost puvlicute
in lucrarile (85 ) si [19])(ultina in colaborars cu tov,.praz.dr,

B.rstici)m
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CAPITOLUL IV

¢ ¢ ¢

PROBLEME INTEGRO-D JFERENTIALE NEL IN IARE CU AMBELE LIAITE _
DE INTEGRARE VAR JABILE CU PERTURBATII S INGULARE

In acest capitol vom folosi metoda funciiilor 46 strat 1i-
mitad a lui A.B.Vasilieva pentru a studia unele probleme integro-
diferentiale neliniare cu ambele limite de integrare varincoile,
cu perturbatii singulare,care nu au 105t studiate 1ncd in lite-
ratura de specialitate, ‘ -

4,1.5Sisteme iﬁtegro-diferentiale nelinisare ¢u ambele 1i-

mite de integrare variabila cu perturbhtii sim-ulare

In acest paragraf vom -studia problemele cu perturbaiii
singulare de forma;

£3% = #(z,x,8,%,8) (4.1 a)
¢ dz : 0sts a,0ct=ts &l . ,_.
Jt = L(24%,Jy8,¢) (4.1 b)

cu condiiia initiala: z(0, & )=:z°(£), x(0,6)= x°2(e)y  (rec)
considerind ca $i in cazul sisteuwelor iutegro-direrenii:le de tip
Volterra sau Fredholm (1.40) ca runckiile F,u,zo $i £,x,x<° sint
de dimens iune m, reSpectlv m, dar, spra deossavire de sisteuele da
forwa (l.40) conditiile initiale nu sint constante, c¢i dapind deo
parawetryu ‘inr termenul integral este: '

t .
J = K(t,8,2(s,c), x(S.él.L)ds (4.1 ¢)

r t"f_, t ] ' r
meunem comilhllle care sa asigure existenta $i unicititen s0lu-—

tiei problemei (4.1)- (4.;) si pObelllbatea uonutrqulx unL2i 90-
luiii asimptotice'de un ordin N, dat,pentru ncaast: probleai,.

cond i1ia 4,]. Funciiile K,zo,xo 31 F,f au deriv..te pariinle
(derivate) continue pina la ordinul L+l, resuvectiv ii+2 prin ra-
port cu toate argumentelea

Bolutia apropiatd se considerd tot sub Torha (1.25), dar,in
locul dezvoliarilor nucleului K(t,s,s,x,¢&) din (1.42) i inu lo-
cul dezvoltar.i lui J din (l1.43) vouw cousiderw duwvolreriie wai
siuple:
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K(t,S,Z(S_,E,),x(S,E.),E) = K(t,s,£)+ ﬁ(c,u’,c’,),cf: s/¢ s
R(t,s,6)= K(t,6,2(8,6),%(8,£), & )3 K(T,v,:)=

SK(Te , dc, 3(0e 60+ 2(dye), X(Pe,e)+ XW@5e),c) -
—K(TE , @6, B(TE 46), X(TE 4£),E); J(5,£) = T(4,&)43(L,e),

(h.% a)

t . _
J(t,e)= g R(t,s,£)ds=£ '.Io(t)+ ¢ Ul(t)+..., (4.2 b)
t-c
T (t) = K(t,%, 2, (t),x (t),0) = E (),
U'k(t) = Kz(t)z (t)+ K’gt) xk(zt)-r 1 (B)y k= 1,2,..0
t . n
K(z,¢,6)ds= € S R(e,w,60a¢ = €3 (V)4 £, (004
Jril '

3(2,{,)5 g
(4.5 c)

t-¢

S A

J ()= Sz-1 (K_(¢) - X (0))de

3\ () :SE (K (@) £,(e")+K (¢)%, (@))de + L (T)
-4

unde; K (t) este derivata lui K in

(t,t,2 (t) x (t),0); K (@)= K(o,o0, z (0)+z (w), 0(o)+£0(¢),o),

y(o‘) este derivata lui K in (o,o,zo(o)+;o(d),x0(b)+£0(f),o}
. 4

iar IK(t) 51 is(t) se determina in functiie de ?i(t).izo,k-l
respectiv 4n functie de ?i(B)' i=o,k 51'93(5), J=0,1=1

In mod analog,rezulta dezvoltarile lui 7 £i {3

F(t,e)= F('z'(t‘,.e),'i(t,a).ﬂ'(t_,z).t.s) = Fo(u)+ ¢ Fy(6)s.. RUNES
F (t)s F(Eo(t).'io(t).o,t.O).Fk(t)sz(t)?.}.\(t)Jx(t)Ek_(t>+hh,
FQTye)3 FCZ( Ty e) 420,603 R(Teye )4R(2,2) 3 T(zs e )4 (8 y2), teye) -
-F(E(ca,a),i(ra,c,),3(:5,8),_ZE,,£)=§0(t)+if1(Z)+ cory (Balk Uy

F o (O=F(Z (048 (2),%,(0)+%,(2),0,0,0)~F(T (0),7,(0),0,0,0)5
fk(z) = F o) 8(0) + F(x) £,(0) + G (x),

unde Fy(t) si Fy(r) sint derivatele prin raport cu y I
(Eo(t);zo(t),o,t,o). respectiv in (Z (0)+i (2),X (0042 (2),0,0,0)

Inlocuind. deuzvoltirile (4.%),(4,4) in (#4.1) rezulca .rin
identificare problemele:

l d...”

BUPT



- 73 -

0 = Fo(t):E F(Eg(t)p zd(t)’ ostio) t . (#.5 a)
dx ,
2o T()2 £(F,(6),%,(5),0,5,0) (4.5 D)
di_ . . _ . '
E;% =Fo(t)5-F(Eo(o)*?o(r)’xocofoo(t)'o'o‘o) (o0 a)
dx
qu = 0 . (4.6 b)
4z
=L oF, (£)= F(6)E, (6)+F_(£)X, (£)4T, () (4.7 a)
ax '
1o = T,(0) = T,(0)7, (6)+F, (6%, (6)+8, () (4.7 b)
d% » ~ ~ ~ ~ A ) )
T = F (2) = FL(0)2, (0)+F (D)X, (£)4G, () (b a)
d; DA

| 3%# S RIe> (4.5 b)

Observatia 4,1, Spre deosebire de cazul sistewslor irtec ro-
diterentiale de tip Volterra sau Fredholm (l.40),ecuitiile (4.5)-
(4.5) pentru determinarea coeficientilor seriei (l.275) sint voa-

te exclusiv diferentiale, Chiar $i sisteunul redus, care In <azu-
rile amintite era un sistem de ecuaziyil integrale de acelayi tip,
in cazul acesta sistemul rejus (4.5) are o parte algeonricd 3i uda
difereniialie
" Uezvoltind $i conditiile initiale dupd ¢ renulti:

vo(e) = 3% + ¢ yl+...+ &kyk+...; rezulta:
Y (0) + ¥, (0) = ¥ k= 0,1,2,... (4e9)

Vom ijmpune $i in acest caz condiiii asupra prisci aproximari:

Conditia 4,2.5istemul redus (4.9) cu conditia inipi=l:
(0) = x°® aduite o solutie (Eo(t),-zo(t)) pentru t ¢[{o,a] =
© 9i (#.9) 51 (4.6 b) rezultu £, (x)= o

>

0
Din conditia EO(O):X

91 sisteuul (4.6 a) devine;

dz ‘
a_E = ¥(Z () + 2,(t), °,o 0,0) (4.410)
AC @ 3La 56 obilne Jin sistemul IQOClat (vrovlesel (L.1)=(4.2))
4z = F(Z,x%,0,t,0) (.1l
dt

pentru Z = O(o)+z (¥) 54 t = o. Iapunew conditia de souvilitates

Mj_l\’alonle proprii AN (%) ale matrizii
F (t)'*?'\l(ﬁ) WX (8,0, O)au.partea 1ealsi sbrizs negativa.
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Conditia 4.4.30lutia Eo(z):a-sistemului (#.10) cu conditia

initiala ﬁo(p) =Az°-50(0) satisface conditia:
lim a,(z ) = o (4.12)
>
adici valoarea initiald ZOJEO(O) dpartine domeniului de atractie
a punctului de repaus 20 = ow
Din (4.8 b) rezultas
ﬁk(t) = ﬁk(o)+ SZ fk_l(d)ad gi datoeritd conditiei (4.12) rezulti:

o
o

fy (0)== iffk_l<¢)dd ;£k<z>=-5:°£k_l<¢>qq \ %, (0)=x" i £, (@)

2,(0) = 5= T (o).
Aceste conditii initisle se ataseazid ecuatiilor (4.5)-(4.8),
acesie ,probleme rezolvindu-se in aceeasi ordine ca cele din §.5.1.
Teorema 4.l.Dacd sint indeplinite conditiile 4.l~4.4 astunci
existid C > O i existd w > o0 astfel incit funciiile de strat ii-
mitd §,(Z) satisfac relajiile:

M T

WD sce pentru Z >0 , i=I,F  (4.13)

Demonstratie. Deocareca problemele din care se obiin funcii-

ile ii(t) sint diferentiiale, demonstratia acestei teoreia, este
In linii mari la fel ca cea a teorewmei de evaluare a functiiilor
de strat limitd pentru sistemele de ecuaiii diferentiale {(l.l6)
({135]):

20(2) = o0; deoarece ﬁo(t) satistace (4.12) rezulti:
(1)650(3) Z, =7, (8} astfel inciﬁllﬁo(i)d.éS pentrul>T,. (4.1lb)
Pentru't;;zo ecuatia (4.6 a) se scrie sub forwa:

a8 ,
H—Tf- = F,(0) 2, + G(3,), (4415)
G(Z,) = F(Z (0)+£,(2),x°40,0,0)-F,(0)Z ;

rezulti; G(o) = F(Eé(o), x%,0,0,0) = o, si ' (4.16)

) e>0(3) = () asttel iDCit(wl’“u]l“sz'”u2"< Qreuﬂti
IIG(ul)-G(uz)ﬂ < ¢ uul-uan, (#.17)
Ultima relujie rezulti Jin teorema lui Lagrange:
G(ul)-G(u2)=Gu(ul-u2),unde Guzze-Fz(o) $idin coidivin
4.1 rezulta céltGu1\este oricit de mic gentru fu.y, i=l,- zuli-
cient de mici. '
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Ecuatia (4.6 a) este echivalentd cu ecua‘sia inve ralé: .
. T (o)(T-27), ¢ F (0)(Z-s)
zo(c)z ejz ZD-ZO(ZO)-O- S(a e G(" (8))ds - (4.18)

Pentru a obi{ine evaluarea exponentiala (4.15) pentru ¥i =%,

vom folosi metoda aproximaiiilor succesive;

(o) . F (o)(z-x.). :
G(0) = 6 EAEN (4.19)
(k) F,(0)(T-%,), T F,(0)(z-8) (k1) |
(r) = @ zo_(to)+ . 8 G(z (s))ds. (4.c0)
Din cond itia 4.3 rezulta: °
F (o)(Z~8) )
e - 0 < cle_“(r"s) penrtru 7.< 3 <g {4,21)

gi deci,da_tori{:a (4 14), rezulta:

0
1 EO(Z)II < & C i(z Z )y Sau, fixind un numir )e(o, oYy

(9) _ .
u ﬁo(C)‘" £ §. C,e H(C—Zo) (B,22)
$1i renotind'cohsfanteie,.rézulté (4.15) pentru i =o.
Fie ¢ suricient de mic astfel imcit: q = &Cl/(o(-K) <1
Acestui & 1Ii corespunde éﬁ: ﬁ(g) astfel 1ncit sd {ie rnie-
plipitd relatia (4.17); luind o suficient.de wic in (2.14) pen-

tru ca 4C,/(1-9) <y 81 Qg = Co(d)y din (4.19) si (4.15) rezults:

(o)
it z (7)litg ” pentru ( 2 KO,( )‘ (4re%)
o .
(é g (53}|s. Sz"er(o)(z-s)ll.“ G250~ ~6Co)ll 45 ¢
T C

Cy 9 - o(t-s) 530 n(sh"to)de*.:(gcle Cle"ix(z"zo).'
Lo

L g (=10(Z-5)45 ¢ § o€ cl/(af-x)e‘x(z‘to) -

= 5C,q o750, (4.24)

(l) (0) (1) (o) \
20 0SB M 22 lIC A 1eq)e” (e-2,), éul/(l-q)e-x(z_zo’cyz (4.25)

fg
5.

Pentru 7 >7, , se demonstreazi prin inductie completi:

(k) -

Nz s S¢ (l+q+...+qk) e—m"-zo), ) (holws)
(k) (k-l)

1 zo - zo llcsclq e"(CC T ' (4e2?)

Intr—adavar, pentru k=1 aceste ire alituyi sint alevarave
datoritd (4.2y) (a douw i06,3livsi@, 51 datoritu (Hecrj. 1 2su- )
runindu-le alevdrate pentru k, din (&4.2v), Terults .erirn = » (&%
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(x) o | o
Il Eo ll$5C1(1+q+...+qk)e"‘((? ?0) < éCl/(l—q)e n(Z z;o)

jar din (4.17) $i (4.27) rezultis

(k+1) (k) ¢ F (o)(-s) (k) (k-1)
It z: -2 oll & - St-ue z -l G(Q )—G(z ) il do ¢
4 2 v
AT =d(E- (g)(k~1) ol o
&Szb o=(¥=5) Lllzo-z iHds 5SQ013 (e -“’) é ulqke"x(a‘zé)da =

5% LEC)e ~x(&-1,) jt e @-20G 8045 ¢

£ cgcl Ecl/(d—n)q L] -t = tq) =5Clqk+le -n(C- Zo) (4.26)

de unde rezultd (4.27) pentru (k+l) iar din (4.28) gi (4.26) re-
zultd (4.26) pentru (k+l):
(k+1) (k) L Cerl) (k)
z, <0 l]+ll Z, - 0)
deci (4:26) sgi (4.97) sint adevirate pentru orice ke fil.
Din (4.27) rezultd convergentia sirului aproximatiilor succe-
sive cdtre QO(Z) datorita relayiilor (4#.20) 5i (4.17) si prin
trecere la l4mitada In (4.26) rezultd evaluarea;

R, € & ¢y /g)e”EmE) (i)

N
Pentru.o £ T s 7, , deocarece 2, este soludia ecuatiei (&4.lo)
ea egte marginiti de o constantd C,. Notind
[N

C = max (C e AR i l/(l—q)e v Yo ), rezultd (4.13) pentru

i =o. Pentru i 19 din expresia lui ¢ (l) rezulti;

1¢ &C l(l+q+...+qk+l)e_n(t—cb)

A .
fo(?)E:f(zo(o)+zo(t),x ,o,o,o)-f(zo(o),x ,o,o;o):fzzo(t) jar
din (4.13) pentru i1:=0 i conditia 4.1 rezultd

Nt IS em 73 (4,50

O(K) I & Ce peitru 7 20 (4450)

jar din (4.3%0) rezulta convergenta inte.ralei din care se dater—
LA ,

ming xd(Z) 51 evaluarea:

2 : .
I (TN s ¢y Sz. e ds = £ 0772 co” Y, Tr0 (4usl)
Q

Yt
deci gvaluarea (4.1%) pentru il.Pencru El se scrie (4.0 2) sub Ioraa:
A
31%-_ Fo(X) 2,(0) + G () (4o 32)

unde
l(t) Fxx1+G (l).”l(t) (F (t)-F (0)). (z (0)E+z (0})+

+(E (z)~F (o))(x {0) -xl(o))+(F3(z)—FJ(o)) K{(0,0,% (o;,X(p),o)+
+FJ(Z).I°(t)fl?tft7-i‘b ( 0))z*pb(t)."?(;(o ).
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Aplicind formulg lui Lagranbe tuturor 41 eren;alor in care
1ﬁteru1n, in expr651a lui G. (E), derivatele lui F(t)—n(t) t =0
precum $i diferentai K (Z)~ K (o) 3in expreszq lui J Lu} i (4,.5¢)
se obtine evaluarea:

HG(Z)I € (CTHCIWMEL (D +u:?0<‘o)u)s (CT+C)e

.. ez -
Alegind »y < astfel incit(e +C)¢ gc e Tt

rezultd, tinind cont de {#.31) in expresia lui. Gl(t)

HG (ol ¢ cpe” ¢ 4y

-5

>0 (Ge25)

Aplicind formule variatiei constantelor sistemului (4, 52) in
mod analog cum a fost facuta evaluazea (4.13%) pentru 3 ; () =2 oz,
razultd aceastd evaluare pentru §s 3{¢) = zl(k), prin metodq 1prox1—
mat iilor succesive, {inind cont de (4.33).

Demonstratia se continuid prin -dinducvie:

Se constata, aplicind teorema lui Lagrange ca fk_l(t) este o

) . c - . . A . ———
combinatie liniara de functii continue de_yi(t), i = o0,.=-1l.0in
aceastd cauzi, presupunind adeviaratd inegalitate (4.13) pertru

e = . =
i =0,k-d rezultd gi pentru Ik_l(t):

hE (D eCce™ peatru T o T (k)
$i din (4.8b) i (4.%4) rezulta (4.15) pentru J (Z).- fJ(b).

Pentru y () = Zk(t) sa scrie (4.6 a) suv forma:

dzk(t) A A n | l

v — = F(2) 7, (T) + G ()
51, in mod analog ¢a pentru zl(t), se demonstreazii evaluirea ex-
ponen&lala a lui G  (¥), din care rezulta (4.13) pentru
740 = 2, (C)m

Vom Jewonstra in continuare ci tesrema do evaluare asimpto-
ticd s restului, de tipul teoremelor 1.4 5i 1.5 are loc ;i in
¢asul problewmei (4.1)-(4.2):

I'soreua 4.2, Dacd sint lunjeplinives comdiiiile di.l-—4.4 atuici

exista constintele £  §i C > o astlel inclt pentru orics ge(,¢,)

solutia (z{t,r), x{(t,r)) a provleuwei (4.1)=(4,2) @ci-ti Lsatru

L €elo,al,este unicd si satisface relaiile (1.33),(l..0.
Jewonstratie, Fie

u(t,€)=2(t, £)-ﬂbét,u), vit,e)= th,iJ—Xaét,a) Citen )

31 notdm:w(t,¢) oricare diutre Zunws:ilie UlL,e) oy vit,o,
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2/
J(W'YEN)ES‘COK(U‘*%N’V.*%’N’ £)ds ’F(Warw = F(u'%q ,V-hEN ,J(W,EN) y G0,

P(t,e) = F(Z (t)+ Qo(t/a),x°,t,o)

L

Fo
. Novavii anploage consideram $i peutru T gi derivatele lui
F ogi Fgiale doi f518,
Inlocuind (4.%5) in (4.1)~(4.2) obiinem:
dz,. dX
du _ N dv _ Ty »
£3T -F(W,Iﬂ)- It At = TOniy)- 35 (4.30)

Hedy (4.57)

uCo,&) = 0 &M*Y), v(o,e) = 0( £

Pentru a demonstra teorema ve trebui sa demonsitriam,cu noile
notatii, cd solutia problemei (4.3%6)-(4.37) satistface condivia:
existd £ astfel incit oricare ar fi €, ° <& £ty are loc:

N*l,llv(t,a)\\s CaN+l,teIo,d] (4.35)

Hu(t,e)ilt ¢ C &
Pentru a o demonstra, scriem (4.%c) sub forma;

SR =FOusFOvsG(u,v,t,6), 9 =E0wEov5(u,v,t,8)  (4.39)
G(u,v,t..f,) = f‘(w,IEN)-é %N-Fgu - F?Cv (4.40 a)
g(u,v,t,6) = f(w,EN)— Iy - fou - 15

.Functiile G si g indeplinesc conditiiles

v (4.40 D)

=

N+l

G(0,0,2,c) 1l £ C & N+l N _—rml/e

wiglo,0,t,e)l cC(¢ +o @ J(4.,41)

81 au proprietatea cd pentru orice L o existd s =8"\,'-*) 51
existd £ = ¢ (u) astfel incit pentru orice UgisViallUglisa,uv i €9
i=1,2 $1i orice ¢, ©<t<g au loo ine;alitaiile;

1YG(ul,vl,t.a)-G(uz,v2,t,&)I\: e (uul-u2u+nvl-v2u) (4,42 a)
I g(ul,vl,t,e)-g(ua,ve,t,&.) s e (\\ul-uatiﬂwa-vau) (4.42 0)

Pentru a le demonstra,vom incepe ¢cu a doun relaiie (4.41):

. A N .
8(0,0,5,0)=2C0, )%= [£(0, S KT (re )4, (2)))-

A ﬁl{ d ﬁhﬁlA
- 0,3 e T lee- Fp(y £ B ] . (4 is5)
2o S k= d & k=, ..
+[ (O.-;:o £ yk(t)) - a?(z & xk(t))],
= k=0
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»

f(o, jf t,(xk(tc)+xk(t)))-f(0,§: E. %, (Te)) =

i A N o (& o44) ~
- ﬁl X5, (z)0C eMi2(0, 5 akik(t))= S EEF, (£)+0( £Mh).
k=0 k=0 k=0
Din (4.0 b),(4.7 b)), (4.44). 51 (4.43): rezultid:
it glo,o0,t,e)U0 = 1l EN fN(t)+0(‘EN+l)l!$i din (4.54) rezulve a doua

relatie. (4.4l); prima rezulti in mod analog.
Pentru (4.42 b) aplicdm formula lui Lagrange:

N
E(ulsvl!tta)-g(ueivent:é)=fz(w'liﬂ)(ul‘ue) +

A ¢ t
+£x(w",§N)(v1—v2)+fJ(w“',IN)°[g (Kz(ul-ua) +
t-¢
+Kx(v1 2))ds] T (ul 2) fx(vl 2)

.Dedarece pentru.s,ui,vi suficient de mici difereniele

A A 0 _=» : . D s
fz(w',gN)-fg, fx(w“,EN)—fx'SLnt 5i ele-oricit de:mici iar toerme-

t t
nii S szs si S Kx ds sint de ordinul O(z) rezultid (4.42 b) .

t-¢ t-£
91 in mod analog rezultd (4.42 a).

Aplicind forwula variatiei constantelor sistewelor (4.59)
obtinem:

. t
u(t,g)=U(t,o,g)o(aI‘+1)+S U(t,s,e) 2 (F%(g.e)w)ab (485 a)

(o)
t

v(t,E)=V(t,0,8)00 £ M h)s S V(t,s,£)(£2u(s,£)+g)ds (4.45 b)
6 ¢
unde U(t,s,¢&) si V(t,s,£) sint matricile iundaaantaln ale siste-
melor (4.59) - solutiile problemelor:

E? = F°U U(s,8,¢) = By (4,46 a)
Tt = £, V(s,8,2) = B (446 b)

Matricea 11 fiind marginivi, din (4.46b) rezulta o i
matricea V(t,s5,¢£) este marginita,

Pentru evaluarea lui U(t,s8,&) voa aplica lema 3.7. Jusarece
éa nu 6ste aplicabild direct Sistmului (Yr.éto ), VoIl Ccrie ucest

4 t

3istem sub torma;
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-

E“- F (£)U + (F -F) U, U(s, s,g) = E,

bl
jar acesta se transform3 in sistemul eclhivalent de ecuatii inte-
grale; t
- N l ] 1 -y b
U(t,s,£)=C(t,s,c)+ g C(E,rys) 2 (E:-FZDU(r.s,a)dr, (4a47)
o)

unde C(t,s,£) este solutia sistemului owogen:

a—- I'G y C(8,5,8) = By o (B4 )
ApllClnd sistemului (4.48) lema 3.7 rezultd evaluarea (5.61).
Deocarece diferenta Fg - }.«_“Z este oricit de micad pemtry y Z(wv)|<e

iar aceasta are loc pentru ¢ s&, , aplicind metoda aproxima-

tiilor succesive sistemului (4.47),1in acelagi mod cum a fost
aplicatd sistemului (4.18) pentru evaluarea lui z (t), rezulta
pentru U(t,s, £ ) evaluarea: '

w(t-s)/&

WU(t,s4e)N < Co~ » 08 st, 0o€¢€ < ¢ (&o44))

(=

Inlocuind v(t,¢) din (4.45 b) in (4.45 a) gi fologind formula:

t (8 t /& t (b
g g.yfs,.?)dfaszs S y(s,p)dsdp = S S y(p,s)dpds (4.50)
0 0

0 p 0 “s

[ )

Trezulti sistemul echivalent cu €4.4Y):

) t
u(t,e>=u<t,o.e>o<aN*l)+S K(t,s,)u(s,6)d84 (u,v,8,2)  (#.51 a)
0

. : t . :
v(t,£)=V(t,0, oM )e S V(t,5,£)E0u(s,6)95+,(u,v,6,8) (4.1 U)

unde: o

~ . ~ . .~
K(t,s,e) = Kl(t,S .é)fg(s,é); Kl(t,s,é)i
v 1 e
= e U(toplé)B (p,g)V(p,SJ)dp
S £ X
e unde, datoriti mirginirii lui V i (4.49) rezultu:

i ﬁl(c,s,&)ll ¢ C pentru ossstra, 0<¢ =¢,
iar operatorii integraliy; ql(u,v,t.é )=

! - N+l ;
= 8 —E-U(t,s,g)[F;V(s,o,&)O( £ J+G(u,v,s,6)) +
o £ .

ot ~ . t
4+ 5 Kl(t.Saé)&}(u,V.s,{)dS $i g V(tns;b)G(U,V,S,g dg =
° (o]

Swnlu,v,t,0), Jutoritd proprietatilor (4.41) 5 (4.42) :1s lui G.
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51 g,au $1 ei proprietasi analoage:

lIQi(o,o,t,a)lls C 5N+1,pentru ostsa, 0 €Ly, ,i=1,2,.. (4.52)

1 Qi(ul 'vl’tig)'qi(ua'vgit' £ il g

<€ max_ [uuy(8,&)-u,(8,+iv;(5,8)-v,(s,E)U] ,iz1,2 (455)
ox8x<t 1
Considerind (4.51@) ca o0 ecuatie intecrald de tip Volterra,rezulta:

¥ t
u(t,e)=U(%,0,£)0( 6h+l)Q1(U:V’t,£)+S R(t,a,& )% (u,v,s,6)d

w

(8]

;Sl(u,v,t,&) (4.54 a)

oo
und a8 R(t,s,a):éﬁ Kj(t,s,a) aste rezolventa nucleului ﬁ(t,s,d):
J=1

K, (6,5, €)=K(t,s,£), Kj(t,s,e)=SL K, 1 (5,0,6)K(p,s,£)dp

Fiind suma unei serii uniform convergente de funci{ii continus,
rezolventa este continui. Beuatia (4.51 b) se scria:
t
v(t, ¢ )= S H(E,5,£)u(s,£)ds + 5,{u,v,t,6) (4.54 D)
0
unde H(t,s,6) = V(t,8,E)f0(8,£), 5,(u,v,t,e )=
N o W , \
= V(t,0,¢&)0( £L+1)+ %E(Urvstvé y,

Operatorii Si, i= 1,2, datorita proprigtu,ilor {(4,5-) i
(4,5%) ale lui_gi au proprietajyi analczge cu “se
Deocarece problema (4.56)—(4.57) os3te echivileat. cu cistemul
de ecuatii integrale (4.54) ests suficient si desmonstram ci 30lu-
' tia acestuil sisten axistd, este unicd ¢i catisface (4.50).

In acest scop toleosim din nou metoda uproximayiiler succesive:

uglt,£)=0, v (t,e)= o, u(t,&)= S Cu_;,v,_1,%,), (4455 a)
. t .
Vi (t,e)= S H(tys,e)u, 4 (s,8)d5455(u, 1,V _145,&) (4.55 ©)
o
Din proprietatile pantru Si analoage cu (4.22) gi (4.5%; ;i din
(4.55) rezulti: '
ISR

pu (L, e)i ¢ ¢ s 11V, (B,e ) {tl&n*l{ 0 stsa, 0ciuvg, (Heiv)
¢ max (Ru(s, e)-u,_; (5,640, (s,e)-v,__ (s,a)), {vevd a)
o =54t ' ‘ T
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{ Vk+l(tia)_vk(ti5)" < Ga(ﬂgét (“uk(s’&)—uk+l(s’£)“ +
+ £ max (HUK(S’i)—uk_l(S,é)“+“Vk(5’£)-vy_l(s)L)") (4057 b)
0:S5<Y > .

N
&
.

AW
.

p N

peﬁtru[(wk(s,a)|\eé , Nw (5,6l S .
Notindw = max (4 ca,l),
Dy 1= max (huk+l(t,£)—uk(t,c)uu1 vy, 1 (5, 8)-v, (8,e)1), (Hev9)

05t

Uk ='fiia’ (uuk(t,i)-uk_l(t,é)H),Vk; gﬁéh ("Vk(t’ﬂ)_vk—l<c’£)“)

51 fnmuliind (4.57a) cu « rezulti, adunind-o cu (4.57 b):

DS EQU+EwV, + caU+elp+ gV, <iD +E0 D+ ca Uy

51 deoarece U, S'Dk/ﬁ) , ca €« /4 rezulta:

kel |
daca ¢ este suricient de mic astfel Incit & (l+ w) < 1/4 si daca
sint. satisfdcute relayiile (4.58).

liai trebuijie demonstrat c¢c& pentru £ suficient da wmic &elaiiile

(4.90) au intr-adevar loc; '
Presupunind cd (4.55)-(4.60) au loc pentru k=L,p-1 rosulta:

Kk

p’ p-l
$(2'p*l+2"9*2+...+1)nls 2D, < S(E) : (4 6L)

“upll5Llup-up—l“+hup-1_up—2“+"'f”ul“ < D_4D teoatDy s

de unde rezulti ci prima relatie (4.53) are loc pentru orice pe N.
In mod analog are loc si a doua deci i (4.vo0) pentru pe M.
De aici si din (4.956),(4.61) rezulti;

f uk(t:.c,)ll £€C £N+1,||vk(t,£)\l < C E,N*l (4.62)

Din (4.62) rezulta convergenia sirului aproximatijlor sucsesive
pentru k —> oe , uniform prin raport cu t €lo,a] $i svilu:rea(4.su),
Rezultd existenta solutiei (u(t,e),v(t,e)) a proolemei (4.56)-
(4.37) de unie, conform (4,.35) rezulty existenia soluiiei
(2(t,£),x(t,£))a problemei (4.1)-(4.2) iar evaluarea {(&.%u) in-
plica unicitatea acestei solutiim

Obsarvatvia 4.2. Degi solutia asiwptotica (l.28) coislruita

wail sus pentru problema (4.1)-(4.2) are evaluarea (l.J.), $i in
acest caz introducerea funciiilor de lrontier. a 1ost ' :weansi
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doar pentru a otbiine o aproximare converavila in vecinatatoa va-
lorii initiale t=0, unde valoarea lor sste semniticativd.

Dacd solutia intereseazi, nu in zona stratului linitd ci
pentru o< tos t<a, 0<E atuncl Se poate renuniya 11 funcii-
ile de strat 1imita, considerindu-se drapt agrqxiuaga ssiuntoti-

A

cd doar suma partiald a seriei regulate, evaluares (l.5.) rusinlind

valabila:

?m(ta&) =§ ék Fk(t:)a.
— k=1 _
lly(tté)” EN(ttﬁ)H < € £N+1

lntr—adqvir, din (1.39) 51 (4.13) rezulta:

,o¢t0;~t5.a, ‘o.:&sEo (4.63)

— ) N
1y (ty =Yy (6,0l € 1 3(,E)-Lp(t,e01+11 S €5 § (D)l

£ C

t./¢ . ~
e © _;('xto)n*lf gN+1_ 05/ 5N*l,rezultﬁ (4,63) din aceste relatiim

¢ . =0
II£H*1+026-7tt si deoarece @~ & —a~TtlE, e"’(to/é,

Comentarii bibl iografice.
Problema (4.1)-(4.2) pu a mai fost studiatd in licer:turs de

specialitate.
Termenul inteygral de forwa (4.1 c) apare in lucrarcsa [Y6]a
lui N,N,Nefédov in care sSe constrie;te o soluiie asiwstotica prin

wetoda lui A.B.Vasilieva pentru ecuatiile integrale 13 ivi:wn
ar
:EZ(E)-S K(t,9,2z(8),£€)ds = t(t,L), ostsca

t=-£&
¢u aplicaydii importante in biologis.

Demonstratia teoremelor 4,1 $1 4.« 5@ race dupu molelul teore-
welor analoaie (Teorewele 5.1 $i 5.1 din [133)) privini us'stavele
Jo ecusiii ditereutiale (1.16) $i idtegro—diferen;iale C1.40),

Rezultatele prezentate in nc=st para_ral constituioc un ¢apicol
al referatului [811si au fost publi:ate iu [7s]a

4.2.0isveme jintegro~diferent::le semiliniare cu n:.sle linite

de inteyrare varijapile cu varturoaiii sinul:re

In acest paragral vom considera problema ingd;ro-i..smyniiale
in care una dintre Tunciiile necunoscute sste cu vari:. .= il2nia,
riind scluivia unei ecualtili integro-iilorenyimse lin 23 La care 1i-
mwmitele de inte,rare sint simetrice layi de origii: i.- c2:Ll.lue

fuuctil necunoscute sint cu varioose3 ro: e
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¢ g—f&: = F(z,x,J,t,f)éoets&.oaeeio‘-‘-l: (4ot a)
a g% + b(t,e)x + c'j K(t,s,£x(s,e)ds = £(t,t) (464 &)
-t
2(0,¢) = 2°(€), x(0,e)= x°(&), (4vt-c)
O< £ty te(-a,8), impunind aceleayi cond itii ca gi pentru
problema (4.1) (cu m:=1) si termenul inte ral J fiind dasv de
aceeasi relatie (4.1 c).
Vom studia mai intii ecuatia (4.4 b). .
Dacd a si b(t,f) sint identic nule, atunci ecuaiis inte-

£rald care se obtine poate prezenta unele aspecte fuuc.ionale.Ast-

tel, de exemplu,(33], ecuatia integrald S x(s)ds = £(v), echiva-

_ -t
lenta (in ipoteza cd f£(t) este derivabila, impard gi nuld In ori-

gine) cu ecuatia funciionala x(t)+k(-t):f(t), admite o iniinita-
te de solutii mifginite 51 integrabile de forma: x(t):f(u}/2+b(t),
h(t) arbitrard, marginitd, integravild $i impara.

Existid si1 ecuaiii integro-direrentiale de fbrma (4.44 b) care
pct prezenta unele surprize 1n sensul devierii de la teoremele de
existentd 5i unicitate cunoscute peuntru ocuajii de Gip Volterra
de speta a doua; un asemenea exeanplu esie provblema;(xw se vedea
lucrarea autorului [921):

ca’% + St x(g)ds = 0, x(‘ff@/#):xo ] (4 .05)
-t

Je veriticd imed iat c& problena (4.65) are o inrinit:ts de
solutii de forma x(t)=olcos V2t daci x% =0 $si nu are soluiil
daca x° # 0. )

Yom vedea, insi, c& dacad condiiin initiald se da peulru t=o,
atunci ecuatiile de forma (4.64 b) u soluiie unica.

Vom reduce ecuatia (4.o4 b) la un sistem Je douw ecu-,ii in-
tegrale de tip Volterra, In prealuuvil o vouw reduce la o ccualie in
care coetic ientul’ corespuazator lui b(t,£) este nul,

Lema 4.l. Daca problema

) t
a %% + b(t)x4+C S K(t,8)x(s)ds = r(n),g(c)=x°. a#f o (4a.oe)
-t
adwite soluivia x(t) atunci probvlewma:
t
g% +2 g N(t,s)u(s)ds = g(t), u(o) = ~° (4 o557
-t

unde: } =C/a,
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® : t
N(t,s>=x(t,s)exp(§3 b(r)dr),s(t)=ihE exp(%;s o(>)dr), (4.60)
S . : -
0
admite solujia u(t) daté de relatiils;
x(£)=u(e)v(e), Fo=- LEy(t),v(0)= 1 CREP
5i reciproc, dacd problema (4.67) admite solutua uw(v) awunci

problema (4.66) admite solutis 'x(t) datd Je aceleagi reilii,
Demonstratis., biectulnd In (4.60) substitutia inliciiid Je

(#.09) oviinaw (4.67),(4,68) yi elfscturud acegasi suvstivtuyie
(4.69) in (4.67) rezulta (4.00),(4.6c5).
Loma 4.2. Problema (4.07) 8ste scuivalenta in ClL—u,a] za

acuayia: -’
t P t P
u(t)+n S S N(p,s)u(s)dsdp+lS S N(p,-s)u(=s)dscip =
0 0 0 o
o v T
=X+ g(s)ds (4o /0)
o -

Demonstrasie.Daca (4.70) a:mite o soluikie alunci, prin leriva-

re, rezultd ci ea verificd (4.67) iar comditia inifinli Jin (4.67)
se constata prin verificare directa, Iinvers, dacd (4.u/) :duite
solutia u(t), atunci ea veririca relayiile succesive,

t t p .

u(t)- 8 95%22 dp=x",u(t)+ g A g i(p,s)u(s)dsdp=
o ~p
%

0

= x% S g(s)ds, de uude rezulta (4.70)s
0

Pentru a reduce ecustia (4.70) la rforma intesrald .uuniatd,
vouw Inlocui In (4.70) t cu -t, apoi vom face scuimbaro: 1z variapi-
li s in ~s in termenii integzrali 31 dupd aceed:: scuimou.r: 12
varinuilid p in -p; vom obtine astiel ecuatia:

t p \ G P :
u(-u)+a.g S N(-p,s)u(s)dsdp +Z,S g (= =5 U=y Jd. 1oz
0 0 0 0
o 7
= X =- S b(-S)dS \ﬂ.[O')

0
Notiw:N{p,s)s Nll(P-S)s H(p,=s)= i;l’,_.(l)rﬁ));'(—l.'r-;)E ;;L,- Loy

L{-p,=s) = N, (p,s)u(s) = u,(s), ul-5) = u,{u), ./l
L4 g(s)ds = ¢ (t,xo- L(=s)ds =L 1 u)
o . 1 o %

cu aceste notatii,ecunyiile (4.70, .03 ee/0%) f3vin:

BUPT



- 86 -

t (p %t o(p )
Ul(t)+l30 So Hll(p,s)ul(Sstdp+‘hgo &0 ﬂlz(p,s)uzks)dsdpzrl(t)
t (p £ (4.72 a)
ue(t)+180 So N2l(p,s)ul(s)dsdp+?bgo So ﬂaa(p,s)ua(s)dsdpzfz(t}
' " (4.72 k)
hotind: )
u (8] M1pes) Bppless)] Fl(t) o
Uct)= 3[1"*(P’3)=‘ . i F(t)= i Vre/5)
u,(t) f‘el(P'S) Naalpss)) (£2(8)
sigtenul (4.72) se poate scpie sub rormna matriciald:
i t p .
U(t)+-l£ g M(p,s)U(s)dsdp = F(t) (4.74)
0 (o)

Observatia 4.3, Schimbind ordinea de integrare in (4.74)
obtinem: '

t t
U(s) mS (g M(p,s)dp) U(s)ds = F(t) .75)
(0] 2

care este o ecuatie integrald de tip Volterra,dar construciia obig-
nuitd a iteratelor nucleului sau este greoaie in acest cuz; de
ex - mplu:

ﬂd(t,ﬁ): S

Mai mult, eventualele proprietiii de simetrie ale lui ::{p,s)

t t r
( g K(p,r)dp) (S M(g,3)dg)dr

o r ' 8
nu se transmit asupra nucldului ecuatiei (4.75) sinici asupra ite-
ratelor sale, Din aceste motive, nu este convenibiil ¢n =2cu:iin
(4.74) 98 fie tratatd sub forma (4.75) cu mijloacele tesrici c¢la-
sice a ecualiilor de tip Volterra; teorewa de existenii, unicita-
te 51 Je construire a nucleului rezolvaut o 4am pentru cauul scestor
ecuatii (cu MéN , nu neapidrat M =2) subotformd mai siuplim

Teorewa 4.3, Daca functiile k(t,s, i (%) sint coutinue pentru
0O« S< tg a, respectiv pentru o ¢ t ¢ a atunci ecuatia muriciala

(4./4) are solujlie unicX in C{o,a) care s& exprima suUL LoYuis;

¥ (p
U(t)=F(t )+ g S MQ(p,s). F(a)dsdp, (4.70)
0 o]
"’a(Pls’. = Z 3'1_ Mi(pls)v (4ad?)
i=1 D T
ml(p,s):a\g,s),mi(p,s)= S M(p,r) S Mi_l(q,s)dqdr Cibo )
8 S 1=2,5,-.
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Demonstratie Cdutind soluiia prodlewei (4./4) vul 1orias

- . K ) N S
prin inlocuirea seriei (4.79) In (4.74) si identificarea .orusla

a coeflclensllor aceloragi puteri ale lui A rezultd:

t p
U_(6)=E(),U,(6)= S g M(py8)U,_y(s)85dp, 321,2,000  (4a00)

de unde, prin indultie® completa, rezulti:

£ p 't p .
Ul(t): S S M(p,S)F(S)dep,Ua(t)z g 5 M(p ,S)Ul(s JAsdp =
o 0 o)

il
I

]

t D 8 rq

S L M(p,s) g g M(qg,r)F(r)drdqdsdp
o)

0

ct O

]

p S ;5
S M(p,s)j' g M(q,r)F(r)dgdrdsdp
(o] : 0 I

4, ],

0

i
——
O

]

b4

(o)

r

L p ’ - P ¢ I
:Jo gomg(p.s)F(s)dsdp, unde K,(p,s)= E'M(p'r) \ iy (g,3)d gdr,
5 J 3
t ¢p .
U-(t) = S S ui(P,S)F(S)dep, i=l.2,... (4.bl)
o Jo _

unde M, (p s) este dat de rela;la de recurenid (4.70).
PrOSUpualnd cal[;(t)\\ < Ayfi(p,a)W ¢ B, reszuleu, ,rin
inductie completd, din (4.7u):

I M (st € Bl(p-s)? T8 (2i-2)1 (202)
I Ai“l,mi(p,s)u < B (nl Ba®)3 Ll (o4-0) (4.53)
iar din (4.81) gi (4.B5) rezulta:
i 2.1,/ . L
A" U(e) s A (1ATBa™) /(21)! (4 40%)

Din (4.54) rezulti ci seria (4.79) este absolubt i unitornm
convergentad, iar din (4.80) (prima ggalitate) i din (4.ol)
rezulia ca suuwa sa este:.

U{t)=F(t)+A z A I:li(p,S)F(S)dep ,
0 o i=o0
Soria care intervine sub seuwnul integral riind i ea Loniut i
uniform converyentd dstorita (4.d5), ln Lel cn i ca: ou L3v:.anul

P g
g M(p,S)F(r)g M(q,r)dqdsdrdp = (r & s8)
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general A g M(p s) U l(s)ds. Pe de alti parte, din (4.d1),

rezulta prin 1ntegrare termen cu termen,ca 1unc§ia continug U(YL)
datda de reluyiile (4.76),(4.77),(4.70) veritica ecualia (&./4%).
Aceasta fiind ecnivalentd cu (4.75), soluiia sa oste unicam
Qbservatia 4.4, Dacda iIn ¥eorema 4.3, F(t)evcl (0,a] atunci
si U(t)e Cl'Eo,a I
Observayia 4.5, "Nucleele iterate' date de relatia (4.7¢) se

calculeazi mai simplu decit nuclesele iterate clasice in cazul

ecuatiei (4.74). wai mult, are loc o relatie mai generala dzcit
(4.78), pe care am demonstrat-o in [u?7):

p
Mi(p’s)= S
s
De asemenea, dacd M(p,s) este simetric, simetric generalizat,sime-

trizab¥l sau simetrizabil generalléat (in sensul definitiilor date
de Th.Angheluti [ 1],(2), proprietatea reSpecfivé $9 transaitg gi
asupra '"iteratelor' sale date de (4.73).{87) »

Revenind la ecuaiia (4.70), din cele de wai sus, rezulta:

’ Lema 4.3.Dacd functiile g(t) si n(t,s) sint continuc pol-a,al
respectiv pel-a,a] x[-a,a), atunci scuaiia (&#.70) are o solutie
unicad 1In Cl[-a ,a] $i anuwe u(t)-ul(t), und a (ul(t),u2(t)) s5te so-
ldtia din cT {-a,a] a sistemului (&4.72).

Denmonstratie.Ecuatia (4.70) aduite solulie daci i nuuwiti dacil
solutia sistemului (4.72) verifica condilia;

r
Ml_.(p,r)g M.(q,s)dqu, i,a’&N y 0<j<i
S

u.(—t) = ul(t) pentru t € (-a,1] (4 .i3%)

Intr-adevir, dacid (4.70) are o solutie u(t) atunci,reculti,
tinind cont de construciia sistewului (4.72), din reluviile (4.70),
(#.70") si (4.71) c& soluyin acestul sistul esta:

ul(t) = u(t), ua(t) = u(-t) (1,06

lnvers, daca soluiia sistamului (4.72) verifica (H.oY ) abtunci,
Inlocuind In prima ecuatie a sa ua(t) cu ul(-t), 86 0USEervi ci
u(t):ul(t) este golutie a ecuatiei (4,70).

Peantru a demonstra ca relatia (4.udY) este Intr-adovur iojepli-
nita, Pie El(t)=u2(-t); prima ecualie (4.72) devine;
t

P t (P - |
ul(t)+a£ S N(P:S)UI(S)GSGP*ASO S y(p,-s)ul(-s)dsdpzrl(t, (4.07)
0 0

0
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Inlocuind In a doua ecuatie (4.72) t cu -t, Zdcind cciiimbarile

de variabile s in -s gi apoi p i1n -p, din (4.71) rezulti:

t P v P ‘ -
Ei(t)+ilg S N(p,s)ﬁi(s)dsdp+]kg Sbﬂ(p,-s)ul(—s)dsdpzrl(t) (4.30)

0: Y0 0o

Notind u“(t)=ul(t)-ﬁ'l(t) 5i scdzind (4,58) din (4.07) Tesulta;
: t P« * 4 ! t
u*(t)mg S N(p,s)u (S)dep—;’LS

D 3 . .
j N(p,=s)u™(-g)dsdp= 0  {4.89)
(o} (o] Q

o
Unica solutie marginita si intepgrabild a ecuatiei (4.u%) oste cea
triviala. Intr-adevar, daca | 0™ (t)( < D,IN(p,s)| £ &, puoury
t,s € [~a,a}, rezultd - din (#.89) prin inducyie coupleiica

Fu™(t)] £ D M éBa)EQ/(En)! pentru orice n eN | de unie rezultd
u¥(t) = o, deci Gi(t) = ul(t) gi deci rela&ié'(u.bb) ecto,
intr-adevir satisficutie

Din lemele 4.1—4.3 rezultii urmitonrele doud teorecme:

Peorems 4.4,Daca funciiile f£(v), v(t) si K(%,s) sinl coutinue
pe {-a,al, respectiv pe [-a,a]x[ -a,a] atunci prooleas (+.uu)

admite 0 solutie unica in Cl[—a,a] $31 anume:
1 R
t

x(t) = ul(t) exp (- % g b(s)ds)

o
und e (ul(t), uz(s)) este solutia sistenului (4.72)s

leorema 4.5.Dacid functiile f(t,e), b(t,c) si K(t,s,:) sint
continue pentru t,s c[-a,a) 51 0 <& c¢, $ia #£io atunci ecunlia
(4.64 b) cu conditia initiald x(o,c):xo(&) are solutie u~sicd 1in
Cl[}a,a] pentru orice ¢e Lo, Eol, Uixat o

Bcuatia (4.64 b) fiind independenta de (4.64 u), vow construi
mai intii dezvolturea asimptoticd a solutiei sala. B4 ro.rezintd

0 perturbaiie regulatid prin raport cu p:rauetrul g , s ca2n

dezvoltarea asimptotici o vom considera ca in $§.1.2 sup rorua:
x(t,€)= Ea(t) +éf§l(t)+.:.+ 5F §k(t) Tours

Considerind i desvoltarile

b(t)b)= Eo(t)‘f'cgl(t)‘f.oo; f(t,é): To(t)‘f f/?l(t)"'ooo

K(£,8,8)= K (5,804 &K (85,8045 x°(e)= x%r e xte...

rezultd, 1nlocuindu-le in (4.04 b) 3i (4,2), prin idenv. ic.re,

problemele:
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v t
d _
a Ei&, Eo(t) ;o(t)+05-tgs(t,u)x (S)ds (t)’ ;D(o)=xo (4.30)
dy t .
“'ET? 1) (t)x (+)+C S. Ko(t,S)xi(S)daz ?i(t) -
-t
j-l b

-2 (bi_j(t)"fj(t)wg R, 5(6,9)%(s)ds), %y(0)axt, 11,2, . (4.9)
J=0

-t

Teorema 4.6,Dacid functiile £(t,:),b(t,t) si K(t,8,s) sint

cout inue gi cu derivate continue pini la ord inul (N+1) prin raport

cu ¢ pentru t,s €[-a,a), € €lo, Zb]atuuci existu £ i exista
¢ > o, nedepinzind de& , astfel incit:
N

| x(5,£)~ 2{ 6-Ii(t)l < ¢ & +1 pentru t é[—a,A],g;;[ojbo] (4.92)
i=o

unde functlile X (t), 1~1,N se deteruini prin rezolvarea succesi=

vi a prbblemelov (4.90)-(4.91) dar x(t,&) este soluiia ecua§¢ei
(4.6 b) cu condivia initiald x(o,&)=x°(e).”

Damonstratie. Notind cu u(t, &) diferenta din (4,9%), rezulta
datoriti relatiilor (4.90),(4.91) cd ea este solutia probleaei;

-du t N+l Nel
agE +b(t,e)u(t,e)+C g ‘K(t,s,¢)u(s,e)ds=0 (& Jsufo, £)=0( )

-t -

Aceasta se transformd pe baza lemelor 4.1—4.% intr—un sistem de
doua ecuatii integro-difereniijale de tip Volterra $i apoi Jemon-
stratia se continud la fol ca $i demonstratia teoremei 1.5 dati
in [(50] 1 in[135)g

Observatia 4.6.Toate problemele (4.90), (4 91) pentru deter-
minarea functiilor xi(t), 1=0,N se determini prin rezolvursa unor
problemws de tipul studiat-(4.66), dirferind de la ung la alta doar
termenul libera

Observatia 4.7 Teorema 4.6 ramine vulabild gi daci a=o 4i
bokt) # 0, cu deosevirea ci 1n acest caz conditia inisila esce
deé prisos iar in lccul - Yarelor (4.90), (4.91) apar secuntyii
inte; rele de forma: e

ar
x(t) = S H(t,s)x(s)ds + £(%),
-t
awintite i la lnoeputul acestui paragrar, care se pot reliuce la

sisteme de doud ecuatii inbegrale de tip Voltarra. Aturci uiad
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rezolvarea lor este greoaie sau luposivila se poate folosi o metod@
de rezolvare aproxlmatlva cu ajutorul functiiilor spline pe care
am dat-o 1n [ 82). Vom considera o ecuaiie mai generald,cen pe care

am considerat-o in {84]: .
t .
x(t) = g K(t,s,x(s))ds + £(t) . (4.95)

-t
unde K(t,s,x) are derivate partiale pini la ordinul N-1 gi satiface

conditia lui Lipschitz;

| K(t,s,x —K(t,s,xe)l ¢ Lixy - X1 (4.94 )

1)
pentru (%,s) € (-a,a)lx (-a,a)dar £(t) are dérivate pini la ordi-
nul N-1. Algoritmul cbisnuit de construire a funcfiei spline, folo-~
81t in cazul ecuafiilor integrale de tip Volterra ([47],{71)-(74]),
(225]) nu se poate aplica in acest caz, deoarecse limitele de inte-
grare ale ecuatlel (4. 93) nu permit determlnarea funetzeﬂ spline

pe intervalele succesive, de la stinga la dreapta, ale unei divi-
ziunl a intervaluluil de integrare. Von folosi urmdtorul algoritms
con51deram o diviziune unlforma°

A t-az-nh < —=(n~-1)h < ... ¢=h<0o<h<...<nh = a

a intervalului [-a,a)}gil construim funciis spline §(t )covespunza-
toare lui A astfel: -

s(0) = £(0); 850y = xT(0), r = TF7I (4.95 a)
N=-1 r

‘:5(1;):2 S-t—;fﬁ)—s(r)(pb)-r(t-—ph)map)#}t € (ph, (p+l)h] (.99 b)
N—]_ :

5= SRl pnyewapn)o e el (pridtpe) o5 o)

und @ x(r)(o) rezulta din (4.93) prin derivare, iar a_ yi bpoP=ETE:I
sint constante nedeterminate. Se obsaerva cd relatiile (4.4Y) defi~
nes¢ o funcyie spline polinomialad de gradul N si de clasa

N 1[—&,3] corespunzatoare diviziunii A . Aceasta-este unica.

Mai precis, are loc:

o 1 2 1 .2 - -
Lema 4.%.Dac&lfij(xj)—fij(xj)) < Lyjlxy-x5i, pentru 1,3=T,n

J
n
51 E{ Lij < 1 pentru i1=I,n, atunci soluiia.sisteunului 2l euric
=1 |
nellniarz X 4= z: b .(xj), i:I,n, exisou 51 9sbe unici.

J=1
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Demonstraty ie. e aplicd teoresza 11.2.% jin [112]) m

Pe baza acastel leme rezultd:

Teorema 4.7. Dacd h< (N+1)/2 L ' (4.,96)
atunci functia spline care satisface condiitiile (4.95) si veri-
ficd eguatia (4.53) in punctele diviziunii A existd si este unicad.

Demonstratie. Functiia S(t) este deterninatd daci se cunosc
constantele a_ si b_, p = 0,n~L. Acestez se deternind succésiv
impunindu-i-se lui S(t) si verifice ecuxtia (4.93) simultan In
(p+1)h .54 -(p+l h:

p-1

N-1 “(i+l)n
> —,-s(r)(pn)m a =2((p+1)n)+ Z \ K((p+1)h,s,3(s))ds+
r=0 "o —p Jih

+g K((p+1)n, s,y_’ Sopnl 50 pu)e(srpn)o s
(p+lsh r=0 ' ' '

(p+1l)h N-1 . ‘
+g- K((p+l)h,s,z —(S—;-E’E-LS(I')(ph)Jr(s-pn)Nap)ds (4,97 a)
=

ph

K-l r )

Ei: L%%l‘s(r)(4ph)+(—h)Nbp=f(-{p+l)n)—
r=0

pl . (i+ldh
gih

K(-(p+1)h,s,5(s))ds -
1==—p

-ph
- g K(-(p+1dh,s, tl Soaph)” 5(r)(_ ph)+(s+pn)ty Jas -
(

-(p+l)h
- S(IM)E( (p+1)h El S CTes )b
. (=(p+ - L = (ph)+(s-pu) Sp)du (4.7 b)
Sistemul (4.97) se s¢rie prescurtat sub forma:
ap = Upl+fll(ap)+f12(bp) (rep3 a)
¢ - bp % Upé+f21(ap)+122(b2) (4.98 b)

51 datorita condiylei (4.94) funciiile IiJ satisrfac condidiilw 3
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Se aplicé lema 4.4 sistemului (4,98) timind cent de condifiile
(4436) 5i (4,99)a .

Revemimd la dezvoltsrea seipteticd a preblemei (4,64)-(4,2)
aceasta se face ca im paragraful precedert,cu urmiditoarele deesebiri:
im locul ecuatiller (4,5bL) si (4.,7b) se censiderd ecuajyiile:(4,9a),
respectiv,(#,91);ecuatiile (4.6 b)si (4,8 b) simt de prises,cem-
siderimdu-se peste tot £i(z) 2 o; im locul cenditiler pentru
£(z,x,],t,¢) mse cer im cemditia 4,1 condi}iile dim teorsma 4.63;im
sceste comditii conditis 4.2 este intetdeauma imndepliniti,Cu eceste
preciziri, din ‘teoremele 4.2 gi 4,6 rezulti:

Teerema 4,8. Im comditille teoremelor 4,2 gi 4,6 solufiae
problemei (4,64)=(4,2) existd umic pentru tefle,algi au lec eva-
ludirile asimptetice (4,92), respectiv (1.39), (1,38) peatru
y(6,e) =2(t,6), Yult,e):= %H(t,e)n

Observatia 4#,8. Se peate ceamastrui o dezvoltare asmptoticé pemtru
seistemul (4,64) #1 im cazul fm care termemul imtegral J din (4,64)
este de tip Volterra san Fredhelm, de forma (l.4e c¢). lm acest caz
dezveltarea pentru(4.64 b) se face ca mai sus, eb{imindu-se funefii-

le ii(t), lar fumctiile ii(Z) se considerd identic nule; cu ajuteru]
acestorea se determini& - functiile Zi(t),ﬁi(t) dupa metedal(5e]
descrisd im § l.&4p

Comentarii bibliografice.

Preblemele (4,64) 5i(4,66) nu au mai fest studiate de citre
alti suteri,

Ia schimb,ecuatiile imtegrale cu limite simetrice fajd de zero
cere se¢ obtim din (4,66)pemtru a =e i b(t) =1 au fest studiate de
cétre V,Velterrs si J,Pérés [1l46])si M,Ghermimescu [:3].Din aceste
lucrdri a fest preluatd ideea de demomstretie a lexei 4,3,

Demconstratia teeremei 4,3 este clapicd , dupd xmcdelul t:oremelo:
de existemtd gi umicitate esupra ecuatiiler ilategrsle .e tip Velterr:
de speta a deua.,Dar atit teerema 4,3 cit 3i observatiz +.5 scet
in evidentd faptul cd teatd teoria clasic# (inclusiv rczultatele
lui Th.Amghelutd dir (1] ¢i (2)msupra ecuatiilor imtesrale ds tip
Velterra de speta a deua poate fi pusi sub e altd forud,zal cem-
venabild ,in cszul ecuatiilor imtegrale de forma (4,74).

lema 4,4 e8te o cemsecintd a teeremei 11.2,3, din monografia
lui 1,A.Rus M12].

Rezultatele dim scest parasgraf sint publicate im lucradrile
(w2!, [8s] ,{86] , o1 9274
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CAPITOLUL ¥ ’ v -

APLICATII . FUNCTIILE DE SENSIBILITATE ALE
SISTEMELOR DINAMICE CU ABATERI PARAMETRICE
DE TIP (A)

. In scest capitol vem aplica umele rezultate din capitele-
le precedemte (privimd dezveltidirile asimptetice ale solutiiler
sistemelor de ecuetil diferem}iale cu perturbatii simgulare)las
calculul fumctiiler de semsibilitate ale sistemelor dimaamice cu
abeteri pnranetr@c? de tip (1), _

Vem ijlustra aeceste aplicetii cu exenple(din tehnicid,
5.1, Problema &8emsibilitdtii sistemeler diaﬁnice.

. In saest paragref vem prezemta principalele rezultate
obtimute de P.EKeketovic §i P.Seamuti im teoriae, sistemelor
dimamice precum gi rezultatele cbtimute amterier des A.E.
Vasilieva pe care se bazeazd rezultatele primiler dei dar si
cele ale auteruluil dim paragrsful urmétor,

Preblema semsibilitidtii psrametrice apare ia tehmicid §i
fia toate domeniile de cercetare im cere simt folesite moedele
watematice im scepul amalizel sau simtezei,

Ia cazul sistemeler dinamice, imtuitiv, prim semsibilita-
tea uaul sistem se imtelege efectul abateriler parametrice
esupra imdicatoriler care caracterizeaszd comporteres di.awick
@ sistemului ocum ar fi: traiectoriile de stare, funcfia ae
tramsfer, imdicateri de perfermantd , atc, Caeuzele care conduc la
sbateri persmetrice pet fi: teleramte de fabricatie ale unmer
sisteme tehaice, imprecizia ls mésurere la idemtificarea cisteme-
lor, sproxismatil sau simplificidri la formuleres medelului uatematic,
medificsrea comdifiiler de mediu, medificeres comditiiler de
functiomare,etc,

Abaterile parametrice ale sistemeler coeatinue pot fi
impirtite Ia 3 clese (Dupé Miller-Murray, comf, {29 ):

(o) Absteri care mu schimbid structura sistemului (scoimbe-
rea bstructurii se peate manifesate prim moedificarea erdimului
siptemului , a gradului nusitorului umei fuamctii de tramsier,etc.)
ultfel s8pus, reté de sbaterile de tip («) sistesmul prezimtd o
stabilitete structurald (metiume imtrodusid fm 19%7 de Amdronov),
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in sensul c¢& sistemul ramine din puuct Jde vedere cglitat:v ace-
lagi la abateri mici ale parawetrilor, spre deosebire de siavili-
tatea inm sens Liapunov care cere doar ca sistemul sd8 revini la
starea sa de echilibru sau sd se =2bata foarte putin>de la nceasta
Jupa O perturvaiyie parametrica micc. Cauzele care proluc 33.191 de
abateri pot fi: tolerante de fapbricayie, schimbarea condigiilor de
med iu sau .de functionare.

(@:}Abateri ale conditiilor initiale de la valourez lor no-
minali. Cauze: imprecizia 1n mdsurare ., reglarea inexacti.

(2. ) Abateri care schimbi structura sistemului. vuuze: jdeal i-
zarea modelului matematic al sistemului (de exeamplu, nezlijarea
unor capacitiati sau inductante parazite), reducerea ordiruiui sis-
temului, erori de identificare. .

Fie ¥ = §(&y-) o functiie derivabild prin raport-cu £ care
caractgrizeazé comportarea unui sistem. (In acest parsjral vom
adopta notayia din gtiiniele tennice: "L pentrﬁ a ind iva ruptul
ci f este o marime vectorialid).

Definitia 5.1 [58].Functia

0 5
§(£°,-):: fc)&lE:&o-

se numeste iunctie Je sensibilitate (ausolutd) a sistuv.ulu! .entru

2loarea nowminald ¢o @ parametrului £ a
Ea permite aproxiuarea ubaterii lunciiel curacberisuvice a sis-—
tenului la o variatyis A€ a lui £ prin:

Ag(Es) =5 (i90)0 e

In cazul sistemelor dinaaice problama sensibilit: vii nu aste
0 prooleams nouw, riind de fapt, provlecs incluenied cvo:liijouvilor
ecualiilor direrentiale asupra solutiilor. hult timb Lizhen (¢S BA
problemda a avut dour un interes pur matewific. Jupéd cun. . visut
in introducere, pentru sistemele contiuue perturbave oina.ar,
primul care $i-a pus problema dependeniei continue 1 soluiizi fala
de parametru a fost A.N.Tinonov, prouleuni pe ¢ure a rescl. .i-0
inci din 1950 [121] pentru sistemele de forwa (1l.16) 4. uvijul ”TO"
$1 pa care noi am prezentat-o in 5 1.3,

In acelayi an A.B.Va5ilieva' u rezolvat probvleur dorivarii
solutiei problemei (1.16)-(1l.17) prin raport cu paraw2trul,;rovle-

-~

MY, NA S AaTa A o rmamTiimeaam 3 Moa
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Teorewa 5.1 [129],Daca problena (l.16)-(l.17) este Jda
tipul "Vl" atunci:

. 9 E(ttﬂl) N PR
| J,ﬂ 3¢ = A (%), 0<tsga {5.1)
unde A (t) este soluiia problewei Cauchy liniare:
A =2RGAIA + ELCAWEL(A)SA = (2, (8),x,(6),%) (54:1)
2 =(ELATEP (2, (8D, 8)-(EL (AT (2) (522
a(o)= j (£€2(8),x°,0)-£( ¥(x°,0),%°,0))dCa  (5.:c)
o

Mai tirziu, In [130) ,A.B.Vasilieva a rezolvat si zruuleuma
der ivatelor de ordin superior prin raport cu parametrui ule
solutiei problemei (1.16)-(L.17):

Lema 5.1 [130]).Dacad sistemul (1.16) este de tipul 'vp"
atunci derivatele de ordinul k prin raport cu £ dle soluyiei
sistemului (1.16), notate (2 KX ) constituie pentru o<e <g,
solutla problemel: ¢ >

14 .é.'. k+ k -_z: k""lz -F_ kEEk(E’é’t"’é’ y X ,...,_Z_ k’__}s }’) (5;.53)

2 g7t 552Xtz 0 X seeiZ 0% ) “e3b)
- gkp gk = E £ &k &k
2 k(ore)=onx (0, e)= o)k = L,p (o)

iar derivatele de acelagiordin la limita:
z (t)=1im 2z ,(t,e )y x (t)=1lim x ,(t,g) (5.5)
& £ —>t0 £ ' E—»40 &£
ver it'icd sistemul degenerat al sistemului (H.5):

0=F (Z,X,t,2 ,X ceey Z X -K ? 5.68
—k(—'—’ '_t’_f— * * -,-E,k’—f,k) _Ck—l () )

IMle |

O LBD B R vy I X ) (5.6D)
dar in general conditiile initiale in t=o pentru nccste runciii
sint diferite de (L.4)a.

Pentru a determina "saltul" lui x _kinltzo(duca wsyo b Salt

este deterwinat,saltul lui 2z krezulta din (H.6a)),s6 conciderd

slatemul auxiliar obtinut din (1.10)-(1.17) vrin schiuuv:-n1 t= CE:

dz

IT = E(z,x, re) : (9.73)
dx ,

37 = Lz ze) (4 70)
E(O:& ) = EO,)_C.(O,ﬁ ) = _x_o (ve.08)
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Deearece,prim rapert cu neua variabild, preblema (5.7)=(5,8)
este o perturbatie regulatd solutia sa formald se determiad sub _
forma:

I(T,€): = J,(T)+ ey, () + 52;2(5) tous ‘ (5.9)

Ceeficiemtii acester deud seril se determimidi prim imlecuirea lui
Y(Z,e) dima (5,9.) 1ia(5.7) si dezveltarea fumctiiler din membrul
drept dupd ¢ in vecindtatea lui e:

g(g,;,zg)=;o(t) + e;l(c) + £° ;2(6) + eee ’ (5.1le &)

£,(8) = 2(2,(2), 2,(2), o) ' ~ (5.10 b)
i

;i(‘c‘) = ill -[?agi £(§o+ Eg-l+""§o+ EXyteeey TE )]‘Ezc (5.1e ¢)

Analeg se dezvoltid F(z,x, Zée).

Teerema primcipald dim [l3e] se formuleazd astfel:

Toerema 5,2 [130] Daci probleme (1,16)-(1,17) este de tipul
"fo atulci valorile 1la 11li§ﬁ (5 ) ele derivatelor de erdimul
k,eksp prin rapert cu ¢ ale solutiei problemel (1l.16)~(1.17) existd
81 satisfac sistemul degemerat (5.6) cu comditia imitiamla:

° , (?‘ :
(0 =2, =(1)F ) g (e (5.11)

unde'rk 1(Z) rezultld dia (S.le)a
Acaeste prebleme au cipitat (sl) ° 1nportlnti prlcthi odati
~u dezveltarea procadeolor do proiectara ia imginmerie,
P.Koketevic 8i P.Ssmnuti (58] au aplicet rezultatele obtimute

in teoremele 1,3 %1 5.1 pemtru problema (l.26)=-(1.17) la sistemels
coatinue do ferma:

é£§(§i§ttv9r5) E(to) = §° . (5.12 a)
ez=F(X,z,t,u,¢) z(ty) = z° (5.12 b)
J=6(x,2,t,u,.) (5.12 ¢)
(unde 5;:[x1,...,xm]T gi u ] N .
= Lxltli-l pev e ,xn+u] T — L | > e T '\J :__J_‘>
3P <

reprezintd& stereas
sistemului , u - iatrerea Pig.1
lar y - legires acestuia , tc(e,al),sisteme care prezintd abateri

de tip (1) datoritd parametrului mic(treceres de la . £ o la
+=0 este schitetd in fig,l )

Comsiderimd peatru sistemul (5.12) functia E}:(g,;,y}f
$1 sietemul siu redus (meperturbat): )
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X 4= f(xo » Zget,0,0) ,g}o(o) =X (5.1% a)
0=R(X_,%,,t,u,0 ) (5.13 b) -~
To= B(Zgr Zgitiuse ) . (5413 ¢)

me pume problema im ce coaditii fumct{ia de semsibilitate: -

Yl 2
S(E. t)=1.' .'1/'“‘-(6 t):-@—ﬂ- s 2 (€, t"_ﬁ_. 30’(5 )= %';:_ (S.14)

a slatelulul (5.12) poate £1 apreximatd pemtru ¢—+o cu aautordl
alstonului redus (5.13), (care sre cu p ecustii diferemtiecle =mai
putim dedit(5.12)), Pentru aceasta este suficieat ¢e pertru o
functie u(t),t € (o,al datd, seluyia sistemului (5.12) sd cox-
veargi -pentru£f>+e éﬁtre aolutia sistemului (5.13) 9i sd
exiate limitele:

u(t)= lim &g, 6), Z(%) = lim Z(€,t) o’(t)-lil (&t ) (5415)
/= &

E— é-o+0

Deoareoe pentru u(t) dat sistemului (5.12 a) 81 (5.12 b) este
de rapt ua siaten 'de forma’ (1.16), conditlile 1. 1<1,5,1,1',1,4°"
se emuntdl §i pémtru sistemul (5.12) $n med amaleg,tinimd cont dé
prezenta suplineitarl 4 functiiler u gi §(care pu influenteazid
calitativ problema), Astfel, cemditiile 1.1,1,1' se impum gi
fusctief g, in cenditia 1.2, z= €(x,u,t), in ocenditia 1.5,
punctul de repaus este g:‘ﬁ(g’ag(o),o).Vo- numi gi sistemele
de forms (5.12) care imdeplimesc cemditii esmeleage cu cenditiile
l.1.-1.,5, respectiv 1,1', 1,2, 1.3, 1.4', 1,5,(impuss sistemului
(1.16))sistéme de tipul "Tp", :espectiv “Vp" 8i teorensls 1,3,
5.1 #i 5.2, rémin vaelablle ,in comditiile ~respective, i peoatru
sistemul (5,12).Astfel cemvergemta cerutd mal sus estc esiguraté
peatru sistemele de forma (5.12) de tipul "To“ iar limitele (5.15)
sint precizete ia:

Teorema 5,% [53). Dacd sistemul (5,12) este de tipul"V,"
atumci ‘tuno;ia de semaibilitate la limitd a sa:
(u(t) Z (%), (t»T este datd de ecuatiile:

2 of 'aﬁ D Ri-1 or g
pa =[3§ Ry ( Oz) DX ﬁ'+ Laé (99' j.w&;
0f (9By-1 o L. i )
. - v
T e (72) ? X 0+P7_£ ]'1 (5.16 @)
s_ | (2 F -1 oF-a 1y L [(—2X -l ZF '
z = !_( T2 -,53;&+ ('_@Z)OEO-L(__D:E) g _?0(5'lbb)
= fog QL . OR.-1 ORI - lr-.’/g DFP-11.; .
2= Sy GEERT FaAr m (BT Uk
) -~ -
. ~lyp- - X
- (2B (2Ey O og (5.16 ¢c)
B A I
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(unde éo rezultd dia sistemul (5.13)),cu comditia imitiaelé ;

t
}E(t ) = Jt (£(x(t,), z(0), toru(t ), 00-2(x(t,),2 (¢t ),a(s )e))de

(5.17)

iar z (2) este selutia preblemei

‘:{ﬁ“f

= B(x(t,), 2(2), t,,ult,), &)sz(ty) = 2z° a (5418)

.COIQRtirii bibliografice,

Primul care a sesizat importants semsibilitd{ii parametrice
fm proiectarea circuitelor de reglare a fost H.W.Bede "lo] dar e
comtribufie impertentd la elaberares teoriei semsibilit&tii
siatemeler dinamice a gdus-e P,Kokotovic {581, [59]

Aceastd teerie,tratati ps larg si im momografiile lui
J.B.Cruz Jr, £20]:$i a lui P,M,Frapk ([29) , a gisit ap91 aplicatil
nu momal fm tehmicd el 51 fn stiintele econemice: 81 soclalem

5.5.2. Punctiile de sensibllltate de erdin n_superior aferente
slatemelor de ecuatii dlforentgale cu perturbatii
singulare

Ia acest paragraf vem defini fuactiile de semsibilitate de
erdimul k,k<N pentru preblema(l,16)-(1.17) 9i vem stabili legidturs
dintre acestes gi fumctiile (Z, (%), x (t))din deevoltarea
asimpteticd (1l.23), rezultinmd im felul acests o metodd de calcul
peatru aceste fumctii de seasibllitate.Vem extinde aceate rezultate
la preblema (5.12),

In cazul sistemeler de forme (1,45) vom stabill echivalenta
dimtre fumctiile ds semsibilitate de ordimul k, functiile zk(t)
dim dezvoltarea (l.2%) gi partea din ¢ a fumctiiler z, (t f(tye))
cars rezultd dim (1,63).

Vom censidera pemtru sceste sisteme §i cazul cimd coandifia
de stubilitete 1.4' mu este ‘satisficutd,

Este metural sid cemsiderdm peatru fumctiile de sersibilitate
de ordim suparier urmfitoarea defimitie,

Definitie 5,2. Se aumegte funcile de semsibilitste de
ordimul k,k=1,p & sistemului (1 16)-(1.17) fumciia :

-k -k
(“k(t £), -k(t t))l/_t(t £) = kl Jézi_ ' k(t )= E' ; z (5.19)

unde (2(t,.),x{(t,£)) este solutia acestui sistemq
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Fie fumctiile dz semsibilitate la limita:
lim (t,e) = (%) (t,£) = 4, (t), k=l,; (5.20).
£ = +0 /uk: ) ® /uk ! £-+10 J;k ok b '

Tesrema 5.4- Dacd probleme (1.16)-(1.17) este de tipul
“¥p" atumci functiile de semsibilitate la limitd(5.Z0) exista
31 coincid cu coa;iclentii de acelggi ordim gi seriel regulate
(l.,22 b) .Mal precias, au lec egalltitilc

() = x (8), Z.) =2 (§) , k=,p (5.21)

unde ig(t)v Ek(t) siat fuactiile din (1.23 b) determirate prina
retede Vasllieva expusd& Sm § 1.4.

Demonstratie. Deriviad membru cu membru relatiilc (1.16) prin
rapert cucgl treciall lm limitd peatru ¢ -—~ +e se ebservi ci
(jll(t) & (t)) este ca §i (il(t), El(t)) sslutie sigitelulu% '

(1 55) ou k:=l, Rspe%ind precedeul , va rezults succesiv cd .
Sﬂk(t) y A (t)) verifich sisitemul (1l.33) pemtra k:i?ﬁ‘lf fel
ce ¢k !unctiilo (Sk(t); ik(t));

De altfel 1la aceeagi oomcluzie sBe ajumrge perairnd si de
le lema 5,1, |

Mai trebuie sd dememstrim ¢déd acests fumctil verificé sgi
aceeasi cenditie imitislid,In acest scoep stabilim mai I.:tii
Jegdtura diatre dezveltlirile (1.23) gi (5.9).

Efectuind Im (1.23%) schimbsres de variabild t=_. rezulti:

¥(Teye) = 3(Ce,e) + x(2,e) (5.22 a)
y(Zey:) = g.(zc) *c.Jl(fz) + & Jz(rc) + veee=

= EO(O) + i.(o)&&# z,(e) z2/2 2, coot
+£(jl(.) + ?1(.)Zé + ?1(0) ta/z 62 + ..') +

1 £ (12(0) + ?é(O)Za+ Jd(O) res2 & +...) + ene (5422 D)
J(Cé) = (C) + cyl(f) + & 32( Z) + aves _ (5.22 ¢)
Conpsrtnd (5.22) ou (5.9) rezultd prin imductie completid:
YelZ) = (c) + 3 (0) ' (5.23 a)
v,{¥) = ;1<t> + glm + 30T (5423 b)
.k
A;;(t) = gk(c) + EE; Ziii (o)<51/ (11)  k=e,p (5,23 ¢)

Pria urmere «diferente dimtre functiile yk(C) gi jki') e:te
4R pcilmem determinat de gradul k fa veriabila -,
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Din (1.29) rezulta:
£QT,6) = £(2(TE, )+ 8(Z, ), E(Te,€)+2(E ,6),LE) ~
—L{2(TEE)y X(TE) )28 = £(2(T,6),x(Z,2),28 ~
~2(2(,6)~2(2,€) 4 X(%,€) = X(&,€) ,ze) =
:go(t) +,5,:_f_1(?:) + .52_132(5) Yooot
+ £5(2) +E £3(E) + 21500 +uun (5.24)
unde funciiile gi(z;) sint cele din (5.10) dar din (H.27) rosulti:
£5(E)=2(25(Y) - 3,(¥), 2,(2) = X£,(&), o) =£(%G,x",0),
£3(0)=L ,(,(0),x°,0)(zy (2)-2; ())+2, (Z_(0),x°,0)(x; (2)<5, (T )+
+ft(§°(0)¢§9,0) -=§Z(§0(0).§°,0) (§1(0)+§0(0)5)+
+2.(3,(0),x°,0)(F (o) + éo(O)Z) + 2.(Z45(0),%°,0) , iar

celelalte functii fg(t); k=1,p,sint si ele polincame cu coeficienti
determinati, constanii, de gradul k in variabilal’,
Din (5.24) si (5.1l0) rezulti:

gk(b).= :fk(b) + i‘k(t). K = 0,1,2,0.0 (5425)
$i de aici rezulti: fﬁlf])_ (z) = f(k) (L), k=1,2,...
Din mceasta epalitate i din (5H.11) rezulta:

X (o) = (-1)"-5 e £$K) (2 ar=
2

=(-1)k HZ (-1)3¢ gD lkod=1) cw]

oD

+(1)¥ } () (“‘)gk._l('c)dz]z
N ‘

o

-, k"’ A H -T
-x!S £y (29T +lin [Z L2 (e-p. . -2 ()] (5.20)
o i=0 ’
. Decarece (cr.[135], p.64% ):
. k-1 r"l‘ . 1
N g h A (000 B2y (00 () (@00 21:_1_11'6)](5.27)
=0

snde ni(o’ r), i(o’ C) sint matrici doteruin*te, ale curor elevante
sint de ordinul O(t ) pentru Y-seelar lunciiile y (z ) s:tisrac
evaluarea ([135), p.57 N

-y T
ll_:fi(l)" £ Ce pentru Z:0 , (5.-0)
vide € > 0 g1 > >0 sint constante, rezuisv. 4in (50270 03 (5.208)
A ’ .
¢4 funciiile L, 1 ( r) tind la zero pantru r —»co.

‘5;ﬁiﬁif?iﬁﬁﬁii\.
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L4

Mei mult, din (1. 34) rezulta ca $i derivatele functiilor
y (z) admit evaluiri etponentlale de forma (5.24) si din (».27)
rezultd deci cd atit funciiilse fk l(t) cit gi derivatele lor
pinia la ordinul p, Inmultiite cu polineame de variabild y Je
orice ordin au limita zero pentru Z --»o.

"Prin urmare, din (5.26) rezulta:
9 -

X k(0)=k.1 S ik_l(t)dt (5e240
& “Jo ' '
for din (5.19),(1.37) gi (5.29) rezulta o
N
. e}

Observatia 5.1.Din (1.3la), (1.33) cu k=1 i (5.2%a) rezul-
td oa'(ElCt), gl(t)) verificd sisteaul (5.2a)-(5.2b) iar datori-
ta relatiei (l 37) ou k=l rezulta x (o) = A(0), de unde rc-
zulta gl(t) h(t). Prin urmare pentru k=1, teorema 5.4 @este
echivalenta cu teorema 5.l g

Observajia Y,2. Functiile de sensibilitate la limiti (%.20)

rezulta direct din desvoltarea asimploticd dupd metods Vuslilieva,
rozultind ascrel o metoda:de calcul a lor,

De mltfel, suma partiala (1l.58) a4 acescel dezvolicri oLard o
intformaVie asupra comportarii solutiei provlewei (1,10)-(1,17)
31 in gtratul limitu, ceea ce Luncyiile Jde saenusibilitntc nu o fac.
hle dau o aproximatie asimptoticia a solutiei dar nu 1: osor.tul
I'dmita, prin:

P P
x(t,6)= Z ('/k /gk(t); _z_(t Z z (t); o<t ¢st<a m
' k=0 k=0

Observatia 5.5 Definitia .2, teorcuwa 5.4 si obsdarvaiia H.2
56 extind in wod natural de la problemsz (l.16)~(1.17) lu uroblewa
(Ye.l2) care are aplicatii multiple. ,

Vom ilustra atit metoda Vasilieva c¢i1t ;i metoda jia c¢:i:lcul g
funciiilor de sensibilitate prin uriatoarele doyd execiuple cu
aplicatii in tehnica:
Exeuplul 5.l.

e congidera sistemul 1n u t z ’ e

{
v

i, =2y

¢circuit 1nchis din fig.Z2 B +Tys s |
(in particular joesta poate ri |
sistewu)l de re;lare a turaiiei L e—e e - —
unui servo-siatem) Tig p)
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Se cere B4 se detarmime functiile de semsibilitate de
erdimul 1 g1 2 81 spreximatia assiapteticid de erdimul dei pemtru
varisbilele de stare x 81 z im rapert cu comstanta de timp Tl
(cemsideratd ce parametru mic cu vaelearea neminsli Tlo:°2 peatru
o varistie treapth umitard u(t)=1(t) a mirimii de imtrarc,

Selutie: Ecuatiile de stare aele sistemulul dim rig.2 Jiiad:

x=z, x(8) =2 _ (5.%1 a)

Tli = ~x-z+1, z(e) =e . . (5.3 E)
sistesul (5,321) este de tipul "vp", pell

Coemnsideridm aproximarea asimptoticd:

x(T),6) 35, ()T %) (6) 4755, (6] 43, (D) +T %) (2)+ TR,(0) (5032 @)
2(Py ) =2 ,(6) 4Ty 24 (6)4152, () 42 (2) 47,2, (D T52,(2) (5432 b)
umde = t/T,: imlecuind (5.32) ia (5.31) rezultd:
f.+T1§i+T§§é+1/T Q' +£'+T fé:E.+T151+T§22+2.+T1£1+T§22

Tlé.+T2é +T5z2+z +T1 1+Tzzz =1- x Tlxl-‘l'ai"2 -

-x —T -T2Q2- z --’I'1 1 Ezsz-lel T2z -z

{(cu ™ ° " s—g netat derivata prin raport cu ¢t iar cu " L
derivata prin raport cu’Za fumctiei respective)
Prim ideatificare, rezultd sisitexele de ecuatii:

A — - - A A A
x:_,, = X, = B 3 1—xo-zo = .;z; = =X =z
A ~ - —_ — — — ~ A A
Xy T Z5iX=2)5 B4T - X230 B = -X)-7
Q,':;-i.'{i-'zt:—i'-i-’ﬁ':-i-ﬁ
2 1= %2r 21 2 “2' "2 2 "2

Ispunind cemdifyiile:

lim xi(z) =e, 1im z.(Z) = 0,i = 0,1,2

> 7..‘5&49 1
91 comditiile imitiale respective care rezultd dim (95.71),(5.32):
— A - A
xo(o) + xo(o) =2 ; zo(o) + zo(o) = e
— A —_
xi(o) + xi(o) = @ § zi(o) + Qi(o) =0,i=1,2,
rezultd ,fa ordimes scrisd, solutiile:
F, i (6)= eV 8 () =e”

£)(2) = 7! X(6) = (A-t)e™", Z ()=(t-2)e7%,2,(2) =

x ()= ¢, X (t) 2 l+e

=(a+:)e'?x“2(:) —(3+007F T,(t)=(3-3t +t2/2),
e~%,1,(8)= ~(t2/2-8t46)0~% ,5,(2)=(c2/2+2:-6)6 ", = t/T, (5.33)
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de umde, comtform teeremel 5.4 rezultd cd fumcyiile dao
seasibilitate -sint;: :
(0] ia(t)]
ss (= | - i 52(6) =
7y(8) Z,(8)|
umde il'ii' i = 1,2.rezultd dim (5.,3%%); tot dim (5.33)
rezult# i apreximaefia asimptoticd ceruti,Iimlocuimd fussfiile
dim (5,33} in (5.32)e :
Exemplul 5,2-
Se comsiderd sistemul
ia circuit deschis dinm

Fig.j(iﬁ particular, =

doud elemento acumule-— o . ‘ ~
teare de emergie de ca- Bk 1+ 7ys
pacitiiti diferite,inse- 1
riate).Se cere sd se Pig. 3

determine fumctille de semsibilitate de ordimul 1 gi 2 ia
rapert cu comstanta de timp Tl(considerati c& parametru
ml¢c cu valearea noninali.11°= o) pemtru o variatle trepta-
tliU(t)s U.l(t) @« mdrimii de imtrare si cenditii imitiale
arbitrare date.

Solutie. Bcuatiile de stare ale siatemului sint:

X= -T£11+T£1 z;x(e) = x¥ |

Tli = -z+UO; te; z(e) = 2°
Procedind amaleg ca la exemplul precedent,rczulcé
eproximatlia asimptoticd de ordimul doi:

xz=U°+(x°-U°)e't/T2+T T l(z -U )(e 2 -8 t/Tl) +
+ T2 T‘2(n°-U ) (e™¥/T2 —e"t/ml) i 2i=Ug

de | unde rozulti fumct{ille de sensibilitate cerute:
. ot (2°-u,) o ¥ T2 [ 152(2° -y, PRl
- . ; B
Se(t)= 0 ‘ ‘ S (t)— L o |
J
im cazul sistemalor de ecuatil de forma (1.45) se poate
stabili e legdturd directd fmtre fumct{iile de memsibilitate la
lilitl fumctille obtinuto prin metoda Vasilieva gi Juuctiile
2 (t) dim oxprilaroa sub formg (1,632) a fumctlilor g‘(t.c

din dezvoltarea (1.58): .
-k
2 (€,0) = L =1 *13 (£)bj(t,e e 250 -
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Teorewa 5.5. Daca sistewul (l.45) indeplineste condiiiile
1.6-1.8 5i conditia Re &, (t) < o, i=I,0 atunci functiile de san-
sibilitate la limita Z (t) din (%.20), furctiile 2 —k(t) oojlnute
prin metoda Vasilieva aplicata acestuil sistem gi functiiile 2 (L)
obiinute prin metoda lui S.A.Lomov sint egale.'ifai mult, els
rezultad (farda a fi necesard rezolvarsa unor ecuatii difereniiale)

din relatia de recurentd:
gb(t);—ﬂi(t)f(t), 5 (6)=D%_;(£), k < B unde D=A"1(t) %E -

Observatia 5.4.Teoremele 1.5, 5.1-5.95 cer o conditie obli-
gatorie conditia de stabilitate a spectrului l.4', Dacd aceasta
nu este satisficuta, fiind satisfacutd In locul ei, pentru siste-
mole de forua (l.45) conditia mai slabida -1.9, metoda pe care am
dat-0 'in § 2.1 poate fi folositd pentru a obiine o. apro:imare

asimptotica pentru aceste sistemcwm
Exemplul 5.%. 88 se determine ¢ aproxiaare asimplotic:s In

Taport cu parawetrul micécare arfecteazu constantvele da tiup
Tl’T2’T5’ pentru sistemul din r'ig.4, 1in coundiviile exvitarii

sale cu intrérile: ; Z4 Us
u, = 2t° - 2t Y L, P4 ! e
3= 20 - e b VO
1e 25 £5-1
solutie. ) |
scuatiile de stare ale 3 |

sistemului sint: i
U2 1 J
Ex . . -
S 2 ot 1¢%r5 Z;
& 2 e
2. 42 =92, +% - S
T L rEETE) ¢ j+£t
. el .
EB5mEy=2y =2 #2072t Fig.4
Acest sisvem fiind ecliivalent cu cel din 2xeamplul ..,
0 nproximnare uasim;.toticu a solutiod uali eute:
y -
[211 r Jt+le 2t/
= f b2 =2t/
§(tp&) = izalzél(t,“Et/&J = ;)U"f?-/'? B /V
! ./ -1 r
'z, | £ tag —neT e
L 2l L !
51 JdJupd cuix am observat, aproxiw (i solnpiotac: je vl Lod

esta@ chiar 501utia gxnctus
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Comentarii bibliografice.

Teorema 5.4 & fost stapilita pormiad de la lucririle
[129]- 131] $i{159]. Ea poate fi pusd in legdturd $i cu un alt
rezultat obtinut de citre A.B8.Vasilieva In [15%2] unde 53 consi-
dera soclutia problemei {(1.16)-(Ll.1l7) dezvoltatd doar in seorie
regulata

y(G,8) = T (8D +eFp(6) + £55,(8)+. ..

si se Jemonstreazi cd funectiile °?i verificd aceleagi ecuatii

direrenjiale ca gi funciiile gi gi 1li se impune si veriiice
5i aceleasl conditii initiale, deaonstrindu-~se apoi evaluarea
asimptoticd & restului..

Teorema 5.5 atabilegte legitura dintre functiile g
sensibilitate ale sistemselor de forma (l.45) si partea
“regulatd” a dezvoltarilor asimptotice de acelasi ordin obkinute
atit prin metoda Vasilieva cit si prin métoda Lomov (a regulari-
zarii) pentru solutiile acestor sistoune.

mxemplele de tipul 5.1 si Y.2 sint des folosite Ln teani-
cd (a se vedea, de exemplu, [(29)), dur asupra lor s-a pus Jdoar
problema determinirii functiilor de sensivilitate de ordinul 1.

Exemplul 5.5% este original. Bl pledeazd pentru lolosirea
dezvoltarilor asiumptotice, (nu numai a funcjiilor de seunsibili-
tate), mail ales cind nu sint Indeplinite condiiiile do stabili-
tate ale spectrului matricii A(t).
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