PREFATA

Moto : » Prefata supermatematicii este chiar matematica,
matematica centricd sau matematica ordinara.

Continutul matematicii excentrice i a

supermatematicii este SUPER.. »

Autorul

Dedicam aceasta carte celei de a 90-a aniversari de existenta a
Scolii Politehnice din Timisoara.

PREFATA

Superalbi, superfini, supergingasi, superfiravi, cad din Tnaltul cerului, intr-un
superb dans superhalucinant, fulgii de nea. Ninge. Paienjenisul de fire albe de argint a
invaluit natura intr-o mantie de zibelina alba, stravezie. E iarna. E iarna iar si vor trece
multe la rand, sa-si despleteasca neaua alba in vant.

larna care vine, insa, este una aniversara, in care se sarbatoresc 90 de ani de la
infintarea Scolii Politehnice din Timisoara (Decret Lege 4822/ 11. 11. 1920).

Anii aniversari au fost benefici pentru autor:
° La a 55-a aniversare, au fost descoperite, sau mai bine zis, inventate
« Functiile circulare excentrice » publicate 3 ani mai tarziu [1] la Prima Conferinta
Nationald de Vibratii in Constructia de Masini, prilej prin care Prof. Em. Dr. Doc. Ing.
Gheorge Silas a constatat cd « acestea nu sunt numai « niste functii », ci 0 noua
matematica, o supermatematica » ;

° La festivitatile prilejuite de a 70-a aniversare, autorul, impreuna cu sotia sa,
au castigat concursul de dans cu premii ;
° Prima lucrare stiintifici cu denumirea de SUPERMATEMATICA [10],

sustinutd la The VII-TH INTERNATIONAL CONFERENCE OF MANUFACTURING
ENGINEERING, a fost dedicatd celei de a 75-a aniversari a Scolii Politehnice din
Timisoara ;
o Aceasta prima carte de « SUPERMATEMATICA. Fundamente », care va
apare in doua volume, este dedicatd celei de a 90 aniversari a Scolii Politehnice din
Timisoara.
° La aniversarea centenarului ......................oooianin nu stim ce va urma.
Functiile supermatematice (FS) stau la baza generdrii obiectelor neogeo-
metrice, cum le-a denumit reputatul matematician si fizician Prof. Dr. Florentin
Smarandache, seful Departamentului de Matematica de la Universitatea Gallup din
New Mexico (SUA), care le-a gasit o prima aplicatie In domeniul artistic [21], desi
autorul dorea, ca acest lucru, sa se producd in domeniul lui, cel tehnic. Mai mult sau
mai putin artistice, toate figurile 2D si 3D, incluse in acestd lucrare, sunt realizate cu
noile functii matematice, denumite functii supermatematice (FSM).
Aceste functii sunt rodul a 46 de ani de cercetdri, incepute in 1969 Ia
Universitatea din Stuttgart, timp 1n care au fost publicate peste 100 de lucrari 1n acest
domeniu, scrise de peste 25 de autori, aga cum se poate deduce si din bibliografie.
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Denumirea apartine, aga cum am afirmat anterior, si-mi face placere sa repet,
regretatului matematician Prof. em. dr. doc.ing. Gheorghe Silas care, la sustinerea primei
lucrari din acest domeniu, la Prima Conferinta Nationala de Vibratii in Constructia de
Masini, Timisoara, 1978, intitulata ,,FUNCTII CIRCULARE EXCENTRICE” a
declarat ,,Tinere, dumneata n-ai descoperit numai ,,niste functii”’ ci o noua matematica, o
supermatematica”. M-am bucurat, la cei 40 de ani, ca un adolescent. Si am constatat cu
multa satisfactie ca s-ar putea sa aiba dreptate!

Prefixul super se justifica, astazi, pentru a scoate in evidentd aparitia noilor
complemente de matematica, reunite sub denumirea de matematica excentrica (ME) cu
entitagi mult mai importante si infinit mai numeroase decat entitatiile existente in actuala
matematici, pe care suntem obligati s-o denumim matematica centrica (MC).

Fiecarei entitati din MC fi corespund o infinitate de entitati similare in ME, astfel
ca supermatematica (SM) este reuniunea celor doud domenii, adica SM = MC U ME si
MC este un caz particular, de excentricitate nuld, a ME. Adica, MC = SM(e = 0). Fiecarei
entitati si functii, cunoscute iIn MC, ii corespund o familie infinitd de functii in ME si, In
plus, apar o serie de functii noi, cu largi utilizari in matematica si tehnologie.

Astfel, la x = cos a 1i corespunde familia de functii x = cex0 = cex(0, s, €), in
care, s = e/R si € sunt coordonatele polare ale excentrului S(s, €), corespunzaitor
cercului unitate/trigonometric, sau E(e, €) corespunzator cercului oarecare, de raza R,
considerat pol al unei drepte d care se roteste in jurul lui E sau S cu unghiul de pozitie 0,
generand astfel functiile trigonometrice excentrice, sau functii supermatematice
circulare excentrice (FSM-CE), prin intersectia dreptei excentrice d cu cercul unitate
(v.Fig.1). Printre care si pe cosinus excentric de 0, cu notatia cexf = x, in care x este
proiectia punctului W, de intersectie al dreptei cu cercul trigonometric C(1,0), sau
coordonata carteziana a punctului W(x, y). O dreaptd, dusa prin S, interior cercului (s
<1 - e <R), intersecteaza cercul in doud puncte W, si W, notate concentrat W ,.

Ca urmare, vor exista doud determindri ale functiilor supermatematice
circulare excentrice (FSM-CE) : una principala, de indice 1- cex;0 si una secundara
cex,0, de indice 2, notate concentrat cex;,0. E si S au fost denumite ex-centre pentru
ca au fost expulzate din centrul O(0,0). Aceasta expulzare a condus la aparitta ME si,
implicit, a SM. Prin ea, toate obiectele matematice s-au multiplicat de la unu la infinit:
unei unice functii din MC, de exemplu cosa, corespunzandu-i o infinitate de functii

S(e, €) poate ocupa o infinitate de pozitii in planul in care se afla cercul unitate
sau trigonometric. Pentru fiecare pozitie, a lui S si E, se obtine cate o functie cex®.
Daca S este un punct fix, atunci se obtin functii SM circulare excentrice (FSM —CE)
de excentru fix, sau cu s si € constante. Dar S sau E se pot deplasa, in plan, dupa
diverse reguli sau legi, in timp ce dreapta care genereaza functiile, prin intersectia ei cu
cercul, se roteste cu unghiul 0 in jurul lui S si E. In cazul din urma, avem de-a face cu
FSM-CE de excentric S/E punct variabil, adica s = s (0) si/sau € = € (0).

Daca pozitia variabild a lui S/E este reprezentatd tot de FSM-CE, de acelasi
excentru S(s, €), sau de un alt excentru Sy[s; = s,(0), &, = €, (0)], atunci se obtin functii
de dubla excentricitate. Prin extrapolare, se obtin functii de tripla si de multipla
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excentricitate. Prin urmare, FSM-CE sunt functii de atitea variabile cate dorim, sau de
cate avem nevoie.

O5=s50E=¢ =

OW, =0W,=1
OW, =0W.=|
5W, =r, = nex = Rexo,
SW, = = rex.t = Rexo, —

EM; = R.rj= R.rex,f
EM, = H.rn= R.rei.6
WD, = dex, 0 ¥y
Wald, = dex, b

(

oy Al = aex, B =H — i, - = 0 — aresinf=singh — )]
[} » = bex = arcsin]ssin(ih— )] =

P = nresinfssind B — )|

f=a—f = &— aresin]ssiniih— )

%y = ey 50 = cosfll F drcsinf=sind - )]

¥, o = sex, M= pos il F aresin]ain(d -]

",

Fig.1 Schita explicativa pentru definirea functiilor
supermatematice circulare excentrice (FSM-CE) de variabila excentrica 0

Daca distantele de la O la punctele W, ,, de pe cercul C(1,0), sunt constante si
egale cu raza R =1 a cercului trigonometric C, distante pe care le vom denumi raze
centrice, distantele de la S la W), notate cu r;, sunt variabile si sunt denumite raze
excentrice ale cercului unitate C( 1,0) si reprezintd, totodatd, noi functii super-
matematice circulare excentrice (FSM-CE), care au fost denumite functii radiale
excentrice si notate cu rex;,0, dacd se exprima in functie de variabila denumita
excentrica si motoare 0, care este unghiul de la excentrul E. Sau, notate Rex; 0, daca
se exprima in functie de unghiul a sau variabila centrica, unghiul din O(0,0).

Punctele W, se vad sub unghiurile a,, din 0(0,0) si sub unghiurile 0 si 6 + 7 din
S(e, €) si E. Dreapta d este impartita de S < d 1n cele doua semidrepte, una pozitiva
d” si una negativd d”. De aceea, se poate considera r; = rex,0 un segment orientat
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pozitiv pe d” (2 r; > 0) iar r, = rex,0 un segment orientat in sens negativ pe d* (= r;
<0 ) si in sensul semidreptei negative d .

Prin relatii trigonometrice simple, in triunghiurile oarecare OEW,,, sau, mai
precis, scriind teorema sinusului (in functie de 0) si teorema lui Pitagora generalizata
(pentru variabilele a;,) In aceste triunghiuri, rezultd imediat expresiile invariante ale
functiilor radial excentrice, si anume:

r12(0) = rex;,0 =—s.cos(0 —e) £ /1 — s2sin2(6 — ¢) si

ria(0,) = Rexay,==+ /14 5% —2scos(6 —¢).

Toate FSM—CE au expresii invariante, din care cauza ele nu trebuie tabelate;
tabelate fiind functiile centrice, din MC, cu ajutorul cérora se exprima.

In toate expresiile lor, se va gisi, invariabil, unul dintre radicalii din expresiile
anterioare, ale functiilor radial excentrice ry»(0).

Depistarea celor doud determinari este simpla: pentru + (plus) in fata radicalilor
se obtine intotdeauna prima determinare (r; > 0) si pentru semnul — (minus) se obtine cea
de a doua determinare (r; < 0). Regula ramane valabila pentru toate FSM—CE.

Prin conventie, prima determinare, principald, de indice 1, se poate utiliza / scrie si
fard indice.

Fig.2,a Lemniscatele lui Booth Fig. 2,b Lemniscatele lui Booth
pentru R=1si excentricitatea numerica pentru R =1 si excentricitate numerica
se[l; 2]in2D ec[-1;1]in3D

Cateva observatii, legate de aceste functii REX ("rege”), se impun:
° Functiile radial excentric exprima distanta, in plan, in coordonate polare, dintre
doua puncte: S(s, &) si Wi (R =1, a;2) sau Wi, (X112, Vi), pe directia dreptei
excentrice d, inclinata cu unghiul 0 fata de axa Ox;
° Ca urmare, cu ajutorul lor, si numai al lor, pot fi exprimate ecuatiile tuturor
curbelor plane cunoscute, cat si a altora noi, care au aparut odata cu aparitia ME.
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Un exemplu 1l reprezintd lemniscatele lui Booth (v. Fig.2, a, b, ¢), exprimate prin
relatiile, in coordonate polare, de ecuatie

p(@)=R (rex; 0 +rex,0)=—2sRcos(0-¢), pentruR=1,£=0sis € [0, 2]
° O altd consecintd consta in generalizarea definitiei cercului:Cercul este
curba plana ale carei puncte M se gisesc la distantele

r(0) =Rrex;;0 =R.rex;, [0, E(e, )]
fatd de un punct oarecare, denumit excentru, din planul cercului E(e, ).

Dacd S = 0(0,0) atunci s = 0 - rex0 = 1 = constant si r(0) = R = constant,
obtindndu-se definitia clasica a cercului: puncte M situate la aceeasi distantd R de
centrul cercului O(0,0).

sel[-1, 1] se[-2, +2]
Fig. 2,¢c Lemniscatele lui Booth in 3D

° Functiile rex0 si Rexa exprima functiile de transmitere de ordinul zero, sau
de transfer a pozitiei, din teoria mecanismelor si este raportul dintre parametrul R(a )
ce pozitioneazd elementul condus OM;, si parametrul R.ri»(0) ce pozitioneaza
elementul conducitor EM;,. Intre acesti doi parametri, existd urmatoarele relatii, care
se deduc, la fel de simplu, din schita figurii 1 de definire a FSM—-CE.

Intre unghiurile de pozitie ale celor doud elemente, condus si conducitor,
exista relatiile

0:2(0) = 0 + arcsin[e.sin(@ —¢)]= 0 + [;.(0) = aex,,0 si

s.sin (o¢q ,—¢) = Aex(ay, )

002 ) = 042 £ Pr2(042) = 04, T arcsin
J1+sz—25.cos (1 2—€)

Functiile aex;,0 si Aexa,;, sunt denumite amplitudine excentricid deoarece
ele se pot utiliza la definirea FSM-CE cosinus si sinus excentrice, tot asa cum functia
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amplitudine sau amplitudinus am,(k,u) se foloseste la definirea functiilor eliptice
Jacobi: sn (k,u) = sin [am(k,u)], cn(k,u) = cos[am(k,u)], adica:

cex; ,0 = cos(aex;,0) , Cex a1,=cos(Aex aq2) §i
sex;,0 = sin (aex; ,0), Sex a4, = cos (Aex a4, )
° Functiile radial excentrice pot fi considerate ca module ale vectorilor 7, , de

pozitie ai punctelor Wy, de pe cercul unitate C (1,0), vectori exprimati prin relatiile
Fl,Z =T1€X12 0.rad 9,

in care, rad® este vectorul unitate, de directie variabila, sau versorul /fazorul directiei
dreptei d’, a cirui derivatid este fazorul der® = d(rad0)/d0 si reprezinti vectori
perpendiculari pe directiile dreptelor OW, ,, tangenti la cerc, in punctele Wy,. Ei sunt
denumiti fazorii derivat centric. Totodatd, modulul functiei rad este corespondentul
in MC al functiei rex 0 pentru s =0 => 0 = o cand rex 0 = 1 iar dera, , sunt versorii
tangenti la cercul unitate in punctele W ,.

° Derivatele vectorilor 7 , sunt vectorii viteza
—
- o

Vi = =dex,,0.dera,
ai punctelor W,, < C(O, 1), in miscarea lor de rotatie pe cerc, cu viteze de module
variabile v, = dex, ,0, cand dreapta generatoare d se roteste n jurul excentrului S cu
viteza unghiulard constanta si egala cu unitatea, adica € = 1.

Vectorii vitezd au expresiile anterior prezentate, in care dera,, sunt fazorii
razelor centrice R;, de modul 1 si de directii @, ,. Expresiile functiilor SM—CE dex; ,0,
derivata excentrica de 0 sunt, totodata, si derivatele unghiurilor a,,(0) in functie de
variabila motoare sau independenta 0, adica

_ —1_ s.cos(0—¢)
deXLze = dal’z(ﬁ)/dﬂ 1 —\/WZ(@—S)
ca functie de 0 si
s.cos(6—¢)

Dexam = d(e)/d(a],2)= 1—

b
\/1+52—Zs.cos (¢12—€)

ca functii de o, .

S-a demonstrat ca functiile SM-CE derivata excentrica exprima functiile de

transfer de ordinul 1, sau a vitezelor unghiulare, din teoria mecanismelor, pentru
toate (!) mecanismele plane cunoscute.
o Functia radial excentric rexf exprima exact deplasarea mecanismului biela-
maniveld S = Rurex0, a carui maniveld motoare are lungimea r, egali cu
excentricitatea reald e si lungime bielei este egala cu raza cercului R, un mecanism atat
de cunoscut, ce Intrd in componenta tuturor autoturismelor, cu exceptia acelora cu
motor Wankel. Si enumerarea aplicatiilor functiilor radial excentric ar putea continua,
dar vom reveni la aplicatiile mai generale ale FSM - CE.

Concret, unicelor forme de cerc, patrat, parabold, elipsa, hiperbola, diverse
spirale, s.m.a. din MC, grupate acum sub denumirea de centrice, le corespund o
infinitate de excentrice de acelasi gen: excentrice circulare, patratice (cuadrilobe),
parabolice, eliptice, hiperbolice, spirale, s.m.a. Oricare excentrici, pentru excentri-
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citate nula (e = 0), degenereaza intr-o centrica, care reprezinta, totodata, si curba ei
generatoare. De aceea, nsdsi MC apartine ME pentru unicul caz (s = e = 0), din
infinitatea de cazuri posibile, in care poate fi plasat, in plan, un punct denumit
excentru E(e, €), caz in care E se suprapune peste unul sau doud puncte denumite
centru: originea O(0,0) a unui reper, considerat,totodata, originea 0(0,0) a sistemului
referential si / sau centrul C(0,0) al cercului unitate, pentru functii circulare,
respectiv, centrul de simetrie al celor doud ramuri ale hiperbolei echilaterale, pentru
functii hiperbolice.

A fost suficient ca un punct E sa fie expulzat din centru (O si/sau C) pentru ca,
din lumea MC, sa apara o noua lume a ME, iar reuniunea celor doua lumi sa dea
nagtere lumii SM. Si aceasta aparitie a avut loc in orasul revolutiei romdine din 1989,
Timisoara, acelasi oras, in care, la 3 noiembrie 1823 Janos Bolyay scria: " Din nimic
am creat o noud lume". Cu aceste cuvinte el a anuntat descoperirea formulei
fundamentale a primei geometrii neeuclidiene.

El din numic, eu din efortul colectiv de multiplicare a functiilor periodice,
functii necesare inginerului pentru a descrie anumite fenomene periodice, am
completat matematica cu noi entitati si obiecte matematice.

Daca Euler, la definirea functiilor trigonometrice, ca functii circulare directe,
n-ar fi ales trei puncte confundate: originea O, centrul cercului C si S ca pol al unei
semidrepte, cu care a intersectat cercul trigonometric / unitate, FSM-CE ar fi putut fi
cunoscute demult, eventual sub o altd denumire.

In functie de modul in care se ,spliteaza” (separd cite un punct din cele
suprapuse sau toate), apar urmatoarele tipuri de FSM:

O=C=S - Functii Centrice apartinind MC ;
iar cele apartinand ME sunt

O=C#S 2> Functii Supermatematice Circulare Excentrice (FSM-CE);

C # O =S - Functii Supermatematice Circulare Elevate (FSM-CEL);

0 # C#S > Functii Supermatematice Circulare Exotice (FSM-CEX);

Aceaste complemente noi de matematici, reunite sub denumirea provizorie
de SM, sunt unelte sau instrumente deosebit de utile, demult asteptate, dovada fiind
numarul mare si diversitatea functiilor periodice introduse in matematica si modul,
uneori complicat, de a se ajunge la ele, incercandu-se substituirea cercului cu alte
curbe, In majoritate inchise. Se pare cd nimic nu dureaza mai mult decat provizoratul !

Pentru obtinerea unor functii speciale si periodice noi, s-a incercat inlocuirea
cercului trigonometric cu patratul sau cu rombul, asa cum a procedat fostul sef al
Catedrei de Matematica de la Facultatea de Mecanica din Timisoara, profesorul
universitar Dr. mat. Valeriu Alaci, descoperind functiile trigonometrice patratice si
rombice. Apoi, profesorul de matematica timisorean Eugen Visa a introdus functiile
pseudo-hiperbolice, iar profesorul de matematici M.O. Enculescu a definit functiile
poligonale, inlocuind cercul cu un poligon cu n laturi; pentru n = 4 obtinand functiile
trigonometrice patratice Alaci.

De curand, matematiciana americand, de origine romana, Prof. Malvina Baica
de la Universitatea Wisconsin, impreuni cu Mircea CArdu au completat spatiul dintre
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functiile circulare Euler si functiile patratice Alaci cu functiile transtrigonometrice
(Periodic Transtrigonometric Functios).

Matematicianul sovietic Marcusevici a descris, in lucrarea sa “Functii sinus
remarcabile” functiile trigonometrice generalizate si functiile trigonometrice
lemniscate.

incd din anul 1877, matematicianul german Dr. Biehringer, substituind
triunghiul dreptunghic cu unul oarecare, a definit functiile trigonometrice inclinate.

Savantul englez de origine romand ing. George (Gogu) Constantinescu a
inlocuit cercul cu evolventa si a definit functiile romanesti: cosinus
romanesc si sinusul romanesc, exprimate de functiile Cora si Sira cu care a
solutionat, exact, unele ecuatii diferentiale neliniare ale teoriei sonicitatii creatd de el.
Si ce putin cunoscute sunt toate aceste functii chiar in Rom:inia!

s=e/Re[0, +1] s=e/Re [0, +1]

Fig. 3 Functii supermatematice circulare excentrice (FSM-CE)
cosinus excentric de 0 cex 0 < stanga si sinus excentric de 0 sex 6 - dreapta
pentru e =0, 0 € [0, 2x] si excentricitatea numerica s=e/R € [ -1, 1]

Si functiile eliptice sunt definite pe o elipsd. Una rotitd, cu axa mare pe directia
axei Oy, in functie de arcul de elipsda u. Autorul a definit functiile eliptice centrice si
excentrice ca functii de arcul cercului unitate, ceeea ce simplifica mult lucrurile.

Ce simple pot deveni si, de fapt, sunt lucrurile « complicate »! Acest
paradox(ism) sugereaza ca prin simpla deplasare / expulzare a unui punct dintr-un
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centru si prin aparitia excentrului, poate sa apara o noud lume, lumea ME si, totodata,
un nou univers, universul vast al SM.

Notiuni ca ,,Supermathematics Functions™ si ,,Functii circulare excentrice”
au aparut pe cele mai utilizate motoare de cautare ca Google, Yahoo, Altavista s.a,.
inca de la aparitia Internetului. Noile notiuni, cum ar fi cea de cuadrilobe
»quadrilobas”, cu care sunt numite excentricele care umplu continuu spatiul dintre un
cerc si un patrat circumscris cercului, au fost incluse si n dictionarul de matematica.
Intersectia cudrilobei cu drepta d genereaza noile functii denumite functii quadrilobe
(cvadrilobe): cosinus cuadrilob-ic, sinus cuadrilob-ic s.m.a.

s=e/Re[0, +1] s=e/Re[0, +1]

Fig. 4 Functii supermatematice circulare elevate (FSM-CEL)
cosinus elevat de 0 — cel 0, pentru se[-1,+1], e=0, 0[0,2n] <stanga si
sinus elevat de 0 — sel 0, pentrus € [-1,+1], e=n/2, 0 €[0,2n] = dreapta.

Beneficiile pe care SM le aduce, in stiinta i in tehnologie, sunt mult prea
numeroase pentru a fi etalate aici. Dar, ne face o deosebitd placere sa amintim cd SM
sterge granitele dintre liniar si neliniar; liniarul apartinand MC, iar neliniarul fiind
apanajul ME, ca si dintre ideal si real, sau dintre perefectiune si imperfectiune.

Se afirma ca Topologia este matematica care nu face deosebire intre un covrig si o
ceascd. Ei bine, SM nu face distinctie dintre un cerc (e = 0) si un pétrat perfect (s ==+ 1),
dintre un cerc si un triunghi perfect, dintre elipsa si un dreptunghi perfect, dintre sfera
si un cub perfect s.m.a; cu aceleasi ecuatii parmetrice obtinandu-se atat formele ideale ale
MC (cerc, elipsa, sfera g.a) cat si cele reale (patrat, dreptunghi, cub s.a.). Pentru s € [-1,1],
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in cazul functiilor de variabila excentrica 0, ca si in cazul functiilor de variabila centrica
a, pentru s € [-00, +oo], se obtin o infinitate de forme intermediare, ca de exemplu, patrat,
dreptunghi sau cub cu colfuri rotunjite si cu laturi, respectiv, fete usor curbate. Ceea ce
faciliteaza utilizarea noilor functii SM la desenarea si reprezentarea unor piese tehnice, cu
muchii rotunjite sau tesite, In programele SM-CAD/CAM, care nu mai utilizeaza
computerul ca pe o planseta de desen, ci realizeaza obiectul tehnic dintr-odata, prin ecuatii
parametrice, cu consecinte remarcabile in economia de memorare a acestora; memorate
fiind ecuatiile si nu imensitatea de pixeli care definesc / marginesc o piesa tehnica.

Numeroasele functii, prezentate, sunt pentru Iintdia oard introduse in
matematica. Pentru fixarea lor in memorie, autorul a considerat necesara o prezentare a
ecuatiilor lor, astfel Incat, cei ce doresc sa contribuie la extinderea aplicatiilor lor sa o
poata face si a figurilor lor pentru placerea ochilor (v. Fig.5).

SM nu este o lucrare incheiata ci, de abia o introducere in acest domeniu vast, un
prim pas, un pas mic al autorului si un pas urias al matematicii.

Functiile SM circulare elevate (FSM- CEL), denumite astfel pentru ca, prin
modificarea excentricitatii numerice s, punctele curbelor functiilor sinus elevat self ca
si a functiei circulare elevate cosinus elevat cel® se eleveaza, adica se ridicd pe
verticala, iesind din ecartul de [-1, +1] al celorlalte functii sinus §i cosinus centrice si
excentrice. Graficele functiilor cex si sex0 sunt prezentate in figura 3, in care, se
observa, ca punctele acestor grafice se modifica pe directia orizontala, toate ramanand
in ecartul [-1, +1], denumit domeniu de existenta al acestor functii.

Graficele functiilor cel0 si sel pot fi simplu reprezentate prin produsele:

celi 20 = rex;,0.cos0 si Cela, ;= Rexa, ,.cos0

sel;»0 = rex;,0.sin0 si Sela |, = Rexa | ,.sin0
fiind prezentate in figura 4.

Cele mai generale functii SM sunt functiile circulare exotice care sunt
definite pe un cerc unitate necentrat in originea sistemului de axe xOy si nici in
excentrul S, ci intr-un punct oarecare C(c, y) din planul cercului unitate, de coordonate
polare (¢, 7) in reperul xOy .

Foarte multe dintre plansele cuprinse in albumul [http://fs.unm.edu/
SelariuFunctions.pdf (12,9MB)] sunt realizate cu FSM-CE de excentru variabil si de
arce care sunt multiplii n de 0(n.0). Relatiile folosite, pentru fiecare caz in parte, sunt
prezentate explicit, in majoritatea cazurilor, utilizandu-se functiile matematice centrice
prin care, asa cum s-a vazut, pot fi exprimate toate functiile SM, mai ales atunci cand
programele de vizualizare a graficelor nu dispun de programme cu FSM. Ceea ce nu
inseamna ca, in viitor, computerele nu vor avea implementate noile complemente de
matematica, pentru a le largi vast domeniul lor de utilizare.

Si nici specialistii in realizarea de programe de proiectare, asistate de
calculator CAD/CAM/CAE, nu vor intarzia prea mult in realizarea noilor programe,
fundamental diferite, prin care obiectele tehnice sunt realizate cu FSM circulare sau
hiperbolice parametrice, asa cum sunt exemplificate unele realizari ca avioane, case
s.a. in http://www.eng.upt.ro/~mselariu §i cum o saiba poate fi reprezentatd ca o
excentrica toroidald (sau ca un “tor excentric”) patrat sau dreptunghiular intr-o sectiune
axiald si, respectiv, o placa patrata cu un orificiu central patrat poate fi un “tor patrat de
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sectiune patrata”. Toate acestea, deoarece SM nu face distinctie intre cerc si patrat sau
intre elipsa si dreptunghi, aga cum s-a mai afirmat.

Dar, cele mai importante realizari pot fi obtinute in stiinta, prin solutionarea unor
probleme neliniare, deoarece SM reuneste Intr-un tot unitar cele doud domenii atat de
diferite in trecut, dintre care domeniul neliniar necesita ingenioase abordari pentru fiecare
problema in parte. Astfel, in domeniul vibratiilor, caracteristici elastice statice (CES)
neliniare moi (regresive) sau tari (progresive) se pot obtine foarte simplu scriind y = m.x ,
numai ca m nu mai este m = tan o ca in cazul liniar (s = 0 ) c¢i m = tex; ,0 si, in functie de
semnul excentricitatii numerice s, pozitiv sau negativ, sau pentru S plasat pe axa x negativa

Fig. 5 Obiecte tehnice realizate cu FSM-CE

(e =) sau pe axa x pozitiva (¢ = 0), se obtin cele doua tipuri de caracteristici elastice
neliniare i, evident, pentru s = 0 se va obtine CES liniara,

Deoarece, functiile cex0 si sex0 ca si Cexa si Sexa si combinatiile lor, sunt
solutii ale unor ecuatii diferentiale de ordinul doi cu coeficienti variabili, s-a constatat
ca si pentru s = = 1, si nu numai pentru s = 0 , se obtin sisteme liniare (Cebasev). La
acestea, masa (punctul M) se roteste pe cerc cu o viteza unghiulard ® = 2.Q dubla
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(fatd de sistemul liniar de s = 0 de ® = Q = constant) o jumatate de perioada, iar in
cealaltd jumatate de perioada stagneaza in punctul A(R,0) pentrue=sR=R saue=0
si in punctul A’(— R, 0) pentru e = — s.R = —1, sau ¢ = 7. In acest fel, perioada de
oscilatie T a celor trei sisteme liniare este aceeasi si egala cu T = Q/27.

Pentru celelalte valori, intermediare, ale lui s si e se obtin sisteme de CES
neliniare. Proiectia, pe oricare directie, a miscarii de rotatie a punctului M pe cercul de
razd R, egald cu amplitudinea oscilatiei, cu viteza unghiulard @ = Q.dex0 variabila
(dupa functia dex0) este o miscare oscilantd neliniara.

Aparitia functiei ,,rege” rex0 si a proprietatiilor ei, a facilitat aparitia unei
metode hibride (analitico-numerice) prin care s-a obtinut o relatie simpla, cu numai
doi termeni, de calcul a integralei eliptice complete de prima speta K(k), cu o precizie

.
s,

‘?d:‘ T I
\U,:?;. -
ry

f

dt =

iy Ven 1 [, ¥, )

[ Yea ~,inh:r = @,

tanh,t

Fig. 6 Functii matematice centrice si excentrice pe conice
in functie de arcul cercului unitate

incredibil de mare, de minimum 15 zecimale exacte, dupa numai 5 pasi. Realizarea
pasilor urmatori, poate conduce la obtinerea unei noi relatii de calcul a lui K(k), cu
si nu numai. Relatia lui E(k) dupa 6 pasi are aceeasi precizie de calcul.

Aparitia FSM a facilitat aparifia unei noi metode de integrare, denumita
integrarea prin divizarea diferentialei.
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Nu putem incheia, fara sa evidentiem introducerea in matematica, prin aceasta
lucrare, a functiilor eliptice, parabolice si hiperbolice, in functie de arcul cercului
unitate, asa cum este schitat in figura 6, precum si a functiilor hiperbolice excentrice.

Ne oprim aici, pentru a nu va rapi din placerea de-a va delecta cu studiul
prezentei lucrari.

Autorul
selariume@gmail.com
selariu_m@yahoo.ro

www.supermatematica.ro;
www.supermathematica.org;

www.supermatematicaonline.blogspot.ro;
www.cartiAZ.ro

17

BUPT



Preface
SUPERMATHEMATICS FUNCTIONS

The Functions, which are the base to generate the most often, technical objects,

so less artistical, neogeometrical, included in this book, are named
Supermathematics functions (SMF)

These functions are are the fruit of 38 research years, begun in 1969 at
University of Stuttgart. Meanwhile, 42 related works were published, written by over
19 authors, as can be seen in the bibliography.

The name belongs to the regretted mathematician Prof. em. dr. doc.ing.
Gheorghe Silas which, at the presentation of the very first work in this domain, at the
First National Conference in Vibrations in Machine Constructions, Timisoara,
Romania, 1978, named ,,CIRCULAR ECCENTRIC FUNCTIONS”, declared: ,,Young
man, you just descovered not only ,,some functions”, but a new mathematics, a
supermathematics!” I was glad, at my 40 years old, like a teenager. And I proudly
found that he might be right!

The prefix super is justified today, to point out the birth of new complements
in mathematics, joined together under the name of Eccentrical Mathematics (EM)
with much more important entities and infinitely more numerous than the existing
entities in the actual mathematics, which we are obliged to name it Centric
Mathematics (CM)

To each entity from CM is corresponding an infinity of similar entities in EM, so
Supermathematics (SM) is the reunion of the two domains, it means SM = CM N EM and
CM is a particular case, of null eccentricity of EM. Namely, CM = SM(e = 0).

To each known function in CM is corresponding an infinity family of functions in
EM, and in addition, a series of new functions appears, with a wide range of applications in
mathematics and technology.

In this way, to x = cos @ is corressponding the functions family x = cex0 = cex
(0, s, €) where s= ¢/R and & are the polar coordinates of the eccenter S(s, €),
corresponding to the unity / trigonometrical circle or E(e, €) corresponding to certain
circle of R radius, consedered as pole of a straight line d which is rotating around E or
S with position angle 0, generating in this way the eccentrictrigonometric functions, or
eccentric circular supermathematical functions (EC-SMF), by the cross of d with unity
circle (see Fig.1).

Among them the eccentric cosine of 0, noted cex® = x, where x is the
projection of W point, the cross of the straight line with the trigonometric circle
C(1,0), or the carthesian coordinate of W point.

Because a straight line, taken by S, interior to the circle (s <1 > e < R), is
crossing the circle in two points, Wy and W,, briefly named W, ,,

It results that two determinations of the Eccentric circular supermathematics
functions (EC-SMF) will exist, one principal of indice 1- cex;0 and one secodary
cex,0, of indice 2, noted briefly cex;,0. E and S were named ex-centre because they
were droped out of the center O(0,0). This expulsion lead to the birth of EM and
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implicitly, of SM. Trough this, all the mathematical objects were multiplied from one
to infinity: To the unique function from CM, let’s say cos a, is corresponding an
infinity of functions cex0, thanks to the possibilities to place the eccenter S and / or E
in the plane.

S(e, €) can take an infinity of positions in the plane where is the unity or trigonometric
circle . For each position of S and E a function cex0 is obtained. If S is a fixed point,
then eccentric circular SM functions are obtained (EC- SMF) , with fixed eccenter, or
with constant s and €. But S or E can move, in the plane, by various rules or laws,
while the straight line which generates the functions by crossing the circle, is rotating
by the angle 0 around S and E. In this last case, we have a EC-SMF by variable point

Of=s OE==

& s
OW | = 0O, = 1 ¥ W0 s H
M, = 08, = R 506 =1

W, - wa, B P " =
r e \.‘ 1 Slsc] Efex)

\ A
Wy =1y = rew B i N, ]
b - ;z My 5 0Amy )
By = Rry =R.rex, @ ¢ _AI;I W §
EMty = R.ry = R.rom; 8 o, B _i " ] l J.\i |
i ’ _‘rl- = = U ! :"'-
e 0 = da, L | B e |
=1- s.cos(d |;|.'.i'-! -x—'-iu.-'|llsw"_|'\" ape; 0 =@, (8] = 8- [, (@)=
N I
Disw i, =chiein, . \/ oy B ben, 6 == & arcsinls,sin(E-c)]
, . Y-
R Wb ven, 6= s a

: "‘ M, ey o B = sin o

Fig.1 Defining of Eccentric Circular Supermathematics Functions (EC-SMF)

S/E eccenter, it means s = s(0) and/or € = ¢ (0). If the variableposition of S/E is
represented still by EC-SMF of same eccenter S(s, €) or by another eccenter S,[s; =
$1(0), €1 = €(0)], then double eccentricity functions are obtained. Trough extrapolation,
triple and multiple eccentricity functions are obtained. Therefore, EC-SMF are
functions of so many variables as we wish or we need.

If the distances from O to W;, points from C(1,0) circle are constants and
equals with the radius R = 1 of the trigonometric circle C, distances we will name
eccentric radiuses pe care le vom denumi raze centrice, the distances from S to W,
noted by r;, are variables and are named eccentric radiuses of the unity circle C(1,0)
and represent, at the same time, new eccentric circular supermathematics functions
(EC-SMF), which were named eccentric radial functions and are noted with rex; ,0,
if is expressed as function of the variable named eccentric 6 and motor, which is the
angle from the eccenter E. Or, noted Rexa, ,, if it is expressed as function of the angle
o or centric variable, the angle of O(0,0).
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The points W, are seen under the angles a,, from O(0,0) and under the angles
0 and 0 + 7 from S(e, €) and/or E. The straight line d is divided by S c d in two semi-
straight lines, one positive d” and the other negative d ~ . Therefore, we can consider r,
= rex;0 a positively oriented segment on d (= r; > 0) and r, = rex,0 a negatively
oriented segment on d (= r,< 0) and in the sense of the negative semi-straight line d”.

Trough simple trigonometric relations, in certain triangles OEW,,, or, more
precisely, writing sine theoreme (as function of 0) and Pitagora’s generalized
theoreme (for a,, variables) in these triangles, immediately we find the invariant
expressions of the eccentric radial functions :

15 (0)= rex;;0=—s.cos(0 —&) = /1 —s2sin?(0 —¢) and

rio(a)= Rexa ;=% \/1+s2— 2s.cos(0—¢)

All EC-FSM has invariant expressions, and because this they don’t need to
be tabulated; tabulated being the centric functions, from CM, which help to express

them. In all their expressions, we will find constantly, one of the square roots of
previous expressions, of eccentric radial functions.

Fig. 2,b Booth’s Lemniscates for R =1 and numerical eccentricity e € [2 ; 3]

Finding these two determinations is simple : for + (plus) in the front of square
roots we always obtain the first determination (r; > 0) and for the — (minus) sign we
obtain the second determination (r, < 0). The rule is still available for all EC-FSM. By
convention, the first determination, of index 1, we can be use/write without index
number.

About these REX (,,King”) functions, we have to make some obeservations:
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The eccentric radial functions are the expression, in the plane, in polar
coordinates, of the distance between two points: S(s, €) and Wy,(R=1, a,,), on
direction of straight line d, inclined by 0 angle reported to Ox axis;

o Therefore, with their help and only ( exclusively) their, it can be
expressed the ecuations of All known plane curves, as of other new ones, which
appeared together with the birth of ME. An example is represented by Booth’s
lemniscates (see Fig. 2, a, b, ¢), expressed, in polar coordinates, by the equation:

p(0) =R (rex;0 + rex;0) =—2s.R cos(0 - €) forR=1,e=0ands € [0, 3]

e Another consequence is the generalization of circle’s definition:

,»The Circle is the plane curve which’s M points we find at the distances r(0) =
R.rex0 = R.rex[0,E(e, €)] regarding to a certain point from the circle’s plane E(e, €)”.
If S = 0(0,0), then s = 0 and rex6 = 1 = constant and r(0) = R = constant, the classical
definition of the circle is obtained : points placed at the same R distance from de
center of the circle.

e The rex0 and Rexa functions asserts the transfer functions of zero
degree, or of position transfer, from the

Fig. 2,c Booth’s lemniscates for s € [0, 1]

Mechanism theory, an it is the ratio between R(a,,) parameter which position
the conducted element OM,, and R.r;,(0) parameter which position the leader
element EM,,. Between these two parameters, the following relations exists, which
can simply deduced from fig 1, the defining of EC-SMF figure.

Between the position angles of the two elements, leader and leaded, the
following relations exists:

0y, = OY arcsin[e.sin(0@ —¢g)] = 0Y B,,(0) = aex;, 0 and

s.sin (a1 2—¢) = Aex (04, )

0 =042 £ Pr2(0n2 )= 0y = arcsin[+
\/1+52—25.cos (a12—¢)
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The functions aex;,0 and Aexa,, are the EC-SMF named eccentric
amplitude because deoarece they can be used for defining EC-SMF cosine and sine
eccentrics, as amplitude function or amplitudinus am,(k,u) is used for defining of
elliptical Jacobi functions: sn (k,u) = sin [am(k,u)], cn(k,u) = cos[am(k,u)], or :

cex; .0 = cos(aex; ,0) , Cexoq,= cos(Aexa, ;) and

sex; -0 = sin (aex, ,0), Sexa,, = cos (Aexa, ;)

e The radial eccentric functions can be considerred as modules of the

N

position vectors 7;, of the points Wy, from the unit circle C (1,0), vectors expressed

trough the following relations :
-
1, =rex,,0.rad@ , where rad0 is the unit vector of variable direction or the versor /

fazor of d” straight line direction, which derivative is the fazor der 6 = d(rad®)/d0 and
is representing normal vectors on the straight lines OW,,, directions, tangents to the
circle in Wy, points. They are named the centric derivative fazors. Meanwhile, the
modulus of rad function is the corresponding in CM of the function rex 0 for s = 0
= 0 = o when rex 6 = 1 and dera, ; are the tangent versors to the unit circle in W,
points.

ary,

e The derivative of the 7} , vectors are the speed vectors ¥; , = —

= dex; ,0.dera,, of the W;, < C points in their rotating motion on the circle, with
speeds of variable modulus v;, = dex, ,0, when the generating straight line d is rotating
around the eccenter S with constant angular speed and equal with the unity, namely Q
= 1. The speed vectors has the previously presented expressions, where dera, , are the
fazors of centric radiuses R;, of module 1 and of @, directions. The expressions of
the functions EC-SM dex, , 0, eccentric derivative of 0, are, meanwhile, also the a;,
(0) angles derivatives, as function of the motor or independent variable 0, namely

dex,» 0 = o, ,(0)/d0 =1 — —32@1279 o6 function of 0 and

i\/1+52—ZS.COS (a12-¢)
Dexal,z _ d(e)/du,,z _ 1-s.cos (a12—¢) _ 1-s.cos (a12—¢)
as functions of @y ,.

It was demonstrated that the eccentric derivative EC-SM functions shows the
first order transfer functions, or angular speeds, from the Mechanisms Theory, for all
(1) known plane mechanisms.

e The radial eccentric function rex0 exactly express the movement of
push-pull mechanism S = R. rex0, which motor connecting rod has the r, length, equal
with the real eccentricity e and the length of the crank is equal with the radius of the
circle R, a such well-known mechanism, because it is a component of all automobiles,
except those with Wankel engine. The applications of radial eccentric functions could
continue, but we will insist on more general applications of EC-SMF.

Concrete, to the uniques forms of circle, square, parabola, ellipse, hyperbola,
different spirals, etc from CM, grouped now under the name of centrics, correspond
an infinity of the same type of eccentrics: circular, square (quadrilobe), parabolic,

14+52-25.cos (a1,2—¢) Rex?ay,
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ellyptic, hyperbolic, spiral eccentrics, etc. Any eccentric, for null eccentricity (e = 0),
is degenerating into a centric, which represents, at same time, it’s generating curve.
Therefore, the CM himself belongs to EM for the unique case (s = e = 0), from the
infinity possible cases where it can be placed, in the plane, a point named eccenter
E(e, €). In this case, E is superposing on one or two points named center : the origine
0(0,0) of a frame of a refferential system, and/or the center C(0,0) of te unit circle, for
circular functions, or, respectively, the symetry center of the two arms of the
equilateral hyperbola, for hyperbolic functions.

It was enough that a point E be expeled from the center (O and/or C) and
from the MC world appears a new world of EM, and the reunion of these two worlds
give birth to the SM world. And this occured in the town of romanian Revolution from
1989, Timisoara, the same town where at november 3-th, 1823 Janos Bolyay wrote :
,»From nothing I’ve created a new world”. With these words, he anounced the
discovery of the fundamental formula of the first non-euclidean geometry.

He — from nothing, me — from the collective effort to multiply the periodical
functions, functions which are necessaries to an engineer to describe some periodical
phenomena. I this way, I have completed the mathematics with new objects.

If Euler, when defined the trigonometric functions, as direct circular functions,
wouldn’t be chosen three superposed points : the origine O, the center of the circle C
and S as a pole of a semistraight line, which intersects the trigonometric/unit circle, the
FSM-CE coul be known much earlier, maybe under other name. Depending on the
way to ,,split” ( we separe one point by one of the superposed ones, or all of them), the
following types of SMF appears: O = C =S -> Centric functions belonging to CM ;
and those which belongs to EM are :

O=C#S > Eccentric Circular Supermathematics Functions (EC-SMF);

C# O=S - Elevated Circular Supermathematics Functions (ELC-SMF);

0O# C#S > Exotic Circular Supermathematics Functions (EXC-SMF);

These new mathematics complements, joined together under the temporary
name of SM, are tools or instruments of extreme utility, of a long ago waiting, the
proof beig the large number and the diversity of periodical functions introduced in
mathematics, and the way sometimes complicated to reach them, trying to substitute
the circle with other curves, most of them closed.

For obtaining some special and periodical new functions, it was tried the
replacement of trigonometric circle with a square or a diamond. This was the
proceeding of the former chief of Mathematics Department from Mechanics College
from Timigoara, prof. Dr. Mat. Valeriu Alaci, discovering the square and diamond
shape trigonometric functions.

Hereafter, mathematics teachers Eugen Visa introduced the pseudo-
hyperbolic functions, and M.O. Enculescu defined the polygonal functions, replacing
the circle with a n-sided polygon; for n = 4 he obtained the square Alaci trigonometric
functions.

Low, the romanian origin american mathematician, Prof. Malvina Baica from
University of Wisconsin together with Mircea CArdu, completed the gap between the
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circular Euler functions and Alaci square functions, with the so-called Periodic
Transtrigonometric Functios.

The russian mathematician Marcusevici describe, in his work “Remarcable
sine functions” the generalized trigonometric functions and the lemniscate.

Even since 1877, the german mathematician Dr. Biehringer, replacing right
triangle with an oblique triangle, defined the inclined trigonometric functions.

The romanian origin british scientist ing. George (Gogu) Constantinescu
replaced the circle with the evolvent and defined the ro ian trigonometric
functions: romanian cosine and romanian sine, experssed by Cor o and Sir o
functions, which helped him to resolve exactly some non-linear differential equations
of the Sonicity Theory, created by him-self. And how little known are all these
functions even in Romania!

The elliptical functions are defined on an ellipse. A rotated one, with the main
axis along Oy axis.

How simple can become, and, as a matter a fact, are the complicated things !
This paradox(ism) suggest that by the simple dispacement/expulsion of a point from
a center and trough the apparition of the eccenter, a new world may appear, the world
of EM and, concurrently, a new Universe, the SM Universe.

Notions like ,Supermathematics Functions” and ,Functii circulare
excentrice” appeared on most search engines like Google, Yahoo, Altavista a.a, since
the birth of Internet. The new notions, like cuadrilobe ,,quadrilobas”, which help to
name the eccentrics which continuosly fill the space between a circle and a square,
circumscribed to the circle, were included in Mathematics Dictionary.

The cross of the quadriloba with the straight line d generate the new functions
called cosine quadrilobe-ic and sine quadrilobe-ic.

The benefits of SM in science and technology are too numerous to show them
all here. But we are please to remind that SM wipe the boundaries between linear and
non-linear; The linear belongs to CM, and the non-linear is the appanage of EM, like
between ideal and real, or between perfection and imperfection.

It says that Topology is the mathematics which doesn’t make the difference
between a pretzel and a tea cup. Well, SM doesn’t make the difference between a
circle (e = 0) and a perfect square (s = £ 1), between a circle and a perfect triangle,
between an ellipse and a perfect oblong, between a sphere and a perfect cube, a.a;
with the same parametric equations it can be obtained besides the ideal forms of CM
(circle, ellipse, sphere a.a) , as the real ones (square, oblong, cube, a.a.).

For s € [-1,1], in the case of eccentric variable 0, as in the case of centric
variable a, for s € [-00, +o0], it can be obtained in infinity of intermediate forms, like
square, oblong or cube with rounded corners and slightly curved sides or, respectively,
faces. What makes easier to use the new SM functions for drawing and representing
some technical parts, with rounded or splayed edges, in the programms SM — CAD /
CAM, which doesn’t use the computer any more as a drawing board, but make the
technical object at once, trough parammetric equations, with remarcable consequences
memory spare ; Only the equations are memorized, not the vaste number of pixels
which define/bounds a technical piece.
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The numerous presented functions, being for the first time introduced in
mathematics, for an easier fixing in memory, the author considered as necessary a
short presentation of their equations, so anyone wants to contribute to their application
development, can do it.

SM is not a finished work, it’s still an introduction in this vaste domain, a
first step, a small author’s step and a giant leap for mathematics.
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Fig. 3,b The eccentric circular
supermathematics function

Fig. 3,a The eccentric circular
supermathematics function
(EC-SMF) eccentric cosine of 0 cex0 (EC-SMF) ecentric sine of 0 sexf
fore=0,0 € [0, 2] for €=0,0 € [0, 27]

Numerical eccentricity s=e¢/R e [ -1, 1]

The elevated circular SM functions (ELC-SMF), named so because trough
modification of numarical eccentricity s the points of the curves of elevated sine
functions sel 0 as of the elevated circular function elevated cosine cel is elevating — in
other words it rise on the vertical, getting out from the space {-1, +1] of the other sine
and cosine functions, centrical or eccentrical.

The plots of the functions cex0 and sex0 are shown in fig. 3, where it can see
that the points of thes plots are modifying in horizontal direction, all of them remaining
in the space [ -1, +1], named domain of existance of these functions.

The plots of cel® and sel® functions can be simply represented by the
products:

celi 20 = rex; ,0.cos0 and Cela, ;= Rexa, ,.cos0
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sel; 2 0 =rex; ,0.sin0 and Sela, , = Rexa, ,.sin0
and are shown fig. 4.

The most general SM are the exotic circular functions which are defined on
an unit circle un-centered in the origin of axis system xOy neither in the eccenter S,
but in a certain point C(c, y) from the unit circle plane, with the polar coordinates (c, y)
in the coordinate system xQOy .

Many of the drawings from this album are made with EC-SMF of variable
eccenter and with arcs which are n multiples of 6( n.0). The used relations, for each
particular case, are explicitly shown, in most cases using the centric mathematical
functions, which trough, as we could see, can be expressed all SM functions, especially
when the visualisation programs cannot use SMF.

This doesn’t means that, in the future, the new math complements will not be
implemented in computers, for largely expand their useful domain.

Neither the specialists in making computer assisted design programs
CAD/CAM/CAE, won’t be late too much to make these new programs, fundamantaly
differents, trough which the technical objects are made with parametric circular or
hyperbolic SMF’s, in the way there are examplified some achievements such as
airplanes, buildings, etc in http://www.supermatematica.ro;

www.eng.upt.ro/~mselariu and www. supermathematica.com and how a
washer can be represented asaa toroid eccentricity ( or an “eccentric torus”), square or
oblong in an axial section, and, respectively, a square plate with a central square hole
can be a “square torus of square section”. And all these, because SM doesn’t make
distinction between a circle and a square or between an ellipse and an oblong, as said
before.

But the most important achievements can be obtained in science trough
solutioning some non-linear problems, because SM reunite in a single entity these two
domains, such different in the past. Among these, the non-linear domain ask ingenious
approaches for each particular problem. Therfore, in the domain of vibrations, static
elastical characteristics (SEC) soft non-linear (regressive) or hard non-linear
(progressive) can be simply obtained writing y = m.x, only m is not anymore m = tan
a as in linear case (s = 0), but m = tex; ,0 and depending on numerical eccentricity s
sign, postive or negative, or for S placed on negative x axis (¢ = m) or on positive X axis
(e = 0), the two nonlinear elastical characteristics is obtained, and obviously for s=0 a
linear CES will be obtained.

Because the functions cex0 and sex0, as Cexo and Sexa and their combina-
tions, are solutions of some differntial equations of second order with variable
coefficients, it being stated that even for s = + 1, and not only for s = 0, linear systems
(Cebasev) are obtained. At these, the mass ( M point) is rotating on the circle with a
double angular speed ® = 2.Q (reported to the linear system of s =0 at @ = Q =
constant) a half of a period, and in the other half of period stops in the point A(R,0)
for e =sR=R or ¢ =0 and in the point A’(—R, 0) for e=—s.R=—1,0r e=m.In
this way, the oscilation period T of the three linear systems is the same and equal
with T = Q / 2@ For the others values, intermediates, of s and e the nonlinecar CES
systems are obtained. The projection, on any direction, of the rotating motion of M
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point on R radius circle, equal with the oscillation amplitude, with variable angular
speed @ = Q.dex 0 ( after dex 0 function) is an non-liear oscillating motion.

s e [-2;0] s €[0; +2]

Fig. 4,a SMF-ELC clevated cosine Fig. 4,b SMF-ELC clevated sine of
of @ > cel 0, fors e [ -2,+2], €=0 0> seld, fors e[-2,+2], e=0

The apprition of ,king” function rex 0 and of his properties made easier tha
apparition of a hybrid method (analytico-numerical), through which o simple relation
was obtained, with only two terms, to calculate the first kind complete elliptic integral
K(k), with an unbelievable precision, with minimum 15 accurate decimals, after only
5 steps. Making the next steps, can lead to a new relation to calculate K(k), with a
considerable higher precision and with the possibility to expand the method to other
elliptic integrals and not only to these. The relation of E(k) after 6 steps has the same
precision to calculate.

The apparition of FSM facilitated the apparition of a new integration method,
named integration through the differential dividing.

We will stop here, letting you the pleasure to delight yourselves looking the
drawings of this album.

The Autor
Mircea Eugen Selariu  selariume@gmail.com; selariu_m(@yahoo.ro

www.supermathematica.com; www.supermathematica.org;
www.supermatematicaonline.blogspot.ro
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ABREVIERI si NOTATI
utilizate in cuprinsul lucrarii

ABREVIEREA
MARIMILOR FUNCTIILOR
GEOMETRICE F
‘ A ‘ Amplitudine ‘ Am, am ‘ F Amplitudinus
‘ Al ‘ Autoindus(e) ‘ amh ‘ Am hiperbolica
‘ B ‘ Beta ‘ amhex ‘ Amh excentrica
BSOE Beta sistem oscilant aex FSM-CE amplitudine excentrica de V E
excentric (6 sau x)
‘ C ‘ Cerc v Centric v Circular ‘ aexai ‘ Aex autoindusa
cC Circular Centric Aex FSM-CE amplitudine excentrica de VC (
asauy)
’ CE ’ Circular Excentric ’ bex ‘ FSM-CE beta excentrica de VE
‘ CEl ’ Circulare Elevate ‘ Bex ‘ FSM-CE beta excentrica de VC
‘ CEx ‘ Circulare Exotice ‘ ce ‘ Cosinus eliptic definit pe cerc
‘ CT ‘ C Trigonometric ‘ ceex ‘ Cosinus eliptic excentric
’ CU ’ C Unitate ’ ceai ‘ Ce utoindusa
‘ D ‘ Directie V Dreapta ‘ cel ‘ FSM-CEI cosinus (elevat) de VE
‘ DR ‘ D Radiala ‘ Cel ‘ FSM-CEl cel de VC
’ DRC ’ DR Centrici (D" U D") ’ celh ‘ FSM-Hel cosinus hiperbolic elevat de VE
‘ DRE ‘ DR Excentrica (d*U d) ‘ Celh ‘ FSM-HEI celh de VC
E Excentru v Excentrice cex FSM-CEXx cosinus (excentric) de VE
Integrala eliptica de speta a
doua
‘ e ‘ Excentricitatea liniara reala ‘ Cex ‘ FSM-CE cex de VC
‘ El ‘ Elevate ‘ cexai ‘ Cosinus excentric autoindus de VE
‘ Ex ‘ Exotice ‘ Cexai ‘ Cosinus excentric autoindus de VC
‘ F ‘ Functie V Final ‘ cexh ‘ FSM-HE cosinus hiperbolic de VE
‘ f ‘ final ‘ Cexh ‘ FSM-HE cexh de VC
‘ FAI ‘ F autoindusa ‘ cexoh ‘ FSM-HEX cosinus hiperbolic de VE
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‘ FAIC ‘ FAI Centrica ‘ Cexoh ‘ FSM-HEXx cosinus hiperbolic de VC
‘ FAIE ‘ FAI Excentrica ‘ ci ‘ Cosinus intratrigonometric

FC F Circulare ciex Cosinus intratrigonometric excentric de

VE

‘ FCC ‘ F Circulare centrice ‘ cos, sin ‘ Cosinus si sinus centrice

FCE FC Excentrice Ciex Cosinus intratrigonometric excentric de

vC

‘ FCEI ’ FC Elevate ’ cosai ‘ Cosinus autoindus
‘ FCEx ’ FC Exotice ‘ cotai ‘ Cotangenta autoindusa
‘ FE ‘ F Eliptice ‘ ctexai ‘ Cotangenta excentricd de VE
‘ FEC ’ FE Centrice ’ Ctexai ‘ Cotangenta excentrica de VC
‘ FEE ’ FE Excentrice ‘ cexai ‘ Cosinus excentric autoindus de VE

FG F Gudermann, Cex Cosinus excentric autoindus de VC

F Gheorghiu Em. Octav
‘ FGC ‘ FG Centrice ‘ Cexai ‘ Cosinus excentric autoindus de VC
‘ FGE ‘ FG Excentrice ‘ cqa ‘ FSM-CC cosinus cuadrilob Alaci Valeriu
‘ FH ‘ F Hiperbolice, F Hibride ‘ coq ‘ FSM-CC cosinus cuadrilob
‘ FHC ‘ FH Centrice ‘ cscai ‘ Cosecanta autoindusa
‘ FHE ‘ FH Excentrice ‘ csci ‘ Cosecanta indusa
‘ FHSM ‘ FH superMatematice ‘ cscex ‘ Csc excentrica de VE
‘ FHSMC ‘ FHSM Centrice ‘ Cscex ‘ Csc excentrica de VC
‘ FHSME ‘ FHSM Excentrice ‘ ctex ‘ FSM-CE tangenta excentrica de VE
‘ FI ‘ F Indusa ‘ Ctex ‘ FSM-CE ctex de VC
‘ FIT ‘ F IntraTrigonometrica ‘ der ‘ FCC derivata ( der(x) =1i.e™
‘ FM ‘ F Matematice ‘ dex ‘ FSM-CE derivat excentric
‘ FMC ‘ FM Centrice ‘ Dex ‘ FSM-CE dex de VC
‘ FME ‘ FM Excentrice ‘ del ‘ FCC delta, del(x,k) = ( 1- k sin’x )**
‘ FP ‘ F Periodica ‘ der ‘ FCC derivata ( der(x) =i.e"™
‘ FSM ‘ Functii SuperMatematice ‘ dex ‘ FSM-CE derivat excentric
‘ FSm ‘ F Smarandache Florentin ‘ Dex ‘ FSM-CE dex de VC
‘ dexai

‘FT

‘ F Trigonometrica

‘ dex autoinduse de V E
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‘ FTC ‘ FT Centrica Dexai Dex autoinduse de VC
FTE FT Excentrica rad FCC Radial centric de VC  (rad(x) =
el.X
FTT F TransTrigonometrica rexai FSM-CE radial excentric autoindusa de
VE
G Gudermman, Gheorghiu Rexai FSM-CE radial excentric autoindusa de
0. VC
‘ H ’ Hiperbola V hiperbolic ‘ se ‘ Sinus eliptic de variabild circulara
‘ i ’ Initial ‘ sel ‘ FSM-CE] sinus elevat de VE
‘ 1 ‘ Indus(e) ‘ Sel ‘ FSM-CE] sinus elevat de VC
’ 1T ’ IntraTrigonometric ’ selh ‘ FSM-HEI sinus hiperbolic elevat deVE
K Integrala eliptica de prima Selh FSM-HEI sinus hiuperbolic elevat de VC
speta
k Modulul integralelor si a F sex FSM-CE sinus excentrice de VE
eliptice,
‘ M ‘ Matematica ‘ Sex ‘ FSM-CE sinus excentrice de VC
m Modulul integralelor si a F seex Sinus eliptic excentric de variabila
eliptice circulara
‘ MC ’ M Centrica ‘ sexai ‘ Sex autoindus de VE
‘ ME ‘ M Excentrica ‘ Sexai ‘ Sex autoindus de VC
’ MEIL ’ M Elevati ’ sexi ‘ Sex indus de VE
‘ MEx ’ M Exotici ‘ Sexi ‘ Sex indus de VC
‘ (0} ‘ Originea ‘ Sexo ‘ FSM-CEXx sinus exotic de VC
‘ Q ‘ Quadrilob , Cvadrilob ‘ Sexo ‘ FSM-CEXx sinus exotic de VC
R Raza constanta (in modul ) sexh FSM-HE sinus hiperbolic excentric de
VE
r R variabila (in directie si Sexh FSM-HE sinus hiperbolic excentric de
modul ) VC
S Super V Solar V Excentrul | sexoh FSM-HEXx sinus hiperbolic exotic de VE
CU
s Excentricitatea liniara Sexoh FSM-HEX sinus hiperbolic exotic de VC
numerica
‘ SM ‘ SuperMatematica ‘ si ‘ Sinus intratrigonometric
‘ Sm ‘ Smarandache ‘ siex ‘ Sinus intratrigonometric excentric de VE
‘ T ‘ Tangent(a) ‘ Siex ‘ Sinus intratrigonometric excentric de VC
‘ TV ‘ T Voinoiu ‘ siq ‘ FSM-CC sinus cuadrilob
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TT

vC

VE

TransTrigonometric
Variabild Voinoiu
V Centrica

V Excentrica

ABREVIERI

sqa
tel
Tel

tev

Tev

tex
Tex
texai

Texai

FSM-CC sinus cuadrilob Alaci Valeriu
FSM_CEl tangenta elevata de VE
FSM-CEI tangenta elevata de VC

FCE Noua tangenta excentrica Voinoiu
de VE

FCE noua tangenta excentrica Voinoiu de
vC

FSM-CE tangenta excentrica de VE
FSM-CE tangenta excentrica de VC
Tangenta excentrica autoindusa de VE

Tangenta excentrica autoindusd de VC
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1 INTRODUCERE

Motto: “ CREATIA- singurul suras al tragediei noastre”
Lucian Blaga

Capitolul 1. INTRODUCERE

1.1  ESENTA (SUPER)MATEMATICII (SM) :
TRECEREA DE LA CENTRIC LA EXCENTRIC
SI REUNIUNEA CELOR DOUA DOMENII

Omenirii i-au trebuit aproape 100 de ani ca sd ia in serios teoria heliocentrica a
lui Nicholaus Copernic (1514) si mult mai mult timp pentru a o intelege si a o
accepta. Si aceasta, pentru ca orice prost poate sa stie, dar numai cei inteligenti si
inteleg. Si pentru ca vedem soarele cum, aparent, se deplaseaza pe bolta cereasca, ca si
Luna si stelele, iar pentru intelegerea realitatii, a adevarului, avem nevoie de
cunoastere, de stiinta si, toate acestea, presupun un efort de gandire. Gandirea, o spune
Sorin Comorosan, care si-a castigat, prin creatia sa, dreptul la cuvant, este nu numai
una dintre cele mai nobile activitafi umane, dar si una dintre cele mai grele. Nici
supermatematica (SM) n-a avut o soartd mai buna. I-au fost necesari peste 45 de ani
de acumuliri cantitative pentru a se cristaliza si a prinde viata intr-o carte. In cartea de
fatd, in cea de a 3-a editie, din Editura Matrix Rom.

Sa nu ne mirdm ca, in scurta sa existentd, la scard cosmica, si extrem de
indelungata, raportata la durata de viatd a unui om, omenirea n-a creat decat doud lumi
noi, lipsite, pana de curand, de o a treia dimensiune — inteligenta.

Trezit intr-o lume dinamica si agresiva, omul, ca si toate vietuitoarele pamantului,
sunt intr-o continud luptd de supravietuire: care pe care. Provenit, zice-se, din
maimuta, cu darul de-a imita si calauzit, in scurta sa existentd, de minunata aventura a
cunoasterii, cele doua lumi noi, create de om, sunt

¥ ETNOSFERA - lumea simbolurilor si a limbajelor si

® TEHNOSFERA - lumea uneltelor (masini, dispozitive, aparate, scule)
prin care el, omul, se bazeaza in lupta sa de supravietuire si apoi de cucerire si de
dezvoltare a suprematiei in lume / cosmos.

O a treia lume, a mecatronicii §i a integronicii, rezultatd din combinarea
tehnologiilor mecanice cu cele electronice §i cu informatica, este in curs de formare. Ea
si-a impus inteligenta ca atribut si dimensiune suplimentard a dezvoltarii sale si
criteriu de apreciere a calitatii ei. Aparitia ei ar fi fost de neconceput fara dezvoltarea
uneia dintre cele mai mari creatii ale geniului uman — matematica.

Matematica, care este inteligenta in stare pura, este in curs de dezvoltare si de
transformare intr-o super—>matematica, transformare la care aspira si lucrarea de fata.

Asa cum a demonstrat Claude Levi-Strauss, trecerea de la natura la cultura
presupune aptitudinea de a utiliza simboluri ("La Science des symboles” René Alleau.)
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O componenta esentiald a gandirii umane abstracte o constituie limbajul. El ne
ofera posibilitatea de-a gandi clar, concis si fara dificultati, despre concepte din ce in ce
mai abstracte si mai sofisticate. “Matematica, cea care permite simplitatea atractiva si
concizia expresiei - necesare pentru o discutie a legilor fizicii si a consecintelor lor,
este Tnsasi limbajul fizicii” [Curs de fizica Berkley, Vol.1 Mecanica, p.26].

Acceptand, astazi, teoria Big Bang-ului, fnseamnd ca suntem pe aceastad
planeta albastra, numitd Pamant, ca pe o nava cosmica, in zbor continuu si
halucinant spre necunoscutul denumit viitor, oricare ar fi el, in spatii ale caror
dimensiuni savantii le multiplicad necontenit. Dacd nu putem sd ne oprim, pentru a
gandi, atunci macar sa gandim din mers, la indemnul lui S. Comorosan, si in mare
viteza, la perpetua intrebare: cine suntem, de unde venim, incotro ne indreptam si in
ce stadiu de dezvoltare se afla inteligenta noastra, adica matematica ?

Prezenta lucrare este un raspuns concret la ultima intrebare : matematica
suferind o explozie, nemaiintélnita in istoria ei, un salt de la unu la infinit, sau de la
matematica centrica (MC), actuald, de dimensiunea topologica zero - a unui punct
0(0,0), dintr-o suprafata plana - la matematica excentrici (ME) — de dimensiune
topologica de minim doi - a unei suprafete - si, de aici, totodata, la supermatematica
(SM).

Se poate demonstra, matematic, ca ordinea perfectd si haosul perfect (absolut
sau desavarsit) reprezintd una §i aceeasi stare, sau unul si acelasi obiect: sfera
matematicd — perfectd si nemarginitd. Spunem perfectd, pentru cd, acum, odatd cu
aparitia SM, sfera perfecta si cubul perfect, ca si cercul si patratul perfect, pot fi
exprimate prin aceleasi ecuatii parametrice si, intre ele, mai exista o infinitate de
excentrice sferice sau “sfere excentrice’’. Excentricitatea e sau s asigurand diferenta:
e = s = 0 reprezentand sfera si cercul, iar s = e / R = £ 1 sau e = R (raza sferei)
reprezentand cubul si patratul. intre e = s = 0 si e = R, sau excentricitatea numerica s
= e/R ==+ 1, existd o infinitate de forme intermediare, care reprezinta o transformare
continud a unei sfere intr-un cub perfect, ca si a unui cerc intr-un patrat perfect, sau
invers. Pentru s € [-o0, +00], apar $i mai multe entitati, dar nu toate sunt curbe inchise.

Astfel de transformari, ca si multe altele, sunt vizibile pe website-urile :
www.supermatematica.ro; www.supermathematica.org;
www.supermatematicaonline.blogspot.ro.

Sfera este, prin natura ei, un obiect neorientabil, De exemplu, o bila de
rulment, este deja gata ordonata, deoarece este lipsita de elemente de tipul axelor de
simetrie (distincte) si avand gradul de dezordine maxima a ordonarii (Dyo) cel mai
redus posibil: Dy = 0.

Nu se poate afirma ca o bila sferica este cu capul in sus sau in jos, ca este rotita
spre stanga sau spre dreapta s.a.m.d., pentru cd nu are « excentricitatea» sau
excrescenfa numitd cap sau coada. Sfera matematica, indiferent de dimensiunea ei,
reprezintd, in acest caz, ordinea perfectd sau dezordinea minima.

Ordonarea obiectelor de lucru, s-a dovedit a fi cel mai complex proces de
automatizare, ultimul realizat in tehnica, de-abia partial, prin care s-a inchis lanful
proceselor complet si complex automatizate si s-a deschis calea robotizarii,
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cibernetizarii, mecatronizarii si s-a deschis calea aparitiei sistemelor integrate,
sistemelor de productie, in care omul devine anacronic, cu consecinte viitoare greu de
imaginat, sesizabile deja.

Complexitatea procesului de ordonare a obiectelor poate fi exprimatd de
raportul conventional de complexitate K, a carui expresie este (Mircea Selariu,
« DISPOZITIVE DE AUTOMATIZARE A PROCESELOR DE PRODUCTIE », Cap. 20
din « PROIECTAREA DISPOZITIVELOR » coordonator Vasii-Rosculet Sanda, EDP,
Buc., 1982, pag. 573 ... 664) raportul dintre coeficientul de complexitate al obiectului
ideal K; si a celui real Ky, adica K¢ = K; / Kg, ambii coeficienti determinandu-se cu
relatia :

(1.1) Kig=1+1A;+2A3+3A4+...+(n-1).A,+...
in care A, reprezinta numarul de axe de simetrie de ordinul n pe care le are obiectul
real si, respectiv, cel ideal, din grupa in care se incadreaza obiectul real.

Un obiect prezinta o axa de simetrie de ordinul n daca, prin rotirea lui, in jurul
acestei axe, cu 21 / n, obiectul se va oglindi / proiecta identic pe un plan oarecare.

Dezordinea, ca si haosul, care reprezintd o dezordine maxima, conform
relatiei (1.1), cresc cu cresterea numarului axelor de simetrie ale obiectelor §i cu
ordinul n al acestora. Dar, tot sfera matematica prezintd o infinitate de axe de simetrie
de ordin maxim (infinit), deoarece, o rotire oricat de neinsemnata, in jurul unei axe
imaginare, ce trece sau nu prin centrul sferei, nu modificd cu nimic oglindirea sub
forma de disc circular / cerc a sferei pe un plan.

in spatiul unei astfel de sfere amfotere, de razd nedeterminata, spatiul nu
existd din cauza haosului si timpul nu poate exista din cauza ordinii perfecte; timpul
fiind perceput numai daca spatiul este ocupat si scurgerea lui este sesizabild numai prin
schimbarea a ceea ce il ocupa.

Aceasta sferd nevazuta, absolut transparentd, pare a fi un nimic. Dar, din
«nimic » s-a ndscut intregul univers. Acest nimic este de fapt « totul ». Sa nu uitdm ca,
asa cum se zice ca s-ar fi constatat prin observatii recente, un orificiu spatio-temporal,
numit gaurd neagrd, de dimensiunea unui graunte de nisip, In acest moment,
« Inghite » galaxii intregi. Impresia ca o Intrega galaxie trece printr-o gaura neagra,
ca prin «urechea unui ac », este o iluzie falsa. De fapt nu « inghite », pentru ca «
nimic nu dispare §i nimic nu apare, ci totul se transformd ». In acest punct, are loc fie
un proces de ordonare, incad nedesavarsit, care se termind mai rapid decat in mod
obignuit, intr-o ordine perfecta, fie ca are loc un proces de revenire, la fel de rapid, la
starea initiala a dezordinii absolute, din care s-a pornit, ceea ce conduce la acelasi
obiect nevazut.

Albul imaculat este un amestec al tuturor culorilor ! Sticla, cel mai transparent
material, se obtine din nisip. Organizarea face diferenta ! Nisipul ramane in sticla, nu
dispare! Adicd, se modifica pozitia / organizarea reciproca a diverselor elemente
componente in cadrul sistemului, ceea ce este dat de dimensiunile de coordonare sau
excentricitatea, intr-un sens mai general, ale partilor componente. Un cilindru si o
teava cilindricd (la care cele doud corpuri cilindrice, cel plin si cel gol, au axele
coliniare, adica situate la distanta e = 0) au acelasi centru de simetrie si acelasi grad de
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dificultate al ordonarii, deci, aceeasi dezordine maxima Dy;o = 2. Dar, daca unul dintre
aceste obiecte isi pierde centrul de simetrie, prin existenta unui orificiu excentric, la
distanta e fatd de fostul centru de simetrie, atunci dezordinea lui se amplifica. Este,
deci, suficientd aparitia unei excentricititi e, oricat de reduse, pentru ca un proces de
ordonare sda inceapd, sau, dimpotriva, sd revind la starea initiald de haos, sensul
procesului depinzand de semnul excentricitatii.

« Nava » noastrd cosmica, Paméantul, se deplaseaza in sensul in care dezor-
dinea se transforma in ordine, entropia sistemului scade si organizarea sistemului urca
pe trepte din ce In ce mai nalte si saltd de pe un nivel de organizare pe un altul, din ce
in ce mai complex, cu inteligentd din ce in ce mai ridicatd, complexitatea fiind o
caracteristica a tuturor sistemelor. Complicarea, mai ales cea inutild — nu !

SM, care este o reuniune dintre MC si ME, este Tn mod evident mai complexa
decat MC actuala, nu numai datorita excentricitatii, care i-a dat nastere, dar nu mult
mai complicatd. In SM, excentricitatea liniard reald e sau cea numericd s poate
reprezenta o a 3-a dimensiune a spatiului bidimensional (2D) sau 0 a 4-a dimensiune a
spatiului tridimensional (3D), daca un punct E(e, €) sau S(s, €) denumit excentru,
pentru ca a fost expulzat din centru, este un punct fix intr-un plan. Daca E(e, €) sau S(s,
€) sunt puncte mobile, adicd, una dintre coordonatele excentrului, e sau e, sunt
variabile, E se deplaseaza pe o dreaptd (de directie ¢ = constant), daca excentricitatea
liniara reala e este variabild si pe un cerc (cu centrul in O(0,0) sau In oricare alt punct
fix E, (eg, &) si de razd e = constant) daca excentricitatea unghiulara € este variabila,
dupa o lege oarecare, care va imprima viteza punctului E pe acest cerc.

Dar, e; pot fi si cele n dimensiuni ale spatiului 2D, in cazul functiilor
supermatematice de excentricitate multipld, n care, toate excentrele E; sunt puncte
mobile Intr-un plan, deplasandu-se pe anumite curbe, dupa diverse legi de miscare.

Doua dintre coordonatele (s, t) ale universului determind un plan, denumit
plan energetic, in care se poate reprezenta miscarea de expansiune a ordinii in
domeniul dezordinii §i, ca urmare, in care creste masa materiei vizibile a universului,
odatd cu cresterea starii de ordonare, din ce in ce mai completd si mai compexa a
acesteia, fard sa ajunga la apogeu. Materia vizibild apare ca urmare a organizarii sau
a dezorganizarii . A organizirii, daca
reprezintd haosul absolut si a dezorganizarii, dacid ea reprezintd ordinea perfecta.

Perpendicular pe acest plan, indltat majestos pe verticala, este planul
sinergetic, in care, o a treia coordonatd, verticala, exprima fie gradul de organizare
(ordonare), fie cantitatea de informatie, fie calitatea, in esentd inteligenta la un
moment dat a sistemului In expansiunea lui continua.

Desi lunga, pornind de la facerea universului, aceasta introducere o consideram
utila scopului propus, deoarece precum in Ceruri si in SM, asa si pe Pamant sau in
MC.

Sa luam aminte, cd sensul dezvoltarii matematicii este acelasi cu cel al
dezvoltarii universului, din care ea face parte, ca sa nu mai incercam, in zadar, asa cum
obigsnuim de prea multe ori, sd « inotam » in contra curentului sau in contra sensului
dezvoltarii, ca s ne exprimam cuviincios.
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Acum retinem, cd matematica evolueaza prin sporirea §i marirea insulelor de
cunoastere (spatiul ordonat) din oceanul ignorantei (haosului), prin sporirea
informatiei, a organizarii, a calitatii, pe scurt, a utilizarii inteligentei in detrimentul
cantitatii, a migcarii gi a fortei.

Matematica este, deci, si un limbaj. Un limbaj in continud completare si
dezvoltare. Supermatematica (SM) la fel, este un limbaj provizoriu, pentru noile
complemente de matematica descoperite si introduse In matematica de autor. In viitor,
cand noile concepte se vor fi cristalizat, prefixul super, un element de compunere
insemnand « supra », « deasupra» sau « peste », care dd cuvantului un sens de
superioritate sau de superlativ, va deveni superfluu, putand fi abandonat.

Supermatematica, privita ca matematica centrica (MC) plus complementele
de matematica ce se incadreaza in matematica excentrica (ME), prin multitudinea de
functii, curbe, forme si obiecte matematice noi, ilustreaza faptul ca si SM este si un
limbaj, dar nu numai. Numai ca, aceste complemente - cuprinse in matematica
excentrica- sunt iesite din comun. Pe de o parte, pentru ca ele depasesc, din punct de
vedere numeric, referitor la numarul entitatilor / obiectelor matematice, cu mult
matematica ordinard, numitd in continuare — centrica — care are de-abia dimensiunea
topologica zero — a unui punct, centrul O. In timp ce, matematica excentrici are
dimensiunea topologica de minimum doi, a unei suprafete, in care centrul O este un
punct originar, din care s-a nascut, fiind expulzat si, apoi, deplasat in plan, punctul
care a devenit excentrul E (S sau K). Pe de altd parte, pentru cd raportul dintre
tot ce este consemnat ca salt (cantitativ si calitativ) in istoria matematicii, asa cum va
rezulta si din continutul prezentei lucrari.

Si, astfel, procesul aparitiei, din nimic (O(0, 0) = MC), a noului univers
supermatematic (SM) a Inceput si prin publicarea prezentei lucrari.

Vechii greci divinizau cercul, ca fiind o forma perfectd si usor de realizat
practic. Si, parca, au presimtit cd nu e nevoie sd-1 abandonezi in favoarea altor curbe,
mai sofisticate, pentru a diversifica, in sensul de a inmulti sau completa, matematica cu
functii periodice noi, cele mai utilizate functii in stiinta si in tehnologie.

De exemplu, in gradinarit: un tarus se infinge in centrul cercului si cu celélalt
tarus se inregistreaza pe sol forma circulara a straturilor concentrice de flori. Chiar si
anticii agreau frumosul ! Frumosul SM poate fi admirat in albumul « Tehno Art of
Selariu Supermathematics Functions » Ed. ARP (American Research Press), 2007.

Apollonius din Perga (sec. III i.e.n.), cel mai mare geometru al antichitatii, a
studiat, descoperit si introdus in matematica parabola, elipsa, si hiperbola si le-a
denumit astfel, in functie de coeficientul q a lui x* din expresia conicelor

(1.2) y* =2px + qx’, in care, pentru
q=0 P paravelin (egalitate in limba greaca veche), rezulta o » parabola
q <0 P elipin (in lipsa / minus ) corespunde la o » elipsa

q>0 P hipervalin (in surplus / peste/plus) se obtine o P hiperbola.
Abia dupa cca. 1000 de ani, elipsele “urate” ale lui Apollonius au fost
imaginate ca orbite ale Pamantului si ale altor planete. Din fericire, excentricele
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circulare, care multiplici la infinit forma matematica centricd, cunoscutd sub
denumirea de cerc, acum denumit centrica circulara, au fost demult descoperite de
Kepler, atunci cand a formulat prima lui lege, in felul urmator: “Planetele se rotesc /
invartesc (de fapt se deplaseaza invartindu-se in jurul axei proprii) in jurul Searelui pe
cercuri, dar Soarele nu se gaseste in centrul cercurilor” [V.I. Arnold, « Metodele
matematice ale mecanicii clasice », Editura Stiintifica si Enciclopedicad, Bucuresti,
1980, pag.54]. Ca traiectoria Padmantului, in spatiul cosmic, nu este nici cerc §i nici
elipsa (de excentricitate numerica s =e / R = 0,0016, cat este cea a orbitei Pamantului),
datoritd interactiunii cu celelalte planete ale sistemului solar, cu Luna si cu alte obiecte
cosmice, este o certitudine.

Excentricele eliptice, de excentricitate variabila, sunt orbitele care se pot
apropia si mai mult de forma reald a orbitelor planetelor, daca se face abstractie de
deplasarea, cu viteze uluitoare, a intregului sistem solar si a galaxiei in spatiul cosmic.

Apollonius, inlocuind cercul prin conice si introducand in matematica elipsa, a
introdus, implicit, si excentricitatea, stricind imaginea grecilor asupra perfectiunii
cercului. Aratand ca cercul este un caz particular al elipsei, si anume: cand doi, dintre
cei trei tarusi, se infig in pamant in acelasi loc (excentricitate e = 0), el a fost hulit de
greci, contemporanii sai, pentru distrugerea imaginii perfectiunii: cercul.

Kepler a utilizat excentricitatea in practica, in cadrul miscarii planetelor si
noud ne-a revenit sarcina de-a consolida, din punct de vedere matematic si mecanic,
aceastd migcare, introducand miscarea circulara excentrica (MCE), mai generald
decat miscarea circulara centrici (MCC, care derivd din MCE pentru e = s = 0),
migcare studiatd cu ajutorul noilor functii supermatematice circulare excentrice
(FSM-CE) in capitolul 6, §6.4 al prezentei lucrari.

Imaginati-vd ce va pati cel care a multiplicat, de la unul la infinit, toate
formele si entitatile/obiectele matematice cunoscute si, in plus (daca dupa infinit se mai
poate plusa), a introdus in matematica o infinitate de noi forme / obiecte / entitati
matematice.

1.2 CUM S-AU DESCOPERIT SI CE SUNT MATEMATICA
EXCENTRICA (ME) SI SUPERMATEMATICA (SM).

Ocupandu-ne de determinarea experimentala a amortizarilor, provenite de la
cuplele cinematice arbore principal — pana — roatad dintatd, ale strungurilor universale,
in ideea de a mari aceste amortizari si a diminua amplitudinile de vibratii la torsiune
ale masinilor-unelte, masurarile experimentale au esuat, datorita prezentei si a altor
amortizari, mult mai puternice, provenite de la standul de incercare, pe de o parte, iar,
pe de alta parte, datorita puternicelor neliniaritati ale cuplei cinematice arbore-stand.

Astfel, a aparut necesitatea realizarii unui studiu teoretic al unor sisteme
elastice neliniare, in cadrul grupei de Vibratii ale Masinilor-Unelte, condusa de dr. Ing
Wolfgang Biihler, de la Catedra de Masini-Unelte a Prof. Dipl.-Ing. Karel
Tuffentsammer, de la Universitatea din Stuttgart, universitate la care autorul a activat
in perioada 1969-1970 cu o bursa DAAD.
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Daca simulam migcarea vibratorie, prin proiectia migcarii de rotatie a unui
punct de pe un cerc, pe o directie oarecare, atunci, unei caracteristici elastice liniare i
corespunde miscarea punctului pe cerc cu o viteza unghiulara constanta €2.

Pozitia, la un moment dat, a masei (punctuale) pe cerc, este datd de unghiul la
centru o avand expresia o = Q.t si reprezinta o dreapta ce trece prin originea O, intr-un
sistem de coordonate rectangular drept aOt. Rezulta ca masa, sau punctul reprezentativ
M, se roteste pe cercul de raza R = A, 1n care A este amplitudinea oscilatiei, cu viteza
unghiulara ® = Q = constanta si unghiul de pozitie al lui M pe cerc, este dat de a(t) si
creste proportional / liniar cu timpul.

Unui sistem liniar, de pulsatie proprie €, 1i corespund o infinitate de sisteme
neliniare echivalente, avand aceeasi pulsatie proprie Q, de viteze unghiulare

(1.3) o(t) =da(t)/dt, incare (1.3°) a(t)=Q.t+ ¢(t) =f0t w(t).dt

Functia o(t) = am (u, k) este functia elipticd amplitudine sau amplitudinus a lui
Jacobi [v. relatia (1.32) si figura 1.1,a], de variabila u si/sau modificata 6
(1.4)  u > 06=2uK(k)/n, in care K(k) este integrala eliptica completd de prima speta

(1L5) K= f7 =

am(u, m = k°) am(u, m) am(u, m””)
3.0 30+ 3.0
25 2.5 25
2.0 20F 20
1.5 15 15
1.0 10} 1.0
05 05 0
0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 05 1.0 1.5 20 25 30 03 1o 1S 202530

am(6, m = k%) am(6, m) Am(6, m*)

Fig. 1.1,a Functii eliptice Jacobi de module m =k*, k =m’ si m"” precum si
de variabilele u, 0 =2uK(m=Kk)/x, si0=2uK(m"’) /x; (me[0; 0,9])

Modulele, care au domeniul normal de variatie m, k € [0 ; 1], au fost limitate la
domeniul m, k € [0 ; 0,9], deoarece programul de matematica nu inregistreaza functiile
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eliptice si pentru m =k =1.

Pentru unele sisteme neliniare, a(t) poate fi, cu destul de bund aproximare (v.

Fig.1.1,¢), functia supermatematicd trigonometrica circulara excentrica amplitudine
excentricd modificatd (Fig.1.1,b) aexm[0(t)], iar ¢(t) este o functie periodicd care
« serpuieste » / oscileaza de o parte si de alta a dreptei Q.t. Acum, aceastd curba este
denumita stramba [18], de genul celor prezentate in figurile 1.2,a.

30F 3.0F 30F
25 25F 25F
7
20 20F 20F
1.5 15F 15
1.0 1.0 | 1.0 g
0.5 0.5 05
05 10 15 20 25 3.0 05 10 15 20 25 30 05 1.0 15 20 25 30
— _ 1,2 _ 1,05
s=k s=k s=k”

Fig. 1.1,b FSM-CE amplitudine excentrica modificata aexm®0
des=k, s=m=k’si s=m"* pentruse[0;0,9]sie=0

Relatiile utilizare pentru FSM-CE amplitudine excentricd modificata

Plot[Evaluate[Table[{JacobiAmplitude[2 t Plot[Evaluate[Table[{t/2+ArcSin[0.005m"2Cos[t/2]
EllipticK[0.01 u”2]/ Pi, 0.01 u”2]-(t+0.3 ArcTan[0.01 Sin[t/2]/(1-0.005 m”2Cos[t/2]"2)]+0.0075Cos[t/4]/
u”2 Coslt] Sin[t]/Sqrt[(1- 0.01 u”2 Cos[t]*2)]])}, Sqrt[1- Sin[t/4]72]-0.0075 +0.015 Sin[t]-Jacobi

{u,0,10}], {t,0,Pi}]] Amplitude [t EllipticK[0.1 m]/Pi,0.1 u]}, m,0,10}]},
{t,0,2Pi}]]
0010 / / \ 0015 F

0.010 £
0.005 ¢

0.005 ::w/i ’/,' > ,T % :7,7: ;
nnomﬁ — N\ZV/‘ 5/ / ’ - 0005
oo \\%V \\ / / 0010

| | - 0.015 F

Fig. 1.1,c Diferenta dintre FSM-CE amplitudine excentrica modificata
si functia eliptica Jacobi de s =k € [0; 0,9]

In privinga parametrului/modulului m sau k, cu care opereaza diverse

programe de matematica, e necesard o mare atentie, mai ales la programele de
matematicd care exprima functiile eliptice prin modulul m = k*. Aceasta nu
insemna ca, de aici, se deduce / rezulta sau se va considera vm = k, deoarece,
luand, pentru m € [0, 1] rezulta > k? € [0, 1], or, e enecesar sa fie k € [0, 1].
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De aceea, la m’> =k > m’ =k € [0, 1] si rezultd ci, in relatiile de
definire a functiilor sau integralelor eliptice, sa se modifice m > m’, pentru ca,
numai asa,

(1.6) m*e[0,1] > ke [0, 1].

Pentru sistemul studiat, functia @(t) seamana cu o functie — sin(t), cu deosebirea
ca punctele de extrem sunt defazate, in sensul ca extremele puteau sa apara ceva mai
devreme sau ceva mai tarziu fatd de t = /2 + k., k = 0,1, 2,...in timp ce punctele de
nul ramaneau neschimbate, de genul graficelor din figura 1.2,b care, pentru Q = 1
reprezintd o famile de functii supermatematice circulare excentrice (FSM-CE) de
variabild centricd a. Aveam, astfel, nevoie imperioasa de « un fel de sinus » la care
primul maxim sd nu apara la o = n/2 ci, ceva mai repede, sau ceva mai tarziu.

3

151) se L 0]

Fig. 1.2,a Strambe de variabila excentrica (A, A,) si de variabila centrica
( By, By, B3, By) ca FSM-CE amplitudine excentrica, toate pentru € = 0

Acest « ceva », care da « alunecarea » punctelor de maxim, este, acum, fie FSM-
CE
(1.7)  bex|0, S(s, €)] = arcsin[s.sin(0-¢)], fie

s.sin (x —g) s.sin (x —¢)

(1.8)  Bex|a, S(s, €)] = aresin———————s 5 = arc‘[anl_s_COS 2y
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(Fig.1.2,b) functii ce exprima deplasarea maximelor FSM-CE sinus excentrice de
variabila excentrica 0

(1.9) sex 0 = sin[aex 0] = sin[0 - arcsin[s.sin(0 — )],

maxime care apar, pentru € = 0, primul la 0 = 7/2 si urmétoarele la 6 = n/2 + B(2kn) =
7/2 = bex[0 = /2, S(s,¢)] sau de variabild centrica Sexa.

S-a constatat ca acest fapt este posibil, daca polul semidreptei nu se alege in
originea sistemului O(0,0) de coordonate, cum a procedat Euler, la definirea functiilor
trigonometrice ca functii circulare directe, ci, mai in dreapta, sau mai in stdnga originii
O, pe axa absciselor. Pe cat de simplu, pe atat de util ! S-a denumit aceasta expulzare
(deplasare), din centru, excentricitate liniara e (reald) sau s = e / R i, uneori, k =¢ /
R (excentricitatea numerica) si polul s-a notat cu E(e,g), respectiv, S(s,€) sau K (k,g),
puncte denumite excentre (ex-centre).

G sel[-1,0] Cy)sel0,1]

Fig. 1.2,b Functii SM-CE periodice beta excentrice de variabila excentrica bex6
(Cy, Cy) si de varabila centrica Bexa (Cs, Cy)

Acesta a fost inceputul (Big-Bangul SM) si, pentru generalizare, expulzarea
lui E din O s-a realizat nu numai pe directia axei absciselor (¢ = 0) ci pe oricare alta
directie radiala centrica . Astfel ca, excentrul E are coordonatele polare E(e, €) si
cele carteziene E (e, e, ), iar S are coordonatele polare S(s, €) si cele carteziene S (s, =
s.cosg, s, = s.sine) si K are coordonatele polare (k, €) si carteziene (k, = kcos €1 k, = k.
sing). De la caz la caz, excentrul, corespunzator cercului unitate, va fi S — punct solar -

42

BUPT



1 INTRODUCERE

sau K — punct modular — utilizat cu precadere la mecanica vibratiilor, functii eliptice
de modul k sau m = k.

C)) s=sqcosa, sy € [-1, 0] C,) s=spcosa, sy e [0, 1]

Fig. 1.2,¢ Functii SM-CE periodice excentrice amplitudine excentricd modificate
de varabila centrica Aexma (Cs, Cy)

WWW.Super matica.ro, www.eng.upt.ro/mselariu, www.Super matica.com,

Pentru evitarea confuziilor cu constanta sau numarul lui Euler e =
2,718281828...., numar care std la baza logaritmilor naturali, excentricitatile
numerice, initial notate cu e, se vor nota in continuare cu s sau k, cand s poate fi si un
modul.

Visul, de-a avea o infinitate de matematici, si de a opera simplu cu ele, a
devenit realitate Tn 1978, prin publicarea lucrarii "Functii Circulare Excentrice" [1], in
care, se aratd ca fiecarui punct solar S(s,e), din planul cercului trigonometric, denumit
si excentru, 1i corespunde o matematica. SM multiplica la infinit toate functiile
trigonometrice cunoscute, toate obiectele si formele matematice cunoscute si pe care
acum suntem obligati sa le denumim centrice si a introdus functii, forme si obiecte
matematice noi, denumite excentrice, deosebit de utile pentru stiinta si pentru tehnica.

Acum, exista o infinitate de cosinusuri, sinusuri, tangente (vechi) si tangente
Voinoiu (noi), s.a., o infinitate de cercuri, elipse, parabole, hiperbole, spirale
Arhimede, spirale logaritmice §.a., precum si o infinitate de forme noi ca trilobe,
cuadrilobe, polilobe, forme hibride, cum ar fi conopiramida, cilindroprisma, §.m.a.
care, incd, nu si-au gasit nici macar o denumire (v. www.supermatematica.ro,

www.supermatematicaonline.blogspot.ro;).

Trigonometria excentrica (TE [33]) foloseste punctul S(s.e), denumit
excentru, fiindca a fost expulzat din centrul C(0,0) al cercului unitate / trigonometric
CT(O,1) si din originea O(0,0) a unui reper cartezian drept, ca pol al unei drepte
mobile d, de directie 0, (turnantd in jurul polului S), denumitd si variabila
independenta (argument) excentrica, ale carei intersectii cu CT sunt punctele W, =
d” N CT(0,1) si W,=d N CT(O,1), scrise concentrat W, si ale ciror coordonate
sunt :
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(1.10) X;, = cex; 0, denumit cosinusul excentric de variabild excentricd 0 si de
excentru S (s,g), scris si sub forma cex;»( 0, S) sau cex; 2( 0,s,€) si
(1.11) y 12 = sex; 0, denumit sinusul excentric de variabila excentrica 0 si de

excentru S (s,g), iar

(1.12) V 12/ X 12 = tex; ,0 este denumita tangenta excentrica de excentru S, sau

de excentricitate liniara reali e si excentricitate numerica s = e / R; R fiind raza unui
cerc oarecare. Cotangenta, secanta §i cosecanta excentrice sunt definite prin aceleasi
rapoarte, de functii excentrice, ca si functiile similare trigonometrice centrice.

Toate aceste functii, centrice si excentrice, sunt dependente de originea O si
centrul cercului unitate C, care, in acest caz, pentru functii excentrice, se coincid,
adica C= 0.

Functiile excentrice noi, nu depind de pozitia reciproca a punctelor O si C, ci
numai de pozitia reciproca a punctelor S si C, situate la distanta relativa s pe directia &.
Evidentiate numai in domeniul excentric, aceste functii noi sunt radial excentric,

derivata excentrica, amplitudine excentrica s.a.

Prima dintre ele, o adevarata functie « rege », cu ajutorul careia pot fi exprimate
ecuatiile tuturor curbelor plane cunoscute, si a multor curbe noi, este functia
supermatematicd circulara excentricdi (FSM-CE) radial excentric de variabila
excentrica 6. Ea exprima distanta, dintre doud puncte in plan, de la S la Wy,, in
coordonate polare, asa cum bine a observat Prof. dr. math. Octavian Em. Gheorghiu,
cel care a denumit aceastd functie « o adevarata functie rege ». Totodata, reprezinta si
functia de transmitere de ordinul zero, sau a pozitiei punctelor W ,, fatd de punctul S
din planul cercului unitate si are expresia invarianta
(1.13) rex ;5(0,s) =—s.cos(0 -g) £,/1—s2sin2(6 — ¢),
ca FSM-CE de variabila excentrica 0

Aceeasi functie, dar de variabila centrica o, are expresia invarianta
(1.14) Rex (a5, 8) = +/1 + 52 — 25.c05 (X1, — €),
ambele expriméand, in functie de cele doud variabile independente, distanta in plan,
aici, in coordonate polare, dar poate fi exprimatd si in alte coordonate, ca cele
carteziene, de la excentrul S(s, €) la punctuele de intersectie Wi,(1,0) ale cercului
unitate (CT) sau a cercului trigonometric cu dreapta excentrica d.

Dependenta dintre cele doua variabile, centrica si excentrica, denumitd functia
amplitudine excentrica de variabild excentricd 0 are expresia invarianta

B B aex;0 = 6 — arcsin [s.sin (0 — €)]
(1.15) aex 12 (0) = 0i2(0)=0-P, (“)e{aexze =0 —arcsin[s.sin(@ — )] —
stiind ca

(1.16) Bi+pr=m.

Aceeasi FSM-CE, dar de variabila centrica o, are expresia invarianta

(1.17) Aex (a15) = 0(0u) o, o+ ﬂ(‘xLz) = oy, + arcsin [s.sin (¢; ,—¢€)]
\/1+sz—25.cos (x12—€)

Ele sunt, poate, cele mai importante functii noi, a caror denumire deriva de la
functia eliptica amplitudine / (amplitudinus) am(u,k) a lui Jacobi.
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Asa cum cos[am(u,k)] = cn (u, k) si sinfam(u, k)] = sn(u, k), tot asa, prin
inlocuirea variabilei @ 2@(0) = aex(0) in functiile trigonometrice centrice cosa, sina,
tana /(tga) etc, cu functia amplitudine excentrica aex0, se obtin functiile excentrice de
variabila excentrica cex0, sex0, tex0 s.a. Se deduce ca FSM-CE sunt functii de functie
sau, sub denumirea mai noud, dar nefericita, functii compuse.

Prin inlocuirea variabilei independente cu Aexa se obtin FSM-CE de variabila
centrica Cexo, Sexa, Texo s.a. Adica,

(1.18)  cos[aex(0)] = cex[0, S(s,e)] = cexb,

(1.19)  sin[aex0]= sex0, iar

(1.20)  cos[Aex(a)] = Cex[a, S(s, €)] = Cexa si
(1.21)  sin[Aex(a)] = Sex [a, S(s, €)] = Sex a.

O alta functie, complet noud, cea mai frumoasa functie periodica (de gustibus
non est disputandum), care exprima raportul (functia) de transmitere de ordinul 1, a
turatiilor sau a vitezelor, pentru toate mecanismele plane cunoscute, este functia
supermatematica circulard excentrica (FSM-CE) derivata excentrica dex0 de variabila
excentrica 0, definitd ca raport al derivatei uneia dintre variabile (@) in raport cu
cealalta (), si are expresia invarianta, ca functie de variabila excentrica 0

_dxy,(0) s.cos (6—¢) _ rexgp0  rexqy,0
(1.22) - dexia0 == = L = smao=e)  c0s 1Bra(8)  cos [bexs 0]

Intre variabila centrica o, sau unghiul la centrul O(0,0) si variabila excentrica
0, sau unghiul la excentrul S(s, €) sau E(e, €) si unghiul cu varful pe cercul unitate f3 »,
din punctele Wy, pentru R = 1 si / sau M, ,, pentru R # 1, unghi notat cu B, exista
relatiile
(1.23)  012(0)= 0- B12(B)= 6-bex;, 0 si, respectiv,

(1.24)  6(0up2) = oz + Bra(a2) = oz + Bex(a ),
asa cum se poate observa si in figura 1.3,a si 1.3,b.

Functia SM-CE derivata excentrica de variabila centrica o are expresia

invarianta

dae
1.25) Dex a,,= = = =Y os"cos (a1, — €
( ) 1.2 da,,  1+s2-2s.cos (a1,—¢€) Rex?a,, Zn_o ( 12 )

Se observa / deduce, imediat, cd cele doud functii derivate excentrice dex; .0 si
Dexa, ,, sunt inverse una alteia.
Observatii :
° Cei doi indici 1,2 reprezintd cele doua determiniri ale FSM-CE,
corespunzatoare celor doud puncte de intersectie ale dreptei d, formata din cele doua
semidrepte (d~ semidreapta pozitivi si d  semidreapta negativi) cu cercul
trigonometric (CT) sau cu cercul unitate (CU(O, 1)): principala de indice 1(+) si
secundara (-) de indice 2; diferenta dintre ele constand doar din schimbarea semnelor
+ cu -, intre ele, in fata radicalului
(1.26) A(B) = £ /1 — s2sin?(6 — &) = del, .9,
radical cunoscut in literatura functiilor matematice speciale ca functia « del » sau delta
amplitudine, radical prezent 1n expresiile de definire a tuturor FSM-CE.

1-s.cos (@1 ,—€) _ 1-s.cos(ai—¢)
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W10 = dex
Wl = Lo
[SW| = rex,# e
[$W | = rexaf B Wy
3 i
- = "'\-.\ R
= P o \H
[ i;t | {ls, €1
b oo o)) | % |
— { i
ity T /
i ¥ip = X b i i
J ¥yaf Xy = tex, SR
W g & Yoo fAhS| X, S = texy, L ,-
; L U o 1 .L1=u—ﬁ=.wmgl f,D= ﬂ
Pia= B—u 3= bex 8 M et
Fig. 1.3,a Schitd explicativa pentru definirea functiilor supermatematice circulare
excentrice (FSM-CE) de variabila excentrica 0
www.SuperVla{cmatica.ro, www.eng.upt.ro/mselariu, www.Super\/lathematica.com,
Daca se utilizeaza in exclusivitate prima determinare 1, atunci nu mai este
necesar si se treaca si indicele 1; confuziile dintre cele doud determinari nefiind
posibile.
- * R
2
W, 0| = Dexa, - ’_.
WL = Dhesas e
i, s L i
[SW, | = Rex, ',E-""--' -
[5Wl = Rexa, cule, 1)
: 'R=f F. i \F:R i
.I' : ||,- E{sh o) Ih\ ? =1
U \g *+—o " T o
!l.\‘ “] 1 l‘
o =¥ ¥ a=Cexu, L
X Yo = SN T
D s 1
» T ¥Vial X 2= Texn .
| ¥iplAbs(K o] = Tenv a4 ® E > EXCENTRU
i i 2= 8=p = Aexa,, ® F -3 Punct FOCAR
4o = \ B:= B-m= Bexa, FO, . 1 05
Fig. 1.3,b Schita explicativa pentru definirea functiilor supermatematice circulare excentrice
(FSM-CE) de variabila centrica o
www.SuperVlatematica.ro, www.eng.upt.ro/mselariu, www.Super\athematica.com,
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semidreaptd, precum in cazul functiilor trigonometrice centrice Euler, s-a facut la
sfatul matematicianului si mecanicistului Prof. dr. mat. Klepp Horst, pentru a aduce
de acord Trigonometria cu Geometria Analitica.
° Cu aceasta ocazie, functia rex0, definita initial cu dimensiunea lungimii [L], a
fost normata, adica, definitd ca o functie adimensionald, prin Impartirea ei cu raza R a
cercului, la sugestia Prof. dr. ing. Dan Perju.
° Ca si in cazul functiilor eliptice, se va nota cex6, respectiv Cexa, functiile
cosinus excentric de o singura variabila 0 si, respectiv a, pentru a nu complica scrierea.

Dacad 0 sau a se pastreazd constante, cum este cazul pendulului matematic
excentric §i coordonatele excentrului € sau s sunt variabile sau devin argumente, atunci
notatia va fi sexe sau sexs, Sexe sau Sexs, iar daca ambele entitati (0 si s) sau (a $i s)
sunt considerate variabile, atunci notatia va fi tex(0, s), Tex(a, s).

In fine, daca excentrul S evolueazi pe o curba, in planul cercului, avand atat pe
s cat si pe ¢ variabile, atunci notatia va fi rex(6, S), Rex(a,S) sau rex[0, S(s, €)] si
Rex[a, S(s, €)]. Daca S este variabil, ca de exemplu, conform relatiei s = sq.sin 30 si
e=cos 26, atunci se poate scrie dex[0, S(s = s, sin 30, € = cos 20)].
° Echivalentele, in centric, a functiilor excentrice rex0 si dex0 sunt radao si
dera, functii centrice, denumite, prin analogie cu cele excentrice, radial centric si,
respectiv, derivat centric si sunt fazori, de directie variabild si, evident, de modul unu.
Acesti vectori unitate, sau versori / fazori, sunt rada = " si dera = i.¢" si reprezinta,
asa cum se cunoaste, functiile lui Euler-Cotes, subliniind, totodatd, apartenenta la
trigonometrie ale acestor functii. Aici e nu este excentricitatea liniara reald, ci numarul
/ constanta lui Euler (e = 2,718281828...).

Astfel, functiile Euler-Cotes vechi sunt, deci, functii trigonometrice circulare
centrice « noi ».

1.3 PIRAMIDELE MATEMATICII

Supermatematica (SM) este o noud treaptd, superioara, de dezvoltare a
matematicii. Trebuie sa te sprijini pe matematica centrica (MC) pentru a ajunge pe
treapata urmatoare, a matematicii excentrice (ME). Avem de-a face cu o “piramida”
cu varful in jos. In varful piramidei, stau simbolurile (+, O, =, <,>,!, ... X,y, Z, ..), nu
toate §i nu neaparat matematice §i, mai sus, deasupra simbolurilor, se aflda numerele
intregi (1, 2, 3, ...9, ...0, ...).

Omenirii i-au trebuit mii de ani ca s constate ca Intre doud numere intregi n si
ntl,n=1, 2, 3...mai existd o infinitate de numere si, mult mai mult, cu peste doud mii
de ani (! !), ca sa constate ca intre doud FCC cos na si cos (n+1)a, ca si intre sin (n-1)o
si sin no, functii care fac parte dintr-o asa zisd baza a sistemului trigonometric de
functii (BSTFC), mai exista o infinitate de functii cosinus dar excentrice cex nf), cex
(nB), pentru s € [— o, +o0] si sinus excentrice sex (n-1)0, sex n6, apoi FSM-CE elevate
cel n0, cel (n+1)0 si sel (n —1)0, sel nO, ca si FSM-CE exotice cexo n6, cexo (n+1)0 si
sexo (n-1)0, sexo n0. Si au fost enumerate doar cele de variabila excentrica 6, dar mai
sunt cele de variabila centrica o. Rezultd ca FCC formeaza o baza discretd de functii
trigonometrice, n timp ce FSM-CE formeazd o bazd continud de functii
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trigonometrice (BSTFE). Deosebit de important este faptul ca, utilizind baza
continua in locul celei discrete, o serie enormd de suprafete nematematice devin
matematice, mai precis supermatematice.

Fig.14,a PIRA MIDA Fig.1.4,b CONOPIRAMIDA —
matematicii centrice ( MC) piramida matematicii excentrice (ME)
www. Super matica.ro, www.eng.upt.ro/mselariu, www.Super matica.com

Ca urmare, ele pot fi exprimate si descrise prin functii (super)matematice, pot
fi vizualizate si prelucrate pe masini-unelte cu comenzi numerice de conturare (CNC).
Mai rezulta ca istoria numerelor s-a repetat si In cea a functiilor. Din pacate.

Cu ajutorul numerelor intregi pot fi definite, intr-o treapta superioara, diverse
alte numere, mai mari, mai complexe, apoi functii, implicit cele trigonometrice, ca de
exemplu, expresiile invariante ale functiilor cosinus si sinus, aga cum au fost cunoscute
de antici

x2 x4 x6 x2TL
(1.27) COSX=l-Trd o= — et (—1)"@ , ncN=1, 23..
i = _x_3 x_5_x_7 e — e _qyn+1 X1 —
(1.28) SinX =x ——+———+ +(-1) @™ N=1, 23..

Cu acestea pot fi definite / exprimate functii speciale, aflate pe un palier mult
superior, cum sunt : cosinusul eliptic Jacobi

2

(129)  on(u k) =—= N~ cos (2n—1)%‘k), sinusul eliptic Jacobi

k.K(k) +q2n
1
o 2m o0 vz _ Tu . g .
(1.30) sn(u, k) = PR ) Trqzn-1Sin 2n—-1) 2k S amplitudine Jacobi
_ mu o 1 q* . nmu
(1.31) am(u, k) = 2K + 2 anln eyttt

in care q este parametrul lui Jacobi
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a0
(1.32) q=e "KW, in care K(k) si K’(k) sunt integrale eliptice complete de prima
spetd, in functie de modulul k sau m = k* i, respectiv, de modulul complementar k’

=V1—k?saum’=v1—m.

1.4 CORECTAREA MULTIPLELOR COINCIDENTE ALE LUI
EULER, CARE AU SARACIT MATEMATICA

Dupa multe sute de ani, Leonhard Euler (1707-1783) a definit functiile
trigonometrice pe cercul trigonometric, acum cercul unitate, si le-a denumit functii
circulare directe. Dar, spre nenorocul matematicii, a ales trei puncte confundate:

° O-originea unui sistem de axe rectangular drept,
° C- centrul cercului unitate si
o E =S - polul unei semidrepte mobile, turnante in jurul acestui punct.

Si, din aceastd cauza, aceastd matematica, atat de saracita, pe care acum o denumim,
din motive lesne de inteles, centrici (MC), s-a ales cu cate o singura forma
matematica, din infinitatea de forme care existd, acum, in matematica excentrica
(ME).

Pe cea mai 1nalta treaptd, o platformd nemarginita, care este, deocamdatd, si
ultima treaptd a piramidei, se ajunge la matematica excentricd, bazidndu-ne /
sprijinindu-ne pe cea centrici. Referindu-ne la aceleasi exemple, ale functiilor cosinus
si sinus, cosinusul excentric (cex0) si sinusul excentric (sex0) de excentru S si de
variabila la excentru 0 sau x au expresiile invariante, construite cu functiile circulare
centrice, de pe treapta anterioara a matematicii:

(1.33) cex, (0, S)=cos(0Fbex ,0) = s.sinf.sin(0 — &) + cosfy/1 — s2sin2(6 — &)
sau, considerand variabila 0 notatd cu X §i excentricitatea unghiulard € cu z, se poate
scrie
(1.33%)  cexia(x, S) = cos(x+ bex, ,x) = s.sinx.sin(x-z) +cos\/1 — s2sin?(x — z) si
(1.34) sex;, (0, S) = sin(0F pex ,f) = - s.cosbsin(6-¢) = sinfy/1 — s2sin(0 — €)
sau
(1.347) sex;,(x, S) = sin(xF pex, ,x)= - s.cosx.sin(x - z) + sinxy/1 — s2sin?(x — z).
Altfel spus, prin inlocuirea variabilei independente y, sau a unghiului a, la
centru O, din diversele functii centrice, cu variabila dependentd y(x), sau cu unghiul
o(0) datede:
(1.35) a(6,E)= 0F g @) = 0F {arcsin[s.sin(0 - £)] - O} sau
(1.36)  y(x,E)=x+p,,(h) =0+ {arcsin[s.sin(x - z)] - 2},
in care x sau 0 este unghiul la excentrul S.
Concis, variabila se Tnlocuieste cu o functie (amplitudine excentrica aex 0 sau

Aex a), rezultand, astfel, o functie de functie (denumita, mai nou, functie compusa)
pentru a evada din universul mai sarac al functiilor centrice in universul, mult mai
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bogat, al functiilor excentrice. Pentru functiile anterior exprimate, se obtin functiile
supermatematice circulare excentrice (FSM-CE) de variabila excentrica si, respectiv,
centrica.

Supermatematica (SM) putea fi demult descoperitd daca, la exprimarea
functiilor trigonometrice, ca functii circulare, repetam, pentru cd “repetitia este mama
invataturii”: Euler n-ar fi ales trei puncte confundate: centrul C al cercului
trigonometric, originea O a unui reper cartezian drept si polul E al unei semidrepte
variabile.

Daca O = C # E se obtin functiile supermatematice (FSM) circulare
excentrice (FCE). Daca C # O = E se obtin FSM circulare elevate (FCEI), iar daca
toate cele 3 puncte sunt distincte, se obtin cele mai generale FSM denumite FSM
circulare exotice (FCEx), asa cum se aratd in schema urmatoare:

Mat.centrica(MC)=C=0=P = Functii CENTRICE (FC)

C=0+S= Functii EXCENTRICE (FE)

Mat.excentrica(ME) =< C+ 0 =S=  Functii EIEVATE (FEI)

Cx0=%S> Functii EXOTICE (FEx)

Deoarece, coincidenta / identicul este unica / unic, in timp ce diversitatea este

infinitd, rezultd cd FC ale MC, fie ele circulare, hiperbolice sau de altd natura, sunt

unice / singulare, 1n sensul ca numai ele apartin MC si fiecare dintre functiile continute

in MC are cate un singur membru, in timp ce, ME este mai diversificata, continind trei

tipuri / clase de functii, fiecare tip fiind format dintr-o familie de functii cu o infinitate
de membri.

Se observa, fara dificultate, ca din FCEx, daca distanta e = | OE | — 0 se vor
obtine FCEI, iar daca distanta | ocC | — 0, atunci se vor obtine FCE si, in fine, daca
atat distanta | ocC | — 0, cat si dis:[an‘;a | CE | — 0, atunci cele 3 puncte redevin
confundate si se vor obtine FCC. In consecintd, ar rezulta ca studiul FCEx ar fi
suficient pentru a acoperi toate functiile matematicii excentrice. Concluzie adevarata,
numai ca, aceste functii sunt cel mai putin utilizate, deocamdata, si cele mai complicate
ca expresii matematice. Procedand astfel, aparatul matematic, pentru celelalte functii -
FCE si FCEI- mai frecvent utilizate s-ar incarca / complica in mod inutil.

Prin considerarea hiperbolei echilatere, in asociatie cu cercul trigonometric, au
fost definite si FSM hiperbolice excentrice, elevate si exotice.

Parafrazandu-l pe Philip Davis si pe matematicianul american, de origine
romana, Isaac J. Schoenberg SM "contine paradoxul delicios al Simfoniei Clasice a
lui Prokofiev: pare ca si cum ar fi putut fi descoperitd in urmd cu multe secole, dar,
fireste, nu ar fi putut”.

(SM)

Toate FSM se exprimd prin expresii analitice invariante, in functie de cele
centrice, astfel ca ele nu necesita tabelarea lor; tabelate fiind cele centrice.

Toate aceste familii de functii s-au dovedit deosebit de utile la solutionarea
unor probleme de complexitate foarte ridicatd ca, de exemplu, exprimarea sub forma
trigonometricd a sumei si a diferentei numerelor complexe, sau solutionarea exacta a
unor ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti variabili si respectiv la gasirea solutiilor
unor sisteme oscilante mecanice de caracteristica elastica neliniara, din care, pentru e =
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0 (dar si pentru e = £ 1 !!), se obtin solutiile sistemelor liniare, s.a.. Toate acestea fiind
prezentate in cadrul prezentei lucrari.

SM survoleaza spatiile superioare ale tuturor disciplinelor stiintifice si tehnice
si produce la baza lor un tsunami (solitoni) care sfideaza si spulberd granitele dintre

ele. Pentru fiecare punct S(s, €), din planul cercului unitate, de coordonate polare (s, €)

sau carteziene (Sy, Sy), pentru X = 0 (modulo 2 w), y = o ( modulo 2 ) si z = ¢ (modulo
2 ) - obtinem o alta forma a functiei; o infinitate de functii sinus excentrice cu una si
aceeasi expresie matematica. Pentru Abs [s] < 1, FSM-CE sunt continue. Pentru
Abs[s] > 1, sau ¢ > R, functiile SM, de variabila excentrica 0, existd numai in domeniul
in care, dreapta excentrica d, turnanta in jurul punctului excentric S, in acest caz, un
excentru exterior cercului unitate, intersecteaza cercul unitate.

Pentru a avea FSM-CE continue, pe toata axa reald, pentru s € (- o, +o0) au
fost definite si FSM-CE de variabila centrica y = y(x) = a(0) (mod.2x).

Pentru evitarea confuziilor, aceasta familie de functii se noteaza cu prima litera
mare / majuscula. Astfel, cosinusul excentric, de variabila centrica a sau y, este notat
cu Cex(a,,. S) sau Cexy,, si sinusul excentric de variabild centrica este Sex(a;,; S)
sau Sexy; . Aceste functii s-au obtinut prin inlocuirea variabilei independente 6 sau x
cu o noud variabild independentd a sau y si a variabilei dependente a(6) sau y(x) cu
variabila dependenta (o) sau x(y), ale carei expresii invariante sunt:

(137) 9((1152, S) =02 + BI,Z =02 + arcsin 5.5t (%1,27€)

\/1+sz—25.cos (1 2—€)

. S.sin (o¢q ,—€ .
= Oy, + arcsin> R (<1278) _ Aexa, » si
’ XKq 5 ’
s.sin (y1,2—2)

(1.38)  x(¥12,S)=y12%£ P12 = yi2 * arcsin -

1452-25.c05 (¥1,,—2)

.sin (y12—2)

= arcsin> = Aex
Yi2 Rexyi, Yi2

Se obtine:

(1.39) Sex(a;,, S)=sin [0(0;2)] = sinay,.cos B (o2) £ cos B(ay,).sinay, =

1— s.sin (x1,—¢€) £ cosol s.sin (X1 ,—€) _
1,2 -

1452-25.c0s (%1 ,—¢€)

= sin o, ,.arcsin

Rexcy »

_ Siney 5 _s.sin [0 5 F (1 ,—€)] _ sinoy 5 _ s.sin [ 5 F (%1 2—¢)]

J1+52—Zs.cos (1 2—€) Rexecy

Intre doud puncte, oricat de apropiate, dar fard a fi confundate, existi o
infinitate de alte puncte. Tot asa, intre doua curbe diferite, concentrice, de exemplu o
mica elipsd 1n centrul unui mare dreptunghi sau, transformatele afine ale acestora, un
mic cerc In mijlocul unui patrat de mai mari dimensiuni, existd o infinitate de alte
curbe inchise. Functiile SM ne ofera posibilitatea de-a « umple » continuu acest spatiu
plan, cu o infinitate de curbe noi, denumite excentrice (in aceste cazuri, eliptice si/sau
circulare) Ecuatiile parametrice ale acestor excentrice sunt:
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x = a.dex6 ) ) )
(1.40) y=b.dex(0 T 2), dacd a=b =R si e =0 se obtine transformarea continua a
' 2

cercului, de raza R (pentru e = 0), in patratul de laturda L = 2R (pentru e = 1) si dacd a
# b, se obtine transformarea continua a elipsei (¢ = 0) in dreptunghi (e = 1).

Cercul si patratul (v.sectiuni prin conopiramida, figura 1.4, b), ca si elipsa si
dreptunghiul, sunt, astfel, homografice. Aceeasi familie de curbe, denumite
quadrilobe / cvadrilobe, se obtine cu urmatoarele ecuatiile parametrice, in care coq si
siq sunt cosinusul si sinusul quadrilob, denumiri introduse de autor [19] si acceptate:

cos6
X = ———= = coql =R 9
V1-s2sin?6 A X .coq
(1.41) <ind , reprezentate 1n figura 1.5,a cu {y — R.sig6”

Y = Tisstcoste . SH0
in care R este variabil, In domeniul R € [ 0.5, 2,5], iar cuadrilobele Alaci Valeriu
(Fig. 1.5,b) au introduse, in relatiile anterioare, o rotatie cu /4 si au raza R variabila,
pentru ca toate colturile cuadrilobelor sa treaca prin punctul A(1, 0).

Transformarea continua a unor curbe inchise in alte curbe inchise, cum este
exemplul prezentat al cuadrilobelor, cu ajutorul FSM este un succes de seama al noilor
complemente de matematica. Alte curbe, noi, pot umple continuu spatiul dintre un cerc
si cele 2 triunghiuri isoscele, rezultate prin sectionarea in doua a patratului, circumscris
cercului, prin una din diagonalele sale. Ele au fost denumite trilobe. Notand cercul cu
C (O,R), patratul centrat in O si de latura L = 2R cu P (O, 2R) si triunghiul isoscel,
format dintr-o diagonala a patratului si doud laturi ale acestuia, cu 7 (D, 2 x 2R),
transformarile anterioare se poate scrie prescurtat:

i

iny

Fig. 1.5,a Cuadrilobe SM sau trans- Fig. 1.5,b Cuadrilobe Valeriu Alaci sau

formarea continud a cercului in patrat: cuadrilobe SM rotite cu 1t/ 4
e=0= CERC, e=+1=PATRAT

WWW.Super matica.ro, www.eng.upt.ro/mselariu, www.Super matica.com
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dex

C(0,R) 3 P(0,2R)

cex
C(0,R) 3 T(D,2*2R)
Pentru a # b se obtine transformarea continua a elipsei E (a,b) in dreptunghiul
D(a,b) sau in triunghiul oarecare TO (a, b, ¢) si, in consecintd, apare posibilitatea
transformarii dreptunghiului in triunghi oarecare, ceea ce, prescurtat, se poate scrie
astfel :

(1.42) =>}P(0,2R) = T(D,2*2R),pentrua=b=1.

dex6
E(a,b) 3 D(ab)
cex0
E(a,b) 3 TO(ab,c)
Fiind vorba de limbaj, cum ar putea fi denumite noile curbe, rezultate in
transformarea cercului in patrat i/ sau a elipsei in dreptunghi sau a cercului in triunghi
isoscel si / sau a elipsei in triunghi oarecare ?

Primele au fost denumite cuadrilobe [18. M. Selariu, « QUQDRILOBIC
VIBRATION SYSTEMS », The 11™ International Conference on Vibration
Engineering, Timisoara, 2005], iar urmatoarele trilobe: deoarece, primele dispun de 4
lobi, iar ultimele de 3 lobi.

Nu toate curbele inchise, cu un numar oarecare de lobi, fac parte din aceasta
categorie / familie de curbe polilobe sau n-lobe, ci numai acelea care au, la cele doua
capete ale transformarilor directe i / sau inverse, cercul (s = 0) si, respectiv, un
poligon perfect (s ==1), nu neaparat si regulat, ca in cazul cuadrilobelor.

Exista multe alte curbe inchise cu n lobi care, insa, nu sunt polilobe. Astfel, cu
functia Rex (na) se obtin curbe inchise cu n lobi, care pentru s = 0 degenereaza in cerc,
dar, pentru s = £ 1 nu se obtine un poligon, ci se obtin roze cu n petale.

Denumirea de excentrice, datd noilor curbe, ce apar prin Inlocuirea functiilor
centrice cu cele excentrice, a fost datd de Prof. math. Anton Hadnagy, unul dintre
matematicienii timisoreni cu vaste cunostinte $i mari perspective, ale carui aripi s-au
frant mult prea brusc si mult prea devreme. Entuziasmat de vastele aplicatii ale noilor
complemente de matematica el a “decretat™ “Acum, tot ce stim in matematica trebuie
cuprins intr-un domeniu denumit CENTRIC i tot ce apare nou, gratie
complementelor supermatematice, trebuie inglobat intr-un domeniu denumit
EXCENTRIC “. Si care, pentru e = s = 0, il cuprinde si pe cel centric.

Noul domeniu, rezultat prin reuniunea celor doud domenii, a fost denumit
SUPERMATEMATICA (SM). Deci: SM =MC N ME

Daca matematica a fost, cindva, numai un limbaj, ce se servea de o multime de
simboluri si apartinea exclusiv etnosferei, ea s-a furisat /difuzat si in lumea uneltelor,
in care este folosita astazi din plin, la solutionarea multor probleme tehnice.

Matematica este liantul dintre cele doud lumi noi, dintre etnosfera si
tehnosfera si forta sau resortul care le-a indltat pe axa verticala a calitatii si le-a
marcat dezvoltarea continuud a inteligentei lor. Este germenele care a facut posibild
dezvoltarea pe verticala a tehnosferei si aparitia “copilului minune” al informaticii:
CALCULATORUL. Apoi s-a nascut “ROBOTUL” - “operatorul in salopeta de otel”

(1.43) —}D(a,b) = TO(a, b, c).
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(cum l-a denumit Prof. Dr. Ing. Dolphi Drimer) ca, mai tarziu, sd se dezvolte,
impetuos, MECATRONICA si INTEGRONICA, primele sisteme artificiale
inteligente create de om.

Orice dezvoltare sau revolutie dintr-un domeniu, de exemplu in etnosfera,
atrage dupa sine dezvoltari si revolutii in tehnosfera, dar si invers, conditionandu-se
reciproc. Prin decantarea celor mai reusite realizari, din cele doud sfere si prin
organizarea lor superioard, sinergetica, au dat nastere celei de a treia sfere, aceea a
sistemelor/dispozitivelor artificiale inteligente, cum sunt, asa cum s-a aratat anterior,
mecatronica §i, apoi, integronica.

E de necontestat ca teoria relativitatii, a lui Einstein, a constituit un pas enorm
in domeniul cunoasterii stiintifice a universului in care trdim. Si in care, in principiu,
un sistem inerfial Oxy se deplaseaza cu viteza v, fatd de un alt sistem inertial (sau
considerat « fix », scris Intre ghilimele, pentru ca in naturd nimic nu-i fix: totul e in
continud miscare..) O’x’y’. Astfel, incat O’ se deplaseaza pe directia x si distanta OO’
creste proportional cu produsul dintre viteza relativa v si timpul t, adica cu s = v.t.

S-a considerat ca timpul ar fi 0 a patra dimensiune a spatiului (?). In realitate,
O’ este un excentru (pentru ca a plecat, sau a fost expulzat, din centrul O(0, 0) la
momentul t = 0) si care se deplaseaza, pe directia € = 0, directia axei x, cu distanta
0Q’, care este, tocmai, o0 excentricitate variabila e si care creste continuu, adica O’ =
E (e=vt, £=0).

Excentricitatea variabila este, sau poate fi, o a patra dimensiune a spatiului;
timpul neputand fi spatiu si nici spatiul nu poate fi timp. Dacd, cele doua sisteme se
deplaseaza relativ, printr-o translatie circulard, avand si o directie € variabila, atunci €
devine o a cincea dimensiune a spatiului, sau e, = e.cos € si e, = e.sin € sunt doud noi
dimensiuni variabile ale spatiului, daca planele xOy si x’O’y’ raman confundate in
timpul translatiei, adica, z> = z In permanentd. Daca nu, apare o a sasea dimensiune
variabild a spatiului e, = v,.t, pentru translatia sistemului x’Q’y’ pe directia z.

Pentru mai multe dimensiuni suplimentare ale spatiului, acesta trebuie sd se
curbeze. Adica, traiectoria lui O’= E nu mai este liniara /rectilinie si nici circulara, ci
este o curba stramba in spatiu 3D. Schimband continuu curbele strambe, savantii pot
multiplica progresiv, oricat, dimensiunile universului / spatiului, cu ajutorul FSM.

Aparitia si dezvoltarea teoriei relativitatii a dat aripi cercetarii stiintifice, care a
indraznit, in cele din urma, si se extinda in spatiul cosmic. Pentru a-l cuceri, sprijinita
din plin de noua revolutie a informaticii, de aparitia calculatoarelor electronice
numerice, de trecerea de la semnale analogice la semnale numerice si, nu in ultimul
rand, de indrazneala, care este cel mai bun « corabier ».

1.5 DEZLEGAREA ENIGMEI MATEMATICE
A MARII TEOREME A LUI FERMAT

Prin eforturi sustinute si esecuri repetate, intr-o perioada de peste 350 de ani,

matematica a rezolvat « Marea teorema a lui Fermat ». Autorul (dar, mai precis, ar
trebui spus autorii) care a dus la bun sfarsit acesta aventurd a cunoasterii, in mai 1995,
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este considerat Andrew Wiles, care a facut, totodatd, un mare pas inainte in teoria
algebrica a numerelor.

Istoria acestui succes este descrisa de Simon Singh, care la pag. 209 [Simon
Singh, « MAREA TEOREMA A LUI FERMAT, povestea unei enigme care a
contaminat cele mai luminate minti ale lumii vreme de 358 de ani », Ed. Humanitas,
Bucuresti, 2005] afirma ca « Matematica e formata din insule de cunoastere intr-un
ocean de ignoranta ». Fiecare insuld apartine unei « secte » : a geometrilor, analistilor,
algebristilor s.a.m.d. care dezvolta limbaje noi, numai de ei stiute, incat bastinasii unei
insule nu se mai inteleg cu altii de pe alte insule. Acest lucru scoate 1n evidenta faptul
ca evolutiile esentiale in matematicd s-au produs cu precddere in lumea etnosferei si
mai putin in cea a tehnosferei. Matematica gi-a schimbat continuu limbajul
matematic, pretinzind, de fiecare datd, ca acum el este mai adecvat, fiara sia se
munceasca, cu aceeasi ravna, la multiplicarea uneltelor matematicii. Si, este
recunoscut, cd matematica este, sau ar trebui sa fie, un puternic instrument sau
unealtd, cu ajutorul careia omul sd modeleze natura. Simon Singh afirma, in lucrarea
lui, ca la sustinerea conferintei, cu privire la demonstrarea marii teoreme a lui Fermat,
in lume nu existau mai mult de 6 (sase !) persoane care sa inteleagd, pe deplin, cele
discutate. Ne referim la ecuatiile eliptice, sistemele modulare, conjectura Taniyama -
Shimura s.a. Daca se schimba mereu limbajul si nu unealta, cine sa mai inteleaga....,
cine s mai indrageasca...., cine sa mai serveasca... matematica ?

Dar, inainte de-a servi matematica, trebuie sa servim adevarul in matematica.

Din respect pentru adevar, e necesar sa amintim ca aceeasi teorema a fost
solutionata si de reputata matematiciand americand de origine romana Dr. Malvina
Florica Baica, profesor la Universitatea Wisconsin, membra a Academiei de Stiinte
din New York, asa cum se vor prezenta in continuare, relatarile acestei doamne a
matematicii.

“Adevarul cu FLT (Fermat Last Theorem) sau Teorema mare (ultima) a lui
Fermat este urmatorul:

Teorema originara a fost expusa in Geometria Euclideana (EG).

Cum nu se poate calcula intr-o geometrie, se inventeazd Algebra geometriei
respective. Algebra geometriei Euclidiene a fost inventata de Gauss si este numitd
Algebraic Number Theory. Mai nou, in fiecare Algebra, exista un rezultat major numit
EULER SYSTEM (ES) in care, daca se implementeazd_corect conditiile oricarui
rezultat, ce se doreste a fi demonstrat in algebra respectiva, acel rezultat devine o
consecinta a acestui Euler System (ES).

Ce a facut Wiles ? A folosit Algebra curbelor eliptice, adica (Elliptic
Geometry-EG) descoperita de E. Schmidt in 1940 si desvoltata de Hecke in zilele
noastre §i a incercat sa rezolve FLT in Elliptic (ELFLT), zicdnd ca-i acelasi lucru ca
si EFLT (teorema in Euclidean).

Acest lucru nu-i adevarat. Mai mult, el nu a rezolvat nici ELFLT. A folosit un
ES pentru cazul n = 3, ca sa demonstreze un caz general. Nu au putut sa inventeze un
ES pentru cazul general n. Daca ar fi descoperit un n-dimensional ES, in Algebra
Curbelor Eliptice, atunci ar fi demonstrat ca EFLT este echivalentd cu ELFLT. Asa cd,

55

BUPT



1 INTRODUCERE

nu s-a putut demonstra nici macar echivalenta. G.Faltings a abandonat ES si a folosit
deformatiile, astfel demonstrand ELFLT, fard sa demonstreze ca sunt echivalente.

Prof- Dr. Malvina Baica a descoperit BGEA (Baica's General Euclidean
Algorithm — BGEA-), care a ardtat ca-i ES in algebra GE si a demonstrat originala
EFLT (in Euclidean).

Folosind solvabilitatea prin radicali, a demonstrat ca ELFLT, demonstrata de
Faltings, este echivalenta cu EFLT, demonstrata de Baica. Tot ea a demonstrat ca nu-
i acelasi lucru, cdaci in Eliptic nu se poate demonstra cum se demonstreazda in
Euclidean, cdci, pentru n = 2, sunt solutii parametrice determinate prin fractii
continue, care-i Algorithmul lui Euclid original si-i n = 2 in BGEA.

In Eliptic nu se poate aplica cazul n = 2, din moment ce in Eliptic se incepe
numai cu n = 3 §i nu exista cazul n = 2.

IN CONCLUZIE, pentru restabilirea adevarului: A.-Wiles a incercat sa
demonstreze ELFLT si nu a reusit, cu tot ajutorul lui R.Taylor. G.Faltings a rezolvat
ELFLT, de unde s-a incurcat A.Wiles, cotind-o pe deformatii ca sa obtina
modularitatea.

In timp ce, Malvina Baica a rezolvat

1) in Euclidean (originala) EFLT,

2) a demonstrat ca ELFLT este echivalentd cu EFLT §i

3) a demonstrat ca nu sunt acelasi, fiind in geometrii si, ca atare, in algebre
(Algebraic Geometries) diferite.”

Matematica este cu sigurantd, pe langa limbaj si simboluri, totodata, si
unealta, fard de care stiinta n-ar fi putut sa se dezvolte atat de impetuos si aparitia
dispozitivelor inteligente era de neconceput. In domeniul etnosferei, prin inmultirea
insulelor si prin extinderea suprafetelor lor, oceanul de ignorantd s-a redus
considerabil. Desi pare de necrezut, In domeniul tehnosferei « » sau
« » au ramas, fara exagerare, mai intinse decat in geografia
dinainte de Columb. Astfel se explica de ce matematica actuala, pe care o denumim si
centrica, are doar dimensiune topologica zero, a unui punct, continut intr-o suprafata,
in timp ce noua matematicd, denumitd excentrica, ca si SM, are dimensiunea
topologica de minimum doi, a suprafetei, in care, un punct, denumit excentru E, poate
fi plasat si deplasat.

La 3 noiembrie 1823, Janos Bolyay scria, la Timigoara:" Din nimic am creat
o noua lume". Cu aceste cuvinte a anuntat descoperirea formulei fundamentale a
primei geometrii neeuclidiene. Tot la Timisoara, tot din nimic, pentru ca un punct este
nimicul de dimensiune topologica zero, in 1978, prin publicarea lucrdrii " Functii
circulare excentrice", in care se arata ca fiecarui punct E(e,e) din planul cercului
trigonometric, denumit excentru, ii corespunde o matematicd, s-a nascut noua
matematica, matematica excentrica (ME), care, asociatd cu vechea matematica,
matematica centric, a dat nagtere supermatematicii (SM).

La prezentarea acestei lucrari, in cadrul « Primei Conferinte Nationale de
Vibratii in Constructia de Masini », Prof. Em. Dr. Doc. Ing. Gheorghe Silas a declarat:
» Tinere, dumneata nu ai descoperit « niste » functii noi, ci o nouid matematica, o
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supermatematica » . Si profesorul emerit de mecanica si vibratii era, inainte de toate,
profesor de matematica; vorbea in cunostinta de cauza.

Supermatematica s-a nascut din efortul milenar si disperat al omului de-a
modela lumea, aga cum este ea: complexa si neliniara si nu liniara si simplista.

SM este implinirea visul matematicienilor de-a avea o infinitate de matematici
si de-a opera cat mai simplu cu ele si, daca este posibil, de-a renunta la sistemele de
referinta. i, cu supermatematica (SM), acest lucru este partial posibil !

SM nu mai face distinctie intre liniar si neliniar. MC, cu e = s = 0, este
domeniul propriu sistemelor liniare, ideale, perfecte, in timp ce, ME, cus=e /R # 0,
este domeniul sistemelor neliniare, reale, imperfecte. Rezulta ca SM, ca reuniune,
cuprinde atat liniarul cat si neliniarul intr-un singur tot, fira granite.

Daramarea zidului, care a existat de mii de ani §i atat de nepenetrabil, intre
liniar §i neliniar, este un alt succes de prestigiu al noilor complemente de matematica,
reunite sub denumirea de SM. Neexistand, pand in prezent, o matematica a
neliniarului, rezolvarea problemelor neliniare era o adevarata arta; unealta matematica
centrica trebuind sa se modeleze special pentru rezolvarea fiecarei probleme neliniare
in parte. Cel putin asa afirma matematicienii.

Descoperirea trecerii de la centric la excentric in matematica este, fara
exagerare, similard trecerii de la geocentric la heliocentric in cosmologie /
cosmogonie; ambele domenii beneficiind de saltul urias de la unu la infinit.

Inlocuindu-se, de exemplu, in ecuatiile parametrice ale diverselor curbe
cunoscute, precum cerc, elipsa, parabold, hiperbola s.a., pe care le numim centrice,
functiile trigonometrice centrice cosa, sina s.a. cu cele excentrice cex0, sex0, s.a se
obtine o altd forma de curba, denumitd excentrica, pentru fiecare pozitie posibild a
excentrului S sau E in planul curbei. Se vor obtine o infinitate de excentrice circulare,
eliptice, hiperbolice s.a.m.d. si, pentru e = 0, se va obtine curba generatoare, centrica,
de la care s-a plecat.

Se deduce, cd matematica centrica (MC) este un caz particular, de
excentricitate nuld, a SM si ca matematica excentrici (ME) a SM are dimensiune
topologica de minimum 2, in timp ce, matematica centrica are numai dimensiunea
topologica zero, a unui punct (E = O = C).

In plus, la functii noi se obtin o infinitate de forme 2D sau 3D noi (vizibile pe
www.supermathematica.org, : www.supermathematica.com;
www.supermatematicaonline.blogspot.ro) dintre care, amintim obiectele geometrice
hibride:

° conopiramida, (Fig. 1.4), care incepe ca o piramida cu baza un patrat si se
termind ca un con circular drept, conopiramida obtinuta prin transformarea continud a
cercului 1n patrat, cu functia dex0, sau cu functiile cvadrilobe coq0 si siq 0;

° teava cilindro-patrato-triunghiulara la care, pe langd transformarea
anterioard, se adaugd si transformarea continud a cercului in triunghi, cu ajutorul
functie cex0; s.m.a. care stau la baza unei noi metode de reprezentare a pieselor
tehnice, denumitda SM - CAD / CAM si care permite desenarea, pur supermatematica,
a oricarei piese tehnice (v. casa i avionul). Cu avantajele majore, care deriva din
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aceastd actiune si care se referd la o enorma economisire de memorie; memorandu-se
doar expresiile matematice ale formei piesei si nu imensitatea de puncte (pixeli) ce o
alcatuiesc.

Aceaste complemente noi de matematici, reunite sub denumirea de SM, sunt
unelte sau instrumente deosebit de utile, de mult asteptate, dovada fiind numarul mare
si diversitatea functiilor periodice introduse in matematica si modul, uneori complicat,
de a se ajunge la ele, asa cum se prezinta situatia in capitolul urméator. Capitolul 2 a
fost introdus, in prezenta lucrare, pentru a releva multiplele contributii romanesti si
strdine la dezvoltarea matematicii §i pentru a sublinia, astfel, cd prezentele
complemente de supermatematicd, introduse in matematica, sunt un fenomen firesc,
normal.

1.6 CE NE OFERA MATEMATICA EXCENTRICA SI
SUPERMATEMATICA

Pe langd multiplicarea la infinit a tuturor functiilor centrice si spulberarea
granitelor dintre liniar si neliniar, pe langa multiplicarea dimensiunilor spatiului 2D si
3D cu un numar oarecare, nelimitat, de dimensiuni si obtinerea, prin hibridare
matematicd, a noi entitati si obiecte matematice, numite din aceastd cauza hibride,
anterior inexistente / necunoscute, mai sunt demne de etalat urmatoarele realizari :

A) INTRODUCEREA / DESCOPERIREA iN MATEMATICA A
UNOR FAMILII DE FUNCTII PERIODICE NOI,
DENUMITE SUPERMATEMATICE:

Al. Functii circulare excentrice de variabild excentrica (cex0, sex0, tex0,
rex0, dex0, aex0, bex0 s.a.) si de variabila centrica (Cexa, Sexa, Texa, Rexa, Dexa,
Aexa, Bexa s.a.), a celor elevate de variabila excentrica (cel6, self, tel® s.m.a) si de
variabild centrica (Cela, Sela, Telo s.m.a), precum si a celor exotice de variabila
excentica (cexo0, sexo0, texo O s.a) si de variabila centrica (Cexoa, Sexoa, Texoa
s.m.a). Pentru excentricitate nula, toate aceste functii degenereaza in functiile circulare
(trigonometrice) centrice, clasice (cosa, sina, tana), iar rex6 si dex0 degenereaza in
functiile circulare centrice noi (radd si der) care sunt functiile lui Euler-Cotes
(1.44)  radd = e §i der® = i.e”.

Se observa, fara dificultate, ca, astfel, matematica centrica (clasica, ordinara)
devine un caz particular de e = 0 al supermatematicii.

A2. Functii hiperbolice excentrice de variabild excentrica (cexh, sexh0,
texh0, rexh0, dexhO s.m.a.) si de variabila centrica (Cexha, Sexha, Texha, Rexha,
Dexha s.m.a.), a celor elevate de variabild excentrica (celh6, selh0, telh6 s.m.a.) si de
variabila centrica (Celha, Selha, Telha s.a.) si a celor exotice de variabild excentrica
(cexoh, sexoh, texoh, rexoh, dexoh s.m.a.) si de variabild centrica (Cexoha, Sexoha,
Texoha g.m.a.).

Pentru excentricitate nuld si aceste functii degenereaza in cele hiperbolice
centrice (cha, sha, tha ).
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A3. Functii pe curbe inchise necirculare, cum ar fi functii trilobe,
cvadrilobe, polilobe s. a., unele dintre acestea fiind prezentate anterior.

Ad4. Functii induse si functii autoinduse, circulare si hiperbolice, centrice,
excentrice, elevate §i exotice prezentate in volumul II al lucrarii. Exemple de astefel de
functii sunt Asin[B.sin[C.sin[...G.sin[x]...]]], A.cex[B.cex[C.cex[...G.cex[6]...]]] s.m.a.

AS. Functii hiperbolice, parabolice si eliptice definite in functie de arcul
cercului unitate, centrice si excentrice (Vol. II).

A6. Functii intratrigonometrice circulare si hiperbolice (Vol. II), centrice si
excentrice, elevate si exotice, care completeaza continuu spatiul dintre functiile
circulare directe Euler si functiile patratice ale lui Alaci Valeriu.

B. APLICATII MATEMATICE ALE FUNCTIILOR
SUPERMATEMATICE:

B1. Descoperirea si introducerea in matematica a excentricelor, curbe plane
noi, care multiplica la infinit curbele centrice corespondente (sau generatoare: cerc,
elipsa, hiperbola, spirale, cuadrolobe, polilobe s. m. a.)

B2. Descoperirea si introducerea in matematici a unor noi transformari
continue a formelor obiectelor matematice, ca de exemplu: transformarea continui a
cercului 1n patrat, a elipsei in dreptunghi, a cercului in triunghi dreptunghic echilateral
si a elipsei In triunghi dreptunghic oarecare, a elipsei 1n profile aerodinamice
(Jukowski, Carafoli simetrice sau asimetrice), a sferei in cub s. m. a.

B3. Descoperirea si introducerea in matematicd a ecuatiilor parametrice
ale triunghiului, patratului, dreptunghiului cu sau farda colfuri rotunjite
(quadrilobe / cvadrilobe); a cubului, piramidei cu baza un patrat, sau alt poligon
cu muchii rotunjite sau nerotunjite, a prismelor s.m.a.

B4. Descoperirea §i introducerea in matematica ale corpurilor 3D
hibride (cono-piramide, cilindri cu sectiune triunghiulara, patratd, poligonala, cu
colturi ascutite sau rotunjite, care se transformd continuu unul in altul, sau se
transforma intr-o sectiune circulara.

BS. Stabilirea unei dependente mult mai generale, decat dintre unghiul cu
varful pe cerc si unghiul cu varful in centrul cercului (caz obtinut pentru
excentricitate s = -1), la dependenta dintre unghiurile cu varful plasat oriunde in
planul cercului (in S sau E) si unghiurile cu varful pe cerc (in W), dependenta
care este reprezentata chiar de functiile amplitudine excentricad de 6 sau de «
(aex0 si, respectiv, Aexa)

B6. Determinarea unor relatii de calcul, oricat de exacte, ale integralei
eliptice complete de prima spetd K(k) si tranformarea, implicita, a unei metode
numerice (LANDEN) intr-o metoda analitica, cu pastrarea avatajelor preciziei,
specifice metodelor numerice si a comoditatii relatiilor analitice de calcul.

Relatia de calcul, astfel obtinuta, dupa numai 5 pasi, contindnd numai doi
termeni simpli, asigurd precizia de minimum 15 (cincisprezece !) zecimale
exacte, mai multe decat contin tabelele din cartea de functii speciale a lui Milton
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Abramowitz si Irene Stegun "HANDBOOK OF MATHEMATICAL FUNCTIONS
with formulas, graphs and mathematical tables".

Precizia de 9 zecimale exacte este echivalentd cu considerarea a 162 de
termeni in seria lui K(k). Prin continuarea pasilor, se pot obtine relatii de calcul si
mai precise, iar metoda se poate extinde si la alte aplicatii, cum are fi integrala
eliptica de speta 2-a E (k) s.m.a., la care s-a obtinut acelasi grad extraordinar de
ridicat de precizie.

B7. Solutionarea unor ecuatii diferentiale liniare de ordinul doi, cu
coeficienti variabili §i, respectiv, a unor sisteme mecanice oscilante cu
caracteristica elastica neliniarda cu FSM cex0 si sex0 de variabila excentrica si/
sau de variabila centrica.

B8. Extindereca FSM, de la excentru E(e, €) punct fix in plan (e si € -
constante), la excentru mobil (e(0) si €(0) -variabile) si la FSM de dubla, tripla si
multipla excenticitate.

B9. Extinderea FSM de la functii circulare la functii hiperbolice
excentrice, elevate si exotice.

B10. Introducera functiilor matematice de transfer informational.

B11. Descoperirea si introducerea in matematica a functiilor excentrice
pseudohiperbolice.

B12. Descoperirea si introducerea in matematica a domeniului
FRACTALELOR TRANSFORMISME (DINAMICE) prin repetarea nu identica
a reproducerii curbelor matematice, ci prin repetarea lor cu modificari progresive,
abia vizibile, posibile prin modificarea continua a excentricitatii e si / sau a
directiei e.

B13. Descoperirea proprietatii functiilor rexf si Rexa de a reprezenta
ecuatiile tuturor curbelor plane cunoscute, ca si a multora noi, prin observarea
faptului ca ele reprezintd, in coordonate polare, expresia distantei dintre doud
puncte in plan.

B14. Exprimarea, in premiera, a formei trigonometrice a sumei si a
diferentei numerelor complexe, cu ajutorul functiilor rexé si / sau rade si dera.

B15. Introducerea in matematica a functiilor rade si dere (functii Cotes-
Euler) ca functii centrice corespondente, a celor excentrice rex0 si dex6. Fazorii
rad0 si der6 fiind derivata si, respectiv, integrala celuilalt fazor.

B16. Descoperirea si introducerea in matematicd a unei noi metode de
integrare, denumitd prin divizarea diferentialei si stabilirea derivatelor si
integralelor unor FSM.

B17. Exprimarea cu FSM a sumei unor serii matematice, a caror
sumabilitate nu s-a cunoscut, pana in prezent, pentru ca nici FSM respective nu
erau cunoscute.

B18. Reprezentare epi- si hipo cicloidelor cu functia Rex(n.a, S(s,€)).

B19. Stabilirea faptului ca FSM, reprezintand suma unor dezvoltdri in
serie, realizeaza operatia inversa a dezvoltarii in serie (de exemplu Fourier), de
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sumare a acestora. Adicd, de la o serie cu o infinitate de termeni se poate trece la
o relatie exacta cu numai doi termeni.

B20. Produsul celor doud determinari ale functiei rex(6, E) reprezinta
puterea unui punct (a excentrului E) fatd de cerc si poate inlocui teorema
coardelor, teorema secantelor si teorema tangentelor (Cap. 4,§ 4.2.3).

B21. Inversa functiei Rex(a,E) reprezintd functia generatoare a
polinoamelor Legendre. Prin schimbarea variabilei centrice o cu cea excentrica
0, sau a lui Rex(a,E) cu rex(0,E), se realizeaza o schimbare de variabila in
polinoamele Legendre si se obtin expresii cu mult mai simple.

B22. Inversa functiei Dexa reprezintd functia generatoare a polinoamelor
Cebasev.

B23. Pentru 0 si € variabile, se obtin functii dublu periodice.

B24. Pentru 0 variabld independenta si excentricitatea e/s un parametru
constant, iar € variabil (E se roteste in jurul unui punct, ca de exemplu in jurul
originii si centrului cercului O) se obtine o miscare pendulara a unui punct pe
cerc, miscare denumitd a pendulului supermatematic.

B25. Cele doua determindri (principala -1 si secundard - 2) ale FSM rex0
sunt, totodata, cele doua radacini (solutii) ale ecuatiilor algebrice de gradul 2.

C. APLICATII ALE SUPERMATEMATICII
IN INFORMATICA SI IN PROGRAMARE:

C1. Dezvoltarea unui nou procedeu denumit SM-CAD/CAM, de generare
si vizualizare a suprafetelor pieselor tehnice si de programare a generarii lor pe
masini-unelte cu CNC. Procedeul se bazeazd pe facilitatile pe care le asigura
noua matematicd (SM) la definirea numericd a suprafetelor complexe denumite
"nematematice", anterior descoperirii FSM (v. procedeul UNISURF a lui P.
Bezier de definire numerica a acestor suprafete).

Prin saltul de la unu la infinit, realizat de SM, aproape toate suprafetele
"nematematice" devin matematice, sau, mai precis, supermatematice.

C2. Realizarea unor programe de reprezentare si simulare a unor
mecanisme mecanice si a marimilor cinematice si dinamice ale acestora.

C3. Realizarea unor programe de simulare a cinematicii si ale marimilor
dinamice ale oscilatiilor sistemelor mecanice neliniare (descrierea curbei
integrale din planul fazelor V.(x) si V,(y) si a caracteristicilor elastice statice
neliniare (CES), pentru diverse valori ale excentricitatii e, rezultand 3 sisteme de
caracteristica elastica liniard, pentru e = 0 (normal, e = 0 fiind domeniul functiilor
centrice, ideale, liniare), dar i pentru e = +1 si e = -1, cazuri in care, punctul de
masd m se opreste, o jumatate de perioadd, la una dintre extremitatile cursei de
oscilatie si care corespund sistemelor oscilante Cebasev.

C4. Realizarea unui program de proiectare a camelor cu FSM pentru
imbunatatirea calitatii miscarii (marirea cronosectiunii, de exemplu, fara
transformari proiective) si reducerea acceleratiilor maxime. O astfel de cama
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echipeaza deja o masina de indreptat bare si de sudat plase de sarma, fabricata de
S.C. Electrotimis din Timisoara, la care alte tipuri de came au dat gres.

D. APLICATII TEHNICE ALE FUNCTIILOR SUPERMATEMATICE:

D1. FSM rex6 este functia universald de transfer de ordinul 0 (a pozitiei)
si dex0 - functia universala de transfer de ordinul 1 (a vitezelor sau a turatiilor)
tuturor mecanismelor plane cunoscute.

D2. FSM-CE rex6, rex'6, rex''0 sunt expresile exacte ale cursei, vitezei
si, respectiv, ale acceleratiei mecanismelor bieli-maniveld, centrice si
excentrice.

D3. FSM-CE rex60 transforma elipsele (centricele eliptice) in profile
Joukovski (care sunt denumite, acum, excentrice eliptice), Carafoli, s.m.a. si
reprezintd, totodatd- prin Rexo, de excentricitae egald cu patratul pulsatiei
normate, expresia rigiditatii dinamice a sistemelor mecanice oscilante liniare si
neliniare.

D4. Inversa FSM-CE Rexa reprezintd, totodatd, expresia compliantei
dinamice sau raspunsul in frecventa ale sistemelor vibrante.

DS5. Descrierea cu FSM-CE rex0 si / sau Rexo a traiectoriilor robotilor
industriali cu module de rotatie (Tip RRTR).

D6. Introducereca in mecanica a "miscarii circulare excentrice", o
miscare neuniforma a mobilului pe cerc, miscare condusa din excentrul E(e,¢).

In lipsa perfectiunii sistemelor reale, toate sistemele considerate cu
migcare circulard (centrica) sunt, de fapt, mai mult sau mai putin, excentrice. De
aceea, domeniul (sistemele) excentric este al sistemelor reale (neliniare), iar cel
centric al sistemelor ideale (liniare). Din aceste cauze, matematicile centrice n-
au putut solutiona, decat cu mari dificultati si complicatii, sistemele reale
neliniare. Nu de la liniar se ajunge la neliniar, cum ne-am fi asteptat, ci exact
invers: liniarul este un caz particular, de e = 0, al neliniarului, adica centricul
este un caz particular al excentricului; idealul este un caz particular al realului.
Daca el exista !?

Pentru e = 0, miscarea circulara excentrica devine centrica, arhicunoscuta.

Daca cercul si patratul au aceleasi ecuatii parametrice (x = dex(0), y =
dex(0 £ m / 2)), pentru e = s = 0 obtinadndu-se cercul si pentru s = 1 sau s = -1
obtinandu-se patratul cu colturi in unghiuri riguros drepte, se conchide ca cercul
este un caz particular al patratului si nu invers: perfectiunea fiind un caz
particular (teoretic- ideal, matematic posibil, dar practic prea putin atins, daca nu
chiar deloc) al imperfectiunii.

Pornind de la patrat, prin micsorarea excentricitatii s de la 1 la 0, se obtin
colturile rotunjite ale patratului, astfel ca, la s = 0, raza de rotunjire este exact
jumatate din latura patratului.
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Fig. 1.6 Functii unicursale reprezentate cu functii supermatematice

WWW.Super matica.ro, www.eng.upt.ro/mselariu, www.Super matica.com

D7. Reprezentarea semnalelor dreptunghiulare cu FSM-CE dex6 de e =
+1, care poate inlocui functiile Rademacher rad(n, 0) si wal( m, 0) utilizate la
prelucrarea numericd a semnalelor. Totodata, se vor elabora ecuatiile unor
semnale (curbe unicursale) ce nu pot fi obtinute cu matematica actuala, centrica.
Astfel de exmple, sperdm concludente, a fost prezentate in figura 1.6.

D8. Utilizarea FSM-CE dex(nf, e =1) la esantionarea semnalelor (in
locul functiei Hevisaid);

D9. Dezvoltarea unui nou mod de reprezentare exactd a vibratiilor
sistemelor liniare cu amortizare vascoasa, prin care diagrama polard (locul
geometric al fazorului amplitudine / compliantd) a receptantei devine riguros
exact un cerc, prezentdnd si multe alte avantaje fatd de metodele actuale, pentru
care, la frecvente mici, abaterile de la circularitate sunt foarte mari.

Noul mod de reprezentare, permite exprimarea amortizarii, prin largimea
de banda si pentru sistemele cu amortizare foarte mare, a cdror amplitudine
maxima normata (raportatd la amplitudinea statica) ca functie de amplificare, in
sistemele actuale, pare a fi in origine (la frecventa / pulsatie normatéd nuld) si de
ordonata egald cu unitatea, sau cu deformatia statica, dar care, in realitate, este
doar un punct de trecere (nod) al famililor de curbe, ale caror maxime sunt situate

[ w o v
la o abscisd de pe axa y = — negativi ('H).
0
Ce Insemna frecventa negativa ?
Daca, pentru o rotatie in sens sinistrorum / levogin sau trigonometric,

frecventa este consideratd pozitiva, atunci la schimbarea sensului de rotatie in
sensul dextrorum/dextrogin sau invers trigonometric se obtin frecvente negative.
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D10. Amplitudinea elasticd - componenta reald a receptantei Re(x)- in
functie de pulsatia normata, sau de raportul dintre pulsatia de excitatie si pulsatia
proprie, a sistemelor liniare cu amortizare vascoasa, este datd de FSM-CE
cosinus elevat - cel(0).

D11. Amplitudinea absorbtivd - componenta imaginarda a receptantei
Im(x) - a asistemelor vibrante, anterior mentionate, sunt exprimate de FSM-CE
sinus elevat - sel(0).

D12. FSM-CE ofera posibilitatea "teleportarii "mecanismelor din
domeniul tehnic in cel matematic; intre mecanismele tehnice si cele matematice
existand o similitudine perfectd. Candva, matematica $i mecanica formau un tot
unitar. Se va revenii ?

D13. FSM-CE, impreund cu o noua metodd, dezvoltata de autor,
denumiti METODA SEPARARII (FORTELOR si a) MOMENTELOR (pe
scurt MSM), o metodd de cinetostatica geometrica, prin care solutionarea
sistemelor de ecuatii de echilibru d'Alambert se reduce la o problema de
geometrie (plana, pentru sisteme solicitate de forte plane sau reductibile la
acestea, iar pentru sisteme 3D la matrici partitionate), permite solutionarea
exacta, rapida, simpla si intuitiva a tuturor sistemelor mecanice.

Prin MSM, o serie de elemente si sisteme mecanice cunoscute (pana,
parghie, excentric, plunjer, etc) obtin relatii ale functiilor de transmitere
(transfer) a fortelor (si, prin aceasta, a tuturor celorlalte functii de transfer)
exacte, fard scrierea si solutionarea ecutiilor de echilibru, ci pur si simplu pe cale
pur geometricd, elementard, mai simple si mai usor de manipulat in cadrul
sistemelor complexe, iar pentru unele elemente §i sisteme, pentru care astfel de
expresii exacte nu erau cunoscute panda in prezent, in literaturd, acum se pot
determina, fara dificultate.

MSM se poate aplica fiecarui element in parte, al unui sistem, dar si
sistemului in ansamblul lui .(v.Cap. 8)

D14. FSM pot descrie figurile de interferenta ale cristalelor biax.

D15. FSM pot descrie caracteristici elastice statice neliniare de orice tip
(moi - regresive, tari - progresive sau combinate) cu FSM-CE tex0, precum si o
serie de curbe de histerezis si de modele reologice.

D16. FSM pot descrie suprafetele complexe ale pieselor tehnice,

[v. Mircea Selariu, DISPOZITIVE DE PRELUCRARE, Cap 17 din
PROIECTAREA DISPOZITIVELOR, E.D.P, Buc., 1982, coordonator Vasii Sanda
Rosculet], servind, deja, la prelucrarea acestora cu directoare programatd pe
calculator. Un mare numar de corpuri de legaturd ale pieselor se descriu cu
ajutorul FSM, care realizeaza diverse transformari continue a unei forme in alta
forma matematica si, totodata, tehnica.

D17. FSM, descriind profilele aerodinamice si hidrodinamice, aidoma
excentrelor eliptice, au fost concepute dispozitive i masini-unelte de generare,
cu directoare cinematica §i / sau programata, a suprafetelor complexe ale unor
piese prin operatii de strunjire, frezare, rectificare s.a., astfel cd, manopera
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indelungata si costisitoare, altfel necesara, de exemplu, dupa realizarea paletelor
de turbinad pe masini-unelte CNC, sa se elimine complet.

prelucrare pe principii complet noi. La baza acestor procedee se afla generarea
unor curbe de rostogolire de tip cicloidale (cele normale obtinandu-se, prin
definitie, fard alunecare) dar noile curbe (excentrice cicloidale) se obtin cu
alunecare controlati. In acest mod, cu doud motoare, eventual pas-cu-pas,
comandate de un calculator, pot fi generate, cu directoare cinematica (sau
obtinute cu directoare programatd pe magini-unelte CNC), toate curbele plane
cunoscute.

Tot astfel, pot fi obtinute mese turnante, a caror axd de rotatie poate fi
teleportata si localizata_oriunde, intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie.

Pot fi realizate si mese, cunoscute sub denumirea de tripod si hexapod,
cu trei si, respectiv, cu sase grade de libertate, trei translatii si trei rotatii, cu
ajutorul cdrora, un obiect poate fi pozitionat (localizat si orientat) oricum in
spatiul 3D.

Tipic descoperirilor de pana acum, afirma savantul anglo-sovietic Kapitza,
este cd valoarea unor descoperiri, desi importante, este recunoscutda de abia dupa
20...30 de ani. In Roménia, aceasti perioad este cu mult mai lungd. Noi am asteptat
peste 35 de ani, timp 1n care SM s-a imbogatit cu FSM circulare si hiperbolice, elevate
si exotice, de excentru E punct fix sau punct variabil, ce evolueazd pe o anumita
curba, dupd anumite legi, cu FSM de variabild centrici, cu FSM de dubla
excentricitate si de excentricitate multipla, precum si cu o pleiada de aplicatii dintre
cele mai importante, daca e sa amintim doar SM-CAD / CAM si fractalele dinamice,
initiate de noi si haosul excentric al Prof. Dr. Math. Emilia Petrisor.

in acest domeniu, sunt publicate peste 40 de lucrari stiintifice, scrise de peste
30 de autori. Noi ne consideram schilozii care schioapata pe un drum drept si bun si
suntem convinsi cd vom intrece trapasii care zburda pe un drum gresit.

Dar, consideram ca n-ar fi "fair play" sa asteptam finalul si ne-am hotarat sa
va desvaluim acest drum simplu si drept, motiv pentru care ne-am adresat Dvs., prin
intermediul acestei carti. Fiind convingi ca avefi un ascutit simt al umorului, si o
netdrmuritd dragoste fatd de matematicd si fatd de tot ce este nou in stiintd si
tehnologie, ne-am luat permisiunea sd va sugeram amintirea pataniei lui Napoleon cu
Fulton si, bazati pe disponibilitatea Dvs., in apreciarea noii realitati, asteptam, cu mare
incredere, sa contribuiti la extinderea suprafetei « insulei SM » in oceanul ignorantei
si, eventual, la o posibild colaborare intr-un viitor apropiat.

Pentru orice informatii suplimentare si observatii, va stim cu cea mai mare
placere la dispozitie. Noi am facut un prim pas. Un pas mic...

CONSTATARE

Toate beneficiile rezultate din descoperirea noilor fuctii super-
matematice, etalate anterior, palesc fatd de constatarea cd excentricitatea
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constitue o noua dimensiune a spatiului: minimum a treia, pentru spatiul
bidimensional 2D si cel putin a patra, pentru spatiul tridimensional 3D.

Excentricitatea este aceea care deformeaza spatiul si forma obiectelor
din acesta, transformand un tip de obiecte centrice in alte tipuri de obiecte
centrice §i facand posibila, in domeniul excentric, aparitia obiectelor super-
matematice hibride, printr-o operatie denumita de hibridare matematica
(amanunte in Vol. II al lucrarii).

st sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoske sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk skeoskoskok sk skoskokok

E consternant cat de simplist pot sd gandeasca unii, asa-zisi specialisti,
care declara, farda jend, cad dacd o functie, ca unele dintre functiile
supermatematice §i nu numai, cum ar fi cex0, sex0, s.m.a., se pot exprima prin
functiile cosa, sina, tanao s.a pentru ei nu mai prezinta niciun interes.

Extrapoland acest mod primitiv si pagubos de gandire, rezulta ca nici
functiile trigonometrice centrice cosx, sinx, tanx s.a. nu prezinta niciun interes,
deoarece ele se pot exprima prin argumentul x la diversi exponenti, numere
intregi si prin factorialele (!) acelorasi numere intregi.

E oare suficient sd se cunoascd doar numerele intregi, (singurele
cunoscute intr-o anumitd perioadda (pre)istoricd, de foate mult apusd) pe x si
semnul factorial ? A, mai sunt necesare si semnele +, — si !

Functiile hiperbolice shx, chx s.a se exprima si ele in functie de cele
circulare centrice, prin expresiile
(1.45) chx=cosix, 1i.sh x =sinix.

Le eliminam din matematicd ? De ce sa nu elimindm si FCC cosa. si sina
si sa pastram doar functile Euler — Cotes e™ si e™, cu care aceste se pot exprima:
(1.46) cosx=0,5(e™+e™)sisinx=0.5("—e™)?

Toate integralele si functiile speciale ar trebui eliminate din matematica,
pentru cd si ele se pot exprima cu ajutorul FCC cosa si sino. S-ar elimina
integralele eliptice K(¢,k), E(¢,k), D(p,k), functiile eliptice Jacobi cn(u), sn(u)
si dn(u) si toate functiile Theta, definite ca sume de serii trigonometrice 9, 3,,
33, 94, ca de exemplu
(1.47) 95 (w=1+2Y74 an.COSZnu.

Ce sa mai caute in matematica functia lui Lobacevski
(1.48) L(x) = xIn2 <3, (-DF 122
functii sinus ?

Si exemplele ar putea continua, frizand ridicolul si, totodata, absurdul
pentru ca s-ar ajunge ca matematica sa se nege pe sine.

Speram sa fi fost corect intelesi.

daca se exprima printr-o serie de

Mircea Eugen Selariu

selariume@gmail.com
selariu_m@yahoo.ro
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Pentru utilizarea integrala si rationalda a spatiului si pentru a incepe
capitolele pe pagini impare, va prezentam unele desen realizat cu FSM-CE,
vizibile si pe website-urile

www.supermatematica.ro; www.supermathematica.com;

www.supermatematicaonline.blogspot.ro

Fig. 1.7 Vaze de flori A si coloane ¥ realizate cu FSM-CE

www.SuperMatematica.ro; www.supermathematica.org; www.SuperMathematica.com
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| www.SuperMatematica.ro; www.supermathematica.org; www.SuperMathematica.com

Fig. 1.8 Avioane desenate cu functii supermatematice (FSM-CE)
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Motto :” Dupa ce a descoperit celebra sa teorema, Pythagoras a sacrificat
o sutd de boi. De atunci, de fiecare data, cand se descopera vreun

adevir nou, vitele cornute mari au mari palpitatii.

(Ludwig Bjorne)

2. DIVERSIFICAREA FUNCTIILOR PERIODICE

2.1 Contributii mai recente la diversificarea functiilor periodice,
prin inlocuirea cercului unitate (trigonometric) cu alte curbe inchise.

Experienta pe care o detinem, acum, ne permite sa afirmam, inca de la inceput,
ca aceasta directie, pe care s-a cautat diversificarea functiilor periodice, s-a dovedit a fi
un drum intortocheat, complicat si, in final, inchis.

Pentru obtinerea unor functii speciale si periodice noi, s-a incercat inlocuirea
cercului trigonometric cu patratul sau cu rombul, asa cum a procedat fostul sef al
Catedrei de Matematica a Facultatiia de Mecanica a Universitatii ,,POLITEHNICA”
din Timisoara, profesorul universitar timisorean dr. mat. Valeriu Alaci, descoperind
(definind si introducdnd in matematica centrica MC) functiile trigonometrice
patratice si functiile trigonometrice rombice.

Apoi, profesorul de matematici Eugen Visa a introdus functiile pseudo-
hiperbolice, iar profesorul de matematici M.O. Enulescu a definit functiile
poligonale, inlocuind cercul cu un poligon cu n laturi; pentru n = 4 obtinandu-se
functiile trigonometrice patratice Alaci.

In  lucrarea  matematicianului  sovietic  Marcusevici [SINUSURI
REMARCABILE] sunt introduse functiile trigonometrice generalizate si functiile
trigonometrice lemniscate.

Inca din anul 1877, matematicianul german Dr. Biehringer, substituind
triunghiul dreptunghic cu unul oarecare, a definit si publicat functiile trigonometrice
inclinate.

Savantul englez, de origine romana, ing. George (Gogu) Constantinescu a
inlocuit cercul cu evolventa si a definit functiile evolventice, denumite de el functii
trigonometrice romanesti: cosinus romanesc Cora si sinusul romanesc Sira, cu care
a solutionat, exact, unele ecuatii diferentiale, neliniare, ale teoriei sonicitatii, creata de
el. Dar, prea putin cunoscute tocmai in Romainia. Toate aceste realizari vor fi
prezentate succint in continuare. Dece ? Pentru a demonstra ca si in matematica, ca si
in naturd, nimic nu-i imuabil, ci totul se transforma / evolueaza, prin mici acumulari
cantitative, de la simplu la complex, ducand la un brusc salt calitativ, salt care, in acest
domniul, conduce de la matematica centrici (MC) la la matematica excentrica
(ME) si, totodata, la supermatematica (SM).
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2.2 TRIGONOMETRIA PATRATICA SI TRIGONOMETRIA
ROMBICA ALE LUI VALERIU ALACI

Profesorul Dr. Mat. Valeriu Alaci i-a urmat la sefia Catedrei de Matematici,
profesorului Traian Lalescu, matematician de nivel mondial, primul rector si
intemeiator al Scolii Politehnice din Timisoara, astizi Universitatea
»POLITEHNICA” din Timisoara.

In 1939 a publicat ,, Trigonometria patratici” cu functii patratice, denumire
pe care a atribuit-o unei clase de functii periodice, prezentate succint in continuare,
prin care se pot exprima unghiuri abstracte si functii trigonometrice din spatii Banach,
dupa aprecierea matematicienilor.

Fie patratul P = ABA*“B’ inscris in cercul unitate (Fig. 2.1,a) de razd R=0A =
1 si o semidreapta, turnantd in jurul polului P, situat in centrului de simetrie al
patratului O, care este §i originea unui reper cartezian drept xQy. Cele trei puncte
esentiale (originea O, centrul C si polul P) fiind confundate, ne situdm in cadrul
matematicii centrice (MC). Rezulta, inca de la inceput, ca dacad P este expulzat din O
in S, patrundem in domeniul matematicii excentrice (ME) si ca pot fi definite si
functii patratice excentrice, elevate si exotice i nu numai centrice.

B’

Fig. 2.1,a Functii patratice Alaci Fig. 2.1,b Functii rombice Alaci

Semidreapta D" intersecteazi pitratul in punctul C(x, y) ale cirui coordonate
carteziene sunt, prin definitia datd de Valeriu Alaci:

(2.1) Cosinusul patratic, notat cp definit prin cpo.= % cu graficul din figura 2.2, a;
(2.2)  Sinusul patratic, notat sp si definit prin spo.= % , cu graficul din figura 2.2, b;

Deoarece functia trigonometrica centrica suplimentara versinus (notatd vers)
este definita de relatia versa = 1 — cosa, se va defini, in mod asemanator FCC patratica
suplimentara versinus patratic, notata verspo cu relatia verspa. =1 — cpa .
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2.2 — Trigonometria patratica i trigonometria rombica ale lui Valeriu Alaci

Se observa, din figura 2.1,a, ca sinusul patratic este egal cu 1 — cpa, adica
verspa = spa, in cadranul I si, pentru toate cadranele, 1 — Abs[cpa] = Abs[spal, este o
proprietate importanta a functiilor patratice.

Tangenta patraticd, notata tp este definita prin
(2.3) tpa =% = z—z = % = tana = tga, asa cum rezulta si din figura 2.1,a.

Tangenta ordinara este gresit introdusa in matematica, ca raport dintre sinus
si cosinus, asa cum a demonstrat Octavian Voinoiu in a sa “MATEMATICA
SIGNADFORASICA”, iar corect, este acelasi raport dar cu semnul functiei sinus,

adicad tangenta Voinoiu are notatia tav si expresia tavo = sina / Abs[cosa].

Fig. 2.2,a Cosinusul patratic Valeriu Alaci cpx

sp x

-0.5

Fig. 2.2,b Sinusul patratic Valeriu Alaci spx

In acest mod, tangentii pitraticii Voinoiu poate fi definita corect, prin :
(2.4)  tpvo =sina / Abs[cosa] =

Abs[x]’
cotangenta patratica Voinoiu, notata ctp, este definita de
—_cosa _ ; ; Straticd Voinoi
2.9 ctpvo = Abs[sina] x/|y| siversinus patraticii Voinoiu este

(2.6)  verspva = 1— cpvo.

Tangenta patratica si cotangenta patratica sunt identice cu tangenta si cotangenta.
Secanta patraticd §i cosecanta patratica au fost definite, in cazul functiilor circulare
centrice (FCC), ca inverse ale functiilor cosinus si sinus patratice sau rombice (v. Fig.
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2.1,b) si cu tangenta functiilor circulare centrice (FCC) Euler tano. sau tgo. De aceea,
Valeriu Alaci nu le-a mai notat, cum n-a mai notat nici functiile secanta si cosecanta
patratica. Notatiile au fost introduse de noi astfel :
(2.7) secpa=1/spa si  ecscpa=1/cpa.

O formula fundamentala arata cu suma modulelor functiilor cosinus si a sinus
patratice este egala cu unitatea

T R in..cadranul...]

2.8 + =1 + =
28) |X| |y| o cpaTspe {—1....in...cadranu ........ i

—l....incadranul...1l N Sign[ 1

cpao.—spa = sau cpx + spx = Sign|[cos x].

P P l...in...cadranul...IV P P &

Suma patratelor functiilor patratice nu mai este egald cu unitatea, ca in cazul
functiilor circulare centrice (FCC) sau excentrice (FSM-CE). Notand cu r ,raza
polara” variabila, cu polul in O(0,0) a patratului Alaci r = | (016 |
(2.9) cp’atspa=r’ sau cp’x +sp’x=r’, asacum rezulti si din (2.10).

Pentru reprezentarea computationald a graficelor functiilor cpx si s x, ecuatiile de
definitie ale acestora se exprima prin relatii diferite de cele elaborate de V. Alaci,

(2.10) cpx-— Sign[cos x] si spx= Sign[sin x].Abs[tan x]
1+ Abs[tan x] 1+ Abs[tan x]
care au si fost utilizate la elaborarea graficelor din figura 2.2.

S-a constatat ca, functia spx poate exprima variatia intensitatii curentului, ca
functie de perioada ot, in care ® este pulsatia sau frecventa circulard, la liniile
electrice lungi, fara dezvoltare in serii Fourier.

Un patrat Valeriu Alaci, ale carui laturi sunt rotite cu n/4, fatd de axele de
coordonate (X, y) si ale carui semidiagonale sunt, evident, egale intre ele si egale cu R,
poate fi reprezentat de ecuatiile parametrice

x = R.cpa
(2.11) (O {y — R.spa

Daca cele doua semidiagonale sunt a si b (a > b), atunci rezultd un romb ale

carui ecuatiile parametrice vor fi
X = a.cpa
(2.12) (M) {y — 4 spa

Profesorul Valeriu Alaci a demonstrat urmatoarele :

Teorema 1. [ntr-un triunghi dreptunghic TD(a,b,c) = A ABC, de laturi, a, b, ¢, cu
unghiul drept in A, o cateta este egald cu suma catetelor inmultita cu sinusul patratic
al unghiului opus catetei respective sau cu cosinusul patratic al unghiului adiacent,
adica:

(2.13) b=(b+c)cpC, b=(b+c)spB, sau

(2.14) c=({mO+c)cepB, c=(b+c)spC deoarece

(2.15) ¢pC = spB

Teorema 2. [ntr-un triunghi dreptunghic TD (a, b, ¢) = A ABC, de laturi a, b, ¢, cu
unghiul drept in A si de perimetrup =a +b + ¢, o catetd este egald cu perimetrul inmulfit
cu sinusul patratic al semiunghiul opus sau a semiunghiului adiacent, conform relatiilor
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(2.16) b=psp§, c=pspg.
Aplicand trigonometria pétratica la un triunghi oarcare T(a,b,c) =A ABC,
Valeriu Alaci a demonstrat si urmatoarele relatii:

A B C A B c _1 . . .
217) sp 2 SP Spy tepyepyep 5 =5 sio0 relatie asemanatoare cu teorema
sinusurilor

Fig. 2.3 Patrat si romb desenate cu functii matematice.

a b c b+c ct+a a+b n
(2.18) Sll_a_ﬁ_a_w_a_ﬁ_m_p’ in care a, B, y sunt
unghiurile opuse laturilor a, b, ¢ din 3 triunghiuri asociate, cum le-a numit Valeriu
Alaci, care sunt trei triunghiuri dreptunghice, in care, unghiul drept este format de
laturilea sib + ¢ ; b si ¢ + a; si al treilea, din csia+b.
Patratul si rombul au fost reprezentate computerizat in figura 2.3 cu ajutorul
relatiilor (2.10), iIn care R=b=1sia=2.
Notand modulul functiilor rombice cu k
(2.19) k=tan @ =tg o, incare ¢ €[ 0, n/2] a fost numit de Alaci unghi auxiliar,
reprezentat in varful A al rombului din figura 2.1, b, cu R = | OA | =1.
Atunci, coordonatele unui punct curent M(x,y), apartinand rombului ABA’B’,
determinat de raza polara r si de unghi polar 0 din O cu axa x, sunt

x(0) = R.cpa R
(2.20) (M) {y(@) — R.k.spa in care
(2.21) tg o =tan a —EZZZ = ta: 0 si a este unghiul polar, din O, al razei polare a

punctului C (xp = cpa., yp = spa ), al patratului; punct C situat pe aceeasi verticald cu
M, adicd, pentru care xp (o) = x(0). Pentru ¢ = /4 sau ¢ =45 "= k=tan ¢ =1 si
relatiile (2.20) reprezinta un patrat de semidiagonale egale cu R =1.

In acest mod, Valeriu Alaci a reprezentat cosinusul si sinusul rombice prin
cosinusul si sinusul patratice, evitand sd defineasca explicit functiile rombice. Ceea ce
putem incerca sa facem noi, considerand R = 1 si introducand, in locul lui Valeriu
Alaci, notatiile cr si sr pentru cosinusul si sinusul rombice astfel:
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x(@)=Rcrf=Rcpa=cpa . )
(2.22) , relatii care dau dependentele dintre
(@) =R.sr0 = k.Rspa = k.spa

coordonatele rectangulare (X, y) si coordonatele rombice (R, 0, ¢) ale unuia punct M.

2.3 FUNCTIILE TRANSTRIGONOMETRICE (FTT) ale
Malvinei Baica si Mircea Cardu,
V SM (F0),
FUNCTII PATRATICE SM (FPSM) si
FUNCTII QUADRILOBE / (CYADRILOBE) Alaci (FQA)

intre cercul unitate al lui Euler si patratul rotit cu 7/4 al lui Valeriu Alaci,
inscris in cercul unitate, exista un spatiu bidimensional (2D) care, dupa descoperirea
FSM-CE, s-a reusit umplerea lui continud cu functiile, denumite de noi, functii
cvadrilobe Alaci, pentru a le distinge de SM (Fig.1.4,a), in care
cvadrilobele drepte sunt nerotite ; ambele tipuri de quadrilobe / fiind
prezentate in figura 1.4 si In figurile 2.4 si 2.5.

Aceasta actiune constitue, totodatd, si unificare functiilor circulare centrice
Euler (FCC) cu functiile patratice centrice Alaci (FPC); cercul fiind obtinut pentru
0 excentricitate numerica s = 0 si patratul Alaci, pentru s = 1. Alaci
(QA) sunt exterioare patratului Alaci si interioare cercului unitate, in timp ce
quadrilobele SM (QS) sunt exterioare cercului unitate si interioare patratului SM, asa
cum se observi in figura 2.4. In consecinti, aceste noi curbe inchise umplu continuu
spatiul 2D, dintre patratul SM (PSM), cu laturile paralele cu axele x si y si patratul
Alaci (PA), rotit cu m/4 si Inscris 1n patratul SM. Asa cum rezultd din figura 2.4,
procesul poate fi continuat cu astroide de diverse ordine.

Plecand de la relatiile de baza, existente intre coordonatele x si y, de la
functiile circulare centrice Euler (FCC) si cele din trigonometria patratici Valeriu
Alaci (FPC), adica
(223) cos’a+sin*a=1 de la FCC si
(224) cpatspa =1,delaFPC, doi autori, Malvina Baica si Mircea Cérdu, au
constatat ca ele reprezinta sumele
(2.25) x*+y*=1, pentruk =2 si, respectiv, k= 1.

Aceste curbe sunt prezentate in figura 2.6 pentru a € [0, 2], k € [1,2], cu pasul 0,2.
Observand ca pentru k € (1, 2) spatiul dintre cercul unitate Euler si patratul Valeriu
Alaci poate fi completat, dand valori intermediare, intre 2 si 1 exponentului k, reputata
matematiciand Malvina Baica, profesoard la Universitatea din Wisconsin (USA),
impreund cu Mircea Céirdu, au publicat lucrarea ,,Periodic Transtrigonometric
Functios ,sau, pe romaneste ,Functii periodice transtrigonometrice” prin care
spatiu 2D, dintre cercul unitate Euler si PA, l-au completat / umplut continuu cu
functiile exponentiale de generare a functiilor transtrigonometrice.
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Deoarece, aceste functii sunt intre functiile trigonometrice circulare si functiile
trigonometrice patratice, si nu in afara lor sau peste, consideram ca denumirea de

functii intratrigonometrice ar fi fost mai potrivita.

Cvadrilobe SM
drepte

Cvadrilobe Valeriu
Alaci & domeniul
transtrigonometric

Patrat SM drept

Cercul Euler

s € [0, 4] s € [-3, +3]

Fig. 2.4,b Functii transtrigonometrice in 2 D
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Pe baza relatiei (2.25) rezulta
(2.26) stlo+ ety “a=11n care, s-a notat cu X = cty o cosinusul transtrigonometric
de exponent k si argument o si cu'y = sty o sinusul transtrigonometric de exponent k
sl argument a.

Rezultd imediat c&, pentru k =2 = c¢t, o = cosa i sp,o = sina, iar pentru k= 1
=ct,0=cpa si st;o. = sp a. Prin urmare, si aceste functii unifica functiile trigonometrice
centrice Euler cu functiile trigonometrice patratice Alaci, dar cu functii exponentiale,
distincte de functiile cvadrilobe.

Se observa din figurile 2.5,a domeniul dintre patratul Alaci si cerc, acoperit de

si de functiile cuadrilobe Alaci si din figura 2.5,b
domeniul dintre cerc si patratul SM.

tgt a este aceeasi cu tangenta patratica tpa si
aceeasi cu tangenta circulara centrica tg o = tan o, adica
(2.27) tgta =tpa=tano=tg a
Cu aceasta observatie, functiile transtrigonometrice pot fi exprimate cu ajutorul
FCC prin relatiile Malvinei Baica si ale lui Mircea Cardu sub forma

— i "éf—f::’*f——r R —
&= e
~

0 0.

\‘\
0 0. 3
0.4 \\ 0.4
_ \\ :

\

Fig. 2.5,a Functii Fig. 2.5,b Functii cuadrilobe SM

(2.28) ctea==+(1+tan a) ¥
(229) sty a = = (1 + ctan® a)—"* sau cu relatiile, cu care au fost reprezentate
computational aceste functii in graficele din figurile 2.6, a si 2.6, b,

(230)  ckyx = Sign[cosx] i
(1+Abs[tankx])k
(2‘3 1) st x = Slgn[smx].Abs[tarllx]
(1+Abs[tankx]k
Functiile cvadrilobe SM, notate cu coq0 - cosinusul cuadrilob si cu siq0 -
sinusul cvadrilob, de variabila excentrica 0 si de excentricitate mumerica s au

expresiile
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(2.32) coqO== \/%fmz@ si, respectiv,
(2.33) siqO= %ﬁos% cu graficele din figurile 2.7,a 51 2.7,b .

Se observa, din aceste figuri, cd pentru s=1, functiile cosinus si sinus
cvadrilobe degenereazd in functii dreptunghiulare, fara utilizarea dezvoltarilor in serii
Fourier si care, pentru un numar limitat de termeni, asa cum este cunoscut, in colturile
graficelor, dau erori destul de mari.

Aceste functii pot fi denumite functii patratice SM, pentru a le distinge de
cele Alaci. Ele au expresiile analitice, rezultate din relatiile anterioare pentru s =1 :

cosb cos6 .
2.34 = = 1
(2.34) cps V1-sin20  Abs[cos0] $
sinf sin6
2.35 sps 0 = =
( ) p V1-cos20  Abs[sind]
1.0 10
05| 05t
1 5 6 1 2
S0S -05 f
10 F - 1.0 F
a;) ct, a a,) st a

Fig. 2.6,a Functia transtrigonometrice (FTT) pentruk € [1, 2]

Fig. 2.6,b Entitati transtrigonometrice (FTT) in 2D si in 3D pentru k € [1, 2]

Graficele lor au fost reprezentate pentru s € [0,1] cu pasul 0,2. Pentru s = 0 se
obtin FCC iar pentru s = | functiile patratice SM (FPS).
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Cvadrilobele SM rotite cu m/4 sunt reprezentate in figura 2.8,a iar
coadrilobele Alaci 1n figura 2.8,b Trecerea de la cuadrilobe SM drepte la cele rotite se

face cu relatiile de la rotatiile de acelasi centru O(0,0); cuadrilobele SM rotite avand
ecuatiile parametrice
T . . T
X = coqf. cos, — Slqe.smz
(236) (P) T m
= coqb. sin — siq0. cos

Trecerea, de la acestea la cudrilobele Alaci, se realizeaza prin multiplicarea
relatiilor anterioare cu valoarea inversei razei r(0) a cvadrilobelor drepte.

05

05 -

Fig. 2.7,a Cosinus cuadrilob coq 0 Fig. 2.7,b Sinus cuadrilob siq 0

0.5 b
0.5 |
. 0.5 -0.5
s |

Fig. 2.8,a Cuadrilobe SM rotite cu mt/4 Fig. 2.8,b Cuadrilobe Valeriu Alaci

Raza r(0) a cuadrilobelor SM drepte are expresia
o . | 1-s%(cos*O+sin*0) . _
(237) r(0)= +/coq’0+sig’6 7\/1—52(1—5200329.sin29 ;oo pentru 0 = 1/4
1
(2.38) r(mw/4)= =

1->
2

In acest mod, cuadrilobele Valeriu Alaci (QA) au ecuatiile parametrice
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(2

- |1- f(coq@ — siqf)
@39 Q) N’

ky = \/72 }1 —;(Siqe —coqh)

curbele si graficele prezentate anterior. Atragem atentia ca aceste functii cuadrilobe
sunt de variabild excentrica 0 si apartin, in consecintd, matematicii excentrice (ME).

cu ajutorul carora au fost realizate

2.4 FUNCTIILE POLIGONALE ALE LUI
M. OVIDIU ENULESCU

Aceste functii periodice noi au fost prezentate de autorul lor, M. O. Enulescu,
fara grafice i fara ecuatiile lor de definire, in primul numar al revistei ,,Revista de
Matematica POZITIVA”, iar in numdrul 2, al aceleiasi reviste (pag.1 .. 3), Valeriu
Alaci intervine cu unele observatii si completari, recomandandu-i autorului sa incerce
sd prezinte expresiile lor, graficele functiilor si derivatele lor, ceea ce vom face noi
aici.

Domnul Valeriu Alaci a remarcat ,,conceptia de generalizare — a functiilor sale
patratice — si, mai ales, de realizare a ei intr-o forma matematica” $i a prezentat o forma
modificata a , formulei fundamentale exacte pentru functii poligonale de ordinul n”.

Fie poligonul regulat P, convex, de n laturi P, = A A,...A, Inscris in cercul unitate /
trigonometric C(O, R=1) orientat, cu originea in A (1, 0) = A,.

Fie M un punct de pe latura AjA; (i=1,2, ..., 1n) si MN perpendiculara pe OA
(Fig. 2. 9) sau pe axa x.

Este evident cd, pentru n = o, poligonul tinde spre cercul unitate - P, —
C(O,R=1), iar pentru n = 4 spre patratul Valeriu Alaci (PA = P,). Astfel, ca apare o
noud completare a spatiului dintre cerc si patrat, cu functii poligonale de n > 4, spatiu
deja copletat fie cu functii cuadrilobe Alaci, fie cu functiile
Malvina Baica, fiind o zona aglomerati cu diverse functii periodice vechi si noi.

Se vor nota cu L; =1,2,. ., n, stiind ca L,= L, =L; = ... =L, - laturile poligonului
P,, circumscris cercului de raza Ry; =1, in care se inscrie cercul de raza R,,, raza egala
cu apotema poligonului, datd de relatia
(2.40) R, = OP; = RM.cosg, in care o este unghiul la centrul O, sub care se vede

fiecare latura L;, si este
2m

(241) a=—
Pastrand notatiile originare, unghiul de pozitie § al punctului curent M c P,

sau AOM =< A;OM este evident ca

242) P24 o incarea=< AOM,a e [ 0, 21/n]

n
M. O. Enulescu a definit geometric functiile poligonale, cosinus si sinus
poligonale, ale poligoanelor cu n laturi, pe care le-a notat cu cp, B si, respectiv, sp, p
prin urmatoarele expresii
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cpnB = +|ON| = %
(2.43) M(x, y) 13?, s semnele + ale segmentelor ON si OM
spaB = £INM| = 2
si ale functiilor cosinus si sinus poligonale, in cele IV cadrane, sunt afectate de aceleasi
reguli ca si in Trigonometria Patratica, adica de functia Sign[cosp].

Prima laturd si ultima, a poligonului, intersecteaza axa x in punctul B,(1,0) =
A(1,0) = A, = A,. Dreptele suport ale laturilor a doua L, si a (n-2) a laturii L,
intersecteaza axa X in punctul By(s,, 0) s.a.m.d. astfel ca prelungirile dreptelor suport,
ale laturilor L; = | Ai Ay | sil,i= | A1 A, Intersecteaza axa x in B; (s;, 0).

Unele puncte, ca pentru n = 4, 6, 8, 12, .., fiind simetrice fatd de axa y si
originea O(0, 0), dintre care n = 6, 12, .. avand cate doua puncte la B; — =+ oo. Pentru
numere impare, n = 3, 5, 7, .., punctele B; nu mai sunt dispuse simetric fata de axa y si
de originea O(0, 0).

Oricare ar fi dispunerea acestor puncte B; pe axa x, ele pot fi alese drept
excentre S; (s, &), In care, dacd s; > 0, pentru toate punctele B; atunci & = 0 pentru
toate punctele B; de pe semiaxa x > 0 si & = 7 pentru toate punctele B; situate pe
semiaxa X < (. Situatia este echivalenta cu aceea 1n care se considera intotdeauna g; =
0 dar s; se ia cu semnul semiaxei x pe care se situeazd punctele B;, adica, cu semnul
absciselor s; ale punctelor By(s;, 0). Astfel, coordonatele celor doud puncte S; si B;
devin identice si, in consecinta, S; = B;.

Este evident ca, exceptand polinomul P3, este singurul care are excentrul P, =
E,(-0,5; 0) in interiorul cercului unitate (Fig. 2.9,b, s, = — 0,5), toate celelalte
polinoame au cel mult doud excentre E (1, 0) si E,»(—1, 0) dispuse pe cercul unitate, la
intersectia lui cu axa x, iar restul excentrele sunt exterioare discului unitate. Rezulta ca
s; = 1 si existd cel mult patru excentre, simetrice fatd de axa y, la distante infinite,
pentru laturile poligoanelor care sunt dispuse paralel cu axa x.

Notand cu P; unghiurile la centrul O, corespunzatoare varfurilor A; ale
polinoamelor P,, rezultd ca expresiile functiilor polinomiale cp,f; si sp,p; vor fi
aceleasi cu ale functiilor SM-CE de variabila centrica a= f;, sau de variabila excentrica
0, care exprima si directia laturilor poligonului in raport cu axa X, variabild excentrica
data de relatia (1.12)
(2.44) 0 =p; + arcsin

sisinp; sisinf

——— in care, unghiurile B;

= @i + arcsin
B Rexf;

+ |1+s?-2s;cosp;
sunt date de relatia (2.42).
Excentricitatiile numerice s; = OB; sunt date de relatia

(245) ;= % fiind deduse din triunghiurile OP; B;, si egale cu raportul dintre

COS————
apotemele OP;, perpendicularele pe mijloacele laturilor L;, date de relatia
(2.46) OP; = OA; cos% = cos % (deoarece A; < C(O,1) T OA; = 1) si cosinusul
unghiului @; = < P;OB;, dat de

(2.47) cosg;= cosM .
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Utilizarea variabilei excentrice 0 are avantajul de a oferi, dintrodata, ambele
valori ale functiilor de la ambele capetele ale unei laturi L; ale poligonului P, care
sunt, tocmai, cele doua determinari ale FSM-CE.

Daca excentrul este situat pe semiaxa x > 0, atunci punctul A;,;, care se roteste
in acelasi sens, sinistrorum / levogin, ca si semidreapta pozitiva in jurul excentrului S
in sensul cresterii lui 6, constitue prima determinare principala 1, iar punctul A;, care se
roteste 1n sens invers- dextrorum / dextrogin - pe cerc, este a doua determinare,
secundara 2.

Fig.2.9,a Functii poligonale Enulescu Fig.2.9,b Functii poligonale P3

Sensul cresterii lui 0, constitue prima determinare principald 1, iar punctul A;,
care se roteste in sens invers- dextrorum / dextrogin - pe cerc, care este a doua
determinare secundara 2.

Daca excentrul S; este situat pe semiaxa X negativa, atunci, situatia se
inverseaza: A; va fi prima determinare si Ay cea de a doua.

Se va nota unghiul la centrul O, de pozitie al punctelor P;, situate la mijlocul
laturilor Ly, ale poligonului Py, cu y; = < P; O A, date de relatiile
(2.48) yi=1lo—o/2

Intre doua varfuri consecutive A; si A;.q, pentru punctele curente de pe laturile
L; ale polinoamelor, date de unghiurile € [B;, Bi1], valorile functiilor vor fi, daca

RM =1:
cppf = ricos(; — Bi)cosp
2.49 M; { .
@AM {spup = ricos(; — B)sing *
punct curent M, de pe latura L, a poligonului P,, care se poate exprima In functie de
apotema OP; a laturii L; cu relatiile

pentru s; > 0, in care r; este raza unui

(2.50) r; =OP;/cos(y;-B) :% € [Rum Ru], Vie[1,n] sipentru valorile lui B

€ [ Bi, Biz1 ), pentru care punctul M; apartine laturii L; a poligonului P,,.
In colturile poligonului, functiile poligonale au aceleasi valori cu ale functiile
circulare.
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De aceea, graficele functiilor poligonale ale poligonului P3 (Fig. 2.11) au fost
prezentate impreuna cu functiile circulare cosp si sinf3, separat pentru fiecare latura, la
capetele laturilor cosp si cpsf, ca si sinf si sp;p avand puncte comune, asa cum se
observa in figura 2.10. Pentru P;, OP; = 0.5 ; pozitiile punctelor P; fiind date de
unghiurile de pozitie w; = /3, y, =7 si y; = 5t/ 3, iar domeniile de variatie ale
unghiului B, pe fiecare latura, fiind € [0, 27/3], B € [27/3, 47/3] si P € [ 47/3, 2n].

Fig. 2.10 Functii poligonale ca FSM-CE si vitezele de maturare a laturilor

Punctele P; sunt dispuse pe cercul inscris in P, si, in aceste puncte, razele r; au
dimensiunea minima r(y;) = R,,. Din aceasta cauza, la o rotatie, cu viteza unghiulara Q
constantd, a semidreptei OM, viteza v a punctului pe latura L; in acest punct, va fi
minima si egala cu Q.R,,. De la A; spre P; vitezele scad, iar de la acest punct spre A,
vitezele cresc progresiv. De aceea, aceste puncte constituie puncte de inflexiune ale
functiilor cp,f si sp,P, asa cum se observa si din graficele acestor functii.

Pentru a solutiona problemele functiilor polinomiale, pentru oricare polinom,
utilizand FSM—CE, va trebui sa se renunte la notatiile anterioare date de Enulescu si
Alaci si sa se introduca notatiile din figura 2.10.

Daca poligonul este inscriptibil, atunci punctele A; si Ay sunt pe acelasi cerc,
de raza Ry, dar acest lucru nu este necesar.

Asa cum s-a aratat, In punctele extreme ale laturii L, care apartin cercului de
raza Ry, in figura 2.11 (sau de raze Ry; s1 Ryi4, daca cele doud puncte A; si Ai-; nu
sunt pe acelasi cerc) functiile poligonale sunt aceleasi cu FCC si aceleasi cu cele ale
FSM-CE

x; = Rycosay = Ryepoy = Ry Cex (o, Ep.)
(2.51) P(xi,yi)EAi{ o L L e
yi = Rusing; = Ryspa; = RySex(a, Ey,)
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2.2 — Trigonometria patratica i trigonometria rombica ale lui Valeriu Alaci

Vectorul vitezd, tangent la cercul de raza Ry, este V= Q.Rydero; si are
modulul Q.Ry. Viteza, pe directia laturii L;, este proiectia acesteia pe directia laturii
L;, unghiul dintre ele fiind Ba; s1 Q2 = do/dt astfel ca

(2.52)  v4 = Q.Ry.cosPadery;
poligonului, daci el este inscriptibil, deoarece cosPai- = cos(-p;) = cosp;.

Coordonatele unui punct P(x, y)  L; intre A; si P;, de raza polard r (o) = R,/
cos(y; —o) variabila, sunt

si este aceeasi ca si In punctul A;:; si 1n toate varfurile

cosa
cos (y;—a)
sina

cos (y;—a)

x = r.cpa = r.Cex(e, E) = r.cosa =Ry,

P(x,y)

(2.54)
y = r.spa = r.Sex(aE) = r.cosa = R,

si vitezele lui P pe L; vor fi

(2.55) V=qr cosf.dery; , cu componentele pe directiile axelor x §iy
V. = % = Q.7.cosp. cosp;. rad0°

(2.56) I_/;, =y = O.r.cosp. sin(pi.radg = QO.7.cosp.sing;der0°

Daca se deriveaza relatiile (1.70) se obtin derivatele functiilor poligonale,

cerute de Alaci lui Enulescu

’_ d_x _ siny;
- - m 20— . T
(2.57) , ZZ Cosafzpllii “ si, pentru R,, = cos — (2.47), rezulta
y = da = Tfm cos?(Pi—a) "
¥ = — L3 siny; T siny;
- ncos2(Pi—a) n’cos?f
(2'58) L T cosy; T cosy;
y =cos ncos2(Pi—a) n’cos?p
L1 L2 L3
1 — \ 0.75 !

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
-0.4

Fig. 2.11 Functii poligonale, ale poligonului P; separate pe cele n =3 laturi
LEGENDA : cos o, sin a, cps a, sps; o

Se stie ca
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* dx dxda .
=— =x'a

X=—=——=Yx
dt do dt
s dyda

dt  da dt

Intersectia perpendicularei din P, pe latura L;, intersecteaza axa x in excentrul
E(e,0), punct care variazd pe axa x in limitele ee[L.cosy/2, —L.cospy/2], avand
expresia
(2.59)  e=r.sin(y;- o).cos®; = r.sin .cos @; .

In timp ce excentricitatea reald e este variabila, directia ® = y; a razei
excentrice din E este constanta, pentru fiecare laturd in parte. Rezulta ca functiile
poligonale sunt un caz tipic de FSM-CE de argument excentric 0 constant si de
excentricitate — reala si/sau numerica- si raze variabile.

In figura 2.11 sunt prezentate functiile poligonale cpsa si sps o, ale poligonului
n = 3. Ele au fost prezentate separat, pentru cele 3 laturi ale lui P; impreund cu FCC
cos a si sin o cu care au puncte comune in varfurile A 1(1,0), Ay( -0.5; V/3/2 ) si As(-
0,5; —\/§/2), adica pentru a; = 0, o, = 27/3 si 03 = 47/3.

Formula fundamentala dintre aceste noi functii, stabilitd initial eronat de
Enulescu si corectata de Alaci, cu notatiile autorilor, este:

. (2i-1 2i-1
(2.60) sm( : )”spnﬂ+cosMcp”ﬁ=cos£,pentru i=12,...,nsi
n n n

astfel cd o =

I e

=== Q) = constant

><<|>< .
<

261) p-a+ 2U=DZ
n

2.5 FUNCTIILE PSEUDOHIPERBOLICE
ALE LUI EUGEN VISA

Intr-un extras din ,, GAZETA MATEMATICA din Timisoara” anul XX, Nr.
1,2, 4 si 5, Eugen Visa afirma cd ,raportul dintre aceste noi functiuni si cele
hiperbolice, este de aceeasi natura ca si raportul dintre functiunile patratice Alaci si
Sfunctiunile circulare”. Si ca | functiunile pseudo-hiperbolice sunt de-aproape
inrudite cu functiunile hiperbolice propriu-zise”.

Pseudohiperbola, este definitd de autor, ca doud unghiuri, situate intr-un
acelasi plan, cu varfurile A si A’ situate pe axa x, care este si dreapta de simetrie si
bisectoarea unghiului. Daca unghiurile din A si A’ sunt drepte, atunci pseudohiperbola
este echilatera.

In figura 2.12 este prezentati o astfel de pseudohiperbola echilaterala,
impreund cu o hiperbola echilaterald atasatd ei si cu cercul unitate care contine
varfurile A(1,0) si A’(-1,0).

O semidreapti pozitivi d’ intersecteazi hiperbola in punctul N si
pseudohiperbola in punctul M(X,y). Dublul ariei sectorului hiperbolic OANO se
noteaza cu @.
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A fost denumit cosinus pseudohiperbolic al argumentului @ si notat cu cph
lungimea segmentului OP care este intotdeauna pozitiv.

(2.62) cpha =| OP| > 0. Ea este o functie para, deoarece cph a = cph (-a).

A fost denumit sinus pseudohiperbolic al argumentului a si notat cu sph
lungimea perpendicularei MP, duséd din M, luata cu semnul + sau - , dupa cum punctul
M se gaseste in cadranul I sau in cadranul IV
(2.69) sph a==| MP |. Eaeste o functie impara, deoarece sph (-a) = - sph a.

Din aceste definitii geometrice, rezultd ca aceste functii exista si sunt continue
pe toatd axa reald ae [- oo, + o0].

Tangenta, cotangenta, secanta si cosecanta pseudohiperbolice sunt definite

similar cu cele hiperbolice, ca rapoarte, formate cu functiile anterioare, cu observatia
ca, pentru simplificarea scrierii functiilor, secanta si cosecanta pseudohiperbolice, s-au
folosit litere mari. Astfel

ho ha
(2.70) tpha = P7%  ctpho= LY spha = si Cpho =
cpha spha cpha spha
Eugen Visa prezinta urmatoarele formule fundamentale cu privire la aceste functii:
Daca o este un argument pozitiv, atunci

1
(2.71)  cpsa—spha=1, spho= , cphoa=
P P P l-tha P l-tha
Daca a este un argument negativ, atunci
1 1
(2.72)  cpho +spha=1, spha= , cpha=
l+tha 1+tha

Sunt demonstrate urmatoarele formule / teoreme de aditiune:
Teorema 1 : Daca a si p sunt argumente de acelasi semn ( + + sau - -) atunci
(2.73) sph(a + ) = spha . cphf + cpha . sph B
(2.74) cph(a + B) = cpha . cphp + spha . sphf, iar, dacd ambele sunt pozitive,
2.75) sph(a - B) = spho.cphf — cpha.sph(—[f)
1+ 2sphy
cpha.cph B — spho.sphf
1+ 2sphy
Daca ambele argumente sunt negative (- i -), atunci
ha.cphf3 — cpha.sph
277)  sph(a-p)= PhePhB = cphasphi
1-2.sphy
2.78) cph(a-p)= cpha.cphf — spha.sphf
1-2sphy

Daca, cele doud argumente sunt de semne contrare, sunt prezentate relatiile
(2.79) sph(a - ) = spha . cphp - cpha . sphf
(2.80) cph(a - f) = cpha . cphp - spha . sphp.

(2.76) cph(a - ) = , in care y = min|a, ],
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0 ir

¥ ..
T Epher
M~

——

Fig. 2.13,a Cosinus pseudohiperbolic Fig. 2.13,b Sinus pseudohiperbolic
cph x, cosh x, y =X sph x, sinhx, y=X

Derivatele acestor functii sunt

d(cphx)
dx

(2.81) (cphx) = =+ (cphx + sphx)

(2.82) (sphx)’ = %

= cphx + sphx,
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2.6 — Trigonometria evolventica a lui George (Gogu) Constantinescu 87

in care semnul + sau — corespunde semnului argumentului x.
In figurile 2.13, a si 2.13, b sunt prezentate functiile cph x si sph x cu relatiile

(2.83)  cphx= si sphx=—0X

1
1-Abs[thx] " 1-Abs[thx]

2.6 TRIGONOMETRIA EVOLVENTICA A LUI

Cosinusul (Cora) si sinusul (Sira) ro esti

Creatorul ,,Teoriei sonicitatii” (1912), lucrare tiparitd pentru prima oara la
Londra in 1918, intr-un numar limitat si controlat de exemplare, lucrare declarata
secret de guvernul Britanic, din cauza aplicatiilor in domeniul armelor si mijloacelor de
razboi, Gogu Constantinescu, inventator si constructor de masini si dispozitive
sonice, a fost nu numai un inginer roman de valoare mondiald dar si un bun
matematician, fiind creatorul unei masini de integrat ecuatii diferentiale.

Revista engleza ,,The Graphyc” (10 01 1926) in articolul ,Leaders
(Pioneers) in the March of Progress” (Conducatori (Initiatori) in mersul spre
progres) prezintd figurile a 17 mari inventatori §i oameni de stiintd, din intervalul 1900-
1925. Printre acestia, alaturi de Albert Einstein, Guglielmo Marconi, Lord Rayleigh,
Thomas Edison, Marie Curie, se afla si George Constantinescu.

Considerand urmatoarele ecuatiile diferentiale, in care H este presiunea
alternativi maxima [daN/cm?] si I este debitul alternativ maxim [cm’ / s],

d’H | 2dH

+Z=+H=
(2.84) {d=®  xdex Gogu Constantinescu a gisit urmitoarea solutie
@y 2al
do«c2 o d -
generala
1
H = =(A.cosa + B.sina . .
(2.85) { a ( ) in care, functiile Cora si Siro sunt
I = Aj.coa + By.sira)

cosinusul rominesc
. _ 0(2 0(4 0(6 0(2 O(Zn
(2.86) Cora=cosatasina=1+1_-3—-+ 55— Tt (2n — 1)m+

sau Cora = ja. cosa.da si

sinusul roménesc
3 5 7 9 2n
(2.87)  Siro = sino—0.c080=2 > — 4 — + 6 — — 8 — + - + (—1)?"*12n —
31 51 6! 91

2n)! +

sau Siro = I a.sina.da

Formula fundamentala a functiilor trigonometrice roméanesti, prezentata de
Gogu Constantinescu, este
(2.88) Corlo+Sira=1+a’.
Au mai fost prezentate relatiile
(2.89)  Cora. sin o — Siro. cos 0. = a
(2.90) Cora. cos o + Sira .sina = 1.

87

BUPT



88 Diversificarea functiilor periodice

Se poate arata geometric ca, functiile romanesti (FTR) sunt
definite pe o evolventa (desfasurantd sau desfasuratoarea) unui cerc unitate, care este
totodata si evolutd, situatie prezentata in figura 2.14.

Evolventa (evolvere = a se desfasura) cercului C(O,R) poate fi obtinutd prin
desfasurarea unui fir, bine intins, de pe un tambur cilindric de raza R, ca loc geometric
al varfului acestui fir. Rezultd ca distanta, de la punctul de tangentd T(x = cosa, y =
sina) al firului de pe cercul C, la punctul E(X, Y) al evolventei, are lungimea egala cu
arcului / unghiului a de pe care s-a desfasurat firul.

Deoarece lungimea segmentului este TE = a, proiectandu-1 pe directia axelor x
si y, rezulta, fara dificultate, relatiile (2.86) si (2.87) ale functiilor cosinus si sinus
romanesti ca functii cosinus si sinus evolventic.

X
"

[iX \
- C % b 1 S £
= oy o0, 0) X = LONIA, 0) X

Fig.2.14 Functiile romanesti R.Cora si R.Sira—>dreapta
ca functii pe evolventd < staga, pentru R € [-1,1]

Se deduce imediat ca functia Sir (- a) = - Sir o este impara, iar functia Cor(-a) =
Cora este para.

Derivatele de ordinul intai ale acestor functii sunt
. d(Corx)

T —X.C0S
(2.91) ; si derivatele de ordinul doi au expresiile
. d(Sirx) —x. sin
T de T
2
5&=%=Coro¢—2 . sin «
(2.92) 2o
j = LETD Sir x +2 «.cos «
d«?
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Intre doua variabile / argumente a si p exista formulele / teoremele de aditiune:
(2.93) cor(a+ p)=cor a .cor B —sir a. sir f + a .p. cos(a + B)
(2.94) sir (o + f) = sir a .cor B + cor o . sir B + a.p sin(a + B) si se mai pot
demonstra unele formule asemanatoare
(2.95) cos(a+ B)=cos o .cor B —sin a. sir - B. sin (o + ) si

(2.96) sin (o + B) =sin a .cor f + cos a . sir f + B cos(a + p)

2.7 FUNCTIILE TRIGONOMETRICE INCLINATE ALE
Prof. Dr. AUGUST BIEHRINGER

Aceste functii trigonometrice noi au fost publicate in lucrarea ,,UBER SCHIEFE
TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONENE UND IHRE ANVENDUNGEN” in Editura
Nordlingen, in anul 1877 de catre August Biehringer, profesor de matematicd la
Scoala Regala Industriald din Niirenberg.

Considerand triunghiul oarecare ABC, cu notatiile originare ale lui Biehringer,
din figura 2.15, in care latura BC, perpendiculard pe axa X, in cazul trigonometriei
clasice, pe care o vom denumi si trigonometria ,,dreapata”, datorita unghiului drept din
B, este, acum, inclinatd cu unghiul ¢ iar ipotenuza AC face unghiul @ cu axa x.

In acest triunghi oarecare, A. Biehringer a definit urmitoarele functii

trigonometrice inclinate:

\ O=A x=cos’c B ]D X

AB/ AC =x /R = cos®a, cosinus inclinat
BC/AC = y/R =sin®a, sinus inclinat
BC/ AB = DE / R = tan®a, tangenta inclinata
AB/ BC =FG /R = cotan®a cotangenta inclinata
AC / AB = AE / R = sec’a, secanta inclinata
AC /BC = AG / R= cosec’a, cosecanta inclinata

Fig. 2.15 Functii trigonometrice inclinate Biehringer

AB
(2.97) cos’a= A_C =—=Xx, cosinusul inclinat cu unghiul ¢ de rgument a,

X
R
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Y

(2.98) sin®a= % = ? =y, sinsusul inclinat cu unghiul ¢ de rgument a,

(2.99) tan*a= % = % = y,, tangenta inclinati cu unghiul ¢ de rgument a,

(2.100) ctan®a = % = % = X, cotangenta inclinata cu unghiul ¢ de rgument a,

(2.101) sec’a= % = % = z,, secanta inclinata cu unghiul ¢ de rgument a si

(2.102)  cosec’o = % = % =z, cosecanta inclinati cu unghiul ¢ de rgument a.
oF | al

> 3 1 2 3 7 s //‘
o [
5 L
-A4r J s/
¢ =/6 ¢ =1/3
at | 6r |
/ |
ol
27 / N

¢ =21/3 ¢ =5n/6
Legenda: cos®o, sin®a, tan®a, tanv’a

Fig. 2.16,a Graficele functiilor trigonometrice inclinate Bihringer
impreund cu tangenta Voinoiu inclinatd tanv’o

Axa z a fost consideratd semidreapta pozitiva din O, inclinatd cu unghiul a.

Spre deosebire de notatiile anterioare, Dr. A. Bieringer a notat tangenta si
cotangenta cu tang si respectiv cotang. Pentru comparatie, s-a introdus i tangenta
Voinoiu

tanv’®a = sin®a/Abs[cos’a].

90

BUPT



2.6 — Trigonometria evolventica a lui George (Gogu) Constantinescu 91

= o — 7

s [-m; 0] ’ cos’a, ¢ =s s €[0, +m]

4 b

i AN AN
2 SIS0 K X

AL oo b N A PSS DA N
T y 7[ #éii"":%"‘:&"“x‘mx ><,xuxxxxix’;éx*ﬁ*iii&iik*& ‘ 74( ! %é% ,%;‘%xfﬁ:%i;ﬁxx*xxx $i0cSostal :kzi:**ikkii%*
\
P 4 5
LTV \
R F A INMSARIRSSSSS ; ﬁff"?‘?‘ﬁ%

LA k%; x:*;vi::* :ix;; x*x;x;xi;i;;;i;x;;ﬁ T W %X;xxxx*:w*;sxs S *xxx*x,‘i:;;x v ;ﬂf

2j e y
-4 H

tan®a, ¢ €[- 7, +7]

Fig. 2.16,b Graficele unor functii trigonometrice inclinate Bihringer
pentru ¢ € [-x, ], @ € [0, 27|
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Este evident ca, pentru ¢ = ©/2, functiile trigonometrice inclinate degenereaza
in functii trigonometrice drepte, trigonometrice sau circulare ordinare / centrice.
Daca privim, cu atentie, schita din figura 2.15, se poate observa ca punctul B
poate fi considerat un excentru S(s, 0), situat pe axa X, cu excentricitatea liniard
numerica s si unghiulara € = 0, daca cercul este unitate i raza lui este R = 1, iar
punctul C poate fi asimilat ca punct W;. Unghiul @ — a4 va fi variabila la centrul O

(0,0), iar variabila la excentrul S este 0 = ¢.

N

»,fuﬁ'f!ﬁﬁzitf‘““““f‘f‘f‘f“«

D
)) , "“3‘3‘3‘3““‘““““‘2&‘!«‘\
)l,,}l;;,,;z = ‘&““‘\§§§

2
=

A
il

) ')"!", & '0‘0 ‘0‘0‘222““‘ ““ X
'!!5’5’ " 9y, ‘:‘0.0.0. X ‘f“ XS “
: |

!

N

S
i

|

IS

NS

“ “‘\“\“ "“"0’...‘."."';;' ";
“"‘;“;“;“&;&&;0;0;0;0,:,?""'{
‘ R
’ ’VM i

i

Fig. 2.16,c Graficele functiilor trigonometrice inclinate Bihringer tanv®a,
pentru ¢ €[- , +m] si @ € [0, 2x]

Fig. 2.17,a Functia + Rex a = sin‘,
pentru ¢ € [-x, 7]

Fig. 2.17,b Functia rex(¢,S)= sin’a,
pentru S(s = cos’@, € =0), ¢ € [-w, 7]

In aceste conditii, rezulta ca

(2.103) BC= SW;= rex; [0=¢, S(s = cos’a, £ =0)] =rex,0 = ::%: =sin’p
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2.6 — Trigonometria evolventica a lui George (Gogu) Constantinescu 93

cu graficele din figura 2.16,a, pentru cateva valori discrete ale Iui ¢ si cu graficele din
figura 2.16,b, pentru valori continue ale lui ¢ €[- 7, +7].

In figura 2.16,c sunt prezentate functiile inclinate tangenta Voinoiu
tanv®a = sin’@/Abs[cos’].

Relatia (2.103) ne permite sa reprezentdm, mai simplu, graficul functiei
trigonometrice inclinate sinus inclinat Fig.2.17,a, ceea ce A. Bihringer n-a facut-o in
lucrarea sa. FSM-CE radial excentric de variabild excentrica 0 = ¢ rex0, permite
exprimarea si reprezentarea greficelor functiilor trigonometrice inclinate in functie de
inclinarea variabila @, aga cum sunt prezentate in figura 2.17,b.

Din grafice, rezulta ca alura functiei sin®a este a functiei sina, atat timp cat unghiul
¢ este constant, el intervenind doar ca o amplitudine A = 1/sing = constanta si supraunitara.

In cazul functiei cos®a apare, in plus, si o defazare cu ¢ a FCC cosa (Fig. 2.16,a).

Daci a si 0 = ¢ sunt intr-o relatie in care cos’o. = s = constant si AC = R =1, relatie
daté de functia a (0) = aex 0, sau de 0(a;) = Aex @y, atunci sin”® a este functia SM-CE rex; 0
si, respectiv Rexa;, de excentricitate numericd s = cos®a si de variabila excentricd 0 = ¢ sau
centrica 0, a caror grafice sunt prezentate in figurile 2.17,a si 2.17,b.

Déand unghiului @ variatii cu functia ¢ = s*”.cos2a, sau @ = s.cos2a, de
diverse excentricitati s € [0, 1], se obtin graficele functiilor inclinate din figura 2.18.

Plot[Evaluate[ Table[ {Sin[t]/Abs[Sin[0.1 s"0.75 ParametricPlot3D[t,Sin[t]/Abs[Sin[0.1sCos[2t] ],
Cos[2 ] ]T},{s, 0, 10 Pi}],{t, 0, 2 Pi}]] 0.1's, {s,0, 10 Pi}, {t, 1,2}]
or
4
2
s
4
6l

Fig. 2.18 Graficele functiei sin® a de inclinare variabila ¢=> ¢.sing
in2 Dsiin 3D

Functia cosinus inclinat reprezintd tocmai excentricitatea numerica s ca functie de a. si
de parametrul ¢, care da amplitudine exprimata de inversul functiei sing, conform relatiei
_AB e _sin[f(a)] _ 1 ssina

AC R sin(@=¢) singp Rexa

(2.105)  s(a)=coso— sina'tan(g — @)= coso.— sin.cotp =

(2.104) s din care rezulta ecuatia

sin (¢ —a)

. =cos’a
sing
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Domeniul de variatie al functiei sin®a este [— o0, o0]. Valorile extreme apar atunci cand
a= =+ ¢ sipunctul de intersectie C - + oo, BC - + oo (Fig. 2.15).

Plot[Evaluate[ Table[ {-0.1 s Cos[t]+Sqrt[1-(0.1 s Plot[Evaluate[ Table[ {Sqrt[1+(0.1 s)*2-0.2 s Cos[t
Sin[t])*2]},{s,-10,10}1,{t,0,2 Pi}]] 11},{s,-10,10}],{t,0,2 Pi}]]
2.0 2.0
1.5 1.5
1.0 1.0
0.5 0.5
2 s 4 s e
| rex[0,S(s,£=0)],0=0¢,s€[-1,1] | Rex[a, S(s, £ =0)],s € [-1,1]
‘ Plot[Evaluate[ Table[ {-t Cos[0.1 s] + Sqrt[1-(t Sin[0.1 ‘ Plot[Evaluate[ Table[ {Sqrt[ 1+(t)"2-2 t Cos[0.1 s
S])Az]}s{s’ Os 10 Pi}]a{t9 '1’ 1}]] ]]}’{5’0510 Pi}]a{tfl’l }]]
2.0 20
\ 15 y
\ \
05
10 - 1‘.0 - 0‘.5 0.; 1.0
Fig. 2.19,a Functii sin®a=F(6=¢, s=a) ‘ Fig. 2.19,b Functii sin’o=F(a, s=0¢)

in partea superioari a figurii 2.19 a si b sunt prezentate functiile radiale excentrice de
variabild excentrica rex0 si, respectiv, de variabild centrica Rexa. Ambele functii reprezinta
aceeasi marime, segmentul BC, pentru AC = R = 1, adica pe sin®a, dar prima FSM-CE o
reprezinta in functie de variabila excentrica 0, iar a doua in functie de cea centrica a.

Deoarece, FSM-CE sunt definite pe cercul unitate de R = AC = 1, rezultd ca Rexa
poate exprima o functie trigonometrica, sau mai precis, circulara inclinata a carui domeniu sa nu
depaseasca diametrul cercului unitate, adica cifra 2, daca excentrul S(s,e) este interior cercului
unitate. O functie Rexa este prezentatd in partea de sus a figurii 2.19,b, ca functie de
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argumentul @ € [0, 2xt] si de parametrul s =@ € [-1, 1] si, in partea de jos, cu « ca parametru si
de argument @.

In figura 2.19,a — jos V¥, sunt prezentate graficele unor functii inclinate sin’e, ca
functii de ¢ € [ 0, 27| si de parametru @ € [-1,1].

Concluzia este ca se pot defini, geometric, functii periodice pe oricare curba
inchisa. Insd, exprimarea relatiilor lor analitice si realizarea graficelor acestor functii
necesitd, in majoritatea cazurilor, agsa cum s-a putut observa anterior, existenta FSM-CE.

Variabilele dependente, de alegerea originii O(0,0), sunt lungimea arcului
periodice centrice (Fig. 2.20,a) si, respectiv, excentrice (Fig.2.20,b).

Drept argument sau variabila independenta de sistemul de referinta ales, este
lungimea arcului AB, lungime exprimata de relatia

2.106)  AB = [ ds= [, JdxZ+dy? = [} J1+ ()2dx = [, 1+ (¥)2dy

si lungimea arcului circularizat este

— B B B d
(2.107)  AB? = [, r.do = [, /(r.dp)? +dr?dr=[, [r?+ (ﬁ)zmp
iar dublul suprafetei triunghiului OAB se exprima prin integrala definita
(2.108)  2* AOAB= [/ r2dgp

Fig. 2.20,a Functii periodice centrice Fig. 2.20,b Functii periodice excentrice
definitivabile pe diverse curbe inchise (0=C#5), elevate (C# 0 =5)
si exotice (C #M #S);

Numai functiile circulare centrice au aceleasi grafice, pentru toate variabilele
anterior prezentate. In celelalte cazuri, graficele sunt dependente de variabila aleasa si,
in toate cazurile, de natura curbei inchise, pe care se defineste familia de functii
periodice.
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Variabila, cea mai comoda si mai simpld, este unghiul @, pe care dreapta
generatoare centrica il face cu axa X, sau unghiul 0, pe care dreapta generatoare
excentrica il face cu axa x.

| Fig. 2.21,b FSM-CE rex0, s € [-3, +3] in 2D si s € [-2, +2] in 3D

Dreapta generatoare este dreapta mobila, in jurul unui pol, pol care poate fi O,
in cazul functiilor centrice si E in cazul functiilor excentrice (cu originea in O),
elevate (cu originea in S) si exotice (cu originea oarecare in planul cercului, dar
diferita de originea sistemului de referintd O si de excentrul S sau E).
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Daca matematica centrica (MC) opereaza ca argument doar cu unghiul a la
centru centru, in ME se opereaza atat cu argument unghiul 0 la excentrul E cat si cu
unghiul a la centrul O.

Functiile supermatematice circulare excentrice FSM-CE de variabila
excentrica 6 sunt continue numai pentru excentricitatea liniard numerica s € [-1,1] si
discontinue in rest, deoarece, o dreaptd excentrica d, turnanta in jurul unui excentru S
exterior cercului unitate (s> > 1), intersecteaza cercul numai pentru anumite valori ale
lui 6.

FSM-CE de variabila centrica sunt continue pentru oricare pozitie a excentrului
S(se [-o0,70], ¢) adica pe toatd axa reald R. Se vor exemplifica aceste proprietafi pe
functiile radiale excentrice rex® si Rexa ale cdror grafice sunt prezentate in figura
2.21 pentru s € [-3, 3] In 2D si In 3D. Reprezentarea functiilor in 3D, pe langa atributul
lor artistic, are menirea sa elucideze suprapunerile de curbe care apar in 2D.

In acest caz si functiile trigonometrice inclinate care pot fi reprezentate prin
FSM-CE pot lua aceleasi valori ca si functiile inclinate Biehringer.

; 5 F . .
(3.74) 7+ 24 w3.T +wir = w%;radwt, in care ( este factorul de amortizare, sau
fractiunea din amortizarea critica ¢., exprimata de relatia

c c .
(3.75) C—C—C = Zmag Sisevor nota

(3.76) 1-2.0*=cos 0, sau a, =2.arcsin { = arccos(1-2.{?).

Admitind ci 7 = R.rad(wt + 0) este o solutie a ecuatiei diferentiale si
introducand-o 1n (3.74) , rezulta, ordonand termenii in functie de versorii rad ot si der mt
(3.77) R{ radot [(®," — ®°).cos0 — 2..my ®.sind — F.o,> / k.R] +

+ derot [(0y" — o ).sind + 2{.m,.0.cos 0]} =0

Fig. 2.22,a Modelul Fig. 2.23 Vectorii deplasare 7, viteza 7 si
Qr.lng.'ljltus Cioari al unui acceleratie 7 ai vibratiilor sistemelor liniare,
sistem vibrant conservativ cu fortate, amortizate vascos.

un singur grad de libertate
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y=coq0 +siqf,s € [0, 3],0 €[ - 2, 2x]

- 05|

i

(i
W)

Fig.2.24bCURIOZITATI

MATEMATICE
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Motto: “Errare humanum est, perseverare diabolicum”
Sofocle

Capitolul 3

COMPLETARI SI REDEFINIRI CORECTE
iN MATEMATICA CENTRICA

3.1 DIVAGATII ASUPRA MATEMATICII CULESE DE PE INTERNET

Exista multe discutii contradictorii si chiar dure, pe internet, cu privire la matematica

si la locul ei in stiingd. Redam cateva opinii din portalul de matematica Wikipedia

Matematica este, in general, definita ca stiinta ce studiaza modelele de structura,
schimbare si spatiu. In conversatii amicale, poate fi descrisi ca ,,analiza cifrelor si a
numerelor”, in timp ce, cu alte ocazii, poate fi utilizata o descriere pedantd, de genul
»cercetarea axiomatica a structurilor abstracte folosind ragionamente logice si notatii
matematice”’. Un compromis se obtine prin ,, studiul obiectelor sau notiunilor a caror
existentd este independentd de aceasta investigatie stiinfifica”

Datorita utilizarii sale, in majoritatea disciplinelor stiintifice, matematica a fost
numitd 'limbajul stiintei’ sau 'limbajul universului™. Aceasta afirmatie, pe care am
facut-o si noi 1n capitolul anterior, ii iritd la maximum pe unii matematicieni.

Structurile, anume investigate de matematica, isi au deseori radacinile in
stiintele naturale, cel mai ades in fizica. Matematica defineste si investigheaza si
structuri §i teorii proprii, in special pentru a sintetiza si unifica multiple campuri
matematice sub o teorie unicd, o metoda ce faciliteazd in general metode generice de
calcul. Ocazional, matematicienii studiazd unele domenii ale matematicii strict pentru
interesul abstract exercitat de acestea, ceca ce le transformd intr-o abordare mai
degraba legata de arta decat de stiinta.

Cuvantul "matematica" vine din grecescul ua@nua (mdathema) care inseamna
"stiintd, cunoastere sau Invatare"; uo@nuotikos (mathematikos) inseamna "cel care
indrageste invatarea".

Din punct de vedere istoric, ramurile majore ale matematicii au derivat din
necesitatea de a face calcule comerciale, de a masura terenuri si de a predetermina
evenimente astronomice. Aceste domenii specifice pot fi folosite pentru a delimita in
mod generic tendintele matematicii pana in ziua de astazi, in sensul delimitarii a trei
tendinte specifice: studiul structurii, spatiului si al schimbarilor.

Studiul structurii se bazeaza in mod generic pe teoria numerelor: initial studiul
numerelor naturale, apoi numere intregi, continuand cu numere rationale si in sfarsit
numere reale, intotdeauna corelate cu operatiile aritmetice intre acestea, toate acestea
facand parte din algebra elementard. Investigarea in profunzime a acestor teorii si
abstractizarea lor a dus in final la algebra abstracta care studiazd printre altele inele
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(algebra) si corpuri, structuri care generalizeaza proprietatile numerelor in sensul
obignuit. Conceptul indispensabil in fizica de vector, generalizat in sensul de spatiu
vectorial si studiat in algebra lineara este comun studiului structurii si studiului
spatiului.

Studiul spatiului porneste in mod natural de la geometrie, incepand de la
geometria euclidiand si trigonometria familiard in trei dimensiuni si generalizata apoi
la geometrie neeuclidiand, care joacd un rol esential in teoria relativitatii. O multime de
teorii legate de posibilitatea unor constructii folosind rigla si compasul au fost
incheiate de teoria Galois. Ramurile moderne ale geometriei diferentiale i geometriei
algebrice abstractizeaza studiul geometriei in directii distincte: geometria diferentiala
accentueaza uzul sistemului de coordonate si al directiei, pe cand geometria algebrica
defineste obiectele mai degrabd ca solutii la diverse ecuatii polinomiale. Teoria
grupurilor investigheaza conceptul de simetrie in mod abstract, facand legatura intre
studiul structurii si al spatiului. Topologia face legatura intre studiul spatiului si studiul
schimbarilor, punand accent pe conceptul continuitatii.

Studiul schimbarii este o necesitate mai ales in cazul stiintelor naturale, unde
masurarea si predictia modificarilor unor variabile este esentiald. Calculul diferential a
fost creat pentru acest scop, pornind de la definitia relativ naturald a functiilor dintre
diverse dimensiuni §i rata lor de schimbare in timp, metodele de rezolvare ale acestora
fiind ecuatiile diferentiale. Din considerente practice, este convenabil sa se foloseasca
numerele complexe 1n aceastd ramura.

Schimbarea poate fi si o metamorfozare sau o hibridare matematica, gratie
SM, prin care apar entitdti matematice noi, de care s-a amintit (conopiramida g.m.a) si
care pot transforma suprafetele complexe, considerate pana in prezent nematematice,
in suprafete complexe matematice si, astfel, se pot largi nedefinit posibilitatiile de
exprimare, reprezentare, descriere si, prin acestea, de simplificare si Tmbunatatire a
generdrii suprafetelor tehnice complexe, din ce in ce mai numeroase.

Inainte de-a arita cum SM realizeaza aceastd transformare, e necesar si
spunem ce este supermatematica (SM) ? Dar, Tnainte de asta, e necesar sa stim ce
este matematica?

Conform declaratiei, facuta de matematicianul de prestigiu Acad. Solomon
Marcus, nimeni n-a reusit sa dea o definitie acceptabild matematicii. ,,/Nu putem spune
ce este matematica, dar putem spune ce nu este matematica”’, declara domnia sa.

In aceste circumstante, definitia supermatematicii (SM) este posibila si usor
de stabilit: supermatematica este o extensie nelimitatd, infinita, a ceea ce nu stim ce
este, adicd a matematicii.

Este incredibil, dar adevarat, cd supermatematica s-a ndscut prin simpla
expulzare a unui singur punct, a polului P, din originea O(0,0), in oricare alt punct din
planul cercului, si care pol P a fost denumit ex-centru E(e,g) sau S(s,g). Si, In acest
mod, toate functiile trigonometrice centrice au fost multiplicate de la unu la infinit,
corespunzator numarului infinit de puncte in care poate fi plasat excentrul E sau S. Si,
mult mai important, au aparut o pleiada de functii noi, deosebit de utile in stiinta si in
tehnologie. O ramura importantd a matematicii aplicate, despre care se va vorbi 1n
continuare, este trigonometria si, evident, functiile trigonometrice centrice si, mai
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ales, excentrice, care pot defini o trigonometrie excentrica, asa cum a denumit-o Dr.
Ing. Sorin George Le Mac.

Trigonometria (din limba greaca tpiywvog trigonos = triunghiular si pétpov
métron = masurd) e o parte a matematicii care studiaza unghiuri, triunghiuri si functii
trigonometrice precum sinusul, cosinusul si tangenta. Unii matematicieni considera
trigonometria o subdiviziune a geometriei iar altii ca o stiin{ad matematica distincta.

Originea trigonometriei se considerd a fi in cultura antica din Egipt, Babilon si
Valea Indului, acum mai mult de 3000 de ani. Matematicienii indieni au fost pionerii
calculului algebric, cu aplicatii in astronomie si in trigonometrie. Lagadha e unicul
matematician cunoscut care a utilizat geometria §i trigonometria pentru astronomie in
cartea sa VEDANGA JYOTISHA, cu toate ca multe din lucrarile sale au fost distruse de
catre invadatorii Indiei.

Matematicianul grec Hipparchus a compilat un tabel trigonometric pentru
triunghiuri cu circa 150 .Hr.. Un alt matematician grec, Ptolemeu (circa 100 1.Hr.) a
continuat sa dezvolte calculul trigonometric.

Savantul Shia Musulman Nasir al-Din Tusi a fost probabil primul care a
considerat trigonometria ca o disciplind matematica distinctd si a fost primul care a
descris sase cazuri ale unui triunghi dreptunghic in trigonometria sferica.

Mathematicianul, de origind silesa, Bartholemaeus Pitiscus a publicat o lucrare
importanta in trigonometrie n anul 1595 si a introdus cuvantul in limbile franceza si engleza.

Existd un numar enorm de aplicatii pentru trigonometrie. O importanta speciald
detine tehnica de triangulatie care este utlizata in astronomie pentru a masura distanta pana la
stelele apropiate, in geografie pentru a masura distantele intre repere terestre si 1n sisteme de
satelit pentru navigatie (maritima, in aviatie si n spatiul extraterestru). Alte domenii care
utilizeazi in mod deosebit trigonometria este topografia. in acest domeniu, trigonometria
excentrica, adica FSM-CE vor simplifica mult solutionarea problemele de planimetrie.

Deoarece corectiile aduse matematicii, prin complementele de matematica
signadforasica (MS), cat si a celor de supermatematica (SM) influenteaza profund
aceasta stiinta, nu putem incheia aceasta introducere a capitolului fara sa ne referim si
la anumite aspecte / probleme filozifice ale matematicii.

Filozofia (filosofia) (gr. ¢ilocogia, philein si sophia, dragoste de
intelepciune) este o modalitate de gandire si investigare, formatad dintr-un ansamblu de
notiuni si idei, care tinde sa cunoasca si sa inteleaga sensul existentei sub aspectele sale
cele mai generale, o conceptie generald despre lume si viata. Filosofia se deosebeste de
stiinta, prin faptul ca isi pune intrebari la probleme cu caracter general, In timp ce
stiinta acumuleaza cunostinte particulare in urma observarii realitatii si experientei.

in filosofie nu se obtin niciodati raspunsuri definitive (desi si postulatele
stiintifice sunt valabile pana la dovedirea contrariului, nefiind absolute), cu fiecare
raspuns primit, problema ramane mai departe deschisd. De aceea, se poate spune ci
»istoria filosofiei este istoria intrebarilor care revin §i a raspunsurilor care trec”. S-ar
putea spune ca filosofia este chintesenta cunoasterii, baza tuturor stiintelor, in mod
paradoxal nefiind 1nsa o stiinta la randul ei.
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Metafizica este un domeniu al filozofiei al carui obiect de studiu il constituie
explicarea naturii lumii. Este studiul fiintei si fiintarii, deci al realitatii. Metafizica adreseaza
gandirii intrebari de tipul, "Care este natura realitatii?", "Care este locul omului in Univers?"

O ramura esentiald a metafizicii este ontologia, investigarea categoriilor de lucruri
care exista In lume si a relatiilor dintre acestea. Metafizicianul incearca sa clarifice notiunile
prin care oamenii inteleg lumea, incluzand existenta, notiunea de obiect, proprietatea, spatiul,
timpul, cauzalitatea, interconexiunile §i posibilitatea.

Mult mai recent, termenul metafizica a fost asociat pentru a caracteriza subiecte care
sunt "deasupra" sau "in afara" acestei lumi fizice, neavand o conotatie ontologica academica.
Termenul "metafizica", folosit intr-un sens peiorativ, avand denominarea de senzational,
supranatural, asociat cu alte pseudostiinte cum ar fi spiritismul, "citirea" in cristale, rune sau
tarot, prezicerea viitorului, ocultismul, etc. nu este recunoscut de filozofia academica, aidoma
sus-numitelor pseudostiinte care nu au nimic de-a face cu metafizica.

In filozofia matematicii, termenul de constructivism presupune ci este
necesar si suficient ca un obiect matematic sa fie "gasit" sau "construit" pentru a
demonstra cad existid. In prezenta lucrare vor fi etalate o infinitate de noi obiecte
matematice, majoritatea celor esentiale evident inventate si destul de multe, in special
cele cu veleitati artistice, ,,gasite”, pentru ca au fost pierdute de Euler prin alegerea
neinspirata a trei puncte confundate (originea, polul si centrul cercului unitate) la
redefinirea functiilor trigonometrice ca functii circulare directe.

Daca se presupune ca obiectul matematic existd si aceastd presupunere
conduce la o contradictie, atunci obiectul nu a fost gasit si, in concluzie, existenta nu i-a
fost dovedita, conform constructivistilor.

Constructivismul este adeseori confundat cu intuitionismul, desi de fapt,
intuitionismul este doar un anumit tip de constructivism.

Intuitionismul sustine ca fundamentele matematicii constau in intuitia
matematica individuala, facind astfel matematica o activitate subiectiva intrinseca.

»Matematica este regina stiintelor, pentru cd aici nu existd loc pentru
interpretari, aproximari, greseli sau masurdri gresite, s.a.m.d. Aici nu se mai revine
aproape niciodatd cu reevaluari in lumina noilor descoperiri: “sa vedeti ca ceea ce

credeam acum 50 de ani nu mai este valabil astazi”’. Lucrurile se demonstreaza clar,
odata pentru totdeauna, daca sunt asa sau sunt pe dos.

Si totusi...

3.2 MATEMATICA SIGNADFORASICA (MS) A LUI
Octavian Nicolae Voinoiu

Cele cateva notiuni de matematica signadforasica (MS), ce vor fi prezentate in
continuare, sunt extrase din magistrala lucrare a profesorului Octavian N. Voinoiu
~BAZELE MATEMATICII SIGNADFORASICE” publicata in editura Nemira din
Bucuresti in anul 1996.

S-au inserat aceste complemente de matematica, in prezenta lucrare, pentru a
justifica introducerea noilor notiuni de tangentd Voinoiu (tanva = tgv a), cotangenta
Voinoiu (cotva = ctgva) s.a. alaturi de functiilor corespondente, introduse in mod
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gresit in matematica centrica, asa cum se demonstreaza in MS si asa cum se va putea
observa, simplu, in SM. Ambele matematici converg spre aceleasi solutii, in domeniul
functiilor compuse tan o = tga, cot a= ctga, seca si coseca. Si, totodatd, de a starni
curiozitatea cititorilor pentru revolutionarele concluzii cuprinse in MS.

Dupa parerea competentd a Acad. Alexandru Surdu, din prefatd lucrarii
sMatematica signadforasica”, MS reconsiderd intreaga matematicd elementara,
superioara, trigonometria si geometria in baza noilor ei axiome, aducand la rampa, pe
de o parte, noi modalitati de interpretare a unor notiuni clasice ca: derivata,
diferentiala, dezvoltare in serie, etc. iar, pe de altd parte, impunind reguli socante,
intr-o totala contradictie cu spiritul clasic al gandirii matematice.”.. > Iatd un fenomen
straniu, fara precedent 1n istoria gandirii. O stiin{d care a ajuns in stare pozitiva, revine
la starea metafizica. lar aceasta stiintd este cea mai veche, cea mai simpla si cea mai
exacta dintre toate - este matematica”

Pentru intelegerea matematicii signadforasice (MS: signa = semn, ad foras =
afara, pus in fatd) autorul ne trimite la notiunile de numar, semn, variabila, finalizate
prin procedee de prezentare, de diferentiere si reguli de calcul.

Notiunea, de la care pleacd MS, este cea de variabila signadforasica, prezenta
in componentele ei diacronice de semn si valoare. Necunoscuta x, in forma generala,
este expresia unei forme dihotomice /x/ | x | in care semnul grafic /x / desemneaza
semnul variabilei, iar | x | pune in evidentd valoarea ei absolutd (aritmeticd), fiecare
dintre parti supunandu-se axiomelor specifice semnului si, respectiv, modulului.

Semnul / x /, asociat valorii absolute, ca element, este studiat in doua ipostaze:

e Daca este identificabil cu unul dintre elementele (+) sau (—), el face parte din

multimea semn ,,SEMASIA” S (-3 +)

e Daca /x/ nu apartine acestei multimi, atunci el intrd In componenta multimii
M(/x/), randuita, cum afirma autorul, prin intermediul unei functii ,,SIGNUM” Sg(r)
de cu totul alte axiome. Axiomele specifice, atdit multimii SEMASIA cat si functiei
SIGNUM, sunt strans legate de notiunea de accedere, definitd ca o prezentd, in
vecinatate a elementelor, notiune pusa in evidentd prin semnul grafic//.

Operatiunea de scadere a fost inlocuitd cu o accedere, in care scazitorul este
inlocuit prin opusul lui, notat simbolic x. Notiune de ,,opus” al unui element
apartinand mul{imii SEMASIA.

Accederile de semn pot sa apard in urma supunerii variabilelor signadforasice
operatiilor matematice de accedere, inmultire, logaritmare, derivare s.a.

Intr-un anumit fel, operatia de accedere rezolva problemele de pozitionare,
sau de spatiu. Pentru reglementerea actiunilor in timp, s-a introdus notiunea de
succedere, notata \ \, pe elementele unei multimi, iar in cazul manifestarii unor nsusiri
atat pozitionale cat si temporale se aplica operatia Wolner (/\\/).

Plecand de la notiunea de variabila signadforasicd, s-a definit notiunea de
»Masor” ca produs dintre o variabild signadforasica §i o constanta signadforasica,
expresie de forma

(x/ [x]ye (/A7 |A)),
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in care, ordinea celor doud paranteze este fundamentala. A mai fost definita notiunea
de ,,Polimasor” prin operatia de accedere aplicatd pe multimea masorilor.

In cazul produsului a doi, sau mai multi masori, sau in cazul general al unor
expresii signadforasice, s-a plecat de la o dependentd a semnului produsului de
semnele factorilor, data de o relatie generala de forma

(/x/| x]) o(/y/ |y]) = /x/n/y/m |X|®]y] in care, tindnd cont de axiomele accederii
pe elementele multimii SEMASIA, aceasta relatie dezvaluie trei cazuri distincte:

e Pentrun=m=| 1| rezultd regulile de semn ale inmultirii din algebra clasica;

e Pentru n =2, m = 2 rezulta regulile inmultirii din aritmetica.

e Variantele n = 1 si m = 2 ca si pentru n = 2 si m = 1 constituie una din
axiomele matematicii signadforasice pozitionale, factor principal stanga, cu sigla
(MSPS) si, respectiv, factor principal dreapta, matematicd ce constituie obiectul
matematicii signadforasice (MS).

Legea de baza a inmultirii in MSPS devine

(/x/ [x|)o(/y/ ly| ) = /x/ (|x|®[y]) valabila pentru 2 sau mai multi factori.

Pentru 3 factori este:

xeyez=/x/(|x|e|y|e|z])

Din axiomele de baza ale MSPS se deduc si rezultatele care stau la baza impartirii in M'S:
xey=z —/x/([x|ely|) =/z/|z|—/x/ = /z/din care rezulta

/xX/|\x|=/x/z|/|y|=/x/|z|ly sau

Ix/yl=/x/|z|/x

Rezulta de aici ca, in matematica signadforasica, semnul unei fractii este dat
numai de semnul numaratorului, cu implicatii profunde daca amintim ca

. A
hmx—>0;=/A/ |°°|
sau ca fractia signadforasicd, care defineste tangenta centricd tgx = tan x, a carei

expresie este
sinx

=/s/ | sinx | /cosx =/s/tanx,

CoSXx
face ca perioada acesteia sa devind egald cu perioada functiei sinx, adica 2m, in acord

deplin cu o teorema de baza a matematicii, care afirma ca o functie compusd, cum este
si tangenta, trebuie sd se bucure de toate proprietatiile functiilor componente.

Vom denumi, in continuare, aceastd functie trigonometrica centrica, tangenta
Voinoiu si se va nota tgvx sau tanvx; cele doua tipuri de tangente centrice fiind
prezentate in figura 3.1.

In cazul ridicarii la putere se obtine egalitatea

x"=/x/|x |V (x € /R/|r|), egalitate care, pentru exponenti pari si valori
negative ale variabilei signadforasice devine, in cazul particular n =2

(/-/|1|>2=/-/|1|sau1//—/|1| =/-/|1],

rezultate complet diferite de cele din matematica clasica.

Rezultd ca, axioma fundamentala a MSPS transformd semiaxa negativa
(/-/| R]) in sediul unei structuri de grup abelian in care conventiile clasice sunt total
inlaturate, dezvaluind, dupa afirmatiile autorului MS, o altd lume, bazata pe cu totul
alte reguli intr-un univers eminamente real, in care
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e logaritmii cu baza negativa au aceeasi legitimitate ca si cei cu baza pozitiva;

e functiile de grad par nu mai sunt obligate sd-si schimbe curbura cand
variabila trece prin valori negative;

e semnele ,infinitiilor” sunt impuse de alte reguli;

e ccuatiile de grad par nu mai fac ,,notd discordanta” si, ca o consecinta, intre
numarul radacinilor si gradul ecuatiilor apar alte legi;

e derivatele signadforasice sunt mult mai generalizatoare si capata alte interpretari.

3 &

4 4

a 2
e A

S 2 3 4 3 P o ) 1 2 3 B / &

4 -4

_6 -6

Fig. 3.1,a Tangenta clasica (Euler) Fig. 3.1,b Tangenta noua Voinoiu
tg X =tan X = sin X / cos X tav x = sin x / Abs[cos X]

Odata cu aparitia SM, prin definirea celor doua determinari ale functiilor circulare
excentrice, prima, de indice 1, datd de intersectia semidreptei turnante pozitive cu
cercului unitate sau cu tangenta la acesta in A(+1, 0) si, o a doua, de indice 2, data de
intersectia cercului unitate sau a tangentei in A(+1, 0) cu semiaxa negativa, a iesit in
evidenta lipsa de consecventa la definirea functie circulare centrice Euler tg x = tan X,
prin faptul ca, in primul cadran si in cadranul IV, intersectia tangentei la cercul unitate
din A(+1, 0) se realizeaza cu semidreapta pozitiva, iar in cadranele II si III cercul
unitate este intersectat de semidreapta negativa, ambele semidrepte fiind adiacente in
O si turnante in jurul originii O(0,0).

Prin introducerea in matematica a tangentei Voinoiu, intersectia se realizeaza
cu aceeiasi semidreapta turnantd pozitiva, dar cu cele doua tangente la cercul
unitate, una in A(+1, 0) si a doua in A’(-1,0) la cercul unitate. Asa cum se poate
observa din figurile 3.1, tangenta Voinoiu nu mai realizeaza salturi la x = 7/2 + k.t de
la un infinit la celalalt.

3.3.FUNCTII CIRCULARE / TRIGONOMETRICE CENTRICE
rada SI dero, ECHIVALENTELE IN CENTRIC ALE functiilor SM
CIRCULARE EXCENTRICE (FSM-CE)
radial excentric rex SI DERIVAT EXCENTRICE dex6
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In planul euclidian R? se considera cercul unitate CU(O, R = 1) din figura 3.2,
de raza R=1 si cu centrul in originea O(0,0) a sistemului de coordonate cartezian drept
xOy.

Fie W(0) = A(1,0) sia — W(a) functia de reducere la primul cerc.

Functiile trigonometrice centrice (FTC) sau functiile circulare centrice (FCC),
deoarece se refera la definirea lor pe cerc de catre Euler, sunt functii reale de variabila
reald a unghiului orientat Za asociat lui a. Unghiul orientat este Za = W(0) o W( o),
iar W(a) = (X, y).

Pentru orice numar real a si 0, corespondentele

X— C0S4 X= c0S X=x, sau 6 — cos40 = cosf =x
(3.1) X — Singd <= sin x=1y, sau 6 — sin40 = sinf =y, cand x £ 0

X— tand = tan <= % sau tan#60 = tanf =%

(s altele: ctg = cot, sec, cosec = csc, versin) sunt functii circulare centrice (FCC).

In acord cu interpretarea geometrica, dati de Gauss (1797), multimea
numerelor complexe poate fi interpretatd ca fiind multimea punctelor planului
euclidean, unde x, y reprezintd abscisa si ordonata punctului P = (x, y).

Daca z = (x, y) este un numdr complex oarecare, atunci
3.2) z=(x,y)=(x,0)+(0,y) =x + 1.y este expresia algebrica a numarului complex.

In aceasta scriere
(3.3) x=Rez, y=Imz reprezintd partea reala si, respectiv, partea imaginara a
numarului complex z. Modulul numarului complex z este

(34 |z|=r=/x%+ y?, iar0=argz=arctan Y este argumentul acestuia.
X

In acest fel, forma trigonometrici de scriere a numiarului complex z este
(3.5) z=r(cos 6 +1isin 0), iar forma exponentiala, datd de Leonhard Euler (1707
- 1783), pe baza notatiei lui Roger Cotes (1714)
(3.6) cosO+isinf=¢ este
3.7 z=r.e" incare r=|z| si 0=argz

3.4 DEFINIREA FUNCTIILOR RADIAL (rada)
SI DERIVAT (dera) CENTRICE

Din punct de vedere istoric, aceste functii centrice noi (si vechi 1n acelasi timp)
au fost introduse in matematicd dupa FSM-CE rex6 si dex. Deoarece FCE cex, sex,
tex, ctx s.a. au echivalente in domeniul FCC pe cos, sin, tan, ctg, s-a pus, in mod
justificat, intrebarea: care sunt echivalentele in centric ale noilor functii rex0 si dex6 ?

Si, o intrebare bine pusd, da si solutia: ele sunt rad si der de 6 = a, 1n acest caz,
al excentricitatii nule (e =s = 0).

Functia rad nu trebuie confundata cu functiile Rademacher [Pop Eugen, s.a.
,»Metode in prelucrarea numerica a semnalelor”, Vol. I, Ed. Facla, Timisoara, 1986,
pag. 22 s.u.], cu ajutorul carora se pot construi familii de functii ortonormate totale
(3.8) rad (n,0) =sgn (sin2n0), O =t/ T, care permite construirea functiei Walsh
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(3.9) wal (m0) =] [[rad(k,0)]"* ,m=1,2,...(2"-1), deci, ca produs de functii
k=1

Rademacher; exponentul p, avand valoarea 0 sau 1 dupa anumite reguli, numite de

ordonare si servind sintezei semnalelor de diferite forme in impulsuri dreptunghiulare.

Se va vedea, in continuare, cd aceleasi functii dreptunghiulare, ca si multe alte functii

speciale, pot fi mult mai simplu si mai eficient reprezentate cu ajutorul FSM-CE dex0,
coq0 si siq0.

deafik, S{u=il; =y

rex[H, S oy

Fig. 3.2 FCC noi rada si dera precum si FSM-CE rex6 si dex6

In schimb, functiile radial — rad - si derivat — der- centrice sunt aceleasi cu
functiile e definite de P. Hamburg [Hamburg, P. s.a.. ” Analizd matematica. Functii
complexe” EDP, Buc., 1982, pag 7...16 ]

e(0)=[1+1i.pO)]/[1—-1pO)], cu proprietatiile

e(0+2n)=e(0),le(0)=1,e(0)=1,e (0, +6,)=e(0)). e(6,),
proprietati care sunt aceleasi cu cele ale functiilor rada si dera

rad0=1, derO=radn/2=1, radn=-1, rad(o+2n)=rada,

der (a+2m)=dera,|rada|=|dera|=1,

dera=d(rad o) /da=rad (e +7/2)

rad(o; + o) =rad a;. rad oy ,
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rad (o, — o) =rad o / rad a .

Toate punctele planului, apartindnd cercului unitate centric CU(O,I), au
coordonatele egale cu ale punctelor W = (x, y) = (cosa, sina) si modulul
(3.10) |z|=R=Vcos?a + sin’a=1
Atunci, pentru arg z = a, apare o corespondenta directd intre numerele reale o si
functia de reducere la primul cerc W(a). Corespondenta
(3.11) a—rad/ o =rad 0= e “se numeste FCC ,radial centric de o”, notata rad o

Ea are expresiile

. n
(3.12) rada=¢'"= 28"% =cosatisinoa= W(a)=(Xx,y)

Punctul W = (x, y), afixul numarului complex z = x + 1 y este determinat de
vectorul 7(a) denumit versorul directie o, deoarece are punctul de aplicatie in originea
0(0,0) a axelor xOy si este de modul egal cu unitatea si de argument a.

La notatia vectorului unitate al directiei o (rado) nu_mai necesitd o bara
deasupra, deoarece, rada nu poate fi altceva decat vector unitate, versor, sau fazor,
astfel ca se poate scrie
(3.13) #(x)=rado.

Prin derivarea functiei rad o, data de (3.12) rezulta

d(rad . . .

% =i.e" = —sinx +i.cos x =W, (oc + g)

Vom denumi aceastd functic derivata excentrica de a si va fi notatd dera,
fiind exprimata de corespondenta

(3.15) x> ders < =der « = i.e"* = rad(« +m/2)

Notand cu d versorul, vectorul unitate (fazorul, sau cronoidul, cum mai sunt
numiti vectorii unitate) directiei tangente in W(a) la cercul unitate CU, din aceleasi
considerente, ca cele anterioare, se poate scrie
(3.16) d =dera,
fara utilizarea barei deasupra vectorului unitate dera.

Vectorii unitate 7 si J, ai axelor de coordonate x si y, pot fi exprimati cu
ajutorul noilor vectori unitate astfel:

317 i, = 1 =rad0° = der(—m/2)
' Uy, = j=der0° = rad(+m/2)
Apeland la regula paralelogramului, de insumare a vectorilor §i a numerelor
complexe, se obtine
d (= 5 - ate-ia
una dintre formulele deduse de Leonhard Euler in 1740, din relatia lui Roger Cotes.
In acelasi mod rezulta
rad« +rad(nt—a)

(3.19) >
a doua formula a lui Euler.

Din aceste formule, Euler a obtinut dezvoltarea in serie de puteri, in care
variabila a s-a inlocuit cu x pentru a respecta notatia traditionald a lui cosx i sinx, cu
expresiile (1.1) si (1.2). Cu aceste formule Euler a construit integral trigonometria ca
un capitol al algebrei.

(3.13)

ela_p-ia

— —)_ . b —
=y =sinau, = ———
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Deoarece, asa cum s-a demonstrat, functia radx, ca si derx, pot exprima
functiile trigonometrice cosx si sinx, considerate fundamentale (pentru ca pot exprima
functiile tanx, ctgx, secx §i cscx), rezultd ca, de fapt, noile functii circulare centrice
radx si derx sunt, de fapt, si de drept, functii circulare centrice fundamentale,
deoarece ele pot exprima, asa cum s-a vazut, pe cosx §i pe sinx si, implicit, celelalte
FCC. Functiile rada si dera sunt, asadar, corespondentele in MC ale FSM-CE rex0
si dex0 din ME.

3.5 TEOREME DE ADITIUNE ALE FCC rada SI dera

Ca si celelalte FCC si noile FCC rad si der au teoreme de aditiune sau
formule de adunare si, respectiv, de scadere, foarte asemanatoare cu ale FCC cosa
(pentru dera) si sina (pentru radao).

Fie unghiurile
(320) vy=0+pP sia=0-p sifunctiaradial (centric) de suma de arce rad(6 + f3).
Pe baza egalitatii (3.12), se poate scrie
(3.21) rad(0 £p)=cos (0 £p)+i.sin(0 £ ) =cos 0. cos B = sin O.sin
+1i (sin 0.cosp £ cos0. sin B) = (cosb + 1. sinB).cosP £ (sin6 + i.cos0) sinf =
=rad 0 .cosp=der 0. sin = { rady = pentru +
rada - pentru —
Pentru § = g, din (3.21) rezulta
(3.22) rad(0+7)=der
In mod asemanitor, au fost deduse relatiile

(3.23) der (0 B)=der 0.cosp * rad0sinfp = {j::;/ :Z;)eerrlzttrrl;:-

Se mai pot demonstra, facil, relatiile
(3.24) elO+B) = pi0piB = ¢i¥(cosB + i.sinB) = e (cosp + i.sinB) =

iy
— rad(0 + B) = {em - pentru +
- pentru —

o ] dera — pentru —
LO0=p) _ - =
(325) ie i.rad (6 + p) = der (0 + ) {dery — pentru +

(3.26) (rado)"=radn.a si (rad @) >=rad 2a
227) Vrad «=rad 2% k =0,1,2,...,(n - 1)
Astfel, pentrun=2, - k=2-1=1— k=0,1 si

3

rad=
(3.28) Vrad x= g 2 g% si, pentru n = 3, rezulta
ra =rad-+m
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(3.29)

(3.30)

( rad®)
Vrad <= { rad(%) + 2?” .Pentrun=4, k=0, 1, 2 si 3, astfel ci
a 2T
rad(g) + 2? )
( rad()
rad(>) +=
Z | rad(;) +m
a T
\rad) +37

Pe langa relatiile (3.21) si (3.23), de insumare a functiilor rad si der, de suma

si diferenta de arce, poate fi obtinuta si ralatia lui Pontreaghin

(3.31)

a.rad a.b.rad p = a.b.rad(a + B) care reprezinta Inmultirea vectorului de modul

a i de argument a (arg o) sau de directia o cu vectorul de modul b de pe directia § sau
arg f3, iar inmultirea a doi vector unitate, pentru a=b = 1, este

(3.32)

(3.33)
(3.34)
(3.35)
(3.36)
(3.37)
(3.38)

rad 0. rad B= rad (8 + B) =cos (0 + ) +1isin (0 +p).

Mai pot fi deduse urmatoarele relatii:

der (0 + B) = derf .radp = derp. rad® .

cos n.a.= [rad "o + rad "(-o)] / 2

rad0’ . rad0’ = rad 0°

radn/2 . radn/2 = radn = — rad0’

rad0’. der0” = rad0’. radn/2 = rad 7/2 = der0’

der0’. der0” = radn /2 radn/2 = radn = — rad0’ = dern/2.

In teza sa de doctorat (pag 17), Mihail Germanescu (1899-1962), matematician

roman, profesor la Politehnica din Timisoara (1940), demonstreaza, evident cu alte mijloace,

relatia
(3.39)

31
. 24X A 9 Q 9 . N o
1-e?* = 2sinx.e2 in care, utilizdnd noile FCC si schimband variabila x

cu variabila a, este echivalenta relatiei

(3.40)

1 —rad20 = rad 0° — rad 2a = 2 sino. .rad (3771 + ).

Demonstratie:

Utilizandu-se noile FCC, relatia (3.40) se poate scrie succesiv

rad0® — rad20 = rad0’ — rad (0+20) = rad0° — [rad0. cos2a + der0. sin2a] =

= 1ad0”.(1 — cos2a) + der0’. sin2 a = 2.sin’a.rad0’ - der0’.sin2a =

= 2.sina.rad0’ — 2.sino..cosa.der0’ = 2sina(rad0’.sina - der0’.cosa) =
=—2.sina.der(0 + o)) = 2.sina rad(%n +a).

in Addenda lucririi ,, MATEMATICI SPECIALE” a lui Vasile Branzescu si

Octavian Stanasila (Ed. All, Buc. 1994) se afirma cd un sondaj, realizat in mediile
universitare, cu privire la cel mai remarcabil rezultat al matematicii, pe locul intéi s-a
clasat relatia lui Euler, care stabileste o dependenta intre patru numere importante e, i,

wsi-1.
(3.41)

e™ =—1, relatie care, acum devine evidenta cu vectori si se poate scrie
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(3.42) rad m=der (n + n/2) = der(3 n/2) =—1.
Mai rezulta ca

rad0°=1, radn/2=1, radn=-1, rad%7T =—i
3.6 DERIVATELE SI INTEGRALELE FUNCTIILOR rada SI dero

Derivatele acestor functii se obtin, fara dificultate, prin derivarea uneia dintre
relatiile lor de definitie si / sau prin derivarea lor ca vectori unitate. Astfel, de exemplu,
se stie cd derivata lui i este j, a Iui j este —1, a lui — 1 este — j i a acestuia este din nou i,
s.a.m d. Cu alte cuvinte, prin derivarea unui versor, acesta se roteste cu + 7/2, in sens
trigonometric sau levogin / sinistrorum. in mod aseminitor, daci a este variabila si
modulul este unitate
(3.43) d(rada)/da= dera
(3.44) d(dero)/da =—rad a
(3.45) d(-rada)/do=—dera
(3.46) d (-dera) / d o = rad a, adica, prin derivare, vectorii unitate rada si dera. se
rotesc 1n sens trigonometric pozitiv (levogin, sinistrorum) cu 7/2. Rezulta ca derivatele
de ordinul n vor fi
(3.47) d'(rada)/d o" = rad (o +n g) sid"(der o) /d o" = der (o + ng )

Se deduce imediat ca primitivele acestor FCC sunt
(3.48) [rad.da = —dera =rad(o -g) = rad(o+ 3%)

(3.49) [dera.da = adra = der(a - g) = - der (o + m), rezultand ca, prin integrarea
vectorilor unitate rad si/sau der, acestia se rotesc in sens negativ (dextrorum /
dextrogin) cu g

Cateva aplicatii ale noii FCC sau trigonometrice centrice rad o sunt prezentate
in continuare, la exprimarea sub forma trigonometrica a sumei §i a diferentei numerelor
complexe, la exprimarea grafica a exponentialelor de diverse ordine, s.a.

3.7 FORMA TRIGONOMETRICA CENTRICA A SUMEI
SI A DIFERENTEI NUMERELOR COMPLEXE

Lantul de incluziuni N c Z < Q c R < C .. exprima extensia notiunii de numar.

Introducerea numerelor negative si a celor intregi Z a fost necesara pentru
exprimarea solutiilor ecuatiilor de forma

atx=b, a,b € N, (N -Multimea numerelor naturale 1,2,3, ,n)

Numerele rationale au fost introduse pentru a exprima solutiile ecuatiilor
algebrice de gradulI  ax+b=0, a,b € N (saua,b, e Z).

Numerele reale sunt obiecte ale gandirii umane rezultate printr-un indelungat
proces de abstractizare. Multimea numerelor reale R se justificad, in analiza
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matematicd §i in geometrie, iar pentru exprimarea tuturor solutiilor posibile ale
ecuatiilor algebric de gradul I1

ax2+bx+c=0, a,b,ce R
s-au introdus, In matematica, numerele complexe. Ele au fost descoperite de Niccolo
Tartaglia (1499 — 1557) si Gerolamo Cardan (1501 — 1575) din dorinta lor de a
rezolva, prin radicali, ecuatiile algebrice de gradul III si/sau IV cu coeficienti reali.

Se cunosc forme algebrice, aritmetica si exponentiala, trigonometrica,
geometrica- in planul numerelor lui Gauss- si vectoriala ale numerelor complexe C.

Forma trigonometrica a operatiilor cu numere complexe este cunoscuta numai
pentru inmultirea si Tmpartirea lor, precum si pentru ridicarea la o putere, ca o operatie
repetatd de imultire a numarului complex cu el insusi (formula lui Moivre), sau
extragerea radicalului de un ordin oarecare.

Pana in prezent, nu a existat o forma trigonometrica a sumei si a diferentei
numerelor complexe, deoarece nu au existat nici functiile trigonometrice rada si dera
(rex6 si dex0), cu ajutorul carora acest lucru sa devina posibil.

Si nici ME care realizeaza si mai bine acest lucru, ceea ce se va vedea intr-un
capitol cu privire la functia radial excentric rexo.

Fig. 3.3 Suma si diferenta vectoriala a numerelor complexe

Se cunoaste [Homentcovshi, D. ,,Functii complexe cu aplicatii in stiinta si
tehnica”, Ed. Tehnica, Buc.,1986] ca suma si diferenta a doua numere complexe z; si z,
este numarul complex Z, definit de cele doud diagonale ale paralelogramului construit
pe cei doi vectori 7; si 7; diagonala cea mai lunga reprezentind suma (Zy = z,+2,) si
diagonala mai scurta diferenta (Z,,1= z,—z). Lungimile diagonalelor Ry 4 care sunt si
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modulele numerelor complexe Zs 5, formeaza cu vectorii 7; si 7, cate un triunghi (Fig.

3.3) in care se poate aplica teorema cosinului sau teorema lui Pitagora generalizata.
Unghiul ys , dintre cele doua laturi opuse rezultantelor Ry 4 , care intereseaza,

in acest caz, este

(3.50) ys=m—(p—0y) s ya=o0p—a, astfel cosys == cos(o,—0y) i,

in consecinta, rezulta, scris concentrat, modulele rezultantelor

(3.51) Rs =\/r12 + 17 — 21 1y008Ys A

sau, scotand fortat pe r, in fata radicalului, rezulta
(3.51°) Ry s = rz\/l + 52 —2scosygp =12 Ry a = rz\/l + s2+ 2scos(a, — aq)
in care, semnul plus este pentru suméa si semnul minus pentru diferenta, iar s este
raportul s = r;/r, (sau excentricitatea liniara numerica) si se poate anticipa ca,
modulul sumei si a diferentei numerelor complexe, este dat de FSM-CE radial
excentric de o (Rexa) exprimata pe cercul de raza R =r,.

in final, expresia trigonometrici a sumei si a diferentei celor doud numere
complexe, exprimate cu ajutorul FCC rada este
(3.52) Zsa=z1tzp=r111ad 0y 1 .rad A =T13. \/1 + 52+ 2scos(a, — aq) .rad0 5 5
in care 0 = o—f = o — arcsin [s.sin(a - €)], B fiind unghiul dintre Ry si 1, astfel ca
(3.53) Oy = ap +arcsin | % sin (o — ay) |

In rezumat, modulul sumei si a diferentei a doud numere complexe este dat de
FSM-CE de variabila centrici o sau poate fi exprimatd prin teorema cosinus
(Pitagora generalizatd), iar directia este datd de unghiul la excentru 0 si, astfel,
numarul complex suma si, respectiv, diferentd Zy, , fiind complet determinat / definit.

3.8 FORMA GEOMETRICA A EXPRESIILOR EXPONENTIALE
DE FORMA x"si x'"

Fie triunghiul dreptunghic OSW (Fig. 3.4) cu unghiul drept in S si de unghi a
in centrul O(0,0). Astfel, latura OW, numita de noi segmentul subunitar al
semidreaptei exponentialelor, poate fi exprimata prin relatia
(3.54) OW = R.rada si, pentru R = 1, rezulta
(3.55) Z= OW = rada a cirui proiectii pe directiile x si y, ale unui reper cartezina
drept, sunt
(3.56) % = 0S = cosa.rad0°, de modul x =cos a si ¥ = SW = sina. der0°.

Rotindu-l pe ¥ cu + o, in sens trigonometric / levogin (sinistrorum), latura OS
se suprapune peste latura OW si proiectandu-l din nou pe axa x rezulta
(3.57) %, = cos?a.rad0® = x*rad0°, a cirui modul este x, = cos’a.

Rotindu-I pe x, cu + a si proiectandul, din nou, pe directia x in x5 rezulta
(3.58) %3 = cos3a.rad0® = x3rad0°.
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Repetand, in mod analog, operatiile vor rezulta, in continuare, diversele puteri

ale lui x: x*, x°, .. .x", ..

1= x? 15t =x?

»

Fig. 3.5 Reprezentarea radicalului de ordinul n (3/x=x"n ) si a exponentialelor

m
de forma xn = Vx™ din numirul x < 1
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In acest fel, a rezultat una din multiplele metode grafice de exprimare a
diverselor puteri X" ale unui numar oarecarei x < 1.

Pentru X = 1/x > 1, se considera vectorul Z, ca proiectie a vectorului X de pe axa x, pe
directia OW, in care X rezulta
Rotindu-1 pe acesta cu +a peste OW si considerand-ul proiectie a lui X, pe
OW rezulta
rado® 1

(3.59) X = X.rad0° = = =-rad0".

X
(3.60) £, = 222° = L 14d0° = X2.rad 0°.
cos“a X

Repetand operatiile, vom obtine, in continuare, diferitele puteri ale unui numar
oarecare X : X°, X*, .. ,X™, .in care X = I/x >1.

Pentru exprimarea radicalilor de diverse ordine dintr-un numaér 0 < x <1, se
considerd vectorul 7 = R .rad o (Fig. 3.5), care, pentru R = 1, este versorul directiei a
rad o, a carui proiectie pe axa x este
(3.61) % = cosa.rad0’

Procedeul grafic prezentat in figura anterioara seamana foarte mult cu
instrumentul XYZ al lui René Descartes [René Descartes, La Géometrie]

O verticald, ridicatd din varful lui X, intersecteazi cercul CE[R = 0.5; C(0,5;
0)], denumit de noi cercul exponentialelor, care trece prin centrul O(0,0) al cercului
unitate orientat CU[R=1,0(0, 0)] si prin originea lui A(1,0), intr-un punct M (x, y) de
raza polara OM = x din 0(0,0).

Demonstratie: Triunghiul OMA este dreptunghic, cu unghiul drept in M,
deoarece M se afla pe cercul exponentialelor CE si latura opusd acestui unghi este un
diametru al cercului CE si ipotenuza a triunghiului OMA.

Se stie, din teorema inal{imii, ca inalfimea unui triunghi dreptunghic, care este
perpendiculara pe ipotenuza acestuia (y) este egald cu produsul segmentelor
determinate de ea pe ipotenuza OA, adica
(3.62) y =x.(1x) =x—-x"

Pe de alta parte, modulul razei polare 73, din O a lui M este
(3.63) Il Py Il = /x2 + y2 = /x2 + (x — x2) = /x, ceea ce era de demonstrat.

Concluzii: Daca pe cercul unitate CU se alege un punct W(1, o) = W (cos a,
sin o), pe aceeasi verticald cu M (X,y), a caror proiectii pe axa Ox sunt aceleasi si egale
cu x = cosa, atunci modulul vectorul OM este egal cu radicalul lui x, adica
(3.64) |l 7y l= OM = +/x = /cos x.

Rotind vectorul 7, pAni ce se suprapune peste axa X, obfinem, pe aceastd axa,
valoarea radicalului din x si vectorul
(3.65) +/x.rado’. Ridicand o perpendiculara din varful acestui vector, ea intersecteazi
pe CE 1intr-un punct M, a cérui raza polara r; este

, 1 s
(3.66) OM; =7, = +/+/x.radf; = x+.radf;, in care cosp;=x", s.a.m.d. pentru
urmatorii exponenti. Se observa imediat ca, pentru n — oo, punctul M, < X; tinde pe
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cercul exponentialelor spre originea cercului unitate A(1,0), adica OM,, —1, oricare ar
fix<l.

Deci, ridicAind o perpendiculard in x<1, ¥ = cosa.rad0’, pe axa Ox, ia
intersecteaza cercul exponentialelor in M si OM =v/x. Daci-1 rabatem pe OM = v/x pe
axa Ox obtinem, pe ax, punctul de modul x,=Vx. Ridicand din nou o perpendiculara
pe Ox in x; si intersectand-o cu CE, obtinem punctul M; ¢ Xg si raza polara centrica,

din O, OM, a cirui modul este v/x; = vVx, s.a.m.d.

Prin urmare, prin cresterea lui n, al exponentul 1/n, punctele M; se deplaseaza pe CE
din M spre A(1, 0) si proiectiile acestor puncte pe Ox sunt diversele puteri ale radicalului lui
X.

Procedand in mod invers, intai rotindu-l pe x, pana ce varful vectorului ajunge

pe CE, se vor obtine succesiv, pe CE, punctele P,, Py, P ...P,, apoi, proiectandu-le pe

Ox , obtinem succesiv o parte din puterile pare ale lui lui x™ i x xtx%x",x% (n
=1,2,..)sipentrun — o, P, — O(0, 0) si x" casi x> 0, pentru x < 1. Rezulta
ca, cercul exponentialelor CE ofera de la M (x,y) spre A (1,0) exponentii radicalilor

de diverse ordine 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, ... 1/n ? iar de la M spre O(0,0) exponentii

puterilor 2, 4, 8, 16, ...lui X" pentrux < 1.

Asa cum s-a prezentat anterior, prin rotirea Iui OS peste OW, pe segmentul
subunitar al semidreptei exponentialelor OW se obtin diverse puncte P;, (i=0,1,2 ...
n) a caror proiectii pe axa X au abscisele X’ =x x, %, x4 s.a.m.d.; punctele P;
tinzand, pe aceast segmentul subunitar al semidreptei exponentialelor, din Py = W(x, y)
sper O(0, 0), pentru x<I. Razele polare ale punctelor P;, de pe segmentul
exponentialelor, au toate acelasi argumet o si au razele polare de modul r; care
exprimi pe x la exponentialele n, x": x" =1, x*, x°, x* ,..., x" = 0, pentru x < 1. Punctul
initial al segmentul subunitar al semidreptei exponentialelor este Py =W (x =cos a, y
= sin a) §i punctul final P, = O, pentru n — oo,

Pentru x > 1, punctele P; se deplaseaza tot pe semidreapta exponentialelor dar
evolueaza pe segmentul supraunitar, de la P, = W spre infinit.

Daca nu rabatem segmentele de pe axa x pe segmentul subunitar al semidreptei
exponentialelor, ci coboram perpendiculare pe ea din punctele axei x, incepand din S(x,0)
obtinem punctele a ciror reproiectiri pe axa x dau exponentialele exponentilor impari x* , x°,
X, .. x™ n=1,2,3,..Cuaceasti observatie, putem obtine exponentiale cu exponenti
fractionari. De exemplu, plecand din S(x, 0) prin doua rotatii, proiectari pe x si rabateri pe
semiaxa X, obtinem valoarea Iui x’. Ridicind o perpendiculard in x, ea intersecteazi
semicercul exponentialelor intr-un punct a carui raza polara este

S

(3.67) r=vx3 = xz2=xb5

Daca repetam operatia, pe semicercul exponentialelor, obtinem

3

(3.68) 1, =+r =vVx3 = x3 = x%75 i procesul poate continua pentru a obtine si
alti exponenti fractionari.

Rezultd ca, numaratorul exponentului este obtinut prin rotire (+) pe
semidreapta exponentialelor pe segmentul subunitar, iar numitorul par prin rotatii (-)
de pe semicercul exponentialelor. Pentru valorile Iui x = 0, 1 si o, procesul nu poate fi
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antamat si, spre norocul nostru, pentru aceste valori ale lui x nici nu sunt necesare
astfel de operatii.

Se stie ca inversul unui cerc, ce trece prin centrul de inversiune, este o dreapta
si inversa unei drepte arbitrare este un cerc, care trece prin centrul de inversiune.
Astfel, inversa cercului exponentialelor CE, cu 0O(0,0) < CE drept centru de
inversiune, este dreapta tangenta la acesta In punctul A(1,0). Vom denumi aceasta
dreapta Dy - dreapta inverselor, deoarece inversa unui punct de pe CE este un punct
pe Dy la intersectia prelungirii razei polare, ce trece prin punctul de pe cerc si aceasta
dreapta. Ea serveste la determinarea inverselor lui x pentru a determina valorile X =
1/x, atat pentru determinarea exponentialelor supraunitare cat si a celor fractionare.

3.9 Aplicatie: o
TRANSFORMAREA RIGUROASA IN CERC
A DIAGRAMEI POLARE A COMPLIANTEI

Diagrama polara este cunoscut si sub denumirile de diagrama Nyquist, curba
polara, cercul lui Smith — care, de fapt, nu este un cerc, in cazul metodei clasice si a
amortizarii vascoase, ci un arc de curba ce se apropie mai mult de un cerc la frecvente nalte,
mult mai mult in apropierea rezonantei si mult mai putin de acesta la frecvente joase.

In acest paragraf se va aduce corectia necesard solutiei si, implicit, curbei
polare, in sensul ca ea devine riguros un cerc, denumit cerc de raspuns, prin utilizarea
functiei radial centric rad ot si radial excentric Rexa,, ca solutii ale raspunsului in
frecventd a sistemelor oscilante amortizate vascos si fortate de o fortd armonica de
excitatie F, (Fig. 3.6)

(3.69) F.=F.e" = Frad ot=Frad a

Vibratiile fortate se pot clasifica, in functie de tipul sistemului, cu si fara
amortizare, cele cu amortizare putand fi cu amortizare vAscoasa, ca cel considerat acum, de
coeficient de amortizare ¢ §i masa m, cu amortizare uscati (columbiana), cu amortizare
histeretica (pentru care diagrama Nyquist este un cerc) si, asa cum sunt majoritatea
sistemelor reale, cu amortizare combinata sau oarecare. Dupa excitatie, ele pot fi cu
excitatie aleatoare sau cu excitatie determinista periodica (armonica sau oarecare), ca cel
de fata, prin impuls si oarecare sau combinata. S-a ales acest sistem, pentru ca el este cel
mai studiat in literatura de specialitate, dintre toate sistemele cu caracteristica elastica
liniard. Dar metoda poate fi extinsa, fara dificultate, la oricare alt sistem liniar si, mai
important, el se poate extinde la sistemele cu caracteristica elastica neliniara.

Ecuatia diferentiala a sistemului considerat, ca suma a tuturor fortelor ce-l solicita, este
(3.70) m.7 + c¢.7 + k.7 = F.rad «, in care vectorii 7,7 si 7 sunt vectorii acceleratie,
viteza si, respectiv, deplasare, prezentati in figura 3.6

Vectorul deplasare, sau deformatie, a elementului elastic, sau complianta 7 este
(3.71) # = Rrad(ot + 0) = R(radot.cosd + dermt.sind) si se roteste cu viteza
unghiulara constanta @ in jurul centrului O. Proiectiile acestuia, pe oricare directie,
reprezintd o vibratie liniara, fortatad, amortizata vascos. Prin derivarea lui se obtine
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vectorul viteza, perpendicular pe vectorul deplasare, rotit cu (+) 7/2 (in avans) coliniar,
deci, cu fazorul derwmt

(3.72) 7#=R.o.der (ot+0), acirui derivatd, la randul ei, este vectorul acceleratie

(3.73) 7=-R. o rad(ot + 0) = - R.o’.(radt. cosd + derot.sind).
Prin divizarea cu m a ecuatiei diferentiale cu coeficienti constanti (3.70) se obtine

3 5 > F . .
(3.74) 7+ 24 wi.7 +wi? = w%;radwt, in care { este factorul de amortizare, sau
fractiunea din amortizarea critica ¢, exprimata de relatia
(3.75) (==
Cc

si se vor nota
2mwy

(3.76) 1-2.C =cosa, sau o, =2.arcsin ¢ = arccos(1-2.C ).

Admitind cd 7 = R.rad(wt + 0) este o solutie a ecuatiei diferentiale si
introducand-o 1n (3.74) , rezulta, ordonand termenii in functie de versorii rad ot si der mt
(3.77) R{radot [(0y — ®°).cos0 —2.{.my ®.5ind — F.o,” / k.R] +

+ derot [(0y)" — o ).sind + 2{.m,.0.cos 0]} =0

Fig. 3.6,a Modelul lui Titus Fig. 3.6 Vectorii deplasare 7', viteza 7* si
Cioara al. unui SlSt?m vibrant | acceleraie 7 ai vibratiilor sistemelor liniare,
conservativ cu un singur grad fortate, amortizate véscos.

de libertate

Deoarece versorii radot si dermt sunt reciproc perpendiculari si de modul
constant si, evident, unitari, egalitatea anterioard devine posibild numai daca ambii
coeficienti ai celor doi versori sunt simultan nuli, adica
(3.78)  (w’—®).cos0 —2.Lwp.0.5n0 — F.0y’ / kR =0, coeficientul lui rad si
(3.79)  (®¢ — ©).sind + 2£.0).m.cos0 = 0, coeficientul lui der.

Din ecuatia (3.79) rezultd unghiul de faza 0 dintre raspunsul in deplasare 7 si
forta de excitatie F, aplicata asupra masei m

2¢wow
(3.80) 6 = —arctan wi—w?

pulsatie (sau, impropiu, frecventd) normata sau adimensionala,

2¢ .
=— arctan—c, in care s-a notat cu Y raportul, denumit
1-x?
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(3.81) ¢ = \/wE dintre pulsatia de excitatie ® si pulsatia proprie a sistemului cu
0

amortizare vascoasa liniarad w,, considerata a fi pulsatia de rezonanta a vitezei o,

3.82) w, =wy= \/g,

celelalte pulsatii de rezonanta fiind pulsatia de rezonanta a deplasarii mg

(3.83) wg = wg/1 — 2¢2, pulsatia de rezonanta a acceleratiei o,
(3.84) 0, = \/1(‘:—02& si pulsatia proprie sau de rezonantd a sistemului p,
considerata a fi

(3.85) w, = woy/1—¢?  careia-i corespunde pulsatia proprie normati sau
adimensionala

(3.86) XP:Z_: =/1—=¢2.

Din ecuatia (3.78) rezultd modulul R al vectorului 7

2F
(3.87) R = (wg_wz)co(:; fZCwowsm 5 si notand amplitudinea, complianta sau
deformatia staticd (o = 0) cu Ag, care este raportul
(3.88) As=F/k, astfel ca modulul R, sau amplitudinea A, va fi produsul
(3.89) R=A= A Ag, incare A, este factorul (sau functia) de amplificare,

ca raport dintre deplasarea (complianta, admitanta sau receptanta) corespunzatoare
pulsatiei normate curente y si cea statica (ys =y =0), pentru care rezulta expresia
1 1 1

(3.90) A= Ji+x*—2x2(-2¢7)  |1+s?-2scosa;  Rex[a1,S(s=x?e=0)]
expresie in care se recunoaste, la numitor, functia radial excentric Rexa, de variabila
centricd o, cu expresia (3.76) si excentru S, notat acum si cu E, de coordonate polare
(e=s,¢) cus=7y"side directie £ = 0, pentru s <1 si e =n pentrus > 1.
Se stie ca inversa compliantei A; este rigiditatea dinamica R, astfel ca
aceasta are expresia
(3.91) Rg4=1/A, =Rexa,, fiind reprezentata in figura 3.7,b si 3.14,a si 3.14,b.
Inversa, functiei Rexa,;, este si functia generatoare a polinoamelor Legendre,

astfel ca
1 Z”icosnoc A .
392) A == Yo Pi(x)s™t =e~0n , In care X = cos a §i s-a notat
excentricitatea numerica e cu s, reprezentata in figura 3.8,b si 3.15,a si 3.15,b.
In concluzie, FSM-CE Rexa; reprezinti rigiditatea dinamici a unui sistem
dinamic de ordinul doi, cu amortizare vascoasa liniard §i inversa ei reprezintd

complianta normata sau factorul (de fapt, functia) de amplificare A ;.

(393) A= Ai, ca raport dintre amplitudinea A de vibratie la pulsatia normata y si
st

amplitudinea statica Ay, pentru y = 0.
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3.9.1 UNALT CERC AL AMORTIZARILOR VASCOASE LINIARE

Pulsatia proprie a sistemului cu amortizare my este, asa cum s-a vazut,

(3.94) wy = w, /1—;2 =ﬁ

Cand pulsatia de excitatie » ia valoarea pulsatiei sistemului amortizat my
rezulta pulsatia normata a sistemului amortizat x4

(3.95) Xd:z))—‘;= /1—;‘2 =% > din care rezulta ca

(3.96)  ¢2 + ¢? = 1, care este ecuatia cercului unitate (CU) , sau trigonometric (CT),
CU(O, 1) si curba de dependenta £ = {(y4) < 1 este un arc de cerc de unghi n/2, cerc cu
centrul in originea O(0, 0) a unui sistem rectangular drept si de raza 1 (Fig. 3.9). Sau
de arc m al aceluiasi cerc, dar de masurd a € [0, n] pentru e [0,1], dacd, in locul
sistemului cartezian drept, se considera un sistem bipolar, de reper format de punctele
fixe A; si A, Polii Ai(1, 0) si A, (-1, 0) apartin cercului C al carui punct mobil PO =
f [a(0)] de pe CU , pe care il vom numi, in aceast capitol pol al unei transformari de
inversiune complexd, are unghiul polar o, din centrul si originea O, in care o =
2arcsin({) sau a. = arccos(1-22%).

Coordonatele polului PO pe C = CT sunt masurile segmentelor r; = A; (i=1,2)
sau a razelor vectoare duse din polii A;si reprezintd valorile r)= 2./ din A si r, = 2.y3din
A, asa cum se poate observa in figura 3.11.

Transformarea homotetica H(A,, 1/2) de pol A, si modul k =1/2, transforma
cercul C in C'(0'(1/2,0) ,1/2 ), A, fiind punct fix, comun celor doud cercuri, O fiind
transformatul punctului A,. Coordonatele bipolare ale unui punct apartinand cercului
C'sunt1'/={ din A, sir'y; =y4 din O.

Asa cum s-a afirmat anterior, acest cerc C’ este cercul exponentialelor (CE),
deoarece cu ajutorul lui putem construi grafic marimile exponentiale ale absciselor x

1
subunitare (x%, X, ..., X", sauv/x, \/ﬁ, .. \/x = xn si alte combinatii, (v. § 3.8 ) in felul
urmator: din punctul de abscisa x € [0, 1] se ridica o perpendiculara care intersecteaza
C' in punctul P'(x'=x, y'=Vx — x?) si pe C in P.

Coordonata bipolara din O este 1', = Vx.

Intersectand abscisa cu varful compasului in O si deschiderea (raza) r',, in
sens dextrogin, obtinem pe axa absciselor, in dreapta lui x, marimeavx. Luand in
compas raza 1', = X, cu acelasi centru O dar in sens invers (levogin / trigonometric )
intersectim C'in P". Abscisa lui P" este x*si va fi situatd in stinga lui x.

Repetand operatiile, intr-un sens obtinem (x*)* = x*, apoi x° si toate puterile
pare ale lui x, pand se ajunge in originea O, in care, lim,_. x™", pentru n < 1, este
evident zero.
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e S
..:U

CR

RVe-RROJAM. .+~ S| Fig 2

Fig. 3.9 Cercul unitate / trigonometric CT, cercul de raspuns CR si
cercul fundamental CF

Din relatiile (3.75) si (3.86) sau (3.95) se deduce ca, in punctul de pe axa
absciselor y = 4, pe axa ordonatelor se obtine { = 4, coordonate carteziene de aceeasi

marime ({4 = Y4 :_\/27 = (0,7071..). Se deduce ca punctul se afla la mijlocul arcului

sfertului de cerc, adicd la un unghi de masurd n/4, pe prima bisectoare a primului
cadran, in cazul primului mod de reprezentare.

In cea de a doua reprezentare, bipolara, rezulti pentru =0 2a = 0 si polul
PO (1, @) va fi plasat pe C in punctul A ;. Pentru = 0,7071.. pozitia polului PO va fi la
un unghi @ = arcsin0,7071..= m/2, iar pentru limita maxima, pentru care miscare
oscilanta inceteaza, =1 > @ =mn polul va fi plasat in A,.

3.9.2 RIGIDITATEA DINAMICA, FACTORUL DE RASPUNS
ADIMENSIONAL SAU FACTORUL DE AMPLIFICARE A, ()
SI DIAGRAMA POLARA A COMPLIANTEI
(RECEPTANTEI SI ADMITANTEI)

Functiile de amplificare A trebuie considerate, determinate si trasate pe
toata axa absciselor y, deci si pe semiaxa y negativa, mai ales pentru amortizari mari
(£=0,7071, pentru care polul PO este plasat pe CT in cadranul II).
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Fig. 3.10 Echilibrul fortelor pentru o pulsatie normata y oarecare
CT - cercul trigonometric / unitate pe care se deplaseaza polul PO( §)
CE - cercul exponentialelor pe raza OP, PO-> pol, CR - cercul de raspuns

In aceste cazuri, curbele A, corespunzatoare reprezentarilor clasice, din
literatura mondiala de specialitate, apar eromat ca avand (aparent) un maxim in
sistemului, prin determinarea latimii de banda a frecventelor pentru punctele de
semiputere P,,, corespunzitoare amplitudinii maxime impartiti cu+/2, datoriti
absentei (aparente a) punctului P,, punct care, pentru amortiziri mari, apare pe
semiaxa negativi (Fig 3.7 si Fig. 3.8). In reprezentiri, apare doar curba
corespunzatoare punctului P,, pe cand, in realitate, ele au maximul pe axa y negativa;
punctul (0, 1) fiind un nod prin care trec toate curbele A,.
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©2=60"—= 5=05 y‘*‘1 - As=116
"S =—V; 2-(eyve,) , ' B
; 1 %
’ RN
1 31"0‘82 :
: CR Y 1
' ’/’7 :
v 2 / :
i ¢ ' o !
A i
', Ll \
A ! \
o cut S . A
-1 ﬁ'z 2 v
A, %11'-‘3;-91'-'-0.380« A1X=Tz:u |
e Q=10 : -
Fig.1 Cercul exponentialelor (CE]  si  RD cercyl de raspuns(CR)

Fig. 3.11 Raspunsul in frecventa al unui sistem oscilant cu o
puternica amortizare vascoasa PO [a( {)]

In punctul in care rigiditatea dinamica (adica FSM Rexa) are valoarea minima,
inversa, adica A; va avea valoarea maxima. Rex ia valoarea minima atunci cand E(e,0)
se afla situat pe abscisa, sub punctul PO de pe CT, astfel incat E (sau S) devine si
proiectia pe abscisa a polului PO. Daca PO este pe CT in cadranul doi, atunci si
proiectia lui va fi pe semiaxa negativa a absciselor, ca si maximul lui A, asa cum se
arata in figura 3.9, 3.11 si in diagramele din figurile 3.14 si 3.15.

Punctul O = S, ca si punctual S, = CR =y N CF, sunt puncte stationare ale
transformarii de inversiune complexa ca si celelalte puncte de pe cercul fundamental
CF. Distanta de la O la PO fiind egala cu unitatea, punctual O de pulsatii ® =y = 0 are
inversa de valoare tot 1.

Valorile ¥ < 0 corespund transformdri inverse a semiaxei negative si
reprezintd arcului de cerc, marcat cu linii intrerupte in figura 3.9, de a O la polul PO.
Se deduce ca pulsatia de excitatie ®, ca si cea normata y, evolueaza pe arcul de cerc,
marcat, in figura 3.9, pe cercul de raspuns (CR) de la O la PO in sens levogin
(sinistrorum), arc de cerc corespunzator transformaérii inverse a axei y > 0 pozitive
si pe arcul de cerc marcat cu linie intrerupta, de la O la polul PO in sens dextrogin
(dextrorum), arc corespunzator transformarii inverse a semiaxei y < 0 negative.
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In acest fel, polul PO corespunde si pulsatiei ® =y = oo, dar si pulsatici ® =
x> — «,; diferenta rezultdnd din sensul de rotatie, pe cercul de raspuns CR, care este
locul geometric (hodograful) al varfului vectorului A; cu originea in polul PO.

Astfel, axa x este inversa cercului de raspuns CR.

FSM circulara excentrica (CE) Rexa,, reprezentad, prin definitie, distanta de la
E la punctele W, de pe cercul trigonometric CT, iar excentrul E, evoluand pe toata axa
absciselor ( x = s = e =), rezulti ci inversa functiei Rexa ,, fatd de punctual fix PO de
pe CT ales si denumit pol al inversiunii complexe, revine la inversa axei x fata de punctul
PO exterior dreptei, care este riguros un cerc, denumit cerc al inversiunii §i care este
cercul de raspuns CR, fiind, totodata, locul geometric al varfului versorului/fazorului A;.

Fig. 3.12 Familia de cercuri de raspuns si cercul unitate

Urmarind evolutia pe CR a unor puncte (Fig. 3.9), corespunzitoare evolutiei
pulsatiei normate (adimensionale) x € [0, o] se disting punctele:

e S;,» Stationare S;(0)=0(0,0) si S,(v2) de e=0 si, respectiv,
o e=0=2dy=V2;
e P, Semiputere de excentricitate e, ,= cose + sina sau
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X12 = \/ 1 —2¢2 F 2¢4/1 — ¢2, corespunzitoare amplitudinii de vibratie

Aip o~ . . -
A= %, in care Ay este diametrul cercului de raspuns CR sau valoarea maxima
a amplitudinii (compliantei) de vibratie, corespunzatoare punctului:

e RS/S » Rezonanta sistemului dinamic de ordinul II de ys =,/1 — ¢?;
e RD/M » Rezonanta compliantei (deplasirii), pentru ey = y* = 1-2¢% si
Xrd = 1- 2;29
e RP/P » Rezonanta proprie, aleasa pentru ep=y/1—{?% siy, =1—¢ 2
e RV/V P (Rezonanta vitezei) Rezonanta de y,, = yg = 1;
e RA/A D> Rezonanta acceleratiei de y,, = \/; ;
1_

e RE/E » Rezonanta de esantionare de yz =2 ’1 — 12 , urmeaza P, S; si,

in final, dar pentru un singur capat, PO de x 2o pe CR cu o miscare in sens
levogin. Pentru amortizari mari, axa x < 0 se parcurge de la minus infinit la
zero si de aici spre plus infinit.

3.9.3 UNGHIURILE DE FAZA

Pe curbele loc geometric ale compliantei, din literatura de specialitate,
exprimate clasic si care difera sensibil de un cerc, pozitia (orientarea) vectorului A,
este data de argumentul

(3.97) p=0,= arctani—?s, denumit unghi de faza sau, mai corect, defazajul dintre

deplasarea r (sau x) si directia fortei de excitatie Fex sau unghiul format de vectorul A,
cu axa reala Re(x).

In noua reprezentare a diagramei polare a compliantei, din figura 3.11, pozitia
vectorului Aj, cu varful pe CR, este data de variabila excentrica 0, care este unghiul
format de semidreapta pozitiva din E cu axa x si reprezinta, totodata, si orientarea /
directia vectorului A;.

Defazajul fiind notat, in literatura de specialitate, si cu 0, in lucrarea de fata, i-
am adaugat si un indice v (de la vechi), pentru a evita confuziile, altfel posibile.
Evident ca 0, = ¢ diferd semnificativ de 60, care este dat de relatiile de dependenta dintre
cele douad variabile, centrica a si excentrica 6. Unghiul de faza nou (Fig. 3.13), care
exprimd pozitia varfului vectorului A;, pe cercul (de aceasta data riguros) CR, are
expresia:

_T_ cosx—y? T 1-2%2—y? .
3.98) 6= > arctan—pm =5 —arctan i in care,
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(3.99) pm = Rexa;,, =rex(d = g,e = s =cosa = yZ) este valoarea minima
pe care o ia functia radial excentric, adica rigiditatea dinamica, pentru o anumita
amortizare, sau inversa ei, care este amplitudinea maxima A ;.

Noile curbe de faza 0(y, {) sunt prezentate in figura 3.13 si au marele avantaj ca in
sectiunea y = 0 (limita din stdnga) curbele au ordonatele egale cu amortizarea
sistemului a({), facilitdnd, astfel, identificarea curbelor S (denumire sugerata de forma
lor) in functie de amortizare.

VECHI N O 1

in

NN/

W)
- rf= 0 X= w'f MU K_/
: I ;
03 10 L5 20 x5 -2 -1 1 2

Fig. 3.13 Unghiul de faza 6(a) ca functie de pulsatia normata
(adimensionald) y = ® / @y . Curbe S in 2D si in 3D

3.9.4 O RELATIE SIMPLA, RIGUROS EXACTA,
DE CALCUL A FRACTIUNII DIN AMORTIZAREA CRITICA ¢

Punctele de semiputere P;, corespund, in noua reprezentare, excentricitdtiilor
si respectiv pdtratelor frecventelor (pulsatilor) normate e, = X%,Z’ fiind situate la

intersectia dintre axa absciselor, cu doud drepte duse din polul PO, paralele cu
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directiile celor doud bisectoare; unghiul dintre ele, in PO, fiind un unghi drept.
Perpendiculara coborata din PO pe axa absciselor este inaltimea unui triunghi

isoscel dreptunghic si reprezintd minimul distantei de la axa la PO, adicd, minimul

rigiditatii dinamice §i inversa compliantei maxime:

(3.100)  p,, = sina, Ay :i =—

si piciorul perpendicularei pe abscisa x este

(3.101) x=erm=¢€nq=cosa, iar ipotenuza triunghiului este

(3.102) a=e,—e =x5 — x? = 2sina,

deoarece ipotenuza, in acest triunghi, este dublul inaltimii

Piciorul perpendicularei din PO pe x are abscisa

(3.103) x:cosa:el+% sau  2cosa =e; +e= xi + x5

= COS€Ca = Csca

Tinand cont de relatia sinusului de jumatate de arc, rezulta relatia exacta:

1
(3.104) (=3 \2—(er+ e =22 + 1D

Din aceastd relatie, rezultd ca pentru amortizare nuld e,;=e,=1 si pentru
amortizarea maxima, in conditii de oscilatie, e, = e, =—1 51 {= 1.

3.9.5 CONCLUZII

Avantajele care derivda din noua metoda de reprezentare a diagramelor polare
ale compliantei sunt:
a. Locul geometric al varfului vectorului compliantei normate sau adimensionale
A nu se mai aproximeaza cu un cerc ci este riguros un cerc. Diametrul acestuia este
maximul lui A, notat Ay si are expresia simpla
1 1

(3.105) Ay————=—= !

Rexaq zmin ~ sina sin (2arcsing) - 1-22%
Centrul cercului de raspuns CR este plasat invariabil la intersectia dintre o
dreapta verticala din OP si una perpendiculara pe mijlocul razei din O a punctului OP .
Ca urmare centrului O, este plasat sub polul OP, invariant pe o verticala, la distanta

. A - . . . .
(3.106) yr=-— %smaf = —% si locul geometric al centrului O4 este o curba simetrica,
sub forma de [, avand ecuatiile parametrice:
X = c0S X
(3.107) {y _ lSl'Tl o« — Cos:zo( _ —CO.SZO(
2 A 2 sin« Z.S.an( X . . .
b. Punctul de maxim al deplasarii (compliantei) (RD)/M este plasat invariant n

partea inferioard a CR la 8 = % Daca PO este plasat pe CT in cadranul I, pentru

amortizari relativ mici, atunci M apartine arcului de cerc corespunzdtor inversiunii
semiaxei pozitive. Daca PO este plasat pe CT in cadranul II, corespunzator unor
amortizari mari, atunci M se situeazd pe arcul de cerc corespunzator inversiunii
semiaxei negative.
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- : 1oé/
[ ’ B ti/
ous | : ~N—
C ST ~—
\/ , [ L \

| |
- 1.4-12- 1.0- 0.8- 0.6- 0.4- 0.2

02 04 06 08 10 1.2 1.4

Fig. 3.14,a Rigiditatea dinamica Fig. 3.14,b Rigiditatea dinamica
pentru x <0 Pentruy >0
TAIRY . T

N
s 1.5
/ ~
i 1.0 —[
: | S \
[ j N
%'0 98 Q6 g4 g2 | | 02 044 06 0.8 1_N

Fig. 3.15,a Functia de amplificare Fig. 3.15,b Functia de amplificare
A;=1/Rex apentrux <0 A;=1/Rex o pentru x >0

Amortizarea, pentru care OP este plasat la o = g pe CT are punctul M situat

in punctul adiacent al celor doud arce ale CR, punct ce corespunde inversului
punctului adiacent al celor doud semiaxe, pozitivd §i negativd, care este tocmai
originea O si care va coincide cu M, pentru ca Rexa=1= Ay .

c. Punctele de putere jumatate Py, ocupa invariant o pozitiec pe CR pe un
dimetru orizontal, oricare ar fi amortizarea sistemului si nu se rotesc pe cercul de
raspuns, ca in cazul reprezentarilor clasice. Ele pot fi localizate astfel pe CR mult mai
simplu, decat in reprezentarile clasice, coborand din polul OP doua directii inclinate cu

+ g fata de diametrul vertical al CR. Totodata, s-a obtinut o relatie mai simpla de calcul
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a amortizarii, riguros exacta in tot domeniul posibil al fractiunii din amortizarea
criticd din domeniul O ... 1.

d. Punctele stationare S, se localizeaza si ele foarte usor, fiind determinate de
0p, = a = 2arcsing si, respectiv, Op, = T — a si situate pe CR la intersectia acestuia
cu axa absciselor x.

e. Punctul RV(V) de rezonanta a vitezei se localizeaza pe CR la intersectia CR
cu dreapta dusa din PO prin A,(1,0) originea cercului unitate orientat (CT), adica prin
punctul (1,0).

f. Alegand o directie orizontal, prin O, ca axi reala Re(x) si una verticala ca axa
imaginard Im(x), expresiile componentelor reale si imaginare ale compliantei
(deplasarii x) se simplificd, deoarece Ay este situat permanent pe axa Im(x) si directia
vectorului A este invariant unghiul @ (variabila excentrica din (FSM). Astfel, aceste
componente sunt:

— _ , _ A
(3.108) {Re(x) = Aycos0 = Apysing.cosd = = sin26
Im(x) = A;sinf = A;ysin?0
20l [\ \\“\
1.5 /
1.0
0.‘5 1.0 15 20 25 3.0

Fig. 3.16 Transmisibilitatea T a fortei si a miscarii

Metoda, anterior prezentata, poate fi extinsa la toate tipurile de vibratii liniare
si chiar la cele neliniare, asa cum se va prezenta in capitolul de aplicatii tehnice ale
functiilor SM circulare excentrice. Se poate observa cd sensul de parcurgere al
cercului de raspuns CR este levogin, invers sensului clasic de parcurgere a curbelor
polare de acest gen.
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in figura 3.12 sunt reprezentate in 3D cercurile de rispuns, corespunzitoare
diverselor valori ale amortizarii sistemului oscilant amortizat excitat de o fortd cu
variatie sinusoidala.

in figura 3.16 este prezentata transmisibilitatea fortei si a miscarii sistemului
cu amortizare vascoasa data de relatia
(3.109) T _ i _ Vix :

Ji+x*—2x2(1-2¢2)  J1+s2-2scosa; Rex[a;,S(s=x%e=0)]

Transmisibilitatea fortei se refera la forta Fr transmisa suportului, care este

(3.110) Fr=ci +tkx > |Fr|=VcZiZ + k%2 > = = T.sin (ot — ),
in care
(3.111) Y = arctan on

1-( )2 (-4

CES Regresivi ¥——-——-___q_h
y ¥ = snu
r'= A 1.af
P >
P b
Y
i |

%
A Y
;'/ .m = delil.l

48

G10,0) i=ow | ox
s RRE) ppg Prc-graslii'.'a P
/
B /

£ 4t )
ba, - -Afwd (k) ghfulsnu

e=owk 0=|odt, 0 =Qtu=ont=0 oy/Qu=0R,=0" _
o =d0/ dt = du/dt.d0/du = oy.dnu = oy.rexd / dexd = oy.cosp = oy.( 1-k%sin’0 )*?
Q=0y op=A@m”, or=A@2m)", ¢=-A.o02psnu.cnu
Fig.3.17 VIBRATII LINIARE SI NELINIARE
LIBERE NEAMORTIZATE
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4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE129

Motto: ”Este suficient sa arati, ca un lucru oarecare este imposibil,
ca ndata se va gasi matematicianul care-1 va face posibil ” W. W. Sawager

Partea I-a
FUNCTII SUPERMATEMATICE EXCENTRICE
Capitolul 4
FUNCTII SUPERMATEMATICE EXCENTRICE

(FSM-CE) DE VARIABILA EXCENTRICA

Functiile supermatematice circulare excentrice (FSM-CE), denumite mai scurt
si functii circulare excentrice (FCE), pot fi de variabila motoare excentrica 0, unde
variabilele centrice a4(0) si a(0) sunt, la randul lor, functii de variabila motoare
excentrica 0 si de variabila motoare centrica o unde variabila excentrica 0;(a) si
0,(a) sunt functii de variabila motoare centrica a.

Dintre FCE, o parte, cele care au echivalente in centric (FCC), ca cex <« cos,
sex < sin, tex < tan, texv < tav, ctex < ctan s.a. sunt dependente de pozitia originii
0(0,0), a unui reper (cartezian drept si/sau polar). FCE noi, ca aex, bex, rex, dex
s.m.a. sunt independente de pozitia aleasa a originii O a reperului (Fig. 4.1,a).

Din aceasta cauza, numai aceste FCE sunt aceleasi cu functiile SM circulare
elevate (FSM-CEI) si cu functiile SM circulare exotice (FSM-CEx). Ca urmare,
functiile aex, bex, rex, dex vor fi definite o singura data, doar in acest capitol, capitolul
de FCE.

4.1 DEFINIREA FUNCTIILOR SM /
TRIGONOMETRICE EXCENTRICE DE VARIABILA EXCENTRICA 6

Fie C cercul unitate, cu centrul in originea sistemului de coordonate xOy si
W(a) si W1(0) doud puncte apartindnd cercului unitate CU (Fig. 4.1,b).

Fie S un punct excentric, denumit excentru, de coordonate
(4.1) S =(sx sy), in reperul cartezian drept
(4.2) S=(s, ¢), inreperul polar, astfel ca
(4.3) S = (5= s.cos g, sy= s.sing) si o deplasare rigidd de translatie a planului cu
punctul (s, sy) astfel Incat segmentul SW’- in care W’; este imaginea lui W, dupa
translatie — sa intersecteze cercul C in punctul W(a) (Fig.4.1,b).
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In acest fel, coordonatele punctului W pot fi exprimate atat ca functii de
unghiul a la centrul O(0,0) cat si ca functii de unghiul 6 la excentrul S. In coordonate
polare, acestea sunt:

Fig. 4.1,a Pozitiile relative ale originilor O(0, 0) ale axelor de coordonate pentru
diferite tipuri de functii supermatematice (FSM): Exentrice (O ),
Elevate (O =S) si Exotice (O =C)

¥ t W)
W
1] .4 !
e L . 'W-IU | f 8
,- /Wi Wby )
= singy) = sex i & i | .o
§ ' | CURLEY
{..ll,l.lJ:I ) -'.H o K,
IR o= Lo - -
- d | _-"I‘ L 8E B8]

| Af1,0) = wWio)

=5 "

W)
Wyl T

Fig. 4.1,b Cercul unitate centric (CU) si cercul unitate
excentric (C’U) translatat cu vectorul s.rad €

4.4) W = (R, @) =(r, 0) , iar in cele carteziene, pentru R = 1:
4.5) W =(cos @, sin @) =(sy +r.cos0,s,+r.sin0).

BUPT



4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE 131

Coordonatele punctelor W, de pe cercul CU, vor fi denumite, in continuare,
centrice, dacad se exprima in functie de centrul cercului, adicd de coordonatele polare
(R, @) 51/ sau cele carteziene (X = cos @, y = sin a).

Coordonatele punctelor W, de pe cercul unitate CU, care se exprima in functie
de polul sau excentrul S = (s, €) vor fi denumite coordonate excentrice. Ele sunt:
(4.6) 1 =—scos(8 —¢€) ++/1— s2sin2(0 — ¢), denumita razi excentrici
(4.7) x=s,+r.cos 0, abscisa si
(4.8) y=s, +r.sin0, ordonata punctului W, in reperul cartezian drept xOy.

Unghiul polar excentric este

_ _ . e.sin (e—¢)] _
49 O@)=a+p@)=a+ érc51n PENETro e
=a+ arcsinM sau
J1+s2-2s.cos(x—¢)
s.sin(6—¢)

6(a) = a + arctan si unghiul polar centric este

1-scos(a—¢)
(4.10) @(8) =6 — B(0) = 6 — arcsin [%sin CEDS
=@ — arcsin [s.sin(@ — ¢€)] .
Aceste doud unghiuri vor fi alese drept variabile esentiale ale FSM in general
si ale FCE in special. Prezentarea incepe cu FSM-CE de variabila excentrica 0.

Parteal.1 FUNCTII SUPERMATEMATICE
EXCENTRICE DE VARIABILA EXCENTRICA

Relatiile anterioare sunt imediate si rezultd aplicand teorema sinus in triunghiul
WOS. Prin analogie cu FCC / FTC (Euler) — se definesc urmatoarele functii circulare
/ trigonometrice — excentrice (FCE / FTE ) :
(4.11) r =rex(0;s;¢), RADIAL EXCENTRIC de0,ssi¢g
4.12) x = cex(6;s;€), COSINUS EXCENTRIC de 0,ssi €
(4.13) y = sex(0;s;¢€), SINUS EXCENTRIC de 0,s si¢

(4.14) d=dpld0=dex(0;s;&)= dex0.der - DERIVATA VECTORIALA
EXCENTRICA de 0, s si¢si de modul:
(4.15) d=da/dO = dex(6;s;c), DERIVATA EXCENTRICA de 0, s si .

Pentru simplificarea scrierii lor, in conditiile precizarii excentrului S = (s, €) =
S(sx = s.cos &, sy = s.sin €) functiile anterior prezentate (FCE) se pot exprima si sub forma
prescurtata:
4.11) r=rex 0 = rex (0, S) -REXde®-

(4.12%) x=cex 0 =cex (0, S) -CEXde6

(4.13) y=sex 0 =sex (0, S) -SEXde9-

(4.14") d = dexf = dex(6,S) =dex 0. der 0 -D E X vector de 0
(4.15%) d=dex 0 =dex (0, S), -DE Xde6.

Aceste FCE / FTE sunt denumite elementare deoarece stau la baza definirii
altor FCE prin combinarea lor. Astfel:
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VA
1 w2
— R
5 =
Sis, &)
L ] L
7 V- cex, = cel,fl b
o ./'_ ry.5ing, = s.sinfi, - &) —\\
B, = arcsin[s.sin{e, - £}/r,]
r,= Rexi,
fo=m-f
“ry.5in(2m = 5, }= s.sing
ry.5in0,; = - sin i,
T3, = - arcsinfs.sin v, /1]
L r,=Rexa. <0 S
Fig. 4.2,a Elementele geometrice de definire ale FCE prin coordonatele
punctelor W, de intersectie ale cercului unitate CU
cudreaptad=Lincare SEE
Fig. 4.2, b Semnele FCE in cele IV cadrane centrice si excentrice
pentrus <1 & stanga s s >1 - dreapta
(4.16)  texO= %, (Vx\x =0) = Zi: - T E X de 0 - este denumita

TANGENTA EXCETRICA de 0 i S(s,£)si tangenta excentrici Voinoiu este

(4.17)

texv@=x/|y| =sex 0/ Abs[cex 0] -TEX VOINOIU — de 0 si S(s, &)
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(4.18) ctex 0=x/y,(y#0)=cex 0/sex 0 - CTE X de0 -este denumita

COTANGENTA EXCENTRICA de 0 si S(s, £), si cotangenta excentrici Voinoiu

(4.19) ctexv0=y/| X|=cex0/Abs[sex 0]

(4.20) scex® =1/x=1/cex® -SECEX de® -este denumita
SECANTA EXCENTRICA de 0 si S(s, €),

(4.21) csex6=$,(y¢0): ! -C O S E X de 6 - este denumita

sex6
COSECANTA EXCENTRICA de 0 si S(s, €).

In relatia (4.10), R=1 si s este excentricitatea numerici. Dacid e ar fi
excentricitatea naturald, atunci s = e / R ar fi excentricitatea numerica. Pastrarea lui
R =1 1n relatie s-a facut in scopul evidentierii formei expresiei, asemanatoare cu a
relatiei (4.9), astfel mai usor de retinut. Definitiile, astfel date, FCE sunt echivalente cu
cele date anterior de autor si publicate in [1], prin intersectia cercului trigonometric cu
o semidreapta cu polul in excentrul (polul) S = E si care face cu directia axei x
unghiul de 0. Astfel definite, FCE sunt uniforme.

Pentru a aduce de acord trigonometria, care opereazda numai cu o
semidreapti, cea pozitivi d" = L*, cu geometria analiticii, care opereazi cu drepte,
d=d" U d, in lucrarea [2], autorul a revenit asupra definirii FCE, realizand definirea
lor prin intersectia cercului trigonometric cu o dreapta, adica, considerand si
extensiile (denumire datd de math. Anton Hadnady) acestor FCE, la sugestia Prof.
Dr. Horst Klepp. Totodata, FSM-CE rex a fost normata, la sugestia Prof. Dr. Ing.
Dan Perju. in acest fel, FCE sunt multiforme pentru oricare valoare a excentricitatii
numerice s.

Pentru s < 1, prima determinare, denumita principala si notata cu indicele 1,
apare ca intersectie a cercului cu semidreapta pozitivi d'; FCE fiind introduse prin
coordonatele punctului W= CU N d’, in care CU este cercul trigonometric sau alt cerc
cu centrul in originea sistemului de coordonate x0y. Astfel, exprimarea coordonatelor
lui W, prin unghiul la centru @ conduce la obtinerea FCE devariabild centrica iar
exprimarea acelorasi coordonate prin unghiul 6 la excentrul S conduce la obtinerea
primei determinari — principale, de indice 1 — a FCE de varioabila excentrica.

Al doilea punct W, rezultat din intersectia cercului CU cu semidreapta d
pentru s < 1 si, respectiv, cu semidreapta d* pentru s > 1, prin coordonatele sale,
determind o a doua familie de functii, notate cu indicele 2 si denumite determinarea
secundara a FCE.

in primul caz, adica pentru s < 1, determinarea secundard face parte din
extensia FCE, deoarece W,, in acest caz, rezulta din intersectia lui C cu semidreapta
negativa d . Pentru s > 1, W34, = CU n d ~, aceste doud puncte determinand
extensiile FTE. In cazul acesta, avand doud determinri: una principald (a extensiei)
notatd cu indicele 3 si una secundara - a extensiei — notatd cu indicele 4. Determinarile
principale sunt date, prin definitie, de punctele W3 care se rotesc in acelasi sens pe
cerc ca si sensul de rotatie a dreptei d in jurul excentrului S, iar cele secundare sunt
date de punctele W , 4 care se rotesc in sens invers (dextrogin sau dextrorum).

In figura 4.2,a intersectia este prezentati pentru cercul unitate CU(O,1), deci
prin reducerea desenului la scara 1/R, R fiind raza cercului oarecare. Semidreapta d—
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fiind defazati cu 7 fata de semidreapta d” si extensiile FCE vor fi defazate cu 7 fatd de
functiile circulare / trigonometrice excentrice — FCE -. In acest fel, confuziile posibile
dintre functii si extensiile lor pot fi lesne evitate si scrierea poate fi simplificata,
pastrandu-se doar doi indici: - indicele 1 pentru determinarea principald, considerata ca
fiind data de punctele de intersectie de indici impari (W, pentru s < 1 si Wy si W3
pentru s > 1) si de indicele 2, pentru determinarea secundara, considerata ca fiind data
de punctul de indici numere pare: W, (Fig. 4.2.a) pentru s < 1 si de punctele de
intersectie W, si W, pentru s > 1, (Fig.4.2.a).

05 0.5

- 05 05

- 1.0 1.0 F

Fig. 4.3 Graficele functiilor del ; 8 si s.cos 0, pentrus € [ -1, 1]cu pasul 0,1

Asa cum va rezulta in continuare, toate expresiile FCE au forme invariante si
contin unul si acelasi radical pe care il notam cu A (0, S) si 1l vom numi functia delta,
denumitd, in literatura functiilor matematice speciale, ca delta amplitudine /
amplitudinus, notata si astfel:

(4.22) del;»(0,S) =4 /1 —s25in2(6 — &) = A, ,(6,5)

Atunci, ori de cate ori, in expresiile analitice ale unei FCE oarecare, se ia
semnul (+) plus, in fata radicalului, se va obtine prima determinare — principala -de
indice 1, iar pentru semnul ( - ) minus se va obtine cea de a doua determinare —
secundara — de indice 2. Acelasi indice 1l va purta si functia del(0, S): 1- pentru
determinarea principald (del; @) si 2 — pentru determinarea secundara (del, 0). Scrierea
cu doi indici (del; , 0) are rolul de a concentra scrierea ambelor determindri.

Observatia cu indicii este valabila pentru toate FSM.

Vom da, in continuare, semnificatiile geometrice si tehnice ale functiei del©.

Fie elipsa rotita cu + m/2, astfel incat axa mare a elipsei (a) sa fie dispusa pe
axa Yy, de ecuatii parametrice

x = b.cos X . X =g = "bsin«x
M { — 4 sin o Cu derivatele M*J d;(y ,
y=a y =3~ acosx

atunci elementul de arc ds al acestei elipse este
ds = \/x'2 + y'2d = VbZsin? x +a%cos? x d < = RV1 — s2sin? x da, in
care R=a si s> = (a® —b*)/a’ =1—- b*/a’ .
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In consecinta, relatia (4.22) exprima, geometric, pentru R =a si € = 0,
derivata lungimii elementului de arc in raport cu variabila 6 = o, adica
(4.22°) del,,0 ==+ ds/d 0 i, anticipand, del,,0== cos B%x“z = +cos(bex; ,0).
1,2
in cazul functiilor eliptice Jacobi (cnu, snu, dnu) si al vibratiilor neliniare,

variabila u = Qy.t este data de integrala eliptica incompleta de prima speta

o _rb daeo _
422y u= fo e Qut
si reprezintd tocmai lungimea arcului elipsei incepand din punctul B(1,0) si pana in
punctul curent de unghi 0 = Q.t, de pe elipsa cu A(0,a), in care a = 1/V1 — k? este pe
axay si In care Q este pulsatia proprie a sistemului neliniar, adica

. - ae ae w . . . .
422 V1-s?sin? x = u = 0odi = oo In care ® este viteza unghiulard
M M

variabild a punctului curent M[r(0), 0] de pe elipsa, cand raza polara r din originea
0(0,0) a punctului curent se roteste cu viteza unghiulara (pulsatia proprie a sistemului)

constanta 2 =§I?—évl’( si in punctul A(0, a) trece cu viteza unghiulard maxima Qy;, n
- (3 do _T o (21l P
care, K(k) = F(TC/2, k) —foz \/TTZ([) =3 [1 + Zn:l (Znn!) n]

este integrala eliptica completa de prima speta.

Radicalul (4.22°°") exprima, totodata, raza polara din centrul O al unui punct
curent al elipsei, anterior considerate, cu axa mare a = 1/v'1 — k? pe directiay sib =1,
pe directia x.

4.2 DEFINIREA FSM-CE NOI, INDEPENDENTE DE
POZITIA ORIGINII SISTEMULUI DE REFERINTA

Functia del ; , 0 are, ca interpretare geometrica, distanta de la punctul F, piciorul
perpendicularei, coborate din O pe dreapta de directie variabila d, la punctele Wy,
(Fig.4.2, a).

Segmentul orientat FW, fiind orientat in sensul (+) al dreptei d si in sensul pozitiv
al semidreptei d”, este pozitiv si constituie prima determinare a functiei, iar segmentul
FW, fiind orientat invers pe semidreapta d’, dar in sensul semidreptei d—, va fi negativ
si reprezinta a doua determinare, secundara, a functiei, deci:

(4.23) FW,;=del,0 >0 si FW,=del,0<0
Graficele functiilor del; , 0 sunt prezentate In figurile 4.3.

4.2.1 FSM-CE radial excentric de 0: rex;,0

Este una dintre cele mai importante FSM-CE noi deoarece, asa cum a observat
Prof. Dr. Octavian Em. Gheorghiu, in tinerete asistent al Prof. Dr. Math. Grigore C.
Moisil si sef al Catedrei de Matematica a Universitatii Politehnica din Timisoara, dupa
decesul Prof. Dr. Math. Valeriu Alaci, reprezinta distanta in plan, exprimatd in
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coordonate polare, dintre doua puncte S(s, €) sau E(e, €) si W, (R=1, a)  X; (O, R
=1) sau M;, c X (O, R) si este o adevaratd FSM-CE rege.

Acesta este motivul pentru care, cu ajutorul celor doud determinari ale fuctiilor
rex; -0, pot fi exprimate ecuatiile tuturor curbelor plane, cunoscute si a multor curbe
plane noi.

Razele vectoare —polare— ale punctelor de intersectie Wy ,, sunt notate cu r;,, =
SW,,, cand sunt exprimate ca functii de variabila excentrica 0 si cu Ry, dacd sunt
exprimate ca functii de variabila centrica a. Ele reprezinta cele doud determinari ale
functiei radial excentric in functie de unghiul 0 sau @ pe care d* il face cu axa x.

Cu notatiile din figurile 4.2,a rezulta:

(424) SWLQ =EF +FW 2= EF + dell,ZO $1

rex’G

[ A S A T S S )

- 05

-2.0

Fig. 4.4,b Graficele functiilor rex; 0 Fig. 4.4 ¢ Graficele functiilor rex, 0,
pentrus € [-1, 1] cu pasul 0,1 pentrus € [-1, 1] cu pasul 0,1
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(4.25) EF =—s.cos (0 — ) astfel ca
(4.26) SW,, = rex; 5(0,S) = — s.cos(0-¢) +4/1 — s2sin?(8 — )
si distantele de la excentrul E(e, €) la punctele M, ,, de pe cercul de raza oarecare R,

vor fi
(427) EM 2= R.rex 1,2 (9 , S)

1 i} 1 1 2
-0 -05 00 05 10

Fig. 4.5,a Graficele functiilor rex;, s Fig. 4.6 Graficele functiilor rex;, 0 cu
cu S{s €[0, 2], =0}, S{s € [-1,1],€=0} in 3D
pentru 6 €[ — g, + %] pentru 0 € [ 0, 2]
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Graficele functiilor rex, ,0 sunt reprezentate in figura 4.4,a, 4.4,b si 4.4,¢ in 2D,
ca functii de variabila 0 la excentru S = E, pentru excentricitatea liniard numerica s = e
€ [0, 1] si in figura 4.6 in 3D.

Pentru 6 un parametru constant, cuprins in domeniul 0 € [0, n] cu pasul 7/6 si
excentricitatea s considerata ca variabila, graficele sunt prezentate in figurile 4.5,a,
4.5,b si 4.5,c. In aceste grafice, se remarca forme ca cerc, patrat, drepte inclinate cu +
45° paralele cu cele doua bisectoare ale cadranelor centrice, elipse si hiperbole
Culoarea albastra corespunde primei determinari (1) si cea verde celei de a doua
determinari (2) ale functiilor si punctele de granitd/aderenta se situeaza pe hiperbole
echilaterale (Fig. 4.5,¢).

Din relatiile de definitie (4.22) rezulta ca functia del,0 este strict pozitiva, in timp
ce functia del,0 este strict negativa. Deoarece, toate FCE contin un termen cu aceasta
functie, domeniul de existenta al acesteia este si domeniul de existentd al tuturor FCE.

Pentru o excentricitate liniarda numerica subuniutard se[—1,+1] sau pentru o
excentricitatea liniard reald ee [ R, +R], radicalul exista, astfel ca FCE exista pe toata
axa reala, adica, pentru oricare 0 € (— o, +o0).

Pentru o excentricitate numerica supraunitara s* > 1, sau pentru excentricititi
reale ¢* > R’, FCE existi in intervalele in care expresia de sub radical este pozitiva,
ceea ce, geometric, revine la a considera intervalele sau unghiurile 0 pentru care
dreapta excentrica turnanta d, in jurul Iui S sau a lui E, intersecteaza cercul unitate
C(0,1) si respectiv, cercul oarecare C(O,R).

rex, (e)

gx je)

‘o )

Fig. 4.5,b FSM — CE radial excentric | Fig. 4.5,c FSM — CE radial excentric
rex s de excentricitate variabila s = ¢ rexs de excentricitate s = ¢ variabila
pentru =7 /2, se[-1, 0] sis €[0, 1] pentru®=0s510=m
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Fig. 4.5.d Graficele functiilor rex; s Fig. 4.5.e Graficele functiilor rex;, s
cu S{s €[-2, 2], e =m /3},pentru cuS{s €[-2,2], e=mn/4}
0 € [0, m] cupasul ©/6 pentru 0 € [0, ] cu pasul ©/6

Notand cu 0, intervalul de existenta, din conditiile amintite, rezulta,

(4.28) 0 .= arcsin (R / e), sieste semiunghiul format de celor doua tangente din S
la cerul unitate CU(Q,1). Notand cu 0 ;inceputul intervalului, pentru prima perioada,
rezulta

(4.29) 0,=m+e-0.,iar o;;= o, =n/2 + € - 0, si finalul intervalului 0 va fi
(4.30) O;=m+e+0.,iaro;;=3m/2+e+0.810r=—12+e+0.<0.

Pentru 0 = 0 ;, dreapta L=d (Fig. 4.2,a) intersecteaza cercul CU(O, 1) in
punctele de tangentd (dedublate) in care Wy, = Wi, si Wy = Wp; L fiind tangenta la
cercul unitate.

in intervalul 0<( 0;, 0 ;) dreapta d nu intersecteazi cercul unitate CU(O,1),
astfel ca, in acest interval, FCE nu exista.
Notind cu I" intervalul in care L= d" intersecteazi pe CU si cu I ~ intervalul in
care L'=d " intersecteaza pe CU, rezulta intervalele de existenta ale FCE:
(4.31) 0 e [0:+2kn, 0;=2kn] = I', intervalul de existentd al FCE (uniforme) si
(4.32) 0 € [0i+n+2km, O n+2kn] = I, intervalul de existenta al extensiilor FCE.
Dand lui € o crestere continua, graficul functiei rex0 va primi o deplasare
continua in directia pozitiva a axei 0. O animatie de acest gen se poate obtine folosind
programul MAPLE 1in care se scriu urmatoarele comenzi pentru rex0 de excentricitate
numerica s =0,6 sie=i
STUDENT > with(plots,animate,display):
a:=plots[animate](-0.6*cos(x-i) + sqrt(1-(0.6*sin(x-i))"2), x=0..2*Pi,i=0..6):
b:=plot(-0.6*cos(x) + sqrt(1-(0.6*sin(x))*2), x=0..2*Pi):plots[display]({a,b});
si va rezulta un grafic al functiei rex0. Aplicand click, intai pe grafic si apoi pe semnul
», graficul functiei se va deplasa in sensul amintit (pozitiv) si repetdnd operatia, se va
deplasa din nou in acelasi sens.
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Animatia poate fi repetatd ori de cate ori dorim. Pentru o deplasare mai ampla,
se va mari intervalul lui i.

==

Fig. 4.7 Translatia graficelor functiilor rex®,
pentru s = 0,6; € € [0; 2,5] cu pasul 0,5

Din figura 4.7 se observa ca domeniul de existenta al functiei rex;0 este [1- s,
1+ s], adica, graficul functiei este al unei cicloide care oscileaza simetric fata de drepta
y =1 (Fig.4.4,b) si ca functia existi pe toatd axa reald daci s> < 1, sau ¢* < R.

Functia rex,0 fiind strict negativa, va oscila simetric fata de dreapta y = —1,
asa cum se poate observa si in figura 4.4,c .

Daca excentricitatea s = const., vom denumi excentricitate complementara,
si se va notata cu s’, expresia:

433) §=vV1-s52= rex1(§+e)

Produsul celor doua determinari ale functiei radial excentric r; =rex; 0 sir, =
rex,0, asa cum rezulta din relatia (invarianta) (4.26) de definire a acestor FCE, este:
(4.34) Miz=ripemn =—(1-s)=s’-1=—5"

Rezulta de aici ca, cele doud determinari sunt functii inverse, avind modulul
inversiunii k,

(4.35) k=+s’—1=i.s incarei= -1 si puterea de inversiune k’.

Se deduce, pe baza proprietatilor inversiunii, cd W; si W, sunt puncte inverse
sau reciproce, in inversiunea de putere de inversiune K> = EW,.EW, si centru de
inversiune E, intre coordonatele carora se stabilesc urmatoarele dependente:

Kk%x
(4.36) X5 :x%+;f = k2.R.cos «
437)  yo=E2 k2 Rosin o
. x%+y12 . . 1

In relatiile anterioare, s-a considerat (v. Fig.4.2) x,>+y,>=R” deoarece W 12
c Csi R este raza cercului CU. Totodata: % = cos & si % = sin &4 deoarece §i

W, < C. Rezulta ca %2 = coSs X, si % = sin &, , astfel ca relatiile anterioare (4.36) si
(4.37) devin:
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CosX
coso<2=k2=52_1 i
1 cosx; _ sinXy _ ;2 _ 2
(4.38) sine, k2 2 sau cose,  sinot, k®=s 1
_— = s§° — 1 1 2
sinoc,

Din relatia (4.35), rezulta ca puterea de inversiune k* poate fi si puterea p*(E)
lui E fata de cercul CU, considerand functiile ca vectori EW | ,.rad6 = rex;, 0 e radf si,
totodata,:

k?<0eo s<1-e<R - Teorema COARDELOR
(4.39) rex;0.rex,0={ k2 = 0 & s =1 - e = R - Teorema INALTIMII s.a
k?>0e5s>1-e>R - Teorema SECANTELOR
si reprezinta pozitia excentrului E in raport cu cercul C(O,R): in interiorul si, respectiv,
pe cerc si in exteriorul lui, pozitii care vor servi, in continuare, la demonstrarea
teoremelor specificate cat si a altora.

Din teorema asupra puterii unui punct (S), fata de un cerc C, dacda S este
exterior cercului (s > 1, Fig.4.2.a) sau interior lui (s <1, Fig.4.2, b) rezulta ca produsul
celor doua determinari este acelasi, oricare ar fi 0. Alegand doua valori 0; si 0, ,din
domeniul — intervalul — de existenta al functiei rex0, se obtine relatia:

(4.40) R.rex;0,0R.rex,0 ;= R? rex; 0,.rex, 0, = pz(E) =¢’ - R’
si exprima puterea excentrului E, ca pol, in raport cu cercul C(O,R) si in raport cu
cercul unitate pentru R = 1.

In particular, pentru s > 1 sau e > R, daci una dintre valorile lui 0 se alege 9,,

sau 0;, se observa pe figura 4.2.a ca rex,0; = rex,0; astfel cd = rex;0,.rex,0; = (SW; )

s’-1. in acest caz, puterea inversiunii este pozitivd si modulul inversiunii k este un
numadr real, reprezentdnd lungimea tangentelor din S la cercul unitate (k = || EWi ||
“ Ew, |,

Pentru s < 1, alegand pentru una dintre valorile lui @ pe 6 =7 / 2, din (4.34) se

obtine, considerﬁnd pentru simplificare e=0si R=1,
(4.41) rex1 rex2 =—(1-s5)=p%2<0

In acest caz puterea inversiunii k* este negativa, modulul inversiunii k fiind un
numar imaginar.

Daca M;,, < C(O,R) si M , este diferit de punctul M,’= IEk(Ml), care este
inversul punctului M, in inversiunea de centru E si modul k si putere k” # p’, atunci
locul geometric al punctului M, este homoteticul cercului C(O, R), deci un alt cerc
C’(0’,R’) cu centrul in O’ dat de EO’= (k/p)”.EO si de razi R’ data de relatia R’=
(k/p)*.R. De aici rezulta ci, daca
(4.41°) k> =p’ atunci EO’ = EO si R’ =R , adici cele doui cercuri sunt confundate
si My’ =M, , de unde se deduce ca M; si M, < C(O,R) ca si W, si W, C,; (O,1) pot fi
atat inverse unul celuilalt cat si transformatul homotetic de centru de homotetie E si,
respectiv S, si de modul k = 1, ceea ce devine evident din insasi definirea homotetiei.

Utilizand (3.26), diferenta celor doua determinari ale FCE rex0 este:

(4.42) 2.A 13=11, T =TexX,0-Tex, 0 = £2,/1 — s25in2(0 — €) = 2.del ,0
si reprezentarea graficelor, in polar, este data in figura 4.11,a,b si ¢, constituind un
exemplu de reprezentare numai cu functiile rex® a lemniscatelor lui Booth,
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asemanatoare curbelor lui Cassini, dar care nu au puncte comune pentru 6 = 0 si 6 =,
iar suma acestor functii este
(4.43) 2.X 15 = T 151, =1€X20 +rex,,,0 =—2 s cos(6—¢)

Fig. 4.8 Rexoizi . Suprafetele functiilor rex,0 si rex,0, deplasate relativ cu = 0,05

Pentru @ — g =0 = del 6 =1 si rezultd urmatoarele marimi pentru diferenta si
suma celor doua determinari ale functiei rex 0
(442’) 2.A1,2=r1,27r2’1=2 = A 1’2=1
(443’) 2.X 2= T 1’2+ T =— 28 = X 2=—S.

Asa cum rezultd din (3.26), variabilele 0 si € pot fi schimbate intre ele —
inversate —, fard ca forma expresiei FCE rex0 sa se modifice.

Considerand excentricitatea s ca variabila (in intervalul -2, +2) si pe 0 € [0,
n] cu pasul n/6, graficele celor doua determinari ale FTE rex;,s sunt prezente in
figurile 4.5,a, 4.5.b, 4.5.c, 4.5.,d si 4.5,e, In care se pot urmari modificarile ce au loc,
prin baleerea variabilei s si a parametrului €. Pentru 0 = 0 (Fig.4.5,a si ¢) se obtin doua
drepte paralele intre ele si paralele cu bisectoarea a 2-a (m = —1), desenata cu linie
continud, pentru prima determinare. Pentru @ = m / 2 se obtine cercul, iar pentru @ = &
se obtin din nou drepte paralele, dar paralele cu prima bisectoare (m = 1). Pentru
celelalte valori ale lui 0 se obtin elipse.

Asa cum s-a mai afirmat, modificarea lui € de la valoarea 0 la valoarea &
echivaleaza cu schimbarea semnului excentricitatii adica, a considera excentricitati
negative. Prin urmare, prezenta excentrului S(s, €) pe axa X negativa poate fi exprimata
consideraind e=0siuns <0saue =m sis>0.

Considerand FCE rex0 ca functii de doua variabile, 0 si s, pentru fiecare
determinare se obtine cate o suprafatd in spatiu (Fig.4.8). Asa cum arata figurile 4.6
cele doua suprafete, sunt continue in zona lor de contact — jonctiune - astfel ca ele
marginesc un corp pe care il vom denumi rexoid, o parte din acest corp fiind
reprezentatd in figurile 4.6 si 4.8 in 3D.
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i P y
g " 7’% '34_;,‘0\
- )
ﬂ,r"‘, ‘A‘ ,‘4’.‘ . ‘“hvh -
: Ty j —_

:,m",’& '

Fig. 4.9.a Suprafata Fig. 4.9.b Suprafata
10/[1+1,3x* + y*] rex[0=x’-y%,s = 0,8] | 10/[1+1,3 x™+y’] rex,[0 =x’-y’,s= 0,8]
pentrux,y € [- 7, 7] pentrux,y € [-m, @]

Rexoidul are planele bisectoare ale diedrelor ca plane de simetrie. Prin urmare,
si intersectia acestora, axa 0, este o axa de simetrie a rexoidului.

In figura 4.9.a si 4.9.b sunt reprezentate doua suprafete descrise de inversele
functiilor rex; 0 si, respectiv, rex, 0, cu 0 =x*—y*six, y € [- 7, 7).
Functia rex 0 exprima, printre altele, distanta de la punctul S la un punct de pe cerc,
punct determinat de unghiul a la centrul O(0,0). Pentru puncte, situate pe cercuri de
raza R, diferitd de unu, distantele de la E la aceste doud puncte M;, se obtin
amplificand functiile rex0 cu raza R a cercului oarecare:
(4.44)  EM;,=r1,=Rurex;»(0,S) = R[- s.cos(6—¢) = V1 — s2sin?0]

Produsul dintre R si excentricitatea numerica liniard s fiind excentricitatea
liniard naturala e, relatia anterioara va fi:
(4.45)  EM;, =r1;,=Rurex;,; 0 =—ec.cos(6—¢) = VR? — e?sin?6

Utilizdnd formula uzuald a distantei in coordonate polare, sau teorema
cosinusului, denumita si teorema lui Pitagora generalizata, formulatd explicit de catre
F. Viéte (1593), dar cunoscuta si de Euclid (sec. 3 1.e.n.) rezulta:

143

BUPT



144

Mircea Eugen Selariu

Fig. 4. 10 Doua reprezentari
geometrice diferite ale functiilor radial

Fig. 4.11.a Lemniscatele lui Booth
exprimate in polar cu

p=rex, 0 —rex; 0,s € [0, 1]

excentric rex; 0 si rex, 0

N\
—

Fig. 4.11.b Lemniscatele lui Booth exprimate in polar cu
p=rex; 0 —rex; 0,s € [1, 2]

0.2

Fig. 4.11.c Lemniscatele lui Booth exprimate in polar cu
p=rex, 0 —rex; 0,s € [2, 3]

(446)  EM; = R, = Rurex;,0 =R.Rexa, = + \/R? 4+ €2 — 2eR.cos (@1, — €),
devenind, acum, o FSM-CE radial excentrica de variabild a,,, la rdndul ei de variabila
excentrica 0, in care unghiul la centru a 1, in functie de 0 se determina cu relatia (4.10)
pentru R =1.
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Dand factor comun pe R’ sub radical si scotandu-1 in afara, fortat, rezulta:
(4.47) EM ;=R |, = RRexa, ==+ R\/1+ 52 — 2s.cos (21, — €) .

Aceasta este o noua forma a functiei Rexa, de variabila ().

Functiile de variabildi motoare centrica a vor fi studiate, pe indelete, in
capitolul de FSM-CE de variabild centricd o. Functia se noteazd cu majusculd
(Rexa, ), ca toate functiile de variabila centrica, pentru evitarea confuziilor si graficul
functiei reprezinta o cicloida de raza R si excentricitate e = R.s. in care unghiul la
centru o 1, in functie de 0 se determina cu relatia (4.10) pentru R =1.

Daca S se situeaza pe un cerc de raza s si punctele W, pe cercul de raza R=1,
pozitiile acestor puncte pot fi interconvertite, adica, punctele W’;, pot fi situate pe
cercul de razd s si excentrul S poate fi situat pe cercul de raza R = 1, asa cum este
prezentat cazul in figura 4.10, fard ca expresiile geometrice a functiilor rex,,0, care
definesc distantele SW ,, sa se modifice.

Se deduce ca razele cercurilor de definire R si e §i excentricitadtiile reale pot fi
interconvertite, adicd R.rex; (0,s=¢/R)=erex; (m1—p;,s=R/R=1)(v.siFig. 4.15).

In figura 4.12 sunt prezentate curbele parametrice in 2D (Fig.4.12.a) si cu
completarea lor cu 3D, in figura 4.12.b. Ecuatiile parametrice sunt

X = rex, 0
(4.48) M {y=rex;(6— g)
z=-s,s €[0,1]

in coordonate polare, ecuatia
(4.49) p =rex; (0, s, €) reprezinta o deplasare a cercului unitate, pe directia €, in
sens invers semnului excentricitatii. In figura 4.13.c, in care s-a ales € = — /6 radiani,
cercurile s-au deplasat pe directia determinata de unghiul 7 - &, cu valoarea excentricitatii
numerice, in sens invers lui s € [0, +1], adica, in sensul —s sau s e [0, -1].

Pentru FSM-CE radial excentric de multiplu de unghi rex; »(n.0) se obtin in
2D curbe inchise de forma rozelor cu n lobi, asa cum se prezinta situatia in figura
4.13.a, pentru n =2 si € = — 1/4 si in figura 4.13.d, pentru n =5, ¢ = 0 i se [-1,+1] .

in figura 4.13.b ecuatiile parametrice sunt hibride, adica, de tipul (4.50)

(4.50) M {x = 2v/rex40 . cexf = 0,5cex50
y = rex,40.sex40 — 0.5 sex70
obtinandu-se curbe care sugereaza senzatia de pasare in zbor.

Asa cum s-a afirmat, si s-a aratat un exemplu din matematica centricd (MC), in
figurile 4.11,a, 4.11,b si 4.11,¢, la descrierea lemniscatelor lui Booth, curbe inchise,
asemanatoare curbelor lui Cassini, din familia carora fac parte si cercul. ovalul,
lemniscata, ovalele separate in jurul focarelor s.a., functiile rex;,0, singure, pot
exprima si ecuatiile altor functii importante din matematica excentrica (ME).

Un astfel de exemplu este exprimarea ecuatiei de definire a functiei dex; ,0 (v.
pag. 10) prin expresia

(451) delez 0=

rex; 0 rex; 0 rexs 60

= = sau
+,/1-s2sin2(6—g)  del;,8  rex;,0-rex,0
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1

dexl,z() =
1- 1,2

functiilor rex; , ® cu inversul simbolului produsului [], adica [[; , =1/ 2.
Rezulta rapoartele celor doud determindri ale FSM-CE radial excentric de 0

_rex;,0 _ rex?;,0 . _rex;160 _ rex?,,0
(4.52) Iz = <0 si [0 =—+5

rex; 16 s2-1 rex; ;6 s2-1

1 in care s-a tinut cont de relatiile (4.52) si s-au notat rapoartele

<0, pentrus <1.

2.0

°

0.5

Fig. 4.12.a Curbe 1n ecuatii parametrice Fig. 4.12.b Rexoidul
cux =rex;0 si y=rex,(0*m/2), X =rex;0 si y=rex; (0 £ w/2),z=-s,
pentru € =0 si s€[0, 1] cu pasul 0.1 cuse [0,1] sie=0

Diferentele dintre valorile functiilor rex de variabila 0 si cele de variabila o,
sunt vizibile in figurile 4.14.a in coordonate polare, pentru n=3 si, respectiv, n=4, prin
rozele de excentricitate numerica s €[0, 1] si in figura 4.14.b in coordonate carteziene.

Se observa ca rozele de o, au lobi mai lati decat rozele de variabila 0. Totodata
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ParametricPlot3D[ {rex0, rex20, s},
{s,-1,1},{6,0,2 Pi}]]

ParametricPlot3D[ {-cos[30], rex(20), s},
{s,-1,1},{6, 0, 2m}]]

=
|

| ;
ﬂ'{wq.ﬁ&é; |

st s o Y
RESNARNNNR ) 7 e 1) 2 A

X

T bl = rext ol

Rexi = Rext

t=2Pi'5 = 1. 25664

Fig. 4.14,a Deosebirile, in polar,
dintre rex;40 si Rex 3a,,
pentrus €[ 0, 1]

Fig. 4.14.b Deosebirile in cartezian 2D
dintre rex, 0 si Rexay, pentru s = 0,9
sie=0;t=0=0 ¢ [0,2n]
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se observa (Fig.4.14.b) ca valorile functiei rex de 0 sunt inferioare, valoric, celor de
variabild a4, adica, rex;t < Rext; egalitatea avand loc in punctele de extrem, atat de
maximum (t=nk+¢ k= 1,2, ...;y=1+s) cat si de minimum (t =2kn + ¢, k=0,
L,...;y=1-5).

W,

Fig. 4.15 Transpozitia marimilor FSM-CE: Relatii dintre functiile radial
excentric rex de variabild excentrica 0 si cele de variabila centrica Rexa,.

Din figura 4.15 se observa, fara dificultate, ca si din relatiile de definire a lor, ca
(4.53) V 0 e[—ow, +o] = rex;,0=rex;, (—0) si, in consecinta, si
(453°) Vo, € [~ +o] = Rexay,=Rex(— a ;) si proprietatile se extind si la
alte FCE pare, cum ar fi
(4.54) V0 e R= cex;,0 =cex;,(—0)si Vo, € R= Cexoy,= Cex(— a1,).
Se mai observa ca FCE rex, de excentricitate negativa, sunt egale si de semn
contrar cu cele de excentricitate pozitiva, adica
(4.55) R rex; (0, s) =— Rrex;, (0, -s) =R. Rex(a1,2(0), s) =— R. Rex (012(0) ,- 5)
Totodata, cele doud raze, centrica R si excentrica ry sunt interconvertibile, in
sensul ca, pentru excentricitatile numerice e si — e date, exista o valoare a unghiului 0
pentru care
(4.56) 30 & Ja; = R.rex(0,s=R/e)=r; sir; Rex(ay, -1 )= e.Rex (ay, -1)=R.
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4.57) r; = Rrex;(0,+s)=erex (0, -1)si daca se alege un excentru pe cercul de
razd R in punctul A’(-R,0) simetricul lui A(1,0) fatd de originea O, atunci

(4.58) r, = Rrex,(0, +s)=erex; (o;,s =R /e >1) sirezultd urmatoarea
Teorema:

O FSM-CE rex6, radial excentric de variabila excentrica 0, definita pe cercul
de raza R si de excentru E(e, €), cu excentricitate numerica s = e / R < 1, de exemplu,
este egald cu o FSM-CE Rexa de variabild centrica o, definitd pe cercul de raza e si
excentru A(R, €) si excentricitate numerica s = R/ e > 1. Si, pentru s > 1, va rezulta o
excentricitate s’ < 1. In figura 4.15 s-a ales £ = 0.

O alta formulare este: Variabilele excentrica 0 si cea centrica o a FSM-CE
radial excentric pot fi interconvertite simultan cu interconvertirea razelor cercurilor lor
cu excentricitatile reale, adica, raza R a variabilei excentrice 0 devine excentricitatea
reald (e’=R) a variabilei centrice a §i excentricitatea reald e a variabilei excentrice,
devine raza (R’ = e) a cercului de definire a FSM-CE Rex de variabila centrica.

4.2.2 APLICATII MATEMATICE ALE FSM-CE
RADIAL EXCENTRICE

Teorema lui Apollonius. Locul geometric al varfurilor W; ale tuturor
triunghiurilor S S’W; (Fig. 4.16) cu latura S S’ datd, avand celelalte doua laturi intr-o
proportie constantda SW; : S’W; = ), este cercul lui Thales de diametru AA’ a caror
puncte A si A’ impart segmentul SS’ in raportul A, interior si exterior. Sau, mai simplu,
dacéd doua puncte (S si S’) sunt inverse in raport cu un cerc, distantele lor la un punct
de pe cerc (W;) sunt intr-un raport constant.

RAPOARTE ARMONICE SI ANARMONICE
In consecinti, rezulti ci raportul a doua functii radial excentrice de

excentricitati diferite este acelasi si egal cu raportul anarmonic sau cu biraportul
(SS’AA’). Raportul interior, notat (SS’A) este

(4.59) (SS’A)=Lr.= % = 51,:51 >0 si raportul exterior, notat (SS’A’) este
. =)A= D ,ar biraportul, sau raportul anarmonic, este
(4.60) (SS'A)=h;i=22=—2" <0.arb 1 1

s y (1-s)(1+sr) _ rex1(0, s).rex,(m, sr)
(4.61) (SS’AA’)=A=X/N= i) (s — rex, (0, S)rers(m o < 0, sau A este
raportul dintre maximul si minimul functiilor radial excentric de variabild 0 sau a si de
cele doua excentricitati numerice s < 1 si s’ > 1, tinand cont de faptul ca, pentru € = 0,
maximele sunt date de prima determinare si minimele de cea de a doua determinare a
acestor functii, daca excentrele S si S’ sunt situate pe axa x > 0, ca in figura 4.16.

Deoarece, cele doua determinari ale functiei rex de s” >1 sunt ambele pozitive
(151 2) si, respectiv, (3, 4) sunt ambele negative, iar cele doua determinari pentru s < 1
sunt de semne contrare, rezultd ca raportul anarmonic este negativ (A < 0). Se poate
scrie
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(4.62) L= (SS'AAY) = 2@ 1O _TM T'm 5 oy potatiile din figurd si cu indicii

72(0) 7'2(0) " T Trm
inferiori simbolizand M = Maximum $i m = minimum.

MO0y

Fig. 4.16 Schita explicativa pentru Fig. 4.17 Ecuatia cercului fata de polul E
teorema REX sau Apollonius exprimatd cu FSM-CE rex0 sau Rexa

FSM-CE radiale excentrice si, pentru s’ > 1, r’(n) de indici 1 si 2 au aceleasi
valori, dar de semne contrare, cu determindrile 3 si 4 ale functiei r’(0), astfel ca, daca in
(4.60) o singura functie este negativa, in (4.62) trei din cele patru functii sunt negative,
semnul (bi)raportului raimanand negativ.

Daca cele patru puncte au biraportul A = 1, atunci ele sunt conjugate armonic
si cele patru puncte coliniare S, S’, A, A’ sunt intr-un raport armonic.

Daca excentricitatiile sunt inverse, una alteia, adica s’ = 1 / s, atunci, din (4.59)
rezultd raportul A; = s si din (4.60) A, = — s astfel ca raportul A =2X,; /A, =—1 si cele
patru puncte sunt conjugate armonic. Se zice ca SS’ este medie armonica a lui SA si
SA’.

Daca raportul este armonic, atunci unghiul interior si cel exterior din W, = W,
al triunghiului SW;S’sunt injumatatite de dreptele AW, si, respectiv, A’W;

Se mai observa ca, daca punctele Wi= W = W’; sunt identice si, in consecinta,
o; = o'y, desi 0; # 0’1, nu acelasi lucru se intdmpla cu celalalte puncte, deoarece W, #
W?’,. De aceea, relatiile anterioare sunt valabile numai in punctul W;= W; = W’,,

Daca excentrele sunt simetrice fata de originea O, atunci s = —s’ si rezulta A =
(1 —s)*: (1 +s)> In final poate fi enuntatd urmétoarea teorema:

TEOREMA REX :

Raportul primelor determindri ale FSM-CE radial excentrice de aceeasi
variabild (argument) centrica (o, = o’;) si de excentricitati diferite s i s’ (sau e si e’ pe
acelagi cerc de raza R) este egal cu raportul anarmonic (biraportul) A, in care segmentul
SS’ sau EE’ este Tmpartit de punctele A si A’ (pentru € =0) :
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Rex(xy,5) (1-s)(1+s") _ rex1(0,5).rex(m,sr) _ rex,(0,5).rexs(m,sr)

(4'63) A= Rex(%q,s1) - (1+s)(1-s7) - rex,(0,s).rex,(m,sr) - rex;(0,s).rex,(m,sr)

Ecuatia cercului fata de un pol E {Lexicon Tehnic Roman nr. 4 pag. 190], cu
notatiile din figura 4.17, in care polul are coordonatele E(e, €) si cercul C(R,0) are
raza R si originea in O(0,0), este
(4.64) r’—2re. cos(0—¢g)+e’—R*=0, sau

2 2
(4.65) (%) +2 (% o %)COS(@—S) + (%) —1 =0 o ecuatie algebrica de gradul II, in

(4.66) 1) =rex 1, (0,5) =—s cos(0 — &) +/s2cos?(8 — &) — (s —1) sau
(4.67) I =rex 1, (0,s) =—s cos(0 —g) £ /1 — s2sin%(0 — )

si se recunoaste imediat FSM-CE rex; ,0. Se deduce ca ambele determinari ale functiei
rexf descriu cercul C(O,R) si ca, indiferent de pozitia polului, In acest caz al
excentrului E*(e", 0) sau E"(e”, 0°), FSM-CE rex0 descriu cercul. Observatia este
deosebit de importantd, pentru programarea robotilor industriali de sudare, in cazul
sudarii unui cordon circular, a carui centru O se afla la distanta e de centrul de rotatic E
al bratului robotului pe directia €. In plus, pentru e > R, se stie precis punctul de
inceput/initial 6; (4.29) in care incepe operatia si punctul final 6¢ (4.30) in care
inceteaza programarea cu rex; 0, care sunt punctele de tangenta ale tangentelor din E la
cercul C si din care incepe programarea cu functia rex, 0, parcurgand intervalul 0; ...0;
in acelasi sens sau revenind in M; si parcurgandu-l in sens invers (dextrorim), de la M;
spre M¢. Din relatia (4.64) mai rezulta ca raza R a unui cerc C este

(4.68)  R=%,/r2 + e2 — 2ercos(# — ¢), in care se recunoaste forma functiei Rexa, ,.
Se deduce ca, daca in relatia FSM-CE Rexa, ; se inlocuieste variabila centrica
o cu valoarea variabilei excentrice 0, in locul raziei excentrice r, se obtine raza
centrica R, cu precizarea ca, in timp ce, dacd R este o constanta, r este variabila.
Altfel spus, convertirea variabilelor conduce la convertirea razelor, pentru acelasi
excentru real, deoarece excentricitatiile numerice difera: in primul caz s = e / R si in
cel din urmad este s’= e/ r.
Intre variabilele centrice oy, si variabila centricd @ existd urmatoarele
dependente. In toate cazurile, independent de marimea excentricitatii numerice s,
(4.69) 0 =ua,,+ P12, ceeace aratd cd, la @ = constant, a,, si By, au variatii de semn
opus la cresterea excentricitatii s sau e si
(3.70) Bi+P=m din care rezulta B, = m- P i
371 o (% (6) =6 —p1(8) =6 —arcsin [s.sin (6 — €)]
GB71) 012=0—=p 1’2_{o<2 (8) =0 — B, =60 —m + arcsin [s.sin (6 — €)]

relatii care se pot deduce, fara dificultate, din figurile ce contin punctele W, ,, tindnd
cont de sensul de crestere al unghiurilor B,,, formate de directiile SW,, cu directiile
OW,, din punctele W, ,, la cresterea excentricitatii numerice s si / sau reale e, pentru
un unghi 0 dat.

Astfel, pentru e <R = s <1, casi pentru e >R = s > 1, rezultd = B; > 0 51 B,
> 0, iar suma lor este constanta si egala cu m, oricare ar fi 0, s si &.
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In schimb, daci pentru s < 1, o crestere a unghiului @ induce o crestere
simultana a unghiurilor a4 i o, pentru s > 1, la cresterea lui 0, unghiul «; creste iar
unghiul a, scade, intrucat, prin definitie, W, a fost ales punctul care se roteste pe cercul
unitate n acelasi sens cu rotatia dreptei d, adica cu cresterea lui 0, iar W, este punctul
care se roteste pe cerc in sens invers rotatiei dreptei d, deci a, scade, ceea ce rezulta si
din relatiile (4.70) si (4.71).

4.2.3 DEMONSTRAREA UNOR TEOREME CU AJUTORUL FSM-CE
RADIAL EXCENTRIC

1) Teorema lui Pitagora.

Se considerd un triunghi dreptunghic E;Wn W, = ABC 1inscris in cercul C(R, O)
din figura 4.18.a si un excentru Ep (R,e) = A situat chiar pe cercul C, avand, deci,
excentricitatea numerica s = 1. Laturile triunghiului b si ¢ pot fi exprimate ca FSM-CE
de variabile 0, dar aceste unghiuri sunt mai greu de precizat. De aceea, se utilizeaza
variabilele centrice @, care sunt zero si, respectiv m, astfel cd, utilizand relatia (4.47),
de definire a acestor functii, rezulta in final expresiile laturilor b i c

{b = AC = EpW, = 1,(0) = R.Rex(@; = 0,5 = 1,¢) = R\2 — 2cose
(4.72)

¢ =AB = EpW,; =1 (n) = R.Rex(ay =m,s =1,&) = RV2 + 2cose

Suma patratelor acestora este b” + ¢? = 4R%, adica tocmai a°, astfel ca a’ = b* +

¢, care reprezinti tocmai expresia algebrici a teoremei lui Pitagora. Se mai deduce ci,
ne depinzand de &, punctul Ep, poate ocupa orice pozitie pe cercul C si, ne depinzand
de R, marimea triunghiului poate fi oricat de mare. S-ar parea ca aceste precizari ar fi
de prisos, dar nu e chiar asa.

2) Teorema inaltimii

Pentru demonstrarea ei, se alege un excentru E; (s, 0) pe axa x ( = ¢ =0 ). De
aceasta datd, vom folosi FSM-CE de variabila 0, deoarece valoarea pentru 1néltimea h,
perpendiculara pe ipotenuza, este usor de dedus, ea este @/2, iar pentru celelalte doud
varfuri ale triunghiului dreptunghic, sunt 0 si respectiv m, fiind aceleasi cu a4, Intrucat,
in aceste puncte, razele centrice si excentrice se suprapun, astfel cd unghiurile B, sunt
nule: B1(0) = By(m ) = 0. Utilizand relatia (4.26) rezultd h = E;Ep = R.rex (7/2, s, e= 0) =
RV1 — 5?2, iar cele doud segmente determinate de inalfimea pe ipotenuza sunt
473 r,(0) = E;W, = R.rex;(0,E;) = R(—s + 1)
(4.73) { r(m) = EfW, = R.rex;(m,E})) =R(s + 1)~
(4.74) r(0)er(m) = R*(1-s%) = h?, adica, tocmai expresia algebrica a

Teoremei inaltimii, ce afirma ca, intr-un triunghi dreptunghic, ndltimea,

corespunzatoare ipotenuzei, este medie intre segmentele determinate de ea pe
ipotenuza. Adica, relatia (4.75)
(4.74) h*=R’rex; (0) ® rex,(0)= R” rex;(0) erex; (m) = R” rex, (n/2), din care rezulta
dependenta dintre functiile rex de 0, m/2 si nt

astfel ca produsul lor este
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(4.75) rexy(n/2) =rex,0 o rex, m, relatie ce va sta la baza unei metode hibride, de mare
precizie, de determinare a unei relatii de calcul oricat de precise (dorim) a integralei
eliptice de prima speta K(k), prezentata in [14 ] ca si in prezenta lucrare.

A
Ep
0
Fig. 3.18.a Desen explicativ pentru Fig. 3.18.b Desen explicativ pentru
teoremele Pitagora si inaltimii. teoremele coardelor, secantelor si a

tangentelor

3) Teorema catetei sau teorema lui Euclid
Aceasta teoremd afirma ca, intr-un triunghi dreptunghic, o catetd este medie
proportionala intre ipotenuza si proiectia ei pe ipotenuza. Ceea ce algebric, cu notatiile
anterioare, se exprima astfel
476 b? = a.r(0) = 2R.R(1 —s) = 2R?(1 —5s)
(4.76) c?=a.r(m) =2R.R(1+s) = 2R?*(1 +5s)
Tinand cont de faptul ca
(4.77) R.cose=e=R.s = cose=s, excentricitatea reala e, corespunzatoare excentrului

E,, ca produs dintre excentricitatea numerica s si raza R a cercului (v. Fig. 4.18.a),
relatiile (4.76) devin

b=R\2(1—5)
(4.78)
c=R/2(1+5)
b? = 2R%*(1 —
(4.78%) ) 2( S), astfel ca teorema este demonstrata.
c*=2R*(1+5s)

4) Sinteza / unificarea teoremelor coardelor, secantelor si a tangentelor

in figura 4.18.b sunt schitate o pereche de coarde ( M M,; si M ;M »,).

Pentru s < 1 sau e < R, punctul comun E;, interior cercului C (R,0), le
sectioneaza pe fiecare in doua.
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Alte doua secante (E.Wy; si E.W1,), sunt reprezentate pentru s > 1 sau e > R
precum si doud tangentele (E.W; si E.Wy) in punctele W; si in punctul W; duse din
excentrul E,, evident, exterior cercului C (R,0).

Relatiile (4.39) exprimd produsul celor doud determindri (principala 1 si
secundara 2) dintre doua functii radial excentrice, produs independent de unghiul 0.

Prima relatie din (4.39), pentru s < 1, si doud pozitii 0 si 0‘ale dreptei d,
exprima tocmai
Teorema coardelor :

Produsul segmentelor 1n care se taie doud coarde este constant.

Acum se poate merge mai departe si se poate determina valoarea acestei
constante, considerand segmentele ca segmente orientate (cu semn). Produsul
segmentelor (r1; $1 15; pentru prima coarda §i 1, $i 1, pentru cea de a doua coarda) in
care sunt Impartite doud coarde oarecare de punctul lor de intersectie (E;) este constant
si egal cu diferenta patratelor razei vectoare a punctului de intersectie (¢) si raza
cercului R, adica
(4.79) r1oF = et =c  — R*<0 sau  rex,0.rex,0 = rex,0°.rex,0’= (s2 -1)

in ultima relatie s-a simplificat cu R

A treia relatie din (4.39), pentru s > 1 si doua pozitii distincte (0 si 0°) ale
dreptei d * exprima tocmai
Teorema secantelor :

Produsul segmentelor a doud secante, care se intersecteaza, este constant.
Sau, dupa N.N.Mihaileanu [Complemente de geometrie sintetica, EDP, Buc. 1965,
pag.24]:

« O secanta mobila, dusa dintr-un punct E, taie un cerc in punctele M; si M..
Produsul EM;eEM, este constant. » Si in acest caz, se poate merge mai departe,
determinand valoarea acestui produs care este dat de a treia relatie (4.39), deoarece
s > 1 sau e > R. Deoarece, ambele puncte de intersectie sunt pe aceeasi semidreapta,
produsul lor este pozitiv si egal cu
(4.80) ri1®ry; = ey = e- — R*> 0 sau rex;0.rex,0 = rex,0’.rex,0’= (s2 -1)

Aceeasi relatie din (4.39), dar pentru 6= 0; si dreapta de unghi 0’ intersecteaza
cercul in doud puncte distincte exprima
Teorema secanti-tangenta:

(“Kleine Enzyklopadie. Mathematik.” Ed. Enciclopedica Leipzig, pag. 205)

Oricare tangenta, dusa dintr-un punct la un cerc, este medie proportionald cu
segmentele unei secante dusd din acelasi punct (t* = aeb). Acum putem afirma ci
aceasti medie proportionald este pozitiva si are valoarea e* — R%, in care, R este raza
cercului si e distanta de la centrul O al cercului la punctul din care se duce tangenta si
secanta, adica E..

In fine, tot din a treia relatie (4.39) dar pentru ® = 6; si 0 = 0, rezulta
Teorema tangentelor
care afirma ca cele doud tangente duse dintr-un punct la cerc sunt de lungimi egale.

Acum putem adiuga ci, lungimea acestor tangente este t* = e* — R?, in care,
desi se poate deduce, R este raza cercului si e distanta de la punctul, din care s-au dus
cele doua tangente (E,) la centrul O al cercului, adica
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4.81) t=t;=tsit'=e’—R%.

Astfel, prin una si aceeasi teorema, a produselor celor doua determinari ale
functiei REX, sunt condensate/concentrate sau unificate 4 teoreme si, mai important,
toate aceste teoreme sunt completate cu expresii cantitative care dau valoarea
egalitatilor enuntate in cele 4 teoreme. Daca cele doua determinari ale functiei radial
excentric rex sau Rex se iau in valoare absolutd, adicd nu se tine seama de sensul /
semnul determindrilor pe dreapta d, atunci, atat pentru s < 1 cat si pentru s > 1,
expresia produsul este aceeasi si egal cu Abs[l1— s], deoarece Abs[e’ — R’] = R?
eAbs[s> — 1] si, evident, valoarea este intotdeauna pozitiva.

Vom nota constanta pozitivi cu p’, ea fiind denumitd puterea punctului
E(e,e) in raport cu cercul C(R,0)

(4.82) p’=e¢-R’

Axa, determinata de punctele O si E, adica de centrul O si excentrul E, este
denumitd axad centrald, deoarece imparte coarda W;W; in parti egale [Mica
enciclopedie matematica (MEM), Ed, Enciclopedica, Buc. pag. 207].

5) Inversiune de centru dat

Rezultd ca inversul cercului C, in inversiunea de centru (de inversiune) E si de
modul k si putere de inversiune k> = e¢* — R, este cercul insusi si ca M, si M, sunt
inverse unul altuia,.

O inversiune de centru (pol) E si de modul k se noteaza ig" sau I(E,k) sau se
poate scrie ca M, este inversul punctului My, in inversiunea data, adica M, = I(M,).

Proprietatea de idempotenta a unei inversiuni I aratd ca I(I(M)) =M, VM €
E?, adica, inversul inversului unui punct M este punctul insusi.

Daca k > 0 sau e > R, atunci se poate alege E(e ,&), drept centru al cercului
C{(E,R)) - de razd R; = k= Ve? — R?, egald cu lungimea tangentei din E(e,g), la cercul
C(O,R).

In acest fel, toate punctele acestui cerc coincid cu transformatele lor, deoarece,
puterea de inversiune k* este aceesi cu puterea p*(E) punctului E fatd de cercul
C((E,R)) si, ca urmare, modulul de homotetie k = 1,-vezi relatia (4.42), astfel ca
punctele acestui cerc raman fixe in inversiunea datd. Acest cerc poartd denumirea de
cerc de inversiune sau cerc fundamental.

Doua puncte inverse sunt conjugate in raport cu cercul de inversiune si sunt
situate pe acelasi diametru al cercului. Cercul de inversiune este invariant, punct cu
punct, in inversiunea I(E,k). Se deduce ca, cercul de inversiune este locul geometric al
punctelor care coincid cu inversele lor. El este un cerc cu centrul in polul E(e,e) al
inversiunii si de raza R’=k =ve2 — R2 = RVs2 — 1 = p(E), adica este cercul Ci[E(e,
g), R’=k]

Modulul de inversiune k si p°(E) -puterea punctului / excentrului E fati de
cercul C(O,R), are dimensiunea lungimii [L] si se exprimd in aceleasi unitati de

lungime in care se exprima si segmentele figurii si are expresia p*(E) = EM, ® EM , =
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e’ — R in care M, si M, sunt punctele de intersectie ale unei secante duse prin E cu
cercul C(O,R).

Putem presupune, intotdeauna, punctele M, si M, de aceeasi parte a centrului
(de inversiune) E, deoarece cealalta situatie (e < R), revine la precedenta, printr-o
simetrie de centru E, aplicata punctului M,, de exemplu.

Fie o a doua secanta dusad din E care intersecteaza acelasi cerc C in punctele
N si N,, astfel ca
(4.83) EM, EM, = EN; ¢EN, = k% care arati ca triunghiurile EM|N; si EM,N,,
cu un unghi comun (din E) si doua perechi de laturi proportionale, sunt asemenea, de
unde rezultd egalitatea unghiurilor

(4.84) Z EN\M; = Z EM;N,, care arata ca patrulaterul M; N; N, M, , cu

unghiurile opuse din M, si din N; suplementare este inscriptibil, ceea ce este evident.
Rezulta ca doua perechi de puncte omoloage intr-o inverisune sunt conciclice.

O dreapta mobilad din E este tangenta la cercul C in punctele T; si T¢in care
cele doud puncte secante sunt confundate M; = M..

p Yy >

| >

Fig. 4.19 Dreapta L. ca inversd a cercului C(O,R) si M, =1(M,)

Deoarece
(4.85) ET?=ET#=¢’-R*=K%,
rezultd semnificatia geometrica a modulului de inversiune k, ca fiind tocmai lungimea
tangentei, adica a segmentului ET; T, sunt punctele de tangentd din E la cercul de
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raza R, echivalentele punctelor de tangenta W;¢din S la cercul de raza R =1, iar M,
C(R,0O) sunt echivalentele punctelor W;, < C; (R=1,0).

In timp ce punctele M, si N, parcurg arcul T;T; in sens sinistrorum /levogin,
punctele M, si N, il parcurg in sens dextrorum/dextrogin. Daca E este situat pe cerc,
atunci EM, = EN, = 0 si in E se confunda si punctele de tangentd T,y tangentele
confundandu-se (in una singura tangenti in E la cercul C). In acest caz, daca dreapta d
se roteste in jurul excentrului E(cu e = Rsaus=1) de la @ =a/2 la 0 = 37/2 numai
punctul M, apartinind semidreptei d”, care se confundi cu tangenta EM;, intersecteazi
cercul C si descrie complet cercul C, in timp ce punctul M, stationeaza in E. In
continuarea rotatiei dreptei d, de la 8 = 37/2 la 0 = 27, numai semidreapta negativa d
care se confunda cu tangenta EMy, intersecteaza cercul, intr-un punct mobil M,, care va
parcurge o rotatie completd pe cercul C, in timp ce punctul M; va stationa in E, apoi
situatiile se repeta.

Aceste observatii sunt deosebit de importante, pentru intelegerea comportarii
FSM-CE, in conditiile particulare, ale excentricitatii numerice s =+ 1.

Daca excentrul E se afla pe cerc [E < C(R,0) = s = 1], lungimea tangentei

este nuld (k =0, e = R), astfel ca EM, ¢ EM, = 0 si 1n timp ce M, parcurge integral
cercul C, M, stationeaza in E, o semiperioada, apoi stationeaza M, in E o semiperioada
si M, parcurge integral cercul C.
Daca punctul M, parcurge o linie L (coarda M; M, de exemplu), locul geometric al
punctelor Ny, va fi linia L’, inversa liniei L. Inversa unei secante (raze) dusd prin E
este secanta 1nsasi. Daca polul E = O, coincide cu centrul cercului C(O, R), atunci e =
0 si p’(0O) = — R” astfel ca inversiunea Io* invariaza punct cu punct cercul C(O, R) si
transforma interiorul lui (discul circular) in exteriorul lui si exteriorul cercului C in
interiorul lui.

Inversiunea de pol E = O si de modul k este o transformare a planului I, prin
care, fiecarui punct M, c I — {O} din plan i se asociaza punctul M, de pe dreapta
OM,=EM,; astfel incat EM;eEM, = OM,;eOM, = k, iar polului O i se asociaza insasi
punctul O. Punctul O fiind un punct invariant al inversiunii Io", rezultdnd ca toate
dreptele care trec prin E = O sunt invariante in inversiunea Io*. Daci punctul M,
apartine unui cerc C(O, R), atunci punctul invers M, va fi diametral opus, adica
Rurex; (0 =a, s=0) =—R.rexy(0 = a, s = 0), astfel ca OM,;e OM, = K=-R>.

Transformatul prin inversiunea ig" de putere k* a unui cerc C, care trece prin
polul E (Fig. 4.19), daca E — C(O,R) apartine cercului C(O,R), saue =R sis =1, este
o dreapta L perpendiculara pe diametrul cercului dus prin E.

In cele ce urmeazi, vom indica si pozitia (d) dreptei L, in raport cu cercul de
centru O si raza R ca si puterea de inversiune k, considerate ca date / cunoscute.

Alegand cercul C(O,R) si E (R, O) < C(O,R) rezulta ca inversul Iui C este
dreapta L care trece la distanta d = ¢’ — R’ de E si este perpendiculara pe OE. Stiind ca
lungimea tangentei ET este k, rezulta sistemul de ecuatii
(4.86) {k =Ve'2 - erdin care, fara dificultate, rezultd ca dreapta L se afla la

e'+r' =2R
distanta
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2
(4.87) = :—R de excentrul E care a fost ales drept centru de inversiune de modul k.

Rezulta ca, pentru k =1, = d = 1/ R si dreapta L se afla la o distanta egala cu
inversul razei R a cercului C(O, R).

Daca si R =1, atunci si d = 1 si L trece prin centrul O al cercului C. Pentru R
=0 = un cerc C, de dimensiune 0, plasat in O(0,0) si pol E(e,&) puterea de inversiune
este k’ = p* (E) = ¢”.

Daca si polul, sau centrul de inversiune E, se suprapune cu centrul O si,
inversele acestor puncte, in inversiunea de putere diferitd de zero (k # 0) se afla
aruncate pe o dreapta la infinit!.

Este deosebit de interesant, ca o infinitate de puncte, My;, suprapuse unele
peste altele in acelasi loc [E = 0(0,0)], deoarece R = 0, din spatiu plan E°, au inversele
lor My; distribuite pe o dreaptd de la infinit, aga cum rezultd din relatia (4.82), astfel ca
distantele dintre ele, initial 0 (|| MM || =0), devin infinite (|| M,iM,; || = ).

Se deduce ci, transformarea prin inversiunea de putere k a unei drepte, ce nu trece
prin polul de inversiune, sau, mai precis, care trece la distanta d de polul E de inversiune, este
un cerc care trece prin centrul E de inversiune si are raza R, obtinuta din relatia ( 4.82)

(4.88) R=k/d.

Transformarea prin inversiunea de putere k” a unui cerc C(O,R), care nu trece prin
centrul / polul E de inversiune, este un cerc C’(O’,R’) care nu trece, nici el, prin polul de
inversiune. Sa incercam s determindm pozitia si marimea cercului inversat C’.

Existd doud inversiuni in plan, una de putere p°(E) > 0 pozitiva si una de putere
p*(E’) < 0 negativi, avand polurile in E si, respectiv, in E’, care transforma un cerc in
celalalt. Poli E si E’ corespund intersectiilor tangentelor exterioare §i, respectiv,
interioare la cele doua cercuri [Fig.4.20].

Considerand cercul C, ca transformatul prin homotetia de modul k a cercului
C,, atunci, pentru k > 0 se obtine o asemanare de genul unu si pentru k < 0 o
asemanare de genul doi.

O asemanare A;:I1 — II se numeste de genul unu daca A, pastreaza orientarea
oricarui triunghi din planul I1. Daca Ay schimba orientarea, oricarui triunghi din planul
I1, atunci orientarea este de genul doi. Homotetia de centru E este de genul unu iar cea
de centru E’ este de genul doi.

Daca cercurile C; si C, sunt congruente, atunci existd o singurd homotetie
(HEsk:'l) care transforma cercul C; in C,; homotetic de modul k = — 1 si de centru E’,
astfel ca R, =R, sie’;=0,E’rad0 =e= —¢’,/2 = O,E’.radn.

Daca cercurile C; si C, sunt concentrice, atunci, de asemenea, existd o singura
homotetie H*o; = H*o, modulul k fiind egal cu raportul razelor k = R,/ R;.

Doud cercuri tangente, interior sau exterior sunt homotetice in raport cu
punctul lor de tangentad. Daca sunt tangente interioare in excentrul E, atunci k > 0,
pentru cd cele doud cercuri sunt la fel orientate: au aceeiasi origine W(0) si punctele
M, si M, se rotesc pe cerc in acelasi sens (trigonometric) si pe aceleasi semicercuri
ale celor doua cercuri, in timp ce punctele My, si M,, stationeaza in E.

Daca cercurile sunt tangente exterior, atunci k < 0 si punctele M, < C, si My,
c C; se rotesc pe semicercuri diferite, primul pe semicercul superior al cercului C, cu
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y, > 0, iar al doilea pe semicercul inferior al cercului C; cu y; < 0, ceea ce aratd o
schimbare a orientarii.

0 0.,00= E’(e’1,J0)
e’l > _
Ci(O, Ry) >1e<0
e;>0 e >0 >

Fig. 4.20 Cercul C, (O, R;) ca transformare homotetica, de module k=R, /R; >0 si
k=R,/R; <0 sicentru de homotetie excentrul E (e =¢, , € =0), a cercului C,

Se mai stie ca, daca |k| < 1, asemanarea figurilor conduce la o reducere a
dimensiunilor figurii, rezultate prin transformarea homoteticd respectivd si la o
majorare a dimensiunilor, daca | k | > 1, stiind ca EM’ = k EM, M’ fiind transformatul
prin homotetia Hg* al lui M.

La putere pozitiva, punctele M, si M, = Iz (M) se afla pe aceeasi semidreapta,
dusa prin E(e, €), astfel ca k? =1, or ,= R%.rex,0erex,0 = ¢* — R* > 0, de unde rezulti c,
cele doud cercuri se afla cu centrele de aceeasi parte a excentrului E, iar daca cele doud
puncte M; si M= Ig-(M)) se situeaza pe semidrepte diferite, atunci, de exemplu

rn=R.rex;0>0sir,=R.rex,0<0,
astfel ca cele doud cercuri se afla de o parte si de cealalta a excentrului E’.

Consideram cercul C(O4, R;) si inversiunea I cunoscute, adica coordonatele
punctelor polul E(e, €) si centrul cercului O4(0,0) precum si raza R; a acestuia ca date,
urmand sa se determine centrul O;(c, €) al cercului transformat precum si raza acestuia
R,. Evident ca Oy, O, si E sunt pe aceeasi dreapta (axa centrelor), inclinatad cu € =0, in
figura 4.20, fata de axa x, pentru ca tangentele la cele doua cercuri se intersecteaza pe
axa centrelor.

Se mai stie ca doud cercuri, care nu sunt concentrice $i nici congruente, se pot
transforma unul in celdlalt prin doud homotetii, una de centru E si alta de centru E’ ;
cele doud homotetii sunt Hg* si Hg ™ avand modulele de semne diferite.

Daci k* > 0, O, se afld, intre Oy si E si din E sunt doua tangente exterioare
comune la celor doud cercuri, astfel ca, din cele doud triunghiuri dreptunghice
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asemenea E T,0; si E T,0,, cu unghiurile drepte in T1 si T, rezulta proportionalitatea
laturilor §i o prima constatare

04T 0,T, . e e 1
(4.89) ﬁz ﬁ= sin 6, —>R—11=R—22= sma, O 51752
ca excentricitatiile numerice ale Iui E, fata de cele doua cercuri, sunt aceleasi, chiar daca
excentricitatiile reale sunt diferite.

Deoarece, cercul C, este transformatul prin homotetia de modul k a cercului C; si
presupunand R, > R, rezulta proportionalitatea razelor cercurilor C; si C, si a distantelor de la
centrele cercurilor la centrul E de homotetie, care sunt tocmai excentricitatiile reale, ambele
pozitive e; = O,E si e, = O,E, deoarece centrele O, si O, se afla de eceeasi parte (stanga, de
exemplu) a excentrului E(e;, 0)

(4.90) k=§—:>1 si

Rezultda imediat ca

_IEOiI _ Ry
IEO2I — Ry

. . R <
(491) R,=Ry/k siR, <Ry iare, = R—Zel =% < eq , ceea ce arata ca cercul C, se
1

k
afla intre E si Oy,

Daca k < 0, centrul de homotetie E’(e,’,0) este plasat intre centrele celor doua
cercuri si relatiile anterioare se pastreaza, cu observatia ca la o raza R, orientata in directia + o
rezultd o raza R, orientatd in sens invers, adica pe aceeasi directie dar in sens invers (- o).

Daca excentricitatiile numerice s; si s, sunt aceleasi, atunci toate valorile FSM-CE ,
definite pe cele doua cercuri C; si C,, sunt deasemenea egale, adica rex;, (0, s;) = rex;»(0, s2),
precum si oy 2(0, s1) = o12(8, s1) , astfel ca si Rex[ay (6, s1),51] = Rex[o2(6, s2), $2].

Deoarece
(4.92) s.sino=ry.sin f =rex; 0 .sin f din care sin = %sins, astfel ca

N2
(4.93) del,6=vV1—e?sin?6= |1 — i—i = [1—e2 (ﬂ)
1

rex,6
rezultd ca functiile radial excentric pot fi exprimate si de raportul functilor sinus, atat
centrice cat si excentrice, tinand cont ca sino, , = sex; 0, unde s-a considerat excentrul

plasat pe axa x, adica pentru € =0
Sinoy 5 sexq

(4.94) rex 0 =——==

. sinf sing -’
In final, se mai poate arita cd, tinand cont de relatia (4.22) din care rezulta
ae A . ..
(4.95) rex;,0 =cos B.dex;,0 = o dex;, 0 si, in care, prin definitie,

(4.96) dex;,0=da,,/db, astfel ca se obtin expresiile functiilor radial excentric sub
forma raportului unor infiniti mici

_ _dxyp
(4.97) rex; 0 = Rexa,, = T

6) Problema Murray Klamkin

Prezentatd 1n lucrarea matematicianului roman, stabilit in SUA, Isaac J.
Echoenberg [“Privelisti matematice”, Ed. Tehnica, Buc.1989, pag 40] ca problema
datd la a XX-a Olimpiada Internationald de Matematica, ea devine banald prin
utilizarea FSM-CE radial excentric rex0. Problema este de geometrie in spatiu 3D si se
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referea la un punct din interiorul unei sfere, dar rezolvarea este aceeasi ca si in plan,
pentru un punct din interiorul unui cerc.

Problema cere sa se arate / demonstreze ca suma vectorilor de pozitie r’ = r(0)
si r”’= r( 0 + 7/2) ambii cu originea intr-un punct oarecare E(e,g), interior cercului
C(O,R) si cu varful pe acest cerc, este un vector r cu varful in permanentd pe un alt
cerc Cc(O,R() si sa se determine / calculeze raza R a acestui cerc.(Care este si raza
sferei in 3D).

Vectorii r’ $ir” vor avea expresiile, exprimate cu functiile rex 0,

(4.98) = Rurex; ,0 . rad® = R[ — s.cos(6—¢) + \/1 — s2sin?(0 — ¢€)].rad0 =

=[—e.sin(0 —€) = /R — e2sin?(0 — £)].radd si
(4.99) 7"=R. rex; (0 + n/2).rad(0 + n/2) =

= [e.sin(0 — £)+/R% — e2cos2(0 — £)].rad(0 + n/2)
si sunt reprezentati in figura 4.21 pentru cel mai general caz posibil. Se observa, din
figurd, ca vectorul R¢ este suma vectorilor R’si R”, care se obtin cu ajutorul proiectilor
vectorul e.radg pe cei doi vectori 1’ §i r” si sunt
(4.100) R' =7 +e.cos(d —€).radb = +./R? — e2sin%(0 — €) .rad@ si
(4.101) R" = #"-esin(0 — €).rad(6 + 1/2)=
=+./R2 — e2sin2(0 — &) .rad(0 + m/2)
Raza R¢ este modulul vectorului Re.rad ac, in care unghiul la centru ac este

_ R" _ R%2—e2cos?(6-¢) . .
(4.102) X¢= arctan— = arctan /—Rz_ezsinz oo S modulul vectorului este

(4.103) R, =+VRZ + R"2 =+2R? — e2, care este si raza cercului Cc(O,Rc).
Se poate verifica imediat relatia anterioard, deoarece pentru e = 0, Rc este

diagonala R \/5 a patratului de latura R, ceea ce rezulta si din (3.98).

Relatia anterior dedusa este valabila si pentru un excentru situat chiar pe cercul
C(O,R), adica pentru e = R, in care caz R¢ = R, astfel ca vectorul suma r are varful pe
acelasi cere, asa cum rezulté si din relatie.
atat M’ (0) cat si M”°(0 + 7/2) statloneazé in E(R,s), caz in care 0 si 0 + 7/2, apartin
intervalului in care una dintre functile rex;,0 nu existd, semidreapta care genercaza
punctele nu intersecteaza cercul decat in E, astfel ca ambii vectori sunt nuli si varful
vectorului lor sumi este tocmai excentrul E situat pe cerc. in cel de-al doilea caz, una
dintre valorile 0 sau 6 + 7/2 este in afara domeniului in care functia rex0 sau rex(0 +
m/2) nu existd, astfel ca unul dintre cei doi vectori este nul si varful vectorului suma
este tocmai varful celuilalt vector, care are, evident, varful pe acelasi cerc C(O,R),.

Al treilea caz este acela in care ambii vectori exista, pentru ca atat @ cat si 0 +
7/2 sunt in domeniul de existenta al FSM-CE, iar suma acestor doi vectori este un
vector situat pe diametrul cercului C(O,R) si cu varful pe cerc, in punctul diametral
opus punctului E(e,¢) de pe cerc.
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Asa cum rezultd din relatia (4.103) pentru e < R = R¢ > R. Exista si puncte,
din exteriorul discului circular, in care poate fi plasat excentrul E, pentru care, insa,
varful vectorului suma se afla pe un cerc Cc dispus in interiorul cercului C(O,R) dat,

astfel ca exista si posibilitatea ca R¢ <R, caz in care R <e <R \/E , adica excentrul

E poate fi plasat numai in interiorul patratului de latrura 2R in care se inscrie cercul
C(O,R).

My

OOy
COR.)

"--______
Fig. 4.21. Schita la problema Murray Klamkin

Dacia E este plasat in coltul acestui patrat, atunci cei doi vectori r’ si r’” sunt
tangenti la cercul C si varful vectorului suma este plasat in centrul O al cercului, astfel
ca RC =0.

Expresia razei putea fi si mai simplu dedusd, considerand vectorii r’ si r”
pentru 0 = 0, pentru care modulul lui r’ este
(4.104) r’=R-e si,respectiv @ =m/2, pentru care modulul lui r” este
(4.105) r”= VR? — e2, astfel cad modulul vectorului suma r este V2R? — 2eR, cu
originea in E(e,0) si modulul vectorului R¢ , cu originea in O, este
(4.106) Rc =/[e + (R —e)]? + [R? — e2]2 = V2R? — €2, numai c4, in acest caz,
particular, demonstratia n-ar fi fost generald, valabila pentru oricare punct E din
discul circular.

Deoarece, relatia lui Rc nu depinde de 0, indica faptul ca este independenta de
0, deci valabila pentru oricare 0, iar faptul cd nu depinde nici de &, indica posibilitatea
plasarii indiferente a lui E(e, €) in jurul originii O la distanta e. Singurele marimi care
influenteaza marimea razei R¢ sunt raza R a cercului considerat si excentricitatea reala
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e; mai precis raportul lor s, cresterea razei R conducand la cresterea lui Re si cresterea
excentricitatii e la scaderea ei.

Considerand in problema anterioard R = 1 rezultad ca, din relatia de definire a
functiilor rex, »,0, oricare ar fi 0 si excentrul S(s,g), radicalul sumei patratelor functiilor
radial excentric de 0 si de 0 + 7/2 este o constanta, iar aceasta constanta este

(4.107) \/rexize +rex?, (0 +m/2) =V2 — s? = constant.

In acest mod, problema enuntatd a fost mult mai simplu rezolvati, pe de o
parte, iar pe de alta parte, ea a fost extinsa si la punctele exterioare cercului si la cele
situate pe cerc, stabilind, totodata, o alta proprietate si o alta valoare constanta pentru
operatiile cu FSM-CE radial excentric.

Daca, dintre cei doi vectori, unul este nul si varful vectorului suma este tocmai
varful celuilalt vector, el are, evident, varful pe acelasi cerc C(O,R).

Al treilea caz este acela in care ambii vectori existd, pentru ca atit 0 cat si 0 +
m/2 sunt in domeniul de existenta al FSM-CE, iar suma acestor doi vectori este un
vector situat pe diametrul cercului C(O,R) si cu varful pe cerc, in punctul diametral
opus punctului E(e,¢) de pe cerc.

7) Reprezentarea intr-un plan a triunghiurilor
cu ajutorul FSM-CE radial excentric.

Notand cu OEM varfurile unui triunghi oarecare (scalen) si cu a unghiul din O
(0,0), cu  — 6 unghiul din E(e,¢) si cu p unghiul din M(a, R), rezultd marimile laturilor
ca fiind
(4.108) OE=e, OM=R si ri;=EM;,=Rrex;; 0 sau
(4.108") EM,;, =R Rex a4, si, In acest fel, att pozitia cat si marimea acestui triunghi sunt
complet determinate de expresia:

(4.109) R;,=R.rex;, 0 sau de expresia
(4.110) R;,=R.Rex a,, ,asa cum se poate observa in figurile 3.22 si 3. 23.
in prima forma, ca functii de 0- variabila motoare, R, e si &, R si e dau marimea
triunghiului iar 0 tipul triunghiului, care poate fi , cu referire la triunghiul din cadranul I
e Ascutitunghic, pentru®@—g > 7w/2 si a(0)—-e<m/2
e Dreptaunghic, pentru@-g=m/2 si a0@)—e<m/2
e Obtuzunghic, pentru@-¢ < @w/2 s 0@(0)—-e<zm/2

Unghiul € da pozitia rotita a triunghiului in jurul varfului O(0,0), astfel, pentrue =0,
triunghiul dreptunghic este in cadranul I pentru prima determinare (M;") si in cadranul
IV pentru cea de a doua determinare (M,").

Pentru £ = &, ceea ce echivaleaza, asa cum s-a mai aratat, cu E” pe semiaxa x
negativa, adica o excentricitate e < 0, cu prima determinare, triunghiul dreptunghic se
situeaza in cadranul II, iar cu cea de a doua determinare in cadranul III, asa cum rezulta
si din figura 4.22.b. Cu £ =/ 2, excentrele, ca si triunghiurile, se rotesc cu m /2, E
situandu-se pe semiaxa y > 0 si E" pe semiaxa y < 0. Se poate alege un unghi 6 > m/2
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pentru e > 0 si un 0 < 7/2 in cazul unui e < 0, astfel incat a (0) = 7t / 2 si unghiul drept
din E sa apara in O.

Fig. 4.22 Exprimarea marimii si a pozitiei triunghiurilor in plan
cu ajutorul FSM-CE R.rex; ,0

M,

Fig. 4. 23 Exprimarea marimii §i a pozitiei triunghiurilor in plan
cu ajutorul FSM-CE R.Rex |0

In cea de a doua forma, (Fig. 4.23) ca functie de a — variabild motoare-, R, ¢ si ¢
situatia este asemanatoare, cu observatia cd marimea triunghiului este datd tot de
dimensiunile liniare R §i e, iar & da pozitia rotitd a triunghiului, in jurul lui O(0,0) si @
este variabila care stabileste tipul triunghiului, asa cum se poate observa 1n figura 4.23,
pentru triunghiul din cadranul I,

e Ascutitunghic, pentrua—g <mw/2 si O(a)—¢ > m/2

e Dreptunghic, pentrua—g =m/2 si O(a)—€>m/2

e  Obtuzunghic, pentrua—g > w/2 si O (a)—-g > @w/2.

in cazurile in care a2(0)=0,cand e=a,,=10,sau 6,, () =0, cand e =0 , =,
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triunghiurile sunt degenerate, laturile OE si EM, , suprapunandu-se peste latura OM, ,.

Pot fi deduse, fara dificultate, si conditiile In care un anumit triunghi este scalen
(oarecare), isoscel sau echilateral. Pentru R # e # 1y, triunghiul este scalen, pentru R =e
# I'1y, adicd s = 1, triunghiul este isoscel si pentru R=e=r, = pf(e)=n-0+e=a-¢

Entitatiile/marimile R, e si ry,, considerate anterior, se considerd segmente
orientate. Dacd R > 0 pentru un unghi a oarecare, atunci, pentru a’= o, £ 7, segmentul/
vectorul R este orientatd in sens invers, astfel ca se poate considera R <0.

La fel, dacd pentru un unghi & oarecare e > 0, E situandu-se initial pe
semidreapta pozitivi OE’, atunci, pentru un £’ = &£ + 7 excentrul E” se va situa simetric
fatd de originea O, pe semidreapta negativa, astfel ca se considera e < 0. Pentru ry,(0)
= R.rex; 20 = R.Rex; (@) ca si pentru r12(0) = R.Rex;, (¢) = R.rex(0,,) au fost deja
stabilite semnele plus si minus in functie de una dintre cele doud determindi posibile
pentru e < R si pentru cele patru determinari posibile ale FSM-CE radial excentric si,
respectiv, a extensiilor lor pentru e > R. Si 1n acest caz, daca ry,(0) > 0, atunci 11 (0 £
m) <0 1iar daca 1, (@) > 0, atunci ry (e = 7 ) <0, din aceleasi motive, ale schimbarii cu
7 a sensului segmentului / vectorului ry, (impropiu / gresit denumita si schimbare ,,a
orientarii”, care raimane neschimbata, pe aceeasi directie 0 si, respectiv, a; orientarea
indicand doar directia (0 sau o ) nu si sensul [+ sau —] pe directia respectiva).

8) FSM-CE rex; ,0 ca solutii ale ecuatiilor algebrice de gradul al doilea
cu o singura necunoscuta

1. Fie ecuatia algebricd completa sub forma generala de gradul al doilea cu o
singurd necunoscuta x
(4.111) X +px+q’=0 si ax’+b.x+c+0  subforma completi normali
ale carei radacini sunt [2]
(4.112) X1 = R.rex; 5[0, E(e, €)], in care s-a inlocuit q cu q° pentru omogenizare

— p? 2 :
(4.113) R=+ ooz 1 s

=Rg= = P SR=+./e?—g2?si
(4.114) e=Rss= || OE |l 2003 (0-D) astfel ca R e —q-si

(4.115) q* = e’ — R?, reprezinta puterea punctului E(s, €) fata de cercul C(R,0)
si,masa cum s-a aratat, reprezintd,totodatd, patratul lungimii || ET; ¢ I? a tangentei din
E la cercul C(O, R).

Mai rezulta din (4.110) ca
(4.116) p = 2ecos(6—¢€) > e.cos(6—¢) = p/2

Se stie ca suma si produsul radacinilor sunt date de formulele lui Francois
Viéte

Y=Ex+X=—p= —

(4.117) a_iar suma si produsul celor doud determinari

= x%, = q° =

ale functiilor R.rex; ,0 sunt
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x1>|x2|

a. Radacina negativa mai mare b. Radacina pozitiva mai mare
X< x| x> | x|

Fig. 4.24 Solutii goniometrice reale si distincte x; > 0 i x, < 0 ale ecuatiei
algebrice de gradul doi cu o singura necunoscuta x.

(4.118) {R.rexle + R.rex,0 = R(1 — s%) = —2Rscos(0 — &) = —2ecos(6 — ¢€)
' Rrex,0.Rrex,0 = —R?(1—s?) = e? —R?
Solutiile, arhicunoscute, ale ecuatiei sunt

2
__r P\* o _ —-b+Vb%-4ac
(4.119) *12 = 73 + (2) a° = 2a

inlocuind sinusul prin cosinus in relatiile de definire ale FSM-CE radial excentric de 0

(4.120) 11, = Rurex;,0 = —ecos(8 — €) + \/[ecos(8 — £)]2 — (e2 — R?)
Comparand cele doua seturi de relatii (4.119) cu (4.120), rezulta

, lar R.rex;,0 se poate scrie,

p= b= 2ecos(0 — ¢)
(4.121) a , ceea ce demonstreaza ca r;,= R.rex;,0 sunt
2 _¢ 2 2 : :
= - =e*“—R
radacinile ecuatiei algebrice de gardul doi cu o singura variabild x, aga cum s-a afirmat
prin relatia (4.112).
2. Din prima relatie (4.116) mai rezulta ca
(4.122) cos(0 —¢g) = 2% si poate fi considerat + 1, in toate cazurile [2], deci

si pentru radacini reale, cand discriminantul ecuatie A > 0, iar din relatia (4.120)
rezulta ca, 1n acest caz, discriminantul A este chiar raza cercului

(4.123) A=%=R si, din conditia cos(0 —€) =% 1, rezulta 6 =0 si €= 0, cand
e >0 pentru semnul plus (+) si € =« cand e < 0 pentru semnul minus (-).
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e<0saug/=nm x; >0
.
>0 O
B
a. Radacini pozitive x;, x, > 0 b. Radacini negative x;, x, < 0

Fig. 4.25 Radacinile reale si de acelasi semn ale ecuatiilor algebrice de gradul doi
cu o singura necunoscuta x, exprimate cu ajutorul FSM-CE rex; , 0

In toate cazurile, in care radicinile sunt reale, vectorii m) trebuie sa aibe
componente numai pe axa x, adica ei se aseaza / confunda cu aceasta axa, in care caz,
este strict necesar ca® =0sie=0 (e>0)saue=m (c <O0). In acest caz, asa cum se
prezintd in figura 4.24,a si 4.24,b si cum rezultd din relatia (4.120), pentru radacini
reale de semne contrare
(4.124) Xio=rp=Rrex;;=—e+R = x;=R-e>0six,=—R-¢e<0
(Fig. 4.24,a), pentru p, e > 0, cand, se stie cd x; < | Xs | , 1ar pentru p, e < 0 rezulta
(4.125) Xjp=rp=Rurex;)[0=0,E (e<0saue=m)|]=etR=>x,=¢+R>0si
X ,=¢e—R <0, deoarece e <R sau s < (Fig. 4.24,b), caz in care x; > | X5

3. Solutiile goniometrice [Hitte, Vol I, pag. 45] ca si radacinile exprimate cu
ajutorul FTC [Rogai,E, Tabele si formule matematice, Ed. Tehnica, pag 42] sunt cu
mult mai simplu de determinat, analitic, aga cum s-a aratat, prin functiile rex;,0 si
grafic, agsa cum se indica in figurile 4.24,a si 4.24,b, pentru radacini reale si distincte:
perpendicular pe extremitatea lui p se ridica inaltimea h = q care este medie
proportionala intre segmentele deterinate pe ipotenuza si care sunt tocmai radacinile
cautate x; §i Xp. Jumatatea lui p este e si R este distanta de la mijlocul lui p la
extremitatea lui q.

O metodd mai simpla ca aceasta n-a aparut inca si o vom denumi radacinile
ecuatiei de gradul doi exprimate cu ajutorul functiilor trigonometrice circulare
excentrice (FCE). Aceastd metoda se va dovedi deosebit de productiva la inecuatiile
de gradul doi, pentru cd, in functie de pozitia excentrului E fata de O pe axa x, semnele
radacinilor x; si x, sunt mult mai evidente.

Astfel, daca E este interior cercului C(O,R), atunci radacinile reale sunt de
semne diferite. Daca E este exterior cercului (Fig. 4.25 a si b) pe axa x > 0, pentru p =
2e > 0, atunci ambele radacini sunt negative, deoarece cercul C este intersectat la @ = 0
numai de semidreapta negativa d-, iar daca E este situat la stinga lui O si in afara
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cercului, pe semiaxd x < 0, pentru p = 2e < 0, atunci ambele radacini sunt pozitive
(pentru @ = 0), deoarece cercul este intersectat doar de semidreapta pozitivi d .

a. Radacini egale si negative b. Radacini egale si pozitive

Fig. 4.26 Radacinile reale si egale, negative (a) si pozitive (b), ale ecuatiilor
algebrice de garadul doi cu o singura necunoscuta x,
exprimate cu FSM-CE rex, ,0

4. Daca discriminantul ecuatiei A = 0, se stic ca radacinile sunt egale.
Considerand a > 0, atunci pentru b, p > 0 = e > 0 cele doua radacini sunt negative, iar
pentru b,p < 0 = e < 0 cele doud radacini egale sunt pozitive, asa cum este ilustrat in
figura 4.26,a si 4.26,b.

Din relatia (4.123) rezultd ca, pentru A = 0 = R = 0, iar din relatia (3.115)
rezulta ca
(4.126)  xy,= —e.cos(0 —¢€) si, pentru cos(0 — &) ==+ 1, rezulta
(4.127)  xy2=r1,= + e, radacinile ecuatie in acest caz, in care e=p /2.

5. Din relatia (4.122) mai rezultd ca, pentru p = 0 = e = 0, ecuatia este
incompleta, pur patratica si radacinile sunt egale si de semne contrare x, = — X, ,
saur; = —r,, 8au 1, =— 1y, caz in care, din relatiile (4.119) si (4.121), pentru p = 0 si
pentru q* < 0 se obtine

(4.128)  x1,=t/—q? = +VRZ —eZ =+ R==q, iar pentru q* > 0
(4.129) x12==1i. R, asa cum se poate observa in figura 4.27,a si 4.27,b.

in exemplul q* > 0 , argumentele ¢, , ale numerelor pur compexe si conjugate
X1, sunt
(4.130) 01, =+ 71/ 2, pentru ca cele doud radacini, pur imaginare, nu au, avident,
componente pe axa reald ( Fig. 3. 27.b).
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6. In cazul A < 0 radacinile sunt complexe conjugate. Considerand 6 - € =0,
rezulta
(4.131) A=R*=-q’<0= ¢’ > 0= R’ <0 astfel ci radacinile sunt

) 2
(4.132)  xp=-e+iR=—p2+A=—p2+ (E) — 2,

a. q2< O,XlszziR b. q2>0,x1,2=:|:i.R

Fig. 4.27 Radacinile reale (a) si imaginare (b), de semne contrare,
ale ecuatiilor algebrice, incomplete, pur pitratice (x* + q =0 ), de gradul doi, cu
o0 singura necunoscuti x, exprimate cu FSM-CE rex;,0 incazulp=0=>e=0

a.Partrea reala (- e) pozitiva b. Partea reald (- e) negativa

Fig. 3.28 Radacinile complexe ale ecuatiilor algebrice complete de garadul doi
exprimate cu FSM-CE R.rex;, 0 in cazul A = R*<0
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Pentru p,e < 0, componenta reald — e > 0 este pozitiva si situatia este prezentata
in figura 4.28.a, iar pentru p,e > 0 si componenta reald negativa (— e < 0 ), situatia este
prezentata in figura 4.28,b.

Radacinile complexe sunt si conjugate, ceea ce nu se subliniaza intotdeauna
suficient n literatura de specialitate, pentru ecuatiile de gradul doi; nu si pentru ecuatii
de grad superior.

x, astfel ca cele doud componente imaginare sunt egale, de modul R si de semne
contrare

2
4.133)  yio=+iR= [(2) —q2=VA=VRZ=+R
pentru p/2 < q si componentele reale sunt
(4.134) Xjp=%(—e)= F e, aga cum se arata in figura 4.28,a si 4.28,b.
Argumentele numerelor complexe, 1n acest caz, sunt
(4.135) @12 = = arctan( R/e) =+ arctan ( 1/ s)
7. Ecuatia incompleti, firi termen liber (q° = 0 ) sub forma normala este
(4.136) X+px=0 = x(x+p)=0 si are radacinile
(4.137) x;=0six,=—p = —esidin (3.126), pentru q> = 0, rezulti acelasi lucru
(4.138) Xjp=—p/2 £p/2 sau x;,=r,=—€e te =>x,=0six,=—2e=p, asa
cum este ilustrat in figura 4.29,a, pentru p > 0 si b pentru p <0.

4
x; <0 M;=E(e, 0)
M, 0®
te /-
p>0 ~ < p<0
| u g |
ap>0=>x=0,x,=—p b.p<0= x;=—p,x,=0

Fig. 4.29. Radicinile ecuatie incomplete, fara termen liber (q° = 0), exprimate cu
ajutorul FSM-CE R. rex;2(0 =0, e)

8.In concluzie
e in toate cazurile solutiile sunt reprezentate de functiile radial excentric
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(4.139) Xi2=rio=Rrex; ;0 ,pentru®=0si e=0 (=>e=xe) =>cos(0—-¢)=
+1 astfel ca si e.cos (0 — € ) = £ e si relatia de definire a functiilor (3.132) va avea
expresia simpla

(4.140) X12= I'12(@1,) =—e £ R, in care, aga cum s-a vazut,

(4.141) —e=—-p si
2 . _ (+R,dacaA>0
(4.142) R* = A, astfel ca VA = {i LR dacid <0 ®

e In toate cazurile, solutiile sunt reprezentate de excentrul E(e, €) = E(+ e, 0)
situat invariabil pe axax (e=0=e = +tesaue=n = e = = —e) si de punctele
M2 (X1,2, ¥1.2); vectorii 112 (91,) = EMys.rad ¢, fiind radacinile cautate, sau solutiile
ecuatiei.

e Daca radacinile sunt reale atunci invariabil ¢,, =0=0

e Daca radacinile sunt complexe conjugate, cu sau fara parte reald, atunci 0 = 0,
iar argumentele ¢, ale numerelor complexe conjugate sunt date de relatiile
(4.143) @12 = arctan (R/e) =arctan(l/s)

e Raza cercului R, de definire a functiilor R.rex; , (0,E) este nula (R = 0) numai
cand A = 0, iar excentricitatea e este nula (e = 0) numai cand p = 0 si ecuatia este
incompleta, pur patratica, cu sau fara termen liber. In ultimul caz (siq>=0) si R =0,
astfel ca ecuatia are solutiile banale x;,=0 (e =R =0), punctele M;, =E=0.

e Functiile radial excentric (R.rex;, 0) sunt, deci, definite pe acelasi cerc de raza
R, de acelasi excentru E(e,¢) si, evident, de aceeasi excentricitate e (in modul) sau de
+ e, ceea ce inseamna ¢ = (), pentru semnul plus (+) si € = 7 pentru semnul minus (—) al
lui e. Ca urmare, determinarea radacinilor ecuatiei consista in determinarea a trei
marimi (R, | e | si € sau, mai precis, numai a doud marimi (R si + e, deoarece € = 0),
pentru raddcini reale, pentru care © = ¢;, = 0. Pentru radacini complexe (A < 0)
trebuie determinata, in plus, si valoarea argumentelor numerelor complexe X, », adica
unghiurile @,

9. Notad functia de gradul doi
(4.144) F(x)=ax’+bx+c=x>+px+q’ sestie ci ea poate fi scrisd, cu ajutorul
radacinilor x, , astfel
(4.145) F(x) = (x — xy) (X — Xp), pentru forma normald completa (a = 1)
modificata.

In figura 4.30 s-a luat un exemplu in care x; $i X, sunt ambele pozitive si
corespund cazului p =2e < 0. Radacinile x; si X , au originea in excentrul E™ pe care il
vom considera o noua origine Q’, de la care se marcheaza variabila x € [x,, X4] a unui
punct curent M; de pe axa x.

In figura 3.30, se observa ci diferentele (x — X;) si (X — X;) sunt, pe de o parte,
valorile FSM-CE rex;»(0, E = M)) si, pe de alta parte, asa cum s-a aratat deja, tocmai
segmentele determinate de inaltimea unui triunghi dreptunghic, cu unghiul drept in
P;(x, ih) inscris in cercul C(O,R). Ca urmare, produsul lor, din relatia (3.138) este
chiar patratul inaltimii — h%. Se observi cd, pentru X = X, si X = x; rezultd i.h = 0. Ca
urmare, dacd M;(x) parcurge diametrul cercului C(O,R), punctul P; parcurge arcul
cercului C de la M, la M;. Relatia (3.138) devine

i R=0 daca A=0

171

BUPT



Mircea Eugen Selariu

(4.146)  F(x) = — h’(x) pentru M; interior cercului, adicd xe [ X,, Xy].
Daca M; se asimileaza unui excentru E; si excentricitatea e; abscisei lui M; cu
originea in O atunci
(4.147) (x—x1)=—Rurex; (0,e;), iar(x—X,;)=—R. rex,(0, e;), astfel ca
(4.148)  F(x) = R’rex (0, e ; Jorex,(0, e ;) , pentru e ;e [ - R, + R].

e<0

A

Fig. 4.30 Schita explicativa

Dacid punctul curent este exterior cercului, ca M." si M., atunci ambele
paranteze sunt de acelasi semn, astfel ca produsul lor este pozitiv si egal cu puterea
punctului M, si, repectuiv, M, fatd de cercul C(O,R), putere dati de expresia
(4.149)  F(x) = e.’—R? (e>R) pentru x exterior cercului, adica X > x; §i X < X,,
in care e, este abscisa punctului curent Me, consideratd din originea O care este si
centrul cercului C(O,R) si, tinand cont de radacinile exprimate de FSM-CE radial
excentric, sub forma
(4.150) F(x)= [x— Rurex;(0 = 0)].[x — R.rex; (0 =0)] = (x-r;).(x-1;) =e —R?

9. Inecuatii fundamentale de gradul al doilea

Considerand in locul ecuatiei x* + px — q* functia y = x> + px — q°, imaginea ei
este o parabola cu varful in punctul V(xy =—p/2, yv=q"—p>/ 2).

Abscisele punctelor, In care aceastd parabola se intersecteaza cu ax Ox, sunt
solutiile (rddacinile) ecuatiei (Fig. 4.31.a).

in figura 3.31.a s-a reprezentat si cercul

2
(4.151) y=+/R? — (x — a)? cu centrul pe axa Ox, in care R = (g) - q?
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X1+Xy

sia= care demonstreaza ca radacinile ecuatiei algebrice de gradul al doilea, cu
0 singura necunoscuta X, se pot obtine si ca intersectie dintre cercul cu centrul pe axa
Ox si axa Ox, adica pentru @ = 0, asa cum s-a afirmat deja.

Polinomul de gradul doi mai poate fi scris §i sub forma
(4.152) x*=-px—q° sinotand
(4.153) Fi(x)=x° si F,(x)=-px—q’, cele doud radicini pot fi determinate ca
abscise ale punctelor de intersectie [Fy(x) = F, (x)] ale curbei y = x cu dreapta y = —
p.x—q’ (Fig. 4.31.b).

Parabola: y = ¥t pr—g- Parabola:y=x"
p=—2;q=3" : Dreapta;y=-px+g?
Carcul; yi= B2 (x - a)? Wy=-1; w =3
Re2,amil "=
Hy=—F: Wy = 3

Vi1, —4)

Fig. 4.31.a Solutiile ecuatiei de gradul | Fig. 4.31.b. Solutiile ecuatiei de gardul
doi ca intersectie a parabolei cu axa doi ca intersectie a parabolei y = x* cu
Ox dreaptay =—px+q’

Din prima figura 4.31.a, rezultd ca, pentru a = 1 > 0, functia F(x) este pozitiva in
domeniul x € (- o0, X,) N (X, +0) si negativa Intre radacini, adica pentru X € (Xz, X1).

Din cele expuse, rezultd ca aceste intersectii pot constitui §i metode
geometrice/ grafice de solutionare a ecuatiilor de gradul al doilea.

Considerand inecuatia
(4.154) ax’+bx+c>0, abceR a=0siA>0
multimea S* a solutiilor este dati de relatia
(4.155) S" e (—o, x;) N (x4, +o), iar solutiile inecuatiei
(4.156) ax’+bx+c<0, ab,ce R, a=0si A>0 suntcuprinse in multimea S~
(4.157) S e (x;, x;) deoarece x; < X,

Ca tratarea sa fie completd, in cazul inecuatiei (4.154), tabloul solutiilor este
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I(A>0

{a >0 -5 € (—%,x)U(xq, +00)
a<0-S € (xy,x1)

_ (a>0->5€ R{x,}
(4.158) { A—O{a<0 55 (@)
a>0->S€eR

l A<O{a<0—>5€{<b}

Este suficient sa se studieze cazul a > 0, deoarece, in caz contrar, se inmulteste
inecuatia cu — 1, simultan cu schimbarea sensului / semnul inecuatiei.

10. MATEMATICA ATOMICA (MDSCCNYS)
Metoda determinarii succesive a cifrelor consecutive ale numarului solutie.

Este o metoda noua, extrem de importantd, de ezolvare a oricarei ecuatii, de
orice tip si de orice ordin, ca si a intersectiilor diverselor curbe plane.

Metoda, extrem de simpld si usor de aplicat, daca avem la dispozitie un
calculator numeric, cu un program de matematicd, consta in scrierea de 10 ori a
ecuatiei date si considerarea pe rand, in aceste ecuatii, a celor zece cifre existente /
posibile (0, 1, 2, 3..., 8, 9) drept prima cifrd a numérului-solutie. In zona in care
erorile schimba de semn este prima cifra-solutie exacta si se alege cifra a carei eroare
este cu semnul + sau cu semnnul - in functie de modul in care curba / (funtia din
ecuatie) intersecteazd axa x: de la valori negative la cele pozitive, se alege cifra
corespunzatoare erorii cu minus $i invers.

Cifra, consideratd ca o prima cifra exacta, se trece In fata celor 10 cifre
existente / posibile introduse anterior in cele 10 ecuatii si se “da enter”, obtinandu-se,
din nou, alte 10 valori ale erorilor. In zona in care erorile schimba de semn, se alege
drept a doua cifra exacta cifra care da eroarea cu acelasi semn ca si in cazul anterior
(prima cifra). Daca, la un moment dat, o eroare apare zero, insemna ca procesul s-a
incheiat si cifra care a dat aceasta eroarea nuld este ultima cifra exacta a solutiei. Daca
nu, procesul se continud, pana cand obtinem atatea cifre exacte cate se cer, sau cate
dorim in numarul-solutie.

Metoda a fost denumitd atomica, deoarece, ca si atomul, numarul a fost
disecat in cifre, iar acestea au fost la randul lor disecate in partea intrega a
numarului-solutie, cifre corespondente denumite cifre protonice si in partea
zecimala a caror cifre au fost denumite cifre electronice.

O metodd mai simpla nu s-a intalnit incd, dar ea este posibild numai in
prezenta Vunui computer. (V. lugrérile Mircea Eugen Selariu “MATEMATICA
ATOMICA. METQDA DETERMINARII SUCCESIVE A CIFRELOR CONSECUTIVE
ALE UNUI NUMAR (www.cartiaz.ro) si “CIFRELE, PARTICULELE ELEMENTARE
ALE MATEMATICII” (www.cartiaz.ro).
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Motto:” Matematica este singura metafizica buna”
William Thomson Baron Kelvin
,Supermatematica, una si mai buna”

Autorul

Capitolul 5

APLICATII MATEMATICE SI TEHNICE ALE FUNCTIEI
SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE
RADIAL EXCENTRIC rex0

5.1 Determinarea oriciat de exacta a relatiei de calcul a integralei eliptice
complete de speta intdia K(k)

1. Prezentare pe scurt

Frecventa este marimea fizica care, astazi, se poate masura cu cea mai mare
precizie. De aceea, definitia unitatii de lungime (metrul etalon de la Sévres-Paris) a fost
inlocuita, in 1983, cu multiplii lungimii de unda a unei oscilatii (radiatia kriptonului
86), iar unitatea de timp a fost redefinitd prin multiplii de perioade ale unei anumite
radiatii. Calculul frecventelor diverselor sisteme tehnice, in special neliniare, nu s-a
ridicat, insa, pana in prezent, la acelasi nivel dorit de precizie.

Integrala eliptica completa de speta intdia K(k) poate oferi solutia determinarii
cu precizie a frecventelor unor sisteme neliniare, dar seria de puteri, prin care ea se
exprimd, este slab convergenta. De aceea, au aparut metode numerice, ca metoda
Landen sau a mediei aritmetico-geometrice, care oferd cu precizie valoarea
numerica a lui K(k) pentru un modul k dat, valori prezentate tabelar (m = k%), cu
diverse zecimale exacte, de exemplu, cu 9 in Abramowitz [Handbook of Mathematical
Functions with Formulas, Graphs and Mathematical Tables, Edited by Milton
Abramowitz and Irene A. Stegun, National Bureau of Standards Applied
Mathematics Series — 55, 1964 ] .

Media aritmetica-geometrica (AGM arithmetic-geometric mean, in limba
englezd), notatd si M(xX,, X;) a doud numere pozitive X; §i X, se defineste/calculeaza in
urmatorul mod. In primul rand, se calculeaza media aritmetica a numerelor x; $i x; .

In aceastd lucrare, x; si x, sunt cele doud radicini ale ecuatiei algebrice de
gardul al doilea, problema tratata anterior, aratandu-se ca x; =rex; (0,e) =—e +R >0,
iar x, =rex; (0,e)=—e—R=—(e+ R)<0.

In cazul de fatd, excentrul S = E sis = e =k < [0, 1] in faza initiala (de plecare /
start) este interior cercului initial de raza R =1 si s; = ¢;/ R; < 1 1n permanent, adica pentru
toti pasii i€ [1, 0 ), excentricitatea reald ajungand, in final, la zero cand raza ultimei orbite
ia valoarea cautatd R;= Ry= R, = R(k) cu ajutorul careia se exprima valoarea lui K(k).

Media aritmetica a acestor doud numere (x; si x;), unul pozitiv si celalalt
negativ, a fost denumitd media aritmetica, de semne opuse sau negativa si este
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A_=(X] +X2)/2=—e

Se construieste apoi media geometrica G a numerelor x; §i + X,, care este

G= \/xl.xz = \/(—e+R)0(e+R) =+VR*—e>>0,.R>e¢

Asa cum s-a aratat la teorema inal{imii intr-un triunghi dreptunghic, G
reprezintd tocmai valoarea functiei radial excentric pentru @ =7 / 2, adica

G=p=rex;(nw/2,e)

Avand calculate mediile A, = R,, A,~ = e, si G, = p, se trece la pasul urmitor

n + 1 prin relatiile
. A +G ) ‘T
=Rna An—]= n2 =€, $1 Gn+l= An .Gn .

A +G,
Metoda Landen, sau a mediei aritmetico-geometrice, de determinare a
valorii unei integrale eliptice de prima speta K(k), porneste de la numerele

a0=1,b0=k’= 1_k2 $iC0=k,
pentru care se calculeaza media aritmetica pozitiva ay, ay, ... a, , media geometrica by,
b, ... b, precum si media aritmetica negativa a numerele €y, €, +eey €y,

Numerele succesive a; si ¢; scad succesiv si, In final, ¢, — 0, in timp ce
valorile numerelor a, si by, pentru n — oo, (scad In marime absolutd (adica valorile
reale) si cresc relativ (cele numerice) pana in final, cand se egalizeaza (a, = b, =R, =
R,) si tind spre functia R(k), pe care o numim “raza finala” asa cum se poate observa
in figura 5.1.

Razele R;= a; scad in marime absoluta si indlfimile h; = p; = k’; cresc relativ,
pana 1n final, cand se egalizeaza. Din figura 5.1 se poate observa convergenta foarte
puternici a metodei. In pofida alegerii unui modul k = e foarte mare (0.98), dupi
numai doi pasi, R, devine aproape egal cu p,, astfel cd, marimile din cel de al treilea
pas nu mai pot fi desenate lizibil.

Se stie ca valoarea integralei K(k) este data de relatia

K(k) = —

2.R(k)

Chiar daca se ia drept raza finala R(k) dupa numai 2 sau 3 pasi (R(k) = Rj),
razd determinatd prin metoda graficad din figura 5.1, precizia de calcul a lui K(k),
calculata cu relatia anterioara, depaseste precizia necesara calculelor ingineresti. Asa
cum s-a mai afirmat, dupa 5 pasi precizia de calcul a relatiei astfel obtinute cu R(k) =
Rs, atinge precizia de 15 (cincisprezece !) zecimale exacte.

Se mai stie cd, media aritmetico - geometrica M (ay, by) a numerelor a, si by

a,+b,

converge spre relatia
M(ao,b0)=£ _ l+ﬁ
4 K(L_bo) 4 K (l—m
a4, +by 1+ W

+
An+]=

)

BUPT



4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

Ideea autorului a fost de a obtine nu valoarea numerica a lui K(k), ci o
expresie algebrica (relatie de calcul) din care sa rezulte, cu o precizie impusa (oricat
de ridicata se doreste), valoarea integralei pentru oricare valoare k, si nu numai pentru
cele existente in tabele, evitandu-se, astfel, interpolarile uneori necesare. Pentru
precizii nelimitate, aceasta relatie de calcul este K(k) = @/2.R(k) si, pentru minimum
15 zecimale exacte (! ), s-a constatat ca functia Ry(k) necesita doar 5 pasi, astfel ca
Rs( k) este patratul perfect

1 R2
|W2
IWl
H] :
G ) /E Ry
— o
1 ! G
— ‘\—-—"l i '--_p-_:-];’
si e=k

— Ci(O.R)

Fig. 5.1 Primii doi pasi ai transformarii de centrare

2

1| A4+G |A*+G? 1 2
5.1 Rs(k)=z 5 +14 5 AG | = Z[\/Az(Rzapz)"'\/Gz(Rz:pz)]

cu notatiile

(5.2) G=YV1-#" =4k =1-k> = Jp, si
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1++V1-k? 1+G*
53) A= +‘/2 =J +2 - JR,

Algoritmul de calcul, prezentat in lucrare, ce constituie, totodatd, si o
transformare geometricad noud, denumitd de “centrare” - pentru cd la N = oo cercul
trigonometric excentric, cu excentricitatea numerica k # 0, se transforma in cercul cu
excentricitate numerica nuld (ky = 0), deci centric - stabileste transformarile din pas in
pas, peste doi, trei sau patru pasi si poate stabili, in continuare, §i peste mai multi pasi.

De exemplu, relatia anterioara Rs, de dependenta dintre marimile din pasul 5
cu cele obtinute dupa pasul intai, adicd peste patru pasi. Se poate obtine Ry cu o relatie

asemanatoare in care /R, — A si 4/ ps = G, dar preciziile astfel obtinute ar depasi
cu mult cerintele practice ingineresti.

2. Introducere in itegrale eliptice
Integralele de forma IR(Z,w)dZ, in care R este o functie rationald de doua

argumente si w> = P(z) este un polinom de gradul 3 sau 4, sunt denumite eliptice.
Oricare integrala eliptica poate fi adusd in una din cele trei forme denumite de
speta intaia K(k), speta a doua E(k) sau de speta a treia I1(k).
Integralele eliptice reale de speta intai, notata cu F( k, @) si de speta a doua, notata cu
E (k, @), sunt integralele definite, in forma normala trigonometrica si, respectiv, forma
normala (standard) Legendre de expresiile:

sing dx

le i sin® y I\/(l ) (1-k2x)

(54) F(9,k) = =1, de speta intiia si

sing kzz

(5.5) E(¢,k) = J‘\/l k*sin® wdy = , de speta a doua.

Forma trlgonometrlca rezulta din cea standard prin schimbarea de variabila
(5.6) x=siny

Parametrul k, subunitar in valoare absoluta, este denumit modulul acestor
integrale, ca de altfel si al functiilor eliptice Jacobi in notatia lui Gudermann

(5.7  sn(u, k)=sin¢, cn(uk)=cos @ si dn(u k)= 1-k’sin’¢ si

reprezintd, totodatd, excentricitatea numericd (e = k) a functiilor supermatematice
circulare excentrice, iar expresia

(5.8) K=v1-k*= p se numeste modulul complementar, notat in aceasta lucrare
si cu p ( perpendiculara in E pe axa absciselor) si denumita si pondere.

Pentru limitele superioare ale integralelor reale ¢ = @/2 si, respectiv, sin @ =1,
se obtin integralele eliptice complete de speta intaia K( k ) sau a doua E(k).
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T Ay
(59  F@2,k) = KK = [ ——r—
{ J1-k7sin® y

Dezvoltarea in serie de puteri a functiei K( k ) este

NN
(5.10) K(k)= 2 1+(l)2k2 +(£)2k4 +(ﬁ)2k"+...+[u]2k2” oy =
2 2 24 24.6. 2n)!!
= %F %,%;l;k ®) si prezinti o convergenti foarte slaba, pentru | k | <1.

In cea de a doua expresie (5.10), F(a,p;y7;z) este functia sau seria

hipergeometrici, cu notatia Gauss, in care Re(a + - y) =0 = seria este convergenta
in tot cercul de razi unu (trigonometric- CT sau unitate CU), cu exceptia punctului z = k
= 1; punct 1n care nici relatia de calcul ce va fi dedusa nu este valabila, metoda in sine,
insa, oferind valori exacte (K(1) =/ — o).

in anul 1826, Adrien Marie Legendre (1752-1833) in “Traite des functions
elliptiques et des integrales Euleriennes”, care reprezenta sinteza celor 40 de ani de
cercetari in teoria integralelor eliptice si euleriene, prezintd tabelele valorilor
integralelor F(¢, k) si E(@, k). Ele sunt date pentru toate valorile unghiului ¢ din grad
in grad si pentru 90 de valori ale lui k, corespunzatoare unghiului
(5.11)  Pm = arcsin k, (unghi notat in literatura de specialitate cu a. = Py)
tot din grad in grad. Sunt, deci, 16.200 rezultate cu zece zecimale exacte pentru ¢ € [0,
7/4] si cu noud zecimale exacte pentru ¢ € [ n/4, w/2]; calculele fiind efectuate de el cu
14 si, respectiv, 12 zecimale exacte.

Problemele de calcul numeric, privitoare la integralele si functiile eliptice, se
trateaza mai usor cu functiile theta-eliptice. Ele se definesc ca sume de parametrul q al
lui Jacobi pentru | q | < 1. De exemplu,

(5.12) S (u)=1+2 Zq”2 cos2nu si legatura cu K(k) este
n=1
7. 9;
5.13)  K(k)— > %2
2 R,

La comunicarile lunare ale Academiei din Berlin, in anul 1883, Weierstrass a
prezentat posibilitatea sporirii preciziei de calcul a parametrului q prin metoda
Landen, oprindu-se la o singurd iteratie, dupa care a obtinut, ceea ce, in aceasta
lucrare, s-a denumit excentricitatea numerica k;, dupa primul pas_din transformarea
de centrare ce va fi prezentata in continuare.

Cu notatiile actuale, din prezenta lucrare, care se refera la raza cercului Ry si la
excentricitatea reald e;, toate dupd un prim pas al transformarii de centrare,
excentricitatea numerica k; este
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K _J1_ 2 9 55
(5.14) k=G Lok 1-VIZK 294297 +2¢7+.

R 1+k' 1:\V1—k2 142" +2¢"+..

si prin inversarea acestei serii s-a obtinut parametrul q, care este seria infinita

5 9 13 17
(5.15) q=ﬁ+2(ﬁj +15(ﬁ) +150(ﬁ) +1701(ﬁj oo,
2 2 2 2 2

Weierstrass a prevazut posibilitatea sporirii in continuare a preciziei lui q,
prin continuarea algoritmului de calcul, dar nu a continuat astfel, preferand alte cai.
Pacat!

R=1 p=0,199

Lt e=k=098 s=0098
R;=0,599 p,=0,4460
€= k] = 0,40005 $1= 0, 67

// R2=0,523 P 2=0,5]71
/ e, =0,0767 s; = 0, 1466
L 7 R;=0519 p,=0,51995
/ e3; =0,0028 s3 = 0,0053
/ R,=0,599 p,=05199

e 4=0,000004 s, = 0,000000

Fig. 5.2 Functia R;rex; (0, s;) pe primele 4 orbite, 8 € [0, 7]

Functia rex 0 are proprietatea de omogenitate de gradul unu deoarece, fiind o
functie de raza cercului (R =1 a cercului unitate/trigonometric (CT) si R; a unui cerc
oarecare) si excentricitatea lui (e =s = k pe CT si e.R ; pe alte cercuri, dar de aceeasi
excentricitate numerica k), pentru £ = 0, functia f(R = 1, e), prin amplificarea
variabilelor cu scalarul R ; > 0 se obtine
(5.16) f(Ri.R, e.R;) = Ri.f (R =1, ), asa cum rezulta si din relatiile de definire ale
functiei R.rex0, ca si a functiei R.Rexa (0).

In prezenta lucrare, se vor folosi numai determinarile principale (1),
renuntandu-se la acesti indici. Indicii, ce vor fi sa apara, se refera la numarul pasului
mn=i=1,2,3,..,N) transformdrii geometrice de centrare.

Pentru =0, n/2 siwsie=k seobtin valorile reale: minima (m), ponderata
(p) si, respectiv, maxima (M) si cele numerice (raportate la raza) s = k si s’ =k’ ale lui
rex0.

In faza initiald, pe CTsau CU(O,1), deoarece raza R = 1, toate valorile reale
sunt egale cu cele numerice
5.17) m=1-e=1-k=1-s5,
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p=+Vl-e’ =JmM =N1-k*= k=¥ si, respectiv,

M=1+e=1+k=1+s

Pentru un cerc de raza oarecare R;, excentricitatea reald e;, maximul M,
ponderea p; i minimul m; sunt méarimi reale si excentricitate numerica s; = k; este

. M,-m, M, —-m,
(5.18) k== Mmoo,
R, 2R, M+mi

si complementara ei

) ..,

(5.19) k= —+=—-——— sunt marimi numerice.

Marimile reale, corespunzatoare, sunt
(520) mi:Ri—ei:Ri( 1 'ki ),

pi=+m;. M, =\/Rl.2—el.2 =R, \/l—kiz si
Mi:Ri“‘e,‘:Ri( 1 +ki)
Se observa, fard dificultate, ca M = SUP rex6 sim = inf rex6 astfel

Qel el
cd rex0 apartine clasei functiilor cu variatie marginitad de un numar fix V,=M - m =

2 e si, in consecintd, o astfel de functie este diferenta a doua functii nedescrescatoare ,Si
reciproc [Bidescu R., Maican C-tin, INTEGRALE UTILIZATE in MECANICA,
FIZICA, TEHNICA si CALCULUL LOR, Ed. Tehnica, Buc., 1968].

3. Exprimarea unor medii cu functia rex 0

Notand cu A" media aritmetici + (semisuma) a doud numere pozitive, A
(semidiferenta) sau media aritmetica — in care minimum m schimba de semn (m =
— m) si cu G media lor geometrica rezulta
(5.21) Afm,M)=R=1, A(—m, M)=e=k si G(@m M)=p=k’, in
momentul initial, pe cercul trigonometric (CT) de R =1 si, pentru oricare alt cerc de
parametrii Ry, e; si p;, ele sunt
(5.22) A (i, M) =R A7 (—mu, M) =e;, si G;(mi,M)=pi=mM,

O perpendiculara, ridicata in excentrul E = S(e=s, e=0) = K(k,0), intersecteaza
cercul trigonometric CT in punctul W = M si
(5.23)  |EW| =rex(z/2,e=s=k)= p@2, k)= J(I-k)(1+k) = Vm.M

= N1-k> =Kk =psi din punctele K; intersecteazi CT in punctele W;
pentru care

(524)  |KW|=rex w2, k) = J(I—k)(1+k)= 1=k} =K =p;/ Risi din

excentrele E; intersecteaza cercurile interioare n punctele M ; pentru care

(5.25) ||E, M| =Rirex (W2, k)= /(R —¢ )(R +€) =Ri\Jl-k} =R K’;=p;
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4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

p fiind denumita pondere, sau valoarea medie geometrica ponderati, de pondere 1, a
functiei rex0, deoarece reprezintd media geometrica a valorilor extreme pe care le ia
functia radial excentric rexf. Cele mai importante medii cunoscute sunt reprezentate in
figura urmatoare si sunt susceptibile reprezentarii lor cu FSM-CE.

Wi

AlR.D] i)

ry = R.rext o 1y = Rorexi

Media numerelor a,= r;=R.rex0’ si a,=r,=R.rexn
(aritmetica A=R, geometrica G = R.rexg, armonica H, ponderata P)
exprimate ca FSM-CE

Marimea obtinutd, formand mediile aritmetica si geometrica ale valorilor a
doud marimi, apoi formand mediile aritmeticd si geometricd ale acestor medii si
repetand operatiile panad cand mediile astfel obtinute devin egale, se numeste media
aritmetici - geometrici a celor doud valori. In cazul de fatd, astfel de medii se pot
obtine in doud moduri.

Alegand drept marimi initiale valorile extreme m si M ale functiei rex6, se pot
obtine marimile caracteristice R si e specifice FSM pe un cerc de raza R=1, sau oarecare
R;, pe care le vom denumi medii interne si mediile de acelasi gen, care permit saltul de pe
un cerc (orbita) pe altul, de alta raza, sau de pe o orbita pe alta, faicand legatura dintre
doua orbite consecutive, denumite medii externe si care sunt (v. Fig.5.1)

(526) AR, p) =(1+V1—k?)2=R; si A (R, -p)=(1-VI—k?)2=e¢,, astfel
ca, se pot enunta urmatoarele principii excentrice (PE) importante

PE 1: Raza unei orbite este egald cu semisuma razei si a ponderii orbitei exterioare
(mai mari), adicd Ry, = R; + p; si

PE 2: Excentricitatea unei orbite este egald cu semidiferenta razei si a ponderii
orbitei exterioare, adica, e;.; = R; — p;, care sunt scrise, in continuare, concentrat (prin
simbolul +).
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4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

Cele doua medii aritmetice, scrise concentrat, sunt

(527) Ry, e =A lt (R+xp)=(1 £+v1- k? )/2 si dau cele doud marimi principale
ale unei orbite circulare: raza si excentricitatea reald si care servesc la calcularea
extremelor orbitelor

(528) my,M;=R; Fe), =>m =~1-k>=psi M{=R=1 sia ponderii

(529)  pi= Gy (my, My) = \Jm. M, =\/1./1-k* , ca medie interni dup primul

salt (pas).
Relatiile (5.27) si (5.29) dau dependenta dintre marimile de pe orbita initiala

(CT:R=1,e=s=ksip=k=+1-k*)si cele de pe orbita urmitoare, de indice 1.
Raza si excentricitatea reala, ale noii orbite, sunt

(5.30) R;=A;" (R, p), e, = A, (R, -p), astfel ci, o altd proprietate a transformdrii
este

PE 3: Suma excentricititii reale si a razei de pe o orbitd oarecare este egala cu raza
orbitei circulare mai mari. Aceastd raza aparfine orbitei anterioare la saltul de pe o
orbitd mai mare pe una mai mica si orbitei urmatoare, la trecerea inversa de la mic la
mare.

Acestea sunt cele doud transformari posibile: directa sau de impandare, spre
centru, denumitd centrare s§i, respectiv, inversa sau de expandare, denumita
transformare excentrica sau descentrare.

(5.31) M;=R;+e¢;=R=1,deoarece A" (A"}, A} = A'+ A =R=1, proprietate
de seama a FCE, ce se va folosi 1n continuare. Dar, suma (5.31) exprima valoarea lui
M, astfel ca

PE 4 : La trecerea de pe o orbitd pe alta, maximum orbitei de raza mai mica este
valoric egal cu raza orbitei de razd mai mare.

Aceasta este si proprietatea pe orizontala, sau pe axa x, a transformatei
geometrice a FCE rex0, la trecerea de la/pe o orbitd la/pe alta. Pe de altd parte,
deoarece

A ( A+], A_l ) = A+1 - A_l =p= k’> rezulta
(532) m=R;-e;=p =Kk si
PE 5 : Minimul orbitei de razd mai mica (_m ;. ) este egal cu ponderea p; a orbitei de raza
mai mare.

Deoarece ponderea este dirijatd pe directia verticala, directia axei y (0 = / 2),
denumim aceasta proprietate ca fiind * pe verticala “ a transformarii.

Se observa, fara dificultate, ca

(533) M;-my=2¢,=1-p=1-kK=1-v1- k*  iarnoua pondere va rezulta ca

(534)  p1=Gim, M) =G, (p, R) =vVIV1-k* =4/1-k* =\[p =K', astfel ca
/ _ 1.2
p’=p Sau(R1.k’1)2=R.k’\/E= # si \/p_]=8\/l—k )
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4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

Valorile functiei rex; (1/2), sau ponderile succesive, cresc 1n progresie geometrica cu
ratie variabila, proprietate care rezult si din faptul ca p,>=R,*-e’= (R, - )R, + ;) =M.
m; =R.p=p, pentru primul pas, deoarece R =1.

Pentru pagii urmatori, tinand cont de (5.34)

(5.35)  pi1=Gi(Mi, Mis) =4/ p,. R, i (Riey K'i:1)” = K’RuR; =k’ R din care

R, , .
(5.36) k= [é—”k’iﬂ T’ sau \/k_l.= 1/1—kl.2 = % si algoritmul trecerii de pe o

i i

orbitd pe cea urmatoare devine simplu, transparent si ilustrat in figura 5.1.

4. Transformarea geometrica excentrica si
transformarea geometrica de centrare

Salturile punctelor, de pe o orbita pe alta, pot avea loc in doua sensuri.

In transformarea directi, rotatiile punctelor W; pe CT au loc in sens levogin
de la W(K) - punctul initial - spre punctul final Wy (ky = 0), care tinde spre punctul
B(0,1). in sens invers, de descentrare, din W(k) se ajunge in punctul de origine al
cercului unitate A(1,0), astfel ca sx=1, N — —oo,

Salturile din W in M; au loc de pe orbita initiala CT/CU (de start sau de
plecare de R = 1) pe cele interioare acesteia (de raze mai mici, R; < 1), din punctul
W(k), trecand prin punctele M; (e;) si pana in punctul final My (exy = 0; Ry), iar
Wi (k) prin care excentricitatiile orbitelor scad, in salturi, pana la valoarea ey = ky = 0
si pe care o denumim, din aceastd cauza, CENTRARE (v. Fig. 5.5).

Centrarea este o transformare conforma circulara, compusa dintr-o homotetie
de ratie/modul h= R;+ 1/R; combinata cu o rotatie de unghi

Aa=a,,, —a; = arcsin(p +1/Ri-;) —arcsin(p ; /R ;) =

. . . 2 2
= arcsin k’.; —arcsin k’; = arcsin (K’ /1= k" =k {/1-k"") ).

In figura 5.1 primele doua rotatii au fost notate cu R, si R,, iar homotetiile cu
H; si H,, astfel cd, prin compunerea lor, se obtin primele doud transformari de centrare
notate cu C; si C,,

Multimea centrarilor, transfera punctul initial W, de pe CT, in punctul final
My, de pe cercul de raza Ry, situat pe axa y, pentru N—>00. Se va nota raza orbitei
circulare finale a centrarii cu Ry, care este, evident, o constantd, pe de o parte - fiind
raza unui cerc - si variabild, pe de altd parte R(k), deoarece depinde de excentricitatea
e=s=k (aleasd egald cu modulul integralelor eliptice) si de la care va pleca
transformarea. De aceea,
(5.37) R nx=R(k), pentru n=N — oo.

Independent de pozitia initiala a lui W pe CT, transformatul acestuia dupa
primul salt, punctul M;, va fi situat pe o parabola cu focarul in originea O, varful pe

axa x in punctul V(%2, 0) si trecand prin punctul B(0, 1) = Wy | Now & CT.
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4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

in cazul k = 0, transformarea de centrare nu modifica pozitia punctului W(k =
0) - care ramane el insusi -si ca urmare R(k =0) =1 si K(0) = /2.

In cazul k = 1, punctul initial A(1, 0) = W(k = 1) = p = 0 si chiar dupa prima
transformare ajunge in O(0, 0), ceea ce inseamna ca raza R(k =1), a ultimului cerc al
transformarii de centrare, va fi nuld R(1) = R; = 0 si K (1) = o0o. Metoda, in sine,
oferind, cum am afirmat anterior, valoarea exacta pentru k = 1.

Transformarea 1n sens invers, de pe CT pe orbite circulare de raze din ce in ce mai
mari (R; > 1), cand si excentricitatea orbitelor va creste de la k la ky =1, pentru N —-00, 0
denumim, din aceste considerente, transformare geometrici EXCENTRICA (Fig. 5.6).

In ambele transformari, se porneste de pe CT cu e = s = k, cu valoare diferita
de valorile 0 sau 1, discutate anterior, se trece prin excentricitdtile reale e;, valoric
diferite de cele numerice k;, pentru ca, in finalul fiecarei transformari, sa se ajunga din
nou la egalizarea acestora: la valoarea 0, in cazul transformdrii de centrare si la
valoarea 1 in cazul transformarii excentrice. in cazul centrarii, cele doud puncte finale
Wy si My se vor situa pe aceeasi verticald (an =7/ 2): punctul initial W, corespunzator
unghiului la centru a = arccosk, suferind exclusiv transformari de rotatie, in salturi, In
sens sinistrorum pe CT, prin punctele intermediare W; (o; = arccosk; = arcsink’; ),
pana in cel final Wy (de ay = /2) = B(0,1). Multimea tuturor rotatiilor fiind de unghi
Bm = arcsink = arccosk’.

Punctele Wy si My au acelagi argument oy = @ / 2 dar modulele (razele
orbitelor) sunt R =1 si, respectiv, R x = R(k).

FSM-CE, exprimate pe cercuri de raze R; # 1,1 =n =1 ... N, au punctele
definitorii, care au fost note cu M; si ele sunt transformatele prin homotetie H; (O, h; ) -de
centru de homotetie 1n originea O si raport de homotetie h; - ale punctelor W ; de pe CT
(538) h;i=R;/R=¢ej/e,
pentru o transformarea de centrare, pe orbita i de razd R; a punctului M;, caruia i
corespunde punctul W; depe CT cu R=1.

In transformarea de centrare, punctele W; se rotesc exclusiv, ramanand pe CT,
in timp ce punctele M; se rotesc si sunt acelea care sar de pe o orbita pe alta, de raze
diferite. Astfel, transformarea din W in M, are loc printr-o rotatie R(O,A¢q,) (pe CT

din W in W,) urmata de o translatic sau homotetiec H{(O, h {) din W, in M, . Toate
rotatiile fiind de acelasi centru O, produsul a doud rotatii va fi tot o rotatie, iar
multimea rotatiilor formeaza un grup comutativ in raport cu operatia de compunere.
Produsul rotatiilor prin care W se transferd in Wy este
(5.39) R, 0N, oR; 000N, = R(O,Aay =7/2—-a)= R (O, B,,), pentru N — 0
Homotetiile fiind de acelasi centru O, multimea lor formeaza un grup
comutativ izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale nenule.
Produsul a doud sau mai multe homotetii va fi tot o homotetie

(540) HioHy oH; e oo Hy =H(O,h=]]h)=H[O,h=R (k)]

Scriind proprietatea (5.31) a FSM-CE, incepand cu prima orbita si terminand
cu ultima, in prima coloand, iar, in a doua coloand, aceleasi relatii normate sau
adimensionale, obtinute prin impartirea cu razele R;, rezulta

185

BUPT
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e+R =R=L<1+k=R/R =1/R
e,+R, =R, 1+k, =R /R,
e+R, =R, 1+k;=R,/R,

(5.41) e,+R,=R,, > 1+k,=R,/R,

e +R, =R, o1+k,, =R /R,

i+1

Efectuand produsul relatiilor normate, de pe coloana a doua, se obtine

N N
(542 [J(+k) =Ry sauRx=1/[](1+k) si, pentrui — oo, rezulta R(k)

i=1 i=1

(5.43) R(k)= I/H(l +k;) din care, pe baza relatiei (5.13), se obtine una din
i=1
formele cunoscute ale integralei eliptice complete de speta Intdia

(544)  K(k)= glj(”kf)

In aceste relatii, pentrui= 1, rezultd k o =k si k ;are expresia

1-J1-k2,
1+ 1-k2,

5. Metoda hibrida de determinare a lui K(k)

(545) ki:ei/Ri:

Din aceastd relatie, pentru un numar mare de pasi, se obtine o expresie
algebrica mult prea voluminoasa, ea fiind potrivita in cazul in care se realizeazid un
program de calcul pentru calculatoare electronice numerice, deoarece are un algoritm
foarte signplu.

In baza proprietatiilor PE 1 ... PE 4
(5.46) M, =R; m,=p, astfel ca, din suma si diferenta acestor relatii, se obtine
(547) 2R =Ri+pi,2e=R—p; si Ruu=A=A" (R, p),

pir1 = A/ R;p; = G;=G(Ry, py), iar pentru un salt dublu, ca de exemplu de pe
CT pe a doua orbita, sau de pe a doua orbita pe a patra, pentru i =2 s.a.m.d.

(548) 2Ri:=Riutpui=(Ri+p;)/2+pR sau 4Ru=Ri+pi+2 /R, p,
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2¢€:; =Riy—pii=(Ri+pi)/2- \R,p, sau 4e;.,= Ri+pi-2,/R,p,
Din (5.48) se obtine

(549)  Rj- [‘/_ ‘/;’J {‘/A— ‘/_]

€2 = si, scris concentrat,

() (]

(5.50) (e,R)in =

(55 (22

R : R +p.
(551) piﬂ_\/Ri-*—l'le_‘{/Ripi\/ l+p; _\/ l;—pl ,Rl‘pi:\/a\/A—;: ,A;.Gl

2
Daca, in (5.50),se face i &> i+2 = i+4 seobtine
2
[\/ 2 TP ) {\) A5, ¥G,, J
2

G,

i+2

(5.52) (e,R)i14= iar pig=~4,.

Pentrui=1 in (5.50) sirespectiv in (5.51) se obtin radicalii marimilor de pe orbita a 3-a

(553 JR= (Ja7 +G))12=(JR +p) 2=
2
= —”“;‘k 1=k ) /2

R
N

Si, pentrui=1,1n (5.52), rezulta raza celei de a 5-a orbite (v.Fig. 5.2)

2
2 2
(5.55) R5——(\/_ \/_) (“G A +G AG] astfel ca

2

Vs T
(5.56) K(k) = = >—, In care s-a notat

2R 1{A+G | 4|A2+G2
E<T+ N2 AG)

2 4
557 G=p, =V1-k" si A= JR - 1“/1 K \/HG

2

6 Concluzii
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6.1 Relatiile (5.55 ...5.57) obtinute, a caror grafice sunt prezentate in figura
5.3 si, respectiv, 5.4 sunt cu mult mai simple decat alte relatii similare, care nu
asigurd precizia de minimum 15 zecimale exacte, precizie constatatd practic prin
compararea rezultatelor cu cele din tabele si prin calculul pe calculator cu cele doua
relatii (v.Fig.5.8). De aceea, din punct de vedere practic, in domeniul ingineriei
mecanice, ea poate fi asimilatd cu o relatie exactd pentru determinarea frecventei
proprii a unor sisteme dinamice neliniare. Ea poate fi memoratd, in memoria
calculatoarelor, in locul tabelelor de valori ale lui K(k), avand marele avantaj ca
spatiul alocat memorarii este cu mult mai redus: se memoreaza doar relatia de calcul
si nu valorile integralei eliptice complete de prima speta.

6.2 Transformarea prezentatd poate fi consideratd si ca o transformare
liniara (fuchsieana), dupa H. Poincare, cu punct fix dublu, care este punctul C(-1,
0) de pe CT, denumita transformare parabolica. Privita in acest mod, transformarea
se realizeazd prin schimbarea succesivd a centrului ca excentru pentru orbita
urmatoare: O — E;, O; = E,, s.a.m.d. pana cand Oy = Ey, pentru ey —> 0, prezentata
in partea stanga a figurii 5.5.

0.8 F

0.6 F

0.2 F

. . . . 02 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 T
Linia rosie R(m=Kk’) | Linia rosie K(m=k")
Linia albastra R (k) Linia albastra K(k)
Fig. 5.3 Raza Ry (k) si R (m) Fig. 5.4 Valorile integralei eliptice de
pentru modulele k sim € [0,1) prima speta K(k) si K(m) pentru

e=ksie=m=Kk> € [0,1)

Cercul C; de raza R, intersecteazd axa Qy in punctul de ordonatd y; = p; iar
distanta OO este tocmai excentricitatea e; a urmatoarei orbite (cea de a doua).
In acest caz, apare o noua proprietate a transformarii
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J N
(5.58) R +Zej = 1, din care rezulta, la limitdi, Ry=1- Zei :
1 i=1

6.3 De asemenea, este valabila transformarea lui Landen
(559) (1+k’,)(1 +ki+|):2 sau (1+COS BMHI) (1+Sil’l BMM)=2

Aceasta transformare stipuleaza, de fapt, ca, in cursul transformarilor de
centrare, suprafatele dreptunghiurilor de baza 1 + k;;; si de indltime 1 + k’; sunt
constante si egale cu jumatate din suprafata patratului in care este inscris cercul unitate
(CT)derazaR=1.

6.4 Se vede din figura 5.1 ca Ry este valoarea pe care functia rex0 o ia in punctul &,
de existenta a unui subinterval, denumit interval de contractic. De existenta acestui
punct, din teorema de medie a lui Lagrange, sau din teorema cresterilor finite, s-a
ocupat D. Pompeiu, iar exemple importante de functii si intervalele lor de contractie
au fost prezentate de Miron Nicolescu. In acest domeniu, studii cu privire la
generalizarea notiunii de diferenta divizatd a unei functii si proprietatiile de medie ale
acestora au fost studiate de Tiberiu Popoviciu.

6.5 Un exemplu numeric, pentru un modul intentionat ales foarte mare (k = 0,
98), ca un numar cat mai mare de transformari sa fie distincte (lizibile), este prezentat
in continuare, in tabelul T;. El corespunde curbelor din figura 5.2, in care
reprezentarea celei de-a 5-a orbite n-a mai putut fi realizata, din cauzd ca diferenta
dintre graficul orbitei 4 se confunda/suprapune peste cel al orbitei a 5-a.

6.6 Intre cele doud medii aritmetice (+ si —) si media geometricd existi
urmatoarea relatie
(5.60) A7 -A?=G?

Tabelul T 5.1

B RAZA PONDEREA EXCENTRICITATEA
= ORBITEI REALA NUMERIC REALA NUMERICA
= A
= Rin= (Ritpi)/2

pi= Rik’1 ki Ci+1:(Ri'pi)/2 ki:C;/Ri =
0 1 0, 1989974 0, 1989974 0,98 0,98
1 0, 59949870 0, 4460898 0, 7441047 0, 4005013 0, 66806030
) 0, 52279420 0,5171365 0, 9891780 0, 0767044 0, 14672000
3 0, 51996530 0,5199576 0, 9999852 0, 0028288 0, 00544403
4 0,51996114 0,5199614 1 0, 0000038 0, 00000730

N=5 0, 51996140 0, 5199614 1 0 0
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Transformarea de centrare 1n care excentricitatea scade de la o valoare
initiald k € (0, 1) la valoarea finald zero poate da nastere unei spirale ca cea din figura
5.5 iar transformarea inversid, denumita transformare excentrica, n care
excentricitatea creste de la valoarea k pana la valoarea ky = 1 da nastere unei portiuni
ale aceleasi spirale, portiune si mai neobisnuita care, ca i “Spirala lui Cornu* are
doua capete, insa al doilea capat al noii spirale se termind cu un patrat (v. Fig. 5.6).
Spirala lui Cornu are la ambele capete un cerc.

Noua spirala are la un capat un cerc si la celalalt capat un patrat. Din pacate
cele doua capete ale spiralei n-au putut fi reprezentate intr-un singur desen, din motive
lesne de inteles.

Nici macar patratul n-a putut fi prezentat in intregime, ci este doar sugerat,
observand ca raportul dintre portiunile liniare, ale acestui capat al spiralei, si cele curbe
(circulare) este in continud crestere, urmand ca portiunile circulare sd dispara la un
moment dat.

Pentru a putea continua calculele si a obtine precizii si mai ridicate, decat cele
15 zecimale exacte, a fost intocmit si prezentat tabelul T.5.2. In acest tabel, fiecare
linie contine datele unei orbite, incepand cu cea inifiald de raza R = 1, excentricitatea

s =e =k si ponderea p =+/1—k” si termindnd pe orbita a 7-a cu Ry, e; si p-.

Asa cum s-a mai afirmat, salturile se pot realiza de pe o orbitd pe cea
urmatoare, dar si peste mai multe orbite deodata. Astfel, daca se cunosc expresiile de
pe primele doud orbite se pot determina cele de pe orbita a 4-a, apoi a 8-a, a 16-a
s.a.m.d.

Spirala

CENTRAREA

Fig. 5.5 Transformarea de centrare
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Este de observat ca in linia a 6-a, unde s-a trecut Rs expresia acesteia este un
pitratul perfect. Fiecare linie are o linie verticald de separare. In stanga acesteia,
incepand cu randul al 2-lea, sunt trecute raza R; si excentricitatea reald e; a orbitei, iar
in dreapta ponderea p;.

"ot TRANSFORMAREA
e EXCENTRICA

M3

Fig. 5.6 Transformarea excentrici, inversa transformarii de centrare

in primele doud randuri, relatiile de calcul ale razei si excentricittii sunt
distincte, iar incepand cu randul al 3-lea au fost scrise concentrat; semnul + fiind
pentru raza R; si semnul — pentru excentricitatea e;.

Ponderile dintr-un rand (ultima pozitie a randului) se determina ca radical din
produsul relatiilor din stdnga cu semn plus (+ pentru céd este vorba de raza R) si din
dreapta liniei vertical de separatie din randul anterior, adica dintre raza si ponderea
anterioara. Astfel,
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N R L R
p3=J22 . \/_ 1+p\/— \/1+p \/_) 1+p\/—

si algoritmul devine simplu si usor de aphcat in continuare.

Doua dintre transformarile posibile de centrare sunt prezentate in figura 5.7, in
dreapta si, respectiv, stdnga desenului, pentru primele doud salturi sau pasi, insd, asa
cum se poate observa din figura 5.5, in care este prezentatd o parte din spirala de
centrare, este posibila §i o a treia variantd, in care, excentrele reale E; cu
excentricitatiile reale corespunzatoare, ca si originele cercurilor cu razele lor din ce in
ce mai mici, pana la limita Ry sunt plasate succesiv pe axa Ox si, respectiv, Oy.

Tabelul T 5.2

R=1
C o 1 | p-a-¥) Raza R, excentricitatea reala e; si ponderea p; a
orbitelor in transformarea de centrare
= (R+p)2
112 £p/2 p1 =G =(Rep)*=p®
ei= (R-p)2
Ro=(R,+p)/2
12 %+ p/22 + p°‘5/2 pr=Go= (Ry pl)o,s =Ip 0,5.(1 +p)/2] 05

er= (Ri-p1)/2
Ry=

Rop)/2 | 1/2%p/2%p"%2 & 0.5[0.5(14+p).p" 1% | ps = {0.5[(14p)2+p™ ] [0.5(1+p)p™]"*}"
=
Rsy=

(Rstps)/2 1/2%4p/2%4+p>/234+0,5(14p)p**1>%/2% + pi=Gy={Rs ps}*°
&= £0,5[(1+p+p™*)](0,5(1+p)p™*)™*} %2
R5= ;

(Ryp.)/2 1/2%+p/2%+p"/2*+0,5(1+p)p**]»/2*+ ps= (Rapy)™
es= {0,5[(1+p+p®)](0,5(1+p)p®)**} %12 + py/2

(Rs£ps)/2 1/2%p/2%4p"2°+[0,5(1+p)p"]>/2*+{0,5[(1+p+p™*)1(0,5(1+p)p™*)**} 2%+ py 2* = | pg
€= ps/2
R7:

(Retpe)/2 17274+p/27+p%/25+[0,5(1+p)p*]*/2%+{0,5[(1+p+p*)](0,5(1+p)p™*)**} 2%+
e pa /2% +ps/27 £ pel2

Astfel Oy si E; sunt pe axa Ox, O, si E, sunt plasate 1n jos pe directia axei Oy,
apoi Oj; si E; sunt din nou pe directia pozitiva a axei Ox s.a.m.d. Si, in acest fel, se
poate observa convergenta extraordinar de rapida a metodei spre valoarea limitd Ry,
din care cauza nu pot fi reprezentati distinct prea multi pasi ai transformarii.
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4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

in transformarea inversi, denumitd excentrici (Fig. 5.6), excentrele sunt
notate cu indici negativi, vrand sd sugereze faptul ca sensul deplasarii centrelor O_; si
excentrelor E_; sunt inverse sensului transformarii de centrare.

Astfel, excentrul initial E este plasat tot pe axa Ox. Dar, s-a ales o valoare mult
mai mica a excentricitatii numerice si reale s = e = k, pentru a putea executa cat mai
multi pasi din aceasta transformare excentrica.

Se observa, fara dificultate, ca valoarea excentricitatii reale e; ca si valorile
razelor R_; cresc continuu de la R =1 si s = e = k la valoarea pentru care punctul M-;
si A~ se confunda. Punctul M_; separd linia dreapta din stanga de arcul de cerc dintre
M _; si A_;. Punctele A_; reprezinta punctele de origine (o = 0) pentru fiecare cerc,
astfel ca E_; sa fie situat intre A _;s1 O _; .

Daca in transformarea de centrare se egalizeaza R si p pentru N — o (Ry =
pn), In transformarea excentrica se egalizeaza raxa R_; cu excentricitatea e;, astfel ca

Varianta 1-a
R!O.ﬂ)OHIO.R[kH

Fig. 5.7 Cele doua variante ale transformarii de centrare, pentru
determinarea functiei Ry, necesara calcularii lui K(k),
sau a determinarii unei relatii de calcul

15010

110 PR

50 HoF

—s0 R

—110

Fig. 5.8 Diferentele dintre seria K(k) Fig. 5.9 Diferentele dintre seria E(k)
si relatia F5 obtinuta de autor si relatia E6 obtinuta de autor
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R_y= e _nsi s.y— 1 pentru —N — - o0, aga cum se poate observa, in stdnga sus, in
figura 5.6 .

Apreciarea preciziei relatiei deduse, notata cu F5(m) in figura 5.8, s-a facut
prin comparatie (diferenta) cu seria lui K(m = k%) rulati in unul dintre cele mai
performante programe de matematicd (MATHEMATICA 7) a lui Stephen Wolfram
(Fig. 5.8), in care, cu sigurantd, au fost considerati foarte multi termeni (peste 165).

O relatie de calcul, putin mai complicata, obtinuta insa dupa 6 pasi de centrare,
a fost obtinuta si pentru integrala eliptica completa de speta a doua E(k). Precizia ei
este, Insa, la fel de ridicata, asa cum rezulta din diferentele inregistrate in figura 5.9.

Pentru determinarea razei R, ca medie aritmetici’ sau pozitivi A" se
considerd numai valorile primei determinari ale functiei rex;0, ambele valori, 1n acest
caz s; <1, fiind pozitive, adicd x’; = rex;(0, ) =x; $i X’; =rex; (m,e)=e+ R=-x,
> (). S-a lucrat in continuare cu x; §i £ X,, adica cu functiile rex;0 pentru @ =051 0 = m,
astfel ca mediile aritmetice plus (+) si minus (—) sunt

A+:(X1+X2)/2:e sl

A_:(Xl— Xz)/zzR

Dupa 5 pasi, relatia lui E(k) = E5 avea eroarea (diferenta) maxima de 8 x 10 .
Se pare ca preciziile seriilor K(k) si E(k), calculate de calculatoarele obignuite, nu pot
depasi preciziile de 15 sau 16 zecimale exacte, in simpla precizie, deoarece, continudnd
cu alti pasi si comparand valorile expresiilor cu cele ale seriilor, diferentele se
pastreaza cvazi constante, ceea ce denotd cd apare o saturatie a preciziei de calcul a
calculatoarelor sau, mai precis, a programelor lor de calcul.

Daca relatia de calcul a lui K(k) nu ofera valoarea precisd de Ry(1) =0 pentru
k =1, pentru care K(k) — o, metoda, insd, oferd aceasta valoare, deoarece la k=1 =
p=0sie;= R;=Ry =0,astfel N=1) si K(1) =n/2Ry — .

La fel se intampla si in cealalta extremitate, pentru s =e =k =0, cand p =1 si
R; =Ry =p = 1, astfel incat K(0) =n/2Ry =m/2.

Se pune intrebarea fireasca, de ce o relatie de calcul, atat de exacta, nu ofera
valori exacte §i pentru excentricitatiile si, respectiv, modulele extreme k=0 si k= 1?
Raspunsul este relativ simplu: pentru ca relatia este dedusa pentru N = 5, iar in cazurile
amintite anterior nu depasesc N = 1. Considerand relatia Ry -, care pot fi luate din
linia a doua a tabelului T 5.2, se observa imediat ca se vor obtine valorile reale exacte
ale Tui K(0)=m/2 si K(1)=o.

5.2 Rex o — functia generatoare a polinoamelor Legendre centrice P,(x) = Py(a)

Polinoamele ortogonale, ca polinoamele Legendre, Hermite, Laguerre,
Cebasev, Jacobi s.a., constituie o clasd importantd de sisteme ortogonale de functii.

Sistemele ortogonale de functii joacd un rol important in analiza matematica,
in legaturd cu posibilitatea dezvoltarii unor functii arbitrare, apartinand unor clase de
functii foarte largi, in serii de functii ortogonale ca, de exemplu, serii Fourier, Serii
Fourier-Bessel, s.a.
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Polinoamele Legendre P,(x) sunt ortogonale in raport cu ponderea / punctul p (x) =
1 in intervalul (-1, 1) si sunt definite prin relatia (5.61), denumita si formula Iui Rodriques
dﬂ
2"n! dx"
Ele reprezintd un caz particular al polinoamelor Jacobi P, P(x), pentru a. = f = 0 si al
polinoamelor Gegenbauer C,'(x), pentru v = %.

(5.61)  Pyx)= [(x*=1)"],n=0,1,2, ...

2
Polinoamele Legendre P,(x) formeaza sistemul ortogonal cu norma N, = T :
n+
1 0
’ entru = m+n
(562 [P (x)dx=1 2 P
e 2n+1,pentru:>m—n
Expresiile y = P,(x) sunt solutii ale ecuatiei diferentiale, numitd si ecuatia lui
Legendre:
(5.63) (1xY)y”” — 2xy’ + n(n+l)y = 0, (v’ = dy/dx), x o variabila complexa.

Ecuatia diferentiala poate fi scrisa si sub forma
(5.64) ;—x [(1 =x2)y']+ n(n+ 1)y = 0, cu punctele singulare x=+1 care anuleazi
ecuatia (5.64).

Plasand in polul N (Nord), al unei sfere de razd R, o sarcina pozitiva unitara
(q = +1), intr-un punct variabil M de coordonate sferice 1, a, @, potentialul columbian

V(M) va fi direct proportional cu sarcina q si invers proportional cu distanta d dintre

punctele M si N, adica
1 r

—_—_— -<1
(5.65) V(M) =% = JFVIFT25C05 ponpry = 5 = {F
rV1+s2—2scosx T <1

Notand cu x = cos a, In ambele cazuri, apare functia ¥(s, a) = ¥(s,x), denumita
functia generatoare a polinoamelor Legendre, data de expresiile

1 1
¥(s,a) = Vi+sZ—2scosx  Rex(a,s) N .
(5.66) 1 1 in care, la numitor,
Y(s,a) =

VitsZ—2sx  Rex(x.s)
se remarca prezenta functiei radial excentric Rexa;, de variabild centrica o si,
respectiv, x(a) cu restrictia x = cosa € [-1, 1] sis € (0, 1).
In relatiile (5.65), excentricitatea reald e = r, pentru r < R si este e = R, pentru
r > R, astfel Incat excentricitatea numericd s = /R si fie intotdeauna subunitara.
Dezvoltand pe (5.66) in serie dupa puterile excentricitatii numerice s se obtine

=1—2(s2 — 2s%) +%(s2 —2sx)% 4 - =

N
Go67) V6= 2 2!
3

5
=1+ sx + s? ze —%) +s3 (Ex3 —5) + . =Xs" P (%)
Asa cum se observa, coeficientul P,(x) a lui s" este un polinom de gradul n.
Daca n este par, atunci P, contine numai termeni in x la puteri pare, iar dacd n este

impar, atunci P, contine numai termeni in x la puteri impare.
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Expresiile primelor cinci polinoame Legendre sunt
P(x)=1
P(x)=x=cosa
P(x)= l(3x2 -1 = l(3»c0s20¢ +1)
5.68 2 4
(5.68) 1 1
P (x)= E(SX3 —3x) = g(Scos 3o +3cosa)

P, = %(35x4 ~30x* +3) = 61_4(35 cos 4ot + 20 cos 20 +9)

P, =é(63x5 —70x> +15) =%(630055a+3500s3a+30cosa)

Prin derivarea expresiei (5.66), in functie de excentricitatea numerica,
considerata variabila, se va obtine

(5.69) (1+s° —2sx)aa—lp—(x—s)\P =0
s

si substituind (5.67) si efectuand derivata lui, rezulta relatia de recurenta, care leaga trei
polinoame succesive intre ele
(5.70)  (n+1) Ppy(x) —x(2n+1) Py(x) +n Py (x) =0

Prin derivarea relatiei (5.66), in functie de excentricitatea numerica s se obtine

(5.71) (1+s° - st)aa—ql —s¥ =0 si, {indnd seama de (5.65), rezulta
X

(5.72) N 8_‘1’ —(x— S)ﬁ_‘l’ =0 si 0 a doua formula de recurenta este
Os Ox
(5.73) n.P,(x) —x.P’y(x) + P’.4(x) =0
Expresia generala a polinoamelor Legendre de grad n se obtine din relatia
(5.61) folosind formula binomului

1
(5.74) (x Z - ) " x> "2F din care rezultd

51

g (_l)k(zn —2k) n—2k
;2 =)\ (=26

(5.75) Py

5.2.1Functia rex0 - functia generatoare a polinoamelor Legendre excentrice

Considerand functia generatoare a polinoamelor Legendre centrice (5.66)
egala cu functia generatoare a polinoamelor excentrice, adica:
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1

—s5.cos0 +~/1—5".sin’ @
relatie, din catul celor doud determinadri ale functiilor radial excentrice (4.34), rezulta
functia generatoare a polinoamelor Legendre excentrice (de variabila excentricd 9,
inlocuind variabila centrica a )

7 5.c0s6 ++/1-5".sin* @

577)  W¥(s,0)= = =
(5.77) (s, 0) 7] [

> (s.cos@ ++1 —s5°.5sin*@) = A(B+C)
-8

Dezvoltarile in serie de puteri a termenilor A si C din (5.75) sunt

(5.76)  Y(s, a)=¥( s, 0) = si, tinand cont de a doua

1
578) A= = (s*) =+ 57+ 5T+
1 2
-5
(5.79) B=s.cos 0
= (2n— 1!! .
(5.80) 1—s°.sin” ZZEH ) " sin® =
=0
=1—%szsin29—%s4sin40—%s6.5in60—%385in8‘9—“
T
246810 2" (n+D!

dar cea mai simpla este de-a executa mmul‘;lrlle din relatia (5.77) a seriei A cu
termenul B si a celor doud serii A si C. Din prima inmultire rezultd polinoamele
Legendre excentrice impare PLE; (S;), iar din inmultirea celor doud serii rezulta
expresiile polinoamelor Legendre excentrice pare PLEp (Sp). Din prima inmultire,
rezultd termenii impari ai functiei W(s,0)

(5.81)  W(s,0),=Z S;.s™" =

=8, 0. 8" =c0os0)Y s =cosO(s+5> +5° +.. 457 +.)
n=1 1

si, din inmultirea celor doua serii (A x C), conform regulii adunarii termenilor paraleli
cu prima diagonald a matricii:
1.1 1.(—Ls2 sin’ 9) 1.(—£s4 sin* 9) 1.(—£s6 sin® @)
2.4 2.4.6
571 sz.(—lszsm 6) s’ (——s sin* @) s%.(- L 135‘65111 0)
2 2.4 2.4.6

1 1.1 1.1.3
st st(——s?sin? @) s'(———s'sin*@) s (———=s°sin®0
( 2 ) ( 2.4 ) = 2.4.6 )

501 s6.(—ls2'sin29 s(’.(—11365m 6) s°.(- 113s{’sm{’@)
2 2.4 2.4.6
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rezultd termenii pari ai functiei generatoare ¥(s,0)p
S n S n (2” B 1)” 2n
(5.82) ¥(s,0)p= > 5.8, = s"(l-———sin™" @
’ ZO ’ Z; ( 2" (n+1)! )

Expresia functiei generatoare a polinoamelor Legendre excentrice este

(5.83) ¥(s,0) = cos 9252" s 252" S,
n=l1
Notand cu x = cos 0 si cu y = sin 6 se constata ca toate polinoamele Legendre
impare au aceeasi expresie, oricare ar fi gradul impar (2n-1) al polinomului:
(5.84) PLE; = cos 0 = x iar cele pare sunt:

2n—H! ©  2n—=1N
(585)  PLE,=8,—1-3 2D Goonp g3 @n=D
n= 02” ( +1)' n=0 2” (n+1)'
Din (5.83) rezulta
(5.86) PLE;= §,=8,=8,=...=8,, ,=cosf =x
Din (5.85) rezulta prlmele 10 polinoame Legendre excentrice pare:
S, =1
1 1
S, =1——sin’0=1-——y?
2 > > y
1., 1 1 1
S, =1-—sin*——sin*=1-=y* - —
T 24 i
g _1_sin249_sin4¢9_3.sin 0 _1_)/_2_y_4_1.3.y6
° 2 24 246 2 24 246
sin®’@ sin*@ 13.5in°0 1.3.5.sin®
(5.87) Sy=1- - - - _
2 2.4 2.4.6 2.4.6

¥yt 1.3.y(’_1.3.5.y8

2 24 246 2468
Se poate constata, fara dificultate, comparand relatiile anterioare cu cele ale
polinoamelor centrice (5.68), ca expresiile polinoamelor Legendre excentrice, pare si
impare, sunt cu mult mai simple, putdndu-se memora sau deduce fara dificultate.

5.2.2 Ortogonalitatea unor polinoame Legendre excentrice

Toate polinoamele Legendre excentrice impare sunt identice, ceea ce arata ca,
de fapt, exista un singur polinom Legendre excentric impar S; = cos 6 = x. Ca urmare,
produsul a doud polinoame impare de acelasi indice impar ca si de indici impari diferiti
este x” si integrala acestui produs, intre limitele +1... -1 este 2/3. Fiind diferita de zero,
arata ca, astfel considerate, acestea polinoame nu sunt ortogonale. Dar, pentrum =n =
impar, produsul a doui astfel de polinoame este cos” 6 = x* si

BUPT



4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

1 1

(5.87) .[xzdx =

-1

3
X

2
3

-1
Si integrala produselor a doud polinoame Legendre excentrice, de acelasi
indice ca si de indici diferiti, intre limitele = +1 ... -1, este diferita de zero, astfel ca
doua polinoame pare nu sunt ortogonale.
Singurele combinatii de polinoame Legendre excentrice, care sunt ortogonale,
sunt cele dintre unicul polinom Legendre excentric impar si oricare dintre
polinoamele Legendre excentrice pare. Deoarece

1 0,=>I1#P
2
(5.88) J.S, Spdx = g,:> P =1 = produsPLE —impare
-1

0,= P =P = produsPLE — pare
Patratul PLE pare este

1-x° 1-x° 1-x> 1.3.(0-x)°
S2 =1+12(1-—2)? +12(1-—)2 [1- - 24
fran ( 2 ) ( 2 )l 2 2.4.6 ]

si se observa ca integrala acestei functii este nuld deoarece toti termenii primitivei
functiei sunt impari, astfel ca pe intervalul -1 ... +1 integrala este nula.

In mod asemanitor, pot fi definite si alte polinoame excentrice.

Cateva functi generatoare sunt prezentate in lucrarea lui Gh. Mocica
« Probleme de functii speciale” si au expresiile cu FSM-CE de mai jos:

1—s.cosax 1—sx

o0
= T (x=cosa).s" = Dexa
1+s*—2scosa 145> —2sx ; !

1 1 - 1
5 = 5 =ZUn(x=cosoc)s" = B
(5.89) 1+s° —2scosax  1+s5" —2sx 1= Rex "«
’ 1-s2 1-s2 =
= =T,(x)+2>» T (x=cosa)=2Dexax —1
l+s —2scosa 1+s® —2sx () ,12:1: o )

In(1+ s> —2scosa) = In(1+s* —2sx) =2
n=1

ln1+52+2s.cosaz :ln1+s +25x:4°° TZM](x:cosa):zln‘Rexza‘
1+s>—2scosa I+s5s —2sx = 2n+1 ‘Rex,a‘

T =
LAX= 08 o0 _ 5 In(Re xa)

in care, polinoamele Cebésev de primul gen T, si de genul al doilea U, sunt date de expresiile:

T, (x = cos[n.arccos(x = cosa)|=cosna,n € Z,

(5.90) sin[(n + 1).arccos(x = cos )] _ sin[(n+al,ne Z,

U,(x=cosa)=

sin[arccos(x = cos )] sina
si formeaza un sir ortogonal pe intervalul [-1, 1] in raport cu ponderea

(5.91) p=\/1—x2 :\/l—coszazisina
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EXPRESII cu FUNCTII CENTRICE EXPRIMABILE PRIN FSM-CE

FUNCTII CENTRICE FUNCTII EXCENTRICE
w ST . _ ssina__ _ _ . S.sina
anlgsm(nfx) = arctan ——— Bex(a, ) arcsine S
. s.sina
=arcsin——————=
V1+e2-2escosa
i st (na) = s.sina B
s n oS = e? — 2escosa =-In [Rexa |
n=
s.sin (a — €) _ =sin[f(a)] =
J1+e? —2escos(a — €) = sin [Bex(a, S(s, €))]
1—s.cos(a—¢) _ =cos[B(a)] =
J1+e?2—2escos(a — €) = cos [Bex(a, S(s, €))]
s.sin(a—¢) = tan[f (a)]= tan[Bex[a, S(s, €)]]
1—s.cos(a—g)
l—s.cos(a—e) ~ Dex[a, S(s, £)] _4a8 _ d(atp)
14 e2 —2escos(a —¢&) da da
- s(cos(ax —€) —s) =i(Bex(a,S) =% _1=
Z s™cosna = dx da
1+ e? —2escos(a — ¢€) = Dex(a,S) — 1
n=1
®© __1 ad _ ssina
Z ssinna = " Rexa da (Rexa) Rex’a
n=1
o .n _ 1-s? _ —140 4 _ d+p) _
1+2Zn:1 s-cosna = 1+e2—-2escos(a—¢) - 1 2da [Bex(a, S g)] da
Nucleul integralei Poisson _ dy __ Rexa,
da Rexa,

5.2.3 Derivatele functiei rex 0

Se obtin fara dificultate prin derivarea expresiei invariante a acestei functii (4.26).
Astfel, derivata r’= d(rex0)/d0 depinde de tipul excentrului E si sau S, daca sunt
puncte fixe 1n planul cercului unitate sau sunt variabile, ca si de curba inchisd pe care
se definesc: daca este un cerc, atunci R = constant, iar daca este o alta curba (eventual
inchisd) R este o variabila.
Ca sa cuprindem si cazul la care ne vom referi in paragraful urmator, vom
considera cel mai general caz, in care toti factorii sunt variabili ca functie de 0. Si, mai
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precis, vom considera ca 0 variaza uniform continuu, adica 6 = Q.t, iar daca si Q este
variabil, derivarea nu ridica probleme.
Se vanota cu S functia rex® pe cercul de raza R, si excentricitate reald E(e,¢), adica

(5.92) S;2=Rur;;=Rurex;,0=R.[—s.cos0 £ \1-5"sin’ @]
functie pe care o vom numi spatiu.
Prima derivata a acesteia, pe care o denumim viteza, notata cu V (de la modulul
vitezei) reprezentata in diferite ipostaze, anterior amintite, este:
R = ctsi E si S puncte fixe in plan, adica e = R. s, s si € = constante.
Rezulta

(593) V],z =R

d(rex8) _ o, d(rex6)do _ =
— R. TR R.Q.d(rex0)/d0

2 _ —
s”sin(@ — £).cos(0 g)] = RQ.s.sin(0 — &.).dex, ,0
Ji-s7sin?(0- &) &

= iRQ.\/dexizé’ —rex;,0 = Qe.sin(0 — &).dex, ,0 = RQdex, ,0.sin

si este o relatie dintr-un caz mai des utilizat.

RQ[s.sin(0—¢&)+

1.0 ¢

0.57F

.0.5,

.1.0,

Prima derivata a primei determindri a FSM-CE rex’,0
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A doua derivata a primei determinari a FSM-CE rex”;0
Fig. 5.10,a Functia rex;0 si derivatele sale rex';0 si rex;"'0

Graficele functiilor si a primelor doud derivate ale FSM-CE rex; » 0, in functie
de 0 sunt prezentate in figura 5.10,a pentru prima determinare principala, de indice 1
si in figura 5.10,b pentru cea de a doua determinare secundara, de indice 2

Si, in fine, cel mai general caz posibil, din care se pot deduce si celelalte,
inclusiv cazul anterior, in care derivatele in raport cu 0 sunt notate cu “prim”, este
(5.94) V;,=dR/dt. rex6 + R. d(rex0 )/dt = Q.[dR /d6.rex0 + R.d(rex0)/d0] =
=Q.[R’.rex + R. rex’0] = Q.{R’.rex0 + R[-s’.cos(0 - &) +s.(1 —¢€") sin(0 - €)

= s.sin(@ — g)[s".sin(@ — &) —s.(1—&'").cos(8 — &)] I

\/l—sz sin* (0 - ¢)

2.0
Functia rex; 0 pentrus € [ -1,0] sie=0 Functia rex; 0 pentrus € [0, 1] sie =0
10
05 f
4 5 6
co0s <05 |
1.0 - 1.0

Prima derivata a celei de a doua determinari a FSM-CE rex’, 0
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A doua derivata a celei de a doua determinari a FSM-CE rex”, 0
Fig. 5.10,b Functia rex;0 si derivatele sale rex,’0 si rex,’0

A doua derivata in raport cu timpul, numai pentru primul caz, este notata cu A
(de la modulul acceleratiei) si este:
(3.95) A=dV/dt=(dV/d0).(d0/dt)= Q. dV/do=Q..V’ =

= Q7 [e.cos(d —¢).dexf + e.sin(0—g).dex’0 ] =

2 N iy
= Q% [e.cos(d —e).dex 0 + e.sin(d —&). e(R” —e”).sin(0 8)3

[R? —&.sin’(0 - ¢)]?
in care, derivata functiei dex 0, in conditiile unui excentru S (s, €) punct fix este
d(dex0)  s(1- Sz).Sil’l(H -&)  (1- s° )sin B(0)

(3.96) dex'0 = :
dé cos” f(0)

[1-s%.sin?(0 —¢)]?

5.3 FSM-CE rex0 - expresia deplasarii mecanismului motor bieli-manivela
sau manivela — piston

1) Mecanismul motor biela — manivela centric

Desi mecanismul motor biela - maniveld (Fig.5.11) este extrem de utilizat, in
special la actionarea autovehiculelor, in literatura de specialitate se folosesc relatii
aproximative atat pentru deplasarea S, cat si pentru viteza V si acceleratia A.

Practic, fiecare posesor de autoturism detine informatii despre acest mecanism
de transformare a miscarii rectilinii oscilante a pistonului in miscarea de rotatie a
arborelui cardanic, care-l transfera printr-un diferential la rotile motoare.

Anecdotic este faptul ca desi, initial, in literatura de specialitate, relatia este dedusa
sub forma exacta, care coincide cu expresia functiei rex; 0 de excentru negativ (e < 0)

(597) S=R.rex0= —e.cos0+ VR> —e’sin’ @ =R.[—s.cos0 + V1 —s°sin’ &,

in care
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4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

e R =L lungimea bielei;

° =—1 lungimea manivelei, daca ¢ = 0 sau, echivalent, e=1lsic=1n;

e 0 pozitia biclei fata de axa Ox sau fatad de directia migcarii oscilante a pistonului.

FSM-CE rex0 nefiind cunoscuta, pentru simplificarea relatiei, s-a dezvoltat in
serie de puteri radicalul si s-au retinut doar doi termeni.

DEPLASAREA S

S =R. rex|0, E(e, ¢ =m)]
V =dS/dt = R. d(rex0) / dt =
=R.Q.rex’ 0 =R. Q.dex 0. sin 0
A=8"=R.d*(rex 0)/dt’ = R.Q%.d(rex’ 0)/d 0

Fig.5. 11 Mecanismul motor bieldi—manivela centric cu graficele
deplasare/spatiu-viteza-acceleratie corespunzatoare excentricitatii numerice s de
s=e/R =—10,6 (negru) si — 0,7 (rosu) la € =0 si pozitiva pentru & =7

Din relatia 5.97 rezulta, astfel

1 ) i
(598) S = R[s.cos@+1— Esz sin® @ —...] relatia uzuala din literatura, care arati

ca deplasarea ar varia dupa functiile matematice centrice cos® si sin’ ceea ce este
neadevarat, asa cum se poate constata din alura spatiului reprezentat de functia rex®,
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pentru o excentricitatea reald egala cu cea numericd (e=s=1 =-0,6 i - 0,7 i ¢ =0)
intrucat, la reprezentarea spatiului S, vitezei V si a aceleratie A, s-aales R=L=1.

Se stie ca migcarea unui mecanism, in general §i a acestuia in particular, este
aceeasi daca se roteste manivela motoare de lungime 1 in jurul punctului fix E din
figura 5.11 cu 0 = Q.t, iar ghidajul pistonului ramane fix, asa cum este situatia reald a
mecanismului, sau se mentine manivela motoare EO fixa si se da o miscare de rotatie
restului mecanismului in jurul punctului O cu 6 = + Q.t, sau cu 0 = - Q.t. In cel din
urma caz, se observa ca deplasarea pistonului sau spatiu S = EM reprezinta tocmai
FSM-CE rex0 de excentricitate negativa, daca se alege un € = 0 sau de excentricitate
pozitiva, daca se alege un € = @, rezultatul fiind acelasi.

Asa cum FMC au derivate cunoscute si FSM-CE rex0 de excentricitate negativa
are derivatele care vor deveni cunoscute si prin prezenta lucrare. Astfel, modulele
vectorilor viteza V si acceleratie A sunt prezentate, impreuna cu deplasarea / spatiul S in
dreapta figurii 5.11 pentru doud excentricitati numerice, alese arbitrar de - 0,6 si - 0,7.

Mecanismul anterior prezentat este unul centric, in sensul ca directia miscarii de
translatie alternativa a pistonului trece prin centrul de rotatie E al manivelei motoare.

2) Mecanismul motor bield — manivela excentric
Un mecanism motor bield - manivela excentric are directia miscarii de

translatie alternativa a pistonului pe o dreapta ce trece la o distantd a de punctul fix E
care este si centrul de rotatie al manivelei motoare EP (Fig. 5.12).

S

Cursa

pistanului

Fig. 5.12 Mecanismul biela-manivela excentric
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4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

Dand o miscare inversa intregului mecanism excentric, directia de translatie va
trece in permanenta la aceeasi distantd a de E, adica va trece In permanentad tangenta la
un cerc C,(E,a), de razd a cu centrul in centrul de rotatie fix E. Asa cum s-a
reprezentat in figura 5.12, punctul de tangentd la cercul de razd a este un excentru
variabil Ey. Pozitia initiald este cea corespunzatoare deplasarii maxime Sy; fata de care
punctul M, de pe cercul de raza R =L se roteste cu unghiul — 0.

Distanta de la Ey la punctul M, de pe cercul de raza R = L, adica, lungimea
distantei Ey M este, prin definitie, o FSM-CE radial excentric dar de excentru variabil
Ey, functie multiplicatd cu raza R = L = constanta a cercului.

In acest caz, excentrul variabil Ey se roteste in jurul excentrului fix E( ey =1,
gp =) . Excentrul fix E situandu-se, asa dar, pe semiaxa negativa, x rotita cu unghiul y
(5.99) vy = arcsin[a/(1 + L))] = arcsin[a/(e + R) fata de orizontald, sau fata de directia
de miscare a pistonului. Ey(ey ,&y) se roteste pe cercul de raza a, de excentricitate reala
egala cu distanta de la O la Ey si de excentricitate numerica
(5100) S = ev/R= OEV /R

Unghiurile polare, fata de polul O = Py; ale punctulelor Ey ,, Eyy si al unui punct
curent oarecare Ey se pot determina tot cu ajutorul FSM-CE in cercul de raza a si de
excentru fix Py;= O. Fata de centrul E al cercului C,(E,a) se cunosc unghiurile o la centru
ale punctelor P de articulatie dintre manivela si biela in diferite pozitii si prin relatia

. s.sin(a — &)
a +arcsin - L
(5.10)0(a)=a + B(a) = \/1+S —.2s.cos(a—g) =a+zs—sinne.
s.sin(a — &) T~ n
a +arctan ————

1—-s.cos(a—¢)

anterioard se determind unghiurile la excentru 0(a) care sunt tocmai unghiurile polare
ale excentrului €

Astfel
(5.102) o, =y + /2 pentru punctul Ey,, situat in partea superioard maxima a
cercului C,(E,a) si care da deplasarea minima S, ;
(5.103) oy =y + 37/2 pentru punctul Eyy situat in partea inferioarda minima a
cercului C,(E,a) si care da deplasarea maxima Syy; iar pentru punctul curent
(5.104) o=ay — 0 = vy + 37/2 — 0, tinand cont de rotatia ansamblului mecanismului
din pozitia initiala (pentru Sy; — maxim) cu — 0.

Excentricitatea reald ey a excentrului Ey( ey =a, €y ) turnant este
(5.105) sy=ey/R=a/R sieste o constanta fata de E fix, excentrul variabil Ey
rotindu-se pe cercul de raza a = constant §i egald cu excentricitatea mecanismului
biela-maniveld, dar variabila fata de O. Ca urmare &, variazd de la gy,, pozitia
corespunzatoare lui Sy 1a €, cea corespunzatoare lui S, masurate, aga cum este
prezentat si in figura, de la pozitia punctului / excentrului fix E.

Rezultd cd distanta de la O la Ey este variabild si reprezinta valoarea
excentricititii reale de calcul ec, valoare ce se poate obtine prin Insumarea
corespunzatoare a celor doud excentricitati amintite anterior. Sau, folosind FSM-CE
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excentricitatile variabile de calcul sunt date, din nou, de functia a.rex|0(a)] = a.Rex(a)
in cercul de raza a si de excentricitate reald e =1 si numerica s = l/a.

DEPLASAREA S VITEZA V

[

0.2 F

[T S N - I VS

o o o o

0.4 F

1 2 3 4 5 6 -0.6 F

ACCELERATIA A

2
a
6
8

Fig. 5.13 Deplasarea, viteza si acceleratia mecanismului biela-manivela
excentric cu lungimea bielei L =1, lungimea manivelei 1= 0.4 (albastru) si,
respectiv, 0,5(rosu), avand excentricitatea a = 0,2

Asa cum rezultad imediat din figura 5.12, pentru pozitia la deplasarea maximum a
pistonului (Sy.x) Ev se situeaza pe cercul de raza a in pozitia inferioard maxima. Ca urmare

(5.106) Oy =0 2 ecyrax = 1/6,3 + e,% Si €cmax = [ + arctan (ey / ep )] =
= |m + arctan(a / 1)], cele doua excentricitati, componente ale excentricitatii de calcul
ecmay flind cele doud catete ale unui triunghi dreptunghic, iar directia lui rypay = Syax =
R.rex0y.x este orizontala (0yp,, = 0), adica pe directia ghidajului pistonului.

Pentru un alt punct extrem M,,;, < C(O,R), diametral opus punctului My, <
C(O,R), corespunzator Iui S, si pentru o valoare 0, = m, excentrul Ey se afla situat
in partea superioara a cercului de raza a, astfel ca excentricitatea de calcul este aceeasi,

ca si in cazul anterior (ecyiy = 1/e§ + ei ), iar unghiul de pozitie €cyi, al lui Ey fatd de

Ox este
(5.107) &cmin = [m - arctan (ey /e )] = [r + arctan (a/l)],
Pentru un punct curent M < [Myin, Mmax] pozitia excentrului Ey fata de O va
fi data de
l.sin(y +37/2-0)

\/az +1* —2la.cos(y +37/2-6)

(5.108) ec=w+3m/2—6 +arcsin
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Nu vom continua in acest mod, pentru a nu complica in mod inutil rezolvarea
problemei. E suficient ca se stie ca si acesta este un mod de rezolvare si ca are solutii.
FSM-CE radial excentric are, asa cum s-a mai subliniat, si avantajul multitudinii
reprezentarii lor.

Astfel, daca in situatia anterioara a unei raze R = L = constant si a unui excentru
Ey avand e si ¢ variabile, o observatie atentd ne aratd ca se pot considera FSM-CE
radial excentric pe un cerc de raza variabila Ry = || PM ||= || OM ||, in care M < C
(O,R=L) si care este tocmai deplasarea mecanismului bield maniveld centric, avand
acelasi excentru Ey, dar, care, fatd de noul centru E, are excentricitatea reald egald cu a
si unghiul polar ¢ = 0, iar unghiul la excentru E, este egal In permanentd cu /2 ;
directia de oscilatie a pistonului fiind in permanenta tangenta la cercul de raza a.

In consecintd, deplasarea pistonului poate fi exprimati extrem de simplu prin relatia
(5.109) S=Ry.rex[n/2,Ey(sy=a/R,, &y =01]), in care

(5.110)  S=Ry=R.rex[0,s=VR,e=m)] =Lcosd +vL* —[*.sin’ O .

Pe baza relatiei anterioare, deplasarile mecanismului bield-manivela centric,
sunt
(5.111)  Sy=Rrex[0=0, E(e=Le=n)]=L+1=Ryy
(5.112) S=Ruorex[0, E(e=1 e=m)] =Ry, pentru punctul curent M (Fig. 5.11) si
(5.113) Sn=Rurex[0=m, E(e=l e=m)]=L—1=Ry,

Stiind expresia razelor variabile, rezulta deplasarile S ale mecanismului biela-
manivela excentric

(5.114) Sy = Sm. rex @/2 =\/R§M —a’ = \/(L +1)* —a’ , deplasarea maxima

5.115 Sp=S.rexa/2=+/[/cos @+ [* —1*sin* 1" —a’ , o deplasare curentd,
( p

oarecare §i deplasarea minima

(5.116)  Spp=Sprexn2 =[R2, —a® =\[(L—1)’ —d>.

Rezulta cursa mecanismului biela-manivela excentric, ca diferenta dintre
deplasarea maxima si cea minima, adica

(5.117)  C=Syg -Sup= J(L+1)> —a* - J(L=1)* —a’

Graficele deplasarii, vitezei si a acceleratiilor pentru L =1,1=0, 4 s1 0,5, iar
a/L =0,2 sunt prezentate in figura 5.13.

5.4 Mecanismul cu cama cilindrica

Acest mecanism poate functiona cu tachet cu varf ascutit (Fig. 5.14) sau cu
tachet cu taler sau cu rold (Fig. 5.15).
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S = S(0)

Fig. 5.14 Mecanismul cu cama
circulara si cu tachet cu varf ascutit si
mecanismul echivalent sau inlocuitor:

biela — manivela centric

Fig. 5.15 Mecanismul cu cama
circulara si tachet plan impreuna
cu mecanismul inlocuitor / echivalent:
mecanismul cu culisa de translatie

in primul caz, asa cum se poate observa fara dificultate din figura, mecanismul

cu tachet cu varf este echivalent cu mecanismul bielda — maniveld centric, studiat
anterior. Ca urmare, spatiul, viteza si acceleratia sunt aceleasi:
S=R.rexf, V=R.Q.rex’0si A=R.Q%rex “0cu 0=Q.t.

DEPLASAREA S
S =R. Rexa.cosp(a)

1.75

1.25

1

0.75

0.5

0.25

1 2 3 4 5 6

VITEZA V = R.Q [Rex’a.cosp(a) - Rex
o .sinf(a)]

ACCELERATIA A =R.Q* [Rex”cos B (a) — Rex’a .sinf(a) —
— Rex’ a.sinf(a) — Rex a. cos p(a)]

209

BUPT



4. FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

sﬂ' eﬂ\
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/ \
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Fig. 5.16 Deplasarea, viteza si acceleratia mecanismului cu cama circulara si
tachet plan pentru R=1, i E(0,6 ; 0) - albastrusi E(0,8 ; 0)—rosu

Cursa acestui mecanism fiind
(5.118)  C=Sy-S,, = 2e =2, dublul lungimii manivelei motoare i, respectiv,
dublul excentricitatii camei cilindrice denumita si excentric circular.

Mecanismul cu tachet plan (Fig. 5.15) are, asa cum se poate observa, aceleasi
deplasari extreme, pe directia y, maxima (Syy) si minima (S,,) si pe cale de
consecinta, aceeasi cursa C =2e =2L

Distanta de la centrul de rotatie al camei circulare la centrul de rotatie al culisei
orizontale de translatie este o functie radial excentrioca de variabila centrica o , adica

(5.119) rla=(mr—0)] = R.Rex 0. cosp(a) = R. \/1 +5% —2s..cos ax) .cosp(a) =

s.sin(z — )

\/1 +5° —2s.cos(7 —a)
pentru E(s >0, e =0) si o =7 — 0 asa cum se arata in figura.5.16, in care s-a mentinut
cama pe loc §i s-a rotit tachetul in jurul centrului de rotatie, conform unui pincipiu
cunoscut in teoria mecanismelor si folosit si anterior.

Pentru®=0-> o=n si deplasarea maxima va fi

(5.120)  Spm=r(0)=R.V1+s*>+2s=R.(1+s)=R+e,iarpentru@=n-> 0 =0

= R. \/1 +5° —2s..cos(7r — ) cos[arcsin

]

si rezultd deplasarea minima

(5.121) Sym =r(m) = R.A1+5° —25 = R.(1 — ), astfel cursa camei va fi
(5.122)  Cy=Sym —Sym=2R.s=2e

Deplasarile orizontale, pe directia x, sunt, pentru o pozitie curentd oarecare
(5.123) S,=R.s.sinf =e.sind si cele extreme sunt nule
(5.124)  Squ=Sw=0.

Desi deplasarile diverselor mecanisme cu came par asemanatoare, asa cum este
si cazul din figura 5.16, vitezele si, in special, acceleratiile sunt acelea care
diferentiaza net calitatea miscarilor obtinute cu mecanisme cu came, ca si, de altfel,
multe alte mecanisme tehnice.
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Motto : ” Viteza este dimensiunea naturala a timpului ”
A. Suarés, Variables

Capitolul 6

6. FUNCTIA DERIVATA EXCENTRICA dex0
SI UNELE APLICATII MATEMATICE SI TEHNICE

Asa cum s-a mai aratat, aceastd functie face parte din aceeasi grupa cu functia
radial excentric rex6, grupa FSM-CE independente de originea O(0,0) a sistemul de
referinta, astfel ca functiile derivata excentrica, derivata elevata si derivata exotica sunt
aceleasi.

Desi nu este o ,,functie rege” precum functia rex0, ea poate exprima functia
de transfer de ordinul doi, a vitezelor, sau raportul de transmitere a turatiilor tuturor
mecanismelor plane cunoscute, asa cum se va prezenta intr-o aplicatie, in continuare.

6.1 Coordonate excentrice

Fie cercul C(R,0) din figura 6.1 si excentrul E(e, €).

Dreapta d de directie 0, cu axa x, a reperului excentric xEy si cu axa X a
reperului centric XOY, intersecteazd cercul in punctele M; si M, sau M, scrise
concentrat.

Coordonatele punctelor M, sunt, simultan, coordonate polare M, (a2, Ry2)
centrice §i respectiv My ,(0, p1,) coordonatele polare excentrice in care raza polara
ri2 = P12, dusd din excentrul E(e,¢), are expresia invarianta

P, = Rrex@ = R[—s.cos(0 — &) + \/1 —s*sin®(@-¢)]=

(6.1)

=—ecos(f@—¢&)t \/R2 —e’.sin*(0 —¢),in...care..e = s.R

Presupunand e < R, adica E(e,g) in interiorul discului circular de raza R, raza
polard excentricd p;, este, asa cum s-a mai afirmat, si raza excentrica variabila a
cercului C(O,R). Dacd un ,compas inteligent” are varful in E si deschiderea
variabilad p;, dupa expresia (6.1), rotindu-se cu 0 € [0, 2@], el va descrie integral
cercul C(O,R) atat cu p; cat si cu p,, diferenta constand in punctele de inceput si,
evident, de sfarsit ale descrierii cercului, defazate intre ele cu m. Daca e > R, atunci
cercul se va descrie din doua arce: primul cu p; si cu 0 € [60;, 6] si al doilea cu p, in
domeniul 0 € [0, 6;].

Pentru excentricitate s = e = 0 = rex;,0 = + 1 si ecuatia cercului este cea
cunoscutad din matematica centrica, si anume
(6.2) p12 =+ R, deducandu-se ca ea este un caz particular, de e = 0, al ecuatiei din
matematica excentrica. Ceea ce ne-a permis sa generalizam definitia cercului, ca fiind
Definitie :
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Cercul este curba pland a cdror puncte se situaeazd la distanta p;, = R. rex;; 0 fata de
oricare punct E din planul cercului, sau a carui raza polara excentrica, din E, variazd
dupd functia R.rex; ;0.

| w=0 /

Fig. 6.1 Coordonate centrice si coordonate excentrice

Coordonatele carteziene centrice sunt M;(Xi2Y12) $i coordonatele
cartreziene excentrice sunt My (X12, Y1), in care
X, =R.cosa,,

(6.3) Mix (X2, Y12) . ’ si coordonatele excentrice
Y, =Rsng,

x,, = Rcex ,0

6.4) Miz(X12,¥1259 '
(6.4) 12 (X125, ¥1.2) {yl,z ZR.Sexl,zg

6.2. Functia derivata excentrica dex 0 ca modul al derivatei vectorului
radial excentric de variabila excentrica 0 : (rex0. rad0)’ = dex0.dera

Daca excentrul E(e,€) este un punct fix, in planul cercului C, atunci vectorul de
pozitie al lui E € = R. S este vectorul constant in modul si directie si ecuatia vectoriald
a punctelor M, , ca si a cercului C(O,R) este
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6.2. FUNCTIA DERIVATA EXCENTRICA dex

— - —
(6.5) R=e+p,
Derivand ecuatia (6.5), In raport cu timpul t, se obtine

S _ 5 = _dpip _ dR,,
(66) ¥ =R Sauvq, = i VI,Z = @

M, exprimate in coordonate centrice sau excentrice, pe cercul C(O,R), sunt aceleasi.
Rezultat agteptat, intrucat cei doi vectori de pozitie exprimd pozitia acelorasi puncte pe
aceeasi curba hodograf, insa din doua origini / puncte diferite O si, respectiv, E.

Daca variabila excentrica 0 este variabila motoare, dreapta d rotindu-se in jurul
excentrului E cu viteza unghiulara constantia Q = d0/dt, atunci modulele vitezelor
unghiulare variabile ®,; ale punctelor M, pe cerc sunt:

da da
67 o= RQdex;,0 =R —2> =R —=2 49 _g dex, ,0.0,
dt do " dr

vitezele fiind exprimate de FSM-CE derivat excentric dex, , de variabila excentrica 0.

Daca, in timp ce dreapta d se roteste cu viteza unghiularad constanta € iar
excentrul E se deplaseaza pe o curba oarecare, dupd o anumita lege, avand viteza la un
moment dat Vg, atunci vitezele punctelor My, pe cercul C(O,R) vor fi date de o relatie
asemanatoare, in care FSM-CE dex0 este de excentru variabil.

Situatia este prezentatd in figura 6.2. In figurd sunt prezentate, pentru
comparatie, atat vitezele pentru un excentru fix Eg, cat si pentru cel variabil.

Cunoscandu-se, vector viteza V tangent Tn M la cercul C(R,0), adica de
directie dera, expresia generala a modulului vitezei este

do d
(68) V=Ro=R. dwdt= Rd—ZTG—RQda/dG R. Q. dex
t

, ceea ce arata ca vitezele punctelor

Este necesar sa se determine expresia FSM-CE dex0 pentru cel mai general
caz posibil, in care excentrul E(e,e) se deplaseaza pe o curba oarecare, adica e si € sunt
variabile.

Notand cu Vi modulul vectorului viteza I/ al excentrului mobil Ey compus

din _é’, o componentd (in modul) a vitezei lui E la un moment dat, vector unitate/fazor
de directie rad € si cu

* de de dd  _de
(69) €= =—.— =Q—componenta in directie, datd de produsul
dt do’ dt do
vectorial £ X €, a vectorului excentricitate e (vector e.rade), de directie normald pe
vectorul €, deci de directiea fazorului dere = rad(e + m), expresia functiei dex0 de
excentru variabil va fi
(6.10) dex,,0=da,,/d0=d{0+F arcsin][s. s1n(9 €)]}/do=d {60+ arcsm[ .sin(0 — €)]}/d0 =
1ds
_ l_RdBSln(e €)+ cos(6— 8)(1— 17 s'sin(@—¢)+s(1—¢")cos(6—¢)
2 2_¢2 ¢in2(6—
\/1_(%) sin?(6—¢) JR%—s2.sin2(6—¢)

213

BUPT



6.2. FUNCTIA DERIVATA EXCENTRICA dex

in care, s-au notat cu accent derivatele in raport cu variabila excentrica motoare 0.

Pe langa componentele anterior definite ale vitezei excentrului Ey, pot fi
definite si componentele pe directiile vectorilor unitate (versori sau, mai precis, fazori)

rad0 si der0.

ain,0)

Fig.6.2 Vitezele in cazul unui excentru E variabil

Se observa din figura ca viteza punctului M; pe cercul C(O,R) nu se modifica
prin deplasarea excentrului Ey pe directia rad0, deoarece pozitia punctului My pe
cercul C ramane ne modificata (aceeasi), ci numai prin deplasarea lui pe oricare alta
directie, in special pe una perpendiculara, de directie a versorului / fazorului der6 prin
care M; primeste o miscare suplimentara pe directia miscarii.

Se observa ca relatia (6.10) poate fi descompusa in relatia lui dex0 de excentru
considerat punct fix (Er), de modul egal cu segmentul DgM de pe directia razei
centrice R, pe cercul de raza R si un termen care exprima proiectta lui Vg pe aceeasi
directie OM, reprezentand segmentul Dy Dy din figura.

Derivata da, , /d6 = dex;, 6, intr-un caz foarte general este

' 1 1
6.11) dex;,0=1 s.cos(d —¢) £S5 sin(f —&) —s.g'.cos(f—¢) _
\/Rz—sz.sinz(é’—g) \/Rz—s2 sin’ (6 —¢)
' : '
=dex;» (0, Ep) ¥ s'sin(6 — &) = 5.'.c05(6 ~ £) =DM, + D12vD12r .
JR? —s7sin*(0-¢)

Graficele FSM-CE dex0 si de excentru S punct fix, adica s si € = constante,
sunt prezentate in figura 6.3.
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Pentru un excentru fix gi/sau variabil functia dex 0 are expresiile
(6.12) dex0 =1 —{ [s.cos(0 — &) —s.g’cos(0 — &) +s’.sin (0 — &)}/del(0 — )
S(s.e) = fix
S [s = ct, &(0)] = variail _
pe un cerc de razas

S [s(0), €(0)] variabil dar definita pe cercul R = ct

Daci si cercul unitate se inlocuieste cu o alta curba inchisa R(0), atunci la
expresia anterioard se mai adauga termenul / expresia
(6.13) —R’(0)(1 — 1/R(0)).s.5sin(0 —¢)/ del(0 —¢)

In figura 6.3 se poate remarca, pentru s = + 1, ¢ = 0 si ¢ = /2 functiile
dreptunghiulare perfecte de amplitudine 2. Daca scadem o unitate din aceste functii, se
obtin functii simetrice fatd de axa 0; noua functiec (dex® — 1) fiind cuprinsa in
intervalul de valori [-1, +1], ca si FCC cos 0 si coqf, precum si sin 0.

Derivatele functiilor dex0, de excentru S punct fix, sunt prezentate in figura 6.4.

Asa cum se va prezenta intr-un capitol in continuare, functia dex® intrd in
expresia derivatelor celorlalte FSM-CE precum cex0, sex® s.a.

Anticipand, se poate arata ca derivatele FSM-CE cex0 si sex0 sunt:

d(cex) _d(cosa) da

cex'd = =dex0.(-sina) = —dex8.sexd
.19 d(iie) d(gfa) da
sex'6d = = —— =dex6.(+cosa) = +dexO.cext
do da (o
Se observa ca pentrus =0 > 0 = o, p =0, dex0 = 1, sex0 = sin0, cex0 = cosd
si din (6.14) rezultd derivatele cunoscute ale FCC cos’0 = — sinf si sin’0 = cos0.

6.3 Derivatele functiei dex0

Considerand un excentru S punct fix, adica s si € constante, prima derivata are
expresia, mai frecvent utilizata

s.cos(f —¢) . s(1—57)sin(@ — &)
J1-57sin*(0-¢) [1-s*sin*(0-&)]""°
si curbele din figura 6.4.

Deoarece, o =0 — [ si dex® =da/d0 = 1—dp/dO, rezulta ca

s.cos(@—¢)

JI-s2sin*(0-2)
(6.17)  dex’@ =— d* p/d6* = — d*{arcsin[s.sin(0 — ) ]}/d0* astfel ca
s.cos(@ —¢)

J1-s%sin*(0-¢)

(6.15) dex’0=[1—

(616) dBl)z/de = d(beXl,z 6)/d 0= beX,l,z 0= F

(6.18)  d(bex0)/d 0 = bex’0 = — si
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s(1—s%)sin(@ — &)

6.19)  d*(bex 0)/d6* = bex’’0 = .
(6.19) (bex 6) [1-s’sin’(@—&)]*?

2.0

<<<<(‘>>>>
i@

se [-1, +1]
2.0 20t —
15 15 F
1.0 Lo
05 L 0.5
o s 2 4 o
se [-1, 0] se [0, +1]

Fig. 6.3. Graficele functiilor dex;0 pentru un excentru S [s € [ -1, +1] si e =0],
fix 51 0 € [0, 37] - sus si pentru un excentru fix si 0 € [0, 27]- jos.

Prin derivarea relatiei (6.15) se obtine a doua derivata a functiei dex0
(6.20)  d*(dex 0)/d 0*=dex "0 =

N s.(1—=5%)cos(@ —&)[1 - s> sin* (0 — &) —3s” sin(@ — &)]

a [1-s>.sin*(@-¢)]’"*
cu graficele din figura 6.5.

FSM-CE dex; , 0 reprezintd, asa cum s-a mai afirmat, viteza punctelor M, , pe
cercul C(O, R=1). Ca urmare dex';,0 va reprezenta modulul vectorului primei
acceleratii, iar dex'';,0 va reprezenta modulul vectorului celei de a doua acceleratii.

Se observa ca, atat functia dex0 cat si derivatele sale de e > 0 si e < 0, sunt
simetrice fatd de axa Oy .

BUPT



6.2. FUNCTIA DERIVATA EXCENTRICA dex

3

-

!

|

Se

[-1,0]5i0 e [0, 2n]. | se [0, +1] 51 0 € [0, 2x].

Fig. 6.4 Prima derivati a functiei dex 0: dex’ 0 = d’a / d®” de excentru S(s, €) fix

pentru un excentru S [s € [—1,0]sie=0]

1.5

1.0

- 0.5

,/ \\ /’ ﬁ L ,/ \\ ,/ \\
=\ /.‘\ /.'\ /u\\ =S
“/ | ‘\’\ / “¥ "/ | \ / | \ —=
: ‘\J \V/ \J\V/ ‘\J \V/ \J\W"

- 1.0

1.5 |

{'A
1
_\,‘_.

\/7’
i

se [-1,0] 5 0 € [0, 2n] |

se [0, +1] 1 0 € [0, 2x]

Fig. 6.5 A doua derivati a functiei dex0: dex''0 = d’(dex)/d6” = d’a/d0’

de excentru S(s, €) fix pentru un excentru S[s € [ —1, +1]sie=0
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PRIMA DERIVATA

%(dex@) - DJ[1- s Cos[t] / Sqrt[1- (s Sin[t])"2], t]
— dex'0 - ((s* Cos[t]* Sin[t]) / (1-s2 Sin[t]*2)*?) +
(s Sin[t]) /4/1 — s2Sin?[t]
SIMPLIFICARE FullSimplify[-((s* Cos[t]* Sin[t])/(1-s"2 Sin[t]*2)*?) +

(s Sin[t])/ /1 — s2Sin?[t]]

d%(dex@) = -((s (-1+s”) Sin[t])/(1-s"2 Sin[t]"2)*?)

DERIVATA A DOUA
%; (dexB) = D[-((s (-1+s”) Sin[t])/(1-s"2 Sin[t]*2)*?),t]

«((3 §* (-14s%) Cos[t] Sin[t]*)/(1-s*2 Sin[t]*2)*?)-

(s (-1+s%) Cos[t])/(1-s"2 Sin[t]*2)*?
SIMPLIFICARE | FullSimplify[-((3 s’ (-1+s%) Cos[t] Sin[t]*)/(1-s"2 Sin[t]*2)"?)
(s (-1+s?) Cos[t])/(1-s"2 Sin[t]"2)*?]

d_zz(dexg) - (42 s (-14s%) Cos[t] (-1-s™+s Cos[2 1])) /
a6 (2-s"2+s"2 Cos|[2 t])°?

Derivarea automatd cu Matematica 6 (Stephan Wolfram)

6.4 MISCAREA CIRCULARA EXCENTRICA (MCE)

1. Introducere

Miscarea circulara excentrica (MCE ) este o miscare, in general, neuniforma a
unor puncte pe cerc, dirijatd dintr-un pol E, expulzat din centrul cercului O(0,0) si
denumit excentru/ex-centru.

Este aceeasi ,migcare” prin care, dintr-un singur domeniu, existent in
matematica, si pe care, acum, il denumim centric, s-au nascut o infinitate de domenii
excentrice ale matematicii.

Aparitia supermatematicii permite descrierea migcarii circulare excentrice;
determinarea vitezelor si a acceleratiilor pe cale analitica sau pur geometrica, denumita
cinematica geometrica, asa cum se va prezenta In continuare.

Miscarea este obiectul de studiu al tuturor domeniilor stiintifice. Ea este strans
legata de de spatiu si de timp. Miscarea mecanica este schimbarea in timp a pozitiei
corpurilor, sau a partilor sale, in raport cu alte corpuri, alese drept sisteme de referinta.

Un corp, de dimensiuni foarte mici, neglijabile in raport cu alte corpuri mult
mai mari, se poate asimila cu un punct. Punctele pot fi fixe sau intr-o miscare oarecare.
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Spatiul reflecta raportul de coexistentd dintre obiecte si fenomene, sau parti
ale acestora, indicand intinderea, sau dimensiune de gabarit si pozitiile relative sau
distantele dintre obiecte, sau parti ale acestora, denumite dimensiuni de coordonare.

Pozitia obiectelor in spatiu depinde de coordonate ce pot fi dimensiuni liniare,
denumite de localizare (x, y, z) si dimensiuni unghiulare (6, ¢, ) sau (A, B, C - cum
sunt notate in roboticd), denumite de orientare a obiectului in spatiu.

Localizarea si orientarea determind pozitionarea in spatiu si sunt cei doi
parametri ai unui vector: modulul - care /localizeaza varful vectorului, n raport cu
originea sa, sau a unui punct in raport cu un alt punct; distanta dintre puncte constituind
modulul si argumentul — care indica orientarea vectorului in spatiu.

Denumirile anterioare, subliniate, numesc aceleasi marimi in diverse domenii
ale stiintei si / sau tehnicii, printre care, dimensiunile de gabarit si cele de coordonare,
casi localizarea si orientarea sunt, din pacate, neglijate sau insuficient utilizate.

Timpul este expresia duratei de trecere a obiectelor in dreptul diverselor
repere si de coexistentd a fenomenelor, care permite sesizarea simultaneitafii si
succesiunii lor.

Timpul este perceput numai daca este ocupat si trecerea lui este sesizabila
numai prin schimbarea a ceea ce il ocupd; remanenta unui obiect poate fi observata
numai prin comparatie cu cele care se schimba si alaturi de care coexistd; imaginea
coexistentei in timpul pur nu exista. In spatiul pur nu exista schimbare, pentru ci orice
schimbare sau modificare presupune o succesiune, care este posibild numai in timp.

Coexistenta nu existd in timp §i succesiunea nu exista in spatiu.

Cele doud forme —timp si spatiu— sunt fundamental diferite: ce este important
pentru o forma este lipsit de valoare pentru cealalta.

Ca actori, timpul si spatiul sunt aceia care dezvolta universul in haos. Se poate
demonstra c¢i haosul si, ca si ordinea, absolute sunt unul si acelasi lucru. Intr-un
moment anterior bing-bang-ului, spatiul nu existd din cauza haosului absolut si timpul
nu exista din cauza ordinii perfecte / absolute (v. Cap.1).

O asimetrie, cat de micd, schimba perfectiunea ordinii si apare timpul, iar
prima ordonare relativa a doua puncte, ca de exemplu, centrul O si excentrul E, face
posibila aparitia simultand si a spatiului. Unde existd spatiu si timp, existd si
matematica si mecanica si alte stiinte.

Timpul si spatiul, astfel aparute, sunt ale supermatematicii, care s-a nascut doar
din deplasarea polului E din centrul O, in care 1-a plasat Euler. Astfel, toate obiectele
matematice s-au multiplicat de la unul la infinit.

Se admite ca natura si tehnica sunt destul de departe de ceea ce se intelege prin
perfectiune. Ca urmare, nici una din miscarile circulare — dirijate din centrul O al
cercului i denumite centrice — nu va fi, in realitate, perfect centrica, ci, datorita
imperfectiunilor tehnice, a erorilor de localizare relativa a axei de rotatie, a jocurilor i
a multor altor cauze, mecanismele cu culisa circulara si/sau oscilanta nu vor fi
actionate exact din centrul de rotatie O al cercului ci dintr-un alt punt excentric E,
situat la distanta e, denumitd excentricitate reald, de O si expulzat pe directia e.
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Dovedind ca toate miscarile din natura si implicit cele din tehnicd sunt, de fapt,
misciri circulare excentrice. O MCE pentru e 2 0 degenereaza intr-o MCC.
Excentricitatiile numerice liniare s = k = e / R ale orbitelor planetelor sunt
foarte mici. Pentru e = s = k = 0 orbita este circulard. O elipsa cu k foarte mic este
asemanatoare cu un cerc. Daca distanta de la focar la centrul este o marime mica, de
ordinul inti, atunci diferenta dintre semiaxe este de ordinul doi [(b/a)* = 1— K.
Excentricitatea numericd a orbitei planetei Tera este k = 0,0016. Din acest
motiv, Kepler a formulat prima sa lege Tn modul urmator: ,,planetele se invirtesc in

Jurul soarelui pe cercuri, dar Soarele nu se gdseste in centrul cercurilor”. Aceasta

este migcarea circulard excentricd. Ea a fost definita, deci, de Kepler si se poate studia
deosebit de simplu si elegant cu ajutorul functiilor SM circulare excentrice.

2. Pozitia pe traiectorie in MCE

Notam cu W punctele de pe cercul unitate (R = 1) si cu M de pe un cerc
oarecare de raza R. Ele se pot suprapune printr-o transformare homotetica H (O, R) de
centru O si de raport k = R. Toate marimile cinematice ale lui M pot fi deduse din cele
ale lui W prin amplificare cu R. De aceea, se va insista pe cercul unitate, pe care sunt
definite si functiile trigonometrice excentrice (FTE sau FCE).

MCE a fost utilizatd, fard a fi denumitd astfel, la obtinerea unor miscari
oscilante neliniare [4], a caror solutii sunt date de cex0, sex0 si combinatile liniare ale
acestora.

Cosinusul si sinusul excentrice reprezintd proiectiile miscarii celor doua
puncte W, de intersectie a cercul unitate CT cu dreapta d, turnanta In jurul excentrul
S(s, €) cu viteza unghiulard €, dreapta care face unghiul 0 cu axa x, denumit variabila
(motoare) excentrici. Punctul Wy = CT [ d*si M; = C(O,R) (] d' este determinarea
principala si W,= CT () d” sau M, = C(O,R) (] d" este determinarea secundara.

Coordonatele polare ale celor doud puncte fata de centrul O(0,0) sunt Wy, (R,
o,y ) iar fata de S(s, €) sunt Wy, (ry,, 0), In care R este raza cercului CT(O,R=1) si r;,
sunt razele polare ale punctelor din S, denumite si raze excentrice, date de functia
radial excentric, in functie de 0 notatd rex,,0, sau, in functie de o, notatd Rexa,, a
caror expresii sunt cunoscute din capitolul anterior:

Rurex;, 0= —e.cos(d —¢) + \/R2 —e? sinz(e —&)=

R[—s.cos(0 —¢) \/l—s2 sin*(@—¢) ] si

R.Rexa;, =+ \/Rz +e’ —2eRcos(a,, —€) =

=+R. \/1 +s5° —2s.cos(ar,, —€)

Aceasta functie este, repetam, o adevarata functie ,,rege”, deoarece cu ea se pot
exprima ecuatiile tuturor curbelor plane cunoscute. Ea reprezinta si expresia distantei
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dintre doud puncte din plan (E si W, pentru R =1 si, respectiv, My, pentru R # 1), in
coordonate polare, asa cum a observat Prof.dr. mat. Octav Em. Gheorgiu.
Cele doua functii rex;,0 sunt, totodatd, si cele doud radacini/solutii ale
ecuatiilor algebrice de gradul I, asa cum s-a demonstrat intr-un capitol anterior.
Dependentele dintre variabila excentrica 0 si cele centrice a,, sunt exprimate
de functiile amplitudine excentrica aex®0 si, respectiv Aexa, , date de relatiile
a1 2(0)=aex; .0 = 0 — B4 2 (0)= 0 F arcsins sin(6-¢)]+ {O_I’Zl;?:’iz:icl:fel; 1 si
s.sin(a,, — &)

0(a2)= Aexoy, =0y, B2 = oy, +arcsin

145> = 2scos(a,, — )

Revenirea, din excentric in centric, se face cu s = k =/ 0, astfel ca sia; > 0
si a, 2 0 + 7. Corespondenta, in centric, a functiei radial excentric rexf este functia
radial centric rada, sau pe scurt, radial, notatd rada, a cdrei expresie este

rado = e " care este, pe de o parte, functia exponentiala Euler - Cotes si, pe de
altd parte, un vector unitate / versor sau fazor de directie o.

Prin derivarea functiilor amplitudine excentricd se obtin functiile derivat

excentric
da _
dex, 0= 2012 k.cos(6—¢) si
do +/1—k.sin(0 — &)
1—-kcos(a,, —¢& ©
Dexa,, = a0 ) = Zk‘v cossa, ,

da,, 1+ k2 —2k.cos(ar, —&) =

Corespondenta 1n centric a acestei functii este derivat centric, sau, pe scurt, derivat,
notata dera si reprezintd derivata lui reda, de expresie

der a=1.¢""

In coordonate polare, pozitia punctelor W, este data de

6o R ,(a,)=rada, , < Fata.de..centrul | polul..0(0,0)
(621) 1,(0) = Rrex ,0.rad0 < Fata..de..ex — centrul / polul..E(e,¢)

iar in coordonate carteziene, fata de centrul O(0,0) si respectiv ex-centrul E(e,) de

X2 (al,z) = R.cos a,

(6.22) YVia(a,)=Rsina,,
x,,(0) = R.cex, ,0
V12(0) = Rsex, ,0

3.Functia de transmitere de ordinul zero (functia de pozitie)

Determinarea starii relative a elementului condus fata de cel conducator, la un
moment dat, considerata stare statica (sau inghetatd), a stérii cinematice sau de miscare
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si a celei dinamice, in care se considera si masele obiectelor, frecarile din sistem si
multe alte cauze care pot conditiona functionarea mecanismelor, dispozitivelor si a
maginilor, constituie problemele de baza cu care se confruntd studiul mecanismelor a
dispozitivelor i a maginilor.

O metoda moderna de studiu o constituie introducerea functiilor de transmitere
(de transfer) de diverse ordine[V. Handra-Luca, ,,FUNCTIILE DE TRANSMITERE
IN STUDIUL MECANISMELOR”, Ed. Academiei 1983]. Ele stabilesc o dependent,
in diversele stari (statice, cinematice si dinamice), dintre elementul condus sau de la
iesire si cel conducitor sau de la intrare.

Daca functiile se referda nu la elementele unui mecanism oarecare ci la
elementele geometrice ale unor figuri matematice, ele au fost denumite FUNCTII DE
TRANSMITERE INFORMATIONALA. [16] (FTI). In acest fel, raportul functiilor
care leagd pozitia unui punct, pe o curba oarecare, fatd de doud sisteme de referinta /
repere distincte reprezintd functia de transfer informational a pozitiei sau functia de
transfer informational de ordinul zero sau a pozitiei.

Functia de transmitere informationala de ordinul ZERO, in cazul miscarii
circulare excentrice Py, ca raport al vectorilor de pozitie ai punctelor M;, < C(O,R)
cu polul in ex-centrul E(e, €) si, respectiv in centrul O(0,0) este raportul a doi vectori,
raport care este vectorul

I R12(6) Rrad,;(6) rad(0—B12(0)) _ rad(—B1.2)

(6'23) Pm(e) - 712(0) = Rrexq,0.radd = rex20.rado = rexy 20

Acest raport contine doud marimi distincte si anume: raportul dimensiunilor
liniare sau a marimilor/dimensiunilor de localizare L; a vectorilor de pozitie, sau
modulul vectorului Pyy(0), care dau FTI de localizare a punctelor M, ca functie de
variabila excentrica 0 si care este

(624) LIO = rex1'29 ,

pozitie si, o a doua entitate/marime, care indicd in ce raport se afla dimensiunile
unghiulare a acestor vectori, mai precis, modificarea orientarii vectorilor, respectiv
diferenta dintre argumentele acestor doi vectori de pozitie, denumitd si FTI, de
orientare Oy si care este vectorul unitate / versorul sau fazorul / cronoidul

(625) O]() = rad(— B],z)

in concluzie, FTI, ne arati ci, in cazul in care o influentd / miscare se
transmite prin ri, la Ry, atunci modulul vectorului Ry, creste cu Ly si Ry, are o
orientare fatd de r;, modificatd cu Oyy = rad(— B;,), adica se roteste in jurul punctului
comun M, cu— .

Daca influenta / miscarea se transmite invers: O fiind centrul conducator si o
variabila motoare, iar E fiind ex-centrul condus si 0 variabila excentrica condusa, va
rezulta o FTII, inversa de ordinul zero,

Raportul modulele vectorilor de pozitie ry, / Ry, sunt
(6.26) ri2(0)/R;»=R-Rexa;,/ R, modulele R;si R, fiind egale intre ele
si egale cu raza cercului R iar intre orientarea vectorilor ry, fatd de R, exista o
diferentd de + B, ,, aceasta FTI inversa de ordinul zero fiind, deci

un scalar care ne aratd in ce raport se afla modulele vectorilor de
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(6.27) FTII, = no(a,) _ R.Rexa, ,.radd
Ry, (e ,) Rrada,,
Verificarea impartirii vectorilor se face aidoma verificarii oricarei impartiri,
adicd, prin inmultirea catului cu numitorul / impartitorul fractiei:
R.Rexa, p.radP; »-R.rada; ,=R.Rexa .rad(a, ,+B; 2)= R.Rexa, ,.rad 6
si, se observa, ca se obtine expresia numaratorului / deimpartitului. Deci, se verifica.

=Rexa,, rad(0 -a,,)=Rexa,,radp, ,

4. Vitezele miscarii circulare excentrice

Se obtin prin derivarea vectorilor de pozitie R sau 7 ale punctelor turnante pe
cerc W, in functie de timp, pentru 6 = €. t.

Deoarece, rad si der nu pot exprima altceva decat niste vectori unitate sau
versori ori fazori, notarea lor cu o bard deasupra devine superflui, motiv pentru care,
asa cum s-a putut observa, s-a renuntat la ea. Acesti vectori sunt :

—_—

(6.28) R, =Rrada,, si Fio = Rorex, ,0.rad0 si derivatele lor rezulta

dR,, B dR,, da,, ﬁ
dt da,, dO dt
si, respectiv,

(6.29)

= R.a’erozh2 o dex, ,0  QQ =R.Q.dex, ,0.dera, »

_—

dr. dr. deo
b2 L2277 R.Q.[dex; ,0.radf + rex, ,0.derb] =
dt do dt

R.Q.dex, ,0[radf.sinf; , + derf. cosp;,] = R.Q.dex, ,0.der a,,
in care derivata functiei rex; ,0 este

d (raxl,ze)

(6.31) e - dex,,0.sin 3, , sireprezinta, la scara, segmentul ED, ,, iar

(6.30)

(6.32) dera;,=der (0—B;,)= der® cosp;, + rad 0 sinf;, .

5. Expresia generala a functiei de transmitere / transfer a vitezelor
unghiulare sau a turatiilor tuturor mecanismelor plane.

Se noteaza cu 1 elementul de intrare a MCE, cel de actionare sau conducator,
cu axa de rotatie plasata in E = I, considerat si centrul instantaneu de ratatie al lui
1 si se noteaza cu 2 elementul condus sau de iesire, cu axa de rotatie plasata in O =1 ,
si centru instantaneu de rotatie al Iui 2.

Fie W, punctul comun de contact al celor doud elemente, prin care miscarea
se transmite prin frecare, de exemplu, fara alunecare, de la elementul (1) la celalalt (2),
printr-o infimé abatere de paralelism a celor doua axe de rotatie, intr-un sens W; sau
in celalalt W, (Fig.6.6).
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Prin definitie, functia de transmitere de ordinul 1, sau a miscarii, vitezelor
unghiulare si/sau a turatiilor, este raportul dintre marimea corespunzatoare de iesire si
cea de intrare, adica

.., n, da,ldt da
(633) ig=ig=—2t=—2=—212 =" _ox 6.

o, n do/dt do '

Fig.6.6 Transmisie prin frictiune frontala.
Roata conducatoare (1) are o miscare de translatie radiala centrica,
oscilantd, cu viteza instantanee V., intr-o patind cu miscare circulara, in
jurul excentrului E(e,e = Qt), cu viteza unghiularad constanta Qg

In conformitate cu teorema lui Menelaus, a coliniarititii celor trei centre
instantanee de rotatie, centrul instantaneu de rotatie relativ I,; se va situa pe dreapta
definitd de punctele O si E la intersectia ei cu o dreaptd perpendiculard iIn W, pe
SW],Z sau EMI,Z (Fig. 6.7,3).

Dependenta dintre viteze este datad de relatia vectoriala a lui Euler

v, Vv % ) . L .
(6.34) ;f =L+ 2L din care se deduce, cunoscandu-se directiile a doi
r
21

—_  —

vectori v, si v, si marimile razelor R si r ale rotilor de frictiune, ca al treilea vector,

care trebuie sa inchida poligonul (triunghiul) vectorilor si sd-1 parcurga in acelasi sens,
este orientat pe directia EM, (Fig. 6.6).
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Se stie ca, vitezele unghiulare relative sunt invers proportionale cu segmentele
definite de centrele instantanee de rotatie, adica

= =ty =i d=
SdenyO0=lylaglply= |0 Beeeereemeeeaeo2l

r =
v 1
/ Cis.0)

CU R = 1,00} o=, |

.-'V_ !-F‘
W, VLT

Fig. 6.7,a FSM-CE dex0 expresia universald a raportului de transmitere
de ordinul 1 a vitezelor unghiulare sau a turatiilor, pentru E <R.

635 Lo _tul @ _ 40

o, Lyl Q

Cu notatiile din figura 6.7,a, cu R =Q = 1, punctul D, se obtine la intersectia
razei centrice OW,;, cu o perpendiculard in E pe raza excentrica EW,,; segmentul
Wi,D;,, la scard, reprezintd marimea lui dex; ,0

Viteza punctului Wy, pe cerc este

TR d(rex, ,0.radod
(636) W =@ xR =, Rdera,, = .1 @1207ad0)
C ’ ’ do
dr,
=QR.1" = d’ = QR(rex;,’ 0.rad 6+rex, , 0.der 0) = Q.R.dex, ,0.dera, ,.
t

si are doud componente: una datorita rotatiei dreptei suport turnante d”
(6.37) ‘E =Q.Rrex, ,0.der@ pe directia der 0 si, 0 a doua,
datorita deplasarii, prin translatie, a lui Wy, pe dreapta suport d

(6.38) v, =QRrex, ,"0.radd
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—_—

Proiectiile Iui v, , pe cele doud axe sunt

.
_—

(6.39) v, = )Z =Q.R.dex, ,0.cex, ,0 si

(6.40) ;1,2 =Q.R.dex, ,0.sex ,0 ,in care

(6.41) cex;,0=cosa, §i sex;, 0 =sin .

Pentru un excentru exterior discului circular, adica e > R sau s > 1, situatia este
prezentata in figura 6.7,b. Se observa ca, in acest caz, cele doud puncte M, se rotesc
pe cerc in sensuri contrare: M; 1n sensul cresterii lui 0, adica in sens sinistrorum sau
levogin si M, in sens invers , dextrorum sau dextrogin. Pe cale de consecinta si vitezele
vor fi de semne contrare, fatd de cazul anterior, cand cele doua puncte se roteau pe cerc
in acelasi sens, asa cum se poate observa si in figura 6.7,a.

A
M, /
0 D:
- M >
Vi=R.Q dex; "\ E(e, ¢)
4— (] 0
T Q
o % %)) -
[ = x
’,' V,
Dy’

Fig. 6.7,b FSM-CE dex6 expresia universald a raportului de transmitere
de ordinul 1, a vitezelor unghiulare sau a turatiilor, pentru e > R> s > 1

Dacéd in excentrul E, exterior cercului C(R,0), se plaseaza axa unei roti
conducatoare cu frictiune frontala, atunci, daca contactul se face intre cele doua roti de
frictiune in punctul M;, roata condusa se va roti in acelasi sens cu roata conducatoare,
iar dacd, contactul se va produce in punctul M,, roata condusa se va roti in sens invers
cu roata conducatoare.

Acest lucru se datoreaza functiei dex;,0 care-si schimba de la sine, in mod
corespunziator semnul: pentru e < R atat dex;0 cat si dex,0 sunt pozitive, ceea ce
aratd cd o roatd dintatad interioara, cu axa de rotatie in E, care se angreneazd cu o
coroana dintata sau cu frictiune cu axa de rotatie in O (0,0) si cu contacte in M; sau 1n
M, se vor roti in acelasi sens cu roata conducatoare, iar dacd cele doud roti se
angreneaza exterior, e > R cu contact in M,, atunci se vor roti In sensuri opuse.
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Contactul in M; in cazul rotilor dintate, conduce iarasi la angrenare interioara,
numai ca roata conducatoare, cu axa in E, este de mari dimensiuni, iar cea condusi, cu
axa de rotatie in O(0,0), este interioara ei.

Spre deosebire de metoda clasica de exprimare a functiilor de transmitere de
ordinul 1, exprimarea actuald, universald, uzand de facilitaiile FSM-CE dex;,0 nu
mai necesita explicatii cu privire la sensul de rotatie a doua roti dintate sau cu frictiune
pentru diversele cazuri analizate anterior, asa cum este cazul in exprimarile clasice;
functia dex;,0 ludnd semnele corespunzatoare pentru fiecare dintre cazuri in parte, asa
cum se va vedea, in continuare, intr-o aplicatie.

6. Acceleratiile miscarii circulare excentrice

Se obtin, evident, prin derivarea, in functie de timp, a vitezelor.
Prin derivarea vitezei unghiulare o se va obtine acceleratia unghiulara €

€ = (s (s* Sin[1-4 t]+(-8+3 s%) Sin[1-2 t]+s* (3 Sin[1]+Sin[1+2 ])))/(8 (1-s"2
Cos[t]*2 Sin[1-t]*2)*?), =1

Sel[-1,+1]

Fig. 6.8 Acceleratiile unghiulare € in miscarea circulara excentrica de excentru
punct mobil (s>scos), pentru s € [-1, +1]si €= 1.
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d(RQ.dex, 0 o4
(642) =40 _dodt o dRQI0) b oo o 9= RO F12
dt  do dt do ’ do

care, pentru un excentru considerat punct fix, adica e si € constante si R =1 este
(6.43)  €=s5(1—s5%) sin(0—¢) / [+(1 — s* sin’( 6—¢)]*?

Relatie identica cu (6.19) si cu graficele din figura 6.4.

Daca excentrul S(s,g) este un punct mobil a carui excentricitate liniara
numerica s variaza dupa legea s = s.cosf, atunci graficele acceleratiei si expresia ei
sunt date in figura 6.8, pentrue =1 si £ = 0.

Acceleratia a, ,(6)a punctelor M, ; = C(O,R) se obtine prin derivarea vitezei

(6.36). Rezulta
vy () EI,Z([)(‘_]

— _ 3 _ _ d(rex'l_z(-)) _
(6.44) a1,(11) =T1(0) = T4 am - RO——=

= RQ%rex"; ,0 = RQ?(dex’; ;0. dera — dex?,0.rada) =

=R(€.dera — w?. rada)=R
Modulul vectorului acceleratie este

— / dw
a, (9) =R. (E)2 + ZD'4

din migcarea generala neuniformd a unui punct oarecare pe o traiectorie circulard,
rezultat absolut normal; miscarea circulara excentricd fiind un caz particular, de
exceptie, al migcarii neuniforme pe o traiectorie circulara.

Acceleratia Coriolis este un vector reprezentatd de dublul produsului vectorial
dintre vectorul vitezei unghiulare @, perpendicular pe planul miscarii circulare
excentrice, si derivata vectorului viteza relativa a punctului M,, de pe cerc, care este
vectorul viteza de translatie a punctului pe dreapta d
d(rex, ,0)

dt
orientata pe directia fazorului derf si rezulta

(645) a,,(0) =

si se recunoaste modulul acceleratiei

(6.46) I_/:I,ZR Z;T =radb. , astfel ca acceleratia Coriolis ;c va fi

- — - — d(rex, ,0)
airac = 2.0, ,XVi2r = 2@ 12Xradld. ————— =
(6.47) ’ dt

=2.RQ%dex],0.sin B, ,der® = 2.Rw” sin f3, ,0.der

a carui modul este, aga cum se poate observa in figura 6.7,a dublul segmentului
orientat ED;, si care este
(6.48) ac=2.dex;, 0. sinf;,=
- s.cos(d —¢)
+./1—s7sin’(0 - &)
t+ 2.s.sin(6—e¢).rex; , 6 /del6.

]sin{Farcsin[s.sin(@ — &)} =
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Hodograful vitezei unghiulare o, (sus) si ®, (jos) pentru R = 1, Q = 1 sunt prezentate
in figura 6.9. Se observa ca pentru s = 1 acceleratia unghiulara pe o semiperioada este
nuld, timp in care cate unul dintre punctele W;, rdimane confundat in excentrul S(1,0)
sau de S (1, m) <> S(-1,0), iar, in cealaltd semiperioada, punctul W, se deplaseaza pe

cercul CT(R =1,0) cu o viteza unghiulara constanta, dar dubla si egala cu
(6.49) ®(0) =2.Q

Fig. 6.9 Hodograful vitezelor unghiulare w;»(0)
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In figura 6.10 sunt prezentate hodografele acceleratiei unghiulare €.

Determinarea pe cale grafica a vitezelor si a accceleratiei a;, numai a punctului
M;(R, a,), sunt prezentate In figura 6.11, in care s-a considerat, pentru simplificare,
R=1si Q=1.

Determinarea grafica a vectorului acceleratie a; s-a facut cunoscandu-se cate
doud componente ale acestuia din doud dezvoltari diferite.

Astfel, din prima s-a cunoscut acceleratia normala centrica a,, ca fiind

dri” ) 2 2

(6.50) a;, = 7 =—(R.Q.dex,0 )".rado; = —v,". rada;=R. o rada,

egald, in figura, cu segmentul d,* si orientatd, evident, pe directia normald in M, (o) la
cercul C(R,0), adica, pe directia radiald centrica a vectorului — Ry, sau pe directia
fazorului rad (o ; + ®)=—rado .

—0 /8 .20 . 1 O.10.20.3

Fig. 6.10 Hodograful acceleratiilor unghiulare

Perpendicular pe acest vector normal se afla, evident, vectorul tangent
— —> > —> —> —> —>

(6.51) a,=e" + € xr +o x (o x r) =R. € derg,

De la componenta tangentiala intereseaza doar directia acesteia, perpendiculara
ind,? pe directia radiala centrica de fazor rml.

La intersectia acesteia, cu o perpendiculara dusa din extremitatea vectorului
acceleratie Coriolis ac, se va afla un punct in care se va situa varful vectorului
acceleratie a; al punctului M; iIn MCE pe cercul C(O,R), asa cum rezulta si din figura.
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Se vor sintetiza cele afirmate intr-un tabel, in care, MCE se va exprima atat
fata de reperul cu polul in O(0,0) cat si fatd de reperul cu polul in excentrul punct fix
E(e,e ). In ambele cazuri, valorile obtinute fiind aceleasi.

Cateva concluzii cu privire la aceastd noud miscare mecanica, am numit astfel
MCE, se impun:

e Suma modulelor razelor vectoare R; si R, din O(0,0) este, evident egala cu
diametrul cercului 2R, care este si coarda centrica, pentru ca trece prin O(0,0), iar
suma modulelor razelor vectoare r; si r, din excentrul E(e, €) este egald, in fiecare
moment t, cu coarda excentrica, denumita astfel pentru ca trece prin excentrul E(e, €)
si pe care o vom nota cu cdex0, adica

Iz :_B,rei(;ﬂ.radﬂ

VE:H.O.de}{z B.derm;

Fig.6.11 Cinematica geometrica a MCE.
Pozitia r = rex;,0, viteza r’;, = dex; ,0 si prima acceleratie r’;, = dex’0
a punctelor M,  C (O, R) in migcarea circulara excentrica cu 0 = Q.t

(6.52) R(rex;0 + rex,0) =2. R.cdex0, comuna pentru ambele determinari.

Daca cele doud raze (vectoare) centrice R; si R, sunt coliniare numai pentru
e = s =0, dar au modulele in permanentd egale cu raza R a cercului, razele vectoare
excentrice, sau, pe scurt, razele excentrice r;= R.rex;0 si r, = Rurex;0 sunt in
permanenta coliniare dar nu sunt egale in modul, decat pentru @ = /2 + € cand rex; 0

=—rex;0.
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In acelasi caz, cele doud determiniri ale functiilor dex; ,0 sunt egale intre ele si
de acelasi semn s§i egale cu unitatea, insa vectorii viteza vi.dera; si v,.dero, au si ei
modulele egale intre ele si egale cu R.Q2, insa sunt orientati diferit: directiile acestor
doi vectori viteza intersectandu-se intr-un punct pe dreapta determinatd de punctele
0(0,0) si E(e, €).

Fata de reperul O(0, 0) Fata de reperul E(e, ¢)
Mix(Rig, 012), 0012=0—PB12  POZITIA  M;x(r12,0), 0 =012+ P12
> >
12 =€ T 1y,
Ri2 = Rrada, ,(6) ri2 = Rrex, ,0.rad@
01, =0 Y arcsin[e.sin(0 — & )] = aex;,0 0=0a;,+ P12 =Aexa,,
> > > > > >
Vig= 02 X R1,2 VITEZA Via = Q x Iy
—° dlrade, , (0 2
Ri» =R [ 12(0)] _ LR d(rex, ,0.rado) _
R. da,, dlrada,,(9)] - RQ(rexLzé’.radé’ +rex, ,0.der0)
dt do
Rw,,.dera,,(0) = RQ.dex ,0.dera,,
ACCELERATIA
= d(dex, ,0.dera =
Ri» = RQ’ ( exl’zde eren,s) = riz = RQ*(rex" |, 0.rad6 +
— RQ’[dex',, O.dera, , - +rex, ,0.der@ +rex', , 0.der0 —
’ J ’ —rex,,0.radf) =
a
—dex,,0.rado E] = = RQ’[2rex',, O.derf +
= RQ’[dex', , O.dera, , — +(rex", , 0 —rex, ,0)radf] =
—dex,0.rada, ,] = =RQ’[aizc +arore] =
= Rledera,, — o’ rada, ,] = = RQ*(ar215 + ar2re)
- - TE - Tangential Excentric
= dior +aw RE - Radial Excentric
T, N - Tangential, Normal (centric) C > Coriolis

Tab. 6.1 Pozitia, viteza si acceleratia in MCE exprimate fata de doua repere distincte

e In matematica centrica (MC), pe langa functiile arhicunoscute cos, sin, tan
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/ tg, ctan / ctg, sec si cosec, mai sunt utilizate si urmatoarele functii derivate, mai rar
utilizate, dar definite in lucrarea Iui Milton Abramowitz si Irene A. Stegun ,,
HANDBOOK OF MATHEMATICAL FUNCTIONS” Ed. National Bureau of
Standards Applied Mathematics, Series 55,1964 si tradusa in l.rusa (pag. 43...44)
(6.53)  Versine de a, notatd vers o si definitd ca vers o =1 —cos a

(6.54)  Coversine de a, notatd cversa si definitd ca cversa =1 —sina

. < . . 1 .
(6.55) Haversine de a, notatd hava si definita ca have = S versa si

(6.56) Exsecanta de a, notata exseco = seco — 1

Daca coarda centrica nu-si gasea rostul, ca sa fie introdusa in matematica, ea
fiind o constantd, se vede din relatia (6.52) ca nu acelati lucru se intampla cu coarda
excentrica, coarda care este o noud functie supermatematicd circulara excentrica
(FSM-CE), care merita privitd cu mai mult interes in viitor decat in prezent.

e Deoarece
(6.57) dex;0 + dex,0 =2, asa cum se poate constata din relatiile lor de definitie, dar si
din figura 6.11. rezulta pe cale de consecinta ca
(6.58) o + w; = 2Q si cd suma vitezelor celor doud puncte M, ¢ C(O,R), in
fiecare moment t, este dublul vitezei medii pe o perioada, adica
> >

(6.59) |vi|+|v2]=2R. Q=2 Vg

Mai rezulta ca D, si D, sunt centre instantanee de rotatie, intrucat
(660) A\ Q. ‘ D1M1| = Qd] sl V) = Q |D2M2| =Q. dz

Vitezele extreme, maxima (M) si minima (m) sunt egal distantate fata de
dreaptay = R Q, ca si functiile dex;0 si dex,0 fata de dreapta y = 1, deoarece
0.61) Viomu=R. QA £ s)=Q (R = e), astfel ca
(662) Vi,2m + Vi2M = Vmed = 2.R.Q

La aceeasi concluzie se ajunge si in felul urmator: Stiind ca

o, =0-p, .
(6.63) 0 ,=0—p,> sici B;+P,=m rezulti
’ ’ {az =0-5,

(6.64) o;+0,=20—mx sida; +do,=2d0 si, prin impartire cu dt, rezulta
(6.65) o+ m,=2.Q.

o Considerand € = ct si diferentiind relatia anterioara rezulta
(6.66) dom; + dw, = 0 si impartind relatia cu dt se obtine egalitatea modulelor, dar de
semne contrare, in fiecare moment, a acceleratiilor unghiulare
(667) €1 + €2 =0 9 €1 = €2.

e Vectorul acceleratie (absolutd), ca oricare alt vector poate fi descompus dupa
oricare pereche de directii ortogonale. Mai importante sunt directia normala (v) si tangenta
(t) In M, la cercul C(R,0), apoi directiile radiald (7 sau rad 0) si derivata (E sau der0)
precum si componentele clasice ale acceleratiei absolute: acceleratia de transport (a,),
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acceleratia relativa (a,) si accelaratia Coriolis (ac), dintre care a, si a, sunt orientate pe
directia radiald excentrici (7 sau rad 0) si sunt de semne contrare, asa cum se poate
constata si din figura 6.11. Prin urmare, neglijand scrierea cu indicii 1,2

(668) a=ay+ta. =a,+aq =a,+a:+ac
Asa cum s-a enuntat anterior, vectorul acceleratiei punctului M, din figura 6.11
a fost dedus cunoscandu-se marimile / modulele componentelor acceleratiilor normala

- 2 2 - . -
avip=R.Q%dex,,"0.rada,, si acceleratia Coriolis

dt

precum si directiile acceleratiilor tangentiale (;T ) si a celei radiale excentrice r sau de fazor
rad0, perpendiculara pe vectorul acceleratie Coriolis de pe directia d sau a fazorului der0.

7. Cel mai general caz posibil al transmisiilor prin frictiune si
particularizari la transmisii cu roti (dintate si/ sau cu frictiune)

Cazul a fost prezentat in figura 6.6, in care, roata cu frictiune 1, conducéatoare,
are axa fixatd intr-o culisa oscilanta, in excentrul - punct mobil E(e, ¢).

Culisa, la randul ei, este fixata in bratul turnant denumit si portsateliti, care
se roteste in jurul centrului rotii conduse 2, cu axa in centrul O(0,0) cu viteza
unghiulara © = 1 rad/s. Acelasi caz este prezentat mai schematizat si in prima parte a
tabelului 6.2 in care mai sunt prezentate, In continuare, diversele variante posibile
plecand de la cel mai general caz posibil, denumit transmisie generala sau universala
cu roti, caz nestudiat in literatura de specialitate (Teoria mecanismelor si a masinilor).

Cel mai general caz, studiat in literatura de specialitate, este cel al
diferentialului, care se obtine din cazul general pentru o pozitie fixa pe bratul port
satelit al axei rotii satelit, adica pentru o viteza relativa a centrului rotii 2 pe bratul port
satelit nula (Vg=0).

Daca bratul port satelit este fix, impreuna cu cele doud centre O(0,0) si E(e.¢)
si, evident si cu ,linia centrelor” atunci cazul general se reduce la cel mai simplu caz
studiat, al unor transmisii cu roti dinfate, angrenate interior sau exterior, asa cum se
prezintd in primele aplicatii din tabelul 6.2.

in continuarea tabelului 6.2 sunt prezentate cazurile unor mecanisme
planetare, in care coroana dintatd interior sau cu frictiune si, respectiv, roata dintata
exterior sau cu frictiune are rotatia blocata, adica este fixa ( @;=0).

8. Transmisii cu manivele paralele si cu roti (dintate sau cu frictiune)

Se folosesc in constructia capetelor multiaxe la multiplicarea si distribuirea
migcarilor de rotatie. Transmisile in exclusivitate cu manivele paralele au marele
avantaj ca pot asigura distante L (v.Tab. 6.3) foarte apropiate dintre axele arborilor
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6.2. FUNCTIA DERIVATA EXCENTRICA dex

portsculd si dezavantajul ca toate sculele primesc o aceeasi turatie ns; = nc, egald cu
turatia arborelui conducator nc.

Tabelul 6.2
Transmisia generala / universala cu roti

R1=mZ1/2, R2=mzz/2 - ct.
o,B,0,e,s=e/R;, = Variabile

da de
0=0—B, —=0, — =0
b O T
0= 0 — arcsin[e.sin(0 - £)] >
W= M —

0)2 _a)e

[e.cos(@ — &) +V.sin(6 —¢)]

J1-s%sin’(0 -¢)

Ve=¢ , o.=de/dt

1

Roti (dintate sau cu frictiune) cu angrenare interioara

’ 0=c=0 2> Q=0.=0
e=R1—R2=ct.9VE=e’=0
R1=m.z1/2, R2=m.zz/2
R —R
1 2)
Rl

0)1:(,02(R2/R1)

si

n2=n1(Zz/Z1)

mi=2nni > ni=mi/2n

(1)1:())2(1—

Roti (dintate sau cu frictiune) cu angrenare exterioara

' 0=m Q=0.=0,£=0

e=Ri+Ry;=ct. 2 Vpg=e’=0
R1=m.Z1/2, R2=m.Z2/2

R —R
(l)1=(1)2(1— ITIZ
01-0( — Ry/Ry)
si
m=—n;(z,/2)
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Mecanism planetar cu angrenare interioara

Q = o= 0s 2 Os brat satelit
e=R1—R2 =Ct.9Ve=0
0=c=Q.t = O t = ®s.t
(1)1=09
R]_RZ
R

0=0,— (02 — 05)

1
R /R +os(1-R,/Ry)=0

Rl - Rz
Rl

M =— s

Mecanism planetar cu angrenare exterioara

Q = o = 0s 2 O brat satelit
e=R1+R2 =Ct.9Ve=0
O=nt+e=n+Q.t =
= tOpt=n + ®s.t
0—se=m 0;=0~>

R, +R

0=w;— —2 (02— 0s)
Rl

R +R R +R

W2 (1+ lRl 2)=(x)is—12

R
o= os(1+ =+
2 s( Rl)

Pentru a diversifica turatiile sculelor, in functic de necesitatiile schemei de
prelucrare, adicd in functie de dimensiunile / diametrele orificiilor de prelucrat, se
folosesc sisteme hibride de transmisii cu manivele paralele si cu roti dintate [v. Mircea
Eugen Selariu, s.a PROIECTAREA DISPOZITIVELOR. CAPETE MULTIAXE,
Partea I-a: Constructie si exploatare, Centru de Multiplicare al IPTVT, 1980].

O astfel de transmisie este prezentata schematic in tabelul 6.3.

Se compune dintr-un arbore conducator care imprimd o turatie n, = nc,
datorita rotirii bratului excentric e al manivelei, denumita manivela conducatoare, unei
placi cu o miscare de translatie rotativa, prin care fiecare punct al acestei placi
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(denumita si intermediard) descrie o miscare circulard cu aceeasi raza e, egala cu
excentricitatea e a manivelei si cu aceeasi turatie nc.

Pentru evitarea rotirii placii intermediare in jurul axei arborelui conducator, s-a
introdus o a doua manivela, cu aceeasi excentricitate e, denumita si manivela moarta,
cu axa de rotatie fixa in punctul Oyy. In figura, placa intermediara este simbolizata de
roti (dintate sau cu frictiune de raza R;) care transmit miscarea la rotile denumite si
roti finale de raza R, de pe arborii portscula.

Tabelul 6.3
e Relatia generala:
/’ ! N ®; =0, —
_‘/' OMM’L e ‘\1_ (0, —w))[e.cos(0 — &) +V,sin(0 — ¢)]
A JR: —¢’sin (0-¢)
n§1;/-:—\ Conditii pentru angrenarea exterioara

(sus)
®-0, o.=2n.nc, Ve =0,(0—¢)=m,
Oc =0., e=R;+R,
Rezulta
®; =0~ (00— oc) (1+R;/Ry)[(-1)]
o= oc(1+R/Ry)
sau
ns; = Ilc( 1+2z,/ Zs])

Conditii pentru angrenarea interioara
(jos)

-0, o.=27n.nc, Ve =0,(0—¢)=m,
Oc=0., e=R;—Ry
Rezulta
0 =0m— (00— o) (1+R;/Ry)
W= (JJc(l _Rl/Rz)
sau
ns; = nc( 1 —12;/ zg1)

Transmisii hibride cu manivele paralele si cu roti
(dintate sau cu frictiune)

Roata superioara se angreneaza in exterior cu roata finala, in timp ce roata
inferioara se angreneaza cu o coroand, deci sunt intr-o angrenare interiora.
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Conditiile prin care de la relatia generald m, = m;.dex[0,E(e,g)], cu FSM-CE
dex6, pentru cel mai general caz, cand toti parametri sunt variabili, se ajunge la
particularizarile acestei transmisii sunt indicate in tabelul 6.3.

Se va considera un nou caz, neprezentat in tabelul 6.3. Fixarea, in locul rotilor
exterioare, din partea superioara a desenului, a unei coroane interioare, de raza R, =
m.z,/2, pe placa intermediara §i angrenarea ei cu aceeiasi roatd (cu angrenare
exterioard) de pe arborele port sculd cu roata, din partea superioara a desenului, de raza
R; =m.z,/2, in care m este modulul rotilor dintate din angrenare si z, >> z;. In acest
ultim caz, se observa ca arborele portsculd se va roti in acelasi sens cu coroana, deci,
fata de situatia anterioard, va schimba de sens, obtindndu-se relatia pentru turatia
sculei, exprimata de vitreza unghiulard g sau de turatia ny
(669) W= 0 =— (1 - R]/Rz) sau ng=n; =—1N¢ (1— nl/nz).

Alte exemple de utilizare a FSM-CE in tehnica, utilizand si functia dex0, la
intermitoarele cu cruce de Malta, de exemplu, sunt prezentate in capitolul urmator.

Nu putem incheia acest capitol fard a prezenta constructia unui cap
multiax de burghiere.

Cap multiax
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7. ANALIZA CALITATII MISCARILOR PROGRAMATE CU FSM

Motto: ” Calitatea este defectul care stie sa se faca util ”
M.Maeterlinck Le double jardin

Capitolul 7 5 5
ANALIZA CALITATII MISCARILOR PROGRAMATE
CU FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE

7.1 Asupra calitatii

Calitatea exprima 1insusirile principale, esentiale, ale obiectelor si ale
sistemelor, n raport cu procesele materiale si/sau spirituale la care iau parte, prin
stabilirea unor criterii cantitative de satisfacere optima a exigentelor societatii.

Asigurarea calitatii (CAQ: Computer Aided Quality Assurance) cuprinde
conceptul de calitate incepand de la controlul calitatii de conformanta (fidelitate) cu
modelul specificat, controlul serviciilor oferite de produs, controlul defectelor si pana
la controlul calitatii conceptiei si a proiectarii produsului, adica a design-ului. In acest
fel calitatea parcurge intr-un circuit inchis ansamblul economiei.

Existad o politicad a calitatii, calitatea se planifica, calitatea se fabrica, calitatea
se comercializeaza (se vinde §i se cumpard) si calitatea se amelioreaza prin asa-zisa.
»parghie a calitatii”.

Aceasta indicd faptul cd, daca ameliorarea calitatii produsului, la fabricarea
lui, se poate realiza intr-un raport al parghiei de 1: 1, la conceptia tehnologiei lui de
fabricare raportul parghiei poate fi de 10 : 1, in timp ce la conceptia si proiectarea lui,
adica la realizarea design-ului lui acest raport este de 100 : 1.

Acest lucru reliefeaza pregnant importanta primei faze, din activitatea de
creere a unui nou produs, cea de design al acestuia, adicd de conceptie si proiectare.

Asa cum s-a mai specificat [v. articolul Mircea Selariu, ,,CALITATEA
CONTROLULUI CALITATII”, Lucrarile Simpozionului AGIR ,,Controlul calitatii”
Drobeta-Tr.-Severin] existd o activitate, inaintea design-ului si pe care acesta se
bazeazd, care poate realiza o amplificare si mai mare a parghiei calitatii, $i anume, de
1000 : 1 si consista in ridicarea calitatii cunostintelor noastre din domeniul de varf al
stiintei, domeniu in care se cuprinde si Matematica si, In special, Supermatematica,
care multiplica la infinit toate functiile periodice si introduce, asa cum s-a vazut, multe

de afirmare in domeniul ridicarii calitatii design-ului.
7.2 Despre design si conexiunea lui cu supermatematica

O parte din ce in ce mai insemnatad a omenirii, cea cu o calificare din ce 1n ce
mai nalta, la care va contribui din plin, in viitor §i supermatematica, folosindu-se de
o tehnica din ce in ce mai inalta, mai perfectionata si mai sofisticata, de informare,
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Parametric Plot3D[{{0,4s.cosf + 8; 0,1s.bex(0,s=0,8); 9,5-4,5s},
0,7-0,1s).cos®  (1-0,1(s + 0,25s.>))cos(0 + 7 / 2)}

J1-0.6sin%0 J1-0,6sin’(0 +7/2)

{4-2,1s; (1,4 - 0,4s)cos 0 ; (1,2 - 0,45s)sin0 },
{2,5s-0,5;0,3.cos 6; 0,3Sin 6 +0,8},{1+4s; (0,7 -0,1s)cos0; (0,8 — 0,2s)sin 6},
{0,8s.cos 0 +3,5; - 4,5+ 2s; 0,2s.sin[0 —arcsin[0,8 sin(0-5,8)]]},
{0,8s.cos0 + 3,5; 4,5 —0,2s; 0,2s sin[0-arcsin[0,8.sin(0 — 5,8)]]} },

10;0; 2 Pij, {s; 1;2}]

Fig. 7.1 Avion reprezentat cu functii supermatematice circulare excentrice

{3,5s - 2; (

vizualizare, programare, dimensionare, verificare si de executie, 1si desfagoara
activitatea in domeniul design-ului.

Designul tehnologic utilizeaza imaginatia, informatia tehnica si principiile
stiintifice pentru definirea unei structuri, a unui sistem tehnic sau a unui element
destinat sa efectueze functii prestabilite, cu performante impuse, in conditii
rationale. Adica, cu minimum de efort uman (fizic si intelectual) si efort material sa
se obtina maximum de calitate si de eficientd economica.

Evident, o situatie ideala: fara cheltuieli (prea mari) sa devii miliardar. Numai
in Romania acest lucru este, dupad cum se stie, posibil i, se cunoaste i prin ce
mijloace. Ei bine, acum si stiinta supermatematicii v-a facilita, prin mijloace corecte,
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acesta posibilitate. Dar, de la posibilitate la realizare ¢ un drum lung ! Fara « gauri de
vierme » !

Urmarind stabilirea, in mod corect, a componentelor unei structuri fizice,
design-ul este o activitate cu scop precis, orientatd spre rezolvarea unor probleme
tehnice concrete /date, care implicd un proces de decizie in conditii de incertitudine,
deci de risc, cu penalizari mari in caz de esec.

Design-ul este o activitate creatoare, ce da viata unui lucru/produs nou si util,
anterior inexistent, constituind un act de incredere foarte complicat, o munca pe care
multi o fac cu greu si pe care nimeni nu o poate explica in mod satisfacator, dupa
afirmatiile lui Chr. Jones [DESIGN. METODE SI APLICATII, Editura Tehnica,
Bucuresti, 1975, Traducere din limba engleza].

Tot el a enunfat una dintre cele mai generale si mai apropiate de realitate
definitii ale design-ului:

O initiere a shimbarii lucrurilor create de om
si, addugdm noi, cuprinzdnd piese scrise §i piese desenate, ale unui proiect,
inmagazinate pe hartie in epoca Gutemberg, sau pe un alt suport de memorare, in
epoca modernd, si, de ce nu, in una sau mai multe relatii matematice, acum si, in
special, in viitorul apropiat. Pentru exemplificare, s-a prezentat in figura 7.1 un avion
si relatiile sale matematice care-1 descriu.

Aripile avionului din figura nu au profilele descrise cu functii spline, un fel de
florar matematic, ci sunt profile aerodinamice Carafoli cu bot de fugd rotunjit,
asimetrice, iar coada cu aceleasi profile simetrice.

Fuselajul poate fi modificat dupd dorinta, doar schimband valoarea
excentricitatii numerice s, de la unul pétrat sau dreptunghiular, de excentricitate
numerica s = 1 la unul circular sau eliptic de excentricitate numerica s = e = 0; in
matematica excentrica (ME), asa cum s-a mai spus, cercul si patratul, elipsa si
dreptunghiul au aceleasi ecuatii parametrice, asa cum s-a vazut intr-un capitol anterior.

Pe website-urile http://www.supermatematicaonline.blogspot.ro,

http://www.supermathematica.com s§i pe
http://www.Super atica.ro pot fi vazute, ca sa nu zicem admirate, pe langa avion
si alte obiecte / forme cum sunt casa, fotoliul, pernd si multe altele obiecte
(super)matematice hibride.

Multiplele programe de proiectare asistate de calculator folosesc acum
calculatorul ca pe o planseta de desen, in sensul ca se trag linii, se intersecteaza, ce-i de
prisos se sterge s.a.m.d.. Utilizdndu-se FSM exista posibilitatea realizarii dintr-odata /
direct a diverselor forme plane sau in 3D, printr-un nou sistem de programare denumit
SM-CAD-CAM.

Realizand saltul imaginativ de la faptele prezentului la posibilitatiile viitorului,
design-ul este un act temerar, cutezator. El este o activitate hibrida, ale carui sanse de
izbanda depind de imbinarea armonioasa si fericita a artei cu stiinta si cu matematica,
sau, dece nu, in special cu supermatematica.

Artistii si oameni de stiintd opereazd asupra lumii fizice actuale, iar
matematicienii asupra unor relatii abstracte, independente de timpul istoric.
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Specialistii in design — inginerii — sunt condamnati pe veci sd trateze ca reale
lucruri care vor exista doar in viitorul imaginat de ei si trebuie sd precizeze cdile si
mijloacele prin care, cele prevazute, pot fi facute sa existe.

X =u cos u[4 + cos(u + v)] x=u.cex[u,S(s =08, =0)].[4+cos(u + V)]
v =u sin u[4 + cos(u + v)] y =usinu[4+cos(u +v]
z=usin(u +v) z=usin(u+v)

Fig. 7.2,a Melc centric (stanga) si melc excentric (dreapta)

Fig. 7.2,b Elice centrica (stanga) si elice excentrica (dreapta)

Astézi, inginerului proiectant i se cere tot mai mult s fie un creator. Dupa
Lucian Blaga, creatia este singurul suras al tragediei noastre. ”” Creator este acela
care vede ca toata lumea, dar viseaza ca nimei altul ”, a zis Sorin Comorosan.

Informatica si, in primul rand, matematica, este aceea care vine in sprijinul
proiectantului, ajutdndu-l sd-si vizualizeze visele pe ecranul unui calculator sau a unei
statii grafice.
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Realitatea virtuala a aparut si, in domeniul imaginii calculate,
supermatematica va aduce cu siguranta substantiale facilitati.

-

€

B

Fig. 7.2,c Elice excentrice conice cu soclu

.

Printre primele se afla multiplicarea la infinit a tuturor entitatiilor matematice.
Pornind de la melcul centric, reprezentat exclusiv cu functii centrice, in stanga figurii 7.2,a
prin inlocuirea functiei cos u cu FSM-CE cexu, pentru fiecare valoare datd excentricitatii
numerice s se va obtine o alta forma de melc excentric (dreapta). in dreapta figurii 7.2,a
S(s = 0,8, £ = 0). In figura 7.2,b sunt prezentate elice centrice si excentrice, care pot
constitui piese mecanice frecvent utilizate in tehnica, denumite arcuri elicoidale. Unele
elice, ca cele prezentate in figura 7.2,c au, pe langa utilitate tehnica si atribute estetice.

Este suficient sa se priveasca graficele unor FSM-CE, ca cele din figurile 7.3
si 7.4 pentru a se observa posibilitatea utilizarii lor in locul functiilor polinomiale.

Functia sex;0 a si fost utilizata cu succes la proiectarea unei came de comanda
a unui mecanism de retezare a masinii de indreptat bare, fabricata de Electrotimis din
Timigoara si livratd cu dispozitivul de sudat plase. Cu noua functie, in locul celor
polinomiale, recomandate de literatura de specialitate, acceleratia maxima s-a redus la
jumatate, cama avand o comportare In functionare excelenta, peste asteptari.
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Daca, cu multi ani in urma, proiectantul se multumea sa realizeze anumite
miscari cu diverse dispozitive, acum pretentiile sunt cu mult mai mari.

Astazi se vorbeste de calitatea sunetului, de calitatea produselor, de calitatea
serviciilor §.a, dar si de calitatea miscarii. Se zice ca oricine poate sd miste dar numai
specialistii o fac Tn mod inteligent, adica, obtin o miscare de calitate. Ce inseamna o
miscare de calitate?

-
-
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Fig.7.3 FSM-CE sex; [0], cu S(s € [-1, 1], €= 0) si pasul 0,2

1. Asigurarea continuitatii spatiului/deplasarii, vitezei si a acceleratiei, pentru
reducerea fortelor de inertie, a socurilor §i a vibratiilor parazite;

2. Reducerea vitezelor si/sau, in special, a acceleratiilor maxime, pentru
reducerea puterii maxime si efective de actionare si/sau reducerea timpilor de
realizare a anumitor operatii tehnologice, ca si pentru realizarea unui mers cat
mai uniforma si mai linistit;

3. Realizarea unei integrale a deplasarii in functie de timp (denumitd
cronosectiune) maxima, la mecanismele de distributie, de exemplu, pentru
reducerea consumului de carburant.

Un exemplu cunoscut de specialisti, este prezentat de firma germana Schiitte
la constructia dispozitivului de divizare (intermitor cu cruce de Malta) al strungului
automat multiax, fabricat de ea si necesar miscarii circulare intermitente a celor 6
arbori principali ai acestui strung. Prin Inlocuirea unui intermitor normal/clasic, cu
antrenor cu miscare circulara, cu unul cu miscare epicicloidala, miscare realizabila cu
ajutorul FSM-CE, asa cum s-a prezentat in mai multe lucrdri [Mircea Selariu,
»DISPOZITIVE DE PRELUCRARE”, Cap.17 din Sanda-Vasii Rosculet, Selariu
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Mircea, s.a. ,,PROIECTAREA DISPOZITIVELOR” EDP, Buc, 1982, pag
474...542 si Staicu Florentiu, Mircea Selariu ,,CICLOIDE EXPRIMATE PRIN
FUNCTII rex0 si Rexa ,, TEHNQO’95, Vol.7: Mecatronica, dispozitive §i roboti
industriali, Timisoara], acceleratia maxima s-a redus la jumatate.

Ca urmare, la aceasi durata de realizare a unei divizdri, puterea de actionare s-a
micsorat considerabil, iar, la aceeasi putere, durata divizarii a putut fi scurtata,
conducand la importante economii de timp si la cresterea capacitatii de lucru a
strungului si, implicit, la cresterea productivitatii muncii; la timpul de prelucrare al
unei piese, pe strunguri cu 6 axe (de fapt, denumirea corectd este de «arbori
principali »), timpul de divizare intrand de 6 ori.

Impresionati de realizarile/succesele firmei Schiitte s-a trecut la realizarea
unui studiu mai aprofundat [35] al intermitoarelor cu cruce de Malta, realizandu-se o
generalizare importantd a mai multor tipuri de astfel de intermitoare, aga cum se va
prezenta in continuare, generalizare facilitatd de aparitia/existenta FSM-CE.

7.3 Generalizarea studiului intermitoarelor cu cruce de Malta clasice.

Doua tipuri de intermitoare cu cruce de Malta, primul cu antrenare interioara
(tip 1) si a doilea cu antrenare exterioara (tip 2) sunt prezentate schematic in figura 7.5.

In literatura englezi acest mecanism este cunoscut sub denumirea de “Geneva
mecanism” si, un astfelk de mecanism cu divizarea in 6 parti (z = 6), preluat de pe
Wikipedia (http://en.wikipedia.org/wiki/Geneva_drive), acolo cu posibilitati de
animatie este prezentat in figura 7.5-sus.

Intermitoarele sunt dispozitive cu miscare de rotatie periodica, denumite si
dispozitive de divizare a unei rotatii sau circumferinte de 2x in z parti egale, utilizate in
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componenta masinilor unelte agregate de prelucrare mecanica, cand li se cere o
rigiditate mare si la linii automate rotorice sau dispozitive agregate de asamblare
mecanicd a unor produse de dimensiuni mai reduse, cand li se cere o viteza mare de
divizare. Mecanisme de divizare ale acestor dispozitive, transforma migcarea continua
a antrenorului, cu viteza unghiulara o;; = Q = ct., in sens sinistrorum sau levogin, la

Tip 1 cu antrenare interioara

Tip 2 cu antrenare exterioara
Fig. 7.5. Intermitoare clasice cu cruce de Malta de tip 1 si 2
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tip 1 (Fig. 7.5) si in sens invers, dextrorum sau dextrogin la tipul 2 intr-o migcare
intermitentd a discului sau a mesei/platoului 2. Antrenorul 1 este fixat printr-un bolt de
un disc special, care are si functia de franare, sau de impiedecare a rotirii discului
divizor, in momentele in care antrenorul iese din cele z canale ale acestuia, neprezentat
in figuri, timp in care discul divizor stationeaza intr-una din cele z pozitii .

Fig. 7.6 Intermitor cu cruce de Malta (mecanism Geneva) generalizat

ROTATIA /SPATIUL
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Marimi cinematice ale mecanismuli intermitor
cu crice de Malta (MICM)de Tip 1
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in figura 7.5, z =4 si z = 6 si rareori se construesc astfel de dispozitive cu z mai mare,
deoarece pentru o divizare in mai mult decat 4 sau 6 parti, intre discul divizor si
platou/masa se interpune o transmisie cu roti dintate care transforma z = 4 intr-un z
oarecare, dorit. Transmisia cu roti dintate nu impieteaza asupra preciziei de divizare,
daca se prevad fixatori care stabilesc precis pozitia finald, dupa divizare.

+ i

% CURSA 0(a)
ACCELERATIA

| Fig. 7.7 Poligonul vitezelor elementelor 1, 2 si 3 ale intermitorului de tip 2.
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Antrenorul M la tipul 1 si M, la tipul 2 se corespund cu cele doua determinari
ale FSM—CE sugerand posibilitatea si facilitind, astfel, generalizarea intermitorului,
asa cum se ilustreaza schematic in figura 7.6.

In figura 7.6 este prezentat modul de generalizare a acestor doua tipuri de
intermitoare cu cruce de Malta.

Axa de rotatie O(0,0) a antrenorului M; si M, este centrul cercului de raza R
pe care sunt definite FSM-CE, iar axa de rotatie a discului divizor este ex-centrul E(e,
0)cu e=A>Rsis=e/R.

Elementul 1 este antrenorul si elementul 2 este discul divizor.

Punctul I;y = 0(0,0) si punctul Iy = E(e,0) sunt centre instantanene de rotatie
permanente ale elementelor 1 si, respectiv, 2, iar Iy si I1;g sunt centre instantanee de
rotatie, sau al vitezelor, nepermanente, ele deplasandu-se de la un moment la altul
intr-o plaja/domeniu, marcata in figura.

Centrele instantanee de rotatie (CIR), punctele I5;, O(0,0) =1y, si E =1 ca
si I;,p sunt ale elementelor care sunt in angrenare si care sunt, conform teoremei Iui
Aronhold — Kennedy (bazata pe teorema lui Menelaus, a coliniarititii celor trei
centre instantanee de rotatie), coliniare pe axa x, asa cum se poate observa in figurile
anterioare si in figura 7.7.

Suportul lor comun, axa x, este denumita dreapta centrelor - a centrului

0(0,0) si a ex-centrului E(e,0) - Pe aceasta se afla pe care o poate ocupa CIR
nepermanente I 5 si, respectiv, I 1,5 ale dispozitivelor de tip1 si, respectiv, tip 2.
’ Se observa din figura 7.6 ca, cele doua , ale celor doud tipuri de

mecanisme, sunt complementare, adiacente si, evident, coliniare.

Triunghiul OM,E, pentru o pozitie initiala de intrare a punctului M, intr-
unul din cele z canale radiale centrice de divizre din elementul 2, este un triunghi
dreptunghic, cu unghiul drept in M, oricare ar fi numarul de divizari z.

Unghiul OEM, este, datoritd simetriei in acest moment, jumatatea unghiului
dintre doua canale radiale centrice, adicd, unghiul m/z. Rezulta astfel, din triunghiul
OM,E, o prima relatie dintre excentricitatea reala e si /sau cea numerica s si numarul
de divizari z

(7.1) e= —R 2> s=
. T .
sin — sin —
z z
cruce de Malta si oricare z € [ 3, n].

Pentru intermitoarele cu angajare exterioara (tip.2), unghiurile limita la
excentrul E, care dau pozitia initiala 0; la care rola intra in canalul radial al crucii de
Malta (2) si incepe misgcarea periodica a discului divizor, si pozitia finala 0y, la care
antenorul paraseste canalul radial si miscarea intermitenta a discului divizor inceteaza,
sunt date de relatiile
(72) Oy=mn/Z+k.n/Z, k=0,1,2,3,....,n si Z=34,5,...,Nsi
(7.3) Oy==x=|mn —(xn/Zzxk a/Z)], latipul 1

Viteza de rotatic a antrenorului V; este

, valabila pentru toate tipurile de intermitoare cu
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(7.4)  V,=R. Q= constant, deoarece R si Q sunt, in acest caz, constante, ceea ce
nu se va mai intdmpla la un nou tip de intermitor, la care traiectoria axei antrenorului
este o epicicloida (roza cu z ramuri / lobi) exprimabild cu functia Rex z.a, asa cum se
va prezenta putin mai departe.

Din figura 7.7 se vede ca V, este proiectia vectorului V; pe o directie normala
pe directia radiala excentrica, adica, a vectorului r,
(7.5) 7,=R.rex0. rad@

Intermitor de Tip 1 cu antrenare interioara Intermitor de Tip 2 cu antrenare exterioara

a=Qte[0,2n] s=1/Sin(n/Z), R=1, Z[3,10] a=—Q.t e [0,2n]

0.

Io=m/Q =d6/do; =Dex(a, ) 1o =m/Q=—d0/day =—Dex(ay)

Fig. 7.8. Rotatia 0(a, ) si raportul de transmitere al vitezelor unghiulare
1o =012 (02 = £ Q.t) / Q ale intermitoarelor clasice generalizate

Ca urmare a coliniaritatii vectorilor \71 si \73, care exprima viteza de translatie,
in canalul radial centric, de antrenare a unei role cu rostogolire sau a culisei cu
alunecare 3, introdusd pentru a sugera migcarea rectilinie in canalul radial centric al
rolei de antrenare, vectorul V,, care exprima viteza de rotatie a discului divizor 2, este
nul, echilibrul poligonului vitezelor degenerand intr-o dreapta radiala centrica (directia
fazorului rad 0, ) ce trece prin ex-centrul E (Fig.7.7), astfel ca, dacd V; = V3, rezulta
2V, =02 ®,=0 cand r, este maxim si egal cu jumatatea diametrul exterior al
discului divizor 2, iar punctul instantaneu de rotatie relativa Iy, coincide cu O(0,0),
adica este in punctul I, i, la Inceputul plajei pe care acest punct il poate parcurge,
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dus-intors, de la minim (m) spre maxim (M) si Tnapoi la minim, la fiecare divizare in
parte.

Acest lucru arata cd miscarea intermitenta de rotatiec debuteaza fara socuri,
incepand de la o viteza minima nula si trecand printr-o viteza de rotatie ®yyay, care, asa
cum se poate observa fara dificultate, apare la cealalta extremitate a plajei, cand

;= Iomin S Ol;=R,
astfel ca I, ocupa cealalta limita extrema a plajei ;3 yay. (Fig. 7.5, jos).

Unghiul la centrul O este a,, iar cel de la excentrul E este 0. Raportul de
transmitere al vitezelor unghiulare este
(7.6) g2 = @)oo, =—(d0/dt)/(do, o/dt =— dB/da; ,=

—1/ (dal,z/de) = l/dexl,ze =—Dex 0,2,
semnul minus indicand faptul ca rotatiile sunt de sensuri contrare.

Se stie ca pentru e < R, FSM-CE sunt continue pe toatda axa 0 € [— oo, + ], in
timp ce, pentru e > R, cum este acest caz, FSM-CE sunt discontinue, ele existand doar
in domeniul in care dreapta d, turnantd in jurul lui E, intersecteaza cercul C(O,R),
adicd, exista doar in intervalul 0 € [ 6;, 0¢] dat de relatiile (7.2) si, respectiv, (7.3).

In intervalul 6 € [0; 6] crucea de Malta stationeazi. Faptul ci FSM-CE
sesizeaza deosebirile dintre diversele tipuri de miscari, continue sau intermitente,
constitue nca un avantaj in favoarea utilizarii lor.

Coordonata y;, a punctului M, , este
(7.7)  yi2=Rusina;, = (e — R.cos ;) .tan(w — 0) , din care rezulta
(7.8) 0 =m-arctan(R.sina,, /(e — Reosa,; ) ) =7 — arctan(sina,» /( s - cosa 2 )

La intermitoarele de tipul 1, a, creste in acelasi sens, cel trigonometric, cu 0 ,
astfel ca o; = Q si m, sunt de acelasi semn, pozitive, iar la intermitoarele de tipul 2 sunt
de sensuri diferite, astfel c¢a in relatia anterioara, pentru tipul 2, o, 2 — a,.

Prin derivare, in raport cu o;, se obtine raportul de transmitere al vitezelor
unghiulare ale celor doud elemente

(s—cosar,,)’ s—Cosa, o,

79) Dexo,=d6/da, = = =ly= ——,
79 v Y s’ - 2s.c08, (Rexalvz) Q

in care indicii 1,2 indica punctele M, ,, care coincid si cu tipul 1, respectiv, 2 al
mecanismului intermitor, iar
(7.10) o4 =% Qut

Graficele functiilor 8(a = Q.t) si i, = (0, =+ Q.t) / Q pentru cele doua tipuri
de intermitoare sunt prezentate in figura 7.8. pentru o,= Qt € [0, 27| si, respectiv, o=
-Q.te[0,2n].

7.4 Intermitoare speciale cu antrenor cu traiectorie epicicloidala.

Un astfel de intermitor special, derivat dintr-un intermitor clasic tip 2 cu
antrenare exterioard, este prezentat schematic in figura 7.9. iar traiectoriile
antrenorului, pentru Z € [3, 6] s1 Z € [3, 10] cus=0,3 —sus- siZ=4sis € [0,1;
0,3] - jos in figura 7.10.
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La acest sistem, bratul port rold, de antrenare a intermitoarelor clasice, a fost
divizat in doud brate, unul mai lung, ce se roteste in jurul centrului O(0,0), ca si in

Fig. 7.9 Intermitor tip 2 optimizat cu antrenor cu traiectorie epicicloidala Z = 4

cazul clasic, cu viteza unghiularda Q - €, = constantd, si unul mai scurt, articulat in
capatul primului brat, ce se roteste tot cu viteza constantd €2, in jurul articulatiei,
datoritd rotii solare (satelit) care se rostogoleste cu angrenare exterioara pe o roata
centrald cu centrul in Q. Raportul turatiilor depinde de raportul numarului de dinti ale
celor doud roti dintate si se alege astfel, incat la o rotatie completa, traiectoriile
curbelor descrise de axa rolei antrenorului sa se inchida si sa se suprapuna, asa cum se
vede in figura 7.10.

Printr-un sistem de angrenare cu roti dintate, neprezentat in schita, rola de
antrenare a crucii de Malta (discului divizor) executa traiectoria de Z = 4 din figura
7.10, care este un epiciclu sau o roza (pentru s = 1) descrisa de functia
(7.11) p=R.Rex (Za)=R./l + 5> — 2s5.c08(Zax) .

in figura 7.9, se observa ca pozitia plajei (Ijamin .. Lizmay) Ocupate de centrul
instantaneu de rotatie I;,, a intermitorului special optimizat, se reduce substantial in
comparatie cu cel clasic, prin deplasarea spre stanga a Iui Ij;y., comparativ cu Ijpyax
din figura 7.5.

Conform teoremei lui Tahles, o paralela Ml si, respectiv M;I,;, la una din
laturile unui triunghi (ED, si, respectiv, ED,), imparte celelalte doua laturi (OD; si,
respectiv, OE, ca si pe Ely si, respectiv, M;D,) In segmente proportionale (Fig. 7.5).
Rezulta astfel
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MIZDIZ 1121E120 ~ .
(712) - — = - =X2/X1=(1)10/(020=0)1/Q’1n care X1=Ol]2 N X2=El]2
OMI,Z 1101121,5
pe dreapta centrelor OE. Relatia (7.12) este o consecintd a teoremei coliniaritatii
centrelor instantanee de rotatie (permanente si temporare) care exprima si raportul de
transmitere al vitezelor unghiulare relative la acelasi element 3 / @,3 . Se stie ca

el : éiéiﬂl Qs
: =0 % N QY
'.v"‘ir"gﬂt\y“w‘
O
Z=6, se[0;09] Z=s, se[-09; 09]

Fig. 7.10 Traiectorile antrenorului, roze descrise de FSM-CE Rex (Z )

biraportul format de cele trei centre instantanee de rotatie, reprezintd, totodata, raportul
vitezelor instantanee ale celor doua elemente ale intermitorului [v. Manolescu,N.I.&
Popovici, M.M., ,,Lucrari teoretice complementere, structura, cinematica, cinetostatica
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si dinamica mecanismelor”, EDP, Buc. 1981]. Cu privire la metoda proiectiilor vitezei
[v. Levenson L.B. ,TEORIA MECANISMELOR SI A MASINILOR”, Ed.Tehnica,
Buc. 1951, pag.80] se arata ca, dacd se cunoaste viteza unui punct al unui mecanism
oarecare, atunci se pot determina vitezele tuturor punctelor mecanismului prin metoda
amintita.

O teorema stipuleaza ca proiectiile vitezelor a doua puncte ale unui element, pe
dreapta ce uneste aceste doud puncte, sunt egale si de acelasi sens, aga cum se poate
observa in figura 7.7 pentru veriga 3 care are o miscare liniard in canalul discului
divizor sau a crucii de Malta.

La intermitoarele clasice tip 2, viteza unghiulara maxima a crucii de Malta era
(7.13) © y = R. Q, iar la intermitorul special optimizat, prin scurtarea bratului de
antrenare de la R la R — r viteza unghiulard maxima scade la
(7.14) opu=(R-1).Q.

Astfel se va obtine o uniformitate mai buna a vitezelor unghiulare si, cel mai
important, o acceleratie maxima mult mai redusa, deoarece, la intermitoarele de tipul
2, viteza maxima apare pentru o= 01 0 =m din (7.11) rezulta
(7.15) p(0) =R. Rex(4a) = R (1 — s), din care rezulta ca lungimea bratului mai scurt
al antrenorului special este
(7.16) r=R.s = e.

Exprimarea cu ajutorul FSM-CE si realizarea curbelor epiciclice, periciclice si
hipociclice pe masini unelte, cu directoare si/sau generatoare programate sau
cinematice, se poat consulta in lucrarea Selariu Mircea Cap 8. ,,DISPOZITIVE DE
PRELUCRARE A SUPRAFETELOR COMPLEXE” din tratatul de ,,Proiectarea
Dispozitivelor” de Sanda-Vasii Rosculet, s.a. EDP, Buc 1982.

Pentru o calitate superioard a analizei miscarii intermitoarelor, $i nu numai, se
impune o metodd noud de abordare a problemelor de mecanica, calitativ superioara
metodelor clasice, denumitd metoda separarii fortelor si a momentelor, sau mai
scurt, metoda separarii momentelor (MSM), care va fi prezentatd in capitolul
urmator.

Ea permite o analizd mai simpla si mai evidenta a problemelor determinarii
rapoartelor de transmitere ale vitezelor, acceleratiilor, fortelor si a randamentelor
acestor mecanisme. Ea este o noud metoda de cinetostatica, o metoda deosebit de
utila, care inlocuieste cu succes metoda clasica d’Alembert, reducand problemele de
cinetostatica la simple probleme de geometrie elementara.

Dacéd Mecanica, si in special Mecanismele, s-a dezlipit, cu mul{i ani in urma
din Matematica, ca o disciplind aparte, iatd ca ea poate reveni din nou in cadrul
reginei stiintelor: Matematica.
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Motto:”Metoda este intelegerea esentei ideii adevarate ”
B. Spinoza

Capitolul 8
METODA SEPARARII FORTELOR SI A MOMENTELOR

Metoda separdrii fortelor si a momentelor, sau pe scurt metoda separarii
momentelor (MSM) a fost publicata initial la "Primul Simpozion National de Roboti
Industriali" din Bucuresti - octombrie 1981- sub denumirea de "Cinetostatica
geometrica" de MLE. Selariu [45]. Datorita multiplelor facilitati pe care le ofera,
MSM s-a extins rapid, in prezent fiind publicate peste 20 lucrari cu peste 9 autori.

Cu ajutorul MSM au fost solutionate exact si rapid probleme de cinetostatica
care anterior au avut numai solutii aproximative. De exemplu, determinarea functiei de
transmitere a fortelor la elementele de tipul excentricului circular, evolventic si spiral, a
plunjerului; in relatiile existente in literaturd fiind neglijate momentele fortelor de
frecare din ghidajele lui si multe altele.

Metoda se poate aplica cu acelasi succes si in dinamica.

Totodata, relatiile analitice exacte obtinute (ale unor elemente, ca de exemplu,
pana) sunt mult mai simple si mai usor de manipulat, la elementele legate in serie,
decat cele clasice, desi elementele considerate au fost alese mai complexe (in sensul ca

pana, de exemplu (Fig. 8.1), are toate fetele inclinate).
8.1. Principiul metodei separarii momentelor

MSM este o metoda analiticd exacta si rapidd de determinare a functiilor de
transfer a fortelor, curselor, vitezelor s.a. ale unor elemente, grupe de elemente sau ale
unui mecanism in ansamblul lui, ocolind scrierea si rezolvarea unor sisteme de ecuatii
de echilibru .

Se cunoaste faptul cd solutionarea acestor tipuri de probleme, in mecanica
clasica, dupa metodele lui d'Alembert, conduce la scrierea si rezolvarea celor sase
ecuatii de echilibru a fortelor: trei de proiectie a acestora pe directiile celor trei axe de
coordonate, ale unui sistem rectangular drept, si trei de echilibru a momentelor fortelor
in jurul acestor axe.

De asemenea, se cunoagte cd rezolvarea unui astfel de sistem de ecuatii
conduce la formarea unor matrici, in cazul de fatd de 6 x 7 din care rezultd apoi
determinantii sistemului si determinantii celor 6 necunoscute. Aplicand acestei matrici
principiul matricilor partitionate, denumite si matrici compuse (aceste matrici au ca
elemente componente tot matrici), pot fi eliminate dintr-odatd necunoscutele, care nu
ne intereseazd (secundare) in primul moment, obtinadndu-se rapid si elegant o
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dependenta dintre doud marimi, de exemplu forta rezultantad de iesire si forta rezultanta
de intrare, care reprezintd tocmai functia de transfer sau de transmitere a fortelor
rezultante pentru elementul, subansamblul sau sistemul mecanic studiat, considerat in
echilibru static sub actiunea fortelor exterioare si de legatura.

Exista trei astfel de functii (expresii), corespunzatoare celor trei stari posibile
de existentd ale elementului, sau ale sistemului considerat:

1. De miscare, sau tendinta de miscare, spre stinga sau de rotire in sens
sinistrorum (levogin), sau in sensul strangerii, din care cauza toti indicii marimilor
sunt notati cu S

2. De miscare, sau tendinta de miscare, spre dreapta sau de rotire in sens
dextrorum (dextrogin), sau in sensul destrangerii, din care cauza toti indicii
marimilor sunt notati cu D si

3. De stationare, fara tendinta de miscare (translatie, rotatie sau combinate).

in acest caz fortele de frecare din sistem nu-si fac aparitia, sistemul
comportandu-se ca si / precum un sistem ideal, in care se considerd ca frecarile
lipsesc cu desavarsire. In acest ultim caz indicii sunt cei ai sistemelor ideale id.

In conceptia sistemica, raportul dintre oricare mirime de la iesire, a unui
element sau sistem §i 0 aceeasi marime sau a alteia de la intrarea elementului sau a
sistemului, este denumita functie de transfer (FT) a marimilor respective.

Dacd marimile sunt de acelasi gen, atunci FT este adimensionald sau
normata, iar daca marimile sunt de natura diferitd, FT este cu dimensiunea ce rezulta
din raportul marimilor respective.

FT mai este denumitd si raport de transmitere sau de transfer
(informational) si, pentru simplificarea scrierii, se noteaza cu i si cu indicele marimii
transmise (fortelor rezultante ig, fortelor normale iy, cursei sau deplasérii ix, sau ip,
sau ic ,vitezelor iy, acceleratiilor i, )

Functia de transfer a rezultantelor fortelor (FTr = ig), este cea mai
importanta, deoarece, din expresia ei, exactd si numai 1n acest caz, pot fi deduse
expresiile exacte ale oricaror altor marimi. Ea este, prin definitie:

8.1) FTg = ig = —2, in care R, si R; sunt modulele rezultantele fortelor de la
1
iesirea si, respectiv, de la intrarea in element sau sistem.

FTyg se obtin, in mod curent, pentru sensul S sau D.

Daca ele se calculeazd pentru sensul S, atunci existd conventia renuntarii la
indicele S, pentru simplificarea scrierii relatiilor (FTr = FTgg).

Din expresia exacta, si numai dintr-o astfel de expresie, prin schimbarea
sensului (semnului din fata termenilor respectivi) frecarilor (unghiurilor de frecare ¢;,
coeficientilor ; si a razelor de frecare p;) se obtin, imediat, FTgrp in sensul invers D,
iar prin anularea termenilor de frecare (unghiuri, coeficienti si raze @; = p; = p; = 0) se
obtine imediat expresia raportului de transmitere a fortelor ideal FT;y = FTy,
acelasi cu FT a fortelor normale, deoarece, in lipsa frecarilor, rezultanta se confunda cu

normala in punctul de contact (E =N ). Adica:
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(8.2) FTyp = FT (@, 14, 0 = =@, — 1, ’_pi)
' FT, = FT(p,, 4;, p, = 0)

FT, = iy = ic a deplasarilor unui element, subansamblu sau sistem este, prin
definitie, raportul dintre deplasarea de la iesire x, sau h; si deplasarea de la intrare x,
sau h; , masurate pe directia normalelor din punctele de contact, la suprafetele de la
iesire si, respectiv, de la cea de intrare:

X
2 _ . . . . ..
83) FTx= = iy, iar randamentul unui element sau sistem este FT a energiei,
b
1

puterii sau a lucrului mecanic si este:
N,x, R,.cos¢,.x,

L, { N,x, R,.cos@,.x,

(8.4) 77=FTE:FTL=7= P
v LRy 0o o o e T
R, coso, h
in care fortele normale N; s-au obtinut ca proiectii ale rezultantelor R; (i =1,2) si
raportul cosinusurilor este notatd FTc. In majoritatea cazurilor, coeficientii de
frecare sunt considerati egali (1, = W, = p3 = 4) §i raportul cosinusurilor este 1.
Randamentul, astfel obtinut, este corespunzitor tendintei de miscare, sau a
miscdrii, in sensul S. Prin schimbarea semnelor frecarilor in (8.4) se va obtine pentru
sensul D, iar prin anularea frecarilor se obtine randamentul unui sistem ideal, care este,

evident, egal cu unitatea ca si raportul cosinusurilor, astfel ca:

(8.5) n,=1=FI,eFT,,in care rezulta ca raportul curselor (FTy) este inversul

raportului de transmitere a fortelor sistemului ideal (FT,) :

(8.6) FTx = , astfel cd, inlocuind n (8.4) rezultd ceea ce, in literatura de
id
specialitate, poarta denumirea de legea cutiei negre:
FT, o FT, 1,01 i, ei
(87) —=—5=1 sau (8.7') =—5=1si =>—5=1, pentru sensul D.
FT,,*n Laom La ®Mp

Pentru exemplificare, se considera un sistem solicitat de forte plane, sau
reductibile la acesta, deci plan sau bidimensional, a carui ecuatii de echilibru sunt:

DY F =0

(8.8) Z F V= 0 . Primele doud ecuatii scalare din (8.8) sunt echivalente cu prima

DY M=0
ecuatie vectoriala din (8.9) care exprima faptul ca, in conditii de echilibru, cei patru

vectori Ri (1=1..4) formeaza un patrulater ( poligon ) inchis, parcurs in acelasi sens.
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RN NI —

4 .
>R =R +R,+R,+R,
i=1

4 _ — — —
(8.9) ZM1|M =M, +M, +M,+M, =0, ultima ecuatie din (8.9), scrisa
-1

4 . - .
SO M |g=M,+M, =0
i=1

4 —_— — — = - —
vectorial, este ZMJS =M, +M, =R xd +R,xd, =0
i=1
Primele doua ecuatii din (8.8) - de proiectie a fortelor pe axele x si, respectiv,
y - sunt echivalente cu ecuatia vectoriald de echilibru a celor 4 forte rezultante posibile
ce pot solicita un element in cazul plan: R; si R, denumite, arbitrar, in functie de
scopul urmarit, dar una dintre ele trebuie sa fie de modul cunoscut, rezultante
principale: de intrare R, (activa, presupusa data sau cunoscuta) si, respectiv, de iesire
R,, precum si R3 si R, numite rezultante secundare, a caror marimi- In acest prim
moment nu intereseaza.
Vectorii fortd sunt echipolenti, astfel ca ei se pot translata pe suportul lor si
intersecta, doi cate doi: rezultantele principale in punctul principal P si, respectiv,
cele secundare in punctul secundar S

EmE:P
R,NAR, =S

Ei se pot insuma, doi cate doi, rezultind vectorul R;, numit rezultanta
rezultantelor principale si, respectiv R, - rezultanta rezultantelor secundare.

(8.10)

—_—

E + E =R,
R+ R, =Ry,
Cu aceste observatii si/sau defalcari sistemul (8.9) devine
171 + 172 + E + R_4 =0
P= E N ITZ, ..... S = E N R_4
@91 R,=R+Rj.Ry =R +R,
| i‘ﬁ ,=0=Rd,—Ryd, =0
1

(8.11)

Exista maximum 4 forte rezultante posibile ce pot solicita un element in cazul
plan, deoarece din (8.8) se pot determina marimile modulelor a trei vectori forta
rezultanta; al patrulea fiind dat (cunoscut):

e R, si R, denumite, arbitrar, in functie de scopul urmarit, rezultante principale
dintre care

. R; de intrare, care este forta activa de actionare (presupusd data sau
cunoscuta) si toate celelalte forte sunt de reactiune
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. R, o forta rezultanta principala pasiva (sau reactiune) si, respectiv, de iesire
e R;si Ry numite rezultante secundare, a caror marimi- in acest prim moment nu ne
intereseaza- ambele fiind forte de reactiune, deobicei cele din articulatii, ghidaje s.a..
Daca doua (sau toate cele 4) directii sunt paralele intre ele, atunci unul (sau
ambele) puncte, P si/sau S, de intersectare si separare a fortelor si a momentelor
rezultante (in principale si in secundare) sunt aruncate la infinit; Tnsumarea fortelor
facandu-se pentru forte paralele, ceea ce simplificd mult Insumarea lor.
Astfel, sistemul de 4 vectori in echilibru a fost redus la unul de doi vectori in

echilibru care sunt egali, de semn opus si actioneaza de-a lungul segmentului "P_S” =d,

directie ce constitue, totodatd, si axa centrala a eclementului sau a sistemului
considerat.

Lucrand, nu cu forte componente (normale si de frecare), asa cum se practica
curent in mecanica teoretica, practica care s-a dovedit pdguboasa ci, numai _cu forte
rezultante, sistemul (8.8) de 3 ecuatii, fiecare putdnd sa contind, in general, pana la 8
termeni, se reduce la 2 ecuatii vectoriale, din care, ecuatia de echilibru a momentelor
fortelor din (8.9 si 8.9”) - nu fata de oricare punct din planul fortelor ci- fatd de punctul
secundar S situat la distantele (bratele fortelor fata de S) d; si, respecrtiv, d, de suporturile
rezultantelor principale, se reduce la numai doi termeni

R]d] = dez.

Exista, deci, in plan, si nu numai aici, anumite puncte mai deosebite, cum
este de exemplu punctul secundar S, fata de care ecuatia de momente are o forma cu un
numar minim de termeni, Intrucat vectorii R; si Ry, fiind concurenti in acest punct, au
momente nule. Ca urmare, din aceasta ultima ecuatie din (8.9”), functia de transfer ig
sau raportul de transmitere a fortelor, definit ca raport dintre forta de iesire si cea de
intrare, rezulta imediat si este:

(8.12) iR- & = i = M in care: dy=d.siny, si d,=dsiny,
R, d, sy,

In acest fel, problema de cinetostatica s-a redus la una de geometrie
elementara, fiind necesar sd se determine doar punctul de intersectie S a doua drepte
suport ale vectorilor R; cu R 4 si distantele d; si d, de la acest punct S la alte doua
drepte suport ale vectorilor principali R; si R,.

Daci, in sistem actioneaza si un cuplu cunoscut C, cuplu care poate fi scris ca
produs dintre modulul care se cunoaste (se da) al vectorului, adica

R, d, )
8.13) C= atunci, suma momentelor fatd de S rezulta
2:%5¢

R.d —R,d,+C=0=R.d —R,d,+R.d
(8.14) { e LT T ATIC T astfel ¢ (8.12) devine

R.d -R,d,+C=0=R.d —R,d, +R,.d,.
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R, d +d. dg,s+siny,

, . R d sin i
8.12 - 1 2 2
( ) ik R, d, _ osiny,
R, d,+

s = Ryl = oy = ol i, b o e

Fig.8.1 Exemplu de aplicare a MSM la mecanismele de fixare cu pana
Schita pentru sensul strangerii S

Un exemplu de aplicare a metodei SM este prezentat in figura 8.1, la un
dispozitiv de instalare a unei piese paralelipipedice, cu mecanism de fixare cu pana.

in desen sunt figurate toate fortele rezultante care actioneazi asupra penei din
partea plunjerului 1 de la intrare, a piesei 2 de la iesire si a a piesei de sprijin si de
echilibrare 3.

Forta R;, fiind unica fortd rezultanta secundara din sistem, punctul secundar S
se alege arbitrar pe suportul lui R;.

Scriind suma momentelor fortelor fata de S, rezultd imediat ca
- =R, _ g sim1 5, _R_ dy
(a) Rl.dl = Rz d2 9 Rz R1 dz = Rl Sl'nll)z’ 9 Irs Ry = dz

in care bratele fortelor rezultante d; si d, sunt
(b) d=d sin(g —[(ag + @) + (az + <P3)]) =dcos[(a; + ¢1) + (as + ¢@3)]

si
© d=dsin[(az +¢z) (a3 +93)l,
in care, s-a notat cu d segmentul arbitrar d = || IzS |I.
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Cu acestea, din relatia (a) rezultd imediat functia de transfer / transmitere a
fortelor rezultante in sensul strangerii S
(d) s = Ras _ dis _ cos [(a1+¢)+ (a3+9s5)]
Ris  dzs  sin[(az+@2) + (a3 +¢3)]
pentru cel mai complex mecanism de fixare cu pana.

Yn :
v L
2 {

Fig.8.1,b Exemplu de aplicare a MSM la mecanismele de fixare cu pana
Schita pentru sensul desfacerii D

Functia de transfer / transmitere a fortelor rezultante in sens invers, al
desfacerii, D se obtine prin schimbarea sensului frecarilor si este
(du) iRd — RLD — dﬂ — cos [(061—4’1)+ (a3_¢3)]
Rip dzp  sin[(az—@2) + (a3—¢@3)]
Functia de transmitere a curselor /deplasarilor in sensul strangerii S va fi
) . _xp 1 sin[(az—0) + (a3—0)] sin (ap + a3)

X

X1 E ~ cos [(@1—0)+ (a3—0) ~ cos (a1+a3)
In fine, randamentul mecanismului cu pana, in sensul strangerii, va fi
L2 _ Ny Xy _ Rpcos@yx; _ cos[(ag+@q)+ (az+@s3)] cosp, sin (a, + az)

(e) n=

- Ny x4 - Ry cos@q xq sin[(az+¢;) + (a3+¢@3)] cosp, cos (a;+az)
8.2 Stabilirea conditiilor de autoblocare si de autofranare

Din relatia (8.12), rezulta ca, pentru o valoare negativa sau nuld a raportului
ir, forta rezultanta R,, si, ca urmare, si celelalte forte- normala N, si de frecare F, =
K, N;, sunt negative sau nule.

Fizic, acest lucru exprimd faptul ca, oricdt de mare ar fi forta rezultanta
activa (de actionare) R, de la intrare, forta rezultantd R,, de la iesire, va fi nula sau
negativa si, deci, daca elementul este, de exemplu, de fixare prin strdngere a unei
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piese intr-un dispozitiv, piesa nu va fi fixatd. Elementul sau mecanismul neputand sa-
si indeplineasca rolul functional pentru care a fost conceput si realizat.

Daca raportul este negativ, pentru a functiona, elementul trebuie actionat nu
numai de la intrare cu R, ci si de la iesire, prin schimbarea semnului (sensului) fortei
R, 2> — R,. Adicd, a schimbdrii naturii acestei forte, dintr-o forta de reactiune (pasiva)
intr-una activa, de actionare.

Deoarece, intrarea se mai denumeste si element (marime) conducator iar
iesirea element condus, rezultd doud elemente conducatoare si nici un element sau
marime condusd. Halal mecanism, impins si tras de la ambele capete!

In rezumat, un astfel de element sau mecanism nu functioneazi, ceea ce se
mai denumeste ca fiind autoblocat si, in consecinta, pentru a evita autoblocarea trebuie
cunoscutd conditia de autobocare (Cyg ), care este
(8.15) Cap:igs £ 0

Privind cu atentie ultima relatie de echilibru a momentelor fortelor rezultante
principale (R; si R,) in jurul punctului secundar S din sistemul (8.9 si 8.9°), se constata
ca inecuatia (8.15) este satisfacutda daca momentele celor doud forte sunt de acelasi
sens. Prin urmare, rezultd urmatoarea reguld, deosebit de importantd pentru tinerii
proiectanti, aflati in fata plansetei de desen sau a monitorului statiei grafice, pe care se
pot urmari directiile celor 4 forte rezultante:

R1: Daca fortele rezultante principale R; si R, (d)au momente de acelasi sens
(semn) fatd de punctul secundar S la strangere (Ss), de intersectie a celorlalte forte
rezultante secundare Rj si Ry, atunci mecanismul este autoblocat si nu functioneaza !

Ca urmare, conditia ca un element sau un mecanism sa functioneze Cy este ca:
(816) CF: iRS> 0

Daca inversam indicii 1 cu 2, adica, daca consideram intrarea ca iesire si

iesirea ca Intrare si suntem in situatia anterioara, atunci mecanismul sau elementul este
autoblocat la miscarea sau la tendinta lui de miscare in_sens invers. Dar sensul invers
al lui S este sensul D. Ceea ce revine la a afirma ca:
(7.17) Cap:igrp < 0, adica, autoblocarea in sensul D, invers de miscare (sau tendinta
de miscare) a unui element sau a unui mecanism, este autofranare, deoarece, oricat de
mari ar fi fortele care actioneaza de la iesire spre intrare, in sensul desfacerii D, acesta
ramane 1n echilibru, deci nu se desface, chiar daca fortele de la intrare sunt nule sau
actioneaza 1n sens invers, pina la o anumita valoare maximai, datd de rezerva de
autofranare.

Rezerva de autofranare existd dacd igp > 0 si este cu atat mai mare cu cat
distanta d,p de la suportul rezultantei R,y la punctul Sp creste. Ea nu depinde de dyp .
Astfel, in cazul in care aceasta distanta d,y, este nula si rezerva de autofranare este nula;
inecuatia (8.17) fiind satisfacuta la limita, adica igp = 0.

Rezultd acum regula 2:

R2: Daca fortele rezultante principale in sensul desfacerii Rypsi Rop (s =2 pp )
deobicei simetricele fata de directiile normalelor in punctele de contact ale acelorasi
forte R; si R, (din sensul strangerii S) (d)au momente de acelasi sens fata de punctul
secundar la desfacere Sy atunci, elementul sau sistemul (ca si mecanismul din care
face parte acest element) prezintd proprietdti de autofranare.
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Aceasta proprietate este benefica, deoarece conduce la cresterea rigiditatii
unor sisteme tehnologice, cu atat mai mult, cu cat elementul cu astfel de proprietati, de
autofranare, este plasat spre iesirea din sistem — mecanism, dispozitiv, masina -.

Proprietatea este obligatorie la dispozitivele cu mecanismele de fixare cu
actionare mecanica (manuala sau cu piciorul ).

MSM faciliteaza posibilitatea optimizarii conceptiei constructive a
elementelor §i/ sau a sistemelor tehnologice mecanice pentru o functie scop data,
optimizare care reprezintd asigurarea unei calitati supreme a sistemului conceput si
proiectat. Un exemplu concludent, in acest sens, este tratat in continuare.

8.3 Patrulaterele frecarilor la rezemarea in 2 (PF2) si in 3 puncte (PF3)

Se considera pozitionarea unei piese in dispozitiv pe trei reazeme (Fig.8.2),
denumite si elemente de pozitionare, dintre care P, realizeaza orientarea piesei, prin
rotirea ei pe cele doud fete ale unei prisme de semicentrare in punctele P; si Py.
Punctele de reazem sunt situate 1n acelasi plan cu fortele normale N; (i = 2,3,4), de
legatura dintre reazeme si obiectul ( piesa sau semifabricat) instalat, contact stabilit sub
actiunea unei forte rezultantd de fixare prin forti (strangere) Rs = R, a obiectului in
dispozitiv.

Sub actiunea fortelor de strangere, reprezentate de rezultanta lor Rg , la
contactul dintre reazeme si obiect, apar reactiunile normale N; , de frecare F; si, ca
suma a acestora, reactiunile rezultante R; .

Reactiunile trebuie sa respecte anumite legi (reguli), care deriva din conditia
impusa reazemelor fixe, ca suporturile reactiunilor normale si nu apartina aceluiasi
complex liniar sau de gradul [:

R3: Suporturile a doua reactiuni sa nu coincida (sa nu fie confundate).

R4: Suporturile reactiunilor, coplanare, nu trebuie sa fie si concurente intr-un

singur punct din plan.

R4': Nici in punctul de la infinit, deci cele trei reactiuni nu pot fi toate paralele

intre ele si coplanare.

In functie de pozitia ( localizarea si orientarea ) vectorului R, in raport cu cele
3 puncte P;, din plan, de contact dintre obiect si dispozitiv si de aplicare a reactiunilor,
apar doud sensuri de migcare posibile, coroborate intre ele in cele 3 puncte pentru
obiecte (considerate) rigide si lipsite de coroborare pentru obiecte elastice care, datorita
deformatiei lor pot avea deplasari relative de sensuri opuse pe una si aceeasi suprafata !

In fiecare din cele 3 puncte de contact P;, rezultantele R; pot si se roteasca, fati
de directiile normalelor in punctele P; , cu cel mult *+¢@;. Pentru simplificare,

consideram doua din cele trei puncte (P, si P;) pe o suprafatd pland a obiectului,
formand o baza de pozitionare de dirijare, avand astfel doua reactiuni paralele intre ele,
iar in P consideram o baza de rezemare (de localizare prin translatie) .

Cele 3 puncte P; unite intre ele formeaza un triunghi, in planul considerat,
denumit (FPC) figura(triunghiul) punctelor de contact P;.
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Daca cele doua suprafete ale obiectului, care sunt baze de referinta de
pozitionare - dirijare §i rezemare- sunt ortogonale, atunci triunghiul rezultat este
dreptunghic, (triunghiul) punctelor de contact P;.

Rezulta, astfel, in plan 6 directii si intersectand suporturile doud cate doua se
obtin 2 pand la 4 patrulatere interioare ale frecirilor si tot atitea patrulatere
adiacente - cu cate doua dintre patrulatere inchise-: PF24, si PF24; corespunzatoare
contactelor in numai 2 din cele 3 puncte: P, si in P, si, respectiv, in Py siin P3.

Doua dintre laturile acestor patrulatere sunt in coincidere, deoarece sunt cele
doud directii limitd posibile ale reactiunii Ry. In consecintd, adiacent celor doua
patrulatere PF2 se afld un al treilea patrulater PF3, care corespunde cazului in care
apar simultan reactiuni in (toate) cele 3 puncte de contact cu reazemele.

Din R4 rezultd ca P, #P;, considerate, de exemplu, situate pe o aceeasi
suprafata plana a piesei care este o baza de dirijare, (si, evident, distinct de P, situat pe
o alta suprafata a obiectului, consideratd baza de rezemare sau de localizare), astfel ca
cele doud patrulatere ale frecarilor in 2 puncte sunt disjuncte, adica:

PFy, MPFi = @ i sunt multimi complementare cu PF3 in multimea
patrulaterului de frecare PF, obtinut din asocierea (insumarea suprafetelor) celor 3
patrulatere si denumit simplu PF sistemului.

Pentru a exista tendinta de migcare pe suprafata de dirijare & in punctele P, si
P;, astfel incat, prin alunecarea piesei, sa apara reactiune si in punctul Py, este necesar
ca Ry sa fie inclinatd cu un unghi = > +¢4(8 =2,3).

Pentru a exista miscare in punctul Py, astfel incat sa apara reactiuni in P, si in
P3, este necesar ca forta Rg sd fie inclinatd cu un unghi o > +¢@,.

De aceea, cand cele doud baze de referinta de pozitionare, fac intre ele unghiul
solid (din materialul obiectului) y , conditia de deplasare relativa posibild a obiectului,

in toate cele 3 puncte P; este ca directia fortei active Rg sé fie cuprinsa in unghiul solid
(format de generatoarele unui con)

T
% <y —(a+P) si, pentru cazul considerat, y = By si rezultd

(118) <7 —(@+B) <7 =(9,+0,)

Considerand conditia anterioard satisfacuta, dacad suportul lui Rg trece prin
punctul de intersectie dintre Ry si R, punct notat cu Py,, atunci Rg se va descompune
exclusiv dupa aceste doua directii, astfel cd R; = 0; reactiunea in cel de al treilea punct
fiind nula.

Daci P =R, N Ry = R, +R, =Ry =R, =0.

Daca Rg intersecteaza segmentul P,,P,, ., atunci vom avea contactul dintre

obiect si dispozitiv (reazema) in toate cele 3 puncte, cu observatia ca, in extremele
segmentului, vom avea contact (la limitd) dar marimea cate unei reactiuni va fi nula.

In exteriorul acestui segment, dar interior PF, vom avea contactul doar in doua
puncte. Pierderea contactului este sinonimd cu pierderea controlului asupra rotirilor
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piesei in dispozitiv, si, totodata, cu erori de fixare, datorate deformatiilor si deplasarilor
obiectului 1n dispozitiv, inacceptabil de mari. Pastrarea contactului dintre piesa si
dispozitiv, In toate punctele de contact, este o conditie obligatorie (prima conditie a
conceptiei corecte a unui mecanism de fixare al unui dispozitiv a, iar a doua, b, este sa
nu apard migcare globala intre piesa si dispozitiv).
Pierderea contactului poate surveni in timpul:
e amplasarii piesei pe reazemele dispozitivului, cand se afirmd ca nu existd
stabilitate la amplasare, sub actiunea greutatii proprii a piesei G.
e in timpul fixarii piesei in dispozitiv, sub actiunea fortei rezultante de fixare Rg, in
cazul inexistentei stabilitatii piesei la fixare si
e In timpul prelucrarii piesei, sub actiunea fortelor de prelucrare F, in lipsa
stabilitatii la prelucrare.
R5: Pentru ca, in toate cazurile enumerate, si existe stabilitate este necesar, nu

si_suficient, ca directia luiG, directia lui G+Rg si directia lui G+Rg +F sa
intersecteze simultan patrulaterul frecarilor in trei puncte PF3 si figura (triunghiul)
punctelor de contact.

Ultima conditie rezultd din posibilitatea rotirii piesei in jurul elementelor de
reazem 1intr-un sens in care piesa pierde contactul cu reazemele.

8.4. Optimizarea localizarii si orientirii fortei rezultante de fixare

In sistemele solicitate de forte coplanare (Fig.8.2), considerate in aceast
capitol, dintre cele 4 forte rezultante posibile, numai una este forta activa (eventual ca
suma a mai multor forte active date) de actionare care provoaca tendinta de miscare in
sensul S, toate celelalte (si pot fi cel mult 3) fiind de reactiune.

Cele 3 forte de reactiune, in cel mai general caz (in care nu existd doud
normale paralele intre ele), se intersecteaza, doud cate doud, in 3 puncte (ne coliniare si
ne concurente) care sunt varfurile unui triunghi Pjj, denumit TS-triunghiul stabilitatii
piesei pe cele 3 reazeme. Exista 3 astfel de TS, dupd cum punctele P;; S;; sunt in sensul
S, P;j Djj -in sensul D sau, in cazul ideal sau fara tendinta de miscare, cand P; Nj.

Unul dintre aceste puncte de intersectie ar putea fi aruncat la infinit, daca
suporturile a doud reactiuni sunt paralele, adica, daca reazemele sunt pe o suprafata
plana si coeficientii de aderenta (sau de frecare) sunt de valori egale.

Pot fi formate TS mixte sau hibride TSH, alegand, pentru intersectie,
directiile rezultantelor fortelor in unul sau in doud puncte si directiile normalelor
reactiunilor 1n celelalte puncte de reazem.

Fiecare dintre varfurile acestui triunghi reprezinta limita de stabilitate pe cele
trei reazeme, in sensul cd, daca forta rezultanta de fixare Rg este localizata in plan,
astfel incat sa treacd prin unul din aceste varfuri, de exemplu P34, atunci reactiunea in
cel de al 3-lea punct P, va fi nula; piesa ramanand insa, la limita, in contact in acest
punct.

Se desprinde regulile:
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R6: Daca unul dintre punctele de intersectie ale reactiunilor rezultante apartin fortei
active, atunci rezerva de stabilitate este nuld intr-un punct de reazem si fortele de
reactiune rezultante sunt maxime in celelalte doud puncte in care se va descdrca
actiunea.

v, DISPOZITIV

Legenda :FPC - Figura/configuratia Punctelor de Contact;
PF3 - Patrulaterul Frecarilor cu contact in 3 puncte ;
TS — Triunghiul Stabilititii ; P — Punct Principal ;S - -Punct Secundar ;
M, ; - Mijlocul laturii PF3 ; ----Bisectoarea B in S 9\4/3 =y,
AC - Axa Centrala = Bisectoarea B 2 R; =R,

Fig.8.2 Optimizarea instaldrii unei piese in dispozitiv, astfel incat, reactiunile cu
elementele de pozitionare P, P; si P4 sa fie de module egale R, = R; =Ry,

In cazul TS hibrid, daci cele doud puncte sunt de intersectie ale normalelor
reactiunilor, atunci Ry se descompune (descarca) exclusiv pe cele doud normale si, n
lipsa frecarilor in reazeme, dispare tendinta de miscare relativa in aceste puncte de
contact, ceea ce arata cd, in aceste doud puncte, stabilitatea este maxima posibila.

Si, ca un corolar:

R7. Cu cat rezultanta fortelor active este mai indepartatd de varfurile triunghiului
stabilitatii, format de punctele de intersectie ale reactiunilor, cu atat mai apropiate intre ele
vor fi valorile reactiunilor.
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Daca forta activd Rg trece prin mijlocul (Mj) unei laturi a TS, a caror forte
rezultante de la capete sunt paralele intre ele (situate pe o aceeasi suprafata plana a piesei,
de ex.), atunci cele 2 reactiuni rezultante de la capetele laturii T'S pot avea valori egale intre
ele.

Daca axa centrald, pe care se situacazd punctele P si S, este si bisectoarea
unghiului din S, S;4 din TS, atunci unghiurile din S sunt egale (y; =) si, deoarece d; =
d.sin s sid,=d.sin yy, rezultd d; = d,.

Suma momentelor fata de punctul principal P este:

(8.19) R;.d3—Ry4.dy =0 din care, raportul fortelor rezultante secundare va fi:
(8.20)  igrss= ks si, in conditiile anterior amintite, i g34= ks = 1,
astfel ca reactiunile rezultante secundare sunt egale ntre ele: R; = Ry.

Rezulta urmatoarea reguld de optimizare:

R8: In conditia in care axa centrald se alege ca bisectoare a unghiului din S al TS,
atunci cele doua reactiuni considerate secundare sunt de module egale.

Determinarea modulelor a trei vectori R,, R3, Ry de directii date, cand se
cunoaste modulul si directia vectorului R; = Rg, revine la descompunerea unui vector
dupa trei directii date. Regula fiind urmatoarea:

1) Se intersecteaza vectorii doi cate doi (de exemplu R; cu R, si R; cu Ry).
Punctele lor de intersectie (fiind P si S), determina o directie ajutatoare (care este si
axa centrald).

2)Se descompune vectorul dat (R; = Rg) dupa directia ajutatoare si directia
vectorului R, (Prin extremitatiile vectorului dat, se duc paralele cu directiile date.
Triunghiul astfel format are drept laturi cei trei vectori, printre care §i cei doi cautati).

3)Directia ajutitoare este tocmai directia vectorului rezultant al rezultantelor
secundare R34. Rezulta ca

(821) —R)l = }—2)2 + }—?)3’4 = 1_2)2 + 1_2)3 + §4:§2 + }—?)3 + §4

8.4.1 Metoda grafica

Se pune problema determindrii reactiunilor secundare Iintr-un raport
prestabilit ks (8.20) si a reactiunii principale R, Intr-un raport k;, fata de rezultanta

R 12= R34 . adica :

R R
822) —E=—1=k

( ) R12 R34 r

Se alege o marime arbitrard a unei reactiuni, de exemplu R; = 1. Cunoscandu-
se raportul ks, dat- dintre rezultantele secundare, rezultd Ry = ks. R; = kg.1 = kg,

Se insumeaza grafic cei doi vectori secundari si se obtine rezultanta
rezultantelor secundare Rj,, egald, in modul, asa cum s-a demonstrat anterior, cu
rezultanta rezultantelor principale Ry,.

(8.23) Rp=Ry = JR% + R% + 2.R3R,cos (03 — 0,) =
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=R3.\/1 + kg + st Cos (63 - 94_)= R3 .RCX[(I = 93 ,E(S = ks, &= 94)]

Se deplaseazd, de-a-lungul axei centrale din S in P, vectorul Rs4 (v. Fig.8.2) si
se Tnsumeaza cu vectorul R,, de raport dat kp, rezultand

(824) R, = kp.Ryy = kP.R3.\/1+k§ +2k, cos(6, -6, ), astfel ca, prin scaderea
graficd a lui R, cu Ry,, rezulta directia grafic si modulul lui R,

(825) R1: RIZ\/I + k‘ﬁ + 2.kP.COS(92 - 934) = R]z . Rex [(l = 92 N E(S = kp, &= 03,4)]
si, utilizand (8.23) si/sau (8.24) rezulta

(8.26) R= R3\/[1+k§ + 2k, cos(0, —94)].[1+k}2, +2kp cos(60,-0,,)] =

=R;.Rex[ a =03, E(s =— k,, € =0,4)] . Rex| 0=0,, E(s =— kp, £ = 05 ,4)]
pentru care se obtine valoarea aleasa arbitrar 1 a lui Ry,

Pentru alte valori ale lui R4 sau ale lui Ry se realizeaza o transformare homotetica
simpla, prin care se maresc sau se micsoreaza modulele vectorilor la valoarea dorit, care
nu modifica directiile acestora.

8.4.2. Metoda analitica

Notand cu «;, (i = 2,3,4) directiile fortelor normale ale reactiunilor, atunci
directiile rezultantelor vor fi 6; = a; — @;, in sensul S si cu semnul + in fata unghiurilor
de aderenta ¢; (frecare) pentru sensul opus D.

Rezultantele rezultantelor secundare Rj4 si principale Ry, fiind coliniare pe
axa centrald, formeaza, cu o axa de referintd (orizontald in Fig.8.2) unghiurile 6;4 =
0., + m, iar axa centrald formeaza cu R; si Ry unghiurile y; 1 y4 a céror suma este

Ys= 63 — 64.

Se deplaseaza vectorul ajutitor R, pe suportul sdu in S si se descompune dupa
cele doua directii ale vectorilor si rezulta modulele lor R; si R,. Cele doua module vor
fi egale, daca directia R;, este bisectoarea unghiului format de cele doud directii date
R; si Ry, adica,

(827) 3=t = L= 2% unghiurile din S al TS.

In acest caz directia rezultantei rezultantelor secundare este
0;-6, 365—6
(8.28) 03;4=0;+ % = % =0,+m

Scriind teorema sinusurilor in cele doud triunghiuri de Insumare a rezultantelor
secundare se poate scrie:
R R Ra4 . . o
8.29 L= 2 = : = 27, din care, se obtin unghiurile
( ) sins  sinp,  sin (63—6,) ¢ ’ ! g

kgsin (63—60,)

(8.30) Y3 =arcsin

b
1+k%+2kgcos (03—6,)

iar ca unghi g (din trigonometria excentrica)
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s.sin(a — ¢ R

831 p=0-a= arctan# cu varful pe cerc, cu € = 7 sau, ceea ce
1—s.cos(a—¢)

este acelasi lucru, considerand excentricitatea numerica (s = kg ) negativa, sub

forma echivalenta, dar mai practica prin lipsa radicalului din expresia (8.30):

__ aresin ssin @-0)
(8.32) Y3 = —arcsin 1+kgcos (03—04)

Considerand punctele S si P drept excentre, modulul rezultantelor rezultan-
telor ca FSM-CE radial excentric (rex ca raport dintre modulul rezultantelor
rezultantelor - secundare §i principale- si razele cercurilor in doua cercuri distincte) si
utilizdnd relatiile dintre unghiul la excentru si unghiul la centru de la functiile
supermatematice circulare excentrice (FSM-CE)

s.sin(a — ¢€)

833) #=ao+p=a+arctan ————,
1—s.cos(a—¢)
in care s = kg se considera excentricitate numerica in cercul de raza Rj, iar s = - kp
excentricitate numerica in cercul de raza R,, se obtine, considerand aceeasi axa de
referinta, directia lui R4 :

kssin (63—6,)

(8.34) 034=0s=0; —arctan Ttkscos (61—6y)

fiind directia rezultantei rezultantelor secundare.
Cu ajutorul acelorasi functii supermatematice, considerand ca excentru
punctul P, R, ca raza si Ry, = R, ca excentricitate reala, rezulta

=6, = =0, — 0., — _kpsin (62-65.4)
(835 Yy =0p=ap+ fp=0,—03,— arctan Tkpcos (65—630)

(8.36) 6,=0;4+y, si rezultd directia cautata a rezultantei R,

=0, +m,

si, in final :

kgsin(03-64)
1+kg 005(93—94)]

ksSin(93—94)
1+kpcos [6,—03 arctan—1+kscos(93_94)]

kpsin [0,—63—arctan

(8.37) 64 =06, —arctan

Aceasta este directia pe care trebuie sd o aibe R; = Rg pentru a obtine
rapoartele prestabilite kg si k, dintre cele trei reactiuni.

Pot fi exprimate urmatoarele reguli
R9: Fata de TS,y cele 3 reactiuni vor fi confundate cu cele normale si vor avea valori
egale intre ele.

In acest caz ﬁs = IVZ + 173 + 174, iar F, =F 3 = F4=0; In nici unul dintre
punctele de reazem neexitand tendinta de miscare relativa (dintre obiect si dispozitiv,
de exemplu) rezerva de stabilitate va fi cea maxima posibila.

Pentru a putea fi maxima, in toate punctele, rezultanta Rg, trebuie astfel
orientata incat la descompunerea ei dupa trei directii date (directiile normalelor) sa se
obtind fie egalitatea tuturor normalelor (N, = N3 = Ny), fie rapoartele dorite dintre
acestea. Solutia este posibild deoarece in sistemele perfect rigide si coeficientii de
aderenta (frecare) in reazeme sunt nuli.
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In sisteme reale, cu rigiditate limitatd, in punctele de contact, intre directiile
axelor de rigiditate, directia fortei R, si valorile coeficientilor de aderenta in punctele
de contact existd o dependentd bine determinata, fata de nedetermindrile actuale ale
directiilor fortelor rezultante in interiorul conului de frecare si implicit ale unghiurilor
si a coeficientilor de aderenta in domeniul definit de ecartul limitelor extreme =+ @,

de rotire ale rezultantelor fortelor reactive fata de directiile normalelor din punctele
de contact.

R8 : Rezerva de stabilitate este nuld in doud puncte (in care fortele sunt nule R, = R;
=0), daca forta activa este pozitionata (dirijata, continutd, suprapusa) pe una dintre
laturile triunghiului de stabilitate si va rezulta o fortd maxima in cel de-al 3-lea punct,
in care reactiunea va fi egala cu forta activd de actionare R, = Rg daca directia lui Rg
este astfel orientatd incat sa coincid cu directia rezultantei Ry.

Daca Rg = Ny, atunci in cel de-al 3-lea punct si stabilitatea va fi maxima.

8.5.O0ptimizarea conceptiei sistemelor mecanice

Optimizarea constd in asigurarea diverselor conditii extreme impuse
sistemului, rezultate din conditiile de rationalitate impuse acestora, printre care sunt:
o Cresterea calitatii produselor fabricate, prin cresterea preciziei de
prelucrare a pieselor componente, ca rezultat al diminuarii erorilor de fixare a
pieselor in dispozitive, datorate deformatiilor sub actiunea fortelor de fixare si a
erorilor de fabricatie, determinate de deformatiile sub actiunea fortelor de prelucrare.

Daca suportul fortelor de aschiere este invariant in spatiu, ca de exemplu, la
gaurire, alezare, filetare, presare, stantare §.a, atunci problema se rezolva foarte simplu:
se plaseaza Z elementele nemijlocite de fixare astfel incat suma fortelor normale de

z

strangere S = ZSk sa fie localizata in coincidere cu forta axiald de prelucrare F, iar
k=1

elementele de rezemare, ca de exemplu cele 3 de asezare, se plaseaza astfel incat

suportul fortelor ITI =S+F=S+F si treacd prin centrul de greutate al figurii

(triunghiului) celor 3 puncte de contact cu reazemele de agezare.

Astfel, rezultd o comprimare centrica a sistemului, axa elastica principala fiind
in coincidere cu directia fortei rezultante de fixare si acestea cu directia fortei axiale de
prelucrare.

Dac4, din diverse motive, acest aranjament nu este posibil, atunci se renunta la
coinciderea suporturilor a doud forte, dar se pastreaza paralelismul lor; axa elastica
principala a sistemului tehnologic fiind mentinuta in coincidere cu suportul rezultantei
acestor forte paralele, astfel cd piesa sid se deplaseze exclusiv prin translatie in
directia axei elastice principale.

Astfel, se asigura precizia de pozitionare a elementelor geometrice de
fabricatie, fata de cele de cotare (proiectare), ca de exemplu, perpendicularitatea axei
orificiilor prelucrate fatd de suprafata piesei, care este baza de pozitionare si pe care
sunt dispuse elementele de reazem.
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Pastrarea paralelismului, dintre suprafetele prelucrate si baza de pozitionare de
dirijare, se obtine mentindnd constante reactiunile din cele doud reazeme, ale acestei
baze, asa cum s-a aratat anterior.

Deformatiile, in punctele de contact piesa-dispozitiv, fiind egale intre ele,
influenta lor poate fi eliminatd prin corijarea cotei de reglare dimensionala a sistemului
tehnologic masina-dispozitiv-piesa-scula (MDPS).

Si exemplele pot continua..

8.6. Calculul expresiei generale a FTr =iy a oricarui element solicitat
de un sistem de forte plane sau reductibil la acesta

Fie P; (x3y;) punctele de aplicatie ale celor 4 forte rezultante R;, care pot
solicita acest element sau sistem (« Bolovanul » din Fig.8.3) si ecuatiile directiilor
suporturilor (D;) a celor 4 vectori - forta de forma:

Fig.8.3 Schitd la cazul general

(838) Di: AiX+Biy+Ci =0.
Atunci, punctul principal P de intersectie va avea coordonatele:

X, = Cle _B1C2
839 R N R;=P ' AB,-BA, iar punctul secundar S coordonatele:
. A1C2 _CIAZ ’
Ve Ale _BIAZ
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_ C,B,-C,B,

(840) Re A R4=S Xs = A3B4 _A4B3
: 3 A,C,-C,A,
Vs =

S AB,-A,B,

Distantele (bratele fortelor) d; (i = 1, 2) de la punctul S la suportul
rezultantelor principale R; si R, sunt date de relatia:

Axg +Bys +C,

sgnB,/A; +B;
transmitere a fortelor rezultante este iz, conform primei parti a relatiei (8.9), este:

R, d, Ax +By,+C, sgnB, /A2 + B2
(8.42) ip=—F=—= .

R, d, AxXy+Bys+C, senB, /A +B;

Daca in sensul S directiile D; fac unghiurile ¢, cu directiile normalelor in
punctele P;, atunci, in sensul invers D (desfacere) directiile fortelor rezultante vor face,
in general, unghiurile — @, cu aceleasi directii ale fortelor normale din punctele de
contact P;, fiind simetricele acestora fata de normalele din punctele de contact.

Este usor de observat, din cazul anterior prezentat, ca MSM transferd, o
problema de mecanica pura, din domeniul mecanic in cel matematic, pur geometric.

Mecanica revenind, astfel, in matca de unde s-a desprins cu secole in urma.

(8.41) d; =

, astfel ca functia de transfer FTy sau raportul de

8.7 Reducerea numarului fortelor rezultante cheia MSM

In mod natural, elementele sistemelor mecanice solicitate de forte coplanare
pot fi cu un numar n de forte rezultante: n =2, 3 si 4.

S-a vazut cd, prin separarea arbitrard a fortelor si, in consecintd, si a
momentelor, in principale si secundare, prin introducerea notiunii de rezultanta a
rezultantelor, un sistem solicitat de n = 4 forte rezultante s-a redus la unul cu numai
n=2 forte, care sunt tocmai rezultantele rezultantelor. Astfel MSM a reusit sa rezolve
atat de simplu problemele suficient de complicate ale mecanicii.

Daca n = 2, ca de exemplu in cazul tijelor si a bielelor de transmitere a
miscarilor, neexistand si forte secundare, echilibrul se stabileste exclusiv intre cele
doua forte principale R; si R, care, in aceste conditii, vor fi egale, de sens (semn)
contrar si pe acelasi suport. Fiind elemente atat de simple, proiectantii nu le acorda
atentia cuvenitd. Asa se face ca, o tija de comanda a schimbatorului de viteze de la
istorica masinutd « Lastun », fabricatd la Mecatim din Timisoara, se manevra greu,
pentru ca era proiectatd si construitd in apropierea domeniului de autoblocare (Fig.8.4).

Existd doua tipuri de tije de transmitere a miscarilor: Tip e;, cu excentricitatea
la intrare, care se pot autobloca in anumite conditii (Fig. 8.4,B) cdnd momentele
rezultantelor principale au momente de acelasi sens (semn) fata de secundar S.

Daca se noteaza cu h = L.tang = L.p distanta de la S la directia ghidajului tijei,
cu distanta L intre reazeme, atunci pentru tip e;, bratul rezultantei de la intrare d, va fi
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(8.43)
(8.44)

(8.45)

(8.46)

di=h-e; =L.u—e;, iar pentr Ry, bratul d, al rezultantei R,, de la iesire este
d, =h = L.y, ca urmare raportul de transmitere in sensul strangerii va fi
R, d1_HL—€1_1_3<1

foq = 2 41
RSI™R, d, UL ulL
La tipul e, marimile anterioare sunt
di=h= Lu R, d UL 1
astfel ca rezultd igsy = =2 — = = —<1.
{dz =h+e,=Lu+ey RS2TRy dp T oplte, T 142

A KL
In concluzie, datorita frecarilor din ghidaje, ambele variante au raportul de

transmitere subunitar, dar numai in cazul tipului e; acest raport poate fi negativ, si, ca
urmare, numai la acest tip poate sa apara autoblocarea, aga cum apare in figura 8.4,B.

E

Fig.8.4 Transmiterea miscarii cu tije si cu biele.

Conditiile in care autoblocarea tijelor e; este posibila pot fi : o excentricitate e,

prea mare sau un ghidare al tijei de lungime/distantda L prea scurta. Autoblocarea se
poate recunoaste imediat, urmarind sensul momentelor fortelor principale, fatd de S :
daca au acelasi semn autoblocarea este prezenta, deoarece + cu + si — cu — nu se pot

anula !

Tijele de tip e,, sunt cele care nu se pot autobloca, deoarece momentele lor

sunt, in toate conditiile, de semne contrare, ca urmare, echilibrul, static exista, 1 > irg >
0 si miscarea este posibild. Ele pot fi utilizate la legarea in serie a mai multor tije
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pentru transmiterea la distantd a miscarilor (Fig. 8.4,C) cu excentricitate e
ridicatd/mare, intre intrare si iesire.

In cazul bielei, suportul fortelor rezultante (principale, pentru ci cele secundare
nu existd) este constituit din una din cele 4 directii tangente la cele doua cercuri de
frecare, de raze p, si p,, din cele doud ochiuri ale bielei.

in figura 8.4 sunt prezentate 3 tipuri de biele. in D, si D; bielele sunt solicitate
la compresiune, iar in D2 este solicitatd la intindere. Toate fortele si momentele,
reprezentate in figura 8.4,D, actioneaza asupra bielei si, pentru articulatia din ochiul de
actionare, sunt reprezentate si fortele normale si de frecare din fus.

De aceea, rezulta imediat: ig = 1, pentru n = 2, (Fig.8.4 D).

Dacad n = 3, ca de exemplu in cazul unei element de amplificare a fortelor cu
pana (Fig.8.1), cu miscare de translatie, pe suprafata pland de dirijare a miscarii de
translatie, Inclinatd cu un unghi o, fatd de o axd oarecare de referintd, apare forfa

rezultanta de legatura din ghidaj Rs, ca suma a fortelor distribuite pe aceasta suprafata,
singura forta rezultantd secundara din sistem.

s, = sy simyy = s ysinigey) F[)C,. 1I"F]'
Ty = (g vl g b b »
F ) = — h3ir, Ty
¥ = arcean|(yy; :.,_-n_.:n.l_-lx ) W2 -\*-\-..
— G
|
Lo f -
i : |
1
i o H.._,,y I

o
L

- —__-v'—*"-.‘_?Lﬂ"'_ ]

-

'f.‘"l'lh dy = sy = - 07
dy = dl.5in gy =d"ghel

Ig=dd == 47 W)
R e L T Y B e e e R N |

Fig. 8.5 Plunjerul, clement universal cu Fig. 8.6 Parghia, element universal
miscare de translatie cu migcare de rotatie

La aceste elemente, echilibrul fortelor este posibil numai daca toate cele 3
forte rezultante sunt concurente intr-un singur punct. Acest punct este punctul
principal P prin care va trece si R;. In lipsa celei de a doua rezultante secundare,
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lipseste si punctul secundar S, de intersectie a rezultantelor secundare. Se poate arata,
fara dificultate, ca, in acest caz, S se alege arbitrar pe directia lui R;.
In consecinta, suportul lui R; este axa centrala a elementului si segmentul d =

”P_S” se situiazd pe directia vectorului secundar Rj.
Rezulta, pentru o astfel de pana, raportul de transmitere a rezultantelor:
843) i = siny,  cos[(a, +@,) +(a; +¢;)]
. R - . - .
siny, sinf(a, +@,)+(0; +9;)]
sunt inclinatiile celor trei fete ale unei pene fatd de fetele unui dreptunghi, iar indicii
corespund cu tipul rezultantelor:
e I(forta activa de intrare) si
o 2 (forta de iesire de strangere) in sens levogin si
e 3 (forta secundara din ghidajul penei) in sens dextrogin.
Se observa forma mai avantajoasa a relatiei (8.43), mai ales la legarea in serie
a penei cu alte elemente, la care raportul de transmitere global al mecanismului va fi
dat, asa cum se stie, de produsul:

n
(844) iy = | [ire = igs-ing-igs- iy
k=1
fata de relatia clasica (la care o, = 0; rezultanta R; confundandu-se cu normala Ny)

1
8.45) ir=
(843 T tan(a, +@,) + tan(a, +@;)
La un element de tipul plunjerului dublu ghidat bilateral (Fig.8.5), denumit si
element universal cu miscare de translatie, se obtine relatia
- 0 +(x, — in G,
(8.46) i, = (Vs = 1)€0s 6 + (x xS)51'n L in care axa X a fost aleasi pe
(ys = y,)c080, +(x, —xg)sin b,

in care unghiurile o;, i = 1, 2, 3

, pastrand notatiile anterioare.

directia de miscare de translatie a plunjerului, in sensul S, cu originea O(0,0) in
mijlocul lungimii h de ghidare (coeficientul de aderentd (frecare) fiind considerat
acelagi pe ambele fete ale plunjerului, in care lucreaza rezultantele secundare, ca suma
a fortelor triunghiular distribuite in ghidaj) si in axa plunjerului de latime 2b.
Punctul secundar S are coordonatele:
I I ~b.uy,
(8.47) S=R;NR, _ h | ar 0, , sunt directiile rezultantelor principale,
¢ = .
3pay
R, cu axa X, care actioneaza 1n cele doud puncte de coordonate Py, ( X12, y1.2).
Existd si cazuri, justificate din punct de vedere constructiv, cand numarul
rezultantelor nu scade, ci, dinpotriva, creste.
O bield poate prelua migcarea de la un singur element §i sd o transmitd, cu
multiplicarea miscarilor, la doua elemente simultan, legate la acelasi bolt / fus. In acest caz,
bolful este suprasolicitat si pentru evitarea acestui fapt se dispun doua ochiuri la iesire, cu
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doua bolturi in paralel. Un astfel de caz este al unei biele modificate, sau, mai precis, al unei
“triele”, pentru ca are trei ochiuri.

Astfel de triele echipeaza presele hidraulice, pentru mase plastice, care au fost
fabricate la Electrotimis din Timisoara, n colaborare si dupa un proiect al unui partener din
Italia.

8.8 Aplicatii la elementele unor mecanisme plane

Fiind o metoda deosebit de simpla si expresiva, MSM permite constructorului,
de sisteme mecanice, optimizarea constructiei, astfel incat, diversele functii scop,
impuse, sa se poata realiza fara dificultati.

MSM se poate aplica sub forma grafica si / sau grafo-analitica in primele
faze ale design-ului, acelea de conceptie a sistemului, in care constructia mecanica se
afla sub forma unor schite de principiu, urmand ca in ce-a de a doua faza, de proiectare
a constructiei, n varianta optima, determinata in prima faza, sa fie utilizata sub forma
analitica pentru verificarea conditiilor de functionare, de autofranare si de evitare a
autoblocarii, ca si de determinare rapidd si exactd a tuturor fortelor care solicita
sistemul, in vederea dimensionarii si a verificarii elementelor componente.

Desenele prezentate, in prezenta lucrare, sunt astfel realizate incat sa se preteze
si la metodele grafice, la fel de bine, ca si la cele analitice.

Determinarea rapoartele de transmitere a fortelor la diverse elemente si
mecanisme a fost o veche preocupare a inaintagilor, din cele mai vechi timpuri. Ei au
solutionat aceste probleme cum au putut si cum s-au priceput.

Cele mai cunoscute si utilizate “unelte” in vechime au fost pana si parghia.
Cine nu stie ca fortele dezvoltate de pand depind de unghiul penei, iar fortele
transmise, de obicei urmarindu-se amplificarea lor, depind de lungimea bratelor
parghiei.

Concluzii care astdzi nu ne mai satisfac pe deplin. Pentru ca, in milemniul III,
pretentiile privind precizia de exprimare a rapoartelor de transmitere a fortelor,
vitezelor, acceleratiilor s.a. sunt cu mult mai mari: Se cere determinarea cu precizie
absolutd a acestor parametri. Numai MSM ofera facil un pas urias spre solutionarea
acestui deziderat, asa cum s-a demonstrat deja si asa cum se va trata in continuare,
analizand cele mai vechi element de transmitere si amplificare a fortelor, la fel de vechi
ca §i pana, e vorba de parghie (Fig. 8.6) si de excentricul circular din figura 8.7.

La prima vedere, desenul parghiei pare exagerat de complicat. Dar nu este.

Parghia, fiind un element care se roteste 1n jurul unui bolt, cu centrul in punctul
0,, forta rezultanta dintre acest bolt i parghie va fi in permanenta tangenta la cercul de
frecare de raza p;, raza data, asa cum se cunoaste, de produsul razei boltului r; cu
sinusul unghiului de frecare ¢; dintre bolf i parghie, adica de relatia p; = r3.sinQs.

Ca si pana, parghia este solicitata de 3 forte rezultante: de intrare R, si de iesire
R,, care sunt, totodatd considerate ca forte principale; R, fiind presupusa cunoscuta si
singura forta secundara este Rj, care apare la interactiunea dintre bolt si parghie.
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Suprafetele de la intrare si dela iesire, avand forma unor calote sferice sau a
unor zone cilindrice, rezultantele R, si R, vor fi aplicate in punctele de contact C; si vor
fi in permanenta tangente la cercurile respective de frecare de raze p, si p,.

Cunoscandu-se directiile fortelor rezultante, problema este ca si rezolvata.

Pe directia rezultantei Ry se alege arbitrar punctul secundar S, asa cum este
ilustrat in figura 8.6 si, pentru metoda graficd, se masoara lungimile d, si d, a céror
raport este tocmai raportul de transmitere a fortelor in sensul strangerii S.

Rezolvarea exacta a parghiei, prin metoda clasica d’Alambert, combinatd cu
MSM, este prezentata in lucrarea [48].

Stiind ca cele trei forte rezultante, in conditii de echilibru, formeaza un poligon
(triunghi) inchis, parcurs in acelasi sens si considerand modulul vectorului R, ca raza a

. . .. e . . R .
unui cerc, modulul lui R, ca excentricitate liniara reala si raportul igg = R—Z, care este si
1

raportul de transmitere a fortelor rezultante 1n sensul S, ca excentricitate liniara

Lagmsiny (s,

Tgg=sirm” simy”,
Fig.8.7 Schita explicativa pentru parghie. Metoda clasicd combinata cu MSM

numerica si pe R3 ca functie radial excentrica, se poate scrie, ca si in cazul utilizarii
teoremei lui Pitagora generalizate:

R . .
(848) Ry =Ry Rex[a = %, (s = 26 = 0)] = R1J1§5 + 1 — 2igscosy

Dar, in acest caz, pentru simplificarea rezolvarii analitice a problemei, se
utilizeaza, totusi, ecuatia de momente a fortelor fata de centrul/axa de rotatie O(0, 0),
uzand de bratele acestor forte by si by, fatd de punctul O, brate care se deduc fara
dificultate; constructia parghiei fiind datd/determinata. Astfel
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(8.49) {bl = Licosa; = Jx? + y2.cosa, = /x? + yZ.sin (y + @)
by = Lcos (a — ¢2) = /x5 +¥3.cos (az — ¢2)

Ecuatia de momente este
Riby — Ryb; —R303 =0,
(8.50) sl si inlocuind pe R; din (8.48) in (8.50) rezulti
by — igsb _R_j93 =0

ecuatia algebrica de gradul al II-lea in ipg
(8.51) igs(bF — 03) — 2igs(b1b, — 05cos) + (b —05) = 0

Radacinile acestei ecuatii sunt
C (baba-cBcosp)x [(bab,-cFcosi)i-(03-ed) (b -03)
(8.52) ipsp = e
si, pentru semnul minus din fata radicalului 1l reprezinta pe igg, iar pentru semnul plus
din fata radicalului il reprezinta iy, , cu conditia sa se schimbe si semnul frecarilor,
adicd @; & —@q §1 @ & — @5, in relatiile anterioare.

Aceasta, deoerece se stie, ca rapoartele de transmitere sunt in relatia
(8.53) igp > ijg > igs

Prin anularea frecarilor, in relatia (8.52), rezulta raportul ideal de transmitere a
fortelor dezvoltate de parghie, cel cunoscut si de inaintasi

N, by

(854) iid:N_1= by

Ry=R, :llcm;r. &, 6=7)
s=elR=R/R,

a

Ele= -H,J.=}Ii}ct;:m Ele=R,.e=u)

5 = p=rEing, =2, 3
__f | Ta=y-—m 5, = e siny
i 5. =el|l-cosy)
© CURSA
‘ rd S.:\t‘:".
| Yo C:.."
g
o N & =2
A ¥ -
Sf';\ﬂ_' - o '
L Sae = T €

do=pa + esiny-9,) Hpy cosy

Fig.8.8 Excentricul circular
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Este de remarcat faptul, cd radacinile unei ecutii de gardul II, cunoscute si de antici,
sunt solutiile exacte ale fortelor dezvoltate de o parghie, solutii exacte care deabea
acum, in epoca moderna, devin/sunt cunoscute.

Istoria este si mai hilard in cazul excentricului circular. In multe lucrari de
specialitate se afirma ca el ar lucra ca o panad (! infaguratd pe un cilindru) si, in
consecinta, fortele dezvoltate de acesta imita, chipurile, relatia de la pana clasica.

In realitate, realtia exacti arata ci el functioneaza, de fapt, ca o parghie [47].

Este suficient sa inlocuim, in relatia parghiei (8.52), pe b, cu lungimea bratului
excentricului L, adica b; =L si pe b, cu relatia (Fig. 8.8)

(8.55) by=p, + e.sin (y — ¢,) si rezulta relatia pentru excentricul circular [47]

. 2
by & [[Lby 0% sin(y—2) | (12-3)(b3e3)
12-0}

(856) iRS,D =

de gradul al 2-lea.
Concluzia ? Excentricul circular, ca si cel evolventic, ca si cel spiral lucreaza
ca o parghie si nu ca o pana. Mai precis, el lucreaza ca un ...excentric.

, tot dintr-o ecuatie algebrica

8.9 Aplicarea metodei separirii momentelor (MSM) la sisteme in
ansamblul lor

Revenim la sistemele de forte plane, sau reductibile la acestea, care formeaza
90 % din problemele de mecanica.

Pentru inceput, se va considera un caz general, in plan, ales fictiv pentru o
ilustrare clara, in care ambele elemente, ale mecanismului considerat, sunt solicitate de
cate 4 forte rezultante, asa cum se ilustreaza in figura 8.9.

In acest caz, un element component al sistemului vine in contact cu celelalte
elemente in maximum 4 puncte, 1n care apar si fortele rezultante principale R1; si R1,,
cea care intrd (se transmit de la elemntul anterior - R1;) si cea de iesire sau care se
transmit mai departe la elementul urmator (R1,) si fortele rezultante secundare R3,
R3, si R4, R4, din reazeme, in cazul din figura si, in general, si din ghidaje, articulatii
s.a.

Ca sa simplificdm, consideram doar doud elemente ale sistemului. Amandoua
vor avea cate un punct secundar S1 si, respectiv, S2 in care se intersecteazd suportul
fortelor secundare : In S1> R3; cu R4, si in S2 2 R3, cu R4,. Rezultd
(8.57) {g; - 3;3 N R1,

La fel vor exista punctele principale P1 si P2, in care se intersecteaza fortele
principale R1; si R1, 2 in P1si R2, cu R2, 21n P2, ale celor doua elemente. Astfel
(8.58) {521 - l;? N R1,

In punctele de contact dintre cele doua elemente, fortele rezultante sunt egale
si de semne contrare
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Deci, pe ansamblul sistemului / mecanismului, cele doud forte R2; cu R1, se
anuleaza reciproc.

Vectorii
(860) {EQ = R_]:l + R_]-)Z
R134 = R13 + R1 4

insumati dau rezultanta rezultantelor principale a primului element, vectori care
sunt pozitionati, ca directie, pe suportul axei centrale a primului element al
mecanismului (linia verde, determinatd de punctele S1 si P1). Ei sunt egali in modul si
de sensuri opuse:
(8.61) R—1)34 = —R—IQ

In mod asemanitor, pentru al doilea element al mecanismului

RZ,, = RZ, + RZ
(8.62) {_,12 Rapt Rez gy
R234_ = R23 + R2 4

Anebe ceritrale ale
elementelor componente
ale mecanismului

s - ——  Axp cemtraln u
L o M, mcaniamulu
I, 2 Ebemenie somponenic E‘H—;d__________ ————
UK - Centra instantanen de rotaic Sl gl il
;. By —Forje resslante principle -"'.q\_:;""-l'::_-_h q =id ]2 2
R, R, ~Forje rezultonte sscundnr I‘“—a.__\_\_ﬁ-‘n,f.,wg"‘-t‘::;;:__\_\_\_
Pl P2 - Puncte principale T iy, P
&1, 82 - Puncte secundane &=%m:;:r}hﬂ“x
s ~Brapels Forjelor princigade de lo S el

Fig.8.9 Exemplu de aplicare a MSM la mecanismele cu doua elemente universale
fictive.Schitd pentru determinarea grafica a functiei de transfer sau a raportului de
transmitere a fortelor rezultante iMy ale mecanismului in sensul strangerii S

(8.63) R_2)34 = —ﬁlz, plasati pe axa centrala a celui de al dolea element (linie
verde).
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Si acum, urmeaza cea mai importanti decizie a MSM, prin care, de la doua
elemete, cu 4 forte rezultante fiecare, se poate trece la un singur element echivalent,
care este mecanismul n ansamblul lui, tot cu 4 forte rezultante: R1; si R2, fortele
rezultante principale ale mecanismului, de la intrare R1; si ,respectiv, de la iesire R2,.

Fortele rezultante secundare vor fi: ﬁ34 si ﬁﬂ rezultantele rezultantelor secundare
ale celor doua elemente componente.

Mecanismul cu doua elemente, considerat ca un singur element, va avea doua
forte rezultante principale, de la intrare R1; si de la iesire R2, si doua forte rezultante
secundare, care sunt rezultantele rezultantelor secundare ale celor doud elemente R13,

si ﬁ34. Aceasta, deoarece, aceste rezultante ale rezultantelor secundare, Insumate,
sunt egale si de semn opus cu rezultanta rezultantelor principale ale mecanismului, care
este
(864) RM12 = R11 + RZZ
forta pozitionata pe axa centrald a mecanismului, determinatd de punctul principal al
mecanismului
(8.65) PM=R1, N RZ,

Punctul secundar al mecanismului SM se determina intersectand suporturile
(verzi) rezultantelor rezultantelor secundare a celor doua elemente

(8.66) SM =R13,NRZ3,

Fig.8.10 Exemplu de aplicare a MSM la mecanismele cu doua elemente
universale fictive cu exemplificarea reducerii fortelor rezultante de la 4 1a 3, la
elemente si la mecanism.
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Insumand rezultantele rezultantelor secundare ale elementelor se va obtine o
rezultanta a rezultantelor rezultantelor secundare, orientatd pe axa centrala a
mecanismului.

Axa centrald a mecanismului este determinatd de punctele PM si SM si este
suportul a doud forte egale si opuse ca semn, pentru un sistem aflat in echilibru static.

Axa centrala, a unui element sau a unui mecanism, este locul geometric in
care torsorul sistemului are valoare minima. In cazul de fati, aceastd valoare minima
este zero, sistemul fiind considerat in echilibru static.

De la punctul secundar al mecanismului SM se masoara distantele dM; si
dM,, care sunt si bratele fortelor principale ale mecanismului.

Alegand punctu SM al aceastei axe, ca si oricare alt punct situat pe axa, pentru

a scrie echilibrul de momente, deoarece ﬁ34 si ﬁ34 trec prin SM, ele au bratele
fortelor si, in consecintd, si momentele fatda de SM nule, astfel ca ecuatia de momente
va fi

8.67) M)y =0 > RI1;*dM;— R2, *dM,=0

din care rezulta functia de trensfer a fortelor rezultante ale mecanismului sau raportul

de transmitere al fortelor lui
. R2 dM
(8.68) FTM = iM, = R—lj = d—M:

In acest mod, doud elemente, solicitate fiecare de 4 forte coplanare, a fost
redus la un singur element echivalent (mecanismul in ansambul lui) solicitat de 4 forte
coplanare.

Detalii, cu privire la trecerea elementelor solicitate efectiv de 4 forte rezultante
la elemente solicitate de 3 forte rezultante, prin utilizarea fortei rezultante rezultante
secundare (RRS1,2 = R1,23 + R1,24) si apoi mecanismului solicitat de 3 forte

rezultante (R1,,R2, si RRRM) sunt ilustrate in figura 8.10.

8.10 Cazul a doui elemente legate in serie, fiecare element fiind solicitat de un
numar diferit de forte rezultante

In figura 8.11 este prezentat mecanismul de fixare cu parghii articulate,
actionat pneumatic, al unui dispozitiv de instalare a unei piese paralelipipedice.

Motorul, pneumatic actioneazd un mecanism de amplificare a fortelor cu
parghii articulate 1, denumit §i “genunchi” (stiindu-se ca piciorul uman amplifica la
maximum fotele dezvoltate cand unghiul la genunchi este de cca. 120°.

Fortele care se dezvolta in diverse puncte ale mecanismului, articulatiile 1, 2 si
3, rezulta din triunghiurile fortelor prezentate in figura 8.11. Se observa ca forta de
actionere dezvoltata de motorului pneumatic R1; este amplificata la forta de strangere /
fixare a piesei in dispozitiv R3,.

Fig.8.12 prezintda mecanism de fixare a piesei in dispozitiv cu pana circulara
1 si cu plunjer dublu ghidat 2. In mod mai frecvent, pani circulari este utilizati ca
element de echilibrare a fortelor distribuite in doud puncte.Pana sferica este utilizata la
echilibrarea fortelor transmise / distribuite n 3 puncte /zone. Dar ea poate fi utilizata si
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ca element de transmitere si modificare a directiei fortelor transmise, asa cum este
cazul mecanismului din figura 8.12.

F3

b
ity '}@M' f LL\J

S,

Fig.8.11 Mecanism de fixare cu parghii articulate, a unei piesei
paralelipipedice intr-un dispozitiv actionat pneumatic

R1, este forta de actionare a mecanismului §i forta de intrare pentru pana
circulara iar R2, este forta la iesirea din mecanism si, totodatd, forta rezultanta de
fixare a piesei in dispoxitiv.

Se observa simplu ca acest tip de mecanism nu amplifica fortele ci le
demultiplica, din care cauza, astfel de constructii mecanice trebuie evitate.

Daca punctele de contact, dintre pana circulara si cele doua elemente de
contact, ar avea brate diferite, in sensul ca d; >> d,, atunci este posibil ca si acest
element s poatd lucra asemandtor uparghii si sd asigure o amplificare a fortelor.
Avantajul acestui element fata de o parghie este ca este mult mai rigid si dezavantajul
este cd ocupa un volum mai mare i consuma mai jult material.
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Prunchul Pyal Sisterili |_="|- A R, =
4 oM™ BBy = digfdyg
faa = 110y = d1,/d1, *d2,/d2s,

Fig.8.12 Mecanism de fixare a piesei in dispozitiv cu pana circulara 1 si cu

plunjer dublu ghidat 2

\ .
f k3| p
© MASA MASINIUNELTE |
*p2
N

Fig.8.13 Determinarea grafici a raportului de transmitere a fortelor rezultante i
. . d - .
prin MSM (ig = d—Zl) si prin metoda clasica a
2

poligonului (trigon) fortelor rezultante
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9 COSINUSUL cex SI SINUSUL sex SUPERMATEMATICE
EXCENTRICE

Motto: “Filosofia, actiunea ratiunii libere, se opreste acolo...
unde faclia stiintei ne lipseste”
Voltaire, Dictionnaire philosophique

Capitolul 9
FUNCTIILE SUPERMATEMATICE CIRCULARE
COSINUS cex0 SI SINUS sex0 EXCENTRICE

9.1 Definirea functiilor cex0 si sex0

Fie E, planul euclidian orientat, raportat la un reper polar de pol O si axa
polard Ox. Simultan se considera si sistemul cartezian asociat xQy, orientat pozitiv.

Cercul C(O,R) de raza R si cercul unitate CU(O,1) sunt centrate in O(0,0),
fiind concentrice. O transformare homotetica de pol O si raport k = 1/R transforma
toate cercurile oarecare, de raza R, intr-un cerc unitate C1 = CU = C(O,1).

Fig. 9.1 Desen explicativ la definirea FSM-CE cex0 si sex0

Relativ la reperul polar, este dat punctul E(e, €) numit excentru, al cercului
C(O,R). Punctul S(s,e) este denumit excentrul cercului unitate si se poate obtine
printr-o transformare homotetica, de raport 1/R si pol O(0,0) a oricarui excentru
oarecare E.
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EXCENTRICE

Daca e, s = e/ R si € sunt constante, atunci E si S sunt excentre (puncte) fixe in
planul E,. Daca sunt variabile, atunci excentrul este un punct variabil in plan, care se
misca dupa anumite legi date.

Numerelor reale vy si v, li se asociaza, pe cercul unitate, punctele Wy si W,
(sau Wy,) si pe cercul C(O,R) punctele M, de coordonate polare centrice a; si o,
(sau @) cu polul in O(0,0). Acestora le corespunde numdérul real u denumit
coordonata polard excentrica, cu polul in S(s,¢) sau in E(e, €) ce exprima directia 0 a
dreptelor turnante d" si dg', paralele intre ele, in jurul puncte lor S si, respectiv, E, a
caror intersectii cu cercurile C si C1 sunt punctele M, , si, respectiv, Wy .

Rezulta ca, la un unghi 6 = u (modulo 2 =), care indicd directia dreptei
turnante In E sau S fatd de Ox, corespund doud unghiuri oy, = vy, (modulo 2n),
corespunzatoare celor doud puncte de intersectie ale unui cerc cu o dreaptd, asa cum va
rezulta in continuare.

Prin definitie, coordonatele carteziene X;, ale punctelor W, ,, notate cu x;, =
cex; 20 siy, = sex; .0, sunt denumite cosinus excentric si, respectiv, sinus excentric,
de variabild excentrica 0 si reprezintd prima determinare, de indice 1- principala si,
respectiv a doua determinare, de indice 2 - secundaria a FSM-CE dependente de
originea O a reperului polar sau cartezian drept, (Fig. 9.1).

Daca e > R rezulta s > 1, atunci E si S sunt exterioare cercurilor lor si
intersectiile dreptelor cu aceste cercuri au loc doar intr-un interval / domeniu I in care
0 € [0; = Oinitial » Or = Ognat], interval ce se repeta periodic, cu perioada 2w, Pentru primul
interval:

9.1) 0O y=e+mF arcsin (l) =g+m F arcsin (5)

Din (9.1) rezulta ca pentru s = oo intervalul se reduce la punctul € + &, caz in
care se obtin functii de distributie de tip impuls, care, fata de cele clasice, sunt
periodice cu perioada 27w, asa cum se aratd in lucrarea [20 > Mircea Selariu,
’’Smarandache Stepped Functions’’, Rev. « Scienta Magna », Vol.3, Nr.1 (2007), pag.
81..92].

Geometric, punctele Wy, sunt punctele de intersectie ale dreptei turnante, in
jurul polului S, cu cercul unitate C1, iar punctele M, , sunt intersectiile cu cercul
C(O,R) ale dreptei turnante, in jurul punctului E.

Unghiurile 0;; reprezintd unghiurile de directie ale celor doua drepte tangente
la C1 duse din S, aceleasi unghiuri 6; ca si ale tangentelor din E la C.

Punctelor Wy ,, de coordonate polare (ry,, 0) cu polul in S, le corespund pe
cercul C cate un unic punct My, cari, in reperul polar de pol O, au coordonatele (R,
0.1,2), iar in reperul polar de pol S, au coordonatele polare (R.rq;, 0), In care R.rq, sunt
razele polare, variabile, ale cercului C, exprimate prin functiile radial excentric de
variabild excentricd R.rex; ,0 sau de variabile centrice R.Rexa, .

Se stie ca, prin schimbarea originii reperului din O in S, respectiv E, adica,
pentru O =S # C, C fiind centrul cercului unitate, se obtin functiile supermatematice
circulare elevate (FSM-CEIl). De aceea, proiectand razele excentrice r;, pe noile axe
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9 COSINUSUL cex SI SINUSUL sex SUPERMATEMATICE
EXCENTRICE

de coordonate X si Y, cu originea in S, rezulta expresiile FSM-CEI cosinus cel; ;0 si
sinus sel; ,0 elevate

9.2) {XLZ = cel, ,0 = rex, ,0.cos 6

. , In care, asa cum s-a mai afirmat, FSM-CE
Y,, =sel, ,0 =rex, ,0.sml

redial excentric rex;,0 sunt independente de originea O a reperului. Ele sunt
dependente numai de E si C, ceea ce face ca si functiile elevate sa nu depinda nici ele
de reper, dacd sunt exprimate in functie de unghiul la excentru 0, stiind ca, prin
definitie, ele se obtin pentru O =S #C .

Fig. 9.2 FSM-CEI cel,0 sus si cel,0 joscus e[ -1,+1]sie=0 stinga,
sel;0 sus si sel,6 cu se[0,+1], e=1 dreapta

Graficele acestor functii sunt prezentate in figura 9.2.

In cazul in care, excentrul S este plasat pe axa y, adica, € = m/2 sau € = 3m/2,
functiile cel;,0 sunt egale si graficele se confunda cu cele ale functiilor cex;,0, iar
daca, excentrul S este plasat pe axa x, adicd ¢ =0 sau € =7, atunci sel, ,0 se confunda
cu sex;,0. Din aceastd cauza, in figura 9.2 s-au prezentat graficele functiilor cex; ,0
pentru €= 0 iar garficele functiilor sel;,0 pentru € = 1. Rezulta

93 X, = cexm@ = cell,2 0,5 < Oy)
©-3) Vi, =sex;, 6,5 < Ox)
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Au fost denumite elevate, deoarece, asa cum se poate observa din graficele lor,
prin modificarea excentricitatii graficul functie urca sau coboara, adica este elevat.

Din figura 9.1, se observa ca punctele W, au, simultan, aceleasi coordonate
X172, Y12, €xprimabile odatd cu ajutorul variabilei centrice @, prin FCC cosay, $i
sinay; §i, altddata, prin variabila excentricd 6, coordonate care devin, geometric, prin
definitie, functiile FSM—CE cosinus cex;,0 si sinus sex;,0 excentrice de variabild
excentrica 0. Expresiile lor sunt, aga cum s-a mai aratat

©.4) {xl’z (0) = cex, ,0 = cosa, , = cos[aex, ,0] = cos[d F arcsin[s.sin(d — &)]]

V12(0) =sex,,0 =sinq, , =sin[aex, ,0] = sin[0 F arcsin[s.sin(0 — £)]]

0.5} X
(O

00 XK
5 5
NX0R /
XX

777\ A

-0.5 F

0
XXX

(XY QO
e

|

‘0"00
5
= y \\ aas——— -1k

XA

KON

XN
(TN

TOOOROOOXX
K
N

Fig. 9.3 Graficele FSM-CE stinga : cex;0 (rosu) si cex,0 (albastru) sus si
c2ex;,0 (jos) siin dreapta sex,0 (rosu) si sex,0 (albastru) sus si s2ex;,0 (jos)
pentru S(s € [0, 1], e=0)

In figura 9.3, sus, sunt prezentate graficele FSM-CE cex, ,0 - stanga si sex; ,0
in dreapta, pentru un excentru punct fix i excentricitate simpla, adica S(s € [0, 1] , €
= 0) si in partea inferioara de dubla excentricitate, notate conventional cu c2ex;,0 si,
respectiv, cu s2ex 1,0 si a caror expresii de definitie sunt
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0 c2ex, ,0 = cex, , {0 F arcsin[s.sin(0 — £)],5(s, &)}
©-) s2ex, ,0 = sex, , {0 F arcsin[s.sin(0 — €)],5(s, &)}

in exemplul anterior, cele doud excentricitati s; = s, = s erau egale, ca si
unghiurile €=¢, =¢. Ele pot fi, insa, si diferite Si(s;, €1) # Si(sz, &), In care caz,
functiile se pot nota c1;2ex,,0 si, respectiv, s1;2ex;, 0.

Pentru un excentru S(s € [ 0, 1], € = 1) cu € = 1, graficele sunt prezentate in
figura 9.4.

Asa cum s-a prezentat in lucrarile [5], [6], [7] s1 [8], curbele plane, sau din 2 D,
obtinute prin utilizarea FSM au fost denumite excentrice, spre deosebire de cele
cunoscute din matematica centrica (MC) care au fost denumite centrice.

Denumirile apartin regretatului matematician Anton Hadnagy.

Excentricele elevate ale caror ecuatii parametrice sunt FSM-CEI (9.3), adica

x,, =cel, ,0
' ' sunt prezentate, in 3D, in figura 9.4: in stdnga pentru

9.6) M, {

b
Vg = Selu@

prima determinare, de indice 1 §i in dreapta pentru a doua determinare, de indice

10k

Fig. 9.4 Graficele FSM-CE cex0 si sex0 de S (se [-1, +1], e=1).

Pentru excentrictate numerica supraunitara (s>1), FSM-CE sunt discontinue.

O familie de functii cex;,0 (sus) si sex;,0 (jos) cus € [ 1, 3] sunt prezentate n
figura 9.6.

in aceleasi figuri, s-au prezentat si functiile sina (sus) si cosa (jos), functii
care delimiteaza zonele de adiacenta dintre extremitatiile celor doua determinari,
principala si secundara, care, impreund dau o curba inchisa. Cu cresterea excentricitatii
numerice s€ [1, 3], maximele curbelor sex;,0 se apropie de axa y, la fel ca si punctele
de nul ale functiilor cex;0.

Taceste garfice € s-a ales nul (¢ = 0). Comparand figura 9.3 cu 9.6 se observa
ca, daca, in prima, sex;,0, pentru s <1 cele doua determindri sunt de semne contrare,
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pentru s > 1 sunt de acelasi semn, aga cum rezulta si din figura 9.1, deoarece, ambele
puncte W, , se situeazi pe aceeasi semidreapta d*, ceea ce nu se mai potriveste pentru
functia cex; ,0, care are un punct M; in cadranul 2, pentru O [— 7/2, m/2], si punctul
M, in cadranul 1. De aceea, prima determinare este negativa si cea de a doua este
pozitiva, in domeniul amintit, reprezentat in figura 9.6-sus 4.

Fig. 9.5 Excentrice elevate

Fie cercul C (R,0), plasat cu centrul in originea O(0,0) si de raza R, a carui
ecuatie este
(9.7) C:x*+y =R

Prin intersectarea lui cu dreapta d, care trece prin punctul E( e, g), avand
coeficientul unghiular m = tan® si ecuatia
9.8) d : y—R.esing — tan0 (x — R. e.cosg) =0,
se obtin punctele de intersectie

x1,2 = R[e.sin(0).sin(0 - €) + cosO \/l—sz sin*(@—¢) ]

9.9 M,

y1,2 = R[—e.cos(0).sin(0 - €) + sin® \/1—s2 sin*(@—¢) ]
Expresiile din relatiile (9.9) reprezintd produsul dintre raza R, a cercului

C(R,0) si FSM-CE cex;,0 si, respectiv sex; ,0, astfel ca aceste FSM-CE au, pentru R
=1 si expresiile

(9.10)  xy2=cex;,0 = e.sin0.sin(0 — &) £ cosO \/1 —s’sin*(@—¢) si

(9.11)  y1,=sex;,0 =—e. cos0.sin(0 — &) + sinf \/1 —s’sin’*(0—¢)

Asa cum s-a mai afirmat, toate FSM-CE contin radicalul

290

BUPT



9 COSINUSUL cex SI SINUSUL sex SUPERMATEMATICE
EXCENTRICE

del;,0 = \/l—s2 sin’(@—¢), prin care Prof. Dr. Math. Octav Em. Gheorghiu

afirma ca aceste functii se alatura, sau ca apartin familie functiilor eliptice.
Semnul plus (+) din fata radicalului corespunde primei determinari, principale
1, iar semnul minus ( —) celei de a doua determinari secundare 2.

T T T T 17171717

L L L L L L

Fig. 9.6. FSM-CE cex si sex de excentricitate numerica supraunitaras € [ 1,3 ]

Se observa, din relatiile de definitie (9.10) si (9.11) ca
(9.12)  cexy(0 +m) = cex;0 si cexy(0 +m) = cex;0 si
(9.13)  sexy(0 +m) = sex,0 si sex,(0 +m) = sex;0, ceea ce, prescurtat, se scrie

cex,, (0 + ) =cex, 0
(9.14) 1,2( ) 2,1
sex,, (0 + ) = sex, 0

Pe baza relatiei dintre unghiuri 0 = a5, + B 2 o2 =0 — P 1 si pe baza
relatiei (9.4), de corespondenta dintre functiile circulare centrice si excentrice, rezulta
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©.15 X, =cex,,0 =cosa,, =cos(6 — 3, ,) =cosfcos B, +sinf.sin 3,
13) Vi, =sex,0 =sina,, =sin(0 — f,) =sinb.cos f,, —cosf.sin 3, ,

o noud formad a expresiilor FSM-CE cex;,0 si sex; ,0.

1.0 1.0}

05 057

205 051
10k - 1.0 F
| S(e = ep.c0830, £ =0), e € [-1, 1] sex 0
1.0 ¢
0571
1 2
05 ¢
- 1.0 F
| cex0 S(e = ey.sin30, £ = 0), &) € |1, 1] sex0

| Fig. 9.7 FSM-CE cex0 si sex0 de excentricitate numerica variabila (30)

Deoarece 3, ,= bex;,0 = bex,0= arcsin[s.sin(6—¢)] pentru prima determinare,
principala si bex,0 =z - arcsin[s.sin(6—¢)], stind cd p; + B, = @, rezultd o alta forma a
expresiilor functiilor, data, in exclusivitate, de variabila excentrica 0.

(9.16) Wi,
{xu = cex, ,0 = cos(0 — bex, ,0) = cos O cos(bex, ,0) + sin 0.sin(bex, ,0)

Vi, = sex;,0 =sin(@ — bex, ,0) = sinf.cos(bex, ,0) — cos §.sin(bex, ,0)

In cazul in care, excentrul este un punct variabil, adica e si/sau € sunt variabile,
dupa diverse legi date, se obtin grafice ale functiilor cex;,0 si cex;,0 precum cele din
figura 9.7. Ele pot fi utilizate fie pentru reprezentarea si prelucrarea unor semnale
complexe, fie, ca atare, pentru frumusetea lor, asa cum sunt cele publicate in lucrarea
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[21] care se bucura in SUA de succes, ocupand locul 10 in topul de 10, din luna august
2007, din cele peste 1650 de lucrari.

In figura 9.7 sunt prezentate primele determiniri ale FSM-CE cex0 si sex0 a
carui excentru S se deplaseaza din originea 0(0,0) > (s = 0, 6 = 0, cos30 = 1), pe axa
x(¢ =0si € =m ), pand in punctele X de pe axa Ox — X(s > 0, 0 ) - puncte care
evolueaza progresiv pand in extremitatea A(1, 0) 2> (s =1,0 =0 > cos30 = 1),
ajungand si in extermitatea A ‘(—1,0) 2> (s=1, cos30=—1-> 30=n > 0 =a/3).

-05 [

- 1.0 F

| cex0 S(e = ep.c0850, £ =0), e € [-1, 1] sex0
| Fig. 9.8,a FSM-CE cex 0 si sex 0 de excentricitate numerica variabila (50)
1.0
10
0571
05}
| "
Q 7
0.5 ﬁl
05 | I 2
10 F Lo+
cex® S(e=¢epcex30,£=0),¢, [0, 1] sex0 S(e =e(.sex 50, £ =0),
ey € [0,1]
Fig. 9.8,b FSM-CE cex0 si sex0 de excentricitate numerica variabila
cu FSM-CE

La fel pot fi determinate si deplasarile excentrului S(s, €) dacd s = s,.sin36
pentrusy € [0, 1],cue=0si 0 € [0, 2 «] ce corespund graficelor din figura 9.7 jos.

In figura 9.8 sunt prezentate primele determinari ale FSM-CE cex® si sex0 a
carui excentru S se deplaseaza pe axa x dupa legea e = ej.cos50 sie=0cu e, € [0, 1] .
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4 =
O

Fig. 9.10 FSM-CE cex0 > Cexa, sus si sexf = Sexo; jos,
de excentrus =—s, / Rex(o; =0)

FSM-CE, avand multiple utilizari, ele pot fi folosite si la exprimarea legii de
deplasare pe axa x a excentrului mobil S, asa cum se poate observa din graficele
prezentate in figura 9.9.

In aceasta figurd, legea de variatie a FSM-CE este data tot de o FSM-CE, si
anume, cex30 pentru cex0 si cex50 pentru sex0.

O situatie mai deosebitd o reprezinta graficele FSM-CE din figura 9.10
pentru care excentrul S variaza dupa legea

_S()

J1-5% —2s.cos(0 - &)
excentrica de variabila excentrica devine
(9.18) aex;0 =0 — arcsin[s.sin(0 — g)] =

=0 + arcsin|[s.sin(6 —€) / \/ 145> —2s.cos(0 — &) | = Aex(a, > 0)
cu graficele din figura 9.9. In stdnga -sus- excentrele S; sunt puncte fixe, iar in dreapta
sunt mobile dupa legile indicate in desen.
Functiile de s = s¢sin3a au fost suprapuse peste cele de s = sycos3a, care oscileaza in
jurul primei bisectoare, dupa ce li s-au schimbat semnul si s-a adagat constanta /2, ca
sd oscilze fata de directia celei de a doua bisectoare.

Din prima familie de functii, de excentricitate numerica variabild, pentru s =
1.cos3a, rezultd functii periodice in salturi, care oscileaza in jurul valoriilor de -37/2,
-m/2, m/2, 31/2 s.a.m.d, (Fig. 9.9 jos) avand cate o prioda completa de oscilatie in jurul
fiecarei constante amintite.

Graficele functiilor, reprezentate in figura 9.10, sunt ale functiilor cosinus -
Cex(a; = 0) - si sinus - Sex(o,; = 0) - excentrice de variabili centrici a, = 0.

9.17) s=

= — sy/Rex(a> 0) astfel ca functia amplitudine
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Forma graficelor nu depinde, evident, de denumirea pe care o atribuim
variabilei si nici de litera greceasca cu care o notam.

Daca, in locul radicalului Rex(a; = 0), introducem functia del,0, adica
(9.19) s = s/ del; 0 se obtin graficele din figura 9.11.

Fig. 9.11 FSM-CE cex® sus si sex0 jos
de excentru S(s =sy/del(0),e=0)cus, e [—1, 1]

In figura 9.13 sus este prezentata functia
(9.20) C(0) =bex0 —bex(0 —m ), cu ajutorul careia, pentru e = 1, se obtine o forma
de cremalierd, asa cum este reprezentat si in figura. Ea, functia, ca si multe alte FSM-
CE, ar putea servi la desenarea sau reprezentarea unui organ de magind, de acest gen,
in cadrul unui nou tip de programare asistata de calculator denumita si abreviata prin
SM - CAD - CAM.

9.2 DERIVATELE FUNCTIILOR cex® si sex0.

Derivatele acestor functii se obtin, fard nicio dificultate, prin derivarea
expresiilor lor de definire. Astfel, derivata lui cosinus excentric, ca functie de variabila
excentrica 0, notata cex’;,0, este
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d(cex,,0) da, , B d(cosa,,) da,, B
da,, dO da,,  do

=—sing, 5.dex; ,0 = — sex;,0 . dex;,0

(921) CeX’]’ze = d(cexlnze)/dﬂ =

T W

’ =cex’ é
2 2

Fig.9.12,a Derivatele FSM-CE cex;, 0 si sex;, 0

In mod asemanator, si la fel de simplu, se determina derivata functiei sinus
excentric sex®.

d(sex,,0) da,, B d(sina,,) da,, B
da,, do da,, ~ db
= coso,. dex;,0 = cex;,0.dex;,0

Grafic, derivatele primelor determinari ale functiilor sunt prezentate in figura
9.12. Se observa ca, pentru s = 0, se obtin cunoscutele derivate ale FCC:

(9.22)  sex’1,0 = d(sex;,0)/d0 =

cos0’ = — sin0 si sin®’ = cos0, deoarece, in acest caz, FSM-CE dex0 = 1.
Fiindca, in acest caz, 0 = o, rezulta ca si (cosa)’ = —sina §i (sina)’ = cos .

Deoarece
(9.23) cex; .0 = cel;,0 +e, = cel;,0 +e.cose si

(9.24) sex;,0 =sel;,0 +e, =sel;,0 + e.sing, rezulta ca derivatele FSM - CEl

(elevate), pentru un excentru S punct fix, sunt aceleasi cu ale FSM-CE (excentrice).
Aceste derivate exprimd proiectile vitezelor variabile ale punctelor W, de pe

cercul C(O,1), pe axele de coordonate x si, respectiv, y, In miscarea circulara
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excentrici (MCE), pentru o vitezd unghiulard de rotatie a dreptei d, in jurul
excentrului S, constanta si egald cu unitatea (2 =1).

Fig.9.12,b Graficele derivatelor FSM-CE cex’; ,0 — stanga-
si sex’;,0-dreapta- pentru s € [-1, +1]

Fig.9.12,c Graficele derivatelor FSM-CE de ordinul doi
cex”,0 € stinga - si sex”;,0—> dreapta- pentru s € [-1, +1]

Vitezele punctelor sunt exprimate prin derivatele FSM-CE, fatd de centrul
0(0,0) si, prin derivatele FSM-CEL, fata de ex-centrul S(s, €).

Derivatele acestor functii fiind aceleasi, rezultd cd vitezele nu depind de
originea sistemul de coordonate ales. Concluzie la care s-a ajuns si in cadrul capitolului
dedicat MCE, aratandu-se ca derivatele vectorilor de pozitie ai punctelor M, de pe
cercul C(O,1), exprimate atat de vectorii R;,(ay,) de modul constant si egal cu
unitatea, cu polul in O(0,0), céat si de vectorii de pozitie, de modul variabil r,(0) =
Rurex;,0 cu polul in S(s, €), erau egale si egale cu vitezele de modul v;, = R.
Q.dexlﬁzﬁ.

Se observa si din figura 9.12, cd sumele vectoriale ale vectorilor derivata ale
lui x; , 51 y;,, sunt
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(925) ;;1’2 + }71,2 = 1_7)1’2 = dexl’z.der °c1,2’ pentru R= 1, Q= 1,
fiind, deci, egale cu vitezele din punctele W .

NS

e

Fig.9.12,d Graficele derivatele FSM-CE Cex’ e — sus-
si Sex’« - jos- pentrus € [-1, +1]

Cea de a doua derivata a acestor functii, excentrice si elevate, sunt
(9.26) cex’;,0 =d(cex’;,0) /d 6 = d(— sex;,0 . dex;,0) / dO =
=—(cex 0. dele,zﬂ + sex;,0 dex’;,0) i
(927) sex”1,29= d(sex’l,zﬁ) /d = d( cexl,zﬂ . dexl,zﬁ) /de =
= (— sexl,zﬂ . dele,zﬁ + cexl,zﬂ dex’l,z(-)) .
Ele reprezinta proiectiile acceleratiilor punctelor W;, din MCE pe cele doua
axe x siy. Observatia anterioara, de la viteze, fiind valabila si pentru acceleratii.
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Graficele derivatelor de ordinul doi ale FSM-CE cex0 si sex0 sunt prezentate
in figura 9.12,c, iar graficele primei derivate a functiilor cexa si sexa, de variabila
centricd, sunt prezentate in figura 9.12,d.

Y
|
i

7 T T 11T
I T

—_
LI LA L
L

N
T

S e e

— —

Fig.9.12,e Graficele derivatele FSM-CE de ordinul doi Cex"« T sus-
si Sex"a | jos-pentrus € [-1, +1]

9.3 APLICATII MATEMATICE si TEHNICE ale FSM-CE cex0 si sex0

Asa cum s-a afirmat anterior, una dintre aplicatiile cele mai importante, dupa
parerea autorului, consista n aplicatia tehnica ce constd in desenarea unor organe de
magini (cremalierd, care a fost amintita anterior - Fig.9.13,a -) si chiar a unor sisteme
tehnice 1n ansamblul lor (avion Fig.7.1, casd s.a) si ele prezentate succint in aceasta
lucrare, precum §i a unor entitati artistice (Meduze, Fig. 9,13,b).
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Functia C = bex 0 — bex(0 — n/2) si cremaliera
desenata cu aceasta functie pentru e = 1

1 2 3 4 5 6

Fig. 9.13,a Functiile cos C si sin C

SM - CAD-CAM, de care s-a amintit, ar fi o aplicatie in care matematica si
tehnica s-ar regdsi / contopi intr-un singur tot: obiectele tehnice (Fig. 9.13,b) s-ar
putea inlocui prin reprezentarile lor matematice, cecea ce ar fi un inceput promitator
pentru economia de memorie §i pentru un viitor de succes al stiintei si al tehnicii.

In partea de jos a figurii 9.13,a sunt reprezentate functiile cosC si sinC.
Intrebarea este daca aceste functii apartin ME sau MC ? Sigur este ca ele apartin
supermatematicii (SM), care inglobeaza/cuprinde ambele domenii.

Alte aplicatii, mult mai importante, ale noilor functii cex0 si sex0 vor fi
prezentate in continuare, incepand cu diversificarea obiectelor matematice sau, mai
precis, la obtinerea unor obiecte matematice noi cum este, de exemplu, stramba, ca o
generalizare a dreptei, torul cu sectiune patrata, tiunghiulara sau hexagonala si de
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forma rotundé/circulard, ca si torul cu sectiunile amintite si de forme triunghiulare,
patrate, hexagonale, tor (bi)patrat, Fig. 9.13,b s.a.

=
&

Fig. 9.13,b Obiecte tehnice (Toruri (bi)patrate inlantuite) si
obiecte artistice (Meduze) realizate cu FSM-CE

in domeniul 3 D se pot aminti si reprezenta elice de diverse forme (circulare,
patrate, tringhiulare s.a.) de pas variabil, in sensul ca pentru 2n rotatii pasul poate fi
stabilit constant, apoi, pentru urmatoarele 2n rotatii elicea are pasul zero.

9.3.1 INTRODUCEREA NOTIUNII DE STRAMBA iIN MATEMATICA

Aflandu-ne, acum la finele primului volum, poate rezulta mai clar, ceea ce s-a
afirmat in introducerea lucrarii, si anume, ca matematica centrica are dimensiunea
topologica zero, a unui punct, in timp ce, matematica excentrica are dimensiunea
topologica de minimum 2, a unei suprafete. De asemenea, cd matematica centrica
este proprie sistemelor ideale, perfecte, liniare, in timp ce, matematica excentrica este
proprie sistemelor reale, imperfecte, neliniare.
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Intre cele doud matematici nu existd nicio granitd, niciun obstacol real, de
aceea se poate afirma ca noile complemente de matematica sterg granitele, care au
existat pand acum, dintre liniar si neliniar !

Asa cum a propus regretatul maematician Anton Hadnady, toate curbele
cunoscute din matematica centricd se vor denumi in continuare centrice si cele
corespondente matematicii excentrice se vor denumi excentrice [1],[4],[5],[6], [7]-

Fiecarei curbe cunoscute din centric, adica fiecérei centrice, 1i corespund o
infinitate de excentrice. Astfel, unui cerc, unei elipse, unei hiperbole, unei spirale
s.a.m.d. i corespund o infinitate de excentrice circulare, eliptice, hiperbolice s.a.m.d.,
evident de forme care se abat de la centricele generatoare, cu atat mai mult, cu cat
excentricitatea are valori mai mari. Din ecuatiile excentricelor, pentru e = s = 0, se
obtin, in mod evident, centricele.

In mod analog, fiecarei centrice liniare, denumita dreptd, din matematica
centricdi (MC), in matematica excentrica (ME) 1i vor corespunde o infinitate de
excentrice “liniare” ce vor fi denumite strambe. Deoarece, ceeca ce nu e drept e
stramb si totodata “liniar”, pentru ca are o singura dimensiune, lungimea, pentru a se
deosebi de dreapta, chiar daca-i mai spunem si excentricd. Prin urmare si dreapta este
un caz particular de stramba : o strAmba de excentricitate nuld, asa cum este prima
bisectoare din figura 9.14.

PUNCTUL
Punctul si dreapta sunt entitati si notiuni elementare ce nu pot fi definite in
matematicd; dar numai dreapta este o figura fundamentald in geometria centrica.

F
¥
Mdx= oo, l!' R - i s o
Yo 0.7 = s’y M,__ "-'I.:.\- i ‘::|' I. |l-l-. ..|--t|,: ?r'lt_-i_::::'_..:l
Tk eau|ik, 5] ?"
/5 Mi
Wi sewifl. §)) : j": i' Wil %= eesizda = L)
:_.- ey v = sy, s = i 8
Fi \ le %, = 2eexda'3, M=l |
i | P
=w3 (Al 0)
P
oo, 0y 5,(0,6;0) %= cex(f. §) Xny=2

x;, = cexfll, §)

In plus, punctul este singura entitate de dimensiune nuld, astfel ca el este
acelagi, ca forma sau, mai precis, fard ea, iIn ambele matematici: centrica si excentrica,
intrucat el (ne- avand “figurd”) nu-si poate modifica forma prin cresterea valorii
excentricitatii.
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Totodata, punctul nu are coordonate unghiulare (unghiurile lui Euler 0, o, y)
ci numai coordonate liniare x, y, z. In consecintd, el este neorientabil, fiind doar
localizabil 1n spatiul bi- sau tridimensional 3D.

Localizarea punctului in spatiul 2D (planul centric), dat de Mcz(X,y) = Mca(2,
0,7), difera, insa, de localizarea lui in planul excentric Mg, si Mg;.

Coordonatele punctului, in planul excentric, prezentate in figura alaturata, in
care ambele axe sunt excentrice, de acelasi excentru S (s, € = z [rad]) = S [0,6 ; 0,5]
sunt: Mg { cos[x - arcsin[s.sin[x-z]]= cex0 ; sin[y - arcsin[s.sin[x-z]]= sex0}, aici 0 >
X,eDzZsiaDy

DISTANTA DINTRE DOUA PUNCTE

Distanta dintre doua puncte M;(xy, y1) si Ma(X,, y2), exprimate in coordonate
carteziene, se calculeaza, asa cum se stie, cu formula :

(9.28) M M) = (0, =x,)” + (7 =32

Identificam pe M; cu excentrul S(sy, Sy) exprimat prin coordonate carteziene
S(sy = s.cosg, sy = s.sing) sau in coordonate polare S(s, €) si pe M, cu punctul W de
intersectie a semidreptei d ¥, turnante in jurul excentrului S, cu cercul unitate exprimat
prin W (x = cex 0, y = sex 0), in coordonate carteziene sau, in coordonate polare, cu
W(R.rex 6, 0), daca functia rex 0 este exprimata in functie de variabila excentrica 0 si
cu W (R Rexa, o) daca este exprimata in functie de variabila la centru (sau centrica)
o.

Atunci, relatia (9.28) va exprima si distanta dintre excentrul E si punctul W de
pe cercul de raza R care este, prin definitia functiei radial excentric (rex 0) -
multiplicatd cu raza cercului R, adica, tocmai distanta de la E la W :

(9.29) dM, M ,)=d(E, W)
_{R.rexe = R[—s.cos(f — &) + /1 — s2sin?(0 — ¢)]

R.rexa = R\/1+ s2 — 25.cos(x —¢)]

in care: s este excentricitatea numerica si ¢ = sR este excentricitatea reala, e - distanta
de la originea O la excentrul E.

S-a mai afirmat in lucrare, ca FSM-CE radial excentric rex;,0 exprima
distanta, In plan, dintre doud puncte S si M, in coordonate polare.

Relatiile (9.29) rezulta prin inlocuirea coordonatelor punctelor E = M; si W =
M, in relatia (9.28), dar sunt cunoscute §i ca expresiile invariante ale functiei
supermatematice circulare excentrice radial excentric (rex0 sau Rexa) [1], [8], [11].

Observatia prin care functia rex si Rex, o adevarata functie “rege”, poate
exprima toate curbele plane cunoscute si o infinitate de curbe plane noi, dar exprima si
distanta dintre doud puncte in plan, in coordonate polare, apartine Prof. em. dr. math.
Octav Emilian Gheorghiu, regretatul sef al Catedrei de Matematica de la Facultatea
de Mecanica din Timisoara. Totodata, trebuie reamintit ca, normarea functiilor radial
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excentrice s-a facut la propunerea Prof. Dr. Ing.Dan Perju, in vremea in care era decan
al Facultatii de Mecanica din Timisoara.

STRAMBA DE VARIABILA EXCENTRICA 6

Dreapta, avand o (singurd) dimensiune, liniara, isi modificd forma la trecerea
din liniar (centric) 1n neliniar (excentric), adicd se stramba din ce In ce mai mult, prin
cresterea excentricitafii numerice s, asa cum se poate observa in figura 9.14.

Ca si in cazul altor excentrice [4] [5] [ 6], strimba se va obtine prin
inlocuirea functiilor centrice, din ecuatiile dreptelor, cu cele excentrice corespondente.

Functiile supermatematice, obtinandu-se prin inlocuirea variabilei centrice o
cu functia (de variabila excentrica 0) denumita in SM functia amplitudine excentrica
aex0.

De aceea, ecuatia
(9.30) ou(B)=aex B =0 — arcsin[s.sin(0-€)],
va reprezenta ecuatia strimbei primei bisectoare.

Ca sa fie mai usor de recunoscut, prin functia de reducere la primul cerc, ea se
poate scrie nu in functie de unghiul 0, ci in functie de variabila reala x € R astfel :
(9.30°)  y(x) = aex (x) = x — arcsin [s.sin(x -z)], functie reprezentatd in figura 9.14
pentru excentricitati numerice variind in domeniul s € [-1, + 1], in care strambele
prezinta grafice continue.

Pentru | s | > 1, strambele sunt continue numai pe portiuni. Pe acele portiuni
pe care, dreapta turnanta din excentrul S, acum exterior cercului unitate, intersecteaza
cercul unitate.

Principiul este valabil si pentru distanta dintre doud puncte: pentrue =0 > E
= O si distanta SW = OW = R, raza cercului. In acest caz, rex ((0, s = e = 0) = Rex((a,
s = e =0) = 1; ceea ce rezulta si din relatiile (9.29) pentrus =e=0 .

Ecuatia dreptei ce trece prin originea O (0, 0) a sistemului cartezian drept xOy
este
(9.31) y=mx=tank. x ,
astfel ca ecuatia strambei, de variabila excentrica x va fi

(9.32) y = m.aex (x, S) = tan k.aex [x, S(s, €)] = m.{x-arcsin[s.sin(x-z)]},
in care s si z= ¢ mod (27) sunt coordonatele polare ale excentrului S.

Ecuatia strambei (si a dreptei) determinata (ce trece prin) de punctul M (X
,Yo) §1 de directie m este

(9.33) y =m{x — X, — arcsin[s.sin(x-z)]} + yo,
obtinuta din ecuatia dreptei generatoare
(9.33") Vy—Yo=m (X —Xo)

Plecand de la forma generala a dreptei si a ecuatiei de gradul intai, data de Pier
Fermat (1637), rezultd ecuatia generala a strambei :

305

BUPT



9. APLICATII ALE FSM -CE cex SI sex

(9.34) A.{x-arcsin[s.sin(x-z)]} + B.y+C=0.

O

N
N

N
-

Fig. 9.14. Familie de STRAMBE rezultate din ecuatia primei bisectoare ca
FSM-CE amplitudine excentrica.
Pentru s =+ 1 se obtin linii frante(Curbe «in trepte » Florentin Smrandache
si Curbe « linii drepte frante » Octav Gheorgiu)

Ecuatia normald a strambei, rezultatd din ecuatia normala a dreptei, data de A.
Cauchy (1826), este
(9.35) {x-arcsin[s.sin(x-z)]}.cosa+y.sina—p=0,
in care p este lungimea normalei la stramba de e = 0, dusa din originea reperului, iar a
este unghiul pe care normala 1l face cu directia pozitiva a axei absciselor x.
Asemanator, se pot obtine ecuatiile strambelor ce trec prin doua puncte,
plecand de la forma data de S. Lacroix (1798);
(9.36 ) Y=y _ {x—arcsin[s.sin(x-z)]}-x;

Y2=V1 X2—X1
sau ecuatia strambei de s = 0 (dreptei)
“’prin taieturi’’ data de A. Crelle (1821)
(9.37) x—arcsin [s.sin (x—2z)] + y _

1=0.
a
Importanta strdmbei consistd In aceea cd ea poate reprezenta caracteristici
elestice neliniare, strict necesare in dinamica sistemelor tehnice, a vibratiilor sistemelor
neliniare, caracteristici elastice statice (CES) greu de obtinut anterior numai cu MC.
In figurile 9.15 si 9.16 sunt prezentate strimbe de m = 1 si excentricitate
supraunitara si, respectiv, strambe ce trec printr-un anumit punct M, si de panta m = 3.
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Functiile supermatematice, de variabild centricid o, elimind dezavantajul
discontinuitatii, prezentat de functiilor supermatematice circulare excentrice de
variabila excentrica 0, aga cum s-a aratat in lucrarea [8].

STRAMBE DE VARIABILA CENTRICA o

Se obtin in mod asemanator, cu observatia ca variabila X, din ecuatiile
dreptelor, exprimate in diverse forme, se inlocuieste cu functia de variabild centrica
Aex (a, S), data de expresia cunoscuta :

. s.sin (x—¢ i s.sin (x—¢
Aex a=0(a)=a+p(a) =x +arcsm# = +arcsm+)
Rexa J1+s2-2scos(x—¢)

In cazul functiilor de variabild excentrica, dreapta generatoare d se rotea in
jurul excentrului S si intersecta cercul unitate In punctele Wy,. Apoi, din centrul O
rezultau directiile radiale centrice o, ,. De aceea, pentru excentrul S, exterior cercului
unitate, functiile existau numai in anumite domenii.

Fig.9.15 Strambe de excentricitate Fig.9.16 Strambe ce trec pin punctul
numerica e supraunitara My (2,3), m=3
se[-2,2],m=1

In cazul functiilor de variabila centrica, dreapta generatoare se roteste in jurul
centrului O al cercului unitate, astfel ca, oriunde ar fi excentrul S, in planul cercului,
dreapta intersecteaza in permanenta cercul unitate in punctele W, ,, diametral opuse,
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intr-o varianta posibila si segmentele SW,, vor defini directiile radiale excentrice de
unghiuri 0, ; cu axa absciselor.

e e
1 2 4 6

Fig.9.17 Familie d¢ STRAMBE de variabili centrici, pentru excentrictate
numerica s € [-2,5;2,5] si coeficient unghiular m =1

Functiile supermatematice circulare excentrice si hiperbolice de variabila
centricé vor fi tratate in extenso in continuarea acestei lucrari (Vol. II).
Ecuatia familiilor de strAmbe de variabila centrica, ce trec prin punctul M, (
X0, Yo) §1 de coeficient unghiular m = tan k, este :
_ . e.sin (x-z) _
938) y-yo=m[x+ aresing Xo]

si pentru My (2, 3) si coeficient unghiular m = 3 sunt prezentate in figura 9.17.

CONCLUZII LA STRAMBE

La intrebarea pusa de Fourier, intr-o discutie cu Monge in 1795 si relatata de
Jeremy Gray in “Idei despre spatiu” , “CE ARE DREPT O LINIE DREAPTA ? «
acum se poate raspunde cu certitudine : "EXCENTRICITATE NULA”

Stramba, ca si degenerata ei - dreapta, imparte planul in doud semiplane
pentru Abs[s] <1.

Daca A. G. Kostner afirma la 2 august 1789 “ Nu exista o definitie clara a
dreptei”, acum se poate afirma cu claritate cd dreapta este o strimba de
excentricitate nula.
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Mai raméane de aprofundat / definit clar ce-i stramba ? Pentru ca exista foarte
multe curbe diferite de dreapta dar si de stramba.

Si strAambele sunt de mai multe genuri. Asa, de exemplu, utilizand functia
amplitudine (sau amplitudinus) am(u,k) a lui Jacobi, din teoria functiilor speciale
eliptice, foarte asemanatoare cu functiile aex8 si Aexa, care sunt denumite, din aceasta
cauza, chiar amplitudune excentrica de variabild excentrica si, respectiv, centrica, prin
analogie cu faunctia amplitudinus, se obtin curbe foarte apropiate de strambele
prezentate in prezenta lucrare. Aceste strambe ar putea fi definite ca strambe eliptice
Jacobi.

Si alte functii supermatematice circulare si hiperbolice excentrice, elevate si
exotice pot la fel de bine exprima caracteristici elastice neliniare, asemanatoare
strambelor de excentricitate diferita de zero.

Vom denumi strambele obtinute cu functii circulare excentrice strimbe
excentrice, iar cele obtinute cu functii circulare elevate si exotice, strambe elevate si,
respectiv, exotice.

Toate acestea pot fi de simpla, dubla sau multipld excentricitate, iar excentrul
poate fi un punct fix (e, € = constante) sau de punct mobil ce evolueaza pe diverse
curbe.

9.3.2 LOBE, CVADRILOBE SI SISTEME VIBRANTE
CVADRILOBICE

Lobele sunt familii de curbe inchise, rezultate din transformarea continua a
cercului intr-un poligon perfect, fiecare curba inchisd a familiei, dispundnd de mai
multi lobi (Fig.9.18), cu exceptia curbei generatoare, care, in toate cazurile, este un
cerc, cu zero lobi.

Curbele din familia de lobe se disting printr-o anumita raza R si excentricitate
e, sau 0 anumitd excentricitate numerica s = ¢/R, denumita i modul.

In toate cazurile, pentru s = 0 se obtine cercul, care nu dispune de niciun lob,
fiind considerata curba generatoare a familiilor de lobe si, pentru s = 1, se obtine un
poligon cu n laturi, perfect rectilinii.

Pentru valori intermediare s € (0, 1) se obtin n-lobele. Raza R a cercului
generator al lobelor, aceeasi pentru o familie de lobe, imprima marimea curbelor din
familie, in timp ce, excentricitatea e sau s modifica continuu forma lobelor din familie:
de la cerc (s = 0) la un poligon perfect cu 3, 4...n laturi (s =+ 1).

Transformare continua a cercului intr-un poligon cu n laturi perfect rectilinii
este posibila prin utilizarea functiilor supermatematice circulare excentrice de variabila
excentrica 0 [1], [2], [3] sau centrica a [10], dependenta dintre variabile fiind data de
relatia cunoscuta
o = 0 — arcsin[s.sin(0 - €)] Cvadrilobele (QL) sunt o familie de curbe inchise cu 4
lobi, rezultate din transformarea continud a cercului in patrat, de forma patratelor cu
laturi curbe si colturi rotunjite (Fig.9.19), exprimate de ecuatiile parametrice
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x = R.dex6
(940) M y = R.dex(0 + g)

sau, mai simplu:

R.cos(6—¢)
X = —————=—= R.coqf
JR2%—e?%sin2(6-¢)
(9.40) M i
R.sin(6—¢) — R.Siq9

- JR?%—e2%cos?(0-¢)

pentru s’ [0, 1].

Fig. 9.18 O triloba (verde) si o cvadriloba (rosie)

FUNCTII CVDRILOBE (FQL)

Coordonatele punctului curent M(x,y) = [QL(s)], ce apartine unei cvadrilobe

(de raza R =1 si de excentricitate numerica s = k, cu excentrul S pe axa x= € =0) si
semidreptei d* (0 = ), cu polul in originea 0(0,0), adicda M = d* (¢p)N QL(s = k), sunt,
totodatd, functiile cvadrilobe centrice (FQC) cosinus cvadrilob (coq0) si sinus
cvadrilob (siq0) centrice de variabila excentrica 0 [Fig.9.19].

Coordonatele polare ale lui M(r, ¢) , de variabila excentrica sunt
cos0

X = €0q0 = ————

©41) M o VKT wiilizand (9.39),
y =siq8 = V1-k2%cos20
X = coqu

%41) M {y _ si(;la , de variabila centrica o:

Coordonatele polare ale lui M(r, ¢) sunt
r=./x2 +y2 = ,/coq?0 + siq20

942) M .y . siq6
@ = arcsin> = arcsin ———
X \/coq20+siq20

astfel ca pot fi definite si functiile cvadrilobe centrice de variabila centrica ¢
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X =r.coqe

©.43) M {y =r.5iqQ

Fig. 9.20 Cvadrilobe Alaci Valeriu R =1— s*(1—+/2) rotite cu /4,
pentrus € [0, 1]

Cercul generator R = 1 este inscris tuturor cvadrilobelor, inclusiv patratului
sau cvadrilobei de s=k=1.
Prin rotirea cvadrilobelor cu @/4 si modificarea razei cercului generator de la
2 oA . N .
R=1laR=1-K (1—\/—2—), astfel, Tncat cercul generator, din cerc inscris, sa devina cerc

circumscris tuturor cvadrilobelor, inclusiv patratului rotit cu 7/4, se obtin cvadrilobele
Valeriu Alaci (Fig.9.20) centrice (QLAC) si, prin intersectia acestora cu semidreapta
d’(¢), se vor obtine functiile cvadrilobe Valeriu Alaci (FQLA).
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Ele constitue o trecere continua de la functiile circulare, din trigonometria
centrici Leonhard Euler (e =s = k = 0), la functiile pitratice Valeriu Alaci, din
trigonometria pétratica, introdusa in matematica, inainte de anul 1940, de fostul sef
al Catedrei de Matematica al Scolii Politehnice din Timisoara, profesorul universitar
dr. mat. Valeriu Alaci.

Fig. 9.21 Functii cvadrilobe. Desen explicativ

1.0 i 1.0
0.5 0.5
4 6 1 4
L 05 - 05
- 1.0 T - 1.0

Fig. 9.22 Cosinusul coqo si sinusul siqe quadrilobe (cvadrilobe)

De variabila 0, a sau @, aceste functii au cosinusul cuadrilob Valeriu Alaci
cqaq si sinusul cuadrilob Alaci sqap exprimate de relatiile :
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oun) M cqap = [1 — k? (1 - \/Z—E)] (xcos% - ysin%)
G4 sqap = [1 — k? (1 - ‘/72)] (xsin% - ycos%)

in care x si 'y sunt FQLC (9.44).

SISTEME VIBRANTE CVADRILOBE

Punctul reprezentativ M al QL(k) se poate roti cu viteza unghiulard constanta
Q in jurul centrului O, caz in care, M se va roti si el pe QL(k) cu aceeasi viteza
unghiulard constantd, dar cu viteza ¥ (,,liniara”) pe QL(k) variabild in modul si in
directie, cu exceptia cazului s = k = 0, cand modulul vitezei este constant (r = R =1).
Considerand, in contiunare, variabila excentrici @ ce poate varia in jurul
excentrului S (s = k, €), pentru € = 0, dupa legea
(9.45) 6=Qt,
rezulta ca variabila centrica a, data de (9.38), va avea expresia
(9.46) o =Qt— arcsin[k.sin(Qt)]
a carei derivatd, da viteza unghiulara variabila ®, cu care punctul W se roteste pe
cercul unitate generic.

. cosQt
(947) a=w =ﬂ[1—m] = Q.dexQt.

N ,

[ o
1

3 4 5 6

.17
L

L o f

2} 3t

Fig. 9.23,a Derivatele functiilor cvadrilobe: coq’@ si siq’ ¢

Punctul M de pe QL(k) se va roti si el in jurul lui O cu o alta viteza unghiulara
variabila.

In punctele in care cercul unitate este tangent QL, pentru @ = 0 + n.7w/2, (n =
1,2,3,...),in care si r = R =1 si ¢ = a, vitezele unghiulare ale punctului M vor fi egale
cu acelea ale semidreptei centrice din O, care face unghiul e cu axa x, deci cu .

Proiectiile miscarii lui M (x,y) de pe QL pe axele x si y vor genera cite o
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miscare de vibratie, iar sistemele vibrante, astfel obtinute, sunt definite ca sisteme
vibrante cvadrilobe (SQL).

Daca se considera pozitia lui M la momentul t si, respectiv, X si y pozitiile
proiectiilor lui M pe axa X si, respectiv y, atunci vitezele de deplasare ale proiectiilor
lui M pe aceste axe sunt date de derivatele acestora, care sunt si derivatele FQL in
functie de timp.

B o o
T g = ®el T
et EUTE
SiE / Fo 22
=ig e
B hoel \ P =
bl e e — Ewn o
2=t = —— W
C@pg =Ty
= g8 B o8
2i 35S S =a
= v = e B
a-E P
EEs7T EE;&
L . gqi{
E-E-':‘é o 05 = el gt
2w E i s
2 = 2 8
aTE g Hem s
e F=0 B
Bt &< EX¥ 3
=T = e T =3
e _ Eﬁzi
'Egl*-';. E_".H’E
E:-.-.- ) EE\-l-E-E
= — s =
£% £Z9 3

W ‘g‘ ?_
2F o <9
e | ~ring
< -
=

Fig. 9.23,b Curbe integrale in spatiul fazelor x(x)si y(y)

N

2 3 4
T -1

-S4t

Fig. 9.24 A doua derivata a functiilor quadrilobe / cvadrilobe: acceleratiile
sistemelor vibrante cvadrilobe
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Tinand cont de (9.41) acestea sunt :
. —0(1-k?)sinQt
T (1-K2sin2Qt)15
L -Q(1-k?)cosQt
T (1-kZcos?Qp)1S
si acceleratiile

9.48) M , cu graficele din figurile 9.23, a 51 9.23, b

(9.49)
.. —0%(1-Kk?)(1+2k%sin®Qt)cosQt 1-k%+(2k2-2k*)sin?Qt
¥ = 2 )(2 - ) = —Q%cosQt ( )st
. (1-k2sin2Qt)25 (1—kzsinzﬂt)2
M 2 2 2 2 - 2 2 4 2 ,sau
y = —-0?%(1-k?)(1+2k*cos®Qt)sinQt —02sinQt 1-k?+(2k*-2k*)cos?Qt
{ (1-K2cos2Q0)25 (1-KZcos200)2
1+2k%sin?Qt

i = —0%(1 — k) cosQt Y2k sin ot
(1—kzsin2!2t)i

(9.49°) i1 J

2 052
ky —— —stinﬂt(l _ kz) 1+2k“cos“Qt

(1-kZcos20t)

ECUATIA DIFERENTIALA A VIBRATIILOR SISTEMELOR
QUADRILOBE \ CVADRILOBE (VSQL)

Matricea Wronskiana a QLSV este:

K2sin?20
9.50) W= |x Y| _ 0(1- k?)(1-2k%cos?Osin?9) _ Q(1- K*)(1- 77 2o
' Tlxoyl T 1-k2+ k2cos20sin?0 - 1-k2(1— sinzza)

2
astfel ca functiile QL (9.41) si combinatii acestora

(9.51) z=C;coq0+C,siq0

sunt solutii ale ecuatiei diferentiale

(9.52) Az+ Bz+ C=0

incarc A =W i

- 02(1-k?)k? (4— K2 —’A‘;ﬂ)sinzxa

k4'sin229)2,5
2

(9.53) B= |x y|—
' xy 4(1-K% +
iar coeficientul variabil C este dat de determinantul
k2(1— k%)sin220
2

)

¢ y|  Q2(1- k¥)(1- k2cos?20
(9.54) c=|?f §|= (1- k2)(1- k2cos?26-+

X k4sin220)2'5
2

(1- K2+
CARACTERISTICILE ELASTICE STATICE (CES) ALE SVQL
Considerand un SVQL de masa m = 1 si de pulsatie proprie Q = 1, forta de
acceleratie F,, n functie de 0, este data de relatiile (9.49).

Prin schimbarea de variabila in (9.49), tinand cont de relatiile (9.41), se obtine
forta de acceleratie in functie de deplasarea x si, respectiv, y.
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In lipsa fortei de excitatie si in cazul unui sistem neamortizat C =0 sau { =0 —
singurele forte din sistem sunt: forta de acceleratie F, si forta elastica F, care sunt
egale si de sens contrar F,=—F,. In consecint, prin schimbarea semnului fortei F,(x)
si, respectiv F,(y), se obtin fortele elastice Fo(x) si, respectiv, F.(y) date de relatiile
parametrice, pentru m = 1

cosQt

x(t) = coqQt =

V1-kZsinZQt
Fe(m —m.x(t) = _8O _ 20050 IO st g 00 p ATKDA2KE sin?an)
. = = - — a
(9 55) F “ (1-kZsin? Q)2 (1-k2sin2Qt)2
’ € sinQt
t) = siqQt =
F ( ) y( ) q V1-kZcos20t
y - 2 . K2 _2K2(1—K2 2
L € —m.x(t) = _d::(t) _ —ﬂzsmﬂtl K22k (1-k )cgs ot
(1-Kk2cos2Qt)2

sau de cele explicite, in functie de delasarea x si, respectiv, y

ParametricPlot[Evaluate[ Table[ {Cos[t]/Sqrt[1-(0.1 Plot[Evaluate[ Table[ {((1+0.02 u"2) x-0.02 u"2 (2+0.01
u Sin[t])*2].- ( Cos[ t] (-140.01 u*+u? (-0.02+ u2) x*3+0.0003 u™4 x5)/(1-0.01 u*2)},{u,0,10}],
0.0002 u?) Sin[t]*)/(1 -0.01 u”2 Sin[t]*2)*)}, {x,-1,1}, AspectRatio>1.5]]

{1,0,9}1, {t,-Pi,Pi},GridLines—> Automatic]]

Fig. 9.25,a Caracteristici elastice statice (CES) neliniare cvadrilobe

QZ
Fe(x) = 1-12
(9.55%) o2
F.(0) = 5 [(1 - K?)y + 2K%(2 + K?)y* + 3k*y®]
care reprezintd, totodatd, si CES neliniare moi (regresive) ale SVQL, redate in figura
9.25,a.
Atat CES 1in functie de x cat si CES in functie de y sunt, evident, identice
pentru ca exprima CES a aceluiasi sistem cvadrilob (unic), de aceea, in figura 9.25,a

au fost reprezentate CES cvadrilobe prin relatiile(9.55) si (9.557).

[(1— k?)x + 2Kk%(2 + k*)x3 + 3k*x°]
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s

— 1

05 10 15 & :0

Plot[Evaluate[Table[{x-ArcSin[0.1 u Sin[x]]}, {u,0,10}], Plot[Evaluate[Table[{2 (x-ArcTan[0.1 u Tan[x]])},
{x,-1.5,1.5}, GridLines—>Automatic]] {u,0,10}], {x,-1,1, GridLines—> Automatic }]]
Plot[Evaluate[Table[{{3 (t+ArcSin[0.1 u Sin[t]/Sqrt[(1- Plot[Evaluate[Table[{x-ArcSin[0.1 u Sin[x]]},
(0.1 u Cos[t])*2)I1)}}, {u,0,10}], {t,-Pi/1.5,Pi/1.5}, {u,0,10}], {x,-Pi,Pi}, GridLines—=> Automatic]]

GridLines—> Automatic]]
Fig. 9.25,b Caracteristici elastice statice (CES) neliniare regresive sau moi si
progresive sau tari si liniare cu frecare (stinga = s = 1) si cu joc (dreapta—>s =1)
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Alte tipuri de CES, impreuna cu relatiile lor, sunt prezentate in figura 9.25,b.
Primele, din stinga - sus, sunt progresive sau tari, iar cele din dreapta-sus sunt
regresive sau moi. Mult mai interesante sunt CES din partea de jos a figurii 9.25,b.

Astfel, in stanga-jos sunt prezentate CES moi sau regresive care pentru s = 0
sunt CES liniare, iar pentru s = 1 sunt CES liniare ale unui sistem cu strangere prin
frictiune, la care deplasarea apare numai cand forta exterioard de excitatie depaseste
valoarea fortei de frecare din sistem.

in dreapta-jos sunt CES liniare care pentru s = 0 sunt liniare continue,iar pentru s = 1
reprezintd CES ale unor sisteme cu joc; in domeniul jocului fortele fiind nule.

CURBE INTEGRALE iN PLANUL FAZELOR

In consecinta, curbe integrale in planul fazelor x(x) vor avea si ele aceleasi

forme, prezentate in figura 9.26 pentru s =k < [0, 1] cu pasul 0,1.
Curbele acceleratiilor pe x sau y au aceeasi forma, asa cum sunt reprezentate

in figura 9.27.

ParametricPlot[Evaluate[Table[{Sin[t]/Sqrt[1-0.01 kA2 ParametricPlot[Evaluate[Table[{Cos[t]/Sqrt[1-0.01
Cos[t]"2], -(1-0.01 kA2) Cos[t] /(1-0.01 kA2 Cos[t]A2)" - kA2 Sin[t]A2], -(1-0.01 kA2) Cos[t] (1+0.02 kA2
1.5}, {k,0,10}], {t,0,2 Pi}, AspectRatio>1]] Sin[t]"2)/
(1-0.01 k"2 Sin[t]~2)7-2.5}, {k,0,10}],{t,0,Pi}]]
Fiog. 9.26 Curbe integrale Fig. 9.27 Acceleratiile X (x) si y(y)

in planul fazelor x (x)

CONCLUZII
e Au fost introduse in matematica obiecte geometrice (QL si QLA) si functii noi
si utile, care sunt solutii ale unor sisteme vibrante neliniare de caracteristici
elastice statice regresive (Fig.9.25), prezentate in prezenta lucrare ca functie de
variabila excentrica 0.
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La fel de importante sunt si solutiile date de celelalte variabile a si ¢, care vor
fi prezentate in lucrari viitoare.

Noile curbe inchise si functiile aferente lor, realizeaza o transformare continua
a cercului intr-un poligon perfect; intre doud dintre cele mai importante forme
geometrice ale matematici, eliminand, astfel, granitele dintre ele: dintre cerc si
patrat.

FQL de variabila centricd a coqa si, respectiv, siqa au graficele prezentate in
figura urmatoare (9.28 ) si au alura asemanatoare cu FQL de variabila o.
Curbe inchise de forma n-lobelor sau polilobelor se pot obtine si cu ajutorul
functiilor SM - CE Rex(n a), care nu tind la limitd spre un n-poligon perfect ci
spre n-roze, asa cum se observa in figura 9.29 pentrun =4 sin =8§.

Functiile QL Valeriu Alaci, prezentate succint, unificd functiile circulare cu
cele din trigonometria patratica a lui Valeriu Alaci, introducand o infinitate
de alte functii intre cele mai uzuale functii matematice (circulare Euler si
patratice Alaci).

se[0,+1] se[0,+1]
Fig. 9.28 Functii cuadrilobe coqa si siqa de variabila centrica o

Daca sistemele vibrante Duffing avand CES de forma: F.= k¢ x * px’ ,
reprezintd primii doi termeni ai dezvoltarii in serie de puteri Taylor, in jurul
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originii, CES a SVQL reprezintd aceeasi dezvoltare dar cu un termen in
plus, asa cum rezultd din ecuatia explicita (9.55). Deci cu un pas mai
apropiatd de o oarecare CES reald, neliniara.

9.3.3 TOR EXCENTRIC

Torul centric este o suprafata inchisa, generatd de un cerc care se roteste in
jurul unei axe palele si exterioare planului cercului. Daca Oz este axa de rotatie, cercul
generator avand raza R iar centrul fiind la distanta A de aceastd axa, ecuatiile
parametrice ale torului centric vor fi

x = (A + cosB)cosa
(9.56) {y = (A + cos@)sina = € [0,2r] si 6 €[0,2m
z = sinf

Fig. 9.30 Tor excentric circular si patrat de sectiuni patrate
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Fata de notatiile clasice, cu t si u, s-au introdus alte notatii care sa corespunda
FSM-CE.

De functia de variabila o depinde forma torului : circulard (cu FCC) sau
necirculard (FSM-CE), in jurul axei Z, iar de functiile de variabila 0 depinde forma
sectiunii : circulare sau necirculare ale torului.

Asa cum s-a mai afirmat, prin simpla inlocuire a FCC cu FCE , de exemplu,
se obtin noi forme matematice, sau, mai precis supermatematice.

Astfel, inlocuind in (9.56) functiile circulare centrice de variabila 0 cu cele
cvadrilobe (cos® > coq0 si pe sin® -> siq0) se obtine un tor circular de sectiune
patrata, reprezentat in figura 9.30. de ecuatiile parametrice (9.57).

Prin inlocuirea tuturor FCC cu functii cuadrilobe, rezultd un tor patrat de
sectiune patrata (Fig. 9.30) cu ecuatiile parametrice din relatia (9.58).

x = (A + cogB)cosa
(9.57) {y = (A+coqf)sina > A=2, «xe[0,3n/2] si 6€[0,2n
z = siqf
In figura 9.31 sunt prezentate un tor pentagonal si unul hexagonal de sectiuni
circulare, obtinute prin artificii de programare, in sensul cd s-a dat comanda
PlotPoints—= (60, 6) pentru pentagon si PlotPoints= (60, 7) pentru hexagon.

Fig. 9.31 Tor pentagonal si tor hexagonal trucat

Daca FCC de 0 (cos0 si sin0) din (9.56) se inlocuesc cu FSM-CE, (cex 0 si
sex 0), se obtin ecuatiile parametrice (9.59) si torul excentric din figura 9.32.

x=coqa(A+coqf)
(9.58) Jy=sing(Ad+coqf) ae[0,2n/2] si 0 [0,2n],A=3
z =siq0
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9.3.4 FORME DE TEVI SI IMBINAREA LOR DE COLT

Deoarece, un cilindru circular drept este reprazentat de ecuatiile parametrice

N\
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I
“\\\\\\“\\“‘

N

N
N

N

NN

N
N

NN

NN
\\\\\\§\

NN

N

NN

N

SN

N

AW

Fig. 9.33 Cilindri drepti de sectiune patrata si triunghiulara

Fig.9.34 Imbinare de colt cu tevi de sectiuni diferite
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X = cos X
(9.59) {y = sin &,
z=20

in care o € [0, 2n] si O = H, naltimea cilindrului, prin inlocuirea FCC in (9.59) cu
functiile cuadrilobe corespunzatoare sau cu functiile dex (0 = o) si dex (0 + w/2) de
excentricitate numerica s = 1, se obtin cilindri drepti de sectiune patrata (Fig.9.33).

In fine, prin programarea corespunzatoare a celor trei tipuri de cilindri se obtin
imbinari de colt, ca cea din figura 9.34.

Obiecte 3D, interesant pentru ca demonstreaza faptul ca ecuatii simple SM pot
reprezenta corpuri complexe sunt prezentate in mai multe vederi in figura 9.35.

Incheiem cu corpuri 3D de forma unor elice (Fig.9.36), circulare, patrate si
triunghiulare, cu pas constant intr-o rotatie 2n si cu pas nul in urmatoarele rotatii cu 2n.
Aici, n = 1. Situatia descrisa se repeta periodic, dupa 4n rotatii.

Referindu-ne la onbiecte 3D complexe, exprimate matematic de relatii simple,
nu putem sd omitem ,,cuburile supermatematice” din figurile 9.37.

Unele ecuatii parametrice sunt de excentricitate constantd, iar altele de
excentricitate variabila. In toate cazurile, excentrul S a variat doar pe axa Ox (g = 0),
deobicei pe partea ei pozitiva (s > 0).

9.3.5 ALTE ALICATII

Alte aplicatii pot fi vazute pe website-ul www.SuperMathematica.com 1n
lucrarea “Tehno-Art of Selariu Supermathematics Functions” Editura ARP, 2007,
USA.

ParametricPlot3D[{Sin[t — ArcSin[Sin[3¢]]]Cos[u], Cos[t — ArcSin[Sin[2t]]]Cos[u
— ArcSin[Sin[2u]]], Sin[u]}, {¢, 0, Pi}, {u, 0, 2Pi}]
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ParametricPlot3D[{ Sin[t-ArcSin[Sin[t]]] Cos[nu], Cos[t-ArcSin[Sin[t]]] Cos[u-ArcSin[Sin[u]]], Sin[nu]},

{t,0,Pi}, {u,0, 2 Pi}]

n=1 | n=2

ParametricPlot3D[{Sin[t — ArcSin[Sin[t]]]|Cos[u], Cos[t — ArcSin[Sin[3¢]]]Cos[u
— ArcSin[Sin[3u]]], Sin[u]}, {t, 0, Pi}, {u, 0, 2Pi}

ParametricPlot3D[{Sin[t — ArcSin[Sin[t]]]Cos[u]"2, Cos[t — ArcSin[Sin[t]]]Cos[u
— ArcSin[Sin[u]]], Sin[u]*2}, {¢t, 0, Pi}, {u, 0, 2Pi}

1 T —— ne

F1g935 Obiect SM 3D
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Fig.9.35,b Obiecte SM diverse in 3D
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Elicele circulare din figura 9.36 pot sa realizeze succesiunea de rotire cu 2n
rotatii fard inaltare/pas pe z, apoi cu rotire de 2n ori §i pasul pe z cu ajutorul FSM-CE
derivat excentric de variabila excentricd dex6 de excentricitate s = 1. Elicele patrate
sunt realizate cu aceeasi functie.

©
N

Fig.9.36 Elice supermatematice circulare, patrate si triunghiulare
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{ x = sex|[u,S(1,0)] { x = sex[u,5(0,8;0)]

y = sex[v,5(1,0)] y = sex[v,5(0,8; 0]
z = sex[u +v,5(1,0)] z = sex[u+ 1v,5(0,8;0)]

Fig.9.37,a Obiecte matematice de excentricitate s constantd (s =1€ si s = 0,82)

Fig.9.37,b Obiecte supermatematice de excentricitate s variabila
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ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[0.9 Cos[3 u]
Sin[u]]],Sin[v-ArcSin[ 0.9 Cos[3 v] Sin[v]]],Sin[u+v-
ArcSin[0.9 Sin[2 u+2 v] Sin[u+V]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi},
PlotPoints=>40,

PlotStyle—> Specularity[White,50],Mesh—>None,
Axes—>False, Boxed>False]

ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[0.9 Cos[3 u]
Sin[u]]],Sin[v-ArcSin[ 0.9 Cos[3 v] Sin[v]]],Sin[u+v-
ArcSin[0.9 Tan[2 u+2 v] Sin[u+Vv]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi},
PlotPoints—>40,PlotStyle—> Specularity[White,50],
Mesh—>None, Axes—>False, Boxed > False]

ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[0.9 Cos[u]
Sin[u]]],Sin[v-ArcSin[ 0.9 Cos[v] Sin[v]]],Sin[u+v-
ArcSin[0.9 Cos[u+V] Sin[u+V]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2

Pi},PlotPoints>40,
PlotStyle—>Specularity[White,50],Mesh->None,
Axes—>False, Boxed>False]

ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[0.9 Cos[2 u]
Sin[ul]],Sin[v-ArcSin[ 0.9 Cos[2 v] Sin[v]]],Sin[u+v-
ArcSin[0.9 Cos[u+V] Sin[u+v]]]1},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi},
PlotPoints—>40,PlotStyle—> Specularity[White,50],

Mesh->None, Axes—>False, Boxed—>False]

Fig.9.37,c Obiecte supermatematice de excentricitate s variabila
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ParametricPlot3D[ {Sin[u- ArcSin[Sin[u] Sin[u]]],Sin[v-ArcSin[ Sin[v] Sin[v]]],Sin[u+v-ArcSin[0.1 Sin[u+v]
Sin[u+v]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi},PlotPoints=>40,PlotStyle—> Specularity[ White,50],Axes>None, BoxedOFalse,
Mesh[ONone,ColorFunction>"SolarColors"]

ParametricPlot3D[ {Sin[u- ArcSin[Sin[u] Sin[u]]], Sin[v-ArcSin[ Sin[V]
Sin[v]]],Sin[u+v-ArcSin[0.1 Sin[u+v] Sin[u+v]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi},
PlotPoints—>40, Boxed—>False,Axes—>None,PlotPoints>25,
MeshFunctions=> {#3&},MeshStyle>Purple,MeshShading—>
{None,Green,None,Yellow} |

X = sexu.sinv
y = sexu.sinv
z = sex(u + v).sin (u + v)
Fig.9.37,c Obiecte supermatematice de excentricitate s variabila
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ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[0.9 Cos[2 u]
Sin[u]]],Sin[v-ArcSin[ 0.9 Cos[2 v] Sin[v]]],Sin[u+v-
ArcSin[0.9 Cos[2 u+2 v] Sin[u+v]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2

Pi},PlotPoints—>40, PlotStyle—> Specularity[White,50],
Mesh—>None, Axes—>False, Boxed—>False]

ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[Sin[u] Sin[u]]],Sin[v-
ArcSin[ Sin[v] Sin[v]]],Sin[u+Vv-ArcSin[ Sin[u+v]
Sin[u+v]]1},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi}, PlotPoints=>40,

PlotStyle—>Specularity[White,50], Mesh—>None]

Fig.9.37,d Obiecte supermatematice de excentricitate s variabila
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ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[Sin[u]
Sin[u]]],Sin[v-ArcSin[ Sin[v] Sin[v]]],Sin[u+Vv-ArcSin[
Sin[u+v] Sin[u+v]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi]

ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[Sin[u] Sin[u]]],Sin[v-

ArcSin[ Sin[v] Sin[v]]],Sin[u+v-ArcSin[0.1 Sin[u+V]
Sin[u+v]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi}]

ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[0.4 Cos[u]
Sin[ul]],Sin[v-ArcSin[ 0.4 Cos[v] Sin[v]]],Sin[u+v-
ArcSin[0.9 Cos[u+v] Sin[u+Vv]]1},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi},
PlotPoints=>40,
PlotStyle=>Specularity[White,50],Mesh->None,
Axes—>False, Boxed—>False]

ParametricPlot3D[{Sin[u- ArcSin[Sin[u] Sin[u]]],Sin[v-

ArcSin[ Sin[v] Sin[v]]],Sin[u+v-ArcSin[ Sin[u+v]
Sin[u+v]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi}, PlotPoints=>40,
PlotStyle—>Specularity[White,50],Mesh->None,

Axes—>False, Boxed->False]

Fig.9.37,e Obiecte supermatematice de excentricitate s variabila
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ParametricPlot3D[{Sin[u+ ArcSin[0.9 Cos[3 u]
Sin[u]]],Sin[v+ArcSin[ 0.9 Cos[3 v]
Sin[v]]],Sin[u+v+ArcSin[0.9 Sin[3 (u+v)] Sin[u+v]]]},
{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi}, PlotPoints—=>40,
PlotStyle—> Specularity[White,50], Mesh->None,
Axes—>False, Boxed—>False]

ParametricPlot3D[{Sin[u+ ArcSin[0.9 Cos[3 u]
Sin[u]]],Sin[v+ArcSin[ 0.9 Cos[3 v]
Sin[v]]],Sin[u+v+ArcSin[0.9 Sin[3 (u+v)]
Sin[u+v]]1},{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi}, PlotPoints=>40,
PlotStyle—>Specularity[White,50], Mesh—>None,
Axes—>False, Boxed—>False]

ParametricPlot3D[{Sin[u+ ArcSin[0.9 Cos[3 u]
Sin[ul]],Sin[v+ArcSin[ 0.9 Cos[3 v] Sin[v]]],
Sin[u+v+ArcSin[0.9 Sin[3 (u+v)] Sin[u+v]]]},{u,0,2 Pi},
{v,0,2 Pi}, PlotPointsR40,
PlotStyle—>Specularity[White,50], Mesh—>None]

ParametricPlot3D[{Sin[u+ ArcSin[0.9 Cos[3 u]
Sin[u]]],Sin[v+ArcSin[ 0.9 Cos[3 v] Sin[v]]],
Sin[u+v+ArcSin[0.9 Cos[3 (u+v)] Sin[u+Vv]]]},{u,0,2Pi},
v,0,2 Pi}, PlotPoints—>40,

PlotStyle—> Specularity[White,50], Mesh—=>None,
Axes—>False, Boxed—>False]

Fig.9.37,f Obiecte supermatematice de excentricitate s variabila
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ParametricPlot3D[ {Sin[u- ArcSin[0.9 Cos[u]

Sin[u]]], Sin[v-ArcSin[ 0.9 Cos[v] Sin[Vv]]],

Sin[u+v-ArcSin[0.6 Cos[u+v] Sin[u+v]]]},
{u,0,2 Pi},{v,0,2 Pi}]

ParametricPlot3D[ {Sin[u- ArcSin[0.4 Cos[u] Sin[u]]],Sin[v-ArcSin[ 0.4 Cos[V]
Sin[v]]],Sin[u+v-ArcSin[0.9 Cos[u+v] Sin[u+v]]]},{u,0,2 Pi},{v,0,2
Pi},PlotPoints>40,PlotStyle> Specularity[ White,50],Axes—>None, Boxed>False,
Mesh—>None,ColorFunction—>"SolarColors"]

Fig.9.37,g Obiecte supermatematice de excentricitate s variabila
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Fig.9.38 Obiecte supermatematice de excentricitate s variabila

www.SuperV atematica.Ro

334

BUPT



10 EXCENTRICELE - CURBE SUPERMATEMATICE

Motto: “Fiecare stie ce este o curbd, pana cand nu va invata matematica.
Atat, incat se va incurca in nenumarate exceptii.”
Felix Klein

Capitolul 10.
EXCENTRICELE — CURBE SUPERMATEMATICE

10.1 iNLOC DE INTRODUCERE

Denumirea de excentrice a fost introdusd in matematicd de regretatul
matematician, al Universitatii “POLITEHNICA” din Timisoara, Anton Hadnady.
Ea a fost atribuitd tuturor curbelor noi, obtinute cu ajutorul functiilor
supermatematice (FSM).

FSM excentrice, elevate si exotice, circulare si necirculare, hiperbolice,
cuadrilobe s.a. au fost introduse, la randul lor, in matematica de autor.

Prima lucrare din acest domeniu, al noilor complemente de matematica, reunite
sub denumirea provizorie de SuperMatematici (SM), se referea la “Functii circulare
excentrice” i a fost publicatd [1] la prima Conferinta Nationald de “Vibratii in
Constructia de Magini”, in anul 1978.

O sinteza a lucrarilor din domeniul SM, ulterior publicate, precum si a unor
cercetari si rezultate noi, nepublicate, fac obiectul prezentei lucrari. Printre acestea se
numara §i noile curbe, denumite excentrice, prezentate in acest capitol.

10.2 DEFINIREA SI CLASIFICAREA EXCENTRICELOR.

Cercul este cea mai simpla si mai regulata curba inchisd. Este curba pe care o
divinizau grecii antici. Aceiasi greci care l-au hulit pe Apollonius din Perga (260..170
i.e.n) pentru “defdimarea” cercului si introducerea In matematica a “curbelor urate”,
a parabolei, elipsei si a hiperbolei. $i a introdus in matematica doar trei curbe derivate
din cerc. Ce va pati cel care a multiplicat la infinit toate curbele existente / cunoscute in
MC si a introdus Tn matematica o pleiada de curbe noi ?

Dar poligoanele regulate, ca de exemplu patratul si cele neregulate, ca de
exemplu, patrulaterul, triunghiul dreptunghic echilateral si oarecare (scalen) s.a. sunt
oare curbe ?

Cercul este definit ca un loc geometric sau ca multimea punctelor cu o
anumita proprietate. Al punctelor, din plan, egal departate, la o distantd R, denumita
raza cercului, de un punct fix- de exemplu O(0,0) - numit centru.

Definitie pe care noi am generalizat-o, ca fiind “locul geometric al punctelor,
din plan, pentru care distanta, pe care am numit-o razd excentricd - de variabila
excentricd r;(0), sau de cea centrica r(a,;), de la un punct oarecare din plan,
denumit excentru E(e,s), se poate exprima cu una dintre relatiile
(10 1) rl,z(e) = R.reXLzﬁ = r(ul’z) = R.Rex(ll’z
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De ce este mai generala aceasta noud definitie ?

Pentru cd, dacd E coincide cu O, atunci excentricitatea devine nula (e = s = 0)
si functiile radial excentrice (rex;,0 = Rexa,;, =1 si a; = 0 iar o, = 0 + ) devin egale
cu unitatea si 1, = £ R. Adica, se obtine definifia anterioara, din matematica centrica
(MC), matematica “actuald” sau ordinara.

Poligoanele sunt definite fie ca o figura geometricd plana, formatd dintr-un
numar finit de segmente de linii drepte, numite laturi, fie ca o linie franta inchisa, fie ca
o suprafata plana marginita de segmente de linii drepte, numite laturi.

Cuvantul “CURBA” lipseste !

)

.
\\

20

1.0
0.5

3/ dgsE 1 2\(3

—t0

Fig. 10.1 Poligon stelat Inscris in cerc, exprimate cu FSM-CE

Dreapta si cercul sunt primele curbe studiate in MC. Atunci si portiuni ale
dreptei, denumite segmente de dreaptd, sunt portiuni de curba. Rezultd ca atat cercul
cat si poligonul sunt curbe plane. Desi, In definitiile acestora, cuvantul curba lipseste
cu desavarsire.

Dar cine si-ar fi Inchipuit, cu putini ani in urma, ca ele, cercul si poligoanele,
pot fi exprimate cu aceleasi relatii (super)matematice. Diferitd fiind doar
excentricitatea, aceastd noua dimensiune a spatiului: e =s = 0 pentru cerc si s =1,
sau e = R, pentru diverse poligoane (Fig. 10.1).

Cine si-ar fi inchipuit cd multe profilele aerodinamice, inclusiv profilul
aerodinamic Jukowski, Carafoli s.a. (Fig.10.2), nu sunt altceva decat niste elipse
supermatematice sau, mai precis niste excentrice eliptice, asa cum se va demonstra in
acest capitol.
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in figura 10.1 cercul are raza R = 3,2 si ecuatiile parametrice arhicunoscute

x = R.cosB
(10.2) {y = R.sinB’
ale functiilor cvasicvadrilobe, cosinus cogqnf si sinus siggn6 cuasicvadrilobe de

iar poligonul stelat se obtine cu ecuatiile parametrice

3 . . . < .. o . . <
;ne si, asa cum s-a mai spus / aratat, de excentricitate numerica s = 1 i marime / raza

R
cos3n(0-E)
J1-52s5in?2n(6-¢)
(10.3) ) = Rosigqnd = R—n3n0-9
) J1-s2cos2n(0-¢€)

de marime/ raza R = 1in figura 10.1 si de excentru S(s = 1, € = 0).

x = R.coqqnf = R
incarene R

Notatia %n(@ — ¢) indica faptul ca, in ecuatiile de definire ale functiilor
cvadrilobe (v. Cap. 9), la numarator se iau functii de 3n(0 — €), iar la numitor numai
deln(0 — ¢), adica, raportul variabilelor este de 3; n poate lua orice valoare.

A3 05 10 13

Profil aerodinamic Profil aecrodinamic Karman-Trefftz si Carafoli
Jukowski

Fig. 10.2, a Excentrice eliptice cunoscute ca profile aerodinamice

Pentru o intelegere mai facila a generarii poligonului stelat, in aceeasi figura,
au fost prezentate si secventele care corespund unor triunghiuri dreptunghice

achilaterale, rotite cu 7 (cele din stanga fata de cele din dreapta) si, respectiv, cu % (cele

de jos fata de cele de sus) ca parti / secvente si, respectiv, segmente componente ale
poligonului stelat.
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ParametricPlot[Evaluate[Table[{2.8Sin[Sin[t — ArcSin[0.1sCos[t]]]], Cos[Cos[t
— ArcSin[0.1sSin[t]]1]3, {s, 7,9}], {t, O, Pi}

—— '§

=
08 F
:. :'2 ': 07 F -
: = — —— -

ParametricPlot[Evaluate[Table[{2Sin[Sin[t — ArcSin[0.3Cos[t]]]], —2Cos[Cos[t
— ArcSin[0.3Sin[t]]]]}], {t, 0, Pi}

e

~—

N

))

~—

‘ ParametricPlot[{Sin [Sin [t - ArcSin[0.6Cos[t]]]] ,0.3Cos [COS [t - ArcSin[0.6Sin[t]]”} (£, 0, Pi}]

— ; 0l

_— j% ; ——

- () E \\¥ \
- 04 -02 00 02 04 06 08

ParametricPlot[{Sin[Sin[t — ArcSin[0.6Cos[t]]]],0.6Cos[Cos[Cos[Cos[t — ArcSin[0.7Sin[t]]]]]]}, {t, O, Pi}]

>
]

e >

—

S

— )
‘4% ) 02 02 04 06 08

| ParametricPlot[{—Sin[Sin[t — ArcSin[0.6Cos[t]]]],0.6Cos[Cos[Cos[Cos[t — ArcSin[0.7Sin[¢t]]]]]]}, {t. 0, Pi}]

Sooog
[SESCRSE.

o e — 08
:k\ - D _— —
: S : : i
- 08 - 06 - 04 -02 02 04
| ParametricPlot[{Sin[Sin[t — ArcSin[0.2Cos[t]]]],0.6Cos[Cos[Cos[Cos[t — ArcSin[0.8Sin[t]]]]]]}, {t, 0, Pi}]
050 ‘ —
048 —_—
o -
L . L -
-02 02 04 06 08

ParametricPlot[Evaluate[Table[{2Sin[Sin[t — ArcSin[0.1sCos[t]]]], Cos[Cos|[t
— ArcSin[0.1sSin[t]]113, {s, 2,2}], {t, 0, Pi}]

—

Fig. 10.2,b Alte profile aecrodinamice reprezentate cu FSM-CE
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Poligonul stelat din figura 10.1 este regulat, deoarece are toate laturile si
unghiurile egale si admite un cerc circumscris poligonului si un cerc inscris in poligon,
asa cum sunt reprezentate cercurile si in centrul figurii 10.1.

=~ __'_.'I.B'Sj\ \\_, '|
o805 SBE S, T

%
=

X

05\ \\Wl
0

i "‘:‘
24

Ex(0,5; 0) si Ey (0,5; m) ¢ Ox Ex(0,5; %) si Ey(0,5; 37) c Oy

Fig. 10.3 Excentrice circulare de excentre Ex si Ey fixe

Alte transformari (continue) ale cercului in patrat au fost prezentate deja, fiind
reprezentate de cvadrilobele si functiile cvadrilobe SM si de cele Valeriu Alaci, rotite
cu % fata de cele SM.

Aceleasi transformari pot fi obtinute, asa cum s-a mai aratat, cu ecuatiile

. . T
parametrice x = dex0 si y = dex(0 + 5).

Transformarea continud a cercului in triunghi se obtine cu ecuatiile
parametrice x = cex0 siy = cex(0 + g) =+ sin@ , asa cum a mai fost prezentat anterior
in acest volumul I al lucrarii.

Obtinerea profilelor aerodinamice, ca excentrice eliptice, reprezentate in
figura 10.2, va fi prezentatd in continuare intr-un capitol dedicat acestei transformari a
elipsei in diverse profile aerodinamice.
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Inainte de a defini excentricele, este necesar sa fie definite centricele. Operatie
relativ simpla, deoarece, toate curbele cunoscute in matematica centrica, actuald sau
ordinara, vor fi numite 1n continuare centrice.

Se va vorbi, astfel, de centrice circulare (cercul), eliptice (elipsele),
hiperbolice (hiperbolele), parabolice (parabolele), spirale (spiralele), cicloidale
(cicloidele), elicoidale (elicele), sinusoidale (sinusurile si cosinusurile), ovoidale
(ovalele), lemniscate (lemniscatele) s.a.

10.3 EXCENTRICE CIRCULARE SI EXCENTRICE ELIPTICE

Excentricele sunt curbe (super)matematice a caror ecuatii sunt exprimate de
functii supermatematice, in principal, de noile functii ale matematicii excentrice
(ME).

Toate excentricele, care au corespondente in MC, pentru excentricitate nula,
degenereaza in curbele centrice corespondente, denumite si curbe generatoare.

Ex(0,5;0) si Ey(0,5;m) c Oy Ex(0,5; 7) si Ey(0,5; 3%) € Ox

Fig. 10.4 Excentrice eliptice a = 1.5, b =1 de excentre Ex si Ey fixe

Astfel, pentru e = s = 0, excenticele circulare degenereaza in cerc, excentricele
eliptice degenereaza in elipsd s.a.m.d. Fiecdrei centrice 1i corespund o infinitate de
excentrice, pentru infinitatea de valori pe care pot sa le ia excentricitatea reala e si cea
numerica s € [- oo, + co0; \0]. Pe cand, numai intr-un singur caz, acela al excentricitatii
nule, e =s = 0, printre infinitatea de excentrice se afld si cate o singura centrica.

Prima clasificare a excentricelor se face, asa cum s-a operat deja, in functie de
curba generica de la care se porneste: excentrice circulare, eliptice, hiperbolice etc.

Ele se obtin prin simpla inlocuire a functiilor circulare centrice (FCC) sau
hiperbolice centrice (FHC) cu cele excentrice, sau exotice corespondente,
circulare (FCE, , FCEXx) sau hiperbolice (FHE, , FHEX).
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Astfel, de exemplu, se pot deosebi excentrice spirale excentrice, sau

exotice, circulare sau hiperbolice.

Deoarece, toate aceste FSM, pot fi de variabila excentrica 6 sau de variabila
centrica a §i In denumirea si definirea excentricelor se va specifica acest lucru. Astfel,
de exemplu, putem deosebi excentrice eliptice de variabila excentrici 0 ca si
excentrice eliptice de variabila centrica o, , .

Daca excentrul E(e, €) este un punct fix sau unul variabil in plan, care se
misca dupd anumite legi, atunci si excentricele se vor denumi de excentru fix sau de

excentru variabil.

PR ™ ‘*"5.\_._ 3 b o ‘“.,
Cy ns &, i BT
\\ ; e
f ':J ,'I | A |
l 0 =0y= Ons o ™ 1 | . ¥ ® < | |
B i ; ; h
By Ey (0.4 .":" II Il,- < rmEx * jn i
%l D] )'fl-'. ) 1 - =Ly '
' i L) H el
I'-I.\ -4 o 3 _,-" LY 1 » - -
b i i o \ i A
l‘l'\\'._- ______.-' z_," h:z\\{'-’: ‘/::/o/._r.-
e o B e
Metoda I-a: Centrele O in coincidere Metoda a II-a Excentrele E in

coincidere

Fig. 10.5 Cele doua metode de constructie a unei excentre circulare.

Daca excentrul E(e,¢) are € = constant, atunci se poate vorbi de execentrice de
excentricitate constanta (e = constant), care in general nu se mai specifica; insasi
lipsa de specificatie indicand ca este vorba de e = ct, sau de excentricitate variabila,
trebuind sau (putandu-se) sa se specifice legea de variatie a excentricitatii.

Ecuatiile parametrice ale excentricelor circulare si a celor eliptice sunt
x = a.cex(0,Ex)

{y = b.sex(6,Ey)

Daca a =b = R se obtin excentrice circulare de raz R, a caror curbe in 2D sunt
reprezentate in figura 10.3. In partea superioard a figurii se prezinta constructia lor,
intr-o prima metoda, in care centrele celor doua cercuri, de aceeasi razd R = 1, se
coincid, impreuna cu centrele lor (Ox = Oy) iar excentrele Ex si Ey sunt distincte.

Cele doua metode sunt prezentate comparativ in figura 10.5. Literele x si,
respectiv, y addugate centrelor, excentrelor si, in general, tuturor marimilor cu privire
la excentrice, indica coordonata x §i, respectiv, y pe care o determind / desemneaza
respectivul element geometric.

(10.4)
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In partea inferioara a figurii 10.3 sunt prezentate graficele excentricelor
circulare, pentru R =1, e =s € [0,1]. Daca a si b sunt semiaxele elipsei, a # b, atunci se
obtin excentrice eliptice, ca cele prezentate in figura 10.4.

Se observa, si din aceste figuri, ca excentricele, circulare sau eliptice, sunt
curbe simetrice fatd de axa pe care sunt plasate ambele excentre Ex si Ey. Pe x, in
stanga figurii si pe axa y in dreapta ei.

In figura 10.5 sunt prezentate, comparativ, cele doud metode de desenare
graficd a unei excentrice. Fie ele circulare sau eliptice.

10.4 CONSTRUCTIA EXCENTRICELOR

Prima metoda pastreaza cercurile Cx si Cy in coincidere, in cazul
excentricelor circulare, iar in cazul excentricelor eliptice, coincid doar centrele Ox si
Oy ale celor doud cercuri: Ox, centrul cercului Cx, care va genera coordonata x a
excenticei §i Oy, centrul cercului Cy, care va genera coordonata y a excentricei. Prin
excentrele Ex si Ey se duc doua drepte d, si d, paralele intre ele si care fac unghiul 6 €
[0, 27t] cu axa x. Intersectiile celor doud drepte cu cele doud cercuri vor da cele doua
coordonate X si y ale punctului M(x,y) al excentrei.

e, € [-1,0]

Fig. 10.6 Excentrice eliptice (a=1,b=1,3)
Ex = Ox2>Ex(ex=0), Ey(e, € [-1,1], &, = 0)

Metoda a doua necesitd doar o singurd dreaptd d = d; = d,, deoarece se
coincid cele doud excentre Ex = Ey. Coinciderea este posibild prin translatarea
reciproca, corespunzatoare, a celor doua cercuri Cx si Cy, pe baza teoremei urmatoate.

10.5 TEOREMA EXCENTRELOR EXCENTRICELOR:
Excentricele nu-si modifica forma prin deplasarea nedeterminatd a cercului

Cx (impreuna cu centrul Ox si Excentrul Ex) pe directia y si a cercului Cy
(impreuna cu centrul Oy si excentrul Ey) pe directia x, deoarece, deplasarile
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exclusive pe directia y nu modifica coordonata x, iar deplasarile exclusive pe directia
x nu modifica coordonata y.

Oricare ar fi pozitiile excentrelor Ex si Ey, ducand prin Ex o paraleld cu axa 'y
sau o verticala si prin Ey o paraleld cu axa x, sau o orizontald, la intersectia lor se vor
plasa cele doud excentre Ex si Ey, care vor fi, acum, in coincidere.

Fata de acest punct comun, se vor stabili pozitiile relative ale celor doua
centre, Ox si Oy, care nu vor mai fi, in acest caz, in coincidere, centre din care, cu
razele R, sau, respectiv, a si b, se vor trasa cercurile Cx si Cy.

Intersectiile celor doua cercuri, cu singura dreapta d, dusa prin excentrele Ex si
Ey, in coincidere, vor determina coordonatele punctelor M(x,y) ale excentricei : x = d
N Cx siy=d N Cy.Teorema este valabila numai daca dreapta comuna ale excentrelor
este axd (x sau y). In figura 10.6 sunt prezentate graficele excentricelor eliptice
simetrice fata de axa x.

10.6 EXCENTRICE HIPERBOLICE.

Ecuatia hiperbolei

2 2
(10.5) z—z - Z_Z — 1 =0 are ecuatiile parametrice
a
X = . . .. . .
(10.6) { cosa  astfel ca, prin Tnlocuirea functiilor circulare centrice
y = b tana

(FCC) cu cele excentrice (FSM-CE) corespondente, se obtin excentrice hiperbolice de
ecuatii parametrice

a

X = — . .

(10.7) { cex6 cu graficele din figura 10.7,a pentru a = b = 1 si cate
y = b tex0

unul dintre excentre, pe rand, a fost mentinut in originea O(0,0); Ey sus si Ex jos.

AN aal 11N
N B~

- -

PR \\
s
: A -4 \
"6 a Y P L3 A
Fig.10.7,a Excentrice hiperbolice de excentre fixe
Stanga: e,e [0,1],e,=0,e,=¢,=0 Dreapta:e,=0,e, €[0,1], ex=¢,=0

SN

Pentru a putea urmari, mai bine, evolutia formelor excentricelor hipoerbolice,
in functie de modificarea excentricitatii, au fost reprezentate, separat, in figura 10.7,b,
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cite o singurd excentrici hiperbolici. Impreuna cu centrica hiperbolici (pentru
comparatie), cu exceptia cazului e, = 0, pentru a ilustra cd, in acest caz, se obtine
functia generatoare, adica, centrica hiperbolicd (hiperbola ordinard) de la care s-a
plecat. Inregistririle au fost efectuate pentru Ex = Ox si Ey # Oy, cu exceptia lui e, =0
—> centricd hiperbolica.

In figuri se observa modificarile formelor excentricelor hiperbolice, a caror
ramuri se rotesc 1n sens dextrorum / dextrogin, fata de originea O(0,0). Adica, ramura
din dreapta se apropie de axa x si cea din stinga de axa y, odatd cu cresterea
excentricitatii. In final, adica pentru s = 1, ramura din dreapta se suprapune complet
peste axa x > 0. Pe langa modificarea formei excentricelor hiperbolice are loc si o
modificare a orientarii asimptotelor, de la directia bisectoarelor (s = 0) la cea de drepte
paralele cu axa X si, respectiv, cu axa y.

6F
4,
5 f
6 -4 -5 4 6 _‘5 A 5
al o
— S6F
e~0 - 6 e, =0,15
6r 6
X/ i/
VA L
y L O B {127 B O o]
A AN
e,= 0,4 6" et e,= 0,6
4| 41
20 27
Y e—— n 5 ; .
: 2 4 6 8 - 5

e, =0,9 4 e,= 1,0

Fig. 10.7,b Excentrice hiperbolice si centrica hiperbolica (e,= 0) pentru
Ex =0x 2 e~0, si Eycue,=0; 0,15; 0,4; 0,6; 0,9; 1,0sie,=0

10.7 EXCENTRICE HIPERBOLICE PARAMETRICE.

Alte ecuatii parametrice ale hiperbolei sunt
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a 1
X = E (OC + E)

b 1.’
y=5(x=2)
in care a este un parametru real (centric) care, inlocuit cu un parametru real excentric
0(a) = aex;, (0, s) = O — arcsin[s.sin(6—¢)] , conduce la obtinerea altor forme de
excentrice hiperbolice parametrice, notate cu II, prezentate in figura 10.8.

Daci excentricitaea numerica s este aceeasi, atat pentru coordonata x(sy) cat
s1 pentru coordonata y(s,) ale excentricelor, atunci, in toate cazurile, se obtine o singura
curba, care este curba generatoare, aga cum s-a vazut in cazul excentricelor eliptice, la
care proportionalitatea/raportului dintre semiaxele elipsei generatoare cu raportul sau
cu proportionalitatea excenticitatiilor reale (% = :—;), corespunzatoare coordonatelor si

(10.8)

pe aceeasi directie (g, = €, ), conduce la egalitatea excentricitdtiilor numerice s, = s,

. b
Deoarece, raportul poate fi scris sub forma ei = > 1/sc=1/sy, D s,=s,
x €y

//
/
/
/
/
/
L St B B B

Fig. 10.8 Excentrice hiperbolice parametrice 11

In partea superioara a figurii 10.8 sunt prezentate excentricele hiperbolice
parametrice Il cu a =b =2, pentru parametrul 0 € [— 2m, + 2 ], iar in partea inferioara
sunt prezentate, separat, pentru 0 € [— 2m, 0 | in staga si @ € [0, 27 | In dreapta.
Ambele excentre sunt plasate pe axa x, simetrice fatd de axa y, adica, au
excentricitatile numerice egale s, =s, € [0; 0,9] si &, = 0 iar &, = 7.

345

BUPT



10 EXC ENTRICELE - CURBE SUPERMATEMATICE

- 10

| s,e[0;1],5,€[0;0,5] e,=5,=0) | s,e€[0;1],5,€[0;0,5] g=s,=0)

‘ Ex si Ey pe axa x simetrice fatd de axay, cu 0 € [— g,g], a=b=2

| Fig. 10.9 Excentrice hiperbolice parametrice 11

10 [

8

A=b=2,e=¢,e[0;09], {x=1—1/cex9
ex=msi g=0 y=1+1/sexb

Fig. 10.10 Excentrice hiperbolice parametrice 11
cu Ex pe axa x <0 si Ey pe axa x > 0 1n stanga si rotite cu + 7/2 n dreapta
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Asimptotele excentricelor hiperbolice sunt cele doua bisectoare, care, din
cauza reducerii la scard a desenului s-au rotit, apropindu-se. Acelasi fenomen apare si
in figura 10.9, in care, in partea superioard a figurii sunt curbele de 6 € [- 2w, 0] in
stinga si de O € [0, 2] in dreapta figurii. In partea inferioard 6 € [- n/2, /2 ] cu Ex
si Ey pe axa x, simetrice fata de axay , avand ¢, =0, ¢, =msicus € [0; 0,9].

in figura 10.10, din stanga, pozitiile celor doua excentre sufera o transpozitie.
In sensul cd Ex si Ey isi schimba reciproc pozitiile pe axa x, fatd de situatia din figura
anterioara; Ex trecand pe semiaxa negativa si Ey pe cea pozitiva.in partea dreapti a
figurii 10.10, prin schimbarea semnelor in relatiile parametrice (10.8) curbele se rotesc
cu 1/2 in sensul dextrogin si se deschid in partea stanga, tinzand spre linii drepte.

10.8 EXCENTRICELE PARABOLICE

Se pot genera plecand de la ecuatiile conicelor in coordonate polare, pe care le
vom denumi excentrice parabolice polare, spre deosebire de excentricele parabolice
parametrice (Fig. 10.12), de care se deosebesc net.

50 100 150 200 250

E(s €[-0.9; 0],e=0)
\

N 20
5 10
Y 5 10 15 20 25 30 35 Y.
SR~ - 20 1 0
:: - T — -2
E(-1,0) E(1,0)

Fig. 10.11 Excentrice parabolice polare de excentru E(s, €) fix
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Ecuatia polara a conicelor este

| Ex = 0(0,0) \ Ey = 0(0,0)

| sel-1,0],e=0

| Ex = 0(0,0) | Ey = 0(0,0)

| se[0,+1],e=0

| Fig. 10.12 Excentrice parabolice parametrice de excentru fix
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&£ =0 - CERC
o p &£ =1-PARABOLA
(10.9) U= Tiecosa )& >1—HIPERBOLA
) 0<e&<1- ELIPSA

in care, asa cum s-a mai afirmat, FCC cosa se inlocueste cu FSM-CE cex0.

Astfel ecuatiile, in coordonate polare, ale excentricelor parabolice polare
(Fig.10.11) vor fi

(10.10) r=—>

1+e.cexqs, 6
aici € = s este excentricitatea conicei !

Excentricele parabolice polare prezentate au p = — 4, pentru ca
centrica parabolica (s = 0) sa aibe o deschidere mai pronuntata, deoarece, prin cresterea
excentricitatii.  numerice s de la 0 la 1, ramurile excentricelor parabolice se
indeparteaza de ramura centricei parabolice si se apropie de axa x > 0.

Se observa, ca varfurile excentrticelor parabolice sunt comune in originea
0(0,0) a sistemului de axe de coordonate. In centrul figurilor superioare a fost
prezentata excentrica parabolica polara de s = 1.

Pentru s <0 si € =0, saus > 0 si & = m, ramurile excentricelor parabolice
polare se apropie de axa y pe care o si depaseste, asa cum se poate observa in figura
10.11, centrala-jos pentru e = —1. Tot in partea inferioard a figurii 10.11, sunt
prezentate excentricele parabolice polare de € = 1 radian, excentrice care sufera o rotire
a graficelor lor in sens trigonometric pentru s > 0 si In sens invers pentru s < 0, de fapt,
pentrus>0sie=—1.

10.9 EXCENTRICELE PARABOLICE PARAMETRICE

Se genereaza pornind de la ecuatiile parametrice ale parabolei

0(2
(10.11) M {x ~ 2p, in care a este un parametru real si, addugim noi, centric
y=«
Prin inlocuirea parametrului (variabilei) centric cu variabila (parametrul)
excentrica
(10.12) o = 0 - arcsin[s.sin(0 —¢)] se face trecerea de la centric la excentric si
de la centrica parabolicd la excentricele parabolice parametrice (Fig.10.12).
Rezultd ca ecuatiile parametrice ale excentricelor parabolice parametrice
sunt
Y= o(6)? _ {6-arcsin [sy.sin (60— &,)]}* _ aex?(6,Ex)
(10.13) M 2p 2p 2p
y=x(0)=0-— arcsin[sy.sin(e - ey)] = aex(6,Ey)
Daca excentrele Ex si Ey se coincid, Ex = Ey, atunci excentricele parabolice,

casi
cele hiperbolice, degenereaza in centricele corespondente.

Tot asa, dacd excentricitatile e, si e, ale excentricelor eliptice si circulare de
aceeasi orientare (e, = &) sunt in acelasi raport cu raportul semiaxelor, adica
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e a . - . A .o
(10.14) e—x = 5 atunci acestea degenereaza si ele in curba generatoare, adica,
y

in elipsd si, respectiv, in cerc (pentru e, = ey).
10.10 O NOUA ECUATIE A ELIPSEI

Vom da o demonstratie, pentru cazul excentricelor eliptice de excentru fix,
care este imediata.

| fd 0 foN
Cy ‘Ex \ |
] g \ |
i |I . E 1 '||
1 -';II . Y : |I 'IL
| 1Y / |
I\ \ h
".\ L] z'.
" /
e o

Fig.10.13 Elipsa ca excentricd elipticd cu & = g, $i ex/e, = a/b

Se observa in figura 10.13 ca, din cele doua triunghiuri formate, cu varful
comun in O(0,0), exista proportionalitate intre razele celor doud cercuri, care sunt
tocmai semiaxele a si, respectiv, b ale elipsei si marimile excentricitatiilor e, si e,.

De asemenea, ca punctele generatoare Mx si My de pe cercurile Ca(O,a) si
Cb(0O,b) se obtin, atat prin intersectarea celor doud cercuri, cu o singura semidreapta,
de directie a cu axa x, dusa din O(0,0), cat si cu cele doud semidrepte, de directie 0,
duse din excentrele corespunzatoare. Ceea ce dovedeste egalitatea dintre coordonatele
excentricei eliptice si a elipsei.

In concluzie, daci existi proportionalitatea (10.14), atunci ecuatiile
excentricelor eliptice sunt si ecuatiile centricelor eliptice.

10.11 EXCENTRICE ELIPTICE DE FORME AERODINAMICE

Excentricele eliptice de Ex = O(0,0) cu a >> b si Ey(sy, &, 6[32, 2m]) au forme

de profile aerodinamice. Astfel, in figura 10.14 sunt prezentate profile aerodinamice,
denumite de specialisti, I-am numit aici pe regretatul prof. dr. ing. Victor Ancusa,
profile Carafoli cu bot de fugd rotunjit, simetrice si asimetrice, primele din partea de
sus a figurii 10.14.
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Prof. dr. ing. Victor Ancusa a fost cel dintai care, cu mijloacele rudimentare
existente atunci (1972), a reusit sa inregistreze in ‘“3D”, prin deplasarea
corespunzatoare a hartiei in ploter, forme supermatematice de rexoid, dexoid s.a.

10.12  CONSTRUCTIA EXCENTRICEI ELIPTICE
DE FORMA AERODINAMICA Carafoli

Constructia excentricei eliptice de forma aerodinamica Carafoli , simetrica cu
bot de fugd rotunjit, este prezentatd in figura 10.15, pentru doua puncte ale acesteia,

1 0.5 1.0
15 6
0
10 0.5 ool 05 ———T0
A5k 8y_0,3
- 10 - 05 o010t 0.5 0
0I5 ¢ g, =0,5
| | 005 - ‘ |
1/0 - 05 0.0 | 0.5 0
g, =0,8
015
-1( - 05 0 0.5 >1.0
I8 e,= 1.4

Fig. 10.14,a Excentrice eliptice ca profile aerodinamice Carafoli de €, variabil.
In toate cazurilea=1,b=0,18; Ex=0 > e¢,=0sie,=0,8
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unul in cadranul I si celalalt in cadranul II. S-a folosit metoda coinciderii excentrelor
Ex(0,0) cu Ey(0.8; 0).

3 #
Fig. 10.15 Constructia profilului aerodinamic Carafoli simetric

cu bot de fuga rotunjit prin metoda coinciderii excentrelor
cu a=1,b=0.18; Ex = 0(0,0) si Ey(s,=0,8; &, =0)

10.13 EXCENTRICE OVOIDALE CASSINI

Pleaca de la ecuatiile curbelor (ovalelor) lui Cassini a caror ecuatii cunoscute
sunt

(10.15) r? =e?.cos2¢p *./a* —e*sin2(2¢p)
si, se observa ca, poate fi exprimata cu FSM-CE radial excentric rex20 pe cercul de

razi R = a®, de variabila excentrica 20 = 2¢ si de excentru E(e, € = 0) cu excentricitatea
2

- . .o . . e e
reald — e’ si de excentricitate numerica s = - T
Scotand fortat pe a* de sub semnul radical, rezulta

2
(10.16)  72,.= a2~ $cos20 + \/1 — )2 s5in?20] -
=R[~5.c0820 £ V1 — s2.5in?20 ]
32

r21,2= R.rex;, [20, E(s = — prs €0)], sau Rexa de EsiR = a’.

27

Graficele acestor familii de curbe Cassini sunt prezentate in figura 10.16,a in
stdnga-sus, iar in dreapta-sus sunt prezentate lemniscatele lui Booth, curbe
asemandtoare cu cele ale lui Cassini, avand ecuatiile in coordonate polare exprimate de
ambele determinari ale FSM-CE radial excentric de variabila excentrica rex; ,0
(10.17) p =R(rex,0 + rex, 0) = 2. R\/1 — s2sin?(0 — ¢)

Prin Inlocuirea, in relatiile (10.16), a FCC cos20 si sin260 cu FSM-CE cex20 si
sex20 se obtin excentricele Cassini din partea inferioard-stdnga a figurii 10.16 si
pentru Ey =0(0,0), in partea din dreapta-jos. Ey este excentricitatea FSM-CE sex26
de sub semnul radical, care, pentru cazul Ey = O(0,0), = sin20. Excentrul a fost notat

352

BUPT



10 EXCENTRICELE - CURBE SUPERMATEMATICE

cu indicele y pentru cé sinusul asigurd coordonata y a curbelor in general si a celor
Cassini, in acest caz.

Pentru frumusetea formelor spatiale pe care le reprezinta (de gustibus non est
disputandum) s-au prezentata si graficele 3D din figura 10.16,b.

in figura din dreapta-sus, lemniscatele lui Booth asiguri o transformare
continuda a unui cerc C(O, R = 2) intr-o lemniscatd (curba in nod de fundad a lui
Bernoulli) pentru e=R saus=1.

Introducand in relatia (10.16) valoarea s = 1 se obtine ecuatia polard a
lemnniscatei lui Bernoulli
(10.18) T12 =a,/Cc0S2¢

Daca, in relatia (10.17), se limiteaza excentricitatea numerica la s € [0,1],
atunci obtinem o transformare continua a unui cerc in doud cercuri tangente exterior.

15 ¢

Fig. 10.16,a Ovalele lui Cassini si lemniscatele lui Booth (sus)
precum si excentricele ovale ale lui lui Cassini, pentru E(e € [0,1], e=0), R=1

Cu ocazia vizitei unei delegatii a Universitatii din Budapesta, la Universitatea
POLITEHNICA din Timisoara, autorul a fost solicitat sa prezinte unele desene
“artistice” (v. www. = Tehno Art of Selariu Supermathematics Functions).

Printre acestea a fost si “amestecatorul” (sau “distribuitorul”) din figura
10.16,c. Profesorul dr. ing. Horvath, pe atunci, seful Departamentului de Tehnologie
al Universitatii Budapesta, a ramas surprins cat de simplu poate fi reprezentat un
astfel de corp cu ajutorul FSM-CE (care, dupa declaratiile lui, i-a luat multe zile pentru
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a fi reprezentat in ACAD) si a zis “ Nu vii §i la noi sd ne invefi ?

=
T

‘ ParametricPlot[Evaluate[ Table[ { Sqrt[-(0.1 s Cos[2 t])"2 +Sqrt[1-(0.1 s Sin[2 t])*4]] Cos[t], Sqrt[-(0.1 s Cos[2 t])"2
+Sqrt[1-(0.1 s Sin[2 t])"4]] Sin[t]},{s,0,10}],{t,0,2 Pi}]]

ParametricPlot3D[ { Sqrt[-(0.1 s)*2 Cos[4 t] +Sqrt[1-(0.1 s Sin[4 t])"4]] Cos[t], Sqrt[-(0.1 s )2 Cos[4 t]
+Sqrt[1-(0.1 s Sin[4 t])*4]] Sin[t], 0.1 s },{s,0,10},{t,0,2 Pi]

Fig. 10.16,b Excentricele ovale ale Iui Iui Cassini,
pentru E(e € [0,1],e=0),R=1

Acestei transformari, 1i corespunde in 3D, o transformare a unui cilindru in doi
cilindri tangenti exterior, sau avand axa cilindrului de raza 2R (mare) ca generatoare
comuna a celor doi cilindri de raze mai reduse (R).

Aplicatiile tehnice ale acestei transformari se referd la reprezentarea si
proiectarea asistata de calculator a unor bifurcatii de tevi. Fie pentru aductiunea unor
fluide, prin doua conducte, intr-o singura conducta, de dimensiuni / debite mai mari,
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eventual in vederea amestecarii lor, cdnd aceasta jonctiune de conducte este denumita
si amestecator. Fie invers, de ramificare, cand debitul de fluid din conducta magistrala
este distribuit pe doud conducte de debite si, evident, de dimensiuni mai reduse, cand
poate fi denumit distribuitor.

Fig. 10 16,c Transformarea continud a unui cilindru circular in doi cilindri
circulari stanga si ovali, dreapta
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Asa se face ca la 3 decembrie 1998, autorul a tinut o scurtd conferintd despre
“Functii supermatematice” la departamentul tehnologic al d-lui Horvath, unde a fost
invitata si Catedra de Matematicd a Universititii din Budapesta.

Un doctorand roman, de origine maghiard, care urma sa se specializeze in
lentile optice speciale (ochi de musca) pe care Universitatea din Budapesta le livreaza
si agentiei NASA, pentru stabilirea pozitie satelitilor si a altor corpuri cosmice in
spatiul cosmic, a facut cu brio serviciul de translator.

10-1.0-0500 0.5 1.0

3 =10

Fig. 10.16,d Ovalele lui Cassini si lemniscatele lui Booth (sus) in 3D
precum si excentricele ovale ale lui lui Cassini pentru E(e € [-1,1],e=0),R=1

Imediat dupa Conferinta, au fost stabilite doua teme de cercetare comune, una
in domeniul “Functiilor Supermatematice si aplicatiile lor tehnice” si a doua cu
privire la 0 noua metoda de cinetostatica, prezentata in aceasta lucrare si denumita de
autor “Metoda separarii fortelor si a momentelor”, sau, mai scurt, “ Metoda
separdrii momentelor (MSM)”, iar profesorul Horvath i-a oferit autorului spatiu
publicitar intr-o revista de specialitate, din domeniul masinilor-unelte, revistd de mare
prestigiu international.
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10.14 EXCENTRICELE LEMNISCATE

Se vor obtine prin simpla inlocuire a FCC co0s20 cu FSM-CE cex20 in relatia
anterioard (10.18). Excentrele astfel obtinute sunt prezentate in figura 10. 17, in plan
m . A PN
pentrua=0,a=;sla=— 1 catsiin 3D pentru € = 0.
excentric, despre care s-a afirmat cd este o adevaratd “functie rege”, de a exprima

ecuatiile diverselor curbe plane, unele cunoscute in MC si altele noi, prezente doar in
noua ME.

Fig. 10.17 Excentrice lemniscate polare,
pentru R=a= 1> s=e € [0,1], € variabil
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Toate curbele Cassini se bucura de proprietatea ca produsul razelor din cele
doud focare, care nu sunt altceva decit doua excentre E” si E”, de pe axa x, de aceeasi
excentricitate e dar de directie € = 0 si, respectiv, ¢ = 7, sau, asa cum s-a repetat, de € =
0, dar de excentricitati reale + e si, respectiv, — e, este constanta si egala cu R? =2’
adica
(10.19) RP=r) .1, >0,
in care r{ §i r{ sunt pozitive, iar 757 si r; sunt negative si aceste raze din focare
(excentre) nu reprezinta altceva decat FSM-necirculare radial excentrice definite nu
pe cercul unitate, ci pe pe curbele Cassini.

in cazul FSM-CE, de doud excentre E* si E, simetrice fati de centrul si
originea O(0,0), situatia este prezentata in figura 10.18. Se observa, fara dificultate, ca,
asa cum s-a prezentat intr-un capitol anterior (& 4.2.1), produsul celor doua
determinari ale FSM-CE radial excentric este si el constant si nu depinde de semnul
excentricitatii e

Fig. 10.18 FSM-CE de excentre E *si E~ simetrice fati de originea O(0,0)

(10.20) 112 = R%rex;0.rex,0 = — (R? — ¢?) = — [R. rex, (6 = g s= g)]2 =
=—R’rex’(0 = g, s= %)] .
Caurmare, 77t = — 15 >0 si rf=— 1y <0, astfel cd
(10.21) T, = RP—¢® >0.

Deci, si in cazul cercului, produsul razelor excentrice de acelasi unghi 0, deci
ale punctelor M, sau ale punctelor M*, este constanta
(R*—e?)=R’rex* (0 = %» s=+ g, e=0).
Se vede din figura 10.18 ci, de exemplu, M', are razele excentrice, din cele
doud excentre simetrice E” si E~, diferite, dar o singurd razi centrici din O(0,0) de
directie o,.
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Exprimind razele excentrice 1% si 1, scrise concentrat 7;*, in functie de
variabila centrica o, se obtin expresiile

(10.22) = JRZ+ eZ Fe.R.cosa; aciror produs este
(10.23) ri. i =J(R% + e2)? — 4e?R2. cos?a,=

=/(R? — e2)2 + 4e2R2.sin%a, = RZ\/rexf (g) + 4e?sina,=

52 2 T e? sina; _ 2 2 T )
=R rexi(=) [1+4= =R rexi(=)+/1 + s'¢sin* <
1 (2) RZ rex;l-(g) 1 (2) 1

Acest produs este valoric mai mare decat cel anterior, de acelasi unghi 0, cu
valorile radicalului (> 1) si mai mare decét produsul functilor radial excentrice pe
curbele lui Cassini, adica, al razelor polare din cele doud focare ale uni punct curent al
curbelor lui Cassini si nu mai este constant.

10.15 EXCENTRICELE EVOLVENTICE ALE CERCULUL.

10.15.1 EXCENTRICELE SI FUNCTIILE EXCENTRICE
ALE LUI GOGU CONSTANTINESCU.

Evolventele (latinescul evolvere = a desfagura) se pot obtin pentru o serie de
curbe si sunt desfasuratoarele curbelor respective.

Ecuatiile parametrice ale evolventei unei curbe, de punct curent P(x,y) si de arc
s =R.0, sunt
X =x + s.sina
(10.24) Y=y— s.cosa
Evolventa cercului C(O,R) va avea ecuatiile parametrice
X = R(cosa+ «.sina)
Y = R(sina — «.cos)
si, asa cum s-a mai procedat, prin inlocuirea FCC cu FSM-CE se vor obtine ecuatiile
parametrice ale excentricelor evolventice parametrice
(10.26) x i R(cex;,0 + aex;,0.sex;, 9)’

Yy = R(sex;,0 — aex; ,0.cex, ,0)

in care, o = a;2(0) = aex; 10.

Excentricele evolventice din figura 10.19 sunt reprezentate pentru R =1, 6 €
[0, 27] si in figura 10.20, pentru 6 € [0, 3.57] In stanga si 0 € [0, - 3,57] in dreapta.

(10.25)
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Fig. 10.19 Excentrice evolventice circulare parametrice Gogu Constantinescu
Pentru R =1 2 exy = sxy, Ex = Sx = 0(0,0), Ey = Sy (sy € [-1; 0], &, = 0)

Fig. 10.20 Excentrice evolventice circulare polare Gogu Constantinescu
pentru 0 € [0, 3.57] in stanga si 6 € [0, - 3,57] in dreapta

Daca niciun excentru nu coincide cu centrul si originea O(0,0), Sx si Sy fiind
pe axa x, simetrice fatd de axa y, atunci alura excentricelor evolventice circulare polare
este cea din figura 10.21.

Pot fi obtinite multe alte curbe excentrice de acest gen, foarte diferite intre ele,
prin acceptarea unor valori pentru directiile &, si €, diferite de 0 si de 7.

Pentru solutionarea unor ecuatii diferentiale neliniare, ivite in teoria sonicitatii,
teorie creatd de savantul englez de origine romana Gogu Constantinescu el, a introdus
in matematica centrica (MC), asa cum s-a afirmat si in Cap. 2 al primului volum al
acestei lucrari, functiile cosinus romanesc Coro si sinus romanesc Sirao, care sunt
functii definite pe evolventa cercului unitate C(O, R = 1), avand expresiile
(10.27) {C(_)r x = cosa + &.sina

Sir « = sina — «. cosa
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Mai pot fi definite functiile romanesti compuse, ca tangeta romaneasca Tar0,
cotangenta romaneasca Ctar(), secanta romaneasca Ser0, ordinare si functiile
redefinite corect in matematica centrica de Octavian Voinoiu, ca tangenta romaneasca

Voinoiu Tarv0 s.a., adica de expresii

Fig. 10.21 Excentrice evolventice circulare polare Gogu Constantinescu
de excentre Sx i Sy pe axa x simetrice fatd de axa y, pentru R =1,
15 F
10 [ 10k
J A JENEVA
ol s/ }v 15 st é\/lo\/w
10 F - 10 |
- 15 E
- 15 £
I Coro I Sira
5 1 15 } 1 15
-5
I Tara I Trva
Fig.10.22 Functiile lui George (Gogu) Constantinescu:
cosinusul romanesc Cora, sinusul romanesc Sira,
tangenta romaneasca Taro si tangenta roméaneasca Voinoiu Trva
_ Sirx _ Corx _ 1 _ 1
(10.29) Tara = Core Ctara i Sera Tore Csera p—
si cele Voinoiu
_ Sirx _ _ Corx _ 1 _ 1
(10.30) Trva = Abs[Cor«]’ Ctrva Abs[Sir«]’ Serva Abs[Cor]’ Cserva Abs|[Sir«]
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Toate aceste functii centrice au corespondente in matematica excentrica,
care se obtin prin inlocuirea variabilei centrice a cu functia excentrica a(0) = aex; 0.
Astfel, cosinusul romanesc si sinusul excentric romanesti vor fi

(10.31) Corex; ,0 = Cor(a(0)) = cex; 20 + aex; ,0. sex; ,0
(10.32) Sirex;,0 = Sir(a(0)) = sex;,0 — aex; ,0. cex 10,
tangenta romaneasca este

Sir(a(0)) _sex;,0—aex;,0.cex,,0
(10.33) Tarex, 20 = Cor(a(0)) _cex1,29+ aexq,0.sexq,0
si tangenta romanescd Voinoiu este
(10‘34) Trvex 0 = Sir(a(8)) _ sexjp0—aex;,0.cex;,0

Abs[Cor(a(0))] Abs[cex;,0+ aex;,0.sex;,6]
prezentate in figura 10.23, a si b.

s e [-1,0] s € [0, +1]

s € [0, +1]

Fig. 10.23,a FSM romanesti cosinus romanesc excentric Corex0 si
sinus romanesc excentric Sirex0 pentru S (s €[-1, 1], €=0) ,0 € [ - 7, 67]

In figura 10.22 sunt date graficele functiilor trigonometrice romanesti —
cosinus si sinus romanesti, definite de George (Gogu) Constantinescu — sus-, ca si
tangenta romaneasca si tangenta romaneasca 1n sensul Voinoiu - jos.

362

BUPT



10 EXC ENTRICELE - CURBE SUPERMATEMATICE

| s e [-1,0] | s € [0, +1]

Fig. 10.23,b FSM romanesti tangenta romanesca excentrica Tarex0 si tangenta
romaneasca excentrica Voinoiu Trvex6 pentru S (s €[-1, 1],€=0) ,0 €[ - 7, 67]

Functiile supermatematice evolventice excentrice, de variabilda excentrica, se
obtin prin inlocuirea variabilei centrice a, din ecuatiile 10.27, cu variabila centrica 0(o)
= aex0

Se obtin, astfel, FSM romanesti excentrice Corex6, Sirex0, Trex, precum si
tangenta excentricad Voinoiu Trvex0 cu expresiile de definitie

(10.35) Corex0 = cex0 + aex0.sex0
(10.36) Sirex0 = sex0 — aex0.cex0
_ Corexf _  sex6 -aex0.cexd
(10.37) Trex8 = Sirex0 ~ cex0 + aex0.sex0
(10 38) Trvex = Corexf sex0 - aex0.cexd

Abs[Sirex6] - Abs[cex6 + aex0.sex6]
cu graficele din figura 10.23
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Functiile supermatematice evolventice excentrice de variabild excentricd, se
obtin prin inlocuirea variabilei centrice a, din ecuatiile 10.27, cu variabila centrica 0(a)
= aex0

Se obtin, astfel, FSM romanesti excentrice Corex6, Sirex, Trex0, precum si
tangenta excentrica Voinoiu Trvex6 cu expresiile de definitie

(10.35) Corex6 = cex0 + aex0.sex0
(10.36) Sirex0 = sexf — aex0.cex0
_ Corexf __ sex6 -aex6.cex0
(10.37) Trexf = Sirexf ~ cexB + aexf.sexd
(10 38) Trvexd = Corexf sex0 - aex6.cex0

Abs|[Sirex0] = Abs[cex0 + aex0.sex0]
cu graficele din figura 10.23
De aceea, ecuatiile parametrice ale evolventei cercului pot fi scrise sub forma

10.39 {x=R.Coroc
(10.39) y=R.Sir <

si, in cinstea acestui savant, evolventele cercului pot fi denumite evolventele lui Gogu
Constantinescu, iar cele exprimate de relatia (10.26), adica, excentricele evolventice
circulare vor fi denumite, din aceleasi considerente, excentrice evolventice Gogu
Constantinescu.

Daca rotatia dreptei tangente la cercul unitate se desfigoara in ambele sensuri,
sau daca unghiul 6 evolueaza in ambele sensuri, adicd 6 € [- n.t, + n.x], in figura
10.24 n = 4, atunci se obtine o curba excentrica spirald, ca toate excentricele
evolventice, dar, de aceastd datd, de forma unor inimi ce se cuprind si se succed la
infinit.

10.15.2 CURBELE LUI GOGU CONSTANTINESCU
INIMI

S-au denumit aceste curbe “Inimile Gogu Constantinescu”, care sunt diferite
de cardioide. Ecuatiile parametrice ale inimilor Gogu Constantinescu (Fig.10.24),
sunt
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| Fig. 10.24 Excentrica spirald botezata “ Inimile Gogu Constantinescu”
(10.40) {x = —sin[6 — arcsin(s. sinf)] + [0 — arcsin(s. sinB)]cosO
’ y = —cosf + 0.sin0
sau
s x = —sexO + aex6.cosO
(10.40°) { y = —cosf + 0.sinf

si au fost desenate chiar intr-o zi de 14 februarie, “Valentine’s day”.
10.16 EXCENTRICE SPIRALE
Sunt deosebit de variate, ca si spiralele insagi.
10.16.1 EXCENTRICE SPIRALE ARHIMEDICE.

Spirala arhimedicd are expresia
(10.41) p=a.ua,
astfel ca ecuatia polara a excentricei spirale arhimedice polare (Fig. 10.25) va fi
(10.42) p =a.o(0) = a. aex; »(0,E)
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Fig. 10.25 Excentrice spirale arhimedice
Cua=1,s ¢g[-1,0] stanga si s €[0, 1] dreapta, ¢ =0 sus si € = 1 radian jos

Se observa ca, pe directia € a expulzarii excentrulei E din centrul O(0,0), toate
curbele excentrice trec prin puncte comune, care sunt situate toate pe dreapta de
directie € cu axa x. Ele sunt pe axa x in figurile 10.25 de sus, de € = 0 si pe o dreapta
de directie € = 1 radian cu axa x > 0 in figurile de jos.

10.16.2 EXCENTRICE SPIRALE LOGARITMICE.
Spirala logaritmica are ecuatia in coordonate polare (Fig. 10.26-stanga)

(10.43) p=a.e®™
aici e fiind numarul lui Euler (e = 2.71828182846...)

Fig. 10.26 Spirala logaritmica (stdnga) si excentricele spirale logaritmice (dreapta)
dea=1,b=2si E(e €[-1, 1], =0)

Spirala logaritmica a fost descoperita de René Du Perron Descartes (Renatus
Cartesius -1638), botezatd astfel de P. Varignon (1702) si studiatd de Jacques
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Bernoulli, care a constatat, in anul 1692, cd are proprietatea de a fi asemenea cu ea
insasi.

(10‘44) p=a eb(@—arcsin [s.sin (6-¢)]) — eb.aex@
Ecuatia excentricelor spirale logaritmice (Fig. 10.26) va fi
(10‘44) p=a eb(@—arcsin [s.sin (6-¢)]) — eb.aex@
10.16.3 EXCENTRICE SPIRALE HIPERBOLICE.
Spirala hiperbolica are ecuatia

(10.45) p==

astfel ca, ecuatiile excentricelor spirale logaritmice vor fi

(10.46) pI=—= 2 2

o<_1 O—arcsin [s.sin (60— €)] - aex.0
reprezentate in figura 10.27,a sus-dreapta si a doua determinare, de indice 2 este
(10.47) pr=— = z -

oy 6+m—arcsin [s.sin (8- ¢€)] - aex,0
cu graficele din figura 10.27,a jos.

RN
AN
I ‘:\,“\‘\\‘\,\\‘ .

0.2 03 04

Fig. 10.27,a Spirala hiperbolica si excentrice spirale hiperbolice,
pentrua=1,0 € [0, 3n], E(e € [-0.9; 0.9],£=0)

367

BUPT



10 EXC ENTRICELE - CURBE SUPERMATEMATICE

ELICEA SUPERMATEMATICA

ParametricPlot3D[{{0.3 Cos[t] Exp[0.2 (0.25 t-ArcSin[l Sin[0.25 t]])],

0.3

Sin[t] Exp[0.2 (0.25 t-ArcSin[l Sin[0.25 t]]1)]1, 0.5 (0.25 t-ArcSin[Sin[0.25

el 3, {t,0,26}]

—
-
10
05
00
T——
-0

os : —
19 -

Cu FSM-CE amplitudine excentrica (aexf) de variabila excentrica 6,
de excentricitate numerica liniard s = 1 si unghiulara € = 0
0
{x — 0,30059. eo,z.aex[z, S(s=1,6=0)]
y= 0,3sin6. eD,Z.aex[% S(s=1,6=0)]

z= O,S.aex[g, S(s=1,e=0)]

SPIRALA SUPERMATEMATICA

PolarPlot[{0.3 Exp[0.2 (t/4-ArcSin[ Sin[t/4]])]}, {t,0,10 Pi}]

ParametricPlot[{{0.3 Cos[t] Exp[0.2(0.25t-ArcSin[1Sin[0.25 t]])], 0.3Sin[t]

Exp[0.2 (0.25t-
ArcSin([l Sin[0.25 t]1]1)1}},{t,0,26}]

0 =1e= 6

{x SOsspe x = 0,3cex[0,5(0,98; 0)]. e*** 2
6

y = 0,3sex[6, 5(0,98; 0)]. e*** 1z

0,2Aaex[% S(s=1,e=0)]

y = 0,3sinf.e

S(s=1,e=0)]

S(s=1,e=0)]

Ecuatii parametrice in 2D cu FSM-CE amplitudine excentrica aex0

www.supermathematica.com ; www.super matica.ro
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SPIRALA SPECIALA PATRATA

ParametricPlot3D[{(0.3 Cos[t]/Sqrt[1-(0.9 Sin[t])*2]) Exp[0.2 (0.25 t-ArcSin[1 Sin[0.25 t]])], (0.3 Sin[t]/Sqrt[1-(0.9
Cos|[t])*2]) Exp[0.2 (0.25 t-ArcSin[1 Sin[0.25 t]])], 0.5 (0.25 t-ArcSin[Sin[0.25 t]])} ,{t,0,26}]

x = 0,3coq[6,S(s = 0.9,& = 0)]. go2aexiy, SGs=1e=0)
=0,3siq[0, (s = 0.9,& = 0)]. g02aexiy, S(s=1.e=0)]

0
z—OSaex[4 S(s=1,e=0)]

SPIRALE SUPERMATEMATICE

de excentricitate numerica s = 1, in care FCC cos@ si sinf sunt inlocuite cu FSM cvadrilobe
cosinus coq# si sinus siqé cvadrilobe (in engleza quadrlobics®)

ParametricPlot[{{(0.3 Cos[t]/Sqrt[1-(0.9 Sin[t])*2]) Exp[0.2 (0.25 t-ArcSin[1 Sin[0.25 t]])], (0.3 Sin[t]/Sqrt[1-(0.9
Cos[t])”*2]) Exp[0.2 (0.25 t-ArcSin[1 Sin[0.25 t]])]} },{t,0,26}]

@J

]

fx =0,3coq[0,S(s = 0.9,& = 0)]. e>2ae*[z S(s=1e=0)]
6

y = 0,3siq[0, (s = 0.9, & = 0)]. e®*e Ly SE=1£=0)]

|

0
> {x = 0,3cex[6,S(s = 0.9, = 0)]. g2y S(s=1=0)]
6
y = 0,3sex[6, (s = 0.5, = 0)]. g2l SE=1e=0)]
* Selariu QUADRILOBIC The 11-th International Conference on Vibration
Mircea VIBRATION SYSTEMS Engineering, Timisoara, Sept.27-30, 2005 pag.77...82
Eugen

www.supermathematica.com ; Www.super matica.ro
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ELICE SUPERMATEMATICE I

ParametricPlot3D[{1/13 (2 t) Cos[t] (5+Cos[(2 m t)/13+4ul), 1/13 (2 t)

Sin[t]

8 (0.25 t+1/13 0.3 (2 t) Sin[(2 m t)/13+u]l-ArcSin([Sin[0.25 t]])},{t, O,

(5+Cos[(2 m t)/13+ul),

26},{u, 0, 2m}]

CIRCULARA

PATRATA

sy =0,4; s, =0; s,=0,25 4« TRIUNGHIULARE » s, =0,9; s, =0; s,=0,25

ParametricPlot3D[{1/13 (2 t) Cos[t-ArcSin[0.9 Sin[t]]]

(5+Cos[(2 @

t)/13+ul), 1/13 (2 t) Sin[t] (5+Cos[(2 m t)/13+ul), 8 (0.25 t+1/13 0.3 (2
t) Sin[(2 m t)/13+u]-ArcSin[Sin[0.25 t]])},{t, 0, 26},{u, 0, 2m}
www.supermathematica.com ; www.super matica.ro
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ARCURI SPIRALE DE SECTIUNI DIVERSE

www.supermathematica.com ; www.super matica.ro
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A\

Fig.27,b O sere de elice si spirale SM

www.supermathematica.com ; wWww.super matica.ro

Figura din stanga jos are g, = 0 iar cea din dreapta —jos are &, = 1. Pe directiile
lui ¢ se situeazd toate punctele comune de intersectie ale excentricelor de diverse
excentricitati.

Excentricele spirale de excentre variabile au forme deosebit de variate si de
interesante, care frizeazd esteticul. Insa, spiralele care aduc forme si proprietiti
eminamente noi, In matematica, sunt spiralele supermatematice, la care, punctul
curent al spiralei se roteste de 2n ori pe o orbitd, apoi prin alte 2n rotatii, pe spirale
propriu-zuse, sare pe orbita urmatoare, fenomenul repetdndu-se nedefinit.

O serie de elice si spirale au fost prezentate in figura 10.27,b
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10.17 EXCENTRICE CICLOIDALE

Cicloida (gr. Kiklos = roata, eidos = aspect), amintita pentru prima datd de
Aristotel, a fost introdusa in matematica de Galileo Galilei (1640).
Din punct de vedere mecanic, o cicloidad este generatd de un punct excentric
E(e = a) , evident, fata de centrul cercului C(O,, r), sau fata de axa unei roti de razar,
cand cercul (roata) se rostogoleste, fara alunecare, pe o dreapta.
Acestea sunt cicloidele clasice, care, in functie de pozitia excentrului E, pot fi
l.e=a=r = s=1-> comune (propriu-zise)
2.e=a <r 2 s<1-> scurtate
3.e=a >r > s> 1-> alungite
Dar curba poate fi, In general, oarecare si, in cazul in care este tot un cerc
K(Og, R), cercul care se rostogoleste pe el va fi C(O,, r), iar cicloidele pot fi
clasificate n
e Epicicloide, daca C se rostogoleste, fard alunecare pe exteriorul cercului K.
este o epicicloidider=R 2> e=a=r= R>s=1;
e Hipocicloide, daca C se rostogoleste, fard alunecare, pe partea interioard a
cercului K.

Astroida este o astfel de hipocicloida, obtinutd pentru R =4r > e=a=r=-R

=0,75.

Oricare dintre acestea, la randul lor, pot fi propriu-zise, scurtate sau alungite,
ca si in cazul precedent, al cicloidelor clasice.

Din punct de vedere tehnologic, obtinerea unor suprafete complexe, de forma
triunghiulard, patraticd, pentagonald, hexagonald s.a., ca si curbe -epiciclice,
hipociclice, dar si ca periciclice, precum si a suprafetelor de forma de elipsa, cardioida,
sau melcul lui Pascal, ovale, nefroida lui Cristian Huygens s.a. se pot realiza prin
directoare si/sau generatoare cinematice, aga cum sunt prezentate pe larg de autor in
tratatul [Sanda-Vasii  Rosculet, Mircea Selariu sa, PROIECTAREA
DISPOZITIVELOR, in Cap.17. DISPOZITIVE DE PRELUCRARE (pag. 474...664)].

Toate poligoanele obtinute pe cale pur mecanicd (cinematicd), asa cum se
indica in aceastd lucrare de dispozitive de prelucrare, au laturile usor rotunjite si
colturile rotunjite pronuntat/proeminent si nu sunt poligoane perfecte, ca cele obtinute,
pentru s = 1 cu ajutorul FSM-CE, asa cum se aratd in prezenta lucrare in cele doua
volume.

Functiile noi, supermatematice pot contribui, insa, esential, la realizarea
traiectoriilor complexe ale directoarelor si/sau generatoarelor programate pentru
generarea unor suprafete complexe. In cest mod, suprafetele complexe, astfel obtinute,
sunt, teoretic, exacte.

Oricum, FSM-CE pot programa exact, in principiu, orice tip de suprafata,
inclusiv pe acelea care, pana de curand, adicd, pand la aparifia noii matematici
excentrice (ME) si a FSM, erau considerate suprafete nematematice.

Slw

2>s=

sl w
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Practic, insa, intervin eroriile de prelucrare, inerente in toate sistemele
tehnologice, ca si in oricare alt sistem tehnic, nu si in sistemele matematice.

Ca urmare, programarea oricarei suprafete complexe, acum, cu ajutorul FSM,
poate fi realizata exact, nu, Insa, si executia prin prelucrarea mecanica a acestora.

Consideram ca, prin cele prezentate pana acum, 1n aceastd lucrare, rezulta
suficient de clar contributiile vaste (infinite) pe care supermatematica (SM) le aduce
in largirea domeniului suprafetelor matematice, prin inglobarea multor suprafete,
anterior, considerate nematematice.

Fie si numai pentru acest lucru, lucrarea isi justifica existenta, meritd sa fie
citita, Inteleasa si aplicata In multitudinea de domenii in care matematica s-a aplicat si
pana in prezent, ca si in altele, in care s-a implicat mai putin.

Subliniind, totodata, importanta noilor complemente de matematica, nu numai
pentru domeniul matematic, ci, poate, mult mai important, in domeniul stiintei si a
tehnologiei, in general si al tehnologiei informatice si In domeniul tehnologiei
constructiilor de masini (TCM), in special.

Pentru facilitarea programdrii masinilor — unelte, cu comandd numericd de
conturare (CNC), s-a dat o extindere mai pronunfatd acestui capitol, in general si
excentricelor cicloidale, in special. Cu atat mai mult, cu cat, prin imaginarea unor
cicloide cu alunecare controlata pot fi concepute si realizate dispozitive si/sau masini
— unelte complet noi, asa cum au aparut dispozitivele si masinile — unelte pe principii
complet noi ale hexapodului.

10.17.1 HEXAPODUL

Prezentat in (Fig.10.28) este o platforma, numita si platformd Gough-Stewart,
universal localizabila si universal orientabilda -deci, universal pozitionabilad
(pozitionarea = localizare U orientare )— spatial, adici, in 3D - cu cinematica
paralela.

Ea este sustinuta de sase picioare telescopice, actionate de motoare. Motoarele
pot fi electrice liniare, sau rotative si cu transformarea rotatiilor in translatii prin
suruburi cu bile de mare precizie.

Pot fi actionate si cu motoare hidraulice liniare, pentru sarcini mari.

Pentru precizii mai reduse, dar viteze de executie mai mari (simulatoare de

zbor), pot fi actionate si cu motoare pneumatice liniare.
Numai cu ajutorul celor 6 translatii ale picioarelor (extensii), platformei i se pot
induce/aplica 3 miscari de translatie (notate cu X, Y, Z) si 3 miscari de rotatie (notate
cu A, B, C). Prin combinarea cérora, se pot obtine toate/orice pozitiile dorite ale
platformei.

Ea a fost utilizatd, in premiera, de NASA, pentru modificarea pozitiei
telescopului spatial orbital Hubble. Este aplicata si la telescopul Universitatii Ruhr din
Bochum. Apoi a fost extinsa la realizarea simulatoarelor de zbor, din domeniul aviatiei
militare si apoi si civile, in domeniul robotilor industriali (Kuka) si aplicatiile se extind
vertiginos. De curdnd, au fost realizate dispozitive si masini-unelte CNC pe principiul
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hexapodului, la Institutul de Tehnicda de Productie/Prelucrare si Automatizari
(Fraunhofer IPA) din Stuttgart.

Fig. 10.28 Hexapozi ai firmei PI

Dispozitivul hexapod a fost realizat initial de D. Stewart (1965) si perfectionat
de Dr. Eric Gough.
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10.17.2 TRIPODUL

Este o variantd simplificatd a hexapodului, cu numai trei picioare telescopice,
dispunand, in consecintd, numai de miscarea universald Intr-un singur plan (XOY)
formata din doua translatii X si Y si o singura rotatie C, in jurul unei axe Z, deobicei
verticald, perpendiculara pe suprafata platoului central, planul XOY.

Schita de principiu este prezentatd in figura 10.29, cu translatie purd (a) si cu
rotatie pura (b).

Rotatia pura, din pozitia b, ca si translatia pura, sau ambele simultan, cu centru
0(0,0) de simetrie a ansamblului sistemului tripod, nu poate fi antamata, deoarece cele
trei forte radiale centrice, in pozitia initiala, in acest caz, lucrand/actionand toate spre
centrul O(0,0), se echilibreaza. De aceea, existd un sistem suplimentar, neprezentat in
figurd, care creazd un cuplu de rotatie in jurul Iui O(0,0), care sia ajute la
amorsarea/antamarea rotatiei.Sensul cuplului este dictat de sensul de rotatie sau de
directia de translatie a platoului central.

Acest fenomen nu apare la hexapod, deoarece, la hexapod, acesta fortele nu
pot lucra niciodata intr-un singur plan.

Pentru realizarea unei rotatii sau/si a unei translatii este necesar sa se determine
cursele celor trei picioare (cilindri electromecanici), sau lungimile lor dupa efectuarea
rotatiei, Z1y ,Z2g, Z3g, a translatiei Z1y, Z21, Z31, sau a celor doud miscari realizate
simultan Z1, Z2, 73, cunoscandu-se lungimile lor initiale Z1y, Z2, si Z3,.

10.17.3 ROTATIA PURA

Cea mai simpla problema de rezolvat este a rotatiei (Fig.10.29,b). Articulatiile
fixe ale tripodului se aleg drept excentre (E;, E,, E3), raza cercului pe care acestea sunt
dispuse constructiv, este excentricitatea e si raza pe care sunt dispuse articulatiile
platoului mobil se considera raza R a cercului cu punctele M;, 1= 1,2,3.

Pozitiile initiale, date de lungimile initiale Ziy, pot fi exprimate cu ajutorul
FSM-CE radial excentric, de variabild centrica a, $i sunt egale toate, in modul, pentru
cele 3 picioare, daca centrul O al platoului coincide cu centrul de simetrie al tripodului.

(1048)  Zig=—R.Rex (azoi,s ==,201) = —R/T+ 5% — 25.c05 (a0l — £0l) -

oy 1=0=0° 01= 1
s

in care °(202=2§= 1200, )02 =53 ,szg
€203 = 4% = 240° 63 =17

(i=1, 2, 3) iar, asa cum rezulta si din figurd €yi = o9l =2 cos(ayl — &i) = cos 0°=1,
asa Incat toate lungimile initiale ale tripodului sunt egale intre ele si egale cu
(10.49) zo=—R,(1-s)=e—R.

Prin rotatia R(O, p), adicd in jurul centrului O al platoului cu unghiul p,
lungimile celor trei “picioare” vor fi date de relatia anterioard, pentru unghiurile
modificate cu rotatia impusd/necesard a’,1 = a,i + p, i = 1, 2, 3. Datorita simetriei
sistemului, si aceste lungimi vor fi egale intre ele
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Fig. 10.29,a Tripod in translatie. Fig. 10.29,b Tripod in rotatie

(10.50) Zig=—R.Rex (a'zi, s = %, soi) = —/1+ 52— 2s.cos (a',i — £i),
x';1=0+p=p°
, T
incare{ X2 2= 2§+p = 120° +P0, s=% si egale cu

a'p3 = 4%+ p =240+ p°

(10.51) Zr = — R. \/1 + s2 — 2s.cos p, asa cum este cazul pentru punctul M1.
Unghiul de rotatie p poate fi constant, de exemplu, in cazul folosirii tripodului
ca dispozitiv de pozitionare, in coordonate, pentru realizarea unei scheme de gaurire
sau/si de filetare /tarodare a mai multor orificii.
Daci este folosit la frezarea unor canale circulare, la o distanta a de centrul O,

atunci unghiul p variaza continuu, cu o vitezd P impusd, deobicei constanta.

Considerand ca unghiul p variaza dupa legea
(10.52) p=po+ao,
atunci, tripodul se programeaza intai pentru a ajunge in punctul de pornire, numai
printr-o rotatie initiala, in care, probabil existd un orificiu, anterior realizat si in care
va cobora freza, dupa care se va programa rotirea continud a platoului, in jurul
centrului O(0,0), cu viteza unghiulara o, constanta sau variabila, dupa caz.

Relatiile (10.52) vor fi utilizate de doua ori: odata pentru rotirea cu p = py
pentru pozitionarea platoului, cu piesa, in pozitia initiald si, a doua oara, cu p = a.o, (p
€ [pi, p]) pentru actionarea platoului cu piesa (rotirea piesei) in vederea frezarii ei.

In acest caz, avem de-aface cu FSM-CE de excentru variabil.

Evident ca, unghiul de rotire a platoului nu poate fi mai mare decat unghiul
maxim admis prin constructia tripodului si este limitat de interferenta tijelor
(“picioarelor”) tripodului, fiind destul de redus.
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De ce s-a ales a doua determinare, de indice 2, a FSM-CE radial excentric, in
aceste doud relatii ? Pentru ci, dreaptele generatoare di’, definitd de punctele Ei Mi,
intersecteaza cercul C(O,R) in doua puncte. Dintre care, M;i, neprezentat in figura, se
rotesc pe C 1n sens trigonometric pozitiv, la rotatia dreptei in acelasi sens. Pe cand, cele
reprezentate in figurd (M,i) — fard indicele 2 - se rotesc pe C(O,R) in sens
trigonometric negativ (— = Sinistrorum/dextrogin) la rotatiile cu unghiul 0;, in jurul
excentrelor Ei, in sens trigonometric pozitiv (+ = sinistrorum/dextrogin) a dreptei d *.

Se poate urmari pe figura ca, acest lucru, este valabil pentru toate punctele Mi,
din toate excentrele Ei, deoarece, prin rotirea platoului, toate unghiurile 6i, in jurul
excentrelor Ei, se micsoreaza.

10.17.4 TRANSLATIA PURA

Este notata T(e,t), si se determind in doua faze. A nu se confunda aceasta
excentricitate de “translatie” (- e = er), egla cu amplitudinea translatiei, care este
variabild, in functie de cerintele impuse translatiei, cu cea anterioara de “rotatie” (e =
er = constant).

in prima faza, se determind razele Ri = E; Mi cu ajutorul, FSM-CE radial
excentric, de variabila centrica ai, pe cercul C(O,R), care vor fi considerate, ulterior, ca
raze ale unor cercuri, nefigurate in desen, in faza a doua.

Ele sunt
(10.52) Ri =R.Rex(0yi, €, € =1+ m) = R.Rex(a,0l, - €, € = 1),
tinand cont de echivalenta (e, e=t+m) = (—e,£=1)

Se observa cd, in acest caz, se va uza de prima determinare, de indice 1, a
FSM-CE (Rexa,), deoarece, la rotirea dreptelor generatoare d” ,in jurul unicului
excentru central Er, In sens pozitiv si punctele Mi se rotesc in acelasi sens pe cercul
C(Or,R).

Astfel
(10.53) Ri = R.\."li + 5% — 2.5.cosaygi , in care, s = j'_? =

(10.48), adicd, a1 =0, o2 :2§ = 120% @3 = 4"3—‘ = 240°,

8T

— §1 09 = Oy din
R$ 10 20

In continuare, se pot calcula unghiurile la excentrul Ey i(ai), cu relatiile

cunoscute

. . . . . s.in {aypi— &)

= +Bi= + Sk it L
(10.54) 01 = a1 + P11 = o0l arcsmmxl:rxmmi o)

.50 (@agi— &)

= oyl + arcsin—
10 J..; +s2—2zcos(mygi—3)

si se poate trece la faza a doua.
In aceastd a doua fazi, se considera trei cercuri Ci(Er, Ri), nefigurate in desen,
toate avand centrul comun in E; si de raze Ri, determinate in faza anterioara.
Articulatiile fixe Ei, aceleasi ca la rotatie, se considerda din nou excentre si
lungimile “picioarelor” Zir dupa translatie vor fi calculate ca raze vectoare din Ei la
punctele Mi (nefigurate in desen, ele fiind articulatiile dintre platoul mobil si cele 3
“picioare” / tije de actionare) de pe cercul C(O,R), figurat in desen.
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n..E
&

Fig. 10.30 Tripodul dupa translatie si rotatie

Translatia fiind considerata pura, platoul nu se roteste, astfel ca unghiurile ai,
din Or, sub care se vad articulatiile raman neschimbate. Ca urmare s; = ? si
£

(10.55) Zir = Ri. rex,; [0, Ei(s;, & = ayo1)] =
| 2 . o
= Ri[-s cos(0i — ;) +1,I|1 — 57.sin” (81 — &i)].

Problema determinarii lungimii “picioarelor” tripodului, dupa o translatie pura,
poate fi rezolvata si vectorial stiind ca

(10.56) E = Zp1+ T, 1n care s-a notat cu T vectorul de translatie.

Scriind teorema lui Pitagora generalizatd, care este aceeasi cu functia Rexo de
variabild centrica.

In acest caz, se considera articulatiile mobile, ale platoului, ca centre ale unor
cercuri Ci(Mi, er) cu centrele in articulatiile mobile ale platoului Mi si de aceleasi raze,
egale toate cu lungimea cursei de translatie er, translatia (purd) fiind aceeasi pentru
toate punctele platoului.

Unghiurile yi dintre cei doi vectori cunoscuti sunt:
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¥l=1
T T
(10.57) yl=m— ;- 1=27-1
y3 = i'r—g—i- T=2;—T + T

si lungimile necesare picioarelor pentru translatia T(e, t) sunt
(10.58)

71 = e.Rox(y1,21,/e) =

[ [
ﬂlg: +Z1," — 2.8 21, cosyl = g_\Ill + (%:]: - Eiﬂcusﬂ

[ | i i
23 = e.Rex(y3,23,/e) = |e? + 23,7 — 2.e.23,.cosy3 = e 1+ 82 - 2P0 cosy3

.\.I
in care, lungimile initiale Zi,, aceleasi pentru toate picioarele, pe care le notam cu z,
sunt considerate excentricitati reale, iar Tmpartite cu razele e sunt excentricitatiile
numerice.

Notand raportul ? = 5, care este excentricitatea numerica, rezulta

(10.58°) Zi = e.Rex(yi, s, € = 0) = e/ 1 + 55 — 25gcosyi

Daca viteza de translatie a platoului nu are importantd, translatia fiind de
pozitionare si nu o miscare de prelucrare, atunci e se poate considera o constanta,
nefiind important cum se ajunge dintr-o pozitie a platoului in alta.

Daca, in schimb, deplasarea pe directia t, a translatiei, trebuie sd se execute cu
o viteza V bine determinatad (e = V.t), de conditiile tehnologice de prelucare, atunci in
relatiile (10.58) se va considera raza e si excentricitatea numericd s, = zy/e In
consecinta, adica, variabila si, din relatiile anterioare, va rezulta Zi = Zi(t).

Fiecare “picior” al tripodului este, din punct de vedere tehnologic, o axa a unei
miscari de pozitionare, in cazul unor roboti si/sau de prelucrare, in cazul unor
dispozitive sau masini-unelte.

De precizia cu care fiecare axa realizeaza deplasarea Zi, depinde precizia
traiectoriei ca $i precizia de asigurare a vitezei prescrise pe traiectorie.

10.17.5 TRANSLATIA SI ROTATIA SUCCESIVA SAU SIMULTANA

Daca, dupa translatie, e necesard o rotatie, care, deci, nu se va mai realiza in
jurul centrului de simetrie al tripodului, ci in jurul centrului Ot al platoului (Fig.10.30),
translatat si el la distantele eg; de articulatiile fixe Ei, atunci e necesar sa se determine,
in prealabil, aceste distante, pentru ca, ulterior, sd se determine lungimile Zi ale
“picioarelor” dupa translatia urmata de o rotatie, adica lungimea finald a acestora.

Aceasta situatie este prezentata in figura 10.30. Excentricitatiile e; = E,Or se
pot determina tot cu FSM-CE radial excentric de variabila centrica. Dar, sa Tncercam
prin metodele matematicii centrice (MC) scriind distantele e; dintre doud puncte in
plan, Ei si Or(er ,t), cu relatia arhicunoscuta
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(10.59) e =%+/(xg5— xor)*+ (V& — Yor )* =
= +./(Rg.cos tig;— er.cosT)? + (Rp.5in ol — er.5int)? =

= +Rg \/(cos Xp;— 57.€05T)% + (5in K —5.5in7)% =

=+Rg /14 57— 2.57.c0s (X —T) = +Rg. Rex[ao;, S(st = er/ R, € =1)].

Si, am ajuns din nou la FSM-CE radial excentric, de varioabila centrica oy;,
prin care s-a dovedit, Incd odatd, cd aceasta FSM-CE nu reprezintd altceva decat
distanta in plan dintre doud puncte, exprimata in coordonate polare.

Cu Rg s-au notat razele polare pe care se gasesc excentrele Ei, sau raza
cercului pe care sunt dispuse cele trei articulatii fixe ale tripodului.

Cu ey s-a notat deplasarea OO prin translatia T(er,t), care s-a ales si
excentricitate reald, astfel ca, impartitd cu raza Rg a cercului, da excentricitatea
numerica st = er / Rr.

Unghiurile ay; sunt unghiurile sub care se vad punctele Ei din centrul O(0,0),
aceleasi din relatiile (10.48 ) si reprezinta, totodata, variabilele centrice — din sau la
centrul O(0,0)- .

Utilizand ,insa, de la bun Inceput FSM-CE obtinem, asa cum se poate observa,
direct relatia finala, scutindu-ne de calcule intermediare.

In MC nu exista reguli pentru alegerea semnului din fata radicalului, decat
faptul ca o distanta trebuie sa fie Intotdeauna pozitiva.

Prin utilizarea FSM-CE Rexa, », semnul radicalului depinde de determinarea 1
sau 2 a functiei si de pozitia excentrului fata de discul circular: interior sau exterior.

in cazul de fata, la rotirea in jurul lui O a dreptei generatoare, punctele Ei se
rotesc pe cercul mare, exterior, C(O,Rg), in acelasi sens. Rezulta ca avem de-a face cu
prima determinare, principald, de indice 1 si, in consecintd, semnul din fata radicalului
va fi semnul +.

In continuare, determinarea razelor polare, notate cu Zi, ale punctelor Mi, care
sunt articulatiile picioarelor cu platoul mobil, situate pe cercul C(Or, R) al platoului,
dupa o translatie si o rotatie, succesive sau simultane, este o problema de rutina.

Considerand cercul C si Ei ca excentre exterioare cercului (¢; > R = s; > 1),
cele anterior determinate, si unghiurile la centrul Ot ca unghiuri la centru o;, sau
variabile centrice, in care aceste unghiuri se maresc sau se reduc cu unghiul de rotatie t
al platoului

(10.60) o, =0 + T
astfel ca va rezulta
] a
(1061) 7Zi=R.Rex [(lzi, Si(Si, Si)] =—-R |1+ .S'; - 2.5':'. cos 0,

" g . . sTEin (0gi—T) .
in care s; = = i & = 0; (0ly;) = Olg; + Poi = Ol; + arcsin— sunt unghiurile
R \:|1+s'%—2..~?r.:03 (Bgi—T)

pe care diretiile excentricitatiilor e; = OtE; la fac cu axa Ox si care, asa cum se stie de
la FSM-CE aex0 si Aexa, au expresiile anterioare in care sunt scrise concentrat trei
expresii, pentru cele trei excentre E;.

381

BUPT



In concluzie, rezulti ca, in cazul suprapunerii celor doud misciri, de translati si de
rotatie, cotele/deplasarile pe cele trei axe se determina cu FSM-CE Rg.Rexa,; (10.61)
in care excentricitatea numerica este exprimata de o alta FSM-CE R.Rexa,; (10.59).

Evident ca solutionarea problemei programarii tripodului poate fi realizata si
clasic, utilizdnd matrici de transformare.

S-a uzat de FSM-CE din doua motive. In primul rind, pentru a exemplifica
modul de utilizare a acestor functii la solutionarea unor probleme tehnologice destul de
complexe. In al doilea rand, pentru a compara tripodul, care, ca si hexapodul, este un
dispozitiv in voga, cu un alt dispozitiv, mult mai adecvat realizarii/prelucrarii unor

suprafete complexe cu CNC, dispozitiv care are la baza realizarea excentricelor
cicloidale.

10.17.6 EXCENTRICE CICLOIDALE PE DREAPTA

Cicloida are ecuatiile parametrice
X=ro —a.5ino .. . .
(10.62) ¥ =r—a.cos o’ in care r este raza cercului discului rostogolitor,

a -excentricitatea punctului M(x,y) care descrie migcarea/curba si o —unghiul de
rostogolire, fara alunecare. Atunci, excentrica cicloidalad va avea ecuatiile parametrice

x =160 —as5exy.8 X.=T.08x1.89 —a.5exq .68
(10.63) { o 2% sau { 2 12
y=r—a.cex 8

¥ =r—a.cexf

Fig.10.31,a1 Excentrice cicloidale pe dreapta:
scurtate a = 0,6; comune a = 1 si alungitea=1,6>r=1
in care Sx(sy € [-0,5; 0,5], &, =0) si Sy(sx € [-1, +1], &, =0)
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in figura 10 .31,a excentricele cicloidale au s, <'s, (sx = 0,5 sy) iar in figura
10.31,b situatia este inversa: s, > s, (s,= 0,55s,).

Aceste arcade pot fi luate in considerare, ca forme, in domeniul arhitecturii
industriale, la constructia stadioanelor acoperite si in alte domenii.

Fig.10.31,a2 Excentrice cicloidale pe dreapta:
scurtate a = 0,6; comune a = 1 si alungitea=1,6 >r=1
in care Sx(s, € [-0,5; 0,5], &x=0) si Sy(sx € [-1, +1], &,=0)

10.17.7 EXCENTRICE EPICICLOIDALE

Epicicloidele au ecuatiile parametrice

x=(R+r)cos ot —a. cos =T o
s

10.64
( ) v=(R+r)sin x—a sm? o

383

BUPT



si reprezintd, asa cum se stie, curba descrisda de un punct, situat la
distanta/excentricitatea a de centrul cercului mic de raza r, cerc care se rostogoleste,
fara alunecare, pe exteriorul cercului mare, fix, de raza R.
Si excentricele epicicloidale vor avea ecuatiile parametrice
Rtr
x=(R+ricex;,6 —a.cexy,—86
s

10.65
( ) y=(R+r)sex;.6—a .sexm$ ]

1.05 f
1.00 |

095 |

Fig.10.31,b Excentrice epicicloidale:
scurtate a = 0,1;comune a = 1 si alungitea=1,9>r=1

in care Sx(sy € [-1; 1], &x=0) si Sy(sx € [-0,5; +0,5], &, = 0)
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Sx(sx € [-1,0],ex = 0), Sx(sy € [-1,+1],e,=0), Sx(sx € [0,+1], &, =0),
S, = Sy = S, =

SX(sy € [-1,0], ,=0), Sy(s,=0) | Sx(s, € [0,+1], &,=0), Sy(s, = 0)

Fig.10.33,a Excentrice — epicicloidale - cardioidaler=R=a=1,
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\ Sy(s, € [-1,0], &, =0), Sx(s, = 0) \ Sy(s, € [0,+1], & =0), Sx(s, = 0)
‘ Fig.10.33,b Excentrice — epicicloidale - cardioidaler=R =a=1,

| Sy(s, € [-1,0], &, =0), Sx(s, = 0),a=4 |  Sy(s, € [0,+1], &, =0), Sx(s, = 0)

| Fig. 10 34 Excentrice epicicloidale alungitea=2,a=4>r=R =1

Excentricele epicicloidale comune ( a = r ) sunt prezentate in figura 10.32,
cele cardioidale in figura 10.33, iar cele alungite in figura 10.34.
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Se observa ca, 1n toate cazurile, printre excentrice se afla si curbele centricelor
cicloidale pentru s = 0, iar pentru s = = 1 curbele prezinta segmente de linii drepte, mai
evidente in figura 10.34 in dreapta-jos, unde este, clar, vizibil un triunghi echilateral.

In figura 10.33 sunt prezentate curbele excentricelor cardioidale care

se obtin din ecuatiile (10.65) pentrur = R i a =r = R, fiind excentrice epicicloidale.

10.17.8 EXCENTRICE HIPOCICLOIDALE.

Spre deosebire de epicicloida (epi = peste), hipocicloida (hipo = sub, dedesubt)
este generatd, mecanic, de un punct, situat la o distanta a de centrul O al unui cerc mic

C(O,,r),care se rostogolesta pe interiorul cercului mare, fix, K(Og,R), fard alunecare

relativa.

Daca hipocicloida are ecuatiile parametrice

Sx(sx € [-1, 0],ex=0), Sy (sy, = 0)

Sx(sx = 0), Sy(sy € [-1, 0],&,= 0)

‘ Fig.10.35,a Excentrice hipocicloidale scurtate R=2,a=0,4 <r=0,5.
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Sx(sx € [0, 1],ex=0), Sy (s, = 0)

Sx(sx = 0), Sy(sy € [0, 1],6, = 0)

Fig. 10.35,b Excentrice hipocicloidale scurtate R =2,a=0,4 <r=0,5

Sx(sx € [0, 1],ex=0), Sy (s, — 0)

\ Sx(s, = 0), Sy(s, € [0, 1],&, = 0)

Fig. 10.35,c Excentrice hipocicloidale astroidale R=2,a=0,5=1r=0,5
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R_
x=(R—r)cosa + a.cos—a
(10.66) r_, , atunci excentricele hipocicloidale
v =(R —r)sina —a.sin—a
r
vor avea ecuatiile parametrice

x=(R—rlcex; .60+ a cexLzﬂﬁ'

(10.67) (R—7) 5 Rer 5 si familiile de curbe prezentate
Y= — TI5EX 20 — ﬂ.SﬂxLzT

in figura 10.35: a si b > scurtate, ¢ = comune, d si e 2> alungite.

55
5\0‘ .‘o'o,/ %

%Y ;,”/’
. ;0;0;::’::':(’/
N\
(NN

I

NN

\ Sx(s, € [0, 1],6, = 0), Sy (s, - 0) \ Sx(s, = 0), Sy(s, € [0, 1],&, = 0)
| Fig. 10.35,d Excentrice hipocicloidale alungite. R=2,a=0,8>1r=0.5

La aceste excentrice, s-a pastrat pe rand cate un excentru Ex sau Ey in origine
(ex = 0 sau e, = 0) sau cele doud excentricitati s-au ales diferite, altminteri excentricele
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degenereaza in centrice, pentru toate valorile egale date excentricitatiilor numerice sy

Sx, daca si g, = g,.

Se observa, in figura 10.35,d, ca familiile de excentrice hipocicloidale alungite
au forme estetice care sugereaza, cu putin efort de imaginatie, zborul unor pasari sau a

unor avioane stilizate.
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Fig. 10.35,e Excentrice hipocicloidale alungite.

0,8>r=0.5,s € [-1, 1]

R=2,a
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Aproape in toate cazurile, s-a ales directia de expulzare a excentrelor &, = ¢, =
0. Adica, pe directia axei absciselor x.

Pentru a ilustra modificarile ce apar, in cazul expulzarii excentrelor si pe o altd
directie, in figura 10.36 au fost prezentate excentrele hipocicloidale alungite din
figura 10.35,e pentru aceleasi excentre dar expulzate pe directia € = 1 radian.

Aceste excentrice pot fi utilizate in CAD/CAM pentru reprezentarea pieselor tehnice
marginite de suprafete complexe. Un astfel de exemplu, de suprafatd deosebit de
complexa poate fi reprezentatd cu excentrice astroidale de € = 1, asa cum se arata in
figura 10.37, in care au fost, intentionat, prezentate, in paralel, curbele din plan (2D) si
suprafetele din 3 D pe care le pot reprezenta si/sau genera.

Sistemele de modelare geometrica sunt multiple si se bazeaza pe reprezentarea
si manevrarea curbelor si a suprafetelor.

=

2.

i

~ 4

Fig. 10.36 Excentricele hipocicloidale alungite din figura 10.35, e
cug,=lsaug, =1

Definirea si reprezentarea curbelor si a suprafetelor parametrice complexe se
face in prezent prin curbe Hermite, Bezier, Beta-spline, NURBS, Coon s.a.
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prezentate pe larg in lucrarea Prof. Dr. Ing Nicolae-Valentin Ivan, s.a.[“Sisteme
CAD/CAPP/CAM. Teorie si practica”, Editura Tehnica, Buc. 2007], ca si in multe
alte lucrari de acest gen, dar toate reprezintd, cu mari aproximatii §i prin complexe
procedee, suprafetele dorite.

De aceea, aceste metode pot fi definite, fara exagerare, ca niste “florare”
matematice. Pentru ca, nici una dintre aceste metode, nu cuprinde, in totalitate,
punctele prin care trebuie, sau se preconizeazd, s treaca curba si/sau suprafata dorita.
Curbele/suprafetele trecand, in majoritatea cazurilor, printre ele, mai ales cand apar
puncte/varfuri de discontinuitate ale curbelor si/sau ale suprafetelor.

\

!
=l

s AT \
S

7
=y

W (172
[ /{(4

n

Fig. 10.37 Excentricele astroidale din figura 10.35,¢, aicidee=1,
reprezentate simultan in 2D si 3D

Ceea ce nu este cazul excentricelor care, asa cum a rezultat din curbele si
suprafetele prezentate, contin segmente de linii drepte care se racordeaza cu diverse
curbe si au schimbari bruste de directie care contin si puncte de discontinuitate.
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De fapt, in lucrarea autorului, “Functii in trepte Smarandache” publicata in
revista “ SCIENTA MAGNA. An international journal” Vol.3, No.1,2007, pag. 81 ...
92 sunt prezentate o serie de curbe continue, alcétuite din segmente de linii drepte, care
fac parte dintr-o familie de curbe obisnuite reprezentate cu FSM-CE si care, 1n
exclusivitate pentru s = = 1, devin o succesiune continua de segmente de linii drepte,
unele schematizand diverse forme de trepte. De aceea au si fost denumite functii n
trepte si vor fi prezentate intr-un capitol urmator.

10.20 EXCENTRICE DE EXCENTRE VARIABILE

Excentricele, prezentate pana acum, au fost de excentre puncte fixe in plan.
Excentricele de excentre E.(sx, &) si Ey(s,, &) variabile, sau puncte mobile dupa
diverse legi si/sau pe diverse curbe plane, sunt foarte diverse.

Se vor prezenta doar cele mai semnificative, care prezintd interes stiintifice,
tehnic, matematic si, dece nu, artistic.

10.20.1 EXCENTRICE CIRCULARE SI ELIPTICE
DE EXCENTRE MOBILE

Acestea prezintd interes deoarece pot avea contributii in solutionarea unor
vibratii neliniare. Constructia unei astfel de excentrice are ecuatiile parametrice

(10.70) :

in care, pentru a = b = R se obtin excentrice circulare, pentru un cerc C(O,R), iar
pentru a # b se obtin excentricele eliptice, pentru elipsa cu semiaxele a si, respectiv, b.

O astfel de excentrica este prezentatd in figura 10.51 si are excentrul Ex fix in
originea O(0,0) si excentrul Ey mobil dupa legea/expresia
(10.71) Sy = Syg.cos0 cu R=10si 5,0 =05>e9=5>e

Din figura, rezulta constructia acestor excentrice. Din excentrele Ex si Ey se
duc doud semidrepte, paralele intre ele, de unghi 6 cu axa Ox. Punctele de intersectie
ale acestor semidrepte cu cercul C(O,R) sunt punctele Mx si My a caror abscisa i,
respectiv, ordonata sunt coordonatele punctului M al excentricei.

In partea dreapti a figurii, sunt reprezentate alte patru excentrice circulare,
dintre care, prima de sus are Ey = O(0,0) si Ex mobil pe axa x dupa legea s, = s,9 cos0,
cu R =1 si sy = ey, =0,5. Mai jos, sunt prezentate excentrice de excentru Ex variabil —
in stanga si de Ey variabil - In dreapta; variatia fiind data, in ambele cazuri, de s, = s, =
0,5.s1n0.

O varietate de excentrice circulare, de diverse forme, sunt prezentate in figura
10.52, impreuna cu cercul C(O,1) pe care sunt definite. In toate cazurile &, = g, =0,R
=12ex =54, € =8y,Sx = Sy = 0,5 sau 1 si legea este fie sinusoidala fie cosinusoidala
la diversi exponenti.
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ArcSin[0.6 Cos[t] Sin[t]]]},
{Cos[t], Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

Sin[t-ArcSin[0.6 Cos[t] Sin[t]]]},
{Cos[t], Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

—

ParametricPlot[ { {Sin[t]
Cos|[t], Sin[t-ArcSin
[0.6 Sin[t]]]},{Cos[t],
Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

ParametricPlot[ { {Cos[t-
ArcSin[0.5 Sin[t] Sin[t]]],
Sin[t]},{Cos][t],
Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

ParametricPlot[ { {Cos[t],
Sin[t-ArcSin[0.5 Sin[t]
Sin[t]]]},{Cos[t],
Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

ParametricPlot[{{Cos[t-
ArcSin[0.6 Sin[t] Sin[t]]],
Sin[t-ArcSin[Sin[t]
Sin[t]]]},{Cosl[t],
Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

Fig. 10.51,a Excentrica circulare de excentre variabile
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Sin[t-ArcSin[0.5 Sin[t]]]},{Cos[t],
Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[ Sin[t]]], |

ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.5
Sin[t] Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.5 Cos[t]
Sin[t]1]}{Cos[t], Sin[t]},{t,0,2 Pi}]

o |

| ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.3 Sin[t]
Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.9 Cos[t]

Sin[t]]]},{Cos[t], Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]
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ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.3
Cos[t]*2 Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.8
Cos[t] Sin[t]]]},{Cos[t], Sin[t]}},{t,0,2

ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.9 Sin[t]"3
Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.4 Cos[t]
Sin[t]]]},{Cos[t], Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.4
Sin[t] Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[Sin[t]A2
Sin[t]]]}{Cos[t], Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]

ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.5 Sin[t]
Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.5 Sin[t]]]},{Cos[t],
Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]
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ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.9 ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.9 ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.9 ParametricPlot[{{Cos[t-ArcSin[0.7 Sin[2
Sin[t*0.5] Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.4 Tan([t/8] Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.4 Cos(3 t] Sin[tA2] Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.4 Cos([3 ] Sin[t]]], Sin[t-ArcSin[0.9 Cos[3 t]

Cos[3 t] Sin[t]]]},{Cos[t], Sin[t]]]1{Coslt], Sin[t]}},{t,0,2 Pi}] t] Sin[t]]]},{Coslt], Sin[t]}},{t,0,2 Pi}] Sin[t]1]},{Cos[t], Sin[t]}},{t,0,2 Pi}]
Sin[t]}}L{t,0,2 Pi}]

Fig. 10.51,b Excentrice circulare de excentre variabile

Daca Ex si Ey variazd dupa aceeasi lege, oricare ar fi aceasta, atunci
excentrica circulard degenereaza in cerc. Din figura 10.52 se observa ca abaterile
excentricelor de la circularitate sunt cu atdt mai mari cu cat creste valoarea maxima a
aexcentricitatii numerice (so = 0,5 sau sy=1).

Pentru anumite legi de variatie ale excentrelor, se pot obtine din nou excentrice
de forma cvadrilobelor (Fig. 10.53) care, insd, pentru s = +1 nu mai descriu un patrat
perfect, ci unul cu colturi rotunjite, iar pentru s = - 1 o altd curba, asemanatoare cu o
curba de distributie a probabilitatilor, mai ales daca se trece pe excentrice eliptice cu b
>a.

Forme extrem de variate, prezentand o simetrie aparte, se obtin cand ambele
excentre Ex si Ey variaza sincron, in sensuri opuse, pe aceeasi axa x si cand modulul
excentreicitatii numerice s, depaseste unitatea, asa cum se prezinta situatia in figura
10.54. In partile laterale ale figurii, sunt prezentate extrase, de diverse valori s, din
figura centrala.

10.20.2 EXCENTRICE SPECIALE

O serie de grafice, prezentand unele valente / calitati artistice si nu numai din
acest motiv, sunt prezentate in continuare.

Ne avand echivalente in matematica centrica, ele nu pot degenera intotdeauna
in curbe centrice cunoscute. Astfel, o familie de excentrice speciale pe care le vom
numi si excentrice dexoidale (pentru ca sunt realizate cu FSM-CE dexn0) sunt
prezentate in figura 10.55,a si pot simboliza un “soare” rosu.

Cu aceastd denumire, ele figureaza intr-un album “Techno Art of Selariu
Supermathematics Functions”, editat la Universitatea New Mexico din USA in
august 2007 si s-a bucurat de succes, figurand in topul de 10, din peste 1650 de lucrari,
al lunii august, statistica publicata de firma specializata Gallup din USA.

Ecuatiile parametrice ale “soarelui” rosu, pentru R =1-> ¢=s € [-1,1] sunt
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(10.72) {x = R.dex200. cosb

y = R.dex200.sin6

N
i

7
=/

—\

M
|
/)
N
\V/

| _‘A‘ﬂ ‘,‘A"'_A‘W‘

i

Fig. 10.54 Excentrice circulare de excentricitate variabild supraunitard
(in figura din mijloc s, € [-2, +2])

Pentru 0 € [ —1,+1], R =1, Ex = Sx[s, = 54 c0s0, &, = 0], E, = S,[s, = - 59 cos0, &, = 0]

iar ecuatia polard va fi

(10.72)

p=R. dex20.6 ,

in polar simetria circulara fiind perfecta.
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Daci, la ecuatiile (10.72) se mai adaugi si coordonata z = - 0.05 s, atunci
rezulta, In 3D forma spatiald, ce poate fi asemuita cu un brad stilizat, prezentatd in
figura 10.55,b.

Alte grafice din 2D, care dau senzatia de a fi in 3D, sunt prezentate in figura
10.56, iar chiar in 3D, cu z = 4s, se obtine un cilindru ondulat, prezentat in figura
10.55,c.

In partea de sus a fugurii 10.56 sunt prezentate excentrice speciale rexoidale.
Ele sunt denumite astfel pentru cd sunt exprimate cu FSM-CE radial excentric, de
variabila centrica, de 10.0, avand ecuatiile parametrice

x = R.Rex10a. cosa
(10.73) {y = R.Rex10a.sina’
sau ecuatia polard
(10.73%) p =R.Rex10.a, in care, s-a ales R =1, s € [0, 1] in stanga si

s € [- 1, + 1] in dreapta.

In aceeasi figurd, sunt prezentate si excentrice dexoidale modificate, in sensul
cd, in ecuatia a doua din (10. 72) FSM-CE derivat excentrica este numai de arc dublu -
dex20 -.

| Fig. 10.55,a Familie de excentrice dexoidale in 2D
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Daca, in ecuatiile (10.73) FSM-CE radial excentrica se alege de 20 sau de 30,
atunci, in 3D, se obtin obiecte matemnatice de forma ajutajelor rachetelor cosmice.
Astfel de obiecte tehnice sunt prezentate in figura 10.57-stdnga- si pot fi

utilizate la realizarea primei rachete matematice romanesti - dreapta.

Fig. 10.55,b Familie de excentrice Fig. 10.55,c Familie de excentrice
dexoidale in 3D cu z = - 0,05s” rexoidale in 3D cu z = - 4s?
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se[-1,0] s e [-1, +1] s e [0, +1]

Fig. 10.56 Familii de excentrice speciale dexoidale — sus si modificate — jos.

O calatorie sigura in cosmos trebuie sa prezinte o protectie sigurd impotriva
plasmei si campurilor electro-magnetice puternice din timpul eruptiilor solare, eruptii
sugerate de excenticele speciale prezentate in figura 10.58.

Ele sunt reprezentate de FSM-CE radial excentric de variabila centrica Rexa

x = R Rex ma.cosa
(10.74) {y = R.Rex na.sina °
pentruR=1,s=eec[0,1].

Discurile colorate, din centru, au fost suprapuse pentru a mari senzatia vizuala
de soare.

10.20.3 EXCENTRICE DE EXCENTRE FIXE
SI DE PROIECTII VARIABILE. PROFILE AERODINAMICE.

Imita cu fidelitate constructia grafica a unor profile aerodinamice, ca de
exemplu, profilul Jukevsky, pana la identificare completd. Constructia grafica a unui
profil Jukovsky, de caracteristici de profil a = 0,6, s = 0,08, d = 0,075 este prezentata
in partea superioara a figurii 10.59, iar in partea inferioara sunt prezentate doua profile
de acest gen.

Ecuatiile parametrice, care descriu aceste profile, sunt

x =R.cel (0,s1,&) +1.cel(—0,s,,&)
(10.75) { ,

y = R.sel (0,s1,&) +1.sel(—0,s,,&)
in care, cel 0 si sel 8 sunt FSM-CEI (elevate) cosinus elevat si sinusul elevat de
variabild excentrica 0.

Aceste functii se obtin prin proiectarea FSM-CE radial excentric rex0 pe cele
doua axe de coordonate x si, respectiv, y, deoarece in cazul FSM-CEI excentrul E
coincide cu originea sistemului de coordonate si nu mai coincide cu centrul cercului
unitate (O = E # C), asa cum s-a mai afirmat deja. Rezulta, pentru variabila excentrica
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cel,,0 = rex,;,0.cos6
(10.76) { 12 12

sel; ,0 = rex; ,0.sinf
si, pentru variabila centrica
(1076 {gel OCLZi Rexal,z.c?sal,z
el &, ,= Rexay 5.5inaq ,
Cele doua cercuri, pe baza carora se realizeaza constructia grafica, sunt cercul

mare C;(R},E)), ales de razd R; = 1 si cercul mai mic C2(R,, E,) rezultat de raza R, =
0,8819511. Excentrele E; si E; au coordonatele

| Fig. 10.57 Ajutaje de rachetd <« si o rachetd (super)matematica »
1077 {El(el =0,1516373, & = 5,2247771)
(10.77) E2(e; = 0,1719339, ¢, = 4,4351047) "’
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care au fost calculate cu mai multe zecimale, deoarece, mici modificari ale unor valori,
modifica substantial forma profilului, aga cum rezulta si comparand cele doua profile
aerodinamice din figura.

| m=6, n=>5 | m=18,n=19
| Fig. 10.58 Excentrice speciale
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I Ra=1,e,=s,=5,224777,¢,=5,224777; Rb=0.882,s,=0,171933, ¢, = -4,435

- 1.5 1.0 05 0.5 1.0 15

I Ra=1,e,=s,=5,224777,¢,=5,224777; Rb=0.782, s,=0,171933, &, = -4,435

S—ts—"10 - 05 05 1.0 15

I Fig. 10.59 Constructia grafica a profilului aerodinamic Jukovski

Constructia graficd a profilului Jukovsky, asemanatoare la inceput si in
principiu, cu constructia excentricei circulare sau eliptice prin metoda coinciderii
excentrelor, este urmatoarea. Cele doua cercuri, tangente intr-un punct situat pe axa X,
au excentrele comune in originea O(0,0) a unui reper drept xOy si centrele 1n cadranele
IT si, respectiv I. Din acest punct O(0,0), se duc doud raze polare, p; de unghi 0 si,
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respectiv, p, de unghi — 0, cu axa x > 0, care intersecteaza cele doud cercuri in doud
puncte Ma si, respectiv, Mb.

Suma vectoriald a celor doua raze polare este vectorul g a carui varf descrie
profilul aerodinamic Jukovsky
(10.78) p=p + E,_)
in care, p; = OMa si p, = OMb

Au fost reprezentate, in figurd, trei puncte ale profilul Jukowsky.

Este cunoscut ¢, numai un numar redus de profile acrodinamice se pot obtine
prin transformari matematice, in spatiul in complex. Marea lor majoritate fiind obtinute
experimental, dupa lungi si laborioase incercari de laborator, dotate cu puternice tunele
aerodinamice. Asa sunt profilele NACA, utilizate de NASA.

Avem convingerea fermd ca, in cel mai scurt timp si aceste profile
aerodinamice pot fi obtinute cu ajutorul FSM, asa cum au fost obtinute si alte profile,
prezentate 1n aceasta lucrare. Ca urmare, ele pot fi studiate prin mijloace
(super)matematice, conducand la reducerea volumului de munca, altfel necesar
experimentarilor §i cu obtinerea unor spectaculoase imbunatatiri ale performantelor lor,
in functie de necesitatile impuse de diverse game de viteze, precum si de alte criterii
de performanta. Trebuie doar indrazneala.

10.20.4 EXCENTRICE SPIRALE SPECIALE :
SPIRALA GALACTICA CU 4 BRATE

Sunt excentrice circulare, sau, mai precis eliptice, de proiectii variabile, dar,

spre deosebire de cele anterioare, sunt si de excentre variabile. Eliptice, deoarece exista
doua cercuri de dimensiuni diferite. Cercul Ca[Ra, O(0,0)] are raza Ra si, un al doilea
cerc, mai mic, Cb[Rb, Ob(0,-yb)] de raza Rb cu Ra > Rb.
Excentrica spirald speciald, prezentata in figura 10.60, are Ra = 1, Rb = 0,5, un
excentru Ea fixat in originea O(0,0) si al doilea excentru Eb[Rb = 0,5; Ob (0, -0,4)]
plasat pe axa y < 0. Constructia s-a realizat prin metoda coinciderii excenterlor Ea = Eb
= 0(0,0).

Din cele doui excentre confundate se duce o semidreapti d” de unghi 0 cu axa
x > 0. Ea intersecteaza cele doud cercuri in punctele Ma si, respectiv, Mb a caror
coordonate sunt

Ca nd* = Ma{xa i cgs@
Vo = Sinf

. xp = Rb.rex(6,EDb).cosé = Rb.celf
Cb nd™=Mb {yb = Rb.rex(6,Eb).sinf = Rb.seld

Din punctul Mb se duce o directie de unghi a, = 0 + @, iar din punctul Ma o
directie simetrica fatd de axa y, adica, de unghi o, = — 0o, =71 — 0 — ¢ cu axa x. La
intersectia celor doua directii/drepte se va afla un punct M (x,y) al excentricei spirale
speciale, care sunt, totodata, si relatiile parametrice ale ei.

Ecuatiile celor doua drepte, ce trec prin Ma si Mb, sunt de forma

Ax + By + C =0 siau expresiile

(10.79)
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(10.80) Da: tan(m— 0 - ¢).x — y +sinf — tan(w — 0 - @). cosO = 0 si
(10.81) Db: tan(0 + ¢).x —y +Rb.rex0[sinf — tan(6 + ¢).cos0]
s
o o
6l

02 03 04 05 06 07

Fig. 10.60 Excentrica spirald speciala de forma unei galaxi cu 4 brate

Prin rezolvarea sistemului de ecuatii rezulta punctele de intersectie
= — tan(t— 0—¢).cos0—sinf+Rb rex6 [tan(6+ ¢)— sinb]
(10.80) M(X,y) tan(6+ ¢)—tan(n— 8- @)
y =tan(m — 6 — @) [x — cosB] + sinb
si, totodata, ecuatiile parametrice ale acestei excentrice speciale de forma unei spirale

galactice cu patru brate, pe care, o vom numi, in continuare, spirala galactica cu 4
brate.

Spirale galactici, din figura 10.60, are ¢ = 10° = 0,174533 radiani.

In dreapta figurii este reprodus matematic primul brat, din cadranul I, al
excentricei galactice cu 4 brate. Cele 4 brate nu sunt la fel: fiecare brat exista doar
intr-un singur cadran, are punctul initial al curbei la distante diferite fatd de centrul
0(0,0) si punctul final tinzand la infinit. Ca urmare, in centru, excentrica galactica cu
4 brate nu are puncte, adicd, nu existd, aidoma unei galaxi, care In centrul ei prezintd o
gaura neagra (blackhole).

405

BUPT



10.21 SUPRAFETE SUPERMATEMATICE (SSM)

Sunt suprafete matematice, mai putin obisnuite, obtinute / generate cu ajutorul
FSM. Unele au fost deja prezentate, drept excentrice in 3D, ca, de exemplu, cilindri
rezultati din excentricele ovalelor lui Cassini §i din excentricele lemniscatelor lui
Booth (Fig. 10.16,b si c), din excentricele astroidale (Fig. 10.37), arcul elicoidal SM
(Fig. 10.46), piramida (Fig.10.48) excentricele rexoidale si din excentricele dexoidale
(Fig. 10.55,b) s.a.

X =x,Cosu/Cos0, Y = y;sinu/sinf, Z=u X =x,Cosu, Y =y;sinu, Z=u

Fig. 10.61,a Suprafete derivate din ecuatiile profilului Jukowsky (x;, y;)

In general, suprafetele SM sunt foarte sensibile la mici schimbari in ecuatiile lor de
definitie. Astfel, daca in ecuatiile profilului Jukovsky (10.75), se adauga coordonata
(10.75%) Z=u,ue]l-Pi/2, Pi2]

si coordonatele X si Y se modifica, fatd de coordonatele x; si y; ale profilului
Jukovsky, aga cum se indica in figura 10.61,a, atunci se obtin suprafetele sub forma
de stalp circular cabrat sau de peste, din aceeasi figura. Daca se folosesc §i anumiti
exponenti, indicati in figura 10.61,b, atunci se obtin alte forme de suprafete indicate in
aceeasi figurd. O SSM, de forma unei aripi de avion, cu profil aerodinamic (Fig.
10.62), se poate obtine cu ecuatiile parametrice

{ X = 0,47.1. Z.COSG - 1,8u
y=6.u
(10.81) z = 0,1u*sex[6,S(s = 0,8; e =59)] + 1

incare 6 €[0,2n], u €[1;2]
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10-]

X = x;.cosu. cosh,Y=y;.sinu X= X = xj/cosu, Y=y,/sinu
. 2 22
sinf X).c08" U, Y=y.sin"u

X = x;.cosu ,Y:yJ.sinu'O'5 in toate cazurile Z =u

Fig. 10.61,b Suprafete derivate din ecuatiile profilului Jukovsky (x;, y; )
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Fig. 10.62 SSM de forma aripilor de avion cu profil aerodinamic

Fig. 10.63,a SSM autopatrunsa

O SSM deosebit de interesantd, deoarece are un centru de simetrie si se
autointersecteaza, este prezentatd in figura 10.63. Ea are ecuatiile parametrice
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x = arcsin30
(10.82) y = sin26.sex(u, Sy (sy, &y),
z = sin26.cex(u, S,(s,, €;)
Sy(Sy,Sy) = Sy(o;z; -1) Tom, . 1A .

u { S, (5,6,) = 5,(0,9;0) o[- > 2] si u €[0,2Pi] in figura 10.63,a — sus si u
€[0, m] - jos, ca sa se observe cat mai bine modul de autointrepatrundere a suprafetei.
S, (sy, &) =S5,(09; —1) T T . .
y\Oyr &y y LI

S, (5, £,) = 5,(0,5;0) ,0e[ > 2] siu €[0, 2Pi]
Sy(sy, &) = 5,(0,2; —=1)
S,(s, &) = 5,(0,05;0) °

Excentricele sunt de excentre {

in dreapta-sus si de excentre { oe[- g, g] siu €[0, 2Pi] —

in dreapta jos.

-1.0 -0.5

0.0 0.5

Fig. 10.63,b SSM autopatrunse cu u € [ -Pi, Pi]

In figura 10.63,b ecuatiile sunt aceleasi, cu cele din figura anterioara din
stanga, diferenta rezultdnd din dublarea domeniului variabilei 0, adica, 8 € [—m, + m].

FSM-CE au darul de-a putea reprezenta si suprafetele unor artefacte ca amfora
(Fig. 10.64), vaze de flori (Fig. 10.65 si 10.66 - dreapta), statui stilizate (Fig.10.66 -
stanga), dansuri stilizate ( Fig. 10. 67) s.a.
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| Fig. 10. 64,a Amfora SM si amfora cobra sau suport de lumanare

Amfora din figura 10.64 are ecuatiile parametrice
x = Rex X.cosf
(10.83) y = Rex «.sinf cua,0e[0,2x],
z=1u
iar amfora cobra, din aceeasi figurd, ecuatiile parametrice in care Rexa s-a modificat
prin inlocuirea FCC cosa, de sub semnul radical cu FSM-CE cexs si cu FSM-CE

modificata / combinata sex(0,s), adica

(x = cosB.Jl + 52 — 2s. cex(s,S(s =0,89,¢c= O)) =

(10.84) c0s0.4/1 + s2 — 2s.cos [s — arcsin (s. sins)])

y = sinf./1 + s2 — 2s.sin (s — arcsin [sinf])cos (%)
z=09«a
in care 0 €[0,2n] sis €[ -3,6 m; w2 |.
Prima amfora din stanga figurii 10.65 are ecuatiile parametrice

x = cosf.Rex[s,S(s €[0,1],& = 0)]
(10.85) {y = sinf.Rex[s,S(s €[0,1],e = 0)],cu0 € [0, 2xn] si s € [ -3,6m; 0]
z=s
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in care se observad folosirea FSM-CE radial excentric de variabila centrica in care
variabila centrica a a fost inlocuita cu excentricitatea numerica s, adica Rexs.
Amfora din dreapta are ecuatiile parametrice

x = cosB.\/l + s2 — 2s.cos [s — arcsin (0,98sins)]]

y= sinH.\/l + s2 — 2s.sin [s — arcsin (sin s)]]. cos% cubel0,
z=09s

2w si s € [-3,6m; 0,57]. Aici,FCC cos a fost inlocuita cu cex[s, S(s = 0,98, e = 0)] in

prima ecutie x(0,s) si cu sex[s, S(s =1, € =0)] in a doua ecuatie, adicd in y (0,s).

(10.86)

Fig. 10. 64,b Pocale supermatematice SM
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Fig. 10.65 SSM de forma unor vaze de flori
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| Fig. 10.66 SSM de forma unei statui stilizate a lui Budha si o vaza hexagonala
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Fig. 10.67 Alte vaze de flori
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

Motto “ Ceea ce este supus miscdrii nu se poate odihni cu tampla pe static.
De aceea, cand Incearca sa se odihneascd, de fapt viseaza”
Nichita Stinescu

Capitolul 11

FUNCTIILE cex0 SI sexd CA SOLUTII ALE UNOR ECUATII
DIFERENTIALE LINIARE DE ORDINUL DOI
CU COEFICIENTI VARIABILI

11.1 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE (SOE)

Fie cercul C(O,R), excentrul E(e,g), dreapta d = d" N d, cu cele doud
semidrepte [pozitiva (+) si negativa (-) ], adiacente in E si punctele M,, = C(O,R) N
d. Dreapta d, turnanta in jurul excentrului E(e,e), cu viteza unghiulara constanta €, are
directia datd de unghiul 8 = Q.t cu axa Ox > 0. In acest fel, punctele M, »(R, o) se
rotesc pe cercul C, intr-o miscare circulara excentrici (MCE), cu o viteza unghiulara
o, = Qdex; 0. Ea este constanta, daca e = 0 si variabila, dacd e # 0 si e?<R’sau-1<
s = ¢/R < 1, adicd pentru un excentru E apartindnd discului circular de raza R si,
inclusiv, cercului C. Modulele vitezelor punctelor M, , pe C sunt date de relatia v,, =
R.o;, =R.Q.dex; ,.

Pozitiile punctelor M, ; sunt date de coordonatele polare (R, o) 1n reperul cu
originea in centrul O(0,0) si de (r;,, 8) in reperul cu originea in excentrul E, in care,
razele polare excentrice r, sunt, aga cum se stie, date de functiile radial excentric, fie
in functie de variabila centrica o, fie de cea excentrica 0 de expresiile
(11.1) ri»=R. Rexa,, = R. rex; ,0

Coordonatele carteziene ale punctelor M, , sunt

(11.2) (x12 =R.cosa»; y12=R.sina; ) in reperul cu originea in O(0,0) si
(11.3) (x12 = R.cex;20; yi» = R. sex;,0) in acelasi reper, dar exprimate cu
ajutorul functiilor supermatematice circulare excentrice (FSM-CE) cu excentrul in
E(e,, €y).

Proiectiile miscarii punctelor M, ,, pe oricare doud axe rectangulare, reprezinta
o miscare de oscilatie / vibratie a unui sistem, pe care Prof. dr. math. Emilia Petrisor 1-
a denumit sistemul oscilatiilor excentrice (SOE).

In figura 11.1, sunt reprezentati vectorii de pozitie, vitezele si acceleratiile
punctelor M;, in MCE si, prin proiectiilea cestora, marimile de vibratie din SOE.
Marimi reprezentate grafic in figurile 11.5, 11.6 si 11.7. Graficele vitezelor unghiulare
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si a acceleratiilor unghiulare sunt date in figura 11.8. Ele sunt reprezentate si in
schema explicativa din figura 11.1. In toate cazurile — ca si in figura 11.1- s-a
considerat raza R egald cu amplitudinea A a vibratiei, adici R=A=12>e=s € [0,1],
€=0 - excentrul E=S c Ox.

>
a,

| Fig. 11.1 Schemi explicativi la sistemul oscilatiilor / vibratiilor excentrice (SVE)

11.2 SISTEMUL OSCILATIILOR RADIALE EXCENTRICE (ORE)
Nu existd nicio ratiune pentru care variatiile iTn modul ale razelor polare

excentrice ry, sa nu poata fi considerate ca oscilatii / pulsatii sau vibratii radiale
excentrice (ORE).
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

Variatia periodicd simetrica a valorii unei marimi, in raport cu o anumitd
valoare (de referintd), este denumita oscilatie. Acesta este cazul variatiilor lui ry(t)
fatd de axa Y = R =1, in cazul de fata.

Fig. 11.2 Deplasarea, viteza si acceleratia oscilatiilor radiale excentrice de 6.
Stanga: r;= R rex;Qt, 7 si ¥*; 0=Q. Dreapta r,= R.rex,Qt, 15 si
Pentru R=1,A;,=e=5s €[0, 1], cupasul 0,1si € = 0> E = S(s,0)

Daca alternantele sunt numai de un singur sens, cum este cazul acelorasi
marimi ry,, dar fatd de reperul Y = 0, atunci vibratia se denumeste pulsatie. O miscare
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pulsatorie nu trebuie confundata cu pulsatia proprie Q, in cazul de fatd, a unui sistem
vibrant.

Vibratia este o denumire mult mai cuprinzatoare, care le include pe cele
precedente si, in plus, poate fi atribuitd oricarei variatii periodice.

20 = @ geeeeenns
15 os A\ 23 4
1.0 : 1.0
03 15
I 2 03 4 s 6 | 20
‘ Pulsatia razei excentrice r; > 0 Pulsatia razei excentrice r, < 0

1.0 1.0

05 | 05 |
05 05 |
10 o

0.5 L\

05

- 1.0 F

Vibratia acceleratiei razei excentrice | Vibratia acceleratiei razei excentrice 1,
I

| Fig. 11.3 Deplasarea, viteza si acceleratia vibratiilor radiale excentrice de a.

Oscilatiile, pulsatiile si vibratiile sunt functii de timp, dar functia de timp poate
fi exprimata prin intermediul variabilei excentrice 0(t), daca miscarile / deplasarile sunt
reprezentate de razele polare excentrice de variabild excentrica 6 = Qt, adica, r,(t) =
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

R.rex; ,0 (Fig. 11.2) si / sau ORE de a(t), daca miscarea este reprezentatd de FSM-CE
radial excentrica de variabila centrica a = Qt, (Fig. 11.3), adica, r;, = R. Rexa .

Pulsatiile / impulsurile sunt de aceeasi perioada T, respectiv de aceeasi pulsatie
proprie Q si de amplitudine (maxima pentru prima determinare de indice 1 $i minima
—sau maxima negativa- pentru a doua determinare, de indice 2) Ap;» = £(A+ e), In
care e este excentricitatea ¢ = R.s e (0, 1]. In acelasi timp, oscilatiile sunt de aceeasi
amplitudine, egala cu excentricitatea e € (0, 1], considerate fafdideaxaY=+R=+ A
= + 1, ambele tipuri de ORE sunt de semiperioade diferite, asa cum rezulta si din
figurile 11.2 5i 11.3.

AN
-'0‘5 | | -.0.5 | | .osﬁ
. 7

Fig. 11.4 Vibratii radiale excentrice polare ale unui inel circular
de raza R = 1 exprimate cu functiile de variabila excentrica rex0, rex20 si,
respectiv, rex30 SUS si cu functiile Rex2a, Rex3a si, respectiv, Rex4a JOS
cu E = 5(0,2; 0) in coordonate polare

Asemanarile dintre vibratiile radiale excentrice si vibratiile radiale clasice
(Fig.11.4), moduri de vibratie atribuite unor inele circulare elastice, consista in faptul
ca sunt exprimate in coordonate polare. Primele cu ajutorul acelorasi functii radial
excentrice, atat de variabile 6 = Qt, cat si cele de variabila o = Q.t, iar cele clasice cu
functii trigonometrice / circulare centrice (FCC).
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Unele dintre ORE clasice sunt reprezentate, in coordonate polare de functia p
= R(1+ e.sina) si diferad usor de cele prezentate in prezenta lucrare, pentru e = 0,2, deci
de valori mici si diferd semnificativ daca excentricitaea e, si cu rolul de amplitudine a
deformarii radiale, creste.

Oscilatii si / sau pulsatii reprezentate in coordonate carteziene se vor denumi
ORE / PRE si celelalte, reprezentate in coordonate polare, oscilatii / pulsatii radiale
excentrice (ORE) polare > (OREP/PREP).

Rezulta ca ORE sunt proiectiile pe axele x si, respectiv y ale OREP. Ambele
sunt de aceeasi perioada T, respectiv de aceeati pulsatie proprie Q. Oscilatiile sunt de
amplitudine Ap = £(A+ e), In care e = R.s € (0, 1] este excentricitatea reala.

Pulsatiile radiale excentrice au elongatia maxima ry = R + e §i cea minima
rm = R — e. Concentrat, se poate scrie ca elongatiile extreme sunt r,,y =R F e

Cand oscilatiile ORE sunt de aceeasi amplitudine, egald cu excentricitatea e €
(0, 1], considerate fata de axa Y = £+ R =+ A = % 1, ambele tipuri de OPRE sunt de
semi-perioade diferite, pulsatorii, in trepte simetrice fatd de valoarea de nul, in cele
doua sensuri de miscare, asa cum rezulta si din figurile 11.2 si 11.3.

Diferentele dintre cele doua semiperioade cresc, cu cresterea amplitudinii
oscilatiei, adicd cu excentricitatea e, datoritd alunecarii punctelor de nul pe axa de
referintd, in timp ce punctele de extrem raman fixe.

Punctele de extrem sunt date de valorile variabilelor la care se anuleaza

vitezele, adica la 01 ,(t) = ay,(t) = 7 £ kT 2 tegyrem = %, asa cum se poate urmari si
in graficele vitezelor SOE si a ORE. Punctele de nul ale oscilatiilor se obtin pentru o,
= g + k 7 si, respectiv, primul punct de nul, al variabilei excentrice, se obtine pentru
0, = g + B(a=1/2).

Se stie ca pentru o = o

(11.4) B(a) = ;Sel;:;( = \%’;’:OS«, astfel ca pentru o0 = % se obtine
(11.5) B(a=§):\[1i7 S0y =2+ == .

Urmatorul punct de nul se obtine pentru 6, = 3?71 -p (a = %) = 3?71 - \/% , apoi
punctele se succed in acelasi mod. Punctele de nul, in functie de timp, vor fi

(11.6) ty=(Z+km)2+ = s Gkt =)

Daca excentricitatea e = s = 0, atunci vibratiile radiale (VR) inceteaza,
intrucat 1, , = R = constant, pentru cd rex; ,0 =Rex o, ==+1 .

11.3 DEPLASAREA, VITEZA SI ACCELERATIA iN SISTEMUL
VIBRATIILOR EXCENTRICE (SVE)
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

Daca relatiile (11.2) si/sau (11.3) reprezinta deplasarea in MOE, atunci
vitezele sunt date de prima derivateld in functie de timp ale acestora, iar acceleratiile
SOE de cea de a doua derivata. Scriind deplasarile, ca vectori in functii de timp,

X12(t) = R.cex; ,(Qt).rad0 = R.cex; ,(6 = Q.t,E(e, €)).7ad0
{}71,2 (6) = R.sex;,(Qt).der0 = R.sex,,(0 = Q.t,E(e, €)). der0

ei reprezinta proiectiile vectorilor de pozitie ﬁl,z (t) ai punctelor M;,, in MCE de

(11.7)

excentru E(e,g) punct fix, adica e si € marimi constante, avand expresiile
(1 18) ﬁl,z (t) =R. radal'z (t) = é + ‘F].,Z (t) =
= e.rade + R.rex; ,(Qt).rad(6 = Q.t).

1.0 == 2 1.0
05 N 0571
. ’ . .

; 2 \ 3 /‘ 5 6

S 05 \ 051

S10 F - 1.0 *
Fig.11.5,a Deplasarile x; = cex,0 Fig.11.5,b Deplasarile x, = cex,0

1.0 10

057 0571

1 2 3 5 6

S05F 05 ¢

1.0+ 1.0 F
Fig.11.5,c Deplasarile y, = sex; 0 Fig.11.5,d Deplasarile y, = sex; 0

PentruR=1,Q =1, E(e=s€[0,1],&e=0)si0 €[0, 2x], s cu pasul 0,1

Vectorii vitezelelor miscarilor de vibratii rectilinii, pe cele doua axe x si y, ca
derivate ale deplasarilor, sunt

{3?1’2 (t) = ﬁxl,z (t) = —R.O. de.xl'z (Qt) Sexlyz (Qt) TadOO

11.9 .
( ) 5])1'2 (t) = ﬁyl,z (t) = +R Q. dexllz (Qt) Cexl'z (Qt) deT‘OO
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si sunt proiectii ale vectorilor viteza ¥; ,(t) ale punctelor M;, din MCE a lor de pe
cercul C

(1 1 10) 1_7)1,2 (t) = ﬁl'z (t) = R Q dexl’z (Qt) deral'z (t)
In aceste relatii s-a tint cont de derivatele cunoscute din volumul I al lucrarii

. d[rad,,(Qt)] _ d[rady,(6=Q.t)] d6
(11.11) rad; ,(t) = == = = T = = Q.der; ,(Q1).

Cu puncte s-au notat derivatele in functie de timp si cu accent au fost notate
derivatele in raport cu variabila excentrica 0. Acceleratiile acelorasi miscari

rectiliniare sunt

2 L

ok
‘ Fig.11.6,c Vitezele y, = dex;.cex; 0 =v,, ‘ Fig.11.6,d Vitezele y, = dex,.sex,0 = vy,

| PentruR=1,Q =1, E(e =s€[0,1],&=0)si 0 [0, 2x], s cu pasul 0,1

( J.-5;1,2 () = Gy12(t) =
= R.Q?%[dex],(Qt). sex; ,(Qt) + dex?, (Qt). cexy ,(Q6)|rad0®
);}1,2 ) = dy1(t) =
\= R.02 [dex ,(Qt). cex; ,(Qt) — dex?,(Q1). sex; ,(Qt)]der0°

(11.12)
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

si reprezintd proiectiile vectorilor acceleratiilor punctelor in MCE, obtinute prin
derivarea, 1n functie de timp, a vectorilor viteza (11.7) si au expresiile

(11.13) d12(t) = V() = ﬁ1,2 ®) =
R.Q[e;5(0). dery 5 (Q8) — wi,(0).rad; ()] =

= R.Q%[dex],(00).der; ,(Qt) — dexi, (Qt).rad; ,(Qt)]
Modulele vectorilor acceleratiilor din MCE vor fi

(1114) |a12(t)| RVe2 + w*=R.Q \/[d(dex12(ﬂt)]2 +dex12(ﬂt)

in care, acceleratia unghiulard €, , este derivata vitezei unghiulare ®,, si e datd de

relatia
(11.15) 51‘2 ©) = wl;t(t) _ (U_.)1,2 (t) = d[Q.dexLz(QZ)t.deraLz(Qt)] _
d[Q.dex;,(Qb).deray ,(Q1)]

= - dG - = QZ [81'2. derallz (t) - (A)%’z (t) radalyz (t)]

= 02.dex ,(Qt).dera; ,(Qt) — Q% dexi, (Qt).rada, »(t)
Q%[dexy ,(Qt). dera, ,(Qt) — dexi, (Qt).raday ,(t)].

Se observa cd, pentru excentricitate nuld e = s = 0, viteza unghiulara este
(11.16) ®1,(t) = Q.dex; 2(0 = Q.t) = Q,
deoarece dex; (0 = Q.t; e = 0) = 1, deci, devine constanta, iar acceleratia unghiulara

(11.15) se anuleazd (€;,(t) = 0). Ca urmare, miscarea circulara excentrica (MCE)
devine centrica, miscarea de rotatie neuniforma pe cercul C devine uniforma si SOE
degenereaza intr-un sistem centric.

Vibratiile radiale excentrice polare (VREP), in cazul ¢ = 0, inceteaza,
deoarece r(t, e = 0)rad; ,0 =R .rado,; , 2 0 =0 i 0, = 0 + 7w, deoarece ;=0 si f, =
7, stilndu-se ca (B, + B, = n).

Vectorii de pozitie ai punctelor M;, din E revin in O, sau razele excentrice
devin centrice, adica, modulele vectoriilor ry ,, care sunt |F1,2| = R, devin egale cu raza
R a cercului pe care are loc, acum, miscarea circulara centrica.

De la MCE se mai stie ca:

e Suma razelor excentrice ry,, respectiv a modulelor vectorilor de pozitie ai
punctelor M, , din polul E(e,¢), este egald cu produsul razei cercului R si functia coarda
crd, adica cu coarda R.crd[6, E(e,g)] din cercul de raza R, in care, cu crd[0, E(e,¢)] s-a
notat functia coarda dusa prin S(s, €) in cercul unitate C(O,1), adica
(11.17) R.crd[0, S(s,e)] =1, + |12 |

e Suma modulelor vectorilor vitezd unghiulara ®,, este egala cu diametrul

cercului unitate, adica
(1118) 2:0)1+0)2
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e Suma modulelor vectorilor viteza v,, este egala cu diametrul cercului R pe
care are loc MCE, adica
(11.19) 2R=v,+v,

e Suma acceleratiilor unghiulare €, ale punctelor M,, este nuld, cele doua
acceleratii fiind egale si de semne opuse, adica
(11.20) €1+ 6=0 > €= —¢.

‘ Fig.11.7,c Acceleratiile y, ‘ Fig.11.7,d Acceleratii y,

| PentruR=1,Q=1,E(e=s€[0,1],&=0)5si0 €[0, 2x], s cu pasul 0,1

Unghiurile v, , pe care vectorii acceleratiilor a, , , aplicati in M, il fac cu
directiile radiale centrice, sau, mai precis, cu directiile negative ale vectorilor de pozitie
—.) . .

(= Ry ) din O ale punctelor M |, sunt date de raportul componentelor acceleratiilor;
cea tangenta la cerc sau acceleratia centrifugd at;, si cea normald la cerc, numita
acceleratie centripetd amnz, adica
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

s(1-s?)sin (8—¢)
dely,0.rex? ,0

at €
(11.21) V= arctan—= = arctan—= = arctan
anyz W)

11.4 SISTEMUL FUNDAMENTAL DE SOLUTII

Fie functiile (11.3) x5, y1» : R = [1, 1], modulele vectorilor deplasare (11.7)

{xl,Z(t) = Rcex, ,(Qt, E)
y12(t) = Rsexy,(Qt,E) °

cu Q = constant si de acelasi excentru E(e.g).

(11.22)

20 ¢ 2.0 —
15} 1.5
10 1.0
05 05r1
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6
Fig.11.8,a Viteza unghiulara (0 = | Fig.11.8,b Viteza unghiulara w,(0 = Qt)

101 1.0}

0571 0571

051 05T

10 r ~1.0F

Fig.11.8,c Acceleratiile unghiulare Fig.11.8,d Acceleratii unghiulare
& (0=Q) & (0=Q1)

| PentruR=1,Q =1, E(e =s€[0,1],&=0)si 0 €[0, 2], s cu pasul 0,1

Ca ele, si combinatiile lor liniare, de forma
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(1 123) Z(t) = Cl.CCXLZ Ot + Cz.SCXl,z Ot
sa fie solutii ale ecuatiei diferentiale liniare de ordinul doi, de forma

X y z
(11.24) X y zl=0, sau
(11.25) Zip+ P1Z1p+ P2z = O,

cu coeficientii variabili p;(t) si pa(t), este necesar ca matricea lui H. Wronski, sau
wronskianul W sa fie diferit de zero.
Matricea wronskiana este
x12(t)  ¥1,2(0)
X12(8)  Y1,2(0)
W {;t 0-e?< R?
=0 >e=%R
si, pentru o excentricitate numericd -1< s <l , interval in care FSM-CE derivata

(11.26) W=

= R%Qdex; , (At E) = w1, (b)

excentrica dex; ,(Qt,E) > 0,V t € R este pozitiva si diferita de zero, adica
@

(11.27) dexi(0=Qt,s’<1)=2 =5 =2 >0,

reprezinta conditia suficienta ca cele doua perechi de functii sa fie liniar independente.

in punctele in care W = 0, dar numai timp de o semiperioadi, pentru ci, in
semiperioada urmatoare W = 2R.Q pentru e = + R, s-a constatat [9] ¢i si pentru s* = 1
saus =+ 1, FSM-CE cex;, (8 = Q.t, s = 1) si sex;» (0 = Q.t, s = 1) sunt solutii ale
ecuatiei diferentiale (11.25), care, 1n timpul in care W = 0, solutiile sunt identic nule,
iar in semiperioada urmatoare ele sunt x;»(t) = R.cex;, Q.t = R. c0s2 Q.t 51 y;»(t) =
R.sex;, Q.t =R.sin 2Q.t.

o < . . . 21 A c A . ..
Rezulta ca perioda de oscilatie T = 4 famane aceeasi in ambele situatii.

Coeficientii variabili py(t) si p,(t) se determina cu relatiile cunoscute

(11.28) i D1 xpd12-VipKn 1 d(dex;,0) __ QM
’ w X1,2.Y1,2=Y1,2%1,2 dexq,(6) dae dae
1 d(dex,,0 1 d(dexq,0 €
(11.29) pi=—Q (dex128) _ _ (dex10) _ €1
dexq,(60) dae dexq,(0) dt w12
L L 2
_D X12V12=YV12%12 _ ~2 2 _ 2 _fdxXi, 2
11.30 =2 = 2aha Ml 02 dex? 0 = wf,=(T22) = &,
( ) P W X12Y12=V1,2%1,2 12 12 dt L2
in care, determinantii D; si D, sunt
X1,2 V1,2 .. . 22 :
(11.31) Di= =%, j1i, =—(X12,¥12 = Y1,2-¥12) =-R°Q" dex; .0 si
551,2 5’1,2 . . . .
(1 132) D2 =+ . . = x1‘2y1’2 - y1,2x1,2 = RZQ?’dexiz
X1,2 V1,2

In modurile de tratare clasice, din literatura matematica, se exclude cazul in
care wronskianul W = 0, caz in care conicele degenereaza in doua drepte ce trec prin
origine, pentru care se anuleaza numitorul din expresiile (11.22) si (11.23) ale lui p; si
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

p2- Ceea ce nu este si cazul de fata, care, dimpotriva, scoate in relief situatii

surprinzator de importante.

- 180 0.5 S0 |- 1005 [ 05140

| se[-1,0] | se[0,+1] | se[-1,0] | se[0,+1]

Fig. 11.9,a Traiectorii in planul fazelor pentru C; =1 si C,= 0 in stanga si
C, =0 si C,= 0 1in dreapta.
cu Q=1, R=A=1,2e=s2E=S(s,g)sie=0

Pentru W > 0, p; si p, 2 oo, cazul a doua drepte ce trec prin origine,
corespunde situatiei e = + R sau s = £1, in care, asa cum va rezulta si din grafice (Fig.
11.12), in special in reprezentdrile din 3D, In mod surprinzitor, caracteristicele

elastice statice (CES) ale SOE sunt din nou liniare, ca si pentrue =s =0 !
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Prin urmare, SOE admite trei sisteme liniare: pentru e = 0, caz evident,
intrucat SOE degenereaza in sisteme liniare, centrice, iar e = + R si e = — R, constitue
surpriza SOE.

Introducand expresiile lui p; si p, in (11.19) se obtine expresia finala, deosebit
de simpla a ecuatiei diferentiale a SOE

(11.33)

iectorii in planul fazelor pentru C1 =151 C2 =0
=0siC2=01ndreaptacu Q=1, R=A=1,->
i 0 reprezentate In 3D cuz =s €[-1,1]
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

se[-1, 0]

I Fig. 11.10 Traiectorii in planul fazelor pentru C; =151 C,=11n 2D siin 3 D

Introducand, pe rand, deplasarile x;, = C;.cex;,0 si apoi pe y = C,.seX,,0, In
oricare dintre expresiile ecuatiei diferentiale, ea devine identic nuld, ceea ce aratd ca
acestea (deplasarile) sunt solutii / integrale ale ecuatiie diferentiale. Pentru ca si
wronskianul W # 0 (W > 0, pentru e €[-1, 1]) rezultd cd si combinatiile liniare ale
acestora (11.23) sunt integrale / solutii ale ecuatiei diferentiale a SOE.

Curbele integrale din planul fazelor sunt reprezentate atét separat (Fig. 11.9 a
sib),pentruC;=1C,=0->z=cex0si C=0,C,=1 > z=sex0, citsipentru C, =
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C , =1, adica, pentru z = cex + sex 0 (Fig. 11.10), atat in plan (2D) cat si in
spatiu3D. Ele pot fi reprezentate, fard dificultate, pentru oricare alte valori ale
constantelor C; si C,.

Pentru un excentru E(e, €) turnant in jurul originii O, adica e = constant si € €
[0, 27t], curbele integrale din planul fazelor sunt prezentate in figura 11.11.
Ecuatiile parametrice ale curbelor integrale din planul fazelor sunt

X1, = Cicexy,0 + Cysexq,0
M, { ' ' '

(11.34) Y1, = X1,2 = — d€x1,29 (Cl.sexl'ze + CzCexl_ze

s=+0,8

Fig. 11.11 Traiectorii in planul fazelor pentru un excentru E = S (+0,8; ¢),
turnant in jurul originii O(0,0),
s=+ 0,8 =constant si € € [0, 2nt], pentru C,; =151 C,=0
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11 SISTEMUL OSCILATIILOR EXCENTRICE

Au fost reprezentate, in figurile anterioare, doar primele determinari,
principale, de indice 1, ale FSM-CE.

Daca se considerd masa m de oscilatie a SOE egala cu unitatea de masa (m =
1), atunci forta de accelaratie a SOE este egala cu acceleratia masei.
(11.35) Fae=ma=la=Z

4

- 4

4

se[-1, 0] s€[0, +1]

se[-1, 0]

se[0, +1]

I pentru C; =1 i C,=0-> z = cex0 I pentru C;=1si C,=0 > z=sex0

N

axy, (xj2)sau C; =151 C,=0, s €[-1, ayia(yip)sau C; =051 C,=1,s €[-1,
+1] +1]

Fig. 11.12 Fortele de acceleratie, cu semn schimbat, in functie de deplasare sau

fortele elastice reprezentate in 2D si in 3D, reprezentand, totodata si (CES)
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11.5 FORMA CANONICA A ECUATIEI DIFERENTIALE A SOE

Ecuatia diferentiala (11.25) a SOE, in care p,=0, poate fi adusd la forma
canonica,

d? . . A
(11.36) d—; + k(t).z = 0, printr-o schimbare de parametru T = 1(t), in care
1 .
—— este curbura centroafina si s este arcul centroafin.

k(1)

Punand conditia p;=0 1n ecuatia (11.36) rezulta [Mihaileanu, N., GEOMETRIE
ANALITICA, PROIECTIVA si DIFERENTIALA. Complemente, EDP, Buc.,1972, pag.
255...268]

(11.37) t=afe /P dt+b= a% + b, asi b fiind constante.
Pentru a=Q 5i b =0, rezulta
(11.38) 7= a = [w.dtsiprima derivati este
(11.39) 1= % =(.dexf = w , iar a doua derivata este
d?t _ dw
(11.40) T=m= T €

Deoarece cosa = cex0 si sino = sex0, derivatele lui X si Y, in functie de noul
parametru T = a, sunt

X'= —sinq,
X"=-cosa
(11.41) { Y = cosa,
Y’ = — sina
Functiile necunoscute p; si p, sunt acum
(11.42) p1=0 sip,=w’, astfel ci ecuatia (11.36) devine
2
(11.43) %ﬂozz:o.
Traiectoriile, In planul fazelor, sunt acum
Xy =cosay, . Xy =sina;, . -
(11.44) M, { L v { _ , 1ar caracteristicile forta —
Y, = —sina, Y, = cosa,,
deformatie / deplasare sau CES au expresiile, pentru m = 1
X, = cosaq 5 ) Xy = sinoy , o
(11.45) P, 2 ' y 2 . , In care indicele x se
Y, = w*.cosa,; Yy = w.sinay

referd la proiectia miscarii circulare excentrice (MCE) pe axa x si indicele y la
proiectia migcarii pe axa y.

Aceste marimi corespund deplasarii, vitezei si acceleratiei de vibratie pe axa X
si, respectiv, Y, ca urmare a proiectiei miscarii unui punct, de masa m = 1, ce se roteste
pe cercul de razd R = 1, cu viteza unghiulara variabila o, ,, in jurul centrului O(0,0),
obtinuti prin rotirea, in jurul excentrului E(e,e) a dreptei generatoared=d" U d cu
o0 viteza unghiulara constanta Q.

Un program, de reprezentare a acestor marimi de vibratie, a fost realizat si
prezentat in lucrarea [Preda Horea, REPREZENTAREA GRAFICA A TRAIECTO-
RIILOR DE FAZA ALE VIBRATIILOR NELINIARE CU SOLUTII iN FUNCTII (SM)
EXCENTRICE, Com. VI-a Conf. Nat. Vibr. in CM, Timisoara, 1993].

Daca, in integrala generala (11.23), se noteaza
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se[-1,0] | se [0, +1]
VITEZA UNGHIULARA w

2.0 R 20¢
15
10 -
0.5

1 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6

RIGIDITATEA SOE k=o’

1.2; 1.2;
; 11
10t

NS s s | s 4 e

CURBURA CENTROAFINA

12
11

10

—%{ 2345% 1M56

Fig. 11.13 Viteza unghiulard o(0), rigiditatea k si curbura centroafina %
ca functii de variabila excentrica 0
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(11.46) tane =tge = 2 > C = -2 | rezultd (11.23) de forma
Cy cose

(11.47) z(t) = C.cos(a - €) = C.cex(0 — €) = C.cex [0, E(e,e)].

Se constatd, in concluzie, fara dificultate, ca pentru e = s = 0, se obtin vibratii
liniare. De unde se deduce ca sistemul liniar este continut In SOE si este un caz
particular, de excentricitate nula, al sistemului oscilatiilor excentrice (SOE).

Fig. 11.14 Comparatie intre vitezele unghiulare
ca functii de variabila excentrica 0 (sus AN) si variabila centricd o (jos V)
pentru un excentru numeric s cuprins in domeniile s € [-1, 0] stanga <
sis [0, +1] dreaptad

Din toate diagramele prezentate in figurile 11.13, 11.14 si 11.15 rezulta
aceleasi concluzii. Si anume, cd pentru e = R sau s = 1, miscarea este circulard
uniforma, sistemul vibrant este liniar, rigiditatea sistemului este, evident, constanta si
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11 cex sisex SOLUTII ALE UNOR SISTEME DINAMICE

pulsatia proprie este aceeasi cu viteza unghiulara, in toate punctele de pe cerc, adica ©
=() =1, aga cum s-a considerat pentru simplificarea reprezentarilor.

25¢
2071
15¢

=) =
B

12 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Fig. 11.15 Viteza unghiulara o(a), rigiditatea k(o) si curbura centroafina k_12

ca functii de variabila centricd a
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Rigiditatea sistemului, sau CES, este liniard si curbura centroafind este
constanta si egala cu raza de curbura, adica cu R = 1. Rezulta ca si arcul s = a.

11.6 SISTEME TEHNOLOGICE ELASTICE (STE)

Ansamblul elementelor si al relatiilor unitate existente intre ele, afara de relatia
conform careia elementele apartin sistemului, formeaza un sistem.

Sistemul tehnic, destinat efectudrii unor operatii tehnologice, in conditii
tehnico-economice impuse, este un sistem tehnologic. El este componenta fizica
(hard) a sistemului de productie, care cuprinde totalitatea relatiilor unitare existente
intre diferitele sisteme tehnologice componente. Cealalta componenta este procesul de
productie sau softul sistemului tehnologic.

Conditia impusa sistemelor de productie este de-a fi rationale, adica, de-a se
realiza cu minimum de efort uman (fizic si intelectual) produse de calitate inalta
(superioara), la un pret de cost cat mai scazut. Aceasta conditie este realizata daca toate
procesele si fiecare sistem tehnologic component 1n parte sunt rationale.

Sistemul tehnologic reprezintd ansamblul elementelor fizice componente, ca,
masini de lucru, dispozitive, aparate, scule, semifabricate, piese s.a. si al relatiilor
unitare existente intre acestea (procese de lucru, fenomene in interactiunea lor).

Dintre componentele fizice ale sistemului tehnologic o parte, prin care se
inchide fluxul de forte si energie, cauzand deformatii ce influenteaza asupra preciziei
de prelucrare, alcatuiesc sistemul tehnologic elastic, notat prescurtat STE.

Dispozitivele de lucru sunt acelea care intra in componenta STE; cele de
alimentare automati, interconectare si de control sunt, in general, exterioare STE.

In componenta STE, cunoscut in literatura de specialitate si ca sistem elastic
MDPS — masina, dispozitiv, piesa- sculd - pot fi incluse, pe langa dispozitivele
amintite si cele de instalare sau numai de prindere a piesei si a sculei, dispozitivele
insotitoare, dispozitivele de copiere s.a. prin care se inchide fluxul fortelor de aschiere,
provocand deformarea lor si, prin aceasta, modificand pozitia relativa a sculei in raport
cu piesa si provocand, implicit, imprecizii de prelucrare.

STE impreund cu procesele de productie, in interactiunea lor, formeaza
sistemul tehnologic dinamic (STD).

Procesele de lucru sunt reprezentate prin procesele de instalare relativa a
sculei in raport cu piesa (cuprinzand actiunile de localizare, orientare, reglare si de
mentinere a acestora prin fixare), din procesele de prelucrare dimensionala ca cele de
formare (turnare, presare, forjare in matrite, sinterizare), deformare la cald sau la rece
(indoire, ambutisare, sertizare, mandrinare s.a), de dislocare (decupare, aschiere,
eroziune, netezire), de agregare (asamblare, sudare, lipire), precum si din procesele
care au loc in motoarele de actionare, insotite de fenomene electromagnetice, aero- sau
hidrodinamice s.a.

Actiunea proceselor de lucru asupra STE se manifestd, in general, sub forma
unor solicitdri mecanice (forte sau momente) sau termice, avand drept rezultat
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deformarea sistemului si deplasarea relativa a elementelor componente, care, la randul
lor, provoaca o actiune inversa a STE asupra proceselor de lucru.

Rezulta ca sistemul tehnologic dinamic este un sistem inchis, complex si
zonele in care se desfasoara diferitele procese de lucru sunt separate de elementele
STE. Acestea sunt particularitatiile sistemului tehnologic dinamic (STD).

Actiunile proceselor de lucru asupra STE si actiunile inverse (consonanta sau
reactiunea), ale acestora asupra proceselor de lucru, sunt denumite legaturi.

Lantul care cuprinde elementele si legaturile STD reprezintd circuitul
legaturilor, care poate fi inchis sau deschis. Marimea fizica care determina actiunea
asupra elementelor si/sau sistemului este denumitd marime de intrare, iar rezultatul
actiunii este denumit marime de iesire.

11.6.1 RIGIDITATEA SISTEMELOR TEHNOLOGICE ELASTICE

Daca constanta elastica a SOE, sau rigiditatea ca functie de z, se noteaza k(z),
deoarece, pentru e # 0 are o caracteristica elastica statica (CES) neliniara, atunci forta
elastica a SOE va fi data de relatia
(11.48) Fa=k(z). z

Se stie ca, in lipsa unor forte de amortizare in SOE (¢, D = 0), singurele doua
forte existente in sistem, forta elestica si forta de acceleratie, sunt in permanenta egale
si de semne opuse. Concluzia rezultata din conditia de echilibru a singurelor doua forte
din sistem, adica
(11.49) Fog=-Fuoo 2 k(z)z=a=%

Fortele elastice, ca forte de acceleratie cu semn schimbat, sunt reprezentate
grafic in 2 D si in 3 D in figura 11.12. Ele reprezinta, totodata, In acest caz, si
caracteristicile elastice statice CES, sau caracteristicile forta-deformatie.

CES se masoara, practic, prin aplicarea, peste un dinamometru, a unor forte
progresive, in trepte, cu crestere foarte lenta si cu pauze de stabilizare a sistemului,
astfel incat viteza de crestere a fortei sa poatd fi consideratd aproape nuld, asupra
elementului elastic si masurarea deplasarilor si / sau a deformatiilor acestuia.

Forta se aplica pana la o valoare maxima de unde incepe modificarea in sens
invers, adica, scaderea fortelor pana la valoarea zero indicatd de dinamometru.

In cazul unor sisteme tehnice complexe, ca masini-unelte, dispozitive s.a., de
exemplu, datoritd fortelor de fixare ale elementelor componente ale sistemului,
deformatiile si deplasarile relative ale elemenetelor se produc simultan.

Din cauza fortelor de frecare, existente intre elementele sistemului, cauzate de
fortele de strangere / fixare ale componentelor, la inceperea incarcarii cu forte a
sistemului, nu apar deformatii / deplasari, pana in momentul in care fortele de frecare si
fortele de frecare interne ale materialului, forte interne proprii unui singur element
elastic, nu sunt depasite. Altfel spus, forta de incarcare a sistemului creste si deplasarile
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/ deformatiile inregistrate de comparatoarele de masurare ale lor raman cu indicatoarele
imobile, adicd nu indica deplasari.

Daca treptele de crestere a fortei sunt foarte mici (fine) atunci se pot determina,
experimental, fortele de frecare existente din sistem. Ele sunt egale cu fortele maxime
inregistrate Tn momentul aparitiei deplasarilor / deformatiilor.

Rigiditatea SOE va fi data de
(11.50) k(z) =~ [N/mm]

Data fiind importanta rigiditatii, In comportarea dinamica a diverselor sisteme
tehnice, In continuare se va aprofunda acest important subiect.

Cu multi ani in urma, ocupandu-ne de rigiditatea si, in general, de comportarea
dinamica a diverselor magini-unelte, fabricate in Romania i exportate, am constatat cu
stupoare cd atat normele nationale cat si cele internationale, cu privire la determinarea
experimentald a rigiditatii statice, sunt complet eronate / false. Ele cerand incarcarea
cu forte, a strungului, de exemplu, pe un circuit al fortelor invers celui real / normal,

plecand de la cutitul de strung spre motorul electric de antrenare si nu invers, cum este
situatia reala.

4 &
rFeI Fel
P SO
Y -
ro.
L #
1 - ¢
: -~ v
1 - 3
i‘_:.a’ ] & L-.._ E_}
a) Amaoartizare n b) Amortizare c) Amortizare combinata
sistem interna

Fig. 11.13 Caracteristici elastice statice sau diagrame fortd-deformatie (CES )
a) - cu amortizare columbiana in sistem, b)-cu amortizare interna a materialului si
¢) cu amortizare reald / combinata

Normele prevedeau ca fortele de aschiere sa fie simulate prin deplasarea
varfului cutitului, cu sania transversald a strungului, cutit prevazut cu o bila care
solicita un dinamometru. Fortele reale puteau fi create mult mai autentic prin rotirea
manuald, sau cu un dispozitiv simplu, a rotorului motorului electric, sau prin tragerea
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curelelor de transmisie, motor, evident, deconectat de la retea si, printr-o suprafatd
excentricd a unui semifabricat / piesd, centrat in arborele principal al strungului,
aceastd suprafata actioneaza cu forte asupra dinamometrului, proportional cu momentul
existent la arborele principal al strungului. In acest fel, fortele se propaga, pe de o
parte, prin acelasi lan{ de mecanisme / piese, solicitand toate piesele sistemului ca si in
cazul real si, in al doilea rand, sensul de propagare al fortelor coincide cu cel real.

S-a constatat ca rigiditatea este in stransad si directd legatura cu functia /
raportul de transmitere al fortelor rezultante i prin sistem, raport care diferd sensibil in
cele doua sensuri posibile de deplasare ale elementelor, asa cum s-a demonstrat in Cap.
8, pentru deplasarea in sensul strangerii S (irs) i in sensul desfacerii D (irp).

Daca, in cazul unor sisteme simple, cu putine elemente, diferentele sunt
sensibile dar nu exagerat de mari, in cazul sistemelor tehnologice, deosebit de
complexe, caracteristicile, fortd-deplasare / deformatie sunt atat de diferite in cele doua
sensuri, incat caracteristicile forta-deformatie nici macar nu se situaecaza in acelasi
cadran; intr-un caz fiind in cadranul I, iar in celalalt in cadranul II.

11.7 CARACTERISTICA ELASTICA STATICA (CES) a STE

Daca marimea de intrare a unui element sau sistem este forta F si marimea de
iesire este deformatia sau deplasarea x, atunci caracteristica elementului poarta
denumirea de caracteristica elastica statica (CAS) sau dinamica (CAD), dupa cum
forta de la intrare este aplicata static, respectiv, dinamic.

Caracteristica elasticd poate fi staticd sau dinamicd, dupd cum exprima
dependenta unor marimi constante sau variabile in timp. Pentru determinarea CA
statice (CES), valoarea marimii de intrare trebuie modificata, in limitele domeniului
de interes a CES.

Prin urmare, si CAS se obtine prin varierea marimii de intrare, dar viteza de
variatie este atat de mica, in trepte si cu pauze suficient de mari, incat fortele de
acceleratie si cele de amortizare sa fie practic neglijabile, in raport cu fortele elastice si
de frecare.

Aici apare o mare problemd, deoarece, la viteze foarte mici, fortele de frecare
(si, deci, si de amortizare columbiand) cresc foarte mult (se pot dubla), intrucat si
coeficientul de frecare static creste foarte mult, fatd de cel cinematic. O solutie practica
consistd in cresterea cu viteza relativ ridicata a fortelor de intrare, pe fiecare treapts,
urmatd de o pauza suficient de mare pentru stabilizarea sistemului.

Ideal ar fi ca aceste CAS sa fie determinate pentru fiecare element in parte,
izolate fatd de celelalte componente ale sistemului, astfel ca fortele de frecare dintre
elemente, interioare sistemului, care reprezinta amortizarile sistemului, sd nu existe.

Apoi, se determina CAS a sitemului, pe baza CAS ale elementelor
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componente, dupa metodologia de insumare a CES, legate n serie, paralel sau mixt, ce
va fi prezentata in continuare.
Considerand ca marime de intrare o forta de excitatie pulsatorie F. de pulsatie

. 1 . . oo .
o = 2nf, in care f este frecventa f = 5T perioada de oscilatie, iar F este modul fortei
F. exprimata de relatia

(11.51) F.=F. sin ot
Viteza de variatic a acestei forte este
(11.52) E, =%= F.w.coswt

si devine nula pentru © = 0 cand F, € [-F, +F] #0.

Pentru diferite valori ®, se obtin diferite cracteristici dinamice (CD) si, in
cazul particular @ = 0, se obtine, asa cum s-a aritat, CES.

Prin intreruperea unei legaturi, dintre elementele sistemului, un sistem inchis
poate fi transformat intr-unul deschis.

Dacai se intrerup douad legaturi, atunci se poate separa un element al sistemului,
sau mai multe si studia separat, sub forma dependentei dintre marimile sale de intrare
si de iesire. Aceastd dependentd se numeste, asa cum s-a mai spus, functie de transfer
(FT) sau raport de transmitere (RT) si poate fi adimensional, daca cele doud marimi,
intrarea §i iegirea, sunt de aceeasi naturd. FT sunt de ordinul zero sau a deplasarii, FT
de ordinul unu sau a vitezelor, FT de ordinul doi sau a acceleratiilor, FT a fortelor,
FT a momentelor), sau cu dimensiune, daca cele doud marimi sunt de natura diferita,
asa cum s-a aratat pe larg in Cap.8.

Astfel, daca marimea de intrare este forta [F], care solicitd un element sau un
sistem, si cea de iesire este deformatia sau deplasarea [L], atunci FT este denumita si
caracteristica elasticd (CA) a elementului, subsistemului sau a sistemului, 1n functie
de caz si are dimensiunea [F/L], exprimandu-se in N/mm, daN/um sau alte unitati.

CES reale sunt mai mult sau mai putin neliniare. In anumite cazuri / conditii
de aproximare, sau pentru deformatii foarte mici, ele pot fi considerate liniare.

O CES poate fi tare, liniara si moale dupa cum derivata functiei
(11.53) k(x)=F(x) / x
are semnul lui x, este nuld sau are semn contar lui x.

In figura 11.14 au fost prezentate citeva CES, dintre care : a) tare, b) liniara,
¢) moale si d) tare pentru x > 0 si moale pentru x < 0.

CES mai pote fi progresiva, liniara sau regresiva dupa cum expresia derivatei
(11.54) D’[k(x),x] = d’k(x) / dx*
are semnul lui x, este nuld sau are semn contrar lui X.

Asa cum se poate demonstra, orice CES progresiva este tare, oricare CES
regresiva este moale, dar reciproca acestei teoreme nu este adevaratd. Astfel, de
exemplu, CES cu asimptotd oblica, reprezentata in figura 11.15,a este tare, dar, este
progresiva pentru x € [0,a) si regresiva pentru X > X,

In figura 11.15,b sunt reprezentate doud familii de functii de acest gen care
sunt tari in tot domeniul x €[-2, 2] dar, in punctele de intersectie ale curbelor isi
schimba reciproc caracterul de progresive si regresive. Ele sunt exprimate de ecuatiile
(11.55) F(x) = x. aex[0 =1, S(s = s¢ c0s260, €)], pentru s, € [ 0,2; 0,5]
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Fig. 11.14 Caracteristici elastice statice (CES) :
a. Tare si progresiva ; b. Liniara, c. Moale si regresiva, d. Tare i progresiva,
pentru X > 0 si moale si regresiva, pentru x < 0

In planul forta-deplasare / deformatie CES este reprezentati de curba F(x).
Functia F(x) poate fi dezvoltata in serie Taylor 1n jurul originii, sub forma

2 3 n
(11.56) F(x) = F'(x).x + F(x) %+ F'(x) ’;—| + .+ F<n)(x)’;—, + ..
Daca CES este exprimata de o functie impara cu coeficientii k; pozitivi, atunci
(11.57) F(x) = kix + ksx® + ks X’ + ...ea este progresiva si simetrici fata de
origine.
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Determinarea expresiei analitice aproximative a unei CES, obtinute pe cale
experimentald, se poate realiza prin diferite metode sau pe baza expresiilor analitice
prezentate in literatura.

A [

2 [

1 [

[ / i
5 2 1 i 1 2

E -1 i

o | S 270

X1 i
Fig. 11.15,a CES tare si progresiva Fig. 11.15,b CES tare / moale si
pentru X < x; §i regresiva progresiva / regresiva pentru x <+ 1 si

pentru x > X, regresiva / progresiva pentru x >+ 1

Aceste expresii analitice, depinzand de trei parametri (k, a si b), pot modela
CES de toate tipurile. Prima dintre aceste expresii poate fi scrisa sub forma
(11.58) F(x) = k.x[1+kx*/(x* + a%)],
din care rezultd ca pentru orice x € R, daca
e b>0- CES este tare si atunci pentru

a o
e Abs[x] < —= CES este progresiva, iar pentru

J3

a S
e Abs[x]> —= CES este regresiva si invers pentru b < 0.

J3
e b=0 -CES este liniara;
e b <0-CES estec moale
CES (11.46) admite ca asimptota oblica dreapta de ecuatie y = k x (1+b) care trece
prin origine.
O altd expresie analitica a CES, existenta in literatura este de forma
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(11.59) F(x) = kx[1+bx*/(x* + a.Abs[x] + a®)], care are avantajul ci exprimi
CES al caror caracter de progresivitate sau de regresivitate se pastreaza pentru orice
valoare a lui x. Astfel, pentru

e b >0 - CES este progresiva si implicit tare , iar pentru

e b <0- CES este regresiva si imlicit moale.
CES admite ca asimptota oblica dreapta F = k[ (1+b)x + a.b].

In literatura se pune in evidentd influenta tipului CES asupra dependentei
perioadei T de oscilatie de amplitudinea A, demonstrandu-se urmatoarea

Teorema : Perioada de oscilatie T, a unui sistem oscilant conservativ, creste,
ramdne constantd sau scade, odatd cu cresterea energiei totale E, (sau cu diferenta
elongatiilor extreme X; — X, care creste monoton cu Eg), dupd cum CES este tare,
liniara sau moale. Frecventa f, sau pulsatia (frecventa circulard o = 27f ), variazdi
invers proportional cu perioada.

11.8 RIGIDITATE LOCALA SI RIGIDITATE GLOBALA

Pentru notiunea de rigiditate sunt intrebuintate in literaturd [Harris, E. si
Crede, C., SOCURI si VIBRATIIL, Vol 1..3, Edutura Tehnica, Bucuresti, 1968 ] si
[Opitz, H., Aufbau und Auslegung hydrostatischer Lager und Filihrungen und
Konstruktive Gesichtspunkte bai der Gestaltung von Spindellagerungen mit
Wilzlagern, Bericht tiber die VDW- Konstrukteur- Arbeitstagung am Februar 1969]
doud definitii, care rezultd din modul diferit de exprimare a constantei elastice k si
anume :

(11.60) D ka(x) =2, > rigiditatea globala (G) si
(11.61) ) ki) = “EE S igiditatea locala (L),

in care, F(x) reprezintd forta elasticd si x deformatia (arcului) sau deplasarea (masei
m).

Pentru sisteme cu CES liniara
(11.62) F(x) = ko.x — rezulta
(11.63) kg =k 1 =k, si ambele definitii sunt identice.

Elementele si sistemele cu CES neliniara au o deosebire considerabila a
rigiditatii afirmate dupd ambele definitii. Acest lucru este ilustrat in figura 11.16, in
care, este reprezentata o caracteristica elastica progresiva si tare si una regresiva si
moale.

Determinarea deformatiei reale A, la o incarcare statica a sistemului F(A), este
posibila numai in cazul exprimarii constantei elastice sau rigiditatii conform primei
definitii (11.59). Valoarea acestei rigiditati depinde de pozitia originii O(0,0) pe curba
F(x) si de valoarea x = A a deplasarii globale a sistemului, din care cauza, se propune
utilizarea denumirii de rigiditate globala.

Suprapunand peste incarcarea statica F(A) o forta variabila Fy, atunci este
importanta, pentru calcule, constanta elasticd k;, care exprima, pentru deplasari mici,
valoarea rigiditatii sistemului considerat liniar, in apropierea punctului x, fiind
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independenta de originea sistemului si dependenta doar de locul pe curba elasticd a
punctului considerat. Din aceasta cauza, in lucrarea [Selariu,M., STUDIUL
VIBRATIILOR LIBERE ale UNUI SISTEM CU CARACTERISTICA ELASTICA
STATICA NELINIARA, CU AJUTORUL SISTEMELOR LINIARE ECHIVALENTE,
Com. II-a Conf. PUPR, Timisoara, 1973, pag.175..186] se propune utilizarea
denumirii de rigiditate locala.

RIGIDITATEA GLOBALA RIGIDITATEA LOCALA
Kg(x) = @ = tan @(x) ky, (x) = ? = tan @(x)
X x

Ep(x)=tanw(x)

Ep(A) = tano(A)

k..I\I BTN EA]

kgt A = tanm{ A

Fig. 11.16  Rigiditate locald si rigiditate globala

In lucrare, dimensiunile sunt clasificate in dimensiuni de coordonare, care
indica pozitia unui element geometric (punctul M(A) sau M(x), de exemplu) in raport
cu un alt element geometric considerat de baza (originea O (0,0)).

Astfel ca, rigiditatea globala este o dimensiune de coordonare in timp ce
rigiditatea locala reprezinta o dimensiune de gabarit, dimensiune extrem de mica in
jurul punctului curent M(A) sau M(x) de pe curba F(x), dimensiune care indica
marimea unui element geometric, adica, valoarea rigiditatii sistemului in acel punct.

Daca, intr-un sistem elastic neliniar, avand CES simetrica fata de origine, masa
m oscileaza cu amplitudinea x ==+ A, atunci exista un sistem elastic liniar echivalent
(SLE) a carui rigiditate k este valoarea medie a rigiditatii locale din intervalul x € [-A,
+A ], exprimata de relatia
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A A
(11.63) :lJ.kL(X)dx:lj'd(F(x))dsz(A):kG
A Ay dx A
Astfel, a rezultat dependenta dintre rigiditatea globala si cea locala, exprimata

de relatia

14
(11.64) Ka(A) = = [, (x).dx

4y

11.9 SISTEM LINIAR ECHIVALENT (SLE)
SISTEMULUI NELINIAR, AVAND ACELEASI
AMPLITUDINI SI ACCELERATII MAXIME

Se considera un sistem oscilant liber, neamortizat, de masa m si CES neliniara,
simetrica fata de originea O — pozitia de echilibru- exprimata de functia impara F(x).

SLE sistemului neliniar, care are aceeasi masa m, si CES liniara, din conditia
egalitatii acceleratiilor maxime, corespunzatoare deplasarii x = A, rezultd conditia
egalitatii fortelor de acceleratie maxime.

Din condtia de echilibru a sistemului, sub actiunea fortei elastice si a celei de
acceleratie, In oricare moment, rezultd ca, pentru oricare deplasare x, forta de
acceleratie este valoric egald cu cea elastica si, deci, conditia de egalitate a fortelor de
acceleratie implica egalitatea fortelor elastice n punctul x = A, unde acestea sunt
maxime, ceea ce conduce la
(11.65) F(A)=mA Q°
in care, Q este pulsatia proprie a sistemului liniar echivalent (SLE), avand expresia

(11.66) Q:\/F(A) :\/kG(A)

m.A m

Considerand, de exemplu, o CES neliniara, din ecuatia lui Duffing, de forma
(11.67) F(x) = kox + px’ |
care este o CES progresiva si tare pentru p > 0 si regresiva si moale pentru p <0, se
obtine

(11.67") FAA)=kiA+pA®,
astfel ca rigiditatea globala in x = A este
(11.68) ko = F(A)/A=ky + n A’

si pulsatia proprie a SLE rezulta

k, + ud*
(11.69) Q= 1/%= ‘/a;g +5A2 = ! +20,

in care

kO
(11.70) W= 4|
m
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si reprezinta pulsatia unui SLE avand rigiditatea egala cu rigiditatea locald a sistemului
neliniar in punctul x= 0, in care tangenta la F(x) are coeficientul unghiular k, iar

(11.71) N
2.m
este pulsatia variabila, dependenta de termenul neliniar si de coeficientul p.
Relatia (11.57) a fost obtinuta 1n literatura prin metode grafice [Radoi, M., Deciu,
E., Voiculescu, D., ELEMENTE DE VIBRATII MECANICE, Ed. Tehnica, Buc., 1973,

§6.6.2 ] si prin metoda balantei energietice [Marin Radoi, §6.3.4 ].

11.9.1 SISTEM LINIAR ECHIVALENT ( SLE)
SISTEMELOR NELINIARE (SN) DE ACELEASI
AMPLITUDINI SI VITEZE MAXIME

Considerand acelasi sistem oscilant liber, de CES neliniara F(x), de la

paragraful anterior, se cunoagte ca viteza unui astfel de sistem neliniar Intr-un punct x
este

2 A
(11.72) Vi, = —J.F(x).a’x
m X
s1 viteza maximad apare in punctul x = 0, astfel ca ea este
2 A
(11.73) Vi = — [ F(x)dx.
m 0

Pentru SLE, dependenta dintre viteza si pulsatia proprie se obtine considerand
expresia deplasarii

(11.74) x = A.sin Qt, din care rezulta ca viteza este
d
(11.75) v = szQ.cosQ.t.
t
Prin nlocuirea lui cosQt cu valoarea dedusa din expresia deplasarii (11.62 )
rezulta
2
X
(11.76) v=Q.A 1fl - =Q+A* —x*, astfel ca viteza maxima este
(11.77) vm = Q.A, din care rezulta pulsatia
%
(11.78) Q=L
A
Pulsatia proprie a SLE , de aceeleasi viteze maxime, notatd cu Q,, este
A
(11.79) Q, = M
A

Inlocuind expresia vitezei maxime a SN (11.55) in relatia (11.67 ) se obtine
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2 A
(11.80) Q, = —J.F(x).dx
m 0

03 1o 10 - 05 0.5 10
Fig. 11.17,a Pulsatia Qp,, relatia Fig. 11.17,b Pulsatia Qgy
(11.77) relatia (11.78)

Pentru x=A €[-1,1],0p=m=1, p e [-1,1]

Considerand, de exemplu, sistemul neliniar Duffing, se obtine

_ /k—
(11.81) Q= |[—=

sau, tinand cont de pulsatiile anterior stabilite / definite
(11.82) Q, == /wg + w?

relatie obtinuta si prin metoda balantei energietice [Radoi Marin, § 6.3.4].

Se poate demonstra ca pulsatia proprie, exprimatd de relatia (11.70),
corespunde si SLE care are aceeasi energie cineticd maxima si aceeasi energie
potentiald maxima ca §i SN.

Pentru p > 0, CES este tare (T) si progresiva (P), relatia (11.69) exprima
pulsatia minima (m) a acestui sistem Duffing, in care p > Abs[]

A2
(11.83) Qpn = /wg+w,3 = wg+’;—m ,

iar pentru p < 0 reprezinta pulsatia maxima (M) a unui sistem moale si regresiv (R)

_ 2 _ 2 uA?
(11.84) Qrv= ’a)o —wf = /a)o ey

11.9.2 DETERMINAREA DOMENIULUI DE EXISTENTA
AL SISTEMULUI LINIAR ECHIVALENT (SLE)
SISTEMULUI NELINIAR (SN) DE PULSATII PROPRII EGALE
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Relatia (11.60), de determinare a vitezei, corespunzatoare unei deplasari
oarecare x € [0, A], fiind valabild pentru SN este, deci, o relatie generala, ea putand fi
particularizata si la SL.

Comparand intre ele vitezele celor doua sisteme liniare echivalente (SLE),
studiate anterior, cu a SN, presupus, de exemplu, de CES moale si regresiva, rezulta:

e a) pentru X = A, VviA = Vi = Viy = 0, in care v, este viteza SLE de
aceeasi amplitudine A, iar vy este viteza SLE de viteze egale, deoarece
valoarea integralei (11.60) este zero ;

e b pentru x = 0, Viua < Vi = Vwy ; intrucat CES a SLE de amplitudini
si acceleratii maxime (Macc) egale este

(11.85) Fa(x) =22 = k(A) P si

(11.86) f: D vdx <2 f F(x).dx, deoarece CES a F(x) a sistemului

considerat poate fi exprlmata sub forma

( )

(11.87) F(x)= ——x+F"'(x) 1n care F’(x) este pozitiva, in acest caz si

negativa in cazul SN tarl si progresive.
Egalitatea intre vitezele maxime (Mvit) ale SN si cel LE de viteze maxime
egale rezulta din definitie (§ 11.9)
e ¢ pentru oricare deplasare x € [0,A] rezulta
(1188) V2A< V2NL<V2V
Prima inegalitate este adevaratd, deoarece, comparand vitezele celor doua
sisteme, pe baza relatiei (11.60) si tinand cont de egalitatea (11.69) rezulta

2 4 F(A) 2 4 F(A) 4
11.89 — | —Fxdx<—[| —=xdx+| F'(x)dx
Pentru demonstrarea celei de a doua inegalitati se determina
2
(11.90) F(x)y = ky.x =m.Q% x= Ax I F(x).dx care, inlocuitd in (11.60) da
2 ¢4 2x ¢4
2 = —_ —
(11.91) Viy = mj [ jo F(x).dx].dx

Scriind F(x) sub forma (11.37) rezulta
(11.92) v ——j” 2x JA(F(A)X+F (x))dx]dx

v

Intrucat F’(x) este continua pe segmentul [0, A] atunci, pe baza teoremei
mediei, exista un & € [0,A] pentru care exista egalitatea

(11.93) [ {F(x).dx = AF(E) astfel ca (11.74) devine

Pon _IA 2x F(A) A

(11.94) oA F'(&)]dx

Efectuand 51mp11ﬁcar11e si 1ntegrarea, rezulta
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(11 95) V2 ZE[E(A) (A2 _xz) . Fv(é:)(Az _xz)

Dand factor comun pe (A” —x7) se ob‘;ine

(11.96) V2= AZ—X[F(A) +S ()
m A

Inlocuind expresia CES sub forma (1 1.37) in relatia (11.74) se obtine viteza SN
a9y v, 2 [ TED o
me A

Pe baza teoremei medie se poate scrie

(11.98) [Py = (4~ x).F'(g') si (11.79) devine

2 _
(11.99) ViaL _2 M 4 +(A—-x).F'(£)]  sau

m A 2
2 2

11100) = A XL 2 gy

A A+x

Comparand (11.78) cu (11.80) rezulta ca vy > v’y daci F’(€) > F*(£’) intrucat

% > AZ: pentru x € (0,A), iar restul termenilor sunt identici.

Intr-adevar, din (11.75) si (11.80) rezulta
(11.101) FE-F(¢€)=

L[ @[ P i P [P

- % LA F'(x).dx + ﬁj

expresie care este pozitivd pentru CES regresive la care F’(x) > 0, x € [ 0, A] si
negativa in cazul CES progresive.

Deoarece viteza SN este cuprinsa intre vitezele celor doua SLE (11.70),
rezultd cd si pulsatia proprie a SN este cuprinsa intre cele doua valori ale pulsatiilor
SLE, adica

"(x).dx

(11.102) M<a)§L< 2
mA

Pulsatia proprie a SN, de CES exprimata de relatia (11.49 - Duffing) rezulta
cuprinsa in intervalul

A
), F(x).dx

(11.103) Qi =0~ LA <0} <o) A= O = O
In mijlocul acestui interval existi un SLE care are pulsatia
3u
(1 1 104) Q - a)o + Z m A2 Q?’Rca/cul (QMaxPR + QtznmPR
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valoare care mai rezulta si prin impartirea amplitudinii A in doud si considerarea pe
fiecare portiune a SLE care are valoarea vitezei, in acest interval, mai apropiatd de
viteza SL. Astfel, in domeniul x € [0, A/2], viteza SN este mai apropiatd de viteza
SLE de viteze maxime egale, iar in domeniul x € {A/2, A] de cel al SLE de acceleratii
maxime egale, rezultand

4 4
(11.105) Q2 = joz o, (x).dx + jﬁ o, (x).dx
2

- 1.0 0.5 0.5 1.0 1.0 - 05 0.5 1.0

Fig. 11.18,a Pulsatia proprie (), Fig. 11.18,b Pulsatia proprie Qg
Conform relatiei (11.86) Conform relatiei (11.85)

Pentru x =A €[-1,1],0p=m=1,pe[-1, 1]

Expresia (11.86) corespunde pulsatiei proprii, determinate prin metoda
parametrului mic (perturbatiei) [ Radoiu, §6.3.1] si prin metoda balantei armonice
[Radoi, §6.3.3 ]

11.9.3 SISTEM LINIAR (PE PORTIUNI INFINIT MICI)
ECHIVALENT (SLE) SISTEMULUI NELINIAR (SN)
DE AMPLITUDINI SI VITEZE INSTANTANEE EGALE.

Vitezele instantanee ale unui SN se exprima prin relatia (11.55) , iar a unui SL
prin relatia (11.57). Egaland vitezele celor doua sisteme rezulta

2 A
(11.106) > (x) = ) j F(x).dx

in care, w(X) reprezinta tocmai pulsatia instantanee a SN fiind o functie de complianta /
deplasarea / deformatia x.
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Se remarca faptul ca, pentru elongatia x = 0, se obtine o expresie a pulsatiei
SLE de viteze maxime egale, iar pentru x = A, folosind expresia vitezei sub forma
(11.82), se obtine pulsatia proprie a SLE de acceleratii maxime egale.

Din expresia (11.88) mai rezulta cd pulsatiile proprii instantanee ale SN sunt
cuprinse intre aceste doua valori limita, adicd in domeniul determinat in lucrarea Silas,
Gh., MECANICA. VIBRATII MECANICE, EDP, Buc., 1968 .

0.2 0.4 0.6 0.8

Fig. 11.19 Perioadele (T/4) ale SN Duffing in domeniul x € [0, A]cu A =1 si
w2m =1 si a SLE de acceleratii (T,) si viteze (Ty) maxime egale.

Pentru SN de caracteristica elastica (11.49-Duffing), din relatia (11.88) rezulta
pulsatia proprie instantanee

(11.107) a)(x)z\/a)g 4 )
2m

Din relatia (11.89) se obtine un sir de valori w;, i = 1,..,n pe baza cérora se
obtine fascicolul de curbe
(11.108) X; = A.cosm;.t,
toate trecand prin punctul (0, A) din planul tOx asa cum se reprezintd un exemplu
oarecare, fictiv, in figura 11.19.

Intersectia acestei curbe cu axa x = 0 da tocmai valoarea sfertului de perioada

(Tnr/4) a SN si poate fi obtinuta pe cale grafica, grafo-analitica sau numerica.

O valoare aproximativa a pulsatiei proprii a SN se poate obtine considerand
valoarea medie a pulsatiei proprii instantanee din domeniul x € [ 0,A] exprimata de
relatia

(11.109) =—j w(x).d ——j\/ o )j F(x).dxdx
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Utilizand relatia (11.91) pentru SN de CES (11.49-Duffing) se obtine pulsatia
proprie :
(11.110)

0=2 Jop -2 a2 (2 A H egn 4
2 m 24\ u 2 \2m ’2mw2_,42
u

207 o5 05 10 : l/// 05 0.5 \\\M
>0 <0
Fig. 11.20 Variatiile pulsatiei proprii ® in functie de amplitudinea A si de
coeficientul p €[-1,1],
pentrux € [-1, 1] si m= A = oy = 1 date de relatia (11.92)

11.10. VIBRATII NELINIARE (DE TIP DUFFING), LIBERE,
NEAMORTIZATE

Fie sistemul vibrant neliniar (SVNL), neamortizat, liber

(11.111) mz + kyz + uz3 =0,
in care m este masa sistemului vibrant si mZ este forta de acceleratie, ko.z este
componenta liniara a fortei elastice, ko este rigiditatea locald in originea O(0,0), sau
panta dreptei tangente in origine la CES neliniard si + p.z3 este componenta pur
neliniard a CES, care, in functie de semn, da o CES tare, sau progresiva (notata cu
indicele P) pentru semnul + si una moale sau regresiva (notata cu indicele R) pentru
semnul — din fata constantei p a termenului neliniar al fortei elastice .

Impartind ecuatia diferentiald neliniard (11.111) cu m > 0 (si # 0) ecuatia

devine
(11.112) 2+z(w%—£.zz)=0,sau
2
(11.113) 7+ 2(w§ — wh % in care s-au notat
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

(11.114) wi = % S W= \/% , fiind o pulsatie constanta, a partii liniare a
CES.

Notand cu A amplitudinea vibratiei, se defineste
(11.115) wi = %AZ > w, =4 \/% numiti componenta pur neliniard a

pulsatiei, care este i pulsatia globala pur neliniara de elongatie maxima A.

11.10.1 SOLUTII ALE ECUATIEI FAZORIALE DE TIP DUFFING
CU AJUTORUL FAZORILOR radf SI der@

Functiile radd = e si der0 = i.e’?, asa cum s-a mai ardtat in § 3.4, sunt
echivalentele in matematica centricd (MC) ale functiilor supermatematice circulare
excentrice (FSM-CE) de variabila excentrica rex0 si dexf din matematica excentrica
(ME). Cu ajutorul lor si a FSM-CE de variabila centrici o, Rexa, s-a putut
imbunatati studiul vibratiilor sistemelor elastice liniare (SVL), amortizate, fortate de o
forta sinisoidald aplicata asupra masei m a SVL, obtindndu-se o transformare riguroasa
in cerc a diagramei polare a compliantei, precum si o extensie a studiului SVL cu
amortizare puternica si pentru pulsatii negative, asa cum s-a prezentat in aplicatia din §
3.9.

LY

* %F derd? =radif2-._

1 - ; - : .
- . R 'd w&-cusEB i =rado?
_— A
rad@ &8

Fig.11.21 Fazori de arc simplu, dublu si triplu

Aceleasi functii ne ajutd, 1n aceastd aplicatie, sd determinam pulsatia
instantanee ®[0(t)] sau viteza si acceleratia €[8(t)] unghiulare ale SVNL fazoriale de
tip Duffing.
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Se considera ci z este proiectia, pe una dintre axele x sau y, a fazorului 7(0(t))

(11.116) 7 = A.rado(t)
considerat solutie a ecuatiei diferentiale fazoriale
(11.117) m7r +ko? +p.73=0

in care, reamintim (§ 3.4 pag79) ca functia radial centrica rad6(t) este un fazor/versor ,
cronoid sau un vector unitate, de directie 0(t) variabild, in functie de timpul t.
Daci 7 ar fi un vector obisnuit, atunci 73 poate fi:

e fie un produs vectorial a trei vectori coliniari si egali 7 x 7 = |7 |. |7 | sin0° =
0, caz in care ¥ = 0 si ecuatia diferentiald devine de CES liniara F, = k. 7,

e fie un produs scalar a trei vectori coliniari si egali in modul cu unitatea 7. # =
|7 ].17 | cos0° = 1.1.1, asatfel ca 73> = # (7#)° =#.1 = 7 si, ca si in cazul
precedent, forta elastica si CES devin din nou liniare.

Situatia se modifica radical, daca, asa cum am enuntat deja, 7 este fazorul de
modul A ( 7 = A rad®), reprezentat pentru un unghi 6 = /12 (15°) in figura 11.21 si
de /6 (30%) in figura 11.22.

Ce semnificatie au produsele fazorilor, versorilor de directie (t) varibild sau
cronoizilor 7 (8(t)) de tipul 72,73,...,7" 2 > [v. (§34].

Se considera initial produsul scalar al fazorului 7 cu el insusi, adicd
(11.118) 72 =7 .7 =[A.rado(t)].[ A.rad0(t)] =A%[rad 0 ]* = A*rad20 si
(11.119) 73 = [A.radf)® = Arad6. A*rad?26 = A3rad30

Rezulta ca produsele fazorilor/versorilor cu ei insisi sunt
(11.120) radf.radf =rad20 si derfderf = der20 ,

Inmultirea a doi fazori perpendiculari intre ei este

(11.121) rad@ .der8 = radf.rad (9 + g) = elf, ei(9+3) = ei(29+5) = der26
Fazorii de suma de arce si produsele a n fazori vor fi
(rad(® + B) = rad@.cosp + derf.sinf
der(0 £ ) = derf.cosp + radf.sinf

(11.122) radf.rad@ ....rad6 = radn@ ,  caurmare

derf.der®. ... der = dern6
k(rade. der0). ... (radf.derf) = der2n6
| |

n o ori

(11.123) rad30 = radf.rad26 = rad6.rad(0 + 0) = rad6 (radf.cos0 + der0. sin6)
Cu aceste observatii si impartind ecuatia diferentiald neliniard (11.117) cu
masa m > 0, se poate scrie ecuatia sub forma

(11.124) +wpt+ L =0 >

7
(11.125) 7

+w§.A.radf + wi.A.rad36 =0 , in care s-a notat

(11.125) wi=A2L, w, =4 \/% astfel ¢4, {inand cont de relatia (11.105)
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

(11.126) 7 =—Aradf[w§ + wiA*( radb.cosb + derf.sind)],

care exprima echilibrul, adica egalitatea cu semne opuse, dintre acceleratie, sau forta

de acceleratie redusa (prin impartirea cu masa SVNL m) si forta elastica redusa. In

relatia (11.116) este explicitata acceleratia masei SVNL fazoriale din (11.115).
Derivata lui radf este functia derivatd centrica der), echivalenta in MC a

functiei derivatd excentricd dex;,0 din ME, fazor rotit cu % in avans. Derivata

. A T . . .
fazorului dex6 este un alt fazor rotit in avans cu 3 deci de sens contrar cu rad si, deci

egal cu —rad 0.
Prin derivarea solutiei (11.98) se obtine viteza 7 (6(t)), un fazor de modul
A.o0(0(t)), rotit cu % in fatd/ avans, a carui expresie este (Fig.11.22)

(11.127) 7(6(t)) = A. o(6(t)) derd

si a carui derivata, la randul ei, exprima acceleratia SVNL

(11.128) 7 = Ale.derf — w?*radé], incaree = =6 .
iy =

CES REGRESIVE

Fig.11.22 Deplasarea sau elongatia r, viteza 1’ si acceleratia r”” ale SVNL
fazoriale regresive- R(y) si progresive- P(x) pentru A =1; 0y = 1,2; ®, = 0,6;
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In relatia anterioara (11.128) se recunoaste usor expresia clasica a acceleratiei
din miscarea circulard neuniforma generald, sau, mai precis, din migcarea circulara
excentrica.

Punand conditia ca r = A.radf si derivatele sale sa fie o solutie a sistemului,
este necesar ca ele sd satisfaca identic nul ecuatia diferentiald fazoriala (11.112) si
(11.125).

Aceasta conditie este indeplinitd dacd ambi coeficienti ai versorilor rad 6 si
der 0, ortogonali, sunt simultan nuli, adica
(11.129) [e.der6 — w?radf] + wiradd + wjicos26.radd + wfisin26.derd =0

[~w? + w3 + wicos20]radd +(e + wisin260)dert =0, dacd

—w? + w§ T wjcos20 =0
(11.130) 5 .
€+ w;sin260 =0
1.5 157
10+t 1.0 F
057 057
2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
wp = 0§ + wZcos26 we = [wE — wZcos20
Wp € [Wm, wy] =[0.6633; 1,562] Wg € [Wy, ww] =[0.6633; 1,562]

Fig. 11.23 Graficele pulsatiilor instantanee wp —stdnga - si wg —dreapta,
pentru = 1,2 si w,e [0,1]

Din prima ecuatie rezultd expresia pulsatiei instantanee sau a vitezei

unghiulare
(11.131)  w? = w§ + wicos26 =w§ + wi(1l — 2sin®0) =
5+ Wi F2wf sin?0 = wf F 2w} sin?0 = w} (1 — k?sin?6),

(11.131°) w[0()] = /wg + wicos26 = w V1 F k?sin?6

in care s-au notat valorile limitd maxime (M) si minime (m) cu @y, (pulsatiile limita)
ale pulsatiei instantanee « avand expresia

(11.132) w, = /wgia)ﬁ > wi=wjtw: si
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

2
(11.133) K2 =422k N k=2l -4 /25
wy, wy, m

wr,
iar, din a doua ecuatie, rezulta acceleratia unghiulara € a sistemului
(11.134) € = Fwj sin26,
aceeasi in valoare absolutd pentru SVNL cu CES progresive (P 2 +) si regresive (R>
—), dar de semne schimbate, respectiv, sensuri opuse.
Se observa ca, prin derivarea vitezei unghiulare/pulsatiei @, din (11.113”), se
obtine expresia acceleratiei unghiulare €, adica

._dw_d*0 _ dwdf do _1dw? 1 d 2
. = S — = — = _— - — = - — + 2 2:
(1135 e =a dt dt? awat YT 2a8  2ao [\’(‘)0 + wicos20]

=S (0§ £ wjcos20) =+ > (— 2w;sin20) = +wj; sin26.
Faptul ca derivata vitezei este acceleratia, demonstreaza compatibilitatea dintre
acceleratia € si viteza w unghiulare si, totodata, atesta, intr-o prima instanta, justetea

solutiei alese.

Este evivent ca, introducand acum solutia r = A rad 6 = A.rad fot w(@ (t)). dt si
a doua ei derivata (11.128), in ecuatia diferentiala Duffing, aceasta va fi satisfacuta
identic nul, deoarece marimile vitezei si ale acceleratiei unghiulare au rezultat tocmai
din conditia ca ecuatia diferentiald sa fie satisfacutd, adica ecuatia diferentiala sa fie
identic nula.

Daci introducem solutia in expresia acceleratiei (11.126) se obtine
(11.136) 7= A[Fw] sin26.dert — (w§ + wjcos26)radd]=

= —A[w§radd + wf(radf.cos20 + derf.sin26)]=
~—[w}. Arado + wiArad3n]=—[2.7 + L£F)3] = —f(F)

ceea ce demonstreazd cir=A.rad 0, cu @ = w si 6 = @ = €, este o solutie a ecuatiei

diferentiale fazoriale de tip Duffing, deoarece —f(7) = — f,; este forfa elastica redusa
f. cu semn schimbat.

11.10.2 PULSATII . PULSATIA INSTANTANEE

Pulsatia instantanee sau viteza unghiulard de rotire a fazorilor r si r’ este
exprimata de relatia (11.121°) si are variatia din figura 11.23.
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Fig. 11.24,a Graficele pulsatiilor instantanee ® —sus- si ®” —jos,
pentru oy = 1,2 si 0,€[0,1]

LTE]

yo.5 b ki 7
T
1 T 1 T T

(1. |
= (P w? 50?0
.

el
T

i i AT

Fig. 11.24,b Pulsatia instantanee in 3D wo= 1,2 ; ®, € [0, 1]
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

Se observa ca pulsatia instantanee variaza asimetric fatd de valoarea ®,, cu
. - A Vs . .o e e e . .
care devine egala in punctele 6 = " + nm. Multiplii de & sunt notati aici si acum cu n si

nu cu k, cum se obisnuieste, pentru a nu se confunda cu modulul k al integralelor si
functiilor eliptice.

Egalitatea pulsatiilor cu valoarea m, este ilustrata si in figura 11.22 in care sunt
reprezentate, in coordonate polare si valorile lui ® si ale lui ®® atat pentru CES

progresive (P) cat si pentru CES regresive (R). In punctele 6 = % + n. 7 se egalizeaza
valorile w ale CES progresive wp cu valorile o ale CES regresive o ,adica
(11.137) w(% in.g)=(ﬂp(g +n.0)= onC £n.)=ay

Se noteaza valorile maxime (M) si minime (m) ale pulsatie instantanee ®(t) cu
w; fiind denumite pulsatii limita
(11.137’) Wim Ewi=witwl > w, = /wgi w?

Valorile limitd maxime cat si cele minime, atat ale SVNL de CES progresive
(P) cat si a celor de CES regresive (R) sunt aceleasi, dar se obtin din w[6(t)] pentru
valori ale unghiului 6 decalate cu g Astfel, pentru 8 = 0 £ n.m cele de CES P au un

M, iar cele de CES R au un minim. La 6 = g + nm situatia se inverseaza: CES R au un

maxim si CES P prezintd un minim.
Asa cum s-a enuntat, inversarea valorilor CES P la minim cand CES R este la
maxim, rezultd si din urmatoarele relatii ale valorilor limita:

.
_ ’ 2 2
( wrpy = W5 + w7

wp = fwg tw}=
_ / 2 2
Wrpm = Wy — Wy

WLRm = /wo —a)
WiR = fa)g Foi=
WiRrM = /(uo +a)#

Valorile limita ale pulsatiilor instantanee, care se vor utiliza In continuare se

obtin pentru
Opy =0+ nm > wpy = fw§+a)ﬁ
0= , n €N,
Orm =0 +N.T - Wpy = fa)g—wﬁ

iar celelalte se obtin pentru

(11.138) )

(11.139)

(11.140) 0= , neN.
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ot w

Sl ¢ wy

(8

B=n/4

ns
w,=06

o -

Ll L2 I3 14
wy,=1,2

Fig.11.24,c Pulsatia instantanee pentru @, = 1,2 si 0, € [ 0, 1]

Pulsatiile maxime (M) pentru CES progresive (P) si minime (m) pentru CES
regresive (R) corespund rigiditatii globale a CES pentru elongatiile de valoare x ==+

A si, respectiv, y = 0, sau pentru t = 0 + n.g sau 6 =0+ n.m. Siinvers, pulsatiile
maxime (M) pentru CES regresive (R), si minime (m) pentru CES progresive (P)
corespund pozitiei pe cercul C(O, A) a masei m In punctele pentru 6 = g tnmsaut
= 7+ n.2,asacum se aratd si in figurile 11. 22, 11.23 5i 11.24,a b,si c .

Toate cele expuse anterior, cu referire la sistemul de vibratii neliniare fazoriale
(SVNL-F), sunt prezentate concentrat in tabelul T 11.1, in ideea ca, 1n acest mod,
prezentarea sistemului fazorial si a solutiilor, ca si derularea verificarii solutiilor este
mai usor de urmarit si de inteles.

11.10.3 CERCUL PULSATIILOR

Fie cercrile C1,(O,Rp = @y) si C2,(O,Rg = ®y,) din figura 11.25 si un excentru
E (e, & = 0) de excentricitate reald e, = ®,V/2 sau de excentricitate numerica s egald cu
modulul k al functiilor eliptice Jacobi

(11.141) s=-£42=k
wr,

In care, pulsatiile limita de calcul o , utilizate in figura 11.25, sunt

(wcp =wy = ’wg + w?
| @cr = wm = fwg—w,f

instantanee la un moment dat, sau pentru un anumit unghi 0(t).
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

in figura sunt prezentate doud cazuri pe cale geometrici si unul pe cale
analitica, pentru CES progresive (P)- culoarea albastra.

Directia radiala centrica, de unghi 0, din O(0,0), intersecteaza cercul de raza e,
= ouV2 intr-un punct, prin care, ducand o directie orizontald, ea este segmentata in
pulsatia wp de axa Y si de cercul de raza wy.

Aceeasi directie radiald centricd, intersecteaza curba polard wp(0) la o lungime
din O egala, evident, cu wp §i constitue varianta analiticd de determinare a pulsatiei
instantanee pentru comparatie si verificare.

Fig. 11.25 Cercul pulsatiilor SVNL fazoriale de tip Duffing, neamortizate,
libere, al CES progresive (P) si regresive (R)

A treia varianta consistd intr-un segment de dreapta, paraleld cu directia radiala
centricd, dar dusa dintr-un punct F(p = ¢, . sinf, g — 0 ), de pe cercul de diametru egal

cu excentricitatea e,, care trece prin O(0,0) si a carui raxa polarda din O(0,0) este e, .

sinf. Aceasta directie intersecteaza cercul de raza R = wy in punctul Py(o = oy, 0 =0
e .sinf

— B(0) = 6 — arcsin( Y ).
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Segmentul de dreapta F, Py reprezintd, la scard, asa cum se poate verifica,
% = 30° si s-au pastrat datele utilizate si in
figura 11.22, adicd : o, = 1,2 ; 0, = 0,6; e, = V2. o, = 0,848528, wy = 1,34164
Wy = 1,03923 siwy = 1,2.

Pentru CES regresive (R), slabe sau moi, sunt prezentate numai doud variante.
Una grafica si una analiticd, prin exprimarea pulsatiei instantanee wgr 1n coordonate
polare.

In acest caz, exprimarea grafica a pulsatiei instantanee este dati de segmentul
de dreapta de la F, la punctul P, de intersectie a directiei radiale centrice de unghi 0
cu cercul de raza R = o,,,. Se verifica imediat ca

(11.143) o0 = \/a),zn + 2w2sin?0 =\ wy, + eZsin?6.

In figura 11.25 prezentarea, in mai multe moduri a pulsatiei instantanee, s-a
facut in ideea verificarii facile a pulsatiei instantanee prezentate.

marimea ©p(0). In desen, s-a ales 6 =

| 0(0,0) wy(8=0) =w,

Wy

Y
3

wp(0=0) = w,,

Fig. 11.26 Cercul pulsatiilor SVNL fazoriale P si R . Varianta a 2-a
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

Se poate deduce, imediat si fara dificultate, ca segmentul F,, Py, reprezinta, in
triunghiul dreptunghic de ipotenuza ®y si unghiul drept in punctul F,, o cateta
exprimata de relatia

(11.144) w = oy — (e.sind)? = |wy — 2wisin?0

Se stie ca
(11.145) 0520 = cos’0 — sin’0 = 1 — 2sin’0 > — 2sin’0 = c0s20 —1

Daca se considera oy ca valoarea limitd maxima a CES progresive (P), atunci
inlocuind (11.124) in (11.113”) rezulta

(11.145%) wp(0) = \/wf,, — 2wgsin?0 = \/w,ﬁp — 2wZsin?6 =
=wypV1 —k?sin?6 in care

(11.142°) Wyp = /(ug +w?, e=-2w,<0sipulsatiile vor fi:

x=0-w0)= wy,
(11.146) wp = WmpV1 + e2sin?0 = a=250(%)=w .
a=1 - w(r/2) = wy

asa cum se observa si in figura 11.24 si 11.26.

Dacd, in cazul sistemelor cu CES liniara, pulsatia instantanee @ este constanta
si, deci, egald cu pulsatia proprie © si cu pulsatia ®, din O(0,0), in cazul SVNL
pulsatia instantanee este variabild asa cum se arata in figura 11.28 in coordonate
polare.

Un alt cerc al pulsatiilor (varianta a 2-a) este prezentat in figura 11.26. La
intersectia cercul de raza wy cu axa x > 0 este plasat centrul cercul C,( ®, 0 ) de raza
o,. O raza vectoare, de directie 20, determind marimea ,.cos20 care este si raza unui
cerc concentric cu C, si care determind lungimea unor catete, care, cu , drept
ipotenuza determind o a doua catetd ca my i cu @, drept o a doua catetd determina pe
p ca ipotenuza.

Se observa imediat ca pentru 20 = /2 > 0 = /4 > cos2 0 = 0 si wp(n/4) =
ogr(m/4) = mpasa cum se vede clar din figura.

Tar pentru 20 =71 > 0 =1/2 2> 0p(1/2) = Oy i Or(T/2) = O

functie de unghiul 6(t).
11.10.4 VERIFICAREA GRAFICA A SOLUTIILOR SVNL FAZORIALE

Verificarea solutiilor este prezentatd in figura 11.27 . Din figura, rezulta clar
ca cei doi fazori, reprezentand forta elastica redusa si, respectiv, forta de acceleratie
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redusa, sunt in permanenta egali si de semne contrare. In figura sunt reprodusi fazorii
care alcatuesc cele doua forte, de acceleratie si elastica.

Deoarece, acestea sunt singurele forte existente in sistem, rezulta ca sistemul este in
echilibru dinamic si, ca urmare, solutia preconizata este viabila. lar sistemul vibratiilor

s e
— — -
——

Fig. 11.27 Verificarea grafica a solutiei r = A.rad® pentru CES progresiva (P),
A=1

Graficele pulsatiilor instantanee sunt prezentate, in coordonate polare, si in
figura 11.28. In partea superioara, sunt prezentate, separat, pulsatiile instantanee pentru
CES progresive (P) in stanga si ces regresive (R) in partea dreapta.
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

in subsolul figurii, sunt prezentate, impreund, pulsatiile instantanee ale CES
progresive(P) si regresive (R), pentru a ilustra modul armonios in care, cele doud

sisteme, se completeaza, fara sa se suprapuna.
Cercul, din centrul figurii, reprezintd sistemele vibrante liniare,care corespund

coeficientului termenului pur neliniar p = 0.

i

grdsive (R) P?’ i

CES prugrdlsiue (P)

11, A e 0.5
k1.0 -0 !

05 1.0/

cseysimy /|||

LR |11
—lljlljl-',',u ' | —ns

e =

Fig. 11. 28 Pulsatiile instantanee ale SVNL fazoriale in coordonate polare

FORTA ELASTICA SI FORTA DE ACCELERATIA

11.10.5
iN COORDONATE POLARE

Asa cum s-a putut constata, la verificarea analitica i graficd a solutiilor, cele
doua forte sunt in permanenta in echilibru dinamic, fiind egale si de semne contrare.
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Tabelul 11.1

ECUATIA DIFERENTIALA FAZORIALA A SVNL
FR)= mP+kof 4 =0 /:m > f(R)= F+wfrt L=
7] = A
72 = |||l |17l cos0° = A2 PB=F2 7= A2
f(7) = ?+w5?i%A2?=o, f(F)= 7+ w37+ Wi =0

‘ NOTATII

a)0=al (l)#—_

UNGHIUL DE POZITIE SI DERIVATELE LUI
¢ . s
9=f0w.dt >0 = w, e=w =6
ELONGATIA

|

|

| 7=Aradf -

| 73 = A%(radf)’ = A%rad30
| f(7) = 7 + (w3 + w2 )A.rad® = 0
1
|
|

VITEZA

# =A.w.derf
ACCELERATIA
7 = Ale. derf — w*rado)

INTRODUCEREA SOLUTIILOR
IN ECUATI A DIFERENTIALA

A(e.derf — w?radf) + wiA.radd
+ wj Arad36 =0 /:A
rad36 = rad (6 + 26) = rad6 cos26 + derb.sin20

(e.der® — w?radf) + wiradd
+ wf [rad6 cos26 + derf.sin26] =0

Reprezentate in coordonate polare, in figura 11.29, se observa ca fiecare curba
polard, in parte, din familia de curbe din figura, este simetrica fata de originea O(0,0),
ceea ce demonstreaza inca odata, daca acest lucru mai era necesar, egalitatea celor
doua forte reduse.
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

Cele doua forte reduse sunt proiectate pe directia radiald centrica, a fazorului
radf, pentru forta elastica si — rad 0 pentru componenta radiald centrica a fortei de
acceleratie

Tabelul 11.1 Continuare
ORDONAREA DUPA FAZORII radd si der@
rad0 [w§ + wf cos20 — w?]+
derf [e + wj}sin20]=0 >
w§ + wfcos20 — w? =
{ €+ wisin26 =0

VITEZA UNGHIULARA sau PULSATIA INSTANTANEE

>

2= w§ + wf cos26

2 020 = 02 T 02 cin2
i (1—2sin“0) = w + wj sin“0
2_ 2 2
wp =wi T wy
2
)
2 9 M
k —2(‘)2
L

w=wydel(0,s =k)= wy1Fk?sin?6

ACCELERATIA UNGHIULARA

e = F wisin26 = F wisinb.cosO® = Fw;sin26
VERIFICAREA SOLUTIILOR

F=A( F wgsin26.derd — (w§ + wicos26)rads)

7 =-Alwéradf + w,f (radB.cos26 + derB.sin20)] =

-Alwiradd + wfrad30]=-[w§ + w? )A.radd =-f(7)

VERIFICAREA GRAFICA A SOLUTIILOR
> V. Fig. 11.27

(11.147) o = (05> + ®,2c0s26) radd
(11.148) ]ch) =— ' radd =— (w," + wuzcos26) radf

Proiectia acestor forte, pe oricare alta directie radiald centrica, stabileste un
echilibru intre proiectiile acestor forte, inclusiv pe axele x si y. De exemplu, proiectia
fortei de acceleratie f,.. pe axa x este
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(11.149) fx = —w?cos® + wisin26.sinf =
= — w§ cosd F wicos26.cosb + wisin26.sing =

= —w?cosh F wﬁ (cos26.cosB — sin20.sinf) =

= —( w§ cosf + w? cos30) = — fox ,iar pe axa y este

CES progresive (P)

/i |I'-I'%_\
Al \-{1'0),7&3 o
\[17

= 2 2
1p= Wy + w,.cos26
g = Wo? — W, 2.cos28

e

f

a

Fig.11.29 Componenta radiala centrica a fortei elastice reduse §i a acceleratiei
SVNL fazoriale pe aceeasi directie rad0 si, respectiv, — rad®

(11.150) fy = — w?sind

= — w3 sinf

T wjsin26.cosf =
F wicos26.sinf F w}sin26.cosf =
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11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

= —w3sinf F wﬁ (cos26.5sin0 + sin26.cos) =
= —(w§ cost + wf cos360) = — foy

Atat in figura 11.31 cat si in figura 11.30, din partea inferioard, in care sunt
suprapuse CES progresive si CES regresive, se observa o dungé de culoare mai inchisa
in care sunt plasate graficele curbelor de neliniaritati mai reduse, astfel ca, in zona
mijlocie se situeaza sistemul vibrant liniar de p = 0.

Se observa cd, in proiectia pe axa Y, aceastd for{d elastica liniara redusa
variaza sinusoidal (Fig. 11.31), iar in proiectia pe axa X, variaza cosinusoidal (Fig.
11.30). Adica, asa cum se comporta un sistem liniar, la care, vectorul forta redusa, de
modul constant, se roteste cu vitezd unghiulara constantd ®,, in acest caz, in jurul
originii O(0,0).

CES regresive (R)

Fig.11.30 Forta elastica proiectata pe axa X

11.10.6 CARACTERISTICILE ELASTICE STATICE
ALE SVNL FAZORIALE
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Prin reprezentarea parametrica a fortei elastice reduse si a elongatiie, adica
x = A.cos [6]
{Fel(x) = A(w§ cosb + wicos36)
pentru CES progresive (P) si
y = A.sinf
(11.152) {Fel(Y) = A(wd sinf — wZsin36) °
pentru CES regresive (R) se obtin aceleasi CES neliniare.

O observatie, foarte importanta, se refera la faptul ca indiferent de semnul + al
lui p si o, dupa care s-au catalogat SVNL fazoriale in progresive (P) si in regresive
(R), asa cum rezulta din figurile prezentate, ambele tipuri sunt, in acest caz, progresive
si, prin inversarea proiecttiilor, ambele tipuri devin regresive — in dreapta figurii 11.32
si 11.33.

(11.151)

15 15y
10} Lo
05 05t/
05 F 05|
1.0 F 1.0 ¢
LS st

21

Fig.11.31 Forta elastica proiectata pe axa Y
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F;;':F{x}
FE-IH["I":| 4
2
w,=2

+
05 10

CES,(X)
CES,(Y)

Fig. 11.32 Caracteristici elastice statice CES ale VSNL fazoriale
pentru @y = 1,7- jos- si @y =2 —sus- cu o, € [0,1]

In stanga figurii 11.32, sunt prezentate CES neliniare tari descrise de ecuatiile
precedente, iar in dreapta, acelorasi figuri, sunt prezentate CES meoi descrise de
ecuatiile parametrice urmatoare, in care s-au inversat proiectiile pe axe: CES
progresive — in functie de semnul termenului neliniar p - sunt proiectate de axa Y si
cele, asa-zise regresive (R), pe axa X.

y = A.sinf
(11.153) {

Fel(Y) = A(w} sinf + w}sin36) pentru CES progresive (P) si
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(11.154)

x = A.cos [0] )
pentru CES regresive (R).

Fel(x) = A(w§ cost — wicos30) ’

Fenomenul descris anterior este general. Orice curbd Y(X) consideratd o CES
progresiva sau regresiva prin inversare, adica curba X(Y), fiind simetrica fata de prima
bisectoare 1si schimba caracterul din progresiva devine regresiva si invers, daca a fost
regresiva devine progresiva.

Din figurile anterioare, se observa cd pentru CES moi sau regresive, la
neliniaritati puternice, (o, 7 fatd de valoarea lui w, ), apar rigiditati negative la valori
mai ridicate ale elongatiei/amplitudinii: zonele in care tangentele la CES sunt de panta
negativa (coeficientul unghiular al tangentei m < 0).

La CES progresive (v. Fig. 11.33- stanga- cu o, =1,2), rigiditatile negative
apar la valorile reduse ale elongatiei, in apropierea originii si nu apar daca valoarea lui
o este ridicatd, fatd de valoarea lui o, asa cum se prezinta situatiile in figura 11.32 —
stdnga - cu @y > 1,2 .

[
Ly

mﬂ=1,2 / i
03 ;

=B i / K] K]

Fig. 11.33 Caracteristici elastice statice CES ale VSNL fazoriale
pentru = 1,2 cu o, € [0,1]

11.10.7 CURBE INTEGRALE iN PLANUL FAZELOR

Din figura 11.34, in care sunt prezentate curbele integrale din planul fazelor,
ale vitezei in functie de elongatie X’(X) si Y’(Y), se observa ca, zonele cu rigiditate
negativa, sunt despartite de cele cu rigiditate pozitiva printr-un punct de intersectie a
curbelor.

Pentru p = 0, CES este liniara si se obtine o elipsd in planul fazelor.

472

BUPT



11. FSM-CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME VIBRANTE NELINIARE

{ xp = A.cosf . { ygr = A.sinf { yr = A.cos6 { yp = A.sinf
xp = — A.w.sinf st Yr = A.w.cosO Yr = —A.w.sind 3! yp = A.w.cosb

Fig. 11.34 SVNL fazoriale. Curbe integrale in planul fazelor Z(z)

Pentru w = ’a)g + wZ.cos260 cu A=1,00=125i 0, € [0, 1]

> [ 1.5 *
or
1. 1.0 0.5 P 0.5 1.0
- 0.5 [
1.0
15 F
{ xp = A.cosf { xgp = A.sin@
xp = —A(€p. sinf — w?.cosh) xp = —A(€g. cosO — w?.sind)
{ xg = A.cos6 { xp = A.sinf
xg = —A(€g. sind + w?. cosh) xp = —A(€.cos + w?.sind)

Fig. 11.35 Acceleratiile SVNL fazoriale in functie de elongatie
Pentru A=1, € pp = Fw;.sin20 cu o, € [0, 1]

Acceleratiile SVNL fazoriale in functie de elongatie sunt prezentate in figura
11.35. Comparand aceste grafice, cu cele ale CES din figura 11.33, se observa ca
unele sunt simetricele celorlalte fatd de axa x. Este incd o dovada, in plus, ca solutiile
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atribuite SVNL fazoriale sunt valabile si descriu un sistem aflat in permanentd in
echilibru dinamic.

Cazul SVNL de tip Duffing, in care z, z, Z nu mai sunt fazori, ci sunt marimi
scalare, nu diferd Tn esentd prea mult de cazul anterior studiat si va fi prezentat in
continuare.

Acest caz, de vibratii libere, necamortizate, este unul din cele mai studiate
cazuri de acest fel din literatura de specialitate.

De aceea, consideram ca posibilitatea simplificarii studiului acestora, gratie
noilor complimente de matematica, reunite sub denumirea de supermatematica, nu
este lipsita de interes. Cu atat mai mult cu cat nu se folosesc metode aproximative, ci
metode exacte care verifica identic ecuatia diferentiala a lui Duffing, fara membrul
drept.

11.10.8 DETERMINAREA PULSATIILOR SISTEMELOR
OSCILANTE LIBERE, CONSERVATIVE CU CARACTERISTICA
ELASTICA(CES) NELINIARA DE TIP DUFFING

Metoda a fost prezentatd de autor la prima Conferintd de “Vibratii in
constructia de masini” din Timisoara, in anul 1975 si este publicata in lucrarile
acesteia.

Se considera simultan, in paralel, trei sisteme oscilante conservative, avand
aceeasi masa m, aceeasi amplitudine A si aceeasi perioada T de oscilatie. Si, ca
urmare, aceesi pulsatie proprie €, sau vitezd unghiulatd de rotatie a unui punct
reprezentativ M pe cercul C[O(0,0), R =A] ale carui proiectii, pe oricare dintre axele x
si/sau y, reproduc miscarile celor trei sisteme. Primele doua sisteme, pentru comparatie
si ultimul pentru exemplificarea metodei.

Primulul (SLE) are caracteristica elastica statica (CES) liniara (Fig. 11.36)
(11.155) FL=KXx,
in care K = constant este panta dreptei ce reprezinta CES liniara.

Al doilea sistem, neliniar (SNL), are CES reprezentata de functia / curba (mai
precis: excentra = v.§. 9.3.1 Introducerea notiunii de stramba in matematica),
(11.156) Fy =F(x)
excentra simetrica fata de originea O(0,0).

Pentru exemplificare se mai considera un al treilea sistem vibrant (SND) de
CES a SVNL de tip Duffing avand forta elastica exprimata de relatia

F(z) = kox — p.x°
Constanta elastica K a sistemului liniar echivalent (SLE) se alege astfel, incat, cele
doua mase identice m, pornind simultan la timpul ty = 0 din pozitia zy = A, sd ajunga
simultan, dupa un sfert de perioada, t = T/4, in pozitia z(T/4) = 0.

Ca urmare, pulsatiile proprii, sau viteza unghiulara constanta € pentru
sistemul liniar si viteza unghiulard medie €, care se considera pulsatie proprie a SNL,
ale primelor doua sisteme sa fie egale intre ele.
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11 FSM -CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME DINAMICE NELINIARE

Pulsatia proprie constantd a sistemului liniar este, dupd cum se stie,
arhicunoscuta relatie

_ |K
(11.157) Q—\[;,

iar sistemul oscilant liniar este denumit echivalent sistemului neliniar de mase m,
amplitudini A si pulsatii propri Q egale.
Ecuatiile diferentiale ale miscarilor pentru cele trei sisteme sunt

SLE: mi+Kx=0
(11.158) {SNL: mi+F(x)=0
SND: mi+ kox—pux3=0

I VIR

Folx) = kpx-p/ 7/

P4
,‘ |
> S » ielx)
\.
yu(x)
|5 »® 1
[ 3 E2 -

Fig. 11.36 Fortele elastice ale sistemelor | Fig. 11.37 Variabilele unghiulare ale
neliniare (SNL) si liniare echivalente SNL (6y) si SLE (6,)
(SLE) precum si vitezele lor in functie ca functii de timpul t
de deplasarea x

Pentru sistemul liniar (SLE), cu conditiile inifiale amintite, lege de miscare sau
elongatia, viteza si accelertia pot fi
x = A.cosf = A.cosQt
(11.159) SLE: {x = —AQsinf = —AsinQt = — QVA? —x? =—Q.y
¥ =—-AQ%0s0 = —AQ’cosQt = — 0%x
Acceleratia SLE, exprimata in functie de deplasarea x, verifica identic nul
ecuatia diferentiala liniara a SLE din (11.158)

475

BUPT



11 FSM -CE SOLUTII ALE UNOR SISTEME DINAMICE NELINIARE

in mod analog, acceleratia sistemului neliniar (SNL) trebuie si poatd si se
exprime 1n functie de deplasarea x si, sub aceasta forma, sa verifice identic ecuatia sa
diferentiala SNL din (11.158).

Forta elastica F(x), fiind o functie de deplasarea x se poate exprima si sub
forma

(11.160) F(x) = ka(x).X,
in care rigiditatea variabila k,(x), in functie de X, are expresia
(11.161) ka(x) = F(x) /x

si reprezinta rigiditatea locali sau, cum este cunoscutd in literaturd [Gheorghiu, Al
“Conceptii moderne in calculul structurilor”, Ed. Tehnica, Buc. 1966], rigiditatea
secanta.

Impartind aceastd rigiditate, cu masa m, obtinem patratul pulsatiei variabile
sau instantanee a acceleratie care se va nota cu @,

(11.162) Wi = 8= I8 5, /"“(" /”"

inlocuind expresia fortei elasnce ca functie de deplasarea x (11.160), in
ecuatia diferentiala (11.158), se obtine expresia acceleratiei SNL ca functie de

deplasare
(11.163) ¥(x)=— w2 (x).x
Pentru exemplul considerat, rezulta
(11.164) k. =ko -
si pulsatia instantanee a acceleratiei
(11.165) Wi= o Lo o L2y, = [N _%xz:\ng e

Expresia vitezei SNL x(x) se poate determina pornind de la ecuatia
diferentiala (11.158) sau prin integrarea acceleratiei SNL (11.163). Se obtine aceeasi
expresie a vitezei SNL in functie de deplasarea x sub formele

(11. 166) 22(0) = 2 [Fwl(x).x.dx == S F(x). dx

care pot fi scrise si sub formele

(11.167) 22 (x) = w? (x)(A2 —x2) = w2(x).y? incare
%2 (%) X (X)12

(11168) (l)v(X) = 22 = [T]

reprezintd pulsatia instantanee a vitezei SNL in functie de deplasarea x.
Din a treia rela‘;ie (11.159) rezulta

(11.169) y —[ ]

in care y* = A’ - x° reprezinti ordonata traiectoriei de fazi a SLE, traiectorie care este
un cerc.
Prin egalarea relatiilor anterioare, rezultd ca pentru oricare x € [0, A] se
respecta egalitatea
X _ X . Wy (%)
(11.170) 0= w SAU i(x) = x—= o
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care reprezintd o dependentd intre vitezele SLE si a SNL si pulsatiile vitezelor lor

corespunzatoare.
Pentru exemplul considerat se obtine
(11.171) 2 = ~[ko(A? — x?) —E (4% - x¥)]=
=[w§ = = (4 + x)] (42 = xP)si
(11.172) w? = wi - %(A2 + x3) > w,= \/wg - ﬁ(A2 + x2)

Viteza SLE variazd in functie de deplasarea x dupd o elipsd care se
intersecteaza cu curba de variatie a vitezei SNL 1n functie de deplasarea x, in intervalul
x € [ 0, A], in trei puncte, in care, deci, vitezele celor doua sisteme sunt egale. Primul
punct are abscisa x=A, in care vitezele sunt egale intre ele si egale cu zero. Celelalte
doua, sunt simetrice fatd de axa x si au abscisa notatd cu x = x, (Fig. 11.36, 11.38 si
11.39).

Egalitatea vitezelor, cu semn pozitiv, se produce pentru deplasarea masei m de
la x =0 la x = A, iar egalitate lor, cu semn negativ, la sensul invers de deplasare.

Rezulta ca, in punctul x = x,, patratele vitezelor celor doua sisteme, liniar si
neliniar, sunt egale, adica

(11.173) %2 =%2 (x)
12— | 12—
A {_._]a ") F 3 —
03 = (4= 3ua /5m)
1 'LU,_ . 1.0 E
w : 3 i
[ | . 0.8
Py | i
L ' : 06
[ i ; 04 |
1 : 1 02
L xasapysps | :
1 B L
L] & [ ‘ ‘ ‘ ‘
12 04 L 14 1
o{0,0) v = A5 05 A=1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 11.38 Pulsatiile instantanee w,, ©,, ®, si intersectia lui ®, cu ®, in punctul
de abscisa x, si de ordonata egald cu pulsatia proprie € a SN.

AZ
(@=12;42-=09:A=1)
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Egaland cele doua viteze, exprimate de relatiile (11.159), rezulta ca, in x = x,,
functia w?2 (x) intersecteaza dreapta paraleld cu axa x, care exprimi constanta pulsatiei
sistemului liniar (Q) in functie de deplasarea x, adica
(11.174) = w2(x,) , cea ce rezulti si din relatia (11.170).

Noténd cu ky(x) coeﬁcientul unghiular al dreptei tangente la CES neliniara
F(x), denumit in literaturd rigiditate locala sau rigiditate tangenta, se obtine
(11.175) ke () = £

Impartind (11. 156) cu cu masa m se obtine pulsatia
(11.176) w2(x) = kel®) _ 14F@) , denumita pulsatie instantanee a deplasarii x.

T m odx
Pentru exemplul cons1derat ca este

(11.177) wf(x)=w%—3%x2 > w,(x) = ,wé—Sﬁxz

Cu ajutorul pulsatiei instantanee a deplasarii (11.176), forta elastica F(x) se
poate exprima prin

(11.178) F(x) = fx il —dx=m f w2dx, cu conditiile initiale F(0)= 0.
Prin inlocuirea expreswl anterioare in relatia (11.166) se obtine
, A
(11.179) 22(x) = 2 [ (Jy w2(x)dx) dx
12 ¢ i i
1.0 ¢ oy
0.8 | 08|
0.6 06
04 f oal
02
L 02 r
1 2 3 4 5 6 0.‘2 0“4 0.‘6 O.‘S 1.0

Fig. 11.39 Pulsatii ca functii de 6 — stanga- si in functie de x —dreapta
pentru A=m=1; o,=1,2; u=0,6

In punctul in care w,(x) intersecteaza dreapta, care exprimd constanta pulsatiei
(€ = ct) a SL, se obtine
(11.180) wy(xy) = Q.

Considerand CES a SNL liniara pe portiuni infinit mici dx, fiecare portiune
avand pulsatia oy (X, traiectoria acesteia y(x) in planul fazelor este o curba inchisa
pentru care [v. Harris,C si Crede,C.“Socuri si vibratii ““, Ed. Tehnica, Buc. 1968]
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(L8 Y (0=

Egaland viteza SNL din relatia anterioara (11.181), cu cea exprimata de relatia
(11.168) rezulta ca, pentru oricare x € [ 0, A], se respecta egalitatea
(11.182) y(x)=yZz—§xx§
care reprezintd o dependentd intre ordonata traiectoriei de fazd a SNL si a SLE in
functie de deplasarea x.

Intersectarea vitezei SLE cu a SNL in x = X, impune §i intersectarea
traiectoriilor de faza ale celor doud sistemela in acelasi punct — abscisa si ordonata -
pentru care si cele doud ordonate ale celor doud sisteme (Fig. 11.36 si 11.38), liniar si

neliniar, sunt egale, adica y(x) =y. Rezulta, pe de o parte, ca

(11.183) Ou(Xy) = ox(Xy)
si, pe de alta parte, tinand cont de relatia (11.174) si (11.180) ca
(11.184) 0y(Xy) = Q = 04(xy).

S-a demonstrat, In acest mod, cd ordonata punctelor de intersectie ale
pulsatiilor instantanee ale deplasarii w,(x) cu ale vitezei w,(x) are valoarea pulsatiei
proprii Q a SLE echivalent care este si pulsatia proprie a SNL.

in concluzie, metoda de determinare a pulsatiei proprii © a unui SNL ca cel
SND - Diiffing, consta in urmatoarele etape:

1) Determinarea pulsatiilor instantanee ale deplasarii ®y(x), cu relatia

(11.176), precum si a pulsatiei instantanee a vitezei ®,(x), cu relatia
(11.168);
2) Determinarea abscisei punctului de intersectie a celor trei pulsatii (11.184)
3) Determinarea relatiei de calcul a pulsatiei proprii Q, prin introducerea
valorii X = X, in una dintre relatiile (11.174) sau (11.180).

Pentru exemplul considerat, egaland cele doua pulsatii instantanee, a deplasarii

(11.177) cu cea a vitezei (11.172), rezulta

(11.185) Xy = % pentru care, din (11.174) sau (11.180) se obtine

(11.186) Q= /wﬁ—%ﬁAz

Pulsatia instantanee a acceleratiei devine egald cu pulsatia proprie , sau curba
y = 0,4(X) se intersecteaza cu dreapta y = Q = ct, in punctul de abscisa

(11.187) xa=AJ§

in care acceleratiile, sistemului neliniar (SNL) si a celui liniar echivalent (SLE), sunt
egale.

Asa cum se poate observa in figura 11.39, pulsatia deplasarii (x,) si pulsatia
vitezei m,(x,) se intersecteaza la abscisa x, = % ca functii de deplasare si intersectiile
curbelor pulsatiilor ®,(0) cu m4(0)

(11.188) 0=0,=0.(0) N w.(0) > 00526:§ - cosb = i\/é -> Bv=arc cos( i\/g)
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ca functii de 6, au loc la in punctele de pe cercul R = A, centrat in originea O(0,0)
pentru valorile lui 6

(11.188%) 0 =0, = arc cos X, = arc cos iﬁ: 2 03444 + nm n=012,...
pentru A=m=1,u=0,6 si w,= 1,2, valori adoptate in figura.

1 {1,10715

11.10.9 PULSATIA INSTANTANEE, CA VITEZA UNGHIULARA
DE ROTATIE A PUNCTULUI M(6,A)
PE CERCUL DE RAZA R=A

In acest paragraf se va considera SND-Duffing si ecuatia diferentiala (11.1117)
a acestui sistem oscilant neliniar, liber si neamortizat.

Expresia pulsatiei instantanee a vitezei, ca functie de deplasarea x 2 ©(x), a
acestui SND este data de relatia (11.172).

Se va demonstra in continuare ca

(11.188) X = cosO(t)
este o solutie exacta a ecuatiei de miscare (11.111°), daca si numai daca
(11.189) 0(H) =22 =w(t) = w, ()

si relatia de dependenta lui w,, = w, (x) este cea data de relatia (11.170).
Introducand (11.188) in (11.172) pulsatia instantanee si, acum, viteza
unghiulara o,(0) poate fi adusa la forma

ua?

(11.190) w(0®) = |wf—"—cos26,

relatie asemanatoare, ca forma si prin prezenta functiei circulare centrice(CC) cosinus
de arc dublu (cos28), cu relatia vitezei unghiulare de la SNLD fazoriale.

Fig. 11.39 Vitezele unghiulare o, si acceleratiile unghiulare e ale SNDiiffing
pentru A =1, oy=12 si% e[0,1]

In relatia anterioara s-a notat cu
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3 u 3 u
(11.191) wr=wi-15A2 > wc= |wf-; LAz

pulsatia denumita pulsatie de calcul w.

Este interesant faptul ca, majoritatea metodelor aproximative, de determinare a
pulsatiei proprii a sistemelor neliniare, dau expresia pulsatiei de calcul (11.191), in
jurul careie oscileaza valorile pulsatiei instantanee (v. 11.190), ca pulsatie proprie a
acestor sisteme.

Functia
(11.192) 0() = [, w(t)dt
reprezintd unghiul de pozitie al punctului M(0,A), pe cercul C[O(0,0), R=A], de raza
R=A, centrat in originea O(0,0), la momentul t.

Pentru simplificarea scrierii relatiilor care urmeaza, determinarea explicita a
functiei 0(t) se va realiza in finalul acestui paragraf.

Prin derivarea solutiei (11.188) si tindnd cont de relatia (11.192), se obtin
viteza si acceleratia SVNL Duffing ecuatii identice, ca forma, cu cele ale SVNL
fazoriale:

x = A.cos0(t)
(11.193) X = —A.w.sinf(t)
¥ = —A(e.sinf(t) + w?(t).cosO(t))

Sb DN = - - - -
ELEREn 8 “F-L '&’_-‘JTIE‘-“:G‘.fS
i .
" gl %II “ | ““;i - (M) |=
Fig. 11.40 Variatia pulsatiei proprii Q(p) a SND pentru pe [0, 1], A=1si 0y =
1,2
In relatiile anterioare, acceleratia unghiulari e [0(t)] este
(11.194) €= w=0()
si expresia ei se obtine prin derivarea lui w,, din (11.172) sau (11.190), adica
_do_ dods_ do_ 1d@) oo
(11.195) €= — =2 — =0 o= -—0 si rezulta
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(11.196) €= 1L 420056, 5in6 = A sin20
2m am

relatie, ca si cea a vitezei unghiulare ®,, asemanatoare cu cea de la SVNL fazoriale;
diferenta fiind data de constanta Y4 fata de 1 de al SVNL fazoriale, ceea ce arata ca
acceleratia unghiulara, in acest caz, este de 4 ori mai mica decat in cazul SVNL
fazoriale.

Inlocuind in expresia acceleratiei din (11.193), expresile obtinute pentru € si ®
rezulta acceleratia

(11.197) ¥ = —(A.w2 cosf — - £ #3cos 30)
in care, inlocuind expresia lui ©(0) din (11.192) rezulta
(11.198) i=—(wfx— £43)= - 12
Se observa ca acceleratia, astfel ob';muta verifica identic ecuatia diferentiald a
SND
(11.199) m¥ + kox — ux3 =0
sau impartind ecuatia cu masa m > 0, constanta, rezulta
(11.199%) 5c'+a)(2)x—%x3 =0

S-a demonstrat, astfel, ca solutiile preconizate pentru o, X, X si X sunt viabile si
sunt solutii care verifica exact SNL Duffing, libere, neamortizate, iar acceleratia
unghiulara e este derivata vitezei unghiulare ®,(x), pentru cd ea a fost obtinutd tocmai
prin derivarea lui ®,(x), asa cum se poate vedea din (11.195).

Din graficele prezentate in figura 11.39, rezulta ca acceleratiile unghiulare ale
SNL cresc cu cresterea valorii termenului pur neliniar, adica cu valoarea lui p, fiind
nule pentru SL de u= 0.

Vitezele unghiulare au amplitudini de oscilatie, fatd de valoarea lui o, cu atat
mai mari cu cat creste p si devin nule pentru p = 0. lar ®c se apropie de w, prin
scaderea lui p; wgales de 1,2 in figura.

Figura 11.40 prezintd, in centru, deviatiile valorilor pulsatiilor proprii Q(A, p)
ale SNL in functie de p € [0, 1], pentru A =1 §i w = 1,2 pentru SNL progresive si
regresive, adica pentru u > =+ .

in figura din stanga, se observa scaderea valorilor lui Q, de la Q(u=0) = ®, =
1,2, la Q(u = - 1) = 0.9 ; valoare ®, =1,2 fiind aleasd arbitrar, odatd cu cresterea
valorilor negative a lui - , iar, in figura din dreapta, se observa cresterile lui Q, de la Q
(L=0)=wo=1,2, odata cu cresterea lui +p [ Q(+p=+1)=1,5].

11.10.10 SOLUTII iN FUNCTIE DE TIMPUL t

Sunt obtinute cu ajutorul integralelor si a functiilor eliptice. Integrala eliptica
completa de prima spetd K(k) da perioada 4K(k) a functiilor eliptice (cnu, snu, dnu),
iar cea de speta a doua E(k) exprima lungimea sfertului de elipsa.

. . o ce 1 .
Elipsa din figura 11.41 are axa mare a = | §i axa mica b e > a, fiind

prezentatd si In lucrarea lui Cebe Laszlé “Elliptikus fiiggvének” din revista
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Hiradastechnika XXV , 1974, pag. 176 .. 189, impreuna cu o serie de functii periodice

remarcabile, printre care si cele eliptice. Mai putin FSM-CE care sunt prezentate
numai in aceasta lucrare si in aceasta figura.

. 1 . . .
Eaarca=1sib= e S deci, ecuatia

2
(11.200) x? + m =1
si ecuatiile parametrice
x = cos6
11.201 1 oo
( ) Y= e sinf

‘E[D‘ (1-k2)051

v T
y =h.sin# ,_E . - } :,‘th
h’ 71N {;q J, ‘\\
.'Ill ﬁ'ﬁ\ J: \\
/ S‘?’
lx
78

Fig. 11.41. Reprezentarea functiilor eliptice Jacobi
pe elipsa unitate i pe cercul unitate
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Raza polara a elipsei poate fi data din centrul O(0,0) de relatia

N 2 —p—_
(11.201) p =r=,/x*+y 2> p =t NN
cu notatiile din figura, sau din focarele, dispuse, in cazul elipsei rotite cu - /2, pe axa
y, fiind, totodati si excentrele E, = E “(e, g, = g) siE,=E (e, & = 37”) ce se corspund
dispunerii lor pe semiaxa y > 0 si, respectiv, pe y <0 si de relatii
(11203) r1’2=ﬁx2 + (e $y)2
si a caror suma, in cazul de fata, si in toate cazurile In care se exprima una dintre
proprietatiile de baza ale unei elipse, care stipuleaza ca suma distantelor de la focarele
elipsei la un punct curent de pe elipsa este constanta i egald cu lungimea axei celei
mai mari a elipsei,in cazul de fata cu b > a, adica

2
(11.204) I +r2=2b=ﬁ.

.. .. . . . . . [ Vs
Excentricitatea liniara e a elipsei, acum pe directia axei y, adicd de € = + >
este data de cunoscuta relatie, aici modificata datorita rotirii elipsei,

“pZ —gz—_k _
(11.205) e b a T b.k

iar excentricitatea liniara numerica, notata acum cu s, este
(11.206) s=§=k.

Rezultd ca excentricitatea liniarad numerica s a elipsei este si modulul k al
integralelor si al functiilor eliptice Jacobi.

Deoarece, cercul unitate, reprezentat in figura 11.41 are raza R = a = 1,
rezultd cad excentricitatea reala e, este egald cu excentricitatea numerica Seee = Ceerc/ @

= Ceerc-

Daca modulul functiilor eliptice este k, se alege excentricitatea numerica, egala
cu cea reald a FSM-CE pentru R = 1, atunci e = s = k.

Adica, excentricitatiile numerice ale elipsei si ale cercului sunt aceleasi; difera
doar excentricitatiile reale ale celor doua curbe inchise. Diferenta care face si distinctia
dintre elipsa, s-o numim unitate, deoarece are a =1 si cercul unitate de R = 1.

In rezumat: cercul unitate are ambele excentricitati liniare egale intre ele si
egale cu k, iar elipsa unitate le are diferite; dar excentricitatile numerice ale celor doua
curbe inchise sunt egale intre ele si egale cu modulul k al integralelor si al functiilor
eliptice Jacobi.

Sunt denumite functii eliptice, pe de o parte, pentru ca sunt legate de
integralele eliptice, de determinare a perimetrului elipsei - E(u.k) — si, pe de alta parte,
pentru ca pe aceasta curba inchisa pot fi definite aceste functii si, cu precadere, arcul de
elipsa u, de la originea arcului elipsei unitate A(1,0) la un punct curent P(6,p = 5) de pe
elipsa.

Deoarece satisfac exact ecuatii diferentiale neliniare de ordinul doi, au o
multitudine de aplicatii in matematica, fizica si In special in tehnica/tehnologie.

Fie integrala
(11.207) [ R [x,{/P(x)]dx

in care R(X, y) este o functie rationald de argument x, iar P(x) — un polinom.
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- 6

-6 F

‘ a) Functia eliptica Jacobi am(u,m = Vk)

b) Functia eliptica Jacobi am(u,k)

1.0

05 10 1.5 20 2.5 3.0

3.0 f

1.5

1.0

05 10 1.5 20 25 30

‘ ¢) Functia eliptica Jacobi am(0,m = vk) ‘ d) Functia eliptica Jacobi am(6.k)

‘ Fig. 11.42 Functii eliptice Jacobi amplitudine (amplitudinus) de u si de 6

Daca P(x) este un polinom de ordinul doi, atunci integrala (11.207) se exprima
prin functii elementare. In cazurile exceptionale, cand integrala poate fi exprimata prin

functii elementare, aceasta se numeste integrala pseudoeliptica.
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in cazul cand P(x) este o functie de ordinul trei sau patru, integrala (11.207) se
numeste integrala eliptica si, in general, nu poate fi datd in forma finita, sub forma unei
relatii simple de calcul.

Pentru integrala eliptica completa de prima speta K(k), s-a prezentat, in aceasta
lucrare [v.Cap.5 Aplicatii matematice ale FSM-CE radial excentric rex6, pag. 152 ...
167], o metoda hibridd — numerico-analiticd, bazata pe / (plecand de la) metoda
Landen- prin care s-a reusit obtinerea unei relatii simple, cu numai doi termeni (5.55,
5.56 si 5.57), care oferd o precizie, incredibila de ridicata, de calcul cu 15 zecimale
exacte !

La fel de bine, ea poate fi calculatd cu ajutorul unui seriei hipergeomatrice,
dezvoltatd dupa k avand raza de convergenta egala cu unitatea.

Se numeste serie hipergeometrica seria (v. Rajic I.M. si Gradstein LS.
“Tabele de integrale, sume, serii si produse” Ed. Tehnica, Buc. 1955, pag. 415]

(11.208)
P _ ap ala+1)B(B+1) 5 | ala+1)(x+2)B(B+1)(B+2) 43
F((Z,,B,]/, z)=1+ y.1 z+ y(y+1)1.2 = y(y+1)(y+2)1.2.3 e
Cu ajutorul acestei serii, expresia care poate exprima, cu orice grad de precizie,
valoarea integralei K(k) este
(11.209)
gl 1o T 1\ 2, (13) 4 @n-01? oy,
K(K) =2FC;3; Lk)=2{1+(3) k +(2.4) Kt o S8 ] K20 4 o),
in care simbolul !! exprima produsul numai a numerelor impare sau namai a celor pare,
de la caz la caz, in functie de indicatiile/continutul parantezei care precede simbolul.

Astfel,
Cn-DN=1"2=135..2n-1)

(11.210) { ,
2nll = 2"2=245..2n= 2"n
si, ca simbolurile sa fie complete, n ! se mai simbolizeaza si astfel
(11.210%) n!=171=123..n
Integrala eliptica de prima spetd K(k) din forma normala Legendre

a
(11.211) K = | comamm

poate fi adusa sub forma trigonometrica normald prin substitutia
(11.212) X = sin6.

Expresia lui K(k) poate fi scrisa, mai concentrat, astfel
[ v.=> http://sfm.asm.md/vol1/fizica%20matematica.html ]

, z ae z » 135.(02n-1) .
(11.212) K(k)=fzﬁ = Jz[1+ 2 1#51112”9] do =

{ Z[l 3254 6(2n27_1 o ke }

Asa cum rezulta si dln”Tabelele” lui Réjic [pag. 174, rel(3.413)], dublul
integralelor eliptice de prima si a doua spetd, sunt date si de FSM-CE, de variabila
centricd o, radial excentric Rex; o de excentricitate numerica s = k, > K <1
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n  da 1 T da .
(1 1'213) K(k) T2 fo Rex, 205 fo 1+k2F2k.cosa 3
(11.214) + E(k) =7 f) Rexy, a.da =3 [ VI + k% F 2kcosa da.

Lungimea unui arc de elipsa este u, variabila functiilor eliptice cn(u,k), sn(u,k)
si dn(u,k) si se poate determina cu integrala

(11.215) u=E 0,k = [ x2(0) + y2(8) dO = [ V1~ kZsin?0 df

11.10.11 INFINITII MICI (DIFERENTIALELE),
FSM-CE SI FUNCTIILE ELIPTICE Jacobi

Istoria confirma ca Fourier i-a acuzat pe Jacobi si pe Abel ca-si risipesc/pierd
timpul cu functii eliptice, cand sunt atatea probleme mai utile care ar putea fi rezolvate.

Raspunsul se gaseste pe site (V.Google—>” Zambetul stiintei”).

Ca istoria sd nu se mai repete, (desi, tot istoria, ne invata ca nu se invatd nimic
din istorie, din moment ce ea se repetd, deci, fara prea multe sperante si fara sa ne
facem iluzii cd vom pune punctul pe i), inserdm in acest capitol unele dependente
dintre infinitii mici, sub forma diferentialelor, functiile eliptice Jacobi si noile,
introduse 1n matematicd, FSM-CE, cu speranta cd, in acest mod, se simplificd
intelegerea functiilor eliptice Jacobi, din moment ce, ele, pot fi vizualizate si pe cercul
trigonometric/unitate cu care suntem mai familiarizati (Fig. 11.41).

Elementului de arc al elipsei ds = du din figurile 11.41 i 11.43 este

o _ de
(11.216) ds =du=pdo=——"—rr

in care raza polard p a unui punct al elipsei, masurata din originea O(0,0), este data de
relatia (11.182).

Lungimea u a arcului de elipsd (Fig.11.41), corespunzator arcului 0 a unui
punct W(R=1, 0) de pe cercul unitate, se determina prin integrarea elementului de arc
al eliposei, adica, este integrala eliptica de speta a 2-a, incompletd, notata si cu F(u,k)

(11.217) Fluk) = fo \/W

Lungimea arcului unui sfert de elipsd, corespunzatoare lui 6 = n/2, pe cercul
unitate, este K(k) .

Se observa ca integrala eliptica de prima spetd, F(u,k) este data de diferentiala

7 9, care, asa cum s-a indicat 1n figura 11.42 reprezinta inversul segmentului
(11.218) FW = dn(u,k) = cos p=v1 — k?sin?0
Din figura mai rezulta, fara sa insistam asupra deducerii acestor relatii, ca
da

( r=EW =rext = Rexa = —

FE = k.cosf = ap
du

ag
(11.219) U gy _ 40 _ dGes)_ dads = S L B
- nu_du_ du  dudu
\ 1-Fw=%
du
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=da+df+dy=du = a+B+y=u=60+y

Y L K(k)
[« T u=a+p+y=0+
" y-SG = dr/du=d?a/du?
b =r/2
O
< o
L2
y = sex@|
0(0,G

Fig.11.43 Infiniti mici (diferentiale), FSM-CE si functii eliptice Jacobi

Rezulta ca unghiul y = u — 0 este, deci, diferenta dintre cele doud argumente,
cele ale functiilor eliptice Jacobi (u) si ale FSM-CE de variabila excentrica (0).
Transversal pe segmentul FW, apar segmente de drepte care pot fi exprimate

prin diverse diferentiale, cum sunt
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(11.220)

( OF = k.sinf = s—;=

— Rexa =

ksina k.sina
Rexa J1+k2-2k.cosa

_ dra6 _dr =& 1 _ 2 (dexf) > FP L OW
duda du du dex8 ao
. _ ar _ sex6
SD =r.tanf = dex6.sinfs = i kwsﬁ

SG =r.sinf = Z—; = rex@.sinf

- 6

- 6

a) Functia eliptica Jacobi

am(u,m = vk)

b) Functia eliptica Jacobi am(u,k)

am(2u.K(ml/Pi, m]|

300
25|
20 ¢
15
10 |
05|
0.0 &

0.0051015202530

t 2u.K| m|/ Pi

b) Functia eliptica Jacobi

2uK

am(~—, m= N

30 - /
~ 25 I
= 20
>
Z 15
=
o~ 1.0
g

0.5

0.0 5

0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0
t 2u.K[ k|| Pi
¢) Functia eliptica Jacobi
2uK
am(—, k)

Fig. 11.43 Functii eliptice Jacobi de parametru m si k

si de argumente u side 0 =

2uK (k)
T
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3.0 3.0
2.5 1] 2s
§ 2.0 [
= 20
S s r
- 154
210 [
5 ,

1.0}
0.5 i
0.5
0.0 H 1
00 05 10 15 20 25 30

¢ theta 05 10 15 20 25 30

FSM-CE aex[0, S(s=0.7kcost, € = 0)] FSM-CE aexm[0, S(s=>0,5kcos0, & = 0)],
aexm 0 = 0 + 0.309arcsin[0,5k Sin[2t]]

Z ‘ ‘
= 004 / \ 003 //\ \
=}
- / 0.02
< 0.02
= j\ %g 0.01 | =
2000 k ,\x 0.00 A
2| N N
g A4 | |74 il
- 0.04 0.02 \V \V/ /
% ‘ -0.03 \
= 0.0 05 1.0 15 20 25 3.0
¢ theta 00 05 10 15 20 25 30
t=26
Diferenta Diferenta
am(2uK/zr k) — aex(0, s=0,7 cos0) am(2uK/m,k) — aex(t, s = - 0.5kcost)

| Fig.11.44 Functii amplitudine excentrica aex 0 si diferentele fatd de am(2uK/x, k)

Pe directia dreptei OW, inclinata cu unghiul o fatd de axa x, apar doua
segmente a cdror suma este raza cercului unitate R = 1. Aceste segmente sunt
oD = apg _ k.cosf
d6  Vi-kZsinZ6
(11.221) DW = Z—‘; = dex8
4o _ duds

=r =
W du du du

=1-k.sina
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Asa cum s-a mai afirmat §i cum se cunoaste, de fapt, derivata vectorului de
pozitie 7 (0) = R.rex0, a punctului W in miscarea lui pe cerc (v. Vol.I, Cap. 6.4 MCE,
pag 197 ... 202), este viteza (0 = Qt) = R.0.dex6. Pentru R = Q = 1 rezulta

(11.200) dd—e[f’ )] = 7#(6) = ;—e(rexe.rade) = j—;rade + r.derf =

dar da da
= —radf + —derf = — dera =¥ = dex0.rada

ae du du
in care se evidentiaza cele doud componente ale vitezei: una pe directia radf, adica pe
directia radiala centrica (rad0), a razei vectoare 7, care exprima derivata in modul a lui
7 si 0 a doua componentd, perpendiculard pe prima, pe directia derivata centrica (der0),
care reprezintd derivata in directie a vectorului turnant 7 = rex6 radé.

Derivata 1n directie este proiectia lui ¥ pe directia der0, adica

dx da df

(11.222) = dex0.cosf = Eﬁ@

iar derivata In modul este proiectia lui ¥ pe directia fazorului radf
dar . da dr

(11.223) %= dex8.sinf = 0

ceea ce indica corectitudinea asocierii diferentialelor, respectiv a diversilor infiniti
mici, cu aceste segmente de dreapte, reprezentate in figura 11.42.

Daca (11.217) da pe u(0), inversul ei 0(u) este data de functia eliptica Jacobi
amplitudinus/amplitudine (i, addugdm noi, centrici, pentru a evita confuziile cu
amplitudinea excentrica acx0)

(11.224) O(u) =am(uk)
Aceste functii au aliura din figura 11.43.
in partea de sus si in stinga figurii, sunt reprezentate functiile am(u, m = vKk),

de modul m =+/k, care sunt functii eliptice Jacobi de perioadi 4K (k), iar in dreapta
figurii sunt prezentate acelesi functii dar de modul k = m” si de aceeasi perioada 4K (k).

in partea de jos sunt prezentate aceleasi functii de aceiasi parametri m si,
respectiv, k, dar de argument modificat prin t = 2uK(k)/z.

Aceleagi argumente vor fi utilizate §i pentru reprezentarea celorlalte functii
eliptice Jacobi : cn u, snu, dnu.

Pentru comparatie si pentru evidentierea asemandrii lot cu functiile
amplitunide Jacobi si, prin aceasta, a justificarii denumirii date acestor functii, sunt
prezentate FSM-CE amplitudine excentrica (aex0) de variabild excentrica 0 cat si
FSM-CE aexm0 —aex modificate- in sensul cd FCC inversa arcsin a fost inlocuita cu
arctan, aga cum se indica in figura 11.44 — sus. Jos, sunt prezentate diferentele dintre
functiile eliptice Jacobi si FSM-CE
(11.225) A = am(u, k) —aex (0,s) sau
(11.226) AM = am(u, k) —aexm (0,s) .

Precizii de aproximare mult mai ridicate, pentu k € [0; 0,7] sunt reprezentate
in figura 11.45 fiind date de aexm (0, s = k).

Modificarea consista in urmitoarele: arcsin = 0,3arctan, s = (s.cos0)’si sinf
- sinq(6, s), in care, reamintim ca sinq sau siq este sinusul cvadrilob / quadrilob (v.
pag. 32, 53 .. 56).
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3.0

2.5+
20

15+
1.0
05+

am(u.k €[0,0,7]) 05 10 15 20 25 30

3.0+
25 ¢
2.0
1.5+
1.0+
0.5 -

aexm (6, s k €[0;0,7] 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.006 ¢
0.004 | TN
0.002 | / —

Nﬁﬁ< 2 A s 3.0

2 N
- 0.006 - \A

Fig. 11.45 Diferenta AM = am(2uK/x, k) — aexm(6,s) in domeniul k € [0; 0,7]
aexm(0, s) = 0 + 0,3 arctan[s’cos’0.sinq(6,s)], s = k €[0;0,7]

0.06 ¢
0.04 |

0.02 |
k /_\x
i 055 1.0 1 5No\_’/2/5/ 3.

- 0.06 F ~ 7

Fig. 11.46 Diferenta AM = am(2uK/z, k) — aexm(6,s) in domeniul k € [0,7; 0,9]
aexm(6,s) = 0 + 0,3 arctan[s’cos’0.sinq(0,s)], s = k €[0,7; 0,9]

=]

- 0.02

- 0.04
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Asa cum se poate observa in figura 11.45 — jos diferentele maxime sunt foarte
mici si nu depasesc valoarea de + 0,000, iar cele minime (k = 0) sunt, evident, nule.
Pentru domeniul k € [0,7; 0,9] diferentele acelorasi functii sunt prezentate in figura
11.46 si nu depasesc valoarea de 0,06, fiind, astfel, de 10 ori mai imprecise decat in
domeniul k=0 ... 0,7 (k € [0; 0,7]).

O alta functie de aproximare, cu trei termeni, este
(11.227) aexm(6,s) = O+arctan[0,05 s’cos0. sint/(1-0.05 s> cos’0)]+(0,1 s +0.023) sin2 O

Cel de-al treilea termen a rezultat din diferenta cu numai 2 termeni, diferenta
care era reprezentatd de o familie de functii sinus.

Plot[Evaluate[ Table[
{JacobiAmplitude[ 2 t EllipticK[(0.1 u)*0.5] /

Pi,(0.1 u)"0.5]},{u, 0, 9}1,1t, 0, Pi}]]

3.0

Plot[Evaluate|

[Table[

{(t+0.3 ArcSin[0.1 u Sin[2 t] )}, {u, 0, 9}1,{t,0,Pi}]]

V 3.0 |

25

20

2.0

am|2u.K (k|/Pi, k|

aexm|t, k|
"

0.5

0.0

0.5

0.0 tf

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

t 2u.K[k)|Pi

3.0 0.0 0.

5 1.0 1.5 20 25

t

Plot[Evaluate[ Table[ {JacobiAmplitude[ 2 t EllipticK[(0.1 u)*0.5]/Pi,(0.1 u)*0.5] -
(t+0.3 ArcSin[0.1 u Sin[2 t] ])},{u, 0, 9}],{t, 0, Pi},
Frame-> True, FrameLabel> {"t","amt-aexmt"}, GridLines—> Automatic, AspectRatio>0.5]]

0.03 |

0.02 [

0.01

amt- aexmt

- 002 F

- 0.03

0.00 [

- 001 F

3.0

t

ESs
=

Fig.11.47 Functii amplitudine excentricd aexm 0 si
diferentele fatd de am(2uK/z, k)
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Privind functiile diferenta, simetrice fata de axa 0, se observa ca o imbunatatire
globala a aproximarii, In tot domeniul k € [0; 0,9], nu mai este posibila. In schimb, este
posibila o imbunatatire pe cele doua grupe de functii, care prezinta diferente de semne
opuse.

O astfel de metoda este prezentatda mai pe larg in lucrarea Mircea Selariu si
dr.ing. Dumitru Bild “Ways of presenting the delta function and amplitude
function Jacobi” Contemporary Science Association New York, Denbridge Press,
Academic Division, New York, ISBN:978-973-88931-1-5 si intr-o lucrare cu privire
la “ Un sistem supermatematic cu baza continua de aproximare a functiilor” ca si in
lucrarea lui Dr. ing. Dumitru Bala “ Supermathematical-Selariu Functions Beta
Eccentric bex0” publicatd in lucrarile “Proceedings of the 2™ World Congress on
Science, Economics and Culture 25-29 August 2008, New York, ISBN: 78-973-88931-
1-5(063)./

Cu sigurantd, pot fi gasite si alte functii care sd aproximeze si mai bine
functiile eliptice Jacobi am(u,k) si, prin aceasta, si functiile sn, cn dn, care se pot
exprima, la randul lor, cu ajutorul lui am(u,k).

Rezulta, din stanga figurii 11.44, ca diferenta maxima absoluta nu depaseste
valoarea de 0,06 — pentru k = 0.9 si este sub 0.03 pentru k € [0; 0,8].

Pentru ke [0; 0,4] diferentele sunt sub 0,02. Programul de calcul WOLFRAM-
MATHEMATICA 6 nu a reprezentat/dat curba pentru k = 1.

Preciziile obtinute, de aproximare a functiilor am(u,k) prin aex(6,s) de excentru
variabil (s = 0,7.k.cos0), sunt acceptabile pentru multe aplicatii tehnice.

O aproximare satisfacatoare a functiei am(u,m) este data de urmatoarea relatie
a functiei SM aex0 modificata
(11.228)  aexm(0,s) = /2 + arctan[0.05 s cos[0 /2]. sin[0 /2] /

(1-0.05 s* cos[0 /2]*)]+ 0.0075 cos[0 /4]/ Sqrt[1- sin[0 /4]*] - 0.0075 + 0.015 sin[6].

In fine, o aproximare foarte buna, cu diferente sub 0,03 pana la k = 0,8,
inclusiv, este prezentata in figura 11.47, impreund cu expresiile functiei de aproximare
aex0 modificata.
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Moto:” Omul e un animal care aproximeaza si ale carui variante,
constante, sunt "comoditati mintale. "
Petre Tutea

Capitolul 12 5 5
UN SISTEM SUPERMATEMATIC CU BAZA CONTINUA
DE APROXIMARE A FUNCTIILOR

12.1 INTRODUCERE

In acest capitol se prezintd un sistem nou de functii circulare / trigonometrice, denumite
functii supermatematice circulare excentrice (FSM-CE) [1], [4], [5], ca cex0, sex0, bex0, dex0, rex0
s.a. care constitue o bazd continua pentru aproximarea functiilor, pe de o parte, si ofera posibilitatea
modelarii exacte a unor functii / curbe si / sau suprafete, pana de curand considerate nematematice, pe
de alta parte.

Deoarece, intre doud functii, de exemplu, sin(ix) si sin(i+1)x, din baza sistemului
trigonometric centric (STC), sistem format din functiile circulare centrice (FCC) cosix U sinix, nu
existd alte functii, dacd € n € Z. De aceea, STC este considerat un sistem cu o baza discreta de

T e 1 O [
L %ﬁ"" ¢¢§‘ L
VRS ;
AN 05 |

2 i 2 4
-\0.3/ F
M F

Fig. 12.1 Primele 10 functii ale STC

Fig.12.2 Functiile sina si sin2a

in aceleasi conditii (n © Z), sistemul trigonometric supermatematic (STS) sex(nx) U
cex(nx) constitue o baza continua de functii de aproximare, deoarece, intre doua dintre functiile bazei
sex[ix, s = 0) = sinx si sex[(i + 1)x, s = 0] = sin (i+1)x se interpun o infinitate de alte functii, care pot
completa continuu (Fig.12.12 si Fig.12.13) spatiul dintre ele, cand excentricitatea numerica s ia
valorile din intervalul s € [-c0, +o0] sau in domeniul s € [-1, +1].

Asa cum se aratd, sexx, pentru o excentricitate numerica s € [0, £1], degeneraza, la cele doua
limite extreme ale intervalului, in sinx si, respectiv, in sin2x, adica in doud dintre functiile adiacente /
limitrofe ale bazei STC, dar numai intr-un anumit interval. Se stie ca, toate FSM-CE pentru s = 0,
degenereaza in FCC. Astfel, sex(x, s = 0) = sin x. Intervalul periodic, cu perioada 27, in care sexx =
sin2x este x € [-n/2, +n/2] pentrus =- 1 si x € [n/2, 3 7/2 ], pentru s = +1, (Fig. 12.12 si Fig.12.13).

Lucrarea este ,,pigmentata” din belsug cu grafice care sa ilustreze cele afirmate.

Existd o multitudine de metode de aproximare a functiilor / curbelor. Dintre acestea,
unele folosesc drept baza sistemul trigonometric, pe care suntem obligati sa-1 denumim si
centric (STC), pentru a-1 distinge de noul sistem trigonometric excentric (STE), aparut odata
cu descoperirea functiilor supermatematice circulare / trigonometrice excentrice (FSM-
CE).

Sistemul trigonometric centric (STC) este format din asocierea functiilor cosinus si
sinus centrice de multiplii de arce
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(12.1) {1, cos X, cos2 «, .., cosnx,.nc 1,N
7 \0,sin«, sin2 «, ..,sinnx,..nc 1,N

In realitate, doar multimea infinita (1) {1, sina, cosa, sin2a, cos2d ,..., sinna,
cosna,..} formeazd o baza a spatiului de functii, care s-a dovedit suficient de eficientd in
aproximarea functiilor periodice, adica pentru N 2 co.

Primele 10 functii, cosnx si sinnx ale bazei STC, sunt prezentate in figura 12.1, iar
doua dintre sinusuri, pentru n = 1 §i n = 2 sunt extrase separat in figura 12.2.

Un alt sistem de functii, folosit pe larg drept baza a spatiului de functii, este sistemul
exponential centric (SEC)
(12.2) {e™**}, kia toate valorile intregi.

12.2 SISTEME SUPERMATEMATICE DE BAZE

Lucrarea SUPERMATEMATICA. Fundamente a scos 1n evidentd faptul ca, doar
prin separarea celor 3 puncte confundate, alese de Euler la definirea functiilor circulare din
MC (O - originea unui reper, C - centrul cercului unitate si excentrele S(s,&) pentru C(1,0)
sau E(e,g) pentru cercul oarecare C(R,0) - polul unei drepte turnante), se trece la matematica
excentrica (ME), in care, toate functiile trigonometrice (circulare si hiperbolice) cunoscute
(centrice) se multiplica la infinit si, in plus, apar o serie de FCC ca si de FCE noi.

Astfel, fiecarei functii cos, sin, tan, etc din MC ii corespund, in ME, cite o familie,
cu o infinitate de membri, de FSM-CE cex, sex, tex, etc. pentru o excentricitate numerica s
€[—oo,+0]. Se deduce ca, MC este un caz particular, de s = 0, al ME, in care toate FCE

degenereazd in FCC. Rezultd, cd FCE sunt o generalizare vasta si extrem de utila a FCC, iar
ME este o extindere nemarginitd a MC, asa cum s-a putut constata din capitolele anterioare.

Reamintim FCE noi, deosebit de valoroase, care apar, grupate in FSM-CE sunt:

e rex0 si Rexa - radial excentric de variabila excentrica 0 si, respectiv, de variabila
centrica o, o adevarata functie rege, cum a denumit-o Prof dr.math, Octav Em.
Gheorghiu, functie care, singura, poate exprima toate curbele plane din MC si o
infinitate de curbe noi [1]. Important este si faptul cd ele pot exprima forma
trigonometrica a sumei si a diferentei numerelor complexe, asa cum se arata in [7].

e dex0 si Dexo — derivata excentrica, care exprima functia de transfer de ordinul unu,
sau functia de transmitere a vitezelor sau a turatiilor tuturor mecanismelor plane
cunoscute, asa cum se aratd in lucrarea [8];

e aex0 si Aexo — amplitudine excentrica, a carei denumire este similard, nu din
intamplare, cu a functiei amplitudin(e)/(us) a lui Jacobi, deoarece sin[aex0] = sex0,
cos[aex 0] = cex0 si cos|Aexa] = Cexa, sin[Aexa] = Sexa, s.a.m.d.

e bex0 si Bexa - beta excentrica [1],

e uex0 si Uexa — unghiular excentrici, s.m.a.

Se cunosc devoltarile 1n serii de puteri ale functiilor cos, sin, tan, etc., sau, altfel spus,
ca aceste functii constituie rezultatul insumarii acestor serii de puteri, adica, o functie suma.
Multor serii de puteri nu li se cunoaste, insd, o functie suma, ci, eventual, o relatie de mai
multe functii. Acest neajuns este cauzat tocmai de lipsa din MC a unor functii, functii noi,
care au aparut odata cu ME.

Unele dintre acestea vor fi prezentate in continuare. Mai mult, o multitudine de functii /
semnale puteau fi reprezentate matematic doar prin dezvoltari in serii trigonometrice Fourier.
Cu noile FSM-CE, ele pot fi reprezentate mai simplu si mai exact si, in plus, apare
posibilitatea reprezentarii matematice a transformarii continue a semnalelor din unul in altul,
asa cum se va prezenta in continuare.

12.3 FUNCTII MATEMATICE CENTRICE NOI

Functiile matematice centrice noi sunt functiile Euler-Cotes vechi:
(12.3) rada=¢"
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si reprezinta corespondenta, in centric, a noii FCE Rexa ca si rex0 pentru excentricitate e = s
= 0, caz in care, O = a si cele doud functii radial excentrice degenereaza in functia radial
centricd — rada. Totodatd, rada reprezinta vectorul de pozitie al punctului curent W(x,y) =
W(a,1) de pe cercul unitate, fata de centrul C = O(0,0) = S(s = 0, €) al acestuia.

In consecint, argumentul acestuia este o = 0 i modulul lui este 1. El este, n acelasi
timp, un numir complex si un vector unitate (versor / fazor) si, neputand sa aiba alta
semnificatie matematicd, marcarea cu bard deasupra devine superfluua.

Derivata lui rade, denumita derivata centrica, prin analogie cu dex® — derivata
excentrica - este
(12.4)  dera =i.e'"*=rad(o + n/2)
si este, de asemenea, un vector unitate, fazor defazat in avans cu n/2 (6 = - w/2) fata de
rado.

Functiile rad si der, ca suma si diferenta de arce, au expresii asemanatoare cu cele de
la functiile sin si cos, astfel:
(12.5) rad(A £+ B) =radA.cosB + derA.sinB
(12.6)  der(A = B) = derA.cosB * radA.sinB

Cu ajutorul acestor functii, ca si cu corespondentele lor din excentric, rex0 si Rexa,
pot fi exprimate formele trigonometrice ale sumei si ale diferentei numerelor complexe, asa
cum se prezintd in lucrarea [2]. Astfel, dacd doi vectori sau doud numere complexe au
expresia
(127) Zl,2 = Rl,g.rada 1,2
suma X si diferenta A lor este data de
(128) ZZ,A = Zz + Zl = R2 ARexaz,A.radaz,A,
in care Rya=R,,

(12.9) Rexsaon =\/1+S2 —2scos(a, —&5,) -

Prin &5, semnul din fata lui 2s, de sub semnul radical, devine + pentru suma si

minusul pentru diferentd. Excentricitatea numerica este s = R;/ R, £ 1 si gz = o+ 7w si €4= 0y,
daca se alege raza cercului R = R, = Max|R,R,| si excentricitatea reald e = min|R,,R, |.

Coordonatele excentrului pentru cercul de raza R = R, sunt E(e,¢), iar pentru cercul
unitate / trigonometric sunt S(s, € ), in care s = % .

12.4. SUME DE FUNCTII CIRCULARE CENTRICE NOI

Notand modulul numarului complex z cu valoarea s a modulului coordonatei polare a
excentrului S(s, €), corespunzator cercului unitate, pentru un argument o rezulta
(12.10) z=s.rada si
(12.11) z"=s"radna, astfel ca suma

ud z rad6
(12.12) » z" =) snradsa = =5 , 1In care
nZ:(; Z -z rex@
s.sina

(12.13) 6=a+P(a)= a+ arcsin

\/l+s2 —2s.cos(a—¢)

Unghiul f(a) = Bexa , iar B(0) = bex0 mai poate fi exprimat si astfel:

0 n

.sina s" .
(12.14) B(a)=Bexa=arctanS—= —sinna, sau

l-s.cosa ‘o n
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(12.15) B(6) = bexO = arcsin(s.sinB) = s.sinf +1M -kﬁM + ...
2 3 2.4 5
N 1.3.5...(2n - 3)(s.sin 8)* .
2.4..2n-2)2n-1)
Proiectiile lui rade sunt cosa si, respectiv, sina, astfel cd suma S, data de (5), se

descompune in suma in cosinusi :
(12.16)  C(a) = Re(X) = Re (s".radna) =

.., r=1.

z 1- R .
ZS”.cosna= : cos _Rexa (ztosﬂ:cosﬂ(a):
e 1+s° —2s.cosa Rex‘a Rexa
do
= Dexa = ﬂ si suma in sinusi:
da
S . s.sin s.sin
(12.17)  S(e)=Im(X)=Im(k’.radsa) = k'sinsa = = =
SZ:(;‘ l1+s®—2s.cos¢ Rex’a

sin f(«) _ k.sin@

Rexa rext

= sinf(a)/Rexa = sin(Bexa)/Rexa = sin B(0) / rex0 = sin(bex0)/rex0 .

Plot[Evaluate[Table[{(1 — 0.1sCos[t])/(1 + 0.01s"2 — 0.2sCos[t])}, {s, 0,10}], {t, —2Pi, 2Pi}, AspectRatio
— 0.75, GridLines — Automatic, PlotStyle
— Table[{AbsoluteThickness[2], Hue[n/m]}, {n, 3,10}, {m, 3,10}], PlotStyle — Thick, Mesh
— 20, MeshShading — {Red, Blue, Yellow}]]

3
L -
—
BL\\N\S % |
b —|
\\ e .
=== ==
Fig.12.3 Dexa exprimat cu relatia Fig.12.4 Dexo. exprimat prin suma (12.16 ),
(12.16) pentru pentrus =0 ... 0,8 cupasul 0,2.
s =0..1,cupasul 0,251 0 € [-2m, 2x].
www.SuperMathematica.com www.Super atica.ro

In relatiile anterioare, s-au folosit dependentele dintre cele trei unghiuri importante
din ME: o — unghiul la centrul O(0,0), 6 — unghiul la excentrul S(s,e) si p = 0 — a unghiul
sub care se vad punctele O si S din punctul curent W de pe cerculo unitate. Daca R = 1 este
raza cercului unitate, distanta dintre C(0,0) = O(0,0) si punctul curent de pe cerc W(x,y) =
W(l, o) = W(r,0), in care, cu
(12.18) r = rex® = Rexo s-a notat raza excentricii, exprimatd in functie de cele doud
variabile independente, adica, distanta de la excentrul S(s, €) la W, atunci [4], [5] :

(12.19) s.sinb =1.sin si
(12.20) s.sina.=r.sinf .

Figurile 12.3 si 12.4 arata, comparativ, diferentele care exista la exprimarea functiei
Dexa cu relagia ei invarianta de definitie si, respectiv, prin dezvoltarea ei in serie
trigonometrica, la care s-au retinut primii 10 termeni din seria (12.16).

Un exemplu mai concludent, privind avantajele utilizarii FSM-CE de variabild
excentricd, il constituie functia y = dex0 care, pentru s = 0, este dreapta y = 1, iar pentru s =
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+1 este un semnal dreptunghiular sau functia poarta temporala care, prin dezvoltare 1n serie
Fourier, se apropie de reprezentarea exacta data de functia :
s.cos(@—¢
(12.21) dex0=1 - ( )
J1-s%sin*(0—¢)

S SSSSSSSSIS STy
NN oores
\\\\““\"“\‘"’30:' %

e
s

Sooeir

7
RN /7
R SRS 2sy,
N2

\\\‘\\

‘\‘ o

Fig. 12.5 Transformarea continua a unui semnal continuu in unul dreptunghiular

www.SuperMathematica.com; www.SuperMatematica.ro

ParametricPlot3D[{x, 1- 0.1 u Cos[x] (1-(0.1u Plot[Evaluate[Table[{1-0.1 u Cos[x] (1-(0.1 u Sin[x])*2)*-0.5},
Sin[x])A2)7- 0.5, 0.1 u}, {u, -10, 10}, {x,- Pi, Pi] {u, -10, 10}1], {x, -Pi, Pi}]

Fig.12. 6,a Functia supermatematica circulara excentrica (FSM-CE)
derivata excentrica dex0

Pentru o baleere continua a excentricitatii numerice s, de la 0 la 1, se va obtine o
transformare continua a unui semnal continuu in unul dreptunghiular, asa cum se ilustreaza in
figura 12.5.

Relatia (12.15) exprimd FSM-CE denumita beta excentricd bex0 care transforma
continuu un semnal triunghiular simetric (Fig.12.6,a), in altul defazat cu =, iar pentru s = 0,
trece printr-un semnal continuu, in timp ce, FSM-CE Bexa il transforma 1n unul triunghiular
asimetric (Fig.12.7).

Un semnal trapezoidal se poate obtine prin functia y = bex6 — bex(0-n/2) ,
reprezentata in figura 12.9. Aceeasi diferentd pentru functia Bexa are alura din figura 12.9.
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Functia y = Bex(o+n/2) —Bex(a-n2) este identica cu
s.cos(d —¢)

DeXl’ze =1+
\/l—sz sin’ (60 —¢)

(v. Fig.12.10 si Fig. 12.5).

Plot[Evaluate[Table[ {1-0.1 u Cos[x] (1-(0.1 u ParametricPlot3D[ {x, (1-0.1 u Cos[x])/ (1+(0.1u )2 -0.2
Sin[x])"2)"-0.5}, u Cos[x]), 0.1 u}, {u,-10,10},{x,0,2 Pi}]
{u, -20, 20}1], {x, -Pi, Pi}]

T
B
R
S

Fig. 12.6,b Functia supermatematica circulara excentrica (FSM-CE)
derivata excentrica Dexa

ParametricPlot3D[ {t, ArcSin[0.1 s Sin[t]], 0.1 s}, Plot[Evaluate[ Table[ {ArcSin[0.1 s Sin[t]]},
{s, -10, 10}, {t,-2 Pi,2 Pi] {s,-10,10}]1,1t, 0, 2 Pi}]

Fig. 12.7 Functia bex6,s= -1...+1, 0 € [- 2w, 2 @]

Plot[Evaluate[ Table[ { ArcSin[0.1 s Sin[t]/Sqrt[1+(0.1 ParametricPlot3D[ {t, ArcSin[0.1 s Sin[t]/Sqrt[1+(0.1 s)"2-
$)"2-0.2 s Cos[t]]]}, {s,-10, 10}]], {t, 0,2 Pi} 0.2 s Cos[t]]], 0.1 s}, {s, -10, 10}, {t, -2 Pi, 2 Pi}

Fig. 12.8 Functia Bexa (k=-1...+1 cu pasul 0,1)
Plot[Evaluate[ Table[ { ArcSin[0.1 s Sin[t]]-ArcSin[0.1 s Sin[t-Pi/2]]},{s, -10, 10}]], {t, - Pi, Pi}]
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Fig. 12.9 Functia y = bex0 — bex(0 - n/2)

Plot[Evaluate[ Table[ { ArcSin[0.1 s Sin[t]/Sqrt[1+(0.1 Plot[Evaluate[ Table[ { ArcSin[0.1 s Sin[t+Pi/2]/Sqrt[1+(0.1
5)"2-0.2 s Cos[t]]] - (ArcSin[0.1 s Sin[t- $)"2-0.2 s Cos[t+Pi/2]]] - (ArcSin[0.1 s Sin[t-
Pi/2]/Sqrt[1+(0.1 s)2-0.2 s Cos[t-Pi/2]]])},{s, -10, Pi/2]/Sqrt[1+(0.1 s)*2-0.2 s Cos[t-Pi/2]]])},{s, 0, 10}]],{t,- 2

10}]1,{t, 0, 2 Pi}] Pi, 2 Pi}]

: "ﬁlllé

= )

>

%

-~

Fig. 12.10 Bexo —Bex(a-1/2) Fig. 12.11 Functia y = Bex(a+m/2) —Bex(a-m/2)
Fig. 12.12,a. Functia Cex0 de Fig. 12.12,b. Functia cex0 de excentricitate
excentricitate numerica s = 10 numerica s = 40

FSM au doud determindri: una principald, notata cu indice 1- sau fara indice - §i una
secundard, notata cu indicele 2, corespunzatoare celor doua puncte de intersectie ale cercului
unitate cu o dreaptd turnantd in jurul polului unitate S si nu cu o semidreaptd ca In MC-
Euler.

12.5. FUNCTII DELTA SAU FUNCTII DIRAC PERIODICE

in anul 1926 P.A.M. Dirac a introdus in mecanica cuantica functia” delta (notata
d) care, d.p.d.v. fizic, reprezintd densitatea unei sarcini egale cu unitatea si situatd intr-un

501

BUPT



anumit punct, de exemplu, originea axelor de coordonate. Daca sarcina punctiforma este m,
atunci densitatea liniara p(x) se exprima cu relatia;
(12.22) p (X) =m .3(x).

Pentru ca distributia sa fie punctiforma, este necesar ca functia d(x) sa fie nuld peste
tot, cu exceptia punctului O(0,0), unde ia valoarea o si indeplineste conditia (23)

(12.23) jioé(x).dx =1.

Din punctul de vedere al analizei matematice clasice, nu exista o functie care sa
indeplineasca conditiile anterior mentionate, astfel ca functia delta nu este o functie obisnuita.
Procedeul incorect d.p.d.v. al analizei matematice clasice, respectiv CENTRICE, a condus la
crearea unei noi teorii, care sa sintetizeze, sa simplifice si sa justifice toate faptele d.p.d.v.
matematic [20].

Asa s-a ajuns la elaborarea TEORIEI DISTRIBUTIILOR sau a functiilor
generalizate, ca un capitol al analizei matematice. Numai ca generalizarea nu s-a facut in cel
mai fericit caz; aparifia matematicii excentrice, ca o generalizare a matematicii centrice
(clasice), fiind mult mai productiva, asa cum se va constata in continuare.

Una din cele doud semidrepte din excentrul S(oo, 0) va intersecta cercul unitate numai
pentru

0=Pi+2kPi,k=1,2,3, ...

Plot[ {Cos[t +ArcSin[ 10 Sin[t]]]},{t, -0.2, 4.1 Pi}] Plot[ {Cos[t +ArcSin[ 40 Sin[t]]]}, {t, -0.2, 2.1 Pi}]

1.0
-02+
05 - 04 +
s s s s ‘ - 06
2 4 8 10 12
05 -08 ¢+ l
- 10 1 2 3 4 5 6

Fig.12.12,a s=10 Fig.12.12,b s =40

O astfel de functie este prezentatda in figura 12.12,a pentru s = 10, si in figura
12.12,b pentru s = 40.

Cu cresterea excentricitatii s, cresc exponential si punctele plotate, altfel
,calculatorul” nu nimereste tinta din S: cercul unitate, la saltul dintr-un punct la cel urmator si
graficele rezulta alterate.

Astfel, o functie cu proprietatiile mentionate anterior, mai mult, una periodica, de

porioada 2m, este FSM - CE cex0 pentru o excentricitate numerica s = k > oo.

In acest caz, intervalul de integrare infinit trebuie redus la unul din intervalele in care
apare doar o singura datd valoare functiei, conditie ce poate fi acceptatd in multe situatii
practice.

12.6 SISTEMUL TRIGONOMETRIC EXCENTRIC (STE).

STE este format prin asocierea functiilor cosinus (cex) si sinus excentrice (sex) de
variabila excentrica 0
1,cex0, cex20,...,cexnd,..
(12.24)  STE {0, sex0, sex20,...,sexn0,..
Asa cum s-a afirmat, intr-un anumit interval, vizibil in figura 12.11, o singura FCE
din baza supermatematica STE poate reprezenta doud FCC din baza centrica, pentru valorile
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marginale ale excentricitatii numerice s, In domeniul + 1 si o infinitate de alte functii, pentru
valorile intermediare ale lui s. In cazul din figura 12.13, sex exprima pe sin@, pentru s = 0 si
pe sin20, pentru s = -1 si sin (2t + 7) pentru s = +1.

1.0 ¢ 1.0 ¢
05 ¢ 05 F
2 4 -1 1 2 3
-\0.8/
LV 1.0+
Fig. 13 FSM-CE sex0 pentru Fig. 14,a FSM-CE sex0
s=0sis=1 pentru s € [-1, 0]
1.0 ¢

1.0t

Fig. 12.14,b FSM-CE sex0 Fig. 12.15,a Familie de FSM-CE
pentrus € [0, 1] sex0 si sex20

Fig. 12.15,b Familie de FSM-CE Fig.12.15,¢
sex0 si sex 20

Celelalte functii intermediare ale bazei sunt prezentate in figura 12.14,a pentru s € |-
1,0] si in figura 12.14,b pentru s € [-1,0]. In ambele figuri 6 € [- &, + 7].

Existenta unei baze, mult mai largi de functii in cadrul STE, prin care se poate opera
simplu, faciliteaza aproximarea functiilor periodice cu grafice din cele mai complicate.

Daca se reprezintd doar doua dintre functiile bazei excentrice, pentrun =1 gi n = 2,
situatia se prezintd ca in figurile 12.15,a pentru s € [-1,0] si in 12.15,b pentru s € [0,1] si
impreund in 12.15,c.
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Aceastd bazd de date a STE poate fi mult largitd, pentru a acoperi i mai bine
domeniul, prin utilizarea FSM-CE de dubla, tripla sau multipla excentricitate. Cu cat baza de
functii este mai numeroasa si mai diferita, cu atat aproximatiile se pot realiza mai usor $i mai
precis.

FSM-CE cex0 de simpla, dubla si de tripla excentricitate sunt prezentate in figura
12.16.

Fig. 12.16 FSM-CE cex0 de simpla, si tripla excentricitate,
pentru sy €[-1,1], 6 €[-=, 7]

Se observa, din figura 12.16, ca spatiul raimas neacoperit de functia cosinus excentric
scade cu cresterea gradului de multiplicitate a excentricitatii functiilor.

Asa cum FSM-CE se obtin din cele centrice, prin inlocuirea variabilei centrice a cu
cea excentrica 0, sau cu functia amplitudine excentrica aex0
(12.25) o =aex 0 =0 — arcsin(s.sin( - €)), adica,

(12.26)  cexB = cosa = cos[aex0], procedand in continuare si inlocuind pe 0, din expresia
invariantd a lui cex® cu functia aex0, se va obtine un cosinus excentric de dubla
excentricitate, notat c2ex0 [1], adica

(12.27)  c2ex0 = cex[aex0] si procedand in continuare, in mod asemanator, se pot obtine
FSM-CE de tripla, ... sau multipld excentricitate.

Daca primele 10 functii ale STC (Fig. 12.1) pot fi plotate simultan, nu acelasi lucru
are sens 1n cazul STE 1in care, din cauza numarului extrem de mare de functii, chiar daca se
alege doar domeniu s € [0, 1], din cel infinit posibil, nu s-ar mai putea deslusi nimic din
grafice.

12.7 APROXIMAREA UNOR FUNCTII ELIPTICE JACOBI.

Daca se reuseste o buna aproximare a functiei amplitudine Jacobi am (u,k), atunci se
pot aproxima cu succes implicit functiile sinus eliptice sn(u,k) si cosinus eliptice cn(u,k)
eliptice, deoarece, asa cum se stie
(12.28) {cn(u, k) = cc_)s [am(u, k)]

sn(u, k) = sin[am (u, k)]
Functia amplitudine / amplitudinus a Iui Jacobi este de perioadd 4K. Convertita
pentru a fi o functie de perioada 2 (Fig.12.17), se aseamana foarte mult cu functia
amplitudine excentrica aex0 (Fig.12.18, a si b) de excentricitate variabila.
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123456

051.01.52.0253.0

051015202530

L L L L L L
05 10 1.5 20 25 30

Fig. 12.17,a Fig. 12.17,b Fig.12.18,a Fig.12.18,b
Functia Functia amplitudine FSM-CE FSM-CE
amplitudine Jacobi am(u,k) aex(20, S(s = 2k*/3, aex[20, S(s = k2,
Jacobi am (u,m) modificata, £=0),ke]0,1] e=0)],s € [0;0,8]
modificata, m = k> ke[0,1]
€ [0, 1]
0.03
301
0.02 ¢
0.01 ¢
257
- 0.01 [
20 - 0.02 F
- 0.03 ¢
1571 I
1.0
057
1 2 3 45 6 I C = 2/3
Fig. 12.19 Diferenta Fig. 12.20 Diferenta ~aex(0, s) - aex(u> k)
aex0 — am(u,m) 2 ™

Functia amplitudine a lui Jacobi are expresia computationald (29) si se calculeaza cu

. . _ m_z2 4m+m? 3 -16m—44m?-m? 4 9
(12.29) JacobiAmplitude[u,m] = z- e T 20 2t T w00 2 + 0[m]

seria din aceeasi relatie. Atragem atentia cd m = K>k=vm.
In figura 12.18,a excentricitatea s este variabild, fiind la puterea a doua si are
expresia

(12.30) s 9§s2,

sau s = 2k*/3 astfel ca FSM-CE este
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(1231) y=aex,(20,5(55%,0)) = 20 + arcsin[5 s sin26]

Fara a evoca istoria, s-a ajuns la concluzia ca o aproximare si mai buna se obtine daca
coeficientul 2/3 =1, dar domeniului s € [0,1] se converteste in domeniu s €[0; 0,7] sau in
domeniul s €[0; 0,8], ceea ce este cam acelasi lucru (Fig.12.18,b), sau daca, in relatia (31)

arcsin = arctan.

0.015
0.015 ¢ 0.010 0.005
0.010 [ :
: 0.005
0.005 |
- 0.005 | - 0.005
- 0.010 © - 0.010 - 0.005
- 0015t - 0.015
s=m=0,1510,2 s=m= 0,3s104 s=m=0,5s10,6
3 0.02 | 1.0 |
0.02 f
o001 [ o.01 [ os |
P12 3\ 4 5/6 1/ 2 3\ a 5 1234506
- 0.01
3 - 0.01 - 0.5 |
- 0.02 F
F - 0.02 | - 1.0 +
s=m=0,7si10,8 S=m=0,9 S=m=0>A=0
Fig. 12.21 Diferente pentru diverse valor s =m
r 0.0002 |
0.0005 [ F
[ 0.0001 [
N\ S WY
2 3 4 6 1 2 \é (&)
L -  0.0001
- 0.000s5 r C
[ - 0.0002 [

Fig. 12.22 Diferenta dupa prima corectie Fig. 12.23 Diferenta dupa a doua corectie

(12.32) am(u’ k) = > aex(8,s).
Facand acum diferenta
(12.33) ~aex(8,s) -am(u k) = A(0) ea este prezentata in figura 12.20.

Se observa, din figurile 12.20, ca situatia cea mai bund, dintre cele 3 analizate /
incercate, este pentru C = 2/3, in care, diferenta maximmaximorum nu depaseste eroarea de 5
sutimi (5.10 ) eroare aceptabild in multe din situatiile tehnice.

O Tmbunatatire este posibild pentru valorile modulului k luate separat, facandu-se
diferenta (33), nu pentru familia de functii, ci pentru anumite functii, de un anumit modul k.

Prezentam in figura 12.21 diversele diferente pentru valorile k indicate.

Se observa cd diferentele minime se obtin pentru valorile s = m din mijlocul
domeniului, pentru s = m = 0,5 si 0,6. Pentru s = m = 0,5, eroarea maxima, in domeniul de
existentd a functiilor 6 € [0, 2x], nu depaseste valoarea de 4 miimi (0,004 = 4. 10 3 ), ceea ce,
in acest domeniu, este o performantd remarcabila, data fiind simplitatea FSM-CE amplitudine
excentricd de variabila excentrica si excentricitate variabila.

In continuare, ameliorarea preciziei se face separat pentru diversele valor s = m.
Astfel, de exemplu, pentru s =m = 0,2 in diferenta (33) mai trebuie adaugat termenul

BUPT



Mircea Eugen Selariu, APROXIMAREA FUNCTIILOR

(12.34) +0.015 sinf si rezulta

(12.35)  y,=aex (0, 2s%/3,£=0)+0.015sin 0

si noua diferentd va fi de numai 6.10 ", de 10 ori_mai buni asa cum se observa in figura
12.22.

Analizand forma functiei diferenta, din figura 12.22, se constata ca diferenta se mai
poate ameliorarea prin scaderea din diferenta anterioard a functiei sex0, adicd, functia de
aproximarea va lua forma
(12.36) y3;=1y,-0.0008.Sex[0, s = 0,95; e=0)
si rezultd noua diferentd, care este numai jumatate din cea anteriaoard, asa cum se poate
observa in figura 12.23.

Si procesul de amaliorare a preciziei de aproximare ar putea continua prin adaugarea
unei functii care sa reducd diferentele maxime din figura 12.23, numai ca, datoritd erorilor de
rotunjire, operatia devine dificila §i precizia deja obtinutd este de notorietate matematica,
tinind cont de numarul redus de termeni ai functiei de aproximare a functiei eliptice
amplitudine Jacobi.

In lucrarea [18] se prezinta aproximarea cu o extraordinar de ridicata precizie, de
minimum 15 zecimale exacte, a functiie K(k), a integralei eliptice complete de prima speta si
aplicatiile functiilor supermatematice sunt de abia la inceputul lor.

12.8. APROXIMAREA UNEI INTEGRALE ELIPTICE Jacobi
CU EROARE DE SUB 0,03 %

Integralele de forma
() [RIx,P()]dx
in care P(x) este un polinom de gradul 3 sau 4, pot fi aduse la o functie rationala de integrale,
care duc la functii elementare si la una dintre integralele

_ dx
(2) a) F(x’k) _f (1_x2)(1_k2x2)’
f dx
(1+nx2),/(1-x2)(1—-k?%x2)

care se numesc integrale eliptice de speta: a) Intdia, b) A doua si ¢) A treia in formi
normald Legendre.

Prin substitutiile sin® = t si sing = x ele iau forma trigonometrica a integralelor
eliptice incomplete Jacobi

—(P__90 = (V1 — k2<in2
(3) ) Flp,k) = S b) E(p, k) = [; V1 —k?sin26d6, c) E(p, n,
_[® d
k) fO (14+nsin20)V1-k2sin26
Integralele eliptice, luate intre limitele 6 € [0, g], poartd denumirea de integrale

c) Eix, n, k) =

1-k?x?)dx
(1-

b) E(x, k) = [ =,

eliptice complete si primele doua integrale complete sunt notate cu K(K) si, respectiv, E(K).
Pentru acestea, autorul a determinat relatii de calcul care dau valoarea integralelor cu
15 (cincisprezece !) zecimale exacte dupd numai 5 pasi si precizia poate fi amelioratd prin
urmatorii pagi.
Graficele functiilor eliptice Jacobi incomplete sunt prezentate in figura 12.24.
In figura 12.25 stanga-sus W este prezentata integrala incompleta de prima spetd de modul m
=k =03, (m = 0,8 > k =0,8944271909999159) notatd F(x; 0,8), iar in dreapta-sus N
este prezentatd aproximarea acesteia prin functia supermatematica circulara excentrica
(FSM-CE) amplitudine excentrica aex0, de variabild excentrica 0, excentricitate numerica s =

0,2 si excentricitate ungiulard € = — 0 . Graficele celor doua functii sunt suprapuse in figura
12.25 A\, iar diferentele dintre ele sunt reprezentate in figura 4 4, iar in figura 12.25 4
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sunt prezentate erorile fatd de functia aex|[0,S(0,2; 0)] modificatd cu diferenta
—0,04sin[4t] — 0,003.

I Plot[Evaluate[Table[{EllipticF[¢, s]}, {s, 0, 1}],{¢t, 0, 2F I Plot[Evaluate[Table[{EllipticE[t, s]}, {s, 0,1}], {t, 0, 2F

L
Z
= /
/
3 2
I m=k =0,7;0,8; 0,9
> v

7

V4

/

=

,

2

Fig. 12.24 Graficele functiilor eliptice incomplete Jacobi F(t, m) P si E(t, m) \ pentru
m=k’e [0, 1]4Asi jos ¥ pentru m = K e [0,7; 0,9] cu pasul 0,1

Cu functii centrice

Cu functii supermatematice circulare
excentrice

- ~

//

/

e

/

/

/
Pl {EllipticF[t. 0.8],1.436(t — ArcSin[O.ZSin[Zt]])} Plot[{EllipticF[t, 0.8] —
ol —0.04Sin[4t] — 0.003 ’ 1.436(t — ArcSin[0.2Sin[2¢]]) — 0.04Sin[4t] —
{t,0,2Pi}] 0.003}, {t, 0,2Pi}|>Eroarea
8 /’ 0015 fa /\
// 0010 / l \
6 / 0005 I A I \ \ \
P JANN A L)
) BV
/ - 0005 N/ \/
2 // - 0010 V I \ I
- 0015 \ l \l

2

3

4

V

Fig. 12.25 Graficele integralei F(x, m = k* = 0.8) si aproximarea ei prin functia
1,436.2ex(20, s = 0,2) - 0,04.sin(40) - 0,003= 1,436(t — arcsin[0.2Sin[2t]]) —

0,04sin[4¢] — 0,003
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Graficele FSM-CE amplitudine excentrici aex0 sunt prezentate in figura 12.26 <«
pentru un excentru S(s,&) de coordonate polare S(se[-1,0], £ = 0)/, S(s€[0, +1], £ = 0)d si
S(se[-1,+1], £ = 0)A\, iar cele de ¢ = 0 in dreapta P> pentru aceleasi valori ale lui s.

Daca se foloseste exclusiv functia aex®, atunci graficele sunt prezetate in figura
12.27 A.

Din figura rezulta ca, in acest caz, eroarea maxima de aproximare este de cca. 4 %.
Cum poate fi ea micsorata? Prin pasi mici, dar numerosi, dupa asa-zisa “metoda Potrivescu si
Incercarescu” la noi si Potrivenko in Rusia, a ciror pasi rezulta si din figura 5.

Deoarece eroarea variaza dupa o functie asemanatoare cu o functie sin(40), e normal
si se incerce adiugarea acesteia la FSM-CE aex(0, s, ¢ = 0). In acest fel, eroarea se
diminueaza la cca. 1,5 %, asa cum rezultd din figura 5,a V. Pentru a obtine grafice mai
cunoscute, in sensul in care la valorile argumentului de 6 =0, 6 = 7 si 6 = 27 functia erorii sa
fie nula, s-a modificat amplitudinea functiei sin40 de la 0,04 la 0,035, rezultdnd ceea ce s-a
dorit, asa cum rezulta din figura 5,a .

I aex(0,s,£=0) I aex(0,s,€=-0)

|
F il N 4

A\

* -

I Fig.12.26 Graficele FSM-CE aex(0, s, ¢ = 0) d si aex(0, s, £ = 0) P
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Plot[{EllipticF[t, 0. 8]}, {t, 0,2Pi}]

Plot[1.436(t — ArcSin[0.2Sin[2t]]), {t, 0,2Pi}

]

y

/

L

71

)

4 6

b

/

7

Plot[{EllipticF[t, 0.8], 1.436(t
— ArcSin[0.2Sin[2t]]), EllipticF[t,0.8]
— 1.436(¢ — ArcSin[0.2Sin[2¢]])}, {¢, 0,2Pi}]

Plot[{EllipticF[t, 0.8] — 1.437(¢
— ArcSin[0.2Sin[2t]])}, {t, 0,2Pi}

o /
/

/

1Y

004/ { "\
0.02

\
| [ 1]

zl I \ 6
AV

- 002 J

-0+

Fig.12.27 Aproximarea exclusiva cu FSM-CE aex(0, s, € = 0)

Plot[{EllipticF[t, 0.8] — (1.437(t — ArcSin[0.2Sin[2t]])
+ 0.04Sin[4t])}, {t, 0,2Pi}

Plot[{EllipticF[¢t, 0.8] — (1.437(t — ArcSin[0.2Sin[2t]])
+ 0.035Sin[4t])}, {t, 0,2Pi}
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Plot[{EllipticF[¢t, 0.8] — (1.437(t — ArcSin[0.2Sin[2t]])
+ 0.035Sin[4t]) — 0.015(Sin[2t

Plot[{EllipticF[¢t, 0.8] — (1.437(t — ArcSin[0.2Sin[2t]])
+ 0.035Sin[4t] — 0.01(Sin[2t

+ ArcSin[0.8 Sin[2¢t]/Sqrt[1 + (0.8)? — 1.6Cos[2t]]]])}, + ArcSin[0.9Sin[2¢]
{t, 0,2Pi}] /Sqrt[+(0.9)"2
— 1.8Cos[2t]]1D}, {t, 0,2Pi}]
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Plot[{EllipticF[t, 0.8] — (1.437(t — ArcSin[0.2Sin[2t]])
+ 0.035Sin[4t]) — 0.01(Sin[2¢t

+ ArcSin[0.9 Sin[2t]/Sqrt[1 + (0.9)"2 — 1.8Cos[2t]]]])
+ 0.005Sin[6t]}, {t, 0,2Pi}]

Plot[{EllipticF[t, 0.8] — (1.437(t — ArcSin[0.2Sin[2t]])
+ 0.035Sin[4t]) — 0.015(Sin[2t

+ ArcSin[0.85 Sin[2t]/Sqrt[1 + (0.85)*2 — 1.7Cos[2t]]]
+ 0.005Sin[6t]}, {t, 0,2Pi}
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Fig.12.27,a Etapele si functiile posibile de diminuare a erorilor de aproximare
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Plot[Evaluate[Table[{Sin[2t
+ ArcSin[0.1s Sin[2t]/Sqrt[1 + (0.15)? — 0.2sCos[2¢]]]]
{s,0,10}],{t, 0,2Pi}

Plot[Evaluate[Table[{Sin[2t
+ ArcSin[0.1s Sin[2t]/Sqrt[1 + (0.15)? — 0.2sCos[2¢]]]]
{s,0,10}], {t, 0,2Pi}

N

L nd

L i\\

4] LY

Plot[Evaluate[Table[{Sin[t
+ ArcSin[0.1s Sin[t]/Sqrt[1 + (0.15)? — 0.2sCos[t]]]]},
{s,—10,10}], {t, 0,2Pi}

Plot[Evaluate[Table[{Sin[2t
+ ArcSin[0.1s Sin[2£]/Sqrt[1 + (0.15)% — 0.2sCos[2¢]]]]

1.0+

e

5

{s,—10,10}],{t, 0,2Pi}

\
|
0:

10

Fig.12.28,a FSM-CE Sex(0, s, £ = 0) « si Sex(20, s, £ = 0) P>

Plot[Evaluate[Table[{1
— 0.1s Cos[t]/Sqrt[1 — (0.1sSin[t])?]},
{s,—10,10}], {t, 0,2Pi}

Plot[Evaluate[Table[{1
— 0.1s Cos[2t]/Sqrt[1 — (0.1sSin[2t])?]},
{s,—10,10}],{¢t, 0,2Pi}
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Plot[Evaluate[Table[{Sin[t]/Sqrt[1 — (0.1sCos[t])?]},
{s,—10,10}], {t, 0,2Pi}

Plot[Evaluate[Table[{Sin[2t]/Sqrt[1 — (0.1sCos[2¢t])?]},
{s,—10,10}], {t, 0,2Pi}
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Fig.12.28,,b FSM-CE Sex(0, s, € = 0) si Sex(20, s, € = 0).
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Deoarece graficele functiei erorilor sunt in trepte duble gandul ne duce la FSM-CE
de variabila centrica o si anume, la FSM-CE sinus excentric de variabila centrica Sex(0, s, €
= 0), reprezentate in figura 6 W ca functii de a si s € [0, 1] si in figura 6 N ca functi de 2a
pentru aceleasi valori ale excentricitatii numerice s.

Pentru s = 0,9 s-au obtinut graficele din figura 5,a A .Pentru a obtine graficele unor
functii exprimabile mai simplu matematic sau supermatematic, s-a modificat valoarea
excentricitatii de la s = 0,9 la s = 0,85 chiar daca erorile maxime cresc putin, insa forma
graficelor lor este mai ugor de manipulat prin functii supermatematice periodice.

Astfel, amplitudinile maxime pot fi diminuate prin utilizarea functiei anterioare Sexa
modificate, cu graficele din figura 6,b W\, sau prin FSM-CE derivata excentrica dex0 (Fig
6,b =) de variabila excentrica 0, ca si prin functiile supermatematice sinus cavadrilobe
siq0, prezentate in figura 6,b A A .

S-a apelat la prima varianta §i, agsa cum rezultd din graficele din figura 5,b K\, erorile
maxime au scazut la 0,004. Din forma graficelor, rezulta o posibila imbunatatire, in
continuare, a preciziei de aproximare prin dublarea amplitudinii functiei Sexa modificate n
sensul amplificarii lor de la 0,005 la 0,01 si erorile maxime scad la 0,003, adica la 0,3 %, asa
cum se poate observa in figura 5,b 4.

Reamintim cd, pentru calcule ingineresti, erorile maxime admise sunt cu mult mai
mari, si anume, ele sunt de +2 %.

Precizii la fel de ridicate au fost obtinute si pentru functiile eliptice Jacobi sn(u, k) si cn(u,
k) si sunt redate in lucrarea Mircea Eugen Selariu “APROXIMAREA FUNCTIILOR ELIPTICE
JACOBI” lucrare existentd si accesabila pe internet.

CONOPIRAMIDELE, Obiecte supermatematice hibride
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Motto:” impotriva prostiei si zeii lupta fard succes.” Schiller
E adevarat ! O spun din proprie experienta:

Am sustinut in doua articole 0 MARE prostie

si niciun zeu nu m-a contrazis.

Capitolul 13

APROXIMAREA FUNCTIILOR ELIPTICE JACOBI
13.1 PREAMBUL

Apropo de mottoul din dreapta B> sus A. Despre ce prostie este vorba ? Una mare, mare,
... cat roata carului, cum se spune. Dar nu ma pot considera cel mai prost, deoarece prostia nu are
margini, asa cum spunea Albert Einstein “Doar doua lucruri sunt infinite: universul si prostia
umand; iar de univers nu sunt foarte sigur”, pe de o parte, iar, pe de alta parte nu pot fi “cel mai *
ca as fi lipsit si de modestie.

Conform parerii lui Valeriu Butulescu “Sunt prostii extrem de complexe, pe care numai
inteleptii le pot comite”. O astfel de prostie am savarsit si despre ea este vorba.

M-am inselat crezdnd ca am gasit funtiile circulare excentrice de variabila centrica Aexa,
Cexa, Sexa ca fiind identice cu functiile eliptice corespondente amu, cnu si snu modificate =
transferate din domeniul eliptic centric in domeniul eliptic excentric.

Ele au fost transformate din functii de perioada 4K(k) in functii de perioada 27w, prin
inlocuirea variabilei / argumentului u =2uK(k) si, apoi, prin inlocuirea lui u cu functia excentrica
u = aex0 = 0 — arcsin|s.sin0] pentru o excentricitate s = k, prin care functiile eliptice centrice au
fost transformate in functii eliptice excentrice. Pana aici, totu-i bine si corect !

Doi pagi intelepti |

Acum urmeaza (vorba unui neamt, dintr-un banc, care reclama ca in Romania se injura
prea mult: “Jetzt kommt...”) al treilea pas, gresit si prostia imensa: s-au considerat modulele k =
m = 0, in functiile eliptice modificate, de perioada 27, excentrice, fara sa se observe ca si dupa
doi pasi anteriori, Tn acest caz, functiile eliptice centrice fot degenereazd in functii circulare
centrice §i, ca urmare, egalitatea / identitatea a fost stabilita intre functiile circulare excentrice si
... functiile circulare excentrice !!. Aceleasi ! Evident identice ! Dupa o mare bucurie a urmat o
imensa tristete. De rusine nici nu mai vorbim...

Ei bine, daca identitati nu s-au putut gasi, macar sa gasim niste aproximatii. Cat mai
bune. Nu spun ca sunt si cele mai bune | Nu mai indraznesc ! “Cine s-a fript cu ciorba, sufla si-n
iaurt ! Ca sa-l citez pe Toparceanu.

13.2 FUNCTIILE ELIPTICE CENTRICE JACOBI

Graficele familiilor de functii eliptice Jacobi, cosinus eliptic x = cn(u, k) si sinus
eliptic y = sn(u, k), de perioade 4K (k), sunt prezentate in figura 1,a.

Fiecare curba a familiei corespunde unei valori a modulului k € [0, 1] sau m =k, m € [-
1, +1]; modulele m si k avand aceeasi semnificatie ca si excentricitatea numerica liniara s,
coordonata polard a punctului S(s, €), denumit excentru, pentru o excentricitate unghiulara € =
0, din matematica excentrica (ME) si, totodata, din supermatematica, care este o reuniune a
ME cu matematica centrici (MC), ordinara, sau clasici. Iar modulul m = k’ este echivalent cu
excentricitatea s,
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Deoarece, odata cu aparitia supermatematicii, au aparut si functiile eliptice excentrice
cnex(u,k), snex(u, k) s.a., astfel ca functiile eliptice Jacobi sunt denumite “eliptice centrice”
(FECQ), pentru a se deosebi de cele eliptice excentrice.

Ecuatiile FEC pot fi date sub forma seriilor de puteri, prezentate in relatiile (1) ... (4):
m(4+m) m(16+44m+m) e m(64+91m+408m2+m?) u —

(13.1) am(u, m)=u-—u3 + Y
3! 5! 7! 71
2 2 3 2 3 4
(132) sn(u, m) —u- 1;m ud + 1+14:]1+m 5 1+135m+;]35m +m u’ + 1+1228m+5478;1 +1128m°+m .
1 1+4m 1-44m+16m? 1+408m+912m2+64m3
(13.3) cn(u, m)=1-=-u? + —u* — ub + ud — 4
2! 4! 6! 8!
(13'4) dn(u, m) = 1 M2y m(4+m?) ut — m(16—44m+m2)u6 " m(64+912m+408m?+m3) W —
2! 41 6! 8!
| x = cn(u, k), u €[0, 57], k € [0, 1] | y = sn(u, k), u €[0, 5], k € [0, 1]

Y

s"\\\

| //)" A

I

Fig. 13.1,a Graficele functiilor eliptice
cosinus en(u, k’si k) <€ si sinus sn(u, k’si k) » Jacobi de perioadi T = 4K (k)

Pentru modulul k = 0 integrala eliptica completa de prima speta K(k) ia vaoloarea K(0) =
% si perioada functiilor eliptice centrice (FEC) de 4K(k)=> 4K(0) = 2m, astfel cd, pentru aceasta

valoare, FEC degenereazda intr-o functie circulara centrica (FCC). Ca urmare, fiecare familie
de functii / grafice din familiile de curbe din figura 13.1,a contine céte o singura curba circulara
centrica, a functiei cosu si, respectiv, sinu printre / alaturi de familia de curbe eliptice centrice.

Deoarece k € [-1, +1] se poate afirma ca FEC sunt o generalizare a FCC, iar pentru k =
m = 0, functiile eliptice centrice degenereaza (FEC) in functii circulare centrice (FCC). Tot asa
cum functiile circulare excentrice (FCE) cos excentric cex0 si sinus excentric sex sunt si ele o
ganeralizare a FCC si pentru s = 0 degenereaza si ele, asijderea, in FCC.
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Plot[Evaluate[Table[{JacobiCN [x,m°5]
—JacobiCN [x, m]}, {m, 0,1}], {x, 0,4Pi}]]

Plot[Evaluate[Table[{JacobiSN[x, m®°] — JacobiSN[x, m]},
{m,0,13}], {x, 0,4Pi}]]

cn{u, kI- en(u, m)
=3
=3

| =
- N/ Ys
\

.

L
o 2 4 6 8 10

12

0 | AKX,

ALK
XX

L
0 2 4 6 8 10 12
u

sn(u, k)= sn(u,m)

Fig. 13.1,b Graficele diferentelor functiilor eliptice cosinus y = en(u, k) - en(u, m = k%)
si sinus y = sn(u, k)- sn(u, m = k%) Jacobi de perioadd T = 4K (k)

x = cn(2uK (k) /m, m = k*)=
JacobiCN|[2u EllipticK[m] /Pi

y = sn(2uK (k) /7, m= k)=
JacobiSN[2u EllipticK[m]/Pi

N\

/

x=cn(2uK (k) /m, k = Vm)=
JacobiCN[2u EllipticK[m"0.5]/Pi

y = snQuK (k) /m, k = m)=
JacobiSN[2u EllipticK[m"0.5]/Pi

\

/

x=cn(2uK (k) /m, m?)=
JacobiCN[2u EllipticK[m?]/Pi

y = sn(2uK (k) /m, m?)=
JacobiSN[2u EllipticK[m?]/Pi

\

/

Fig. 13.2 Graficele functiilor eliptice cosinus cnu si sinus sn(u, m = k’) Jacobi de perioada

T=2n
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Prin multiplicarea argumentului / variabilei u a FEC de perioadd T = 4K(k) cu
L 2K (k)
adica u > ——

functii de m =k* > sus A, ca functii de k =+/m - la mijloc == si de m*=k* > jos V¥ si riman
functii eliptice centrice cu exceptia cazului k =m=0.

Din figura 13.1,a rezulta, aparent, cd modificarea modulelor de la k, la m = k* nu
influenteaza prea mult forma curbelor, in schimb diferentele valorice sunt semnificative si cresc
cu cresterea argumantului u, asa cum se poate observa in diferentele prezentate in figura 13.1,b.
In principal, datorita defazajului lor.

2K (k)
T 9

u, FEC devin de perioada T* = 2z, asa cum este ilustrat in figura 13.2, ca

13.3 FUNCTII SUPERMATEMATICE
QUADRILOBE (CVADRILOBE) EXCENTRICE

Quadrilobele sunt curbe supermatematice hibride, inchise (Fig.13.3,a), rezultate prin
hibridarea (super)matematicd a cercului cu un patrat, ce reprezinta, totodatd, transformarea
continud a cercului 1n patrat si invers. Pentru s = 0 se obtine cercul, iar pentru s = £ 1 se obtine un
patrat perfect. In 2D, iar in 3D se obtine un corp geometric nou, un hibrid intre con (s = 0) si
piramida (s = £ 1), denumit conopiramida sau piramidocon (Fig. 13.3,b), care pentru R=1 =
constant rezultd un cilindru circularo-patrat, iar pentru R = s € [0, 1] rezultd conopiramida
(Fig.13.3,b)

R=1 Cercs=0 R=0.1s
Wl w T 7»» Sl v
7 jfanEha —\
/
\ /
AN
o Tos 0. 10 Pétra::_:/il o k\’@ 1
b 4 2)
k " L

Fig.13.3,a Quadrilobe (cvadrilobe) excentrice (QE)

Rezulta ca si quadrilobele sunt o generalizare a cercului. Ecuatiile parametrice ale
acestora se exprima prin functiile cosinus coq®@ si, respectiv, sinusul sig@ quadrilobe, dar si prin
dex0 si dex(0 — g)

cos6

(13.5) ¥ = 000 = s

sin@
V1-s2cos?0
dex® = —scos(0 — &) + /1 — s2sin?(6 — €)

y =siql =

13.5°
( ) dex6 = —scos(9—§—£)+Jl—szsinz(e—g—s)

cu graficele din figura 13.3,c pentru R = 1 si un excentru S(s € [0,1], € = 0) de coordonate polare

(s, ©).
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| Fig.13.3,b Cilindru (circularopitrat) si con (conopiramida) excentrice (QE)

sin6

Y =540, 5) = Ty

cos6

Y=c0q(0,5) = F=rrms

Fig.13.3,c Graficele functiilor supermatematice cosinus coq0 si sinus siq quadrilobe
(cvadrilobe) de excentru S (s, € = 0)

sinf

Y =siq(6, s*) =

1—(s2.cos6)?

cosf

o 2y
Y =coq(6,s) = J1-(s25inb)?

0)

Fig.3,d Graficele functiilor cosinus si sinus quadrilobe (cvadrilobe) de excentru S (s°, € =

Din reltiile (5) rezultd imediat ca, pentru s = 0, coqf = cos0 si sigf = sin0, care sunt
ecuatiile parametrice ale cercului unitate (R = 1), centrat in originea O(0, 0), adica CU(1,0) iar
pentru s = 1, cogf) = + cosf / Abs[cosO] si sigd = + sinb / Abs[sinf], care sunt ecuatiile
parametrice ale unui pitrat perfect, asa cum se poate constata in centrul ( I) figurii 13.3,a.
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Plot[Evaluate[Table[{JacobiSN[2x EllipticK[0.1m]/Pi,
0.1m], Sin[x]/Sqrt[1 — Cos[x]*2]}, {m, 0,10}], {x, 0,2Pi}]]

Plot[Evaluate[Table[{JacobiCN[2x EllipticK[0.1m]/Pi, 0.1m]},

{m, 0,93}], {x, 0,2Pi}]]

7\

f

Plot[Evaluate[Table[{Sin[x]/Sqrt[1 — 1.4(0.075sCos[x])?]
(s,0,93], {x, 0,2Pi}]]

Plot[Evaluate[Table[{Cos[x]/Sqrt[1 + (0.149sSin[x])]},

{5,0,9}], {x, 0,2Pi}]]

\\

—

Plot[Evaluate[Table[{JacobiSN[2x EllipticK[0.1m]/Pi, 0.1
— Sin[x]/Sqrt[1 — 1.4(0.075mCos[x])?]}, {m, 0,9}], {x, 0,21

Plot[Evaluate[Table[{JacobiCN[2x EllipticK[0.1m]/Pi, 0.1m]

— Cos[x]/Sqrt[1 + (0.15mSin[x])?]}, {m, 0,9}], {x, 0,2Pi}]]

A/
N/AVaN
f 7\
&\

0w

om

LN
N

anlu k- coqu

:

\
Y
A=

- 001 w
o

N

Fig.13.4 Graficele functiilor eliptice Jacobi sn(u,m) < si cn(u,m) P, graficele FSM-QE
cosinus quadrilob (cvadrilob) coqu si sinus quadrilob siqu, precum si erorile / diferentele lor.

Plot[{JacobiSN[2x EllipticK[0.9]/Pi, 0.91}, {x, 0,2Pi}]

I

Plot[{JacobiSN|[2x EllipticK[0.7]/Pi, 0.7]}, {x, 0,2Pi}]

T/
"/ \
\
o |

0 1 2 3 4 5 6

sn(2uK)

ZEN
A/
\
N

0 1 2 3 4 5 6

sni 2uK!

Plot[{Sin[x]/Sqrt[1 — (0.806Cos[x])?]}, {x, 0,2Pi}]

Plot[{Sin[x]/Sqrt[1 — 0.44Cos[x]?]}, {x, 0,2Pi}]

N\
i
\ /

siqu

RIVZERN
o/
\
NS

siqu
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Plot[{JacobiSN[2x EllipticK[0.9]/Pi, 0.9] Plot[{JacobiSN[2x EllipticK[0.7]/Pi, 0.7]
— Sin[x]/Sqrt[1 — (0.806Cos[x])]}, {x, 0,2Pi}] — Sin[x]/Sqrt[1 — 0.44Cos[x]*]}, {x, 0,2Pi}]
o010 [ /\ /‘\ ] o0 T /f\\ /\\
0.005 /\ '\ 0.002 N N\
g / \/ \ / \ / \ s oo b\ \ [\ [\
S oo e I VAR WA [\
= 1\ VRIWWAW. ER A
- 0.005 V \J oo £\
- 0010 L \/ \/ - - 0.003 \J/ \V/

o ! 2 3 4 s © o 1 2 3 4 5 6

u

Fig.13. 5 Graficele functiilor eliptice Jacobi sn(u,m), graficele sinus quadrilobe
(cvadrilobe) modificate precum si diferentele lor.

Totodata, pentru s = 0, functiile quadrilobe (cvadrilobe) excentrice degenercaza in
functii circulare centrice (cogf > cos0 si sigf > sinb), ceea ce rezultd din relatiile (13.5).

In figura 13.4 sunt prezentate functiile eliptice Jacobi snu si functiile supermatematice
quadrilobe excentrice (FSM-QE) siqu 1n stinga <« si cnu si coqu in dreapta P>, pentru un
modul m, respectiv excentricitate s, cuprinse in domeniul m, s € [0; 0,9].

Nu s-a admis si valoarea m = k = s = 1, pentru ca programele de matematica, utilizate de
autor, nu pot plota curbele de aceastd valoare, deoarece pentru m = k = 1 integrala eliptica
completa de prima spetd K(k) tinde la infinit, adicd, K(1) > oo.

Pentru a apropia cat mai mult forma graficelor celor doua tipuri de functii si, evident,
pentru a asigura aproximatii cit mai bune, s-a constatat, prin Incercdri, ca raportul excentricitate /
modul este s = 1,49 m, in cazul functiilor cnu si coqu (Fig.4 -dreaptaP) si de s = 1,075 m pentru
functiile snu si siqu din stanga <«figurii 4, la acestea amplificindu-se si functia de sub semnul
radical cu valoarea de 1,4, adica, 1 — (s.sinu)’ 2 1- 1,4 (s.sinu)’

Se observd, din graficele diferentelor (Fig.4 V), cd erorile de aproximare sunt
acceptabile, ele fiind cu putin mai mari decat valoarea de + 0,02, adica + 2 % céat se accepta in
domeniul ingineriei mecanice. Daca, pentru ansamblul grupului de functii, imbunatatirea
aproximarii este dificild, pentru valori oarecare m §i s precizate, respectiv ale modulului si
excentricitatii, acest lucru poate fi realizat.

Astfel, s-au ales modulele de valori mai ridicate, de m = 0,9 « si m = 0,7 P, care
prezentau si erorile anterioare mai ridicate / mari si, prin Incercari succesive, erorile au fost
reduse considerabil (Fig.13.5), de la 0,02 la 0,003, adica la 0,3 % pentru sn(u, m) si sub 1 %
pentru cn(u, m).

13.4 FUNCTIILE SUPERMATEMATICE QUADRILOBE (FSM-QE)
DE PERIOADA 4K (k)

Dacé functiile eliptice Jacobi de perioada T = 4K(k) pot fi aduse la perioada de T* =
271, inseamna ca este posibil si invers, ca functiile supermatematice quadrilobe (FSM-QE) de
perioada T’ = 2ot sa fie aduse la perioada de T = 4K(k). Acest lucru este ilustrat in figura 13.6,a
pentru functiile eliptice Jacobi de modul k = +/m si in figura 13.6,b pentru modulele m = k”.

Din figura 13.6,a rezulta ca diferentele dintre FSM-QE coq0 de 4K(k) si de s = 1,49s si
FEJ cn(u, k) de 4K(k) si de k =v/m , s, m € [0, 1] sunt acceptabile, ele fiind cu putin peste
valoarea de 0,02 (2%).

In cazul functiilor sig® si snu, aceleasi precizii se obtin pentru sn(u, m € [0, 1]) si,
respectiv, siq[0 = u] modificat, in care radicalul este V1 — s2sin26 = /1 — 1.5[(0.75s)%sin20]
cu modificarea corespunzatoare a argumentului / variabilei 0 2 m 6 /2K (k), in ambele cazuri.
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Table[{JacobiCN[x, m°3]},{m, 0, 0-9}],]
Plot[Evaluate {x,0.5Pi} 1

Plot[Evaluate[Table[{JacobiSN[x, m®®]}, {m, 0, 1}],

\ AN

N\

A N/ aee
N JIANV
WM
W/

e

—

aluk)

—

|

Plot[Evaluate[Table[{Cos[mx/(2EllipticK[s])]/Sqrt[1 +
(1.49sSin[Pi/(2EllipticK[s])])*2]}, {s, 0,1}], {x, 0, 51}]]

Plot[Evaluate[Table[{Sin[Pix/(2EllipticK[m])]/Sqrt[1
— 1.5 (0.75mCos[Pix/(2EllipticK[m])]) 2]}, {m, 0,1}],
(x,0, 5Pi}|]!

Y/
i
WA

0]

Plot[Evaluate[Table[{Cos[Pix/(2EllipticK[s])]/Sqrt[1
+ (1.49sSin[Pix/(2EllipticK[s])]) " 2]
—JacobiCN[x, s]}, {s,0,0.9}], {x, 0,5Pi}]]

— 1.5(0.75mCos[Pix/(2EllipticK[m])])*2]
— JacobiSN([x, m]}, {m,0,1}], {x, 0, 5Pi}]]

- LA
Wb SN/ \

cnfu, k- coqu
: ¢

A

\
AN =

VIAVAW,

IR,

N

s

0 1 2 3 5 6

Fig.13.6,a FEJ si FSM-QE de perioade 4K(k) si modul k = +/m si diferentele lor

| Plot[Evaluate[Table{JacobiCN[x, m]}, {m, 0,1}], {x, 0,5Pi}]] | Plot[Eval

uate[Table{JacobiSN[x, m]}, {m, 0,1}], {x, 0,5Pi}]]

o]

AN

WW

Cosh

\

////WWW

/
—
s

Plot[Evaluate[Table[{Cos[Pi x/(2EllipticK[m])]/Sqrt[1
+ (1.5mSin[Pix/(2EllipticK[m])])*2]}, {m, 0,1}],
{x,0.2,5Pi}]]

Plot[Evaluate[Table[{Sin[Pix/(2EllipticK[m])]/Sqrt[1 —
1.572((0.75m)"2Cos[Pix/

(2EllipticK[m])])*2]}, {m, 0,1}], {x, 0, 5Pi}]]
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N .
N NN

| W |- N

-1

- 1

Plot[Evaluate[Table[{Cos[Pix/(2EllipticK[m])]/Sqrt[1 Plot[Evaluate[Table[{Sin[Pi x/(2EllipticK[m])]/Sqrt[1
+ (1.5mSin[Pix/(2EllipticK[m])])*2] — 1.5(0.75mCos[Pix/(2EllipticK[m])])*2]
—JacobiCN[x, m]},{m, 0, 1}], {x, 0,5Pi} —JacobiSN[x, m]}, {m,0,1}], {x, 0, 5Pi}
T .
= pou ks ¥ - i F
? { 18 81 ol N JiArtL \
| I ‘ A\ | i { |
j%, Sl A‘vx A ‘ -‘ — d L _‘J_ _i |
} 0 ¥ (' " AR
| : { { \ l | ¥
0 R YY)
| W\ ! | |
\‘ ")

Fig. 13.6,b FEJ si FSM-QE de perioade 4K (k) si modul m = k? si diferentele lor

Diferente / erori, aproximativ, de aceesi marime se obtin si pentru en(u, m = k%) si sn(u,
m = k%), asa cum rezultd din figura 13.6,b.

13.5 FUNCTII ELIPTICE JACOBI dn(u, k) Si dn(u, m= k?) DE PERIOADA
T = 4K(k) CENTRICE SI SUPERMATEMATICE EXCENTRICE
DE VARIABILE EXCENTRICA 6 SI CENTRICA a

Functiile eliptice Jacobi de module m = k’ si k pot fi exprimate prin radicalul
dn(u, k) = /1 —k2.sn?(u, k
(13.6) { (k) =4 (u, k)

dn(u,m) = \/1 — m.sn?(u, m) ’
sau de seriile (www. Mathematica 8 - Wolfram Research)
Series[JacobiDN[z,m],{z,0,6}] =
= 1-(m 2°)/2+1/24 (4 m+m®) z*+1/720 (-16 m-44 m*-m’) z°+O[z]’
(13.7)  Series[JacobiDN[z,m],{m,0,2}] =
= 1-1/2 Sin[z]* m+1/32 (8 z Cos[z] Sin[z]-5 Sin[z]*-Sin[z] Sin[3 z]) m*+O[m]’
si au graficele din figura 13.7,a in 2D si 13.7,b in 3D.

Functiile de modul k existd doar pentru modulul k > 0, iar pentru k =0 - dn(u, 0) =1, de
aceea, in figura 7,a n -au mai fost prezentate si separat graficele, precum in cazul modulului m =
k”2, pentru m <0 si m > 0.

Prin inlocuirea variabilei u = x cu functia supermatematica circulara excentrica (FSM-
CE) amplitudine excentrica de variabild 0, aex 0
(13.8) u=aex0 =0 — arcsin[s.sin(0 — €)]
se obtin functiile eliptice SM excentrice de variabila 6, prezentate in figura 13.8,a, iar prin
functia amplitudine excentrica de variabila centrica a, Aexa
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| Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x, m]}, {m, —1, 1}], {x, —Pi, | Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN][x, k1}, {k, —1, 1}], {x, —Pi, Pi}]]

N N =- —— — N~
N v X 7’ N —
= N == AYV N Y - == ;0
£= =S == 7 N
&S o = 2= N = 7 N
N=Z2 . \ =2 N NS
NN == Z == ;/‘f No =2 e
N —— o AN ~_ — N ——
e :; % ‘S: :/‘ o 7/ N ~—
~ — —~ . ~
= 7 N T ‘
,/3/ -2 [1 f ~ -3 -2 -1
| Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x, m]}, {m, —1,0}], {x, —Pi, | Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x,m]}, {m, 0, 1}], {x, —Pi, Pi}]]
A S=E=ZrEe==
~— —Z - \
\ N =7 ==
A N —— // ~— -/
A\ N=7 - ‘&
-~ o - 7 ~ -
-\ / ©: \\ N -
N\ a ~— -/ —_
N
—_—— / . / -
\, | =% -
e} ~2 1 3
Fig. 13.7,a Functii eliptice Jacobi dnu centrice de module m A « Vsi k A Pde perioada
T =4K(k)

ParametricPlot3D[{x/2, 3JacobiDN[x, s]. 2s},{s, —1, +13}, {x, —2Pi, 2Pi}]

Fig. 13.7,b Functii eliptice Jacobi dnu centrice de module m in 3D
de perioada T =4K(k)

Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x — Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x — ArcSin[1
ArcSin 71— mSinx2,m,m,— 1,1,4,—Pi,Pi] — (kSin[x])"2], k]}, {m, —1, 1}], {x, —P1i, Pi}]]
== = S — —— e —— e
= = N N A N
A/ /25 2= NA N
== é/ ZZz = Z=Z == AN
Ce= ez N7 i
NN N = N NS
-= = N — 7 N\ | \\\
P —— ANNST——F >/ DN\
T S == = NT— st N
> E NS—— \§ s/ \\‘
7 - N7 N\
T‘;/ —‘2 —‘1 2 T f 7 N ::é \ T
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Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x — ArcSin[1 Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[—ArcSin[1
— (m Sin[x])"2], m]}, {m, —1,0}], {x, —Pi, Pi} — (mSin[x])?], m]},{m, 0,13}, {x, —Pi, Pi}]]
\ ‘ SIS ¢ S ==
Bl I N4
s ! ; \ - :". 7 Xi‘ : ‘
Lo | [ = ~— ~
r F— \ \\ — = k§1\: -
- ZZJ,_ ~ — 2 \N T
i /‘7‘F N N \\
L e Vi A B
a 7%@ g N
T — /
L v/ - /
A -
-3 2 1 2 3 -3 b N 2

Fig. 13.8,al Functii eliptice Jacobi excentrice de module m A € Vsik AP
de variabila excentrica 0 si de perioadd T =4K(k)
{x/2 K 2.5]acobiDN[x - ArcSin[sSin[x]], s], —25},

,{s,—1,+1}, {x, —Pi, Pi
{x/Z,Z.S]acobiDN[x—ArcSin[sSin[x]],s],+Zs}} s 1 fx, =P Pl

ParametricPlot3D [{

ParametricPlot3D[{{0.5x, 3]JacobiDN[x ParametricPlot3D[{{0.5x, 3JacobiDN[x
— ArcSin[sSin[x]], s],2s}, {0.5x, 3JacobiDN|[x — ArcSin[sSin[x]], s],2s}, {0.5x, 3JacobiDN[x
— ArcSin[sSin[x]],1s], —0.2s}}, {s, —1,0}, {x, —2Pi, 2Pi} — ArcSin[sSin[x]],1s], —0.2s}}, {s, 0,1}, {x, —2Pi, 2Pi}

Fig. 13.8,a2 Functii eliptice Jacobi excentrice de module m
de variabila excentrica 0 si de perioadda T =4K(k) in 3D
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Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x + ArcSin[mSin[x]/
Sqrt[1 + m”2 — 2mCos[x]]], m]}{m, —1,1}], {x, —Pi, Pi}]]

Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x
+ ArcSin[m”0.5Sin[x]/Sqrt[1 + m"0.5
— 2m”"0.5Cos[x]]], m"0.5]}, {m, —1,1}], {x, —Pi, Pi}]
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Fig. 13.8,b Functii eliptice Jacobi excentrice de module m « si k p,
de variabila centrica o si de perioadd T =4K(k)

Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x
+ ArcSin[0.1mSin[x]/Sqrt[1 + m"2

Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[x
+ ArcSin[0.1mSin[x]/Sqrt[1

— 2mCos[x]]], m]}, {m, —1,0}], {x, —Pi, Pi}]] + m”2 — 2mCos|x]]], m]}, {m, 0, 1}], {x, —Pi, Pi}]]
— _—— = —= = —— ==
1 / §\ | N NS =
\\ - co—
1 \‘\\ S~ T j ] §: — -
LN y// —_— ~ |-
7/’— — - ~
/’- \\ T — 1 — — —_
e N ——
-3 :2 \—: L 1 -

ParametricPlot3D[{x, JacobiDN[x
+ ArcSin[s Sin[x]/Sqrt[l +5s2— 25C05[x]]],s],4s},
{s,—1, 0}, {x, —Pi, Pi}

ParametricPlot3D[{x, JacobiDN[x
+ ArcSin[s Sin[x]/Sqrt[1 + s? — 2sCos[x]]], s],4s},

{s,0,+13}, {x, —Pi, Pi}

I

Fig. 8,b Functii eliptice Jacobi excentrice de module m € [-1,0] € sim € [0,1]p,
de variabila centrica a si de perioada T =4K(k)
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s.sin (a—¢)
J1+s2-2scos(a—¢)
rezulta functiile eliptice SM excentrice de variabila centrici, prezentate in figura 13.8,b.
De precizat ca aproximarea acestei functii eliptice Jacobi in momentul de fata incé n-a
reusit cu suficenta precizie.

(13.9) u=Aexo = a +arcsin

13.6 FUNCTII ELIPTICE JACOBI dn(u, k) Si dn(u, m= k%) DE PERIOADA
T = 27t CENTRICE SI SUPERMATEMATICE EXCENTRICE
DE VARIABILE EXCENTRICA 0 SI CENTRICA a

Functiile eliptice Jacobi centrice cit si cele excentrice se obtin din cele de perioada
4K (k) prin multiplicarea argumentului / variabilei u, respectiv, 0 si a cu 2K(k) /7, adica sunt de

argument 2K o si, respectiv, (k) 0s ZKTEk)
Graﬁcele functiilor ellptlce Jacobi centrice de perioada 27t sunt redate in figura 13.9 in
2D siin 3D

Graficele functiilor eliptice SM excentrice de variabila excentrica 0, ca functii de u =0,

sunt redate 1n figura 13.10,a, iar ca functii de ZK:() 0 1n figura 13.10,b.

| Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[2x EllipticK[m]/Pi, m]}, {m, —1, +1}], {x, —2Pi, 2Pi}]]

N £. A A

7/

~y
)
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~
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Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[2x EllipticK[m]/Pi, m]}, Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[2x EllipticK[m]/Pi, m]},
{mr _1! 0}]! {x! O!ZPI}]] {m, 0, 1}]! {x! O,ZPI}]]
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Fig. 13.9 Functii eliptice Jacobi centrice de module m € [-1,0] 4 sim € [0,1]»
de perioada T =25

Plot[Evaluate|Table[{JacobiDN[2(x — ArcSin|mSin[x]]) EllipticK[m]/Pi, m]}, {m, —1,+1}], {x, —2Pi, 2Pi}]]

~ N . A\
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Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[2(x Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[2(x
— ArcSin[mSin[x]]) EllipticK[m]/Pi, m]}, — ArcSin[mSin[x]]) EllipticK[m]/Pi, m]},
{m, —1,0}], {x, 0,2Pi} {m, 0, +1}], {x, 0,2Pi}
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Fig. 13.10,a Functii eliptice SM excentrice de variabila excentrica 6,
de module m € [-1,0] € sim € [0,1]», de perioada T =25,

ParametricPlot[Evaluate[Table[{0.25x EllipticK[m]/Pi, 2JacobiDN[2x EllipticK[m]/Pi, m]}, {m, —1, +1}], {x, —2Pi, 2Pi}]]

e b J

| ParametricPlot[Evaluate[Table[{0.25x EllipticK[m]/Pi, |  ParametricPlot[Evaluate[Table[{0.25x EllipticK[m]/Pi,

527

BUPT



Mircea Eugen Selariu, APROXIMAREA FUNCTIILOR ELIPTICE JACOBI 2015

| 2JacobiDN[2x EllipticK[m]/Pi, m]}, {m, —1,0}],{x, —Pi,Pi} | 2JacobiDN|[2x EllipticK[m]/Pi,m]},{m,0, +1}], {x, —Pi, Pi}
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Fig. 13.10,b Functii eliptice SM excentrice de variabild excentrica 0,
de module m € [-1,0] € sim € [0,1]», de perioadd T = 2,
2K(K) o
Y

reprezentate prin abscisa

Plot[Evaluate[Table[{JacobiDN[2(x + ArcSin[mSin[x]]) EllipticK[m]/Pi
+ ArcSin[m Sin[2(x + ArcSin[mSin[x]]) EllipticK[m]/Pi]/Sqrt [1 + (m)? — 2mCos[2(x + ArcSin[mSin[x]]) EllipticK[m] /PiH
{m, —10,10}, {x, —2Pi, 2Pi}
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Fig. 13.11 Functii eliptice SM excentrice de variabila centrica a,
de module m € [-1,0] € sim € [0,1]», de perioadd T =2

Graficele functiilor eliptice SM excentrice de variabila centrica a sunt redate in figura
13.11.
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Figg13.12 PIRAMIDE TRILOBE
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Motto: ” E necesar sa fii cinstit $i bun macar pentru a-ti aduce prinosul de recunostinta,
celor ce cred n aceste idealuri, le-au facut rare si le-au asezat

printre bestii ca o unica justificare a vietii ”

Ilustrul Necunoscut

Capitolul 14
POSTFATA

Din anul 1970 si pana in anul 2015 sunt exact 45 de ani. Aceasta-i varsta supermatematicii. 45 de ani
...emult ? E putin ? E extrem de putin !

Matematica ordinara, sau matematica centrica, are o varsta matusalemica, de mii de ani: “La steaua
care-a rasarit (aici ne referim la steaua matematicii) e-o cale atat de lunga, ca mii de ani i-au trebuit luminii sa
ne-ajungd“. Sa ne-ajungd, sa ne lumineze, s sterga petele albe de pe harta matematicii, sd mareasca nedefinit
insulele de cunoastere din oceanul ignorantei, sa multiplice la infinit toate entitdtile matematice, sa stearga
granitele dintre liniar si neliniar, dintre cerc si patrat, dintre sfera si cub, dintre elipsa si dreptunghi, dintre cerc

5 dnilond ot S
“

b

Fig.14.1 Primele expuneri asupra Fig.14.2 Primele expuneri despre
« Functiilor circulare excentrice » « Functiilor supermatematice »
la Clubul Studentesc al in Amfiteatrul Al « Traian Vuia »
Caminului 1 MV al Facultatii de Mecanica din Timisoara.

Dar, chiar asta face supermatematica si va veni o zi cand se vor sterge granitele dintre matematica
si supermatematica. Granite care, de fapt, exista doar in inchipuirea noastra, ca sa discernem ce-i nou de ce-i
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vechi, ce-1 deja cunoscut de mii de ani, de ce-i necunoscut de mii de ani, dar va fi cunoscut, gratie acestei
lucrari.

Acesteia si a multor altora care vor urma. De acelasi autor, dar, mai bine, de alti autori, noi, de
matematicieni versati, de matematicieni de « mana intdia » si nu de « mana a doua », ca in cazul de fata, a
unui inginer.

Patruzeci si cinci de ani sunt putini, foarte putini pentru matematica, dar multi, foarte mulgi, extrem de
multi pentru autorul supermatematicii.

La 45 de ani a descoperit noile functii si de-abia la 70 de ani le-a publicat in prima sa carte despre ele:
“SUPERMATEMATICA.FUNDAMENTE” Editura Politehnica, Timisoara, 2007 si “Tehno Art of
Selariu Supermathematics Functions”, Editura ARP (American Research Press), 2007.

De ce le-a descoperit chiar el ?

Pentru ca, din pura intdmplare, el avea stringenta nevoie de alte functii, destul de aseméanatoare cu
cele cunoscute, dar, totusi, usor diferite de acestea. A cautat, a intrebat, si-a facut prieteni dintre
matematicieni, poate doar- doar careva sa stie cate ceva de existenta unor functii de acest gen: un fel de sinus
dar cu maximele deplasate. Acuma stim: este sex0 !

Constatand cu stupoare ca astfel de functii nu exista, nu se gasesc in literatura matematica, a trecut la
pasul al doilea: le-a inventat. Ca de aia-i inginer, sa se descurce: sd inventeze !

Le-a inventat ca sa le aplice. Si a fost intrebat: Si la ce folosesc ?

A constatat ca noile functii excentrice, ca si cele eliptice si ca multe alte functii speciale, nu necesita
tabelarea lor, fiindca se exprima in functie de cele centrice, care sunt tabelate. Si a fost apostrofat: Atunci ce
rost mai au ?

Nu s-a descurajat. A continuat sa le studieze, sa le diversifice, sa le extinda, sd le gasesca aplicatii din
ce In ce mai importante, In matematicd, in tehnica, in arta graficd. Cu mult entuziasm, cu mult efort, cu
dragoste fata de ele, fatd de nou. i a asteptat si a “sdpat” si iarasi a asteptat si a trudit si a scris pe biroul lui
“ing. Selariu Mircea - truditor” si a sperat si a sperat i n-a mai sperat si a trudit...vorba unui poet interzis, de
aceea nu-i pronunt numele

“Cine a incercat iubirea si nu s-a incredintat,
Ca-i mai presus icoana ca lucru’ adevarat,

Ca prima sarutare e cu muuuuult mai dulce,
Cand n-o infaptuieste gura, ci arde doar in gand.
Las’ sa iubesca altii cu graba nerabdarii,

Eu vreau intarzierea, farmecul visarii...”

De aceea s-a ajuns la o intarziere de 40 de ani si o visare, care are, si ea, farnecul ei. Speranta moare
ultima !

Studentii sunt cei care au sesizat prompt utilitatea si importanta noilor complemente de matematica si
au solicitat expuneri pe aceastd tema. Ca si Fundatia Astra Romana din Timisoara, care a introdus un “Curs
de Supermatematica”, in idea de a incasa niste fonduri pentru sustinerea diasporei romanesti din imprejurimile
Romaniei.

Primele expuneri au avut loc in caminele studentesti, din Complexul Studentesc si la Clubul
Studentesc al Facultatii de Mecanica (Fig.14.1), de la parterul Caminului Studentesc 1MV, apoi de la Casa
Studentilor din Timisoara. Amatori putini, foarte putini, dar entuziasti. Cu atatea sedinte, pe atunci, nici nu-i
de mirare ca una in plus, fie ea si de supermatematica, care nu era obligatorie..

Apoi, au fost solicitate in cadrul Cursurilor Festive de incheiere a studiilor universitare (Fig.14.2).
Prezenta studentilor absolventi din anul V TCM (Tehnologia Constructiilor de Masini): 100 %. Zece ani
consecutivi, schimband uneori subiectul (Fig.14.3, v. Cap.7) sd nu devin plictisitor, pana cand le-am spus
studentilor ca mai sunt si alte cadre universitare care ar putea sustine expuneri mult mai interesante, Si nu m-
am ingelat ! Astfel, rectorul Prof. Dr. Ing. Ion Cartis le-a vorbit studentilor despre cardasia dintre
constructorii de drumuri / sosele si constructorii de autoturisme. Succes garantat.
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In rezumat / esenta: primii le executa prost si cu mari intarzieri, facilitdnd, astfel, vinzarea si repararea
autoturismelor. Tema de mare actualitate, deoarece, se vede, ca fenomenul se continua cu brio si in zilele
noastre !

Fig. 14.4 Universitatea din Budapesta,
Departamentul de Tehnologie,
3 decembrie 1998

Fig. 14.3 Langa motor si antor vorbind despre Fig.14.5 In amfiteatrul Nicolae Gheorghiu, aceeasi
« Caliatea miscarii » tema
in amfiteatrul A1 ”Traian Vuia ”

La prima Conferintd de “Vibratii in Constructia de Masini”, in 1978, unde s-au prezentat, in
premiera, noile complemente de matematica, sub denumirea de “Functii circulare excentrice”, Prof. Em. Dr.
Doc. Ing. Gh Silas le-a elogiat spunand, asa cum s-a mai spus, cd acestea nu sunt numai “niste functii” ci o
noud matematicad, o supermatematica. Tot atunci, s-a prezentat si o aplicatie a acestora, cu privire la
determinarea exacta a frecventei proprii a unui sistem neliniar (Diiffing), a caror rezultate au fost privite cu
rezerve si cu neincredere.
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In Cap. 11.§ 11.10.8, al prezentei lucriri, fost reluatd acesti importanti tema si, prin demonstrarea grafica si
analitica a viabilitatii expresiei pulsatiei proprii, speram sa fi indepartat cu succes aceste suspiciuni si oricare
alta indoiala.

La a V-a Conferinta Nationala de Vibratii in Constructia de Masini” sau prezentat patru lucrari, in
“l. engleza”, de aplicatii ale FSM-CE [5], [6], [7] si [8].

Fig. 14.6 Universitatea « POLITEHNICA » din Timisoara, Facultatea de Mecanica, Catedra de Tehnologia
Constructiilor de Masini, Laboratorul de Dispozitive:
Primul robot (didactic) romanesc si autorul lui

K

Fig. 14.7 Tranformadri, in functie de timp (la 40, 50 si 60 de ani) $i nu numai, ale autorului

Traducerile, contra cost, au fost realizate de o traducatoare autorizata de la un mare Institut National
de Cercetare.... Nu spunem care.

Un profesor american, sosit la facultatea noastrd pentru o perioadd mai indelungata, a facut o vizita si
in laboratorul nostru de Proiectarea Dispozitivelor,

, Manipulatoere si Roboti Industriali
(Fig. 14.6). In care, i s-au prezentat primul robot (didactic) roménesc, care apuca obiecte cilindrice dintr-un
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acumulator si le livra intr-un post de lucru; primul robot roméanesc complet pneumatic, Voinicel 11, frate
cu Voinicel I, care a deservit o presa cu frictiune la Intreprinderea Ambalajul Metalic din Timisoara si care
a fost primul robot romanesc care si-a pierdut bratul / mana intr-un accident de productie: presa anclansand
defectuos.

A admirat, in laborator si poza (Fig.14.8 si Fig.14.9), la o scard mare, asa cum merita realizarea unica
a primului robot industrial romanesc, REMT-1, laureat al Premiului “Traian Vuia” al Academiei
Romaniei pe anul 1981, botezat astfel de autorul prezentei lucrari, care, in calitate de conducator de proiect,
aluturi de Prof. dr. ing. Nicolae Gheorghiu, a intocmit desenul de ansamblu al robotului, desen care trebuia sa
poarte un titlu, o denumire.

Care sa fie agreeata / placuta, in primul rand, beneficiarului..

Fig. 14.8 Prima celula de fabricatie automatizata, deservita de primul robot industrial
romanesc REMT-1, pentru care toti autorii lui au fost distinsi
cu premiul « Traian Vuia » al Academiei Romaniei pe anul 1981

De aceea, 1-a botezat REMT care insemna, pe de o parte, Robot ElectroMotor Timisoara, iar pe de
altd parte REMT insemna si Robot Economist Marin Tanase, care era directorul general al acestei
prestigioase, pe atunci, fabrici de motoare electrice, exportatoare in multe tari, fabrica, acum, in paragina.

Interesat si de eceste functii noi, i-au fost oferite / date aceste patru lucrari, singurele, pe atunci,
“traduse” 1n “limba engleza” sau foarte (?) apropiata de aceasta.

N-a spus ca a ramas surprins cat de mult se aseamana limba romana de limba engleza, ci a spus ca el
nu poate sa intelega nimic din text !

Sa fie oare limba americana atat de diferita de limba engleza ? Sau am platit de pomana traducerile ?
M-am lecuit ! De atunci nu mai platesc traduceri !
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Fig. 14.9 REMT-1 preluand arborele de motor electric cu canalul de pana frezat
pe care-1 evacueaza din prima celula de fabricatie robotizata
de la ELECTROMOTOR din Timisoara

La a VII-a Conferinta Nationala de Vibratii in Constructia de Masini s-au prezentat, in l. romana,
lucrarea [9] “FUNCTIILE SUPERMATEMATICE cex si sex- SOLUTIILE UNOR SISTEME MECANICE
NELINIARE, iar la a VIlI-a Conferinta Nationala de Vibratii in Constructia de Masini, lucrarea [14]
DETERMINAREA ORICAT DE EXACTA A RELATIEI DE CALCUL A INTEGRALEI ELIPTICE COMPLETE DE
SPETA INTAIA K(k) “. Si totusi, la a 11- a Conferintd Internationald de Vibratii, Timisoara, Sept. 27 s-a
prezentat, in limba englezd, lucrarea [19] “QUADRILOBIC VIBRATION SYSTEMS”, tradusa de
matematicieni.

La toate aceste conferinte, lucrarile s-au bucurat de un viu interes, dar la a V-a, din 1985, la care
lucrarile au fost conduse de Prof. dr. doc. Dumitru Mangeron, succesul a fost cu totul deosebit, chiar daca
din lucrdrile publicate in limba englezd nu se intelegea mare lucru, sustinerea s-a facut in dulcea limba a lui
Eminescu.

Entuziasmat de noile complemente de matematicd, reunite sub denumirea de supermatematica,
Mangeron l-a intrebat pe Silas sosit in control la Sectiunea I-a, ”Mai, tu sti ce-a facut copilul asta ? Trebue
ajutat sa publice imediat lucrarile lui “. Copilul eram eu, autorul. Silag era rosu la fata ca focul, pentru ca
numai el stia cum a facut rost de hartie, cu interventii la fabrica de hartie de la Pallas-Constanta ca s publice
lucrarile si sa nu se amane sau sa se anuleze Conferinta. Era, pe atunci, crizd nu mare, ci extrem de mare de
hartie: lucrarile de doctorat trebuia sa fie scrise pe ambele fete, in cel mult 120 de pagini ! Nu-i basm, e
adevarat ! O spune Stan Patitu care a aflat de hotarire cand ajunsese la a 250 pagina !

Pe tratatul lui, in 3 volume “MECANICA RIGIDELOR CU APLICATII iN INGINERIE, Ed
Tehnicd 1978, Dumitru Mangeron mi-a dat urmatoarele autografe:

Vol I:” Scumpului coleg Mircea Selariu cu urari de succese in continuare” Mangeron, 6 XII 1985. Pe
atunci, inca nu s-a auzit de “succesuri” !

Vol II: “ Talentatului coleg Selariu cu rugamintea sa publice volumul de curbe noi descoperite de
dansul “ Si le-a publicat. Dupa ...22 de ani !

Vol lII: “ Talentatului coleg Mircea Selariu cu urdri de succes in toate ™.

Vineeeeeeeeee. ..

Si a venit ziua in care o delegatie a Universitatii din Budapesta, in frunte cu Directorul
Departamentului Tehnologic Prof. Dr. Ing. Horvath, a vizitat Catedra de TCM si inclusiv Disciplina de
Dispozitive, si Roboti, disciplina astazi desfiintata precum si Catedra de TCM, unde i s-au
prezentat mai multe desene executate cu FSM-CE, printre care si un vas de amestec, despre care s-a amintit si
in cuprinsul lucrarii.
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Profesorului nu-i venea sa creada ca unul dintre desene a fost realizat cu o singurd functie simpla in
ecuatii parametrice (e vorba de transformarea continud a unui cerc de razd 2R in doud cercuri tangente
comune de raze R cu ajutorul FSM-CE radial excentric), pentru ca lui i-au trebuit cateva zile sa proiecteze,
asistat de calculator, un astfel de vas de amestec pentru o instalatie hidraulica.

“Nu vii §i la noi sa ne invegi 7 am fost interbat. Si in 30 noembrie am fost primiti cu gulas, n 1
decembrie cu sarmale, in 2 decembrie am vizitat Universitatea si in 3 decembrie s-a tinut expunerea din
domeniul supermatematicii “Aplicatii tehnice ale functii circulare excentrice” la Departamentul de Tehnologie
(Fig. 14.4), la care au fost invitate si cadrele didactice de la Departamentul de Matematica al Universitatii
din Budapesta.

Cu aceastd ocazie au fost antamate doud colaborari stiintifice, derulate pe doi ani universitari, si s-a
oferit spatiu redactional pentru unele articole din domeniul super-matematicii, intr-o revistda maghiara de mare
prestigiu.

Cele doua teme au fost:
1) “Description of Industrial Robots Trajectory Defined by Characteristic Points, Using
Supermatematics Functions” si
2) “Griping Devices for Industrial Robots, Optimisation of their Construction Using Moments
Separation Method”.

La data la care au fost stabilite, ele erau geja rezolvate si expediate 1n scurt timp partenerului. Au fost
expediate printr-un delegat si nu stim sigur dacd au fost (bine) primite, pentru ca n-am primit confirmarea
primirii lor i nici alte semnale...

Erticolele n-au putut fi onorate deoarece ele trebuiau sa fie scrise in limba engleza, iar ce-i pe care-i
stiam eu ca stiu bine engleza, erau ocupati, extrem de ocupati, iar altii.... sau altele.... si ca istoria sa nu se
mai repete ... Eu nici atat !

Un absolvent de prestigiu al Universitatii de Vest din Timisoara, Facultatea de Fizica, coleg de birou

la Institutul National de Cercetare Dezvoltare pentru Electrochimie si Materie Condensata din Timisoara,
olimpic la Fizica in tinerete, regretatul Dip. Univ. Fiz. Marian Nitu, s-a dovedit “olimpic” si in traducerea
lucrarilor in limba engleza, vorbita, de aceasta data, chiar de William Sakespeare. Gratie lui si a supervizarii
traducerilor de reputatul om de stiinta american de origine romana, fizician, matematician si scriitor, Prof. Dr.
Florentin Smarandache, seful Departamentului de Matematicd de la Universitatea New Mexico (SUA),
propus de “Academia DacoRoméana” din Bucuresti pentru a candida la Premiul Nobel pentru literatura pe anul
2011, pentru cele 75 de lucrari literare, scrise in 3 limbi (romand, engleza, francezd) si traduse In mult mai
multe, au fost scrise si publicate lucrarile [20], [21] si [38], in limba engleza.
Editata cu sprijinul Autoritatii Nationale pentru Cercetare Stiintifica, sprijin in valoare de 700 Ron si
sponsorizatd, prin bunavointa Dr. Fiz. Ton Grozescu, directorul INCDMC, cu 2.500 Ron, a vazut lumina
tiparului lucrarea “SUPERMATEMATICA. FUNDAMENTE “, intr-un singur volum, de 268 pagini
editate color, gratie Prof. Dr. Ing. Sabin Ionel, directorul Editurii POLITEHNICA din Timisoara, cérora le
multumesc, pe aceasta cale si le raman indatorat.. pe veci.

La varsta de 75 de ani, “veciul” e foarte aproape, deci durata indatorarii nu-i chiar atat de ... mare /
indelungata.

Cele cateva exemplare (100) editate s-au epuizat instantaneu, astfel ca foarte multe solicitari din
partea prietenilor si a cunostintelor, a fostilor studenti si a altora, mai putin din partea matematicienilor si cu
exceptia familiei, n-au putut fi onorate.

Ele n-au putut fi anorate nici in a 2-a editie a aceleiasi edituri, prin tirajul de numai 30 de exemplare,
in doud volume, cu un total de cca. 1.000 de pagini, realizate color si editate in alb — negru, pentru reducerea
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costurilor de autosponsorizare, exemplare suficente, insa, pentru expedierea lor la cei 4 recenzori si la AGIR
cu propunerea de premiere. Si, in 2013, a fost premiata cu “DIPLOMA AGIR” in domeniul “Tehnologia
Informatiei - I'T” pentru anul 2012.

Toata speranta de-a disemina aceste minunate complemente de matematica, reunite sub denumirea de
“SUPERMATEMATICA”, LUCRARE UNICA in literatura mondiald, pe care matematicieni universitari
de prestigiu din USA au denumit-o “matematica mileniului III* ne-o punem in Editura Matrix Rom, in

care, prin bunivointa matematicianului de prestigiu Jlie Jancu apare ce-a de a 3-a editie a acestei
lucrdri. Fiind si un manager de exceptie, v-a stii sd promoveze aceasta lucrare. Matematicienii la
metematica trag !

Speram sa se ajunga la un tiraj suficient de mare pentru a onora cererile, acum, cu ocazia celei de a
treia editii, revizuite, imbogatite si imbunatatite a Suprermatematicii. Si cu tirajul mai stufos, sa ajunga cel
putin o carte la 10 librarii...De biblioteci nu mai vorbim, pentru cd majoritatea s-au desfintat, ca si casele de
cultura, cinematografele, teatrele s.a, care s-au transformate in birturi, restaurante, cazinouri, case de amanet si
alte case..

In asemenea circumstante, nu stii daca e bine, sau, dimpotriva, s te lauzi cu un certificat de apreciere
emis de o universitate de prestigiu din SUA pentru contributii aduse la dezvoltarea matematicii. Sau cé in
serverul de la CERN (CERN Document Server) figureaza articole despre supermatematica.

Incercam, si-om mai vedea !

Banuim ca cititorul a studiat cuprinsul acestei carti, si-a facut o idee despre ce-i supermatematica,
idee care, astfel, nu-i preconceputd, e o idee deja formata despre importanta ei si le ramanem recunoscatori
daca ne-o impartasesc si noud. Si vesnic indatorati. lar daca vor sa trudeasca si ei la consolidarea edificiului
supermatematicii, le stdim cu cea mai mare placere la dispozitie cu informatii suplimentare si explicatii.

Tuturor, le dorim lectura placuta si instructiva si la volumul al II-lea !

ASOCIATIA GENERALA A INGINERILOR DIN ROMANIA

Cortfeato of Hpreviaion s DIPLOMA AGIR

~

e NG

This certificate is awarded 10 20 1 2
MIRCEA SELARIU [ someniut “Tehnolkgia informagel”
= o0 of vamshle dsidasie Se acordd avtorului: ing. Mircea Eugen SELARIU

T pantru hicrares: “Sup jca Fundamente” vol. | gl I
by the Marh & Sciences Departuent Editis a 2-a, Editura POLITERNICA Timigoara, 2012

of the University of New Mesico « Gallup Braach oy
06092013 Prosadinte. &
06/ 30/ 2009 ? Mihai MIHAITAL
A, Acdads
Ox Florentie Smacandsce, Oier Duir -
Autorul

www.supermatematica.ro

www.supermathematica.org;
www.supermatematicaonline.blogspot.ro
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Aplicarea metodei separarii momentelor (MSM) la mecanisme si sisteme in

ansamblul lor [PDF]

Autori: Mircea Eugen Selariu &
157 =Stiinta si Tehnica 0.66MB =% (Carte donata de autor)

Aplicatii ale metodei separarii momentelor (MSM) la sisteme industriale
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Autori: Mircea Eugen Selariu &
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Cardinal functions and integral functions [PDF]

Autori: Mircea Eugen Selariu, Florentin Smarandache, Marian Nitu

44 =Stiinta si Tehnica 1.23MB * (Carte donata de autor)
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Determinarea oricat de exacta a relatiei de calcul a integralei eliptice complete de
speta I (Rom) [PDF]

Autori: Mircea Eugen Selariu &

111 =Stiinta si Tehnica 0.21MB * (Carte donata de autor)

Determinarea oricat de exacta a relatiei de calcul a integralei eliptice complete de
speta intaia (Engleza)[PDF]

Autori: Mircea Eugen Selariu &
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Dispozitive de acumulare si de transport (dat) prin vibratii [PDF]

Autori: Mircea Eugen Selariu &

269 @Stiinta si Tehnica 1.24MB * (Carte donata de autor)

Elemente neliniare legate in serie [PDF]

Autori: Mircea Eugen Selariu &

107 =Stiinta si Tehnica 1.3MB * (Carte donata de autor)
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114 =Stiinta si Tehnica 1.18MB #* (Carte donata de autor)
Functia supermatematica (FSM) radial excentrica cvadriloba [PDF]
Autori: Mircea Eugen Selariu &

119 =Stiinta si Tehnica 1.67MB * (Carte donata de autor)

Functii cardinale si functii integrale circulare excentrice [PDF]
Autori: Mircea Eugen Selariu, Florentin Smarandache, Marian Nitu
112 =Stiinta si Tehnica 2.2MB * (Carte donata de autor)
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417 =Stiinta si Tehnica 2.55MB % (Carte donata de autor)
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Autori: Mircea Eugen Selariu &

123 ®Stiinta si Tehnica 0.18MB # (Carte donata de autor)
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Autori: Mircea Eugen Selariu &

114 @Stiinta si Tehnica 2.66MB #* (Carte donata de autor)
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Autori: Mircea Eugen Selariu &

114 @Stiinta si Tehnica 3.39MB % (Carte donata de autor)
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Functiile supermatematice circulare cosinus si sinus excentrice. Derivatele si
integralele lor. [PDF]

Autori: Mircea Eugen Selariu &

224 ®Stiinta si Tehnica 1.13MB % (Carte donata de autor)

Intamplarea in matematica: Jocul dragostei fata de matematica si al
intamplarii [PDF]
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Selariu Mircea Eugen, SUPERMATEMATICA. Vol.l

CUPRINS
Prefata, in limba roméana
Prefata, in limba engleza
ABREVIERI si NOTATII
Cap.1 INTRODUCERE
1.1 Esenta (super)matematicii (SM): trecerea de la centric
la excentric si reuniunea celor doua domenii
1.2 Cum s-au descoperit si ce sunt matematica excentrica (ME) si
supermatematica (SM)
1.3 Piramidele matematicii
1.4 Corectarea multiplelor coincidente ale lui Euler, care au saracit
matematica
1.5 Dezlegarea enigmei matematice a marii teoreme a lui Fermat
1.6 Ce ne oferda matematica excentrica si supermatematica
A) Introducerea in matematica a unor familii de functii
periodice noi descoperite si denumite functii
supermatematice (FSM) :
B) Aplicatii matematice ale functiilor supermatematice:
C) Aplicatiile supermatematicii in informatica i in programare
D) Aplicatii tehnice ale functiilor supermatematice:
Constatare
Cap.2 DIVERSIFICAREA FUNCTIILOR PERIODICE
2.1 Contributii mai recente la diversificarea functiilor periodice, prin
inlocuirea cercului unitate (trigonometric) cu alte curbe inchise.
2.2 Trigonometria patratica si trigonometria rombica ale lui Valeriu Alaci
2.3 Functiile transtrigonometrice (FTT) ale Malvinei Baica si Mircea
Cérdu, Functii cuadrilobe SM (FQ). Functii patratice SM (FPSM)
si functii cuadrilobe Alaci (FQA)
2.4 Functiile poligonale ale lui M. Ovidiu Enulescu
2.5 ale lui Eugen Visa
2.6 Trigonometria evolventici a lui George (Gogu)
Constantinescu. Cosinusul (Cora) si sinusul (Sira) romanesti
2.7 Functiile trigonometrice inclinate ale lui Dr. Biehringer

Cap.3 COMPLETARI SI REDEFINIRI CORECTE iN MATEMATICA
CENTRICA

3.1
3.2

Divagatii asupra matematicii culese de pe internet
Matematica signadforasica a lui Octavian Nicolae Voinoiu

17
28

33

38

47
49

54
58

58
59
61
62
65

69
70
74
79

84

87
89

99
102
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33

34
3.5
3.6
3.7

3.8
3.9

Functii circulare / trigonometrice centrice rada si dero,
echivalentele in centric ale functiilor SM circulare excentrice
radial excentric rex6 si derivat excentrice dex6
Definirea functiilor radial (rada) si derivat (dera) centrice
Teoreme de aditiune ale FCC rado si dera
Derivatele si integralele functiilor rada §i dera
Forma trigonometricd centricd a sumei si a diferentei numerelor
complexe
Forma geometrica a expresiilor exponentiale de forma x" si x'/"
Aplicatie: Transformarea riguroasa in cerc a diagramei polare
a compliantei
3.9.1 Un alt cerc al amortizarilor vascoase liniare
3.9.2 Rigiditatea dinamica, factorul de raspuns adimensional
sau factorul de amplificare A;( y ) si diagrama polara
a compliantei (receptantei si admitantei)
3.9.3  Unghiurile de faza
3.9.4 O relatie simpla, riguros exacta, de calcul a fractiunii
din amortizarea criticd ¢

3.9.5 Concluzii

Partea I-a

105
106
109
111

111
113

117
118

119

123

124
125

FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE EXCENTRICE (FSM-CE)

Cap. 4 FUNCTIA RADIAL EXCENTRIC rex0 SI UNELE APLICATII

4.1

4.2

Partea 1.1 FUNCTII SUPERMATEMATICE CIRCULARE
EXCENTRICE DE VARIABILA EXCENTRICA

MATEMATICE
Definirea functiilor SM circulare / trigonometrice excentrice
de variabila excentrica 0
Definirea FSM-CE noi, independente de pozitia originii sistemului
de referinta
4.2.1 FSM-CE radial excentric de 0: rex; ,0
4.2.2 APLICATII MATEMATICE ALE FSM-CE
RADIAL EXCENTRIC
Teorema lui Apollonius
Rapoarte armonice si anarmonice
Teorema REX

4.2.3 DEMONSTRAREA UNOR TEOREME CU
AJUTORUL FSM-CE RADIAL EXCENTRIC:

129

135
135

149
149
149
150

152
152

550

BUPT



Cuprins 551
1) Teorema lui Pitagora. 152
2) Teorema indltimii 153
3) Teorema catetei sau teorema lui Euclid 153
4) Sinteza/unificarea teoremelor coardelor, secantelor 153
si tangentelor 155
5) Inversiune de centru dat 160
6) Problema Murray Klamkin 163
7) Reprezentarea intr-un plan a triunghiurilor cu
ajutorul FSM-CE radial excentric.
8) FSM-CE rex ,0 ca solutii ale ecuatiilor algebrice 165
de gradul al doilea cu o singura necunoscuta 172
9) Inecuatii fundamentale de gradul al doile
10) MATEMATICA ATOMICA (MDSCCNS)
Metoda determinarii succesive a cifrelor 173
consecutive ale numarului solutie.
Cap.5 ALTE APLICATII MATEMATICE SI TEHNICE ALE
FUNCTIILOR RADIAL EXCENTRICE rex0
5.1 Determinarea oricat de exacta a relatiei de calcul a integralei
eliptice complete de speta intdia K(k) 175
1. Prezentare pe scurt 175
2. Introducere in integrale eliptice 172
3. Exprimarea unor medii cu functia rex 6 181
4. Transformarea geometrica excentrica si transformarea
geometrica de centrare 184
5. Metoda hibrida de determinare a lui K(k) 186
6. Concluzii 187
5.2 Rex o — functia generatoare a polinoamelor Legendre centrice 194
5.2.1Functia rexf - functia generatoare a Polinoame Legendre
excentrice Sy(y) = S,(0) 196
5.2.2  Ortogonalitatea polinoamelor Legendre excentrice 198
5.2.3 Coordonate centrice si coordonate excentrice 200
5.3 Aplicatiile functie rex0 la descrierea matematicd a functionarii
mecanismul motor manivela-biela centric si excentric 203
1) Mecanismul motor biela — manivela centric 203
2) Mecanismul motor bield — manivela excentric 205
5.4 Mecanismul cu cama circularad 208

Cap.6 FUNCTIA DERIVATA EXCENTRICA dex0 SI UNELE APLICATII

MATEMATICE si TEHNICE
6.1 Coordonate excentrice

211
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6.2 Functia derivata excentrica dexf ca modul al derivatei vectorului
radial excentric de variabild excentrica 0 :

(rex0 . radf)’ = dex0. dera 212

6.3 Derivatele functiei dex0 215
6.4 MISCAREA CIRCULARA EXCENTRICA (MCE) 218
1. Introducere 218

2. Pozitia pe traiectorie In MCE 220

3. Functia de transmitere de ordinul zero (functia de pozitie) 221

4. Vitezele miscarii circulare excentrice 223

5. Expresia generala a functiei de transmitere / transfer

a vitezelor unghiulare sau a turatiilor tuturor

mecanismelor plane. 223
6. Acceleratiile miscarii circulare excentrice 227
7. Transmisii prin frictiune in cel mai general caz posibil

si particularizari la transmisii cu roti dintate si/ sau cu

frictiune 234
8. Transmisii cu manivele paralele si cu roti (dintate sau
cu frictiune) 234

Cap.7 ANALIZA CALITATII MISCARILOR PROGRAMATE CU
FUNCTII SUPERMATEMATICE

7.1 Asupra calitatii 239

7.2 Despre design si conexiunea lui cu supermatematica 239

7.3 Generalizarea studiului intermitoarelor cu cruce de Malta 245
clasice.

7.4 Intermitoare speciale cu antrenor cu traiectorie epicicloidala. 251

Cap.8 METODA SEPARARII FORTELOR SI A MOMENTELOR

8.1 Principiul metodei separdrii momentelor 255
8.2 Stabilirea conditiilor de autoblocare si de autofranare 261
8.3 Patrulaterele frecarilor la rezemarea in 2 (PF2) si in 3 puncte (PF3) 263
8.4. Optimizarea localizarii si orientarii fortei rezultante de fixare 265
84.1 Metoda grafica 267
84.2. Metoda analitica 268
8.5 Optimizarea conceptiei sistemelor mecanice 270
8.6 Calculul expresiei generale a FTr = i, a oricarui element solicitat
de un sistem de forte plane sau reductibile la acesta 271
8.7 Reducerea numarului fortelor rezultante 272
8.8 Aplicatii la elementele unor mecanisme plane 276
8.9 Aplicarea metodei separarii momentelor (MSM) la sisteme
in ansamblul lor 279
8.10 Cazul a doua elemente legate in serie, fiecare element 292
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fiind solicitat de un numar diferit de forte rezultante
Cap.9 FUNCTIILE SUPERMATEMATICE CIRCULARE
EXCENTRICE COSINUS cex0 SI SINUS sex0
9.1 Definirea functiilor cex0 si sex0 285
9.2 Derivatele functiilor cex0 si sex0 296
9.3 Aplicatii matematice si tehnice ale FSM-CE cex0 si sex0 300
9.3.1 Introducerea notiunii de stimba in matematica 302
Punctul 303
Distanta dintre doua puncte 304
Stramba de variabila excentrica 6 305
Stramba de variabila centrica o 307
Concluzii la strambe 308
9.3.2 Lobe, cvadrilobe, vibratii cvadrilobice (VQ) 309
Sisteme vibrante cvadrilobe (SVQ) 313
Functii quadrilobe (cvadrilobe) 310
Ecuatia diferentiala a vibratiilor sistemelor
QUADRILOBE \ CVADRILOBE (VSQL) 315
Caracteristicile elastice statice (CES) ale SVQ
Curbe integrale in planul fazelor 318
Concluzii 318
9.3.3 Tor excentric 319
9.3.4 Forme de tevi si imbindrile lor de colt 321
9.3.5 Alte aplicatii 323

Cap. 10 EXCENTRICELE - CURBE SUPERMATEMATICE
10.1 In loc de introducere 335
10.2  Definirea si clasificarea excentricelor 335
10.3  Excentrice circulare si excentrice eliptice 340
10.4 Constructia excentricelor 342
10.5 Teorema excentrelor excentricelor 342
10.6  Excentrice hiperbolice 343
10.7 Excentrice hiperbolice parametrice 343
10.8 Excentricele parabolice 347
10.9 Excentricele parabolice parametrice 349
10.10 O noua ecuatie a elipsei 350
10.11 Excentrice eliptice de forme aerodinamice 350
10.12 Constructia excentricei eliptice de forma aerodinamica Carafoli 351
10.13 Excentrice ovoidale Cassini 352
10.14 Excentricele lemniscate 357
10.15 Excentricele evolventice ale cercului 359
10.15.1 Excentricele si functiile excentrice ale lui Gogu Constantinescu 359
10.15.2 Curbele lui Gogu Constantinescu inimi 364
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10.16  Excentrice spirale

10.16.1 Excentrice spirale arhimedice

10.16.2 Excentrice spirale logaritmice

10.16.3 Excentrice spirale hiperbolice

10.17  Excentrice cicloidale

10.17.1 Hexapodul

10.17.2 Tripodul

10.17.3 Rotatia pura

10.17.4 Translatia pura

10.17.5 Translatia si rotatia succesiva sau simultana
10.17.6 Excentrice cicloidale pe dreapta

10.17.7 Excentrice epicicloidale

10.17.8 Excentrice hipocicloidale

10.20  Excentrice de excentre variabile

10.20.1 Excentrice circulare si eliptice de excentre mobile
10.20.2 Excentrice speciale

10.20.3 Excentrice de excentre fixe si de proiectii variabile.

Profile aerodinamice

10.20.4 Excentrice spirale speciale: spirala galactica cu 4 brate

10.21  Suprafete supermatematice (SSM)

365
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Cap.11 FUNCTIILE cex0 ST sex0 CA SOLUTII ALE UNOR ECUATII

DIFERENTIALE LINIARE DE ORDINUL DOI

CU COEFICIENTI VARIABILI
11.1 Sistemul oscilatiilor excentrice (SOE)
11.2 Sistemul oscilatiilor radiale excentrice (ORE)
11.3 Deplasarea, viteza si acceleratia in sistemul
vibratiilor excentrice (SVE)
11.4 Sistemul fundamental de solutii
11.5 Forma canonica a ecuatiei diferentiale a SOE
11.6 Sisteme tehnologice elastice (STE)
11.6.1 Rigiditatea Sisteme tehnologice elastice (STE)
11.7 Caracteristica elastica statica (CES) a STE
11.8 Rigiditate locala si rigiditate globala
11.9 Sistem liniar echivalent (SLE) sistemului neliniar (SN),
avand aceleasi amplitudini si acceleratii maxime
11.9.1 De aceleasi amplitudini si viteze maxime
11.9.2 Determinarea domeniului de existenta al
sistemului liniar echivalent (SLE) sistemului
neliniar (SN) de pulsatii proprii egale

415
416

420
425
432
436
437

439
443

444
446
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11.9.3 Sistem liniar (pe portiuni infinit mici) echivalent (SLE)
sistemului neliniar (SN) de amplitudini

si viteze instantanee egale 450
11.10  Vibratii neliniare (de tip Duffing), libere, neamortizate 452
11.10.1 Solutii ale ecuatiei fazoriale de tip Duffing
cu ajutorul fazorilor radé si der6 453
11.10.2 Pulsatii. Pulsatia instantanee 457
11.10.3 Cercul pulsatiilor 460
11.10.4 Verificarea grafica a solutiilor SVNL fazoriale 463
11.10.5 Forta elastica si forta de acceleratia
in coordonate polare 465
11.10.6 Caracteristicile elastice statice ale SVNL fazoriale 470
11.10.7 Curbe integrale in planul fazelor 473

11.10.8 Determinarea pulsatiilor sistemelor oscilante libere,
conservative cu caracteristica elastica (CES) neliniara

de tip Duffing 475
11.10.9 Pulsatia instantanee, ca viteza unghiulara de rotatie

a punctului M(6, A) pe cercul deraza R=A 480
11.10.10 Solutii in functie de timpul t 482

11.10.11 Infinitii mici (diferentialele), FSM-CE si functiile eliptice Jacobi ~ 487

Cap. 12 UN SISTEM SUPERMATEMATIC CU BAZA CONTINUA
DE APROXIMARE A FUNCTIILOR

12.1 INTRODUCERE 495
12.2 SISTEME SUPERMATEMATICE DE BAZE 496
12.3 FUNCTII MATEMATICE CENTRICE NOI 496
12.4 SUME DE FUNCTII CIRCULARE CENTRICE NOI 497
12.5. FUNCTII DELTA SAU FUNCTII DIRAC PERIODICE 501
12.6 SISTEMUL TRIGONOMETRIC EXCENTRIC (STE). 502
12.7 APROXIMAREA UNOR FUNCTII ELIPTICE JACOBI. 504
12.8 APROXIMAREA UNEI INTEGRALE ELIPTICE Jacobi
CU EROARE DE SUB 0,03 % 507
Cap. 13. APROXIMAREA UNOR FUNCTII ELIPTICE JACOBI
13.1 PREAMBUL 513
13.2 FUNCTIHLE ELIPTICE CENTRICE JACOBI 513
13.3 FUNCTII SUPERMATEMATICE
QUADRILOBE (CVADRILOBE) EXCENTRICE 516
13.4 FUNCTIILE SUPERMATEMATICE
QUADRILOBE (FSM-QE) DE PERIOADA 4K (k) 519

13.5 FUNCTII ELIPTICE JACOBI dn(u, k) Si dn(u, m= k2)
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DE PERIOADA T = 4K (k) CENTRICE SI SUPERMATEMATICE

EXCENTRICE DE VARIABILE EXCENTRICA 6

SI CENTRICA « 521
13.6 FUNCTII ELIPTICE JACOBI dn(u, k) Si dn(u, m= k?)

DE PERIOADA T = 2 CENTRICE SI SUPERMATEMATICE

EXCENTRICE DE VARIABILE EXCENTRICA 0

SI CENTRICA a 525
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