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Capitolul 1
INTRODUCKRE

lel. Generalitéiti. Omul construieste incd din neolitie;
multe milenii ins&, pind in secolele XVII = XVIII, prolectarea
constructiilor s—a ficut fara csleul, pe baza regulilcr emciri-
ce, a aplicdrii intuitive a legilor mecuricii gi & gindirii
creastoare. vezvoltarea teoriei eiasticitéyii g1 a rezistentei
patverialelor au permis ce In primele decenii ale secolului XIX
sd se treaci la calculul structurilor de rezisteni{i ale cone-
trucyiilor pe baza metodei rezistenyelor edmisibile 3 Irn ultirmi-
le asctuale decenii, in urma acumulirii unui mare volum de cu-
nogtinye teoretice gi experimentaley metoda de calcul a rezige
tenfelor acmisibile a iost Inlocuitéd cu metods la rupere gi a=-
poi cu netoda semiprobebilisté la stdri limithd, trecindu-se de
la conceptul determinist de &alcul la conceptul probsbilist,

Proiectarea unei structuri de rezistent{i inseamnd a-
legerea tipului ce structurd gi a materialului, notrivite sco-
pului propus, determinares acf{iunilor (directe, sdici incir-
cari i indireccte, adicd deformatii impuse) care soliciti
structura, calculul eforturilor sect{ionsle (¥, N, Q, Ht) sau
al aforturilor unitare (0,T) ¢i sl deplasirilor in sectiunile
sau punctele caracteristice ale structurii sl in fine dimen-
slonarea sl alcituirea elementelor structurii, ase incit =i
satigfacd condifiile de rezistenyd, stebilitste, obosesld, de-~
formayii, Tisursre, dursbilitate etce.y cu un cost minim,

In procesul ce proiectare este necesarid parcurgerea
urmitoarelor etape : oblectul real (structurs reali) j mode-
lul fizie (ipotezele simplilicatoare) ; modelul matematic (e=
cusfiile problemei) § rezolvarea problemei matematice ; inter=
pretarea fizicd a resultatelor matematice (eforturi i depla-
siri) j calculul g4 aslcituirea elementelor de rezistentX ale
structurii.

Construirea modeluluil matematic si regolvarea sis—
temului de ecuatii care resultd, constituie, de multe ori,
partea cea mai dirficila a problemei. Acest lucru este in mod
deosebit adevirat pentru atructurile bi gi tridimensionale,
cun sint plécile plane ssu curbe gl structurile masive, la

BUPT



care modelul metenatic este constituit, im mod obignuit, din-
tr-un sietem de ccuatii cu derivate parylale, care uneori es—
te greu de integrat g3 pentru asemenea structuri, ce formi og-
reccre multiplu conexi, de multe ori modelul matematic nici
nu poate fi construit. .

Plecind de la asceste greutiyil si pentru a le ocoli,
au apirut g1 s—au degvoltat aproxinayia funcyiilor gi tehnieca
culculului nuneric, care au luet in ultinile cdecenii o nere
anoploare cauzatl de aparitia gi desvoltarea ropidid a culcula-
toarelor electronice numsrice. 56 pot folosi cu cucces proge-
deele de discretizare natenmatici (metoda diferentelor f{inite)
sou fizicli (nmetods clementelor finite g1 nai recent ucoria
ecuivalenyalor), care dus in final la sisteme de ecuayii ol-
gebrice liniare, ugor papgransbile la cslculator, folosind
ocrierea matriceoli.

netoda elenentelor finite, apiiruti ulterior cetodei
difcrenteler £inite, 2 cipitat in ultinile douil decenii o
foarte oore desvoltare, deoarece percite folosirea unui mouel
fizic cit 1si complet, care sz ia in considerafie proprieti-
t{ile reale ale materizlulul folosit, cor ortsres reoli a
structurii sub inc:irc:wri, conlucrarea dintre structurid gi te-
renal de fundare etce. g practic, nu existi structurii core si
nu poatd {1 anslirsti cu oceastdi retodi de uiscretizore fizi-
ci.

;.etods elementeler finite, elaborati de Turner,
Clougzh, artin, Topp (1996), Zienxievicz (1462), Argyris
(19%4) etee., 5 fost formulati la inceput pe baze intuitive,
ulterior fiind funda~entati cin sunct de vedere natenstic
cu ajutorul calculului variagionale.

structurs care se studiesd se considerd alciatuitd
éin nai oulte piryi mici, ciocrete, nunite elenente rinite,
cure pot fi 1linisre, de suprufatd ssu de volum § elementele
finite sint continue in cuprinsul lor 3i legste intre ele in
anunite puncte nunite noduri, in care se obyin solutiile pro=
blenei.

Teoris echivalentelor a devenit operationsli in ule
tinul deceniu datoriti lucririlor lui ke Absi, degil incer-
ciied pentru elsborarea ucestel teorii su fost ficute incd
de mult ticp (Suler - 1766, Bernoulli - 1774, Timoshenko =

YIVUIN2~ vazserigm ,
A\ %4

JINH3.,
.\
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1920, Hrennikoff - 1941, Rjsnitzin, 'iarcus etc.). Teoris echi-
valentelor constitule o metodd zenerald, aplicabild structuri-
lor bi i tridimensionsle, care permite inlocuirea stuciuluil
unui corp inciircat eu studiul unui corp fictiv, Genumit echi-
volent, mult mai ugor de calculat (in general, sisteme de bo-
re artioculate, retele de srinsi etc., familiare in:inerului
constructor)e. Corpul fictiv poate avea cuorocteristici si legi
de comportare core nu au in mod necesar un sens fisic.

Condiyia de echivalenpd intre corpul resl si corpul
fictiv este egalitatea energiei de deformatie. :chivalenta
poote avea loc intre doui corpurl sare ot fi continue sau
Giscrete.

In studiul structurilor nssive din beton usrmat, in co=
drul scestei teze de doctorat, se vor folosi metoda elemente-
lor finite i teoria eci:ivolentelor, compar ndu~ge rezultute=
le obyinmute g1 anslizindu=-ge critic avantujele fieciirei neto-
dee

1.2, ‘etods elementelor finite. nparigia culculctog=

relor a revolujionat, la fel ca multe slte domenii Ce sctivi-
tate umoni, calculul structurilor. In cele peste doull decenii,
de existen{i 51 utilizare, calculctoarele au permis avordarea
unor orobleme caore insinte de Jum’itotea secolului erau in o=
fcrs ~osibilitijilor tehnice $i1 ou adus profunde muteyil in
concaptia cespre calculul structurilor. In :raezent, este
intre-gdevir ,ocibil si se determime, prin etodele motricea-
la, eforturile 1 declasirile peniru cea =ai more srte s
structurilor reslizate dintr-un zaterisl elastic, slcstisc sou
viscoelastice

Jtilizarea calculatoarelor electronice s ocug mouifi-
cirl esenf%isle In modul de a considera netodele de calculul
structurilor. Veches oriertore, fovorizati de specificul cal-
cualului nmanuol, spre procedee narticulare - privite deseori
ca .etode 1zo0late = adaptote diferitelor cotagorii de struc-
turi, ocsre 3 c.rocterizat pini racent litorzturs de specis=
litate din nulte t3ri s fost inlocuiti prin agsezarea pe pri=-
nul plan @ uetodelor generzle de calcul = zetoda eforturilor
¢4 .etoda depnlasirilcy - , 1In care structurile a;ar curacte=
rizote prin matricele lor de flexibilitate 91 respectiv de
ri;lditste, conducind lo o obordore unitori a intrerului do=-
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meniu al colculului structurilor.

iletodele de selcul tazate pe ipoteze sinplificastoare
ingineregti tind si fie inlocuite de retode care au la bazi
nodele matematice de un nivel superiop, csre reprezintX apro-
ximiri controlate sle comrortirii reasle. .‘etodas elemsntelor fi-
nite ore la bszl procedeul discretisirii, acic# foloseste un
nodel prin care este reprezentati structura realie ‘I0delul o=
les trebuie sd indeplineascl, printre asltele, urnitoarele doui
coadiyii esenyisle : sl aproximeze cit mal prccis propristifie
le Zeometrice si deformative ale structurii resle gi si rermi=-
ti intr-0 cit nsi mare misurd eliminarea dificultidtilor nate=-
natice pe care le comporti snalizae.

ietfel, metoda considerd structura countinuii ccre se
cerceteasi ca £iind alcituitd din ::8i oulte pirti nicl, dis-
crete, nunite elemente finite.

blenentele finite pot aves diverse forme :;eomaetrice,
isr proprietiyile lor elastice ot fi diferite de la unul 1la
altule

Aplicati la inceput in domeniul structurilor seronau=~
tice, metoda elementelor finite gl-e gisit utilizarea $i In
vroiectaree structurilor de reszistenti ale constructiilor, do-
toritd multiplelor avantaje pe care le sre.

Astfel, formulsares metodel ~rezinti o reneralitate
core permite abordares analizei oricirui tip de structuri, a-
sigurind totodati obi{ineres unor resultste cantitative i co=
litutive intotdesuna susceptibile la iInbuniititiri, in luncyie
de nmodul de discretizare, ce 8¢ sdoptd 3 de ssenensa, in basa
formulirii intecrsl matriceale, metode ese prezinti optin pre=
lucririi sutonate.

Prin dicoretisare se reelieessi substituirea unui cone=
tinuum elastic compus dintr-p infinitate de puncte, -rintsr—o
structuri formotd dintr-un anunit num’iy de elenente finite
interconectate intr-un numir finit de noduri.

Datoritd acestel substituiri, in studiul stirilor de
eforturi 31 de deformatii ale continuumului considerat, vor
trebul definite $i1 analisate numsi un nuaiur finit de n.rimi
curocteristice g1 ca atore nu mai este necesari folosirea
functiilor pe care le utiliseasl necanica nediilor continue
nentru a putea reprezenta sceste m .rimi in toate ounctele

-
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corpului oconsiderat.

l.etoda elementelor finite are la bagd douii principil
veriationale Jenerale @

le = Principiul minioului ener;;iei totsle de defor-

natie. .

2 = rrincipiul minimului energiei complementare de

deformsatie.

Pe baza acestor doui principii, se folosesc urmitoo—
rele modele pentru a idealiza structura reali studiata :

le = ¥odelul deplasirilor pure, cire ars ca mod fun—
danentsl un cimp de deplesiri care trebuie sa rie compatibil
in interiorul fiecdrul element ;i si fle conforuabil pe {ron=
tierele clementelor finite adiacente.

2e = ﬁodolul tepsiunilor pure, cure are c¢s uod undu-
mental un cimp de tensiuni care trebule sui sstisfaci condiyii-
le de echilibru in interiorul fiec rui element iinit gi gi a=-
sigure identitates tensiunilor pe frontiere comune ale cle-
mentelor finite sdiacentes

Un model cevine hidrid adiecu mu este nigi de tipul
deplas:rii pure nici de tipul temsiunii pure, in csgul cind
una dintre conditiile menyionste nu este perfect indeplini-
ti. Acest nodel se bazeszi pe principiul vsriational sl lui
Reissner si este o tombinatie a mcdelului deplaesirii 51 cel
al tensiunii pure, datoriti faptului ci el nu satisface in-
tegral nici conditiile de compatibilitate 31 nici conditiile
de eciilibru.

In touate cele trei _rupe ce aodele, funciille ce in—-
ternolare ale verisbilelor cim:ului in integiorul elei.entu-
lui su {oat slese astfel ce 3u asigure continuitstes in {ie=
cusre punct ¢e Irontiere, nu nmumai la nodurie.

Acest fapt eate un avantuj al netodei elementelor fi-
nite fati de zodelele variationale traditionsle (cum ar fi
netods lui Rits), »ermitind rezolvarea probl-nelor la cure
asrginile geometrice sint complexe.

Determinsrea deplasirilor, eforturilor ssu deforag-
tiilor in nodurile structurii creste de reteaua Iioctivi, de
discretizare se poste fuce scum cu ajutorul zetodelor uatri-
ceale de cseleul s structurilor, care,futi ue cele clauice,
presinti avantejul unei expriniri ceose.it ..e¢ siuple $i con=
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»octe 91 & umui =20d de orxzganizere a c:lcululuil efectiv extren
le eficz0e, cu ajutorul celsulatoarelor elesctronice.

In anslizsa cu sjutorul netodel elementelor finite 8
intersofiunii construstic -teren, structura, fundejie, terenul
i¢ sub fundatie g1 o parte din terenul din iredista vecin:tate
» strusturii sint studiaste ¢a un tot unitasp, slcituit dintr-un
3nsamblu de elemente finite % trutat ca atare.

Utilizares netodel sleaentelor finite la cslculul in-
texactiunii oreszintd o cerie de aventaje fayi de metodele tro-
diyionale, din care trebuie in specisl rejimute uraitoarcle

le = {1soretizoree onsacblulul se poate face £ ri niod
o dificultate, acoptiniu-sge entru fiecsre porjiune a as, e=
lazentele finite cu formele si proprietiyile fizico-uecunice
ale flecirei poiciuni gau, 2lenante finite din com. onenta 93

2e¢ = hezolvures conditiileor 1la 1imitd mu mel eomporti
nici un fel de dificultste, problems resuaindu-ge 1la adopto—
rea in nodurile reapective a aceloragi dejnlasiri necunoccute
in toate elenantele convergente. !iorele avuntaj sl scestul
fapt conati in acela c¢3 forms :iprafejed de contuct intre fun=-
duyle 91 terem .oute {1 orlcit ce nersgilatie. .scest tip de
crobleae cu suprufeye de contuct com.licaote nu pot £fi sbords=
te ;orin —etodele clacice trudifiocale.

3¢ = Digoretizures casivuluil de pimint in elemente
plane ssu 8;.80%ilale, ermite cc .rin utilizsrec unor elicnonte
finite elastic-linisre, o=0::6ne i ortotrope, 4sr e cirer
proprietiyi pot varis de ls un eleaent la sltul, . 50 ~oue=
leze structuru »iniatulul oult mal s roplati Je ces reali, ve=
cit s=ar ;utes ob{ine :rin oricare alti wetodi anulitic: de
calcule Astfel, terenuri cu o stp:2titigoyie variatiy, cu pro-
prietlity ciferite de 13 un atrat la sltuly terenuri cu stzo=
turi inclinete sau sloituite dintr-un strst comprensibil re-
zenat pe 0 bL.gi rizidi, pot £l cuprinse in ecessti gnalisi
£.23 conclicsiil de culoul izportantee

&, - "etoda  aruite abdordaoges unor structuri coajlexe,
cu confipurasiie eometric. oareeure, sin.uga dificultste fiind
20ec® oare rezidi din necesitates unei rigsuresse trnsspunexi
8 zutriceloz de risiditute elementarl, in sistemul slobal de
axe, ,entru obiinerea unei inlerconectiri corecte s elemen~
telor 1 ocesteo s@ concreticessd Lrin Jeterminaree aportulul
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tuturor dobiasiriloz necunogcute ole elenentalor convergente
intr-un nod, ssupra deplasirilor gslobale sle ocestula.

Netodele clasice de cslcul nu peruit decit sbordareas
unor tipuri de probleme sirple, a unor construc{ii cu iorai
rezulati, introducindu-se ipoteze siiplificatosre in_ ortante
atit pentru structuri, cit 3i pentru masivul de ;. oint.

Se = etoda permite soluyionsrea intr-un :10d unitar a
uneil mari diversitiyi de probleze, pornind de la clasicile
sringi pe mediu elastic, continuind cu construc{ii ingineregti
subterane, ;i sfirgind cu ansambluri de structusrl complexe,
cum sint construct{iile multietojate cu structuri pe cadre, dig=
fragme, nixte sau din panouril mari, cu sau fixu subsoly cu
fun.atil 12‘1at9, continue sau radieree

Pe ling3 sceste awantaje, trebuie Insi mentionat dez=
avantajul volumului mare de date ce trebuie pre.:atite dse clitre
utilizator, orecum $i contitates insemnati de inforuatii fur-
nizate, cure urmeazé a fi interpretate 3 o sutonstizare a uvces=-
tor opera{ii atenueazd fnsi dezavuntajele :1al sus anintita.

le201s Descrierea  enerali s netodej. analiza stiwrii

de eforturi gi deforcayii 2 unei structuri cu cetods elenente-
lor finite conporti urmitoarcle jage etape iaportunte 3

@e=) Discretizarea structyril '

Structura dati se subinparte in elements finite, nume-
rotate de 1a 1 la n, precizindu=se apartenenta fiecirul ele=-
neat la nulyimes nodurilor sale de conexiune. -6 definegte
astfel topolo_ia zodelului e cure se couuuce culculul (fige
1.1) ®

be=) ; at ui d ecente £

slenentele finite diferi intre ele prinm forca lor
geonetricX, coracteristicile fizice sle materislului din ca-
re 8int slctuite s5i nuxlirul, respectiv tipul, deplas.rilcer
indepencente eare se atageari nodurilor. ..le;erea tipului de
element finit se coreleazi cu .10dul in cure se face discreti-
zarea structurii 3 se va z2vea in vedere uraitoarele us.ecte 1

- ilegerea unui -odel ée elcment constitutiv sau cle-
tul trebuie ficuti tinind seama ¢l 0 precizie miritié s rezule
tatelor se recupereazi in augmentarea cantititii Je calcule.

- Avind in vedere varietaotea mare a tipurilor de ele-
nente finite, slegerea unul anumit tip trebuie ficuti $n co=-
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relare cu solutia de diser~tizare care a fost adoptati.

23
- 25 Fxx) 34

FIG 1.1

= -rocedaul de investizaile cu etoda elexuentelor ii-

nite rernite renamnyarcs lz nodelele clasice de calcul, faui-
liere in_;inerilor, structura putindu-se iuealiza cu crude de
eroare ciferite, in functie de posibilitayi 31 Ce 2{lortul asc-
ceptat in realicarea fiec.ixeia din elee.

Ce~) ilodtuirea matricei de rigziditate ssu flexibi-
litate g elecuentului finit.

Odatd ce tipul elenentulul finit a fost precizat gl
cimpul de declasiri sau tensiuni definit, se poate trece la

alc-ituires ecuaviei matriceale care expriud proprietidjile sta—

tice ssu cinecriatice cle elcrentuluie Pentru deterzinsrea ele=
mentelor de rigilditste, pot £1 foloslite urmitoorcle procedee:

- .rocedeul direct, svind ls bagi metoda clu3icid a
deplagirilor.

- ?’rocedsul voricyionsl, csre comportd mininizsres
enerziel opotentisle totale a soliduluil elust:c, in dsza urine
cipiului valorii stagionare a ener.:ieil p-tenyiuvlee.

- °rocedeul vulorilor rezidusle (-etoda Galerkin),
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cere avind lg bazd o tehnici de obyinere & unor soluyii a—
prexinative a ecustiilor diferentiale liniare ssu neliniare,
este indicat in situatiile cind func{ionala de nininizat se
obtine cu cificultiti seu cind sceasts nu existi.

- Progedeul bilantului energetic, care bazindu=se ue
prima lece a termodinsmicii, extinde considerabil gams de pro=-
bleme ce pot fi investigate cu cetode elementelor Iinitge

do") W‘

Insugirile de conportare ..ecsnici a structurii iIntre;i
regulti Gin aportul fiecirui element Tinit. istfel, ri;icite-
tea structurii se obtine prin gsamblarea rigiditayilor ele-
nentelor firite, ceeca ce natezatic revine in u combina ecua=
tiile natricecle cure expriri compoxrtarea eleczentelor finite
in rorte 31 a obtine ecuatia metriceall care exprici comporto-
rea structurii intregl.

e.-) Rezolvarea cistemului de ecugtii.

Prin rezolverea si:ctemlul de ecuatii se ob%in valo-
rile nodale sle variabileler cimoului gi anume, ceplacsirile
nodurilor sav for{elor de le_iturfi din acestea, cupi cum pro-
blems s=a rezolvat cu ietola de lasiirilor ssu eforturilore.

f.~) Zalcule auxiliare.

Uneorl solutiile sistemului de ecuayii sint folosite
rentru a obyine alte nrini derivate din necunoscutele primge=
ree .i5a de cxenplu, deplasiirile nodurilor servese in continua-
re la culculul deformatiilor specifice si z1 tensiunilor.

12420 Tipuri de elemente finitq. Caracterul de lar:;é
zeneraslitate a netodeid elementului finit derivi ain faptul ci

nu este neceser 8i se impuni restricyil referitoare lu tipul
structurii analizate, ul orituele de culcul fiind icentice
rentru structuri plane sau spatigle avind nodurile srticulste
sgu ri;ide.

Paranetrii de bugi cure csractericeazi o structuri
din punct de vedere al acestui model sint aua.rul ;i tipul
gradelor de libertate ale unui node Uispar ceci, vec:. ile de-
linitirl ale structurilor anslizate in plane sau spayiale, de
tip oudru, re%ea seu structurd srticulati, static determinate,
sau n~determinste, etc.

Ca urmare @ discre.islirii unui solid elastic continum,
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8e pune problena modului cum trebuie 83 fie reolizsti legiitu-
ra dintre eleamentele finite compomente pentru s modela cit
nal fidel structura unitsréd iniyiald. Se considerii astfel cii
lecitura cintre elementele finite adiacente nu se realizeaszid
de=e lungul intregii frontiere comune, ci numail in anumite
puncte sle acestora, denumite puncte nndule sau anodurie.

antru definirea unui tip de elecent fin't ropriu
unei onumite sroblene (de exen.lu, meconica weciului conti-
nuu in doui dinensiuni, mecanice plicilor ;lans etce.), eate
necessr 84 ue rezolve citcva probleme de buzi : definirea ce=
racteristicilor seometric, fizice, topologice, cinenatice yi
de inerties

lece2ele CuZucteristici eometrlice. . efiuireus cabac—
tericiicilor eonetrice, derivecte din rorma inijiuli, ridicd
orobleme diferite In uncyis de foruwa adoptuti nentru tipul
ae element finite In cazul eleuentelor in forumi de triunghi
sau dreptungzoiu cu loturi crepte, respectiv de teirueuru sou
paraleliziped rectansgular cu wucbili drepte, este Luidili u-
tilizares .ractic exclusivi a coorcouatelor cusrteziens orto-
gonale drept sistem de relerinfae i8r acest fupt cvduce aari
sVantuje in cualcule In caz 1l sltor Iorme ue claeuente Iiuite
(triunguiuri cu laturi curbe, patrulstere osrccare aitce) es=
te necesori utilizareay cel puyin in anuuite liwite, & unor
coorconste cucrbilinii, cure imglica o anuwuits coii.licure a
relafiilor de calcule.

carseteristicile _eouetrice Jeiinesc uluensiuuile
elecentului. Tin acest punct de vedere, elenentele .ct fi
definite astiel 3

ELEMENTE
[ ELEMENTE FINITE]

N\

Jnicimensionale Bidimensjonale Tridimensionale
/\drepte /\plane

curbe curbe

plane cu simpld curbura

stimbre cu dubld curbura
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Pentru o aceeasi formd zeonmetricfl pot exists oai aulte
tipuri de elemente finite, dup? numirul nodurilor cu care
gint previzute $i pozitia acestor nodurli in cudrul elznentu=
lul finit. Astfel, ls tipul de alezente finite linisre, nodu=-
rile sint amplasate numsil la virfurile (coljurile) elemente=
lor finite, ostfel ci fiecare dintre laturile acestora este
previzuti cu cite doul nodurie

La tipul de elemente iinite pitrutice apare cite un
nod in plus entru fiecore laturi (muchie), nod auplssat in
cod obijnuit la jumitatea Laturii (muchiei), dar outind avea
oricare slti poziyle. i15adar, fiecere nmuchie a unui element
finit pitratic este previguti cu cite trei noduri. e reaxare
cat ci la elementele finite liniare yi pitratice nodurile
sint situste numsi pe muchiile lore. Aceastd awclasure a nodu=
rilor eate suficienti pentru cu elementele finite adlacente
sti file conformablle pe frontierele lor cu conciia cu funcflie=
le polinomninale curcs alciituiese cimpul de depiesixi si fie
complete, adici s& nu 11 se nij;lijeze nici un terusne

5@ poate continua in ucelasi fel clasiiicaursa tipurie
lor de elemente finite dupi numirul noduriler cu cure sint
previzute. isstfely, tipul de elemente finite cubice are cite
ratru noduri ventru fiecsre muchie a unui element finit etce
ce impune ¢4 incepind cu elementele finite cublce nciurile
st flie emplasate nu numsi pe muchille elementeloxr finite, ci
$1 pe sujprafetele laterale aclacente ale acestora, intre-un
numip bine ceterminat pentru fiecare tipe.

lefinires curscteristicilor geozetrice presupuns, la
rindul edi :

8e=) idoptarea unui sistem de coordonate enersle,
notste generic (o<, ) in cuzul elenentelor finite bicinen=
sionale, respectiv (o<, 3, 7) in cazul elementelor finite
tridirensionale (aceste coordonste pot si coincidi cu coordo-
natels curtezlene ortogonals (x, y), respectiv (x, y, s3),
ssu 83 aibl semnificatia de coozdonagg oarecare) s aceste
coopdonate alcituiesc T vector x = P& in probleme bidimen—

-4
gionale, regnectiv x = cs}in probleme tridimensio=
nalee

¥

be=) Adopterea unuil sistem de coordonate locule, de=
tinite in interiorul elementului £in.t ; vectorul x se va
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considezs n functie de sceste coordonate lLocsale.

c.=) Definirea umul veotor-coloand x(®), sle cirui e-
lemente sint coordonate (in sistemul de referinti general), ca=—
re permit definirez completd a fermel elsaentulul ftinit.

d.-) Definires matricei de interpolere ax(®), care-
permits deteraminarea vectorului x prin ralatile :

X = 4 (e)x(®)

le2.202¢ Caracterigtici fizige. Carscteristicile fizi-
ce sle unui element precizeazi constantele fiszico—-mecsnice a-
le naterislului din care este alcituilt elemsntul, respectiv :

- ¥odulii de elasticitate & si Ge

- Coeficientul de contracjie transversalliy /e

- Coeficientul de dilatare termici <.

1le2.2+.3. Caragkezigtics topologigld. Cazacteristica to-

polozich 3 unui %ip carecare de elemant precizeszd sparenta
lul 13 multimea nodurilor ssle as consxiunade.

1.2.2084, Cazpcteristica cinimatici. Caracteriastlca ci-
ngnatich z unai element dafinsgte numdrul gi ¢ipul Jdeplasdri-
1ok independente care se >ot dezvolla la nodurile sale. iiares
lor diversitate 59 datorygiad aultiplelor poslbllitipl oferite
in alageres formei zeometrice, 2 fuacyiel de deplaeizi, precum
51 8 aamdrulul i tipurilor gradelor de libertate ale elemen—
tuludi.

le2+2050 Garscteristicile de inertle. Carsacteristivile
de inertie rrecizeasd distridbutia in interiorul elementului a

maselor ssu s momentelor de inertie mnasice. Ambele se pot de-
fini cu ajutorul unei funci{ii de pozijle /=p(x, y, 8) unde ¢
este densitates cor:spunsitoare cnaselor care apsr{in elementu~
lui. Aceste mase corespund rie niaterialului din care este al-
clituit elementul, fie unor supraincircéirl pe cure le suporté.

In cazul estructurilor formate din bsre, csalsulul cu
metoda deplesdrilor pornegte de ls studiul rigiditdyii bsrelor
componente, ce pot fi considerete ca fiind elemente firite u-
nidicensionsle.

Forma elenentelor finite depinde ce tipul si forms
strusturii ce se studisséi. Ls studiul structurilor din supre-
fete plane se folosese elemcate ou trei sau natru laturi.
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Suprafetele curbe subtiri pot fi studiste tot cu elemente fini-
te plans ssu cu.elemente finite curbe. Elementele finite pen-
tru calculul structurilor masive sint limitate de patru ssu ga=-
se suprafcte planee

In continuare sint prezentste citeva tipuri de elemente
finite utilizate frecvent, cu indicarea csracteristicilor prin-
cionale.

le2e3s i lemente de bard. Sint elemente finite unidimen-
sionsle a ciror stere de deformsiie si efort depinde de nodul
de prindere la capete. le au fost pentru prims cari abogdate
fn cadrul asnalizel structuriior gi au constit:it modelul a ci-
rul generalizare a condus le elementele finite plane 31 gpatia=
le. :

Insigi aotiunea de rigiditate provine din studiul bsre-
lor, unde aceasta reprezinti forta necesari  entru a procuce o
deplasare unitard corespunzitoare, pe directia acestels :

F = Kde

slementul finit unidimensional cel mai simplu este ba-
re dublu articulati caracteristici grinzilor cu zibrele. Matri-
cea el de rigiditate leagdi cele douZ forte de continuitate SP
g1 S_ 4in noduri de cele doud deplasiri nodale Up si Uq
(fig. 102).

b

FIG 1.2

In cesul bsrelor core constituie elemente finite al
ciror cinp de deplesiri este unis definit gi pentru care solu=-

tie ce se odying este exucti, modul cel mai simplu d¢ formare
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e matricei deé rigiditate esto cel ce utiliseazd metods resol-
vigil equatiel diferentiale. Dimensiunile gi sicdtuirea 91 o=
fectivdi depind de tipul de structurié din csre face parte bara.

leZe8. Llewentul £ AT -
pland de elgsticitatge Problemele plans de elasticitate presu-~
pun continuumul ca fiind incircat in planul sdue. Problemele
de elasticitate olani sot f1 sepurate i1a doud cstegorii, care
sint 3 probleme plana 19 tansiuni 94 prodlemas plane de defor—
matiie.

In probleme plane da tensiune, conSinuumul (ca o pla=-
ct) ests ingust in relatie cu celelslte disenaiuni 3i tensiu-
nile normale 8 -lsn sint neglijabilese. In problsuele plane de
deformatie, deformayiile normale pe plsnul incircirilor sint
presupuse nule., Atunci eforturile si deplssirile la un zid de
sprijin pot £ snaslizsate considerind o seciiuns transverssld
a zidulul 51 oresupunind ci deformatiile normales pe olanul
s-ctiunii sint zero. Figura 1.3 aratd un sxemplu de deforma-
tie plaiide

£-a spus inainte ci diferents esentiald intre ansliza
unut cadru (structuri) gi o structuri continud prin metode ma=
tziceals consti la faptui ¢3 continuuwul poate fi considerst
ce un numur iinit de elemente interconestate numsi in aodurile
lor. Leplasirile acestor aoduri 3int parametrii necunoscuti
ai problemel, in scelagi nod cum simt deplasirile nscuncscu=-
te ale legiturilor in analiza cesdrului.

Zi¢ de sprijin

sectiune
transversala —
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Tipul de element finit triun-hiular linior o fost
creat odati cu nagterea de drept o metondel elementslor Tinite
in anul 1956. Acest tip se bucuri, pin in ‘regzent, ée cea uGi
larzi .ntrebuinfaree.

sceste alemente ou fost prizele abordute datoritd fap-
tului ci ele pot sproxima cel ozl bine zonele unul corp in
preajma unui contur varisbil § in sfarii de uccecste ele consti-
tule » rti componente sle unor elemente asi dezvoltate (Grcpte
un hiurd, ostrulotere etce.) cure, .rin uroure, ot fi conuse
din asewenea triunchiuri.

le2edele perivoreg notricei ce_ri;iditote o gigrgnty-
jui trjunciiular. rincipolele etupe in derivures uatricel de
ris;iditote o elementulul in tensiuni i defor.ayli slone sint:

I.- ale;:6reg sictemulul de_coordonote yi amnerobsrea

podurilox.

bistemul co raonstelor carteziene este or :tut in fiu-
ro le4 i cele trei noduri sint numerotute in uens ountiorure.
Coordonotele celor trei noduri sint : 1(x;, yl). 2(z, 32).

3(359 33)0

4
Y 3
F‘l\ L 2
x1
__________ ————-’1‘.1
1 |
I Py
|
|
|
gy
I
| X
0 L -
FIG 1.4

Jentru .roblena plani ce elasticitote, unde toate de=
rlasirile sint in acela3i plun, eleaentul sre doui rode de li-
vertote .entru fiecure nod, ugu cum se@ sruti im fi ura l.4,
v.tfel incit eleuentul triun thiulsr are 6 rude de libertate
cul. Vyel 5o Vel g v3). Foryele corespunziitosre cint (rxl'
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Fiecore vector conyine Gase componente, striceus de
riciditate a3 elementului.[:HF:]. esse 0 natrice de Gx6 elemen=
te, :entru storea de elesticitate plani ¢ triunchiului :

{rol [ e ]fse) (D .
Ile= Alegerequﬁunciiai ¢e deplusare [f(x.:y)l cure

defiregte daglasaxea{ b (x in fiecure unct sl elementilui.
Peatru problema elasticitiiyil plane, declasurea pantru ficeore
sunct poate fi obLiinuti conciderind Geplasirilew 31 v respec=
tiv Gupi direcyiile x g1 ye. Lacd sint jose Srude de libertate

in scect cuz,e jose coelicienyi necuroscuyi (°<1.cx2.o<3.o<4.o<

S.cxs) oint irdisjensabill in reprezentorsa polinonicli a oo-
dului ce deplasare per_is.

Leprezentarea simpli ecte dati ce uoui: ecuajil ol

noaicle

=4 od_«
U acxl + 28 + Bj (3)
v 30(4 oo<5: -Nxsy

Doci anivele dejlas xrd sint linisre in x 34 y, de.la=
sarea continui este ooisuretd in lun ul laturilcr intre cele=
;ente vecine pensru oricure denlssure nodelie .cuoyiile (3)
pot {1 scrise sudb forai notriceuli, ustlel 1@

9
o<, (%)
lxyGo¢C o<
U
{5(8'3)} '{v} ®"looo1lxy ol »
4
~5
6
sau 3 {8(8.3)} - [ f(x..v)_H"‘\I (11)
III.- hxpregille stirilor ue ceformaii s (x,3) |
0 anct din elepent, in termenii deplusipilor nodgle
88 o aAceastd etapld se reclizeszd substituind vsiorile coOEdO=

nutelor noduriler in ecuatia (II) 34 prin uriure obiinind ex-
»resiile pentru coeficienyii necunoscutie.
Ca exemglu in nocul 1 s

{82 § Sexye 3p }=[ rtxye 3 4=}
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unde [:f(xl. yl)] este dat in rolaeyia (5e3) 3

{31\[ - [1:131000 ]{"Y (5ea)

0 0 1 XY

i 1lar pentru .oaurile z ;i 3 rcluyiile sint (Seb) i

(5OC> $
{So} - [1 2 e ° O}{d* (540)
2 C o O 1 %,
3 0 0 © 1 353735

cocbinin@ vceetorul deplaszirilor .eiactru clexent, rela%i
(Jed) se obyine in tormeni Tenersli ustfel

{51}\ | {3(810 31)‘} —[f(xl.ylﬂ
{5 1ol = 15crp 91| = | Lo 1Y o)
.]{83} ) { 8(33' y}”} i [f(XB'yB)]_J

substituind relatiile (Sesebet) in reluoyis (5.d), ce
ovyine r latia

- 1(
1 % 3 ¢ v 0 “1\
{Slk o O ¢ 1 Y <
l x y -« 0 U of
§ 2 Y2 3
fse‘[ .<{ 2} = w0 C 1l 32 :]2 0‘4 (6)
{65} L ox; 3 5 0 C I
L O 0 0 1 L ’BJ 6 |

.tunci r layis (G) »oate ii scrisu @

fsetalaf= ] @

s| A
unace -
53 304
&) X4 J
171 <
A = N (v)

[ ] ) § X, J, ¢ ¢ C

g 0 o 1 X5 I,
1 33 (’;3 J O (W

| O O c 1 x3 33 |
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slemontele nmatricei [a4) sint cunoscute fiind coordona-
tele nodurilor elecentului.

Coeficientii polinomiali necunmoscutd {~!sint oscum deter—
1inati din relayia (7), seriind matricea trunspusi a coeficlen=-
pilor [A] 3 rezultd 3

{~fa[aTlisel (9

Jen ru a obyina relayls (9) éin relayia (7), trebuile
si se obyini matricea trans usi [A]’l. Jentru watricea xicd din
scest ecem: lu, acest lucru »oste fi {icut algebrie, d¢ar pentru
satrici =zaorl trebule £l fie Iicuti pe calculstore 2atru o ob=
yine sutricea [;{1.1. natricea [i] poate £1 aranjati in doul
blocuri de 2x3 3 tronspunimd blccul 3x3 31 rearsnjind din nou
[A]-l va £ s

(4] @ d= x (19)
2N
XY 3%, 0 ~X)33*I3Y) 0 X =37, C
I2™Y3 0 Y37 ° 92 ¢
- x.’,’-xz 0 ::].-xa o 82"31 C
C xg,-x,ya C -xly3¢x5;]1 C 3132""231
0 32’33 o 33°yl o J17Vo
G ’3”‘2 o xl--x5 o X=X
L .
1l 5 5
unde 2A = det ) § x5 I,
1 x5 33

= (3233 - xgya) - (xlzy3 - 1331) ’ (xly2 - xzyl) (10ea)
= 2 X 3ris elementului triun hiular.

stunci, in ecuat{is (9) a foet obiinuti rclujia coriti
fntre coeficientii necunoscuyd {<i g1 deplasirile ’\3.&.
Folosind relatis (II), de;lasdrile s (x.y)‘ in oricure
sunct (x,y) in element ot fi acum ceteruinste in funciie de
deplasirile nodsle 18%} o helayla (II) arsti cili(x,y) | =
= [2(x,3)]{<} « Do atci, sudstituind {«} relayia (3), regultd i
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lg acdale 151 . .entru protlene plane de tensiuni ;i celormatii,
vectsrul deforasyiilor sjecifice 18(3.3)\ este Got de relayio:s
£ x
€l =€y (11)
7 Xy
unde éx o Ey sint deplusixi 54 Txy este o rotaoyie.
»in teoris elasticit.{ii sint cunoccute mrutousrele
relatii intre daformayiile £ gi deplasirile U gi v
Bx ay 33 Bx
Inlocuind pe usi v din ccuayia (3), se obiine
. ol oL
fxﬂax ("‘1’ + 3y>=0<2

5y = -aa; (oz odsx +°<6y) z-=<6

Y 'l(o'i Qotzx ’otsy) *i(o( +o- X *day).o-%*o{

Xy 2y x & 5 5
De unde £ x o
et = (o5} = (=
Txy aataial>
sau
x B S N e
{eCxemd]ai €5 = |o¢ o) @ (13)
Txy ve 1L 01 oll =%
sau intre-r fora’l simpli {€ (x,x)\ = [c H“‘& (14)
vu 1l v C ¢ ¢C
unde ] = |¢c ¢ 0 0 ¢ 1 (14+3)
c ¢ 1 ¢ 1 ¢
substituind {ec\ cu ‘]'1 ﬂ&'k c¢in ralayia(9),
vOoG Lveu ¢
{Eexemd) = [c][a]2 {s°] (15)
core -o3te fi scrisid ca s{E(x,y)'{ = [B'HS‘E (V)
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unde ¢ [B] = [c][a]7} (16)

Atuncl relayia (IV) face laeyitura intre deforzayiile
ff(x,y)} in orice punect din elenment cu deplasirile nodzle {5%.

etricea [B] poate fi cbyinuté explicit prin oultipli-
carea matricei [C] din relayia (13) cu [A]‘l. aga cuam s :ost
obtinut:i in relatis (1C) :

[5] = 0 xpE, O L0 e am

ol 2 ¥~ I5 %) =%z I3y’ X,7X) IV,
unde 2 A s-a definit in zolsyia (l0ea)e.

Ve- kelotij intre eforturile_unitaore cu (efsrmoyiilg
specifice {&(x,9)] s ceplogirile nodale 18%l. Pentru probleao
nlona de elusticitote, ctorea ce eforturi {T(z,y) | in oricare
punct poote fi reprezentatd prin trei eforturi coc onante Tx,

Uye Cxye

0z
(o) V= Uy (1v)
Cxy
unde Ux g1 Oy oint tensiunile normsle i (xy este tenslunea
t.n eniyiald.
connonentele corcspunz’ .tozre ale ueformoyiilor specifi-
ce sint date de relatia (ll)e Intre uceste tensiuni ;i compo=-
nentele deforoatiilor existi o legituri care este doti de mo-
tricea [U] , unde {T(x,3)! = [DI{ECx,3) 1o
centru probleme nlone de elasticitate, D este o nutri-
ce de 3x3 termeni, care depinie de felul problerei, cdic:i este
probleni ploni ce ceformayii sau problenm:i clani ce tensiuni.
Pentru probleme »lane de teasiuni (cu<Tz = O, noramal
pe :lan), existd urc .-toerele relayii intre deforuajii 31 ten=-
siuni

I L L »

Yxy = .n _CMZ

unde = este modulul lui !oung, G este elasticilste transverso=
1i g4 Yeste coeficientul lui i’oisson.
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€ x - ) X
lex,)Y = ) €3 1 ¢ |4y (13)

xy 2 21+ y

hearunjind r:zlayio {13), =6 poate arita ci s

{ } 0 x - ) R o || €z
Wxoyd] =] Tyi= =2 v 1 ¢ [\ (<)

C xy 1=y o < L;'J' b’xﬂ
gou 3 ’(G(x.y)} =[p]1{¢ Cood 1 (£1)

substituind J€(x,y)| din relajyia (IV), 5@ objin urni-
tocrele relayii Intre tensiunile elvwentului ;i ce._lscurile
necGalee

fensiune nlani 3 {T(xey)| = [U][R] {Be} (va)
Pentzu ceformatil plane (cu ceformaiis 515 = J, n0r-sl
ne ~lan), in teoria slasticititii existi urm toarcle relajii
intre .ensiuni 1 cefor..ofii 3
Ex = X 2y _ 20 (22)

L o

U AT 1
& B
g m "'.i! - 3 + Sz = 0 (cCefornatie
I & " plonlt)
T xgm BL o AL ) 7y
G -

('8
<
n
'
<
v L"—’l 28
*

oiirin’nd Tz .4 rezolvind entrul:, Jy, Txy

0x ) 1 - U 1 fx |
leV
L6 1) . < 1 0 ty | (23)
(Lev)f1=2Y) 1=V
Uxy | 0 o R Ixy
LT . 200V |
sou 8 fq'(x.y)’] a [D]{€ (xy} (24)

substituind din nou {€(x,y)}! din relayia (IV), de-
‘crcoyia plani ecte

{Txey)y = [0][B] {$?} (Vb)
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Se vede i-ediot ci matrices [D]in reiayiile (Va) 351
(Vb) ecte ciferiti _entru cozul tensiunilcr :lone 31 cazul de-
foraayiiler plane.
Oricum, pentru 3 convcnl cu problema ploai de elsogti-
sitcte, matrices (L) poate £1 expricvati ca
dll d12 ]
[D] = 4y 4 O©
1 ©° 45
unde, pentru starea clani de tensiuni (ecusyia 2C) ¢
4y, = d22 = 5/(1 - va)
Vv -/
dlz = d21 = Hn/(l \/z)
d35 = B/2(1 V)
g4 entru ctarea plen: Ge ceforuatii (eduatis 23)

d), =d,, = L(l -v)/(1 +V)(1 = 2V)
dl2 = le = Vs/(l +V)(1 = 2V)

: v
aodale ecuivalente {F° eletil intre foryele nocule_ i dg-

plocirile {591 o1 ooyineres elementeler matricei ce risiditote
-8

L‘/‘\ ] L]
24in relayia 1 {F'} -{.ﬁB]T[D][B]d(vol)] 186} (VI)

cocntru problems plani de elacticitate, (il s-e obyinut ex.licit
rentru triunchi $i e dat in relayia (17). Matricea [D] cepinde
de cum e considersti problema, adici ,entru stocres plani. de e=
forturl sau starea plani de deformatiie.

Trebuie si observim ci natricele [3] g1 [Dlconyin nu-
moi termeni constangl ;1 ele 0ot fi scosse in fu,a inta rolei
in reisyis (VI) 3 rimine sub integrsli nunai d (vol) ccre, in
cuzul elementelor cu rocimes constaonti, este egald cu aria
triunshiulud inoul{itl cu rosizea lui.

Atunci pentru un element cu zrosime constanti s

{2} «[E1% 011 8 4] 4 5 (25
unde A¢ = soris triuncaiului x grosiuea te
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c3 § 2N = det ) § n N
1ox Y \ (26)
1 x5 35

Atunci natriceo de ri_iditste s elomentelor aste
(x¢] = [[BJT[D][B]A t] @7

“ercenii lui [R®] sot f£1 oby iouy 4 explicit din relo~
tia (27) -rin inmuljircs mstricelor [£1%,[0) o1 [8], seatru
nroblena cloni de elasticitatee

oin inoulgyirea lui (57 cu [B] sa obyine :

[Dl(B) = -L x (2v)

d),(¥27v3) ‘112("" x5), 413 (5373)) dyp(x1-%5) &3 (51908, (% ,mxy)

d51(595-93) daa(";"‘z) dz].(y}'?l) da(xl-x5) “121(31 ya)d ,o(x5m5))

31(::3-::2) 6,2(39‘33) d3) (x)=25) d53(y5=3,)! dq(x -xl)d~3(J1-3a)

unde A este oria triun_ niulul ;i cste deti e relayic (20).
“entru a obyine elementele motricel ce ricicitute [ %), sse
cum aste cati in rcletla (27), ocest :rocCus trebuie Inauliit
cu trunagusa cotriced [B] dim r:latis (17) i cu A ¢, volumul
elexentului.

i Jo=V3 0 x3-x2 ]
0 x5=X, I~V
[5]7 = A Iz 0 173 (29)
2A 0 X)=X5 ¥z=3y
NI © x5
i ¢ X=X 22 |

Atunci [x®] = [[B]T[D][B]At sau cum se oruti in re-
lagyia (30), unde t este .rosi:eae elementului finit.

VII.- stobllirea matricel €epsjund-deplsg

~tapa finoli este Geterminsres eiorturilor uanitare
ale eleaentulul din dcplasirile'nodale. itelayis din ecuutia
(V) -ermite uceastid deterw.nare :
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{T(xyy)} = [(D1[B] {&° (V)
(¢ (xop)} = [R1{S%Y (VII)

Jentru pxoblens ;lani ce elusticitote, srodusul [B] =
= [3)[51 ecte dut explicit iIn rslayia (20).

sau

le2e5¢ lementul Tinit dreptun uiular -entru roblgug
planl ce clasticitate. ~o% asa cs la junctul unterior, se vor
onuliza cele 7 etupe pentru a nsi curucteristicile ue rijlui-
tzte ~entru elementul cr-ptun;hiulor in delorceyie plan soy
tensiune .lante

leceDele Zerivorsa _.ytricel de riziditute o _clerentu-
ui dr- otinhiulgr.

Ie= Ale"grea csistenulul ue coordonste i succrobures

a-a un elexnent dr:sstunchiulur cu luturile a 51 b i
_rosines ¢, cum 32 sruti In fifura ledeae Tel usl convenubil
sicten de nurerotsre al modurilor e cel utilizet inm {i uzu
leGead, dur pot £1 folcsite i clte sistemee

entru elssticitites lani, elementul ure vou. rude
Je litertute in fiecure nod, uilci fiecure eleient ore ¢ _ro=
de do libecrtitee 7i:ura leGed 3rati cele 05t de lusari accu=
noscute 31 i uro leGeC io0riysle w:odale coraspunc . tourfe

{olouind notures wotricesli, deplusares in nddul 1°

.oate 1 sericica s ul
{51} ’{v7

1l
Y F
[ .J .l
p
e 9 u > >
1 - 2 sz qu
y 1y Fyy fy3
& y
- 1 > —
1 | b-) > PR
{
'y ,
l.i
2 q B
x
1 3 1 rrif 3
eI s
s c(5+a<bo. 2 'A L
L el
d)
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217

(og)

z(%h -'q) tep
Pt v

(26 'R (Px-x) EEp 1,

m.m nm.hv:r ..—mv mmﬂ

1 ()T
(%6 - )(*6-"6) P+
(%x ImHvAvH \NHV NNT

(26 - )X -€x) sfp+
(“h~%h)(*x-Tx) TP

i.ﬁ-ﬂwxﬁxtnv tip “

ANT uvﬁvﬁmHl.Hv mmﬂ t _"A—H:NHVA@H :«Hv ﬁmﬂ +m

+

o -%6)(X ) 2P

2(
R o
(%h ~'R)(XX) 7P

BRI

(%h 7)) Ep e (g |
(RN EER) P L g(Ex-x)(nx-SE) PPy (x -

" AsHunNX rH-wﬂv.mm_o +(
+ Amm&rx;\vrvim

(7, R )CK-X)EEPT (R -Eh X(Ph 'R ) P Y (3 -te) (X X)
( %P, 4

by -7X) SEp + x_y-mn Y('x-ex) eEp t) (- X )(fx-tx) 6Pt
+~\ANT LT P:ﬂ _”‘.ANT \.?XTH\JC N;u H+ Avh\mrx&r ,vmv :m

+ (R SR E) TP

tpt, (%, -ﬂCANn thmm@v Aar\;X~H-mvam1 t+
lNrVA\\,nuwx”v wﬂﬁu

AﬂﬁlthlVN—.HlNHV MNT + ” NNN \ﬁNVﬁ-H -tx vmn‘T+

(%A TP HtE )

v -«thmﬂ-vﬂvﬁm“ +A.m \nrvA _H-thw_m ”+ANH ,nHX.H-NHyN«w ”Amn

- I
|

MA ' -mr er -wh. ) mmﬁ + “ ANH meVAhx\Nvamv +
T«uhanan -.Hw 2zp _ ..Amr-aerH.._Hv;m
: o

(%h TR )(EX=1) EBp 4 (7x -ex )(Ex-tr) Eep ¢
FCATRXPTE) PP e (-6 K ) P

6 5 SR (s ex e
+2(€x -x) TP+ (0 -Ch)(EX - T) PP 3 (2 XX 7

(46 -€6)(Cx -vx ) €5p+ L(€2-'X) €5t
+NA.ﬁ|ﬂhv _.vT

NAmh ndm\v..mmﬁu + .AmlrWNrwAN.Rlnu.vnm1+
B EX) P 1 (TN )P

€l (T )P+ (£ Th)(Sx-T) e
VA-ﬂumTVNFT_

- x«x\ﬁvfmm P (Ex (- Sx) P+ (€ T (x-Cx) Eeps

!
{
|
|
[
|

F (o6 -2 Xox-T) PP+ (R TR (R TTR) TP+ (56 - TR)(X-fX) 2P 56

\2%

—

7 -

(2]
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34 fortele in nocdul 1 pot fi scrise ca 13 {FI} = {ixl}
yl
Tpate de lesirile 31 vectorul forjelor n~entru clement
vor f1 :

(w1
{51_‘1_/ :1
)| )+
AR . {2 (31
I I
Uy
st o
(
({Fﬁ\ ;;i
|5
{TOH i} <1F2\( ' ii; (32)
3 R
el |om

I ecare vector con ine opt terueni 7i Ge sceea wuibtri-
cea ri_icitigil [Ke] ecte ucunm 0 cutrice u¥oe

{8} o [=°]{ &) (1)

II.- algeres fungiled ¢e ¢e. luward [2(x.3)] core ce-
finete deplosures |8(Xey)] in orige punct din elegegt. In pro-
bleue »lane cde elosticitete <stureus de deplascre in orice
~unct (x,y), este detk de 3 {S(x,y)} = {*;}

Dgeit elexentul .re 9 gr.ce de libertste, In .olinozul
ce rerezintid Geolasirile totale aspar o coeficlerti necunoe-
cutd.

ol
uw -<*i +* °§x * * ORIV

v -og + °2X +°‘7y * <Xy

(33)
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Trebule 8i observium ci 3 duciéd x este constont atunci:
w yi v variazd linlasr cu y 94, sinilar, cinéd y ecte constant
ambele de,lasiiri voriszi linisr cu x. Deci deploasirile veriagh
1iniar de =-alunsul fiecirei loturi s elementului dreptunghiu-
lale .

ie exen:slu : de=-alungul laturii l - 3 y = {, sclecl
u.«l 0°<23 sl v :045 + Ko

e lasarea v variazi linisr de-a lungul zcestei lo=-
turi de 1la o valoane'°3 in nodul 1 (unde x = 0) pini la va-
loarea<=5 +c¢a in nodul 2 (unde x = 3) £ire lebede Leci ue-
clasirile sint idsntice in slegentul aciacent, de=slanjul lo=-
tur:i. ..cest fuact poate £1 ilustrst considerind elexmentcle a-
clocente 4 31 By fige leGe@e

e porcursul soluxiei se specifica

Vaa ® le si le = '58
Adicl se arsti de lusarea continuie
wcriind relayia (33) in formu catricesli

._,?
—

(34)

ag

- |

c ™
c X
o u
© 4
| i O]
X O
“ o
2o,
cﬁsakaxxnaffiffnﬁ

-

ea se poate scrie oa & {3(x,3)) = £(x,y) |{=\ (II)

I1l.~ .xpresiile stirilor de defo: watii |
oxdge punct Jin element, ip tergendi ce:lag: 4045
Aceagtll atupi se carscterizeuzi -~rin substituirea valorilor
coordoaatelor in relatia (II) g9i deterainasrea lui fetty

Cubstituind ooordonctele nodurilor in [f(;.y;] in
nodul 1, X, = Q9 N 0 ustunci :

[f (xy3 yl)] = [; 0 ¢ b 0 ¢ O OJ

o 0 0 1 o O o0
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innodulz,xzzo. yasb

1 & b 2 0 C O C
£(x )| =
[(2,;;2] [o coaxobo]
in nodul 3, Zz = a, 35 s QO
l1 a8 O ¢ & ¢ C
£(x )| =
[(3'351 [‘3c0c1ac'l

in aodul 4y x, =3, Yy, = b

[f(xa, ¥ = [1

~
v

b ab ¢©C
¢ 0 1

(W]

SN
b ab]

Q
a
Folouin@ rclaiie (24), vom obyine :

( ] -
{54‘ 1g (24035} i [f(xz;'-"z;)]lj
Substituind In [£(x,y)] relayia (35), recalt’

1T o ¢ ¢ ¢ 0 ¢ 0]
o 2 0 G 1 3 9 ¢©
1 0 b & U 0 © ©

{6 = Jo 0o o o 1 ¢ b ol (36)
1 a O ¢ 2 6 0 9
O 0 9 ¢ 1 a 0 v
1 a b ab 0 ¢ 0 0
¢ O 0 ¢ 1 a b abJ

g1 Hcote f1 exoricati cafSe\ = [A]#*\ ’ (37)

unde 1=\ este vectorul coeficlentilor nscunoscuyl a3l expresii-
1cr .olinomiale iIn r latla (33).

aAtunci relatis (37) defincgte notricea [A) .entru co=
zul purticular 3l eleaentulul dreptun;hiular in probleme plane
de elasticitate. Coeficienyii necundsecuyl {«l .ot £1 obyinujd
prin inouliirea ambelsr . ryi zle relsiieil (37) cu aatricea
inverai o lul [A] « Se obyine
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’

foct=[a])2{5"} (38)

igtricea inversi a luil [a] noate £1i obiinuti intreo
forn’i numeried pe celculator ssu intr-o formi: gliebrici. iro-
cesul de inversare este caleez simplid si convenabili zentru Ie=
zolvarea celor 8 ecuatii, uaztfel incit vzlorile celcr 3 coefi-
cienti aecuncscutd =< oot Vi exsriaayd in funcyie ce leplasiri-
ile nodsle ugl ve

scuatiile sint ¢

U =

v, = %

"
R
.
oo
nof <kl

U, <% 2+ a
I  ae
= 14a°§9 3+a:
v‘:x5oaoé+bu;?oab8

:olugla eloesricid a ccooted ecuayil este fourte sim=

A

plio
Jotinind soluyia, relajla (38) poate il scrisiica

=] [ 1 0 0 c o ¢ o 0 |[uy
=5 =1/a 0o 0 0 1/a J ¥ 0 v
"‘3 -1/b 0 1/b C e 0 V) G P
“a > _| 1/ab o) ~1/2b Y -l/ab O 1/ab © v,
°"S o) 1 (o) 0 o C > C u5
“6 o -l/a C 0 # 1/8 o v3
°‘7 o) =1/ v 1/b o) % v C ru4
) i o 1/ad U =l/8b O =l/ab << 1l/ab Vs

definindu-se sstfel metrices inversi s lui [ale
cubstituind r:iaeyie (Jo) in relciia jenersli (II),
poate {i scrisi din nou ex.recia {S(x.y)‘ in funcijie de {30}.
ca 3
{§(xe3)! = [f(x.y)] [A_].lfé.‘ (III1)
IVe- Relgtii intre daforca
¢ i1 Pot X ;
f 5@ e Acum relayiile intre deformajyiile 1C(x.y)k

-
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in orice punct in elasticitaotes plani sint inde _eadente de con-
figuratia sle:entulul alese

Ltunci relatiile (11) si (12) -entru sleuentul triun—
ghiular sint vslabile gi centru elsmentul drejtunriiulor consi-
der.t scune

&
x
stuncd {C(xep)t = ,f,y (11)
xy
31 (x = WNx .
£y = vy (12)

Yxy= dusdy + dv/dx

Inlocuiné pe 431 v Gin tclayia (3%2), ce cbyin urc.toa=
roele ex resii -en.ru cerloruayii In orice iunct «in elerent 3

E 2’— (=4 o< ol
Xom o= (0] ¢ Ee Sy 4 4%I) = <H ¢ =gy
E’y = gz; (C1§ +kc?§21>ﬁ?y + Cian?) =;c77 4 Qéx
fxyt 53; ("‘1 * SSX #4Y +,X3) + L(dﬁ + =X +°<7y *
+°<dx}) 3043 to4X + 4 5 *

!

2 ouate® savenb “ oz +erub

FIG, 1.7

Lste interesant cde observat ci deformafiile variazi
1inice e element. Considerind voriatis lul €x s un exemplu,
ge vede ¢t £ x este incerendentil de x gi depinde liniar de y,
astfel fncit vuriayia lui éx in eleaent este exemplitic.ti in
T1-ura le7e Siuiler ¢y ecte inde;cndent de y ;i cepinde ilniur
de x, in tinp ce 7:3 vorlougi liniug in funcyie Jde x 1 ye.
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33 —

Inlocuind aceste expresii sle deformeyiilor in rela=-
tia (11), se obt{ine
ox 5 + =43
el = {23 ) = | o e oim .
Xxg o(3 +<>c#x 00‘(6 4"(0:)’
“1
¢ 1 & y 0 ¢ 0 C o<y
- O 2 ¢ 0 0 01 x = (29
3 l1 x ¢ 1 0 vy ol }
u
=¢
5
“6
=4
L
)
astfel _necit ff(x,y)}: [¢]{=\ (43)

Inlocuind {=<}, prin fcolosirea r.latiei (3¢) @

et = o114 8% (81)
souu {€(x,9)) = [B]{Sa‘ (™)
unde (8] = [c)aT? (42)

relatls (IV) esta relatia ciutati intra Jeformatiile

din orice punct 31 ce.lasiérile ndodale.
Considerind coetricea [ C definiti in relatis
31 [A]'ldefinita in (38), natrices [5 ] se obyine ca 1

-3

vt o mF ____f%.'_'_z_’%i, I
| e - S E
x

relatis intre tensiuni 31 .

- - - - -

-h'-h%%

- tobilires seoguyi:

”—é & -3

(39,

iilor intre texaci.iiiie ant:z E%

Jﬂhx)_\_..s.os.mzle ¥(ro3)Y_sd ceplacurile .oicle 18°

.atormayil Gate in ccuoyie (ol) es=

te inue e€rcontis ae conii ur. 4i@ elementulul conliceraty astfel
¢l relatiile (10) pinii lalz4) sint vulasbile .i
tele r.ctonzulare.

In relayda (V) s {T{x,3) V= [L)[6] 188}

wzutfu slecen=

€))
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este datd relatia ciutsti intre tensiunile din orice punct si
deplasirile nodale. ‘atricea [D] cerutd in relajia (V) aste 1

M % ©
[p] = |a o, 0 (43)

C O d33

unde pentru stureu plani de tensiune
£

611‘622':—?
v

=4 =72

=357 21 +)

i de defornmatie’
; ; V)i (a)

= d.. =
= %2 T 5 amey

s 4 = L
2l (14v)(1-2Y)
d = —L
33 201 +v)

VI.~ Inlocuires tensiunilor intcrne jW{x.ka cu_forye=-
le nodale gtutic eeh;v;legue ‘P;j 1fstab lires rela*illa
i ] . o }

cei cCe ripidltutel K°l 3_elexentulul. .cusyis enerali ce re-

zulti antarior oote fi scrisk eca

{r®) =U[B’f [p][&] d(vol)] 159 (V1)
matricea [B] fiind definiti in relajis (&2), isr nutrices [©],
in relagia (43).

In tir.: ce ventru elezmentul triunhiulor, anbele Lo
trici, [B] g1 [0] contin nunai termeni contuntl 3i pot £1 ust-

4,

fel scoase in ufurs semnului ‘e inte:srare, in ecuatia (VI),in
Jo8st cus, entru elementul dreptunshiulur uotricea [B] conji-
ne terzeni in x yi ye

In eviluarea matricei ce rigiditute [Ke] o Gatl dE6 re=
latia
(=) =21 [D1[5] acvod) 25

unde, .entru un element cu _rosime constunti cevine
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IA.' = tff]” [o1[5] <x

trebuic - le cvolust intii -zocusul [£]% [ ][.-.;], ) S %
nii rwutricei rezultunte treouic 5. Lt

€iiad e vria cienoatulul.

lculpre ?aii -1e te cuire.

4 g 5 - 2. ~ -~
a8 LU erkji. l}it'\i ) ARGy

DSk 1 coconolisyoeb: 0l Cou lie-
cot Jceit in cesul cleszentuludl trunj.i;uuz.;z, cnsru i

. - u‘J

7Y e Fa X I -
racluce esleaivl sU . dorde YO104X3S Yisil o O ﬂ,u-Lu.iﬁ

Jingb. orda osecte culsule 6 wub i in Xelsla (RU), L@ P= LU

[.-,<e]=112~x

B -
"‘d111°-4+| )

HAdn® .
3dy + IHdazp t
3d33 ‘-ld3310"

SIMETRIC
‘_*éz?_ﬁ _% 33 _ _"‘_dgaﬂ
-3da + -4dypPr -3d— 4 do2 P+
3dw_  2dm P 53 4ds p!_
4y P =382 ¥ -2 PL 3dy 4 yd, o1y
2dn P | | 3033 2d33p 3933 L p
3 dat — —ZdZZ P— 3da + izf— -3dy - d
3d33 Hdaaf 3d33 2d33P 3d33 ‘f‘j’f;
-—20’1119' =3da - Hdyp N 3dn- 4 4 ?

2dy, P -3dp ¥ 44
3d33 '-\da‘sf’

2.d33‘P 3d33 2d33P 3d33 d
“3dy - 22 52219 -3dn + 29z F- :H i

| 3d33 2d33P’ 3933 ydy,pn 5 o

-Md'xzf’-i- 3d2,+ qdz""#
2d33 ¢+ 3d3s Y4 d3q P71

CIle= _tobllires ouriedi Sensiund=o L. ri [] .
p@luydr corut. este G_U. an pelola cencerslt (V)

Lou e T = [T 8 ,

{9 Gt = [2118) PR
ahee () s [B][5] coue uctricas c

O
(a3
k
C
>
[ ]
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—36—

r‘d“ (b "’) d2| (a x) dﬂ‘j (JQ_, (a- x) d“(b-‘i) "d21 x d” "j AZI;

'd21 (b ") “dzz (Q X) : d2| dzz (a X) d21 (6—9) . ~d22 X d?.l(j dzzx

"T—"'—“"“""‘_"'“""_'

B e

-%Jwi)-dnﬂ>ﬂ dpy(a-x) ' -d5¥ —dy3 X | dy3(b-9) dyx duﬂ

Considerind masricea [D] cefiniti im relayia (43) si
natricea [B] cefiniti in relayia (42), .rodusul[D][3] soste fi
coleculst cu in rslayle (47), unde dyys 4,50 dyoe v1 dyy ou Ve
lorile uvefinite in relsyia (44) _entru storea plani de Yeauiu=
ae i ueforuatii,

calcul.rea cecuayled (VII), folosind vuloarea lui [if]
cefiniti in relsyia (47), a% teasiunile 1V (z,y)} in orice sunct
(2,y) din elemente. “ensiunile ustfel obyinute conyin tirieni
in x ;i y cu cure culeulutorul aa poste lucrae

en.ru ¢ obiine tensiunile intreun waucit punct, coor-
conutele scestul -unct se introdue in teruenii uotricei [i:] e
Se not cstfel cdeterminc tensiunile in fiecure dim cele 4 no-
c¢uri sle elenentului. ..coste tenciuni in nocuri pot {1 repre-
centaote prin‘k’} unde

LEENT 9 [140x;43,)] |
0 I (2,050 [n(x 3 )T {5l ‘
fo} = Slraoedl | = | ity | 1 (86)
(T Cxgom ! | [1Gg095)] |

valoarea lui [H(xl.yl)] , Ge exemplu, fiind sbi{inuti prin sim-
cld inlocuire o coordonctelor nocdului 1 in exoresis lui [H)
din rclatia (47). Procedeul este sinilor -entru celelalte trel
nocurle. helajla (4v) poate £1 astfel scrisi sub foroma (43) 3

{Q'Q]] = (1/ab) =
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(=4, b=d8 0 4,8 d4b 0O 0 0 |\nedull
4ab42:dé a8 d,d ob g g x=0
=d558 4,50 dgy8 0 0 4y y=0

x=0

Q -d218 'dllb dala Q 0 dllb 0 nodul 2
y=b

-dllb 0 0 (s dllb 'dZIa C dala nodul 3 (49)
-021b 0 4] 0 dalb -622: 0 2223 xsf
0 -633b 0 (V] -sta d33 6538 y=0

0 0 -4,b O 0 =dye d,;b d,a }nodul 4
-d

C 21“' 0 0 -6223 dalb dzza X=a
y=b

0 0 0 ~-d53b -d33a 0 d536 6332:J

Aceusti rclatie se yoate resunma

{q®} = [u®] {5 o} (50)
definind astfel matricea [H‘] pentru un elcoent dre;tun hiular
in elesticitatca planu dup: cum cerfornmayiile vuriag’” linicy in
elenentul dreptunshiular, tensiunile variazi deusemenea linior
pentru valori constaonte ale luil x Gi y, defirit futd de dis—-
tribuyia uniformi a tensiunilor in clementul triunghiulare

In general, sceust: variatie liniarad nu*eate strict
corecti gi tensiunile e8lculate :rentru elementeYcoaung sle ele=-
ilentelore :':rimea ucestor discontinuitiyi este, oricum, ce o=
bicei, fourte mici, isr docd e fologiti o uiscrutizure cit ol
fini, se ~ogte obtyine o aproximare bun-: considerind vzlosrea
nedie a tensiunilor cslculate in nodurile ;articularee

le2e6e_Rlemente ngsive. .cestea ot Ii enerate pe ba=
2a oceloragi premise cus 31 in comul bLidimensionale Va trebul

ingi oei;u:ata continuitatea supxufeselorﬁglementeloz sint pla~-
ne, vuriatie funoyiilor de inter;)clsre corcspunciitosre scesto-
ro aecte in ruport numai cu doud din cele trei vorisbile 3 orin
urncree pructic, rar ce vor putea usi polinoasme couplete jen—
tru cimpul deonlag'rilor, cevarcce nu exisctd o ro uli ds nume-
roture convensbili o 1.odurilor eleuentului cure 31 usiure
succesiunea perfectld a ocestorae. De uceca va trebuil si se urw
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iwiressci ca funcyiile de interpolare si fie definite nunai in
roport cu nodurile suzrefafelor respective.

le2+601e Tatraedrul. s3te corespondentul in spagiu al
triungniului. Cimpurile de deunlasirl rentru elementul finit to-
- troedric sint s )

ro M (XeFe2) = °‘1 + °‘ax * °<5y + 42

Ug(xe392) = o5 + L2 + <5y + 52

g
Us(XoTe8) = o<, ¢ X+ <<

9 * 1o** T1Y* 12

5istenmul coordonatelor buricentrice ecte echivolent cu
unul al "coordonastelor de volum", ({ige leB)e

i 1 1 1.
L 1E & % 5 (A
x = "‘l ':-h ’..‘_."i ’;.4_ ‘5.2
4 (0,0,0,4) b J o -, 2_2‘ z_ﬁ z‘}_ :'3
53=(12=9) B3 2 Bz %y [lig

53(‘-3“’) 5,(14=0)

unde X3 y3 23 sint coor-
donotelcr uncteice
(1=1, 2, 3, 4) 51 =, 7,8
P- centroid ale .unctului P

2(0,1,9,0) In cure Ll = :gl 9%22 si
[

FIG.1.8 celelalte si.ilare, iur

p3 (0,0,4,0)

(1,0,9,0)"

= S S

vol 1234.1 1 :g 22_ 5&
6 N S B

Xy Iy %2

<1 perzite calculul cirect ol intesr.lelor ce int:rvin
cupZ forauls principalii

leLb c d oy dy az = 248l cl Al
(asbecede3l)!
unde a,beced sint respectiv sriile perpendiculure pe Ll' .43.
uao sceusta rclayle este frorte 1w ortunti uveosrcce ea ;eruits
s7 e calculeze in amsd ex_.ct intesralele ce intecrvin in cetcr-
alnures catricelcer de riziditoste 1 eristentu €4 este un sven—
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taj el introducerii coordcnatelor baricentrice, intrucit se e-
limind necesitatea evaluirii prin metode numerice (aproximati-
ve gi laborioase) s acestor integrale,

Schema intuitivi din fisurz 1.9.d indici numarul no=-
durilor necesare ale elementelor pentru a2 putes fi asiguratz
completitudinea polinomului de aproximare a cimpului deplasie
rilor.

Agsadar pentru :

a.-) Tetraedrul liniar (fige ledea) uvind noduri nu-
col in colturi, functiile de interpolars sint

Ni = Li A
unde N1 = funciyiile de inteorpclare si L1 = Kl .

be=) Tetraedrul pitratic (fige le3eb) uie zecse noduri
din csre sase la mijlocul muckiilere Funciyiile de intergolare
se determini pornind de la observa{ia c2 fieczrxe fati triun=
#hiulard a slecentului este divizsti exact ca in czzul sriun-
;shiulul gi prin urcsre se vor cutea aclica acsleasil formule,
cu observatia ci treuuie puse in coucordanj{u verizbilele ce a=-
par cu cele reale ale supraf.{ei respective,

FIG, 1,9
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De exemplu : Pentru fata 123, 3 cidrei ecuatie este
I.4 = O, functiile de interpolare corespungitoare nodurilor 1,
2, 3» B, 6, 5 sint identice cu cele date de relatia {N] =
{Iy (2 = 1) L(2L; = 1) Ly(2y =1) &L1L, BLyly AL,k |
Pentru celelalte noduri se procedeazél orin peroutiri
circulsre.
N“ = (21:“ - 1) L4
N7 = 4L1L4 pe muchia l=4
Ng - 4L3Q4 pe muchia 3=4
Hloz 4L2L4 pe muchia 2-4,

Ce~) Tetraedrul cubic (fige leJec) cu 2° de¢ noduri
(din cure cite unul pe fiecore fati) se regolvi, pe buza celor
incdicate unterior, cu formulele :

Nl ='§T'L1 (351 - 1)(5L1 - 2)
2

Ny g!? LyL,(3L, = 1)
2

rxs = g— LZLI( 31,2 -1)

pentru punctele fetei 123 31 cu cele siuilare obyinute prin
inlocuirea variabilelor ce dispsr pe celelslte (L2 cu L, de
exemplu pe fata 134).

le2e602% Ppralelipipcdule Ca gi dreptunghiul, poate

£1 conceput ca

ae~) lenente cde tip Lugrunje sau iiermite, care con-
tin gi ..oduri interioure volumulul (fige. l.1lCea,ty 34 ¢) si pen=
tru care fuanctille de inter,olare se determini ca yi in cazul
planului prin formule de forma :

Ny gg= 13 (6) 130p) 1)

sgu unele sinilzre pentru cozul polinoamelor Herunitee

be-) ilemente cu noduri nuamai pe contur (fig. 1.10 4
g4 e). Pe buza principiului enuntat la inceput, conform ciruis
functiile de interpolere urmeagd g fi definite nuriai in raport
cu nodurile corespunziétoare fetei pe csre se ofli nodul anali-
gat, in acest caz se vor aplics formulele “13 = lf(x)lﬁ(y) ex-
tinse 18 spatiul tridicensional prin sdiugarea la produsul

functiilor a polinomului Lagrange de ordinal 1 dupi dir.etia{s
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PERHORWORMEO
pentru mnchiileg = 2 1 31 cele similore pentru muchiile 7= 21
seu { = 21,
Agadar pentru
- elemente liniare 3 N, = L a. £ o) (le nh)(1+»¢o)
- glemente p tratice @

Ny = —g— (e £ NI ¢ & )(E 47450 = 2)

222 222_ 222
Ny = ﬁ"“éo)(l”/’o)(“é‘o’“‘é Maty =7 eks = EEng)

nentru colturi, respectiv, ruchii.

- gleszente cubice

Ny = by <1+g°><1+7,>(1+¢°>[ aCg 2er70p7) - 19)}
By = 2 (L4 E3Q+4)0 =)+ 97%)
centra coljuri, respectiv, nodurile situate pe zuchi le feye=
lorf = 21916 =281, svind %= 2 1/3, sltele sicilare pen=
tru celelalte muchii.
o1 vceste elesiente ot £1 erarhice, guu asgenerate
(fige lell), iar funcyiile de interpolare se .-enereszi pe ace-
leusi principii ca i In cozul elementelor ploige
rentru elexnentul din fige lellec de exemvlu avem 3

N; = g +0Y, Ny = 1, s,
N; = lig +ANg NE = N +hg
n; = Np ¢ Ng ¢ Njo NJy® Npy= 28 Ny
n:,f Mg = 200
lor celelalte Ny = N,  1n care ¢ ANy = (1-F)-F)(A+7)/16

g = (1= (1~ £)(1+8) /26
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. 1 T _
A | | 3 TerT o
"‘) et et — bl
Aol ol e sy i je
Z | =1 *—‘—bﬂ"v)
1 ".| -|o- 'F"’r‘:}" af
| 4= -— 1 + (o
s St 5 ,h‘-f:r:ﬁ/”
8 noduri liniar 23 nodufi pa*f°£° N noduri cubic
p FiG, 110

Fig, 1.1

l.2.6¢3s Prisma triunchiulard. Prisna triunghiulaerd
(£ige 1l.12) este o combinatie de triunghiuri cu dreptunghiuri

(deci un element de racordare), iar func{iile de intecrpolare
rezulti ca nigte coabina{ii convenabile intre Ll.' Lz. l’..3 =5 §
polinomul Lagrange in cirectyia £ .
Astfel, de exemplu, ientru
- clenente liniare (fig. 12.8) : Ny = é{.i(lo ;o)

- elemente pitratice (fige 12.b) 13

My = Aty QL eb)ay -2 05)

Byo® 2 Lylp(l +5)y By = Li(1 -t%
fn colturi, la mijlocul laturilor triunghiului g, respectiv,
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8 dreptunghiului.

1 12 J
1 3 '."I'-
9
.!” 7
6
1 [
o
5 13 ™
5
a.) b. )
FIG 1,12

le2.7. Elemente izopsrsmetrice. Au apirut ca urmare a
necesititil extinderii tipurilor de elemente finite pentru co-

gul problemelor ce nu puteau fi solutionate numei cu cele cite-
va forme snaligste anterior. Aceste elemente, 83e nunite "ele-~
nente de bagd", au totdesuna laturile drepte, isr sistemul lor
de coordonate locale =£, 7,5 sau Lys Ly Lye L = este totdee-
una un sistem eartezisn, in timp ce, uneori, sint necesare si
elemente om marginile curbe. Pentru a ob{ine aceste elenmente
aoi, s-8 imaginst un mod de 8 transforma punct cu punct elemen-
tele de bazid in elementele curbe ciutaste. Din figura (1l.13),
care indicd xzodul in caore se efaectueagzd aceastié operafie, se
vede ci regultd gi o transformare a sistemului de coordonate,
ce devin curbilinii.

A98 dupd cum 5 =8 viigut, verlatiile unei functii ne-
cunoscute pot fi prezentate cu ajutorul funct{iilor de interpo-
lare 51 a valorilor ei (i uneori i a derivatelor sale) in
nodurile elementului. Aceasti ob-ervatie a generat ideea ci re-
latia de transformasre dintre ceordonatele caxtczi&m x4 8l ce-
le ourbilinii sle noilor elemente §, poste fi pusi sub forma i

nsx=[E){F, T KT
x, 53 = (81155, TpeeeeFgl”
2y 8 8 = [80] {5y, Bpeeesig|T
in care functiile de interpolare trebuie si fie exprimate in

sistemul de coordonate local E,_. E= l(f;’l) pentru a resulta
intreedevir relajia formsld necesard : x, = £(£ ,).

Ia unele casuri, pentru exprimarea geonstriei elemen-
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le
(-1.0) '77 )
p
g
4
') )
~4)
N Ly
(;+0
L4320
1 —
L= 0 * ol » X
m
)|
- _
' g
r “r {_
» J._ g
Py .
” - r
’7[:4
b)
coordonate locale reprezentare cartezjana
FiG. 1.13

/ \. Y e
AN

B
) b) \____,)/
C
FIG 114
0 nunct ce definire 3 geometrier

punct ce de‘inire a variafiei cimpului deplasarilor
)

g
\o—/
g
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mentulul se folosesc parametrii (respectiv ecoordonstele) nodu-
gilor care se utiliszeasd gi pentru a exprira cimpul deplasiri-
lor (fige 1.148). Avind deci aceiagi parametrii, functiile de in-
terpolare sint egsle 3

B = N(E)
iar elenente se numese isoparametrice. In figura l.l4.a, se ve-
de ci slenentul are marginile parabole definite de cele trei
puncte, iar cimpul deplasfirilor este tot pitratic.

DocE pentru definirea geometriei elementului sint uti-
1izate masi putine noduri decit sint necesare pentru exprimares
cimpilui deplasiirilor, atunci elementele sint subparsmetrzice.
Acesta este casul cel nai des intilni¢ in aplicatiile practice,
intrucit de obicei, numal una dintre laturi trebuie si fie even-
tusl curbd, celelalte putind £1 1inii drepte. Cum in acest css
nunirul parametrilor se rezuani la coordonatele colturilor sae—-
le, un astfel de element .(fig. l.14.h) este de preferat umuia
care sr avea toate laturile curbe, ciilsr dascl acest lucru mu
este neapirat necesar, intrucit numirul gradelor de libertate
se micgoreass substantial pe ansamblul structurii.

In situatia inverss, cind geometria e mai complexi de-
cit cimpul deplasirilor, fiind deci necesare pentru determins-
rea el de mei mulyi parametrii - gi prin urmare de msi multe
noduri - elementele se nunese supraparametrice (fige l.l14.0).
Acesta este un cag mult mail rsp intflinit,

In literatura de specialitate toste aceste treli tipuri
de elemente se cunosc sub denumirea zenerici de elemente 130~
perametzice, chiar dscd - apa cum se intimpli cel mai frec -
vent - este vorba de fapt de elemente subpsrametrice sau chiar
suprapegametrioce.

De ssemenes, intrucit in cazul elementelor izoparacet-
trice propriu=zise functiile de interpolare utilizate pentru
exprimazea cimpului deplasiriler in elemenS -~ pe Ce 0 parte -
gl a geometriei scestuia -~ pe de alta - sint identice, functii-
le de intexpeolare mei sint cunoscute gi sub denumirea de func-
tii iszoperemetrice.

Marele avantaj al elementelor iseopsrametrice - in ac-
ceptiungae lor gensrali - este posibilitstea pe csre ele o cres-
sd de a se determins toste proprietitile loz pe "elementele

de basi” (adisl cele a ciror lsturi seu suprafete coincid ocu
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axele, seu suprafetele, d¢ coordonate sle sistemului leocal omo~
gen l’.1 = 0 = £n casul triunghiului sau tetrsedrului - gau ale
sistemului de eoordonate normalisat £ g = 21 - in casul drept-
unghiului sau paralelipipedului) urmind ca apoi, cu ajutorul re-
latiilor de transforzare, si fie transpuse in spatiul real.

In ccle ce urneasii, nu e vor lua toate tipurile de e-
lemente generate, Ge tipul celor analigate anterior, cidci pre-
valindu-ge de teoremele care arati cid daci elenmentsle de bazi
sint conforme, conformeé sint si elementele derivate, se poate
trage conclusia ci totalitatea formulelor anterioare este vala=-
bild atit pentru expriisrea formel elemertelor, c¢it si pentru
ces 8 deplasirilor lor interioare in toate cszurile.

Ca exenmplu, redim formulele peantru cazul triunzhiulul
cubic rectiliniu subparasmetric (N*< K) (fige. 1.153) ssu curbi-
liniu, isoparametric, (R' = N) deci laturile 2int parabole cu-
bice, (fige 1.15b) al cirui oimp al deplestrilor poate fi expri-
mat in functie de valorile sale in cele zece noduri ale elemen=—
tului.

FiG,1.15

Ly 3Ly =1)( 3y =2) /2
Lo (3Ly=1) (3L,-2)/2

1) {2 1 ceceeedl 1 Ly(3L,-1)(3L5-2)/2
b 4 xl 82..... 19 xlo 9&%(3&1"1)/2
Y (=g ¥peeeee 39 7y, 9L, Ly (3L,=1)/2 )

4o '11 'uz ‘ug Ml. 00ececevcocccsccce

27 Llp I
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Trebuie remarcat cé, aga cum se poate demonstra $i pen-
tru casul general

> K = 3 [(1'1*1‘2’1'5) 3-(L1+L2+L3)2] +(L1¢L2+L3) =1

iar pentru elementele subparametrice functiile de 1nterpolard
ce determinid geometria pot fi exprimate ca o combinatie linia-
rd a celor definite pentru cimpul deplasirilor, adicid 3

li = 201333

Modul de construct{ie a elementelor izoparametrice obig-
nuite in care intervin drept parametrii necunoscut{i numai vale=
rile funoctiel in nodurile elementului, conferd acestui tip de
element dezavantajul de-a nu putea asigura continuitatea pri-
nelor cerivate de-~a lungul laturilor (suprafeyelor) dintre e-
lemante gi ca atare nici a eforturilor ce se produec. Comodita=—
tea 5i in acelagli timp corectitudinea modulului de calcul a vo=
lumului (sau ariei) eleuentaX, cara, intervenind, dupi cum vom
vedea, in toats formulele de evaluare a proprietdyilor elemen—
tare, constituie factorul doterminant al convergeni{ei, a ficut
ins¥ ca acest tip de elemente -~ $i in apecial cele liniare cu
unele amendamente = 33 capete 0 extindere¢ extrem de mare in a=
plicafiile practice.

Pentru cazul patrulaterului corectia introdusd consti
din sdiugarea unor grade de libertate suplimentare care sié per-
mitd o reprezentare exacté a deformatiei ssle din incovoiere
pe care elementul normal nu-l poate asigura (fige 1.16).

FIG 1.16
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uy = [W]15,) devine s
4 2
weZ My eastHyea =) =

5
2y o 2
v -§K1v1¢(1-g)3*(1-‘h)°3

iar pentru cazul dreptunghiulul se poate vedea c¢i nu va mal
trebui introdus gi termemil cu (1 -£2),

Noile grade de libertate constituie de fapt nigte mo=-
duri de deformsre incompatibllae § cum Ins# energia de deforma=
re asoclati lor este przctic identicid cu cea produsi de o de=-
foroatle constantd este evident ci sle nu codifich inlr-un mod
esenyial eforturile dsterminste prin intermediul elementslor
conform 31 ca stare nu aduc decit o imbunititire evidenti a
cimpului deplasirilor (fige le.1l5.d).

le2+8¢ Simetsla gxialfie Sint multe probleme de analisgid
8 tensiunilor de o considersbili im_ ortentd practicad legate de

FiG.1.17

structurile ce presinti simetrie axiald, cum sint : vasele de
presiune, virfuri de rschete, tuznuri de ricirs, pirt{i de za-

¢ini cs pistosme, cupole, eastele de api, gl gltele, unde atit
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forea, cit si sarcinile aplicate sint axial simetrice. Folosind
elemente de revolutie, ca cele aridtate in figura l1l.17, aceste
probleme pot fi analizate folosind metoda elementelor finite.

Astfel de probleme axiasl sinetrice pot fi separate in
doui categoril principsle : plicl de revoluyie in care grosis
mea structuril este mici comparativ cu diametrul 3i corpuri so-
lide de revolutie unde structurs e groasd in conparatie cu dig-
netrul ei.

l.2.8.1. Solide de revoluiiqe. Solldele axisl simetrice
g1 corpurile de revoluyie cu ocereti grogi pot £1 idealizate
prin qelenente finite de revolutie. Fiecare element conatitule
un inel solid, a cirui sec{iune transversali este configura-
tie elerzentului particular eles. Au fost adoptete configuratii
rectangulare, triunghiulare si patrulatersle.

Datoriti simplicititii g1 adaptabilitd¢ii lui, stentia
e concentrati ssupra triunchiului de revolujie. Acest element
8 fost initisl introdus de Clough 31 Rashid g¢i aplicat de
%¥ilson la soluf{is virfului de rachet& supus unor ssrcini de
prosiunc.st,ﬁgnocratur&.

Flgurs 1.18 arati o secjiune printre-un uolid axial si-
metriec cu un element finit tipic, un inel cu trei noduri. Ur-
meazd darivares matricei de tensiune si deformatii si se vede
cd acest lucru se face la fel ca pentru elasticitatea plani a
triunghiului. Deopsebirea principsld consti fn numirul compo=-

F!GQ, 118
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nentelor tensiunilor : o coaponenti adiyionsli, tensiunes tan=
~entisll, ce trebuie inirodusi.

I.=- alg.jerec sistemului de _coorconute 4 nuierotorey
nodurilor
.Ste convenabil si ce utilizeze uoisicoul de coordonate
cilindrice (r, 2z) .i numerotures nodurilor, l, 2, 3, in sens
antiorure veplus=rile nodale $i vectorul forjelcr cint scrigi:

53} :{:1} - . ,{#xlk

) § le

P |

FIG 1.19

ande Fr 31 U sint in direcyie ruadialy, isr F 31 v sint in ci-
recyia oxigli,.

De::lagores completi gi vectorul iorjelcr .entru ele=
aent »ot f£i serisce

1%1} :ﬂ fy iﬂ

89 1 1 : . = “31
' ‘;\ | 9= 1eat ) 22

u T

v3 3 r3

Te8

“iecure ain ucest vector congine j;oze ter.cai, iur wo=
triceu ce ri; iditute [K‘] este de Lx6

P®) = [x°]18%) (1)
Iie= . ¥ ce uei'glgg-
te .e..lagareu j&(x.z}k in fis¢ure punct din elg¢ment. :'entru un

501id .xi0l simetric, ceplusureu i'ieccuil unct | ute 1 obyi-
ruti considerind ceplasirile rcuicle 54 o-isle (M, V)3 nu
existi denlasri ce cir ctia tengenyiolSe .cest elessenty, ca ;1
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elasticitotea pland a triunshiului, are 6 prede ae libertcte,
deci svem 6 coeficienti necunoscujyi (°‘1. 5 °‘3. “a °‘5;°4}1n
recrezentures olinomielé o ue;lusirilor perwisee
Cea zal sircpli r-prezentare este dutd Ce Cou: ;olinocao-
re liniare :
U mey soF 3t (51)

VeSS 5L 2

4 S 6

ientru ci ele sint linicre in r ;i 2 este asi_urcti
eontinuitstea Jdejlosirilor ce=alunul intesrfeyelecr dintre ele-
rsatele sl turctee

Trunceriind ecuatia (51) iIntr-o forami ratricecli

' 2
{5(!.2)} 31‘\43- [1 r 2 C C 0}2 (52)
v C O ¢ 1 r z|\&
5
6
suu ¢t {5Cr,2)| = [8(r,2) ]{=} (1II)

IIle= _xcrinores sturii ceplas r.l in el
in fungtie cée deulugirile nodule ﬂff o aceustz etcpi sce renli-
zeszi »orin Inlocuirea valorilor cocrconctelor nddurilor in re-
lu,4a (II1), i, rezolvind entru {xtnecunzscute 1

zentru nowul 1, (5,1 ={8(r 8t = [£Cr 20 =1
Inlbcuind :entru [£(x;s2,)] din relajio (52) 13

$61l|=_1 % 0O O O‘l{o“f (53a)
|0 ¢ ¢ 1 21 z1

cirilor sentru :ndurile 2 ;1 3

1 °c o0 ]I
‘52]!'_0 o & 1 r, 32]{ 7 (53%)
A A TR

~“en ru elezent, ca intreg, oceste natrice st fi cou=-
binate ‘eantru o da
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1 r, 5 00 0 >4

ﬂh} o o1 0 1 x g o5

] 1l r g, 0 C O <
SRR S L LR

‘33} 1 1, 85 © o 0 3

{o 0 1 r; 2 =%

care pot fi scrise ca @

fo€) = [a]{=<1 (55)
Coeficienyii necuncscuijd (ai,c%é....ﬁé) sint scun dee-
terzinati cin rcleyds (54) prin inverssreu astricei [a), pentru
3 obfine @
{ot\a [aT7F {591 (56)
Inve:sares natricei [4] este prczentateé in relayia
(57), £iind obtinutii in scelasd ~od cu entru elemnentul trimn-
~hiiulore H-8 obyinut astfel o relsyle intre coeficlenyii necu-
noscutel {x} g1 ceclosirile .ioéule isef,

[AT! = 4 x (57)
20
Faza-raza 0 -rlz342331 C ’132"221 0 i
2% o EBm 0 Ty O
2w S R b S aer S
_0 '2’3"3’2 0 . -flzé¢g5z1 _ ¢ ‘lzef?zsl
_.g_ o By 0 B O Y
r,=t 8] X 3
13 2 1°3 21 J
) | 5n g
unde 2N = dJdet |1 £, g, = 2 X oria triun  iu=-
lui
l r, 8 *
373

Folcsind relayia (II), ot £f1 ucum ceterainste deplo-
swrile in orice punct éin element in funcyie de derlusirile
ucdale 1881

{5(!.!) ! = [f(r.z)]{d\{
{5Cro8)t = [£(x,8)1[a)"Y{ 5 0 (111)

IVe- Ltobllires relogyled intre deformatille specifice
g)! in orice punct din element, de;lusirifs sx.zzl 34 apod
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deplasirile rodale iBel. Foleosind teoris elasticit:uyii, cele ps=

tru componente ale deformaflilcr entru un solic sxial sizetric
sint

Ep
Ez ’
{e(zem)t =f (50)
e
X;z
unde € o (rudiali), € (axisly), & (circunferenyiali) sint de-
rorcayille liniscre, 31 frz este veforis;isc unhiularie Zeoria

elasticitiyil di urn tourele reloyii intre ceforosyiile € gi
delusirile M gi v 3

U dv Uu v .
ft‘al;,o 52..9-;' g&';’xrz'%i’%: (52)

Inlocuind u, v din r:lstia (51), rezulti :

r " “%, 5; -cxg, 86 =<:1 *+S £, YV a > r<

r > rz
sstfel, sub forma autriceuli c‘ \
- 1
E! cC 1 < ¢ U <%
3 0 G U U u =
CACTOLNE E: “l'rle/swo C % } (69
Y‘!z LQ G 1 ¢ 1 °§-)
%
sou sicplu ¢ {e(r,z)1 = [c]{=} (61)
Inlocuiné #*Yuin relayia (56), rezulti
fecr,)t = [C1Ma]7H s (62)
sau {€tr,)t = (31447} ()

unde [5] = [c][A]'l « otricec [T este o aotrice de dizensiu-
ne 4x6 ;1 este .rczentati in reluyla (63)

Y] .—L—
(2] ZAx
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i 2,78 0 2,~%) S 2,-3, 0 |
L . H IR b SO T - |
zgz:-rizg -c!s:’:zz! L,2.=r |
4 r r ,'
4(22-23) o ’(33'“1) 0 +(zl-22) L0
CEEED L eEmry) )
:3-12 22-23 z1-£3 l 33-21 ; r=r; ! zl-zz.J
(G3)
1l r g v
undce 2A = det |1 r2 z,
' 1 23 2.,
. 2

Ve- Reloyii Intre tensiunile interne{T(r,z)} , cefor-
ootlile 1€134 ceplasirile ncdale. Componentele Sersiunii ~entra
s0liuul oxial siietric sint

Sz

{T(zym)) = (64)

Ve
Urs
unde G} (tadial).‘i; (axial).‘Té (circumferenyicl) sint tensiu
nile :ormale, iar T}‘ este tensiunea tungenyiali.
Teorla elssticitiyil orotd ci ceformayiile sint legu-
te de tensiuni sutfel 3

N EG_ "
3 - .
B b (65)
é?o = -V-SJE -d/gli + S:!E
IN B B
Y., =&

Observind cd .. = 2G(1 ¢+ V), ecuscyia (65) poate {1 re-
colvuti pentru o da teusiunile in funcyie ue deformoyii in re-
lutia (60) 3
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A ]
T [1 1=V l=V © En
v v

Ug I:; 1 v 0 gs
R - ¢ O 21 . ¢ (66)

° (Lev)(1=2V)| 1=V 1=V
¢ 12V |

re ‘ 0 C 0 21 rx

sau, 2ai sinplu s{G(x,z)\ = [D]{é(r,z)} 67)

unde [D] este motricea de elasticitste pentri acest ceg sarti=
culare

Inlocuind in relesjia (66) exprasiile lui {€(r,3)lcin
1-latla (IV), rclatdia Cintre tensiuni ;i ce;lusirile nodule
este

{0 2)} = [L][B1E} w)

VI.- Inlocuirea tensiunilor 1nterne§q15‘gljgu ioryele
podule statle echivslente { FO[ , stobilireo relagiilor intre
Ioruele rocule, veclusirile i&fj_, ior apoi obiinerea catricii
ce risiditote g elezentulul.

{ro) < {@]T[n][a] a (vo1)] {3°} (VI)
unde 8 [j’[B]T[D) [8] d(vol)) este autriceo ce rigiuitute [F_el.
Integrsarec se fuce pe volumul elementuluil, isr pentru un corp
Ge revoluyle s

d(vol) = 2 Trdrdas

co urai (k%] = f[ [B]°[D][B] 27= o, 4, (6u)

ratricele [B] i [D] in ocect caz uu fost cejs obyi=-
nute. Spre deosebire de cezul elasticitityii ~lzne, natricea
[B] cepinde ce cocrconatele r ;i 2. Trebuie apoi objinute ope=
ratiile natricelor din relatia (6u), isr tiecure termen inte-
~rut, .entru a obyine [K®) . Fentru s evito acest :rocezeu
(;xeoi, o=0 obijnuit &% se folosessci o aprowirare sicpli ce di
rczultute bune. Acessto iu lic’. Jet.r.inores satricei [3] pen=
tru un ,unct centroidsl din elenent, definit de coordonstele
(f,2), upde T = §(21¢r2a5) A T = § (z1+z2¢z3).

Astfel, motricea de rigiditste devine simoli s

[*] = 271" 0] [8] F £ (59

unde A este aria triun_niului. In catricea [2], volcrile T si
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£ sint inlocuite prin r 31 8, core dsu aatrices constunti pen=
tru crice element particulare.

Tripul produs [B]T[D][B] in relayia (69) ni o fost e-
afectuat algebric ca in casul problenelor ce elasticitute pla-
n#e

VIIe.=- Stuoilirea matricel tensiuni-Ceplasiri Hd.ita=

pa finali ecte Ceterminarea tensiunilor in orice punct din e-
lenent in funciie de deplasirile nodale a elsmentului. cest
lucru este gerais ce relayis dabi In relagia (V).

{TCzom)t = [D][B] 1%} )

ssu v ro)l = HI{EY (ViD)

Ca in nrasul (VI), daci vwulorile centroidale (Fis)
aint subotituite ih notriced [B], sint obyinute cele osstru
conponente sle tensiunii in centrul elementului.

le3e Ggoris echivalontelore. Ideea inlccuirii struc-

turii reusle cu o structuri echivaleanti mu este, cesi_ur, noui.
vejJa in secolul sl iXVIII-lea, :uler a propus inlocuires uanei
mezbrene printr-un sistem de fire flexibile ortosonalee. iupi
aceea, in anal 1774 Lernoulll o extins analois luj...uler 1luo
problemele plicilor, introducind snalo iz r. :clelor de 4rinzi,
ortosondlee

In anul 192C, Timosuenko a crezentat ..etcdo lul [en-
tru calculul bsrajelor cu wodelul forost din srce 514 consolee
In anul 1941 lirennikoff a apromimat un corpy elastic printr-o
structuri artic.luti speyialie In snul 1356 Ljoniyin a :odelat
.adii coatinue printreun sistem de bure coilauare i spu;iale
gl a ;isdit conditiile Ge echivalenti intre corpurile resle gi
nodelele inlocuitoseree.

el tirziu, cupid aproape un deceniu de stuciu gi ve-
rificorey in anul 1970 ue Ab81 0 ;ublicat resziultutele lui sub
titlul "Teoria echiivulaniyelor i aplicsreac el la diverse pro=
blene ue elasticitote”,

Teorias echivelentelor introdusui ¢e Abei a conius 1la
un procedeu de cslcul intrind im csdrul metodelox enerale gi
familiure de resolvere a problemelor de slusticitate bi gi tri-
aicensionalee Aplicarea eficienti 8 anslizei reyelelor de bure
echivalente este foarte sigurd, dotorits func;iilor exocte de
derlasiird ssu tensiuni ale elenentelor de bure, ce sint bine-
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cunoscute.

Principala dificultate in teoria echivaslenielor este
datoriti efectului eoveficientului lui Poisson, cuare nu influen—
teazd au nimic calculul sistemulul de bure unicirccylonate, dur
influenjeagi considerabil calculul rejelei de bore, cure simu=-
leaz’ corpul studiat. Datoritd posibllitiyilor mari pe care ni
le oferd tehnica moderni a cslculatoarelor, teoria echivalaen=—
telor ne permite s&i rezolvim mai ugor problemele ca pind acum,
deoarece nu su svut solujle snaliticd.

Teoria echivalenyelor consti in a inlocuil domeniul stu-
diat cu un domeniu echivalent, cu acelessi condijii de lepgi-
turl si de sarcini, lo core studiul este foarte ugor s$i se ue=
duce solutia din primul plecind din rezultste ;Jisite in al doi-
leae “ensiunile i cdeformaphiile dintr-un corp continuu parecu=
rea pot fi1 deteruinate plecind de la un zoclel echivalent mult
nuil sccesibil centru cslcul 31 care se preteazi ne culculatore

Tgoria echivulentelor, ca metodd de calcul a necanicil
constructiilor permite studierea unui corp su:us unei inc.ire=
c.ri, prin inlocuirea acestuia cu un 3lt copp fictiv oasi usor
2@ calculate

L.ngura condi{ie de echivalen{i intre corpul fictiv gi
cel real este aceea a ener;ieil de ceformajice

Consicerind un domeniu D elsstic ocupind parte din
spatiu V, supus unei incircirl provenite cintr-un potentisl
#, potenyislul total 7 sl sistemuluil (corpul ¢ inc-ircirile),
precupug conservativ, este

TaUe®ef§p

unce U este potenfislul ce ceforaatie sl corpului considerate.
Lotind prin U° (£ige 1e42C) densitutea de potenyial pe unitate
de volum, expresia de nai sus se scrie :

Te J Uodvoﬂ
v
Regolvares acestul sistem revine 13 determinarea unui
cimp de deformatie compatibil cu legiturile corpului ;i cirina-
lizind finctia m(S§ 7 = O). ;e observi c¢i dacl corpul este su=
g la o incircure a cédrel intencitate este independenti de
stores de ceformayle a corpului, functis @ -e scrie
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9o~ 5iae,-27a-]7aq,

S v

unde F': sint ssrcini concentrote aplicate pe su rsfata
axterioari S a corpulul considerat.
P ¢ sarcini distribuite ne suprufayie
F : sorcini 6 unitatea de volune.
& ¢ deplasarea punctulul de aplicayie a sarcinii consi-
Geratee.
e
AU?_ Uo @,
Uo
TR
U3
%3 FIG. 1. 20 FlG. 1. 21

Fie un 8l doiles corp ocurind acelaj ;i volum c¢u si ori-
rul, surus asceleiasi incirciri (fife 1.21). liotind cu 7" potentia=
lul total, vom gisi cimpul ce deformatie mininslizind 7(57= 0).
Yotind cu Uo densitatea de energie de aeforuajie, otential to=-
tal T gl sistemului se scrie @

”’B‘[ p‘ av + 2
v

s presupune ci 7= 577/

In ucest cazy celco aou: sisteze cint echivulente. .le
ad:.it ascelsyl cimp de Jdeformajiee Intr-adev:ir, cimpul ce ue=-
foruatle din nrimul sistem e acels;l eniru sl Colley sistem

STa§7n' =0

hga se ~oate raaduce stuciul uned corp incircut, la o=
cel sl unui corp ec.ivulent avind legi ce com .crture ciferite.

iatiy imn paorticulor, echivulenta in cale dou: cuzuri

urL. toare 3 = Cele doul. densitiyl e ueforzajle sint egale
|/
Up = U
= Cele doui densituitl ciferi cu o cauniti contityue—
te ¢ -
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°
U cUofu

Astfel ci 1 Jiao av = 0°® sau 5‘Juo dv = O
v v
In scest caz, avenm : 5J U° dv = 5J“J; dv

v
ssu 8 sT=gn’

Teoris echivolenyelor se aplici tot aga ;i cu 3 T=iall,
unde "a" este un coeficient ozrecare, acelagi dsci cele cdoui
corpuri mu ocupi acelaji volume Intr—cdevir, identitotea s/=sm’
= O egte verificati.

le3.1. cnerpic ce _deformagie elosticie In teoria echi-

valentelor eneriis de deformajyie pr-suzune ialccuirea studiue
lui corpului continuu {cum ur £1 plici .lane, plici curbe suu
cor,uril ~asive), print-run corp discret (reyea de barey sisctex
ve 5rinzi)e. Lnodelele echivaleate alese sint sresupuse e¢it . i
micie Se poate deci comnsicers cd cimpul cdeformatiilor aulese
r.nine unirorm in interiorul wocelului de bozi.

Caracteristicile de ri:iditate sle wodelului studiat
sint determ.nate pe baza identificiarii expresiilcr sotenjilale-
lor deformatiilor inmagezinate in cele douad corourd : resl si
fictive De acees, se vor stuiis, in cele ce uruseuazi, diferite
exprasli pentru enerzis ceioraujiilor corpurilor elasticee.

Abordind problems eciuivulenysi dintre un corp contie-
nuu $i unul ciscret, in cadrul elasticitdtii liniure i presu=-
puniné modele ect:ivalente elementare infinit. mieci, detorzina=
rea curacteristicilor ocestora se face il.cntificind expresiile
ootentislelor (Uo = U;).

Fie un corp continuu incircat (fi:e le22). liotim prin,
Ug comyonents de,lag’iiril W dintre-un sistem ce referinfd arbi-
tror xx(xl. X0 35). Tensorul c¢e Geformatie "eid" este definit

orin expresia 5
agn 3D
xJ xi
Densitatea de ener,ie de deforustie Uo este douti din
teoria elasticitidyili prin relatias :

U --l)‘ 2 =
° 4 TR *15°13
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2 2 2 2
= —éLA[eua»eaaﬂ”_J 7"[(911) 0(e22) +(933) +
+ 2(823)2+2(812)2+2(615)2] (70)

unde Ayimsint coeficlenyii lui Lumé. .
»3 expring relafiile cintre wodulul de elasticitote
"s" g1 coeficientul lui “oisson "y" in expresiile :

(1=2V)(1+V) 2(1eV)

\ ¥

ﬁxi ‘ X’L +1

®

| V% ju, F

Y
Ol i1 G‘l rX

U Vs
FIG, 1,22 FIG, 1.23
X3 X

Pentru ancliza problecelor elosticitiyil plone sau
tridi..ensionzte se ot sdopta diferite modele echivclentees ‘ene=
tru a ujury expunerea, s=a considerut cel dintii un sisten con=-
stituit numsi ce bare urticulcte.

Tie 0 buri A de luncinea 1 su.us’ lu un eidort norzul

REE SRS —A- = .S5€
1
unde 3 A este lungimes totali,
¢ este deformayla specificie
~ner;io de cefornagie W' corcupunz:tosre se scrie
sub iorma s
0V o b HA m =de 55162 o e pe2 (71)
2 2 2
Jande narsnetrul coracteristic € este orin definiyie
= a5l

Yotim prin ®p cosinu;ii directori al burel il in re=
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C=ofy ~jeyy
Atunci expresia (71) se scrie

7Y = ..‘_. (o‘ o )2 72

Fie 0 bari AB de lunzime 1, ciireiz ii asociem un sis-
tem de coordonate propril - AK s ulde Xi este uiriaat dupid AB
(fige le23)e otim prin« ! componenta lui < dupa Z¥ 34 prin
°1 cosinugil cirectori sl 1u1 Xl. De unde s “ 1 1«41.
uldngirea unitari 50 baorel A3 se scrie

Sx 3 i 43,
J ' J
Afo:tul normal N In AB este evideat I = =8¢, de unde
N = AS°1°3913 51 energia de deformatie corespunzitoure este :

Y g _é. el = -g— as1e? (74)

Dacd ¢ = uCl expresia devine :
3 = -é-@ €2 o -g-e (=5 °‘.1°1.-;)2
Presupunem co bara AEB g@ste incastratd in 41 31 ci epli-
cim In extremitatea liberi B o forti trunsversali I conyinuta
in planul (Xio Xé). (fige le284).
Leplasarea A cure rezulti, este definiti, dupi legile
rezistentei muteriolelor prin 3

F:MA
1’

unde I este momentul de inertiei al Lurel AB dupi dircectla Xé.
:ner ia de deformat{ie cor spun: vosre ecte atunci :

™ om ke pA w b 2l (252 -Lm )2 (75)
2 2 b § 1l

unde 7este un parumetru c 'ructerizst de valoures 7 = i"—"I.

1
Pacii secyiunea . suferi o rotajie & (fige le25) con=
foro relayied (73) si .resurunind ci lungimea 1 este alcid, a=
vem ¢

m'.g’-glsA+01.o<F 34
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A dY
unde -I— + O a<73 pi ;;j

FIG. .25

stunci relayia (79) cevine 3

‘I‘—'\
;”:!; - <L '?((oé = 5_"4_; - e)d (75) p

2 i 15y >

1 3

bt R A >~ P -, !

"naria total:z ae delsormayie din bugra A ve 1 s S,

N

o -9 i L +
l"m 8 b ’ L 54 =
Porticulsrizindu=ce exnrocia (70) sentr: citeva cozurd e
cur nt intilnite, ce odbyine @ N
*A N
10501020 - ['xoblee ae ,‘HQ rlané H >gﬁ:

" <[>

Up = (A (egy)Tele )%+ Pegpe,, &

. Slat

+ 21 (8y,)° 2=
: 1 . C e . . 4+

-bergla deformayiilor -ocelulul echivuieat se Geterai-

. . - U |
nu prin sucs energiilor ceforuwayiilor burelog cozponsntee. Le Bl >
acacu, in cele ce urneasgi, 58 ¥or pr zentu ex.reciile energii- % <
ler citorve tipuri de bLares 35

ne=) iure srticulute NE=)

= "i‘ P s °‘1°‘3°13)2
in cure x"i. °3 - coslnusurile directoare sle burel .3 in roe-
port cu sistemul de refarinyi conuidercte
C.5 = wdlyg = vole curucteristica de ri iuitste la  «
intindare scu coamresiune a burei AL i
unde 3

Se= guprufoute secyiunii trunsversule u burel

;.‘LB

1.3.1.1.
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IAB" lun;zines barel AB
Se= modelul de elasticitate.

Be=) Baogye incovoiste. Pornind de la r:=layia bine cu=
noeguti intre morentele incoveietoare 31 curburile busrelor su=
ouse 13 incovoiere

>2w
d

3.2

ui = 21 "
in care : I.- momentul de inertle cl sect{iunii trunsvercale a
barei
We= S :geata burel
Xe= uxa de referinja loceli a barei racortuti la sig=
temul de referinyi seneral prin urmi:toarele re-
layil (fige 1.26) 3

dw _dw 3x  dm dy 2w dw

- - . = == C08 < 4 == sin <
»2 - 2 2 _fg 2

—': co8” e sin o<«

oy S;Q 33

enersla de incovoiere s bareil i=J rezultid :

2,
1 ‘ = B 2) =
A9 . -:-Hé Pry=dmunayy b -

2 - 2 2 2
; P [b d a& X X in20<
= > 13 3;!- CO08 =< #2 3333 sin<<cogs X+ % S ]

unce t 113 = lun;ires barel

Pyq = ul 113 este curucteristica ce riziditute la inco-
°  volere a borei ije.

FIG, 1.26
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Ce~) Dare supuse la torsiung. ¥omentul ce torsiune
este exprimat prin relatia 3

K

= J
" 3XbY 7?7

vonl avea ¢

= (-g {!?t:soL sinowb-:%';- (cos?x= sin%)  (76)

bXbY
Substituindu-sc (78) in relayis (77) rezulti :
2
"'13 -L Ju )
% %¢ 30y

1y _L(ﬁg 3_3) Py, ]2
2 [ 2 33 Ox xdy ¢
in cure : J = momentul cée inerfle la torsiune al seciiuniil
transversale a barel
el
(1=2V)(1+V)
PidafuJ lij este curucteristica de rigicitate la
torsiune a vareil 1J.

le3e2e tarea ploni de deforia e r=2gusuniiad c¢i dee
formatiile sint nule dupi uirectida XB(e13 = 0), lensitutea de
enersia de cefornayie Uo devine

3y = 3oy 0e0? geCegp)P0e0% 2(0,5)% ]
= G Ao [ (o) 0%0e;)? | # hey 0y 02 (o) )

le3e2ele ~ {lndelul dreptunghiulare. Yodelul dreptunzhiue-
lar ABCD este constituit Cintr—un sistem de bare :crticiulate,

lar centrul H este un rod rild (fige 1e27)e itunci ssupra ba=
relor situate pe conturul ABCL lucreagzi nunsi eforturi norc-a=
le.

unsriia de cefornajie in acest caz se scrie
- . 2
éo * 2 Pus (o))

p = 2= P (0"

WY = —;— PAD[ uconaow 022811120« 26, sin<cos=< ]
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: 1 2 =
v3e = 2 Fap [eucos o< +€,,8in"x = 2e; . uincxcoacx]

In schinb elenentele ciasonsle (Ha, 11y ilC, b)) sint
'upuae la incovolerees Cosimuzil Gir-etordi ou velorile s

- _aatru i °~i = 20g <L c7‘:2 = 3in<
By = = sin < P, = C08c<
- antru ci = e CD8c< <>é = = cin o<
ﬂlasmoc (32=-coso<
- cenbru tC <>i = = CO8< o<, & sin =<
By = = sin=< B, = = D3¢
X, 4
C D
H
A B
-» X,
FIG 1. 27

atunci ener:ia Je coupresiuna este ¢ul. cu ¢

" s.\,‘.ﬂ 5 P d]: lcosaog‘o ansin2 *+ 8o sine<cos otjz
iB G %P'.B[ €,3¢c8

2
< culculim ener.ila (3 flemiune ls elcicrbclie cia ona=

o<+ @, 6in%< - e sincxco.s:o'-__]2
lee .chilibrul nacmentelor e:-te (Fige le28)
/

Ll -
[ S

) o

~
~

FIG. 1,28
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unde du~: ecuatla F = % A AB +b.=0 (79)

g,u din relayia (-%— + O)h.IJ = (o{i @1 Eﬁ)im =
x

= cosrx[- ino(—l + P8O === Sua ]-n- sinoé(- sinaé&‘l + cosds—ug-}
5:1 8x1 5x2 8 x

(-oa)mu @15%
*3

= CDBCX[ j_no(u <+ cosd-—a} - sin=x< [sino(éﬂ + casd&_“
le xl 822 er

cchizind elongsyiile cpecifice sle buoreler il gi W3
obi{iuac

A ..
(I)im - (ﬁ')tm = & Qinoccocog< (g'f 8-8':>
= 2 sinotcos (e , = €71,) (50)

Ccabin nd ecustiile (73) (8C), rezult’

A A = 3 4 - ¥
( )L.D = - (1)'L = §ineccos< (e, = G;;.

In congsecint#, eneris de flrxlune lo elenentels dioazo=-
nale se scrie, conform cu ecuzyiile (75) si (76)

v L 2 2 I'e - 2
H;[A.RC,HB' ic ® 2 ,)7‘{5 sin"~<cos d\eeg ell)

'otind cu 4 elenentul ce volum (suprsfsyl x grosize),
celiiitut de conturul AiCD, enerzia de deforiatie incasszinath
de ucestu este 1@

YWomall = SN A R A D S
’ ““o 2 et al Adi G

Inlocuind veloures lul ’Jo. ce oLglne ¥
. 2 D -
=Pirlen))° ¢ Pyolez)® ’21 Pap| e12008°<+ 0. sin“ecs

* 2 ewsindcoaof ’i‘ pBD oucosz-x + adzemad-
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-2 5 audcucx]Z
unde P,pe Pyoe Pny ol 75, S valorile

PaB = g (2> o/u-{ucotzoz)

Pic ® : (21 o= ptg)

[ = 4[’4 ——
Cea 4 gin“-/cos<

0738’_"_"5:;/\)_2_

& sin" < ens <

Dacﬁ)c/uadici LE = B unde VvV = 0,25
(1=2V)(1+v) 2(1+V)

In sceste coaditili svem svea @

aB = Fep = ‘:(“[5 - cote’ ]

Pac = Fap =§1”[3- tg"’]

: A
Pap*Pac=—Tz——=

2 sir™< co8 <

le3e2¢2¢ Kpdelul romboidgle Cels patru noduri ale rom=-
bului ABCD (fige. 1.29) sint articulate si centrul H esteg un

nod rigid. tSlemente aflate pe contur sint supuse nunal 13 e-
forturi normsle.

<
AN

FIG. 1.29 FIG. 1.30

A
B {
Fp

| \/
T \v)
» ml_q
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atunci energia de deformajie esta dati de relajla (74).

2 2 2
= i P‘.‘S[eucoa <+ ey, sinoc ¢ 2612 sine<cos cx]

Abgsd T 5
. 1 2 2
“hcyne = 5 Fac | 211008 ¢4 S0 2, sinecos ~F.

:lasentele ¢e ;@ disgonsle sint sujuse lu incovolere
oblicie iLe undie energie ce cox. resiune se scrie @
- ;_ 2
T, P (eLl)

' 'ﬁ
L&.w

. l'A‘ , 2
‘ticyun = 5 Fuc (e o)

vet rainind ener;ic ior de flexiune. chlilibrul de 0=
nente ne conduce la relajyic {(le3v) 3

s+ 1 = Ue

1,5%5 * 1,

~chirbind ioryele - cu vulorile 1lox Cobe in relatla @

2.
T = Jﬂ% A 20m sves
1l

(*“I--l-'\-);;B + (f"é')m = G
sou Wf)zm . (fq‘;‘: p =0 (1)
ain ecuztia % + 0 mtf 5511:.-‘;

(f + Oy = (A 5—1) %L

B+ o)y = 58 %%HD . s';":‘ (s2)

D clnd (é-)... - (é).w =2 e, i comoinind relsylile

(ol) 51 (u2) von obyina 3

Q +m)(-) a1 etiyd) oo
T o 1

Uin relsiia (75) sanercia de flexiuns vo i v_li g ;
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2 2
Yim * 27ep (—%;) (e,2)

(._l&Ly'e(.u,z
"sp *up

Notia prin A volumul definit de conturul ABCD, echiva~
lenta energielor de deformatie W 43, cs si in casul dreptun—

ghiului :
W-Alloawzno-wc'mowznowzs05;00%])

hc,BD = 2 Tup

e 2 2
= A{ (g-h»/«) [ (en) + (022) ]">‘°11‘22 + 2/“(312) } =

\2 2
.érm (‘11) O‘chn (‘&) +

+ EAD[:Ollcola

* rAc[eucuga eazsmax- ausMobT
Schimbind termenii prin valorile lor ;i ideatificin-
du=1 in functie de ou, voR 3Vves 8

S

4 ainc"coco(

Pua ® %[)N-Z(u- X codg oz]

Pap g[z\'& 2{“-)«%33“]

TRl AL
753 ’7@ 2
D.Oﬁ/{.(‘f adicd 2 = A cu\/-J-
(1=2v)(1+V) 2 (lev) &
Pip ™ *[’ - cotdz]

Pep = A3 - «& ]
CRberr oy

TN '2251“%“2‘12‘1""“';?’
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lelele%e= _pDuelul triunm:i.iulire '0CL 3e [rogecessi ¢o
*n guzal orccadent, voa vedea cu vriwn.iul ecailster (file
1e51) 2ute cincurul .aocel sriun-hiulor peogidile Lrunelgul tue
rociericsvde @ ¢l -uels ain 1utazrd Loube i ou,inut Jirect or=

LG win zcuuyliile o
0, =[5 = cobs”]
ecp = A5 - te” ]
A
4 hin%x'cssgz

-
A,-U

_i U cLnd o= F/3, vou sVed P;; = P ;= e .= Mauue RN T
& re PR AN -
voluoul delimitet e irinniul +.Ce 2

A g
c D
Uy 4
<
B c A ®
FiG, 131 FIG 132 Yy X

1. 3.2.40 .
le72) ce decuce ¢in -ouelul Cre¢ un_ uinler 2 0.nd oz L= in
2ciayiile ¢

éz‘((;':,\ +ﬁ-/“cot;,;‘2oc)

~ "o
"

— (2 Mo mutgToe)
<
)'n{u
4 sin?5<coa%o¢
a{Me= )
o)
4 gin“e<coge<

@ unig@ voa uveu ¢
P,.,n = LA
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sogelol

Lo Cucivole

IS --,A’
counnareld .

o< $>X1

FIG, 1.33

.\L'é‘- .
B 2

. 'L .

? ~

Y R
a R N
- - -

. .S [ £ e o e . ot

e <in el ol C08 X - Sa0p S0sSe<

n - N _ . . R . N
T i o o~ :
Le_o 0 __\:;I,u ~-3:\'4‘.A__ SRR Ty LSy L oy ) S5 U e
. - | N N Y ! N :
I3 L' a'e Le *, .2 XOo o L% e PONEIN - e (iq e @ g
& N

fo. . 0 - . s Iz \ 3 P

~ [ al | lal g - - .
v PLLLTE 2 e SLLt LD v id: \%;» s s Ll sau

J
. - - R - e ! . “ a2
s —_— s\ “a.. el PR ICSRN ol e Q2 UL [ RIS § 2o 44.»::
X
2
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e A

>

<
-

v

FIG. 1. 34
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. A 2 e A 2
Uy = 2M ): 2{«[(311) +(e&3) ] + FW gy’ 6139 +(ela) =

"""—2'

..e concideri: o _lcCi ue XDsiiasc by wenoitvuter ue ge-
a2r ia (0 )n ~g unitote de zw r_Iog use weric (U )L = "-:‘Db.
oroarind ceelayl royionausnt ca i in cazul de ugiore

wuyde oiont uentru (o:delele cnusriocre von uved @

le7eZele= DUGlUl_pIQJt&HQSiEL&EQ (Zige 1035>

— [ ))-»..(q- (A c»._(u) cst&;zo(]

Y
PR R

2(A wq)
2
P ~= [t‘),,.‘_ -()@,‘, 6 o(—J
i (A’Cf() ﬂ /‘
.)ﬁ'{ - 4! ﬂ
uh o 2, . < 47:;.;;‘,_~2 .
4 sin=<¢ c08"e< ¢ in®efdens o
& A

A M

2sind MToorosesrul coroeterictie ce Incovoisre, undg Zm=2 1
V = L.
Xz XZA
Cc D o
Ul‘ H UZ?
AL H 2
ol
A B
C
4—'X1 : >
u, U, X,
FIG. 1.35 FIG, 1.36

leZeBeite _0dalil rouboicole (:ice le30)
A
2]
2(A +2M) s1n%ec 05%<

P, = -:51[2(/\4»‘4«) - /\cotgzo(]

e =
v
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e, = )—éﬁ [ 20 -4t |

g Trp | alareh)
" HB’,/Z:D Z(A’Zf")

1.50303. ‘Qgglul )atgg‘t. (fljo 1037)

P.p = —2—=[ 5)e2m= (Ae2p) cotfor ]

¢ 2(2 +2p)
' —_—l - - o
o W 0 PiC = Shwamy L BN o) teae |
., = H M
41 y ' “de T 4 5inSeeos%e
 m af PP,
A 4 5in%ecosSe  As2M
g 5 De unue : P =P .= 3_215%
i ’X\ (A’t’?/u]
. = A
FIG. 1.37 7Y ™

07&‘ = :r%‘,%

le3e4e :lasticitste tridirensionsli. .utem conuiderc
aiferite tipuril de 1odele echivulentes 'olelul urslelizizecie
cu wzre orticulate 2. te ioesrte coucd entru cpiicupil ructie-
C€e

le3e4ele _0delul poupcicliylieuice ‘onuicer.a puroieli-
visedul AiLCDLFGH com,us din 12 Jloccnale pe fejele resectlives
(£ire le3u)e

viructeristicile diferitelcr bure cuore 12r-gugi iulo= .
lelipisedul pot fi deteruinote cu relajlo

i A ‘e Y9 ) i 9
= 2.7, ¢ * 2.7 +* 0 L e
AJD e 43 2 YY) « i 5l * o

+» ‘2. e oY v e
é:i AIi * N

unde i A = volumul parulelipiedului
UD- vensitutaeas e ener:la de deloriuyia
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= Tantru loturile cuvulul ?“B = &L
4

- “en-ru disgorslele cubului ? o = sm.
<id

1)(3
H

1
/]
1
I

Ve

1)
L}

F / : (€3
|

<~ /
~

s
F~_ A// X2
AP
!
/

/

X, FIG, 1.39

1.4, Obisetul tezei dg dogtorgt.

Se prepune studiul stérpif de tensiuni gi deformeatidi
fn structuriles mssive din beton. Fentru ccsas.a se folceess
netodsle numerice de discretizare fizici, snalizate in subca~
s24tolele 1.2 i 1.3, 91 snune netoda elementelor finite
(MeZeTe) 51 teoris scuivilentelor (TeSe)e

Hegolvarea problemgl se poats pune in doud feluri,
dupi forms structurilor nasive.

lettele Structuri uagive lungi. iscesta gsfte cazul strue—-
turilor assive de lungime mare, cu axa dresptd g1 seciiune

constonti, cuz ar f1 fundayii continue sub ziduri,in construg-
{id, ziduri de sprijin, ‘ajoalere de ecluze, barcje de greu-
tate stce

In soest cag, .rodblema spaiisli de deforma}il poate f£i
redusd ls o0 problemd plani de deformayii, deci nult nai sin-
pli. Intr-adevie, dacid iecupim din struocturi o "felie" de gro=
simea uniter® perpendiculsri e axa ei, csre cuprinde seciiu=
nea transverssli s structurii (cu axele d&e coordouste x-y),
defornatia "teliei™ in cirectia g, perpendiculard e suprafa=
ta ei, este impledicatd de restul strusturii din stings si
dreapta (& = 0) | este de 1ls sine injeles ci steree de ten—
siuni ests spatiall (V;A 0)e
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In tezi 2 analizeaszi o fundaiie centimu¥ din beton
simplu, in trepte, sub un zid de ocdrdmidi yi un gid de sprijin
din beton (capitolul 2). Cele doui structuri se studiasdi fn oa=-
ralel cu cele doui metode, pentru a se compara rezultatele (im
metoda elementalor finite coeficientul lui Pnisson se poate lua
cu valoarea prescrigi peatru beton Ve 0,20, in timp ce in teo~-
ria echivalentyelor, din echivalersa energiei de deformatie a
corpului real ou cel fictiv rezulti sdligatoriu V= G,25) ; a=a
folosit metoda clementelor finite si cuv = 0,25, peatru a ve-
dea ce diferente rezultd fatid de va 0,20 (fundatie continui).

De asemenea cele doui strusturi su fost scudiate, in
primul rind, in ipoteme simplisti clesicd a reszemdrii pe teren,
8i in al doile3 rind s-3 {inut seauwa de interscfiunea lor cu
tercn.l de fundare : un bulb sctiv de teren sub fundstia con=
tinui gi zons de slunecare 8 ftsren.lul ocentru zidul de aprijin.
Analisa i compserarva recultatelor se fac in capitolul 4.

le4e2e alte gtructuri magivge 'enbru csuructurile aasi-
ve care nu pot f£i incsdrate in cazul de wai sus (fundatii izo=

late sudb stilzi, culei de .oduri, capete Ge eciuze etce.) solu-
tic se obyine studiind starea spajiald ce deformajil (£x,fy,¢s,
Yx;y.ﬁrz.vzx) 28u starea spajiali ce temsiuni (Tx,Ty,%2,7xy, Tyz
Tye,Tzx), putindu-se dupi aceea trece ugor de la una la alta,

pe baza relatiilor din teoria elustic1t§;ii. Se foliosejzia sta-
ree spajialf® de sexnsiunis

In tezk se analizeazi O gg ,;g jzplats sub un stilp
de beton armat, 3i epruvets cilindricd (0 = 15 cm o = 30 oa)
din beton simplu, folosit: in ilaborator pentru acetercinarea
rezistentel ls compresiune Kgiy (cepitolul 3).

Pentru 3 nu mirl pres wilt volumul tezei de cvciorst,
fundstia 1zolutl este studiuti nuamal in fpotezs rezeaizii pe
teren, firi & se lua in considersre interscyiunse dintre fun—-
datie gl terenul de fundare. -entru zeioCa elenantelor finite
8=a luat V= 0,20, iar pentru teoria echivalenyelor v = 0,25.
Rezultstele 2@ anelizeazi 31 se compard in capitolul 4.

Spruvets oilindricé de beton se analizeazi, in primul
rind, fn ipoteza cd suprafate circulari de contact cu ;lats=-
nul presei hidrasulice nu se dilatd ; vslorile numerice obtinu=-
te cu cele doull metede de celcul folosite (mmbdds elementelor
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finite gi :eoria ecuivalentelor) se compari ocu regultatele &=
nalitice stabilite intr-un studlu al dr.inge Hadu !iarinov
(capitolul 4).

In al doilea rind, epruvata este studiaté in ipoteza
reald ¢ su-rafata circulari de contect cu plstsnul presel hi=
draulics se dilatd, datoriti umtlieli transverssle a betonului
sub os%iunea foryei de compresiune ; in aceasti ipotezd, in o=
f£3ra presiunilor normsla pe suprafaya de contact, apar i fore
te tangentiale ds frascare, cispuse radial si orieatate spre
intarior. Kezulsatele obiyinuie cu caele doul uetode numerice
de csloul (=etoda 3lementelor finite 31 taoria echivslenye-
1o2) sin% coaparsts cu cele obyinute axperinentsl de docto-
rand ps cilindri su dissensiuni normale insé reeliueyl din mi-
srobaton, pentru a avea o structurd cit mai omogend.

reatru o couparafie directd intre csle doui motode nu=
merice de ¢slcul, 13 stuliul cilindrulul s—-e adnis aseeagl va=
loare pentru cosficientnl lufi Poisson (V= Cp25)e

In ¢cspitolul ’V s§ treg j’ conclugzii ;enerales

Loetorsndul educe muliunirile sale conducitorulul siu
stiiptifig, orof.exerit ing. Comstuniin AViAk, waembru corespon=
dent al Academiei R.SJFom8nis, pentru indruassrea perwanentid
pe cars 1-g acordat-o pe tnt -arcursul celor trei ani de stu=-
diie

t-fultumslst de @seuanea conf.dr.inge Corneliu 50B, gele
dreinge ichard FRISDRICH $1 jeleinge Vsleriu LTUIAN, care
l=au sjutat la slaborczres orosramslor Ge& csloul necessre rea~-
lizipil tezei de Aoctorat.

Aduce trtedatl multuniri colectivului catedrel de
Beton armat i clidirl, in sinul clireia ji-s ceefd;urut scti=-
titatea timp de trel ani, persoralulul laboratorului de beton
srmet, csre l—a ajutat la efectuarea lucririlor experimentsle,
aum $i pereonalului Centrului de Calcul.. al Institutului
Politehaic "Trsian Vuia"™ din Tiilgoara, unce 8 prizit ajulor
pentru rularea ;rogranelor de calcul.
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Capitolul 2

rlalis DE DLFUR'S

2.1. Genealititi.

0 raouri o mecanicii construcyiilor o coanstituie teco=-
ria elasticitiyil, care se ocupi cu stuciul stiérii de tensiune,
al denlacirilor i ceformatiilor corpurilor solide, supuse sc=-
tiunii unui sisten ce rorye in echilibru.

.lasticitotea ;lani este teoria stirii de tensiune, a
stiril ce cCeformatie $i 3 derlasirilor wuplicavili elenentelor
care, davoriti narticuloritiiyilor de olc:ituire geometrici i
de Zncircare, se ufli in stare ;lan’l de tensiune ssu in storea
‘lani ce ceforrnaiide ,

frincipiul ce resgolvore consti in exrricares conciyjied
.@ ecuilibru sub forma su com.letd : echilibrul ::econic ¢ con-
ditie de continuitate a deformayiilore.

2elele :roblens elasticitiyil spgyialee »torea de ten=
siune, sturea de cefor_atle ;1 .e;lssirile dintr=un punct al u-
nul corp oarecure im s;ajiu § aflat in echilivru sint ceterzi-
nate . e conponentele tensorilor respsctivi dupié un sistem de
axe triortogonole Y7

- “ensorul tensiunilore. - Tensorul deforuayii-
lor specificee.
Oy Tﬁx 'Z" €x 72.733 72.1;1
Tg = Txy Jy Tia T¢ ?2.7;y €y VZ.’Ey
Txg Tyz s Y2.0xs 2 ¥yz ég

- Tensorul ceplasirilore
u u = deplasarea liniarl cupi axa Xe
Tp = \v v = deplasares liniasrid dupd uxa Ye
w w = ceplasures linlari dupu axa Ze
Lack avcm in vedere dualitotea tensiunilor tangenyiale
Txy g yx z T,’z’, Tgg ™ (gyv tensorii T5 51 T, devin
tensori si‘et: ci in ruport cu ciugonsla princizaolie
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<l-x Tyx Tox €x 2 .fyx ’2.721:
Ty = sj_m Ty Ty 3 T, = sim €y VEREY
etr Ty etx €y
1, S 1, ]

2elele roblemo elssticitifil slsnee Debterainores solu=-
tlel elasticivipil spsylale ridiesd wuril dificultiyl uoteratice.
In nuseroase cozuri practice, daborita .orticiloritiiyilor de
icituire seometricd a ccrpurilor 3i de ine'rcurc exterioari,
oroblema se -oste sinplifica redicindu-se 13 03u nusitc proe-
Dlexz. planiie .»int cunoscute doux cozuri

- Storee plani ce 5Sensiune,
= sturea leni <8 ceforusiyies

2elelels Sturea nlanl te tensiune. stursa de tensiuni
a anul corp este denurciti pland daes vectorul tanciune, din
cricurée :unct, are co:-ronzniele =ituate intr—un sin~ur :slane
acest cuz ge Zntilne;te :ractic lz eleuuentele cu ian ..zuion
ls cure aouti dimenuiuni sint oori in ru.sort cu ¢ treis isr {or-
tale sint ¢.lic.te .e ceontur fiind coactin.e ne sroviice .ile
se ot roduce la un cistem ‘lan de _nc reure situst In .lund
~edion gl elcmantuluil (rigura cele)e

94 TL,
I 1
*
H —> Z
H
A UJ
4 * 54
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In aceasti cutegorie intri srinzile perefi, disfrugue=—
le cons%ructiilor, . lanseele clidirilor solicitate ae forye o=
rizontale, dalele podurilor sub actiunea vintului sou frinorii,
coljurile cadrelor ;lane, etc. .cestea sint denumite pe scurt,
yaibe.

ssodar, prin definigle :

G, = © ' Tex ™ Tgy = © (63)

setorit’ rocicii mici (§«iL, i) Ceforzayiile i cepla-
s 'rile Cupi moraule la clenul Zeaia], sint ne:;lijadblle 3

68.0 3 = 0

De ssenenes, in virtutea relsyiei a doul din (u3)
fzx-rgy = 0
ceea c6 ingeanni ca intre doul secyiuni vecine ;arslele.. cu
»len2l Ledian na existi lunecurie
Ca urmare, tensorii ctirii plune de tansiune sjunzg
sub fopni ¢
Ty Tyx €x 2.5y u
s T =

- 7 (34)
Txy Ty & v2.9xy €y 8 v

Tq- =

Docd gvem in vedere ci la tensorii T; pi Ty pot fi a=
tusate deforzagjla specificd E; 51 respectiv ceplusarea .(degi
ca n'irine sint ne:lijabile) rezulti ci in starea ;jlanii .e ten=
ciune deiormatiile s ecifice ;i Cerlas.rile cdetermin’ stiri
spatiole.

i‘epe ndenta dintre defornstiile specifice 31 tensiuni,
in ipoteza cooportirii liniaer elastice s materiolulul se ex-
»rini orin

gx - -i-(q; -/“05)
& = -f-( TmpTy) (s5)
7, 2.2 07

Xy = n 2 J
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sau, sub forni matricealid s

£ 1l -M 0 ()
O e o
Vxy k o 0 2(1ep Txy

Reeranjind re lajyic onteriocard, se cozte arita ci s

Oy . 1 M 0 Ex
g‘y . —— M 1 ¢ 83
1- R

analizs st;rii de beusiune, a stirii de defor..afie
51 @ de-lasgiizilor ce reduce 1o 2ualiza din -Gle uuian. Cele
8 necuu23cute ale problenel (tcn-ianile : Q‘ JX'
cefor.ayiile specifice s € g0 & 3 . ue -a ¥le 1 U,
v) se deter:in: din uruutooreae v ecua 112
- dou’ gcugfil de eculiibru ﬁhcaﬁic,
- trei ecuayil eoxairice (Zeranderjs uislie Jdeforma-
tif cpecifice si me,sasurl).
- Lrel ecuatil fizice (.e¢pendenya Jinwre defor-agil
crecifice 31 tensiuni).

2elelele Ltorea nlan . .o deforusijse cturas de defor=-
mavie se n.iezte s~lan’ Jdsel Lz loszres orle rul unct ) core
~alul esle .araiell cu un vlung deuum%} {lénxl wercroctiied,y
1 ecle lace.cauenti de cistinie Ge lag ~unctil comsicerat la
scect -iane In practich acest cuz ge intilneste Lo cleugnte
core su 0 wi.enciune (lungines . Zure 1o roccr% ¢u -elalalte,
secyiunez coustontd in lung ,i cacarcures uwniicru cistribulti
dugh. lunijl.ee

criyele extericasle el C: vorieze i L.innl Ge de=
feriayle (o lencl ¥OY éin 4 o Cel)e -8LE@ Incs . cvicent cd de=
tleo rile wu loc numal cu:: Jizccyiile x 31 y, dsci intr-un
inur  lane
>in cotezordia 2laecence Lor 3flste in ctare :lani de
defor.aotie fuc rarte : zidurile de s.rijin, burojele, conduc=
tele, tuburile, fundofiile coutinue sub ziduri etce
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€y = -if- (9, 'f‘(“} *G.))

f’ s-é—(ﬁ" -(u(q" 00':))

f wlE 299 T
Xy G B XJ
tinind cont de (87) ajunve sub forma 3

exs—;:-(o;-,zg)

£y = 2 (Ty =6 (89)
fo - KA,
et B - M
nde i = i B =
u 1—:(-:2 <> S s (90)

Folosind exprimarea metriceali relatia (89) se poate
scrie sud forma

€ 1_ - 0 Ox
ty Yud| =/ 1 0 Ty
)‘x’ B 0 o 2(10/53 Txy

Resrsnjind relatia anterioard, se poate arits ci 3

Tx - 1 /".' ° Ex
q B a p § (0] ¢

Yy =T 1-p 3
Uxy 1- 0 0 2 Yxy

Starea 49 tensiune, fiind aceispil in orice sectiune
transversald (situati la o anuniti distantd de capit) ceslcu-
lul eleanentului se reduce ls calculul unei figil de lunginme
unitari.

Comperfnd ecuafiile (85) cu (89) este ugor ce consta=
tat ci orice grup din ele :-oate fi odb{imut Ain celilslt fi=-
cind corespondentas E—5& gl pa—egf,

Totodatd sl subliniem ol In tin) ce in starea planid
de tensiuns U = Oou ¢ g# O» in stares ;lani de deformsiie
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situatla este inversi (G'z # 0y €, = 0)e

2.2. Pundetil

242¢1e Gsnsralititi. Prin fundatie se intelese artea
inferiocari a unei constructii, aflatd in general sub suprafa—
ta %erenului g1 in contact direct cu acesta, i a cirel func-
tie const® in transmiterea gl repasrtizarea incircirilor aduse
de constructie (suprastructurd) la terenul de fundare.

kolul fundatiei, ca parte integranti a constructiei,
este ceosebit de important, rezistenta gi stabilitates funds-
tiei pot conditiona comportarea intregii construcgiie.

2¢202+ Clasificerea fundatillor. iistemele de fundare

se pot clasifica dupd =ai nulte criterii csre sint expuse mai
Jos 13
a - Dupd adincirea de fundsre, deosebim :

- Pundatii de suprafati (de micd adincime), nuni-
te si fundatii directe, asezste direct pe tere-
nul de fundsre, a ciZror sipiturs se poste sxecu—
ta cu sau firX sprijiniri, funcyie de natura
gtraturilor parcursee.

« Fundatii de sdincime, numite gi fundajii indi-
recte 1la care transmiterea sarcinilor la teren
se face prin intermediul unor eleamente specisle,
gub formd de pilo%i ssu chesoang.

b = Dupd forma lor in plan svem 3

« Pundstii continue sub ziduri portente.

= Fundatii continue sub stilpi.

- Fundatii izolate, specifice constructiilor pe
schelet slcituite din stilpi si rigle.

= Pundatii formate din retele de grinzi continug,
tip gritar, executate sudb giruri de stilpi.

= FPundstii tip radier, realizste sud formi de plan-
ges inverse, intilnite atit la clédirile pe sche-

let oft 91 la clidirile pe ziduri portants.
¢ = Dupl materislele din caere sint executate deosedim:
« Fundatii din piatri nsturali si artificiell.
« Pundatii din beton simplu,.
-« Fundatii din beton armasS.
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d = Dupld stares de eforturl din elementul de funda-
tie, distinfena :

- Funda$il rigide, in care se consideri ci apaz
nungi eforturi de compresiune, cele de intinde-
re g1 forfecare £iind foarte mici. )
Se aexecutd de obicei din piatri gl beton simplu.

- Pundatii elastice, in care eforturile din in-
covoiere gi forfecare sint preponderente. Se
executi in mod obisnuit din beton armate

Betonul represinti masterialul de basi folosit pentru
fundatii. Betonul simplu 3@ utilizeazd in zeneral la fundaiii-
le msaive, cu volume mari, £iind tipice jsentru construc{iile
hidrotehnice, portuare, de poduri etc. La comstruc{iile de eli-
dips este folosit in fundatiile rigide, intrucit nu poate pre-—
lua eforturi de intindere. .z unele cazuri se sdopti bstonul
ciclopian, in olcdtuiresa ciruiz intrd @i platra bruti,

2e2ee Fundatii continue sub zidurj. Se realizeszid
£n mod curent din beton sim:lu sau beton armat (fosrte rar
din zidirie de piatrl). In unele conditii speciale de teren,
fundatiile continue pot f1 previzute cu descircdri pe reazeme
izolate.

Fundetiile din beton simplu ssu beton ciclopian sint
rigide, sdicd nu pot prelus eforturi de incovoi<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>