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Cuvânt înainte 
 
 
 Teza mea de doctorat a fost elaborată pe parcursul activităţii de cercetare 
desfăşurată în cadrul Departamentului de Mecanică şi Rezistenţa Materialelor al 
Universităţii „Politehnica” din Timişoara. 
 Lucrarea tratează problema ruperii fragile în modul mixt I/II a materialelor 
poliuretanice în prezenţa concentratorilor de tensiune, materiale utilizate astăzi pe 
scară largă în aplicaţiile industriale. În prima parte a lucrării sunt prezentate 
rezultatele încercărilor experimentale efectuate pentru determinarea caracteristicilor 
mecanice, elastice şi de mecanica ruperii ale două materiale poliuretanice cu 
densităţi diferite. Două tipuri de epruvete au fost utilizate pentru realizarea testelor 
de mecanica ruperii: epruvete semidisc cu concentrator singular de tensiune de tipul 
fisură şi epruvete dreptunghiulare cu concentrator nesingular de tensiune de tipul 
crestătură U, pentru patru valori diferite ale razei la vârful crestăturii. Prin 
adecvarea condiţiilor de încercare au fost realizate şase combinaţii diferite între 
modul I şi II de solicitare. 
 Condiţiile critice ale ruperii fragile sunt estimate în lucrare pe baza calculului 
tensiunilor, respectiv pe baza calculului energiei de deformaţie. În acest scop, sunt 
utilizate criteriul tensiunii circumferenţiale maxime (criteriul MTS) formulat de F. 
Erdogan în 1963 şi două modificări recente aduse acestuia, şi anume: generalizarea 
criteriului MTS (criteriul GMTS) prin considerarea efectului tensiunilor nesingulare T 
propusă de D.J. Smith (2001) şi extinderea criteriului MTS pentru cazul 
concentratorilor nesingulari de tensiune (criteriul UMTS) formulată de M.R. 
Ayatollahi (2009). De asemenea, sunt implicate criteriul energiei specifice de 
deformaţie minimă (criteriul SED) formulat de G.C. Sih (1974) şi criteriul valorii 
medii a energiei specifice de deformaţie (criteriul SED medie) propus în lucrările 
publicate de P. Lazzarin (2001, 2005) şi F.J. Gómez (2007). Rezultatele obţinute 
sunt prezentate în forma diagramelor de rupere şi a diagramelor de variaţie a 
unghiului critic de iniţiere a ruperii. De asemenea, predicţiile forţei critice de rupere 
sunt prezentate prin comparaţie cu rezultatele experimentale. O serie de 
recomandări privind acurateţea şi aplicabilitatea criteriilor analizate sunt formulate 
în baza acestor rezultate. 
 În final, este investigată influenţa modului mixt de solicitare asupra 
traiectoriei fisurilor la ruperea epruvetelor semidisc. Simularea numerică a 
propagării fisurilor este realizată utilizând două tehnici, şi anume: propagarea 
cvasiautomată a fisurilor cu pachetul software FRANC2D/L şi propagarea interactivă 
a fisurilor cu pachetul software Abaqus 6.5. Lucrarea se încheie cu o prezentare a 
principalelor rezultate şi a contribuţiilor personale. 
 
 
 
 
 
Timişoara, decembrie 2012    Hannelore-Elfride FILIPESCU 
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Rezumat, 
Lucrarea este dedicată studiului ruperii fragile în modul mixt I/II 
pe materiale poliuretanice în prezenţa concentratorilor de 
tensiune. În prima parte sunt prezentate rezultatele testelor 
experimentale efectuate pentru determinarea caracteristicilor 
mecanice, elastice şi de mecanica ruperii. Comportamentul 
materialelor poliuretanice la ruperea fragilă în prezenţa 
concentratorilor de tensiune este evaluat pentru două tipuri de 
epruvete utilizând mai multe criterii de rupere. O serie de 
rezultate importante sunt prezentate şi analizate: diagramele de 
rupere, diagramele de variaţie a unghiului critic de iniţiere a 
ruperii şi predicţiile forţei critice de rupere. Fundamentate pe 
aceste rezultate, sunt formulate o serie de recomandări privind 
acurateţea şi aplicabilitatea criteriilor analizate. De asemenea, 
sunt estimate prin simulare numerică cu metoda elementului finit 
traiectoriile de propagare a fisurilor. Ultimul capitol prezintă 
principalele rezultate şi contribuţiile personale. 
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1. Stadiul actual al cercetărilor privind evaluarea 
condiţiilor critice ale ruperii fragile 

 
 

1.1. Importanţa cedărilor prin rupere fragilă în inginerie 
 
 

 Cedarea este definită de Pană [2000] ca “starea în care o structură sau o 
componentă a unei structuri devine neutilizabilă sau necorespunzătoare scopului 
pentru care a fost proiectată“. Termenul de cedare este folosit şi pentru a 
caracteriza un material aflat în stare de rupere, de curgere generalizată sau în 
condiţiile de propagare instabilă a unei fisuri preexistente. 
 În general, cedarea componentelor mecanice se produce printr-unul din 
următoarele moduri (Stephens [2001], Taylor [2007]): 

• cedarea prin deformare excesivă elastică sau plastică; 
• cedarea prin rupere ductilă desemnează cedarea cauzată de producerea 

deformaţiilor plastice la nivel macroscopic, prin depăşirea limitei de curgere a 
materialului pe o porţiune importantă a secţiunii, care au ca rezultat ruperea sau 
modificarea formei componentelor structurale; 

• cedarea prin rupere fragilă este rezultatul propagării instabile a unei fisuri 
preexistente sau a unei fisuri iniţiate la vârful unui concentrator de tensiune, 
propagarea fisurii fiind însoţită de regulă de deformaţii plastice foarte mici. 

• ruperea prin oboseală este rezultatul acţiunii sarcinilor variabile în timp, 
propagarea fisurii de oboseală fiind însoţită de deformaţii elastice reduse (oboseală 
în domeniul durabilităţilor mari); 

• ruperea prin fluaj reprezintă un mod de cedare specific componentelor 
structurale care lucrează la temperaturi mari şi constă în producerea de deformaţii 
plastice importante sub acţiunea statică îndelungată a sarcinilor de exploatare; 

• ruperea datorată coroziunii este un mod de cedare treptată, caracterizat 
prin iniţierea şi propagarea unei fisuri ca rezultat al acţiunii conjugate a mediului 
coroziv şi stării de tensiune produsă de sarcinile aplicate; 

• uzura desemnează cedarea cauzată de interacţiunea dintre două suprafeţe 
în contact în mişcare relativă. 
 
 Distrugerile cauzate de cedarea componentelor structurale sau structurilor 
prin rupere fragilă sunt importante, câteva cazuri larg mediatizate fiind amintite aici: 

• distrugerea prin rupere fragilă în ianuarie 1919 a unui imens rezervor de 
melasă al unei distilerii din Boston; 

• avariile suferite de navele Liberty şi tancurile petroliere T2 în timpul celui 
de-al doilea război mondial, vase realizate prin sudare din oţeluri cu rezistenţă 
medie; 

• accidentele catastrofale ale avioanelor Comet în perioada 1952-1954 
cauzate de cedarea fuselajelor prin creşterea rapidă a fisurilor apărute în zona 
hublourilor; 
În acest context, în cea de-a doua jumătate a secolului XX, a apărut o disciplină 
nouă, numită mecanica ruperii, având drept obiect de studiu analiza experimentală 
şi teoretică a comportamentului structurilor în prezenţa fisurilor. Dezvoltarea 
mecanicii ruperii s-a bazat pe rezultatele obţinute în diverse domenii de cercetare 

BUPT



 5 

(fizica solidului, teoria elasticităţii şi plasticităţii, analiza numerică, etc.), contribuţiile 
majore în domeniu fiind următoarele (Pană [2000], Saouma [2000]): 

• pe baza unui studiu teoretic şi experimental realizat pe bare din sticlă, 
Griffith [1921] explică reducerea rezistenţei de rupere a materialelor perfect fragile 
prin procesul de dezvoltare a defectelor; 

• Griffith [1924] formulează bilanţul energetic dintre energia eliberată prin 
introducerea unei fisuri şi energia necesară pentru crearea suprafeţelor libere în 
solide; 

• Westergaard [1939] introduce funcţia complexă de tensiune ( )zZ  şi obţine o 
expresie pentru câmpul tensiunilor şi deplasărilor de la vârful fisurii; 

• investigând ruperea metalelor Irwin [1948] completează bilanţul energetic 
formulat de Griffith cu energia consumată pentru formarea zonelor plastice de la 
vârful fisurii şi propune un nou criteriu de rupere introducând conceptul de forţă de 
extensie a fisurii , Irwin [1956]; 

• Irwin [1957] introduce noţiunea de factor de intensitate a tensiunii K  în 
exprimarea câmpului tensiunilor şi deplasărilor de la vârful fisurii; 

• Paris [1961] propune prima ecuaţie empirică care exprimă viteza de 
propagare a fisurii de oboseală în funcţie de variaţia factorului de intensitate a 
tensiunii; 

• pentru caracterizarea comportării neliniare a materialului în zona de la 
vârful fisurii Wells [1963] utilizează deplasarea de deschidere la vârful fisurii CTOD , 
iar mai târziu Rice [1968] introduce conceptul integralei J ; 

• Erdogan [1963] introduce primul criteriu pentru evaluarea propagării în 
modul mixt a unei fisuri şi anume criteriul tensiunii circumferenţiale maxime. 
 Actualitatea şi importanţa problemei cedării prin rupere fragilă la solicitări 
statice a componentelor structurale este dovedită şi prin numărul extrem de mare al 
lucrărilor ştiinţifice publicate şi indexate în bazele de date ale editurilor de prestigiu: 
ScienceDirect-Elsevier peste 78700 titluri, respectiv SpringerLink peste 35400de 
titluri. Acestora li se adaugă numeroasele monografii publicate (Janssen [2004], 
Gdoutos [2005], Anderson [2005], Dumitru [2001], Taylor [2007], Constantinescu 
[2003], Cotterell [2010], Saxena [1998], Shukla [2005)] şi conferinţele 
internaţionale organizate periodic în domeniul mecanicii ruperii (International 
Conference on Fracture ICF, European Conference on Fracture ECF, Fracture and 
Damage Mechanics FDM; New Trends in Fatigue and Fracture NT2F, Crack Paths 
CP). Tendinţele actuale în domeniul mecanicii ruperii, relevate de conţinutul ştiinţific 
al lucrărilor publicate, pot fi sumarizate astfel: 

• perfecţionarea metodelor de calcul a parametrilor de mecanica ruperii  , K  
şi J ; 

• utilizarea metodelor numerice în evaluarea parametrilor de mecanica ruperii 
 , K , J  şi în predicţia traiectoriei de propagare a fisurilor; 
• formularea unor criterii noi de estimare a condiţiilor critice ale ruperii pentru 

modurile mixte de solicitare; 
• utilizarea conceptelor mecanicii ruperii pentru evaluarea comportării 

materialelor şi structurilor la solicitări variabile; 
• îmbunătăţirea metodelor de determinare a tenacităţii la rupere pentru 

materiale avansate (materiale compozite, nanomateriale, materiale cu proprietăţi 
gradate funcţional); 

• modificarea criteriilor de rupere aplicabile corpurilor cu fisuri astfel încât să 
permită evaluarea ruperii componentelor structurale cu concentratori de tensiune 
nesingulari. 
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1.2. Noţiuni introductive de mecanica ruperii liniar elastice 
 

1.2.1. Câmpul tensiunilor elastice în vecinătatea vârfului fisurii 
 

 Modul în care se extinde o fisură depinde de starea de tensiune realizată în 
solidul solicitat. După mişcarea relativă a suprafeţelor de rupere, situate de o parte 
şi de a planului în care se propagă fisura, extinderea acesteia are loc în următoarele 
trei moduri simple (fig. 2.1): 

• modul I – fisura se extinde prin deschiderea suprafeţelor de rupere; 
• modul II - fisura se extinde prin lunecarea frontală a suprafeţelor de rupere; 
• modul III - fisura se extinde prin lunecarea laterală a suprafeţelor de 

rupere. Oricare mod mixt se poate exprima printr-o combinaţie a celor trei moduri 
simple. Pentru fiecare dintre cele trei moduri simple se defineşte câte un factor de 
intensitate a tensiunii IK , IIK , IIIK , un parametru important în mecanica ruperii 

liniar elastică. 

 

Fig. 1.1. Modurile simple de propagare a fisurii 

Cu referire la problema bidimensională, se consideră o fisură străpunsă de lungime 
a2  într-un corp omogen, izotrop şi liniar elastic (fig. 1.2). Câmpul tensiunilor 

elastice într-un punct de coordonate ( )θ,r  din vecinătatea vârfului fisurii ( ar ≤ ) 

poate fi descris prin componentele xσ , yσ  şi xyτ  exprimate în sistemul de 

coordonate carteziene (Westergaard [1939]): 
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cu 0ττ yzxz ==  şi 0σz = , pentru starea plană de tensiune, respectiv 

( )θrz σσνσ +=  pentru starea plană de deformaţie. 

 Deplasările după direcţiile axelor de coordonate sunt exprimate prin: 
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

 (1.2) 

În starea plană, deformaţiile specifice unghiulare 0γγ zxyz == , iar deformaţia 

specifică liniară 0εz =  pentru starea plană de deformaţie şi ( ) Eσσνε yxz +−=  

pentru starea plană de tensiune. În expresiile (1.2) G  reprezintă modulul de 
elasticitate transversală, ν43κ −=  pentru starea plană de deformaţie şi 

( ) ( )ν1ν3κ +−=  pentru starea plană de tensiune, cu ν  este coeficientul lui Poisson 
(coeficientul de contracţie transversală) şi E  modulul de elasticitate longitudinală. 

 

Fig. 1.2. Componentele tensiunilor elastice în vecinătatea vârfului fisurii (problema plană) 

 Expresiile (1.1) mai conţin parametrii IK , IIK  care caracterizează câmpul 

tensiunilor şi deplasărilor din vecinătatea frontului fisurii, denumiţi factori de 
intensitate a tensiunii corespuzători celor trei moduri simple de extensie a fisurii. În 
aplicaţiile practice, expresiile factorilor de intensitate a tensiunii conţin parametri ce 
caracterizează dimensiunea fisurii, geometria corpului şi starea de solicitare; în 
monografiile lui Tada [1985] şi Murakami [1987], [1992] sunt prezentate expresiile 
acestora pentru o mare diversitate de configuraţii geometrice şi tipuri de încărcări. 
Dacă câmpul tensiunilor elastice în vecinătatea vârfului fisurii este cunoscut, de 
exemplu în urma analizei cu elemente finite, atunci o definiţie formală a factorilor de 
intensitate a tensiunii este dată prin relaţiile: 

.rπ2τlimK,rπ2σlimK xy
0r

IIy
0r

I
→→

==  (1.3) 

 Deseori, în aplicaţiile practice este utilă exprimarea tensiunilor în sistemul de 
coordonate polare (Smith [2006]): 
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( ) .rOθcosθsinT1θcos3
2
θ

cos
rπ22

K
θsin

2
θ

cos
rπ22

K
τ

rOθsinTθsin
2
θ

cos
2
3

rπ2

K
2
θ

cos
rπ2

K
σ

rOθcosT
2
θ

tan2θsin
2
3

2
θ

cos
rπ2

K
2
θ

sin1
2
θ

cos
rπ2

K
σ

21III
θr

212II3I
θ

212II2I
r

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+−−+=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++−=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

(1.4)

 Din examinarea relaţiilor (1.1) se observă că toate componentele stării de 
tensiune prezintă discontinuităţi la vârful fisurii, adică pentru 0r = , din cauza 

termenului singular rπ21 . Această singularitate este dominantă în imediata 
vecinătate a vârfului fisurii, pentru fiecare mod în parte. Termenul nesingular T  
reprezintă tensiunea constantă care acţionează paralel cu direcţia fisurii, numit 

tensiune T , iar termenii nesingulari de ordinul 21r  sunt neglijabili în vecinătatea 
vârfului fisurii. 
 În realitate tensiunea nu este infinită la vârful fisurii, materialele reale 
manifestând efecte de plasticitate datorită concentrării puternice a tensiunilor şi 
deformaţiilor. Se formează astfel la vârful fisurii o zonă deformată plastic (enclavă 
plastică) ale cărei formă şi dimensiuni depind de starea de tensiune şi deformaţie. 
Dacă raza zonei plastice de la vârful fisurii este relativ mică în comparaţie cu 
celelalte dimensiuni geometrice, factorul de intensitate a tensiunii se poate utiliza în 
forma dată de mecanica ruperii liniar-elastice în regiunea de la vârful fisurii 
denumită zona de dominanţă a factorului de intensitate a tensiunii. 
 Consideraţi parametri esenţiali în mecanica ruperii liniar elastică, factorii de 
intensitate a tensiunii IK , IIK  caracterizează câmpul tensiunilor şi deplasărilor din 

vecinătatea frontului fisurii în zona de dominanţă. Aceştia controlează 
comportamentul fisurii determinându-i stabilitatea, traiectoria şi viteza de 
propagare. 
 Evaluarea factorilor de intensitate a tensiunii pentru o aplicaţie dată, deseori 
o problemă dificilă, se poate face prin metode analitice - metoda aproximaţiilor 
asimptotice, metoda transformărilor conforme, metoda transformărilor integrale, 
prin metode numerice sau prin metode experimentale – fotoelasticitate 
(Constantinescu [1999]), tensometrie electrică rezistivă (Dally [1986]), corelare de 
imagini digitale (Dudescu [2009]), termoelasticimetrie (Marşavina [2004]). 
 Introducerea metodelor numerice (metoda elemetului finit Zienkiewicz 
[1977], Blumenfeld [1995], Rao [2005], Faur [2002], metoda elementelor de 
graniţă, Brebbia [1980], [1989]) în analiza câmpului tensiunilor şi deplasărilor 
elastice în vecinătatea vârfului fisurii a condus la dezvoltarea tehnicilor de extragere 
a parametrilor de mecanica ruperii, în particular a factorului de intensitate a 
tensiunii şi a tensiunii nesingulare T , din rezultatele numerice. Pentru extragerea 
factorului de intensitate a tensiunii sunt utilizate frecvent următoarele tehnici, 
implementate în pachetele software comerciale: 

• metoda corelării deplasărilor, Chan [1970], Shih [1976]; 
• metoda integralei J , Cherepanov [1967], Rice [1968], Ishikawa [1980]; 
• metoda extensiei virtuale a fisurii, Rybicki [1977], Ramamurthy [1986], 

Raju [1987], Singh [1998]. 
Metoda integralei J  este implementată în pachetul software Abaqus 6.5 pentru 
extragerea termenului nesingular T . 
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1.2.2. Câmpul tensiunilor elastice în vecinătatea vârfului 
concentratorilor de tensiune nesingulari (crestătură V rotunjită, 
crestătură U) 

 
 Prima încercare de a descrie într-o formă analitică câmpul tensiunilor 
elastice în vecinătatea unui concentrator de tensiune nesingular îi aparţine lui 
Creager [1967], pentru o crestătură adâncă şi subţire cu raza la vârf mică. După 
soluţia lui Creager câmpul tensiunilor este similar cu cel al unei fisuri, al cărei vârf 
ascuţit este plasat în punctul aflat la distanţa 2ρ  faţă de centrul de curbură al 
crestăturii rotunjite. Glinka [1985], [1987] a modificat soluţia lui Creager propunând 
o expresie nouă pentru factorul de intensitate a tensiunii K . 

 

Fig. 1.3. Geometria concentratorului de tensiune în abordarea lui Filippi [2002] 

 Adoptând metoda funcţiilor de variabilă complexă pentru determinarea 
distribuţiei tensiunilor elastice la vârful unui concentrator de tip crestătură (fig. 1.3), 
Filippi [2002] propune două funcţii analitice de forma: 

( ) ( ) μλμλ zczbzψ,zdzaz +=+=  (1.5) 

unde coeficienţii d,c,b,a  sunt complecşi, exponenţii μ,λ  sunt reali, 0λ >  şi 
μλ > . Filippi impune condiţiile la limită într-un sistem de coordonate curbilinii u  şi 

v  (fig. 1.4), cu relaţia de transformare a coordonatelor: 

( )qqθi viuwzeryix +====+  (1.6) 

unde coeficientul real q  primeşte valori în intervalul: 1 (în lipsa concentratorului) şi 
2  (cazul fisurii). Curba definită prin condiţia 0u =  în sistemul de coordonate 
curbilinii descrie în ( )y,x  un unghi ascuţit la vârf egal cu α2  

( ) ,q2πα2 −=  (1.7) 
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iar curba 0uu = , corespunzătoare flancurilor libere ale concentratorului, prezintă la 

vârf o rază de curbură ρ  (la nivelul intersecţiei cu axa x , unde q
00 ur = ): 

.
1q

rq
1q

uq
ρ 0

q
0

−
=

−
=  (1.8) 

Deoarece flancurile crestăturii sunt libere de sarcini, condiţiile la limită impuse sunt: 

( ) ( ) .0τ,0σ
00 uuuvuuu == ==  (1.9) 

 

 

Fig. 1.4. Sistemul de coordonate curbilinii pentru impunerea condiţiilor la limită 

Din cauza numărului redus de parametri ai funcţiilor de tensiune alese, condiţiile la 
limită nu pot fi satisfăcute în întregime de-a lungul flancurilor libere ale crestăturii. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .0τrlimτrlim0ττ

,0σrlimσrlim0σσ

,0σ
q
2

θ

τ

v

τ

,0τ
q
2

θ

σ
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,0ττ,0σσ

θr
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2πqθ
r

θr
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2πqθ
rvv

uuuv
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uuuv
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r

θ
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uuu
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uuu

0θ
rr

θ
θr
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r
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uuuv
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uuu

0
0

0
0

0
0

0
0

00
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⎠
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⎝
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⎠
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=⎟
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⎜
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⎛
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∂
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=
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=
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(1.10) 
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Astfel, Filippi le simplifică considerând că (1.9) trebuie satisfăcute suficient de 
departe de zona de la baza concentratorului unde termenii de exponent μ  sunt 
lipsiţi de sens, iar câmpul tensiunilor trebuie să fie descris cu exactitate în 
apropierea concentratorului (iar de aici, primii doi termeni ai dezvoltării în serie de-a 
lungul flancurilor, asociaţi tensiunilor uσ  şi uvτ , trebuie să fie egali cu zero). De 

asemenea, Filippi a impus ca tensiunile de întindere să fie nule la distanţă de vârful 
cretăturii, pentru componentele de exponent μ , rezultând în final relaţiile (1.10). 
 Soluţionarea în detaliu a problemei se găseşte în lucrarea lui Filippi [2002], 
pentru modul mixt I+II tensiunile în zona concentratorului fiind date de relaţiile 
pentru modul I: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

+−

+

+
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−

−−

−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

+−

+

−+
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−

−−

−+

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

θμ1sin

θμ1cos

θμ1cos

χ

θμ1sinμ1

θμ1cosμ3

θμ1cosμ1

χ
r
r

1q4
q

θλ1sin

θλ1cos

θλ1cos

λ1χ

θλ1sinλ1

θλ1cosλ3

θλ1cosλ1

arλ

τ

σ

σ

1

1

1

c

11

11

11

d

λμ

0

1

1

1

1b

11

11

11

1
1λ

1

θr

r

θ

11

11

1
1

 (1.11) 

şi pentru modul II: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

+−

+

+
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−

−−

−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

+−

+

−+
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−

−−

−+

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

θμ1sin

θμ1cos

θμ1cos

χ

θμ1sinμ1

θμ1cosμ3

θμ1cosμ1

χ
r
r

1q4
q

θλ1sin

θλ1cos

θλ1cos

λ1χ

θλ1sinλ1

θλ1cosλ3

θλ1cosλ1

arλ

τ

σ

σ

2

2

2

c

22

22

22

d

λμ

0

2

2

2

2b

22

22

22

2
1λ

2

θr

r

θ

22

22

2
2

 (1.12) 

unde 1λ  şi 2λ  sunt primele valori proprii (dominante pentru starea de tensiune din 

zona concentratorului) ale ecuaţiilor (“+” pentru modul I şi “-” pentru modul II): 

( ) ( ) .0πqsinλπqλsin =±  (1.13) 

iar ceilalţi coeficienţi din relaţiile (1.11) şi (1.12) au soluţiile exacte obţinute de 
Lazzarin [1996], Atzori [1997], Filippi [2002]. 
 Din relaţiile (1.11) şi (1.12) se observă că tensiunile din zona crestăturii 
sunt determinate cu excepţia constantelor 1a  şi 2a . Filippi [2002] exprimă aceste 

constante prin intermediul factorilor de intensitate a tensiunii pentru crestătura V: 

( )[ ] ( ) ( )[ ] 22b22
ρV

I11b11
ρV

I aλ1χλ1π2λK,aλ1χλ1π2λK
21

−+−−=−++=  (1.14) 

definiţi de Gross [1972]. Lazzarin [2006] propune o formă generală a factorilor de 
intensitate a tensiunii pentru crestăturile rotunjite la vârf şi modul mixt de solicitare, 
considerând tensiunea la o distanţă potrivită de vârful concentratorului: 

( ) ( )
22

2

11

1

λμ

0
2

λ1
0θθrρV

IIλμ

0
1

λ1
0θθρV

I

r
r

ω1

rτ
π2K,

r
r

ω1

rσ
π2K

−

−
=

−

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=  
(1.15) 
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cu expresiile pentru 1ω  şi 2ω : 

( )
( )

( )

( )
( )

( ) .
λ1χλ1

χμ1χ

1μ4
1

ω

,
λ1χλ1

χμ1χ

1q4
q

ω

2b2

c2d

2
2

1b1

c1d
1

2

22

1

11

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++−

−−

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−++

++

−
=

 (1.16) 

 Dacă se introduc următoarele funcţii de argument θ  

( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
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⎨
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−−

−−

−+
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⎢

⎣

⎡

⎪
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⎪
⎬

⎫

⎪
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⎪
⎨

⎧
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−−
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−++
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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θλ1cosλ3

θλ1cosλ1
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θλ1cosλ1
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1
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f

f

11

11

11

11

11

11

1b1
θr

r

θ

1

 (1.17) 

şi 

( ) ( )[ ]
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
,

θμ1sin

θμ1cos

θμ1cos

χ

θμ1sinμ1

θμ1cosμ3

θμ1cosμ1

χ
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g

g
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1

1

1

c
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d
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⎬
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⎨

⎧

+
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+
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⎪
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⎬
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⎨

⎧
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−−
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⋅

−++−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

 (1.18) 

expresiile (1.11) şi (1.12) se pot scrie în forma sintetică: 

( ) ( )I

θr

r

θλμ

0
θr

r

θ

λ1

ρV
I

I

θr

r

θ

g

g

g

r
r
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f

f
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K

τ

σ
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⎥
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⎢
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⎪
⎭
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⎩
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⎨
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⎜⎜
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⎨

⎧
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⎭
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⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −

−
 - pentru modul I, (1.19) 

şi 

( ) ( )II

θr

r

θλμ
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θr

r

θ
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ρV
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II
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r

θ

g

g

g

r
r

f

f

f

rπ2

K

τ

σ
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2
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
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⎡
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⎭
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⎫
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⎧

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
+

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −

−
 - pentru modul II, (1.20) 

 După cum demonstrează Filippi [2002], soluţia (1.19), (1.20) este de mare 
generalitate. Pentru o crestătură V singulară, adică 0ρ = , aceasta este în 
concordanţă cu soluţia lui Williams [1952], [1957]. Dacă deschiderea unghiulară a 
concentratorului 0α2 = , atunci soluţia se dovedeşte a fi exact soluţia dată de 
Creager [1967]. În cazul 0ρ =  şi 0α2 =  câmpul tensiunilor în zona din vecinătatea 
concentratorulu este practic identic cu soluţia lui Irwin [1957]. 
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1.3. Metode şi criterii de evaluare a condiţiilor critice ale 
ruperii fragile 

 
 

 Ruperea fragilă reprezintă un mod frecvent de cedare mecanică a 
componentelor structurale în prezenţa concentratorilor de tensiune singulari (fisură 
sau crestătură V ascuţită) sau nesingulari (crestătură V rotunjită, crestătură U, 
etc.). Aceasta se poate produce într-unul dintre modurile simple de solicitare I, II 
sau III sau într-un mod mixt, o combinaţie între modurile simple, frecvent în modul 
mixt I+II. Deoarece prezenţa acestor discontinuităţi geometrice este inevitabilă, 
stabilirea condiţiilor critice ale ruperii fragile devine un obiectiv important al practicii 
inginereşti. 
 În literatura ştiinţifică, ruperea fragilă în modul mixt este investigată atât 
teoretic, utilizând diferite criterii de rupere, cât şi experimental prin încercări 
mecanice adecvate aplicaţiei. Pentru că cercetările experimentale conduse pe 
componente structurale reale sunt costisitoare şi deseori dificil de realizat, sunt 
preferate investigaţiile experimentale pe epruvete. Acestea sunt astfel proiectate 
încât, în zona concentratorului de tensiune, să permită reproducerea câmpului de 
tensiune şi deformaţie din componenta reală. 
 În acest paragraf, în continuare, sunt prezentate pe scurt criteriile de 
rupere, tipurile de epruvete şi materialele utilizate frecvent în investigarea ruperii 
fragile: criteriul factorului critic de intensitate a tensiunii IcK , criteriul MTS şi 

variantele modificate GMTS şi UMTS; Teoria Distanţelor Critice; criteriul SED şi 
criteriul SED medie; criteriul fisurii virtuale critice; metoda volumetrică şi modelul 
zonei coezive. 
 

 Criteriul factorului critic de intensitate a tensiunii V
IcK  a fost 

formalizat pentru cedarea prin rupere fragilă a corpurilor cu crestături V ascuţite: 

V
IIIc,IIc,Ic

V
III,II,I KK ≥  (1.21) 

prin analogie cu cazul corpurilor cu fisuri. Conform condiţiei (1.21) o fisura se va 
iniţia şi se va propaga de la vârful unei crestături V ascuţite atunci când valoarea 

factorului de intensitate a tensiunii VK  atinge o valoare critică V
cK  determinată 

experimental, dar care depinde de deschiderea unghiulară a crestăturii şi are unitate 

de măsură exprimată prin ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅ λmMPa . Criteriul a fost utilizat pentru studiul iniţierii 

ruperii fragile pe epruvete DENT (double edge notch tensile) şi SENB (single edge 
notch bending) solicitate la încovoiere în patru puncte de Dunn [1997], [1997a]; 
toate epruvetele au fost realizate din PMMA. Pentru a depăşi inconvenientul legat de 

determinarea experimentală a factorului critic V
cK , Seweryn [1994] a modificat 

criteriul pentru modul I de solicitare, exprimând valoarea critică V
IcK  ca o funcţie de 

tenacitatea IcK  şi rezistenţa la rupere rσ : 
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( )
1λ2

r

Ic
c1

V
I σ

K2
σλ1K ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≥  (1.22) 

Încercările experimentale conduse în modul I de solicitare au fost efectuate pe 
epruvete cu crestătură V ascuţită, realizate din PMMA şi duraluminiu. 
 
 Criteriul tensiunii circumferenţiale maxime sau criteriul MTS (maximum 
tangential stress) a fost formulat de Erdogan [1963] pentru evaluarea ruperii fragile 
a corpurilor cu fisuri, iar ipotezele care stau la baza lui se pot enunţa astfel: 
 (i) iniţierea la propagarea fisurii se produce în direcţia radială determinată 
prin unghiul polar 0θθ = , la care tensiunea circumferenţială θσ  devine maximă; 

 (ii) propagarea fisurii se produce atunci când maxθσ  la o distanţă critică cr  

măsurată de la vârful fisurii atinge o valoare critică cσ . Din punct de vedere 

matematic cele două ipoteze se exprimă prin relaţiile: 

0
θ

σ
,0

θ
σ

2
θ

2
θ <

∂

∂
=

∂
∂

 şi ( ) .σθ,rσ c0cθ =  (1.23) 

În evaluarea tensiunii circumferenţiale θσ  în vecinătatea vârfului fisurii, Erdogan a 

considerat doar primul termen singular din relaţiile (1.1) şi (1.3). Criteriului GMTS 
(generalized maximum tangential stress), propus în literatura tehnică de Smith 
[2001] reprezintă o generalizare a criteriului MTS prin considerarea în expresia 
tensiunii θσ  a termenului nesingular T . Ulterior, pe baza soluţiei propuse de Filippi 

[2002], Ayatollahi [2009a], [2010a] a extins criteriul MTS la studiul ruperii fragile în 
prezenţa concentratorilor de tensiune nesingulari, numindu-l criteriul UMTS. 
 Investigaţiile experimentale au fost conduse în laborator pe o gamă largă de 
epruvete şi tipuri de concentratori de tensiune, pentru modul mixt I+II de solicitare: 

• epruvete semidisc cu fisură laterală verticală ASCB (asymmetric semi-
circular bend) sau înclinată SCB (semi-circular bend) solicitate la încovoiere şi 
realizate din PMMA – Ayatollahi [2006], [2006a], [2011], respectiv marmură – 
Saghafi [2010]; 

• epruvete semidisc cu crestătură V rotunjită RV-SCB (rounded-tip V-notched 
semi-circular bend) solicitate în modul I şi realizate din PMMA şi alumină – Ayatollahi 
[2010b]; 

• epruvete de tip disc cu fisură centrală CBD (cracked brazilian disc) realizate 
din PMMA – Ayatollahi [2005], respectiv ceramică – Aliha [2012]; 

• epruvete de tip disc cu crestătură de tip U centrală UNBD (U-notched 
brazilian disc) realizate din PMMA şi sticlă – Ayatollahi [2010]; 

• epruvete de tip disc cu crestătură V centrală rotunjită RV-BD (rounded-tip 
V-notched brazilian disc) realizate din PMMA – Ayatollahi [2010a]; 

• epruvete inelare cu două fisuri radiale dispuse simetric DCR (diametrally 
compressed ring) realizate din granit – Aliha [2008]; 

• epruvete de formă pătrată cu fisură centrală înclinată şi solicitate pe direcţia 
diagonală DLSP (diagonally loaded square plate) realizate din PMMA – Ayatollahi 
[2009]; 

• epruvete de încovoiere cu crestătură U solicitate la încovoiere SENB 
realizate din PMMA – Ayatollahi [2009a]. 
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 Metoda distanţelor critice (Theory of Critical Distances – TCD) reprezintă 
un grup de metode care au o abordare comună, şi anume utilizează lungimea 
caracteristică L  şi tensiunea critică 0σ  drept caracterisitici de material, Taylor 

[2006], [2007], [2008]. Din acest grup de metode, pornind de la cea mai simplu de 
aplicat, metoda punctului (Point Method), mai fac parte metoda liniei (Line Method), 
metoda ariei (Area Method) şi metoda volumului (Volume Method). 
 Utilizarea TCD la predicţia ruperii fragile presupune cunoaşterea câmpului 
tensiunilor elastice din vecinătatea concentratorului, obţinut printr-o analiză cu 
elemente finite (sau o soluţie analitică, dacă este disponibilă), şi a două constante 
de material, lungimea caracteristică L  şi tensiunea critică 0σ  (numită şi rezistenţa 

intrinsecă a materialului). 
 Metoda punctului, cea mai simplă formă a TCD, utilizează un criteriu de 
rupere care poate fi enunţaţ astfel: cedarea se va produce atunci când tensiunea la 
o distanţă 2L  măsurată de la baza concentratorului (pornind din punctul de 

tensiune maximă) este egală cu tensiunea critică 0σ  a materialului, Taylor [2007]. 

Aşadar, dacă se notează cu r  distanţa de la baza concentratorului, metoda 
punctului poate fi exprimată într-o formă matematică prin relaţia următoare: 

( ) ,σ2Lrσ 0==  (1.24) 

unde lungimea carcaterisitcă L  se determină după relaţia: 

.
σ
K

π
1

L
2

0

Ic
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (1.25) 

Pentru celelalte trei metode parametrul utilizat nu este tensiunea într-un anumit 
punct, ci valoarea medie a acesteia stabilită peste o anumită regiune a câmpului de 
tensiune de la baza concentratorului. Astfel, în metoda liniei medierea se realizează 
pentru o distanţă critică L2 , pornind de la baza concentratorului. Metoda ariei şi 
metoda volumului propun medierea tensiunilor pentru o anumită suprafaţă din 
vecinătatea concentratorului, respectiv pentru un anumit volum; în mod evident, 
rezultatele vor depinde de forma suprafeţei, respectiv volumului. Pentru o suprafaţă 
semicirculară centrată în punctul de tensiune maximă, în cazul unei crestături 
ascuţite, Bellet [2005] a demonstrat că raza critică este egală cu L32.1 ; similar, 
pentru un volum de formă semisferică Bellet [2005] a obţinut o rază critică de 

L54.1 . 
 TCD a fost utilizată pentru estimarea forţei critice de rupere într-o serie de 
cercetări experimentale efectuate pe: 

• epruvete de tracţiune uniaxială confecţionate din PMMA, pentru o mare 
varietate de concentratori de tensiune – Taylor [2004]; 

• epruvete cu crestătură de tip V rotunjită DENT (double edge notch tensile) 
solicitate în modul I, epruvete de încovoiere în trei puncte SENB cu crestătură tip U 
şi V rotunjită realizate din oţelul En3B – Susmel [2008]; 

• epruvete cilindrice (bară) cu crestătură V circumferenţială rotunjită la vârf 
cu [ ]mm42.0ρ ÷= , realizate din PMMA şi solicitate în modul mixt I+III - Susmel 
[2008a]; 

• epruvete cilindrice (bară) cu crestătură V circumferenţială rotunjită la vârf 
realizate din Al6082 şi solicitate în modul mixt I+III - Susmel [2010], [2010a]; 

• epruvete DENT cu crestături tip U şi V rotunjite realizate din Necuron 1020 – 
Filipescu [2010]. 
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 Utilizarea TCD la evaluarea cedării prin rupere fragilă a componentelor 
structurale prezintă câteva avantaje incontestabile: aplicarea cu uşurinţă în practica 
inginerească, în cazul problemelor complexe când o soluţie analitică nu este 
disponibilă; aplicarea metodei implică o analiză liniar elastică cu elemente finite şi 
cunoaşterea unui număr minim de parametri ai materialului, distanţa caracteristică 
L  şi tensiunea critică 0σ ; posibilitatea de integrare a metodei în modulele de 

postprocesare ale pachetelor software de analiză cu elemente finite. 
 
 Criteriul energiei specifice de deformaţie minimă, cunoscut şi sub numele de 
criteriul SED (strain energy density failure criterion) a fost propus la începutul 
anilor ’70 de Sih [1973], [1974]. Mărimea fundamentală utilizată de criteriul SED 
este reprezentată de energia de deformaţie dVdW  conţinută în unitatea de volum, 
denumită funcţia energiei specifice de deformaţie. În studiul cedării corpurilor cu 
fisuri, Sih [1991] a introdus drept amplitudine a câmpului energiei specifice de 
deformaţie factorul S , funcţia dVdW  fiind scrisă în forma: 

,
r
S

dV
dW

=  (1.24) 

unde dimensiunea r  reprezintă raza măsurată de la locul de iniţiere a ruperii. După 
ipotezele formulate de Sih, criteriul se formulează astfel: 
 (i) iniţierea la propagarea fisurii se produce pe direcţia determinată de 
unghiul 0θ , pentru care factorul S  prezintă o valoare minimă; 

 (ii) propagarea fisurii se produce atunci când factorul S  atinge valoarea sa 
critică cS , considerată o constantă de material, şi se exprimă matematic prin: 

,0
θ

S
,0

θ
S

2

2
>

∂

∂
=

∂
∂

 şi ( ) .SθSS c0min ==  (1.25) 

Criteriul SED a fost verificat experimental pentru o serie de probleme de mare 
importanţă practică: ruperea fragilă în modul mixt I+III (Zacharopoulos [2005]), 
ruperea corpurilor cu fisuri realizate din materiale compozite, cedarea corpurilor de 
tipul placă sau înveliş în prezenţa fisurilor, cedarea conductelor cu fisuri 
circumferenţiale (Nobile [2004]) creşterea fisurii de oboseală, cedarea corpurilor cu 
concentratori de tensiune (Sih [1991]), problemele de rupere dinamică, ruperea 
ductilă. 
 Ulterior, Lazzarin [2001] a introdus criteriul valorii medii a energiei specifice 

de deformaţie W , valoare medie determinată pentru un volum finit de raza cR , 

numit şi criteriul SED medie, la evaluarea cedării statice şi la solicitări ciclice a 
componentelor cu crestături V ascuţite. Criteriul afirmă că ruperea fragilă se produce 

atunci când valoarea medie W  atinge o valoare critică cW . Criteriul a fost validat 

prin evaluarea cedării în modul mixt I+II în prezenţa concentratorilor singulari de 
tipul crestătură V, pentru componente realizate din PMMA (Lazzarin [2001], 
Yosibash [2004], Gómez [2009]), alumină (Yosibash [2004]) şi duraluminiu 
(Lazzarin [2001]). Lazzarin [2005] a extins criteriul pentru evaluarea cedării în 
modul I de solicitare a componentelor cu concentratori de tensiune nesingulari de 
tipul crestătură V şi U. Validarea criteriului s-a realizat pentru componente realizate 
din PMMA (Lazzarin [2005]). Pentru concentratorii de tensiune nesingulari, Gómez 
[2007] a extins criteriul valorii medii a energiei specifice de deformaţie pentru 
evaluarea cedării componentelor solicitate în modul mixt I+II. Numeroasele studii 
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publicate în ultimii ani - Berto [2007], [2009], Gómez [2009a], Lazzarin [2009] – au 
validat extinderea criteriului pentru solicitarea în modul mixt I+II. Încercările 
experimentale au fost efectuate la temperaturi scăzute C4060 °−− K , pe epruvete 
SENB realizate din PMMA. 
 
 Criteriul fisurii virtuale critice a fost propus de Leguillon pentru 
evaluarea ruperii fragile a componentelor structurale în prezenţa concentratorilor de 
tensiune de tipul crestăturilor V ascuţite [2002] sau rotunjite la vârf [2003]. Criteriul 
afirmă că ruperea se produce atunci când tensiunea circumferenţială maximă θσ  la 

o distanţă critică măsurată de la vârful crestăturii şi forţa de extensie a fisurii  la 
vârful plasat în acelaşi punct al unei fisuri virtuale îşi ating amândouă valorile lor 
critice, adică: 

( ) ( ) .KdK,σdσ c0c0θ ==  (1.26) 

Încercările experimentale au fost efectuate pe epruvete SENB cu crestătură V 
solicitate la încovoiere în trei puncte, realizate din PMMA şi alumină. 
 Li [2006] şi Zhang [2008] au modificat criteriul propus de Leguillon [2002], 
[2003] prin introducerea unui al treilea parametru de mecanica ruperii care să 
cuantifice nivelul de concentrare a tensiunilor: forţa de extensie a fisurii c

U pentru 
ruperea la tracţiune uniaxială. Criteriul propus de Li [2006] şi Zhang [2008] a fost 
aplicat la predicţia ruperii fragile în modul I a epruvetelor DENT cu concentratori 
semicirculari şi tip U realizate din Necuron 1020 de Filipescu [2010]. 
 
 Alte două criterii introduse relativ recent pentru evaluarea forţei critice de 
rupere la cedarea materialelor fragile sunt metoda volumetrică şi modelul zonei 
coezive. 
 Metoda Volumetrică a fost propusă de Pluvinage [2002] şi aplicată de El 
Minor [2002], [2003] pentru estimarea ruperii fragile pe epruvete inelare cu 
crestătură tip U realizate din oţelul de înaltă rezistenţă 45CDS6. Metoda Volumetrică 
a fost utilizată şi de Negru [2012] pentru evaluarea rezistenţei la oboseală în 

domeniul durabilităţilor medii [ ]cicluri101050 63 ÷⋅  pe epruvete DENT cu crestături 
tip V rotunjite. 

• Modelul Zonei Coezive a fost propus la începutul anilor ’60 de Dugdale 
[1960] şi Barenblatt [1962] cu scopul de a extinde analiza elastică şi în cazul 
materialelor pentru care zona plastică de la vârful fisurii nu mai are o dimensiune 
redusă, neglijabilă. Mai târziu, Hillerborg [1973] a extins modelul pentru aplicaţiile 
în care nu există o fisură iniţială macroscopică. Ulterior, acest model a fost modificat 
şi aplicat cu succes la estimarea forţei critice de rupere a epruvetelor cu crestătură 
tip U şi V realizate din PMMA, Gómez [2000], [2003], [2006]. 
 
 În concluzie, în literatura ştiinţifică o serie de criterii care utilizează unul sau 
mai mulţi parametrii de mecanica ruperii au fost propuse pentru evaluarea 
condiţiilor critice ale ruperii fragile a componentelor structurale. Investigaţiile 
experimentale au fost efectuate pe epruvete cu concentratori de tensiune singulari 
(fisură, crestătură V ascuţită) sau nesingulari (crestătură V rotunjită, crestătură U), 
pentru solicitări în modul mixt I+II, respectiv modul mixt I+III. 
 Între materialele utilizate se distinge PMMA-ul, utilizat cu precădere din 
cauza comportamentului său fragil binecunoscut, dar şi materialele ceramice, 
granitul sau marmura. 
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1.4. Obiectivele temei de cercetare 
 
 

 Materialele poliuretanice sunt utilizate pe scară largă în industrie pentru 
diverse aplicaţii: matriţe de ştanţare a tablelor, modele de turnare, calapoade de 
verificare, modele de testare aerodinamică şi hidrodinamică. Aceste materiale sunt 

livrate sub formă de plăci într-o gamă largă de densităţi ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡÷ 3cm.gr4.11.0  în 

funcţie de cerinţele aplicaţiei. În plus, materialele poliuretanice au bune proprietăţi 
de prelucrabilitate mecanică. 
 Analiza modului de cedare a două componente specifice aplicaţiilor din 
industrie ale acestor materiale, şi anume un bloc conector din industria automotive 
(fig. 1.5) şi un locaş inserţie metalică (fig. 1.6), probează comportamentul lor fragil 
la temperatura ambiantă. 
 Cu aceste argumente, tema de cercetare îşi propune să utilizeze materialele 
poliuretanice, şi anume Necuron 1020 şi Necuron 651, în investigarea teoretică şi 
experimentală a ruperii fragile în modul mixt I+II. 

  

Fig. 1.5. Bloc de conectare din industria 
automotive 

Fig. 1.6. Locaş inserţie metalică 

 
 Obiectivele principale propuse prin tema de cercetare pot fi sintetizate după 
cum urmează: 

• determinarea experimentală a caracteristicilor mecanice, elastice şi de 
mecanica ruperii pentru poliuretanul Necuron 1020 şi Necuron 651; 

• evaluarea experimentală a ruperii componentelor, realizate din aceste 
materiale poliuretanice, în prezenţa concentratorilor de tensiune singulari (fisură) şi 
respectiv nesingulari (crestătură U), cu modificarea acuităţii concentratorului (raza 
la vârf ρ ); 

• analiza capabilităţii de predicţie a condiţiilor critice de rupere pentru câteva 
criterii publicate în literatura ştiinţifică; 

• evaluarea numerică a direcţiei de propagare a fisurilor în modul mixt I+II. 
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2. Determinarea experimentală a 
caracteristicilor mecanice, elastice şi de 

mecanica ruperii 
 
 

 Caracteristicile mecanice, elastice şi de mecanica ruperii ale poliuretanului 
Necuron 1020 şi Necuron 651 au fost determinate prin încercări experimentale 
realizate în Laboratorul de Rezistenţa Materialelor al Universităţii “Politehnica” din 
Timişoara. Pentru efectuarea testelor au fost utilizate maşinile universale LBG A009 
şi Zwick/Roell Z005, cu principalele caracteristici tehnice prezentate în continuare. 
 Maşina universală LBG A009 este echipată cu o celulă de forţă de [ ]kN100  
în solicitare uniaxială, în clasa de precizie 5.0  pe domeniul de măsurare a forţei 

[ ]%1002 ÷  conform ISO 7500-1. Maşina LBG A009 este prevăzută cu soft-ul de 
prelucrare a datelor TCSoft2004Plus şi extensometrul MFA2 cu deplasarea maximă 
de [ ]mm2  în clasa de precizie 2.0  conform EN 10002-4. 
 Maşina universală Zwick/Roell Z005 este echipată cu o celulă de forţă de 
[ ]kN5  în solicitare uniaxială, în clasa de precizie 5.0  pe domeniul de măsurare a 

forţei [ ]%1301 ÷  conform ISO 7500-1. Maşina Zwick/Roell Z005 este prevăzută cu 
soft-ul de prelucrare a datelor TestXpert şi un extensometru incremental cu eroarea 
maximă de [ ]mμ1±  la măsurarea diferenţială a deplasării între două puncte de 

măsurare în domeniul [ ]mμ20020 ÷  (clasa de precizie 5.0 ). 
 
 

2.1. Încercări pentru determinarea proprietăţilor mecanice 
ale materialelor poliuretanice Necuron 1020 şi Necuron 651 

 
 

2.1.1. Încercări mecanice la tracţiune monoaxială 
 

 Pentru determinarea proprietăţilor mecanice ale poliuretanului Necuron 1020 
şi Necuron 651, ţinând cont de forma în placă a semifabricatului, s-au utilizat 
epruvetele plate cu geometria şi dimensiunile prezentate în fig. 2.1 (ASTM D638-
03). Epruvetele au fost realizate prin frezare la viteze reduse de prelucrare, cu 
scopul de a împiedica încălzirea excesivă a materialului, fiind cunoscută 
sensibilitatea rezultatelor la regimul de prelucrare. 
 Încercările experimentale au fost efectuate la temperatura ambiantă 

C223 °± , în regimul de deplasare controlată cu viteza de [ ]minmm5 , conform 
recomandărilor ASTM D638-03. Pentru măsurarea deformaţiei s-a utilizat 
extensometrul MFA2 cu baza de măsurare de [ ]mm50  şi clasa de precizie 2.0 , 

pentru deplasarea maximă de [ ]mm2 . 
 Rezultatele experimentale, valoarea medie şi abaterea standard pentru 
modulul de elasticitate longitudinală E , rezistenţa la rupere rσ  şi deformaţia 

specifică la rupere rε  sunt prezentate în tabelul 2.1. Curbele caracteristice 

tensiune-deformaţie specifică εσ −  sunt redate în fig. 2.2, alături de curbele 
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caracterisitice ale PMMA-ului la două valori diferite ale temperaturii. Astfel, Gómez 
[2005] consideră că un comportament liniar până la rupere devine evident doar la 
temperaturi de sub C40°− , astfel de condiţii experimentale fiind însă relativ dificil 
de obţinut. 

 

Fig. 2.1. Epruveta plată pentru încercarea la tracţiune monoaxială 

 

 

Fig. 2.2. Curbele caracteristice σ-ε pentru Necuron 1020, Necuron 651 şi PMMA (Gómez 
[2005]) 

 Comparaţia comportamentului celor două materiale plastice la aceeaşi 
temperatură de C25° , una uzuală pentru încercările de laborator, pune în evidenţă 
o liniaritate mai pronunţată a curbei caracteristice pentru poliuretanul Necuron 1020 
în comparaţie cu PMMA. Astfel, utilizarea acestuia în evaluarea condiţiilor critice ale 
ruperii fragile, pe baza conceptelor mecanicii ruperii liniar elastice, este aparent mai 
potrivită. De asemenea, se observă o similitudine între curbele caracteristice ale 
poliuretanului Necuron 651 şi PMMA la temperatura de C25° . 
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Tabel 2.1. Rezultatele experimentale pentru încercarea de tracţiune monoaxială 

Material [ ]MPaE  [ ]MPaσr  [ ]%εr  

N 1020 3370 49.58 2.64 

N 1020 3315 49.95 2.81 

N 1020 3335 

3340±27.84 

49.72 

49.75±0.18 

2.69 

2.71 

N 651 1250 17.53 3.26 

N 651 1265 17.63 3.25 

N 651 1235 

1250±15.00 

17.04 

17.40±00.32 

2.98 

3.16 

 
 În cadrul programului experimental, pentru investigarea ruperii fragile, au 
fost testate la întindere uniaxială şi epruvete cu concentratori de tensiune laterali 
simetrici semicirculari cu geometria recomandată de Seweryn [1994], [2002] şi 
prezentată în fig.2.3. Încercările s-au realizat la temperatura ambiantă, în regimul 
de deplasare controlată cu viteza de [ ]minmm1 . După cum se observă şi din fig. 
2.2, pentru epruvetele netede materialul prezintă un comportament neliniar, în timp 
ce comportamentul acestuia se păstrează liniar la încercarea epruvetelor cu 
concentratori de tensiune (fig. 2.6). În aceste condiţii, Seweryn [1994] propune 
determinarea valorii critice a energiei specifice de deformaţie cW  prin utilizarea în 

relaţia de calcul a tensiunii normale maxime maxσ  la baza concentratorului 

semicircular în locul rezistenţei la rupere rσ  determinată pe epruvete standardizate 

(netede). 

 

Fig. 2.3. Epruveta cu concentratori de tensiune de tip crestătură laterală semicirculară 

 Rezultatele testelor experimentale sunt prezentate în tab.2.2, unde 
tensiunea nominală nomσ  este determinată pentru valoarea medie a forţei maxime 

maxF  înregistrate şi aria secţiunii brute a epruvetei. Tensiunea maximă la baza 

concentratorului semicircular maxσ  s-a obţinut din analiza liniar elastică cu 

elemente finite realizată cu pachetul software Cosmos/M 2.9, prin încărcare la maxF  

determinată experimental. Astfel, pentru coeficientul de concentrare teoretic global 
de concentrare a tensiunilor: 

,
σ
σ

K
nom

max
tg =  (2.1) 

s-a obţinut valoarea 24.3Ktg = . 
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 Tabel 2.2. Rezultatele experimentale (crestătură laterală semicirculară) 

Concentrator 
de tensiune 

Material 
Forţa 

maximă 
[ ]NFmax  

Forţa 
medie 

[ ]NFmed  

Tensiunea 
nominală 

[ ]MPaσnom  

Tensiunea 
maximă 

[ ]MPaσmax  

semicircular N 1020 4780 

semicircular N 1020 4860 

semicircular N 1020 4960 

4866.33 24.33 79.05 

semicircular N 651 2030 

semicircular N 651 2255 

semicircular N 651 2175 

2153.33 10.76 34.95 

 
 

2.1.2. Determinarea tenacităţii la rupere IcK  

 
 Pentru poliuretanul Necuron 651 şi Necuron 1020 (producător Necumer-
Product GmbH), s-au efectuat încercări experimentale pentru determinarea 
tenacităţii la rupere IcK  după recomandările standardului ASTM D 5045-99. 

 Încercările mecanice s-au efectuat pe epruvete tip SENB (Single Edge Notch 
Bending) a căror geometrie şi mod de solicitare sunt redate în fig. 2.4, cu 
dimensiunile [ ]mm20H = , [ ]mm10t =  şi H5.0a = , la temperatura ambinată şi în 

regimul de deplasare controlată cu viteza de [ ]minmm10 . La vârful crestăturii 

realizată prin frezare, fisura s-a prelungit pe lungimea de aprox. [ ]mm1  prin tăiere 

cu o lamă de grosime [ ]mm1.0 . 

 

Fig. 2.4. Epruveta SENB pentru determinarea tenacităţii la rupere IcK  

 Valoarea critică a factorului de intensitate a tensiunii IcK  pentru epruvetele 

SENB solicitate la încovoiere în trei puncte este determinată cu relaţia: 
 

BUPT



 23

( ) ,xf
Ht

F
K

21
max

Ic =  (2.2) 

unde  

( )
( )

( )( )
,

x1x21

x7.2x93.315.2x1x99.1
x6xf

23

2
21

−+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−−

=  (2.3) 

cu Hax = , 1x0 << . Rezultatele experimentale sunt prezentate în tabelul 2.3, 
împreună cu valoarea medie şi abaterea standard pentru tenacitate. 
 Validarea rezultatelor experimentale presupune verificarea condiţiilor pe 
care trebuie să le îndeplinească dimensiunile epruvetei SENB pentru realizarea stării 
plane de deformaţie, după cum urmează: 

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ]mm34.5
σ
K

5.2mm5.9aH,mm5.10a,mm10t
2

r

Ic ≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>=−==  (2.4) 

pentru Necuron 1020, respectiv 

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ]mm25.8
σ
K

5.2mm10aH,mm10a,mm10t
2

r

Ic ≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>=−==  (2.5) 

pentru Necuron 651. 
 

Tabel 2.3. Rezultatele experimentale pentru determinarea tenacităţii IcK  

[ ]mm
t

 [ ]mm
H

 [ ]mm
a

 
Forţa 

maximă 
[ ]NFmax  

Ha  ( )Haf  
Tenacitate 

[ ]mMPaKIc  

10.3 20.20 10.50 288 0.5198 11.3526 2.300 

10.3 20.20 10.50 287 0.5198 11.3526 2.292 

10.3 20.20 10.45 291 0.5173 11.2601 2.306 

Necuron 1020 2.299±0.007 

10.1 20.12 10.02 137 0.4980 10.5831 1.012 

10.1 20.07 9.81 136 0.4888 10.2811 0.977 

10.2 20.12 10.02 139 0.4980 10.5831 1.016 

Necuron 651 1.0017±0.021 

 
 În capitolele lucrării următoarele valori sunt utilizate în determinările 

analitice: [ ]mMPa3.2KIc =  pentru Necuron 1020 şi [ ]mMPa0.1KIc =  pentru 

Necuron 651. 
 
 
 
 
 

BUPT



 24

 
 

2.1.3. Determinarea coeficientului de contracţie transversală pe 
baza tehnicii excitaţiei prin impuls 

 
 Metoda excitaţiei prin impuls, conform recomandărilor ASTM E1876-01, este 
utilizată pentru determinarea proprietăţilor elastice ale materialelor omogene, 
izotrope şi elastice la temperatura ambiantă. Aceste proprietăţi se determină dacă 
geometria, masa şi frecvenţele proprii de rezonanţă ale epruvetei utilizate (de formă 
dreptunghiulară sau cilindrică) sunt cunoscute. 
 Astfel, dacă se utilizează o epruvetă de formă dreptunghiulară, modulul de 
elasticitate longitudinală E  se calculează pe baza frecvenţei de rezonanţă 
determinată pentru modul transversal de vibraţie: 

,TtLbfm9465.0E 1
332

1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=  (2.6) 

unde m  reprezintă masa epruvetei, 1f  frecvenţa fundamentală de rezonanţă la 

încovoiere, 1T  factorul de corecţie, iar b  lăţimea, L  lungimea şi t  grosimea 

epruvetei. Modulul de elasticitate transversală G  se calculează pe baza frecvenţei 

2f  de rezonanţă la răsucire: 

( )[ ] ,A1BtbfL4G 2
2 +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=  (2.7) 

unde A  este factorul de corecţie, iar coeficientul lui Poisson ν  se determină pe baza 
relaţiei dintre caracteristicile elastice 

( ) .1G2Eν −=  (2.8) 

 Aplicarea tehnicii excitaţiei prin impuls presupune parcurgerea următorilor 
paşi: 
1). rezemarea epruvetei la mijlocul lungimii şi lăţimii sale prin suspendarea pe fire 
de-a lungul liniilor nodale (fig. 2.5); 
2). poziţionarea traductorului fără contact (microfonul) într-unul dintre sferturile 
epruvetei (de preferat la distanţa L224.0  de capăt); 

 

Fig. 2.5. Rezemarea epruvetei, poziţionarea traductorului şi a punctului de lovire 
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3). lovirea epruvetei cu o bilă de oţel (impuls) în sfertul de epruvetă aflat pe 
diagonala celui de poziţionare a traductorului (de preferat la aceeaşi distanţă 

L224.0  de capăt); 
4). înregistrarea şi prelucrarea semnalului de vibraţie pe baza Transformatei Fourier 
Rapide pentru determinarea frecvenţelor fundamentale de rezonanţă. 
 

Tabel 2.4. Caracteristicile elastice determinate prin tehnica excitaţiei 

Necuron 
1020 (1) (2) (3) (4) (5) Valoare medie 

[ ]MPaE  3610 3600 3590 3600 3600 3600±7.1 

[ ]MPaG  1340 1340 1340 1340 1340 1340±0.0 

[ ]−ν  0.347 0.343 0.340 0.343 0.343 0.343±0.0025 

 

Necuron 
651 (1) (2) (3) (4) (5) Valoare medie 

[ ]MPaE  1560 1550 1570 1560 1540 1556±11.4 

[ ]MPaG  610 605 610 610 605 0.608±0.0273 

[ ]−ν  0.279 0.281 0.287 0.279 0.273 0.279±0.0050 

 
 Rezultatele experimentale obţinute pe baza tehnicii excitaţiei prin impuls 
pentru caracterisiticile elastice dinamice ale poliuretanului Necuron 1020 şi Necuron 
651 sunt prezentate în tabelul 2.4. În comparaţie cu rezultatele prezentate în tabelul 
2.1, pentru modulul de elasticitate longitudianlă E  eroarea relativă este de 

[ ]%8.7+  pentru Necuron 1020 şi respectiv [ ]%4.24+  pentru Necuron 651. 
 În capitolele lucrării, pentru caracteristicile elastice ale celor două materiale 
poliuretanice, următoarele valori sunt utilizate în determinările analitice şi analizele 
numerice cu metoda elementului finit: [ ]MPa3340E =  şi 34.0ν =  pentru Necuron 

1020, respectiv [ ]MPa1250E =  şi 28.0ν =  pentru Necuron 651. 
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2.2. Încercări de mecanica ruperii în modul mixt 
 
 

2.2.1. Încercări de încovoiere în trei puncte pe epruvete cu 
crestătură laterală de tip U (epruvete SENB) 

 
 Încercările de încovoiere în trei puncte pe epruvete cu crestătură laterală de 
tip U (epruvete SENB, fig. 2.6) s-au efectuat pentru poliuretanul Necuron 1020 şi 
patru valori ale razei ρ  la vârful crestăturii, şi anume: 5.0 , 75.0 , 1 şi [ ]mm2 . 
Pentru toate epruvetele au fost păstrate constante următoarele dimensiuni 
geometrice: adâncimea crestăturii a , lungimea L , înălţimea H  şi grosimea 
epruvetei t . 
 Modul I pur se obţine pentru epruvetele cu crestătură verticală (fig. 2.6 a) 
prin solicitarea simetrică la încovoiere: 60SS 21 ==  şi [ ]mm0b = . În modul mixt, 

diferitele combinaţii dintre modul I şi II, cu predominanţa modului I, se realizează 
prin menţinerea suporţilor de rezemare în poziţiile 60S1 = , [ ]mm12S2 =  şi 

modificarea punctului de aplicaţie a forţei: 4b −= , 4  şi [ ]mm24 . 

a). 

b). 

Fig. 2.6. Geometria pruvetelor SENB cu crestătură U verticală (a) şi înclinată (b) 
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 Pentru realizarea unei solicitări în modul mixt cu predominanţa modului II, 
Berto [2007] recomandă efectuarea încercărilor experimentale pe epruvete SENB cu 
crestătura U înclinată. Pentru o înclinare la °45  a crestăturii (fig. 2.6 b), încercările 
experimentale s-au efectuat cu suporţii de rezemare fixaţi la distanţele 60S1 =  şi 

[ ]mm12S2 = , iar forţa F  aplicată la [ ]mm9b =  faţă de axa verticală care trece prin 

centrul epruvetei. 
 

Tabel 2.5. Rezultatele experimentale pentru epruvetele SENB (Necuron 1020) 

[ ]mmρ  [ ]mmS1  [ ]mmS2  [ ]mmb  [ ]NF1  [ ]NF2  [ ]NFmed  Obs. 

0.50 60 60 0 437* 444 440.5 (1)* 

0.50 60 12 -4 1780 1770* 1770 (2)* 

0.50 60 12 4 1200* 1260 1230 (3)* 

0.50 60 12 24 1970* 1810 1890 (4)* 

0.50 60 12 9 1340* 1390 1365 (5)*  
U înclinat 

0.50 60 7.5 9 1740* 1920 1830 (6)*  
U înclinat 

0.75 60 60 0 489 492 490.5  

0.75 60 12 -4 2030 1940 1985  

0.75 60 12 4 1390 1400 1395  

0.75 60 12 24 2110 2190 2150  

0.75 60 12 9 1500 1430 1465 U înclinat 

0.75 60 7.5 9 2010 2150 2080 U înclinat 

1.00 60 60 0 533 503 518  

1.00 60 12 -4 2170 2070 2120  

1.00 60 12 4 1480 1450 1465  

1.00 60 12 24 2330 2150 2240  

1.00 60 12 9 1520 1580 1550 U înclinat 

1.00 60 8 9 2140 2080 2110 U înclinat 

2.00 60 60 0 612 668 640  

2.00 60 12 -4 2550 2590 2570  

2.00 60 12 4 1900 1820 1860  

2.00 60 12 24 2640 2820 2730  

2.00 60 12 9 1660 1730 1695 U înclinat 

2.00 60 9 9 2130 2200 2165 U înclinat 

*) epruvetele SENB pentru care curbele forţă-deplasare sunt prezentate în fig. 2.7 
 
 Realizarea unei solicitări în modul II pur este imposibil de obţinut pentru 
toate epruvetele testate, la o singură poziţie a suporţilor de rezemare şi a punctului 
de aplicaţie a forţei, din cauza razelor ρ  diferite la vârful crestăturii. În aceste 

condiţii, s-au menţinut neschimbate poziţiile 60S1 =  şi [ ]mm9b = , modificându-se 
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poziţia 2S  a celui de-al doilea suport în funcţie de raza ρ  de la vârful crestăturii: 

[ ]mm5.7S2 =  pentru 5.0ρ =  şi [ ]mm75.0 , [ ]mm8S2 =  pentru [ ]mm0.1ρ = , 

respectiv [ ]mm9S2 =  pentru [ ]mm0.2ρ = . Şi în acest caz, distanţele sunt măsurate 

faţă de verticala care trece prin centrul epruvetei. Condiţiile înainte menţionate în 
care s-au efectuat încercările de încovoiere în trei puncte ale epruvetelor SENB, au 
fost stabilite după analiza preliminară cu elemente finite a stării de tensiune şi 
deformaţie pentru fiecare caz de solicitare. 
 Rezultatele experimentale sunt prezentate în tabelul 2.5, câte două încercări 
fiind efectuate pentru fiecare caz în parte. Câteva dintre curbele forţă-deplasare 
înregistrate sunt redate în fig. 2.7. Exceptând zona de aşezare specifică încercărilor 
pe materialele polimerice (în fig. 2.7 această porţiune se întinde până la nivelul 
forţei aplicate de max. [ ]N200 ), comportamentul epruvetelor cu crestătură U 
rămâne liniar. 

 

Fig. 2.7. Curbele forţă-deplasare înregistrate pentru epruvetele SENB cu crestătură U pentru 
raza [ ]mm5.0=ρ  (Necuron 1020) 

 Valorile măsurate ale forţei maxime maxF  în funcţie de raza ρ  a crestăturii 

U sunt prezentate în fig. 2.8. Variaţia redată prin linie continuă s-a obţinut prin 
interpolare după o funcţie de gradul doi. Pentru fiecare caz de solicitare în parte, se 
observă cu uşurinţă, aşa cum era de aşteptat, creşterea valorii măsurate a maxF  cu 

raza ρ  a crestăturii. 
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    a). 

    b). 

   c). 
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   d). 

   e). 

   f). 
Fig. 2.8. Forţa maximă la ruperea epruvetelor SENB în funcţie de raza ρ a crestăturii 
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a). [ ] [ ]mm0b,mm602S1S ===  b). [ ] [ ] [ ]mm4b,mm122S,mm601S −===  

  

c). [ ] [ ] [ ]mm4b,mm122S,mm601S ===  d). [ ] [ ] [ ]mm24b,mm122S,mm601S ===  

  

e). [ ] [ ] [ ]mm9b,mm122S,mm601S ===  

crestătură U înclinată 

f). [ ] [ ] [ ]mm9b,mm82S,mm601S ===  

crestătură U înclinată 

Fig. 2.9. Epruvete SENB cu crestătură U rupte la diferite combinaţii între modul I şi modul II 
(raza la vârful crestăturii [ ]mm1=ρ , Necuron 1020) 

 În fig. 2.9 sunt ilustrate pentru raza crestăturii [ ]mm1ρ =  traiectoriile 
fisurilor pentru fiecare caz de solicitare. Se observă că direcţia de iniţiere a fisurii în 
modul mixt depinde de combinaţia între modul I şi II. Pe porţiune finală a 
traiectoriei este evidentă o deviere a acesteia spre punctul de aplicaţie a forţei. 
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2.2.2. Încercări de încovoiere asimetrică în trei puncte pe epruvete 
semidisc cu fisură laterală verticală (epruvete ASCB) 

 
 Încercările de încovoiere asimetrică în trei puncte pe epruvete semidisc cu 
fisură laterală verticală (epruvete ASCB – Asymmetric Semi-Circular Bend, 
Ayatollahi [2011]) s-au efectuat pentru poliuretanul Necuron 1020 şi Necuron 651, 
păstrând constante dimensiunile: lungimea fisurii a , raza semidiscului R  şi 
grosimea epruvetei t  (fig. 2.10). 

 

Fig. 2.10. Geometria epruvetelor ASCB cu fisură laterală verticală  

 

 

Fig. 2.11. Dispozitivul de încovoiere în trei puncte utilizat la poziţionarea epruvetelor 
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Tabel 2.6. Rezultatele experimentale pentru epruvetele ASCB 

Material [ ]mmS1  [ ]mmS2  [ ]NF1  [ ]NF2  [ ]NF3  [ ]NF4  [ ]NFmed  Obs. 

N 1020 30 30 2460 2490 2410 2500 2465.00  

N 1020 30 15 3290 3370 3160 - 3273.33  

N 1020 30 12 4970 5080 4840 - 4963.33  

N 1020 30 8 6840 6560 6740 - 6713.33  

N 1020 30 6 7130 7015 7475 - 7206.67  

N 1020 30 4.3 6550 6455 6080 - 6391.33  

N 651 30 30 1160* 1140 1190 - 1163.33 (1)* 

N 651 30 15 1580* 1625 1545 - 1583.33 (2)* 

N 651 30 12 2360* 2435 2210 - 2335.00 (3)* 

N 651 30 8 3060* 2990 3020 - 3023.33 (4)* 

N 651 30 6 3160* 3120 3090 - 3123.33 (5)* 

N 651 30 4.3 2890* 3200 3150 - 3080.00 (6)* 

*) epruvetele ASCB pentru care curbele forţă-deplasare sunt prezentate în fig. 2.12 
 

 

Fig. 2.12. Curbele forţă-deplasare înregistrate pentru epruvetele ASCB (Necuron 651 – în 
tabelul 2.6 marcate cu *) 
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a). [ ]mm302S,301S ==  (modul I) b). [ ]mm152S,301S ==  (modul mixt) 

  

c). [ ]mm122S,301S ==  (modul mixt) d). [ ]mm82S,301S ==  (modul mixt) 

  

e). [ ]mm62S,301S ==  (modul mixt) f). [ ]mm3.42S,301S ==  (modul II) 

Fig. 2.13. Epruvete ASCB rupte la diferite combinaţii între modul I şi modul II 
(Necuron 1020) 

 

BUPT



 35

 

  

a). [ ]mm302S,301S ==  (modul I) b). [ ]mm152S,301S ==  (modul mixt) 

  

c). [ ]mm122S,301S ==  (modul mixt) d). [ ]mm82S,301S ==  (modul mixt) 

  

e). [ ]mm62S,301S ==  (modul mixt) f). [ ]mm3.42S,301S ==  (modul II) 

Fig. 2.14. Epruvete ASCB rupte la diferite combinaţii între modul I şi modul II 
(Necuron 651) 

 
 

BUPT



 36

 Modul I se obţine prin solicitarea simetrică la încovoiere, în cazul studiat 
[ ]mm30SS 21 == . Diferitele combinaţii dintre modul I şi II, în modul mixt, se 

realizează prin solicitarea asimetrică la încovoiere utilizând un dispozitiv adecvat 
(fig. 2.11) care permite modificarea distanţelor dintre suporţii de rezemare 

21 SS ≠ , relativ la direcţia de aplicare a forţei F . Astfel, încercările experimentale 

s-au efectuat prin menţinerea constantă a poziţiei 1S  şi modificarea poziţiei 2S  la 

15 , 12 , 8 , 6  şi [ ]mm3.4 . Condiţiile menţionate în care s-au efectuat încercările 
de încovoiere asimetrică în trei puncte ale epruvetelor ASCB au fost stabilite după 
analiza preliminară cu elemente finite a stării de tensiune şi deformaţie pentru 
fiecare caz de solicitare studiat. 
 Rezultatele experimentale sunt prezentate în tabelul 2.6, cel puţin trei 
încercări fiind efectuate pentru fiecare situaţie de solicitare. Câteva dintre curbele 
forţă-deplasare înregistrate pentru poliuretanul Necuron 651 sunt redate în fig. 
2.12. Liniaritatea acceptabilă a curbelor, chiar şi pentru valoarea relativ redusă a 

densităţii poliuretanului de aprox. ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 3cm.gr7.0 , justifică modelarea liniar elastică a 

comportamentului acestuia în evaluarea ruperii componentelor cu concentratori de 
tensiune singulari (fisură). 
 În fig. 2.13 şi 2.14 sunt ilustrate pe epruvetele rupte traiectoriile de 
propagare a fisurilor. Pentru modul I de solicitare traiectoria este o linie dreaptă, 
iniţierea la propagarea fisurii producându-se în planul fisurii iniţiale. Pentru 
solicitarea în modul mixt, iniţierea la propagare se produce printr-o deviere de la 
direcţia inţială, fisura urmând în continuare o traiectorie curbilinie. De asemenea, în 
modul mixt de solicitare, dependenţa direcţiei de iniţiere la propagarea fisurii în 
funcţie de combinaţia între modul I şi II este uşor de observat. 
 În capitolele următoare ale lucrării se urmăreşte estimarea condiţiilor critice 
ale ruperii fragile şi predicţia forţei critice de rupere pentru toate tipurile de epruvete 
pe baza câtorva dintre criteriile propuse în literatura ştiinţifică. De asemenea, 
rezultatele experimentale obţinute la ruperea fragilă a epruvetele ASCB şi SENB vor 
permite determinarea valorilor critice ale factorilor de intensitate a tensiunii IcK  şi 

IIcK . În partea finală a lucrării, se vor studia posibilităţile de simulare numerică a 

propagării fisurilor pe epruvetele ASCB cu pachetele software disponibile Cosmos/M 
2.9 şi Abaqus 6.5. Traiectoriile experimentale digitizate cu ajutorul pachetului 
software SigmaScan Pro 5 constituie baza validării rezultatelor numerice. 
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3. Evaluarea ruperii fragile pe baza calculului 
tensiunilor 

 
 

3.1. Criteriul tensiunii circumferenţiale maxime (maximum 
tangential stress MTS) 

 
 

3.1.1. Formularea criteriului tensiunii circumferenţiale maxime 
 

 Criteriul tensiunii circumferenţiale maxime a fost propus de Erdogan [1963] 
pentru studiul propagării fisurilor în materialele fragile în modul mixt şi este 
cunoscut în literatura tehnică sub numele de criteriul MTS (maximum tangential 
stress). Ipotezele care stau la baza acestui criteriu se pot enunţa astfel: 

• iniţierea la propagarea fisurii se produce în direcţia radială determinată prin 
unghiul polar 0θθ = , la care tensiunea circumferenţială θσ  devine maximă; 

• propagarea fisurii se produce atunci când tensiunea circumferenţială 
maximă la o distanţă critică cr  măsurată de la vârful fisurii pe această direcţie 

atinge o valoare critică cσ , egală cu rezistenţa de rupere la întindere uniaxială (cele 

două mărimi cr  şi cσ , sunt considerate proprietăţi de material). 

 Din punct de vedere matematic cele două ipoteze se exprimă prin relaţiile: 

0
θ

σ
,0

θ
σ

2
θ

2
θ <

∂

∂
=

∂
∂

 (3.1a) 

şi 

( ) .σθ,rσ c0cθ =  (3.1b) 

 În cazul aplicaţiilor plane, câmpul tensiunilor elastice de la vârful fisurii în 
modul mixt, se poate exprima în coordonate polare prin relaţiile (Williams [1957], 
Erdogan [1963]): 
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 (3.2) 

şi 0σz = , pentru starea plană de tensiune, respectiv, ( )θrz σσνσ +=  pentru starea 

plană de deformaţie. În relaţiile (3.2) termenii de ordin superior sunt consideraţi 
neglijabili, cunoscută fiind dominanţa primului termen singular în regiunea din 
vecinătatea vârfului fisurii. 
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 În baza relaţiilor (3.1a) şi (3.2), valoarea 0θ  a unghiului polar care 

determină direcţia radială de iniţiere la propagarea fisurii reprezintă soluţia ecuaţiei 
(Gdoutos [2005]): 

( ) .01θcos3KθsinK III =−+  (3.3) 

Expresia (3.3) indică faptul că unghiul polar 0θ  al direcţiei radiale de iniţiere la 

propagarea fisurii depinde de doi parametri, factorii de intensitate a tensiunii IK  şi 

IIK , pentru oricare combinaţie între modurile I+II. Se observă cu uşurinţă că, 

pentru direcţia radială determinată de 0θ , tensiunea circumferenţială θσ  reprezintă 

o tensiune principală, iar tensiunea tangenţială θrτ  se anulează. 

 Pentru a estima iniţierea ruperii fragile în modul mixt pe baza criteriului 
MTS, unghiul polar 0θ  împreună cu o distanţă critică cr  măsurată de la vârful fisurii 

se înlocuiesc în relaţia (3.1b) rezultând: 

( ) .θsinK
2
3

2
θ

cosK
2
θ

cos
rπ2

1
σθ,rσ 0II

02
I

0

c
c0cθ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−==  (3.4) 

Presupunând că iniţierea ruperii în modul mixt se produce în condiţii critice similare 
modului I (când 0K,KK IIIcI ==  şi 0θ0 = ), ecuaţia (3.4) devine: 

,Krπ2σ
rπ2

K
σ Iccc

c

Ic
c =⇒=  (3.5) 

iar condiţia ruperii fragile în modul mixt I+II se rescrie în funcţie de factorul critic de 
intensitate a tensiunii IcK : 
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 Din ecuaţiile (3.3) şi (3.6) se determină variaţia unghiului 0θ  de iniţiere la 

propagarea fisurii şi, respectiv, diagrama de rupere IcII KK  în funcţie de IcI KK , 

rezultatele fiind ilustrate în fig.3.1 şi fig.3.2. După Shih [1974], parametrul 

adimensional eM  caracterizează pentru modul mixt combinaţia între modul I şi 
modul II, astfel: 

.
K
K

arctan
π
2

M
II

Ie
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (3.7) 

Pentru modul II , adică 0Me = , după cum se observă din fig.3.1. şi fig.3.2, criteriul 
MTS estimează că iniţierea la propagarea fisurii se produce sub unghiul 

( ) [ ]°−=−= 5.7031arccosθ0  relativ la planul acesteia, iar factorul critic de 

intensitate a tensiunii este IcIIc K866.0K = . În modul I, pentru 1Me = , criteriul 

MTS estimează că iniţierea la propagarea fisurii se produce sub unghiul [ ]°= 0θ0 , 

adică în planul fisurii iniţiale, iar factorul critic de intensitate a tensiunii este IcK . 
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3.1.2. Generalizarea criteriului tensiunii circumferenţiale maxime 
(criteriul GMTS) 
 
 Datorită simplităţii sale teoretice criteriul MTS a fost utilizat pe larg în 
prezentarea şi explicarea rezultatelor experimentale de către foarte mulţi 
cercetători. Acurateţea sa în estimarea ruperii fragile în modul mixt I+II a fost 
studiată pentru o serie de materiale fragile şi diferite tipuri de epruvete. 
 Astfel, o serie de rezultate experimentale prezentate în literatura tehnică au 
verificat aplicabilitatea criteriului MTS la evaluarea ruperii fragile în modul mixt I+II. 
Sunt amintite aici rezultatele experimentale obţinute la temperatura ambiantă de 
Maccagno [1989] pe epruvete din PMMA solicitate la încovoiere în patru puncte. 
Dintre toate criteriile de rupere evaluate, cele mai exacte estimări au fost obţinute 
prin aplicarea criteriului MTS. De asemenea, studiile experimentale realizate de 
Mahajah [1989] pe epruvete din PMMA şi Homalite-100 au verificat capacitatea 
criteriului MTS în estimarea condiţiilor critice de iniţiere şi propagare a fisurii pentru 
ruperea fragilă în modul mixt I+II. 
 Spre deosebire de aceste studii, numeroase alte rezultate experimentale nu 
au validat acurateţea criteriului MTS în evaluarea ruperii fragile în modul mixt I+II. 
Se regăsesc aici studiile efectuate de Williams [1972] pe epruvete de tip placă 
dreptunghiulară cu fisură înclinată realizate din PMMA şi solicitate la întindere 
uniaxială. Între rezultatele experimentale şi estimările bazate pe criteriul MTS 
pentru evaluarea ruperii fragile în modul mixt I+II s-au înregistrat diferenţe 
semnificative mai ales în cazurile de predominanţă a modului II de solicitare. 
Acestea sunt explicate pe baza termenului nesingular din dezvoltarea în serie a 
expresiilor tensiunilor din zona vârfului fisurii (Ewing [1974]). 
 O evaluare a criteriului MTS privind estimarea factorului critic de intensitate 
a tensiunii şi a direcţiei de propagare pentru modul I, II şi mixt I+II este publicată 
de Suresh [1990]. Pentru încercările de încovoiere în patru puncte realizate pe 
epruvete din Al2O3, Suresh a obţinut pentru modul II o valoare IcIIc K3.2K =  care 

invalidează criteriul MTS. Criteriul MTS este invalidat şi de studiile publicate de Ueda 
[1983] şi Lim [1994] pentru încercările realizate pe PMMA şi piatră (epruvetă 
semidisc cu fisură, solicitată la încovoiere în trei puncte). 
 Numeroase alte rezultate experimentale obţinute pentru modul II pe 
epruvete de tipul discului brazilian cu fisură centrală (CBD) nu sunt în concordanţă 
cu ecuaţiile (3.3) şi (3.6). Astfel, de exemplu, raportul IcIIc KK  este semnificativ 

mai mare decât valoarea 866.0  estimată pe baza criteriului MTS: 19.1KK IcIIc =  

pentru gresie (Krishnan [1998]) şi 16.2KK IcIIc =  pentru piatră calcaroasă (Khan 

[2000]). 
 Aceste rezultate experimentale au demonstrat că prezenţa tensiunilor 
nesingulare (al doilea termen nesingular din dezvoltarea în serie a expresiilor 
tensiunilor) în zona vârfului fisurii joacă un rol important în modificarea condiţiilor 
critice de iniţiere şi propagare a fisurii la ruperea materialelor fragile în modul mixt. 
O generalizare a criteriului MTS (GMTS – generalized maximum tangential stress 
criterion) care să ia în considerare efectele primilor doi termeni - singular şi 
nesingular - din expresia tensiunii circumferenţiale în zona vârfului fisurii a fost 
propusă în literatura tehnică de Smith [2001, 2006]. În acest sens, câmpul 
tensiunilor elastice de la vârful fisurii se exprimă în coordonate polare prin relaţiile 
(Williams [1957]): 
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 (3.8) 

unde, la o distanţă cr  măsurată de la vârful fisurii, termenii de ordin superior 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 21rO  se consideră neglijabili, iar tensiunile nesingulare T  reprezintă o parte 

semnificativă a tensiunii circumferenţiale (în funcţie de geometria epruvetei). 

 Pentru modul I, termenul nesingular θsinT 2  din expresia tensiunii 
circumferenţiale θσ  se anulează de-a lungul direcţiei de propagare a fisurii, adică 

pentru 0θ = , ceea ce înseamnă că pentru materialele liniar-elastice aceste tensiuni 
nesingulare T  nu au nici o influenţă. În schimb, în modul mixt I+II, propagarea 
fisurii nu se produce în planul fisurii iniţiale, tensiunile nesingulare T  contribuind la 
modificarea condiţiilor critice de iniţiere şi propagare a fisurii la ruperea materialelor 
fragile. 
 Pe baza raţionamentului prezentat în paragraful 3.1.1, din condiţia (3.1a) şi 
expresia (3.8) a tensiunii circumferenţiale θσ , se determină unghiul polar 0θ : 

( )[ ] .0θcos
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θ

sinrπ2
3
T16

1θcos3KθsinK0
θ
σ

0
0

c0II0I
θθ

θ

0

=−−+⇒=
∂
∂

=
 (3.9) 

Ecuaţia (3.9) indică faptul că unghiul polar 0θ  al direcţiei radiale de propagare a 

fisurii depinde de trei parametri, factorii de intensitate a tensiunii IK , IIK , şi 

tensiunea nesingulară T  pentru oricare combinaţie între modurile I+II. 
 Pentru a estima iniţierea ruperii fragile în modul mixt pe baza criteriului 
GMTS, unghiul polar 0θ  determinat din (3.9) împreună cu distanţa critică cr  

măsurată de la vârful fisurii se înlocuiesc în relaţia (3.1b): 
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unde ( ) c0cθ σθ,rσ =  reprezintă valoarea critică a tensiunii circumferenţiale la 

distanţa critică cr . Şi pentru criteriul GMTS, în modul I, când 0KII =  şi 0θ0 = , 

ecuaţia (3.10) se reduce la (3.5), iar condiţia ruperii fragile (3.10) în modul mixt 
I+II se rescrie în funcţie de factorul critic de intensitate a tensiunii IcK : 
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 Ecuaţiile (3.9) şi (3.11) reprezintă formularea criteriului MTS generalizat, 
estimarea condiţiilor critice ale ruperii fragile realizându-se pentru oricare 
combinaţie a modului mixt I+II pe baza celor trei parametri ai fisurii, III K,K  şi T . 
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Fig. 3.1. Variaţia unghiului 0θ  de iniţiere la propagarea fisurii (Smith [2001], [2006]) 

 

 

Fig. 3.2. Diagrama de rupere în modul mixt I+II (Smith [2001], [2006]) 
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 Pentru a analiza efectul pe care tensiunile nesingulare T  îl au în 
determinarea condiţiilor critice de iniţiere şi propagare a fisurii la ruperea 
materialelor fragile, raportul de biaxialitate B  introdus de Leevers [1982] pentru 
modul I 

( ) IKaπTB =  (3.12) 

a fost extins de către Smith [2001] la modul mixt I+II 

( ) efKaπTB =  (3.13) 

unde: 2
II

2
Ief KKK +=  - factorul efectiv de intensitate a tensiunii, a  - lungimea 

fisurii. Notând în plus arπ2α c= , Smith [2001] rescrie ecuaţiile (3.9) şi (3.11) 

astfel: 
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unde pentru modul mixt I+II 

,
K
K

σ
T

αB
ef

Ic

c
=  (3.16) 

cu simplificările de rigoare pentru modul I şi, respectiv, modul II. 
 

 În cazul 375.0αB < , condiţie care se obţine în modul I din 0
θ

σ
2
θ

2
<

∂

∂
, Smith 

[2001] obţine o soluţie relativ simplă pentru ecuaţiile (3.14) – (3.15). 
 Astfel, din variaţia unghiului 0θ , reprezentată în fig.3.1 pentru două valori 

ale parametrului ( 5.0αB −  şi )375.0  alături şi de soluţia criteriului MTS, se desprind 
câteva observaţii: 

• pentru 0αB =  (adică 0T = ) soluţia corespunde criteriului MTS; 
• în modul I tensiunile nesingulare T  nu influenţează valoarea unghiului 0θ ; 

• în modul mixt I+II tensiunile nesingulare T  influenţează valoarea unghiului 

0θ , influenţa fiind mai importantă pentru predominanţa modului II ( eM  scade spre 

zero); 
• pentru tensiuni nesingulare T  pozitive valorile unghiului 0θ  de propagare a 

fisurii cresc (în valori absolute), iar pentru tensiuni nesingulare T  negative valorile 
lui 0θ  descresc (în valori absolute). 

 În fig.3.2 este reprezentată diagrama de rupere, IcII KK  în funcţie de 

IcI KK , pentru două valori ale parametrului ( 5.0αB −  şi )375.0  alături şi de soluţia 

criteriului MTS: 
• pentru 0αB =  (adică 0T = ) soluţia corespunde criteriului MTS; 
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• în modul mixt I+II, valorile factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  

cresc pentru tensiuni nesingulare T  negative şi scad pentru tensiuni nesingulare T  
pozitive; 

• în modul II, valoarea factorului critic de intensitate a tensiunii IIcK  este 

influenţată semnificativ de tensiunile nesingulare T . 
 
 Dacă 375.0αB >  rezultatele obţinute de Ayatollahi [2002] şi Smith [2006] 
sunt interesante. 
 Astfel, în modul I unghiul de propagare 0θ  nu mai coincide cu planul fisurii, 

adică 0θ0 ≠ , tensiunea circumferenţială maximă producându-se de ambele părţi 

ale planului fisurii, după soluţia: 

.
2
1

αB32
3

αB32
3

arccos2θ
2

II
0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+±=  (3.17) 

Parametrul adimensional αBI  se exprimă în funcţie de tensiunile nesingulare T  

normalizate cu valoarea critică a tensiunii circumferenţiale cσ  

,αB
K
K

σ
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Ic

I

c
=  (3.18) 

unde ( ) II KaπTB =  reprezintă simplificarea relaţiei generale (3.13) pentru modul 

I, condiţia ruperii fragile (3.15) devenind: 
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În modul I, variaţia unghiului de propagare a fisurii 0θ  şi a factorului de intensitate 

a tensiunii IK  la rupere, raportată la valoarea critică IcK , sunt ilustrate în fig.3.3 şi 

fig.3.4 în funcţie de tensiunea nesingulară normalizată cσT . Pentru uşurinţa 

interpretării rezultatelor reprezentările grafice sunt extinse şi în domeniul tensiunilor 
nesingulare negative (unde precedentele observaţii rămân valabile): 

• unghiul critic cθ  creşte cu valoarea tensiunilor nesingulare (fig.3.3), deviind 

de la planul fisurii iniţiale; 
• valoarea factorului de intensitate a tensiunii IK  la rupere scade rapid cu 

cσT . 

 În modul II, unghiul de propagare 0θ  a fisurii este dat de ecuaţia (3.14), 

care se transformă în 

( ) 0θcos
2
θ

sin
3
αB16

1θcos3K 0
0II

0II =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−  (3.20) 

unde ( ) IIII KaπTB =  reprezintă simplificarea relaţiei generale (3.13) pentru 

modul II şi se exprimă în funcţie de tensiunile nesingulare T  normalizate: 
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Fig. 3.3. Variaţia unghiului 0θ  de propagare a fisurii pentru modul I şi II în funcţie de 

tensiunile nesingulare normalizate (Smith [2001], [2006]) 

 

 

Fig. 3.4. Variaţia factorului critic de intensitate a tensiunii pentru modul I şi II în funcţie de 
tensiunile nesingulare normalizate  (Smith [2001], [2006]) 
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În final, condiţia ruperii (3.15) devine pentru modul II: 
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Variaţia unghiului de propagare a fisurii 0θ  şi a factorului de intensitate a tensiunii 

IIK  la rupere, raportată la valoarea critică IcK , sunt ilustrate în fig.3.3 şi fig.3.4 în 

funcţie de tensiunea nesingulară normalizată cσT , pentru modul II, cu 

observaţiile: 
• pentru 0σT c =  estimările criteriului GMTS coincid cu cele ale criteriului 

MTS ( [ ]°−= 5.70θ0 şi IcIIc K866.0K = ); 

• pentru valori pozitive ale tensiunii nesingulare, valoarea critică a factorului 
de intensitate a tensiunii IIcK  scade sub valoarea IcK866.0 , iar la valori negative 

ale tensiunii nesingulare depăşeşte această limită, influenţa fiind semnificativă chiar 
şi pentru valori moderate ale raportului cσT . Din acest motiv, valoarea critică a 

factorului de intensitate a tensiunii IIcK  determinată experimental se utilizează în 

aplicaţiile inginereşti pentru care condiţiile la vârful fisurii (în termenii tensiunilor 
nesingulare) sunt similare celor pentru care a fost determinată valoarea critică IIcK . 

 
 Criteriul GMTS a fost utilizat în analiza rezultatelor experimentale şi în 
estimarea condiţiilor critice ale ruperii fragile în modul I, modul II sau modul mixt 
I+II: unghiul 0θ  al direcţiei de iniţiere a fisurii, diagrama de rupere în termenii 

IcI KK  - IcII KK  şi factorul critic de intensitate a tensiunii IIcK . 

 Acurateţea criteriului GMTS a fost testată pentru diferite materiale şi tipuri 
de epruvete, astfel: 

• discul brazilian cu fisură centrală înclinată (CBD), solicitat la compresiune pe 
direcţia diametrului, pentru teste pe calcar şi gresie (Ayatollahi [2005]); 

• semidiscul cu fisură laterală înclinată (SCB) solicitat simetric la încovoiere în 
trei puncte, pentru PMMA (Ayatollahi [2006], [2006a]); 

• placa pătrată cu fisură centrală înclinată, solicitată la întindere pe direcţia 
diagonală (DLSP), realizată din Plexiglas (Ayatollahi [2009]); 

• inelul cu două fisuri înclinate solicitat la compresiune pe direcţia diametrului, 
la încercări experimentale pe granit (Aliha [2008]); 

• epruveta pentru încovoiere asimetrică în patru puncte (ASFPB), pentru 
încercări pe marmură (Aliha [2009]); 

• semidiscul cu fisură laterală verticală (ASCB) solicitat asimetric la încovoiere 
în trei puncte, pentru PMMA (Ayatollahi [2011]). 
 Generalizând criteriul MTS prin considerarea tensiunii nesingulare T  alături 
de termenul singular în expresia tensiunii circumferenţiale θσ  în zona vârfului 

fisurii, lucrările amintite demonstrează că estimările bazate pe criteriul GMTS sunt în 
acord cu rezultatele experimentale. 
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3.1.3. Extinderea criteriului MTS la concentratori nesingulari de 
tensiune 
 
 Introdus de către Erdogan [1963] pentru componentele cu fisuri, criteriul 
MTS a fost extins la studiul ruperii fragile a componentelor cu concentratori de 
tensiune nesingulari. Astfel, au fost investigaţi concentratori de tensiune de tipul 
crestăturilor în formă de U, pe diferite epruvete: 

• SENB – epruvete de încovoiere în trei puncte cu crestătură laterală, realizate 
din PMMA, Ayatollahi [2009a]; 

• UNBD – epruvete de tipul discului brazilian cu crestătură centrală în formă 
de U, realizate din PMMA şi sticlă, Ayatollahi [2010]. 
 Pentru studiul concentratorilor de tensiune de tipul crestăturilor în formă de 
V rotunjite la vârf a fost utilizat discul brazilian cu crestătură centrală de tip V 
(RVBD) realizat din PMMA, Ayatollahi [2010a]. 
 Denumit, după forma geometrică a crestăturii, criteriul UMTS, respectiv 
criteriul RV-MTS, permite extinderea criteriului MTS la concentratorii de tensiune 
nesingulari se bazează pe soluţia propusă de Filippi [2002] pentru câmpul 
tensiunilor elastice în modul mixt de solicitare - relaţiile (1.19), (1.20). Astfel, 
expresia tensiunii circumferenţiale θσ  în zona vârfului crestăturii este: 
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 (3.23) 

unde ρV
IK  şi ρV

IIK  reprezintă factorii de intensitate a tensiunii pentru concentratorul 

de tensiune în formă de V cu raza la vârf ρ , 0r  este distanţa de la originea 

sistemului de coordonate la vârful concentratorului, exponenţii reali 2121 μ,μ,λ,λ  

depind de deschiderea unghiulară α2 , iar ,g,g,f,f II
θ

I
θ

II
θ

I
θ  sunt funcţii de unghiul 

polar θ . Pentru concentratorii de tensiune de tipul crestăturilor U (cu 0α2 =  şi 
2ρr0= ), respectiv, de tipul crestăturilor V cu vârful ascuţit ( 0ρ =  şi 0r0 = ) 

relaţia (3.23) se simplifică corespunzător. 
 Prima ipoteză a criteriul RV-MTS (sau după caz UMTS) presupune că ruperea 
fragilă se iniţiază de la vârful crestăturii din punctul determinat de unghiul 0θ , 

atunci când tensiunea θσ  la o distanţă critică cr  este maximă. Astfel, înlocuind 

expresia (3.23) în condiţia (3.1a), se obţine ecuaţia 

( ) ,0θ,r
θ
σ

0c
θ =

∂
∂

 (3.24) 

din care se determină unghiul 0θ  de iniţiere a ruperii, în funcţie de factorii de 

intensitate a tensiunii ρV
IK , ρV

IIK . În ecuaţia (3.24) raza r  se înlocuieşte cu distanţa 

critică cr  măsurată din originea sistemului de axe. Se observă că unghiul 0θ  de 
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iniţiere a ruperii depinde de distanţa critică cr  şi de geometria concentratorului de 

tensiune, prin raza la vârf ρ  şi deschiderea unghiulară α2 .  
 Cea de-a doua ipoteză a criteriul RV-MTS (sau după caz UMTS) presupune 
că ruperea se produce atunci când tensiunea circumferenţială θσ  de-a lungul 

direcţiei de unghi 0θ  atinge valoarea critică cσ , la distanţa crr = . Astfel, în baza 

expresiei (3.23), se obţine relaţia care determină condiţiile ruperii în modul mixt: 
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 Cu referire la modul I pur, ruperea se produce atunci când factorul de 

intensitate a tensiunii ρV
IK  atinge valoarea sa critică ρV

IcK ; aceasta se determină 

experimental şi depinde de geometria concentratorului de tensiune prin raza la vârf 
ρ  şi deschiderea unghiulară α2 , nefiind o constantă de material în sensul unei 

valori critice unice. Întroducând în (3.25) condiţiile de rupere 0θ0 = , ρV
Ic

ρV
I KK = , 

0K ρV
II =  pentru modul I, se obţine relaţia 
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care permite exprimarea tensiunii cσ  în funcţie de valoarea critică ρV
IcK , rezultând: 
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 (3.27) 

Cu valorile cunoscute pentru cr  şi ρV
IcK , din (3.24) şi (3.27) se trasează diagrama 

de rupere în modul mixt, pentru un anumit concentrator de tensiune. De asemenea, 

cu valorile determinate experimental pentru ρV
IcK  şi cσ  se obţine din (3.26) relaţia 

de calcul a distanţei critice cr  (dependentă de geometria crestăturii): 
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unde pentru materialele fragile cσ  se consideră egală cu rezistenţa la rupere rσ  la 

întindere uniaxială. 
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3.2. Evaluarea ruperii fragile pe semidiscul cu fisură laterală 
verticală solicitat la încovoiere asimetrică (epruveta ASCB) 

 
 
3.2.1. Geometria epruvetei ASCB 
 
 Epruveta de tip semidisc solicitată la încovoiere (SCB) în trei puncte, 
prezentată în fig.3.5, a fost utilizată pentru analiza ruperii materialelor fragile în 
modul mixt în numeroase studii. Pentru acest tip de epruvetă cu fisură înclinată, 
distanţa dintre direcţia forţei aplicate şi suporţii de rezemare este menţinută 
constantă. Pentru modul mixt de rupere, diferitele combinaţii dintre modul I şi II se 
obţin prin înclinarea fisurii laterale la diferite valori ale unghiului β , faţă de direcţia 
de aplicare a forţei F  (Ayatollahi [2006], [2006a]). Astfel, pentru a obţine un mod 
mixt cu predominanţa modului II valorile acestui unghi sunt relativ mari [ ]°≅ 50β . 
Dificultatea realizării practice a unei fisuri înclinate este principalul dezavantaj al 
acestui tip de epruvetă. 

  

Fig. 3.5. Semidiscul cu fisură laterală 
înclinată solicitat simetric la încovoiere 

(SCB, Ayatollahi [2006]) 

Fig. 3.6. Semidiscul cu fisură laterală 
verticală solicitat asimetric la încovoiere 

(ASCB, Ayatollahi [2011]) 

 Într-o lucrare recentă, Ayatollahi [2011] propune o variantă îmbunătăţită a 
acestei epruvete: semidiscul cu fisură laterală verticală solicitat asimetric la 
încovoiere (ASCB, fig. 3.6). Diferitele combinaţii dintre modul I şi II, în modul mixt, 
se obţin prin solicitarea asimetrică la încovoiere utilizând un dispozitiv adecvat care 
permite modificarea distanţelor dintre suporţii de rezemare 21 SS ≠ , relativ la 

direcţia de aplicare a forţei F  ( 1S  fixă, iar 2S  variabilă). Evident, modul I se obţine 

pentru solicitarea simetrică la încovoiere a epruvetei, adică pentru 21 SS = . 

 Utilizarea semidiscului ASCB la analiza ruperii materialelor fragile în modul 
mixt implică determinarea combinaţiei dintre modul I şi modul II pentru fiecare 
geometrie şi poziţie a suporţilor de rezemare. În fapt, acest demers se rezumă la 
determinarea factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  pentru diferitele valori 

relative ale dimensiunilor geometrice Ra , RS1  şi RS2 , unde R  reprezintă raza 
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semidiscului, iar a  lungimea fisurii iniţiale. Aplicarea criteriului GMTS implică în plus 
şi determinarea tensiunilor nesingulare T  pentru fiecare caz de solicitare, utilizarea 
metodei elementului finit în acest scop reprezentând o soluţie rapidă şi accesibilă. 
 
 
3.2.2. Determinarea factorilor de intensitate a tensiunii IK , IIK  şi a 
tensiunilor nesingulare T  pentru epruveta ASCB 
 
 Pentru epruveta ASCB, Ayatollahi [2011] propune determinarea factorilor de 
intensitate a tensiunii IK  şi IIK  în funcţie de relaţiile dintre dimensiunile 

geometrice (prin Ra , RS1  şi RS2 ) după expresiile: 

( )

( ) ,RS,RS,RaYaπ
Rt2
F

K

RS,RS,RaYaπ
Rt2
F

K

21IIII

21II

=

=
 (3.29) 

unde IY  şi IIY  sunt coeficienţii adimensionali corespunzători modului I şi, respectiv, 

modului II. O expresie similară este utilizată şi pentru determinarea tensiunii 
nesingulare T : 

( ) ,RS,RS,RaT
Rt2
F

T 21
*=  (3.30) 

unde *T  reprezintă coeficientul adimensional al tensiunii nesingulare (sau tensiunea 
nesingulară normalizată, cu alte cuvinte). 

 Coeficienţii adimensionali IY , IIY  şi *T  din relaţiile (3.29) şi (3.30) se 

determină din analiza numerică cu metoda elementului finit. 
 Pentru dimensiunile geometrice ale epruvetelor ASBC realizate din Necuron 
1020 şi Necuron 651 testate la încovoiere în trei puncte - [ ]mm40R = , [ ]mm12a =  

şi [ ]mm10t = , fig. 2.10 - relaţiile geometrice utilizate în analiza numerică sunt: 

.75.01.0RS,75.0RS,3.0Ra 21 ÷===  (3.31) 

cu raportul RS2  variabil, pentru obţinerea combinaţiei analizate dintre modul I şi 

modul II. 
 În fig. 3.7 este prezentat unul dintre modelele cu elemente finite, realizat cu 

pachetul software CosmosM 2.9. Pentru a modela singularitatea r1 , un rând de 
32  elemente finite bidimensionale triunghiulare cu 6  noduri a fost generat pe o 
rază de [ ]mm02.0  în zona de la vârful fisurii (detaliul din fig. 3.7). Nodurile situate 

pe mijlocul laturilor adiacente vârfului fisurii au fost deplasate la o distanţă de 41  
din lungimea laturii elementului finit, spre nodul corespunzător vârfului fisurii 
(Marşavina [1998]). În jurul acestui rând de elemente singulare, pe o rază de 

[ ]mm5.1 , s-a generat o reţea fină conţinând 1600  elemete finite izoparametrice cu 
8  noduri. În final, discretizarea întregului domeniu plan s-a realizat cu un număr 
total de 5248  elemente finite plane şi 16092  noduri (cu câte 2  grade de libertate 
pe fiecare nod). La o grosime a epruvetelor de [ ]mm10t =  modelarea s-a realizat în 
condiţiile stării plane de deformaţie. 
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Fig. 3.7. Modelul cu elemente finite realizat în pachetul software CosmosM 2.9 (modelarea 
zonei de la vârful fisurii, în detaliu) 

 Pentru poliuretanul rigid Necuron 1020 următoarele proprietăţile mecanice 
elastice au fost considerate în analiza liniar-elastică cu elemente finite: modulul de 
elasticitate longitudinal [ ]MPa3340E =  şi coeficientul de contracţie transversală 

34.0ν = . 

 

Fig. 3.8. Câmpul tensiunilor von Mises pentru modul I ( 0KII = ) 
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Fig. 3.9. Câmpul tensiunilor von Mises pentru modul mixt I+II ( 9.0KK III = ) 

 

 

Fig. 3.10. Câmpul tensiunilor von Mises pentru modul II ( 0KI = ) 

 Încovoierea asimetrică în trei puncte din fig. 3.6 a fost modelată impunând 
condiţiile la limită: deplasările verticale pentru nodurile corespunzătoare suporţilor 
de rezemare 0uy =  şi o forţă [ ]N100F =  aplicată pe direcţia verticală conţinută în 
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planul fisurii iniţiale. Câmpul tensiunilor echivalente von Mises în zona de la vârful 
fisurii pentru trei dintre cazurile analizate este redat în fig. 3.8 - 3.10. 
 Valorile factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  s-au determinat 

pentru fiecare dintre cazurile analizate prin metoda extrapolării tensiunilor. În fig. 
3.11, pentru trei dintre cazurile analizate, este redată în coordonate dublu-
logaritmice variaţia factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  în zona de la vârful 

fisurii pe direcţia 0θ = , pentru forţa verticală aplicată [ ]N100F = . Se remarcă 

constanţa factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK , inclusiv pentru modul mixt 

I+II, până la o distanţă [ ]mm1r =  măsurată de la vârful fisurii. 
 

 

Fig. 3.11. Variaţia factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  pentru [ ]N100F =  

 În baza relaţiilor (3.29), şi cu valorile determinate pentru IK  şi IIK  din 

analiza numerică a stării de tensiune în zona de la vârful fisurii, se determină 
coeficienţii adimensionali IY  şi IIY  pentru geometria dată a epruvetei ASBC. 

Variaţia acestor coeficienţi este redată în fig. 3.12 în funcţie de raportul 
adimensional RS2 . Situaţia 21 SS = , pentru care coeficientul 0YII = , corespunde 

modului I pur. La micşorarea distanţei 2S  (prin deplasarea suportului corespunzător 

spre planul fisurii) coeficientul adimensional IY  al modului I scade, iar coeficientul 

IIY  al modului II creşte. În modul mixt, diferitele combinaţii dintre modul I şi II se 

obţin prin poziţionarea suportului la distanţa 2S  corespunzătoare. Pentru un raport 

108.0RS2 =  coeficientul adimensional al modului I devine 0YI = , această situaţie 

de solicitare corespunzând modului II pur. 
 Pentru validarea rezultatelor, un model similar de calcul numeric cu 

elemente finite pentru epruveta ASCB a fost realizat şi în pachetul software Abaqus 
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6.5, unde determinarea factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  se bazează pe 

calculul integralei J , în cazul unui material cu comportare liniar-elastică. 

 

Fig. 3.12. Variaţia coeficienţilor adimensionali 1Y  şi 2Y  ai factorilor de intensitate a 

tensiunii 

 

 

Fig. 3.13. Variaţia coeficientului adimensional *T  al tensiunii nesingulare 
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Erorile relative pentru valorile coeficienţilor adimensionali IY  şi IIY  determinate pe 

cele două modele de calcul numeric sunt de ordinul [ ]%5.2± . 

 Aplicarea criteriului GMTS la analiza ruperii materialelor fragile în modul mixt 
pe epruvete ASCB presupune şi cunoaşterea tensiunilor nesingulare T  în zona de la 

vârful fisurii. Variaţia coeficientului adimensional *T  al tensiunii nesingulare, este 
prezentată în fig. 3.13 pentru geometria epruvetei ASCB analizată în lucrare. 
Graficul s-a trasat în baza relaţiei (3.30) şi a tensiunilor nesingulare determinate 
direct pe modelul cu elemente finite realizat în pachetul software Abaqus 6.5, la o 
forţă aplicată pe direcţia verticală [ ]N100F = . Pentru geometria şi starea de 
solicitare studiate, din fig. 3.13 se observă că tensiunile nesingulare T  sunt 
negative pe întreg domeniul, iar valorile lor scad pe măsură ce raportul RS2  se 

micşorează, adică cu predominanţa modului II. 
 
 
3.2.3. Analiza rezultatelor experimentale pe baza criteriului GMTS 
 
 Rezultatele pentru încercările de rupere în modul mixt I+II realizate pe 
epruvete ASCB confecţionate din poliuretanul rigid Necuron 1020 sunt prezentate în 
tabelul 3.1. Alături de forţa critică crF  înregistrată, în tabelul 3.1 sunt prezentate 

valorile factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  determinate pentru crF , 

precum şi valorile măsurate ale unghiului 0θ  de iniţiere la propagarea fisurii pentru 

fiecare epruvetă. 
 În mod practic, înlocuind expresiile (3.29) şi (3.30) în relaţia (3.9), se 
determină unghiul critic 0θ  ca soluţie a ecuaţiei: 

( )[ ] ,0θcos
2
θ

sinar2
3
T16

1θcos3YθsinY 0
0

c
*

0II0I =−−+  (3.32) 

pentru valorile coeficienţilor adimensionali IY , IIY  şi *T  determinate din fig. 3.12 şi 

fig. 3.13 prin interpolare pentru un anumit raport RS2 . Cu unghiul critic 0θ  

calculat, condiţia (3.11) a ruperii fragile în modul mixt I+II se rescrie în funcţie de 

coeficienţii adimensionali IY , IIY  şi *T  astfel încât să rezulte raportul IcI KK : 
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şi respectiv IcII KK  
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pe baza cărora se construieşte diagrama de rupere după criteriului GMTS. 
 Distanţa critică cr  se determină cu relaţia propusă de Taylor [2006], 

[2007], [2008]: 
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[ ] ,mm34.0
σ
K

π2
1

2
L

r
2

r

Ic
c =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==  (3.34) 

unde [ ]mMPa3.2KIc =  şi [ ]MPa75.49σr = , determinate în capitolul 2. 

 Din analiza rezultatelor experimentale obţinute pe epruvete ASCB pentru 
poliuretanul rigid Necuron 1020 (prezentate în tab. 3.1) rezultă o valoare medie a 

factorului critic de intensitate a tensiunii ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= mMPa655.2KIc , valoare superioară 

cu aproximativ [ ]%15  celei determinate pe epruvete standard de încovoiere în trei 

puncte ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= mMPa3.2KIc  (ASTM D 5045-99). Din valoarea medie obţinută pentru 

factorului critic de intensitate a tensiunii în modul II, şi anume 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= mMPa771.2KIIc , rezultă un raport 04.1KK IcIIc =  superior predicţiei după 

criteriul MTS. 
Tabel 3.1 Rezultatele testelor pe epruvete ASCB (Necuron 1020) 

[ ]−RS2  [ ]NFcr  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ mMPaKI  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ mMPaKII  [ ]−eM  [ ]°− 0θ  

0.75 2460 2.650 0 1 0.5 

0.75 2490 2.682 0 1 0.7 

0.75 2410 2.596 0 1 0.8 

0.75 2500 2.693 0 1 0.0 

0.5 3290 2.654 0.187 0.955 17.3 

0.5 3370 2.718 0.192 0.955 20.1 

0.5 3160 2.549 0.180 0.955 13.0 

0.3 4970 2.385 0.793 0.795 45.8 

0.3 5080 2.438 0.811 0.795 40.3 

0.3 4840 2.323 0.772 0.795 36.8 

0.2 6840 1.709 1.897 0.467 50.3 

0.2 6560 1.639 1.819 0.467 61.2 

0.2 6740 1.684 1.869 0.467 47.4 

0.15 7130 0.835 2.585 0.199 59.6 

0.15 7015 0.822 2.543 0.199 62.9 

0.15 7475 0.876 2.710 0.199 65.0 

0.108 6550 0 2.852 0 65.6 

0.108 6455 0 2.810 0 63.2 

0.108 6080 0 2.649 0 73.0 
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Fig. 3.14. Diagrama ruperii în modul mixt pe epruvete ASCB realizate din Necuron 1020 

 

 

Fig. 3.15. Variaţia unghiului critic de iniţiere la propagarea fisurii cθ  cu parametrul eM  
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 Din diagrama de rupere ilustrată în fig. 3.14, se contată că criteriul MTS 
subestimează semnificativ condiţiile critice ale ruperii fragile în modul mixt, 
îndeosebi pentru cazurile de predominanţă a modului II, unde conform rezultatelor 
din fig 3.13 tensiunile nesingulare T  sunt negative şi se majorează în valori 
absolute. Astfel, erorile medii relative sunt cuprinse în intervalul 

%34.32%...28.20 ++  pentru 466.0Me ≤ . 
 În fig. 3.14 este reprezentată şi diagrama de rupere estimată pe baza 
criteriului GMTS, pentru valoarea distanţei critice [ ]mm34.0rc= . Erorile relative 

pentru estimarea condiţiilor critice ale ruperii fragile în modul mixt sunt cuprinse în 

intervalul %53.3%...60.2 +− , pentru 199.0Me > . Pentru valori mai mici ale 

parametrului eM  erorile de estimare devin importante, pentru modul II eroarea 
relativă medie fiind egală cu %87.32 . În concluzie, aplicarea criteriului GMTS 

îmbunătăţeşte sensibil estimările condiţiilor de rupere pentru 199.0Me > , dar 
erorile sunt importante pentru situaţiile de predominanţă a modului II. 
 În fig. 2.13 sunt prezentate câteva dintre epruvetele ASCB realizate din 
Necuron 1020, rupte în modul mixt I+II. Se observă că propagarea fisurii se 
produce în afara planului fisurii iniţiale pentru toate combinaţiile între modul I şi II, 
cu excepţia cazului de solicitare în modul I pur.  
 În domeniul de predominanţă a modului II, criteriul MTS furnizează estimări 
rezonabile ale unghiului critic cθ  de iniţiere la propagarea fisurii. Astfel, pentru 

modul II de solicitare, estimarea criteriului MTS pentru unghiul critic este 
[ ]°−= 5.70θ0 , din încercările experimentale rezultând o valoare medie 

[ ]°−= 29.67θ0 , adică o eroare relativă de %2.5− . Estimările nu sunt îmbunătăţite 

prin considerarea tensiunilor nesingulare T . Astfel, pentru [ ]mm34.0rc = , 

estimarea criteriului GMTS devine [ ]°−= 31.53θ0 , adică o eroare relativă de %6.20 , 

pentru modul II de solicitare. Cum valorile măsurate pentru unghiul 0θ  depind 

sensibil de distanţa critică cr  la care măsurătorile sunt efectuate, erorile sunt parţial 

explicate şi de acest factor. 
 Pentru poliuretanul rigid Necuron 651, distanţa critică cr  se determină din: 

[ ] ,mm52.0
σ
K

π2
1

2
L

r
2

r

Ic
c =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==   

unde [ ]mMPa0.1KIc =  şi [ ]MPa40.17σr = , determinate în capitolul 2. 

 Din analiza rezultatelor experimentale obţinute pe epruvetele ASCB pentru 
Necuron 651 (prezentate în tab. 3.2) rezultă o valoare medie a factorului critic de 

intensitate a tensiunii ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= mMPa253.1KIc , valoare superioară cu aproximativ 

[ ]%25  celei determinate pe epruvete standard de încovoiere în trei puncte 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= mMPa0.1KIc  (ASTM D 5045-99). Pentru valoarea medie a factorului critic de 

intensitate a tensiunii în modul II, şi anume ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= mMPa376.1KIIc , rezultă un 

raport 10.1KK IcIIc =  superior predicţiei după criteriul MTS. 
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 Şi pentru Necuron 651 criteriul MTS subestimează semnificativ condiţiile 
critice ale ruperii fragile în modul mixt, îndeosebi pentru cazurile de predominanţă a 
modului II (fig.3.16). Astfel, erorile relative medii sunt cuprinse în intervalul 

%71.35%...66.1 +−  pentru 0M1 e ≥≥ . 
 

Tabel 3.2 Rezultatele testelor pe epruvete ASCB (Necuron 651) 

[ ]−RS2  [ ]NFcr  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ mMPaKI  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ mMPaKII  [ ]−eM  [ ]°− 0θ  

0.75 1160 1.249 0 1 0.8 

0.75 1140 1.228 0 1 1.2 

0.75 1190 1.282 0 1 0.5 

0.5 1580 1.274 0.090 0.955 11.6 

0.5 1625 1.310 0.092 0.955 20.9 

0.5 1545 1.246 0.088 0.955 17.5 

0.3 2360 1.132 0.376 0.795 29.1 

0.3 2435 1.168 0.388 0.795 31.7 

0.3 2210 1.060 0.352 0.795 33.5 

0.2 3060 0.764 0.848 0.467 51.0 

0.2 2990 0.747 0.829 0.467 46.1 

0.2 3020 0.754 0.837 0.467 41.9 

0.15 3160 0.370 1.145 0.199 63.3 

0.15 3120 0.365 1.131 0.199 55.1 

0.15 3090 0.362 1.120 0.199 52.1 

0.108 2890 0 1.291 0 67.5 

0.108 3200 0 1.429 0 57.5 

0.108 3150 0 1.407 0 59.9 

 
 În fig. 3.16 este reprezentată şi diagrama de rupere estimată pe baza 
criteriului MTS şi GMTS, pentru valoarea distanţei critice [ ]mm52.0rc= . Erorile 

relative în estimarea condiţiilor critice ale ruperii fragile în modul mixt sunt cuprinse 

în intervalul %93.4%...06.3 +− , pentru 466.0Me ≥ . Pentru valori mai mici ale 

parametrului eM  erorile de estimare devin importante: %21.20  pentru 

199.0Me =  şi %43.41  pentru 000.0Me =  (modul II pur). În concluzie, aplicarea 
criteriului GMTS nu îmbunătăţeşte sensibil estimările condiţiilor de rupere pentru 
poliuretanul rigid Necuron 651. 
 Estimările criteriilor MTS şi GMTS pentru unghiul critic cθ  de iniţiere la 

propagarea fisurii sunt în concordanţă cu măsurătorile experimentale (fig.3.17). 
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Fig. 3.16. Diagrama ruperii în modul mixt pe epruvete ASCB realizate din Necuron 651 

 

 

Fig. 3.17. Variaţia unghiului critic de iniţiere la propagarea fisurii cθ  cu parametrul eM  
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Pentru modul II de solicitare, estimarea criteriului MTS pentru unghiul de iniţiere 
este [ ]°−= 5.70θ0 , din încercările experimentale rezultând o valoare medie 

[ ]°−= 66.61θ0 , adică o eroare relativă de %9.14− . Estimarea criteriului GMTS este 

[ ]°−= 8.48θ0 , eroarea relativă faţă de măsurătorile experimentale fiind de %4.21 . 

 Criteriul GMTS propus de Smith [2001], [2006], prin considerarea efectului 
tensiunilor nesingulare T , îmbunătăţeşte estimarea condiţiilor critice ale ruperii 

fragile pe epruvete ASCB în modul mixt pentru 1M199.0 e ≤≤ , în comparaţie cu 

criteriul MTS. La dominanţa modului II, pentru 199.0M0 e <≤ , erorile sunt 
importante: 38.1KK IcIIc =  în comparaţie cu rezultatul experimental 

04.1KK IcIIc =  pentru Necuron 1020, respectiv 55.1KK IcIIc =  în comparaţie cu 

valoarea determinată experimental 10.1KK IcIIc =  pentru Necuron 651. 

 Pentru epruvetele ASCB utilizate, tensiunile nesingulare negative pe întregul 

interval de testare 75.0RS1.0 2 ≤≤ , respectiv 1M0 e ≤≤ , produc o creştere a 

factorului critic de intensitate a tensiunii, astfel 04.1KK IcIIc =  pentru Necuron 

1020 şi 10.1KK IcIIc =  pentru Necuron 651. Un rezultat asemănător este obţinut şi 

de Ayatollahi [2011]: pentru materialele cu o distanţă critică cr  mai mare se obţine 

o valoare IIcK  superioară, efectul tensiunilor nesingulare T  fiind mai pronunţat 

pentru astfel de materiale (marmură, granit). Valorile factorului critic de intensitate 
a tensiunii IIcK  determinate experimental pe epruvete ASCB, în prezenţa unui câmp 

al tensiunilor nesingulare T  negative, se utilizează cu precauţie în evaluarea ruperii 
componentelor cu fisuri, şi doar după analiza câmpului tensiunilor din zona de la 
vârful fisurii. Existenţa unui câmp al tensiunilor nesingulare T  pozitive, pentru o 
geometrie şi mod de solicitare diferite de cele pentru care s-au făcut determinările 
experimentale, produce o reducere aparentă a factorului critic de intensitate a 
tensiunii IIcK . 

 Prezenţa tensiunilor nesingulare T  în zona de la vârful fisurii influenţează şi 
valoarea unghiului critic 0θ . Pentru epruvetele analizate ASCB are loc, în valori 

absolute, o reducere a unghiului de iniţiere la propagarea fisurii. 
 
 
3.2.4. Estimarea forţei critice de rupere pentru epruvetele ASCB 
 
 Conform celei de-a doua ipoteze a criteriului MTS, respectiv GMTS, 
propagarea fisurii se produce pe direcţia radială de unghi 0θ , atunci când tensiunea 

circumferenţială maximă la o distanţă critică cr  atinge valoarea critică cσ . Cele 

două mărimi sunt considerate proprietăţi de material, cu rc σσ =  şi cr  determinată 

cu relaţia (3.34). După criteriul MTS, dacă se introduce în (3.4) expresiile (3.29), se 
determină forţa critică crF  la rupere din relaţia 

,θsin
2
θ

cosY
2
3

2
θ

cosY
r2
a

Rt2
F

σ 0
0

2
03

1
c

c ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  (3.35) 
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pentru diferite valori ale parametrului adimensional eM . O relaţia similară se obţine 
şi după criteriul GMTS, înlocuind în (3.10) expresiile (3.29) şi (3.30): 

.θsinTθsin
2
θ

cosY
2
3

2
θ

cosY
r2
a

Rt2
F

σ 0
2*

0
0

2
03

1
c

c
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  (3.36) 

 

 

Fig. 3.18. Variaţia crF  de rupere a epruvetelor ASCB în modul mixt (Necuron 1020) 

 Pentru Necuron 1020, în tabelul 3.3 sunt prezentate rezultatele 
experimentale pentru forţa critică crF  medie, împreună cu estimările după criteriile 

MTS şi GMTS. Variaţia forţei critice după criteriile MTS şi GMTS comparativ cu 
rezultatele experimentale este redată în fig. 3.18, pentru [ ]MPa75.49σr =  şi 

[ ]mm34.0rc = . 

 
Tabel 3.3 Estimarea forţei critice pentru epruvetele ASCB (Necuron 1020) 

[ ]−eM  
[ ]NFcr  

rezultate 
experimentale 

[ ]NFcr  

estimare  
MTS 

Eroare  
relativă  

[ ]%  

[ ]NFcr  

estimare  
GMTS 

Eroare  
relativă  

[ ]%  

1.000 2465 2134 -13.4 2134 -13.4 

0.955 3273 2829 -13.5 2831 -13.5 

0.795 4963 4192 -15.5 4303 -13.3 

0.467 6713 4821 -28.2 5662 -15.6 

0.199 7206 4730 -34.3 6458 -10.4 

0.000 6201 4455 -28.1 7154 +15.3 
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 Rezultatele experimentale şi predicţiile după criteriile MTS şi GMTS, pentru 
Necuron 651, sunt prezentate în tabelul 3.4 şi ilustrate în fig.3.19, cu 

[ ]MPa40.17σr =  şi [ ]mm52.0rc = . 

 

Fig. 3.19. Variaţia crF  de rupere a epruvetelor ASCB în modul mixt (Necuron 651) 

 
Tabel 3.4 Estimarea forţei critice pentru epruvetele ASCB (Necuron 651) 

[ ]−eM  
[ ]NFcr  

rezultate 
experimentale 

[ ]NFcr  

estimare  
MTS 

Eroare  
relativă  

[ ]%  

[ ]NFcr  

estimare  
GMTS 

Eroare  
relativă  

[ ]%  

1.000 1163 923 -20.6 923 -20.6 

0.955 1583 1224 -22.7 1225 -22.6 

0.795 2335 1813 -22.3 1871 -19.8 

0.467 3023 2085 -31.0 2527 -16.4 

0.199 3123 2046 -34.5 2987 -4.3 

0.000 3080 1927 -37.4 3475 +12.8 

 
 Pentru modul I şi pentru modul mixt, la predominanţa modului I, estimările 
celor două criterii sunt comparabile, iar erorile relative faţă de rezultatele 
experimentale sunt aprox. [ ]%5.13−  pentru Necuron 1020 şi respectiv [ ]%20−  
pentru Necuron 651. 
 Criteriul MTS introduce erori relative ridicate în estimarea forţei critice de 
rupere fragilă în modul mixt, la predominanţa modului II, aprox. [ ]%3.34..2.28 −−  

pentru Necuron 1020 şi respectiv [ ]%4.37..0.31 −−  pentru Necuron 651. În schimb, 
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estimările după criteriul GMTS sunt mai exacte, cu erori relative în intervalul 
[ ]%3.15..4.10 +−  pentru Necuron 1020 şi respectiv [ ]%8.12..4.16 +−  pentru 

Necuron 651. 
 Prin considerarea efectului tensiunilor nesingulare T , criteriul GMTS permite 
estimarea cu suficientă precizie pentru aplicaţiile inginereşti a forţei critice de rupere 
fragilă în modul mixt pentru componentele realizate din materialele poliuretanice 
Necuron 1020 şi Necuron 651. 
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3.3. Evaluarea ruperii fragile pe epruvete de încovoiere în trei 

puncte (SENB) cu crestătură laterală în formă de U 
 
 
3.3.1. Criteriul UMTS 
 
 În cazul concentratorilor nesingulari de tipul crestătură laterală în formă de 
U, pentru care 0α2 = , 2ρr0 = , 5.0λλ 21 ==  şi 5.0μμ 21 −== , expresia (3.23) a 

tensiunii circumferenţiale θσ  se simplifică după cum urmează: 
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iar ecuaţia (3.24) din care se determină unghiul 0θ  de iniţiere a ruperii devine: 
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demonstrând dependenţa acestuia de raza la vârful crestăturii ρ  şi de distanţa 

critică cr , măsurată în sistemul de coordonate polare, Ayatollahi [2009a], [2010]. 

 Cea de-a doua ipoteză a criteriul UMTS, şi anume ecuaţia (3.25) care 
determină condiţiile ruperii în modul mixt I+II, se transformă după cum urmează 
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relaţie care pentru modul I, exprimă tensiunea critică cσ  în funcţie de valoarea 

critică U
IcK , rezultând: 

.
r
ρ

2
rπ22

K
σ

cc

U
Ic

c ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=  (3.40) 

Dacă se introduce (3.40) în (3.39) rezultă ecuaţia care determină condiţiile ruperii în 
modul mixt, exprimată utilizând valoarea critică a factorului de intensitate a 

tensiunii U
IcK : 
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cu valoarea U
IcK  determinată experimental, Gómez [2004]: 
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( ) .
F

F
FKK

1

max
1

U
I

U
Ic =  (3.42) 

În relaţia (3.42) factorul de intensitate a tensiunii U
IK  pentru crestătură se 

determină la o valoare arbitrară 1F  a forţei, iar valoarea critică U
IcK  se obţine 

pentru forţa maximă maxF  înregistrată experimental. 

 Cu valorile determinate experimental pentru U
IcK  şi cσ  se obţine din (3.40) 

relaţia de calcul a distanţei critice cr , Ayatollahi [2009a]: 
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unde pentru materialele fragile cσ  se consideră egală cu rezistenţa la rupere rσ  

pentru întindere uniaxială. Cu distanţa critică cr  astfel determinată, se trasează 

relativ simplu diagrama de rupere pentru crestătura în formă de U, adică variaţia 
U
Ic

U
II KK  în funcţie de U

Ic
U
I KK . 

 Parametrul adimensional eM  introdus de Shih [1974] prin relaţia (3.7) 
pentru a caracteriza combinaţia între modul I şi modul II pentru modul mixt de 
solicitare în cazul componentelor cu fisuri: 
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devine în cazul crestăturilor U, Ayatollahi [2009a]: 
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Relaţia (3.45) permite, ca alternativă la ecuaţia (3.38), determinarea unghiului 0θ  

de iniţiere a ruperii pentru o anumită combinaţia între modul I şi modul II. 
 
 

3.3.2. Determinarea factorilor de intensitate a tensiunii U
IK  şi U

IIK  

pentru epruvete SENB cu crestătură U 
 
 Dimensiunile geometrice ale epruvetelor SENB testate la încovoiere în trei 
puncte, realizate din Necuron 1020, sunt redate în fig. 2.6a) şi fig. 2.6b), iar 
rezultatele experimentale sunt prezentate în tabelul 2.5. 
 În fig. 3.20 este prezentat unul dintre modelele cu elemente finite pentru 
raza la vârful crestăturii [ ]mm1ρ = , realizat în pachetul software CosmosM 2.9. În 
zona concentratorului de tensiune s-a generat o reţea fină de elemete finite, 
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utilizând un număr de 50  elemente finite pe o lungime de [ ]mm1 , la un coeficient 
de spaţiere egal cu 5 . În final, discretizarea întregului domeniu plan s-a realizat cu 
un număr total de 98140  elemente finite izoparametrice plane şi 296133  noduri. 
La o grosime a epruvetelor de [ ]mm10t =  modelarea s-a realizat în condiţiile stării 
plane de deformaţie. 
 Pentru poliuretanul rigid Necuron 1020 următoarele proprietăţile mecanice 
elastice au fost considerate în analiza liniar-elastică cu elemente finite: modulul de 
elasticitate longitudinal [ ]MPa3340E =  şi coeficientul de contracţie transversală 

34.0ν = . 
 Încovoierea în trei puncte a fost modelată impunând condiţiile la limită: 
deplasările verticale ale nodurilor corespunzătoare suporţilor de rezemare 0uy =  şi 

o forţă yF  aplicată pe direcţie verticală, la o distanţă bine determinată de planul 

crestăturii, pentru a obţine în modul mixt combinaţia dorită între modul I şi II. 

 

Fig. 3.20. Modelul cu elemente finite realizat în pachetul software CosmosM 2.9 (în detaliu 
este redată reţeaua de elemente finite în zona de la vârful crestăturii în formă de U) 

 
 Câmpul tensiunilor circumferenţiale θσ  în zona de la vârful crestăturii U este 

ilustrat în fig. 3.21 pentru forţa maximă medie înregistrată la ruperea epruvetelor şi 
pentru raza la vârf [ ]mm1ρ = . 
 Forţele maxime medii înregistrate la ruperea epruvetelor pentru modul I de 
solicitare şi pentru fiecare dintre cele patru raze ρ  la vârful crestăturii au fost 
utilizate în analiza liniar elastică cu elemente finite pentru determinarea tensiunii 
circumferenţiale ( )0θ,rrσ 0θ == , în condiţiile prezentate anterior. În baza relaţiei 

propuse de Filippi [2002] pentru modul I de solicitare: 

,ρ
q

1q
π2σ

ω1

r
π2σK

11 λ1

max
1

λ1
0

max
U
Ic

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+
=  (3.45) 

cu 2q = , 2ρr0 = , 5.0λ1 = , 1ω1 =  pentru crestătura U şi tensiunea principală 

maximă ( )0θ,rrσσ 0θmax === , s-au determinat valorile critice ale factorului de 

intensitate a tensiunii U
IcK , rezultatele fiind prezentate în tabelul 3.5. 
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a). 1Me =  (modul I, [ ] [ ]mm0m,mm60SS 21 === ) 

 

b). 870.0Me =  (modul mixt, [ ] [ ] [ ]mm4m,mm12S,mm60S 21 −=== ) 

 

c). 658.0Me =  (modul mixt, [ ] [ ] [ ]mm4m,mm12S,mm60S 21 === ) 
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d). 550.0Me =  (modul mixt, [ ] [ ] [ ]mm24m,mm12S,mm60S 21 === ) 

 

e). 218.0Me =  (modul mixt, [ ] [ ] [ ]mm9m,mm12S,mm60S 21 === , U înclinat) 

 

f). 042.0Me =  (modul mixt, [ ] [ ] [ ]mm9m,mm8S,mm60S 21 === , U înclinat) 

Fig. 3.21. Tensiunea circumferenţială θσ  în zona de la vârful crestăturii pentru [ ]mm1ρ =  
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 Extrapolarea rezultatelor experimentale obţinute pentru factorul critic de 

intensitate a tensiunii U
IcK  pentru crestătura U (fig. 3.22) permite în cazul fisurii , 

adică pentru [ ]mm0ρ = , determinarea valorii critice [ ]mMPa24.2KIc = . Aceasta 

este cu aproximativ [ ]%6.2  mai mică decât valoarea determinată experimental pe 

epruvete SENB standardizate. 

 

Fig. 3.22. Variaţia U
IcK  în funcţie de ρ  pentru epruvete SENB (Necuron 1020) 

 

 

Fig. 3.23. Variaţia cr  în funcţie de ρ  pentru epruvete SENB (Necuron 1020) 

 De asemenea în tabelul 3.5 sunt prezentate şi valorile distanţei critice cr  

determinate din ecuaţia (3.43) pentru fiecare dintre cele patru raze ρ  la vârful 

crestăturii, luând pentru poliuretanul rigid Necuron 1020 tensiunea critică cσ  egală 
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cu rezistenţa la întindere uniaxială [ ]MPa75.49σσ rc == . O eroare relativă de 

acelaşi ordin de mărime [ ]%8.3+  se obţine prin extrapolarea rezultatelor şi pentru 

raza critică cr  ( [ ]mm34.0rc =  determinată pe epruvete ASCB cu fisură). Ayatollahi 

[2010] denumeşte parametrul cr  ca distanţă critică pentru crestătura U şi conform 

relaţiei (3.43) depinde de raza la vârf ρ , fiind un parametru dependent de 

geometria crestăturii şi nu o constantă de material. 

 În cazul solicitării în modul mixt, factorii de intensitate a tensiunii U
IK  şi U

IIK  

pentru crestătura U s-au determinat după relaţiile propuse de Lazzarin [2006]: 

( ) ( )
22

2
11

1
λμ

0
2

0θθrλ1U
IIcλμ

0
1

0θθλ1U
Ic

r
r

ω1

τ
rπ2K,

r
r

ω1

σ
rπ2K

−
=−

−
=−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=  
(3.46) 

unde θσ  şi θrτ  sunt tensiunile la distanţa r  măsurată în sistemul de coordonate 

local (a cărui origine este situată la distanţa 0r  faţă de vârful crestăturii, fig.1.3). 

Deoarece expresiile propuse de Filippi [2002] pentru a descrie câmpul tensiunilor în 
vecinătatea vârfului concentratorilor nesingulari sunt aproximative, relaţiile (3.46) 

nu produc valori constante pentru factorii U
IK  şi U

IIK , acestea prezentând o uşoara 

variabilitate pe lungimea de 101  din adâncimea crestăturii U, aşa cum se observă 
şi din fig.3.24 şi 3.25. Pentru a elimina influenţa distanţei r , Lazzarin [2006] 

propune determinarea valorilor factorilor U
IK  şi U

IIK  printr-o mediere a rezultatelor 

pe lungimea ηρ , cu 4.0η =  pentru un efect slab de concentrare a tensiunilor. 
Medierea se realizează după relaţiile următoare : 

∫∫
++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

ηρr

r
U
II

U
II

ηρr

r
U
I

U
I

0

0

0

0
drK

ηρ
1

K,drK
ηρ
1

K  (3.47) 

utilizate în continuare în estimarea valorilor U
IK  şi U

IIK , rezultatele fiind prezentate 

în tabelul 3.6, pentru fiecare dintre cele patru raze ρ  la vârful crestăturii. 
 

Tabel 3.5 Valorile U
IcK  şi cr  în funcţie de raza ρ  (Necuron 1020) 

[ ]mmρ  0.0  5.0  75.0  0.1  0.2  

[ ]mMPaKU
Ic  2.240*) 2.893 3.262 3.486 4.510 

[ ]mmcr  0.353*) 0.88523 1.18551 1.42582 2.54054 
*) valori determinate prin extrapolarea după rezultatelor experimentale (în acest 
scop s-a admis că variaţia mărimilor urmează o funcţie de gradul doi) 
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Fig. 3.24. Variaţia factorului de intensitate a tensiunii U
IK  în funcţie de distanţa r  de la 

vârful crestăturii (în coordonate semi-logaritmice) 

 

 

Fig. 3.25. Variaţia factorului de intensitate a tensiunii U
IIK  în funcţie de distanţa r  de la 

vârful crestăturii (în coordonate semi-logaritmice) 
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Tabel 3.6 Rezultatele analizei cu MEF pe epruvete SENB (Necuron 1020) 

[ ]mmρ  [ ]−eM  [ ]NFcr  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ mMPaK

U
I  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ mMPaK

U
II  

437 2.870 0.000 
1.000 

444 2.916 0.000 

1780 2.659 0.550 
0.870 

1770 2.644 0.547 

1200 2.527 1.374 
0.683 

1260 2.653 1.443 

1970 2.748 2.161 
0.576 

1810 2.525 1.985 

1340 1.025 2.452 
0.252 

1390 1.064 2.544 

1740 0.190 2.911 

0.50 

0.042 
1920 0.210 3.212 

489 3.252 0.000 
1.000 

492 3.272 0.000 

2030 3.063 0.633 
0.870 

1940 2.927 0.605 

1390 2.952 1.684 
0.670 

1400 2.973 1.696 

2110 2.954 2.428 
0.562 

2190 3.066 2.520 

1500 1.105 2.813 
0.238 

1430 1.053 2.682 

2010 0.179 3.458 

0.75 

0.033 
2150 0.192 3.699 

533 3.587 0.000 
1.000 

503 3.385 0.000 

2170 3.300 0.681 
0.870 

2070 3.148 0.649 

1480 3.164 1.885 
0.658 

1450 3.100 1.847 

2330 3.268 2.797 
0.550 

2150 3.016 2.581 

1520 1.018 2.888 
0.218 

1580 1.058 3.002 

2140 0.229 3.779 

1.00 

0.038 
2080 0.223 3.673 
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612 4.313 0.000 
1.000 

668 4.707 0.000 

2550 3.987 0.806 
0.873 

2590 4.050 0.818 

1900 4.164 2.871 
0.616 

1820 3.989 2.750 

2640 3.740 3.664 
0.506 

2820 3.995 3.913 

1660 0.845 3.369 
0.156 

1730 0.881 3.511 

2130 0.174 4.117 

2.00 

0.027 
2200 0.180 4.252 

 
 
3.3.3. Analiza rezultatelor experimentale pe baza criteriului UMTS 
 

 Cu valorile determinate pentru U
IcK  şi cr  trasarea diagramei de rupere după 

criteriul UMTS presupune parcurgerea următoarelor etape (Ayatollahi [2009a] şi 
[2010a]): 

• se alege o valoare arbitrară pentru parametrul adimensional eM  în 
domeniul [ ]1,0 ; 

• se înlocuieşte această valoare în (3.45) şi se rezolvă ecuaţia obţinută pentru 
determinarea unghiului 0θ  de iniţiere a ruperii; 

• pentru soluţia 0θ  se rezolvă sistemul de ecuaţii (3.41) şi (3.44) în 

necunoscutele U
Ic

U
I KK  şi U

Ic
U
II KK . 

 Diagrama de rupere se trasează repetând acest algoritm pentru un număr 

suficient de mare de valori ale parametrului eM . În mod implicit, se obţine şi 
diagrama de variaţie a unghiul 0θ  de iniţiere a ruperii în funcţie de parametrul 

adimensional eM . 
 Din diagramele de rupere prezentate în fig.3.26 şi diagramele de variaţie a 

unghiului 0θ  cu parametrul eM  ilustrate în fig. 3.27, pentru fiecare dintre cele 

patru valori ale razei ρ  la vârful crestăturii, se desprind următoarele observaţii: 

• la 0Me = , adică pentru modul II de solicitare, după criteriul UMTS raportul 
U
Ic

U
II KK  depinde de raza la vârful crestăturii, majorându-se de la 288.1KK U

Ic
U
II =  

pentru [ ]mm5.0ρ =  la valoarea 490.1KK U
Ic

U
II =  pentru raza [ ]mm2ρ = ; 

• după criteriul UMTS, unghiul de iniţiere a ruperii 0θ  pentru modul II scade 

cu majorarea razei la vârful crestăturii, de la [ ]°= 69.66θ max0  pentru [ ]mm5.0ρ =  

la valoarea [ ]°= 09.65θ max0  pentru [ ]mm2ρ = . 
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Fig. 3.26. Diagramele de rupere pentru epruvetele SENB cu crestătură U (Necuron 1020) 
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 În cazul concentratorilor de tensiune de tipul fisurilor, conform criteriului 
MTS, raportul factorului critic de intensitate a tensiunii 866.0KK IcIIc =  şi unghiul 

de iniţiere la propagarea fisurii [ ]°−= 5.70θ0  pentru modul II sunt constanţi. După 

cum rezultă din observaţiile precedente, prin extensia criteriului MTS la problema 
concentratorilor nesingulari de tensiune, constanţa parametrilor IcIIc KK  şi 0θ  nu 

se mai păstrează. În cazul crestăturii de tip U, valorile critice depind de raza ρ  la 

vârful concentratorului de tensiune, de factorul critic de intensitate a tensiunii U
IcK  şi 

de rezistenţa la rupere rσ  (determinată la întindere uniformă uniaxială). 

 

 

BUPT



 77

 

 

Fig. 3.27. Variaţia unghiului 0θ  cu parametrul eM  (epruvete SENB, Necuron 1020) 

 Pentru comparaţia cantitativă a rezultatelor experimentale cu estimările 
după criteriul UMTS, Ayatollahi [2009a] utilizează factorul efectiv de intensitate a 
tensiunii efK : 

.KKK
2U

II

2U
I

U
ef ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=  (3.48) 
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Din rezultatele prezentate în tab. 3.7 se observă că pentru [ ]mm5.0ρ = , [ ]mm75.0  

şi [ ]mm0.1  erorile relative sunt acceptabile şi sunt cuprinse în intervalul 

[ ]%81.21...70.26 +− , cu subevaluarea U
efK  la 5.0...6.0Me ≅  şi supraevalurea 

tenacităţii la predominanţa modului II, la 25.0Me < . În schimb, pentru raza la 
vârful crestăturii [ ]mm0.2ρ =  şi situaţiile de predominanţă a modului II, criteriul 

UMTS supraevaluează factorul efectiv de intensitate a tensiunii U
efK  cu mai mult de 

[ ]%50 . După cum se observă din variaţiile ilustrate în fig. 3.27 şi din rezultatele 

prezentate în tab. 3.7 pentru unghiul de iniţiere 0θ , erorile maxime între 

măsurătorile experimentale şi estimările criteriului UMTS sunt extreme pentru 

6.0Me ≅  şi 25.0Me < . Soluţia lui Filippi [2002] produce rezultate suficient de 
precise, pentru câmpul tensiunilor din zona vârfului crestăturii U, până la o valoare 
minimă a raportului 4ρa = . Astfel, pentru crestătura cu raza maximă [ ]mm2ρ = , 

raportul dintre adâncimea şi raza crestăturii este 5.7ρa = . Apropierea de limita 
minimă, constituie o explicaţie a erorilor de estimare pe baza criteriului UMTS. 
 

Tabel 3.7. Rezultatele experimentale şi estimările criteriului UMTS (Necuron 1020) 

[ ]mm
ρ

 [ ]−eM  [ ]mMPa

KU
ef

 
exp. 

[ ]mMPa

KU
ef

 
UMTS 

Eroare 
relativă 

[ ]%  

[ ]%θ0  

exp.  

[ ]%θ0  

UMTS 

2.870 -2.35 0.0 
1.000 

2.916 
2.937 

-0.74 0.0 
0.00 

2.715 -4.08 13.6 
0.870 

2.699 
2.826 

-4.67 17.1 
18.45 

2.876 +4.46 27.8 
0.683 

3.020 
2.748 

+9.01 22.2 
36.64 

3.496 +21.81 37.5 
0.576 

3.212 
2.733 

+14.89 39.8 
43.81 

2.658 -11.30 64.2 
0.252 

2.757 
2.957 

-7.23 61.4 
58.04 

2.917 -21.50 67.5 

0.50 

0.042 
3.219 

3.543 
-10.10 70.1 

65.26 

3.252 -1.86 0.0 
1.000 

3.272 
3.312 

-1.24 0.0 
0.00 

3.128 -2.11 10.4 

0.75 

0.870 
2.989 

3.194 
-6.85 8.9 

18.06 
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3.398 +8.12 20.5 
0.670 

3.423 
3.123 

+8.77 24.8 
37.00 

3.824 +18.30 42.4 
0.562 

3.969 
3.124 

+21.29 41.2 
43.98 

3.022 -14.70 67.7 
0.238 

2.881 
3.465 

-20.30 66.3 
57.98 

3.463 -21.50 70.5 

 

0.033 
3.704 

4.208 
-13.60 68.7 

65.06 

3.587 +0.84 0.0 
1.000 

3.385 
3.557 

-5.07 0.0 
0.00 

3.369 -2.04 7.9 
0.870 

3.214 
3.438 

-6.97 11.2 
17.21 

3.683 +8.14 22.1 
0.658 

3.608 
3.383 

+6.25 20.9 
36.49 

4.301 +20.92 41.3 
0.550 

3.970 
3.402 

+14.31 39.4 
43.24 

3.062 -26.90 69.7 
0.218 

3.183 
3.887 

-22.10 64.6 
57.41 

3.786 -23.10 70.8 

1.00 

0.038 
3.680 

4.660 
-26.70 75.7 

63.76 

4.313 -6.10 0.0 
1.000 

4.707 
4.576 

+2.78 0.0 
0.00 

4.068 -9.14 4.5 
0.873 

4.132 
4.439 

-7.44 7.4 
17.33 

5.058 +12.61 19.3 
0.615 

4.845 
4.420 

+8.77 27.1 
40.09 

5.236 +14.18 38.3 
0.506 

5.592 
4.493 

+19.65 41.6 
46.36 

3.473 -58.90 64.9 
0.156 

3.620 
5.520 

-52.50 62.7 
60.29 

4.121 -56.50 79.6 

2.00 

0.027 
4.256 

6.450 
-51.50 71.7 

64.80 
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 Acurateţea criteriului UMTS în evaluarea ruperii componentelor cu 
concentratori de tensiune nesingulari (crestătură U sau crestătură V rotunjită la 
vârf) a fost validată pentru PMMA şi sticlă, prin încercări experimentale realizate pe 
epruvete de încovoiere în trei puncte şi epruvete de tipul discului brazilian cu 
crestătură centrală (Ayatollahi [2009a], [2010] şi [2010a]). Supraevaluarea 
raportului IcII KK  în baza criteriului UMTS, pentru situaţiile de predominanţă a 

modului II, a fost şi în aceste cazuri demonstrată. De asemenea, utilizarea în 
lucrările amintite a unei erori medii calculate pentru toate combinaţiile analizate 
dintre modul I şi II, la o anumită rază la vârful concentratorului ρ , este de natură 
să contribuie la reducerea erorilor de estimare şi la validarea criteriului UMTS. 
 
 
3.3.4. Predicţia forţei critice de rupere pentru epruvetele SENB 
 
 Cu valorile factorului efectiv de intensitate a tensiunii determinate numeric 

U
efK  pentru o valoare considerată a forţei F , pe de o parte, şi estimate U

UMTS.efK , 

pe de altă parte, se propune o relaţie simplă de predicţie a forţei critice de rupere 

crF  pe baza criteriului UMTS (similară expresiei 3.42): 

,
K

K
FF

U
ef

U
UMTS.ef

cr
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=  (3.49) 

unde F  s-a considerat egală cu [ ]N100 , pentru simplitatea calculelor. 
 Pentru trei cazuri de solicitare, cărora le corespund combinaţii diferite dintre 
modul I şi II, rezultatele obţinute sunt prezentate în tabelul 3.8, alături de valorile 
maxime maxF  determinate experimental şi erorile relative de estimare. De 

asemenea, variaţia forţei critice crF  cu raza ρ  la vârful crestăturii U şi rezultatele 

experimentale ale forţei maxime maxF  sunt prezentate în fig. 3.28 (interpolarea 

rezultatelor estimate s-a realizat după o funcţie de gradul doi). 
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Fig. 3.28. Estimarea forţei maxime pentru ruperea epruvetelor SENB cu crestătură U pe 

baza criteriului UMTS 

 Câteva concluzii se desprind din examinarea predicţiilor pentru forţa critică 
de rupere a epruvetelor SENB, pe baza criteriului UMTS, fiind prezentate pe scurt în 
continuare. 
 Estimările sunt precise, cu erori relative în domeniul [ ]%93.175.10 +− K , 
pentru cazurile de solicitare în modul I şi modul mixt, la predominanţa modului I. 

Pentru modul mixt caracterizat prin parametrul adimensional 6.0Me =  
(predominanţa modului I), erorile relative se majorează cu creşterea razei. Acest 
comportament se explică prin raportul ρa  care se reduce cu majorarea razei, pe de 
o parte, şi prin poziţia punctului de iniţiere care se deplaseză în modul mixt în afara 
axei de simetrie a crestăturii, pe de altă parte. Ambele situaţii contribuie la 
reducerea acurateţei soluţiei lui Filippi [2002], utilizată de criteriul UMTS pentru a 
descrie câmpul tensiunilor în zona vârfului crestăturii. În baza celor precizate, erorile 
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relative mari pentru cazul de solicitare în modul mixt la predominanţa modului II, 

caracterizat prin parametrul adimensional 2.0Me = , sunt uşor de înţeles. 
 

Tabel 3.8 Estimarea forţei critice pentru epruvetele SENB (Necuron 1020) 

[ ]−eM  [ ]mmρ  
[ ]NFmax  

rezultate 
experimentale 

[ ]NFcr  

estimare  
UMTS 

Eroare  
relativă  

[ ]%  

0.50 440.50 447 +1.48 

0.75 490.50 498 +1.53 

1.00 518 528 +1.93 

1.0 
[ ]
[ ]mm60S

mm60S

2

1
=

=
 

[ ]mm0b =  
2.00 640 629 +1.41 

0.50 1230 1146 -6.83 

0.75 1395 1277 -8.46 

1.00 1465 1359 -7.24 

0.6 
[ ]
[ ]mm12S

mm60S

2

1
=

=
 

[ ]mm4b =  
2.00 1860 1660 -10.75 

0.50 1365 1491 +9.22 

0.75 1465 1720 +17.40 

1.00 1550 1929 +24.48 

0.2 *) 

[ ]
[ ]mm12S

mm60S

2

1
=

=
 

[ ]mm9b =  
2.00 1695 2638 +55.65 

*) epruvete cu crestătură U înclinată 
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4. Evaluarea ruperii fragile pe baza energiei de 
deformaţie 

 
 

4.1. Criteriul energiei specifice de deformaţie minimă 
 
 

4.1.1. Ipotezele de bază ale criteriului energiei specifice de 
deformaţie minimă 

 
 Criteriul energiei specifice de deformaţie minimă este cunoscut şi sub 
numele de criteriul SED (strain energy density failure criterion). Criteriul a fost 
propus la începutul anilor ’70 de Sih [1973], [1974], în încercarea de a depăşi 
dificultăţile ridicate de aplicarea majorităţii criteriilor de cedare la problemele ruperii 
în modul mixt (Gdoutos [1990]). Criteriul formulat de Sih nu presupune existenţa 
unui defect iniţial de tip fisură şi, în plus, se poate aplica la evaluarea cedărilor atât 
prin rupere cât şi prin curgere. Astfel, criteriul SED permite analiza întregului proces 
de cedare, de la stadiul de iniţiere a fisurii, la propagarea stabilă a fisurii şi până la 
ruperea finală. 
 Mărimea fundamentală utilizată de criteriul SED este reprezentată de 
energia de deformaţie dVdW  conţinută în unitatea de volum, denumită funcţia 
energiei specifice de deformaţie: 

,εdσ
dV
dW

ijε

0

ijij∫=  (4.1) 

unde ijσ  şi ijε  reprezintă componentele tensiunii şi deformaţiei (Gdoutos [1990]). 

Pentru un material cu un comportament liniar-elastic, în cazul stării tridimensionale 
de tensiune, funcţia energiei specifice de deformaţie se poate scrie: 

( ) ,τττ
G2
1

σσσσσσ
E
ν

σσσ
E2
1

dV
dW 2

zx
2
yz

2
xyxzzyyx

2
z

2
y

2
x ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++++−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=  (4.2) 

unde E  reprezintă modulul de elasticitate longitudinal, ν  coeficientul de contracţie 
transversală, iar G  modulul de elasticitate transversal, cu ( )ν1G2E += . Ecuaţia 

(4.2) reprezintă energia specifică totală de deformaţie dVdW , conţinând atât 

energia specifică de deviaţie ( )ddVdW  cât şi energia specifică de modificare a 

volumului ( )vdVdW , cele două componente fiind inseparabile în descrierea 

completă a procesului de degradare a materialului, fapt demonstrat de examinarea 
cu raze X a zonei de cedare pentru un oţel cu conţinut scăzut de carbon, în cazul 
solicitării modul I (Gdoutos [1990]). 
 În cazul problemelor plane ale teoriei elasticităţii, funcţia energiei specifice 
de deformaţie (4.2) se transformă după cum urmează: 
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⎠
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⎝
⎛ +

+
=  (4.3) 

unde ν43κ −=  pentru starea plană de deformaţie, respectiv ( ) ( )ν1ν3κ +−= , 
pentru starea plană de tensiune. 
 Pentru funcţia energiei specifice de deformaţie dVdW , Sih [1991] a propus 
următoarea expresie generală pentru zona de iniţiere a cedării (fisură, concentrator 
de tensiune de tip crestătură, incluziune sau gol): 

0m,
r

S
dV
dW

m1
≥=

−
 (4.4) 

prin introducerea factorului S  ca amplitudine a câmpului energiei specifice de 
deformaţie. În (4.4) dimensiunea r  reprezintă raza măsurată de la locul de iniţiere 
a cedării (dimensiune considerată mică în comparaţie cu lungimea fisurii, Sih 
[1973]), iar 1λ2m −= , unde λ  reprezintă ordinul singualrităţii câmpului de 
tensiune, soluţie a ecuaţiei: 

( ) ( ) ,0φ2sinλλφ2sin =±  (4.5) 

cu semnul + pentru modul I şi semnul – pentru modul II. 
 Pentru problemele corpurilor cu fisuri, atunci când 5.0λ =  şi 0m = , 
singularitatea de tipul r1  a energiei specifice de deformaţie se aplică pentru toate 
tipurile de materiale (de la materialele liniar-elastice la cele neliniare vâscoase şi 
plastice) şi toate tipurile de fisuri (fisuri de suprafaţă, de colţ sau interioare). 
 Cele trei ipoteze ale criteriului SED pot fi enunţate după cum urmează (Sih 
[1974], Gdoutos [1990]): 
 (i) punctul de iniţiere a cedării prin rupere fragilă sau prin curgere este 
determinat de minimul relativ al energiei specifice de deformaţie ( )mindVdW , 

respectiv de maximul relativ al energiei specifice de deformaţie ( )maxdVdW ; 

 (ii) cedarea prin rupere fragilă sau prin curgere se produce atunci când 
( )mindVdW , respectiv ( )maxdVdW , ating valorile critice corespunzătoare; 

 (iii) fisura se extinde cu cantitatea 1r , 2r , ..., jr , ..., cr  după relaţia 

,
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S
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S

dV
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2

2

1

1
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======⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
 (4.6) 

curgerea sau propagarea instabilă a fisurii producîndu-se la atingerea valorii critice a 
distanţei cr . 

 Criteriul SED a fost verificat experimental pentru o serie de probleme de 
mare importanţă practică: ruperea corpurilor cu fisuri realizate din materiale 
neomogene şi materiale compozite, cedarea corpurilor de tipul placă sau înveliş în 
prezenţa fisurilor, cedarea conductelor cu fisuri circumferenţiale (Nobile [2004]) 
creşterea fisurii de oboseală, cedarea corpurilor cu concentratori de tensiune (Sih 
[1991]), problemele de rupere dinamică, ruperea ductilă - implicând estimarea 
iniţierii fisurii, propagarea stabilă a fisurii şi ruperea finală (Gdoutos [2003]). De 
asemenea, numeroase rezultate au fost publicate în volumele unor conferinţe 
internaţionale dedicate criteriului S de rupere (Sih [1983], Sih [1992]). 
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4.1.2. Cazul bidimensional liniar-elastic pentru corpurile cu fisuri 
 

 Câmpul tensiunilor elastice de la vârful unei fisuri, pentru cazul unei aplicaţii 
plane caracterizată prin factorii de intensitate a tensiunii IK  şi IIK , se exprimă în 

coordonate carteziene prin relaţiile (Williams [1957]: 
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 (4.7) 

şi 0σz =  pentru starea plană de tensiune, respectiv, ( )yxz σσνσ +=  pentru starea 

plană de deformaţie. În formularea criteriului SED, Sih [1974] a neglijat termenii 
nesingulari contribuţia lor fiind considerată neglijabilă, în comparaţie cu termenii de 

singularitate r1 . 
 Introducând expresiile câmpului tensiunilor elastice (4.7) în relaţia (4.3), Sih 
a obţinut următoarea formă pătratică pentru funcţia energiei specifice de deformaţie 

,kakka2ka
r
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dV
dW 2

II22III12
2
I11 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=  (4.8) 

iar în baza definiţiei (4.4), expresia factorului energiei specifice de deformaţie S  
(înţeles ca amplitudine a câmpului energiei specifice de deformaţie): 

,kakka2kaS 2
II22III12

2
I11 ++=  (4.9) 

unde πKk II =  şi πKk IIII = ; în acest demers, în direcţia normală pe planul 

xy  dimensiunea elementului de volum a fost considerată egală cu unitatea. În 

expresiile (4.8) şi (4.9) coeficienţii ija  ( 2,1j,i = ) sunt exprimaţi prin: 
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 (4.10) 

şi depind de constantele elastice κ  şi G . 
 Se observă din (4.8) că funcţia energiei specifice de deformaţie dVdW  
depinde invers proporţional cu raza r , măsurată de la vârful fisurii, devenind 
nemărginită pentru 0r → . De asemenea, din relaţia (4.9), factorul S  depinde de 
unghiul polar θ  prin intermediul coeficienţilor ija , realizând astfel descrierea 
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completă a câmpului energiei specifice de deformaţie (adică, pentru oricare plan 
radial ce trece prin vârful fisurii). 
 Pentru ruperea fragilă a corpurilor cu fisuri, situaţie în care propagarea 
fisurii se rezumă la instabilitatea finală, primele două ipoteze ale criteriului SED se 
exprimă matematic prin relaţiile: 
 (i) iniţierea la propagarea fisurii se produce pe direcţia determinată de 
unghiul 0θ , pentru care factorul energiei specifice de deformaţie S  prezintă o 

valoare minimă 

0
θ

S
,0

θ
S

2

2
>

∂

∂
=

∂
∂

 (4.11) 

de unde se obţine unghiul 0θ , cu πθπ 0 <<− ; 

 (ii) propagarea fisurii se produce atunci când factorul S  atinge valoarea sa 
critică (pe direcţia determinată de unghiul 0θ ) 

( ) .Skakka2kaθSS c
2
II22III12

2
I110min =++==  (4.12) 

În ecuaţia (4.12) valoarea critică cS  este considerată o constantă de material, 

măsură a tenacităţii materialului.  
 Spre deosebire de factorul critic de intensitate a tensiunii IcK  care 

reprezintă doar o măsură a amplitudinii câmpului tensiunii de la vârful fisurii, 
factorul energiei specifice de deformaţie S  este sensibil la schimbarea direcţiei. În 
acest sens, Sih [1973a] asociază factorului S  semnificaţia unei mărimi vectoriale, 
spre deosebire de IcK  care are semnificaţia unei mărimi scalare. Astfel, valoarea 

critică cS  furnizează o informaţie completă privind extensiei fisurii la solicitarea în 

modul mixt prin tenacitatea materialului şi direcţia de iniţere la propagarea fisurii, 
determinată de unghiul polar 0θ . Pentru cazul solicitării în modul I, adică 0KII = , 

valoarea critică cS  este legată de valoarea critică a factorului de intensitate a 

tensiunii IcK  prin relaţia: 

( ) ( )
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π
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2
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c
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=  (4.13) 

care devine pentru cazul stării plane de deformaţie: 

( )( )
.

Eπ2

Kν21ν1
S

2
Ic

c
−+

=  (4.14) 

 Deoarece factorul S , definit prin relaţia (4.9) şi reprezentând amplitudinea 
funcţiei energiei specifice de deformaţie dVdW  pentru un element de volum, 
încetează să mai fie valid pentru o rază r  infinit mică, Sih [1974] propune stabilirea 
acestuia la o anumită distanţă critică cr  măsurată de la vârful fisurii. Sih [1974] 

recomandă şi o soluţie pentru determinarea distanţei critice cr : dacă se admite că 

fisura are o rază ρ  foarte mică finită la vârf, atunci distanţa critică cr  reprezintă 

distanţa la care predicţiile criteriului SED coincid cu cele obţinute pentru o fisură 
ideală cu raza la vârf 0ρ = . 
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 Dacă se introduce expresia (4.12) în sistemul de ecuaţii (4.11) se stabileşte 
direcţia de iniţiere la propagarea fisurii, determinată de soluţia 0θ  a următoarelor 

ecuaţii: 

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] 0θsinθcos61κK

θcos1κθ2cos2KK2θsin1κθcos2K

2
II

III
2
I
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 (4.15) 

şi  

( )[ ] ( )[ ]
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θ2sin4θsin1κKK2θcos1κθ2cos2K

2
II

III
2
I

>−−+
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 (4.16) 

Ecuaţiile (4.15) şi (4.16) reprezintă formulele generale ale criteriului SED pentru o 
fisură solicitată în modul mixt I+II. Dacă, pentru o problemă plană particulară, 
expresiile factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  sunt cunoscute, prin 

introducerea acestora în ecuaţia (4.15) se obţine soluţia 0θ  care satisface 

inegalitatea (4.16). În continuare, prin înlocuirea soluţiei 0θ  în (4.12) se obţine 

sarcină critică aplicată pentru care minimul minS  atinge valoarea critică cS , adică 

sarcină aplicată pentru care are loc iniţierea la propagarea fisurii. 
 
 

4.1.3. Evaluarea ruperii fragile a epruvetelor ASCB pe baza 
criteriului energiei specifice de deformaţie minimă 

 
 Semidiscul cu fisură laterală verticală solicitat asimetric la încovoiere ASCB, 
propus de Ayatollahi [2011] pentru studiul ruperii fragile în modul mixt, permite 
realizarea diferitelor combinaţii între modul I şi II prin modificarea distanţelor dintre 
suporţii de rezemare 21 SS ≠ , distanţe măsurate faţă de direcţia de aplicare a forţei 

(fig. 3.6, paragraful 3.2.1). Pentru determinarea factorilor de intensitate a tensiunii 

IK  şi IIK , Ayatollahi [2011] a propus expresiile: 

( )

( ) ,RS,RS,RaYaπ
Rt2
F

K

RS,RS,RaYaπ
Rt2
F

K

21IIII

21II

=

=
 (4.17) 

unde IY  şi IIY  sunt coeficienţii adimensionali corespunzători modului I şi II de 

solicitare, determinaţi din analiza numerică cu metoda elementului finit, în funcţie 
de relaţiile dintre dimensiunile geometrice Ra , RS1  şi RS2  (în paragraful 3.2.2, 

fig.3.12 prezintă variaţia coeficienţilor adimensionali IY  şi IIY ). 

 Dacă expresiile factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  date de (4.17) 

se introduc în (4.15), se obţine ecuaţia următoare: 
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 (4.18) 

BUPT



 88

a cărei soluţie 0θ  trebuie să satisfacă inegalitatea: 

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] .0θ2cos6θcos1κY

θ2sin4θsin1κYY2θcos1κθ2cos2Y

2
II

III
2
I

>−−+
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 (4.19) 

Variaţia unghiul 0θ  de iniţiere la propagarea fisurii, pentru 34.0ν =  (Necuron 

1020) şi 28.0ν =  (Necuron 651), este ilustrată în fig. 4.1 în funcţie de parametrul 

adimensional eM  care caracterizează combinaţia între modul Işi II de solicitare. 

 

Fig. 4.1. Variaţia unghiului 0θ  de iniţiere la propagarea fisurii pentru epruvetele ASCB după 

criteriul SED 

Din variaţia unghiului 0θ , ilustrată în fig.4.1 pentru două valori ale coeficientului de 

contracţie transversală ν  alături şi de soluţia criteriului MTS, se desprind câteva 
observaţii: 

• soluţia criteriului SED depinde de valoarea coeficientului ν  şi nu coincide cu 
soluţia criteriului MTS, diferenţele fiind mai importante la dominanţa modului II de 
solicitare; 

• pentru 0Me = , în modul II de solicitare, valorile maxime ale unghiului de 
iniţiere la propagarea fisurii sunt [ ]°−= 8.83θ0  pentru 34.0ν =  şi [ ]°−= 5.81θ0  

pentru 28.0ν = , în comparaţie cu predicţia [ ]°−= 5.70θ0  după criteriul MTS. 

 Pentru soluţia 0θ , se obţine din (4.12) minimul ( )0θS  care egalează 

valoarea critică cS  la atingerea condiţiilor ruperii fragile; înlocuind în (4.12) 

expresia (4.14) a valorii critice cS , rezultă ecuaţia: 
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care se transformă în baza relaţiilor (4.10) în: 
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Dacă ecuaţiei (4.21) i se asociază relaţia de definiţie a parametrului adimensional 
eM : 
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se obţine diagrama de rupere, adică variaţia IcII KK  în funcţie de IcI KK , redată 

în fig.4.2. Următoarele observaţii sunt de subliniat: 
• diagrama de rupere IcII KK  - IcI KK  depinde de valoarea coeficientului de 

contracţie transversală ν  şi nu coincide cu soluţia criteriului MTS, diferenţele fiind 
sensibile pentru toate combinaţiile modului mixt I+II; 

• pentru modul II de solicitare, factorul critic de intensitate a tensiunii este 

IcII K893.0K =  pentru 34.0ν =  şi IcII K985.0K =  pentru 28.0ν =  după estimarea 

criteriului SED, în comparaţie cu predicţia IcII K866.0K =  după criteriul MTS. 

 

Fig. 4.2. Diagrama de rupere în modul mixt I+II după criteriul SED pentru epruvetele ASCB 

 Din diagramele de rupere ilustrate în fig.4.3 şi 4.5, se contată că predicţiile 
criteriului SED pentru condiţiile critice ale ruperii fragile în modul mixt sunt în foarte 
bună concordanţă cu rezultatele experimentale: 

• pentru Necuron 1020 erorile relative sunt cuprinse în intervalul 
%11.20%...35.7 +− , cu o eroare relativă medie %35.14+  în estimarea raportului 

IcIIc KK ; 

• pentru Necuron 651 erorile relative sunt în domeniul %89.13%...05.11 +− , 
cu o eroare relativă medie %35.10+  în estimarea raportului IcIIc KK . 
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Fig. 4.3. Diagrama ruperii în modul mixt pe epruvete ASCB realizate din Necuron 1020 

 

 

Fig. 4.4. Variaţia unghiului de iniţiere la propagarea fisurii 0θ  cu parametrul eM  (Necuron 

1020, epruvete ASCB) 
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Fig. 4.5. Diagrama ruperii în modul mixt pe epruvete ASCB realizate din Necuron 651 

 

 

Fig. 4.6. Variaţia unghiului de iniţiere la propagarea fisurii 0θ  cu parametrul eM  (Necuron 

651, epruvete ASCB) 
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 În fig.4.4 şi 4.6 este ilustrată variaţia unghiului de iniţiere la propagarea 

fisurii 0θ  în funcţie de parametrul adimensional eM  pentru cele două materiale. În 

modul mixt, pentru dominanţa modului II, estimările criteriului SED sunt superioare 
valorilor măsurate pe epruvetele ASCB, cu erori relative maxime de aprox. 

%62.32−  pentru Necuron 1020, respectiv %69.41−  pentru Necuron 651. 
 Criteriul SED propus de Sih [1973], [1974] se bazează pe calculul energiei 
specifice de deformaţie şi introduce o nouă mărime pentru masurarea tenacităţii 
unui material: factorul energiei specifice de deformaţie cS . Luând în calcul 

coeficientul de contracţie transversală ν , criteriul SED furnizează estimări ale 
condiţiilor ruperii fragile în bună concordanţă cu rezultatele experimentale pentru 
cele două materiale, în întregul domeniu al combinaţiilor dintre modul I şi II. 

 
 
 

4.1.4. Estimarea forţei critice de rupere pentru epruvetele ASCB pe 
baza criteriului energiei specifice de deformaţie minimă 
 
 Conform celei de-a doua ipoteze a criteriului SED, propagarea fisurii se 
produce pe direcţia definită de unghiul 0θ  determinat din ecuaţiile (4.18) şi (4.19), 

atunci când factorul energiei specifice de deformaţie S  atinge valoarea sa critică 

cS . Astfel, ecuaţia (4.12) devine: 

π

K
a

π
KK

a2
π

K
aS

2
II

22
III

12

2
I

11c ++=  (4.23) 

cu valoarea critică cS  determinată din expresia (4.14) pentru starea plană de 

deformaţie, iar coeficienţii ija  ( 2,1j,i = ) determinaţi cu relaţiile (4.10). 

Înlocuind expresiile (4.17) ale factorilor de intensitate a tensiunii în ecuaţia (4.23) 
rezultă ecuaţia: 
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de unde se obţine expresia forţei critice la ruperea fragilă a epruvetelor ASCB: 
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(4.25) 

Proprietăţile de material pentru Necuron 1020 şi Necuron 651 utilizate în 
determinarea forţei critice sunt prezentate în tabelul 4.1, iar în fig.4.7 şi fig.4.8 sunt 
ilustrate predicţiile forţei critice crF  pentru ruperea fragilă a epruvetelor ASCB pe 

baza criteriului SED împreună cu rezultatele experimentale. În tabelul 4.2 sunt 
centralizate rezultatele şi erorile relative de estimare a forţei critice crF  după 

criteriul SED. 
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Fig. 4.7. Variaţia crF  de rupere a epruvetelor ASCB în modul mixt (Necuron 1020) 

 

 

Fig. 4.8. Variaţia crF  de rupere a epruvetelor ASCB în modul mixt (Necuron 651) 

 Pentru modul I şi pentru modul mixt, la dominanţa modului I 

1M467.0 e ≤≤ , erorile relative de estimare sunt în domeniul %7.4...9.4 +−  pentru 
Necuron 1020 şi, respectiv, %3.5...1.2 +−  pentru Necuron 651. Pentru 

199.0M0 e <≤ , la dominanţa modului II, erorile de estimare după criteriul SED 

BUPT



 94

sunt rezonabile pentru aplicaţiile inginereşti: %4.14...1.17 −−  pentru Necuron 1020 
şi %4.2...4.10 −−  pentru Necuron 651. 
 

Tabel 4.1 Proprietăţile de material pentru Necuron 1020 şi Necuron 651 

 [ ]−ν  [ ]MPaE  

)

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ mMPa

K *
Ic

 [ ]mmMPaSc  

Necuron 1020 0.34 3340 2.655 0.144 

Necuron 651 0.28 1250 1.253 0.113 

)*  valoare determinată pe epruvetele ASCB 
 

Tabel 4.2 Estimarea forţei critice pentru epruvetele ASCB pe baza criteriului SED 

[ ]−eM  

[ ]NFcr  

exp. 
(Necuron 

1020) 

[ ]NFcr  

SED 
(Necuron 

1020) 

Eroare  
relativă  

[ ]%  

[ ]NFcr  

exp. 
(Necuron 

651) 

[ ]NFcr  

SED 
(Necuron 

651) 

Eroare  
relativă  

[ ]%  

1.000 2465 2464 0.0 1163 1163 0.0 

0.955 3273 3283 +0.3 1583 1549 -2.1 

0.795 4963 5196 +4.7 2335 2460 +5.3 

0.467 6713 6385 -4.9 3023 3142 +3.9 

0.199 7206 5972 -17.1 3123 3047 -2.4 

0.000 6201 5304 -14.4 3080 2760 -10.4 
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4.2. Criteriul valorii medii a energiei specifice de deformaţie 
 
 

 Criteriul valorii medii a energiei elastice specifice de deformaţie W , valoare 
medie determinată pentru un volum finit de raza cR  (respectiv o suprafaţă finită în 

cazul aplicaţiilor plane), a fost introdus de către Lazzarin [2001] pentru evaluarea 
cedării statice şi la solicitări ciclice a componentelor cu concentratori de tensiune 
singulari de tipul crestăturilor V la diferite valori ale deschiderii unghiulare α2 . 
Criteriul afirmă că, în prezenţa concentratorilor de tensiune, ruperea fragilă se 

produce atunci când valoarea medie a energiei elastice specifice de deformaţie W  
atinge o valoare critică cW . Cu alte cuvinte, inegalitatea 

cWW <  (4.26) 

reprezintă condiţia care asigură integritatea componentelor la iniţierea ruperii fragile 
în prezenţa concentratorilor de tensiune. 
 Pentru un material cu un comportament ideal fragil, valoarea critică cW  se 

determină cu relaţia (Lazzarin [2001]):  

.
E2
σ

W
2
r

c =  (4.27) 

Criteriul a fost validat prin evaluarea cedării în modul mixt I+II în prezenţa 
concentratori singulari de tipul crestătură V, pentru componente realizate din PMMA 
(Lazzarin [2001], Yosibash [2004], Gómez [2009]), alumină (Yosibash [2004]) şi 
duraluminiu (Lazzarin [2001]). 
 Lazzarin [2005] a extins criteriul pentru evaluarea cedării în modul I de 
solicitare a componentelor cu concentratori de tensiune nesingulari de tipul 
crestătură V şi U. Validarea criteriului s-a realizat pentru componente realizate din 
PMMA (Lazzarin [2005]). 
 Pentru concentratorii de tensiune nesingulari, Gómez [2007] a extins 
criteriul valorii medii a energiei specifice de deformaţie pentru evaluarea cedării 
componentelor solicitate în modul mixt I+II. Numeroasele studii publicate în ultimii 
ani - Berto [2007], [2009], Gómez [2009a], Lazzarin [2009] – au validat extinderea 
criteriului pentru solicitarea în modul mixt I+II. 
 Lucrările publicate de Gómez [2008] şi Lazzarin [2010] au stabilit relaţiile 

existente între valoarea medie W  a energiei specifice de deformaţie determinată 
pentru un volum finit de la vârful concentratorului şi expresiile factorilor de 
intensitate a tensiunii, pentru concentratorii nesingulari de tipul crestătură U. Un 
studiu recent publicat de Barati [2011] stabileşte pentru modul I de solicitare o 

relaţie între valoarea medie W  a energiei elastice specifice de deformaţie şi 
integrala J  pentru concentratorii de tensiune de tipul crestătură U. 
 Important de amintit aici, pentru a asigura comportamentul liniar elastic al 
materialului şi caracterul fragil al ruperii, majoritatea încercărilor experimentale 
înainte amintite au fost efectuate pe PMMA la temperaturi scăzute C4060 °−− K , 
condiţii de laborator relativ greu de realizat. 
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4.2.1. Expresiile energiei specifice de deformaţie într-un volum finit 
de la vârful concentratorilor de tensiune 

 
 Cu referire la sistemul de coordonate prezentat în fig. 1.3, distribuţia 
tensiunilor în zona vârfului unei crestături V este descrisă de relaţiile (Lazzarin 
[1996], Filippi [2002]): 

( ) ( )I

θr

r

θλμ

0
θr

r

θ

λ1

ρV
I

I

θr

r

θ

g

g

g

r
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f

f

f

rπ2

K

τ

σ

σ 11
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⎪
⎭

⎪
⎬
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −

−
 - pentru modul I, (4.28) 

şi 

( ) ( )II

θr

r

θλμ

0
θr

r

θ
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ρV
II

II

θr

r
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g
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⎧ −

−
 - pentru modul II, (4.29) 

unde funcţiile unghiulare θf , rf , θrf  şi θg , rg , θrg  sunt date prin expresiile (1.17) 

şi (4.18). Factorii de intensitate a tensiunii ρV
IK  pentru modul I şi ρV

IIK  pentru 

modul II de solicitare sunt definiţi de Lazzarin [2006] prin relaţiile: 

( ) ( )
22

2
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1

λμ

0
2

λ1
0θθrρV

IIλμ

0
1

λ1
0θθρV

I
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⎛
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⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
+

=  
(4.30) 

cu tensiunile θσ  şi θrτ  evaluate la distanţa corespunzătoare r  (mai mare decât 0r ) 

faţă de originea sistemului de coordonate. Pentru starea plană de deformaţie 
funcţiile unghiulare f  şi g  satisfac şi relaţiile: 

( ) ( ) .ggνg,ffνf rθzrθz +=+=  (4.31) 

 
 

4.2.1.1. Cazul concentratorilor singulari de tensiune de tipul crestătură V 
 

 În cazul crestăturilor ascuţite V (concentrator de tensiune singular, 0ρ = ), 

distanţa 0r  devine egală cu zero, iar termenii corespunzători parametrilor 1μ  şi 2μ  

în expresiile (4.28), (4.29) se anulează. Astfel, Lazzarin [2001] exprimă energia 
specifică de deformaţie în forma: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,,rW,rW,rW,rW 1221 θθθθ ++=  (4.32) 

unde: 

( )
( )

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++−++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
−

2
θrzrzθrθ

2
z

2
r

2
θ

2V
I1λ2

1 fν12ffffffν2fff
π2

K

E2
r

θ,rW
1

 (4.33) 
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( )
( )

( ) ( )

( ) [
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−+

−

 
 

Întrucât domeniul de integrare este simetric în raport cu bisectoarea crestăturii, 
contribuţia termenului 12W  se anulează. Astfel, energia totală de deformaţie 

determinată pentru suprafaţa de rază cR  devine: 

( )

( ) ( )
.RK
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E
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θrdrdθ,rWdAWEEE
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===+= ∫ ∫∫
+

−  (4.34) 

unde απγ −= , iar integralele 1I  şi 2I  sunt: 

( ) ( )

( ) ( ) .θdgν12ggggggν2ggg
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I
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−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++−++=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++−++=

 (4.35) 

 În condiţiile stării plane de tensiune Lazzarin [2001] a dat o soluţie analitică 
pentru integralele 1I  şi 2I , o soluţie numerică fiind în schimb propusă pentru starea 

plană de deformaţie. Rezultatele sunt date tabelar în funcţie de deschiderea 
unghiulară a crestăturii V. 
 Cu referire la aplicaţiile plane, volumul critic devine sectorul circular ilustrat 
în fig. 4.9a), a cărui arie se determină prin integrare: 

.γRθddrrA 2
c

R

0

γ

γ

c

== ∫ ∫
+

−

 (4.36) 

Astfel, energia medie specifică de deformaţie W  se obţine prin împărţirea expresiei 
(4.34) la (4.36), rezultând: 

.
R

K

γλE4
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γλE4
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W

2
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c
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⎛
+
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⎟

⎠

⎞
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⎜

⎝

⎛
==

−−
 (4.37) 

 Reducând problema la modul I de solicitare pentru o crestătură V cu 
deschiderea unghiulară 0α2 =  (cazul fisurii), expresia (4.37) permite calculul razei  

critice cR , luând cWW =  şi Ic
V
I KK = : 
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( )[ ]
.

EWγλ4

KI
R

1λ121

c1

2
Ic1

c

−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=  (4.38) 

 

 
 
 

a). 
b). 

Fig. 4.9. a). Suprafaţa critică pentru o crestătură V ascuţită (Lazzarin [2001]); 
b). suprafaţa critică pentru o crestătură V rotunjită la vârf (Gómez [2007]). 

O expresie mai simplă de calcul a razei critice cR  a fost propusă de Yosibash [2004] 

pentru starea plană de deformaţie: 

( )( )
,

σ
K

π4
ν85ν1

R
2

r

Ic
c ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−+
=  (4.39) 

respectiv, pentru starea plană de tensiune (Lazzarin [2005a]): 

( )
.

σ
K

π4
ν35

R
2

r

Ic
c ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=  (4.40) 

 
 

4.2.1.2. Cazul concentratorilor de tensiune de tipul crestătură V rotunjită la 
vârf (nesingulari) – modul I de solicitare 

 
 În cazul concentratorilor de tensiune nesingulari de tipul crestătură V 
rotunjită, în relaţiile (1.11) şi (1.12) care descriu distribuţia tesiunilor, parametrul 

1a  se exprimă în funcţie de tensiunea principală maximă la vârful crestăturii: 

,
ω1

rσ
a

1

λ1
0max

1

1

+
=

−

 (4.41) 

cu parametrul auxiliar 1ω  definit prin expresia (1.16). Astfel, cu referire doar la 

modul I de solicitare, relaţiile (1.11) şi (1.12) care descriu distribuţia tensiunilor în 
zona vârfului unei crestături V rotunjite se transformă (Lazzarin [1996], Filippi 
[2002]) după cum urmează: 
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 (4.42) 

Energia elastică specifică de deformaţie este scrisă de Lazzarin [2005] în expresia: 
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 (4.43) 

cu funcţiile unghiulare: 
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(4.44) 

Considerând aria A  în formă de semilună prezentată în fig. 4.9b), energia totală de 
deformaţie se obţine prin integrare: 
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unde 
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 (4.46) 

A treia integrală λμI  din (4.46) este valabilă pentru cazul în care deschiderea 

unghiulară a crestăturii 0α2 ≠ , fiind 0Iλμ =  pentru crestătura U, pentru care 

0α2 = . Cu notaţia 

( ) ,III
π2
1

I λμμλ1 ++=  (4.47) 

energia elastică totală de deformaţie pentru volumul de control se scrie în forma 
sintetică: 
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Astfel, cu aria A din fig. 4.9b) determinată prin integrala: 

BUPT



 100

,θddrrA
2

1

R

R

θ

θ
∫ ∫

+

−

=  (4.49) 

energia medie specifică de deformaţie 1W  devine: 
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Deoarece integrala 1I  şi aria A  depind de raza la vârful crestăturii ρ , de raza 

critică cR  şi deschiderea unghiulară α2 , Lazzarin introduce notaţia: 
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şi transformă expresia (4.50) pentru energia medie specifică de deformaţie: 
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Soluţiile numerice ale parametrilor ( )α2F  şi ( )ρR,α2H c  sunt date tabelar pentru 

diferite valori ale coeficientului lui Poisson ν , obţinute pentru situaţia în care 
suprafaţa de control în formă de semilună cuprinde numai muchia semicirculară a 
concentratorului şi nu flancurile liniare ale acestuia. 
 Berto [2009] transformă relaţia (4.52) de calcul a energiei specifice de 

deformaţie 1W  în 
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cu ajutorul relaţiei de definiţie a factorului de intensitate ρV
IK  introdusă de Lazzarin 

[2006]: 
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4.2.1.3. Cazul concentratorilor de tensiune de tipul crestătură U – modul 
mixt de solicitare 

 
 În cazul concentratorilor de tensiune nesingulari de tipul crestătură U, 
pentru modul I de solicitare, prin particularizarea 

,2ρr,0.1ω,0.2q,5.0λ,0α2 011 =====  (4.56) 

relaţiile (4.52) şi (4.54) de calcul a energiei specifice medii de deformaţie se 
simplifică după cum urmează (Gómez [2007], Berto [2007]): 

( ) ,ρRH
E4

σπ
W c

2
max1 =  (4.57) 

şi  

( ) .
Eρ

K
ρRHW

2ρV
I

c1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=  (4.58) 

Cu referire la modul mixt I+II de solicitare, aplicarea relaţiilor introduse de Lazzarin 
[2005] pentru modul I devine dificilă, în principal din cauza faptului că tensiunea 
principală maximă maxσ  se produce în afara bisectoarei crestăturii. Poziţia punctului 

de tensiune maximă P, determinată prin unghiul φ în fig. 4.10 a) şi b) depinde de 
combinaţia dintre modul I şi II; unghiul 0θ  din fig. 4.10 a) reprezintă unghiul de 

iniţiere a fisurii. 

 
a). b). 

Fig. 4.10. a). Suprafaţa critică pentru o crestătură U – modul I; b). suprafaţa critică pentru o 
crestătură U – modul mixt (Berto [2007], Gómez [2007]). 

 Astfel, Berto [2007] propune o expresie echivalentă pentru calculul energiei 
medii specifice de deformaţie: 

( ) ,ρRH
E4

σπ
W c

*
2
max1 =  (4.59) 
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unde maxσ  este valoarea maximă a tensiunii principale de-a lungul muchiei 

crestăturii U, iar ( )c
* RρH  depinde de raza normalizată cRρ  coeficientul lui Poisson 

ν  şi combinaţia între modul I şi II. Berto [2007] a găsit pentru *H  o slabă 

dependenţă cu modul mixt, diferenţele între valorile calculate pentru H  şi *H  fiind 
de sub %1 , în cazul crestăturilor verticale. Diferenţele cresc însă până la %5.85 −  
pentru crestăturile U înclinate, la predominanţa modului II în modul mixt de 
solicitare. 
 O abordare echivalentă pentru modul mixt propune şi Gómez [2007], bazată 

pe determinarea energiei medii specifice de deformaţie 1W  din analiza liniar elastică 
cu elemente finite, acceptând ipotezele: 

• volumul (suprafaţa) de control în modul mixt se obţine prin rotirea 
volumului (suprafeţei) de control determinat pentru modul I astfel încât configuraţia 
geometrică de forma semilună să fie centrată în punctul de tensiune maximă; 

• valoarea critică cW  determinată pentru modul I de solicitare este valabilă şi 

în modul mixt. 
 
 

4.2.2. Evaluarea ruperii fragile a epruvetelor SENB cu crestătură 
laterală în formă de U 

 
 Evaluarea ruperii fragile a epruvetelor SENB cu crestătură U pe baza 

criteriului propus de Lazzarin [2005] presupune determinarea mediei 1W  a energiei 

specifice de deformaţie pe suprafaţa de control de raza critică cR . În acest scop, 

beneficiind de rezultatele prezentate în subcapitolul 3.3, abordarea echivalentă 
propusă de Gómez [2007] este utilizată în continuare. 
 Pentru Necuron 1020, cu caracteristicile elastice şi mecanice prezentate în 
capitolul 2 

[ ] [ ] [ ]mMPa3.2K,MPa05.79σ,34.0ν,MPa3340E Ict ====  

rezultă în baza relaţiilor (4.27) şi (4.39), valorile pentru energia specifică critică de 
deformaţie cW  şi raza critică cR  a suprafeţei de control: 

,mMJ935.0
E2

σ
W 3

2
t

c ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡==  

( )( ) [ ] .mm206.0
σ
K

π4
ν85ν1

R
2

r

Ic
c =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−+
=  (4.60) 

În calculul valorii critice cW , s-a utilizat tensiunea tσ  determinată pe epruvete cu 

concentrator de tensiune lateral semicircular, recomandate de Seweryn [1994], 
[2002] pentru a compensa neliniaritatea curbei tensiune-deformaţie specifică a 
epruvetelor netede. 
 Toate analizele cu metoda elemetului finit au fost realizate cu pachetul 
software Cosmos/M 2.9, în condiţiile elasticităţii liniare şi a stării plane de 
deformaţie, un exemplu de model cu elemente finite fiind prezentat în fig. 3.20. La 
valoarea medie a forţei maxime crF , din analiza cu elemente finite se determină: 

unghiul φ care stabileşte poziţia punctului P caracterizat prin tensiunea principală 
maximă maxσ , unghiul 0θ  format de direcţia iniţială a fisurii cu verticala (în ipoteza 
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că direcţia iniţială a fisurii este normală la direcţia tensiunii maxσ ). Rezultatele 

numerice sunt sumarizate în tabelul 4.3, tensiunea circumferenţială *
θσ  fiind 

evaluată pe bisectoarea crestăturii U. 
 

Tabel 4.3 Rezultatele numerice pe epruvete SENB (Necuron 1020) 

[ ]mm
ρ

 
[ ]−

eM  
[ ]N

Fmed
cr  φ [ ]°  [ ]°0θ  [ ]MPa

σmax  
[ ]MPa

σ*
θ  

1.000 440.50 0.00 0.00 146.00 146.00 

0.870 1775 18.85 9.55 138.40 136.20 

0.683 1230 43.70 23.49 147.40 132.30 

0.576 1890 60.83 34.94 167.80 133.60 

0.252 1365 90.53 60.53 144.41 48.92 

0.50 

0.042 1830 96.77 67.00 145.32 5.89 

1.000 490.50 0.00 0.00 134.40 134.40 

0.870 1985 16.92 8.55 128.60 126.80 

0.670 1395 42.48 22.74 139.00 124.50 

0.562 2150 60.38 34.94 158.90 125.30 

0.238 1465 92.01 62.03 133.02 40.96 

0.75 

0.033 2080 97.23 67.50 144.04 3.42 

1.000 518 0.00 0.00 124.40 124.40 

0.870 2120 14.97 7.55 120.90 119.30 

0.658 1465 42.07 22.50 128.50 115.00 

0.550 2240 60.83 34.94 146.00 114.20 

0.218 1550 93.94 64.02 124.93 33.71 

1.00 

0.038 2110 97.69 67.99 135.50 4.00 

1.000 640 0.00 0.00 113.80 113.80 

0.873 2570 12.03 6.04 109.90 108.90 

0.616 1860 39.17 20.76 122.50 109.20 

0.506 2730 60.14 34.44 134.30 102.50 

0.156 1695 95.83 66.01 106.95 19.20 

2.00 

0.027 2165 98.61 68.99 116.88 1.22 
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Variaţia tensiunilor cu distanţa de la vârful crestăturii U, pentru valoarea medie a 

forţei critice crF , este exemplificată în fig. 4.11: raza [ ]mm1ρ =  şi 000.1Me = , 

respectiv 658.0Me =  

 

Fig. 4.11. Variaţia tensiunilor cu distanţa de la punctul de tensiune principală maximă pentru 
crestătura U cu raza [ ]mm1ρ = , modul I, forţa maximă medie [ ]N518Fmax =  

Evaluarea valorii medii 1W  a energiei specifice de deformaţie presupune rafinarea 
reţelei de elemente finite pe suprafaţa de control. Un exemplu de discretizare 

automată pentru cazul 658.0Me =  şi [ ]mm1ρ =  este prezentat în fig. 4.12, cu 
utilizarea entităţilor geometrice de tipul regiune şi a elementelor finite 
bidimensionale triunghiulare cu 6 noduri – TRIANG. Pentru discretizarea suprafaţei 

de control de arie ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 2mm21079.0A  s-au utilizat 4261  elemente finite cu 8840  

noduri, modelul conţinând în total 45609  elemente finite şi 91958  noduri. 

 
Fig. 4.12. Reţeaua de elemente finite - detaliu cu rafinarea din zona suprafeţei de control 

pentru crestătura U cu [ ]mm0.1ρ = , 658.0Me = . 

BUPT



 105

 
a). 1Me = , [ ] [ ]mm0m,mm60SS 21 === , ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= 3

1 mMJ28.1W ; 

 
b). 870.0Me = , [ ] [ ] [ ]mm4m,mm12S,mm60S 21 −=== , ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= 3

1 mMJ10.1W ; 

 
c). 658.0Me = , [ ] [ ] [ ]mm4m,mm12S,mm60S 21 === , ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= 3

1 mMJ28.1W ; 
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d). 550.0Me = , [ ] [ ] [ ]mm24m,mm12S,mm60S 21 === , ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 3

1 mMJ68.1W ; 

 

e). 218.0Me = , [ ] [ ] [ ]mm9m,mm12S,mm60S 21 === , ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 3

1 mMJ13.1W ; 

 

f). 042.0Me = , [ ] [ ] [ ]mm9m,mm8S,mm60S 21 === , ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 3

1 mMJ26.1W ; 

Fig. 4.13. Distribuţia energia specifice de deformaţie pe suprafaţa de control ( [ ]mm1ρ = ) 
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Distribuţia energiei specifice de deformaţie 1W  pe suprafaţa de control este ilustrată 

în fig. 4.13 la raza [ ]mm1ρ =  pentru toate cele şase cazuri diferite de solicitare. 
După cum se observă, curbele de egală densitate a energiei de deformaţie au 
centrul poziţionat aproximativ la distanţa 2ρr0 =  faţă de centrul de curbură al 

crestăturii, în acord cu ipoteza formulată de Gómez [2007]. De asemenea, se 
observă că nivelul densităţii energiei specifice scade cu creşterea razei. 
 În fig. 4.14 sunt ilustrate predicţiile forţei critice crF  pentru ruperea fragilă a 

epruvetelor SENB cu crestătură U pe baza criteriului SED medie împreună cu 

rezultatele experimentale, pentru cazurile caracterizate de 0.1Me = , 6.0Me =  şi 

2.0Me = . 

 

 

BUPT



 108

 
Fig. 4.14. Estimarea forţei maxime pentru ruperea epruvetelor SENB cu crestătură U pe 

baza criteriului SED medie  

Variaţia forţei critice, determinată pe baza predicţiei acestui criteriu s-a obţinut prin 
interpolarea rezultatelor după o funcţie de gradul al doilea. În tabelul 4.4 sunt 
centralizate rezultatele şi erorile relative de estimare a forţei critice după criteriul 
SED medie. 
 

Tabel 3.8 Estimarea forţei critice pentru epruvetele SENB (Necuron 1020) 

[ ]−eM  [ ]mmρ  
[ ]NFmax  

rezultate 
experimentale 

[ ]NFcr  

estimare  
SED medie 

Eroare  
relativă  

[ ]%  

0.50 440.50 388 -11.92 

0.75 490.50 416 -15.19 

1.00 518 443 -14.48 

1.0 
[ ]
[ ]mm60S

mm60S

2

1
=

=
 

[ ]mm0b =  
2.00 640 545 -14.84 

0.50 1230 1120 -8.94 

0.75 1395 1190 -14.70 

1.00 1465 1250 -14.68 

0.6 
[ ]
[ ]mm12S

mm60S

2

1
=

=
 

[ ]mm4b =  
2.00 1860 1495 -19.62 

0.50 1365 1305 -4.40 

0.75 1465 1395 -4.78 

1.00 1550 1410 -9.03 

0.2*) 

[ ]
[ ]mm12S

mm60S

2

1
=

=
 

[ ]mm9b =  
2.00 1695 1580 -6.78 

*) epruvete cu crestătură U înclinată 
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 În comparaţie cu criteriul UMTS, criteriul SED medie subestimează nivelul 
forţei critice crF  pentru solicitarea în modul mixt, la toate combinaţiile dintre modul 

I şi II analizate. În schimb, erorile relative sunt cuprinse în intervalul 
[ ]%62.19...40.4 −− , erori rezonabile pentru aplicaţiile inginereşti. 

 În concluzie, cu dezavantajul unei analize mai laborioase, criteriul valorii 
medii a energiei specifice de deformaţie se recomandă pentru estimarea ruperii 
fragile în modul mixt a componentelor structurale realizate din poliuretanul Necuron 
1020, în prezenţa concentratorilor de tensiune nesingulari, fără restricţii privind raza 
la vârful crestăturii sau predominanaţa modului II. 
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5. Evaluarea numerică a direcţiei de propagare a 
fisurilor în modul mixt 

 
 

5.1. Abordări în simularea propagării fisurilor 
 
 

 Soluţionarea completă a problemelor de estimare a ruperii fragile a 
componentelor structurale include şi stabilirea traiectoriei fisurilor. O clasificare 
complexă a abordărilor utilizate în literatura ştiinţifică de-a lungul timpului pentru 
simularea procesului de iniţiere şi propagare a fisurilor este prezentată de Ingraffea 
[2004]. Astfel, Ingraffea [2004] împarte aceste abordări în două mari clase, în 
funcţie de modul în care prezenţa fisurii este implementată în procedurile numerice. 
 Metodele din prima clasă reprezintă fisura ca o entitate geometrică distinctă, 
iar modelul geometric şi modelul cu elemente finite sunt, după caz, actualizate cu 
extensia fisurii (fig. 5.1). Metodele din această clasă se împart în două categorii 
după geometriei fisurii: forma condiţionată sau forma arbitrară a fisurii. 

 

Fig. 5.1. Metode cu reprezentarea distinctă a fisurii (preluare Ingraffea [2004]) 

 Din prima categorie, tehnica formei predefinite a fisurii a fost utilizată prima 
dată de Clough [1962] pentru cercetarea efectului pe care prezenţa fisurii îl are 
asupra stării de tensiune dintr-un baraj de beton. Feţele fisurii sunt predefinite de 
feţele elementelor finite existente, fără o modificare a reţelei la extensia fisurii, dar 
cu decuplarea nodurilor printre care fisura se propagă. 
 Dintre metodele care condiţionează geometria fisurii, cea mai simplă şi 
frecvent utilizată metodă se bazează pe soluţiile analitice sau numerice cunoscute. 

BUPT



 111

Metoda se pretează însă pentru un număr redus al combinaţiilor geometrie-condiţii 
la limită, fisurile având geometriile reduse la linii drepte în problemele 2D sau 
suprafeţe netede în aplicaţiile 3D, iar propagarea fisurii se realizează în ipotezele 
mecanicii ruperii liniar elastice. Această metodă este implementată de pachetele 
software NASGRO şi AFGROW. 
 Metodele din cea de-a doua categorie modelează fisura printr-o formă 
arbitrară, fără restricţii impuse de discretizarea cu elemente finite a modelului 
geometric. În mod obişnuit trei abordări sunt incluse în această categorie: metoda 
fără reţea de elemente finite (Meshfree methods, Belytschko [1996]), metodele 
elementului finit/elementelor de frontieră adaptive (Adaptive FEM/BEM methods) şi 
metodele elementelor discrete, cu reprezentări la nivel de latice, particulă sau atom. 
 Astăzi, dintre aceste tehnici, cea mai utilizată este metoda elementului finit 
adaptivă care permite investigarea comportamentului structurilor cu fisuri de forme 
arbitrare prin actualizarea permanentă a reţelei de elemente finite la extensia fisurii. 
Metoda este implementată în pachetul software FRANC2D şi FRANC3D (Wawrzynek 
[1987], [1989], [1991]). Tehnica a fost utilizată cu succes în studiul propagării 
fisurilor în diferite componente structurale, precum eclisele de lanţ (Babeu [1998]) 
sau un pinion melcat (Carter [2000]). 

 

Fig. 5.2. Metode fără reprezentarea geometrică a fisurii (preluare Ingraffea [2004]) 

 Metodele din cea de-a doua clasă nu presupun existenţa unei fisuri distincte 
conţinută de modelul geometric, iar acesta şi modelul cu elemente finite nu se 
modifică la extensia fisurii. Mai degrabă, aceste metode reprezintă fisura printr-o 
localizare puternică a deformaţiei, decât printr-o reprezentare geometrică distinctă, 
cea mai cunoscută fiind metoda elementelor finite extinse (XFEM, eXtended Finite 
Element Method, Belytschko [1999]). 
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5.2. Influenţa modului mixt de solicitare asupra traiectoriei 
fisurilor la ruperea epruvetelor ASCB 

 
5.2.1. Simularea numerică a propagării fisurilor cu pachetul 
software FRANC2D/L 

 
 Elaborat de un grup de cercetători (Computational Fracture Group) de la 
Cornell University sub conducerea Prof. Anthony Ingraffea şi a Dr. Paul Wawrzynek 
(www.cfg.cornell.edu), FRANC2D (FRacture Analysis Code 2D) este un pachet 
software bazat pe metoda elementelor finite destinat simulării comportării solidelor 
bidimensionale care conţin discontinuităţi geometrice de forma fisurilor (Wawrzynek 
[1987], [1989], [1991]). La Kansas State University, Prof. Daniel Swenson 
(Swenson [1997]) a dezvoltat varianta FRANC2D/L cu facilităţi suplimentare de 
simulare a structurilor multistrat. Ulterior, pentru simularea propagării fisurilor în 
problemele tridimensionale, a fost dezvoltată şi varianta FRANC3D (Carter [2000]). 
 Modelul geometric al epruvetelor ASBC prezentat în fig. 3.6 şi modelul cu 
elemente finite au fost realizate cu preprocesorul CASCA 1.4 (Wawrzynek [1997]). 
Subregiunile geometrice au fost astfel generate încât să asigure o reţea fină de 
elemente finite în zona fisurii şi să permită impunerea cu exactitate a condiţiilor la 
limită pentru încovoierea asimetrică în trei puncte: deplasările verticale ale nodurilor 
corespunzătoare suporţilor de rezemare 0uy =  şi forţa crFF =  aplicată pe direcţia 

verticală conţinută în planul fisurii iniţiale ( crF  reprezintă valoarea medie 

înregistrată). Pentru poliuretanul rigid Necuron 1020 următoarele proprietăţi de 
material au fost considerate în analiza liniar-elastică cu elemente finite: modulul de 
elasticitate longitudinal [ ]MPa3340E = , coeficientul de contracţie transversală 

34.0ν =  şi valoarea critică a factorului de intensitate a tensiunii 

[ ]mMPa3.2KIc = . Discretizarea, în condiţiile stării plane de deformaţie, s-a 

realizat cu elemente finite izoparametrice cu 8 noduri rezultând în final un model 
care conţine 8550  elemente finite şi 25971  noduri (fig. 5.3). 

 

Fig. 5.3. Modelul cu elemente finite pentru simularea propagării fisurii (epruveta ASCB) 
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Singularitatea de forma r1  pentru fisura de margine cu lungimea [ ]mm12a =  s-a 
obţinut prin introducerea unei rozete formată din 8  elemente finite triunghiulare 
izoparametrice singulare cu 6  noduri ilustrată în fig. 5.4a (Barsoum [1976]). 
 Simularea cvasiautomată a propagării fisurilor cu pachetul software 
FRANC2D/L este caracterizată prin etapele succesive prezentate în continuare. 
 
 Analiza stării de tensiune şi deformaţie, determinarea factorilor de 
intensitate a tensiunii. Pentru analiza stării de tensiune şi deformaţie din 
epruvetele ASCB, în ipoteza elasticităţii liniare, FRANC2D/L utilizează metoda 
matricei de rigiditate care implică o soluţionare a sistemului de ecuaţii liniare prin 
metoda de eliminare a lui Gauss. Rezultatele analizei structurale permit 
determinarea factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK , pentru geometria şi 

condiţiile la limită date, prin una din metodele implementate: metoda corelării 
deplasărilor (Chan [1970], Shih [1976]), metoda integralei J (Cherepanov [1967], 
Rice [1968], Ishikawa [1980]) şi metoda extensiei virtuale a fisurii (Rybicki [1977], 
Ramamurthy [1986], Raju [1987], Singh [1998]). Metoda corelării deplasărilor a 
fost utilizată pentru evaluarea factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  în 

simularea propagării fisurilor pe epruvete ASCB cu pachetul software FRANC2D/L. 
 
 Determinarea direcţiei de propagare şi a poziţiei noului vârf al 
fisurii. Introducând valorile determinate ale factorilor de intensitate a tensiunii IK  

şi IIK  în ecuaţiile criteriului de iniţiere la propagarea în modul mixt se determină 

direcţia de extensie şi noua poziţie a vârfului fisurii prin precizarea incrementului de 
propagare (sau acceptarea lungimii implicite pentru incrementul fisurii). 
 FRANC2D/L are implementate trei criterii de iniţiere la propagarea fisurii în 
modul mixt, şi anume: criteriul tensiunii circumferenţiale maxime propus de 
Erdogan [1963], criteriul energiei specifice de deformaţie minimă formulat de Sih 
[1973, 1974] şi respectiv criteriul forţei maxime de extensie a fisurii propus de 
Hussain [1974]. Pentru situaţia în care modul II este dominant, adică pentru un 
raport III KK  mare, acurateţea rezultatelor se îmbunătăţeşte prin reducerea 

incrementului de extensie a fisurii. 
 
 Îndepărtarea elementelor finite poziţionate de-a lungul traiectoriei 
şi actualizarea geometriei fisurii. După stabilirea direcţiei de iniţiere la 
propagarea fisurii şi a incrementului de extensie a fisurii, elementele finite 
poziţionate de-a lungul traiectoriei sunt îndepărtate şi o suprafaţă poligonală 
temporară destinată rediscretizării este generată (fig. 5.4b). Fisura iniţială este 
extinsă în noua poziţie a vârfului (fig. 5.4c) şi o rozetă formată din 8 elemente finite 
triunghiulare izoparametrice singulare este introdusă pentru a simula singularitatea 

r1  (fig. 5.4d). În acest pas actualizarea geometriei fisurii este completă. 
 
 Rediscretizarea automată a suprafeţei din vecinătatea fisurii. 
Algoritmul de rediscretizare implementat de pachetul software FRANC2D/L 
îndeplineşte două cerinţe importante: menţine compatibilitatea cu restul reţelei de 
elemente finite (de exemplu condiţiile la limită nu trebuie modificate ca rezultat al 
propagării fisurii) şi asigură o bună progresie a dimensiunii elementelor la trecerea 
de la reţeaua fină de elemente finite de la vârful fisurii spre reţeaua mai grosieră din 
celelalte regiuni ale solidului. 

BUPT



 114

 

 
(a). 

 
(b). 

 
(c). 

 
(d). 

  (e). 

Fig. 5.4. Ilustrarea paşilor de actualizare a geometriei şi rediscretizare automată 
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a). 1Me =  (modul I, 0KII = ) 

 

b). 955.0Me =  (modul mixt) 

 

c). 795.0Me =  (modul mixt) 
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d). 467.0Me =  (modul mixt) 

 

e). 199.0Me =  (modul mixt) 

 

f). 0Me =  (modul II, 0KI = ) 

Fig. 5.5. Simularea în FRANC2D/L a traiectoriilor de propagare a fisurii pentru epruvete 
ASCB la diferite combinaţii între modul I şi modul II (Necuron 1020) 
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 Rediscretizarea se realizează printr-o procedură de împărţire recursivă a 
regiunii într-un număr de mici subregiuni de formă geometrică similară (de 
exemplu, un pătrat este împărţit în patru pătrate mai mici), operaţia repetându-se 
pentru fiecare dintre subregiuni. Reţeaua de elemente finite este ajustată prin 
modificarea coordonatelor nodurilor interne astfel încât să ocupe poziţia centrului de 
greutate al nodurilor adiacente. Algoritmul de rediscretizare este prezentat în detaliu 
de Bittencourt [1996]. Reţeaua de elemente finite generată automat în zona de la 
vârful fisurii este ilustrată în fig. 5.4e. 
 În fig. 2.13 şi fig. 2.14 sunt prezentate pentru epruvetele ASCB, realizate 
din Necuron 1020 şi Necuron 651, traiectoriile de propagare a fisurilor la ruperea în 
regim cvasistatic, pentru toate combinaţiile între modul I şi modul II analizate (în 

funcţie de parametrul adimensional eM ). 
 Din examinarea traiectoriilor de propagare se evidenţiază următoarele 
concluzii: 

• pentru cazul 1Me = , adică epruveta ASCB este solicitată în modul I, 
iniţierea la propagare se produce în planul fisurii iniţiale, traiectoria fiind o linie 
dreaptă; 

• pentru cazurile în care 1M0 e <≤ , adică epruveta ASCB este solicitată în 
modul mixt la diferite combinaţii între modul I şi II, iniţierea la propagarea fisurii se 
produce printr-o deviere bruscă de la direcţia fisurii iniţiale; 

• după această deviere de unghi 0θ  traseul fisurii urmează o traiectorie 

curbilinie lină fără schimbări bruşte de direcţie; 
• unghiul de iniţiere la propagarea fisurii 0θ  creşte pe măsură ce valoarea 

parametrului adimensional eM  se reduce, cu dominanţa modului II; 
• pentru toate cazurile de solicitare, pe ultima porţiune a traiectoriei, fisura se 

propagă arcuindu-se spre punctul de aplicare a sarcinii. 
 În toate cazurile analizate, la simularea cu pachetul software FRANC2D/L a 
propagării fisurilor în regim cvasistatic pe epruvete ASCB, pentru determinarea 
factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  s-a utilizat metoda corelării 

deplasărilor. Pentru fiecare caz în parte, direcţia de propagare a fisurii s-a stabilit 
atât pe baza criteriului tensiunii circumferenţiale maxime (MTS), cât şi pe baza 
criteriului energiei specifice de deformaţie minimă (criteriul SED). Propagarea fisurii 
pentru epruvetele ASCB s-a realizat practic acceptând o valoare redusă de [ ]mm1.0  
a incrementului pentru primii 10  paşi de extensie, iar pentru restul traseului 
simularea s-a realizat cu un increment de [ ]mm2.0 , cu scopul de a obţine o 
traiectorie cât mai exactă a fisurii. 
 În fig. 5.5 sunt ilustrate, prin reţeaua de elemente finite deformată, 
traiectoriile rezultate din simularea numerică a propagării fisurilor pe epruvetele 
ASCB realizate din Necuron 1020. Buna concordanţă dintre rezultatele numerice şi 
cele experimentale este reliefată de similaritatea traiectoriilor pentru toate valorile 

parametrului eM  (fig. 5.6). Practic, traiectoriile experimentale digitizate şi respectiv 
traiectoriile obţinute prin simularea propagării fisurilor cu pachetul software 
FRANC2D/L sunt identice pentru cea mai mare parte din lungimea fisurii propagate; 
exprimată prin coordonata y , această lungime este cuprinsă între [ ]mm200 − . 
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a). 1Me =  (modul I, 0KII = ) b). 955.0Me =  (modul mixt) 

  

c). 795.0Me =  (modul mixt) d). 467.0Me =  (modul mixt) 
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e). 199.0Me =  (modul mixt) f). 0Me =  (modul II, 0KI = ) 

Fig. 5.6. Traiectoriile de propagare a fisurilor pentru diferite combinaţii între modul I şi 
modul II (Necuron 1020) 

Cu excepţia cazului 1Me = , pe ultima porţiune din lungimea fisurii propagate 
(exprimată prin coordonata y , această porţiune este reprezentată prin intervalul 

[ ]mm2520 − ) traiectoriile determinate prin simularea cu elemente finite deviază de 
la traseul experimental. Pentru această deviere a traiectoriei fisurilor, o explicaţie 
posibilă este legată de modificarea condiţiilor de rezemare în timpul experimentului, 
condiţiile la limită din simularea numerică fiind în schimb păstrate neschimbate. 
 De asemenea, nu sunt observate diferenţe semnificative între traiectoriile 
globale determinate din analiza cu elemente finite, la utilizarea celor două criterii de 
iniţiere la propagarea fisurii, criteriul MTS şi criteriul SED. Reprezentarea în detaliu 

din fig. 5.7 (pentru cazul 199.0Me = ) a zonei de la vârful fisurii iniţiale evidenţiază 
faptul că iniţierea la propagare se produce sub un unghi 0θ  care depinde însă de 

criteriul utilizat. Valorile obţinute din analiza numerică cu elemente finite 
o49.64θ0 −=  pentru criteriul MTS şi o18.71θ0 −=  pentru criteriul SED sunt în bună 

concordanţă cu soluţiile analitice: o42.64θ0 −=  şi respectiv o83.71θ0 −= . 

 Variaţia factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  în funcţie de lungimea 

fisurii propagate a , ilustrată în fig. 5.8, confirmă principiul simetriei locale formulat 
de Goldstein [1974]. Astfel, pentru cazul unei solicitări în modul mixt I+II, iniţierea 
la propagare se produce printr-o deviere de la fisura iniţială pe o direcţie care să 
asigure 0KII = . Cu alte cuvinte, traiectoria fisurii revine la configuraţia de simetrie 
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globală, comportament demonstrat şi de rezultatele experimentale publicate de 
Smith[2001]. 

 
Fig. 5.7. Detaliu din zona de la vârful fisurii iniţiale pentru traiectoriile de propagare la 

199.0Me =  (Necuron 1020) 

 

 

Fig. 5.8. Variaţia factorilor de intensitate a tensiunii IK  şi IIK  pentru cazul 199.0Me =  în 

funcţie de lungimea fisurii(Necuron 1020) 

 Analizând rezultatele obţinute pentru simularea numerică a traiectoriilor de 
propagare a fisurilor pe epruvetele ASCB confecţionate din Necuron 1020 şi Necuron 
651 se desprind concluziile: 

• unghiul de iniţiere 0θ  la propagarea fisurii este estimat numeric corect pe 

baza criteriul SED, criteriul considerând în modelul analitic şi influenţa coeficientului 
de contracţie transversală ν ; 

• la nivel global, traseul fisurii depinde de combinaţia între modul I şi II, 
traiectoriile fiind similare pentru cele două materiale. 
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5.2.2. Simularea propagării fisurilor pe baza criteriului GMTS 

 
 Pachetul software ABAQUS 6.5 [2004] include câteva facilităţi importante de 
analiză a aplicaţiilor de mecanica ruperii: 

• definirea interactivă pentru aplicaţiile bi- şi tridimensionale a fisurilor de 
margine, a frontului fisurii şi a vectorului care defineşte direcţia de extensie a fisurii; 

• controlul interactiv al degenerării elementelor finite şi poziţionarea nodurilor 
de pe mijlocul laturilor în poziţia corespunzătoare ordinului singularităţii; 

• evaluarea integralei J , a factorilor de intensitate a tensiunii IK , IIK  şi 

IIIK , a tensiunii nesingulare T  şi a direcţiei de propagare a fisurii pe baza criteriului 

MTS şi a criteriului forţei maxime de extensie a fisurii; 
• vizualizarea seturilor de noduri şi a rezultatelor pentru fiecare contur de 

integrare. 
 Facilitatea de calcul a factorilor de intensitate a tensiunii IK , IIK  şi a 

tensiunii nesingulare T  oferită de pachetul software ABAQUS 6.5 permite evaluarea 
traiectoriilor fisurilor în modul mixt de solicitare pe baza criteriului GMTS. Simularea 
propagării fisurii se realizează incremental, după algoritmul prezentată în fig. 5.9. 
 
 Definirea şi analiza modelului în ABAQUS 6.5. Geometria epruvetei 
ASCB este ilustrată în fig. 3.6, cu dimensiunile [ ]mm40R = , [ ]mm30S1 =  şi 

[ ]mm6S2 =  (pentru 199.0Me = ), iar lungimea iniţială a fisurii [ ]mm12a = . Pentru 

poliuretanul rigid Necuron 1020 următoarele proprietăţi de material au fost 
considerate în analiza liniar elastică cu elemente finite: modulul de elasticitate 
longitudinal [ ]MPa3340E =  şi coeficientul de contracţie transversală 34.0ν =  
 Modelul geometric partiţionat prezentat în fig. 5.10 a fost discretizat, în 
condiţiile stării plane de deformaţie, cu elemente finite izoparametrice pătratice cu 6 
şi respectiv 8 noduri rezultând în final un model care conţine 7205  elemente finite 

şi 21758  noduri (fig. 5.11). Singularitatea de ordinul r1  se obţine prin colapsul 
elementelor finite pătratice cu 8 noduri şi poziţionarea nodurilor de pe mijlocul 
laturilor adiacente la 41  faţă de nodul care reprezintă vârful fisurii.  
 Partiţionarea modelului geometric ilustrată în fig. 5.10 asigură impunerea cu 
exactitate a condiţiilor la limită pentru încovoierea asimetrică în trei puncte: 
deplasările verticale ale nodurilor corespunzătoare suporţilor de rezemare 0uy =  

(partiţiile 1RP −  şi 3RP − ) şi forţa crFF =  (partiţia 2RP − ) aplicată pe direcţia 

verticală conţinută în planul fisurii iniţiale ( crF  reprezintă valoarea medie 

experimentală). În primul pas al analizei se determină starea de tensiune şi 
deformaţie de la vârful fisurii. 
 
 Evaluarea factorilor de intensitate a tensiunii KI , KII şi a tensiunii 
nesingulare T. Pentru un material linear elastic şi cazul unei solicitări în modul 
mixt, pachetul software ABAQUS 6.5 utilizează metoda propusă de Shih [1988] şi 
bazată pe calculul integralei J  pentru extragerea factorilor de intensitate a tensiunii 

IK , IIK  şi a tensiunii T  (ABAQUS [2004]). 
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Fig. 5.9. Algoritmul de simulare a propagării fisurii cu pachetul software ABAQUS 6.5 

 

 

Fig. 5.10. Modelul geometric partiţionat al epruvetei ASCB 
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Fig. 5.11. Modelul cu elemente finite al epruvetei ASCB 

 Pentru fisura iniţială cu lungimea [ ]mm12a = , fig. 5.10 şi fig. 5.11 
ilustrează rezultatele obţinute pentru primele 6  contururi de integrare, în funcţie de 
raza r  măsurată de la vârful fisurii. Se constată o foarte bună convergenţă a 
rezultatelor, următoarele valori determinate prin extrapolare fiind utilizate pentru 
determinarea direcţiei de iniţiere la propagarea fisurii pe baza criteriului GMTS: 

[ ]mMPa8627.0KI = , [ ]mMPa6156.2KII =  şi [ ]MPa992.28T −= . 

 
 Determinarea direcţiei de iniţiere pe baza criteriului GMTS. Conform 
criteriului GMTS, direcţia de iniţiere la propagarea fisurii se determină ca soluţie a 
ecuaţiei (3.9) pentru [ ]mm34.0rc =  şi rezultatele precedente: 

( )[ ] ,0θcos
2
θ

sinrπ2
3
T16

1θcos3KθsinK 0
0

c0II0I =−−+  (5.1) 

rezultând o43.48θ0 −= . 

 
 Extensia fisurii şi rediscretizarea modelului. Pe direcţia de unghi 

o43.48θ0 −=  fisura iniţială se extinde cu incrementul [ ]mm2a =Δ , iar modelul 

geometric obţinut se rediscretizează în condiţiile prezentate anterior. Incrementul de 
extensie a fisurii [ ]mm2a =Δ  a fost ales astfel încât să rezulte un număr rezonabil 
de paşi. Analiza stării de tensiune şi deformaţie pentru noul model de calcul asigură 
determinarea parametrilor de mecanica ruperii IK , IIK  şi T , iar pe baza criteriului 

GMTS se determină unghiul de iniţiere la propagarea noii fisuri extinse cu 
incrementul aΔ . 
 După algoritmul prezentat, fisura s-a propagat un număr adecvat de paşi 

pînă în apropierea conturului exterior al epruvetei ASCB. Pentru cazul 199.0Me =  
fisura a fost propagată progresiv în 14  paşi cu incrementul [ ]mm2a =Δ  păstrat 
constant. Deformata modelului cu elemente finite este ilustrată în fig. 5.14 pentru 
trei valori ale lungimii fisurii. 
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Fig. 5.12. Variaţia factorilor de intensitate a tensiunii cu distanţa de la vârful fisurii 

( 199.0Me =  şi [ ]mm12a = ) 

 

 

Fig. 5.13. Variaţia tensiunii nesingulare T  cu distanţa de la vârful fisurii 

( 199.0Me =  şi [ ]mm12a = ) 

 Buna concordanţă dintre rezultatele numerice şi cele experimentale este 
reliefată de similaritatea traiectoriilor ilustrate în fig. 5.15. Practic, traiectoria 
experimentală digitizată şi respectiv traiectoria obţinută prin simularea propagării 
fisurii pe baza criteriului GMTS sunt identice pentru cea mai mare parte din 
lungimea fisurii propagate; exprimată prin coordonata y , această lungime este 

cuprinsă între [ ]mm200 − . Pe ultima porţiune din lungimea fisurii propagate 

(exprimată prin coordonata y , intervalul [ ]mm2520 − ) traiectoria simulată pe baza 
criteriului GMTS cu pachetul software ABAQUS 6.5 deviază de la traseul 
experimental. 
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a). Lungimea iniţială a fisurii [ ]mm12a =  (factor de scară 5.2 ) 

 
b).pasul 7 , [ ]mm14a =Δ  (factor de scară 5.1 ) 

 
c).pasul 14 , [ ]mm28a =Δ  (factor de scară 2.0 ) 

Fig. 5.14. Deformata epruvetei ASCB realizată din Necuron 1020 la propagarea 

incrementală a fisurii cu pachetul software ABAQUS 6.5 ( 199.0Me = )  
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 În fig. 5.15 sunt prezentate comparativ şi traiectoriile de propagare a fisurii 
după criteriile MTS şi GMTS. Prin introducerea efectului tensiunilor nesingulare T , 
direcţia de iniţiere la propagarea fisurii se modifică, dar global cele două traiectorii 
nu sunt sensibil diferite pe traseul de propagare. Simularea propagării fisurii pe baza 
criteriului GMTS cu pachetul software ABAQUS 6.5, confirmă o dată în plus principiul 
simetriei locale: după iniţiere fisura tinde să se propage în modul I. 

 

Fig. 5.15. Traiectoriile de propagare a fisurii pentru 199.0Me =  (Necuron 1020) 
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6. Concluzii şi contribuţii personale 
 
 

6.1. Rezultate şi concluzii 
 
 

 Câteva dintre rezultatele cercetării teoretice şi experimentale a ruperii 
fragile pe materialele polimerice investigate sunt prezentate în acest paragraf. 
 
 1. Caracteristicile mecanice, elastice şi de mecanica ruperii. Pentru 
polimerii Necuron 1020 şi Necuron 651 principalele caracteristici mecanice şi elastice 
obţinute pe cale experimentală sunt prezentate în tabelul 6.1. Valorile determinate 
prin tehnica excitaţiei prin impuls şi pe baza curbelor tensiune-deformaţie specifică 
ridicate pentru încercările de întindere uniaxială sunt în bună concordanţă. 

 
Tab. 6.1. Caracteristici mecanice şi elastice pentru Necuron 1020 şi Necuron 651 

 
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 3cm.gr

ρ
 

)
[ ]MPa
E*

 
)

[ ]MPa
E **

 
)

[ ]MPa
ν **

 
)

[ ]MPa

σ *
r  

Necuron 1020 1.217 3340 3600 0.343 49.75 

Necuron 651 0.626 1250 1556 0.279 17.40 

*) determinate prin încercări experimentale de tracţiune uniaxială (ASTM D638-03); 
**) determinate prin tehnica excitaţiei prin impuls (ASTM E1876-01). 
 
Valorile critice ale factorilor de intensitate a tensiunii IcK  şi IIcK  sunt prezentate în 

tabelul 6.2. 
 

Tab. 6.2. Caracteristici de mecanica ruperii pentru Necuron 1020 şi Necuron 651 

 
)

[ ]mMPa

Ka
Ic  

)

[ ]mMPa

Kb
Ic  

)

[ ]mMPa

Kc
Ic  

)

[ ]mMPa

Kb
IIc  

)

[ ]mMPa

Kc
IIc  

Necuron 1020 2.30 2.65 2.24 2.77 2.46 

Necuron 651 1.00 1.25 - 1.37 - 

a) determinate pe epruvete standardizate SENB cu fisură (ASTM D5045-99); 
b) determinate pe epruvete ASCB cu fisură; 
c) determinate prin extrapolarea rezultatelor obţinute pentru epruvete SENB cu crestătură U 

(raza la vârf 5.0 , 75.0 , 00.1  şi [ ]mm00.2 . 

 Rezultatele obţinute pentru caracterisiticile de mecanica ruperii sunt 
dependente, prin geometria epruvetei, de tipul constrângerii realizate la vârful fisurii 
(stare plană de deformaţie sau de tensiune), câmpul tensiunilor T  nesingulare, etc., 
dar erorile relative sunt în limitele rezonabile pentru aplicaţiile din inginerie. 
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 2. Predicţia forţei critice crF  de rupere pentru componentele cu 

fisuri. În condiţiile ipotezei unui comportament linia elastic până la ruperea finală, 
estimarea forţei critice crF  s-a efectuat pentru epruvetele ASCB cu fisuri. S-au 

utilizat trei criterii de rupere, şi anume criteriul MTS (Erdogan [1963]), criteriul 
GMTS (Smith [2001]) şi criteriul SED (Sih [1973]). 

 

Fig. 6.1. Estimarea crF  la ruperea fragilă în modul mixt a epruvetelor ASCB, Necuron 1020 

 

Fig. 6.2. Estimarea crF  la ruperea fragilă în modul mixt a epruvetelor ASCB, Necuron 651 
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Predicţiile sunt prezentate în fig. 6.1 şi 6.2, împreună cu rezultatele experimentale, 
pentru epruvetele ASCB. Privind acurateţea predicţiei ruperii fragile în prezenţa 
fisurilor, pentru epruvetele ASCB investigate, se desprind câteva concluzii: 

• estimările pe baza criteriul MTS sunt cele mai inexacte, eroarea relativă 
maximă de [ ]%4.37−  s-a obţinut pentru Necuron 651, la solicitarea în modul II; 

• aplicarea criteriului GMTS îmbunătăţeşte acurateţea estimărilor, cu eroarea 
relativă maximă de [ ]%3.15+  pentru modul II de solicitare (Necuron 651); 

• criteriul SED oferă predicţii precise pentru toate combinaţiile între modul I şi 
II (eroarea relativă maximă de [ ]%4.14−  pentru modul II, Necuron 651). 

 3. Predicţia forţei critice crF  de rupere pentru componentele cu 

crestături de tip U. 
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Fig. 6.3. Estimarea crF  la ruperea fragilă a epruvetelor SENB cu crestătură U (N1020) 

În ipoteza unui comportament linia elastic până la ruperea finală, estimarea forţei 
critice crF  s-a efectuat pentru epruvetele SENB solicitate la încovoiere, pe baza a 

două criterii de rupere: criteriul UMTS (Ayatollahi [2009a], [2010]) şi criteriul valorii 
medii a energiei specifice de deformaţie (Gómez [2007]). Predicţiile sunt prezentate 
în fig. 6.3, împreună cu rezultatele experimentale, pentru trei valori ale 

parametrului adimensional eM . 
 Privind acurateţea predicţiei ruperii fragile în prezenţa crestăturilor tip U, 
pentru epruvete SENB realizate din poliuretanul Necuron 1020, se desprind câteva 
concluzii: 

• pentru 1Me =  erorile relative sunt plasate în intervalul [ ]%93.1...41.1 ++  

pentru criteriul UMTS şi respectiv [ ]%19.15...92.11 −−  pentru criteriul SED medie; 

• pentru 6.0Me =  erorile relative sunt cuprinse între [ ]%75.10...83.6 −−  

pentru criteriul UMTS şi respectiv [ ]%62.19...94.8 −−  pentru criteriul SED medie; 

• pentru 2.0Me =  erorile relative sunt cuprinse în intervalul 

[ ]%65.55...22.9 ++  pentru criteriul UMTS şi respectiv [ ]%03.9...40.4 −−  pentru 
criteriul SED medie. 
 Dacă se are în vedere întreaga plajă a combinaţiilor dintre modul I şi II, 
capabilitatea criteriului SED medie de a estima forţa critică de rupere cu o acurateţe 
rezonabilă este remarcată.  

 
 

6.2. Contribuţii personale 
 
 

 Teza nu epuizează vasta problematică a cedării prin rupere fragilă a 
componentelor realizate din materiale poliuretanice. Lucrare se doreşte a fi însă un 
mic pas înainte în studiul acestei probleme. 

BUPT



 131

 Principalele contribuţii personale în ordinea prezentării lor pe parcursul 
lucrării sunt: 

• prezentarea într-o manieră originală, rezultatul unui vast studiu bibliografic, 
a criteriilor de rupere folosite frecvent în investigarea ruperii fragile, a principalelor 
tipuri de epruvete şi materiale utilizate în studiile de mecanica ruperii liniar elastice 
(capitolul 1). 

• determinarea experimentală a caracteristicilor mecanice (rezistenţa la 
rupere rσ ), elastice (modulul de elasticitate E  şi coeficientul lui Poisson ν ) şi de 

mecanica ruperii (valorile critice ale factorilor de intensitate a tensiunii IcK  şi IIcK ) 

pentru materialele poliuretanice Necuron 1020 şi Necuron 651. Modulul de 
elasticitate E  este determinat din curbele tensiune-deformaţie specifică ridicate 
pentru încercările la întindere monoaxială şi cu tehnica excitaţiei prin impuls. 
Factorul critic de intensitate a tensiunii IcK  în modul I este determinat pe epruvete 

standardizate SENB, pe epruvete ASCB cu fisură şi pe epruvete SENB cu crestătură 
U (prin extrapolarea rezultatelor pentru raza ρ  la vârf egală cu zero). De 

asemenea, factorul critic de intensitate a tensiunii IIcK  în modul II este determinat 

pe epruvete ASCB cu fisură şi pe epruvete SENB cu crestătură U (prin extrapolarea 
rezultatelor pentru raza ρ  la vârf egală cu zero, pentru Necuron 1020). Erorile 
relative pentru aceste determinări experimentale încrucişate sunt în marja practicii 
inginereşti (capitolul 2). 

• prezentarea concisă, dar clară, a formulărilor analitice pentru toate criteriile 
de rupere utilizate în demersul ştiinţific: pe de o parte, criteriile MTS, GMTS şi 
UMTS, iar pe de altă parte, criteriile SED şi SED medie (capitolele 3 şi 4). 

• stabilirea variaţiei coeficienţilor adimensionali IY  şi IIY  ai factorilor de 

intensitate a tensiunii, precum şi variaţia coeficientului adimensional *T  al tensiunii 
nesingulare T , în plaja de combinaţii posibile dintre modul I şi II de solicitare, 
pentru geometria considerată a epruvetei ASCB, din analizele stării de tensiune cu 
metoda elementului finit realizate cu pachetele software Cosmos/M 2.9 şi Abaqus 
6.5 (capitolul 3). 

• determinarea analitică a diagramelor de rupere IcIIcII KKKK −  - şi a 

diagramelor de variaţie ale unghiului critic 0θ  de iniţiere la propagarea fisurii în 

funcţie de parametrul eM , pe baza criteriilor MTS, GMTS şi SED, pentru epruvetele 
ASCB cu fisură verticală, confecţionate din materialele poliuretanice Necuron 1020 şi 
Necuron 651. Diagramele au fost ridicate pe baza soluţiilor obţinute cu codurile 
scrise în MathCad 14 (capitolele 3 şi 4). 

• determinarea analitică a diagramelor de rupere 
U

Ic
U
I

U
Ic

U
II KKKK −  şi a 

diagramelor de variaţie ale unghiului critic 0θ  de iniţiere, în funcţie de parametrul 

eM , pe baza criteriului UMTS, pentru epruvetele SENB cu crestătură U verticală şi 
înclinată, confecţionate din poliuretanul Necuron 1020. Diagramele au fost ridicate 
pentru toate cele patru valori ale razei ρ  la vârful crestăturii, cu soluţiile obţinute cu 
codurile scrise în MathCad 14 (capitolele 3 şi 4). 

• predicţia forţei critice de rupere crF  pentru epruvetele ASCB cu fisură 

verticală, realizate din cele două materiale poliuretanice, pe baza criteriilor MTS, 
GMTS şi SED. Înglobarea tensiunilor nesingulare T conduce la îmbunătăţirea 
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predicţiilor după criteriul GMTS în comparaţie cu rezultatele criteriului MTS. Însă, 
cele mai acurate estimări sunt obţinute prin aplicarea criteriului SED (capitolele 3 şi 
4). 

• predicţia forţei critice de rupere crF  pentru epruvetele SENB cu crestătură 

U, la patru valori diferite ale razei ρ  la vârful crestăturii, realizate din poliuretanul 
Necuron 1020, pe baza criteriilor UMTS şi SED medie. Criteriul SED medie 
îmbunătăţeste predicţiile pentru situaţiile de predominanţă a modului II, chiar şi la 
cea mai mare valoare a razei la vârful crestăturii (capitolele 3 şi 4). 

• predicţia traiectoriilor fisurilor pe epruvetele ASCB după criteriile MTS şi SED 
prin simulare numerică cvasiautomată cu metoda elementului finit, implementată de 
pachetul software FRANC2D/L. Traiectoriile au fost comparate cu cele experimentale 
digitizate, pentru toate combinaţiile analizate dintre modul I şi II (capitolul 5). 

• predicţia traiectoriei de propagare a fisurii pe epruveta ASCB după criteriile 
GMTS, prin simulare numerică interactivă cu metoda elementului finit, utilizând 

pachetul software Abaqus 6.5., pentru valoarea parametrului eM  egală cu 199.0  
(capitolul 5). 
 
 Pe parcursul stagiului doctoral şi în demersul de elaborare a acestei lucrări 
autoarea a găsit necesară pentru viitor îndreptarea atenţiei spre trei noi direcţii de 
cercetare: 

• aplicarea metodei distanţelor critice pentru predicţia forţei critice crF  de 

rupere a epruvetelor ASCB şi SENB realizate din materiale poliuretanice; 
• verificarea capabilităţii criteriilor de rupere utilizate în această lucrare de a 

estima ruperea fragilă a componentelor structurale realizate din materiale compozite 
(CEEX nr.202/2006) şi materiale avansate (Uţu [2012]); 

• verificarea capabilităţii criteriilor de rupere utilizate de a estima cedarea 
îmbinărilor realizate prin lipire (CEEX nr.262/2006). 
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