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PREFATA

Avintul pe care l-au cunoscut in ultimul timp nmetodele
numerice bezate pe discretizarea structurilor, are la bazi dez-
voltarea bazei materiale a cercetdrii gtiintifice gi proiecti-
rii structurilor. Dotarea intensa cu calculatoare electronice
a tuturor ramurilor de activitate, a inlesnit abordarea calcu-
lului structurilor ingineregti prin metode mai exacte, care in
plus oferd mai multe informatii despre comportarea structurii,
cu acelasi cuantub de timp alocat.

In contextul metodelor numerice sm loc importanteocupi
metoda elermentelcr finite. Prin rezultatele foarte bune care
g-au obtinut, aceasté metodd a devenit familiari inginerilor
constructori care lucreazid in domeniul cercetérii gtiintifice
gl proiectidrii. Utilizarea el permite abordarea calculului unor
structuri complexe ca alcdtuire, gi care in trecut se puteau
calcula dogmr prin simplificéri importante.

In paralsl, teoria echivalentelor ofera inginerului pro-
iectant un instrument de calcul tot atit de exact, iar in anumi-
te situatii mai ugor de aplicat. Teoria echivalentelor utilizea-
28 tot o discretizare fizicd a structurii, transformind-o intr-
un model echivalent format din bare, model foarte familiar in-
ginerilor caonstructori prin traditie.

Lucrarea de fatd a utilizat cele dou# metode, sus pre-
zentate, la calculul placilor de beton armat simple gi complexes,
considerindu-~le izotrope gi respectiv ortotrope.

Lucrarea cuprinde un numir de 6 capitole gi un volum de
anexe continind programele de calcul intocmite pentru sxemplele
de calcul studiate,

In capitolul I se prezintd stadiul actual al probleme=-
lor de plidci elastica sudtiri, un scurt istoric al deszvoltirii
teoriei plidcilor plane gi tendintele actuale in cercetarea gti-
intificd a teoriei plicilor plane, mentionind totodati soluti-
ile clasice precum gi cele numerice moderne ale ecuatiei funda-
mentale Lagrange - Sophie Germasb.

In capitolul II se prezintd problemele fundamentale ale
metodei elementelor finite, cu utilizarea sa la calculul plici-
lor plane elastice izotrope i ortotrope.
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Se determind matricele de rigiditate pentru cazuri de
compatibilitate a cimpurilor deformatiilor alese, gi matrice-
le de transformare a deplasidrilor nodale in eforturi unitare
gi eforturi unitare principale.

Se elaboreazi programele corespunzitoare fiecarui caz
considerat, menyionindu-se cid programele de calcul pentru ca-
zul plidcilor anizotrope sint generale acoperind gi cazul plé=-
cilor izotrope.

In capitolul III se prezinti teoremele de bazd ale te=-
oriei echivalentelor. In studiul propriu, se folosesc trei mo-
dele echivalente pentru plici izotrope gi doud modele pentru
pléci ortotrope. Pentru fiecare model, se determind caracteris-
ticile mecanice gi geometrice ale modelului pe baza echivalen-
tei energiilor de deformatii ale celor doud sisteme : real gi
echivalent.

Se construiegte matrixea rigiditatilor modelului echiva-
lent analizindu=l cu gjutorul metodei deplasarilor.

Se stabilegte relatia deplasarii nodale = eforturi uni-
tare determinind matricea de transformare a deplasidrilor nodale
in eforturile barelor gi dupd aceea, in eforturile unitare ale
placii.

Se intocmssc programele de calcul corespunziatoare fiecae
rul model studiat. De asemensa, se mentioneazd ci programele de
calcul pentru modelele ortotrops sint generale gi acoperid cazu-
rile de modele igotrope.

In capitolul IV se prezintid aplicatille de calcul la
placi izotrope utilizind programele intocmite pentru a calcula
6 tipuri de pldci izotrope cu diverse conditii de margine precum
gi placi avind grosimea variabili respectiv plici cu goluri.

Rezultatele obtinute se compard cu cele obtinute de alti
autori pe cale teoretici sau experimentali.

In capitolul V se prezintd aplicatiile de calcul la
placi avind caracter @gfoytotropie geometricd sau de material.
Se trateazi detaliat o gami largi de plici ortotrope : plici de
beton armat, pldci cu nervuri, plidci ondulats, plangee casetate.

Utilizind programele proprii, se calculeazé& patru ¢ xem=
ple de cglcul pentru cele patru tipuri de plici ortotrope. Se
efectueaszd o aralizd comparativid a rezultatelor proprii cu cele
obtinute de divergi autori.
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In capitolul VI se prezintad concluziile care se¢ dese
prind din analiza comparativd a utilizdrii celor doud metode
studiate la calculul placilor plane izotrope gi crtotrops,
cit gi a programelor de calcul folosite precum gi observatii
asupra exactitatii acestora, relativ la modelele utilizate gi
la parametrii de calcul folositl.

Autorul tine sid-gl exprime gi pe aceastd cale profunda
recunogtintd profesorului emerit ing. Constantin AVRAM, membru
corespondent al Academiei R.S.Re., pentru indrumarea gi grija
permanentd acordati pe parcursul elaboririi acestei lucriri.

De asemenea, autorul dorecte s& aducd multumiri condu-
carii Catedrei de Beton armat gi clddiri, cadrelor didsctice
din catedra, tovaragului dr.ing. Richard FRIEDRICH pentru spri-
jinul acordat la elaborarea acestei lucridri.
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CAPITOLUL I.

STADIUL ACTUAL AL PROBLuiELOR STUDIATE

l. Introducere

Prin placid pland se intelege un corp prismatic sau cilin-
dric a cirui inZltime h este micd in raport cu dimensiunile bazei
(figolol). T

ﬁgif

O‘placé plani este definit& printr-o suprafata mediana
pland. Cele doud suprafete care marginesc placa sint situate la
egald distantd de suprafata mediani,

In cazul general, pldcile plane sint supuse unor incarci=-
ri care act{ioneaza oblic in raport cu suprafata mediande. Cazul
placilor pkane actionate de incdrcdri cuprinse in planul lor me-
dian corespunde problemei plane a teoriei elasticitatii.

In prezenta lucrare ne vom limita la placile plane actio-
nate de forte normale pe planul lor median (pldci de plangee, in
general). In acest caz se pot face unele ipoteze simplificatoare.
Trebuie observat cé&, in general, nu avem de-aface numai cu inco=
volerea pléacii ci in marea majoritate a cazurilor, fhcovoierea
placii este insotitd de ridsucire.

Studiul eforturilor unitare gi a deformatiilor unor astfel
de pléci ne conduce la inlocuirea ecuatiilor diferentiale ale in-
covoierii (pentru problema barelor) prin ecuatii cu derivate par-
tiale, a cdror integrare este mult mai dificild, atit datoritid in-
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fluentei rdsucirii cit gi datoritd faptului cid trebuie s& rapor-
tdm eforturile unitare gi deformatiile nu fati de o singura linie
(axa barei) ci fati de o suprafatd (suprafata mediani). '

In mod obignuit, placile plane se pot clasifica in urma-
toarele categorii, pe baza efectului lor structural :

ae Plici rigide care sint placi subtiri cu rigiditate la
Iincovoiere supuse in general, momentelor incovoietoare gi fortelor
t3ietoare in mod similar cu grinzile (fig.l.22)e.

be Membrane care sint placi subtiri fard rigiditate 1la
incovoiere supuse fortelor axiale gi fortelor de lunecare (fige.
le.2b)e Deoarece grosimea lor este prea micid, momentele lor de re=
zistentd sint neglijabile.

ce Placi flexibile care prezinta combinatia celor douid
categorii de plécirigide gi membrane, supuse actiunilor combina-
te de momente, forte tdietoare gi forte axiale (fige.le.2c)e. Aceste
placi sint larg folosite 1In practicde.

de Placi groase, ale cdror conditii de eforturi sint ase=
menea cu cele ale continuumului tridimensional (fig.le2d)e
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Teoriile de calcul ale placilor fac distinctie netd Intre
plécile avind deformatii mici si cele avind deformaii mari. Pene
tru primele, legea suprapunerii este, in general, aplicabili, in
timp ce, pentru ultimile trebuie utilizati teoria de calcul de
ordinul al doileas

Teoriile placilor pot fi grupate gi pe baza relatiilor
tensiuni - deformatii. Teoria placilor elastice este bazata pe
ipoteza legdturii liniare intre eforturi gi deformatil dupz legea
cunoscutd a lul Hooke, in timp ce elasticitatea neliniard, plasti-
citatea gi viscoelasticitatea considera relatii mai complexe de
tensiuni - deformatil. Toate aceste teorii, cu exceptia wiscoelas-
ticitd{il, care consideri numai incidrcarea dinamicid, pot fi Impar-
tite 1n statice gi dinamice depinzind de natura dinamicd sau sta=
ticd a incarcarilor actionatee.

In cele ce urmeazi se prezinta teoriile valabile pentru
plécile cu grosime micd numite "placi plane subtiri" cu deforma=
tie mica.

Aceste teorii sint studiate pe baza urmdtoarelor ipoteze :

l. llaterialele sint elastice gi omogene dar pot fi izotro=-
pe sau ortotrope.

2¢ Grosimea placii este micd In raport cu celelalte dimen=
siuni,

3¢ Deplasarile placii sint mici fatZ de grosimea placii.

4. Panta suprafetei mediane deformate este mici@ fata de
unitate,

5¢ Un segment de dreapta normal pe suprafata mediani 1na-
inte de iIncovoiere rdmine un segment de dreaptd gi este normal pe
suprafata median a placii dupd incovoiere (adicd se neglijeazi in-
fluenta forg¢elor tdietoare asupra deformatiei sectiunii plicii si-
milar ipotezei sectiunilor plane in teoria geinzilor).

6. Se neglijeazd eforturile unitare paralele cu directia
perpendiculara pe planul median al plécii (Sé =0).

Aceste ipoteze se numesc In literaturia sub numele de ipo-
tezele Love =« Kirchhoff.

Nevoile practicii au determinat o dezvoltare deosebitd a
acestei teorii, care s-a dovedit deosebit de eficace. Totugi, in=-
cd de la Inceputul constituirii ei, s-au pus in evidenti anumite
contradict{ii interne, astfel incit s-a dezvoltat in paralel o li-

teraturd deosebit de vastd consacrati eliminirii acestor contra-
. X Y
SLRA
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dictii propunindu-se noi formuldrie Printre formulidrile noi, men=-
tiondm pe aceea a lui Reissner E. sau Vlasov V., dupd care a ur-
mat un mare numir de alte formuldri mai mult sau mai putin compfie=
catee

2. Scurt istoric al dezvoltdrii teoriilor placilor plane.

Primele studii aljaBilice gi experimentale ale plicilor pla-
ne au fost dedicate aproape exclusiv problemelor vibratiilor libere.

Prima aproximare matematica in teoria membranei a fost for=
mulati de Euler L. (1766), care a rezolvat problemg vibratiilor
libere ale membranel elastice de forma dreptunghiulari gi circula=-
rd utilizind analogia cu doud giruri de fire ortogonale intinse
/32/e Studentul lui Bernoulli I., strinepotul matematicianulul re=
numit cu acelag nume, a extins analogia lui Euler la plici, prin
introducerea analogiei de retea /13/. Fiindca a neglijat influenta
rasucirii in ecuatia diferentiald de migcare a pliacilor, el a ga=
sit numai corespondentéd intre teorie gi experimente, fira a avea
caracter general.

Fizicianul german, Chaladni, a descoperit diferite moduri
de vibratii libere /47/. In experimentele lui cu plici orizontale
€l a folosit pudre uniform distribuite care au format desene regu-
late dupid inductia vibratiei. Pidrele s-au acumulat in lungul 18-
niilor nodale in care nu s-au produs deplasidrile verticale.

Matematiciana francezd Sophie Germain a obtinut o ecuatie
diferentiala pentru vibratiile placilor utilizind calculul variae
tionale. Ea a neglijat, insid, in expresia energiei deformatiilor
placii, lucrul mecanic datoritd incovoierii suprafetei mediane.

Lagrange I., a corectat aceastad ecuatie a lui Germain S.,
addugind termenul lipsd in expresia energiei deformatiilor astfel,
pentru prima data s-a folosit ecuatia diferentiald corectid pentru
vibratiile libere ale pladcilor. Aceastd ecuatie farid deducerea ei,
s-a gésdt postum intre notitele lui Lagrange I., (1813),

karele inginer de poduri, Navier H. (1785-1836) poate fi
considerat creatorul real al teoriei moderne a elasticititii. Nu-
meroasele activitati gtiintifice ale lui includ gi solutiile di-
feritelor probleme de pldci. El a obtinut ecuatia diferentiala
corectd a placilor dreptunghiulare supuse la incovoiere. Pentru
rezolvarea problemelor cu anumite conditii de margine, Navier H.

a introdus o metodd "exactid", care transformi ecuatia diferentia-

BUPT



- 5 =

13 in ecuatii algebrice. kietoda lui se bazeam¥i pe utilizarea seri=-
ilor trigonometrice introduse de Fourier F. in acelagi demeniu.
Aceasti metodi a dat relativ ugor solutiile matematice exacte cind
conditiile de margine ale plicii sint cele de tip Navier adica
sint cazuri de pldci dreptunghiulare simplu rezemate.

Poisson S., a ex¥ins (1829) utilizarea ecuatiei fundamen-
tale diferentiale a plicilor derivatid de Navier la problema vibra-
tiei laterale a pldcilor circtlare. Conditiile de margine alse pro:
blemelor formulate de Poisson, ins3d, sint aplicabile numai la plé-
ci groase.

Datorit3d rezultatelor gtiingifice publicate in cartea lui
de fizicid matematicid /47/, Kirchhoff G., (1824-1887) este conside=-
rat fondatorul teoriei plidcilor care ia in considerare combinatia
incovoiere - forte axiale. In analiza placilor cu deformatii mari,
el a giasit faptul ca nu se pot neglija toti termenii neliniari.
Alte contributii importante constituec descoperirea ecuatiei de
frecventi a placilor gi introducerea metodei deplasarilor virtuale
in rezolvarea problemei pliacilor,

Cartea lui Kirchhoff a fost tradusid de Clebsch /25/ 1in
limba englezd, aceasté traducere contine humeroase comentarii va-
loroase de Saint - Venmant, dintre care este cea mai importanta
extinderea ecuatiei diferentiale a lui Kirchhoff la placi subtiri
considerind in mod exact matematic actiunea complexd de incovoie-
re gi de intindere.

Love A. a utilizat lucrarea lui Kirchhoff la probleme de
placi groase.

La sfirgitul secolului al XIX-lea constructia navali si-a
schimbat metodele ei de productie prin fnlocuirea materialelor
lemnoase cu otele. Aceastd schimbare a fost extraordinar de rodi-
toare In dezvoltarea teoriilor plicilor.

Savantii rugi au avut contributii meritorii la construc-
tia navald. Krilov A, (1863 = 1945) /46/ gi studentul lui, Bulnov
l., au avut contributii importante la teoria plicilor subtiri
avind rigidlgtsti la fncovoiere gi la intinders.

Timoshenko S. (1878 « 1972) a completat treptat realizi-
rile ruse in domeniul teoriei elasticititii. Dintre numeroasele
sale contributii importante sint solutia plécilor cu deplasiri
mari /87/ gi formularea problemelor stabilititii elastice /86/.
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F8ppl A., in cartea lui de mecanica constructiilor /37/
publicatd in 1907, a prezemtat teoria neliniari a plidcilor. Forma
finald a ecuatiei diferentiale a teoriei deplasdrilor mari, insi,
a fost dezpoltatd de Karman T. /95/, care in lucrdrile lui urmi-
toare a studiat, de asemenea, problema de deschidere efectivd £96/
gi proprietitile postelastice ale plicilor /97/.

wWestergaad He., /99/ gi Schleicher F., /81/ au studiat pro-
blemele placilor pe mediul elastice.

Prescott J., in cartea lui de elasticitate aplicatd /65/

a introdus o teorie mai exactd la Incovoierea plicilor luind in
considerare deformatiile in suprafatd mediana,

Dezvoltarea constructiei de avioane moderne a Indreptat
eforturi nuternice spre cercetidrile analitice mai riguroase ale
problemelor placilor.

Savantul polonez Huber M. a studiat pldci ortotrops /45/
g1 a rezolvat problemele placilor circulare supuse la forte nesi-
metrice distribuite si momente marginale /44/.

Teoria mai rigumoasd a plédcilor luind in consideratie de=
formatiile provocate de £ortele tadletoare transversale a fost ine
trodusa de Reissber E., /69/.

Lucrarile savantilor rusi Volmir A., /98/ gi Panov repre=-
zinta contribu{ii valoroase la rezolvarea problemelor neliniare a
pldcilor, in timp ce Oniashvili gi Gontkevitsh au devotat proble-
ma vibratiei fortate gi libere a placilor.

Savantul chinez, Chien - Wei = Zang a introdus metoda
perturbatiilor pentru solutia de deformatii mari.

Analiza liniilor de rupere a lui Johansen K. poate fi
consideratd prima aba$ere importantd fatd de teoria clasicd de
elasticitate a plicilor /48/.

Hadge PH. /42/ a extins teoria matematicd a plasticitdtii
la analiza pliacilor rotativ - simetrice.

Cele mai recente tehnici, ca utilizarea calculatoarelor
electronice cu vitezid mare ‘1950) au avat o influentd considerabila
asupra analizei statice gi dinamice a pléacilore.

Degi in anul 1941, Hrennikoff A. /43/ a dezvoltat deja un
sistem de bare articulate pentru analiza statici a problemelor
complexe de placi, lucrarea lui fundamentald in discretizarea
continuumului n-a putut fi din plin utilizatd datoriti lipsei in-
strumentelor moderne de calcul,

In 1956, Turner M., Clough R., Martin H., i Topp L., /93/
au introdus metoda elementelor finite, care permite solutiile nu=-
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merice ale problemelor plicilor plane si curbe pe o cale economicéa.

Numeroase contributii in acest domeniu apartin lui Argyris
/8/, /9/ si Zienkiewicz O.Ce, /105/, /107/.

Teoria echivalentelor introdusi de Absi E. /1/, /2/, de
asemenea, eéste aplicaBilid foarte efectiv la analiza staticd a
placilor,.

In afari de acestea, se folosesc gi tehnicile diferentelor
finite dezvoltate de Stiissi F., Collatz L., /26/, Soare M., /80b/
si altii pentru analiza staticZ gi dinamicid a pldcilor supuse la
Incidrciri oarecare gi avind forme geometrice arbitrare.

In prezent, dezvoltarea teoriilor placilor este caracte-
rizatd prin folosirea puternicid a calculatoarelor electronice cu
viteze mari gi introducerea metodelor mai riguroase de calcul,

~

3¢ Principalele tendinte in cercetarea gtiintifica.

Studiile clasice cit gi tratatele cele mai recente recurg
la mijloacele oferite de teoria placilor plane si anume la solu=
tiile cunoscute ale ecuatiei fuidamentale Lagrange = Sophie Germain
in coordonate carteziene (fig.l.3).

1

o
ARz
R

Plan’ mesian

z

F/'g. 13 Ploca p]ar.:i in sz;_sz‘emu] de coorginaie corleziena

3 ,
%W +2'a"w FOCAC I Py (1.1)
2x* 2a.2dy*  dy* D
unde : W (x,y) - sdgeata unui punct curent pe planul median al
pldcii;

p(x,y) = incircarea normalid la planul median raportati la
unitatea suprafetei;

D = &3 "
12(1 =V <)
in care : E -« modulul de elasticitate sl materialului placii;
h - grosimea placii, presupusi cpnstanti;
V = coeficientul lui Poisson.

rigiditatea cilindrica g placii;
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Pringipalele metode pentru rezolvarea ecuatiei fundamentale
(1.1) sint clasificate im urmdtoarele grupe :
ae Solutii riguroase,

In limitele determinate de ipotezele de bazid ale teoriei
plicilor plane, se utilizeazi dezvoltiri In serii de functii expo-
nentiale sau trigonometrice, simple sau duble, de tip Navier, Love,
Timoshenko sau Girvmann, la care se ajunge, in mod obignuit, prin
exprimarea functiei de Incirciri p(x,y) sub formiZ de serie sau
serii de functii trigonometrice gi identificarea termenului gene-
ral care satisface ecuatia diferentiald cu derivate partiale de
ordinul de patru (l.l) respectiv prin integrarea acestei ecuatii.

In unele cazuri particulare, dezvoltidrile in serie s-au
putut inlocui prin expresii "inchise" adicd@ suma seriilor respec-
tive.

be Solutil aproximative si numerice.

Ageste catesorii de solutii mai sint impartite in urmatoa=-
rele grupe mail mici .

le Solutii aproximative de tip hiarcus sau Westergaard.

Se obtin aplicind metoda diferentelor finite ca procedeu
aproximativ de integrare a ecuatiei (l.l) respectiv inlocuind in
relatiile cunoscute operatorii diferentiali prin operatori cu di-
ferente finite., Conditiile de margine se exprimd fiard dificultati
lar programele de calcul pot fi Inlocuite cu usurintd, fapt care
explicad raspindirea actuald a acestei metode.

2. Solutii aproximative de tip Reileigh, Galerkin sau

Ritz - Timoshenko, sint deduse prin aplicarea agsa numitelor metode
energetice sau metode variationale, respec:iv prin dezvoltiri ale
principiului variational - energetic : dintre toate cimpurile de
deplasari posibile ale uneil structuri, cel care este produs in
mod real de actiunea fortelor exterioare face stationard energia
totald T a sistemului forte - structuri, unde :
mT= U+W i (102)
in care : U = energia deformatiillor (interioari);
W = energia potentiald a fortelor exterioare.

O particularizare a acestuil principiu, valabild intr-o
largd gamé de probleme de analizd elastici a structurilor o con=-
stitue teorema minimuluf energiei totale :

S(Uu+rW) = 0” TE P (1.3)

. : e b
Y. - . - ol

BBUR Fsa AATRMA
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care permite scrierea ecuatiilor de echilibru, diferentiale sau
algebrice, prin operatii variationale. Solutiile nu sint riguroase
fntrucit functiile alese pentru a descrie tfpologic gi reologic
fenomenul analizat, de exemplu, deplasdrile suprafetei medizne de-
formate a pldcii, nu pot fi cdecit aproximative in majoritatea ca=-
zurilor intilnite iar conditiile de margine sint rareori satisfi-
cute integrale.

3¢ Solutii aproximative.

La acestea s-a ajuns recurgindu-se la analogia cu membrana
si asimilarea membranei cu o retea elasticad /55/.

Pot £i grupate ir aceeagi categorie gi alte solu{ii care por-
nesc de la asimilarea placii plane cu o retea de grinzi ortogonals,
solidar lezate intre ele /5/, /54/. Rigidit&tile la incovoiere gi
la torsiune ale grinzilor astfel definite se determind din conditia
ca energia de deformatie a retelei sd fie echivalentda cu aceea a
plidcii reale pe care o schematizeazid /104/, /27/.

§. Solutiile aproximative cele mai recente au fost obti=-
tute prin metoda elementelor finite, metodd numerici modernid (1955)
perfect adaptata prelucririi autcmate a datelore. Noua metodi per-
mite rezolvari ale problemelor de cimp exprimabile sub formd varia-

tionald (cimp de eforturi sau cimp de deformatii) putind fi consi-
deratd ca o extindere a metodei lul Rayleigh. In loc sa fie insa
aplicata glonbal, intregului cimp din domeniul studiat, metoda ele=
mentelor finite se aplicd unor regiuni mici dar finite ale acestui
domeniu, elemente a carora asamblare reconstitue cimpul Intrege.

In subregiunile in care a fost impartit domeniul ce se anzlizeazid
pot €i alese, pentru a aproximg cimpul cercetat ( cel mai adesea
cimpul - deplasdrilor), functii evident mult mai simple decit cele
care ar servi pentru descrierea Intregului cimp.

Adaptindu-se relativ ugor unor forme complicate de cimpuri,
metoda elementelor finite eliminid unecle din marile dificultdti ale
metodelor energetice, precum alegrea functiei care aproximeazi
cimpul intreg gi respectarea conditiilor de limitiz,

In snaliza elastici liniara a structurilor, rezolvarea pro-
blemei prin aceastd metodd este redusi la determinarea unhi numir
finit de n parametri «; legati printr-un sistec de ecuatii alge-
brice,

Prezenta lucrare va prezenta gi utiliza mai detaliat con=-
tinutul gi interpretarea fizicid a metodei elementelor finite in
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problema analizei static< a placilor plane elastice subtiri, in
urmdtoarele capitole (cape2, 4 3i 5).

Ca solutii ale ecuatiei fundamentale (1l.1), toate cate-
goriile de solutii cunoscute (riguroase sau aproximative) admit
implicit ipoteza comportarii liniar - elastice a materialului.

O atare limitare nu a impiedicat ins& larga loy utilizare in
practica proiectdrii plicilor plane (inclusiv a plicilor din be=-
ton armat) gi nu a redus interesui pentru elaborarea de noi soe-
lutil privind anaiiza staticd a acestel importante categoril de
elemente portante plane,

Faptul este ilustrat gi prin marele volum de studii gi
lucriri recente, apdrute dupd 1955, care sistematizeaza, dezvol=-
td sau particularizeazid solutiile cunoscute, imbogidtind substan=-
tial teoria placilor plane.

Pe aceeagi linie a diversificdrii solutiilor devenite
clasice se situeazd numeroase studil moderne, elaborats in ul-
timii 10 « 15 ani privind aspecte speciale ale topologiei pla-
cilor plana, cum ar fi pliZci plane cu goluri /36/, /35/, /108/,
pldci plene de grosime variabild /18/, /70/, pldci plane cu una
sau doud marginl libere /63/, /76/, /100/, etce.

In aceasti lucrare, se va utiliza metoda elementelor
finite gi teoria echivalentelor energetics pentru analiza unui
numdr de tipuri de placi plane elastice izotrope sau ortotrops
din beton armat, avind diferite conditii de margine, de incar=-
carl gi avind goluri sau grosime variabilid.

Rezcultatele obtinute vor fi comparate cu cele calculate
cu metodele clasice sau cu alte metode numerice cuprinse In li=-
teraturd privind teoria plécilor plmne elastice, sau cu rezul=-
tate experimentale.
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CAPITOLUL II.

BAZELE LETODEI FLEMENTELOR FINITE SI CONTRIBUTII
PERSONALE PRIVIND APLICAREA EI

2e¢le Introducere

lietoda elementelor finite este consideratd ca fiind ex=
tinderea metodelor variationale si a metodei matriceale de de=-
plasadri la analiza structurilor continue. Ea este g$i una din cele
mai moderne procedee de calcul variational.

wetoda elementelor finite este un procedeu de discreti-
zare prin care sistemul de ecuatii ale teoriei elasticititii,
avind un numdr infinit de grade de libertate, foate fi transfor-
mat intr-un sistem finit de ecuatii aproximagive.

Prin aceastd aproximatie de naturd fizica, se realizea=-
zad o schimbare cantitativa a problemei, analiza corpului complex
reducindu-se la studiul elementelor componente ale structurii
rezultate din discretizarea sa; aceasta, in cuprinsul lor, sint to
tot corpuri continue, dar cu o formd simpld putind fi mult mai
ugor abordate pe baza unor legi conventionale la distributia de-
plasarilor.

Prin discretizare, se realizeazid substituirea unui con-
tinuum elastic compus dintr-o infinitate de puncte, printr-o
structuréd formatd dintr-un anumit numdr de elemente finite inter=-
conectate intr-un numdr finit de noduri.

Datoritd acestei substituiri, In studiul stdrilor de e=-
forturi gi de deformatii ale continuumului considerat, vor tre-
bui definite s$i analizate numai un numdr finit de marimi carac-
teristice gi ca atare nu mai este necesarid folosirea functiilor
pe care le utilizeazad mecanica mediilor continue pentru a putea
reprezenta aceste marimi In toate punctele corpului considerate.

Metoda elementelor finite are la bazid specializidrile a
doud principii variationale generale :

le Principiul minimului energiei totale de deformatii.

2. Principiul minimului energiei complementare de defor-
matii,

Pe baza acestor doud principii, se folosesc urmdtoarele
modele pentru a idealiza structura reald studiatid :

l, Nodelul deplasdrii pure care are ca mod fundamental
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un cimp de deplasidri care trebuie s& fie compatibil in interio-
rul fiecdrui element gi si fie conformabil pe frontierele ele-
mentelor finite adiacente,

2+ liodelul tensiunilor pure care are @A mod fundamental
un cimp de tensiuni care trebuie si@ satisfacda conditiile de
echilibru In interiorul fiecdrui element finit gi sa asigure
identitatea tensiunilor pe frontiere comune ale €lementelor fi=-
nite adiacentee.

Un model devine hibrid adica nu este nici de tipul de-
plasdrii pure gi nici de tipul tensiunii pure, in cazul cind
una dintre conditiile mentionate nu este perfect Indeplinita,.
Acest model se bazeazd pe principiul variational al lui Reissner
gi este o combinatie a modelului deplasdrii gi cel al tensiunii
pure, datoritd faptului c& el nu satisface integral nici condi=-
tiile de compatibilitate gi nici condi{iile de echilibru.

In toate cele trei grupe de modele func{iile de intere-
polare ale variabilelor cimpului iIn interiorul elementului au
fost alese astfel ca sa continuitatea in fiecare punct pe fron-
tiere gsi nu numai la noduri. Acest fapt este un avantaj al me=
todei elementelor finite fatad de modelele variationale traditio=-
nale (cum ar fi metoda lui Ritz), permitind rezolvarea proble-
melor la care marginile gedmetrice sint complexe,

Metoda elementelor finite nu trebuie confundatid cu meto=-
da diferentelor finite, cu toate ci ambele au ca scop rezolvarea

unor sisteme integro-diferentiale gi necesita trasarea pe struce
tura a unui caroiaj mai mult sau mai putin complex. In prima me-
todd aceastd retea reprezinta frohtierele intre elementele stu-
diate separat gi apol reasamblate, idealizarea efectuindu-se la
nivel structural iar ipotezele gi simplificarile sint de resor- |
tul inginerului. In a doua metodd, reteaua este reprezentatid de lim
nii in lungul carora ecuatiile diferentiale vor fi inlocuite prin
diferente finite gi integrdrile efectuate numeric, idealizarea
fiind de nivel matematic iar aproximatille trebuie studiate de
specialigti in analiza numerici,

In prezenta lucrare vom folosi metoda elementelor finite
- modelul deplasédrii phre = pentru analiza plicilor plane elas-
tice izotrope gi ortotrope.

BUPT



2.2+ Ecuatia fundamentald a metodei elementelor finite,

Modelul deplasdrii pure.

lietoda elementelor finite = modelul deplasdrii pure =
este dezvoltatd urmind mai multe cd@ie. Una dintre acestea este
ceg a folosirii principiului lucrului mecanic virtual,

Formula matriciald a acestui principiu este urmiatoarea :

/‘/{5}’{55} dv :/V[P]7{Su]dl/+4ff?]f5'ujd5 (2.1)

in care : {6} = vectorul eforturilor unitare;
{6¢} = variatia deformatiilor specifice;
{p} = vectorul fortelor unitare de volum;
{p} = vectorul fortelor unitare de suprafatd;
{§u} = variatia deplasirilor.

Folosindu-se relatiile de deformatii - deplasdri, de

deformatii - eforturi gi de deplasdri ale unui punct curent = de-

plasdri ale nodurilor intr-un €lement finit, precum gi efectuind
transformari intermediare /62/, se obtine ecuatia fundamentald
a metodel elementelor finite :

[K1{u} = {F} (2.2)

unde : [K] - matrice  rigidit#tilor elementului finit considerat

avind forma patratid simetricid de ordinul n (n este suma de grade
de libertate considerate a elementului finit). liatricea [K] con-
tine caractere geometrice gi elastice ale elementulul finit stu-
diat. Ea este determinatd cu formula :

[K] = jV[b]’[x][b]dv (2.3)

in care :

[b] = [NJ[AT™ (244)

[N] - matricea derivatelor partiale ale cimpului deplasi=

rilor alese ale elementului finit studiat;

[A] = matrice a anumitor coordonate ale nodurilor elemen=
tului finit considerat in raport cu sistemul de co=

ordonate locgl ;
[X] - matricea de elasticitate a materialuluij;

{u} = vectorul deplasarilor nodale ale elementului finit,

care sint considerate ca necunoscute ale ecuatiei
fundamentale (2.2),
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iar : {F} = vectorul fortelor nodale echivalent, care este de-
terminat, de asemenea, cu ajutorul principiuluj lu-
crului mecanic virtual :

n
2 Fiathia =/{°A(x,y)u4(x,y)0'l’+é/z(x,y)uo(x,y)o/s (245)
(= %

=1
adicd : lucrul mecanic produs de incircirile reale datoriti de=-
plasdrii punctelor lor de aplicatie intr-o directie arbitrara
este egal cu lucrul mecanic produs de fortele nodale echivalente
datoritd deplasidrii nodurilor in aceeagi directie.

Notatiile folosite in (2.5) sint urmdtoarele :

Fin = fofta nodald echivalentd din nodul (i) in direc-
tia (2);

U;p - deplasarea nodului (i) in directia (2);

U, (x,y) = deplasarea punctulul de aplicafie al fortel
reale, masicd sau de suprafatd, In directia (& );

j%(xug) - gorta masicd pe unitate de volum Intr-un
punct curent dupd directia & sgi

Fk““g) - forta distribuiti pe unitate de suprafata.

In general, ecuatia fundamentald a unui element finit (2.2%
nu se rezolva direct ci se procedeazd in felul urmidtor :

- seé calculeazada matricile rigiditidtii ale tuturor elemen=
telor finite gi prin asamblarea lor cu ajutorul unor regull sime
ple sl precise se obt{ine matricea rigidititilor a structurii;

- ge calculraza matricile fortelor nodale echivalente ale
tuturor elementelor finite gi prin asamblarea lor in concordantd
cu precedenta, se obt{ine matricea fortelor nodale echivalente a
intregii structuri;

- se formeaza matricea deplasirilor prin asamblarea patri-
celor deplasarglor nobale ale fiecZrui element, in conformitate cu
ordinea descrisid mai sus;

- 86 introduce conditia de margine, adicid se eliminid gradele
de libertate Impiedicate de conditille de rezemare sau de simetrie.

In final, obt{inem sistemul de ecuatii fundamentale a intre-

gii structuri :
K “u = |
[ ]5{ }s { }s (2.6)

in care : [K]s- matricea rigiditatilor structurii in care se includ
toate caracteristicile geometrice gi elastice ale
structurii globale $i care este cunoscutéd;
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{b{h - vector al deplasdrilor nodale ale structurii stue
diate, In care confine toate deplasadrile nodale
rezultate din discretizarea structurii Intr-un
numdr finit de elemente, ce constitue necunoscutele
ecuatiei (2.6);

{F}' = matricea fortelor nodale echivalente ale structu-

*  rii alcituitd din fortele echivalente aplicate in
toate nodurile structurii, care se asemenea este

cunoscuta.
Solutia ecuatiei (2.6) este urmatoarea :
-1
{U}S = [KJS {Ffs (207)

Pe baza valorilor deplasirilor nodale obfinute In (2.7),
se pot determina mal depgrte deformatiile specifice, eforturile
unitare, eforturile unitare principale gi directiile lor, cu aju=
torul relatiilor bine cunoscute in rezistenta materialelor.

2¢3¢ Definirea glementelor finite folosite in problemele
pldcilor plane.

Pentru definirea unui tip de element finit propriu unei
anumite probleme, de exemplu in mecanica placilor plane, este ne-
cesar sd se rezolve doua probleme de bazia :
l. Definirea caracteristicilor geometrice, derivate din
forma initiali.
2« Definirea caracteristicilor cinematice, care precizeaza
legea de deformatie a unui element finit.
Definirea caracteristicilor geometrice presupune :
ae adoptarea unui sistem de coordonate generale care pot
sd coincidd cu coordonatele carteziene ortogonale (X,y);

be adoptarea unul sistem de coordonate locale, definite in
interiorul elementului finit (in mod curent, in functie
de caracteristicile topologice ale tipurilor de elemen=
te finite). Se adoptid In lucrare coordonatele locale

corespunzdtoare definite in urmatoarea figuri s (Fig.2.1)
ce definirea unuil vector, ale cirui elemente sint coordo=-

nate (in sistemul local de referintd) care permit defi-
nirea completd a formei elementului finit;

de daefinirea matricel de interpolare care leggid coordona-
tele locale si cele generale,
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Definirea caracteristicilor cinematice presupune :

ae. definirea vectorimlui deplasarilor nodale ale elemsntu-
lui finit;

b. adaptarea unui swstem de coordonate locale (problema
este aceeagsi ca cea ridicati la punctul b de mai ina=-
inte);

ce definirea unui vector, ale cirul elemente caracterizea-
z8 deplasidrile unor puncte caracteristicl ale elementu-
lui finit (noduri) gi care permite determinarea univocad
a pozitiei deformate a punctelor curente in elementul
finit;

d. definirea matricei de influenté@ care permite determina-
rea vectorului deplasidrilor nodale in etapa "a" prin
intermediul relatiei deplasidri nodale = deplasdri ale
punctelor curente, in fiecare punct interior a elemen-
tulud finit.

In dezvoltarea elementelor finite specifice teoriei pléci-
lor plane exista o ocarecare corespindenté cu elementele finite spe-
cifice teoriei plane a elasticitdtii, dar aceastd corespondentd mu
este perfectd, dificultdtile fiind considerabil sporite de adopta=-
rea unor expresil corespunziatoare pentru matricile de influenta.

In cele ce urmeazd, pe baza definirilor mentionate mai sus,
se va prezenta forma de element finit folositd In calculul placilor
plane subtiri supuse la incovoilere tratate 1n aceastid lucrare.

2+.4. Reprezentarea elementului finit, utilizat, de formi
dreptunghiulara liniarai.

Se folosegte elementul finit dreptunghiular liniar prezen=-

tat iIn fige2.2 pentru analiza plicilor plane subiiri supuse la
incovoiere,
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Fig.Z.Z

2¢4.16 Vectorul deplasdrilor nodale.

In fiecare nod, se atageazi deplasarilor nodale necunoscu=
te cite trel componente : o deplasare verticald (sigeatd) gi doud
rotiri,

Vectorul deplasadrilor nodale necunoscute elementului finit
considerat are deci urmitoarea forma :

;
fu = [@ 6, 0, 0, 8, 0, Wy 8 Gy Wy, b, ] (2.8)
2e4.2. Cimpul deplasarii alese.
Se adopta drept cimp de deplasare o functie avind

forma generald :
wi(x,g) = aq.u (2.9)
in care : a = matricea de influent& a deplasdrilor nodale in de-
plasidri sle punctului curent in interiorul elemen+
tului finit;
u - vectorul deplasarilor nodale ale elementului finit
avind forma (2.8).
In cele ce urmeazd, vom studia analiza staticd a plécilor,
cu cele doud ipoteze de compatibilitate a deplasirilor alesee.
l, Functia deplasarilor satisface numai conditia de compa=-
tibilitate a sagetii.
2. Fuactia deplasirilor satisface conditia de compatibili=-
tate a sagetil g1 a rotirii,
Dupd fiecare ipotezd, matricea de influentd [a] are urmi-
toarea formd /67/ : '

Pentru cazul de compatibilitate a sigetii :

Du - [(&=— Lt 4 -
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Pentru cazul de compatibilitate a sdgetii si a rotirii :

(2.10)

(2.11)

20443+ Natricea de influentd a deplasdrilor nodale = in

deformatiile specifice,

Intr-un punct curent al elementului finit, deformatiile

specifice sint determinate de urmdtoarele relatii :

2
7 PANEND

dx?

E:(z‘
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?ﬁu(x,y)
Eg_ == 5
oy
) (2.12)
Ezg_:—z a wz( y)
Ox oy

n care : QQ(IJ) -~ gste de forma (2.9) gi dupd caz, matricea de
influentd [@] are forma (2.10) sau (2.11).

Inlocuindy-se (2.9) in (2.12) si {inind seama de (2.10)
sau (2.11), dupd caz, se mai pot scrie relatiile deplasdri = de=-
formatii sub forma generald :

{ef = [b]{u} (2.13)
in care [b] - matricea de influenti a deplasdrilor nodale in de=-
formatii specifice. Dupi caz, matricea [b] are urmitoarea formi :
- pentru cazul de compatibilitate a sdgetii : (tabeIIl.l);
- pentru cazul de compatibilitate a sagetil gi rotirii
(tabeIIl.2).

2¢4e4. Matricea de rigiditate a elementului finit.

Se folosegte formula (2.3) pentru determinarea termenilor
matricei de rigiditate a elementului finit.

In cele ce urmeazid se vor determina matricile de rigiditate
pentru cele patru cazuri.

l, latricea rigiditd4ii pentru elementul finit al placii
elastice i1zotrope cind functia deplasarii satisface numai conditia
de compatibilitate a sagetii.

2¢ Matricea rigiditdtil pentru elementul finit al placii
elastice 1zotrope cind functia deplasdrii satisface conditia de
compatibilitate a sagetil gi a rotirii.

35nggggﬁfea rigiditdt¢ii pentru elementul finit al plécii
elastice erigomdale cind functia deplasdrii satisface numai condi=
tia de compatibilitate a sdgetii.

4, higtricea rigiditadtii pentru elementul finit al plicii
elastice ortotrope cind functia deplasirii satisface de compatibi-
litate a sédgetil gi a rotirii.

2¢4.4.1. Matricea rigidita4iil elementului filit al plicii

elastice izotrope cind functia deplasdrii satis-
face numai conditia de compatibilitate g sagetiie
Se folosegte, iIn formula (2.3) matricea de influentd b
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de forma (2.14) si matricea de elasticitate de forma :

:
. 1V 0
Eh
X]= —|v 1 o0 (2416)
12(1-v2)
0 o 1Y
2

Dupad rezolvareca operatiilor matriceale gi integrale din
formula (2.3) rezultd matricea de rigiditate a elementului finit
men{ionat, de ordinul 12 x 12 (vezi tabeIIe3).

2e4.4.2. liatricea rigidititii elementului finit al placii

elastice igotrope cind functia deplasdrii satis-

face conditia de compatibilitate a sdgefii si a
rotirii.

Se folosesc in formula generald (2.3) matricea de influen-
td& b de forma (2.15) gi matricea de elasticitate izotropd de for-
ma (2.16) s

Dupa efectuarea operatiilor matriceale gi integrale din
formula (2.3) rezulti matricea de rigiditate a elementului finit
considerat, de ordinul 12 x 12 (vezi tabell.4)e.

2e4.4.3. liatricea rigiditatii elementului finit al placii

elastice anizotrope cind functia deplasiril sa=-
tisface numai conditia de coumpatibilitate a si-
gegii.

Se folosesc In formula generalid (2.3) matricea de influen-

t8 b de forma (2.14) gi matricea de elasticitate anizotropd avind
urmdtoarea formd :

Xy X, X
[XT= | x, X, X, (2.19)

X3 X5 X

L ]

in care : X, = caracteristica rigiditdtii dupd directia i.

Dupé efectuarea operatiilor matriceale gi integrale din
formula (2.,3) rezultd matricea de rigiditate a slementului finit
considerat, de ordinul 12 x 12 (vezi tabeIlIl.5).
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2¢4ede4. Matricea rigidititii elementului finit al placii

elastice ortotrope cind functia deplasidrii satis-

face condi{ia de compatibilitate a sdgetil si a

rotirii.

Se folosesc in formula generald (2.3) matricca de influen=
t3 b de forma (2.15) gi matricea de elasticitate ortotropd de

forma :
X, X, ©
_ (2421)
[XJ= | x, x, o
0] o xs

Dupéd efectuarea operatiilor matriceale gi integrale din
formula (2.3) rezultd matricea de rigiditate a elementului finit
considerat, de ordinul 12 x 12 (vezi tabeIIl.6).

2e4.5. Matricea de transformare a deplasidrilor nodale in

eforturi unitare a elementului finit.

Se studiazd, 1In mod similar cu matricele rigiditatii, cele
pentru cazuri sus mentionate.

In cele ce urmeazd se vor detergpina matricele de transfor=-
mare a deplasdrilor nodale in eforturi unitare in cele patru puncte
nodale gi in centrul elementului finit cu ajutorul relatiei urmi-

toare :
{6} = Db iu] (2.23)

in care, dupd@ cazul considerat, matricile [x] gl [b] au diferite

forme, iar {u} este vectorul deplasarilor nodale al elementului
finit considerat.

Se noteagd :

[6D] = [x]Lb] (2.24)

Matricea de transformare a deplasdrilor nodale in eforturi
unitare a elementului finit.

2¢4¢5e1s liatricea de transformare [BD] a elementului finit

al placii elastice izotrope, la care functia depla=-

sdriil satisface numai conditia de compatibilitate
a eégetiio

Se substitue in formula (2.24) matricea de influentd b

de forma (2.14) gi matricea de elasticitate izotropd [X] de forma
(2.16).
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Tab. -5 Maticea de nigid late a elementului %mizzgrﬁ.&g anizothon N ’
model de Q&SSQE safisface numai condifia de noﬂzﬁ&&&&&m a sdgetii \ -
[ EQN.ELRQ&\N o ] - A o
(5K K 12Ky + 22 w, ..
(K + 287K, Twlxlv (g8 'Ks mexmv% | - w
-(2pKir ke 1Bk Ja [(pRergptigegks) et (3P Ky o+ oKy + B ) @ : )
2(p*Ks - 287K,)-2 N-%xa -2 2K vv.. JsmlmN_, wa.uww%rw,.xmvm »@z%mz}mxﬁ%xo ,. K E [siMETRIC] “
T P R O R I IR ) 4
(B2t 2Ky 2K )a| (BKy+ K ) Mlp (£p%Ks - £K¢) a® L%inxim_ﬁa (pK, - 1pTKs - Tks ) a* @u%x_%fm K)o | 2 70
-a{p*Het K 2K B | (BRK, 42875 ‘vl- AW_A.A,HN&@ WIXL.at «..wwwf%.“x%xwmmf ~(FRe-28KsKa -5k ) b | (287 H% x.mwn (g + 572K )12k 2 . -
%Lxﬂ@m-fwfm.x&v @v..wxﬁ ;xﬁl Ke) b* |- (B*Ks + xMVl -%.wan% Ks-Ky-2Ke )b (2f°Ka-2Ks) b? (p*Ks+ xmwvwlp - (K28, +2K ) b m_ﬂpx s+ R K ) b? 4_
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Q-F‘-N\ufm-xﬁman% @N_Nlu xow._.”tul w Ky +-xw\|91 ‘ %ﬁi%@ﬁféq .,T@.W.Nf-n._xm +ZKe ) b @ w + xuvl A%.Nxﬁm_ﬁerﬁ\\\E\_.ﬁ\.\Mﬂ ) b (§Ks + meo% (Kyr 257K+ 2K, ) b (4 57, 1B, ) b3 I —
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z > TabI-6 Matricea \Ew&&g? elementului finit %bﬁ::@?: ar 8&3% a incovoiere
9 Model de mio\.ﬁzg Hi mo&mﬁanm no:mew_\@ de mgﬁﬁiwer.ﬁngﬁm a uammﬁﬁ si notinii
AT a t3 M Mul rﬁrn&oé 5 _

56/ 2Ky + 7Ky

+mmI~+;|w%xm

[52p Ky + 38Rk, 35

wwxihmw&q L

-[L2g2k, 2262, [HHp KB ) | [52 inw%.f:

+ XK e xLo\ rEuK, meLn& +me~+ _ﬁo -

Wm@fﬂﬁl@?: T.f%.} .Ev "4 vN_AlNN -NJ @Q%EH:HFL T_:sm;_.nu |

,.mslhw%xo _ALU wwxﬁ 12k )| 52K * 5 Kg -

-5 Ep 7K, @% 697 | [0 -768 Ky (559 .fm? S

+|m|xN+ XLU +men+ x&a xN-Nm_ALn& +wa~+ LU +.Nm|x~+ _A&_%

E?r.v. 7 3{2 [42p2K,-355 K |- [ 1p°Kiv S35 [45 (87157 Ku) | 53R, s 3%, (2.22)
121+ 12k Ja 135K, + 75K ob -k, - 2ok ] 138K, + Tk ] @ L, ke lab| 1B K +1E Ja’ :
(kBT [T E? By + K - P T3 K S-S )[Rk 37Ky | B2 (FKiFKs)

fmﬁﬁ:@ ~£k, - Kb :.Nm. 2 -2EKe) e | - By - K | 3sKe 1 F5Ke) P Bmtw Gla | 2k, + L,

3 %ﬁ 2%, | s AT RN [5Eek -S| S, f K TP xi S 325%| [apar 355

‘waN fu +NuxN+M.W_ALU~ -wu .IxLo.v x~+ ZK,]b !.,.ixlw.* gm,mmt-,il_ww.\_nﬁ 12, 1b Mw.x~+ xo._vN

-[4 mz u% (13 (e 7K) m%fam v R p%Kiv 35 B Ky | [ 252K, - 458 Ky Tlom;_-lm Kyl [18 ?ﬁm Ky |- [ (1B | [, 1B 7K,

~55K2 _ﬁ lxN-waLuv +NuxN+ xL 'WxN:IN-xLQ waxﬂmw_ALQc Mw Fﬁu mw_ANL.N._ALP +~mx~ meLo& +.~mmx~+.lxo_a
ao v?_ @Nx thh,m n:r -Nx: umo%x? N_A»v an.@inwlmme ﬁ wxﬂaw%; lmﬁnnx Lum% P2k m-wvaxiﬂ%&x: WIM.mN NNmN AWMQNFJ,W.AL

75K E xN-l L +me~+&§ etk | S -k P | Rk ulﬂwa “gske ke | vk r )b meN Bkda +<me~+t}xm
||n I:ummz*cﬁwm Ky~ 58P Ka ﬁ 3P K1~ T ~x¢ vaZ an.., _,.ul&wwf wlmﬁf ﬁ p'Kqt YKa) ﬁuwvz BKa |- T&%x. R. 5K M wag .wm‘mx» .Rv:} h~x¢ .w.vf?mm.m K,

K1 7EKe] b | ¥ ftlim Jw&hw%ﬁw 25 2skel® | 75K ?ﬁ% .@N-m‘u& ‘ -mﬂv W LLRPT _ﬁ% w_m sJab| +38k, 4 :? Bk, + kP

-[3 .R}-Imf T.%N_A_ % -Nf @%N_r-u% m bx_ 29 ITG Kyt §2Ky) R%Nx_ 3Ke Tw%x_-mlﬁnx m.“lw\m»z meg (55K - w% Ke (18K, B7+ 53 & 2Bk | 4 L (B2, + B 2Ka) ﬁwmwpxim%gx

kmxﬁ 2y Ja .meﬂmq_ﬁo& ~E K, - 7Kgl th Tekela| - &k - AKJab| + LK r5 KgJa?| -2k, - 22k ]a + 2K, +5K Jab .m. 18k Jal +Ek, EL +3LK, + K Jab Bk, 115k Ja?

-b
pet

Ki, Ky, K, , K sint coeficientiile de rigiditate la incovoiene i la lotsiune
dupd directii x i Y.
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Dupid efectuarea operatiilor matriceale din formula (2.24)
rezulti matricea de transformare pentru elementul finit considerat
(vezi tabelleT).

2.4.5.2. Matricea de transformare [BD] a elementului

finit al placii elastice izotrope la care functia

deplasirilor satisface conditia de ccmpatibilitate

a sgdgetii gi a rotirii.
Se substitue in formuls (2.24) matricea de influentd [b]
de forma (2.15) gi matricea de elasticitate izotropd [X] de forma
(2416)+ Dupsd efectuarea operatiilor matrieceale din formula (2.24)
rezultd matricea de transformare pentru elementul finit studiat
(vezi tabeIlIl.8).
2444543+ Liatricea de transformare LBDl a elementului finit

al placii anizotrope elastice la care functia de=-

plasdrilor satisface numai conditia de compatibi-

litate a sdgetii.

Se substisue in formula (2.24) matricea de influentd [b]
de forma (2.14) gi matricea de elasticitate anizotropd [X] de
forma (2.19).

Dupd efectuarea operatiilor matriceale din formula (2.24)
rezultd watricea de transformare pantru elementul finit studiat
(vezi tebeII=9).

2¢4e5.4. liatricea de transformare [BD] a elementului finit
a placil ortotrope elastice la care functia depla=-

sirilor satisface conditia de compatibilitate e
sidgetii gi a rotirii.

Se substitue in formula (2.24) metricea de influenti [b]
de forma (2.15) si matricea de elasticitate ortotropi de forma
(2.21).

Dupad efectuarea operatiilor matriceale din formula (2.24)
rezultd matricea de transformare pentru elementul finit studiat
(vezi tab.II.1lC).

2¢4+6. Determinarea eforturilor unitare principale in
centrul elexentului finit.

Pe baza eforturilor unitare obtinute in centrul elemen=
tului finit, se pot determina eforturile unitare principsle in
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acelagi punct cu ajutorul relafiilor bine cunoscute &n Bgaistaikta
materialelor.

65 + 6 y 2
6, = —iz—i +—2-—V(6'x+€g)z+ 4Ty

Gy + B A 64 )" + 4Tx
S zv(s’” §) r omy (2429)

S, = 2

2 _Gxg.

tgzd-=

6x - S%
in care & ,Sy = sint eforturile unitare normale dupza directia
X 91 respectiv y;
(3 - gste efortul unitar tangential;
X - este unghiul care arata directiile principale

2¢4.7. Determinarea vectorului fortelor nodale echivalente

a elementului @€init.

In general, in fiecare nod sint trei componente ale fortelo:
nodale echivalente. Ace.te forte sint determinate pe bazd aproxima#
tivé a echilibrului static sau pe baza mai exacti a echivalentei
energetice intre incarcarile reale si fortele nodale echivalente.

In aceastd lucrare, s-a folosit in exemplele de calcul,
echilibrul static pentru determinarea firtelor nodale echivalente,
Aceastd aproximare aduce erori admisibils In calculul curent.

In scopul limtarii erorilor comise, se poate folosi prin-
cipiul lucrului mecanic virtual care este prezentat in relatia

(245) in acest capitoly se determinZ fortele nodale echivalentee.

25 Determinarea matricei de rigiditate a structurii
discretizate.,

Dupé ce s-au determinat matricele de rigiditate ale ele-
mentelor finite, este necesar a le asambla intr-o matrice globala,
pentru structura studiatd, prin ecuatlia fundamentala a metodei
elementelor finite, la nivelul de structuré (2.6).

Asamblarea acestor matrici ale elementelor finite poate
f1 realizatd chiar dupd determinarea fiecdrei matrice de elerment
finit cu ajutorul unui subprogram de cunoagtere a elementelor
finite care se elaboreazd pe baza scgemei logice datd iIn fig.2.3.

BUPT



- 32 =

Matricea de rigiditate obtinut@ prin asamblare su#mentio-
natsd, in general, este singulard. De aceea, trebuie si se elimine
elementele deplasidrilor nodale lmpiedicate de conditiile de mar-
gine, prin Inmultirea termenilor principali corespunzdtori depla-
sdrilor nule cu un numidr pozitiv infinit de mare, cum ar fi cu
+ 1010.

Realizindu-se introducerea conditiilor de margine in ma=
tricea rigiditagilor a structurii, se obf{ine o matrice nesingu-

lar3i care ne permite sid o inversim penttu a rezolva ecuatia (2.6).

2.6+ Determinarea deplasirilor nodale ale structurii

discretizate.

Din ecuatis fundamentald (2.6) rezultd :
-1
{u}s = [K]S {F} (2431)

Este evident insd cad inversarea efectivd a unei matrice
patrate de ordinul n x n, care chiar pentru structuri mici poate
ajunge la dimensiuni uriagse (n 2 1000), nu se poate realiza prac-
tic decit in baza unor procedee speciale cum ar fi metoda lui
Gauss = Jordan.

Studiile recente privind inversarea matricilor sau rezol-
varea sistemelor de ecuatii prin diversele metode elaborate in
decursul tiwmpurilor au pus 1in evidentd cd in cazul unui sistem
de N ecua{ii avind r cezuri de incdrcidri :

= timpul de calcul, cu gjutorul calculatoarelor electro-
nice este proporfional cu numirul inmultirilor simple ce trebuis
efectuate pentru determinarea necunoscutelor;

- In acest sens, procedeul de elirfnore directd a lui
Gauss &re cel mai mic numar de operatii

N3

N

+aN? - (2432)

M =

deci este cel mai economicos;

- inversarea propriu-zisi este practic neinteresantid
deoarece presupune N3 operptii;

- matricca simetricid, sub forma de bandi, care, in plus,
este gi pozitiv definitd, poate fi abordatd cu ajutorul procede=-
ului propus de Cholesky, care este ceva mai simplu si mai efi-
cient necesitind gi mai putine operatii :

Mo e L) s N(ar L) (2433)
6 2
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in care : r este Inaltimea benzii.

e baza acestor considerente, in cazul utilizirii metodei
deplasidrilor pentru stabilirea ecuafiilor metodei elementelor fi-
nite, la rezolvarea lor se aplici de regulada metoda de c¢liminare
directd a lui Gauss iar daca se reugegte obtinerea unei structuri
sub form#d de bandid a matricei de rigiditate, se utilizeaza proce-
deul lui Cholesk¥ care asiguri o buni stabilitate algoritmului de
calcul.

In lucrarea de fati, se va folosi metoda de rezolvare a
sistemului ecuatiilor linicre cu o matrice sub form& de semibandd,
care dia posibilitatea de economie a timpului de calcul $i a4 memo-
riilor calculatorului.

In cele ce urmeazd se vor prezenta sucmar cele douid metode
mentionate.

«w.atoda lui Gauss este un procedeu sistematic, foarte cu-

noscut gi ugor de progracat, care consti Intr-o primd etapd 3in
eliminarea treptati a tuturor eleentelor situate sub diaggoncla
principald a matricei de rigziditate i obtinerea in aceste condi-
tii1 a uneil matrici triunghiulare superioare gi cu "substitutie
inapoi" se cetermind toate necunoscutele {u} .

metoda lul Cholesky se mai numegte gi metoda descompune-
rii a #Bactorizirii sau a ridiicinii patrate. .a pornegte de la pro-
prietatea matricelor simetrice, pozitiv definite, de a avea o sin-
gurd descompuncre de forma :

[k] = [TI'[T] (2.34)

Bn care [4] este o matrice triunghiulard superioard, iar [T]T
transpusa sa inferioara.

»le..entele matricei [T] se determini, in Tfunctie de celg
ale matricei [K] prin identificare, tcrmen cu termen, a rezulta-
telor produsului matriceal [T]* [1].

sermenii ce pe dlagon:la princinald rezultda sub forma ri-
ddcinii patrate din diferenta dintre elementele diagonalei, res-
pective Kmm g1 suma patratelor tuturor elementelor de pe aceeayi
coloand calculate anterior.

Termenii secundari se calculeazi ficind diterenta intre
elementul respectiv k 2l matricei initiale gi suma unor produ-
se de cite doi factori reprezentind ele:entele coloanelor m gi j,
iar totul se imparte la clementul diagonalei principale tmm :

t, = }f/_(_,, ; 1‘!} :ﬁ’L (4 22)
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tmm = /K _m-’tz (1<m=4)

m Lfinnz 551{b;

tmy = (Km'-’:‘_-f A ) [tam  (1<m<4) (2.35)
J 'f:1 [m ‘9'

fhy' = 0

Le remarcat cii descompunerea efectuatd nu afecteazd ter-
menii liberi {F} si deci matricea [T] odatid obtinuti poate fi
utilizati si pentru alte situatii de incircare.

In afari de ccle douid metode mentioncte mai sus, se mail
poate utiliza metoda de rezolvare in blocuri /52/, /66/ care con-
stitue modalitatea de solutipnare #fectivid cu ajutorul,calcula-
toarelor electronice, a sistemelor de ecuatii. La se bazeazi pe
proprietatea pe care o prezint. matricele bandid ca in curszl eli-
mindrii preconizate de metoda Gauss seu a substitutiilor Jdin cca
a lui Cholesky, in fiecare etapad intervine numai un numir limitat
de (n-1) linii anterioara aceleia pe care 3e opereazi. Prin urma-
re In memoria centrali a calculatorului trebuie sdi existe intot-
deauna doud blocuri concomitente, unul pe care se lucreazi, iar
celidlalt carz cunrinde elex:cntcle cenesare acestei prelucriiri.

In ultinul timp s-au elstorat o sumedenie de studii gi
subruting de rezolvare a siste:.c¢lor de ecuayii /21/, /91/ sau
ecuatii ds banid /14/, /19/, /23/, e.., care ctau la baza progra-
melor de calcul complexe sau a sistewelor integrate.

In aceasti lucrure, s-a fologit un subprogram propriu
pentru rdzolvarea gisivemului de ecuatii de forma semibandii.+

2.7+ Prezentarea progracelor de calcul in limbajul
PORTRAL IV

Pe baza formulelor de calcul, a matricelor rigidititilor
¢l a matricelor de transformare stabilite in precedentele para-
grafe peniru fiecare cate:zorie de placid izotropi sau ortotropi,
gse vor elabora doui prograce de calcul, unul pentru cazul de com=-
patibilitate a sigetii gi altul pentru cazul de compatibilitate
a saget{ii gi a rotirii.

Toate programcle de calcul sint scrise in limbajul
YOrWRAL IV gi sint bLacate pe schema logicid unici ptecentati iIn
fig.2.4.
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In programe s-au folosit un numdr de notatii care sint

explicate in continuare :

HE - numirul elecentelor firite divizate din structura
pldcii;

Nii = numzrul coloanelor re¢telei discretizate dupd direc-
tia avind numarul mai =zic de elemente;

NLIN - numdrul gradelor de libertate ale structurii dis-
cretizate;

LCL = numdrul gradelor de libertate eliminate de legidtu-
rile exterioare;

IS - ladtiméa benzii matricei adicad numarul cel mai uars
posibil de termeni ai unui rind din matrice;

NINC - numidrul ipotezelor de incircari;

A(NE), B(iWE), 2(uE) - listele Cce dimensiuni geometrice
ale elecentelor finite discretizate;

NI(HE), WJ(uE) = listele cu numerele Ge ordine ale ele=-
mentelor in reteaus discretizati - dupid Birecti-
1le x i y;

U(NLIN, LIiC) - tabeiul care contine, la inceput, terme-
nii liberi (matricea forjelor nodale echivalente) gi
dup& aceea rezultatele deplasdrilor nodale (matri-
cea deplasidrilor nodale);

Rr(12, 12) - matricea rigiditidtii elementului finit;

RC(I'LIN, IS) - matricea bandi de rigiditate a structurii;

ICL(LCL) - lista gradelor de libertate eliminate (depla=-
sérile nule);

3D(15, 12) - matricea (g transformare a deplcsirilor no-
dale in eforturi unitare a elementului finit;

UE(12, INC) - tabelul care contine deplasirile nodale
ale elementului finit provocate de toate ipotezele
de incurciri;

5IG(15, LIiiC) - tabelul ce contine eforturile unitare ale
elementului finit provocate de toate ipotezele de
incirciri;

SIG1(iWInC), SIG2(NINC) - tabele care contin eforturile
unitare principale in centrul elccentudui finit pro-
vocate de toace ipotezele de Incircari;

BETA(NIWC) - tabelul cu valorile unghiurilor directionale
ale eforturilor unitare principale;
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Gli = coeficientul lui Poisson;
£ - modulul de elasticitate;

D - rigiditatea cilindrici a pléacii.

Capacitatea de calcul a programelor elaborate, adicd nu-
midrul maxim de elemente finite pe care le pot rezolva programele,
depinde de modul iImpartirii retelei discretizate.

Relatia dintre modul de imparfire a retelei discretizate
gi numidrul maxim admisibil este definitd cu ajutorul graficului
prezentat Iin fige.2.5.

se remarcd, in final, ci aceste programe elaborate se pot
utiliza =2tit pentru calculul plicilor plinas cit gi a celor cu go-
luri, cu grecsimea constantid sau variabilad, cu conditia ca forma
lor geometricid si fie dreptunghiulara.

Pentru a deosebi intre ecle cazurile de plici considerate,
se definesc MELEFIN 1, 2, 3, 4 numcle programelor de calcul co=-
respunzatoare gi —nume :

+I LEFIN 1 = pentru calculul placii izotrope la care func-
tia deplasérilor satisface numai conditia de compatibilitate a
sigetii.

wlLEFIN 2 - pentru calculul plédcii izotrope la care func-
tia deplasarilor satisface conditia de compatibilitate a sigetii
gl a rotirii.

wt LEFIN 3 = pentru calculul placii anizotr,pe la care
functia deplasirilor satisface numai conditia de compatibilitate
a sagetii,

wml LETIN 4 - pentru calculul plidcii ortotrope la care
functia deplasdrilor satisface conditia de compatibilitate a
siigatii gi a rotirii.

Se pot folosi udtimele doui programe atit pentru plici
optotrope cit gi pentru plici izotrope, cu urmitoarele subsii-
tuiri :

K, =D
KZ = VD
Ky = o (2.36)
K, =D
Ks = 0
k% = 4 D
2

BUPT



NN ALY

Capacifa{ea Lmila « /:mog/&a,nu[w; fiC Loy

b coloane (3

! |
! |
! 1
! 1
I I
| 1

36
S 10 11 15 13 20 23 25 2% 30 3 Lindl @)

|
|
1
i
i
|

Refca c/JVun‘; g/um.dzz Labi-m.egl Nu‘m.,'dcz prcic”xe ‘|
e elem. |dep. nodale ontu cuvints | ‘
16384 “ Momoria (inieana |
11 x11 | 124 432 k2 18 1t | (ninosidil
11 x10 | 110 396 39 15444 i posibil |
10 x 10 100 363 H 39 14 157 : Posibil
1% x9 126 450 36 16 200 7 posibil !
17 x 8 136 48; - 3 16038 posibil |
2AxT 147 528 | 30 - 15840 Posibil |
27 %6 162 560 2/ 15876 posibil
36 x5 180 666 2 15984 posibil
j S
() 64 Kg g 6k x 1024 = 65536 octet:

.-*65536 = 16384 cuvinte

Mici un lablow nu roate dendji aceasta” marime (chias dacd se
a/la' inth-un  COMMON sepaxrat )

Fii 2.5

BUPT



- 40 -

unde Kl, K2, ) K6 sint caracteristicile rigiditiZtilor ale ma-
tricei de elasticitate anizotropid de forma (2.19)
ER?
12 (1-v2)
2.8. Concluzii.

D =

wetoda elerentelor finite recent dezvoltatd s-n dovedit
a fi instrumentul cel mai puternic gi cel mai universal pentru
a analiza varietatea problemelor plicilor plane sau curbe supuse
Incircirilor statice sau dinamice.

cu toate cid metoda este incad In stadiul dezvoltirii, ea
promite a putea fi utilizatd in viitor In multe domenii de struc-
turi gi In mecanica continuumului.

Cele mai importante avantaje ale metodei elementelor fi-
nite sint :

l. Solutia este obt{inuti fiurd utilizarea directd a ecua-
tiilor ciferentizle fundarentale zle teoriei plicilor.

2. lietoda utilizeazgi cetode familiare pentru inginerii
constructori.

3. Conditii arbitrare de marfine gi de Incdrcidri pot fi
luate in acelagi. mod ca probleme simple.

4. .etoda permite automatizarea completd a tuturor pro-
cedurilor.

5. wetoda permite combinarea elerentelor structurale
diferite ca de pilda placi, grinzi gi plici curbse.

6. ..etoda poate fi extinsi pentru a acoperi efectiv toa-
te domeniile mecanicii continuumului.

Cu toate ci aceste avantaje, urmitoarele dezavantaje
trebuie si fie axentionate :

l, setoda are nevoie de utilizarca calculatoarelor
- electronice cu vitetd mare gi cu o mare capacitate de inma-
gazinarac.

2. Pregitirea datelor pentru fiecare element finit cere
mult timp $i ecte sursa cea mal generald a erorilor omenegti in
solutie.

3. Citeva probleme pot avea nevoie de programe speciale
de calcul gi deci, de ajutorul cpecialigtilor in calculatoare.

4., Este dificil de a preciza exactitatea rezultatelor
obtinute cind sint analizate sistemele structurale.

In mare parte , studiile curente In acest domeniu sint
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indreptate cidtre dezvoltarea functiilor perfectionale alle for-
mé gi a formelor de elemente care pot da o convergentd fidela
precum si o exactitate perfectionala.

In cele ce urmeazi se prezinti cele trei criterii
"tehnice" dc convergentid ale problemei rezolvate de metoda ele=-
mentelor finite, propuse de Zienkiewicz O.Ce., 91 Bazeley Gel.
Seaey /109/.

l. Dacfii pentru anumite deplasiri ale nodurilor, defor-
matiile specifice sint constante in cuprinsul elementului,
aceastd situatie trebuie s. se rezdceascd gi din aplicarea lggii
consideraie.

2. Considerindu-se o deplasare (e corp rigid dati, con-
form teovici elasticititii trebuie si rezulte ci elementul finit
nu se deformeazi (adici nu sint induse deformatii). Acest crite-
riu este de fapt o consecintid a primului, intrucit deplasarea
corpulul rigid poate fi echivalentid cu o deformatie constantid
nulae.

3. Funcy{iile trebuie si asigure continuitcotea deplasa-
rilor pe interfe.ecle elementelor, pentru ca energia deformati-
ilor acurulati In aceasta si fie nuli.

Uneori ultima conditie nu este respectatd, in mod invo-
luntar sau deliberat, dar totugi se pot obtine rezultate covecte
daca este respectotd conditia principald 1, aceasta icplig@nd la
limita gi continuitatea deplasirilor.

In ultimul timp, problema preciziei si converrentei ne-
todei elementelor finite a preocupat pe multi cercetitori, care
au cdutat fie si giseascd noi cii de abordare a problenei, care
ci Inlocuiascid criteriul convergentei monotone acceptat la in-
ceputurile netocei, fic si determine erorile introduse de diver-
cele tipuri de elemente gi prin urmare precizia acestora.
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CAPITOLUL III.

BAZ:LE TrXORIEI ECHIVALENTELOR SI CONTRIBUTII PERSONALE
PRIVIND APLICALEA EIL

3010 Generalitéti .

Ideea 1Inlocuirii reale cu o structura echivalentid, nu
este, desigur, nouda. Deja in secolul al XVIII-lea, Euler L. a
propus inlocuirea unei membrane printr-un sistem de fire fle=-
xibile ortogonale /32/. Dupa aceea, in anul 1774 Bernoulli A.
a extins analogia lui Euler L. la problemele placilor introdu-
cind analogia retelelor de grinzi ortogonale /13/.

In anul 1920, Timoshenko S.P. a prezentat metoda lui

pentru calculul baraielor cu modelul format din urce gi console.

In anul 1941 Hrennikoff A. /43/ a aproximat un corp

elastic printr-o structurd articulata spatiald iar in 1943 Henry

wmce l=a 1Inlocuit printr-o retea de bare.

In anul 1956 Rjanitin A. /75bI‘a modelat medii continui
printr-un sistem de bare coplanare gi spatiale gi a gidsit condi=-
tiile echivalente Intre corpurile reale gi modelele Inlocuitoare.

In afard de autorii mentionati mai sus, trebuie si se

mai enumere uarcus /55/, Ewell, Okubo gi Abrams /33/ wieghard K.
/100b/, Riedel vie /70b/, Spierig S. /85b/ Lightfoot /53/ Yettram
gi Husain /101/, /102/ gi altii /83/, /15/4 e.., care au contri-

butii meritorii la calculul plicilor plane elastice printr-o
nalogie de retea.

.al tirziu, dupa aproape un deceniu de studiu gsi verifi-

care a teoriei echivalentelor, in anul 1970 Absi E. a publicat

rezultatele lui de publicare sub titlul "Teoria echivalentelor

gl aplicarea ei la diverse probleme de elasticitate" /5/. Acea-
std teorie de echivalente constitue o aproximare generalad care

permite substituirea studiului corpului real incarcat prin stu-
diul unui sistex fictiv echivalent, cel mai accesibil la calcu-
lul eforturilor si al deformagiilore.

Considerind conditia de echivalentd intre energia de-
formatiilor a celor douid sisteme, real gi fictiv, Absi E. a ob-
tinut rezultate bune gi generale.

Teoria echivalentelor introcdusia e Absi . a condus la
un procedeu de calcul intrind in cadrul metouelor generale gi
familiare de rezolvare a problerel:or de elasticitate bi gi tri-
dimensionale.,
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Aplicarea eficienta a analizei retelelor de bare echi-
valente este foarte sigurd datoritd functiilor exacte de depla-
sdri sau tensiuni ale elementelor de bare ce sint binecunoscute.

Principala dificultate in teoria echivalentelor este da-
toratd efectului coeficientului Poisson, care nu influenteazad cu

nimic calculul sistemului de bare unidirectionale dar influenteaza
considerabil calculul retelei de bare, ce simuleazad placa studia-

tie. Caracteristicile de iIncovoiere in toate directiile trebuind
si fie cuplate.

Prima reugitid a analogiei retelelor {inind seama de
efectul coeficientului Poisson a fost obtinutd de Yettram A. si
Husain L. /101/, /102/. Pentru prima datid ei au folosit o tehni-
cd de o aproximatie succesivd de luare in considerare efectul
coeficientului Poisson utilizind o retea de grinzi ortogonale
/101/. Yetbmam A. si alti autori au mai folosit modelul echiva-

lent dreptunghiular cu bare diagonale in analogia retelelor /102/

sau au mai introdus un numar de forme de mecanisme gi resorturi
/15/4 /17/, pentru simularea efectului coeficientului Poisson.

Impreunad cu metoda elementelor finite, teoria echivalen-
te¥or este utilizati efectiv in analiza pldcilor elastice.

Echivalenta intre elementul de placid gi modelul echiva-
lent de bare este studiatd pe doud linii principale :

- prin echivalenta directia a deplasdrilor corespunzitoa-

re celor douid sisteme;
- prin echivalenta energiilor deformatiilor celor doua
sisteme.,

In lucrarea de fata, se folosegte linia a doua constru-
itd pe teoria echivalentelor introdusd de Absi E.

In cele ce urmeazd se va pre enta In mod succint bazele
teoriei sus mentionate.

3+.2. Bazele teoriei echivalentelor gi aplicatia sa in

analiza placii elastice subtiri.

3.2.1. Expunere generald.

Se considerd un corp deformabil incarcat de potentialul
(fige3.1).
Potentialul total IT ai sistemului (adica corp + actiune)
presupus conservativ se scrie :

T = U*@ (31)
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unde : U = potent{ialul deformatiilor corpului considerate.
| OC
3

~H1

Notind cu U, densitatea potentialului unei unitati de
volum, expresia (3.1) se scrie :

n=JUCJV+<}~ (3.2)
VO

Presupunind ci sarcéna este independenti de starea defor-
matd a corpului, functia poate f£i scrisid sub forma :

P :-233-125345-.L§adv (343)

- fortele concentrate pe suprafata exterioarda a corpului
studiat;

= fortele distribuite pe suprafata exterioara;

- fortele pe unitatea de volum;

72 Cimpul deplasirilor considerate ale corpului.
Rezolvarea ecuatiei (3.2) revine la determinarea unui cimp

de deformatii compatibile si a minimului functiei T (adicd dT = 0).,
Acum se e ena' al doilea corp ce ocupd acelag spatiu

V g1 este supus aceleiagi incdrcidri (fige.3.2). Notind cu U'

densitatea sa de deformatii, potentialul total T' al 51stemu1ui

se scrie :
! |
TT:JUC'V'fCP
v (3.4)
De asemenea, rezolvarea ecuatiei (3.4) revine la deter-
minarea cimpului de deformatii compatibile si a minimului func-
tiei T' (adica d’ = 0) ale corpului al doilea.

Se presupune ca :
)
ST = 3 (345)
in acest caz, se spune cid cele doud sisteme studiate sint echi-

valente. Ele admit acelag cimp de deformatii. Intr-adevar, solu-
tiile celor dou# ecuatii (3.2) gi (3.4) eint identice, avem deci :|

o}

unde :

) “ol ¥}

BUPT



ST = 8= o0 (3.6)

Conditia (3.6) ne permite s3 reducem studiul unui corp
real fncarcat la studiul unui corp echivalent avind legi de coam=
portari diferite.

In general, exista echivalentd 1Intre cele doud sisteme
elastice daca are loc unul dintre urmdtoarele cazuri :

l. Cele doud densitati de energie de deformatie difera
cu o znumitd cantitate s adica :

U, = Up + Mg (3.7)
astfel ca : juodv _ comst
cau : §Ku04v 6 (3.8)
deci, din nou : 'gﬂ s

2¢ Cele douad densitzti de energie de d8formatie Uo si
Ua sind egale, edicid :

= U
Uo = Yo (349)
Teoria echivalentelor se mai verificd cu conditia :
= el (3.10)

in care : o - este un coeficient arbitrar.

Intr-adevir, conditia (3.10) asigurid verificarea ecua-
tiei (3.6).

Din cele de mai sus se constatd cd echivalenta poate fi
realizati intre :

- un corp continuu gi celdlalt tot continuu;

- un corp discret si celdlalt tot discret;

- un corp continuu gi celalalt ciscret.
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3.2+2¢ Energia de deformatie elasticd.

Teoria echivalentelor energieli deformatiilor presupune
inlocuirea studiului corpului continuu (cum ar fi plici plans,
pldci curbe sau corpuri masive), printr-un corp discret (retea
de bare, sistem de grinzi).

..odelele echivalente alese sint presupuse cit mai mici.
Se poate, deci, considera cid cimpul deformatiilor alese siZmine
uniform in interiorul modelului de baza.

Caracteristicile de rigiditate ale modelului studiat
sint determinate pe baza identificdrii expresiilor potentialelor
deformatiilor inmagazinate in cele doud elemente : real gi fic-
tiv. De aceea, se vor studia, ih cele ce urmeazid, diferite expre-
sil pentru energia deformatiilor corpurilor elastice.

Pentru cazul cel mai general, corpul tridimensiornal, den-
sitatea energiei deformatiilor UO este exprimata prin relatia
stabilitid in teoria elasticitatii :

Up = 477\ [+ 22+ TP+ p )+ ()" +( @530+ 2(e)"+ 2(€,)"+ 202, ] (3.11)

in care :

& =4 (35 5% )

_E aa@ 2L (3012)

unde : ugy u, = sint componentele deplasdrii u intr-un sistem
de referintd arbitrag (xi. xj. ees)}
A, m = sint coeficientii lui Lamé.
Acegti coueficienti sint determinati prin urmatoarele

relatii
VE E

(4-29)(1+V) o 2(1+y) (3413)
in care : E - modulul de elasticitate;
Y - coeficientul lui Poisson.
Particularizindu-se expresia (3.11) pentru citeva cazuri
curent intilnite, se obtine :

l. Problemele de tensiune pliani :

N\ =

E 2
U, =— [(eu)l* (ezz)zﬂ” 2vV€y €, +2(1-v)(¢,,) ]

2(1-9%)

(3.14)
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2+ Problemele de deformatie planid :

2 2
U, = ('12"7\*'}"-) [(eﬂ)z"' (€,,) 1 + A€, +21(e,) (3.15)
3. Problemele placilor plane incovoiate :

2.2 Q*w 2 Bzu.) azw

unde : ER

T 42(1-v%)

in care : W,(x,y) - sdgeata in punct curent (X,5)

Limitind examinarea la cazul pliacii plane cu deplasiri
mici, teoria clasicid neglijeazid eforturile de membrani, rezul-
tind :
= % o0
9zt oy (3.17)

d*w )z Pw 2w
('bxag T ox?

ca atare, relatia (3.16) devine :

2
- of 2oy () 25) | (3.18)

Diversele calcule efectuate cu : ceastd relatie (3.18)
au aradtat cd aproximatia este satisfacidtoare.

siodele echivalente des folosite sint alcdtuite din bare
articulate, barg supuse la incovoiere gi la torsiune.

Energia de ormatiilor modelului echivalent se determina
prin suma energiilor deformatiilor barelor componente. De aceea,
in cele ce urmeazd, se vor prezenta expresiile energiilor citor-
va tipuri de bare.

l, Bare articulate.

2
\'VAB = 7j}Aa(O( o 63,) (3.19)

in care : o,y - cosinusurile directoare ale barei AB in raport
cu sistemul de referinta considerat.

525 = ES{’AB (3.20)
este caracteristica de rigiditate la intindere sau compre-
siune a barei ABW{

S = suprafata sectiunii transversale a barei;
&B- lurgimea barei AB;
E - modulul de elasticitate.
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2. Bare 1Incovoiate.

Pornind de la relatia bine cunoscutZ intre momentele in-
covoietoare gl curburile barelor supuse la Incovoiere 3

2
M, = EI2W (3.21)
o X%
in care : I « momentul de inertie al sectiunii transversale a

barei ;

X « axa de referinti locald a barei raportatid la siste-

mul de referinté general prin urmdtoarele relatii
(fig.B.B) H

ow - ow ) Ix + a_w._a_i = .’a_u).Coso( + -a—u)—-S)no(
X  ox ax 2y ¥  ox %4
(3.22)
2w - o'w st + D'w sini
X% ox* oy?
rezultid energia de incovoiere a barei ij :
, 2,) 12
Y4, dw p 4 e w)
W= M= ty = JEI (G52
2 2, 2 i 2 o2
g 2w . ,2W éI.mxcm(+auj_mz‘x] (3.23)
=2 Lax Ox2y °F

unde “Zij - lungimea barei 1j;
Pij " exf1j (3.24)

este caracteristica de rigiditate la incovoiere a barei ij.

ks

A
4
"‘6
A
, /ﬂ& x
H3.3.3

3. Bare supuse la torsiune.

iwomentul de torsiune este exprimat prin relatia :

- (3.25)
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vom avea 3

2 2 2 4 4w
o'W _ (a“’_.__a“) )coSo(smo(-r xay(coo%(-o;nzd)

- ouyz ox?*
oxXoY ¢ x (3426)

Substituindu-se (3.26) In (3.25) rezultid :
%w

¢ IM,
VQ F XDV
D w )s;nZo( + cm 24
= "J[ ( axz 'B:r.ay

in care : J - momentul de inertie la torsiune al sectiunii
transversale a barei :

Moot
2(4+v)
iar : 75? _ )J&} (3.28)

este caracteristica de rigiditate la torsiune a barei ij.

3.3+ Analiza placilor plane subtiri elastice izotrope

cu ajutorul teoriei echivalentelor.

Pe baza relatiilor gi formulelor determinate in presce-
dentele paragrafe, noi vom studia urmdtoarele modele echivalente :

l. wodelul grinzilor ortogonale.

2+ luodelul dreptunghiular cu bare diagonale.

3. modelul patrat cu bare diagonale propus de Hrennikoff.

3.3.1. ikodelul grinzilor ortogonale.

uwiodelul este prezentat iIn fig.3.4.
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3¢3.1l.1. Determinarea caracteristicilor de calcul

ale modelului.

Pe baza conditiei de echivalenta intre energiile defor-
matiilor modelului ales gi ale elementului placii reale, rezultia
caracteristicile geometrice corespunzitoare, cu rigidititile 1la
incovoiere gi la torsiune ale fiecdrei b re.

Pentru aceasta, la inceput, se determinid expresiile ener-
giei deformatiilor a modelului gi elementului de placi.

ae Energia deforcatiilor elementului plécii reale.

lleglijindu~se efprturile de membrani, se foloseste rela-
tia (3.18) :

2
U = AU, _——abD{ az} 332) (axag) } (3.29)

be Energia deforcmatiilor modelului echivalent.

Folosindu~se formulele (3.23) gi (3.27) se poate deter-
mina energia deformatiilor modelului echivalent cu urm3toarea
relatie :

- We + W ).
W = 2Z( e )y (3.30)

= (Wt W), + (Wit ), + (Wer W), + (Wer W),

in care :

()

2

h
"\

(3.31)
(Wt)AB = (WT < - ( )
aco
(W-t)Ac (W-t)BD =%‘Xz(axag
unde :
P - ELa
é - EIzb (3e32)
EJ, a
%, = Gha =—
2(11-))
ET, b
- b = — —
b;- = G/, 2(1+7)
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Svubstituindu-se (3.31) In (330) rezulti :

% \ 2 d%w dw
W‘—‘ﬁ(—éi%) *8(351

2
)+ (5 5)65, (3.33)

Identificind termenii corespunzitori din cei doi mewmbri
din dreapta ai ecuatiilor {3.29) gi {3.33) se obtine :

£ = 4abD
f)Z :;_—abD (3.34)
¢-+aé = (16[)

Inlocuindu=-se (3.34) In (3.32) si presupunind cé?fl = 82
se poate determina caracteristicile geometrice ale barelor :

7 Db bK3

"TT2E T 24(1-vY)

7 Da ah3

2 = = _y2

2E  24(1 3) (3.35)

7 Db(4-r)))_ bh

TS T E T 12(1-9)

3
T Da(1+)’)_ ah
2 T g 12(1-¥)

3e3e2¢2, umatricea de rigiditate a modelului echivalent.

Pe baza rezultatelor parafragului 2.2.l1.1, se va analiza
modelul achivalent cu ajutorul metodei deplasarilor pentru a con-
str ‘1 matricca rigiditatilor modelului.

Analiza modelului echivalent se aratid in fig.3.5 cu va-
lorile caractericticilor la incovoiere gi la torsiune :

. EI, Db
4, = =

a 2a
) D
‘Lz = EIZ' = b

b 2b

Db

P L (3.36)

a 2(14Y)a 24
: G EJ, Da
T2 = 2. 2 —

b 20+v)b  2b

Rezultd matricea rigiditatilor modelului echivalent de
ordinul 12 x 12 (vezi tabelul III-1).
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3e3ele3. watricea de transformate a deplasdrilor in

eforturile barelor modelului echivalent.

Eforturile in barele mcdelului se determinid cu ajutorul
relatiei urmatoare :

[T} = [KJIU]fu? (3.38)
unde : {T} - vectorul eforturilor, care cuprinde trei componente:
Mx
75 = My (3.39)
My

in care :[K&]- matricea cvasi-diagonalid asamblati cuprinzind ca-
tricile de rigiditate ale tuturor barelor modelu=-
lui echivalent. Aceastd matrice se arati in tabe-
lul III.2 avind ordinul 12 x 12,

[Uo]- matricea de transformare a deplasadrilor unitare
in deformatiile capetelor barelor modelului ec}i-
valent, care este determinatd pe baza analizei mo-
delului supus deplasidrilor unitare din fig.2.6.
Aceastd matrice ecte reprezentatp in tab.IIl.3,
avind ordinul 12 x 12.

iu} - vectorul deplasirilor nodurilor modelului echiva-
lent, care gste detercinat cu ajutorul sistemului
de ecuatii de conditii ale metodei deplasarilor.

In final, se determinad ratricea de transformare a2 depla-
garilor in eforturile barelor modelului echivalent :

[8p]) = [K,][U.] (3+42)
Realizind operatia de Iinmultire matriceali din foroula

(3.42) rezulti matricea de transformare de ordinul 12 x 12 (vezi
tabelul III-4).

Pe baza matricilcr de rigiditate [K] de forma (3.37) gi
de trabsformare [BD] de forma (3.43), se pot analiza plicile men-
tionate In mod automat cu ajutorul unui program pentru calculatoa-
re electronice care se va prezenta In partea finald a acestui ca-
pitol.

3.3.2. wodelul dreilunghiular cu bare diagonalse.

liodelul se prezinta in fige3.7.
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Flg. 3.6

Deformatiile carpelelos barelon modelului echivolent
provocate de deplasirile nodale unilare
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3,3¢241ls Determinarea caracteristicilor de calcul

ale modelului echivalent.

Se presupune ci rigiditidtile de torsiune ale barelor dia-
gonale sint neglijate, (adica J3 = 0).

Proeedind ZIn mod similar cu cazul precedent, rezulti ur-
matoarele :

l. Energia deformatiilor eleme¢ntului de placa ABCD (fgi.

307) .
dw dw z 2w dw
U=41 bDi( )*2(1 ”)(aa) 29—231}
fobD] 2] (o A (3444)
2. knergia deformatiilor modelului echivalent ABCD (fig.
3.7)
W = (W-rW) +(W+W (W+W) +(W+W) +(\K/¢) + (%)
i 4" B (3.445)
in care :
. 1 W
(W )AB = (WL)CD =—2_'P, ( axZ)
: _ : 4 d'w
(W(')Ac - (W“)BD 27?2 ( 352)
2 2
4 aﬁu 1 932 in -élf.ﬁnAX}
(Wa)AD =75 —Szzcwa(—szaycooa(s o + oy
(3.46)
Qw 2w ‘. dw  , 12
(WL)BC :JZ—.%[axl @ + be'bjmsno‘+ a‘éz s:no(:‘
‘W*)AB = (Wf «w - _231(&:35
dw 2
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Injocuirdu-se relatiile (3+46) In (3.45) se obtine :
Qw2 42w )2
W (p+ gt ) (S5)" + (B r g sint )(525)
2t Yw (3.47)

2
.f.(lff; ot co'X +% 15, )(ga;%);) + ?@“’nldwzda—; oy?

Udentificind termenii corespunzdtori din cei doi membrii
din partea dreaptd ai expresiilor (3.44) si (3.47) rezultd un
sistem de ecuatii :

S+ fyeate = yabP

f 1fysinte = 7000 (3.48)
f;ﬁnkcm%(:-%yabD

(3,+ 8, ) +hfsind o’ = abD(1-»)

Rezolvindu-se (3.48) = se bbtine :

£ < tabd(1-7%)

b = %abu(wya‘l;)

I/ :i—abDv(Z+%+g (3449)

J,-f-XZ = ClbD(" -3)’))
Din rezultatele (3.49) se pot determina caracteristicile
geometrice ale sectiunilor barelor modelului echivalent :

Db a
I, - (175 )

Da b*
I = —(1-VYV— (3050)
L )

2

Iszab 2+%+bi)

2E Va?+b* @

iar momentele de inertie la torsiune sint determinate presupunind
cd caracteristicile de torsiune sint invers proportfionale cu lun-
gimea barei, adiecid :

Y, -—2_ abp(1-3v) (3.51)

a+ b

Y, - -2 __abp(1-37)
atb
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De aceea, rezulta :

2
T, = 2Db (1+V)(1-3V)
E(a+b)
(3.52)
2
T, = 222 (awi(1-3v)
E(a+h)

3632426 liatricea rig}ditéﬁilor modelului echivalent,

Analiza modelului echivalent se reprezintid in fig.3.8 cu
urmdtoarele caracteristici la incovoiere gi la torsiune :

2

£, ::—Qé (4-Y<2 )

Y= 7 . b2
2
{2 :_Eé _ﬁ 1-»%
b 2b a
. v p? )
P T R (3453)

far+b2 2(a®b®

2
GJ; Db (1-3V)

1oy = =
°! a a(a+b)
)
1.—01 = GIZ = Do (1‘3V)
b b(atbh)

Rezultid matricea rigiditdtilor modelului echivalent K
de ordinul 12 x 12 (vezi tabelul III-5).

3¢3¢243¢ uatricea de transformare a deplasirilor in

eforturile barelor modelului echivalent.

Se folosegte relatia (3.42) pentru a determina matricea
de transformare [BD] , in care matricea [K ] are forma datd in
tabelul III-6 cu ordinul 12 x 12 iar matricea [U | are forma dati
in tabelul III-7 cu ordinul 12 x 12, care este determinatd prin
analiza modelului echivalent supus deplasidrilor urnitare din
fig«3.9.

In final, efectulnd inmultirea celor doud matrice sus
mentionate dupd relatia (3.42) rezulti ciatricea de transfornare
a deplasirilor 1n eforttfile barelor modelului echivalent cu or-
dinul 12 x 12 (vezi tabelul III-8).

Programul de calcul pentru calculatoare electronice va fi

-~

prezentat In ultima parte a acestui capitol.
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Deformatiile capetelon bacelon modelulu echivalent
fnovocate e d:,«!a.rda& nodals unitake
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3¢3¢3¢ luodelul echivalent patrat cu bare diagonale

propus de Hrennikoff A,

viodelul echivalent se prezintd in fige3.10.

W, w,
AT WAL
1
Ii IZ I
Wy /7 e /7 Y
9
_6-8 I‘lj“ -e;z
. p
Fi3.3.1o

Autorul a presupus urmitoarele ipoteze :

l. Se neglijeazd rigiditdtile la torsiune in toate barele.,
2. Coeficientul lui Poisson are valoarea 1/3.

3. Caracteristicile sectiunilor au valorile urm3toare :

*

ah’
11 =
Zk(1+V) (3.58)
3
pL_aR
12Vz (4+¥ )

3¢3¢3¢l. niatricea rigiditatilor modelului echivalent.

Pe baza acestor caracteristici (3.58), se realizeazi in
mod similar cu cele doud cazuri precedente analizind modelul cu
ajutorul metodei deplasiérilor (vezi fig.3.11), rezultd matricea

rigiditiatilor modelului [K] de ordinul 12 x 12 (vezi tabelul III-9).

In matricea [K) se noteazi :

3
i E1, _ Eh
T T 2u(aey)
, (3.60)
) E
i L ER

avz a4 (1+Y)

g)

care : h - grosimea plicii studiate;
E - modulul de elasticitate;
Y - coeficientul lui Poisson presupus egal cu 1/3.
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1.°h
12(1+V).
3
14:_‘3" )
A (1+Y)
V = /,’3
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BUPT



BUPT

D o) |
D+ by 2z 57755 " .@w o 55 | 0 0 ° ® i T-
i ]
= , D |
Jé —— 4 - - T
et | Brins | O ° ° ° A 2 M
) D g2] D D © i 0
> Cadl LI i _ —_—
( 4+ h.fl 9 ﬁ-ﬂ. = o .m..wv ° M 9 YT d..vm. ! Y
2 v
Q”vwk Nﬂ.\\ N.Q.N. Q...-.W.YN.V.W. Q\.V \ﬁw‘ T - 0 o
D 0
Br+hy e+ 29 ﬂ\.v Q”v e 0 trz
()5 e ¢ 5y | ° 5
d 14
(22 = - -
(6s°¢) e R °
)
Rt .4 b
“ e ..v# \tqv 9 ﬂ\ ” °
[rgouwis] B+ h -
BT+
e )2
Cr+ )%
1 =% s=Mg + =%y 1=% t=9 t=%m =% +=9 =" s=€g 1= %

T foyrumvy 1 rispou
9jouochoip eyoq nd *Ufgrm mmjepoul €0 .Awwtmﬁm.ﬂc op ©INViDYp 6 -1 9°L




3e3¢3¢2¢ Determinarea matricei de transformare a

deplasdrilor in eforturile barelor modelului

echivalent.

katricea de transformare BD pentru modelul patrat cu
bare diagonzle poate fi determinata direct din matricea BD a
modelului dreptunghiular cu bare diagonale pe care le-am studiat
in paragraful 3.3.2, prin introducerea urmdtoarelor conditii :

1. 1lungimile barelor sint aceleagi gi egale cu aj;

2. rigiditatile la torsiune ale tuturor barelor sint

neglijate (101 =i, = 0)e

Cu aceste conditii, se obtine matricea de transformare
BD pentru acest caze.

Programul de calcul pentru calculatoare electrcnice va
£i prezentat in nltima parte a acestui capitole.

Este de recmarcat cammodelul lui Hrennikoff este cazul
particular al aplicarii teoriei echivalentelor in problemz iInco=-
voierii pure a placilor plane cu conditiile introduse mai sus.

3.4, Analoza plicilor plane elastice ortotrope cu

ajutorul teoriei echivalentelor.

Se utilizeazd doua modele echivalente ortotrope :
1, modelul echivalent dreptunghiular;
2. modelul echivalent dreptunghiular cu bare diagonale.

3+ ¢le wodelul dreptunghiular ortotrop.

wndelul este prezentat in fig.3.12.

Wy
& 1)y
B

Fig - 3.12

3.4.1.1. Energia deformatiilor elementului pldcii ABCD
(fig.3.12).

Neglijind eforturile de membranid, expresia energiei de
deformatie a elementului plicii ABCD este scrisid :
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2 % ¢
U =4dab {0.(25) Ds(%z;oz)zﬂf"w(az‘a%)} (3.61)

xz

in care : Dx’ D = simt caracteristicile de rigiditate la inco-

voiere dupd directiile x gi y iar Dx' la torsiune.

J
3e4.1e2. rnergiile deformatiilor barelor modelului

echivalent.

Folosindu-se formulele (3.23) si (3.27) se poate determi-
na energia deforratiilor modelului echivalent cu urmdtoarea rela-
tie :

W= Z(Wi,""w't) (3.62)
- (\X/L"'wzt )AB+ (W{."’w-r)AC-r (WL*W*’)BD + (WL-)—\X/t)CD

in care : %W

2
(Wo)g = (W) = 2p (537)

2
(Widae = (Wdgy = 45, 2% )

T2 ayz
(W) g = (W 1y 2 )7‘ (3.63)
t/AB t>(D = ’qux \ax'ay
aﬂo 2
(W"')AC = (W‘t)BD = "42'753 (%1,2)%)

substituind relatiile (3.63) iIn (3.62) rezultd expresia
energiei deformatiilor modeluluil echivalent ortotrop :

Dw

w :.Rn(ax})z*'f;(zgw

2 % z
)+ wuvg,)(?;gj) (3.64)

2
j?.
in care :f’x’f’y sint caracteristicile de rigiditate la incovo-
iere ale barelor paralele cu axa X g§i respectiv ye.
¥ x,z{y sint caracteristicile de rigiditate la torsiune
ale barelor paralele cu axa X gi respectiv y.

3¢4¢le3. Determinarea caracteristicilor de rigiditcte

ale barelor modelului echivalent ortotror.

Identificind termenii corespunziatori din cei doil membri
din dreapta ai ecuatiglor (3.61) si (3.64Q rezulti expresiile
caracteristice de rigiditate :
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fx = izab Dx

_ A D (3465)
fy_—z—c.bg

751 + K& = Zab ny’_

Se presupune cid caracteristicile la torsiune sint invers
proportionale cu lungimile barelor, adici

¥, - 2abDzy
a+b
(3.66)
a
- 2ab D
?55 T ath i

sau se presupune cia :

T, = 6% = abeg (3.67)

Pe baza rezultatelor date 1In (3.65) gi (3.67) se pot de=-

duce caracteristicile geometrice ale sectiunilor ba¥elor modelu-
lui echivalent

Px. = ExI o= —%abe
(3.68)
1
B, = GIlra = abDxy
¥y = GIyb = ab Dxy
Din (3.68) rezulti :
Dx
I, = b
2Ex
Dy
Iy = 2t a (3.69)
T =._Efi.b
G
J’, = Dn} a

3eh4eledo atricea de rigiditate a modelului echivalent
ortotrope.

watricea de risiditate [K] poate fi determinatd Cirect
din matricea de ripgiditate a modelului echivalent dreptunshiular

izotrop (3.37), inlocuind caracteristicile i,, 1,, 1}3, 1,, cu
1e0 10 1540 1, Tespective.
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Caracteristicile de rigiditate ale barelor modelului
ortotrop sint determinare cu expresiile urmatoare :

iy = Exalx Sip b
iy ;_Ei_@_ - 10,2 (3.70)
tx = Gf = Dy
foy :ib@_ - Day

3eltele5e ilatricea de transformare a deplasdrilor in

eforturile batelor modelului echivalent ortoprope.

katricea de transformare [BD | poate fi determinatd in mod
direct din matricea de transformare a modelului dreptunghiular
izotrop (3+43) inlocuind in mod similar cu cazul matricei de rigi-
ditate mentionat mai suse.

3elfeleb6. Etape de lucru.

Analiza placii ortotrope cu teoria echivalentelor utili-
zind modelul dreptunghiular ortotrop se poate recaliza dupid urmi-
toarele etape de lucru :

l, Determinarea rigiditatilor Des D
tul placii studiate, dupd caz.

2. Determinarea rigiditatilor barelor modelului echivalent
s dupad formula (3.70).

' ny pentru elemen-

1x’ 1y. 1OX' 1°y

3. Introducerea acestor caracteristici (3.70) la matricele
de rigiditate (3.37) gi de transformare (2.43) ale modelului echi-
valent izotrop.

4. Restul procedurii radmine acelasi ca gi in cazul pli-
cilor izotroepe.

Programul de calcul pentru calcilatoarele electronice
este acelagl ca gi in cazul placii izotrope.

Este de remarcat faptuldcid modelul echivalent izotrop
este un caz particular al modelului echivalent.ortotrop cu ur-
matoarele substituiri :
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, ER?
D = Cg2(1-V3)
Dy = D (371)
ny = ‘70 (1- V)

Substituind (3.71) in (3.70) se obtin din nou relatiile
(3.36) ale modelului izotrop.

3e4e26 iodelul dreptunghiular ortotrop cu bare diagonale.

lJodelul echivalent esta prezentat in fig.3.13.

Wy Y Wy,
.e. 'eé Iz , Jz, -es -0.6
2
A B
I I
ﬁ' J-é d ‘L}
Q
w* W10 7
% AN/
¢ Vic Ix, Jx D x
| A
I Fig. 3.13

3¢4¢2.1¢ Energia deformatiilor elementului pldcii ABCD.

- tw Qv 2t dw |2
U:izabio (a z)+Dﬂ 3> D,,a“i ajz +4 "éf(ax%) }

(3.72)

in care : Dx’ Dy - sint rigiditidtile la Incovoiere dupd directi-
ile x gi respectiv y;
D - este rigiditatea la Incovoiere datoriti defor-
matiilor in planul orizontal;

ny - a@ste rigiditatea la torsiune.

3¢442+24 Energiile deformatiilor barelor modelului

echivalent.

Neglijind rigiditdtile la torsiune ale barelor diagonale
s1 folosind formulele (3.23) gi (3.27) se pot determina energiile
deformatiilor modulului echivalent cu urmitoarele relatii :

W= (W W) g v (Wor W), o (Woe W)y % (Wer W) (3.73)

+ (W,. )AD + (W;_ )BC.
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in care : dw \?
A
(M)AB = (WL )CD = zyx(ax}.)
4 W \?
(Wdpe = (Widgp = 7, (—3z>
(W 4 oW .t Zazw ol aind + Sin o(J
o = 2l x 3y
AW vy 2 covel Simek -r Sm °‘J
(WA)BC = ?;ﬁi[ x* dxdy
(3.74)
2 2
AB w 4 oW
Wt = w—t = _Z—$x(3x‘ay>

kS
Ac B> 4 QW \2
Wy = Wy = X‘d (’bx'bg)

Substituind relatiile (3.74) In (3.73) rezulti expresia
energiei deformatiilor modelului echivalent ortotrop :

: z 2w dWw
W:(fx"'fdcwq’v() 21’. ) + (_P +£i$rn o()( y +2&5 nd@da;‘i agl

alw 2 (3075)
+ (‘ij’doinlo(cw"o( + T t ng >(bxaga

in care :JDx’f’y - 8int caracteristicile de ¥igiditate la inco-
voiere ale barelor paralele cu axa x si res-
pectiv y;

f d - este caracteristica de riziditate la Incovo-
iere a barei diagonale;
T g0 ¥ y - sint caracteristicile de rigiditate la torsiu-

ne ale barelor paralele cu axa X gi respectiv y.

3¢4¢e2.3. Determinarea caracteristicilor de rigiditote ale
barelor modelului echivalent ortotrop.

Identificind termenil corespunzitori din cei doil cembrii
din dreapta ecuatiilor (3.72) si (2.75) rezultd sictemul de ecua-
tii

Jx +f et = —;—ab Px

P, + P, sintx -doab Oy
3 4 2 (3.76)

fd sinte con'd = ;—ab Dy

4fdoin}>(w%(+ B, .+ U‘é = 2ab Dx?
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Rezolvind acest sisiem de ecuatii (3.76) se obtine :

-t on - 05 ]

b2
f;;;%?lb[ﬁé - DV?F;}

(3.77)

Se presupune c& rigiditatea la torsiune este invers pro=-
porfional cu lungicea barei, adica :

S Zabli -Dy]

a+b d

(3.78)
a -D
35 = Cl.—‘l'b Zab [ ng V]

Din relatiile (3.77) si (3.78) rezultld caracteristicile
geometrice ale sectiunilor barelor modelului studiat :

§0
]

Ex'an,

O

‘PJ. - EdIdVaz-rbL

(3.79)
Yy - GIyb
Din (3479) rezultd :
b at
“x - Dv’—' }
ZEx x b*
b
a
It - D —
15 - )_Ey[Dﬂ yaz] 320)
Ia -—Q—EDV [ 2+ 5‘-}*:
ZE 7 bIL bl 1
d at
b 2ab - 1
oo e Trn, D))
7
Ty - = 20bTp,. - Dy |
~2h Gb R
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3¢4¢2e4+ matricea de rigiditate a modelului echivalent
ortotrop cu bare diagonalsa.

In mod similar cu cazul precedent, matricea de rigiditate
[K] poate f£fi direct determinati din matricea de rigiditate a mo-

delului echivalent izotrop (3.54) cu urmdtoarele caracteristici
de rigiditate

; Ex1 1 a* b
E, I pr | @
( - d ¢ = _1_. D, - Dy—_‘L’ )'———
Wy = 5 2 [ Y a b
. 1 1 1 (3.81)
iy = Ed. d _ CLbDV [2 . g___l ’TL‘_ }
Va2+b™ 002, b*) b* «
tor. = *a - 22 [Dx';} - Dv]'b_
o atb a

. GJ 2a A
¢ . Dey - Dy J—
boy = =

d b atb [ 4 v

3.4.2e5. iatricea de transformare a deplasirilor in

aforturile barelor modeluluil echivalent ortotrop.

matricea de transvormare [BD]) moate fi determinotd in mod
direct dia matricea de transforrware [BD]a modelului dreptunghiular

izotrop cu bare diagonale (3.57) substituind (3.8l1) in aceasta
matrice (3457)e

Programul de calcul pentru calculatoarels electronice
este acelagi cu cazul modelului izotrope.

Este mentionat ci modelul echivalent dreptunghiular izo-

trop cu bare diagonale este un caz marticular al acestui model,
cu urmatoarele substituiri :

D, = D
Dj =D (3082)
D, -v.D
D _y‘
D.u, :_7:_(4
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Substituind (3.82) In (3.81) se obtin din nou relatiile
(3453) p.ntru modelul izotrop.

3+5. Programele de calcul pentru calculatoarele electronice.

Pe baza formulelor, matricilor pe care le-am determinat
in paragrarele precedente, s-au elaborat programele de calcul in
limbajul FORTRAN IV cu ajutorul schecei logice care este prezen-
tatad in fig. 3.14.

In programele de calcul se folosesc urmd3toarele notatii :

NE = numarul de elemente finite in care este divizati

structura;

NV « numdrul coloanclor retelei discretizate dupd direc-

tia aviind numdrul ciai mic de elements;

NLI - numarul de gr.de de libertate ale structurii discre-
tizate;

NNC = numdrul de grade de libertate eliminate de legdtu-
rile exterioare;

LS = ldtimea benzii patricei, adicid numidrul cel mai mare

roeibil de terceni ai unui rind din matrice;
NIN - numirul ipotezelor de 1incircare;

A(WE), B(NE), H(WE) - listele de dimensiuni geometrice ale mode-
lului echivalent;

NI(NE), NJ{NE) - listele cu numerele de ordine ale elecentelor
in reteaua discretizata dupd directiile x gi y;

US(NLI, NIN) - tabelul care contine, la inceput, termenii liberi
(matricea fortelor nodale echivalente) gi apoi re-
zultatele obtinute de deplasiri (matricea deplasd-
rilor nodale);

AE(12, 12) - matricee rigiditétilor modelului echivalent;

AS(NLI, LS) - matricea bandi de rigiditate a refelei de bare;

NC(NNC) - lista gradelor de libertate eliainate;

BD(12, 12) - matricea de transformare a deplasirilor nodale in
eforturile baralor modelului echivalent;

UE(12, NIli)= tabelul ce contine deplasirile nodale ale modelului
provocate de toate ipotezele de Incdrcare;

PO - coeficivntul lui Poiseson;

D - rdgiditatea cilindricd a placii.

Pgntru a putea deoseol intre cele cinci cazuri cmal ous con-
siderate, s-au numit TECHIVA L, 2, 3, 4, 5 programele de calcul
corespunzatoare gi anume :
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Jehema Zogicd TECH!IVA

Deterrinareq maotrice

rigidi‘.‘d}ilor modelulut

|

Asamblcrea mataicer
rigiditatilor structurit

M = NE

DA

condijiilor de margine

Introducaren

>

besaars. w- s aseein

Rezolvarea sistemulut
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TECHIVA 1 - pentru wodelul grinzilor ortogonale ale pléa-

cii izotrope;

TECHIVA 2 -« pentru modelul dreptunghiular cu bare diago-

nale ale plicii izotrope;

TECHIVA 3 = pentru modelul patrat propus de Hrennikoff Ay

TECHIVA 4 = pentru modelul grinzilor ortogonule ale plécii

ortotrope;

TECHIVA 5 = pentru modelul dreptunghiular cu bare diago-

nale ale placii ortotrope.

Este de remarcat ci, aceste programe elaborate pot fi
utilizate atit pentru calculul placilor pline cit gi al placilor
cu goluri, avidd grosimi constante sau variabile, iar forrele lor
geometrice sint numai dreptunghiulare.

3.6 Concluzii.

In acest studiu, s-a ficut presupunerea ca modelele echi-
valente se constitue din elemente infinit de mici. Aceasta presu-
purere ne permite si considerim ci, cimpul deformatiilor rimine
acelag in interiorul unui aceluias model.,

Aproximatia de calcul depinde esential de dimensiunile
alese ale modelului considerat. Dacd aceste dimensiuni devin din
ce in ce mai mici, se ajunge sigur la solutia exactd a problevei.
Intr-adevér, la liciti se gisegte intesrala (3.4). Se Wade cd
convergenta procedeului de calcul este asigurati.

In realitate, se gisegte un compromis intre precizis re-
zultatelor de calcul gi economia de timp pentru calcul.

Aplicatiile diverse c re s-au examinat arata, in mod clar,
cd adaptind o retea ortogonali de grinzi ce gjunge la o precizie
suficient de mare pentru nevoile practicii curente. Convergenta
procedeului de calcul ecste cu atit mail rapidd cu cit dimensiunile
modelului aevin mai mici.

Celelalte contribu4ii personale din acest capitol se referd
la determinarea caracteristicilor de rigiditate pentru trei modele
echivalente izotrope gi doud modele echivalente ortotrope, la de-
ducerea matricelor rigiditdatilor cit gi a relatiilor deplasiri =
aforturi pentru variantele TECIIIVA 1, TECHIVA 2, «.. LECIIVA 5
g1 la programele de calcul peatru calculatoazrele electronice.

BEste de remarcat cid problemele pliacilor ortotrope studiata
cu teoria echivalentelor, incd nu existi ™ literatura de specia-
litate pind acum.
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In final, teoria echivalentelor prezintid o identitate in-
tre cimpurile deformatiilor corpurilor reale gi fictive gi nu
determinid direct identitatea intre eforturile sau solicitirile

celor doua corpuri considerate.
De aceea, in general, rezultatele deplasirilor obtinute

sint mai bune decit cele zle aforturilcr.
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CAPITOLUL IV.

ArLICATII LA CALCULUL PLACLLOk ELASTICE IZOTROPE

In acest capitol se vor prezenta aplicatiile la calculul
plidcilor elastice izotrope.

Utilizind programele de calcul MELLFIN 1, 2 gi TECHIVA 1,
2, 3, 86 calculeazd cele gase tipuri de plidci plane, efectuin=-
du-se o analizd comparativa cu rezultatele obf{inute de alti au-
tori pe cale teoretica sau experimentala.

Programele elaborate pot calcula pladcile plane dreptunghiu-

lare avind orice conditii de margine chiar gi in prezenta goluri-
lor de forma dreptunghiulara. :rosimea plédcii poate fi constanta
sau variabila,.

Programele pot rula in acelagi timp mai multe ipoteze de
incarciri aplicate.

In cele ce urmeazid se vor pre.enta cele gase exemple de
calcul abordate,

4.,1. Exemplul de calcul nr.l.

Se calculeaza o placd patratd simplu rezematd pe colturi,
incdrcatd pe margine (vezi fig.4.1l).
Placa a fost incercaté de Prof. Bilge Lle la Universitatea
Tehnicd din Istambul (Turcia) /17/.
Datele de calcul sint urmatoarele :
- latura a = 90 cm;
- grosimea h = 0,63 cm;
= modulul de elasticitate E = 2,1 x 10
- coeficientul lui Poisson VY = 0,3,

6 kg/cmz;

Placa a fost Incercatd in doud ipoteze de incdrcare :

l. fortele distribuite uniform de-alungul marginilor pla-
cii Pi = 5 kg;

2. fortele concentrate, aplicate in mijlocul marginilor

P, = 10 kgs

Calculul este efectuat pe un sfert de placd, ca urmare a
simetriei plédcii studiate.

Reteaua dictretizatéd este aleasa cu 25 elemente patrate
avind latura de 9 cme.

Rezultatele obtinute sint pre.entate iIn tabelele IV-1l gi
IV=2 gi diagramele din fige4.2 gi 4.3, inclusiv rezultatele expe=-
rimentale si teoretice obtinute de Bilge u. /17/.
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4.2, Exemplul de calcul nr.2.

Se calculeazd o placa dreptunghiulari simplu rezemati pe
o latura scurtd, incastratd pe latura opusd gi liberd pe celelalte
dous (vezi figeded).
Datele de calcul sint urmidtoarele :
- laturile a ' 6 m, b = 4 m;
- grosimea h = 0,14 m;
- modulul de elasticitate E = 2 « 107 t/m°;
- coeficientul lui Poisson VY = 0,0 g8i ¥V = 0,15,
Ipotezele de incarcare :
1. fortele uniform distribuite, q = 10 t/m;
2. forta concentrati in punctul 12, P12 = 4,5 to

Reteaua discrezizata este aleasd cu 24 elemente patrate
avind laturile de 1 m.

Rezultatele obtinute sint prezentate in tabelul IV-3, V-4,

IV-5, IV=6, IV=7, IV-8 gi diagramele din figurile 4.5, 4.6 gi 4.7,
inclusiv rezultatele comparative din lucrarea /2/.

4.3« Exemplul de calcul nr.3.

Se calculeaza o placd simplu rezematid pe cele doud laturi
paralele si liberd pe celelalte doud (vezi fige.4.8).

Datele de calcul sint urmatoarele :

- laturile a =b = 8 m;

- grosimea h = 0,14 m;

= modulul de elasticitate E = 2,05 . 107 t/mz;
- coeficientul lui Poisson V = O,

Ipotezele de incarcare :

1. fortele distribuite uniform gq = 10 t/m%;

2. forta concentratad in centrul placii P = looo7.

Calculul este efectuat pentru ui sfert de placd datorita
simetriei plédcii studiate,

Reteaua discretizati este aleazd din 16 elemente partate
avind latura de 1 m.

Rezultatele obtinute pentru deplasidri gi eforturi sint
prezentate in tabelele IV-9, IV-=10, IV=lla, IV-=11lb, i diagramele
din figurile 4.9 gi 4.10, inclusiv rezultatele comparative extra-
ge din lucrarea /2/.
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4.4, Exemplul de calcul nr.4.

Se calculeazd o placi cu grosimea variabilid simplu resze-
matd pe trei laturi gi liberid pe a patra (vezi fig.4.12).
Datele de calcul sint urmidtoarele :
- laturile a =b = 10 m;
- grosimea h este variabilad dupZ o singurid directie;
- modulul de elasticitate E = 2 « 10° t/m%;
- coaficientul lui Poisson V = 0,253
Ipoteza de incarcare se prezintd in fig.4.12.
Reteaua discretizatd este aleasd cu 16 elemente patrate
avind latura de 2,5 me.
Rezultatele obtinute sint prezentate in tabelele IV-12,
IV=13 gi diagramele din fig.4.13, inclusib rezultatele compara-
tive extrase din lucrarea /2/.

4.5 Exemplul de calcul nr.5.

Se calculeazd o pkacd simplu rezemata pe colfuri, imcire
catd pe margine (vezi fig.4.14).
Datele de calcul sint urmitarele :
= laturile a =b = 10 m;
- grosimea h = 0,23 m;
= modulul de elasticitate E
- coeficientul lui Poisson VY
Ipotezele de incdrcare :
l., fortele uniform distribuite de-alungul marginilorsg

0,0 g1 VYV = 0,20

placii Pi = 10 t;
2. fortele aplicate concentrat la mijlocul marginilor
placii PM = 100 t.

Calculul este realizat pentru un sfert de placd datorita
simetriei placii studiate.

Reteaua discretizatid este aleasd cu 25 elemente portante
avind laturile de 1 m.

nezultatele obtinute sint prezentate in tabelele IV-14,
Iv-15, IV=16, IV-17 gsi diagramele din figurile 4.15, 4.16, 4.17.

4.6, Examplul de calcul nr.6.

Se calculeazi aceiagi placd din exemplul nr.2 dar 1In care
este previdzut un gol dreptunghiular (vezi fig.4.18).
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Tab . V-1 Rezuuaic, oz?ﬁnul‘e pi 5&94;;@ w (mm)
Exemp. N1 - P - 5kg
. ' @nudmh& Rezwutitatel,
punct| MELEFIN1 | MELEFIN2 | TECHIVA1 | TECHIVA2 | TECHIVAJ ofinute | experomernty
dzﬁexﬂﬁ extrasednli?
1 0,00 0,00 0,00 0’00 0[00 0,00 0, 0;
13 2,19 2,13 2,14 2,26 2,20 2,16 2,09
25 | 356 348 3,57 364 354 354 3,55
37 b 24 4,27 4,45 442 429 436 4 38
49 473 4,63 4,92 4,81 4,65 437 4 81
61 484 480 5,06 4,92 4,76 490 4,98
60 %79 b1y 4,99 b8y 4 484 490
59 he4 4,5¢ 439 %32 453 463 473
58 442 433 b48 4,50 4,37 byy 4,53
5% 419 ko¥ 4 10 4,28 41¥ 4,12 Y, 30
56 4,00 3,85 3,69 4,10 402 3,85 4,08
Tab. IV-2 Rezultaie offinute i, sdqeéile W (mm)
4 [
Exemﬂ. Ne 1 - 8\1 = f5kg,
_ ‘ Rezultalele |kexdiatele
punct| MELEFIN1 | MELEFIN2 | TECHIVA1 | TECHIVA2 | TECHIVA3 oftinute (experimentale
de Biye M. |errase dnli]
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02
13 098 0,95 0,95 1,01 0,98 0,95 0,90
25 | 1,65 1,61 1,64 8 1,63 162 1,57
3? 2,05 2,01 2,08 2,03 2,01 2,03 i 2,01 {
49 | 2,24 2,21 2,31 2,2% 2,19 223 | 223 |
61 2,29 2,2% 2,38 2,32 2,24 229 | 232 J‘
!
60 | 223 2,24 2,34 230 2,22 223 214
. — - - . b|
T .
59 2,20 2,16 225 2,23 2.6 219 | ite |
i : e
58 2,10 2,06 2.1 | 213 |20t 2,08 o9
. S0 U B S O A SO S
ST 2,01 1,96 1.95 205 1 199 1,9 201
| - } B S e —
56 1, 1,90 1,80 201 1,9 1.8 X !
91 _ __9,J_,_J___ — ._L_.__j S D - f.~J
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Tab. IV-3 Rezultate ogfmwfe at. Sa'gef,ié w (cm)
T L*4
Exem{,), N2 2 - B: Mt/m," - ¥Y=0
3 ‘ Rezuliatele |Metoda
§ |MELEFIN1 | MELEFINZ | TECHIVAT | TECHIVAZ | TECHIVA3 | offinite de | difeeerelin
Q AbsiE,[2] | finite (2]
3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
8 0,36 0,36 0,36 0,36 0,24 0,37 0,48
13 1,01 1,00 1,01 1,01 0,67 1,03 1,20
18 1,46 f.“fS 1,46 1,46 0,98 1,49 i 1,67
|
23 | 143 143 1,43 1,43 0,96 P P
z
28 0,89 0,89 0,89 0,89 0,60 092 | 101
! |
1
33 | o00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 l' 000 |

Taf V-4  Rezultale offinute p{. Sa;ge}ile w (em)

Exemp. N22 - Rp=45t- V=0

Q
~~ . .
R | MELEFIN1| MELEFIN2 | TECHIVA1 | TECHIVA2 | TECHIVA3
a
3 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
8 0,104 0,102 01 0% 0,104 0 068
13 0,269 0,265 0,269 0,269 0,176
18 | 033 0,330 0,333 0,333 0,220
| .
23 0,283 0,281 0,283 0,283 0,188
. 1
: —= w ~
28 | 160 0,159 0, 160 | 0,160 0,106
| — -
33 0,000 0,000 0000 | 0,000 0,000 |
I R O |
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Tab. V-5 Rezultate obtinufe pt. momentele My ()
fxem}p. N2 - p= 02 - V=0
. . . . Repultalely | Metoda .
Puncle |MELEFIN1 | MELEFINZ | TECHIVAT | TECHIVAZ | TECHIVA3 |offinute de |diferentelon
ACsc E. [2] | Fonete (2]
3 -43,75 | -43,41 - 43,75 -43,35 | -50,99 - 44,76 -43,15
8 -11,46 -11,52 -11,%6 - 11,46 -16,75 - 12,07 - 10,96
13 10,83 10,76 10,43 10,83 1333 10,37 #,2%
18 23,12 23,06 2312 23,12 2992 22,76 23,43
23 25,41 25,34 25,4 25,441 33,11 25,19 25,60
28 17, M 17,68 1341 114 22,5% 17,62 1%, 81
33 0,00 0,08 0,00 0,00 3,92 000 0,00
Tab. IV-6 Rezultate obfinute pt. momentele My (¢
Exemp. N°2 - Fp=h5t- V=0
. Rezultatet; |Metoda
punc{e MELEFINT| MELEFIN2 | TECHIVA1 | TECHIVA2 | TECHIVA3 | offinute de mfnenfe&
I D Absc €, [2] |finite (2]
3 -1,306 -1,26% - 1,302 -1,302 -1,46%F -1,310 -1,235
- . .
8 -0,225 - 0,251 - 0,249 -0249 | -0382 - 0,233 -0,245
13 J, 604 0,600 0,617 0,617 0,678 0,625 0,630
18 0,550 0,541 0 5%6 0,5%6 0,116 0,515 0,505
- - —_—t |
13 0,328 0,335 0,332 0,332 0,450 0,316 0,325
[ S %.___*“_ 4
! 238 0,163 0,166 0,164 0,164 - 0,224 0,155 0,165
33 0,000 0,000 0,000 0,000 0,038 ¢, 000 0,000
| S R S D \. [ S
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Tab, IV-7 Rezultate olfinude ot 5@4&'@ W (cm)
Exemp. N°2 - n=10tma - v=015
< . TECHI VA 3 Repuflatel
§ | MELEFINT MELEFIN2 | TECHIVA1 | TECHIVA2 offinute de
Q V=015 | V=025 |AfsiE,v-0
3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
8 0,35 0,35 0,35 0,35 0,28 0,30 0,37
13 0,98 0,98 0,98 0,98 078 0,84 1,03
18 1,41 1,41 1,42 1,41 1,12 1,22 1,49
23 1,39 1,39 1,40 1,39 1,10 1,2 | 1,47
28 0,86 0,86 0,8% 0,86 0,69 0,75 0,92
33 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 l _
6 0,36 0,31 035 0,36 0,30 0,32 -
14 1,01 1,03 0,96 1,02 0,87 o+ 1
16 1,43 1,49 1,42 1,48 1,29 1,38 -
2 1,4 1,48 1,40 1,46 1,26 1,37 .
26 0,9 0,92 0,8% 0,91 079 0,86 -
L 3 0,00 0,00 o,&o 0,00 0,00 0,00 -
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Tab. IV- 8 Rezultate obfinute nt. momentele My ()
Exemp. N22 - p= 10t/ - V=015
T

< Rezultalels
S | MELEFINT | MELEFINZ |MELEFIN2 | TECHIVAT | TECHIVA2 | TECHIVAS | offinute de
3. AfscE, V=0.
1 - 4395 -45,29 -43,95 -43,75 -4y 69 -53,78 -

6 - 12,45 -12,9% -12,45 - 11,46 - 12,22 - 22,09 -

11 10,89 11,20 10,89 10,83 11,15 14,40 -

16 23,63 2405 23,63 23,12 24,04 34,72 -

21 26,03 26,53 26,03 25,42 26,%6 38,719 -

26 18,16 18,96 18,16 17T 18,43 27,20 -

—— PSS S ——

3 0,18 314 0,18 0,00 0,10 0,64 -

3 - #3/"1 - #3;20 - ‘/3/‘"0 'L/3, 75 - %r“ = 50/?8 = 4", 76

3 - 1,46 - 11,45 - 11,46 - 1,46 - 11,90 - 16,74 -12,0%

13 10,68 10,59 10,68 10,83 11,06 13,33 10, 37

18 22,76 22,80 22,76 23,12 23,69 29,22 23,7

23 25,01 25,11 1 25,01 25,42 26,03 33,10 25,19
29 | 1747 1749 17,47 17,1 18,10 22,53 19,62

33 0/ 02 0,30 oloz 0,00 0/“ 3, ?2, 0[00
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Jab. V-9 Rezultate offinute nenbwu sagefile W (cm)
Exmﬂ. Ne 3 - P: 40{/”1& -¥Y=0

3 Solgiile |Rezuftatele

2 | MELEFINY | MELEFIN2 | TECHIVA1 | TECHIVAZ | TECHIVA3 |obfinute do |0finut de

a | =025 |Galerkine |ABE, [2]

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

2 | 44 448 446 446 444

3 3,19 823 8,20 8,20 8,14 768

4 10,65 10,69 10,66 10,66 10,5%

5 11,50 11,50 11,51 1,51 1,42 12,32 11,04

21| om 0,00 0,00 0,00 0,00

22 b4 446 4,46 b4 3,76

23 8,19 8,19 819 8,19 é,90 7,88

24 10,65 10,65 10,65 10,65 8,98

25 | 11,51 11,51 11,51 11,51 3,70 11,10 11,0%

Tob. IV-10  Rezultate obfinute pt. momentele Mx ()
Exemp. N23 - P-‘-m{/m" -v=0

o ) Solufiile | Resubhatel

€ | MELEFINT| MELEFINZ | TECHIVAY | TECHIVAZ | TECHIVAZ | obtinie die | bt

3, V=025 | Galetkine | Af E., 2]

1 0,00 -2,75 0,00 0,00 -4 33

2 3497 35,92 3499 34,99 56,54 ,
—_ — . ; i
3 5995 60,2% 59,98 5998 | 944s 5938
4 ! 4,93 75,23 74,98 7498 | 118,80

5 1 193 80,23 1998 ' 7998 | 12670 | =993
- T el S E : ,
L2 L oo00 Sor | e 000 | 7382 | i
S - 1 | : | !

22 | 3497 Ship loswg 0 99| 499 l
2| 5995 | s 995 S3  s03 e, %
e 7492 5099 | 98 | 1008
25 | 79,93 .93 | 39,9 %.98 107,70 79,95 80,18
L I & R -
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Tab. IV-11a

Rezultale obfinute Z:rt. s&'gejii& W (cm)

_ﬁxemp. N23 - P=1000¢ - V=0,15

s EFINY Rezulialele | Sulapiile
MEL MELEFIN2 | TECHIVA1 | TECHIVA2 | TECHIVA3 |offirude de | anatitice
4 A E., [2] | Goliline
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 9,42 9,50 9,29 9,38 8,02
3 | 17.46 17.70 17,25 17,41 14,86 16,48 17,40
4 22,88 23,20 22,63 22,84 19,49
5 24,79 25,20 24,54 24,76 21,12 23,%0 24,74
24 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
22 1,15 #H,13 11,68 "AF 8,72
23| an 21,04 22,09 21,12 16,49 21,05 20,83
26 | 28,64 28,45 29, 9% 28,62 22,32
25 32,02 31,69 33,41 31,96 4,91 31,84 31,20
Tab. IV- 116 Rezultale objinute pentru momentele M, (t)
Exemp. N23 - P 1000t - V= 0,15
7
-g ‘ Reauliatele Sotutiile
& | MELEFIN MELEFIN2 | TECHIVAY | TECHIVA2 | TECHIVA 3 [oftinute de | anafitice
Q Afsc £, LA |y :,0.20
4 - 9,026 0,613 - 2,82 036%
2 64,360 63,950 61, 030 63,410
3 122,500 122, %00 116, 8§00 121,750 125,800 425,000
¢ 164,700 167.600 153,650 161,200
5 | 180,300 185,300 166,800 175,300 264,600 186,600 185,000
29 -0,265 5950 -8, 600 -6,390
22 58,950 61, 065 57,000 58,610
23 | 120,650 123,600 113, 400 116,500
25 | 180,250 183,500 178,400 182,900
25 430,300 4as,600 410,400 b1k, 400 474,600 384,500 338,000

(x) Bleful analilice oftinule de N.5. kurdin (URSS), 1959 [2]
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Jab. 1v-12 Rezullate obtinute pentw sdgefile w (
Exemp. Nk _ Incarcare &swﬁdﬁwnﬁuha ,

3 Reputtatele | Solutiite

® |MELEFIN1 | MELEFIN2| TECHIVA1 | TECHIVA2 | TECHIVA3 |oftinute de |offinutede
< As £,12] | Favne . 2]
3 | 9,56 9,55 8,39 9,96 9,63 8,93 9,73

8 8 32 8,12 8,02 853 7,88 852 8,60
13 | 678 6,58 6.82 6,92 6,26 7.20 7,06
18 3,99 3,96 4,10 4,09 3,68 b 26 4,13
23 0,00 0,50 9,00 0,00 0,00 0,00 0,00

2 6,80 677 6,96 7,08 6,86 6,40 6 66

7 5,90 515 571 6,07 5,62 6,10 6,10
12 L g5 466 4,88 4,95 b k8 5,30 5,07
1% 2,8% Th 2,94 2,9% 2,64 3,20 2,93
21 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tab 1V-13 Rezultate obtinute pentriu momentele Mx
Exenzp N4

K ' Reiullatel | Reauttatel

S | MELEFINT| MELEFING TECHIVAT| TECHIVAZ | TECHIVA3 |obfinule de |0t mute de
< Alsc E.,[2] | Fave . 12]
3 100,50 100,50 94,40 185,700 156,000

8 110,90 106,01 107 44 135, Joo 148,goo 110,00 107, 00
13 129,40 119,90 124,98 149, 10 159, 500 131, 00 | 120,00
18 | fosk2 87,91 97,50 | 122,90 125200 | 106, 00 104, 00
23 317 123,00 72,56 26,20 62,400 80,00 7% 00

* %fbjuﬂ o{{inu{c nun dezvoltarea seric

K Fhumann, Bul. Swusse Romande, 1955, 7o 11

2eliarqle de Favre H.
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Tob IV-14

Rezultate obfinute pentw sdgefile w(cm)

Exem N°5 - 5 =10t - V=00

TECHIVA S

Rincle | TECHIVA1T| TECHIVAZ| MELEFINT| MELEFINZ | MELEFIN3 o |vas
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00| 0,00
8 1,26 1,26 1,23 1,22 1,23 0,90 | 1,1%F
15 2,10 2,10 2,07 2,06 2,0% 1,45 | 1,88
22 2,62 2,62 2,59 2,59 2,59 1,76 | 2,28
29 2,89 2,89 2,8% 2,88 2,8% 1,91 | 24%
36 2,98 2,98 2,96 2,9% 2,95 195 | 2,53
31 21% 2,17 2,13 2,09 2,12 165 | 2,14
32 2,41 2,41 238 2,36 2,38 1,71 | 2,22
33 2,64 2,64 2,61 2,60 2,60 1,79 | 2,32
Iy 2,82 2,82 2,79 2,80 2,79 .87 | 2,43
35 2,94 2,9% 2,91 2,92 2,91 1.9 | 2,50
36 2,98 2,98 2,9¢ 297 2,95 175T 2,53
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Jab. IV-15

Rezultate ob,/inuz(e Pen/ru momentele Mx (¢)

Exemp. N25 - R = 10¢ - V=0,00

MELEFIN2

Auncle | MELEFINT MELEFIN3 | TECHIVAT | TECHIVA2 | TECHIVA3
1 - 1,94 - 14,80 -1,9% -33,16 -33,16 -3k, 06
2 23,45 25,02 23,45 28,73 28,73. 39,91
3 3057 - 31,56 30,56 3424 3424 48,45
4 35,25 35,76 35,24 37,98 37,98 56,12
5 37,77 38,23 37 #* 40,18 bo,18 60,30
6 3863 39,03 38,63 40,90 40,90 61,66

31 0, :75 2,12 0,05 3,54 3,54 -18,22
32 430 4,28 4 30 3,61 3,1 - 10, 10
33 913 9,89 914 8,46 8,46 -0,8%
34 13,38 14,36 13,39 12,%% 12,77 9, 4
35 16,25 17,30 16,26 15,63 15,6% 15,22
36 17,25 18,32 17,26 16,68 16,66 1% 10
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Jab. IV- 16 ReZUchi{e ofﬁnuz’e '/zen{yu.; sagelile W (cm )
Exemp. N°5 - Po=fot - V=02

38 Rezultatele| Rezutialls

§ TECHI VA1 TECHIVA2 | TECHIVA3 | MELEFIN1| MELEFIN2 o{i{imz‘ede obtirute de
N Afsc £, [2] BI@Q{ Yo 27
4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

8 1,23 122 113 118 1,17 1,17 1,16
15 2,05 1,99 1,81 1,95 1,93 1.9% 1,91
22 2,55 245 2,20 2,40 2,39 2,44 2,35
29 2,82 268 238 2,63 2,63 270 2,58
36 2,90 275 2,44 2,70 2,70 Z,83 2,68
31 2,12 218 2,06 2,13 2,07 202 2,10
32 2,35 2,33 213 2,28 2,2% 2,29 2,2%
33 2,5} 248 2,24 244 2,42 257 2,42
34 2,72 2,62 2,3% 2,5% 2, 5% 2,67 2,56
35 2,86 2N 2,41 2,67 2,6F 2,78 2,66
36 2,90 275 2,44 2,70 2,70 2,83 2,68
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Tab. IV-17  Rezultate obfinute pentus momentele My (£)

Exemp. N25 - P =10¢t - V=02

Puncte |TECHIVAT | TECHIVA2 | TECHIVAS | MELEFINT | MELEFINZ
1 -33,15 -31,40 -33,99 -3,00 -25,72
2 281 32,89 39,83 22,18 23,93
3 C3h22 40,10 48,32 30,1% 30,74
4 37.9% 4y 23 55,96 35,33 35,41
5 40,16 46,50 60,10 Je, 15 38,16
6 40,88 47,16 61,47 39,06 39,06
31 - 354 0,95 - 18,17 0,08 -2,31
32 J 6o 2,85 - 10,04 463 4,80
33 845 595 1,15 943 10,56
3y 12,76 10,25 9,67 13,54 14,96
35 15,55 13,25 15,13 16,2% 17,81
36 16,66 14,32 17,01 17,23 18,80
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Tob. 1V-18 Rezultote ob}‘inu{e [.»enﬁu; sdgefile w(cm)
Exemp. Ne6 - p=10t/ps - V=015
§ MELEFIN1 MELEFIN2 TECHIVA 1 TECHIVA 2
<
3 0,00 0,00 0,00 0,00
8 343 3,52 3,02 3,43
13 995 10, 03 875 9,98
18 1425 14,66 12,50 14,24
23 13,95 14, %% 12,27 13,98
28 & To 8,95 7,63 8,69
33 0,00 0,00 0,00 0,00
M Pezu/{a{e objinuz’e p{ . momentele My (+)
Exemp. N26 - p= 101/m2 -V = 0,75
-s . .
§ | MELEFINT MELEFIN 2 TECHIVA? TECHIVA 2
Q_
3 - 43,22 - 4313 - 4332 - 43,84
8 - 18,58 - 15,10 - 1k 4 - 15,53
13 14,04 14, 49 13,91 13,54
18 22,83 22,82 23,06 23.75 l‘
23 25,06 25,38 25,42 2647 |
1
28 17,49 13,69 7,72 17,60 l
33 0,02 0,0% 0,00 0,09 }3
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Exemplul este prezemtat cu scopul conPprolarii aplicatiei
programelor la placile cu goluri.

Rezultatele obtinute cu progracele mentionate sint com=-
parate intre ele, in tabelele IV-18 gi diagrarele din fig.4.19.

4.7+ Concluzii asupra rezultatelor obtinute.

Din cele sase exemple mai sus mentionale, se obgservia ci
formulele de catcul, matricile elementare si progracele de cal-
cul sint bine determinate.

Calculele de verificare au dat rezultate bune atit pentru
deplasdri cit gi pentru eforturi, obtinindu-se rezultate bune
atit calitativ cit gi cantitativ.

Din rezultatele obtinute pentru cele cinci tipuri de pli-
ci studiate, se desprind urmatoarele concluzii :

l. Pentru pliacile simplu rezemate in colturi (exemplul 1
gi exemplul 5), rezultatele obtinute pentru deplasiri sint mult
mai bune decit cele obtinute pentru eforturi. In colturile plicii,
valorile eforturilor obtinute nu sint in concordantd cu situatia
reald de rezemare (vezi fige.4.16 si 4.17).

2. Pentru placa cu grosimea variabila, rezultatele ob%i-
nute pentru eforturi pot fi lmbunidtitite daci se folosegte o retea
mai deasd de elemente finite, plecind de la ipoteza cd in domeniul
fiec8rui element finit se considerd o valoare constafkti atit pen-
tru grosime cit gi pentru incarcare.

3. Pentru alte plédci studiate, valorile obtinute cu ajuto=
rul programelor MELEFIN L, 2 gi TECHIVA 1, 2, sint bune pentru
deplasiri si eforturi, iar cele obtinute cu TECHIVA 3 nu cint bune
decit luind coeficientul Poisson egal cu 1/3 gi pentru grosicea
pPrea mica a placii.

4, In cazul valorilor nule pentru coeiicientul Foisson,
programele TECHIVA 1, 2 gi LELEFIN 1, dau rezultate focarte apro-
piate intre ele.

5. In punctele situate de-alungul marginilor libere, va-
lorile obtinute pentru eforturi cu LELEFIN 1, 2, sint mal apro=-
piate de realitate decit cele obtinute cu TECHIVA 1, 2. Aceusta
aratd cd condit{iile de margine influenteazd mai mult rezultitele
de calcul in teoria echivalentelor decit in metoda ele-entelor
finite,
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6. Rezultatele obtinute cu programele mentionate (exzclu-
sib TECHIVA 3), in majoritatea cazurilor, sint apropiate de cele
obtinute de alti autori pe cale teoreticid sau experimentala.

Rezultatele obtinute In urma calculului celor gase exemple,
degi putine la numidr, ne permit si tragem concluzia posibilitatii
aplicidrii, cu rezultate bune, a teoriilor prezentate gi a progra-
melor de cadcul elaborate, gi la alte tipuri de placi elastice
izotrope, care se folosesc in practiei.
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CAPITOLUL V.

APLICATII LA CALCULUL PLACILOR kLAS1ICE ORTOTLOPE

51l Introducers.

Progrecele tehnice remarcabile realizate In ultimele de-
cenii in domeniul constructiilor s-au datorat mai multor cauze :
cunoagterea mai aprofundata a caracteristicilor materialelor, fa-
bricarea unor noi materiale cu proprietadti fizico-mecanice supe-
rioare, perfectionarea coancepfiilor de proiectare gi progresul
metodelor de calcul, perfectionarea metodelor de executie si
montaj, etce.

In privinta perfection@rii conceptiilor de proiectare si
a metodelor de calcul se mentioneazi :

- folosirea structurilor multiplu static nedeterainate;

- luarea 1n considerare a comportarii spatiale a structu-

rilor complexe;

- aplicarea principiului cumuldrii functiunilor;

- utilizarea sectiunilor cu nervuri dese sau casetate,
avanta, oase din punct de vedere al repartitiei trans-
versale a sarcinilor.

Placile ortotrope, alcatuite din table gi nervuri de ri-
gidizare pe una sau doud diractii ortogonale, irbind in mod avam-
tajos lucru de placid al tabei gi cel de grinda al nervurilor, per-
mitind obtinerea unei mari rigiditati la incovoiere gi la torsiu-
ne cu un consum de material minime.

metodele de calcul sint extrem de complexe gi in teoria
pldcilor ortotrope se pot distinge mai multe etape atit din punct
de vedere cronologic cit i al ipotezelor de bazd.

Cea mai larg aplicatd metodd pentru calculul placilor cu
nervuri ds rigidizare constd in netezirea structurii, adicd in
distribuirea nervurilor pe suprafata pldcii, astfel incit ansam-
blul sd devina un mediu continuu ortotrope.

De aceea, se consideri o placd ortotropa ca un continuuw
elastic avind comportidrile fizico-mecanice sau geometrice varia-
bile dupd doud directii ortogonale. Vor putea utiliza metoda ele-
mentelor finite pentru analiza acestei catezorii de pléci.

In categoria plicilor intrad mai multe tipuri de structuri

si anume :
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ae Olici cu ortotropie de material.

- Pliéci din placaj.
- Pldci din beton armat avind armarea pe doud directii
ortogonale.

be Placi cu ortotropie geometrici.

= Plici ondulatee.
- Pldci cu nervuri de rigidizare simetrici sau nesime=-
trica.
- Plici celulare tip fagure.
- ketele de grinzi iIn casete.
Toate aceste tipuri mai sus mentionate de plici ortotrope

pot fi studiate cu ajutorul aceleiagi ecuatii fundamentale a teo=-
riei placii subtiri elastice ortotrope /64/.

o 2% 2% (541)
Kx Pyraly Z(Ky + ZKx#)axzayz +Ky e = pxyg)
unde : Kx - rigiditatea la incovoiere a pliacii ortotrope 1In di-
rectia x;
Ky - rigiditatea la incovoiere a plicii ortotrope in di=-
rectia y;

K, - rigiditatea la incovoiere datorita deformatiei trans-
versale a placili ortotrope;
K__ = rigiditatea la torsiune a pliacii ortotrope.
Aceste caracteristici de rigiditate, in general, se deter-
mind pentru unitatea de lunsime a sectiunii prin placid, norcald
pe axa respectiva. ile au expresii diferite pentru fiecare tip

de plasa considerati.

In acest capitol folosind programele wiLEFIN 3, bLeELEFIL 4,
'ECHIVA 4 gi TECHIVA 5 se analizeazd citeva tipuri de plici orto-
trope din cele sus mentionate.

5.2 Utilizarea progranelor de calcul elaborate in

calculul plicilor ortotrope.

Pentru utilizarea programelor suc menf{ionate la calculul
diferitelor tipuri de placi ortotrope, la Inceput, trebule ci se
determine caracteristicile de rigiditate K1 ale matricilor de ri-
giditete [K] gi matricea de transformare [BD]pentru elementul fi-

nit.
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Caracteristicile K
ortotropiei.

3 gi K5 sint egals cu zero datorita

De aceea, in cele ce urmeazd, se vor determina numai patru
dintre cele gase caracteristici pentru fiecare tip de plici con=
siderate.

5¢2¢le Placid din beton armat.

Caracteristicile de rigiditate ale elementului finit pe
placa din beton armat avind armare pe doud cirectii ortogonalse,
sint determinate de formulele propuse de Huber LisTe /45/ :

E
K, = Kx = iz [be-f'fn-UIqx]
1 -

Ey

v o= Ky = 1_))2[Ibg+(”")1a;]

K, = K, = Y[k Ky

Kg = 2Ky = (1-9) ) K K,

(5.2)

unde : I, - momentul de inerfie al betonului din placd luat in
raport cu axa neutrid a sectiunii xz = const.;
I__ - momentul de inertie al armdturii luat in raport cu
axa neutrad a sectiunii x = const.;
giI - momentele de inertie ale betonului gi respectiv ale
armaturii luate 1In raport cu axa neutrd a sectiunii
y = const.;
b - modulul de elasticitate al betonului;
Ea - modulul de elasticitate al otelului;
- coeficientul de echivalentd n = Ea/Eb;
Y = coeficientul luil Poisson.

5e2+42¢ Placa Intiriti prin nervuri echidistante dupa
una din directii. (fige.5.1).

Pentru placa intdritd simetric in raport cu planul sau
median agsa cum se aratd in fig.5.1, caracteristicile de rigidi-
tate sint determinate prin formulele propuse de Lehnitzki /50/ :

ER’

K, = Kz =
12(1-v?)
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ER3
K; =K, -
12 (1- ¥Y2%)
th3
12(1-v%)
ER’
K = 2K,._, =
6 ¥ oa201+V)

(5.3)

unde ¢ K = modulul de elasticitate al materialului plicii;

E' = modulul de elasticitate al materialului nervurilor;
I - momentul de inertie al unei nervuri luat in raport

cu axa neutra a secgiunii plicii;

a; ~ distanta dintre douid nervuri;

h « grosimea placii;
Y = coeficientul lui Poisson.

=AY | +
H
i ; |
A Y | jl
H |- )
| !
3 TJ j“
|I Qy al i
a
l’ ‘
|
Fig. 5.1
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5¢2¢30

Pentru

115

Placa intdritd cu doud giruri ortogonale de

nervuri echidistante dup&d fiecare directie.

placa intaritZ cu nervurile de rigidizare asezate

simetric in raport cu planul s3u median, caracteristicile de ri-

giditate ale elementului finit sint determinate de foramuleles pro-
puse de Lehnitzki /50/ :

ER’ E'L,
f<1 :.’(x; = +
12(1-y2) Q.
Eh? ECZ
K = K’ = -f———i——
4 J 12(1_))2) Gy (5¢4)
P VER®
Ko = B 200
ER’
Kg = 2Ky T 42(13Y)

care : I =

g)

momentul de inertie al unei nervuri in sectiunea
X = const.;
momentul de inertie al unei nervuri in sectiunea
y = const.;
distanta dintre axele celor doud nervuri paralele

cu distanta x;

y =
De2.4.

distanta dintre axele celor doud nervuri paralele
cu directia y;

modulul de elasticitate al caterialului placii;
modulul ce elasticitate al nervurilor;

grorsimea placii;

coeficientul lui Poissone.

Placa intdriti de un 3ir de nervuri echidistante

agezate pe o Bingurd fatd & placii.

In acest cas, caracteristicile de rigiditate ale elemen-
tului finit sint determinate de formulele propuse de Lehnitzki

/50/ «

Ea b’

12(a, -4 +ot)
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K4_ = Ky = T’

K& = Kv = o (505)
K

K6 = ZKX# = KP + 2:

unde : I momentul de inertie al sectiunii de formi T avind
létimea 843
ay distanta dintre axele celor doud nervuri;
Hgit dimensiunile sectiunii transversale ale unei nervuri;
h grosimea pliacii;
X h/H;
Kp rigiditatea la torsiune a plidcii firi nervuri;
KN rigiditatea la torsiune < unei nervuri;
E modulul de elasticitate al materialului.
' «
| J | —
) I 1 ! ;3:
, J_ ' | |
| x| | .
r_zrt a, htTt Q, fﬁi
T T
' |
, {
T ] o |
: : | : : t ’
| | | ' \ { l
| ) | ) ' ! !
| | ' I i
: : Do v /.'
' o Lo
T . S
: : I { ! I
1 [ ! ) ! i :
o o ;o .
o y ) !
) : ) ! : ! ]
Vo . _;_____ o B
f/’q.52
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5¢2¢5. Placa intdritd cu doua giruri de nervuri echidis-

tante agezate pe o singura fatd a placii.

Tipul general de placd este prezentat in fig.5.3.

.I/.f\\\\
74 N
7 s
/'// /‘
7z v
DN Y e
\i\‘ \ || b
. 133 Y
l \,/
~| ¥
12 N ~ %
‘g “4 Fig.5.3

Caracteristicile de rigiditate ale elementului finit sint
determinate de formulele propuse de Soare . /80/, dar pentru a
corespunde matricei rigiditatilor elementului finit introduse iIn
programele de calcul elaborate, este necesar modificarea caracte-
risticii de torsiune K6 :

EI,
K, = Ks = b
I
K, = Ky :_E_i__
b
¢
)
K, = Ky = ))(Ko"'KOeze#)
(546)
Kg = 2Kzy = VK6§+ K:y
in care :
ER?
Koz ——— rigiditatea la incovoiere a plucii  (5.7)
12(1-v2)
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,  Eh
Ko = — rigiditatea axiali a plicii (5.8)
17-V?
K,
P K°l] 2K (5.10)
K6y :(1~V)[Ko'fey(’ex"’j)2 * Ny ¢
3
G’ Axn rigiditatea la torsiune a nervu-
N 3bx rii paralele cu axa X; (5.11)
Gt . A
ny_ - N rigiditatea la torsiune a nervu-
3by rii paralele cu axa y; (5.12)
tx - grosimea nervurii paralele cu axa x;
ty - grosimea nervurii paralele cu axa y;
bx - interaxul nervurilor paralele cu axa Xx;
by - interaxul nervurilor paralele cu axa y;

A - aria sectiunii transversale a nervurii in directia x;

- aria sectiunii transversale a nervurii iIn directia y;

- momentul de inertie al sectiunii nervurii paralele
cu axa X in X = const., luat in raport cu axa cen-
trului de greutate al sectiuniij;

I_ = momentul de inertie al sectiunii nervurii paralele cu
axa y in y = const., luat in raport cu axa centrului
de greutate al sectiunii;

h = grosimea placii;

e_ - cota centrului de greutate al ariei Axn in raport
cu planul median al plicii;

ey - cota centrului de grutate al arieil Ayn in raport cu
planul median al placii;

E = modulul de elasticitate al materialului;

Y = coeficientul lui Poisson.

5.2.6., Reteaua ortogonald de grinzi dese (Pize5e4)

Un astfel de sisterm constd din douid giruri de grirnzl age-
zate la distante egale intre ele dupd fiecare directie (x yi y)
g1 lecgate rigid in punctele lor de intersectie.

Daca distanta 4, g1 by intre grinzi sint mici, in compara-
tie cu dimensiunile plicii, caracteristicile de rigiditate se pot
determina prin foramule propuse de So Timoshenko /89/.
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B

K, = K. = —_
1 x b.’
B
K:K: Z
4 4 a,

(5.13)

iar, Ko poate fi exprimat in functie de rigidititile la torsiune

C1 gi 02 ale grinzilor paralele cu axele x gi respectiv ye.
Pentru aceasta, se considerd rdsucirea unui element, asa

cun se aratd In figs 5.4b gi rezulti urmdtvarele relatii dintre

2
momentele de torsiune si curba de torsiune —>L
3::;3}
My, = =L yx = —2
*d b, 9xy % axa} (5.14)

De aceea, caracterul rigiditatii la torsiune K6 se deter-
min& cu urmitoarea formuld :
1 /cC C
Ke = j (== =) (5.15)
1 o

in formulele mentionate maf sus s-au notat :
Bl - rigiditatea la Incovoicre a fiecArel grinzi paralels

cu axa X;

B2 - rigiditatea la incovoiere a fiecarei grinzi paralele
cu axa y;

a; = distanta intre grinzile paralele cu axa X;

b1 - distanta intre grinzile paralele cu axa y;

C1 - rigiditatea la torsiune a fiecdrei grinzi paralele
cu axa X;

02 - rigiditatea la torsiune a ficdrei grinzi paralele
Cu axa Ye

Caracteristicile Bl’ B2, Cl’ 02 sint determinate cu aju-
torul binecunoscutelor rezistente ale materialelor /22/.

Toate formulele prezentate mail sus se pot utiliza in cal-
culul plangeelor cu retele de grinzi casetate.

Pentru a obtine momentele finale de incovoiere gi de tor-
siune a unei grinzi vom avea incd de multiplicat momentele vala-
bile pentru unitatea de litime de retea cu distanta dintre grinzi,
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Variatia momentelor, de exemplu ux sau mxy’ poate fi ad-
misd parabolicd Intre punctele consecutive, dupi cum se aratad
in fige5e4cCe

a)
fﬁx
|
-« (J‘al
|
| 4
| {
, o |
Y | =
b)
L
— oM
7 0 Mixy
alll R e
pd
aMyx "/)‘/
C)
by
/ﬂ”W’T T’\
: ;
m-1 qﬂ !Tﬂ?1 'g
b, '{ b, !
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5¢2¢7e¢ Tabla ondulati.

Se considerd o tabld ondulati prezentatd In fig.5.5 de
forma :

_ p.. TIx?
z = f/.hn f (5016)

unde : f - amplitudinea maximi a arcului de semiundi;
{ = pasul ondulei.

T~
z
Ll
aC

| !

I | ‘
Y

Fig. 5.5

Caracteristicile de rigiditate ale elementului finit
sint determinate de formulele propuse de E. Seydel /82/

3
K, = Ke = if‘ii%fZEQ
K, = Ky = EI o
K)_ = Ky = O
4 ER’
Ko = 2% vy
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in care : s gi I sint evaluate aproximativ cu urmitoarele formule :
d—-f(1+lf£19
P2 (5.18)
A ;0% )
2 '1+25(i§92 (5419)
unde - grosimea tablei;

h

8 = lungimea arcului de semiundi;
E = modulul de elasticitate;

Y = coeficientul lui Poisson.

53« Exemple de calcul,

Se prezintid cele patru exemple de calcul efectuate cu
ajutorul programelor WELEFIN 3, LELEFIN 4, TECHIVA 4 gi TECHIVA 5,
gi anume :

l. placa de beton armat;

2. placa cu nervuri de rigidizare pe o singurid parte;

3. placa cu reteca de grinzi ortogonale;

4. placa ondulati.

Se efectueazd gi o analiza comparativia a rezultatelor pro-
prii cu cele obtinute de diversi autori pe cale teoretici sau
experimentald.,

5¢3¢le Exemplul de calcul nr.l.

Se calculeazi o placd patratéd cin beton armat siwmplu re-
zematd pe toate laturile gi incircatd cu o fortd concentratid la
centrul plicii P = 25 t.

Dimensiunile plicii gi armiturile sale sint prezentate
in fig.5.6.

Celelalte date de calcul sint :

E, = 190000 daN/cm®.

b
E_ = 241004000 dali/cme .
V = 0.2.
E
n = a Z 11 °
Ey
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Calculul este realizat pe un sfert de placi datoeitd
simetriei placii.

Se presupun, iIn calculul deplasirilor gi eforturilor plicii

trei ipoteze de rigiditate ale sectiunii transversale de beton
armat .

3. K este evaluat de formulele (5.2)

Ret{eaua discretizata este aleasd cu 25 elemente dreptun-
ghiulare diferite.

Exemplul se extrage din lucrarea /72/ 1n care placa este
incercatd cu Incirciri statice.

Rezultatele obtinute sint prezentate in tabelul V-1 gi
diagrama 4din fig.5.7, inclusiv rezultatele experimentale extrase
din /72/.

5¢3+2+ Exemplul de calcul nr.2e.

Se calculeazd un plangeu cu reteaua de grinzi in casete
peste o sald 8 X 12 m, prezentati In fig.5.8.

Plangeul este simplu rezemai pe contur.

Reteaua de grinzi paraleld cu laturile plargeului.

Distantele intre grinzi dupd cele doud directii sint
aceleagl gi egale cu a = 2 m,

Plangeul este incdrcat cu incarciri permanente gi utile
cu q = 0,6 t/mz.

Deci, sarcina concentrati in noduri revine 1la :

Py = 2,00 x 2,00 x 0,6 = 2,4 t.

Dimensiunile sectiunilor grinzilor dupd ambele directii
sint aceleagl gi egale cu 40 x 18 cm.

Calculul este efectuat cu gi fidrd luarea in consideratie
a torsiuaii.

Rezultatele obtinute sint prezentate in tabelul V-2, V-3
si diagramele din fig.5.9 i 5.10 inclusiv rezultatele exirase
din /20/ care sint obtinute prin calcul, neglijind torsiunea.

5e3e3¢ Exemp_ul de calcul nr.3.

Se calculeazd o placid ortotropad cu nervuri de rigidizare
pe o singurd parte la care rigiditidtile la incovoiere dupd cele
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doud directii sint mult diferite. (fig.5.11).
Sectiunile transversale prin plecd necesare stabilirii
tuturor caracteristicilor ue calcul sint date in fig.5.11.
Constantele elastice ale materialului sint :

E = 0,21 x 107 daN/cmz;
V = 0.3
¢ = -

0,6

Se presupune cd placa este incircati de sarcina liniari
constantd p = 100 daN/cm pe linia de mijloc a plicii cu axa xe.

Heteaua discretizati este aleasi cu 24 elemente dreptun=
ghiulare de 145 x 89,5 cm.

Rezultatele obtinute sint prezentate in tabelul Ve4, V=5
gi diagramele din fig.5.12, inclusiv rezultatele comparative
extrase din lucrarea /80/ care se obtin prin dezvoltarea seriilor
trigonometrice cu wu: singur termen.

5¢3+4+ Exemplul de calcul nr.4e.

Se calculeazd o tablad ondulatid simplu rezematd ps douad
laturi scurte (fig.5.13).

Tabla este iIncdrcatd cu sarcina uriform distribuita
q = 0,2 t/ma.

lodulul de elasticitate E = 2 o 10° t/m?.

Coeficientul lui Poisson Y = 0,2,

Forma gi dimensiunile tablei se aratd in fig.5.13.

Reteaua discretizati este aleasa cu 24 elecente patrate
cu laturile de 25 cme

Rezultatele obtinute sint prezent:te In tabelele V-6,
V=7 g1 diagrama din fig.5.18.

5e4. Concluzii asupra rezultatelor obtinute.

Din cele patru exemple se poate trage concluzia cia fore-
mulele de calcul, matricile elementare gi prograrele elaborate
au fost determinate corecte. Calculele efectuate au dat rezultate
bune calitativ gi cantitativ atit pentru deplasdri cit gi pentru

eforturi.
Kezultatele obtinute pe cele patru tipuri de pléci orto-

trope permit ci se tragd urmitoarele concluzii :
1. Programele WELEFIN 3, TECHIVA 4 gi TECHIVA 5 dau re=-
zultate aprosiate intre ele atit pentru deplasuri cit gi pentru

eforturi,
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lab. V-1 Rezullate obfinute pt. sagefile w (mm)

Exemp. N2 1
Re2ultatete
Puncle |MELEFIN3 |TECHIVAS |K=06E1, | K=EI, |expeumentals
* * [ 2]
A2
1 0,00 0,00 0,00 0,00
8 0,03 0,03 0,03 0,02
15 0,24 0.2% 0,24 0,14
22 0,56 0,58 0,59 0,36
29 0,90 092 . 037 0,58
36 1,08 1,10 1,19 | 0% 1,20

% |

3 0,00 0,00 0,00 0,00 ,

|

| 1

32 0,1} 0,18 0,18 0,11 |

n

33 0,4% 0,48 0,50 0,30 1

f 7

34 0, ¥4 0,7 0,81 0,48 |
35 0,97 0,99 1,06 0,63

- ;
36 1,08 1,11 1,19 0,71 1,20 J

bx’ 5
(x) Re2uflatele cafiulule cu l- 3 + n/?“(ﬁ;-x)

(x0) Rerwuflatele offinute in /ﬂumb& care wint alaturns 4 purclele nodale
fruezentate in acest {abel Jefuueentaf -diwect -Dn dia;«ama (fg S })
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Tob. V-2 Rezultate obfinufe pt. momentele Mx (tm)
Exemp. N2 2
MELEFIN 3 MELEFIN 4 TECHIVA 4 Retuliatels
Runcte ., _ dals
faratorsiune| cu borsiune |fard torsiune | cu torsiune | find toesame |cu torsiune e Cregtarc
16 0,000 -0,040 -0,860 - 0300 0,000 -0,60
17 3722 5640 7,060 5,220 7,340 5690
18 10,360 7,400 9,140 6,640 9,790 1430 9730
19 7,722 5,640 7,060 5,220 ‘1,340 5,690
20 0,000 0,000 - 0,860 - 0,300 0,000 - 0,600
14 0,000 -0,020 - 0,960 - 0,600 0,000 -0,500
12 6,856 5,020 6,240 4630 6,500 5,060 |
:
13 9086 6,500 8,020 3,850 8,590 65% | 8640 '
! ‘ n
1 6,856 5,020 6,20 4,630 ] 6,500 ; 5060 ?
' T *
15 0,000 -0,020 - 0.960 - 0,600 0,000 l -0,500
Taf. V-3 Rezultale obfinute pt. momentele My (tm)
Exemp. N22
'MELEFIN3 MELEFIN 4 TECHIVA & Rezufiatel }
Pun({e - -~ . { . . ~ b . {a um .~ . {0‘ - daﬁ ‘i‘ I
fard forsune | cu fotsiune | fird lotsiune | aus Totse A fotsaon [cu fotsiune Gregean P
3 0,000 -0,020 | -1,400 | -1,1%0 0,000 -0900 |
8 3,330 2,538 3090 2358 | 3150 | 2600 |
T —t 7 -
13 3,950 2,823 328 2,419 ‘ 3,70 2,909 :
ﬁ\_ - J[--——--u-w - | - .- - — e - R _4;
18 380 | LMy 1 3280 1 23% J.€¥0 2,816 3650
e S
23 3950 | 2,823 1 30 | 2419 3720 2,909 ;
| e ——— i--—- e . —— - - - - S —
! 28 3,3% 2,538 . 303 ! 2,258 3.150 2,62¢
L 33 0,000 0,000 1500 A % . 0,000 . £.9¢6 ,

(2) Retuflatel oblinute w rugljaua xguitdfu de torsure
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% 3 N
<
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S S <
w 2 w
~N
My (Tm) c-¢C
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Tob. V-4 Rezultate ogfinufe nt. m’g&ﬁle w (cm)

Exemp. N2 3
: : . Rezultatele da
puncle | MELEFIN3 | MELEFING | TECHWAS | 0“7
3 0,00 0,00 0,00 0,00
8 0,55 0,53 0,55 0,43
13 0,9% 0,91 0,94 0% ﬁ
18 1,0 1,04 | 1,08 0,84 ;
23 0,94 oH 0,94 ot :
28 0,55 0,53 0,55 0,43 ,
33 0.00 0,00 0,00 0,00 |

Tab. V-5 Rezultate ogﬁnufe 'pi. momentele My (daN )

Exemp. N3
S
puncte | MELEFINS | MELEFIN4 | TECHIAS i‘?’:’i‘-’t’: o
3 413 789 I 879 coo
8 19145 18330 E 20032 16103 l
13 27695 27115 ' 28700 | 22303 '
S S S —— ¥
18 30630 31090 ’ 31460 L 24151 |
23 27695 23115 28700 T e _’
28 19445 18330 20032 ﬁi 16103 |
33 13 N 339 4; —_z.rﬁ | .._;00 ___J
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Tab. V-6  Rezulate obtinuie E{ sdgetile W (cm)
(Exemp. N24 )
puncle | MELEFIN3 | MELEFIN4 | TECHiVA%
3 0,00 0,00 0,00
8 0,83 0,81 0,83
13 1,43 1,39 1,42
18 1,64 1,60 1,64
23 1,43 1,39 1.42
28 0,83 0,81 0,83
33 0,00 0,00 0,00

Tab. V-¥# Rezu]fa{e ob{inuie ,p{.momenlele @f (T)

(_Exemp. NS &)

| [ N
puncte MELEFIN 3 MELEFIN & [ TECHIVA & i
3 0,000 - 0,002 (T 0,000 i
8 0,031 c.031 | 0,031 !
— e ———— ———— — - — - -ar—— - — —
13 0,050 0,049 | 0050 '
L_—“'“—‘T’—’ — e e -_.:_ —
18 0,056 0,055 ; 6056 "
- I T

0,050 0,049 . 0,050
23 - + ]

28 0,031 0,031 ; 0,031
33 0,000 - 0,002 | 0,000 ;
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2. NELEFIN 3 gi TECHIVA 4 dau cele mai bune rezultate
in cazul placilor ortotrope avind caracteristica de rigiditate
D, = 0.

3. Exemplul nr.2 arata cid neglijarea rigidititii la tor-
siune, in cazul retelelor de grinzi ortozonale legate rigid in
noduri, aduce erori considerabile 1n rezultatele de calcul.

4. Diferehtele dintre rezultatele obtinute pentru exem=-
plul nr.3 gi cele extrase din /80/ prezentate in tabelele V=4
gi V-5, se pot datora urmatoarelor cauze :

- efectudrii calculelor de cidtre /80/ cu luarea in conside-
rare a unui singur termen in dezvoltarea seriilor tri-
gonometrice ;

- considerdrii in studiile proprii a rigiditatii 1la tor-
slune egalid dupd cele doud directiis-

Valorile obtinute pentru eforturi gi deplasari prin pro-
gramele propusse, apropiate de va}orile obtinute de alti autori,
pe cale teoreticd sau experimentald, ne permit sid tragem conclu-
zla cd metodele de calcul prezentate i programele elaborate pot
f1i extinse cu rezultate bune gi asupra altor tipuri de placi
elastice avind ortotrcpie geometricid sau de material, care se
folosesc in practicé.
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CA2.TOLUL VI.

CONCLUZTITI

Rezultatele obtinute din studiile gi calculele din pre-
cedentele capitole, ne permit si tragem urmdtoarele concluzii :

l. Folosirea metodei elementelor finite gi a teorisi echi-
valentelor in analiza pldcilor elastice ne ajuti si evitim res-
tringerile din punct de vedere matematic, a rezolvirii ecuatiilor
fundamentale ale placilor izotrope (l.l) si ortotrope (5.1) cu
orice conditii de margine.

Faza cea mai importantd gl dificild a analizei este cea
a evaludrii caracteristicilor de rigiditate ale elementului finit
(sau model de calcul). Desi aceasti fazi este efectuatd In mod siste
matizat gi automatizat cu ajutorul formulelor precedente gi a pro=-
gramelor la calculatoare electronice.

Cind aceste caracteristici sint determinate, analiza plé-
cii urmeazZ procedeul familiar al metodelor matriceale utilizate
in mecanoca constructiilor, pentru aceasta, in general, programe
de calculator sint disponibile.

2¢ In urma folosirii metodei deplasidrilor pentru determi-
narea matricelor de rigiditate a elementului, adica necunoscutele
problemei considerate sint deplasarile nodurilor, rezultatele ob-
tinute de deplasdri sint mai bune decit cele de eforturi cores-
punzatoare.

Conditiile de margine influen{egzd mai mult eforturile
decit deplasidrile pliécilor studiatee.

3. Prin comparatia rezultatelor programelor LELEFIN 1 gi
MELEFIN 2 s-ar pirea ci discontinuitatea rotirii normale pe laturi
nu afecteazd deloc elementul dreptunghiular, pe cind Cloug /26b),
a ardtat cd pentru elementul triunghiular este o sursd de erori,

4. Toate formulele de calcul au fost determinate in ab=-
senta fortelor aplicate in interiorul elementului finit, validi-
tatea lor nu este asiguratd decit pentru placa supusd fortelor
concentrate in nodurile retelei discretizate.

In scopul de a limita aceste erori comise, in cazul in-
circidrii distribuite, se pot determina foriele nodale echivalente,
aplicate la noduri, cu ajutorul principiului lucrului mecanic vir-
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tual, prezentat in formula (2.5).

S5e

Precizia metodei elementelor finite este influentati

de urmZtorii parametrii, care sint inregistrati in ordinea im-

portantei
8e
be
Ce

d.
€e

metodele de deplasdri alese pentru elementul finit;
numdrul de elemente;

tehnica de reprezentare a Incidrcirilor aplicate struc-
turii;

conditiile de margine ale problemelor speciale;
programele de calcul.

Exemplul urmator arata influenta numdrului de elemente,
la precizia rezultatelor de calcul :

Se
ralele gi

calculeazd o placad simplu rezemati pe douid laturi pa-
incarcata pe celelalte doud de o sarcini uniform dis-

tribuitd p = 1 (fig.6.1).

Placa este calculatid pe rind cu retele discretizate 2 x 2,

3x3,4x4, 5 x5
Rezult,tele deplacsdrilor maxime sint urmdtoarele :

Rezultatzl exact QJmax = 0,3355
1
eroroare {
Retea de E.F Whnax %o :
J]
!
2 x 2 0,35122% 4,69
3 x 3 0, 342654 2,15
L x 4 0,339%26 1,26
5 x5 0,33#776 0,68
|
— |
2.0
‘lllllllll_l_'lllllllllljllIII —
3 R , Y = 0,3
E E |
: < ! ;ZL
¢ x . = 1
X S
g 3 Q E£-1
3 N
Z ?
3 :
: 4 mg 61

Y TYTYTIYTIT I YT T T I TTIITTYY S
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h. Precizia teoriei echivalentelar este influentatd de
aceiagi parametrii sus aminti{i, dar in care ordinul importan-
tei este modificat datoritéd urmdtoarelor cauze :

a. In general, modelele de deplasiri ale elementelor de
bazd sint binecunoscute gi destul de exacte.

be Conditiile de margine ale plicii, influenteazd mult
rezultatele ob{inute in teoria echivalentelor, in timp ce, acea=-
stad influentd este zai micd In metoda elementelor finite.

De exemplu, modelul de grinzi ortogonale este potrivit anadi

1ize¢i placilor incastrate pe contur, pe cind in cel al plicii sim-
plu rezemaie pe colturi rezultatsle sint wai putin exacte.

Eroarea rezultatelor este mal mare la placile cu laturi
sau colfuri libere.

Ce In afara de parasmetri de influentad mentionati, coefi-
cientul Poisson este gi el o sursid de erori a rezultatelor teo-
riei echivalentelor.

De exemplu, programele TECHIVA 1, TECHIVA 2 dau rezultate
bune cu Y = 0,0 ~ 0,15, pe cind TECHIVA 3 numai cu Y = 1/3.

Dacd Y = 0, rezultatele ob%yinute de LELEFIN 1, LELKFIN 2,
TECHIVA 1 si TECHIVA 2,8int foarte apropiate intre ele.

7. Se poate propune modul coretativ pentru cazurile pléa-
cllor avind coeficientul Poisson diferit de zero : la inceput,
se calculeazd cu Y = O gi dupé aceea, se apiici o corecfie :

o]

MY - M +VM;

6ol
MY = MJ + VMg (oe1)
y - ¢

unde : m; gsi M; - sint momentele incovoietoare dupid directiile
| x §1 y corespunzidtoare coeficientului Poiseon
diferit de zero;
Mx giMy - corespunzitcare coeficientului Poisson egel cu

Zero;
Y - coeficientul roiscon.

8. Se pare cid, utilizarea teoriei echivalentelor pentru
analiza pldcilor este preferatd de inginerii constructori gi

proiectanti datoriti urmdtoarelor cauze :
a. folosirea sistemelor de grinzi ortogonacle este cai obig-

nuitd pentru ingineri i prolectantyi;
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ceterminarea caracteristicilor de calcul pentru retea-
ua de bare este mai simpld cu ajutorul metodelor sta-
ticii constructiilor; legile deformatiilor barelor
este binecunoscutd gi determinati exact;

analiza retelei ortogonale este potrivitd cu plicile
de beton armat in care, in general; se pun armituri
pe doud directii ortogonale ;

analiza retelei de bare utilizeazi aceeasgi matrice de
rigiditate unitara ca cea folositiZ pentru structura
in cadre. Acest fapt este foarte util pentru analiza
structurii mixte.

vatoritd folosirii modelului deplasirii pure, rezul-

tatele obtinute de eforturi nu satisfac conditia de echilibru de
margine a elementelor finite. Pentru imburdtdtirea rezultatelor
de calcul se pot folosi urmatoarele masuri :

cregterea numdrului de elemente finite atit cit este
admis de capacitatea programului elaborat (vezi gra-
ficele din fige2.5);

folosirea retelei discretizate neregulate, care sint
mai dese 1n jurul fortelor concentrate $i al golurilor
sau al rezemirilor;

se Inlocuiegte determinarea eforturilor unitare in no-
duri cu cea in centrul elexentului finit.

10, Rezultatele obyinute de programele elaborate atit pen=-
tru metoda elementelor finite cit i pentru teoria echivalentelor,
in general, sint apropiate intre ele, gi cu rezultatele obtinute
de alti autori, pe cale teoreticd sau experimentald. Acest fapt

ne permite
formulele,

sd tragem concluzia ci metodele de calcul precum gi
matricele gi prograzele de calcul prezentate ir lucrarea

de fatd, pot £i extinse cu rezultate tune gi asupra altor tipuri
de pldci elastice 1zotrope gi ortotrope care se folosesc in trace-

tica.
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