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INTRODUCERTE

Din 1867, cind laxwell a introdus notiunea de " paramstrii
masinilor electrice ™ ,atit notiunea cit si modul de calcul s-au
imbogﬁyit reciproc si progresiv , ajunzind azi problema -esecnyiald
a cercetirii lejatd ce majinile electrica, de comportamentul lov
fn diverse regimuri de functionare si de prolectarea dimensiunilov
lor geometrice astfel fncit masinile construite s prezinte curuc-
teristicile dorite.

Evolugia modului de pungre $i rezolvare a problenoi para-
metrilor maginilor electrice a urmirit In gsneral evoluf{ia uneltei
matematice.

Calculul inductivitdfilor de dispersie $i a rezistentel In
curent alternativ a concuctoarelor depuse iIn crestituri practicate
fntr-un mediu feromasnetic s2 poate face satisficator [B18) [B26)],
[B27]dacd se conczideri mediul feromagnmstic 1liniar si un model sim-
plificat al configuratiel reale.

Prezenta lucrare se concentreazad asupra calculului parumopri-
lor musinii asincrone in cona alunvcdrilor mari, tinind cont deo
nelinsaritatea miezului §ji geometriz rcald a° maginii. '

Pontru definirca unai inductivitati L ge utilizeazd fn ;o=
neral doud veriants ale uneia -1 aceleiagi realitdti,cunoagterea
cimpuluvi magnetic produs de o excitatie oarecars Intr-o conrigura-
tie data : P

L-z (1)
L 2)see ' (2)
in care : z :
¥ - {nldntuirsa masneticé procusa de curentul i,
SfHaB - energia magneticd a cimpului produs de i,

Gisirea inlénguirii 4’sau a enar;iel magnetice cuwoscind cu-
rontul i presupuna rezolvarga unei problgme ce cimp in genoval
tridimonsionald 5i nolinecari,adicd intesrarca agcuayici de tip

..
VA== (3)

ieutru cazul fncare se naglijcuui curcafii turbionari indugi i

Poisson :

cureafki de deplasare ,sau a ecuapisi 3
F 3y ry I3
Vh=-pk +pege A) (4 )
nautru cazul fp cars sa yine cont de curentii  turbionari induyl.
In relajiile (3 ) si ( &4 ). s-au utilizat notayiile wuzuale :
FVBL\:;'} .13101 18
"!4-‘11',';‘Hll
quyied INLNLILSNI
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A -~ potentialul masnetic vector.

J,- densitatea curontului da conauatio

p - perueabilitutsa magnatic3d locald a materialului,

0 - cohuuctibilitutoa cloctricd loculd a matorialului.

Scuapiile (3) si (4) trebuicsc integrate cunoscind condi-
tiile pe frontiera domeniului D de existsntd a cimpului.Numai
astfel solutia A(x,y,z) estc uvnicé.

Obtinind soluyia A(x,y,2) se pot calcula toate mirimile
cuructoristice cimpului magnetic ,total,deci incuctivitatea to-
tald L, dubl de (1 ) sau ( 2).

Indiferent Iins&d do modul de rezolvara a problomel pusd prin
gouayiile (3) sau (4) ,adicd apnalitic sau numeric,solufia glo-
bald A(x,¥,2) nu permite punerea in evident{a a componeatelor
cimpului total , respectiv cimpul principal gi cimpul de dis-
porsie. Dg aceea se va oduta soluyla ecuayillar (3) si (4) pen-
tru un recim de functionare In ocare pot fi puse In evidentd
componentele corite.

In cap.2 se precizeazd regiunile de functionare convenabi-
le deteruindrii parametrilor ,formularsa problemeil de cimp,dome-
niul de existentd a cimpulul s$i conditiile pe frontisra subdome-
niulvi vupus anulizei.

Deoaraco probloma formulutd In cap.2. nu se poato rezolva
unalitic, in cap.3-,4,5, se expun detaliile lezate de rezolva-
rea pumeric? prin metoda elementelor finite s$i a diferentelor
finits.

In cazul regimurilor.de functlonare cu solenayii egals
in stator si rotor, facind anumi e simplificéri apare posibilita-
tea utilizaril transformdrii conforme pe lingé me todele numerice
expuse anterior. In cap.6 se prezinti utilizarea transiormdrii,
conorme intr—o manierd originald perntru rezolvarea aproximativad
a unei probleme de cimp In mediu nelinear, cesa ce demonstreazi
cd metode " depagite " pot cunmoasgte ' tinereti " succesive.

In cap.? se prezintd modul de prelucrare a rezultatelor ob-—
inuto prin metodele nuuerice pentru culculul parmeantelor de dis=-
porsie 3i a cuplului dezvoltat .

Pe baza permeantelor de dispersie alg cresqéturilor indivi- °

duale ss poate calcula reactanta de dispsrsie pe fazd tinind cont
de pozitia rotorulul fayd de stator.Cap.8. se ocup de aceastd in-
sumare ¢ind se yine seama de varia{la permeanyelor individuale
fintre doud limite condiyionate de doud situvayii 1limitd :doud ores-
téturi fayi-o fatld gi orestfturd In fata unui dinte.
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/]
F&rd a rdpi sensul capitolului 9 se poate afirma ci cerceta-

v

rea fi3cutd permite $i abordarea unor probleme relegate de maginile
electrice. Fenomenele ce se pot descrie cu o ecuufie difereniinld
de tip Poisson pot fi tratate cu ajutorul programelor elaborate
pentru mctoda elemenlelor tinite ficind ajustiri de importun(X mi-
nord, Folosind prosrumele testate gi functionale In etapa actuali,
e pot concretizu progsrame pentru rezolvarea ecuastiei dituziel, Jdeui
oc poute ataca studiul regimurilor tranzitorii.

De asemenea rezultatele expuse in tratarea practici a siste-
mwelor mari de ecuayii (cap.4.3.4) gi a funciiilor speciale-(cup.6)
pot £i utilc in domenii nu neapsrat adiacente maginilor electrice.

Condigiile in care a fost efectuatd cerceturea se giisesc ex-
puse In nota informativd finzld din cap. 10.

1.2, Contributii aduse in lucrare
Se face pentru prima datd o analiz& numericd a cimpului

magnetic neliniar dintr-o magind asincronsi, In scopul determindrii

corecte a reactunjyelor de digpersie gi totale. au fost creutc mode=
lele corespunzédtoare 3i s-uu def'init regimurile de funcfionure spe-
ciale cec permit sepurures clupulul total In cowponcntele sale.

Au fost puse la punct programe de calcul a cfupului wugnetlic
nelinear dintr-o magind asincron& atit prin wetoda difercnjelor
finite, cift gi prin metoda eleuzentelor finite. Chiar dacad principiu.
general nu constitule un secret, pachetele de programe care rczolva
f'iecare etapd pind la objlnerea rezultatelor numerice sint exclusiv
personale. In afara ucestuil caracter perscnal el programelor existd |
subprograme elabecrute dupsi idei originale pentru rezolvarea uncr
cituagii la care rnu an g&sit sclutia fn literaturé.

- veritficerea topologiei‘discretizdrii cu subprogramul VERNUM,
prccuws 1 regulile de triangularizuare wunuald I§66],
- executarca avansuiul automat al rotorului 31 redefinirea autoumatd
a topologiel discretizuril prin subprogramul LEDIS.

In seriile de pro_rume  sSOrskur 2 91 SOhSELY 3 tratorea ne-
linearitagii mediului feromagnetic s-a fiacut dupd o metodd origiual
obtinfind o buni vitezu de convergentl.

S=a tormulat principiul ce calctl al valoril zedii & reu
£

C=-
tangjel de dispersie pe fazd jininé cont de pozijia rotorului fafd

de stator.
‘ Deyi traunsformurea coul'ormd cu wetoda de culcul a cfupulul

pere dep#igitd, s-a cat atenyic reutilizarii ei dupé& o zmetodi origi-
nuld pentru rezclvareu unel probleme nclineare (cap.6) Tot intr-o
aunierd personalid au fost rezolvate cdova amdnuate legate de utili-

cureu trunsforwlrii conf'orwe {n calculul ciwpurilor:
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- aflarea constantalor de &transtormare prin rezolvarea
numericéd a sictemului de ecuayii ce le definesc [B35]

- calculul cimpului de-a lungul unei curbe oarecare din
planul Z( x,y ) ,pneconfundaid cu frontierele,cind se 43
functia de transformare Z(xy) = £f( t) si solutia
problemei de cimp iIn planul t = r + Js o

Dooarece sistemele de ecuayil rezultate prin aplicarea
metodei elementelor finite sint totdeauna sisteme mari ,s-a fa-
out anuliza (cap.4d4) oportunitdyii utilizdrii metodelor de rezol-:
vare directe si iteracvive. S-a gisit o relayie (4.8 2) care es-
timeazé mai bine decit relayiile datc ae literaturd numdrul de ope-
rayiuni afectate de trunchiere 1fin aplicarea metodel de olimi-
nare Gauss pentru rezolvarea marilor sisteme liniare , avind matricea
coeficientilor de tip bandd. Aceasta permite Jjustificarea utili-
z6ril motodad peutru vivtome avind pind la N=looo eocuafil gi
ldyimi ce bandd cuprinse intre 1/15 %+ 1/20 N.

Avantajul utilizarii uvneil metode directe peatru rezolvarea
sictezului rezultat la fiecars pas al iterayiilor facute In |
raport cu perueabilitatea magneticd m este absenfa pericolului
10 non - conversentd gl oscilayii ule reziduurilor.

Modul practic do roxolvare 4 probloeisi peulru un domeuiu
coraespunzétor la ¢/2 1l consider de asemenea original si valo-
ros. Utilizind fisiere pe disc si rezolvarea dinamicd a gene-
riril matricii coeficienyilor gi elimindrii liniilor, g-a reugit
rezolvarea unai problame care ngcesita un spayiu memorie de
circa 10,5 ori mnai mare.

Culculutoarele Felix C.256 = nu dispun de asemened .meumorii.

Fird aceasta,probloma ar fi nerezolvabild pe un calculator
PyLIZL C=256 .
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Cap. 2. P0.L. 0 TARGA PROBLUNT G LTy D3 CALCUL .o
== — ——
Do 2.0 )INTITOR T T HTT 51 30RO

§ 2.1. HScuatiile meyinii asincrons si metodzle
u

isiorice e culcul a ctmoulul La hatice

O majina asincroni ca orica maginé electricd rotativéd este
un gistem ce conversie electromgcanicd a enorgiei. Prin circuito-=
le majinii legate 1la rgyea se comunic: In dublu sens enargia elec-
tricd vehiculatd prin mayini , iar prin interactiunsa clupului
magne tic cu curentii ce stribat 1In.adguririls ,s-au pﬁrpile masive
apur fortele mecanice necesare conversiel enerziai.

analiza regigurllor de funciionarc se Tace cu ajutorul ecua-
tiilor masinii iIn care apar paramstrii ca warimi antecalculate
printr-un procedeu oarecars.

Cu procizia concigionati ce ipotezele de lucru cunogcute, <o
poate obtine expresia cuplului elsctremagnetic dezvoltat si a
curentilor din Infisurdri In luncyic ¢e alunccarea 4 sau vite-
za un_chiulard S a rotorului :

M= (U, R X RaXo, £,4) (5
L‘ﬂ(U.,P,,X,,PL,Xz,f}'}) (6)
L=, (U ,RuX, Ry, X, 2, 4) ‘ 7

Adducind  acestor ralofil forua de varlagic a cuplulul  ro-
istent Mr cu alunccarea 4 i ccuatia migcdrii :

M= fq.(ﬁ) ' (8)
M-M,= I (9)
putem rezolva oricec regim SUVQ;onur i{n ordinca urmdtoare :
-~ impunem %%; o In (9) de unde rezultd
I = Mr (lo)
~ ¢u ajutorul orolatici (&) manim - ’ ‘
4= P(U, R, X, Re, %o f, My) (11)

- iar din(6) rewultd curcutul ubsorbit de la regoa.
Deficienyele mocului de culcul expus Se CuUNOSC .S=ar paradl
ci o matodd de culcul exact a cimpului prouus ce curentii I

51 12 ce sitrdbat Infasgurdrile ,%ininc cont de nelinearitatoa mo-
c¢iului gi aispuncrea reald a inséguririlor In crestéturi,poatc
concuce In moc¢ simplu la rezolvarca deficieayelor crgaale ce con-
vicerarsa circuitului magpnstic liniur 5i a cimpulul fnvirtitor
perfoct sinusoidal.Ds la o ustiel ce metodd aa ajtepta gisirea
ralagiilor.

Rl ’ RZ ’ Xl ’ x2 ’ Rm ) im = f(Il )Ig ,/l};.) (12)
in care : N

A, = pozifia rovorvlul fuyé ce ctutor
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sinusoidal.De

P =l +82t (13)

Rezolvarea sictemului de ecuatii ale :aginii s-ar complica
in functie de forma relayiilor (12) , car In rinal am gdsi curentii
*1’Ia 5i cuplul M mai apropiayi de realitate decit dupd procedeul
descris anterioxr (5) =+ (7)

Pind In prezent Insd nu cxisid o metoawu cara & ng dea s0-
lutia analiticd a problewei ae cimp luind In consideratie neli-
nearitatea fierului si goometria rcald a masinii.Existd in
schi:b motode numerice care pot Jurniza cu o precizis satisfaca-
toares ( si in anumite conaitii ameliorabild ) valorile marimilor
carcctoristice cimpului magnstic (inductia B sau cimpul H) in
fntreaza masini , dacd se cunosc curentii din Infagurdri .

Sfortul dopus pentru a realiza acest pau a fost consicerabil
atl, Jdin partea matematicienilor cii $i din partea informaticieni-
loz,

Cei ce sec ocupd de maginile electiice sint azi In situatia
paradoxali ce a nu putea utiliza cin plin btoate pogibilitdpils
oferite de aovautd roalizure dovarguo rolutil de tipul (12) nu se
pot obtine direct.

O soluyie numericéa a cimpulul din magini In ipoteza cu-
renyilor Foucault neglijubili ge poate - obtine numai cunoccind
distributia spatiald a curentilor de condué;ie.Cu alte cuvinte
pentru Il $i 12 dati se poate obyine cimpul toédi gi cuplul
dezvoltat.

Iatd de ce pentru stuciul regimurilor de Junctionare O
motocd do calcul numzric a clmpului nu este utild In mod direct.

In etapa actuald se propune utilizarsa metodelor bumerice
pentru obtinerea paramstrilor "cla31ci" cdin solufil cox ecte aie
probloiei de cimp pentru reg 1muu de functionare cpeciulo in care
putam oviaontia murimile co no intc . guoami.

Mo o ma,ind uqincronﬁ fntr-un rogim :puciul CU ouron;i
ounuicutd $n stator §i rotor, astfel ca solenatfa totald sé fie
QUlﬁ y udicl fn maginit od nu oxlsito docft cimpul do dinporsioe
al infasurdrilor. Cunoscind repartitia curentilor statorici si
rovorici se calculeazd cimpul corespunzitor ,apol prin aplica-
rea relayiilor(l )sau(2) e roate evalua perucanta de dispersie
a crestdturilor si depesnaenya ei de curentul cs strdbate crestdtura.

Trebulesc introduce urudtoarsle ipotezs simplificatoare
pontru & rosolva relativ simplu acsastd problemd ‘

- 54 e considere un model plun-—paralel dacd s@ pob

neglija efectels de capst,

BUPT



-4 -
= rotorul s& Iie bobinaf nentru a nu intorveni refularea
curengilor din colivii sau bars rotorice . \
In continuourae t:o:bule dofinit dowoniul g2 xistenmbi a cimpu=
lui gi subdomeniul zc¢ caleul , nrecua i conditiils pe frontierd.
Apol se va aplica mstoca ¢e rezolvara nundricd corespunziboare
a ecuatisi (3) sau(y) .
Se poate imagina un alt regim spocial de fu

j

lar

[wS

chicnorg sim

r)

)

e}

cu cel precedent,cacé 1In :zasina concicerasd selenayiila statoricu

3

b

"
31 rotoricda nu <int c_ale , dar cureayii I, 81 I, rinin impuéi.
Exizfenta unel selenuyii ftotale ngnule facs sa apurd un clmp util
ce &8 1nsumcazd (nelinsar) cu cal de cicpersie.Rszolvind problema
ce cimp analog situayiel anterioare obyinem cimpul total, iar
dacé putem sapara cimpul de uicpersie se pdt calcula permeantele
do dispersie in prezenta salurayisi datd de clupul principal.lo vo-
rific@ fluzul polar astfel ca el s aibd acelaji orcin o milrime

cu fluxul polar nomiral,., La nevoie se ajusteazZ curentil Iy s5i Ie.

In cap.”7.l e expune prinocipiul separirii cimyului do dispersio
é¢in cel total.

In lucrarea prezcatd se anaulizeazd gi expurs calculul ~crmcan-
telor de aispersie prin diverse metoce In aceste doud rezimuri spe-
ciale de func{ionwre.Rezultd perucanyels crestuburilor funciia
de curent i pozitia rouvorului nV .

Xcr’ #(Icrs/\)’f) (14)
Licesta permeante permit calculul sgactanyelor de cispersie,obtinind
in final relafii ce tipul(l2) , cesa ce s-a arztat c& poate cons-
bitul In primd e.upd ccopul awalizei corectc a cilmpulul div m$uolul
plan- paralsl al unci najini wsincrons In refim  spocicl de funcyiv-
nare.

e poate pravedea etapa uraaboare de utilizare a metodolor
numerice sub Iorama

- luarea in con.iderayie a unui model tridimensional complet,

~ iupuncrea restricyiilo~ de calcul a ciebtridbutiei curcuillov
de conductis ain fnflsurari cind ceo d& temsiunea refelsi,

- rezoivearea probleaci ce cimp cu aceste restrictii ,

- vgri.icarea coopatibilitdyii solupiei cu rgstrictille
impuse i reluarea calculzlor ping la o ccncordantd
rezonaobilz ,

~ culculul cuplulul douvoltut ;i a resimulul mocanic,

-~ radefinirea mocelulcl (cacd estz caz 1) In funciie de
mijzcarga pirtilor mubila 31 roluawroau itorayiilor pinid la

"~ aiedg v2210NEt
i SVOSIT WL
o ¥H31004_1NLNLILEN / 7_)
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atingserca resimului stagionur elegctromagnetic si mecanic.
D2sigur detalierea etapslor interawaiure esta o problamd

aalicati , do viitor, motiv antru cara -au revolvat problemela
puse de cele doud regimuri speciale aefinite mai sus.
v 2,2, Jovmulwraw probluaad o c¢lip poutru modelul

plan = purlgl al nasinii a.ihcrono.

Se cautid ceci cimpul magnotic prouus de curentii de conduc=—
tie do ¢istribuyie cunoscutd i curenyii indugi Intr-un domaniu
D ourecare delimitat de frontiera [ .Domeniul este izotrop,nscomo-
ven 31 nelinear,fiind constituit de o parte sau Intreaga secyiune
transv-rsalZ a masinii asincrone. Intr-um repsr Xoyz planul -xoy se-
suprapune planului In care existd B si H,iar axa oz 52 orian-—
teazd pe directia curentului de conductie.Pentru corpuri imobile
sl la viteze reduse de variayie a oimpulul electromagngtic =~
ooncitionate de frecventa retelel - lszea circuitulul magnetioc se
sorie Lub forma cuncscuti

(V<A1-1, (15)
Legétura dintre B si I pentru medii izotrope este de forma:
B=pH (16)
unde in gensral :
po = 1Bl (17)

Variatia cimpulii magnetic B conditioneazd aparitia unui
cimp Et eminamente turbionar.In madiul de conductibilitate
apare un curent de densitate.

1. E, (18)
ceea ce ps peruite s& scriem legea inuuciiel electromggnetice
sub ferma ;.

) '
[Vrxde].- <R (19)
Jubroducind  potenylalul mo_nctic voctor 4 definit astfel :
([UxA]l=B (20)
(v-Al=0 (21)
30 poute sorie :
_k{v, [v,,;:'n = ;c (22)
fo=-c 9t (23)

Cimpul magnatic total I este cetorminat de curentii de
conducyle gl ingugl , ceaqa co seo exprimd oca mal Jos {inind
cont ae (22), (23) in ipoteza (21) ; 9%

VA -p], e it 24 )
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Zcuatia (24) cunoscutl sub numzle ce ecvatia difuziei dou-
crig daci cimpul In cazul, cel mai Sanral iagginat pcatlru mouslul -~
maginili asincronc.Neglijind curenyii turbionari In musinils oxecuta-
te din tolo , se obfine ocuatia Poisgon:

VA=-p} | (25

Enzrgia totald V/ a sisbteaulul de convarsie alectromocanici
modelat ca sistem izolat $i comylet ecte constituité de energzia
masneticd a volumului definit ce domeniul plen O $i o fndlbima
(pe axe o0z) ezali cu unitateca :

i [t floars @

la care s¢ adausé encrjia potentiuld a curcntulil de conductio
Jo co s2 gicegte In cimpul B

Wi == [ JAdv (27)

o

si epnergla coreg coun;?toa.e ct.2niyilor turbionari ¢

W= = |, (f‘;iaz)atv (29)
Incunind (G) (27) si (08) oo@ nan

—a2 o7 -
W (A lo-a)-Jh - (G4 } o
in care {, este dat de(u3)
Solugia problemel de cimp se ooatg obting $i a@ste unicad
numai dacd se precizeazd conciyiile pe frontiera [T a domeniului D.
Lolutia .. obiinutd In urma  inlogririi ccuatiasi(2s) cau (2
{faco energia ¥ a gistesulul  minind.

P
2

|
In ganeral se consicerd ciapul magretic ¢in exteriorul maginid

(29)

»loctrice ccal cu zero, caca co permite o poiad deli

[
3
O b
ch
[
H
: o
-
>
ot
o]
3
(@]
|

nivlui D prin frontizra fizicd exisriocré a masinii(
Sige 2.1 a), Pe frontiera " se Podfe considera:

r A-0

A-0

@)
nib.a 1 Cu :;;ire 14 dolvmltq:aa domguniului ue calcule.
A =0 (30)
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ceoa co echivaleazd cu izpunarea unz2i coancitii de tip Dirichlet
pe I’

Inotsza a fost verilic prin calcul [B56] comsiderind
®rontiera [ distantaté ce frontiera fizicd a 1ajinii si verifi-
cinc valor-ile potenjialulul vector pe lroatiera fizigd. S—a
gisis Juctificasd concitia (30).

Bxistenja voul cimp In exterior.l frootle.el fizice ar
coz_lica mult lucrucile f£iin: pevoiti s& curoagtem schimbul de
arar:io cu alte sistems magoetice.Sistemul conctoult ce cagina
studiaté nu ar =al fi {zolat ;i complet ,c3a ce poatru metocele
de rezolvure a ecuvajiel (3)sam (&) poate coastitui o pledicd
saricusd [B63]

In zugipl mal existd inc 3 curbo de-a luagul cirora se
varilicl concitia (20) a3u cumm f@ ve.d in fis. 2.l.a. , 2.1.D,
AOenly vurbe pot repara subcozenii O' de stucliu ,ceocuarece In vip=
tutoa rel.(3c) schimbul ce cn:r:ie cu alta subdczgnii o zero.

Dacﬁ. P2 acumite porjiund Z; alg frontierei a&ar exista un
.ehizb co grergie cu exisriorul , cc2ava ar i cat de conmjonante
la2.a lui B ;i ce valoarea posex,falului vector X

act

Lol

in

e
..

& ¢

-]

[+

P

Wae - (A ERp == [ pa B e
z,

Ccocectrarea atantieil asupra uzor comesii =3t redice ca
zez=iunl ,dar care cau inforwajii corecte peatru fmtreaga ma=-
D&,85%2 C90s5€2it Ca avansajoasé Ino cacil z=ecocslor nuzerice
¢e rezolvz-e a problezei & ia
x&31n8 corbe de=-a liz ¢l c.ocra DA-o .3c8 = se poat

- PR A W,L 0 jgfelcqe:)

(e 7
[ g 8

[
uy
[ X

-

- AN

<CuwC9 Lomazicl e stiziv e contipiame.e=-a lungrl umei lizid
A
- $ - uA “— < S S :
ce zlzegtris In cizp ‘;-o . Sz oCyire astfel uvn sibéormerxiv
~ c8 lsuciu pe a géinst T g,adicd

e S & ~ - . < S - - -q .-
e azizita porjicrzi cozcigii La 5i:

ir =
Ji5.2.2.0)unce Le verilicl ei{Zo) i.r ne ulta poryiuni con-

tanld
<2721 Je tip Nevzunr (seuzsasul L0 Cip £ig.2.2.B) unce £a veri-
(icd coxiyia

\

oA _ 4 (32;

an
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. A-o . . . . - ————
JFig.2.2. Delimiturea unul doweniu cu

ircuntiere wmixte,

Ixistenia curbelor de-a lungul cérora A = 0 se datoregtc pi-
‘turii cde curent a(x) care in magina ideal& are o repartijie sinu-
€oidald. Pitura de curent a(x) delimiteazd zone in care valourea
¢l este de scelasi sewn., La frontiera zonelor cu semne diferite uale
paturii de curent potengialul vector k se anuleazd A = o .

Decarece selenajia totsld a maginii In punctul x se exprim&

L x
prin : 9(") -jamd»c 45)
°

inducfia B(x) in $ntrefierul d al magzinii va fi ¢

B = fig-r B0 (34)
unde S
p - nunarul de perechi de poli a waginii,
6'- valozrea de calcul a intreficruluicfafectat& de coefi-
cientul Carter de majorarea a Intrefierului. ‘
Pentru a(x) variind sinusoidal, 5(x) varioaza tot sinusoidal
in spajiu, decalat cu 6&/2 in faia p#turii de curent, aga cumn se

vede In fig.2.7. :

Fig.2.%.
het'eritor la deliniturun
practicd a domecniului D

a,&
l

1
i

|
i
|
|

| &/ -2}!

Peliritarea unui csubdoxeniu ce culcul D corespunzitor unuil
pus polar sau a unei Jum&t&ti de pas polar /2 (pentru frontiere
aixte) se race cu ajutorul punctelor fn care a(x) = o .
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cu infaguriri depuse In crestituri ,
Dar se cunoagte expresia lui

.La o magind reald,
a(x) nu va mai fi o sinusoidd .
B(x) pentru acest caz gi originea lui x [832] :
Bex,t) = Bamax C08 (% - wt) (35 )
Criginea x = o se considerd In wijlocul zonei de g crestéa-
turi a fazei notatd cu 1 in succesiunea normald a fazelor 1,2,3 .
Pentru ¢ intreg gi impar originea coincide cu mijlocul unei cres-=

taturi, pentru q intreg yi wpar cu miglocul unui dinte. La Tfel
ou tu expresia (%5 ) se ia drept referingd Infigurarea statoricd.

Kkezultd c& pentru o majing tritazatd putem separa un do-
meniu de calcul minim, corespunzitor la 1, 5 q. crestéturi stato-
rice.

Partea aplicativd a lucr&rii studiazd diverse modele plan-
jal'alele ale unor wmuygini cxccutute lu Uk Lucuregti. Pentru regimul
ou oolenu}ii egale s-a seporat un dowcniu de calcul de 1,5 q =1,53s

H,5 crestaturi din wuyind veineround de tipul Al = 16o = M, aga
cum se vede 3i fn fotogrufia 2.4.

feara desen omoinal ;4: 1
Micyorare Jole 2.4 Jals
da desenvt On'?lh-d:f"‘5

¢ Utilizind o diseretizure relutiv rosierd pentru acest dowcniu
: o rezultat un sistem de ecusiii relativ mare (920 ecuatil) ceea ce
cole un impediment serios pentru rezolvurea practicd a problemei.De
 1G6OL p=u chutut diminuorcu fn continuarce a domeniului L de calcul,
ford o prejudicia formularea problemei de cimp, adic#d a “forga "
lcondi;iile pe frontieri.
Kotorul are totdeauna un numdr de crestaturi N2 diferit de
nuwdrul de crestaturi stutorice N1, in interiorul zonei studiate vom
;uvea crestaturi fagd-n fatd §i crestaturi fn fets unor dinji. Permee
anju de dispersie u crestuturii diferd pentru aceste doull cazuri li-
wité. Prirn deplusarea rotorulci, permeanta de dispersie a unei cres-
Lituri stutorice ourecare variazii intr-un snuwit fel fntre valorile
corespunzétoare acestor doud situajii liwmitd.Din acest motiv separa-
rea unor domenii de calcul D mai mici dectt zona corespunzatoare lui
©/2 s-a fHcut astfel ca cele doud valori limit¥ ale permeantei 3i
cventusl chier valorile intermediare si poati £i calculate,
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problemei.De

S-a creeat modelul din fig.2.5 pcntru studiul rogimului
de furciyionare cu sclenatii egals , ciruia putew sd-i impunam
conditii ce tip Dirichlet pe frontiera sa ( 4= o) .

'

Fig.2.5 Molelul comeniului de calcul D

peatru solenafii egale. _
o pol obyino cu ucout model peruwanyglo d2 ulrporsio aln
crastéturilor 1In conaijsiile in cars roSorul se wigcdl.Particulari-
tayile legate de miscarea rotorulul vor f£i <iscutats In cajitolul
consacrat prograamului SORSZLF 5 $i rezultatelor obyinute.Dimensiu-—
nile geometrice ale modelului corespunc mobtorului AL. 200 I-G
ag 15 ku. , 750Ppm.

Degsigur rdmine interesantd Intrsbarea :
nimi de calcul ce u=,r putea obyine introducindg Incl simplificédri,
car calculul s3 fic condus totusi In concifii satisfécitoars ?
Interesul este justificat de unecmoriile wmodeste de care dispun
fncd calculatoarele F.LIXZ aflate In dotarga centrelor de calcul.
unor mod¢lo da diwmensiuni cit mai rodu:o

care ar f£i zona. mi-

In counstruirea
=2 ficut in plus 1ijo0tcza cd
‘ - N2 = N1 pentru a avea acelagi unshi la centru poantru wm=
bzlz: crestaturi ,statoricé gi rotorici.
O astfel ds situatie prczintd interes pentru calculul permeun-—
tci de dispsrsie a unei crestebturi si ests ilustratd de fig.2.6 a.
fayi-n fagd pi do 1ic.

nantru croestiéturile statoricé gi rotorica
unui dinte rotoric.

2.6.¢c pontru o crestiturd statoritd In fasa
Situatia crest.osturii statorice din ig.2.6 a este echivalentd

cu acera a crestiturii prezentate In fis-,2.6.b.pantru carg oe
scrie pe frontiara domecniclui . = o.
- ,.;L/r’—
SE1C T
SR
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b)
Tig. 2.6.

Configuratiei uin fis.2.6. ¢ putem su-i impunegm condifii

nixte pa frontierd dupd cum se vede chiar ps figurd.

Evident modelul din fig.2.6 reprezinti limita pind la care
po. f£i Impinse sinmplificurile.

Trebuie subliniat faptul c& metouele "clasice "de calcul
a permeantei de dispersie [B26], [B27], [B32] , etc - stabilesc de
la inceput drept moacel ae calcul modelul din fig.2.6. b; In plus
considera materialul feromagnetic liniar.

De aceea treabuie apreciat corect langul de simplificdri ex-
puy,luind ca nivel de referinté pentru pretentiile ascendante
(satisfédcute In cazul ideoal ce mouelul din fig.2.4) situatia din
fig. 2.6.b. care este cate_oric mai bunu decit modelul "clasic"
deoarece ne permite calculul permacantelor tining cont de nelinga-
ritatea Iierului .

Modelului din fig. 2.6.b. calculul '"clasic " i-a adus
aimplictcdri  In continuure pentru a putea utiliza transformarea
comforuin3] , [B5],[B8], [B26] , [B78] , [B30] ,etc.Intr-adevdr
cunfisurayia din £i3.2.7 se preteazs la transiormarea conformi
51 wodeloazd crestrtura reald sabisficdtor(capete de dingi incli-
nuta la 30° cuu 45°)pentru zona crestiturii neocupatd de infdsurdri,

- -~ Mouelul se poate aplica ochiax '’
re . N
e | N, gi la potentyiul maghnetio va=
l o . riabil po frontiora fizicd,ana

i cum se aratd In[BS] si [B8].
j In funcyie d? mijloacele de

%‘f | y,__* calcul de cake se dispune se
i va adopta unul dintres modelels .
|

oxpuno mal sus.

Fig.2.7 Mocelul simplificat al unei crestdturi :
senidaschise. ;
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Problema ce cimp slectroumagnetic poate fi formulatd In doud
moduri distincte :

- prin escuafii diferentiale ce se aplicd mérimilor caracte-
ristice cimpului Intr-un domeniu infinitesimal tipic,

. - poutulind un principiu vurlayional valabil pontru Introp
domeniul studiat ,colutia fiind funcjia ce minimizeazd o funcyionu-
14 definitd printr-o integrarc convenabild a necunoccutelor pe
intregul domaniu.

Primuliimod ce formulare 1i corespunc ecuajiile lui Maxwell,
calui ce al doilea moa - minimizarea ener;iei electromagnetice
confinuti In domeniul stusiat .Treobuls soanulab faptul cé celo doud
mouurl d¢ Iormulare pa d¢ o parse sint  echivalente,iar pe de
.alté parte nu sint specifics cimpului electromaznetic.

Prin manipuldri maticnatice relativ simple se poate trece de
la ecuatiile lui Maxwell la concitia ce minim a ensrgiei elgctro-
magne tice continutd in domeniul studial , sau invers.Solutia pro-
bleuei de cimp ce verificd ecuayiils luvi Maxwell este In acelagl
timp i functia ce minimizeazi functionala enargie electromasneticd.

Bcuatiile diferenttale de tip Laplace sau Poisson sing
cazuri particulare als ecguaiiel generale cvasi-armonice care poata
i aplicati la :

- transuisia célaurii ,

- infiltrarea irotafjionald a fluidelor perfecte,

- torsiunea barelor priscatice,

- lubrificarca lagirelor,

- f{lexiunca rinzilor prismatice ,etce.

Nundrul funcyionalelor definits este In ceneral rastrins.

Interpretarca fizicéd faciléd a functionglel enerzle a delevr-
minat lwrca el utilizure «tit In problowmecleo do cimp olcctromag-
netic,clt gi In rewolvarsa problemglor necanice sau tornice.

In cuzul roal,com2niul U de existentd a cimpului electro-
masnetic eute conctituit aintr-o0 insinitate de puncta,frontioru
domenivlui avinc o lormd owurecare.Sg presupung o constisutie ico-
tropd,in gensral neomozané.

Orica mgtodd nuncricd prausupund domenicl D, conctitull cin-
tr-un nuzie finit de elcmente objinute prin aplicarea unci reyole
de dircretizare .Rlcicnbole se conuidard lesate fntre 2la ercluoiv
In nodurile rcyelei de discrotizare.Accasta aste actfel conustoui-
ti inclt s putea conzildera proprietifile de mutecrial  coastante

i
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fn toulo punctcle interioare wunul glement. '

WAultimaa find i aovulorilon ;u.l,‘m[.llﬂHIHJ, Hm"j;l'h)l',h) Vyolol ,
A in nouurile rojclei de discretizare constitule necunoscuta ]
problomal.

Nucleul algoritmelor ¢e rezolvare numoric# a problomoi
do cimp electromaznetic esto constituit de ecuajla ce rezultd
prio splicarea unul principiu specific motodel tuturor elemente-
lor sau punctelor nodale als domeniului D. Matoda elementelor fi-
nite impune conziyia de ainim a ensrjiei continutd in flecare
elewent, iar metoda dirferentelor finite deduce valoarsa poten=—
tialului vector din fiscare nod cu ajutorul potcnyialului vector
al podurilor vecine. In ambsle cazurl rezult3 la fiecare’
"baleiaj" al elsmentelor sau nodurilor o ecuafie liniard. Bcuayil-
le sint asamblate Intr-un sistem ,ransoctind o anumiti relaQie
o ordin impusd de discratizarea domeniului.

Dupd rezolvarea cistemulul de ecuayil resultd valorile poten-
tialuvlui wmagaetic vector In nodurile retelei de discretizare.
Tinind cont de modul in care s-a fifcut discretizarea gi aproxi-
narea funcyiei necunoscute se poate afla potentialul magnetic
vector i toate mdrimilo caructeristice cimpului( 3, B ) in fie-
care punct intern al elsmenvelor.

O solutie numericd pormite i calculul forjyelor mecanice
$1 a cuplurilor corespunzitoare regzgimului ce funcgionaré al magi-
2ii peatru care este valebil modelul constitult de domgniul
D [Bes] .

solugia problcmel constituitd de mulyimea valorilor epmoxi-
mativo ulo potoniialului mucnetic voctor A in nodurile ré;elei
auly afoclutd do agrorl ca pot provoni din ;

- aocul 1n care ss exprimd conditia impusd necunoscupsi

in figcare punct,

- discretizarea continuvlui ™ domeniului D intr-un numdr

finit de elemente avind dimensiuni finite,

- erorile de calcul cumulate , nrovenite in cea mai mare

parte din trunchisrea produselor sau citurilor, '

—~ eroarea limitd admis¢ drept conditie de abandon a proce-

sulul iterativ ,In cazul algoritmelor iterative.

sroarea Zlobald este zreu de apreciat .De aceea metodelé
de @nullzd & erorilor au o vuloare compurabild cu matodele de
rozolvare la gare #o aplicd, Analimu arorilor dii £ ranaral
Yolunvse maximb a ororii do un anumit tip(trunchiore.disoretizaro,
el 09 forwularo,elc) dur sroureu globald nue o sumi giupla de
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erori pariiale ,

Compararea metocelor numarice de rezolvarg a problesmei do
cimp , cribtsriils ce aleZere a uncia dintre elz,sint greu de
rzalizat cin cauza complexitétiil problsmglor ad iacenbe pg cara 1le
ridicé&.In gsneral pcntrd algoritzele iterative vitaza de conva =
eantd constituie criterivl funcauwentel do comparare ;i dacizia. /
Deformarea configuraj;ieil prin cdiscratizarza i modul In cara
neomogenitatea mediului complica alsorituul,pot consiitui de
aseagnaa criterii de compararve $i cecizie.

. In zensral analiza situaylisi incepé cu conssatarea miilouaco-
lor de calcul ce carg se.cispune , ce posibilitifile oferite de
ordinator si cenbtrul de calcul care-l deserveste.In ultimad insfantad
capacitatea memorisi centrale,costul timpului -calculabor si

compe tenta nucleului de analizd numericé In anumite domznii poato
influenfa opfiunea pentru o metoca sau alta .Am convingerea cé
acestul Zfactor i se potrivests de minune dictonul " At las®

hut not ut leust
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‘Cape 4. UTILIZ:ALbA JaoneI ot anTHLOR FINITE
ANTAU LnZonVarba Moo leT TE ClwlP.

g. 401. D(l'ini.‘_i_‘l :j “()L.'l_“il

* Metoda elemcntelor finite este unua dintre metodele

‘frecte wle culculului verisiionnl.rentru o celiwina eventuulele
vubiguitati, se vor da detfinijiile no,iunilor cu care opereazd
prezentul capitol , precum ;i notajiile utilizite.

Celculul variational extinde problema determinirii extreues=
lor unei tunciii, c#éutind extrewele nu pentru o luncliie, ci pentru o
funciionali. ‘

Functicnela este o cantitate, o valoure, ce depinde de o
funciie 31 nu de o variubild digcretii.potrivit rclalici de defi-
nitie, funciionala atageazd o valoare Iiecdrei functii apartinind
unei anumite clase. In general valorile obtinute sint diferite ; a

minimaliza aon onximnliza o functionnln, Tnscnnnéi n pgasl gau a

tonstrul funciia pentru cure valovares usociatu funciionalei este
sd il Lau waxind .

Pentru prezenta lugcrare funciia necunoscuta este runciila
putenijlul vector a(x,y) . funciionala delinita  pe acelagl spaiiu
funciional ca a (x,y ) se va nota I [a] . Fentru a tructifica
tocate avantagele utilizarii unor nciiuni cu sens Iizic concret,
se va foloci exclusiv runciicnnla cacr,ic poentru rezolvarea pro-
blewei Ce ciup electrozagnetic cu icetodele calculului variationel.

~30 Cul 0 conGiflie nccesarys , dar nu totcdeauna suficienté
PLNIrU existenja extrewulul unci funciii cste snularea derivatelor
vale ce ordinul L , .centru cn o iuneiic sd ainimalizeze o functio-
‘nala ecte necesur, dar nu totdecauna cuficient ca ea si satistacd
«Cunyidle  lul Luler.s pXist. oon co oo lvind ceungiile lul Luler
Conpeneral countyil Gitorcn o) oo chlaano Tunein enutata,

identru o wnuwlls cluca <o funcjlonele, ccucyiile Llui kbuler
upur cu ecuaill dif'crengiale ce cesceriu tencmenul a carei solulie
¢ste cuutuld prin winlmatlzurcs uncjionulei. in acest caz rezol-
varea ecuafiei direrenyiale -.u censtituic cuzlca ce trebuie urmata
Jeriru cusirea soluiici o Lrchaic cu ce cpcrezc clrect asupra tunc-
sioralei, Incercind wminimuliuurea ei. Funciia construiti fn proce-

nul de winimulizure cote solttin probleaci. ceitodele ce opercehasa

gircct asupra functionclel Hontru a o winiucliza se nusesc wetode
earecte. Cele wei cunoscute -9<nt uetodu iate=dayleigh i metoda ele-
aentelor linitge

-

Lidrandevar, cxprintao cnorgin Pcclrowngnetlicd dinte-un come=

{ ’ < . . . . . .
niu D dat, prin tunciicnale cuorgie, eCcuajle lul Luler ce exprimi
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conditia necesurd pontru u winiwaliza wceustu energlo oste toomad
gcuatia lui Polsson ce cescrie cimpul electromagnetic din domoniul
D .Deci sintem nevoiyi sd utilizsm una dintre metodele cirecte

ale calculului variagional , deoarece se cauta tocumai o mstodi de
a conturna gasirea soluyiei prin rezolvarga ecuayiei lui Poisson.
Bcuagia lui Poisson este o ecuatis cu derivate pargiaie de tip
eliptic, convergenta 1n epnergie a metodei elementelor finite spreo o

colu;ie unicd poate fi mdsuratd cantitativ i este totdeauna asigura

ta . [Bu46]
§ 4.2. Principiul metodei_slementelor finite

4,2.1. In ipotoza noglijaril curengilor indusi,sau pentru
regimuri permanente.
Presupunind planul xoy al unul reper cartezian asociat domo-

niului D plan - paralel, in virtutea rel ( 20) vom avea :
=TuxAl = QA7 _0A 7
B=[vxA] = S5 T b (4.1)

deoarece axa 0z e-a prasupus dirijatd iIn directia curentului de

conductie 30 ,iar A are drept urmare o singurd componentd :

A=4,k=4k (14.2)
Energia totali)a domeniglui D este atunci :
. 2
I=W= [ [5{3(5) +v-(%§-) | - e Aldxdly ( 4.3)
in care
Vv - reductivitatea mediului ( 4.4)
NP .

“.

Ca in cap.2.,domeniul D moceleazd un sistem izolat si complet,dooct

pe lrontiera [’ a domeniului avem conciyii de tip bDirichlet wau

mixte,féréd schimb de cnergie cu exteriorul. . ,
‘ Fig. 4.1 K

" Problemd de cimp plan-—
(gaié paraleld de tip

“ (] pirichlet.

Energia W este o funcyionalé , deoarece depinde de A(x,4).
Orice funcyie apuryinind clusei din care face parte colupia, du
prin integrarea( 4.3) o valoarc energiei # continutéd in domeniul D
Aceasta (4.3.) este funcyionala I(A ) ce trebule minimalizatd
printr-o metodd directa,
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In cursul procesului ¢e winimalizare cproxwinativa , pe por-
tdunl,u funcyionulod o obiiny wulpiwoa finito w valorilor potengla-
lului voctor in nodurile rctclni de gi&ﬂ“~t~'a:o.

Plecinc dae la valorile nuben:;iululul veoctor in nodurile refe-
1ol do ciscratizarg trobuic fnud i wvem pouibliilatoea siprimdrii
potentialului vecisor In orice punct ol dowsniulei D. 41ltLel nu
outo posibild iabtesrarea uin relajia (4.3) po do o parse, 3l nici
dofiniroa cimpului In domoniul D ps o &l6d pesined(in,y) Tiind o
tuncy ie nacunoscutd , impasul euiz ovicent .02 acera 2 cautd
aproxinmarea lui Ai(x,y) pe porjiuni , la nivelul fiecirul elcuant.
Peotru a simplifica totujzl situatia sa presupunc cu nenbtru toate
elemanitela disceotizirii funcilia do apuoxtinmwrs cnig do acnlayl
tip : polinom de gracul I, II ... In x 3i y, polinoame de tip
1:rafte,¢o tip Lugranso , ote. Daulour fapbul eobo arbitrar,dife-
rauya dinbre fuscyia reald i funchia de aproxinars outindg fi impor-
tuntd.Faplul cd 1o nodurile rsyclei,celor douu funcyil (realéd si
1o aproximare)=ii @ impunc £ oibd acu:aj;i valone2,nv rezolvi pro-
>lena continuitsiyii funcyieil ¢s aproximar: si nicl concipia de mi-
1im a energsiei exprizatdi pentru funcyia de an-oximare nu cceastivuile
toncitia do minim real, corcopunsiboure functici accunoLcule.

E@ntru minimalizarza aproximabtivi a enariei botale(gi ca o
:onaecinpé pantru consbtruireaa aproximaiivd a funciuisi A(X,y)) apar
loci doul problema escaiialo :

stabilirca claseci ¢in car? fac: puris Tuncyia de aproximare
41 diceretizars céraiu 1 o aplich,
=~ azigururga conver cayol fudcilaol do g ocvxinare spre solubia
unica & probloeci e ciup ciue dimensiunile clgomentelor
— 4C raduc, tinzinu la LIl ,up0s woroe o

Io peazcuta lucrwa  aioecrariancss =i Poeut maecu nednte-o

ayuil C¢ SIh2relza 6lewtote teiungnaiulare del

4.

srfocile trlunghivlui.Panbru wo2nue olaaczabe  Sriunghiuvlare s-—-a

S )

restpus ca funcyia a(x,y) a.oriiazs classi " »olinonm In sl y ",

C

(il r
[N

t:

c:

l

l—-.

’—

dunrt,gn =G Wl cw o eleusul du Land al discrs triunshiul
iiplu definit prin 3 puncits, rolinonul in o 3L 7 devine In nod
blicatoriu un polinom da [ wul I 22 foraa
A(x,y) = ax + by + ¢ ( 4.5)
Cooficlenyii &,b,¢, sint dotorwinayi do valorile funchiedl

(#,y) In virfurile triuu hiuiui.iecunoscuti:ls problongi «int valow

g ool Wlyy) Inn L . .
Orlco cisercbicwre o« docooillud o sbasecsd o valabic de org in€
elticdl nloucnbolor Sunnoibe, oL Jolilia repeiujul
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nodurilor si elementelor .In virtutea acestei relatii de ordinae,
valorile nodala ale funcyiei A(x,y) pot constituil un vector notat
simbolic {A}. Pentru un element " e" oarecare al discretizarii,
relagia (4.5 ) poate fi pusd sub forma :
{4} = [§]-{af (4.6)
unde
{A}econstituie vectorul valorilor nodale asociate elementulul e,
[N] matricea linie a coeficionyilor valorilor nodule,coeficien—
“ ti ce contin exclusiv coordonatele virfurilor triunghiu-
lui si al punctului curent RFC( x,y) .
Fie triunghiul 1 , J , k definit de virfurile sale asa cum
aratd fig. 4.2 \

‘3 Figo LI‘.Z
Definirea unui element iriunghiular

! AR IEPTY)

simplu prin coordondtak vitfurilor

Ai

ot
# 4. 46w
i

Potrivit relatiei (4.5 ) se poate scrie pentru valorile func-
tiei 4( x,y ) in nodurile i , J , k ale triunghiului ;

s = X. . 4.7
A a.gJ+byJ+c (4.7)

Coeficientii a, b , ¢ se deternind rezolvind( 4.7 )

Q- 5 [AGg0 + A G50+ AL

b i‘[A;(xi"xj)*Aé(x&'xk)* Ak(x}’xl)] ( 4.8)
C= é‘[A;.(ﬁ‘};l"}é)“Aé(Iﬁt‘%}J*Ag(xa’}}'xﬂ;)]
in care :
o Xy vg d (4.9)
A= det x; ¥yl
X Nl B

| a5l G NLNLILEN
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SFURE B Y,
A = 2esu.rafajga toica oaiclel 1, 0, K
Introcucind valorile coeficientilor a,b,c, obrinuss prin (4.3)
In (4.5.) si punfnd In gvidenyc valorile zoulle gy ’“k obtinem:

A(:{’y) = Iini + LIJJXJ + Nl:l.:: (‘3010)

S TTN (PR

o4
[y
L]

[(Ifj‘yk )x +(xk - Xj)y + ijylc"xkf"ﬂ')] (4.11)

J

ym7g %0 = 5y + (ryEgan,)) (£.12)

-
2
1]

yi¥x w(xy = %y + Gy (4.13)

f\"

e
C>b> D~ D1~
=

Coolicicntii N ,NJ Lk ce multiplica v“lo ilz 2odals Ai’Aj’“k als
-functiol L(x,y) sint funcyii de cocruonatele viviurilor Xi’yi’xj’
3%y s Ty 51 coordonatzle punctului cu.ent x,,, . Dy accaa vor fi
u »

tnuniyl  "foncyiil co ponderafie .
1 Avind cdefinitd functia nacunoscuti A(x,y) po

1

i
552 poutd culcula contribuyia el nzatuiui " e " la fuagsicnala

\'f

,euerszis votuld )
H_A] a “[‘2‘{ ( ‘A + -;—-J-A + 2)N"Ah) + 9 N‘A‘ 3 +9NhA,,)}
= L (N A +NjA + NiA)) dwf;}t _ (4018

LXJ

e

Puruzatrii de cara dapinug nazria alsuontrlul "e" sing Ai’

° . ’ ~ e KJ K 4 o e
AJ,ay.Pent:u ca ¢nergia elanmaenturlul "e" cd fix niniadg, trebuie e
-
avea simeltan ¢

POk

- — T

oA;
BTEA]C (4 . 15 )

, ) ol© _
z 0Ak 0

SZ pr2supunen cd cigclretizarca wplicabi comeniulul D a gene-
Loun nuace nd" finit de no-
“duri internec .lionurs le anuzrtining frousicoci Gz tip Dirichlet au
ol azeluse cin "nd "Gooussce: po voontie s [T vilorile fuactied
A(x,y) sins cunoscute Jnir ia toltald £iind suma apergiilor
Jtdbu or olgazztelor ,avaa ¢ n
| o= 2. T (4.15)

nochroe €ed

>
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Exprimind condipiile ( 4.15) de minim a energiei la nivelul fiecé-—
rui element $i asamblinau-~le pentru totalitatea celor "me" elemel Lo
alo doumeniulul U , se obyine sittowul de ecuulil :

_'(_)_I_[_A_]__O . ( 4.18)

L 0{A}

care are semnificatia " funcyionala ensrgie totalZ fiind funcyie

de "ng" parametrii(compdnentele vectorului {A}), pentru a obgine

micimul functionalei trebuie s3 anuldm toate derivatele ei de ordi-

nul I ce se pot exprima separat pentru aceyti "nd"parametrii'
Rezolvind sistemul (4.18) se obyin valorile funcpiei A(x,y)

In cele "nd"noduri interne.Pgntru orice punct al domeniului D valoa-

rea aproximativa a potentialului vector A este exprimabild,in vir-

tutea relayiei ( 4.6) ,deocarece orice punct al domeniului D apar-
tine fie unui element, tie frontierei dintre doud elemente,lfio nodu-
rilor reyelei do discrotizure.Veci problomu de cimp se rewuolvi gona-

rind sistenul de ecuejii ( 4.13) si rezolvindu-l. .

Rémine de cemonstrat cd sistewul (4.18) este In practicéd un
sigtem rezolvabil pentru un numdr de noduri "nd" rezonabil.

Rezumind principiul metodei elementelaor finite pentru regimuri
perwuanente aven e tapele :

a) - Domeniul D de existentd a cimpului este’'discretizat in mod ar—-
bitrar,printr-o rayea oarecare,in "me" elemente §i "nt" noduri
din care "nd" neapartinind fromtierei[.Evident nd < nt.

b) - Ca o consecin{d a aiscretizairli arbitrar efectuate, fuanctia de
aproximare a poteantialului magnetic vector la nivelul riecsrui
element poute {1 adoptats .

c) - Se exprimd energzia unul element oarecare ca O contributie la
energia totala a comaniului D ;

d) = So impun conaitiile de minim a ensrgiel la nivelul elementu-
lui comsiderat ;

@) - Deoarece euner3gia totald este suma enargiilor tuturor elementc-
lor ( 4.16 ) se asambleazd concitiile de minim a ensrgiei iwpu-
se tuturor elementelor discretizérii,int:¥un sistem unic de
ecuajii .

f) = Rezolvind acest sistem de ecuafii se obginm valorile potentialu-
lui vector in nolurile rcyelei ae aiscretizars ( 4.17).

Ancamnblul acestor valori coacstituia solupia problemsi de ciap,
dooarece 1in orice puhct al comeniului D valourgca aproximativi

a potenfyialului vector este axprimabilad Im functis de valorilu
nodale s$i coorconate , In virtutea etapei b.
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8 4,3, Tetulinrsn 2%rimnlor 1700

5 4,7.1, Ditceotivea concaiglul ool alamaroa

funztiagg do uncoXimnamn . |

Funcyia de aproximar: Srobule ¢l asijure
- validitatea aditiondrii encrgsiilor tuturzor 2lomantelor peulru a
obtine encrzio totald (rolufia 4,16 ), z
- valuacs finitd derivatelor din expresia suncyionalei peulru a nu
nacnaitn procautiund npocinlg Yoo tmnbloca dinbeg doud ulomonLO,'
=« la dimensiupni ale z.:mentelor btinzind spre zero funcyia de sub
semoul intesralei din  (4.2) twrsbuie =4 tindd spre o functie
enivoce, féréd singularititi .
Din aceste motive funcyiile d: ponceratia [N] trebuie si sa-
tlsfacd uradtoarcle criterii de convargsnti
Criteriul N? 1 : Functiile co ponuerafi [N] trobuic sé fia
D

"

Se

~uvotfel alese Iancit nentru valori convenabila ale
' tor In noduri{a}®, orice valoare con:ianti a funcpiei{;}sau a
derivatslor sale Tigurind fn functionula T [4A] ¢ poati
“nutd lz limitd ,eind dimensiunca elcaentelor Linda cpre zaro.
> Criterivl WO 2 @ TFuuciiils <2 ponderati
uintlfel 0lang. ca {.1! nd toale dorivatals nala s pind Teoun ondin dn-

Ed
‘

furior cu 1 orainului cerivatei ce {izurcazd In funcyionald sid fie

(.J
«©
—
—
-=
[ -
s
<
(o
C

| X
&
0
[N
H
}:l.
[}

p cunyinue po linia e geparakic o cl:zaziauelon,
l Daoareca funclionala ensr ie contine rnumai derivate de ordinul
.o ale functiel necuunoscule,scuis rculicieutd continuitalca funcyiod
o< linia de sgeparayiz a el:meniclow, Tird coantinuitatsa déri-
“vutslo..
frin cenvergsnte 3 anocta i
Chhcrane velorii avevewabe woaundiionc Ll lisgaw ¢fnd tulia eleman-
telor binue tpva s2ro.In practlicd we.nb luciou cuie irealizabil,
wuar 3350 luportant 52 siim Guc o LuooXinars wabd de o anumitd

R P
NS TNTITE ni;g;-tigqyu cobu oo Y sl ow e b declt altu, dath
10 0 alud 2ayca de cratine .

Jiecsnseed dacs o dold st i b Ghneeabanate 25w obi fuuta

ii- AN Lubdivicarsa elzacubelos podinci wotele , oo obyine o conver-
counbd mouoserd Snoe valowrcd woovirosd o Tuney tonuwlal I [n]oACOSt

crime datd e Mzlooh In 1863,

fowincipiu a fost cnuniat pontou

Diveseticurea poute f1 ficutéd vein olsweonty plane aparyining
R s 2 N v e -~ K3 q o R I S - -
‘ffdaﬂill_loa‘ pLYv ou lutur’k "G ntus J,ial] -3 s2iun _)‘.-10\4—\-* Oi,ltn'_\t pJD'J.‘.‘U fO.Lll-

[N

Tic Krdaa wdurilos din e 1'Stocr fundd oot o irontiszicelor o

frucllitigilor ofcxlte In 'l vy a1l 00 o ealoul.

' Fundilio trivozhic low ~Lo ool tGl da ouoorocsdePantou definirsc
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ei sa consideridm suita triunghiurilor generate de mocelul expus
in figura 4.3. Numdrul de noduri al fiec3ruil element din suitd ast-
fel ales Inclt s3d parmitd reprezentarea funcyiei necunoscute prin-
tr-un polinom complet al cdrui grad este tocmai cel necesar pentru
asigurarea compatibilitatii inter - elemente. -

.Se poate defini un -sistem de coordonate noruate pentru tri-
unghi.S&8 presupunem un triunghi liniar 1, 2 , 3 ( Fig. 4.3.b)

Fige 445 Famiiie de elemente triunghiulare.
‘ a) Generarea familiei,
b) triunghi liniur ,c) triunghi patratio
d) triunghi cubic
Un ansamblu comod de coordonate este ancamblul Ll,L2,L3 a
cdrui relatie cu siste.aul cartezian se exprimd prin :
X = lel + L2x2 + L5x5 (4.19)
y = Llyl + Lyys + L}J’;
l= Ll + L2+L~
In nodul 1, Ly = 1 51 sinultan L= L7_ O .Apalog in noaul 2,
L,=1s51 L = L5 =0 , otc. Ultima relatie din (4. l9)1mplica ca fa-
milia de curbe L;= ct este o familie de drepte paralele laturii
2 - 3 pag care Ll‘ O.

Coordonatele Ll,Lq L, ale unui punct din interiorul triunghiu-

lui se pot exprima prin "ap01tul suprafejelor a doud triunghiuri,
cum s0 vedo fn(tigura 4.4.)yi relugia (4.20 )pentru coordonata Ly

a punctului EC.
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Fig.4.4. Referitor la definirea
coordonatelor normale

C aé (4020)\
125

CJ w

Ll =

Rezolvind (4.19) in funcyie de Ll ,L2,L3 aven :

Ly=( a, +by X + czy)/A
D care :
A= 2 x 8123 identic cu cel definit prin relatia (4.9 )
by = ¥, - I3 (4.22)

cl = XB - 12

Yo remarca identitatea for.uald a rel( 4.21) cu relatiile
e11) ,(4.12),(4.13). Pentru triunghiul liniar, coordonatele de
| upréa.atd L),L,, Lz se confundad cu funcyiile de ponderayie [N]
ofinite pentru acelasi triunghi.

Ly=K » Ly= Ny, Ly =Ny (4.23)

Pentru a obtine functiile de poncderatie ale celorlalte
riunghiuri ale familiei se vor stabili relatii de recurentﬁ.

Uo considerd um triunghi de ordinul n ale cérul functii de
ondoratio sint presupuso cunoscuto JIn funciio de acestgou, se
UL luncyiile de ponderatie pontru un triunghi de ordinul (n+ 1)
1g.4,5 prezinta cele doud triunshiuri avind nodurile separate
rin intervale egale ,ca in modelul ain fig. 4.3.a
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' Pentru nodul 1 se cunoagte : '
CONT(LN L) (4.24)
~-tuncfia de ponderatie ce ordinul n definitd In functie de coordonu-
tele de suprafaii ale iriunghiului 12%, aAceustd functie de pondein=
yie se poate exprima gi cu cocrdonatele de suprafatd sle triunghiu-
lui 12* 3 , dacd se poate gisi o relatie Intre cele doud sisteme de
coordonate. Noua funcile de ponderatie st aibd valoares 1 fn nodul i
3i zero in restul rodurilor noului triunghi cu excepliiu celor situ-
ate pe linia 2™ 3% ,

Kelatia intre cele doud sisteme de coordonate de suprafata se
obiine cu ajutorul fig.4.5. .

*_ S : nt o Sweast
Lz Si23 ? 1'?- Sa2*3* (4.25)

Sk o Sapezs
Lz BEYTY * S»c43” " L’-

Ducd ficcure lulurd o triunghiulul de ordinul n coto tormuatd
din n segwente egale, iar pentru triunghiul de ordinul n+l din n+l
vegmente de aceeayi lungime cu laturile owoloasge ule triunghiuluil do
ordinul n ,

L= L = Sl (4.20)
Similar :

n net ! W2

Ly = =1, (4.27)

Leourece L +tLy+L,=1
A net .
Ly= A [T ~1] (4.28)
in virtutea acestor relatii avem funciiile de ponderatie de
ordinul n + ] exprimate fn funciie de funcfiile de ponderatie pentry
triungkiul de orcdinnl n, ca mal Jjos :

N = e L7 NG (4.29)
unde :
C - (4.30)

{ tiind num&rul stratului in curc se gdsejte nodul i, numirind de
la nodul 1. Funciiile de pondcrufic sle punctelor situate pe buza
se vor scrie prin per:nutare ce indici.

Triunchi puatratic (de orcéinul n = 2) conform fig.4.3.c.

Pentru virfuri :

Ni'(2L1-1)L4 , . (4.31)

Pentru miglocul laturilor :

Nl;" 4L4 L3 :dk- (4.32)
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Triunghi cubic (ce ordicul n = 3) confora fig.k.5.
N,urile virfurilor :

N;""‘):@Lx'”(“i’z)'h , etc. (4.33 )
Pentru nodurile laturilor :

N,=2 LL, BL,-1) , et (4.34)
Pootru podul interior :

No=27L.L.L; (4.35)

Triunghiul patratic a fost realizat pentru priza data de
Argyris in apul 1965, pe baza umei lacriri a lui Fraejis de Veuboke.
Aproximarea functiei pecunoscute se poate face la nivelul
unui element gi prin utilizarea volinoamelor de interpolare in sens
Hermite , sau polinoaze de tip Lagrange [B47] . Avantajul rezidé 1in
onibilitutou creorii umor progruawe utilizabile peutru o mare vario-
tate de problene.
LVin categoria elewentelor triunghiulare race parte $i elementul
. triunghiular a lui Clough si Tocher [B#48] utilizat cu pracidiere in
rozolvarea numerici a probleomelor de eforturi mcanice in pléaci.
irin urmare chiar utilizing elementele triuanghiulare pentru
diucretizare, avem multiple posibilitayi d: alegere intre slementele
triunoghiulare cu un numir ge grade de libertate din ce in ce mai
mur@e.se pune evicent problema interesulul pe care-l prezintd ridice-
-roa cogplexitayii unuil element.Xaspunsul nu este totdeauna ugor.Da-
| pinde de tipul problemei ,de timpudde calcul,timpdde preparare a
Jatelor de intrare ,etc.
Alojorea triunghiului siwmplu cu tunctia ce aproXimure polinom
liniur In x 51 y s-a fdcut finina cont ae uractoarals :
- +unutiile do ponceratie au o 1oran simpla
- nuatrul nodurilor ce definecsc triunshiul de suprafapﬁ data este
winim, deci se face econmomioc e ucwmorio calculator.
- intusririle ulterioarve sint simplu o efectuat.
.~ Ln couele cu gradient mare ul Tunctiei A(x,y) sa poate afina
discretizare, in aetrimentul zonslor cu cimp practic uniform
4.,5.2 Stabilirea cecuatioi diirersnpiale 3ID>//Al la

nivelul unui eler:cnt oavrecara i, j o, k . _
Prio relatiu (4.14) s-a : tubilit encr;;ia olementului 1 , j, k'
tuuine s3 se Cataliezo condiyiile (4.1Y) pentru @ pune bazegle

. . N . , ¢
algorit.ulul Qe Coucrdro a siuteaului (4.13).20 conuidopu derivutwalul

| T VA
’ (4.36
e IR N (O |

+9@'§‘An3{; T )(3”) JCegIN; |dx dy
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Tinind cont de "(4.11 )= ( 4,13%) avenm
ooty ya + Pomegs o Y= Goyya
oy - Ny . OMk _ .
'%%"(xk xJ)/A ) ?}J.-(x': ‘xL)/A 5 —Ji‘-—(xj-‘x(_)/A (4.3?)

Prin urmare (4.36) se poate pune sub forma :
i N AR CRERYYY (g--:;,-)Aa]ll—?‘—*-
[xk X)Ai + (X=X ) A+ (X XL)A;‘] } /j dxdy —

'fféa'ﬂx:})[('}j‘h)x"' (- Xp)ey + X4y "‘xk?j]dxdé (4.38)
Pentru a ugura inteyrarea se presupune
I(x,7) = Jg= ¢t (4.39)
V=9 =ct

pen tru intreaga suprafayd a elementului .,
Pentru un triunghi definit prin virfurile sale(xi,yi),

(xj,yj).(xk,yk) dvem ;

[ty = (4.40)
Ja s qu(:h ho)x+ (g ey = BCRGH Qg e Cur e (4.41)

in ouro :
Xcss-(z‘-«p-xjfxg) (4 42)

Yo = 3 (8t + %)

sint coordonatele centrului de greutate al elgmentului e.

Se observd cd (4.4%) reprezints tocmai 1/6 din valoarea de-
terminantului A definit ca In relafia (4.9 ).

Sub formd compactd relatia (4. 36) se poate exprima astiel :

(4,42)
%%- = [MAi + M A+ MiAx - ‘L— B

unde'}
=3[0 -9 (re-x)* ]
R (I T B P ) B (TS
= %’5[(}; ~3iX - S+ (=X xe- x; )]

S-a obtinut deci nucleul algoritaului ce genegrare a sistemululi
(4.18).2rin permutiri circulares se obtin e;t;roswlle calorlalte

4
- derivate referitoare la nodurile j si k: %EA'?‘ ‘ Cc)IfAhJ '

U@ observd un luoru deosebit de important : _
— T 30T Nﬂ
o 06 VRS €

s W
FROES

\
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SLTNUL Ds SCUATII OBPLIUL PRIN MINTMALIZARwA BENERGIEL IN
TOATS BLsMsNTSL., DOMSNIULUI D w3Ts UN SISTSKM DE ECUATII
LINIARE , Ds TIPUL : )
445
- [M]fa) + (7L =0 ‘

Matricea coeficiengilor [M] se obtine prin asamblarea unor
relayiy de tipul (4.43%) in procesul de baleiaj al slementelor obfi-
iute prip discretizarea comeniului D. Ba este iIn principiu o matri-
‘e patratd cu gduri , de dimensiune  "nd" .In anumite conditii ea
@ poate obtine sub forma unoi matrici de tip bandd.

j Termenul liber {TL} este un'vector da dimensiuni '"ng" genepat
ﬂe fuucepia  J(x,y) s$i produsolo ipiip Corespunzitoare nodurilor
:1tuate pe frontierd.S-a vizut Insi cl domoniul D so delimiteazd tot-
gaupnua pripbtr-o curbd A = O ,aceci contribuyia produselor MfAf es te
“1uld. -
§ 4.3.3. Genararca mutricii [t1] ;i a vectorulud {IL}
Analizind expresiu derivatei (4.43) si a sictemului (4.18) se
ontupouzé dou¥ posibilitayi ae ¢enerare a matricii [M];
: ~ prin agsamblarea tuturor (iIn :poyd u color trei ) derivatelor
referitoare la un eleusent $i baleierea discretizarii in
: ordinea elementelor ;
- pripn agsamblarea dorivatelor corggspunzitoarg tuturor elemente-

.

Ik . . . P .

. lor In funcyie de o singuri valoars nodald si baleierea
discretizirii fo ordin:u nocurilor.

1 S-a optat pantru posibilitutea a doua ,decoarece ea permite gene-

carea matricii [M]linie de linie, cesa ce prezintd anumite avanta-
0 la rozolvarea sistemului prin wetolu do eliminare Gauss.
Fie o parte a unei discrotiziri,prezentatid in fig.4.6

Fig.4.6
Referitor la generarea
magricii [M]

X
2 iodul pumarul 9 esie Incoujurat Jde nv = & el-mente vecine.Va—

* .ourca potenyialulul vector A9 va interveni iIn expresia energiei,nu-
il peatru acests "nvV" el:msats.sbontru restul slemontelor discreti-
wrii » "oe= av " elsaents, erar;ia electromarnetica este cons—

anté In raport cu A9 ’ toate aerivatele do tipuli%%%l—
9
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£iind identic nule pentru bpx € ne - nv . Deci se poate scrie :

| aMAl . ZDI[AJ
(4.46)
Rolatia (4.46 ) simplitica con51darabil procesul de asamblare a
matricii [#] , dooaroce nv<« ne . In practicd nv¢8 , In timp ou
'"'ng" poate fi de ordinul miilor. Cele "nv" elémente sint luate

pe rind si cu ajutorul relagiilor practice de calcul ,(4.43) si

(4,44 ) se genereazd cele 3 derivate paryiale , corespunzdtoare
nodurilor triunghiului. Og trece apoi la elementul urmdtor g.a.m.d.

Noaurile si elementele sint numerotate.Deci pentru fiecare ele-~

ment din cele "nv" elemente trebuie afectatd o valoare indicilor
i, j, k spre a putea repara coordonatele nodurilor in calculul
expresiilor (4.44 )& Afectind cite o valoare lui i, Jj, k, impli-
cit se d3 un loc coeficientilor Li, MJ, Mk » In linia generatd.

Pentru a genera corect liniile matricii [M] se procedeazd
dupi modelul descris in cele de mai jos pentru linia p = 9 a ma-
tricii [M] corespunzitoure noduluil 9.

PENTRU TOATE CHLS "nv" LELSUENTE CE INCONJOARA NODUL AVIND
NUAARUL " p" AL LINISI GENZRALE ,IN OKRDINSA i, j, k SE AFSCLuAZA
1=p, Jyl k FIIND NODURILE GASITE PRIN PARCURGEREA LATURILOR
BL8IENTULUI IN SENS TRIGONOMELRIC,CU PUNCTUILS DE PLECARE IN i= p.

In cazul elementulul e; , 1 =p = 9 ‘

jar : =6, k= 5
Coeficientii Mi,Mj, M, calculati se depqn in coloanele 9 , 6 $i 5
ale liniei p = 9.

Procedind analog pentru restul elementelor ce Inconjoard

nodul p= 9 , se obyine Iinia p = 9 in modul descris de tabelul

ce mai Jjos

Tabol 4.1
Elemen-||0rdinga * locoki] Elomentale linip; p=9 a matricii M
tot | € ljlR]- [4 516 1% |8 |9J|f]|f |12]13]ik
& 191619 Mg My
& [ |10]6 o M (M2
e, g 14110 2 |y %
S 9 113 |14 :" ;« M«i’
€ |9 18|13 o5 | M M
S |9 (5]8 Me g Mo

M,
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Numirul nodurilor " active " este restrins.le aceea matricea rezul-
tatéd are foarte multe gduri. Printr-o nuncrotare potrivitd a nodu-

rilor gi printr-o explorare judicioasZ a ordinii impuse nodurilor se

poute a&sizura existenfya tuturor elemenbtelor ngnule ale matricii [M]
fntr-o "™ bandid " situatdi in jurul diagonalei principale.
Matricea[M] este totdeauna simetrici,po zitiv definitd pentru
»0 problemd de cimp electromarnotic intr-un mediu izotvrop . Aceasti
jproprietato este foarte utild pentru stocarca In  memorie
pdoul u glomontelor nucoswre , adlcd somibunda  drouptd vau stingd
ia mutriciil[u].
S 4.3.4, Restrictii impusae discretizZrii domeniului D
| fn urma detali-rii etapelor Nl
‘'riangularizarea trebuic fucutu astfel iIncit sd asigure
- descrierea tipologiei discretizarii gi furnizarea datelor

' pecesare pentru :

- calculul coeficienfilor Mi,Mj,Mk y, adicd coordonatele nodu-
rilor interne gi a celor situate pe :frontiera .

- gsamblarca liniilor matricii [M] , adic# nuwdrul tuturor
ale.nentelor coe inconjoard ficcarg nod intorn al domoniului
D si nodurile ce definesc fiecaro elgment.

= Formn do tip bundd a matricii [M]5i o ldyime cit wal rodusd a
ucestol benzi pentru a ujura memorarida aagtricii in vederea ra-
zolvdrii gsictswului (4,49 ) .

- o donsitate de noduri satisiicitaars in zonale de grad ient pro-
nunyat a funcyiei A(x,y) .iluginerul poute preciza zongle de

» interes prioritar, insi frrad exporientsa si Iisr este greu sa se

j facd o discretizare curaectd sau apropiatd as cea optimd ;
- ©n unela cazuri,afinarga aiuscretizurii prin subdivizarea primei
royelo ce dircretizars.
?inind cont de aceste cerinye trebuissc facute citeva teste

‘asupra proiectului de trianguluarizare iInainte de a decide des-

datele de
«nbrure .Peptru  triangularizare neautomatd se parcurg urmdtoarele
Laps :

- Se deseneazd la o scard clt mai micd posibil, domeniul stu-

.teriorea topologiei discretizirii prin

- iat.Aceasta depinds exclusiv co mijloacels grafice de care se
‘iispune psntru un desen la scari ,corect, fara erori.

~ Sa decide iIn primé in:taald pasul retelei iIn zonele cu un
“are gradieat al fuacyiai A( x , y) ..costse zZone fie se " simé * ,

“i0 reszultd dinlr~o solubie woborivari.lUlLorior 0 gxocutd tracerna
e ia aceste zone la restul domeniului, astfel ca s& avea
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toate eleuentele triunghiulare interconectate prin virfuri.Si-
tuayil de genul celei ilustrate in fig. 4.7 a nu sint admise .

, |
. P
;2 Z </
P oay " 4 £) "

Fig.4.7 Situajii nepermise in triungularizare.

- Se cerceteaza media pumZrului "nv" de elemsnte vecine unui
nod.ha nu trebuie séd depédgeasca nv = 8 + lo. Numdrul optim este
nv = 6 ,ceaa ce revine la valoarea medie & unghiurilor triunghiu-
rilor aproximativ egald cu T/3,Nu sint recomandate unghiuri deo-
gebit de ‘variate( de exeuiplu,unele lo altele 150 = 1600) din
considerente de rezolvare numericd a sistemului [M]{A] = {TL}. Do .
multe ori un examen vizual de tip "estetic& a retelei " poate de-=
pista defecte ale retelel de discretizare.Pentru ilustrarea se
poate compara fig.4.8 ¢ si 4.8 d " Dozordineu " din jurul nodurilor
4, 5, 8, 11 , 1o , 7 are repercursiuni asupra layimii benzii.

- —E—— - e . —— - = - . m——— - ee—— e c——- —

(8=6 18«12 8.4 . 18-S
R/ ¢ 24D ' g 1]
s /ln /o % /1e NS s /in /] s [T

v
1o /in /2 % /9 /4 Q /la [l . /\ o

[
? /19 /|3 L A5 /1% /13 ' 17/18 /|# 9 4
§ 718 ¢ CY4([P4F) g b

» 13, /4 [
— a _ b) c) : d)

Fig.4.3 Exemple de triangularizare $l numerotare

Nu trebuie uitat cad proprietéyile de material trebule @ file
constante pe intreaga suprafayd a elemerntului, deci 50 SPURR IR IRES)
trontierele zonel foromagnotice , a zonei strdbZtutd do curent,otc
Dauci geomsetria inifiald a domeniului e puternic alteratd co cou-=
turul ¢are trebuie si urmdreascd laturile rejelei de discrotbizuro,
se rofuce triuangulurizarea.

- Abia dupd ucesto otape se lncepa auaerotarea nodurilor i
elecaentelor,raspectind oriteriile sav rezulile urwmatoars :

P

Critoriul 1. Numerotarea 6lswentelor trebuie si grupeze (pe cit

posibil) elewentele situate 1in fier,(}Lvuriabil,
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- J(x,y ) = 0) cels situate in aer(fb=}bo y J(x,y)=0)51
cele stribidtute de curent (p=po , J(x,y) # Q) . sa
usureazd astlrel scrierea prograunulul ae enerare a
matricii [M]. Regula nu este obligatorie ,teoretic
srico numeroture o ale.sntelor L1ind acceptubilds
Critoriuvl 2. Huuerotarea nodurilor sopard in doud yrupuri nodurile
interne gi cele apurtinind frontierei.fa se face de

asewanea maniori , Incit sd asisure iforma bandd pen-

tru matricea [M]. Regula este obligatorie .aiceasta

inseamnd c3 se baleaiazd conrigurayia coniform unuil

principiu, FARA A INUERVENI INIR-0 ZOWA 1N CARS S-A

| FACUT NU.KROTARSA . NUMERUTAREA NODURILOR NU TINE
CONT DB VARIATIA 2eOPRILTATILOK Dy HATSRIAL DE-A
LUNGUL DIRSCTISI D BALNIAJ.

'Criteriul 3. Pentru a asigura o litime de banda minimd,se alags
astfel directia de baleiaj , ca de-a lungul ei ,
totodutd in aceluyi gons, nid so traversoze domeniul
D intfilnind un numdr minim de noduri.

Cumpnralla divorselor numeroturi se Luco in ultind instunid In funo-
tie de litimea de bandd maximd rezultatad. Aceastd litime se
‘uprociazd pornind de la poligonul format In jurul unul nod oareca-
_ro de elorcentele vacine nodului.Pentru nodul 9 din fig. 4.6 acest
polizon este degcris de virfurile 5,6,10,14,15,18. Je cauta di-
forenca maximd intre pumerele de ordineadovud virfuri , se adaugd 1

71 se obyine litimea benzii LB', adicd numiirul de coloane in care
pot 1 gasipi toyi coelicientii nenuli din matricea [M]. Pentru ca-
:zul din fi:.4.6. avem : )

. IB' = 14 =5 + 1 = 1lo
" adicid Intr-o zond de lo coloarna Lo Si:osc to,i coelicientii nenuli
4l lipiei p = 9 a matricii [m]. i exteriorul acestei zone, cu
Higucunpﬁ vom aveu doar zerouri ,doopurece resbul nodurilor nu apar-
 L1n polizonului 5,6,10,14,13%,3.

" La o nuzmerotare potrivibt:. , aceastd bundd LB' se situeazd si-
we tric fayd ce elementul diagonal.

Avina o matrice [M] simetricd , pozitiv definitd , de tip bandd

5@ poate stoca in wemoris un numir de elements corespunzitor semibenzii
_IB , definitd ca diferentd muximd Intre numerele de ording

fle nodului central si virturile poligonului format de elementele
yccine nodulul central, la cars s3 acaugd 1 . 0in motivele expuse ul-

terior se va utiliza totdeauna sewmibunda drgapti delinitd ca di-
Lereaga maximd fntre numerele do ordine a nodului central $i ale
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virfyrilor poligonului cars are un numir de ordins supsrior nodului
central , la care ne adauzd 1.

Pgntru cazul din fig. 4.6.

semibandg stingd : LB = 9 -5 + 1= 6

semibanda dreapti LB =14 -99 + 1 = 6
Se face un examsn amdnungit al Intregii discretizdri pentru a veri-
fica dimensiunea sgaibenzii. Dacié valoarea medie a senibchzii cslo
depdsitd doar In citeva puncte,in mod excepyional,se reface trian-
Sularizarea $1 numerotarea, ceoarsce valoarea maximd a semibenzii
deteraind dinensiunea zonei de wmsmorie afectatié stocdrii.Aceastd
zond este utilizatd prost dacd doar. In 5 % sau lo % dipn numérul to-
tal al liniilor se utilizeazid ldfimea maxima.

Trebuie semnalat’ ¢Z o tiangularizare si o numerotere care sé
satisfacd cimultan’ criteriile do mai sus oste grou de realizat, .
Pentru a ilustra problemele celicate pe care le pume Goar nume 10—
turea, dupd ce releuua de trisngularizare u fost decisdi , sd ana-
lizam fig. 4.8 gi 4.9,

Pig.4,8 prezintd numerotarea nocdurjlor interne pentru o conf{iguru-
tie rectangulard , un caz extrem de siaplu din punct ce vedere al
formei domeniului. Numerotarea din fig;4.8.¢f§1.4.8 d asiguré la-
timea minimd a semibenzii , deoarece numai aceste numerotdiri rou-
pectd criteriul 3. Cazul din fig.4,8 d dZ o létime a semibenzii su-
peridaré cazului cin fig,4.8.c. din cauza "mereyuvlaritagii" trion-
sularizérii in zona punctelor 4,9,8,11,10,7 . Dect 1lé&jimea benuil
este condiyionaﬁé atit de triangularizare cit si de numgrotare.
Fig.4.9 prezintd un caz In care se poate reveni cu numerotarea in
zone din care s=-a inceput ,ceea ce contrazice critqriul 2 anuntut
antorior.Se observd cu paptru acost cuz nu.aeroturea "raciald "o:te

dozavantajoasd fa{i de numerotarea '"in elice
| 1822 1Be24

—9?4?Eiomple Jdo triungulurizure ;1 vuiovrotare
Descriorea coumpletd a diucretizarii domeniului D este datd do:

————
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~ ansamblul coordonatelor punctelor situate in inteviorul gi pe
frontiera domeniului D,

~ numorele de ordine ale glementelor vacine pentru fiecure nod
intern al domeniului D ,

- nuwerele de ordine ale nocurilor ge definesc liecare clement,

- valoareéa permeabilitiyii magnetice a fiecurui elewent,

- valoarea densitatii de curent in fiecare element.

- valorile tunctiei necunoscute 1in nodurile frontierei.

Ansamblul tuturor acestor informa{ii constituie datele de
intrare ale programului scris p2ntru rezolvaraa problemeil de cimp.
Dupd scrierea programului si testarea lui , furnizarea datelor de
intrare este etapa cea wmai laboriocasd si wail delicatd. Dg aceca
s-au imagipat metode de triangularizave automati a domeniulul por-
ning do la un humdr restrins de informatii furnizate sistemului de
discretizare. '

4,3.5, Notiuni de trianzulurizare aubomubta.

Far3 a intra in adetalii,se vor prezenta citeva informagii cu
privire la bazele unui algoritm de triangularizare automata descris
in [B49] si [BSo] , algoritm ce face parte dintr-un sistem interac-
Liv pentru rezolvarea ecmatiilor cu derivate partiale pe un dome-
niu plan , pus la punct 1In cadrul CNRS® -~ FRANTA .

Slstenmul este accesibil uoar centrelo:r de calcul dispunind
de o capacitate a wsmoriei centrale practic infinité ( superioard
cifrei de un megaoctet,cum e cazul Centrului de Calcul a Universii

toypil Stlingilice i Meuicale uin Gronoble, caure a licut comunicu—
rou din [B#QD. Numal algoritmul e discrotizare( triangularizare
automuts) ogupi I'drd Loprwinai griaiic 20, Y0 ko , iar cu torminal
prafllc ¢dl,800 koo

Confisuratia eute aecuputu prin .roatisve exterioare s$i fron-
ciere'intarioare. Frontierele sint constituite de un ansamblu de

CUrboI;( fromtiere exterioure ) ;i[:( Irontigre interioare ) precum

gl un ancamblu de curix fﬁ ‘numit " fronturi intermediare " ce
permit subdiviziri ale doweniului O In zone uinple,subdomenii.
I'iecare cztremitate de irontiers se numagte bornd.
Lista ordonatd a frontiereclor astfel orientate incit sd@ for-
meze 0 bucld simpld ce Inciride un :.ubdommniu,se numeste centurd.
Fiecare frontierd va fi cescrisd prin cele 2 borne ale sale
i o liztd do courdonate .uinizate ivio explicit,fie cu un mijloc op-
lio ;0 un ocran cutoelc sau v uang Jradase  $i etulonatd.iceas bl
Hutd ordonats Uiiousi v ocjontarg o ronblorol.
isxemplu : problemd de mediu nzomogen
# Comiuzia Napionald pentru Cerceturea Stiingiiicad

BUPT



- 4] -
Fie domeniul D constituit cin subdomeniile Dl si D2 cum
se vede In fig.4.lo.

Fig.b.lo
Subdivizarea domeniului.

Frontiere extorioard e constituitd de curba fi' definitd de (F,,a,é,p)

T.el; definitd de (B.a:b, py)
Frontiera interné este constituita de 7;", derinita de (Pz,c,d,lsz)
7;_ e E definitd de (F"c’d’P")

Pentru divizarea subdomeniului Dl se definegte frontiera inter-
mediars 7,
f,el,  definita de ( Pas 1)
Domeniul Intreg D este
Conturile :
centura lui Dy : (Vy,~f,~T %)

centura lui D, ¥ (%)

Pentru recunoagteraa diverselor cetegorii de frontiere,ss
asociazd fieclrei borne un tip de valoars .De exemplu : tip pozi-
tiv pentru [, ,negativ pentru [} si fara semn pentru [, .

Discretizarea fiec&rul subdomeniu debuteazi cu discretizarea
centurii sale.Aceastd discrotizare a centuril servegte drept bazd
pentru construirea' triunghiurilor din interiorul subdomeniului.Uti-
lizatorul turnizeazs pe centura un anumit numZr de puncte, po ca-
re ulterior poate s& le controleze pe terminalul optic.Dacd evo-
lupia triangularizirii nu este satisfacZtoare se poate 1l1nterve-
ni direct pe imaginea domeniului afigatd pe terminal s$i 1ie so
reface discretizarea ,lie se cirijesazi evolutla el ulterioari.

Do obicei fieclrei borna i se atageazé o valoare incicativd pontru
pasul discretizgrii,iar nocurile -frontierd vor fl repartizato
avtomat fntre 2 borne astfel ca distanta Intre ele sa fie 0 pro-
cresie aritmeticé.Atribuirea valorilor indicative f:iinc decisZd d9
utilizator , se pot obyine pajil foarte diferiyi de la o zond la dlta
Borngle sint incluse cistawatic inm refeaua de ciscretizare.Detalil

asupra algoritmului dgéons truire dinamicd a discretizérii se vor
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Je ulterior, devarece metoda ecte In ctrinsd lesaturd cu tehlinica
d¢e eliwinure frontuld utilizatd pentru rezclvaurea sistemuiui de
acuagii [u]{a} = {TL}
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