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Rezumat,

In ultimele decenii, iIn domeniul prelucrarii imaginilor s-au
dezvoltat numeroase metode de interpolare cu functii spline, in
contextul conceptului de interpolare generalizata. Plecand de la
acestea, teza de doctorat prezintd noi algoritmi de interpolare
spline  cubica utilizati pentru prelucrarea  semnalelor
unidimensionale. Avantajul unora dintre acestia este ca pot fi
implementati prin filtre numerice cu raspuns finit la impuls
simetrice. Unul dintre noii algoritmi este implementat pe un
sistem cu procesor numeric de semnal si poate fi utilizat pentru
prelucrarea semnalelor in timp real. Procesarea datelor in timp
real este o cerinta de baza pentru numeroase aplicatii din
domeniul prelucrarii numerice a semnalelor.

BUPT



Cuprins

Lista de figUuri ..ovieieiii e 7
LiSta de Tabele .vneie i e 9
B 0 o Yo {8 [0l =Y = PP 10
1.1. Problematica tezei ......ccoeiiiiiii e 10
1.2, STruCtUra tEZEI uvvviiiiiiiii 11
2. Esantionarea si interpolarea semnalelor ........cociiiiiiiiiiii 13
2.1, INErOAUCEIE et s 13
2.2. Esantionarea semnalelor ........oiiiiiiiiiiiniii 14
2.3. Interpolarea semnalelor ....ciiiiiiii e 17
2.4, Filtrele NUMEIICE iuiiiiii it ettt e e e e e eeeaans 20
3. Metode de interpolare cu functii SpliNe ........oiiiiiii i 22
G AU g | o Yo [Tl o= PP 22
3.2. Functii spline polinomiale — definitii si proprietati .........cocovvvviiiiiiiiiinnnnns 23
3.3. Metoda clasica de interpolare cu functii spline .........ccocoiiiiiiiiiiiiie, 25
3.4, FUNCEIT B-SPliNe o e 27
3.5. Tehnici de interpolare cu functii spline in prelucrarea numerica a
semnalelor i imaginilor ... 31
3.6. Alte aplicatii cu funclii SPHNE ...ovvvieiiiii 41
3.7. Algoritmul rapid de interpolare spline cubica (algoritmul Unser) ................ 42
3.7.1. Prezentarea algoritmului .........ooimiiii s 42
3.7.2. Rezultate experimentale proprii ...cuviveeiiiiiiiiii e, 45
G < T @] o ol ¥ 4 T I PP 56
4. Noi algoritmi de determinare a coeficientilor B-spline .........cocoviiiiiiiiiiiiiinnns 58
L R 1 0o T 110/ o N 58
4.2, DEFIVAre NUIMEIICA 1vuvuititinititienetreee st e et e e ea et e e e et r e et e e e e e eneaeens 59
4.2.1. Diferente finite ....cooviiiiiii 59
4.2.2. Derivare numerica prin metoda Stanasila ...........coccoiiiiiiiiiiiinennns 60
4.2.3. Diferenta finita centrald a unui polinom ce trece prin 5 puncte .......... 62
4.3. Relatiile dintre coeficienti, functie si derivatele sale ...t 63
4.4, Algoritmul zero (NECONVErgENE) ..ivviiiieii i e e e e aaeas 65
4.5. Algoritmi care utilizeaza derivata 1 .......cooiiiiiiiiiiiii 68
4.5.1. Consideratii generale .....c.ciciiiiiiiiii i 68
4.5.2. AlGoritmuUl LA e 69
4.5.3. AIGOritmMul 1D ..vieiiiiii e 70
4.5.4. Algoritmul 1P .o s 71
4.5.5.Rezultate experimentale comparate ........cooooiiiiiiiiiii s 72
4.6. Algoritmi care utilizeaza derivata @ doua ........ccocveviiiiiiiiiiiii 75
4.6.1. Consideratii generale .....c.cioiieiiiiii i 75
4.6.2. AlGOritmMUl 2A oo s 75
4.6.3. AlGOrItMUI 2D ..viiiieiii i e 76
4.6.4. AlGOrtmMUIL 2P ot e 77
4.6.5.Rezultate experimentale comparate .......ccooeviiiiiiiiiiiii 77
R o T 1§ 4 | S PP 84

BUPT



6

Cuprins

5.

imbunatatirea algoritmilor de interpolare spline cubici ce utilizeazd valorile

derivatelor functiei T NOAUI .....vviiieii e

7.

Lo O g o Yo [Tl =P
5.2. Utilizarea relatiei din algoritmul Zero .......cccoviiiiiiiiiiiiiiiii s
5.2.1. Relatia de calcul din algoritmul zero ........ccooviiiiiiiiiiiii e
5.2.2. Calculul intercalat al coeficiengilor .......ccovvviviiiiii e
5.2.3. Introducerea unui pas suplimentar .........c.coovieiiiiiiiiii e
5.2.4. Rezultate experimentale ........covieiiiiiiii e
5.3. Prelungirea sirului de coeficienti .......ccovvviviiiiiiiiii
5.4. Abordarea analogicd a procesului de derivare .........cccoveveiiiiiiiiinenininnn.
5.5. Algoritmi de interpolare pentru m>2 ...
I I @] o ol ¥ T PP

6.2. Caracteristici generale ale procesoarelor numerice de semnal ................
6.3. Descrierea sistemului de prelucrare NUMEriCa .....ovvevvvviiiiieiineieneenenss
6.4. Implementarea algoritmului ... ..o
6.5. Rezultate SimuUlare ... e
6.6. Rezultate la rularea pe ProCeSOr ... .vi it eeeas
(ST 2 o 5 T ¥ 4 | RS
Concluzii §i CONEFDUEIT vvviveii i e

BiDl OgrafiE ettt e
Anexa 1. Implementarea algoritmului rapid de interpolare spline cubica

Anexa 2. Implementarea algoritmului Zero ..........ccovvviiiiiiiiiiii
Anexa 3. Implementarea algoritmilor 1A, 1D §i 1P ...ooiiiiiiiiiiien
Anexa 4. Implementarea algoritmilor 2A, 2D Si 2P ...
Anexa 5. Implementarea algoritmilor Imbunatatiti ..........cocovviviiiiiinninnen
Anexa 6. Implementarea algoritmului 2D pe un procesor humeric de semnal ......

BUPT



Lista de figuri

Fig. 2.1.  Prelucrarea numericd a semnalelor analogice ...........cooeeuviviiniinneennns 13
Fig. 2.2. Interpolarea generalizatd .........cccoveviiiiiiiiiiiniiiinii e 19
Fig. 2.3.  Structura TN CasCadad ........cciiiiuiiiiiiieiie e e e e e e 21
Fig. 3.1. Instrumentul numit ,spling” ... 22
Fig. 3.2. Impulsul dreptunghiular SImetric B ....couviiieiiiiiiiiiieiie e eenn 28
Fig. 3.3, FUNCtiile B2, B, B2, B oottt 29
Fig. 3.4. Functia B-splin€ CUDICA ........cioiuiiiiiiiiiii e 30
Fig. 3.5. Derivatele functiei B-spline cubiCd .........covvviiiiiiiiiiiiineeeeeeens 30
Fig. 3.6.  Algoritmul de interpolare B-spline .........cocoiviiiiiiiiiiiiie 35
Fig. 3.7. Aproximarea cu filtre spline prin metoda celor mai mici patrate ........ 37
Fig. 3.8. Determinarea coeficientilor B-spline .........ccciiiiiiiiiiii e 43
Fig. 3.9. Algoritmul rapid de interpolare spline cubica pentru m=2 ................. 45
Fig. 3.10. Eroarea de interpolare pentru cos(2nk/12), ko=7 eviiiiiiiiiiiiiiiiennnnns 47
Fig. 3.11. Esantioanele de intrare si coeficientii determinati cu algoritmul Unser. 50
Fig. 3.12. Erori la interpolarea cu algoritmul Unser .........c.cccveiiiiiiiiiiiniiiiennnnns 52
Fig. 3.13. Erori la interpolarea cu functia predefinita din Matlab ...................... 52
Fig. 3.14. Rezultate pentru semnal treaptad ........ccovviiiiiiiiiiiiii e 53
Fig. 3.15. Rezultate pentru semnal triunghiular cu 16 esantioane pe perioada.... 53
Fig. 3.16. Rezultate pentru semnal triunghiular cu 8 esantioane pe perioada .... 54
Fig. 3.17. Semnal triunghiular interpolat spline cu functia predefinitd in Matlab .. 54
Fig. 3.18. Semnal ECG reconstruit cu algoritmul Unser ..........c.ccceiiiieiniinnennn. 55
Fig. 3.19. Variatia erorii maxime de interpolare in functie de fo/fs ..cocovvivvenennnne. 56
Fig. 4.1. Reconstructia semnalului ..o e 58
Fig. 4.2. Interpolarea semnalului cu un factor m=2 ........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiieens 59
Fig. 4.3. Rezultate pentru reconstructia semnalului sinusoidal cu algoritmul

0= 0 67
Fig. 4.4. Esantioanele semnalelor cu diSCONtiNUItati .......coeevvenvrnieniinennenneneenns 74
Fig. 4.5 Erorile de interpolare la prefiltrarea cu H;p(z), respectiv cu filtrul B-

SPHNE AIFr@CE vt e 74
Fig. 4.6 Erori pentru cos(2nk/12) la interpolarea cu algoritmul 1A ............... 78
Fig. 4.7.  Erori pentru cos(2rk/12) la interpolarea cu algoritmii 1P, 2D si Unser. 80
Fig. 4.8.  Erori pentru cos(2rk/12) la interpolarea cu algoritmii 2P, 2D si Unser. 80
Fig. 4.9 Erori pentru cos(2rnk/120) la interpolarea cu algoritmii 1P, 2D si

UNISEE e e 81
Fig. 4.10. Erori pentru semnal triunghiular la interpolarea cu algoritmii 2D si

UNSEE e 82
Fig. 4.11. Erori pentru semnal treapta la interpolarea cu algoritmii 2D si Unser.. 82
Fig. 4.12. Variatia cu M a erorii maxime de interpolare pentru algoritmul 2D ..... 83
Fig. 5.1.  Algoritmul 1D cu pas suplimentar ..........ccoiviiiiiiiiiiiiii e 88
Fig. 5.2. Erori pentru cos(2rk/12) la interpolarea cu algoritmii 1P, 1Pi si 1Ps ... 90
Fig. 5.3.  Erori la interpolarea semnalului treapta cu algoritmii 1P, 1Pi si 1Ps ... 90
Fig. 5.4. Compararea erorilor la interpolarea semnalului cosinus cu algoritmii

2D, 2DS Si 2P e e 91

BUPT



8 Lista de figuri
Fig. 5.5. Erori la capete la interpolarea sin(2rnk/12) cu algoritmii 2Dext, 2D si

L 1= 93
Fig. 5.6. Circuit de derivare .........cooviiiiiiiiiii e 94
Fig. 5.7. Sistem de interpolare cu m=2 ... 95
Fig. 5.8. Interpolare prin conectarea in cascada a mai multor filtre ................ 96
Fig. 5.9. Interpolare recursiva pentru m=2" .. ..cccciiiiiiiiiiiiiiiiinin e 97
Fig. 6.1. Mediul de dezvoltare a aplicatiilor CCS .......cciiiiiiiiiiiiiiiiiiici e 106
Fig. 6.2. Semnalul de intrare si cel reconstruit (simulare) .........ccooeviiiiiiiinnnnns 106
Fig. 6.3. Semnalul de intrare si cel interpolat cu 2 (simulare) ...........ccccevnennn. 107
Fig. 6.4. SiNUS CU fa=200HZ ..ottt e e aa 108
Fig. 6.5.  SinUS CU fi=5KHZ ...oiviiiiiii 108
Fig. 6.6. Semnal triunghiular cu fs=200HZ ..ot e 109
Fig. 6.7. Semnal dreptunghiular cu f;=1kHz ... ... 109
Fig. 6.8. Semnal dreptunghiular cu fz=5kHz ... ... 110

BUPT



Tabelul 3.1.
Tabelul 3.2.
Tabelul 3.3.
Tabelul 3.4.
Tabelul 3.5.
Tabelul 4.1.
Tabelul 4.2.

Tabelul 4.3.
Tabelul 4.4.
Tabelul 4.5.
Tabelul 4.6.
Tabelul 5.1.

Tabelul 5.2.
Tabelul 5.3.

Lista de tabele

Coeficienti c(k) pentru diverse valori Kp ....cooevevniiiiiiiiiiiieie e 46
Semnal Y(K)=1, Kom7 o e e 48
Semnal Y(K)=1, Ko=4F00 i e 49
Coeficienti pentru y(k)= sin(2rnk/M), Ko=7 oceeeiiiiiiiiiiiiiaeieeeee 50
Coeficienti pentru y(k)= coS(2rnk/M), Ko=7 oceveiiiiiiiiiiiiiiiiaeieennns 51
Valorile primilor 3 coeficienti pentru y(k)=sin(2rk/M) .....cccoevvvininns 65
Erori de interpolare pentru y(k)=cos(2rnk/M), prefiltrare cu H;4(2),
H1p(Z), S HIP(Z) weeineii i e e 73
Rezultate pentru y(k)=sin(2rk/M), prefiltrare cu Hp(Z) ..ovvvvvvvvnnnnnns 78
Rezultate pentru y(k)=sin(2nk/M), prefiltrare cu Hzp(Z) ..covvvevenennnns 78
Rezultate pentru y(k)=cos(2nk/M), prefiltrare cu Hp(Z) ..ovvvvvnennnnnns 79
Rezultate pentru y(k)=cos(2rnk/M), prefiltrare cu Hsp(Z) .oovvvvvvvnnnnnn. 79
Erori de interpolare pentru y(k)=sin(a): comparatie 1D - 1D cu pas
SUPIIMENTEAL et a e e aneanens 89
Interpolare recursiva pentru y(k)=cos(a), prefiltrare cu Hxp(2) ....... 97
Interpolare recursiva pentru y(k)=cos(a), prefiltrare cu Hxp(z) ....... 98

BUPT



1. INTRODUCERE

1.1. Problematica tezei

Sistemele electronice, atat cele analogice, cat mai ales cele numerice, au
patruns in tot mai multe domenii. Tendinta este ca procese, de la cele mai simple
pana la unele complexe, sa fie realizate, urmarite si/sau conduse automat.
Sistemele preiau informatii, le convertesc, le prelucreaza si pe baza lor se iau decizii
care pot fi transmise sub formda de comenzi. De multe ori, prelucrarea acestor
informatii se face prin rularea pe sisteme numerice a unor programe specifice. Multe
aplicatii din viata cotidiand sunt realizate prin intermediul unor procesoare care
executa un program prestabilit. Acestea sunt realizate pe baza unor modele
matematice si a unor algoritmi specifici [86, 88]. Multe fenomene fizice si sisteme
pot fi descrise prin modele matematice. In domenii precum electronica, mecanica,
fizica sau chimia este foarte importanta alegerea modelului si a algoritmului
matematic de lucru.

in prelucrarea numerica a semnalelor sunt esentiale alegerea modelului
matematic si stabilirea algoritmilor specifici. Dezvoltarea acestora se bazeaza pe
cunoasterea metodelor si a uneltelor matematice ce pot fi utilizate in acele cazuri si
care pot duce la rezultate cat mai apropiate de cele asteptate. Stabilirea de noi
teorii si directii iIn matematica dau posibilitatea imbunatatirii metodelor de lucru,
realizarii unor modele mai apropiate de cele reale, a unor algoritmi mai rapizi si a
unor solutii competitive. Se cere viteza si calitate la costuri minime. Se lucreaza atéat
la partea hard a sistemelor, dezvoltdnd tehnologii rapide, cat si la partea de
programare [22, 70]. Astfel, se cauta elaborarea unor algoritmi ce asigura rezultate
bune prin efectuarea unui numar cat mai mic de operatii.

Procedeele de reconstructie si interpolare au un rol important in prelucrarea
semnalelor. De cele mai multe ori, semnalele sunt preluate prin intermediul unor
senzori si traductoare si convertite in siruri de date. Acestea trebuie sa contina
informatia utild din semnalul initial. Semnalul trebuie sa poata fi reconstruit pe baza
acestor date si prin interpolare sa furnizeze valori ale semnalului si in puncte
intermediare celor in care s-a facut prelevarea. Acest lucru este valabil atat in cazul
semnalelor unidimensionale (ce prezinta variatie in domeniul timp sau in domeniul
frecvente), cat si in cazul celor multidimensionale (imagini reprezentate pe axele
XY, sau pentru care se retin informatii de culoare).

Abordarea problemei esantionarii prin prisma unor noi clase de functii baza
(wavelet si spline) a dus la dezvoltarea conceptului de interpolare generalizata [9,
24, 58, 102, 103]. Acesta a permis elaborarea a numeroase metode de interpolare
implementate prin tehnici de filtrare numerica. Acestea sunt folosite, mai ales, in
aplicatii de prelucrare numerica a semnalelor precum redimensionarea imaginilor
(marire sau micsorare), aplicarea unor transformari geometrice, compresia, detectia
conturului [47, 71, 96, 100, 107-116]. in general, imaginile sunt reprezentate
printr-un volum mare de date. Pentru prelucrarea lor sunt necesari algoritmi de
complexitate rAedusé, cat mai usor de implementat si care necesita timpi de executie
cat mai mici. In ultimii 20 de ani, foarte multe aplicatii din acest domeniu utilizeaza
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1.2 - Structura tezei 11

pentru interpolare functiile spline sub diverse forme. Rezolvarea matriceala a
problemei de interpolare cu functii spline este complexa, necesita timp de calcul
mare si utilizarea multor resurse [60, 112]. Abordarea acestei probleme prin tehnici
de filtrare numerica duce la scaderea semnificativa a complexitatii algoritmilor, la
prelucrare unui volum mare de date in timp scurt si la folosirea unor resurse
minime._

In literatura de specialitate se fac referiri la posibilitatea de a utiliza acesti
algoritmi in prelucrarea semnalelor unidimensionale, insa nu sunt prezentate si
exemple [100, 111]. Un mare dezavantaj al acestor algoritmi este ca nu pot fi
utilizati pentru prelucrari de semnale in timp real [123].

In acest context, autoarea tezei a realizat noi algoritmi de interpolare care
combina tehnici cunoscute intr-o nouda maniera [50-55, 89-91]. Algoritmii sunt
implementati prin filtre IIR sau FIR simple si pot fi utilizati si pentru aplicatii in timp
real [56].

1.2. Structura tezei

Lucrarea cuprinde 7 capitole a caror structura este prezentata in continuare.

Capitolul 1 prezinta problematica si structura tezei. Sunt trecute in revista
principalele subiecte care sunt tratate in capitolele urmatoare.

In capitolul 2 sunt prezentate cateva notiuni de bazd din prelucrarea
semnalelor privind reprezentarea, esantionarea, interpolarea si filtrarea semnalelor.
Sunt redate pe scurt cateva principii care stau la baza teoriei esantionarii in
abordarea traditionald si a teoriei esantionarii generalizate. Strans legat de acestea
este procesul de interpolare a datelor. Sunt prezentate cateva metode de
interpolare dintre cele mai cunoscute, al caror dezavantaj este faptul ca pot produce
oscilatii importante intre nodurile functiei. De aici derivda o noud abordare a
problemei interpolarii, prin prisma conceptului de interpolare generalizata, utilizand
functii spline sau wavelet.

Capitolul 3 este o trecere in revista a modului in care functiile spline au fost
utilizate pentru interpolare. Se definesc, pe baza literaturii consultate, functiile
spline polinomiale si B-spline si se evidentiaza proprietatile care fac ca acestea sa fie
des utilizate pentru interpolari de buna calitate. Este prezentata metoda matriceala
de rezolvare a problemei de interpolare spline cubicd. Se trece apoi la tehnicile
moderne de interpolare ce folosesc diverse tipuri de functii spline, aplicate in special
in prelucrarea imaginilor. Este descris un algoritm general de interpolare care
utilizeaza functii B-spline si tehnici de filtrare numerica preluat din literatura de
specialitate. Pornind de la acest algoritm, mai multi cercetatori au dezvoltat o serie
de alte metode de interpolare bazate pe alte tipuri de functii spline, sau functii
spline modificate. In aproape toate aplicatiile studiate se propun abordari diferite ale
pasului doi din procesul de interpolare generalizata. Pentru primul pas, cel de
prefiltrare, se pastreaza acelasi tip de filtru IIR folosit in algoritmul initial. Tot aici
este prezentat in detaliu algoritmul rapid de interpolare spline cubica (algoritmul
Unser). Autoarea tezei a implementat acest algoritm prin programe in Matlab si I-a
testat pe cateva tipuri de semnale electrice bine cunoscute. Tot in Capitolul 3 sunt
prezentate céteva dintre rezultatele acestor teste si concluziile ce deriva din
acestea, concluzii referitoare in special la filtrul IIR folosit pentru determinarea
coeficientilor B-spline.

In capitolul 4 sunt prezentati noi algoritmi de interpolare spline cubica
dezvoltati de autoare pe baza algoritmului rapid de interpolare spline cubica.
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12 Introducere - 1

Metodele de realizare a pasului de prefiltrare sunt originale, pastréandu-se din
algoritmul initial partea de filtrare B-spline inversa. Sunt prezentati 6 noi algoritmi
pentru care coeficientii B-spline se determina prin metode diferite, metode care
deriva din modul de determinare a valorilor derivatelor functiei de aproximare in
noduri. Sunt analizate cateva rezultate semnificative ale testarii acestor algoritmi pe
aceleasi semnale folosite si in capitolul anterior. Algoritmii 2D si 2P dezvoltati, au
marele avantaj ca sunt implementati prin filtre FIR simetrice.

Capitolul 5 aduce in discutie cateva metode de imbunatatire a algoritmilor
dezvoltati de autoare, prezenténd si rezultate pentru acestea. Tot in acest capitol
este tratata si problema aparitiei erorilor la capete (erori care la capetele sirului au
valori mai mari decadt pentru restul esantioanelor). Aceste erori apar si in cazul
algoritmului preluat din literaturd si se propune o rezolvare originalda a acestei
probleme. Mai sunt prezentate si 3 noi metode alternative de implementare a
algoritmilor pentru factor de interpolare mai mare ca 2.

In Capitolul 6, autoarea propune implementarea algoritmului 2D original pe
un sistem cu procesor numeric de semnal. Mai intdi sunt prezentate, pe scurt,
caracteristici de baza ale procesoarelor numerice de semnal si probleme generale
legate de lucrul cu acestea. Este descris sistemul utilizat pentru implementarea si
rularea algoritmului. Sunt redate cateva rezultate practice prin intermediul unor
imagini importate de la osciloscopul numeric utilizat pentru vizualizarea semnalelor
de la intrarea si respectiv, de la iesirea sistemului de prelucrare.

Capitolul 7 prezinta cele mai importante concluzii si contributii originale ale
autoareiAin cadrul tezei de doctorat. Sunt precizate si posibile dezvoltari ulterioare.

In Anexe sunt redate secvente din programele realizate de autoare in
Matlab si in C (in mediul de dezvoltare Code Composer Studio) si rezultate
reprezentative obtinute in urma rularii acestora.
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2. ESANTIONAREA SI INTERPOLAREA
SEMNALELOR

2.1. Introducere

Semnalele regasite in aplicatii sunt in general analogice, deoarece acestea
provin de la senzori si traductoare care transforma variatia unui fenomen fizic in
semnal electric. Se poate face prelucrarea analogicd a semnalelor prin aducerea
acestora la intrarea unor circuite analogice care realizeaza operatii specifice.
Prelucrarea numerica a semnalelor analogice se poate face daca acestea sunt mai
intai convertite in secvente de date prin esantionare si cuantizare, apoi aduse la
intrarea unui sistem numeric de prelucrare (SNP).

Esantionarea este operatia de preluare a unor valori ale semnalului la
anumite intervale de timp egale (esantionare uniformd) sau inegale (esantionare
neuniformd). Semnalul in timp contiuu va fi astfel reprezentat in timp discret.
Esantionul este apoi convertit intr-un numar prin intermediul unui convertor analog-
numeric. Conversia presupune 2 componente: cuantizarea si codarea valorii
cuantizate, convertorul furnizdnd céte o reprezentare numericd pentru fiecare
esantion [39]. Dupad prelucrarea numericd, semnalul digital poate fi din nou
convertit in semnal analogic prin conversie numeric-analogica. Intreg procesul este
reprezentat schematic in figura 2.1.

X(kTe) x(k)

x(t) CAN 5] s |22,

CNA [—» y(B)

esantionare

Fig.2.1. Prelucrarea numerica a semnalelor analogice.

In ultimele decenii prelucrarea numerica a semnalelor este folosita in tot
mai multe domenii. Aplicatii complexe care nu pot fi implementate prin intermediul
circuitelor analogice sau care necesita costuri mari de implementare sunt realizate
prin prelucrare digitald pe sisteme numerice de prelucrare (procesoare numerice de
semnal, microprocesoare, calculatoare). Avantajele utilizarii sistemelor numerice de
prelucrare deriva din caracteristicile acestora. Se pot enumera cateva dintre aceste
caracteristici: flexibilitatea in programare, repetabilitatea, stabilitatea semnalelor
furnizate, sensibilitatea redusa fata de perturbatii [86].

Uzual, semnalele analogice pot fi reprezentate printr-o functie x(t)
(semnalele deterministe). Semnalele pot fi periodice sau neperiodice, pentru
perioada folosind notatia 7. Semnalele in timp discret vor fi notate x[k] sau x(k), cu
k=0, 1,..., N-1, unde N reprezintd numarul de esantioane al sirului dat.

in domeniul prelucrdrii semnalelor se utilizeazd foarte des reconstructia si
interpolarea semnalelor. Procesul de interpolare al unui semnal presupune
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14 Esantionarea si interpolarea semnalelor - 2

determinarea functiei x(t) pe baza esantioanelor x(k) prelevate in domeniul timp.
Reconstructia semnalelor se poate face si in cazul in care esantioanele
corespunzatoare semnalului x(t) sunt cunoscute in domeniul frecvente [69].
Interpolarea se poate implementa prin:

= metode analogice, folosind circuite electronice specifice;

= metode numerice, prin implementarea unor algoritmi de prelucrare

numerica pe sisteme numerice de prelucrare.
O serie de operatii care se efectueaza asupra semnalelor numerice se pot

implementa prin filtre numerice. In continuare se vor prezenta cateva concepte
legate de procesele de esantionare, interpolare si filtrare.

2.2, Esantionarea semnalelor

Fie un semnal analogic x(t), kK un numar intreg si T, perioada de esantionare
(pasul de esantionare). Un semnal analogic x(t) este esantionat periodic la intervale
egale cu T, rezultand sirul:

x(k)=x(kT.), -oco>k>c0 (2.1)
Perioadei de esantionare i corespunde o frecventa (ratd) de esantionare:
fe =1Te (2.2)

Esantionarea si reconstructia semnalelor sunt operatii fundamentale in
procesarea numerica a semnalelor. Problema esentiala care se pune este aceea ca
un semnal esantionat trebuie sa pastreze toate caracteristicile semnalului analogic
din care provine pentru ca acesta din urma sa poata fi reconstituit din esantioanele
sale. La baza dezvoltarii principiilor esantionarii si reconstructiei semnalelor sta
teorema lui Shannon, publicata in 1940 [101]. Mai este cunoscuta si ca teorema
WKS: Whittaker-Kotelnikov-Shannon. Aceasta descrie o metoda generala de
transformare a unui semnal analogic intr-o secventa numerica [101]. Prin teorema
lui Shannon se spune ca pentru a putea reconstrui un semnal din esantioanele sale,
acesta trebuie esantionat cu o frecventa de cel putin 2 ori mai mare decat cea mai
mare frecventa din spectrul semnalului. In literatura de specialitate mai este
cunoscuta si ca frecventa de esantionare Nyquist [86, 101, 106]. Se presupune ca
semnalele sunt de banda limitata, iar pentru reconstructie avem nevoie de o
infinitate de termeni. Daca spectrul semnalului contine si frecvente superioare
frecventei Nyquist, atunci apare fenomenul de aliere. Pentru a evita aparitia acestui
fenomen, se utilizeaza un filtru trece-jos ideal pentru filtrarea semnalului Thainte de
esantionare. Acesta este denumit filtru anti-aliere.

Pentru reconstructia unui semnal analogic trebuie de fapt sa determinam
functia care descrie forma acestui semnal pe baza esantioanelor prelevate in
domeniul timp sau a celor din domeniul frecvente obtinute in urma unui proces de
prelucrare. Semnalul x(t) de banda limitata poate fi reconstruit din esantioanele sale
x(kT.) dupa formula:

x(t)= D" x(kTe)sinc(t/Te - k) (2.3)
keZ
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2.2 - Esantionarea semnalelor 15

unde sinc(t) este functia sinus cardinal:

_ sin(nt)

sinc(t) = e (2.4)

Pentru multa vreme, teorema esantionarii @ lui Shannon a reprezentat
singurul mod de abordare a problemei esantionarii. In 1977 Papoulis a demonstrat
ca, pentru un semnal de banda limitatd, este posibila reconstituirea semnalului din
esantioanele obtinute la iesirea unui ansamblu de g sisteme liniare invariante in
timp daca esantionarea s-a facut cu o frecventa de (1/q) din frecventa Nyquist [42,
117]. Astfel se realizeaza o esantionare multicanal, neideald, oferind o abordare mai
realistd a problemei decat in cazul esantiondrii ideale propusa de teorema lui
Shannon. Aceasta generalizare a pornit de la faptul ca exista multiple posibilitati de
a obtine date dintr-un semnal pentru o caracterizare completa, esantionarea
uniformé cu frecventa Nyquist fiind doar o posibilitate.

In principiu, teorema generalizata a lui Papoulis propune o esantionare
multicanal care poate fi un instrument util in practicd, in special in situatii de
achizitie de semnal cu senzori multipli. Papoulis a formulat aceasta teorie pentru
functii de banda limitata, insa nu a realizat un algoritm concret care ar putea fi
implementat.

Esantionarea multicanal se poate extinde si in cazul in care semnalele de
intrare nu sunt de banda limitata [42, 43, 77, 78, 117, 118]. Semnalul de intrare nu
se mai considera de banda limitata, ci este un semnal de energie finita: x(t)el,. Se
renuntd la idea de reconstructie exactda a semnalului de intrare, facand o
aproximare ,consistenta” a acestuia.

Scopul esantiondrii este acela de a reprezenta o functie x(t) de variabila
continua t printr-un sir de numere, reprezentare care este de cele mai multe ori
preferabild pentru prelucrarea si transmiterea de date. Reprezentarea nu trebuie §é
fie ambigud, de aceea problema se limiteaza la o anumita clasa data de semnale. In
teoria clasica se considera spatiul semnalelor de banda limitata pentru care functia
baza este functia sinus cardinal.

Teorema esantionarii a lui Shannon descrie legatura dintre o functie de
banda limitata si esantioanele sale echidistante prelevate la o frecventa superioara
frecventei Nyquist. Aceasta abordare prezinta mai multe probleme din punct de
vedere practic:

e presupune utilizarea unor filtre ideale, imposibil de realizat fizic;

e semnalele cu care se lucreaza in practica sunt de durata finitd, ceea
ce este In contradictie cu ipoteza de semnal de banda limitata;

e limitarea benzii de frecventa tinde sa genereze oscilatii Gibbs;

e functia baza - sinus cardinal - are o rata de cadere foarte mica.

Primele 2 probleme pot fi oarecum rezolvate prin aproximari, insa ultimele
doua se pot rezolva doar prin schimbarea functiei baza [31, 101]. O abordare
recenta este aceea de a studia esantionarea prin metode oferite de teoria
multirezolutiei si a transformatei Wavelet. Baza acestei abordari o constituie faptul
ca diverse subspatii wavlet au aceeasi structurda invarianta in timp ca si clasa
functiilor de banda limitata Shannon. Teoria functiilor wavelet a fost cea care a adus
un nou mod de gandire in procesarea semnalelor in termeni de functii de banda
nelimitata [33, 104]. Astfel, a fost deschis drumul spre folosirea si a altor functii (de
exemplu, functiile spline) ca functii baza in teoria prelucrarii semnalelor. Se ofera o
abordare mai generalda a problemei esantionarii, iar teoria traditionala poate fi
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16 Esantionarea si interpolarea semnalelor - 2

considerata un caz particular al acesteia (deoarece atunci cand gradul functiei B-
spline tinde la infinit, aceasta tinde la sinc(t)).

Orice semnal in timp continuu poate fi descris prin urmatorul model
matematic [120]:

xt)= > clkhole ) (2.5)

K=—

In abordarea teoremei Iui Shannon, coeficientii c(k) sunt chiar esantioanele
semnalului x(k), iar functia ¢@(t) este functia sinus cardinal. In esantionarea
generalizata, pentru ¢(t) se folosesc alte clase de functii (de exemplu: wavelet sau
B-spline), iar coeficientii sunt o reprezentare a semnalului in timp discret.

Esantionarea wavelet si spline reprezinta o alternativa tot mai des utilizata
la abordarea clasica. Aceste tehnici pot fi folosite cu succes pentru proiectarea si
folosirea dispozitivelor de achizitie ne-ideale si a masurarilor multicanal [117].

Un tip de esantionare multicanal ce poate fi utila, de exemplu, in cazul in
care avem un sir de masurari asupra pozitiei si vitezei unei tinte sau a unui obiect in
miscare, este esantionarea derivativa [119]. Daca avem la dispozitie semnalul x(t)
si derivata sa de ordinul intdi x(t), atunci se pot esantiona fiecare cu o frecventa de
2 ori mai mica decat frecventa Nyquist. Numarul total de esantioane pe unitatea de
timp este acelasi ca in cazul esantionarii clasice [119, 120]. Esantioanele obtinute
pot fi scrise astfel:

x(2n) =" clk)p(2n - k) (2.6)

k

x'(2n)= " c(kkp(2n - k) (2.7)
k

Se considera ca acestea sunt obtinute la iesirea unui sistem de filtre cu 2
canale, filtrele avand functiile de transfer:

Ho(z)= ¢(n)z™" (2.8)

Hy(z)= Zqo(n)z*” (2.9)

Impunand anumite conditii pentru aceste filtre, din esantioanele x(2n) si
x’(2n) putem reconstrui perfect c(k), deci in final putem obtine semnalul x(t).

In cazul in care x(t) este o functie spline de gradul n, in loc sa aplicam
esantionarea uniforma conform teoriei lui Shannon, putem sa esantionam x(t) si
cele n-1 derivate ale sale, fiecare cu o frecventa de n ori mai mica. Numarul total de
esantioane pe perioadd este acelasi. in acest caz, ¢(t) poate fi functia B-spline
cubica sau functia B-spline de ordinul 2. Este demonstrat ca x(t) poate fi reconstruit
din aceste esantioane utilizand filtre FIR digitale [119, 120].
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2.3 - Interpolarea semnalelor 17

In ultimii ani, teoria esantion&rii generalizate a dus la dezvoltarea a
numeroase metode de esantionare uniforma sau neuniforma ce se pot aplica pentru
semnale nelimitate in banda si pentru sisteme neideale [21, 38, 48, 72, 95].
Aceasta teorie este in stransa legatura cu conceptul de interpolare generalizata.

2.3. Interpolarea semnalelor

Problema interpolarii se pune in situatii care necesita determinarea unor
informatii ce nu se regasesc in mod explicit intr-un sir de date. Fiind date un sir de
valori ale unei functii necunoscute, prin interpolare se construieste o functie care are
aceleasi valori cu functia originald in punctele date si permite calcularea valorilor si
in alte puncte din domeniul de definitie.

Diverse metode de interpolare s-au folosit inca din antichitate pentru
calcularea timpului si intocmirea calendarului pe baza pozitiei anumitor stele. Teorii
si metode de interpolare au fost dezvoltate in diferite colturi ale lumii si in diferite
perioade temporale. Lipsa posibilitatilor de comunicare si documentare la distante
lungi a facut ca in zone geografice diferite, in aceeasi perioada de timp sau in
perioade diferite sa se dezvolte metode similare [58].

Din punct de vedere matematic, problema interpolarii se pune astfel: fie o
functie reald f(x) definitd pe un interval [xy, xy] pentru care se cunosc valorile
functiei in punctele x,, notate y,=f(xx). Sa se aproximeze aceasta functie printr-o
alta functie g(x), relativ simpld, astfel incat, in orice punct, valoarea celei de-a doua
functii sa fie ,suficient de aproape” de valoarea lui f. Punctele x, in care se dau
valorile functiei se numesc noduri. Altfel spus, se cauta o functie g(x) care in noduri
ia aceleasi valori ca functia f(x), sau valori apropiate de acestea:

g(x)= fixy), k=0,1, ... N (2.10)

iar in celelalte puncte de pe interval, valorile lui g(x) si f(x) sa fie apropiate [60].
Se pot distinge doud cazuri in care este necesara aproximarea unei functii:
= functia are o expresie complicata si este dificil de evaluat;
= se cunosc valorile functiei in cateva puncte si este necesar sa se
determine valorile functiei in alte puncte intercalate [45].

Una dintre cele mai simple metode de interpolare este interpolarea liniara.
Metoda de interpolare liniara presupune aproximarea unei functii date intre 2 puncte
prin segmentul de dreapta ce uneste cele 2 puncte. Polinomul de aproximare de
gradul intai este de forma:

P(x) = Fkn) = Fxe) o, Flxg)- f(Xk+1)*f(Xk)Xk (2.11)
Xk+1 — Xk Xk+1— Xk '

Interpolarea liniara a fost introdusa prima data in calculul functiilor
trigonometrice si al logaritmilor [20, 45]. De obicei, acest tip de interpolare implica
erori foarte mari, care depind de interval si de forma functiei pe acest interval. Se
poate obtine o anumitd acuratete daca se utilizeaza un numar suficient de puncte de
interpolare [20]. Din aceasta cauza, interpolarea liniara este rar utilizata, in schimb
folosindu-se interpolarea polinomiala (polinom de interpolare de grad mai mare).

Prin interpolarea polinomiala se cauta un polinom de aproximare de gradul n
care in nodurile de interpolare sa coincida cu valorile functiei. S-au dezvoltat multe

BUPT



18 Esantionarea si interpolarea semnalelor - 2

metode de a determina acest polinom, printre cele mai cunoscute fiind polinomul lui
Newton si polinomul Lagrange.

Polinomul de interpolare Newton se poate construi pe baza diferentelor finite
ale functiei si se poate folosi doar in cazul in care nodurile de interpolare sunt
echidistante. Acesta se determind astfel:

A X
Nn(x):yo +1;/—g(x—x0)+ 2122 (x—xo)(x—x1)+...+
+A”y0 (x = x0 )x = x1)...(x = xn_1) (2.12)
n! A"

Diferentele finite sunt utilizate doar in cazul functiilor definite in puncte
echidistante. Polinoamele de interpolare pot fi generalizate pentru functii
reprezentate in puncte inegal distantate, utilizand diferente divizate pentru
determinarea acestora [45]. Prin metoda Lagrange se propune gasirea unui polinom
de aproximare pentru functii ale caror valori sunt date in puncte inegal distantate.
Polinomul Lagrange se determina astfel [45, 75]:

) 4 . (x = x0 )x = x7). (X = Xp_1 )X = Xpes 7). (x = xp)
talo) = 2 ) e Vo )~ Xk ok it 5] 22

Desi valoarea polinomul coincide cu cea a functiei in noduri, intre doua
noduri poate sa se abatd foarte mult de la aceasta. Acesta este marele dezavantaj
al folosirii polinoamelor de interpolare. In plus, ori de cate ori se doreste sa se
fnlocuiasca polinomul cu unul de grad mai mare, toate calculele de determinare a
acestuia trebuie refacute [45].

Intr-o serie de aplicatii, pe langa faptul ca functia de aproximare trebuie sa
furnizeze aceleasi valori ca si functia de aproximat in punctele de interpolare, se
cere ca si derivatele acestora (de un anumit ordin) sa coincida in anumite puncte.
Acest caz, iIn care sunt date valorile functiei si ale unui numar de derivate
consecutive n noduri, se numeste interpolare Hermite (hermitiand) [60].

In cazul interpolarii Hermite se pune problema gasirii unui polinom unic de
grad m sau mai mic, care, pentru functia de interpolare H(xy), trebuie sa satisfaca
conditiile:

H(xx)=f(xx), pentruk=0,1,2,..., N (2.14)

HO)(x )= FD(xg), i=1, 2,..., m (2.15)

Daca se scriu toate relatiile care rezulta din conditiile de mai sus, se obtine
un sistem de m+1 ecuatii liniare cu m+1 necunoscute, sistem ce poate fi rezolvat
prin diverse metode [20].

Metodele de interpolare polinomiala au avantajul ca ofera o forma analitica
care poate fi usor manipulatd matematic. Marele dezavantaj al acestora este ca
aproximarea poate produce oscilatii considerabile intre noduri [75]. Pentru
reducerea oscilatiilor se pot alege mai multe noduri, ceea ce inseamna construirea
unui polinom de grad mai mare. Aceasta nu conduce neaparat la rezultate mai bune
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2.3 - Interpolarea semnalelor 19

[60]. S-a demonstrat ca, daca gradul polinomului de interpolare creste indefinit
(n—), atunci si eroarea de interpolare tinde la infinit (¢—»w) [60].

S-a cautat o altad clasa de functii de interpolare care sa inlature neajunsurile
polinoamelor de interpolare cunoscute. Astfel, se face trecerea la o clasa extinsa de
functii polinomiale: functii polinomiale pe portiuni (sau segmentar polinomiale) -
polinoame posibil diferite pe subdomenii diferite ale domeniului pe care se face
interpolarea. Segmentele de polinoame se racordeaza in noduri impreuna cu un
anumit numar de derivate ale acestora. Acestea sunt denumite functii spline [60].

Functiile spline cubice sunt cele mai simple si mai des utilizate in ultimii ani
in aplicatii de interpolare. Aceste functii vor fi descrise pe larg in Capitolul 3.

In teoria prelucrarii semnalelor, procesele de reconstructie si interpolare
sunt direct legate de modul in care s-a facut esantionarea semnalelor. in cazul
ideal, formula de interpolare care permite reconstituirea semnalului continuu x(t)
din egantioanele sale este data de relatia (2.5), unde @(t) este functia de
interpolare. In practica se lucreaza cu un numar finit de esantioane si nu se poate
implementa aceasta relatie, care reprezintd un proces de filtrare ideala. De aceea,
filtrul ideal va fi inlocuit cu un filtru numeric specializat (filtru de interpolare). Acesta
trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii [69]:

= sa prezinte o caracteristica faza - frecventd nuld sau cel mult
liniara;

= esantioanele initiale trebuie sa se reproduca farda erori in sirul
interpolat;

= functia de transfer a filtrului trebuie sa fie o functie para;

= sa asigure conservarea componentei continue a semnalului
reconstituit.

Se poate spune ca filtrele cu raspuns finit la impuls, care sunt filtre
nerecursive, sunt potrivite pentru a fi utilizate ca filtre de interpolare.

Conceptul de esantionare generalizata il are ca si corespondent pe cel de
interpolare generalizatd. In cazul interpoldrii generalizate se renuntd la idea de
interpolare exacta a unui semnal, preferand o bund aproximare a acestuia [12].
Functia de interpolare ¢(k) este inlocuita cu alte functii de sinteza care asigura o
aproximare consistenta a semnalului initial [9, 30]. Idea utilizarii unui filtru anti-
aliere din teoria clasica a esantionarii a sugerat solutii asemanatoare si in cazul
interpolarii generalizate. Astfel, din esantioanele cunoscute ale semnalului x(k),
printr-un proces de prefiltrare, se determina coeficientii c(k), cu ajutorul carora se
pot calcula esantioanele semnalului interpolat [9]. Procesul de interpolare
generalizata poate fi descris prin schema din figura 2.2.

c(k)

A

x(k) — Ho2) @(k)  [—Pxi(k)

prefiltrare functie de sintezd
Fig.2.2. Interpolarea generalizata.

Functia de transfer a sistemului de prefiltrare se determina astfel [9]:

Hpf(z (2.16)

PR
> olk)z

keZ
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In domeniul prelucrérii imaginilor, in ultimii ani, s-au dezvoltat si se
utilizeaza algoritmi de interpolare care se bazeazd pe conceptul de interpolare
generalizata [58, 59, 124]. Pentru ¢(k) se folosesc functiile B-spline de diferite
grade, sau variante modificate ale acestora. Cateva dintre aceste metode vor fi
prezentate pe scurt in Capitolul 3.

2.4. Filtrele numerice

Filtrele numerice sunt sisteme liniare invariante utilizate pentru a modifica
distributia in frecventa a componentelor unui semnal dupa specificatii date, folosind
operatii aritmetice cu o acuratete limitatda. Daca la intrarea unui astfel de sistem se
aduce un semnal discret x(k), operatia care se efectueaza asupra lui se numeste
filtrare numerica si la iesirea sistemului se obtine y(k).

Procesul de filtrare este descris prin relatia (2.17), unde h(/) este raspunsul
sistemului la impulsul unitate.

y(k)= Zh(i)~x(k =) (2.17)

N
i=0
Pentru relatia (2.17) se aplica transformata Z si se obtine:

Y(2) = H(z)X(2) (2.18)

Orice filtru numeric este caracterizat prin functia de transfer notata H(z).
Aceasta este data ca raport de polinoame, termenii a; si b; fiind coeficientii filtrului:

-1 -2 -N
H(z)= 20 +alzl +azzz +...+aNzM _Alz) (2.19)
1+byz " +byz™“ +...+byz~ Bz
Prin urmare, semnalul de la iesirea filtrului se poate determina astfel:
N M
yk)= Y aix(k i)=Y bjylk - ) (2.20)
i=0 j=0

Dupa tipul de raspuns la impulsul unitate, filtrele se pot clasifica in:

= filtre cu raspuns finit (FIR) la impulsul unitate;
= filtre cu raspuns infinit (IIR) la impulsul unitate.

Pentru filtrele cu raspuns finit la impuls (FIR) coeficientii b; sunt zero, functia
de transfer a filtrului fiind data prin polinomul A(z). Acestea sunt filtre nerecursive.
Un astfel de filtru este intotdeauna stabil, deoarece are raspuns finit la impulsul
unitate. Daca filtrul este simetric (sirul coeficientilor a; este simetric), atunci
caracteristica de faza este o functie liniara cu frecventa [39, 86].

Filtrele cu raspuns infinit la impuls (IIR) sunt caracterizate printr-o functie
de transfer de forma celei din relatia (2.19), unde polinomul B(z) este diferit de
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2.4 - Filtrele numerice 21

unu. Functia de transfer are N zerouri si M poli (p;). Pentru ca filtrul sa fie stabil,
trebuie ca polii functiei de transfer sa se situeze in planul z in interiorul cercului
unitate, iar modulul acestora sa fie mai mic decat unitatea. Ca filtrul sa fie cauzal
trebuie ca numarul polilor sa fie mai mare decat numarul zerourilor [39, 64, 86].
Putem aprecia stabilitatea unui filtru IIR astfel:
= dacd |pj] <1, atunci h(i)—0, rezultdnd un sistem stabil;
= dacd |p]>1, atunci h(i/)—oo, rezultdnd un sistem instabil;
= dacd |p] =1, sistemul este caracterizat de o stabilitate marginal3 si
produce un raspuns oscilatoriu. Mai mult, polii de ordin multiplu de
pe cercul unitar determina un sistem instabil.

Filtrele IIR sunt filtre recursive, pentru care valoarea semnalului de la iesire
la un moment dat depinde atit de valorile semnalului de la intrare cat si de valorile
anterioare ale semnalului de la iesire.

Pentru filtre de ordin mai mare, daca functia de transfer H(z) data de (2.19)
poate fi impartita conform relatiei (2.21), atunci filtrul poate fi obtinut prin legarea
in cascada a rfiltre de ordin mai mic, care au functiile de transfer H,(z2), ..., H{2).

H(z)=C -H1(z)-H>(2) ... - Hr(2) (2.21)

In figura 2.3 este prezentatd structura in cascad3 a unui filtru.

x(k) y(k)
HZ(Z) I ' Hr(z) — >

A 4

—» Hi(2)

Fig. 2.3. Structura in cascada.

Implementarea filtrelor numerice presupune realizarea unor operatii simple
de adunare si inmultire. De aceea, ele pot fi implementate cu usurinta pe sisteme
numerice de prelucrare. Procesoarele numerice de semnal sunt optimizate sa poata
efectua in paralel cel putin o operatie de inmultire si una de adunare, realizandu-se
astfel usor si rapid procesele de filtrare numerica.
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3. METODE DE INTERPOLARE CU FUNCTII
SPLINE

3.1. Introducere

Functiile spline reprezinta o clasa speciald de functii dezvoltatd din
necesitatea de a elimina unele neajunsuri ale functiilor polinomiale in teoria
aproximarii si interpolarii functiilor. Functia este formatd din polinoame pe
subintervale adiacente care se racordeaza in noduri impreuna cu un anumit numar
de derivate ale sale.

Denumirea acestui tip de functii provine din mecanica. Dispozitivul mecanic
spline” este format dintr-o bara subtire deformabila cu greutati care pot fi aranjate
astfel incat bara sd treacd prin anumite puncte date si este utilizat pentru a desena
o curba neteda [60]. In figura 3.1 este prezentat un astfel de instrument [130].

Fig.3.1. Instrumentul numit ,spline”.

Chiar din antichitate, liniile poligonale au fost utilizate in problemele de
geometrie, apoi pentru aproximarea solutiilor ecuatiilor diferentiale. Isaac Jacob
Schoenberg® a utilizat pentru prima datd in 1946 termenul de ,functie spline”
pentru a descrie o functie segmentar polinomiala [60, 100]. El a avut un rol
important in structurarea si dezvoltarea teoriei functiilor spline, fiind cunoscut ca
,tatal” acestor functii [130].

Carl DeBoor este considerat ca fiind cel care a continuat munca lui
Schoenberg in domeniul functiilor spline [130].

Dezvoltarea teoriei functiilor spline s-ar putea imparti in 2 perioade [60,
100]. Prima este pana in 1964, cand un numar insemnat de matematicieni au

M1, 3. Schoenberg s-a ndscut in Romania, la Galati, in 1903. A studiat si apoi a fost asistent la
Universitatea din Iasi, unde a sustinut si teza de doctorat. Dupa 1930, activitatea sa de
cercetare se desfasoard in Statele Unite ale Americii. Lucrdrile sale sunt de referintd in
dezvoltarea ulterioara a teoriei functiilor spline [82].
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3.2 - Functii spline polinomiale - definitii si proprietati 23

dezvoltat anumite clase de functii care aveau proprietati asemanatoare sau identice
cu functiile spline. Intre timp, teoria prelucrérii semnalelor a cunoscut o dezvoltare
rapidd datoritd abordarii prin prisma functilor de bandd limitatd propusa de
Shannon [100]. In 1964, I. J. Schoenberg a descoperit relatia dintre functiile spline
de interpolare si cele mai bune formule de aproximare in sensul lui Sard. Se poate
spune ca acesta a fost un pas hotarator in dezvoltarea teoriei functiilor spline [60].
Dupad aceasta, interesul pentru acest domeniu a crescut si tot mai multi au fost cei
care au dezvoltat si utilizat teoriile existente.

Ulterior, familia functiilor spline este extinsd, incluzadnd functii spline
polinomiale, functii spline trigonometrice, functii spline exponentiale, B-spline, L-
spline, functii spline Cebisev, functii spline cardinale, biortogonale. in literatura de
specialitate sunt tratate functiile spline de o variabila, teoria fiind extinsa rapid si in
cazul mai multor variabile [60, 16]. Teoria functiilor spline a fost dezvoltata intr-o
multime de directii si mai ales, s-a cautat aplicarea functiilor spline in diverse
domenii. In matematicd si in ramurile care necesitd un suport si un model
matematic bine elaborat, aceste functii se utilizeaza in rezolvarea de probleme noi,
sau ofera o noua abordare a problemelor clasice (interpolare, aproximarea unor
functionale liniare, rezolvarea numerica a unor clase de ecuatii diferentiale si
integrale, ecuatii cu derivate partiale) [60, 100].

Odata cu dezvoltarea computerelor, functiile spline au avut un impact
considerabil in proiectarea asistata de calculator si grafica computerizata [100]. In
prelucrarea semnalelor au fost folosite mai tarziu, dupa ce teoria functiilor wavelet a
adus un nou mod de gandire prin prisma functiilor de banda nelimitata [100].

Se poate spune ca rezultate importante in teoria functiilor spline s-au
obtinut si in Romania. Membrii seminarului de cercetare ,Functii spline si aplicatii”
de la Facultatea de matematica a Universitatii din Cluj-Napoca au publicat lucrari in
acest domeniu. O lucrare de baza este monografia ,Functii spline si aplicatii” [60] a
profesorului Gheorghe Micula. In numeroase randuri se vor face referiri la aceasts
carte si din ea vor fi prezentate cateva definitii si teoreme in subcapitolul 3.2.
Lucrarea, revizuita si completata, scrisa in limba engleza impreuna cu Sanda Micula,
este publicata in 1999 sub titlul ,Handbook of splines” [61].

3.2. Functii spline polinomiale - definitii si proprietati

Functiile spline polinomiale vor fi definite in continuare.
Definitie 3.1 [60]: Functia s:R—%R se numeste functie spline de gradul n,
cu nodurile x;< x,<...<xy , daca satisface urmatoarele doua conditii:

o s, ePyIj) I =(xi, Xj41)i=0,1,....N,(xp = ~0, X1 = +2) ; (3.1)

I;
o seC'I(w). (3.2)

O functie spline de gradul n, definitd pe un interval, este formata din
fragmente de polinoame de grad n pe subintervale adiacente, care se unesc in
noduri. Functia este de n-1 ori derivabild, ea si primele n-1 derivate ale sale fiind
continue. Datorita proprietatilor de continuitate si a faptului ca se exprima prin
polinoame, acest tip de functie poate fi usor de folosit in rezolvarea problemelor de
interpolare a datelor si aproximare a unor curbe si functii complicate. Acestea nu
sunt necesare in cazuri in care este simplu de determinat functia ce se potriveste
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unui set de date, ci pentru a genera o functie care sa le aproximeze. Se pot realiza
usor algoritmi de calcul ce pot fi implementati prin programe pe calculator sau pe
procesoare numerice de semnal.

Urmatoarea teorema arata faptul ca functiile spline polinomiale pot fi
folosite pentru aproximare.

Teorema 3.1 [60]: Orice functie f € C'[a, b], impreuna cu derivatele ei
pana la ordinul n, pot fi aproximate uniform printr-o functie spline de gradul n,
respectiv prin derivatele pana la ordinul n ale functiei spline.

In problemele de interpolare, se utilizeaza frecvent functiile spline de grad
impar, deoarece acestea au anumite proprietati deosebite (de exemplu: estimarea
erorii este mai bund) [60]. Se demonstreaza si faptul ca este avantajos din punct de
vedere practic daca conditiile de interpolare se pun chiar in noduri. Acest lucru este
indicat in cazul functiilor de grad impar. Pentru functiile spline de grad par se
recomanda ca nodurile functiei de interpolare sd nu coincidd cu punctele in care
sunt cunoscute datele de intrare [16, 19, 44].

Cel mai des sunt utilizate functiile spline cubice. Functiile spline cubice sunt
formate din polinoame de gradul 3.

Definitie 3.2 [60]: Functia s,:[a, b] -»% se numeste functie spline cubica,
relativ la diviziunea A (cu nodurile x;, i=1, 2, ... , N-1), daca satisface urmatoarele
doua conditii:

e s,eP3(lj)i=0,1,.,N-1; (3.3)

e s,eC2ab]. (3.4)

unde: A - reprezinta o diviziune a intervalului [a, b];
X; - puncte din intervalul a= x;< x,<...<xy = b;
Ii= (x;,xi+1) — subintervale;
P5(I;) - restrictia tuturor polinoamelor de grad<3 pe intervalul I;.
Definitie 3.3 [60]: Fie Y=(y1, y2, ---, ¥n) un vector dat. O functie spline
cubica s, se numeste functie spline cubica de interpolare pentru vectorul Y, pe
diviziunea A, daca:

sx(x)=vy;, pentrui=1,2,..., N (3.5)

Daca Y reprezintd valorile unei functii date f in noduri, atunci s, este o
functie spline cubica de interpolare pentru functia f si se noteaza: sf sau s,. Micula
demonstreaza existenta si unicitatea acestei functii de interpolare [60].

Functiile spline cubice de interpolare au proprietati de convergenta foarte
bune. Dintre toate functiile g:[a, b] —»R care interpoleaza functia data f, functia
spline cubica are proprietatea remarcabila de a minimiza integrala:

lg"" (x )P dx (3.6)

Q —T

Aceste proprietati pot fi imbunatatite prin cerinte mai tari de continuitate, de
exemplu pentru o functie f e C*[a, b] [60]. Aceste rezultate sunt in contrast cu
rezultatele negative asupra convergentei polinoamelor de interpolare, insa, pentru
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clase si mai netede de functii, ordinul de convergenta nu poate creste si mai mult
[60].

In practici existd cazuri in care valorile y; in nodurile x; nu sunt cunoscute
cu exactitate. De exemplu, acestea sunt rezultate determinate experimental,
insotite de o anumitd incertitudine de masurare. In aceste cazuri, problema
interpolarii presupune gasirea unei functii spline care in noduri sa ia valori
aproximative, nu valori exacte: s,(x;)=zy;. O astfel de functie se numegste functie
spline de ajustare [60].

Definitiile functiilor spline polinomiale si metodele de determinare a functiilor
spline de interpolare prezentate se regasesc in mai multe lucrari din literatura de
specialitate [16, 17, 44, 93].

3.3. Metoda clasica de interpolare cu functii spline

Se da vectorul de date Y=(y;, ¥2,..., ¥n). Trebuie sa determinam functia
spline cubica s cu nodurile in punctele x;, i=1,...,N, unde a= x;< x»<..<xy = b este
o diviziune a intervalului [a,b], functie care sa interpoleze aceste date.

Functiile spline cubice pot fi exprimate astfel:

si(x), dacd xi;<x<x
Sy(x), dacd Xxp<Xx<X3

s(x)=1. (3.7)
;N_l(x), dacd Xy_1<X <Xy
unde si(x)= a; (x-x;)>+ b; (x-x;)?> +¢; (x-x;)+d; , pentru i=1,2,...,N-1. (3.8)
Derivatele intai si a doua ale functiei vor fi:
si'(xX)= 3a; (x-x;)?+2b; (x-x;) +¢; (3.9)
si"'(x)= 6a; (x-x;)+2b, (3.10)

Corespunzator celor N-1 subintervale ale functiei, avem N-1 fragmente de
polinoame de gradul 3, caracterizate fiecare prin 4 parametri (a;,b; ,c; ,d;), in total,
4N-4 parametri ce trebuie determinati. Prima conditie care se pune este ca functia
sa treaca prin toate punctele, deci in noduri sa ia valorile datelor din vectorul de
intrare:

s(x)=vy;,i=1,...,N (3.11)
Din aceste relatii rezulta N ecuatii.
Functia si derivatele sale de ordinul 1 si 2 trebuie sa fie continue pe tot
intervalul [a,b], de unde mai rezulta 3(N-2) conditii:

Si(x1)= si-1(x;) (3.12)

Si'(x1)= si1"(x7) (3.13)
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Si"(x1)= si4"(x)) (3.14)

In total avem 4N-6 conditii ce reprezintd un sistem de 4N-6 ecuatii cu 4N-4
necunoscute, deci un sistem nedeterminat.

Cele 2 conditii de care mai avem nevoie pentru determinarea functiei spline
cubice In mod unic pot fi specificate in mai multe feluri. De exemplu, functia spline
cubica naturald se obtine pentru conditii la limita naturale [57, 60, 65]:

s”(x;)= s"(xy)=0. (3.15)

Daca ultimele 2 conditii sunt cele ce care urmeaza, obtinem functia spline
parabolica [57]:

s"(x1)= s"(x2) (3.16)
s"(xn)= s"(Xn-1) (3.17)

Functia s se poate prelungi in afara intervalului [a,b] prin periodicitate cu
perioada b-a. Astfel se obtin functii spline cubice de interpolare periodice [65]. In
acest caz, conditiile impuse sunt:

s"(x1)= s"(xn) (3.18)
s"(x2)= s"(Xn+1) (3.19)

Sistemul permite o rezolvare matriceald [65, 87, 126]. Caracterul polinomial
al acestor functii prezinta, din punct de vedere aplicativ, avantajul de a putea duce
pand la capat calculele si a determina solutii unice Tn conditii date. Micula
demonstreaza ca problema are solutie unica [60], dar sunt necesare un numar mare
de calcule, fapt ce poate fi dezavantajos din punctul de vedere al implementarii
solutiei pe un sistem de prelucrare numerica.

Utilizand si valorile derivatelor pentru rezolvarea problemei, procesul este
unul de interpolare Hermite [60].

In [60], sunt descrise doud metode de calcul efectiv al unei functii spline
cubice de interpolare. Mai intai defineste mdrimile m;= s,7x;) (pante) si respectiv
M= s,”(x;) (momente). Pentru polinomul de interpolare, defineste si derivatele
acestuia in noduri ca fiind egale cu aceste momente. Aceasta face ca procesul de
interpolare sa fie unul de tip Hermite. Scriind ecuatiile pentru polinoame si
derivatele acestora, se ajunge la un sistem de N-2 ecuatii cu N necunoscute. Pentru
ca sistemul sd fie univoc rezolvabil se mai adaugda doua conditii la limita
suplimentare. Aceste conditii pot fi de mai multe feluri, ceea ce conduce la gasirea
unor tipuri diferite de functii spline cubice (naturald, parabolicd). Micula prezinta
douad cazuri pentru impunerea conditiilor la limita suplimentare. Unul presupune ca
functia spline sa fie prelungita in afara intervalului [a, b] prin periodicitate cu
perioada b-a. O alta posibilitate este de a impune conditii derivatelor la capetele
intervalului (in x; si xy). In fiecare caz se obtine cate un sistem de ecuatii liniar
univoc rezolvabil.

Sistemele liniare permit o rezolvare matriceald, care necesita un numar
considerabil de calcule. Timpul de calcul poate fi destul de mare la implementarea
acestor metode pe un sistem numeric de prelucrare.
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In al doilea caz, in scrierea matricelor se obtin si termenii de forma D;/6.
Acestia reprezinta diferenta divizata de ordinul doi a valorilor (y;.;, Vi, Vi+1), pentru
i=2, 3, ..., N-1. Este o observatie ce va fi utilizata mai tarziu in aceasta teza.

Functiile spline de interpolare au proprietati de convergenta remarcabile.
Este de amintit faptul cd sunt multe cazuri in care polinoamele de interpolare
(Bernstein, Lagrange) sunt divergente. Proprietatile de convergenta sunt
imbunatatite prin cerinte mai tari de continuitate. Astfel, dacd functia spline
s€C¥a, b], ordinul de convergentd se imbunititeste [60]. Este demonstrat si
faptul céA ordinul de convergenta nu creste pentru clase si mai netede de functii[60].

In prelucrarea numerica a semnalelor, pentru interpolarea si aproximarea cu
functii spline, initial se apela la rezolvarea matriceald, utilizdnd tehnici numerice
traditionale. Insd, aceasta abordare presupune calcularea inversei unei matrice si o
multitudine de operatii care pot complica mult algoritmii de prelucrare. Problema
interpoldrii poate fi rezolvata si prin utilizarea functiilor B-spline si a tehnicilor de
filtrare numerica.

3.4. Funciii B-spline

Spatiul functiilor spline polinomiale de gradul n si spatiere unitara este notat
S? . Acest spatiu este definit de I. J. Schoenberg astfel [15, 79, 81, 111]:

s? _{s”(x)_ Zc(k)ﬁ”(x—k),xG*R,CE/Z} (3.20)
k=—0

unde f'(x) este functia B-spline simetrica de gradul n:

B"(x)= nZ‘f
j=0

(1)J[n+1j( n+1 .j” [ n+1
Tl x+ —J| M x+
n! J 2

“ . . n+1 R
u(x) este functia treapta unitate (3.22), iar termenul ( + j reprezinta
J

7j}x6m (3.21)

coeficientii binomiali dati de relatia (3.23) [108, 111].

u(x)_{?, ::c? (3.22)
n+1 n+1)
[ j j:ﬁ (3.23)

I. J. Schoenberg a definit functiile B-spline cu ajutorul diferentelor divizate
sub denumirea de functii spline cu deficientd sau cu variatie diminuata (in engleza:
diminishing spline functions) [65].

Se poate spune ca functiile B-spline sunt de baza pentru constructia
functiilor spline, dupa cum se observa si din denumirea acestora: B - de la ,basic”
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(in engleza: basic=de baza) [18]. Sunt foarte des utilizate deoarece sunt functii cu
suport compact si sunt functiile spline polinomiale cele mai scurte posibil [81, 108].
Ele pot fi reprezentate si prin functii putere trunchiate [100, 110]:

n+1 i n
(-1) (n+1 n+1 . .
Bn(x)—;:a:n_!) ; (X+T—]j+, X eR (3.24)

Relatia (3.24) justifica afirmatia lui Gh. Micula [60] ca o functie spline cubica
poate fi reprezentata cu ajutorul functiilor putere trunchiate.

Orice functie B-spline centrata de gradul n si definita pe intervalul compact
[-h(n+1)/2, h(n+1)/2] poate fi reprezentata astfel [32]:

n+1 4\ h _ i\
Bﬁ(x)=2%(nﬁ(x+ <”,,253/2 L, e (3.25)
j=0

Datorita reprezentarii prin (3.20), orice functie spline polinomiala poate fi
construita ca suma ponderatd de functii B-spline deplasate i este caracterizata in
mod unic prin secventa de coeficienti B-spline c(k) [15]. In consecinta, are structura
unui semnal discret, chiar daca reprezentarea modelului este continua [100, 111].

Functia B-spline de gradul n poate fi construitd recursiv, pe baza functiei B-
spline de gradul n-1. Astfel, functia poate fi determinata prin convolutia de (n+1) ori
a impulsului dreptunghiular simetric &° (reprezentat in figura 3.2):

L1 ;)
1, Xe[2,2

0, altfel

BO(x)= (3.26)

B"(x)=B9*p0*..xp0(x)  (de (n+1) ori) (3.27)

B-Spline de gradul 0

0B B

04r g

02r A

]

02 L I L L L L L L I
-1 08 06 04 02 o 02 04 0B 08 1

Fig.3.2. Impulsul dreptunghiular simetric /.
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Functiile B-spline astfel definite sunt simetrice, iar pentru gradul n de la 0 la
3 sunt reprezentate in figura de mai jos:

n=3
Fig.3.3. Functiile /2, #*, £ si /.
Pentru n=0 (functia spline constantd) si n=1 (spline liniard), valorile
coeficientilor sunt egale cu cele ale functiei in noduri [100].

Aceste functii prezinta si avantajul de a fi usor de manipulat, deoarece
derivatele si integralele lor se pot calcula prin formulele de recurenta [83, 111]:

dB;X(X) :B”‘l(x+%)—[ﬁ’”_1(x—%) (3.28)
X +00

[ B70ckax = Y B4 4] (3:29)
. k=0

Prin derivarea functiei B-spline putem calcula derivata oricarei functii spline
s"(x) reprezentata prin coeficientii sai B-spline [111]:

a57(x) o

B"(x — k)

—r = k)+———— 3.30
— = D k) (3.30)

k=-x
Se defineste functia B-spline extinsa cu un factor m [108]:
Bin(x) = B"(x/m) (3.31)
Aceasta satisface proprietatea de convolutie [98]:
1 n- 1
B(x) =~ Bl * Bp(x) = — B * .. * B (x) (3.32)
m de(n+1)ori
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Functiile B-spline cubice (n=3) sunt folosite cel mai des in aplicatii, in
special pentru interpoldri de buna calitate. Ele se pot reprezenta prin formula
urmatoare [100]:

3
2 2 M et
B3(x)= %, 1<|x|<2 (3.33)
0, 2<x

Reprezentarea grafica a functiei B-spline cubice se gaseste in figura 3.4.

Cubie Spine

et L s

Fig.3.4. Functia B-spline cubica.

Cubic Spine « derivata 1 Cubiz Spine - dervaln & 24
i A i

1 T ] 08 1 15 El 15 1 03 o 05 ' 15

a) derivata intai b) derivata a doua
Fig.3.5. Derivatele functiei B-spline cubica.

In figura 3.5 sunt prezentate derivatele intdi (3.5.a)) si a doua (3.5.b)) ale
functiei B-spline cubice. Acestea pot fi descrise prin urmatoarele formule:
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2
(2x)” _2<x<-1
2
2
72x7%, -1<x<0
2
B3 (x)= -2x+%, 0<x<1 (3.34)
2
272)( , 1<x<2
o, 2<|x
2+ X, -2<x<-1
-2-3x, -1<x<0
B3"(x)=1{-2+3x, 0<x<1 (3.35)
2-x, 1<x<?2
o0, 2 < |x|

Se pot defini functile B-spline discrete (centrata si deplasata) prin
esantionarea functiilor B-spline continue cu un factor de expansiune m [108, 111].
Functiile B-spline discrete centrate de gradul n sunt date prin:

bm(k) = B (k/m) (3.36)

Pentru factorul m impar, se defineste functia spline discreta de gradul 0 prin
relatia 3.37. Se poate observa ca aceasta este o fereastra dreptunghiulara de latime
m, centrata in origine [111].

.37
0, altfel (3.37)

0 {1, -mj2<k<m/2
bm =
Unul din marile avantaje ale utilizarii functiilor B-spline in prelucrarea
semnalelor este ca ofera o trecere usoara intre domeniile continuu si discret [96,
100, 108, 111]. Astfel, metode si concepte matematice valabile in studiul functiilor
continue pot fi utilizate pentru a dezvolta noi tehnici in prelucrarea numerica a
semnalelor.

Un alt avantaj major deriva din faptul ca sunt functii cu suport compact,
definite pe intervale foarte scurte [18].

3.5. Tehnici de interpolare cu functii spline in
prelucrarea numerica a semnalelor si imaginilor

Pana in anii '90, interpolarea cu functii spline a fost putin utilizata in
prelucrarea semnalelor. Asta se intdmpla deoarece abordarea clasicd a problemelor
de interpolare si aproximare cu functii spline polinomiale presupunea lucrul cu
matrice, inversarea acestora si un numar mare de calcule [100, 111]. S-au cautat
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tehnici de calcul mai eficiente pentru determinarea si implementarea unor algoritmi
rapizi.

Problema interpoldrii a fost abordatd in anii ‘70 prin prisma unor tehnici
simple de filtrare numerica. In 1978, H. S. Hou si H. C. Andrews [34] propun
utilizarea unor filtre digitale pentru a realiza interpolarea unui semnal cu ajutorul
functiilor B-spline cubice. Metoda presupune parcurgerea a doua faze. In prima faza,
din semnalul de intrare, se calculeazd un set de coeficienti B-spline prin metoda
matriceala. Acesti coeficienti sunt adusi la intrarea unui filtru ce realizeaza
interpolarea semnalului tot cu ajutorul functiilor B-spline cubice. Pentru filtru se
propune atat o implementare software, cat si una hardware. Implementarea hard se
face printr-o schema de filtre numerice ce presupune utilizarea mai multor circuite
analogice simple, deci este usor de realizat. Metoda de interpolare este utilizata cu
succes pentru marirea si micsorarea unor imagini. In [34] sunt prezentate cateva
exemple,

Insa, aceasta abordare nu este foarte eficienta deoarece coeficientii B-spline
sunt determinati prin metoda clasica, metoda care presupune si calcularea inversei
unei matrice. Implementarea numericd a metodei este destul de greoaie si
presupune un numar mare de operatii care trebuiesc efectuate [100].

Idea a fost reluata si dezvoltata de M. Unser, A. Aldroubi si M. Eden in anii
‘90 [107-112], in cadrul unui program al National Institutes of Health din Bethesda,
USA. Din 1997, M. Unser si colaboratorii sai de la Biomedical Imaging Group, din
cadrul institutului Ecole Polytechnique Federale din Lausanne au extins cercetarile si
asupra altor tipuri de functii spline [124]. Rezultatele au fost publicate de-a lungul
timpului in mai multe lucrari (in reviste sau la conferinte de specialitate), lucrari
care pot fi consultate pe pagina de web a institutului [124]. Cercetarile au
aplicabilitate directa in prelucrarea numericd a imaginilor, cu precadere fin
prelucrarea imaginilor biomedicale [68].

Conceptele de esantionare generalizatd [41-43] si interpolare generalizata
[9, 96, 97] permit utilizarea unei plaje mai largi de functii de baza (de exemplu,
functiile B-spline) [9, 10, 100]. Interpolarea gerleralizaté presupune parcurgerea a
doua etape: prefiltrare si sinteza semnalului. In etapa de prefiltrare, care este
esentiald, se calculeazd coeficientii modelului (respectiv coeficientii B-spline).
Acestia sunt apoi utilizati pentru a realiza reconstructia sau interpolarea semnalului
cu un anumit factor de interpolare [9].

In multe aplicatii se preferd realizarea unei aproximdri bune, in locul
interpolarii exacte [12]. Castigul este dat de reducerea complexitatii calculelor si
usurinta de a realiza algoritmi rapizi de interpolare. Acestia pot fi implementati pe
sisteme numerice de calcul si permit procesarea unui volum mare de date intr-un
timp mai scurt decat in cadrul metodelor clasice [99-112].

In lucrarile [107-112], se propun mecanisme simple pentru proiectarea
filtrelor ce evalueaza transformatele B-spline directa si indirectd. Sunt descrise noi
tehnici de prelucrare care pot fi utilizate pentru diferentierea semnalelor, filtrarea,
netezirea spline si aproximarea prin metoda celor mai mici patrate.

Conceptul de filtrare B-spline presupune aplicarea unui operator de filtrare
asupra rAeprezentérii unui semnal prin functii B-spline continue [108, 111].

In continuare, va fi prezentat algoritmul de interpolare cu functii B-spline si
tehnici de filtrare numerica dezvoltat de M. Unser si colaboratorii [100, 108, 111,
112], algoritm utilizat in prelucrarea imaginilor. Algoritmul este prezentat pentru
prima data in [108], lucrare care a fost publicatd in 1991. In aceasta se specifica si
faptul ca este pentru prima data cand transformata B-spline directa este
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3.5 - Tehnici de interpolare cu functii spline 33

implementata prin filtrarea recursiva. Ulterior, algoritmul a fost reluat, completat si
modificat pentru diverse aplicatii, toate din domeniul prelucrarii imaginilor.

Dupa cum s-a aratat in subcapitolul 3.4, orice functie spline s(x) de gradul n
poate fi caracterizata prin coeficientii B-spline c(k) si functia B-spline B"(x) [15,
111]. Functia B-spline B"(x) este o functie continua. Pentru a realiza si implementa
un algoritm numeric de interpolare avem nevoie de reprezentarea discreta a
acesteia.

S-a definit functia B-spline discreta ca fiind obtinuta prin esantionarea
functiei B-spline de ordin n B"(x), cu o rata de esantionare m [100,111]:

b (k) = B”(x/mL:k (3.38)

Se dau esantioanele semnalului de intrare y(k) cu k=0, 1, ..., N-1 (N
reprezinta numarul de esantioane al semnalului ce urmeaza a fi prelucrat). Se
considera ca y(k) poate fi aproximat printr-o functie spline polinomiala de gradul n
s(x). Aceasta este unic caracterizata prin coeficientii sai B-spline c(k).

s()= > clBe-1) _ =ylk) (3.39)

lez =

Teoria interpolarii impune ca functia sa fie cu suport infinit. Pentru aceasta,
semnalul initial se extinde prin oglindire in ambele parti. Aceasta practica este des
utilizata in procesarea imaginilor. Prelungirea prin oglindire poate fi descrisa prin
relatiile [112]:

y(k)=yk+1),k=0,...,N-1
y(k)=y(@N -k),k=N,...,2N - 1

Schematic, semnalul y(k) poate fi interpolat cu un factor m prin intermediul
unei transformari indirecte, [111]:

mlk) =y -t )=t |(67) |00 a0

n
(Xix:k/m *m

Pas cu pas, procesul va fi descris in continuare. Pentru relatia (3.38) se
aplica transformata Z si se obtine:

B (z)= Zb,%(z)z‘k (3.41)
kez

Utilizand functia B-spline discreta, relatia intre esantioanele de intrare si
coeficientii B-spline se poate scrie prin prisma convolutiei a douda semnale:

y(k)= (bg * cj(k) (3.42)
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Daca se aplica transformata Z in formula (3.42), obtinem:
Y(z)=C(2)B](2) (3.43)
Se defineste operatorul invers convolutiei:

(bg’jil(k)é 1/B7(z) (3.44)

Pasul crucial in interpolarea cu functii B-spline este determinarea
coeficientilor astfel incat functia sa ia valorile secventei discrete y(k) [108]. Astfel,
pentru coeficientii B-spline se poate scrie urmatoarea relatie:

clk) = (bg’)_l *y(k) (3.45)

- Clz)= [Bg’ (z)}_lY(z) (3.46)

Deci, coeficientii B-spline se obtin din esantioanele cunoscute prin aplicarea
-1
unui filtru numeric, functia de transfer a filtrului fiind [Bg’(z)} . Acesta este

denumit ,filtru B-spline direct” [100, 108, 112] sau ,transformata B-spline directa”.
Este un filtru simetric, filtru cu raspuns infinit la impuls (IIR) si trebuie ales cu grija,
astfel incat sa fie un filtru stabil [100]. Functia de transfer a filtrului poate fi descrisa
prin relatia [108, 111, 112]:

-1 /2]
- [n/2]
b7 ([n/Z])H (z- z,-{z - z;l)

i=1

[B?(Z)} (3.47)

unde {(z,z'1): 1zl< 1, i=1, ..., [n/2]} sunt polii filtrului, care pot fi grupati in
pereche datorita faptului ca filtrul este simetric.

Filtrul poate fi descompus fin filtre simetrice exponentiale elementare
conectate in cascada. La randul lor, acestea pot fi separate in doua filtre
complementare recursive de ordinul 1: unul cauzal si celalalt anticauzal.

In consecinta, coeficientii se calculeaza prin intermediul unor ecuatii
recursive simple, pentru care se impun conditii initiale care deriva din prelungirea
semnalului prin oglindire [112].

Acest pas de determinarea a coeficientilor B-spline mai este descris si ca
prefiltrare, facandu-se analogie cu teoria esantionarii a lui Shannon, unde se
recomanda operatia de prefiltrare cu un filtru anti-aliere [100].

Pentru a realiza interpolarea semnalului cu un factor m, sirul coeficientilor
B-spline c(k) este supraesantionat c,(k) si adus la intrarea unui ,filtru B-spline

indirect” care are functia de transfer B/,(z).
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Supraesantionarea sirului de coeficienti cu un factor intreg m [100], este
descrisa prin relatia (3.48).

cli) pentru k =mi;

3.48
0 in rest. ( )

Cm(k): [C]Tm(k) —{

Esantioanele semnalului obtinut la sfarsitul procesului de interpolare se vor
nota in continuare cu y(k).

Yi(z)= Cm(2)BG(2) (3.49)

Operatia este denumitd si ,transformatda B-spline indirectd”. Termenul
B,’,E(z) reprezinta un filtru simetric cu raspuns finit la impuls (FIR). Si acest filtru,
daca are ordin mai mare, poate fi implementat prin conectarea in cascada a unor
filtre de ordinul 1 sau 2 [100, 111].

Semnalul initial se poate reconstitui prin aplicarea filtrului Bf(z) asupra

coeficientilor B-spline. Semnalul reconstituit va fi notat y.(k).
Intreg algoritmul de calcul al coeficientilor, reconstructia semnalului si
interpolarea cu un factor m, este redat schematic in figura 3.6 [100, 111, 123].

»B7(z) — yik)

c(k)

reconstructie

vy ——>[B7(e)]”

Cm(K)
prefiltrare 4’@—' B,r},(z) —> vik)

filtru de interpolare

Fig.3.6. Algoritmul de interpolare B-spline.

Algoritmul este prezentat pentru cazul general. Poate fi particularizat pentru
orice valori ale gradului n al functiei B-spline si factorului de interpolare m. La
cresterea gradului n se pot obtine rezultate mai bune pentru procesul de
interpolare, dar in acelasi timp creste si volumul de calcule.

Avantajul major al metodei este ca se utilizeaza filtre digitale, care sunt
simplu de realizat [100, 108, 111, 112]. Atat coeficientii, cat si esantioanele
semnalului interpolat, sunt calculati prin operatii simple de adunare si inmultire. in
comparatie cu metodele matriceale clasice, sunt necesare un numar redus de
calcule, de complexitate mica. Acestea pot fi usor transpuse intr-un program. Se
creeaza astfel un algoritm de calcul stabil numeric, mai rapid si mai usor de
implementat decat pentru oricare alte tehnici numerice. Procesul poate fi rulat cu
usurinta pe un sistem numeric de calcul (calculator, procesor de semnal). Eficienta
rezultd si din faptul ca lucram cu un numar minim de termeni, deoarece pentru a
calcula valoarea in orice punct este nevoie de mai putini termeni decét in cazul
oricaror alte functii. Se poate spune ca functiile B-spline sunt functiile de baza cu cel
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mai scurt suport [100, 111]. De aceea, ele sunt ideale pentru a fi folosite in
prelucrarea imaginilor.

In ultimele 3 decenii s-au dezvoltat multe aplicatii de interpolare spline in
domeniul procesarii numerice a imaginilor. Unele studii din acest domeniu [100,
111, 113, 124], propun utilizarea si a altor tipuri de functii spline. In formula (3.49),

filtrul B,',’7(z) poate fi inlocuit cu alte filtre spline, in functie de conditiile impuse de

problema. Cateva exemple de astfel de filtre sunt: filtru spline de netezire (in
engleza: smooting spline), filtrul B-spline obtinut cu metoda celor mai mici patrate
(in engleza: least squares splines), filtrul spline cardinal, filtre cu fereastra Kaiser,
filtre trunchiate [100, 113, 123, 124]. Au fost propuse solutii optimizate si pentru
cazurile in care semnalele sunt insotite de zgomot [73]. In continuare, vor fi
prezentate cateva dintre solutiile descrise in literatura de specialitate.

Interpolarea cu functii spline cardinale este des intalnita in prelucrarea
imaginilor [100, 110, 111, 114]. Functia de interpolare poate fi scrisa in raport cu
valorile sale discrete astfel:

S0)= 3 sk x - K) (3.50)
k=—x0

7= 3 (07) B0 K) G5
k=—x0

in (3.50) si (3.51), #'(x) este functia spline cardinala de gradul n si
reprezintd raspunsul la impuls in timp continuu al interpolatorului spline polinomial.
Functia mai este cunoscutd si sub denumirea de functie spline fundamentalad de
gradul n. Cea mai importanta proprietate a sa, din punctul de vedere al interpolarii,
este ca functia este zero in toate nodurile, mai putin in origine [111].

Relatia (3.50) reprezinta formula de interpolare in care se folosesc valorile
semnalului ca si coeficienti. Procesul este posibil deoarece #"(x) are aceleasi
proprietati de interpolare ca si functia sinus cardinal sinc(x) [100]. Cu céat se creste
gradul functiei n, cu atat caracteristica acesteia este mai apropiata de caracteristica
functiei sinc(x) [3, 111]. Functia sinc(x) corespunde cazului ideal de interpolare
pentru semnale de banda limitatd. Insd, pentru n>2 aceste functii nu mai au suport
compact, ceea ce constituie un dezavantaj [100, 111]. Este mult mai eficienta
reprezentarea prin functii B-spline decat prin functii spline cardinale.

fn [111] se afirm& c& in cazul functiilor B-spline, spre deosebire de cele
cardinale, la cresterea gradului n, acestea tind sa semene mai mult cu clopotul lui
Gauss. Desi, in alte lucrari anterioare [107-110], dar si ulterioare [100, 105],
aceeasi autori afirma ca si functiile B-spline tind spre functia sinc(x).

Functiile spline cardinale exponentiale sunt utilizate pentru definirea unor
operatori care realizeazad trecerea de la reprezentarea in timp continuu, la cea in
timp discret [105].

Pentru cazurile in care semnalul este insotit de zgomot, este mai potrivit ca
pentru aproximare sa fie utilizate functiilor spline de netezire (smooting splines)
[100, 111, 112, 114]. Acestea se caracterizeaza printr-un parametru A. Parametrul
poate fi ales in functie de 2 cerinte, care sunt oarecum in contradictoriu:

e aproximarea sa fie cat mai apropiata de valorile datelor initiale;
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o functia sa fie suficient de neteda.

I. J. Schoenberg a fost cel care a propus pentru prima data utilizarea
functiilor spline de netezire [111]. El a considerat cazul general in care nodurile nu
sunt egal distantate. In problemele de filtrare numerica prezentate mai sus se
utiIizeaz§ cazul particular al esantioanelor egal distantate.

In aceasta situatie, coeficientii B-spline se obtin la iesirea unui filtru spline
de netezire. Functia de transfer pentru filtrul de ordinul 1 este data de [112]:

sl(z)= 1 (3.52)
A( ) 1+)\(—z_1+2—z)

Utilizarea filtrelor de netezire de ordin mai mare este ceva mai complicata
deoarece polii filtrului depind de 4 si nu pot fi calculati cu usurinta in orice caz [112].

O alta solutie este interpolarea cu functii spline prin metoda celor mai mici
patrate (in engleza: least squares splines). Carl deBoor a propus acest tip de functii
pentru a reduce gradele de libertate ale functiei de aproximare. El a prezentat
solutia generald utilizand metoda celor mai mici patrate [16, 111].

Prin prisma filtrarii numerice, aceastd varianta presupune calcularea unui
numar mai mic de coeficienti B-spline. Se propune parcurgerea urmatorilor pasi
pentru determinarea coeficientilor [108, 110-112]:

o operatia de prefiltrare cu un filtru care are functia de transfer B}, ;

e decimarea cu un factor m;
e postfiltrare cu filtrul recursiv, care are functia de transfer data de
relatia (3.53):

nooy_ 1
Sh(z)= ) El [ .2 k}l/m > (3.53)
= B,’,’{ zel<l }
mk:O

Procesul de aproximare a semnalelor cu acest tip de functii este redat
schematic in figura 3.7 [111].

sty —{8ple) | ()] sp )| > (m)—s{ 8521 | 4t

Fig.3.7 Aproximarea cu filtre spline prin metoda celor mai mici patrate.

Filtrele descrise in acest subcapitol sunt prezentate in [112] pentru mai
multe valori ale parametrilor n si m. Sunt redate explicit functiile de transfer ale
filtrelor B-spline direct pentru valori ale lui n de la 0 la 7 si ale filtrelor prin metoda
celor mai mici patrate de grad 0, 1, 2 si 3 pentru cazurile in care m ia valorile 2 si 3.
Metodele de interpolare de mai sus sunt folosite pentru prelucrarea unor imagini si
sunt prezentate cdteva rezultate. Este evaluata si metoda clasica, matriceald, de
interpolare spline cubicd. Aceasta necesita efectuarea unui numar mai mare de
operatii si folosirea de memorie suplimentara pentru stocarea rezultatelor
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intermediare, n comparatie cu oricare dintre metodele ce utilizeaza filtrarea
numericd. Se argumenteaza, prin exemple, faptul ca abordarea clasica are o
complexitate mai mare, necesitda mai mult timp de calcul si resurse suplimentare.

Teoria functiilor B-spline polinomiale poate fi generalizata si in cazul in care
functia are gradul n numar fractionar. Se definesc functiile spline fractionare pe
baza aceleiasi relatii (3.21), unde n este numar fractionar [33, 100, 104, 116].
Aceste functii pastreaza toate proprietatile functiilor B-spline, insa nu mai au suport
compact [100]. Ele permit lucrul facil cu derivate fractionare, deoarece derivarea
fractionara este transpusa in domeniul B-spline prin diferente finite. In [116] sunt
prezentate aceste functii impreund cu posibilitatea de a fi folosite in tomografia
computerizata.

De asemenea, se definesc si functiile B-spline complexe [25]. Pentru
acestea, gradul functiei este un numar complex. Ele pastreaza proprietatile functiilor
B-spline, mai putin cea de suport compact.

Pentru aproximari de calitate, se propune utilizarea unei clase de functii
numite functii de ordin maxim si suport minim MOMS (in engleza: maximal-order-
minimal-support) [8, 10]. Acestea sunt functii polinomiale pe subintervale
adiacente, cu noduri unitar spatiate, si reprezintda o combinatie liniard de functii B-
spline si derivate ale lor. Generic, pot fi descrise prin relatia [96, 97]:

n k
MOMS" (x)=B" 4" gn 3.54
(x)=B (x)+kZZICk ) (3.54)

in [10] se prezinta mai multe variante de functii MOMS si modul in care
acestea pot fi construite. Sunt descrise functile MOMS optime (O-MOMS), sub-
optime (SO-MOMS) si de interpolare (I-MOMS). Functia de interpolare I-MOMS de
ordinul 4 (gradul 3) este data de:

2
97 )=B7()- 5 2 82 (x) (3.55)

Prin experimente ce presupun rotirea succesiva de mai multe ori a unor
imagini se aratd ca aceasta noua clasa de functii baza MOMS este superioara
functiilor B-spline de acelasi grad [8, 10]. De asemenea, se demonstreaza ca pentru
pasul suplimentar de prefiltrare costurile de implementare sunt aproape neglijabile
in comparatie cu cele rezultate in pasul de interpolare. Pentru cel de-al doilea pas,
costurile sunt date in mod direct de marimea intervalului pe care este definita
functia baza @(x). De aceea, functia baza trebuie sa aiba un suport cat mai scurt
posibil pentru a eficientiza algoritmii de prelucrare [10].

Au fost elaborate si metode de interpolare liniara care, prin adaugarea
pasului de prefiltrare, oferda rezultate mai bune in unele aplicatii de prelucrare a
imaginilor [11].

Metodele de interpolare prezentate pot fi extinse si in spatii
multidimensionale. Filtrarea directa B-spline poate fi aplicatd succesiv pe fiecare
dimensiune, dupa coordonate, pentru a obtine coeficientii B-spline. La fel se poate
face si cu filtrarea indirecta pentru a realiza interpolarea datelor. De exemplu, in
problemele de prelucrare a imaginilor, operatiile se efectueaza succesiv pe fiecare
linie si coloana [100, 111]. Utilizdnd functii B-spline liniare pot fi create modele
numerice 2D pentru algoritmii de reconstructie a imaginilor tomografice [5].
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Pentru toate metodele de prelucrare cu functii spline prezentate in lucrarile
lui M. Unser si ale colaboratorilor sdi [124] sunt date doar aplicatii din domeniul
procesarii imaginilor. Functiile spline, alaturi de functiile wavelet, sunt preferate in
unele aplicatii din prelucrarea imaginilor medicale, aplicatii in care este necesara
reprezentarea datelor sub forma unui model continuu mai degraba, decat discret
[100, 116]. Pentru un semnal discret se poate obtine usor reprezentarea acestuia
printr-o functie spline. In unele dintre aceste lucrari se fac referiri la posibile aplicatii
pentru semnale unidimensionale, precum interpolare, derivare, filtrare, reducerea
zgomotului si compresia datelor [100, 111]. Se precizeaza ca unele operatii precum
diferentiere sau integrare ar putea fi mai usor de efectuat in domeniul transformatei
B-spline. Dar, niciunde nu sunt prezentate si rezultate ale aplicarii acestor algoritmi
in cazul unor semnale des utilizate in prelucrarea semnalelor, ci doar pentru
prelucrarea imaginilor.

Metodele dezvoltate si publicate de M. Unser si colaboratorii in [2-3, 8-10,
100, 107-112] intre anii 1991-2001 au servit ca baza teoretica si pentru alti
cercetatori in dezvoltarea unor aplicatii in prelucrarea imaginilor. Au fost comparate
metodele de interpolare pentru diverse valori ale gradului n, sau folosind variate
tipuri de functii spline. De asemenea, s-au facut modificari asupra filtrelor spline,
obtinand noi metode de interpolare. Toate acestea sunt expuse si evaluate prin
exemple in care sunt prelucrate imagini. In continuare, vor fi prezentate cateva
dintre aceste lucrari cu rezultate si concluzii considerate semnificative.

In [46] se face o comparatie intre mai multe metode de interpolare folosite
in prelucrarea imaginilor prin prisma complexitatii calculelor, a timpului de executie
si a erorilor obtinute pentru cateva exemple des intalnite in practica. Sunt
comparate urmatoarele metode de interpolare: sinc trunchiat, cu functii in scara,
liniara, patratica, B-spline cubica, cu polinoame Lagrange si Gaussiana. Din punct de
vedere al similitudinii cu imaginea originala, metoda de interpolare cu functii B-
spline oferd unul dintre cele mai bune rezultate. in ceea ce priveste timpul de
executie, algoritmul este cel mai rapid. Se precizeaza ca la cresterea gradului
functiei B-spline se poate imbunatati calitatea interpolarii, dar creste si
complexitatea calculelor.

In lucrarea [47], care vine ca o completare la [46], se face o analiza
amanuntita a interpolarii cu functii B-spline de gradul 2, 4, si 5. Pentru fiecare sunt
date expresiile explicite ale filtrelor cu raspuns infinit la impuls si sunt analizate
rezultatele in cazul interpoldrii unor imagini. In continuare sunt prezentate cateva
concluzii ale studiului:

e Cu cat creste gradul functiei de interpolare, cu atat raspunsul in
frecventa al sistemului tinde sa fie tot mai aproape de cel al unui
sistem ideal de interpolare. Aceasta concluzie mai apare si in alte
studii [100, 108, 111].

e Metodele care utilizeaza functii B-spline de gradul 4 si 5 oferda o
calitate mai buna a interpolarii, comparativ si cu interpolarea liniara,
deoarece produc cel mai mic numar de pixeli eronati.

e Odatda cu cresterea gradului functiei de interpolare, erorile se
micsoreaza semnificativ, dar creste numarul de operatii necesare.

Comparatii intre diverse tehnici de interpolare utilizate in aplicatii de
prelucrare a imaginilor se mai regasesc si in alte lucrari [89, 96, 97].

B. Vrcelj si P.P. Vaiddyanathan fac observatia ca filtrul B-spline direct din
algoritmul de interpolare cu functii B-spline dezvoltat de M. Unser si colaboratorii nu
poate fi folosit pentru interpolarea in timp real a semnalelor unidimensionale [123].
Ei propun mai multe variante de trunchiere a raspunsului in frecventa al acestui
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filtru, astfel incat coeficientii B-spline sa fie obtinuti la iesirea unor filtre cu raspuns
finit la impuls. In general, filtrele FIR pot fi utilizate pentru interpolarea in timp real
a semnalelor.
In [123] sunt prezentate 3 variante de filtre B-spline cubice trunchiate:
e 5TFIR - filtru trunchiat la 5 componente (five-tap)
e 7TFIR - filtru trunchiat la 7 componente (seven-tap)
e 5KFIR - filtru trunchiat la 5 componente cu fereastra Kaiser.

Aceste filtre, Tmpreuna cu filtrul B-spline direct sunt utilizate pentru
interpolarea cu un factor m=3 a 11 imagini cu caracteristici diferite. Rezultatele
arata ca inlocuirea filtrului IIR cu aceste filtrele FIR mai scurte, se poate face fara a
compromite rezultatul interpolarii, diferentele fiind foarte mici. Metoda a fost testata
si pentru interpolare spline de ordin mai mare. Concluzia a fost ca pentru gradul
n=5 este suficient sa se foloseasca un filtru cu trunchiere la 7 componente, iar
pentru n=7, unul cu trunchiere la 9 componente.

Autorii [123] propun si o noua abordare a filtrului B-spline indirect. Numarul
de operatii efectuate la interpolare ar putea fi redus, deoarece filtrul indirect se
aplicd unui semnal care are multe valori egale cu zero. Aceste valori rezultd prin
supraesantionarea sirului de coeficienti cu un factor m. Se propune implementarea
filtrului prin conectarea in paralel, a unor filtre care reprezintda componentele
polifazice ale filtrului B-spline indirect. Filtrele se aplica direct coeficientilor calculati
si apoi se face supraesantionarea pe fiecare ramura. Schema ofera complexitate
redusa si interpolarea este reversibila. Un alt avantaj al metodei este ca aceste filtre
pot opera in paralel, la o frecventa redusa.

Intr-o lucrare din 2012, se propun noi variante de realizare a pasului de
prefiltrare [76]. Stiind ca intreg setul de date de intrare este cunoscut de la inceput,
se propun noi modalitati de implementare in program a celor 2 filtre: cauzal si anti-
cauzal. Prin acestea se urmareste micsorarea volumului de memorie si a timpului de
executie necesare pentru calculul coeficientilor B-spline.

Se pot folosi unele functii B-spline modificate pentru interpolarea si
reesantionarea imaginilor [28, 29, 30]. Functiile B-spline modificate sunt obtinute ca
o combinatie liniara de functii B-spline deplasate care au grade diferite.

M
BTN (x)= 3" > ImpB™ (x - n) (3.56)

m=0neZ

Fiecare functie B-spline are o pondere diferita /,,,. Prin optimizarea acestor
parametri se pot obtine functii de interpolare cu caracteristici imbunatatite, fara a
creste complexitatea calculelor. In exemplele prezentate de autori, prin alegerea
atenta a ponderilor, interpolarea si reconstructia imaginilor cu ajutorul functiilor B-
spline modificate ofera o calitate vizuala mai buna (conturul este mai bine
conservat) [28].

Alaturi de metodele de interpolare deja cunoscute, in [30] se prezinta 2
variante de combinare a functiilor B-spline: combinatia functii B-spline de gradul
trei-si-unu (sau combinatia de gradul 3), si combinatia functii B-spline de gradul
cinci-trei-si-unu (sau combinatia de gradul 5). Se prefera combinarea functiilor de
grad impar deoarece acestea au nodurile in punctele de interpolare. Sunt date
formele explicite ale acestor functii, reprezentarea lor, modul de optimizare a
parametrilor si metodele de implementare eficienta a acestora prin filtre. S-au
realizat operatii succesive de rotire a anumitor imagini utilizand functiile prezentate
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in lucrare. Rezultatele aratd ca functiile B-spline modificate propuse de autori, ofera
rezultate mult mai bune decit celelalte metode in cazul imaginilor ce contin
frecvente inalte.

Pornind de la modul de constructie al functilor MOMS 1in spatiul
unidimensional, s-au dezvoltat noi familii de functii spline pentru aplicatii in spatiile
bidimensionale: hex-spline si box-spline [14, 121]. Functiile hex-spline sunt functii
spline al caror suport este de forma hexagonald. Functiile box-spline sunt functii
spline definite pe spatii multidimensionale. Cu ajutorul acestora se determina noi
metode de interpolare a imaginilor esantionate hexagonal.

fn studii mai recente sunt prezentate si alte aplicatii cu functii B-spline din
domeniul prelucrarii imaginilor:

e metode de calcul rapid al functiilor B-spline poliarmonice [4];

e metode de filtrare cu functii B-spline de diverse grade utilizate
pentru segmentarea imaginilor [6];

¢ modalitati de legatura intre functiile spline si fractali [115].

3.6. Alte aplicatii cu functii spline

Modurile de abordare a problemei interpolarii au ca principala limitare faptul
ca nu sunt proiectate pentru a minimiza pierderea informatiei, ci pentru a minimiza
eroarea de interpolare [63]. Pentru marirea imaginilor rezultatele sunt bune, insa
pot sd@ apara probleme in aplicatii de micsorare a imaginilor. Astfel, pentru
redimensionarea imaginilor, s-au dezvoltat tehnici de prelucrare cu functii spline
care utilizeaza si operatiile de derivate, respectiv integrare a acestor functii.
Algoritmii de prelucrare se pot aplica atat pentru date esantionate uniform, cat si
pentru cele obtinute prin esantionare neuniforma. Plecand de la metodele de
redimensionare a imaginilor care utilizeaza interpolare cu functii spline, in [63] se
descrie un procedeu de redimensionare a imaginilor in care sunt utilizate diferentele
finite si diferentele divizate ale functiilor B-spline.

Integrarea numericd (procesul invers derivarii) este definita cu ajutorul
diferentelor divizate ale functiilor B-spline. Este apoi utilizata pentru a face trecerea
de la coordonate neuniforme la coordonate uniforme [62]. Algoritmul presupune
parcurgerea urmatorilor pasi:
interpolarea datelor cu ajutorul functiilor spline neuniforme;
integrarea numerica;
reesantionarea uniforma;
filtrarea numerica: cu un filtru corespunzator obtinerii diferentelor
finite centrate si apoi postfiltrare cu ajutorul filtrului IIR propus de
Unser [111, 112].

Metoda este eficienta si complexitatea sa este independenta de spatierea
nodurilor semnalului de intrare [63].

Functiile B-spline pot fi utilizate cu succes si in probleme de conversie
numeric-analogicd. Un exemplu este generatorul de semnal cu functii spline
patratice dezvoltat de M. Kamada si colaboratorii [40]. Unul dintre circuitele propuse
a fost folosit pentru realizarea unor echipamente audio de inalta fidelitate [100]. M.
Kamada, impreuna cu colaboratorii de la Universitatea Ibaraki din Hitachi, Japonia,
au dezvoltat mai multe studii pe aceasta tema.

Pornind de la faptul ca functiile B-spline continue se pot scrie ca o convolutie
de impulsuri dreptunghiulare /£, se demonstreazi ci interpolarea prin functii in
scara reprezinta o aproximare a functiilor B-spline discrete, atunci cand perioada de
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esantionare tinde la zero [36, 37]. Functia B-spline de gradul 0 are forma unui
impuls dreptunghiular si pe baza ei se construiesc functii spline de grad superior.
Metoda presupune generarea unor impulsuri dreptunghiulare deplasate, care apoi
sunt integrate, inversate si adunate succesiv, in mai multi pasi, pentru a obtine la
iesire o functie B-spline de un anumit grad si variantele sale deplasate. Astfel,
generatorul de semnal propus de Kamada in 1995 se poate realiza printr-o
combinatie de circuite analogice simple [40].

In 1998, circuitul analogic este descris printr-un filtru digital rapid si utilizat
pentru generarea functiilor B-spline [37]. Semnalul obtinut este apoi convertit in
semnal analogic si poate fi utilizat si pentru generarea altor tipuri de impulsuri.

Ulterior, in 2005 metoda a fost imbunatatitd pentru a realiza un generator
de impulsuri de banda ultra-larga [49].

Subiectul este de actualitate, fiind reluat si in 2010 de o echipa de
cercetatori de la Brest [1]. Acestia propun optimizarea metodei de generare a
impulsurilor de banda ultra-larga pentru o anumita aplicatie.

V. Burov si colaboratorii filtreaza datele obtinute experimental prin
intermediul unor filtre de interpolare (IFIR), realizate pe baza functiilor B-spline de
aproximare [13]. Solutia prezentata de acestia este matriceala.

in 2009, firma Boeing patenteaza un filtru de interpolare spline cubica
(IFIR) destinat aplicatiilor de prelucrare numerica a semnalelor de mare viteza
[131]. Acest filtru prezintd avantajul ca are mai putine componente decat filtrele
clasice si poate fi implementat utilizdnd tehnologia VLSI (Very Large Scale
Integration). In 2012, este patentat un sistem digital de comunicatie radio in
componenta caruia apare acest filtru [132].

3.7. Algoritmul rapid de interpolare spline cubica
(algoritmul Unser)

3.7.1. Prezentarea algoritmului

Interpolarea cu functii B-spline cubice, impreuna cu tehnicile de filtrare
numerica, sunt foarte des folosite in rezolvarea problemelor de prelucrare numerica
a imaginilor. Aceasta reprezinta o solutie viabild, rapida, ce necesita timp de calcul
mic si complexitate redusa, oferind o buna aproximare. Este folosit cu succes pentru
lucrul cu un volum mare de date, asa cum este cazul reprezentarii imaginilor.

In continuare, se analizeaza algoritmul rapid de interpolare spline cubica
descris de M. Unser in [100, 112]. Acesta reprezinta o particularizare a algoritmului
general de interpolare cu functii B-spline prezentat in subcapitolul anterior.

Functia B-spline cubica este o functie B-spline de gradul 3 (n=3). Filtrul B-

-1
spline direct [Bf(z)} este reprezentat prin functia de transfer [100]:
3,72 6
[Bl (z)} - ° (3.57)
1
Z+4+z

Fie semnalul de intrare y(k) cu kK = 0, 1, ..., N-1. Algoritmul presupune, in
primul rénd, calculul coeficientilor c(k) ai modelului B-spline prin aplicarea filtrului
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-1
B-spline direct [Bf(z)} asupra esantioanelor semnalului de intrare. Acest filtru se

descompune in 2 filtre: unul cauzal si unul anticauzal (conform relatiei (3.58)), care
sunt conectate in cascada.

-1 6 1 -z
B3 - -6 1 ] 3.58
[ I(Z)J z+4+z71 [1—2121][1—212 ( )

Coeficientii se obtin la iesirea sistemului prezentat in figura 3.8 [100].

P c* (k) - c (k)
yk) — | ——— > . > X6 c(k)
1-2z4z 1-2z;z

Fig.3.8. Determinarea coeficientilor B-spline.

A

Determinarea valorilor acestor coeficienti se face printr-un algoritm recursiv
care presupune calculul factorilor c*(k) si c’(k):

c*(k) = y(k) + z; c*(k-1), k=1,..,N-1 (3.59)
c(k) =z (c(k + 1) -c*(k), k=N-2,..,0 (3.60)
unde: z7=-2++J3 =-0.2679 (3.61)
si c(k) = 6C (k) (3.62)

Pentru acest proces trebuie stabilite conditiile initiale. Conditia de la care se
porneste este ca esantioanele semnalului de intrare sa poata fi reconstituite exact
din coeficientii c(k) calculati. Semnalul initial se prelungeste la capete prin oglindire,
astfel incat:

y(k)=y(l), pentru (k+/)mod(2N-2)=0 (3.63)

Semnalul rezultat este un semnal periodic de perioadda 2N-2 . Pentru prima
formulad, aceea de calcul al factorilor c*(k), initializarea se face cu [100]:

c*(0)= ylk)zy (3.64)
k=0

Aceasta nu se poate utiliza in practica deoarece semnalul de intrare are un
numar finit de termeni. Dacd semnalul se prelungeste la capete prin oglindire,
relatia (3.64) se poate scrie:
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1 2N-3
ct0)=—=55 D rikzy (3.65)
1-7; k=0

Implementarea ultimei formule poate necesita un volum crescut de calcule,
ceea ce conduce la complicarea algoritmului si necesitatea unor timpi mari de
executie. Unser propune formula (3.66), cu factorul k, dat de (3.67), unde € este
nivelul de acuratete dorit:

ko

c*(0)= Zy(k)zf (3.66)
k=0

ko >log g/log | z;] (3.67)

Cel de-al doilea proces recursiv se initializeaza cu:

c—(N—1)=z—1(c+(/v—1)+ 21C+(N—2)) (3.68)

e

Acest proces de determinare a coeficientilor din esantioanele de intrare se
mai numeste si prefiltrare. Avand coeficientii, se poate trece la a doua etapa a
algoritmului: calcularea valorilor interpolate.

Pentru factorul m=1 se obtine reconstructia semnalului initial. Sirul de

coeficienti este adus la intrarea filtrului care are functia de transfer Bf(z).

-1
6
Acestuia i corespunde:
3 12 1
Kol1 21 3.70
b1 ( ) {6 7 3 7 6} ( )

Pentru interpolarea cu un factor m>1 sirul coeficientilor B-spline este
supraesantionat conform formulei (3.48) si adus la intrarea filtrului B,%(z). Expresia

filtrului B-spline indirect este data de formula (3.71), pentru un factor de interpolare
m=2 [99].

3 32+23[z+z_1}+8[22 +z_2}+[z3 +z_3]
B = =
3(2) 438
:£+£[Z+Z_1:|+i|:22+2_2:|+ 1

3 48 6

Corespunzator:
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1 1 23 2 23 1 1
b3k VYoo’ 7’ 36’57’ 30’ 77 50 3.72
2(){48648348648} ( )

In lucrarile studiate, acest algoritm si alte metode bazate pe acesta au fost
folosite pentru a efectua operatii de prelucrare a imaginilor [100, 112, 123]. In
continuare, vor fi prezentate cateva rezultate proprii obtinute prin aplicarea
algoritmului asupra unor semnale bine cunoscute.

3.7.2. Rezultate experimentale proprii

Intr-un studiu propriu, algoritmul rapid de interpolare spline cubici a fost
implementat prin programe Matlab si aplicat mai multor categorii de semnale
binecunoscute, ca: sinus, cosinus, dreapta, semnal treapta, semnal triunghiular
[91]. Coeficientii B-spline, esantioanele semnalului reconstituit (pentru m=1) si
interpolat (factor de interpolare m=2), au fost calculate in fiecare caz in parte. S-au
utilizat functiile B-spline cubice (n=3), filtrul B-spline direct (asa numita
Jtransformatd B-spline directa”), fiind cel din formula (3.58). Pentru reconstructia

semnalelor s-a utilizat filtrul B-spline indirect cu functia de transfer B3 (z) dats de

relatia (3.69), iar pentru interpolarea cu factor m=2 s-a folosit filtrul Bg(z) dat de

(3.71).
Schema de interpolare particularizata pentru n=3 si m=2 este redata in
figura urmatoare.

A\ 4

B3 (z) ——» y.(k)

(k)

yk) —» [Bf(z)Tl

(k) [
prefiltrare BZ (z) —>vik)

filtru de interpolare

Fig.3.9. Algoritmul rapid de interpolare spline cubica pentru m=2.

Algoritmul a fost aplicat mai multor tipuri de semnale, precum: semnale
sinus si cosinus, un semnal care are doar componenta continua (o dreapta), semnal
treapta, semnal triunghiular, semnal in V, un semnal electrocardiograma. Pentru
semnalele periodice, s-au luat in considerare mai multe situatii: un numar de 12,
50, 100 sau 120 esantioane pe perioadd, corespunzatoare unor frecvente de
esantionare diferite. Numarul de esantioane pe perioadd s-a notat cu M. Numarul
esantioanelor N ce reprezinta sirul y(k) a fost ales astfel incat sa corespunda la 1, 3
sau 5 perioade din semnalul de intrare. Rezultatele obtinute au permis formularea
unor concluzii si observatii. Acestea au dus la cautarea unor metode noi de
determinare a coeficientilor si elaborarea unor algoritmi imbunatatiti de interpolare.
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Din esantioanele semnalului de intrare y(k) se determina sirul de coeficienti
c(k). Operatia de initializare a procesului recursiv de calcul al coeficientilor B-spline
necesita stabilirea valorii parametrului ko din relatia (3.66). Vom alege trei valori
pentru nivelul de acuratete € si, din (3.62) calculam ko. In urma aplicarii
algoritmului, rezultatele vor fi analizate pentru a vedea influenta acestui factor. Se
aleg:

0,001 = ko> 5,2452; ko= 6
0,0001 = ko> 6,9936; ko =7
0,00001 = ko> 8,7421; ko =9

)
£
&

Se vor urmari modificarile care apar in calculul coeficientilor la schimbarea
valorii lui ko. Astfel se studiaza influenta conditiilor initiale asupra valorilor
interpolate si a erorilor de interpolare.

Pentru exemplificare, s-au luat ca semnale de intrare esantioanele
corespunzatoare Iui y(k)=sin(2nk/M) si y(k)=cos(2rk/M). Pentru M s-au ales 2
valori: 12 si 120. Acestea corespund esantionarii semnalelor sin(t) si cos(t) cu o
frecventa de esantionare mica si respectiv, una de 10 ori mai mare.

Reprezentarea datelor in Matlab s-a facut cu dubla precizie: reprezentare in
virguld mobild pe 64 de biti (tipul double). Toate valorile obtinute mai mici de 108
au fost considerate neglijabile. in practica, valori mult mai mari decat acestea sunt
considerate erori acceptabile pentru multe aplicatii. Semnalele de intrare folosite
(atat sin(t), cos(t), cat si altele care vor fi prezentate in continuare) se considera
scalate, astfel incat valorile acestora se regasesc doar in intervalul [-1; 1].

Fiecare set de N esantioane a fost adus la intrarea sistemului din figura 3.9.
Pentru fiecare din cele 3 valori ale lui kg (6, 7 si 9) s-au calculat coeficientii c(k),
sirurile y.(k) si yi(k). Algoritmul de calcul al coeficientilor c(k), al semnalului
reconstruit y.(k) si al semnalului interpolat cu m=2 yi(k) a fost implementat in
Matlab si se regdseste in Anexa 1. Rezultatele obtinute sunt prezentate partial in
Anexa 1,

In tabelul 3.1 sunt redate cateva rezultate semnificative. Sunt prezentate
valorile primilor 3 si a ultimilor 2 coeficienti B-spline ai sirului pentru fiecare caz in
parte.

Tabelul 3.1. Coeficienti c(k) pentru diverse valori k,

y(k) | M |ko c(0) c(1) c(2) c(M-1) c(M)
12 6| -0,302225 | 0,604353 | 0,884809 | -0,604338 | 0,302169
7| -0,302139 | 0,604330 | 0,884815 | -0,604338 | 0,302169
sin 9| -0,302167 | 0,604338 | 0,884813 | -0,604338 | 0,302169
(2nk/M) 6| -0,030182 | 0,060447 | 0,102409 | -0,060459 | 0,030229
1207 | -0,030244 | 0,060463 | 0,102404 | -0,060459 | 0,030229
9| -0,030231 | 0,060460 | 0,102405 | -0,060459 | 0,030229
6| 1,046618 0,906542 | 0,523363 0,906508 1,046745
12 |7 ] 1,046767 0,906502 | 0,523374 0,906508 1,046745
cos 9| 1,046744 0,906508 | 0,523372 0,906508 1,046745
(2nk/M) 6| 1,000584 0,999051 | 0,994985 0,999085 1,000457
120 7] 1,000423 0,999094 | 0,994974 0,999085 1,000457
9| 1,000454 0,999086 | 0,994976 0,999085 1,000457
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Analizadnd rezultatele obtinute la modificarea valorii lui ko, se pot face
urmatoarele observatii:

e Pentru acelasi semnal de intrare exista diferente intre valorile
primilor coeficienti.

e Numarul de coeficienti care se modifica depinde de pasul de
esantionare.

o Diferentele dintre valorile coeficientilor devin neglijabile la un
moment dat, dupa care sirurile raman identice la schimbarea valorii
lui ko.

e Ultimele valori corespunzatoare fiecarui sir sunt identice.

e Valorile coeficientilor urmaresc variatia esantioanelor de intrare si
sunt apropiate de valorile acestora.

Calculul primilor coeficienti depinde in mod direct de valoarea parametrului
ko. De aici apar diferentele semnificative de la inceputul sirurilor. Procesul recursiv
are ca efect reducerea diferentelor pe masura ce se inainteaza in sir.

Pentru aceleasi semnale de intrare s-au comparat si erorile de interpolare
pentru cazul in care factorul de interpolare este m=2. Cateva fisiere cu date
reprezentative se regdsesc in Anexa 1. Se observa ca valorile acestor erori nu
depasesc un anumit prag, cu exceptia celor de la capetele sirului. Acestea vor fi
denumite in continuare ,erori la capete”. O analiza a acestor erori va fi prezentata
dupa ce vor fi discutate gi rezultatele pentru alte tipuri de semnale de intrare.

In figura 3.10 sunt prezentate erorile de interpolare in cazul semnalului
y(k)=cos(2nk/M), cu M=12, k=0, 1,..., N si N=36. In acest exemplu s-a ales k,=7.
In figura 3.10.a) este redat intregul gir de valori obtinute. Se observa ca la capete
erorile ating valori de ordinul 10!, In figura 3.10.b), din sir au fost indepartate
erorile la capete si se vede c§ erorile de interpolare au valori de maxim 2-10™.

Emarea de interpolare w10 Eroarea de interpolare
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10 20 0 40 50 &0 70 =] 10 15 20 %5 0 7] 40 45 50 55 &0
Numar ezantioane Mumar azantioans

a) pentru toate esantioanele prelucrate b) fara erorile la capete
Fig.3.10. Eroarea de interpolare pentru cos(2rnk/12), ko=7.

Numarul esantioanelor afectate de erori semnificative de la inceputul sirului
creste odata cu scaderea lui k. S-ar putea spune ca o valoare cat mai mare a lui kp
ar duce la rezultate mai bune. Aceste erori, de la inceputul sirului, se datoreaza si
faptului ca relatia de initializare (3.66) este o particularizare a lui (3.64), unde
ko—o. Alegerea Iui k, mai mare duce la marirea numarului de termeni in formula
(3.66), deci creste volumul de calcule. Acesta poate fi privit ca o optimizare, ins3, in
multe cazuri, rezultatele obtinute nu pot justifica timpul de calcul suplimentar.

BUPT



48 Metode de interpolare cu functii spline - 3

Pentru semnalul sinus s-au calculat erorile de interpolare pentru mai multe
valori ale factorului M (numarul de esantioane pe perioada), de exemplu: 5, 6, 8,
10, 12, ...,240, in fiecare caz luand ko=7. Numarul de esantioane afectate de erorile
la capete tinde sa ajunga la jumatate din M. Cu cat k, devine mai mic in comparatie
cu M, cu atat mai mult creste numarul de esantioane afectate de erorile la capete.

Algoritmul a fost aplicat si pentru cazul in care esantioanele de intrare
corespund unui semnal constant egal cu valoarea 1 (o dreapta). S-a considerat un
numar de 51 de esantioane (N=51). Astfel, s-a ales:

y(k)=1, pentru k=0, 1, 2,..., 50
in tabelul 3.2. sunt prezentate valorile coeficientilor in cdteva puncte k
semnificative pentru cazul in care ko=7. Pe ultima coloana sunt date valorile

obtinute in urma interpolarii semnalului de intrare cu un factor m=2.

Tabelul 3.2. Semnal y(k)=1, ko=7

k c(k) yik/m)
0 0,9996 0,8333
0,9791
1 1 1
1
2 0,9999 1
0,9999
3 1 1
1
4 0,9999 1
30 1 1
1
31 1 1
49 1 1
0,9791
50 1 0,8333

Se observa cd primele valori pentru coeficienti sunt diferite de 1, dar
converg rapid spre 1, ajungand si fie egale cu valorile semnalului de intrare. in
punctele de interpolare semnalul ia valori foarte apropiate de 1. Erorile de
interpolare sunt mici, devenind neglijabile odatda cu cresterea numarului de valori
calculate [91]. Exceptie fac esantioanele de la inceputul si sfarsitul sirului, aparand
si aici erori la capete.

Se pune in evidentd inca o data faptul ca algoritmul este convergent
datorita proprietatilor functiilor spline polinomiale [100, 112]. Ins3, unele mici
oscilatii aparute in sirul coeficientilor duc la aparitia de oscilatii si in semnalul
interpolat. Acesta poate fi un inconvenient, mai ales dacd avem de prelucrat un
numar mic de esantioane.

in practicd, initializarea algoritmului recursiv se face in k=0 si cu un numér
finit de esantioane k,. Presupunem ca semnalul initial este extins prin oglindire in
ambele parti, cu un numar suficient de mare de esantioane si apoi interpolat.
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3.7 - Algoritmul rapid de interpolare spline cubica (algoritmul Unser) 49

Atunci, in zona de mijloc a semnalului de la iesire vom avea rezultate neinfluentate
de erorile la capete. Aceasta zona este ceaAin care au fost definite valorile initiale si
pentru care rezultatele sunt de interes. In acest caz, erorile de capete nu mai
prezinta nici o importanta [91].

Pentru semnalul y(k)=1, formula de initializare la stanga (3.64) poate fi
scrisa astfel:

+00 ~+00
1
c*(0)= Y ylklzy =Dz = — (3.70)
k=0 k=0 1

Acum se pot evalua coeficientii si semnalul interpolat pentru cazul ideal in
care parametrul kg tinde la co (corespunzator unui semnal de intrare nemarginit). In
tabelul 3.3. sunt prezentate cateva valori pentru coeficienti si semnalul interpolat cu
factor m=2.

Tabelul 3.3. Semnal y(k)=1, ko=+00

k c(k) yi(k/m)
0 1 0,8333
0,9791
1 1 1
1
2 1 1
1
3 1 1
1
4 1 1
30 1
1
31 1 1
49 1 1
0,9791
50 1 0,8333

In aceastd situatie coeficientii sunt egali cu datele de intrare, iar valorile
semnalului interpolat sunt identice cu cele ale semnalului initial (rezultat asteptat in
cazul ideal). Pentru semnalul interpolat apar erori la capete si in acest caz.

Pe baza rezultatelor de mai sus s-a stabilit valoarea ko=7 pentru simularile
urmatoare.

in figura 3.11 sunt prezentate atat esantioanele de intrare cat si coeficientii
calculati pentru cazul y(k)=cos(2nk/12) unde k=0, 1, ..., 36 (o secventda de 3
perioade din cos(t), cu 12 esantioane pe perioada).

Din rezultatele obtinute se poate vedea ca valorile coeficientilor urmaresc
variatia semnalului de la intrare si sunt apropiate de valorile acestuia [91]. Acest
lucru este valabil pentru toate semnalele pe care s-a testat algoritmul. Coeficientii
sunt egali cu esantioanele in cazul in care se utilizeaza functii spline cardinale in
procesul de determinare a sirului c(k) [100, 112]. Dezavantajul acestui tip de functii
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este ca nu au suport compact, precum functiile B-spline polinomiale. Astfel se pierde
avantajul de a putea calcula orice valoare interpolata utilizdnd maxim (n+1) functii

baza.

Arnplitudine

Coeficienti B-spline
—&— Semnal de la intrare

1
10 15

1
20

25 30

Mumar esantioane

40

Fig.3.11. Esantioanele de intrare si coeficientii determinati cu algoritmul Unser.

Pentru semnalele analogice sin(t) si cos(t) am luat siruri de esantioane
corespunzatoare mai multor frecvente de esantionare. Astfel, avem cazuri in care
diferda numarul de esantioane pe perioada (diverse valori pentru factorul M). Am
analizat si situatile in care la intrare avem esantioane care corespund unei

perioade, respectiv a trei si cinci perioade din semnal.

cate

Fie y(k)=sin(2rk/M) cu k=0, 1, ..., N-1. Se prezinta in continuare situatiile
in care M=12, N=37, respectiv M=120, N=361. Acestea sunt cazurile in care
secventele de intrare au 12 esantioane pe perioada, respectiv 120, si contin fiecare

trei perioade din semnal. Cateva dintre valorile coeficientilor c(k) sunt

comparate in tabelul 3.4.

Tabelul 3.4. Coeficienti pentru y(k)= sin(2nk/M), ko=7

Prima perioada

A doua perioada

A treia perioada

a| sin(a) M Tk c(k) K (k) K c(k)
0 0 12 | 0 [ -0,302139 | (M+0) 0 (2M+0) 0
120] 0 | -0,030244 | (M+0) 0 (2M+0) 0
6l o 12 | 1 | 0,604330 | (M+1)| 0,523372 |(2M+1)| 0,523372
’ 120] 10| 0,500228 |[(M+10)| 0,500228 |(2M+10) 0,500228
/3 0866025 | 12| 2| 0884815 |(M+2)| 0,906508 | (2M+2)] 0,906509
120]20]| 0,866421 |[(M+20)| 0,866421 |(2M+20)| 0,866421
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3.7 - Algoritmul rapid de interpolare spline cubica (algoritmul Unser) 51

Acestea au fost obtinute in aceleasi puncte « de pe caracteristica semnalului
de intrare. In tabel sunt prezentate si valorile functiei sinus in aceleasi puncte.

in  tabelul 3.5 sunt prezentate rezultatele pentru semnalele
y(k)=cos(2nk/M), unde k=0, 1, ..., N-1, pentru aceleasi valori M=12, N=37,
respectiv M=120, N=361.

Tabelul 3.5. Coeficienti pentru y(k)= cos(27k/M), ko=7

Prima perioada A doua perioada A treia perioada
k c(k) k c(k) k c(k)
12| 0| 1,046767 |(M+0) 1,046745 [ (2M+0) 1,046745
120, 0 | 1,000423 |(M+0) 1,000457 | (2M+0) 1,000457
12| 1| 0,906502 |(M+1)| 0,906508 |(2M+1)| 0,906508
120/10| 0,866421 |((M+10)] 0,866421 |(2M+10)| 0,866421
12| 2| 0,523374 |(M+2)| 0,523372 |(2M+2)| 0,523372
120{20| 0,500228 |(M+20)| 0,500228 |[(2M+20)| 0,500228

o cos(a) M

/6| 0,866025

/3 0,5

Valorile coeficientilor difera pentru siruri de esantioane obtinute din acelasi
semnal analogic la frecvente de esantionare diferite. Valorile y(k) si c(k) sunt
apropiate atunci cand semnalele de intrare au un numar mai mare de esantioane pe
perioadd (M=120), diferentele fiind de ordinul 10™. Aceste diferente se méresc
odata cu micsorarea frecventei de esantionare. Pentru un pas de esantionare de 10
ori mai mare (M=12), diferentele ajung la valori de ordinul 1072, chiar 107! in cazul
semnalului sinusoidal [91].

La inceputul sirului de coeficienti, diferentele dintre acestia si valorile datelor
de intrare sunt mai mari decéat in rest. Acest fapt se datoreaza conditiilor initiale
impuse pentru determinarea lui ¢*(0). Pentru initializare se recurge la prelungirea
prin oglindire a semnalului de intrare. Daca datele de intrare corespund functiei
cosinus (semnal continuu, par), in urma prelungirii se obtine tot un semnal
continuu. Pentru sinus (care este functie impara), in urma prelungirii apar
discontinuitati in noul semnal. Acest tip de prelungire nu este avantajoasa in cazul
semnalelor impare deoarece, prin oglindire, pentru semnalul rezultat apar
discontinuitati in punctele fata de care s-a facut oglindirea.

Pentru un semnal compus din mai multe perioade se obtine un sir de
coeficienti care prezintd o anumita periodicitate. Coeficientii din a doua perioada
sunt diferiti de cei din prima pana la un punct, dar sunt egali cu cei din perioadele
urmatoare. Valorile corespunzdtoare fiecarei perioade sunt aproximativ egale,
exceptie facand primele si ultimele din sir (acolo unde se face initializarea Iui c*(0)
si ¢’ (N-1)). Din tabelele 3.4 si 3.5 se poate observa diferenta mare dintre valorile
pentru c(0) si c(M) (corespunzatoare primelor doua perioade). Coeficientii c(M) si
c(2M) (ce corespund perioadelor a doua si a treia), au valori egale. In cazul
semnalelor periodice cu M esantioane pe perioada, pentru coeficienti, se poate scrie:

c(M+i)= c(2M+i)=...= c((j-1)M+i) pentru i=0,1..., M-1 (3.71)
c(0)=c(M) si c(1) = c(M+1)
Pentru aceleasi date de intrare s-au analizat si valorile interpolate cu un

factor m=2. Erorile de interpolare sunt de ordinul 10 maximum, pentru M=120 si
10, pentru M=12. Exceptie fac un numar de esantioane de la capetele sirurilor,
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unde erorile sunt considerabil mai mari. Primele valori interpolate au erori de ordinul
107', In figura 3.12 sunt prezentate erorile de interpolare obtinute in cazul
semnalelor cos(2nk/M) (3.12.a) si sin(2nk/M) (3.12.b) pentru M=12.

In Matlab existd functii predefinite [66, 128] care realizeazd interpolarea
unui sir de date. Aceleasi semnale de mai sus au fost interpolate utilizand functia
interp1(), precizand spline ca metoda de interpolare. Rezultatele obtinute pentru
erorile de interpolare sunt prezentate in figura 3.13. Si in aceste cazuri apar erori
mai mari la capete. Pentru restul sirului, erorile de interpolare sunt mai mari decat
in cazul interpolarii cu algoritmul Unser.
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Fig.3.12. Erori la interpolarea cu algoritmul Unser.
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Fig.3.13. Erori la interpolarea cu functia predefinita din Matlab.

Aceste erori de interpolare, denumite ,erori la capete”, au fost observate in
toate cazurile studiate. Aparitia lor are la baza 2 cauze:

e Conditiile initiale pentru determinarea coeficientilor B-spline sunt
date de un numar finit de esantioane.

e Pentru calcularea fiecarui esantion din semnalul interpolat se
utilizeaza valori anterioare si posterioare ale coeficientilor. La
capetele intervalului, unele dintre aceste valori sunt considerate 0
(zero). De exemplu, in punctul k=0 nu exista c(-1) sau c(-2) pentru
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3.7 - Algoritmul rapid de interpolare spline cubica (algoritmul Unser) 53

a calcula valoarea y;(0) a semnalului interpolat. Pentru acesti
coeficienti se considera valoarea zero.

Pana acum au fost discutate doar cazuri in care esantioanele de intrare
provin din semnale descrise prin functii continue si cu derivatele continue. Acelasi
algoritm a fost aplicat si unor semnale care prezinta discontinuitati: semnal
triunghiular si semnal treaptda. S-a studiat si cazul interpolarii unui semnal
electrocardiograma (ECG). X

Cateva rezultate sunt prezentate in continuare. In figura 3.14 sunt redate
un semnal treapta interpolat cu un factor m=2 (in 3.14.a) si eroarea de interpolare
(in 3.14.b). Primele 20 de esantioane ale semnalului de la intrare au valoarea ,-1",
dupa care semnalul sarela valoarea ,1” pentru urmatoarele 20 de esantioane. La
mijlocul semnalului apare o discontinuitate. In jurul acesteia, la interpolare apar
erori semnificative care afecteaza un numar mic de valori (3 la stéanga si 3 la
dreapta).

Semnal interpolat, m=2 Eroares de inerpalare
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a) semnal interpolat cu m=2 b) eroarea de interpolare
Fig.3.14. Rezultate pentru semnal treapta.

Cazul unui semnal triunghiular cu 16 esantioane pe perioada este redat in
figura 3.15. Si aici se observa valori mai mari pentru erorile de interpolare din jururl
discontinuitatilor.
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Fig.3.15. Rezultate pentru semnal triunghiular cu 16 esantioane pe perioada.
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Pentru o frecventa de esantionare de 2 ori mai mica (triunghi cu 8
esantioane pe perioada), rezultatele sunt prezentate in figura 3.16. Erorile de
interpolare din vecinatatea punctelor de discontinuitate cresc, insa cele de la capete
scad. Erorile la capete sunt mai mici deoarece s-a considerat ko=7=M. Aceasta poate
fi considerata valoare mare in comparatie cu numarul de esantioane pe perioada.

A A A 10
a4 =an 1\ " w L
el /’ I 15 |Iﬁ Pty | 'PL
0gF f 'fll 004

140V Y 1] |

Semnal interpolat, m=2

Nurmar ezanticane

a) semnal interpolat cu m=2

Erparea de imerpolare

Nurmar ezanticane

b) eroarea de interpolare

Fig.3.16. Rezultate pentru semnal triunghiular cu 8 esantioane pe perioada.

Observatiile anterioare referitoare la coeficienti si erorile de interpolare sunt
valabile si pentru semnalele cu discontinuitati. Apar erori de interpolare
suplimentare in zonele unde sunt punctele de discontinuite deoarece semnalele sunt
aproximate prin functii spline cubice (3.39).

Acelasi semnal a fost interpolat utilizand functia interp1() predefinitd in
Matlab, folosind metoda de interpolare spline (figura 3.17). Exceptand erorile la
capete, erorile din vecinatatea punctelor de discontinuitate au valori aproximativ
egale cu cele obtinute prin interpolare cu algoritmul Unser.

Interpolare spling Matlsh Eroarea de interpolare

o A A A | =) ﬂ

=SS T 1 B - |

AN AN it 0 M A A
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1 ; L T Y \ 10 M tﬁ%r VVW%
o] r L] wl il |
AN Vo=

a) semnal interpolat cu m=2 b) eroarea de interpolare
Fig.3.17. Semnal triunghiular interpolat spline cu functia predefinita in Matlab.

Acelasi lucru se intdmpla si pentru semnalul treapta la interpolarea cu
functia interp1() din Matlab.
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Pentru toate cazurile studiate, in noduri, erorile de interpolare au valori
nesemnificative, deci functia de interpolare ia valorile semnalului de intrare
(indeplineste conditia (3.39)).

Algoritmul Unser a fost utilizat si pentru reconstructia unui semnal sinus cu
120 de esantioane pe perioada care are suprapus un zgomot. Semnalul este
reconstruit cu erori neglijabile.

S-a utilizat pentru studiu si un semnal electrocardiograma (ECG), obtinut la
o frecventd de esantionare de 200 Hz [74], avand aproximativ 160 de esantioane pe
perioadd, nescalat. Semnalul reconstruit este prezentat in figura 3.18. Erorile de
reconstructie sunt neglijabile. Reamintim c3 orice valoare mai micd de 10°® a fost
considerata zero si ca in Matlab s-a lucrat cu date de tip double.

Semnal reconstituit

Arnplitudine

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
u] a0 100 180 200 250 300 350 400 450 500

Mumar esantioane

Fig.3.18. Semnal ECG reconstruit cu algoritmul Unser.

Dupa cum s-a observat, eroarea de interpolare scade odata cu cresterea
frecventei cu care a fost esantionat semnalul de intrare (cand esantioanele sunt mai
dese). S-a studiat modul in care variaza valoarea maxima a erorii de interpolare
(exceptand erorile la capete), la cresterea frecventei de esantionare. Pentru
semnalul sin(2rk/M) s-au calculat erorile de interpolare pentru mai multe valori ale
factorului M (5, 6, 8, 10, 12, ...,240). in figura 3.19 este prezentata variatia erorii
maxime de interpolare cu factor m=2 in functie de numarul de esantioane pe
perioada (raportul frecventd de esantionare f./frecventd semnal f;) pentru acest
semnal. Valorile scad logaritmic.
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1 1 1
0 a0 100 150 200 250

Fig.3.19. Variatia erorii maxime de interpolare in functie de f/ f..

3.8. Concluzii

Functiile spline sunt un instrument eficient in realizarea unor aplicatii de
interpolare de buna calitate. Acest lucru se datoreaza proprietatilor functiilor spline,
care sunt polinoame de gradul n pe subintervale adiacente, care se unesc in noduri,
functia gi i primele n-1 derivate ale sale fiind continue.

In ultimele 2 decenii, functiile spline au fost utilizate tot mai des in aplicatii
de prelucrare numerica a imaginilor. Au fost elaborati numerosi algoritmi de
interpolare ce folosesc mai multe tipuri de functii spline (B-spline, spline
polinomiale, spline cardinale) sau combinatii ale acestora. Toti algoritmii au fost
realizati utilizind conceptul de interpolare generalizata si se bazeaza pe algoritmul
care folosesste transformata B-spline directa pentru calcularea coeficientilor si
transformata B-spline inversa pentru determinarea esantioanelor semnalului
interpolat. Cei mai des intélniti sunt algoritmii care folosesc functii de gradul 3.

Acesti algoritmi sunt integrati in aplicatii specifice prelucrarii imaginilor,
precum redimensionarea sau aplicarea unor transformari geometrice, si conduc la
obtinerea unor rezultate foarte bune cu costuri de implementare mici.

Algoritmul rapid de interpolare spline cubica (algoritmul Unser) a fost aplicat
mai multor seturi de esantioane provenite de la semnale periodice (sinus, cosinus,
triunghi) sau neperiodice (treaptd), semnale continue sau cu puncte de
discontinuitate. Pentru unele dintre ele s-au folosit mai multe siruri corespunzatoare
unor situatii in care difera frecventa de esantionare (de exemplu, M=12 si M=120
pentru sinus si respectiv, M=8 si M=16, pentru triunghi). Din analizarea
coeficientilor si a erorilor de interpolare s-au desprins cateva concluzii, sintetizate in
continuare.

Valorile coeficientilor depind de frecventa cu care este esantionat semnalul
de intrare.

BUPT



3.8 - Concluzii 57

Valorile coeficientilor urmaresc variatia semnalului si sunt apropiate de
valorile esantioanelor acestuia. Cu cat se creste frecventa de esantionare, cu atat
coeficientii sunt mai apropiati de valorile semnalului.

Coeficientii obtinuti pentru una sau mai multe perioade ale unui semnal sunt
aceeasi cu exceptia primilor si ultimilor coeficienti din sir. Exceptiile se datoreaza
conditiilor initiale impuse la calcularea coeficientilor. Acestea duc la aparitia asa
numitelor ,erori la capete”. Aparitia acestor erori nu este precizatd nicdierei in
lucrarile studiate. Insa, in aceste lucrari, exemplele sunt prezentate pentru
prelucrarea unor imagini. in general, imaginile sunt reprezentate printr-un volum
mare de date, ceea ce poate duce la ignorarea erorilor de capete, ele fiind
nesemnificative in raport cu multitudinea de esantioane prelucrate.

Se poate spune ca in noduri, interpolarea este exacta deoarece erorile de
interpolare in aceste puncte au valori foarte mici. Marimea erorilor de interpolare din
punctele dintre noduri depinde de frecventa de esantionare a semnalului de intrare
(cat de dese sunt nodurile). Cu cat frecventa de esantionare este mai mare, cu atat
mai mici sunt aceste erori.
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4. NOI ALGORITMI DE DETERMINARE A
COEFICIENTILOR B-SPLINE

4.1. Introducere

in capitolul anterior au fost prezentate mai multe metode de interpolare cu
functii spline care au la bazd algoritmii dezvoltati de M. Unser si colaboratorii.
Prelucrarea semnalelor se face in contextul de interpolare generalizatda care
presupune parcurgerea a 2 pasi: prefiltrare si interpolare (sau sinteza). Majoritatea
studiilor analizeaza algoritmii Unser prin diverse exemple si propun noi metode
pentru implementarea celui de-al doilea pas, cel de sinteza. Insa, partea de
prefiltrare este realizata prin metoda propusa de Unser si colaboratorii. Astfel, din
esantioanele de intrare, coeficientii B-spline sunt obtinuti la iesirea filtrului B-spline
indirect (filtru IIR). Mai apoi, acesti coeficienti sunt adusi la intrarea unor no
sisteme propuse pentru interpolare sau aproximare.

Algoritmul nu poate fi utilizat pentru prelucrarea semnalelor in timp real. in
una dintre lucrdrile amintite [123] se aduce in discutie acest fapt si se propun
variante de modificare ale filtrului B-spline invers astfel incat sa se elimine acest
inconvenient. Filtrul IIR este inlocuit cu filtre cu raspuns finit la impuls (FIR)
obtinute prin trunchierea raspunsului in frecventa al filtrului initial.

Inconvenientul utilizarii filtrului B-spline indirect este dat de faptul ca
presupune utilizarea inca de la inceput a intregului sir de esantioane din semnalul de
intrare. Coeficientii sunt calculati printr-un algoritm compus din 2 procese recursive:
unul cauzal si unul anticauzal.

Procesul de determinare a coeficientilor B-spline presupune si stabilirea unor
periodice, sau pentru functii impare, acest tip de oglindire duce la introducerea unor
erori suplimentare.

In continuare se cauta noi metode de calculare a coeficientilor B-spline si de
determinare a conditiilor initiale care sa nu necesite prelungirea semnalului si sa
poata fi utilizate pentru prelucrarea numerica a semnalelor in timp real. Se porneste
de la algoritmul rapid de interpolare cu functii B-spline cubice prezentat in
subcapitolul 3.7. Din procesul descris de algoritmul Unser se pastreaza partea a
doua, cea de interpolare. Pentru sistemul ce realizeaza prefiltrarea, se vor cauta noi
functii de transfer.

In figurile 4.1 si 4.2 sunt redate procesul de reconstructie, respectiv
interpolare cu un factor m ale unui semnal {y(k)}. Pasul de prefiltrare va fi
implementat printr-un filtru nou, cu functia de transfer H,{z), iar partea de
reconstructie si interpolare sa face cu filtre B-spline indirecte.

c(k)
y(k) —{ Hpd2) B3 (z) |[—yik)

prefiltrare reconstructie

Fig. 4.1. Reconstructia semnalului.
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c(k)
y(k) —»| H(z) —»| B3 (z) —» yik)

prefiltrare interpolare

Fig. 4.2. Interpolarea semnalului cu un factor m=2.

Metoda clasica de interpolare cu functii spline cubice presupune utilizarea si
a valorilor derivatelor functiei in noduri [60, 65]. In studii recente din prelucrarea
semnalelor si a imaginilor se utilizeaza diferentele finite [35, 62], diferentele
divizate [63] si integrarea numerica [49] a functiilor B-spline pentru realizarea unor
filtre folosite in prelucrarea semnalelor. Pornind de la aceste observatii, se vor
analiza relatiile dintre coeficienti, valorile functiei si ale derivatelor sale de ordinul 1
si 2 in noduri.

Pe baza acestor relatii se dezvolta mai multi algoritmi de interpolare. Fiecare
algoritm in parte va fi implementat in Matlab si testat pe o serie de semnale
reprezentative, bine cunoscute. Dintre acestea amintim: semnal sinusoidal, cosinus,
dreapta (semnale continue), triunghiular, semnal treaptd (semnale ce prezinta
discontinuitati). Cateva rezultate considerate semnificative vor fi prezentate,
comparate si discutate.

Deoarece se lucreaza cu semnale discrete, trebuie gdsite metode de
derivare numerica. Vor fi luate in considerare 3 cazuri care ne vor permite sa
determinam valorile derivatelor functiei in noduri.

4.2. Derivare numerica

In literatura de specialitate sunt intalnite mai multe modalitéti de definire si
evaluare a procedeului de derivare numerica. Vor fi prezentate si utilizate 3 dintre
acestea:

1. metoda clasica de calcul a diferentelor finite;

2. metoda de derivare numerica descrisa de O. Stanasila;

3. evaluarea diferentei finite centrale a unui polinom care trece prin 5
puncte.

4.2.1. Diferente finite
Fie f(u) o functie reald definitd pe o multime de puncte echidistante (u, u+h,
u+2h, u+3h, ..., u+jh), unde h>0. Se defineste diferenta finitd de ordinul 1 a
functiei f(u) in punctul v [27, 45, 93]:
AF(u) = Af, = F(u + h) - F(u) (4.1)

Diferenta finita de ordinul al doilea este:

AF(u)= aF(u + h) - AF(u) = Flu + 2h) - 2F(u + h)+ F(u) (4.2)
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Acestea se mai numesc si diferente finite la dreapta, sau progresive. Se pot
defini si diferente finite la stanga (regresive) [45]:

Vf(u)=f(u)-flu-h) (4.3)
V2f(u)=Fu)- 2f(u - h)+ F(u - 2h)

Gh. Micula defineste diferentele divizate pentru o functie f(u), definita pe o
multime de puncte distincte (uo, Uy, ..., Uy) [60]:

(DF uy ) = furea)=Flur) 5y (4.4)
Ury1 —Ur

Diferenta divizata de ordinul k:

(051 Yorog) (04 1))

Uryvk —Ur

(Dkf)(ur) =

(4.5)

fn cazul in care punctele u, sunt echidistante este vorba de diferente finite si
definitiile sunt echivalente cu (4.1) si (4.2).

In continuare vor fi utilizate diferentele finite, deoarece se lucreaza doar cu
esantioane prelevate in puncte echidistante si de spatiere unitara. Se vor folosi
definitiile pentru diferente finite la dreapta (progresive).

4.2.2. Derivare numerica prin metoda Stanasila

Pentru procesul de derivare numerica, O. Stanasila propune o formulare
putin diferitd [87]. Fie feC?[a,b] si u, h alese astfel incdta < u-h<u <u+ h < b.
Pentru o astfel de functie continud pe un interval si cu derivatele continue, se pot
aproxima:

- derivata la stanga f'(u)= w
- derivata la dreapta f'(u)= w

Atunci, derivata centrata de ordinul 1 este:

Fr(u)= Flu+ h)z—hf(u - h) (4.6)

si derivata centrata de ordinul 2:

flu+h)-2f(u)+ Flu - h)
h2

F(u)= (4.7)

BUPT



4.2 - Derivare numerica 61

Cum am mai spus, functiile considerate au noduri echidistante, cu spatiere
unitara. Astfel, relatiile de mai sus devin:

flu+1)-flu-1)

f' (u); >

(4.8)

friu)zflu+1)-2f(u)+ Flu-1) (4.9)
Derivatele astfel calculate sunt de fapt diferentele finite centrale ale unui
polinom ce trece prin 3 puncte.
Se considera urmatorul polinom:
f(U)=fUp-1)+a(u-upq) +b(U-Uy.1)? (4.10)
Acesta trece prin 3 puncte uy.1, Uk, Uk+1, Puncte pe care le consideram egal
distantate, cu spatiere unitara: uysi-ux=1.
Pentru u=u,., se noteaza f(u,.1) cu f(k-1).
u=ux = f(k)=f(k-1)+a+b (4.11)
U=Uks1 = A(k+1)=f(k-1)+2a+4b (4.12)
Din (4.11) si (4.12) se obtine:
4f(k)-f(k+1)=3f(k-1)+2a
= a=(4f(k)-f(k+1)-3f(k-1))/2
z b=f(k)-f(k-1)-a = b=(f(k+1)-2f(k)+f(k-1))/2
Se deriveaza (4.10) si se obtine:
f'(u)=a+2b(u-uy.1)
= f'(k)=a+2b
= f'(k)=(4f(k)-f(k+1)-3f(k-1)+2f(k+1)-4f(k)+2f(k-1))/2
= f'(k)=[f(k+1)-f(k-1)]/2
Se determina derivata de ordinul 2:
f"(k)=2b

= f"(k)=F(k+1)-2f(k)+F(k-1)

Relatiile obtinute pentru polinomul ce trece prin 3 puncte sunt chiar cele

date de formulele (4.8) si (4.9).
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4.2.3. Diferenta finita centrala a unui polinom ce trece prin 5
puncte

Micula a demonstrat ca pentru conditii mai tari de continuitate se
fmbunatatesc proprietatile de convergenta ale functiei spline de interpolare [60]. Se
considerd feC*[a,b] o functie polinomiald continud si cu derivatele pana la ordinul 4
continue. Functia poate fi descrisa prin polinomul:

flu)=a+bu+du? +eu® + gu? (4.13)

Aceasta functie este polinomiala pe portiuni, asa ca poate fi analizata pe
intervale scurte. Se evalueaza valorile functiei si ale derivatelor sale de ordinul 1 si
2 in intervalul [0; 4].

Parametrii polinomului sunt:

2
O o kO ary sy
= (F(0)-4f(1)+ 6F(2) - 4f(3)+ F(4))/ 24
Derivata de ordinul 1 a polinomului este:

f'(u)= b+ 2du + 3eu? + 4gu’

_ -3f(0)- 10f(1)+ 18f(2) + f(4)

= f(2) B (4.14)
Se calculeaza si derivata a doua:
f' (u) = 2d + 6eu + 12gu?

- Fr(2) = —(F(0)+ F(4)) + 16(F(2) + F(3) - 30f(2) (4.15)

12

Determinarea valorilor pentru (1) si f(2) intereseaza pentru calcularea
valorilor initiale in subcapitolul 4.4 [90, 91].

In mod analog se poate evalua polinomul pe un interval oarecare de 5
puncte centrat in punctul k: [k-2, k-1, k, k+1, k+2]. Pentru diferentele finite
centrale de ordinul 1 si 2 se obtin formulele [53, 90]:

flk - 2)-8f(k — 1)+ 8f(k + 1) f(k + 2)

Flk)= 12

(4.16)

—(F(k = 2)+ Fk + 2)) + 16(F(k — 1)+ f(k + 1)) - 30f(k)

F (k)= 5

(4.17)
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Au fost prezentate 3 metode ce permit calcularea valorilor derivatelor de
ordinul 1 si 2 ale functiei in raport cu valorile functiei in noduri. Deoarece functia
f(u) ia valorile semnalului de intrare in noduri, derivatele se pot calcula astfel doar
pe baza esantioanelor din sirul de intrare {y(k)}.

4.3. Relatiile dintre coeficienti, functie si derivatele sale

Se porneste de la presupunerea ca semnalul de intrare este aproximat
printr-o functie spline cubica f(x). Aceasta este o functie polinomiala de gradul 3 pe
portiuni. Atat functia, cat si derivatele sale de ordinul 1 si 2, sunt continue in noduri.
Nodurile acestei functii sunt reprezentate chiar de punctele k in care sunt date
valorile esantioanelor de intrare {y(k)}, cu k=0,1, ... , N-1.

Functia poate fi caracterizata prin coeficientii B-spline astfel:

f(x):zc(/)33(x—q - y(k) (4.18)
X=k
leZ

Dat fiind faptul ca se lucreaza cu semnale in timp discret, se va utiliza
functia B-spline discretd b3(k) datd de relatia (3.70). Pentru functii spline cubice,
coeficientii sunt obtinuti prin prefiltrare, operatie prezentatd in figura (3.6) si
descrisd de ecuatia (3.45). In continuare se cautd determinarea relatiilor intre
coeficienti, valorile functiei si ale derivatelor sale de ordinul 1 si 2. Noul sir de
coeficienti se va nota cu cs(k).

In fiecare nod k se poate scrie relatia intre functia spline cubica si
coeficientii sai B-spline [91]:

6f(k) = 4cg(k)+cslk — 1)+ cs(k + 1) (4.19)

Datorita proprietatilor functiilor B-spline la derivare (3.30), pentru derivatele
de ordinul intdi si doi se pot scrie relatiile:

F (k) = (b3') * cs (k) (4.20)

f"(k):(b3")*cs(k) (4.21)

Valorile derivatelor functiei B-spline discrete se determina din relatiile (3.34)
si (3.35). Relatiile intre derivatele functiei f(k) si coeficienti sunt:

F (k)= 0cs(k)- 2 cslk - 1)+ 2 el +2)
= 2f'(k)=cslk +1)-cslk - 1) (4.22)

= cslk+1)=2f"(k)+cslk - 1) (4.23)
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Pentru a stabili o noua procedura de calcul a coeficientilor pe baza relatiei

(4.23) este nevoie si de precizarea unor conditii initiale. Inainte de a vedea cum se
pot determina primele valori ale sirului de coeficienti, se evalueaza si derivata de
ordinul 2 a functiei B-spline cubica. Se poate scrie:
f'' (k)= -2cs(k)+cs(k - 1)+ cs(k + 1) (4.24)
Din relatiile (4.24) si (4.19) se obtine:

cslk)= f(k)—%(k) (4.25)

Pentru stabilirea primelor valori ale coeficientilor, initializarea sirului nu se
poate face in punctul k=0 deoarece nu avem informatii privind valorile functiei de
intrare Tnainte de acest punct sau caracteristici ale acestei functii. Se evalueaza
relatiile (4.22), (4.24) si (4.19) in punctul k=2:

2'(2) = c5(3) - cs(1)
' (2) = -2c5(2) + c5(2) + c5(3) = cs(2) + c5(3) = £ (2) + 2¢5(2)
6f(2) = 4c5(2) + cs(2) + c5(3) = 4cs(2) + £ (2) + 2¢5(2) = 6c5(2) + £ (2)
= cs(2)=f(2)-—= (4.26)
in mod similar, pentru k=1 se poate scrie:
2f'(1)=¢5(2) - c5(0)
= cs(0)=cs(2)-2f (1) (4.27)
6f(1) = 4cs(2)+ c5(0) + cs(2)

- colt)= 6F(1)- csz(lo)f cs(2) (4.28)

Am aratat ca se pot calcula primii trei coeficienti facand initializarea in
punctul 2. Coeficientii ¢s(2), ¢s(0) si cs(1), se calculeazd pe baza relatiilor (4.26),
(4.27) si (4.28) utilizand valorile functiei si ale derivatelor sale in punctele
respective [91]. Valorile derivatelor in aceste puncte se vor determina cu una dintre
metodele descrise in subcapitolul 4.2.

Pentru exemplificare s-au determinat primii 3 coeficienti pentru un semnal
y(k)=sin(2rk/M) unde M=12, apoi M=120. In formulele (4.26) si (4.27) s-au utilizat
derivatele unui polinom ce trece prin 5 puncte. Coeficientii au fost comparati cu
valorile obtinute la iesirea filtrului B-spline direct propus de M. Unser in 2 cazuri:
ko=7 si ko—co [91]. Pentru ky—o s-a calculat ¢*(0) din formula (3.64) pentru
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semnalul obtinut prin oglindire la ambele capete cu un numar de termeni egal cu o
perioada din semnal. Acest tip de oglindire duce la aparitia de discontinuitati pentru
semnalele impare, asa cum este sinus. Rezultatele sunt prezentate in tabelul 4.1.

Tabelul 4.1. Valorile primilor 3 coeficienti pentru y(k)=sin(2rk/M)

Mok c(k) 0
0 ;i?_:); _3’02(1)3'10-1 -3,5163-107
21 /i?:zo Sjg‘;iﬁj}g?i 5,2448.10""
2 /i?_:); Sjg‘;ﬁé}gii 9,0556.10""
=7 |- 102
0 /ZSZO 3,0234 10 0
12011 /éfzo 2133‘23}82 5,2359.10°2
2 B sy 1 1045710

Dupa cum se poate vedea, noile valori sunt mult mai apropiate de cele
calculate pentru cazul ideal in care ko—co. Cu noua modalitate de determinare a
coeficientilor initiali se elimina inconvenientele datorate prelungirii semnalului prin
oglindire.

Anterior s-a descris 0 modalitate de determinare a conditiilor initiale pentru
calcularea coeficientilor. In continuare se vor prezenta mai multe metode de calcul a
sirului de coeficienti, utilizand aceste prime valori.

4.4. Algoritmul zero (neconvergent)

Dupa determinarea valorilor initiale ale coeficientilor c5(0), cs(1) si cs(2)
trebuie stabilita modalitatea de calcul pentru ceilalti coeficienti. Pornim de la
reprezentarea filtrului B-spline direct (3.57). M. Unser propune implementarea
acestui filtru prin cascadarea a 2 filtre [100]: unul cauzal si cel de-al doilea
anticauzal.

Autoarea acestei teze propune urmatoarea abordare: nu se descompune
sistemul in 2 filtre, ci este reprezentat printr-unul singur, a carui functie de transfer
este:

6 6z
1

Ho(z) = (4.29)

z+4+2z" z2+4z+1

Coeficientii determinati cu noul algoritm vor fi notati cu cy(k). In acest caz
se poate scrie:

6y(k)=4colk)+colk - 1)+ colk + 1) (4.30)

De aici se determina:
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colk +1)=6y(k)-4colk)-colk - 1) (4.31)

Pentru orice semnal dat prin esantioanele {y(k)}, cu k=0, 1,.., N-1,
algoritmul de interpolare, denumit in continuare algoritmul zero, presupune
parcurgerea urmatorilor pasi:

e se determina valorile co(2), co(0) si co(1) din formulele (4.26),
(4.27) si (4.28), in care derivatele sunt aproximate printr-una din
metodele prezentate in subcapitolul 4.3;

e pentru k=2, 3,.., N-1, se calculeaza coeficientii co(k) cu relatia
(4.31);

e pentru reconstructia semnalului y.(k) se aplica filtrul B-spline

indirect Bf(z) (conform schemei din figura 4.1);

e pentru interpolarea semnalului cu un factor m se realizeaza mai intai
supraesantionarea sirului de coeficienti comn(i) conform relatiei
(3.48), unde i=0, 1, ...,(Nm-1);
e semnalul interpolat y;(k) este obtinut la iesirea filtrului B-spline
indirect B3, (z).
Procesul de interpolare este redat schematic in figura 4.2, unde operatia de
prefiltrare este realizatd cu ajutorul filtrului care are functia de transfer Hy(z) (4.29).
De exemplu, avand valorile pentru primii 3 coeficienti: cy(0), co(1) si co(2),
putem calcula in continuare elementele sirului co(k) [89]:

co(3)=6y(2)-4c(2)-cp(2)

col4) = 6y(3)-4co(3)- co(2) = 6y(3) - 4(6y(2) - 4cp(2) - cp(1)) - cp(2) =
= 6y(3)-24y(2)+ 15¢c9(2)+ 4co(2)

co(5)=6y(4) - 4co(4)-co(3) = 6y(4) - 4(6y(3) - 24y(2)+ 15¢0(2) +
+4co (1)) - 6y(2) - 4c9(2) - co (1) = 6y(4) - 24y(3) + 90y(2) -
-56c0(2)-15¢4(1)

Teoretic, daca se continua in acest mod, se observa ca orice coeficient poate
fi calculat pe baza esantioanelor semnalului de intrare si a coeficientilor co(1) si
co(2) [89]. Practic, fiecare coeficient co(k) cu k>2 se determina pe baza celor 2
coeficienti anteriori co(k-1) si cgo(k-2), si a esantionului anterior de la intrare y(k-1).
Astfel, erorile de determinare a fiecarui coeficient se propaga in sir, influentand
valorile urmatoare.

Presupunem ca determinarea coeficientilor cy(1) si cy(2) se face cu erorile
absolute e(1) si e(2). La adunare sau scadere, eroarea absolutd maxima a
rezultatului e data de suma erorilor absolute maxime ale termenilor [94]. La
determinarea coeficientului urmator cy(3) se poate scrie:

co(3)+e(3) = 6y(2) - lco(2)+ e(2)]- [co (1) + e(z)]

= e(3) ~ +[1e(2) + e(2)]
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Calculand mai departe, se obtine:
e(4) ~ +[4e(3) + e(2)]
Se poate spune ca pentru orice coeficient cs(k) avem:
e(k) ~ t[4e(k - 1)+ e(k - 2)] (4.32)

Dupa cum se poate observa, la determinarea unui nou coeficient, eroarea
absoluta poate sa creasca de aproximativ 4 ori fata de eroarea coeficientului
anterior. Astfel, dupda un anumit numar de iteratii, valorile coeficientilor pot sa
creasca foarte mult, fiind insotite de erori considerabile.

Algoritmul a fost implementat in Matlab si testat pe mai multe tipuri
semnale (sinus, cosinus, dreaptd). Pentru un sir de esantioane de intrare {y(k)}, cu
k=0, 1,.., N-1, s-a determinat sirul coeficientilor {c.(k)}, apoi s-a reconstruit
semnalul {y.(k)}. Semnalul reconstruit a fost comparat cu cel de la intrare, fiind
calculata eroarea de reconstructie. Programul, impreuna cu cateva rezultate, se
gasesc in Anexa 2.

Ca exemplu se iau y(k)=sin(2rk/M), unde M=120, N=361, si k=0, 1,..., N-1.
S-a observat ca pentru primele 20-30 puncte coeficientii calculati cu noua metoda
au valori apropiate de cele ale coeficientilor calculati cu algoritmul lui M. Unser.
Dupa aceea, valorile cresc foarte mult, ducénd la cresterea erorii de reconstructie a
semnalului. In figura 4.3 sunt prezentate partea de inceput a semnalului reconstruit
(4.3.a)) si o secventa din eroarea de reconstructie (4.3.b)).

Semnsl reconstituit Ercarea de reconsiructie

1 v v T e B v v v T v v
”.v“** *’H-,,‘ ¥
nal ‘.*;"‘ hal ] |
n0a & |
.,.* x| |
0 ,‘_ﬂ‘ |
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5 ¥ 5
=10 # = 15 |
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Mumar esarfioans Mumar esarfioans
a) semnal reconstruit b) eroarea de reconstructie

Fig. 4.3. Rezultate pentru reconstructia semnalului sinusoidal cu algoritmul zero.

Rezultate similare s-au obtinut si pentru semnalul y(k)=cos(2nk/M), cu
aceleasi valori pentru M=120 si N=361. Apoi s-au folosit aceleasi semnale, dar cu
esantioane corespunzatoare unei perioade de esantionare de 10 ori mai mare
(M=12). Erorile sunt neglijabile pentru primele aproximativ 10 esantioane, apoi
cresc considerabil cu fiecare iteratie [89].

Studiind rezultatele, s-au formulat urmatoarele observatii:

e la inceputul sirului, pentru un anumit numar de puncte, valorile
coeficientilor sunt apropiate de cele calculate cu algoritmul Unser;
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e erorile cresc foarte mult apoi devin din ce in ce mai mari cu fiecare
iteratie;

e erorile cresc mai repede daca perioada de esantionare a semnalului
este mai mare.

Relatia de calcul a coeficientilor poate fi folositd sub aceasta forma daca,
dupa un anumit numar de iteratii, se face reinitializarea sirului.

Algoritmul a fost aplicat si unui semnal care nu prezinta variatii, semnal
constant (esantioane corespunzdtoare unei drepte). Rezultatele nu sunt afectate
major de propagarea erorilor, asa cum se intampla pentru semnale care prezinta
variatii (precum sinus si cosinus).

Algoritmul, implementat in aceasta forma, este divergent. Acest lucru poate
fi demonstrat si din analiza proprietatilor sistemului folosit pentru prefiltrare.

Sirul esantioanelor {y(k)} este adus la intrarea unui filtru numeric cu functia
de transfer Hy(z) data de (4.29), obtinand la iesire sirul coeficientilor. Hy(z) este un
filtru cu raspuns infinit la impuls, ce poate fi scris si sub forma:

6z 6(2—20)
Hoplz)= =
@) 22 +4z+1 (Z*Zplxzfsz)

(4.33)

Elementele z,; si z,, reprezintd polii sistemului. Valorile acestora trebuie sa
fie in interiorul cercului unitate pentru ca sistemul cauzal sa fie stabil [64, 86]:

|zp,-| <1 pentru j=1;2.

In cazul analizat: Zp1=-0,27 si z,,=-3,73, deci sistemul este instabil. Pentru
rezolvarea acestei probleme, M. Unser realizeazda descompunerea sistemului in 2
filtre: unul cauzal si unul anticauzal [100, 108, 112].

Concluzii:

e Operatiile de interpolare se fac de obicei pe seturi de date de
lungime mare. Algoritmul zero nu poate fi aplicat in aceste cazuri.

e Tehnica poate fi utilizatd cu succes pentru siruri scurte, de
maximum 10-15 esantioane, in functie si de frecventa de
esantionare.

e Se poate folosi ca metoda aditionald la alti algoritmi pentru a
imbunatati rezultatele.

4.5. Algoritmi care utilizeaza derivata 1
4.5.1. Consideratii generale

Metoda clasica de interpolare cu functii spline utilizeaza si derivatele
semnalului in punctele de interpolare [60]. Se va folosi derivarea numerica si in
stabilirea unor noi algoritmi pentru determinarea coeficientilor B-spline. Interpolarea
devine de tip Hermite prin faptul ca se impun de la inceput valori ale derivatelor
functiei in noduri [60, 63].

Plecand de la proprietatile functiei B-spline cubica si ale derivatelor sale, in
subcapitolul 4.3 s-a determinat o relatie (4.23) intre coeficienti si valorile derivatei
de ordinul 1. In orice punct k se poate determina valoarea coeficientului pe baza
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coeficientului calculat in punctul k-2 si a valorii derivatei de ordinul 1 aproximate in
punctul k-1:

cslk)=2f"(k = 1)+ cs(k - 2) (4.34)

Pentru initializarea sirului de coeficienti, valorile cs(0), cs(1) si cs(2) vor fi
calculate pe baza formulelor (4.26), (4.27) si (4.28) din subcapitolul 4.2.

Mai departe se vor prezenta 3 algoritmi originali in care, pentru
determinarea valorilor derivatelor in noduri, se utilizeaza fiecare din metodele de
derivare numerica prezentate in subcapitolul 4.2.

4.5.2. Algoritmul 1A
Pentru determinarea valorilor f(u) se utilizeaza definitia clasica a diferentei
finite [45, 93], prezentata in subcapitolul 4.2.1. Functia f(u) aproximeaza semnalul

de intrare si in orice punct k: f(k)=y(k). Coeficientii determinati in acest caz vor fi
notati cu c;4(k). In aceste conditii, relatia (4.34) devine:

c1alk)=2ly(k)-ylk - 1))+ c1ak - 2) (4.35)
Aceasta mai poate fi scrisa si sub forma:
cralk +1)-cralk - 2)= 2ly(k + 1)~ y (k)]

2(z-1)

Z—Z_l

= Hia(z)= (4.36)

Conditiile initiale se calculeaza utilizand aceleasi formule pentru diferentele

finite:
e1a2)=r(2)- TA2) - (o) Y= 2/15)+ /2) (4.37)
c14(0) = c14(2)- 2 (1) = c14(2) - 2[y(2) - y(2)] (4.38)
c1alr)- W)= ClAzgo) ~c1a2) (4.39)

Algoritmul 1A presupune parcurgerea urmatorilor pasi:

e din esantioanele semnalului de intrare {y(k)}, cu k=0, 1,..., N-1, se
determinad c;a(2), €14(0) si cia(1) cu formulele (4.37), (4.38) si
(4.39);

e pentru k>2 se calculeaza fiecare coeficient c;4(k) cu relatia (4.35);

e pentru reconstructia semnalului {y{(k)}, sirului de coeficienti

{c1a(k)} i se aplic filtrul B-spline indirect 813(2);
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e pentru interpolarea semnalului {yi(k)} cu un factor m se face
supraesantionarea sirului de coeficienti c;am(i) (3.48), care apoi se

aduce la intrarea filtrului B-spline indirect B7)(z).

Pentru partea de prefiltrare, sistemul are functia de transfer data de (4.36)
si reprezinta un filtru cu raspuns infinit la impuls (IIR). Polii sistemului se regasesc
pe cercul unitate, fapt ce poate duce la aparitia de oscilatii [64, 86].

4.5.3. Algoritmul 1D

Incs de la inceput s-a considerat ca esantioanele {y(k)} pentru care se face
interpolarea au fost obtinute prin esantionarea uniforma a unui semnal. Astfel,
datele de intrare sunt echidistante si cu spatiere unitard. In acest caz, pentru
derivarea numerica se pot utiliza si definitiile (4.6) si (4.7) propuse de O. Stanasila
[87], atat pentru formula recursivd de calcul a coeficientilor, cat si pentru
determinarea valorilor initiale ale sirului. Coeficientii determinati in acest mod vor fi
notati cu c;p(k).

Algoritmul 1D permite calcularea coeficientilor {c;p(k)} si a semnalelor
reconstruit {y,(k)3}, respectiv interpolat {y;(k)} prin parcurgerea urmatorilor pasi:

e determinarea valorilor primilor 3 coeficienti:

exn(2)=r(2)- T2 yg) YE)=2V2)e vl (4.40)
c1p(0) = c1p(2)- 2f' (1) = c1p(2)- y(2) + y(0) (4.41)
cipl1)=2 (1)~ Clngo)_ cipl2) (4.42)

o fiecare coeficient c;p(k), pentru k>2 se calculeaza cu relatia:
cipk)=ylk)-ylk -2)+ciplk -2) (4.43)

e pentru reconstructia semnalului, sirului de coeficienti {c;p(k)} i se
aplic3 filtrul B-spline indirect B3 (z);

e pentru interpolarea semnalului cu un factor m se face
supraesantionarea sirului de coeficienti c;p,(i), care apoi se aduce la
intrarea filtrului B-spline indirect B3(z).

Relatia (4.43) mai poate fi scrisa si sub forma:

ciplk +1)-ciplk - 1)=y(k + 1) - y(k - 1) (4.44)

Pe baza relatiei (4.44) se poate spune ca diferenta intre oricare 2 coeficienti
cip(k+h) si c;p(k) depinde doar de valorile esantioanelor in punctele k+h si k [90].
Aceasta diferenta nu depinde de forma functiei intre cele 2 puncte. De aici rezulta
functia de transfer a filtrului la iesirea caruia obtinem coeficientii:
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1
Hiplz) = £—2 (4.45)

Acesta reprezinta de asemenea un filtru cu raspuns infinit la impuls (IIR), cu
poli pe cercul unitate.

4.5.4. Algoritmul 1P

Pentru determinarea valorilor derivatelor in noduri se pot utiliza formulele
deduse in subcapitolul 4.2.3., daca pentru functia de interpolare se impun conditii
mai tari de continuitate feC* [60].

De aceasta data coeficientii vor fi notati cu c;p(k).

Algoritmul 1P devine:

e determinarea valorilor primilor 3 coeficienti:

cip(2) = y(2)- WO+ i)+ 16/ 1)+ ¥(3) - 30412)

72

_ (V(0)+y(4)- 16(;21% y(3)+54y(2) (4.46)

C1P(0) _ CIP(Z)_ _3)/(0) — 10y(11)2+ 18)/(2) + Y(4) (4_47)
cpp(1) = Y1) =c1c0)-cic(2) (4.48)

4

e restul de coeficienti c;p(k), de la k=2 pana la k=N-1, se calculeaza
cu relatia:

ciplk)= y(k_3)_8y(k _26)+8y(k)_y(k +1) +C1p(k -2) (4.49)

e pentru reconstructia semnalului, sirului de coeficienti {c;p(k)} i se
aplica filtrul B-spline indirect Bf(z);

e pentru interpolarea semnalului cu un factor m se face
supraesantionarea sirului de coeficienti c;pm(f), care apoi se aduce la
intrarea filtrului B-spline indirect B3(z).

Relatia (4.49) mai poate fi scrisa si sub forma [90]:

ciplk +1)-ciplk —1)=[y(k - 2)-8y(k — 1)+ 8y(k + 1)~ y(k + 2)])6  (4.50)
De aici rezultd functia de transfer a sistemului ce realizeaza prefiltrarea ca

fiind cea din relatia (4.51). Sistemul reprezinta de asemenea un filtru cu raspuns
infinit la impuls, care are polii pe cercul unitate.
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z2_22)-8[z714+z1
H1P(Z)—( 6(3_23(1) ) (4.51)

In continuare se va demonstra convergenta acestei metode de calcul al
coeficientilor. Se considera un numar finit de iteratii succesive [90]. Se pot scrie
urmatoarele relatii:

¢1p(3)-cip(1) - [0)- 8y(1)  8y(3) - y(4)J6
c1p(5)-c1p(3) - [(2)- 8y(3)+ 8y(5)- y(6)/6
cip(7)-c1p(5)=y(4)-8y(5)+ 8y(7)- y(8)6
cicll)-ciclk - 2)= [ylk - 3)- 8ylk - 2)+ 8y(k)- ylk + )6

Daca se aduna relatiile din sirul de mai sus, se observa ca toti termenii
intermediari se reduc:

= cip(k)-cip(2)=[8y(k)-y(k - 1)-y(k + 1)+ 8y(2)+ y(0) + y(2)/6

Au fost luati in considerare doar coeficientii de indice impar. in general,
pentru orice valoare a lui kK numar impar, ecuatia poate fi reformulata astfel:

cip(k)-cgp(1) = (k) - [y(k + 1) 2y(k)+ y(k - 1)}/6} -
- (1)-[v(2)- 2y(2)+ y(0))6} (4.52)

Orice diferenta cjp(k)-cip(1), pentru k impar, nu depinde de valori
intermediare, ci doar de esantioanele y(k), y(1) si cele din vecinatatea lor. Valorile
acestor coeficienti nu sunt influentate de esantioane intermediare. Aceasta
inseamna ca functia poate fi arbitrara intre punctele (k-1) si 2.

Acelasi rationament se poate face si pentru coefigientii pari, daca ne
raportam la c;p(2) Tn loc de c;p(1). Rezultatul este similar. In acest caz, metoda
poate fi generalizata si utilizata atat pentru functii continue, cat si pentru semnale
cu discontinuitati [90].

Se observa ca expresia in paranteze drepte din relatia (4.52) reprezinta
valorile derivatelor numerice de ordinul 2 in punctele k si respectiv 1 calculate dupa
definitia lui O. Stanasila [87].

4.5.5. Rezultate experimentale comparate

Cei 3 algoritmi prezentati mai sus au fost utilizati pe rand pentru a realiza
operatia de prefiltrare din procesul de interpolare generalizatd, reconstructia
semnalului (figura 4.1) si interpolarea cu un factor m=2 (figura 4.2). Au fost
implementati prin programe in Matlab. Secventele de program prin care se
determina coeficientii si cateva rezultate semnificative se regasesc in Anexa 3.
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In continuare vor fi prezentate cateva exemple care duc la stabilirea unor
concluzii. Valorile din sirul de intrare {y(k)}, cu k=0, 1, ..., N-1 au fost obtinute prin
esantionarea semnalelor sin(2nfst) si cos(2nfit) cu o frecventda de esantionare f,
astfel incat f.=Mf; (unde f; este frecventa semnalelor).

Prima data s-a luat cazul unor semnale sinus si cosinus cu M=12 esantioane
pe perioada si s-au calculat coeficientii cu algoritmul 1A. Majoritatea valorilor
interpolate s-au obtinut cu erori de ordinul 10!, Pentru aceleasi semnale s-au
determinat coeficientii utilizand algoritmii 1D si 1P, apoi s-a efectuat interpolarea cu
m=2. Erorile de interpolare sunt de ordinul 107, respectiv 1073 [90].

Daca marim frecventa de esantionare (de exemplu M=120), diferentele sunt
semnificative intre erorile de interpolare date de cele 3 metode. Erorile sunt de
ordinul 1073 la utilizarea filtrului H;4(z), 107 pentru H;p(z) si 1077 dacd prefiltrarea se
face cu H;p(2).

in tabelul 4.2. sunt prezentate valori ale erorilor de interpolare in cateva
puncte a de pe forma de unda pentru semnalul y(k)=cos(2rk/M), cu M=12,
respectiv 120.

Tabelul 4.2. Erori de interpolare pentru y(k)=cos(2nk/M), prefiltrare cu Hia(2), Hio(2), si His(2)

a | M Hia(2) Hip(2) Hip(2)
/3 12 | -5,50-107 -8,17-1073 2,49-10%
120| -6,83-10™ -2,26:10* 5.10°8
2 12 | -3,86.107 -3,86-102 -9,97-10*

120| -9,12-10™* -4,55.10* -1,5.1077
- 12 | -1,22.10 -6,63-1072 -2,7-1073
120| -1,36-10°3 -9,12.10* -4.1077

Erorile de interpolare obtinute pentru cel de-al doilea filtru H;p(z) pot fi
considerate acceptabile pentru o serie de aplicatii. Algoritmul este simplu si necesita
efectuarea unui numar relativ mic de operatii. Rezultate mai bune se obtin in cazul
in care se utilizeaza diferenta finita centrala a unui polinom ce trece prin 5 puncte
H;p(z). Dezavantajul este ca in aceasta situatie creste numarul de operatii efectuate
[90]. Scaderea erorilor este posibila prin marirea volumului de calcule realizate.

Si in cazul acestor noi algoritmi apar erori la capete datorate atat modului in
care se determina valorile coeficientilor, cat si metodei de determinare a
esantioanelor interpolate la capete.

Noii algoritmi au fost testati si pe semnale care prezinta discontinuitati.
Astfel, s-au adus la intrare esantioanele unui semnal triunghiular, apoi ale unui
semnal treapta unitate.

In figura 4.4 sunt prezentate semnalul triunghiular cu 16 esantioane pe
perioada a), respectiv semnalul treapta b), pe care sunt evidentiate punctele in care
s-au prelevat esantioanele de intrare. Pentru fiecare semnal s-au determinat

-1
coeficientii cu ajutorul filtrului H;p(z), respectiv cu filtrul B-spline direct [Bf(z)}

folosit de M. Unser, apoi s-au calculat esantioanele semnalelor interpolate cu factor
m=2. Erorile de interpolare sunt redate in figura 4.5. Nu se iau in discutie erorile la
capete, care apar in toate cazurile. Erori mari apar n punctele de discontinuitate si
in punctele vecine acestora [52]. In toate celelalte puncte erorile de interpolare sunt
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nesemnificative. Se observa ca in cazul utilizarii algoritmului 1D, erorile sunt mai
mari decat cele date de algoritmul Unser. Dar, acestea afecteaza un numar mai mic
de esantioane din vecinatatea punctelor de discontinuitate.
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Fig. 4.4. Esantioanele semnalelor cu discontinuitati.
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Fig. 4.5. Erorile de interpolare la prefiltrarea cu H;p(z), respectiv cu filtrul B-spline direct.

Eroarea de interpolare

Aproliludin
= (=]
e =—

Mumar esartioans

De exemplu, pentru semnalul treaptd, eroarea absolutda maxima (in modul)
este 3,33-10"L. Aceasta apare intre cele 2 puncte unde semnalul sare de la valoarea
-1 la 1. Pentru incd 2 puncte nvecinate, erorile (in modul) sunt egale cu 4,16-1072.
La semnalul triunghiular, eroarea absolutd maxim3 este de 8,33-1072 in punctele de
discontinuitate si 1,04-102 in vecindtate [52]. In celelalte puncte, erorile de
interpolare sunt neglijabile. Toate semnalele pentru care s-au facut simulari sunt

scalate astfel incat valorile lor sa se regaseasca in intervalul [-1; 1].
Pentru algoritmul Unser, erori apar in mai multe puncte din vecinatatea

punctelor de discontinuitate. Oscilatiile care apar in sirul coeficientilor determina

oscilatii semnificative in semnalele interpolate [46, 80].
Valorile erorilor de interpolare scad o datd cu cresterea frecventei de

esantionare a semnalelor de intrare si in aceste cazuri. De asemenea, coeficientii
urmaresc variatia semnalului si au valori apropiate de acesta, la fel ca si in cazul

algoritmului Unser.
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4.6. Algoritmi care utilizeaza derivata a doua
4.6.1. Consideratii generale

S-a aratat in subcapitolul 4.3 care sunt legdturile intre coeficientii B-spline si
valorile derivatelor de ordinul 1, respectiv ordinul 2 ale functiei B-spline cubica. In
orice nod k, coeficientul se poate calcula pe baza valorii functiei in acel punct si a
valorii derivatei de ordinul 2 a functiei in acelasi punct:

cslk)= f(k)—%(k) (4.25)

Coeficientii se determina independent, fara a avea nevoie de valori ale altor
coeficienti calculati anterior. Astfel, relatia de calcul a acestora nu mai este recursiva
si permite determinarea locala a fiecaruia. Valorile coeficientilor nu sunt influentate
de erori de calcul al altor coeficienti, ci doar de erorile de determinare a valorilor
derivatei a doua in punctele respective.

In acest caz nu mai este nevoie de initializarea sirului de coeficienti la fel ca
la algoritmii ce utilizeaza derivata intéi. Totusi, la capete, apar probleme datorate
modului in care se calculeaza valoarea derivatei in aceste puncte. De aceea, acolo
unde este necesar, coeficientii vor fi calculati utilizdnd derivate necentrate. De
asemene, in aceste cazuri se pot utiliza si formulele (4.6), (4.7) si (4.8), ca in cazul
algoritmilor prezentati in subcapitolul 4.5. Diferentele intre cele 2 cazuri sunt minore
si erorile de determinare a coeficientilor la capete nu se propaga in restul sirului
datorita faptului ca fiecare dintre ceilalti coeficienti se calculeaza independent.

Se observa ca in relatia (4.25) apare factorul [f "(k)/6], termen ce se
regaseste si in solutia matriceald propusa de Gh. Micula pentru determinarea
functiei de interpolare spline cubica [60].

Si In aceasta relatie, pentru determinarea valorilor derivatei a doua in
noduri, se pot utiliza fiecare dintre cele 3 metode de derivare numerica descrise in
subcapitolul 4.2. Astfel, se dezvolta 3 algoritmi de interpolare pentru care difera
doar modul de calcul al coeficientilor: algoritmul 2A, algoritmul 2D si algoritmul 2P.
Fiecare algoritm in parte presupune:

e determinarea coeficientilor {c(k)} prin operatia de prefiltrare a
esantioanelor semnalului de intrare {y(k)}, cu k=0, 1,.., N-1.
Functia de transfer H,{z) difera pentru cei 3 algoritmi;

e reconstructia semnalului {y.(k)} cu ajutorul filtrul B-spline indirect

3(,).
B (Z)r
e pentru interpolarea semnalului {yi(k)} cu un factor m se face
supraesantionarea sirului de coeficienti c,(i/) (3.48), care apoi se
aduce la intrarea filtrului B-spline indirect B3,(z).

In continuare se prezinta modalitatea de determinare a coeficientilor pentru
fiecare din cei 3 algoritmi.

4.6.2. Algoritmul 2A

Se stie ca In noduri (punctele k), functia f(k) ia valorile esantioanelor
semnalului de intrare y(k). Se utilizeaza diferentele finite de ordinul 2 pentru a
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calcula valorile (k) [45, 93]. Noii coeficienti vor fi notati: c,a(k). Relatia (4.25)
devine:

collc) = yli) - k£ 2)= 2y(é< 1)+ y(k)2
= coalk)= 11y(k)*y(k1+22)+ 2y(k + 1) (4.53)

Functia de transfer a prefiltrului este [53, 54]:

11—(22 —221)

12 (4.54)

Hza(z)=

Aceasta este functia de transfer a unui filtru cu raspuns finit la impuls (FIR).
Filtrele FIR digitale au avantajul ca sunt nerecursive, stabile si foarte simplu de
implementat [64, 86].

Aproape toti coeficientii, in afara de ultimii 2, pot fi calculati cu relatia
(4.53). Pentru ultimii 2 nu avem valorile y(k+1) si y(k+2) ale semnalului de intrare.
De aceea, ei vor fi determinati folosind diferente finite la stanga (regresive).

4.6.3. Algoritmul 2D
In acest caz, folosim definitia (4.7) propusd de 0. Stdnasilda [87] pentru

calculul derivatei de ordinul 2. Notam coeficientii cu: c,p(k). In fiecare nod se poate
scrie:

caplk)=y(k)- y(k+1)*2)’6(k)+y(k*1)
= CZD(k): 8)’(/()— y(k + 1)—y(k - 1) (.55

6

Cu formula (4.55) nu se pot determina prima si ultima valoare din sirul de
coeficienti. Acestea se calculeaza cu ajutorul derivatelor necentrate de ordinul 2.
Astfel:

c2p(0)=y(0)- w

N-3)-2y(N-2)+y(N-1)
6

cap(V—1)= y(n - 1)~ 24

Functia de transfer a sistemului utilizat pentru prefiltrare este [53, 54]:

8—(z+z*1j

z (4.56)

Hzp(z)=
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in acest caz functia descrie un filtru FIR simetric.
4.6.4. Algoritmul 2P
Valorile derivatelor se determina cu ajutorul relatiei (4.17), care defineste

diferenta finita centrala de ordinul 2 a unui polinom ce trece prin 5 puncte. Pentru
coeficienti folosim notatia: c,p(k). Relatia (4.25) devine:

cap(k) = y(k) - [Hy(k - 2)+ ylk +2))+ 15()’(6/; — 1)+ y(k + 1)) - 30y (k)12

_102y(k)-16[y(k - 1)+ y(k + )]+ [y (k - 2)+ y(k + 2)]
72

= coplk) (4.57)

Primii si ultimii 2 coeficienti din sir se determina cu ajutorul derivatelor de
ordinul 2 necentrate.
Functia de transfer a sistemului de prefiltrare este [53, 54]:

102—16(z+z‘1j+(22 +z‘2)

Hap(z)= 72

(4.58)

Si in acest caz filtrul este cu raspuns finit la impuls, simetric.

Utilizarea filtrelor cu raspuns finit la impuls reprezinta principalul avantaj al
acestor 3 algoritmi. Aceste filtre sunt nerecursive, stabile. Fiecare coeficient se
calculeaza doar pe baza valorilor semnalului de intrare, fara a fi utilizati coeficienti
determinati anteriori. Astfel se evita propagarea erorilor la calculul coeficientilor.
Orice oscilatie aparuta in semnalul de intrare la un moment dat nu se propaga decat
pentru un anumit numar finit de termeni (3 sau 5, in functie de metoda de
determinare a valorilor derivatei). Pentru algoritmul 2D si algoritmul 2P, filtrele sunt
simetrice, ceea ce fnseamna ca sunt cu faza liniard. Proprietatea de faza liniara
presupune ca toate componentele spectrale ale semnalului de intrare sunt intarziate
la fel. Proprietatea de simetrie permite si reducerea numarului de operatii necesare
implementarii acestor filtre [64, 86].

4.6.5. Rezultate experimentale comparate

Si algoritmii de interpolare care utilizeaza derivata a doua pentru calculul
coeficientilor au fost implementati prin programe in Matlab. Ca si valori de intrare
{y(k)}, cu k=0, 1, ..., N-1, au fost utilizate de asemenea esantioanele semnalelor
sin(2rk/M) si cos(2nk/M), cu M=12, respectiv 120 si N ales astfel incat sa
corespundd la 3 perioade din semnal. in acest fel se pot face comparatii intre
diversii algoritmi prezentati. Secventele de program prin care se determina
coeficientii si unele rezultate semnificative sunt redate in Anexa 4. Cateva rezultate
au fost sintetizate si vor fi prezentate in continuare.

Coeficientii urmaresc variatia semnalului de intrare si au valori apropiate de
acesta, ca si in celelalte cazuri studiate. La fel ca in celelalte cazuri, erorile la capete
sunt mai mari decat erorile pentru restul valorilor interpolate.
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Pentru y(k)=cos(2rnk/M), cu M=12 si k=0, 1, .., 36 (esantioane ce
corespund la 3 perioade din semnal), s-a realizat interpolarea cu un factor de
interpolare m=2 utilizdnd algoritmul 2A. Erorile de interpolare sunt prezentate in
figura 4.6. Excluzand valorile de la capete, erorile sunt de maxim 2,8-102.

Eroarea de interpolare
02 T T T

015 q

01p A

Amplituding

0.0s5F G

005 L L L L L L L
1} 10 20 30 40 50 B0 70 a0

Numar esantioane

Fig. 4.6. Erori pentru cos(2nk/12) la interpolarea cu algoritmul 1A.

Intereseaza in mod special rezultatele obtinute in cazurile in care sunt
utilizate Hpp(z) si Hzp(z), deoarece acestea sunt filtre cu raspuns finit la impuls
simetrice. In tabelele 4.3, respectiv 4.4, sunt prezentate rezultatele pentru semnalul
sinusoidal, in cazul in care s-a folosit filtrul H,p(z), respectiv Hp(z) [53].

Tabelul 4.3. Rezultate pentru y(k)=sin(2rk/M), prefiltrare cu Hp(z).

o M CoB €in
12 0,9047 3,08.10°3
/3
120 0,8664 1,8.107
12 1,0446 1,99.1073
/2
120 1,0004 2:107
12 0 0
Y
120 0 0

Tabelul 4.4. Rezultate pentru y(k)=sin(2rk/M), prefiltrare cu Hzp(z).

o M Coc €in
12 0,9055 6,25:10%
n/3
120 0,8664 9.10°8
12 1,0456 1,04-1073
/2
120 1,0004 1.107
12 0 0
T
120 0 0
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In fiecare caz sunt reproduse valorile coeficientilor si ale erorilor de
interpolare obtinute in cateva puncte o distincte de pe forma de unda, unde
a=2nk/M. Se observa ca erorile de interpolare au valori mai mici in cazul in care s-a
folosit derivata centrata a unui polinom ce trece prin 5 puncte. Dar diferentele nu
sunt mari, de ordinul 1073, nici chiar pentru semnalele esantionate cu o frecventa
mai mica (pentru M=12). Pentru semnalele cu mai multe esantioane pe perioada
(M=120) erorile de interpolare sunt neglijabile.

Cateva valori obtinute pentru semnalul cosinus sunt redate in tabelele 4.5
(prefiltrare cu H>p(z)) si respectiv 4.6 (pentru H»p(z)). Erorile de interpolare sunt de
acelasi ordin ca si pentru semnalul sinus.

Tabelul 4.5. Rezultate pentru y(k)=cos(2rnk/M), prefiltrare cu Hzp(z).

o M CoB €in
12 0,5223 -3,64.10
n/3
120 0,5002 1-1077
2 12 0 0
120 0 0
. 12 -1,0446 -1,99.10°3
120 -1,0004 -2.107

In cazul acestor semnale s-ar putea spune ci pentru conditii mai tari de
continuitate pentru functia care aproximeaza semnalul de intrare nu se obtin
rezultate mai bune la interpolare. Aceasta se datoreaza si faptului ca functiile sin si
cos sunt continue si cu derivatele continue. Pentru algoritmii implementati am
presupus ca orice functie de intrare este aproximata printr-o functie spline cubica.

Tabelul 4.6. Rezultate pentru y(k)=cos(2rnk/M), prefiltrare cu Hzp(z).

o M Coc €in
12 0,5228 4,57.10*
/3
120 0,5002 5.10°®
2 12 0 0
120 0 0
- 12 -1,0456 -1,04.1073
120 -1,0004 -1.107

Comparam aceste rezultate cu cele din tabelul 4.2, obtinute cu algoritmul ce
utilizeaza valorile derivatei intéi. Erorile de interpolare sunt in aceeasi plaja ca si in
cazul folosirii filtrului H;p(2).

In figura 4.7 sunt prezentate comparativ erorile obtinute la interpolarea cu
un factor m=2 a semnalului cos(2nk/12) pentru cazurile in care interpolarea s-a
facut cu algoritmul 1P (rosu), algoritmul 2D (verde) si respectiv algoritmul Unser
(albastru). Nu au fost reprezentate erorile la capete. Se observa ca erorile obtinute
la interpolarea cu algoritmul 1P sunt cam de acelasi ordin de marime cu cele
obtinute cu algoritmul 2D, dar mai mari decat cele date de algoritmul Unser.
Algoritmul 2D, fata de 1P, are avantajul ca fiecare coeficient este calculat
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independent de ceilalti si la determinarea acestuia se utilizeazd un numar mai mic
de termeni. De aici rezultd mai putine operatii de efectuat la implementarea
algoritmului pe un sistem numeric de prelucrare.

¥ 107 Eroarea de interpolare
3 T T T T T
1R
- H2D
r Unsger |7

Amplitudine

4 1 L 1 1
0 10 20 30 40 50 &0 70

Mumar esantioane

Fig. 4.7. Erori pentru cos(2nk/12) la interpolarea cu algoritmii 1P, 2D si Unser.

Se compara erorile de interpolare obtinute la prelucrarea aceluiasi semnal
cos(2nk/12) cu algoritmii 2P, 2D si Unser. Rezultatele (fara erorile la capete) sunt
redate in figura 4.8.

w107 Eroarea de interpolare
25 T T T T T T

2 7Y [ ~Hz2D |7
i % ) Unsar

Amplitudine

1 1
10 20 30 40 a0 B0 70

-25 ' ;
a
Mumar esantioane

Fig. 4.8. Erori pentru cos(2rk/12) la interpolarea cu algoritmii 2P, 2D si Unser.
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Se observa ca pentru cei 2 algoritmi ce utilizeaza valorile derivatei a doua la
calcularea coeficientilor erorile maxime sunt de ordinul 103, diferind ca valoare. in
acest caz, algoritmul 2P nu ofera rezultate cu mult mai bune la interpolare.

La cresterea de 10 ori a numarului de esantioane pe perioada
(corespunzator cresterii de 10 ori a frecventei la care a fost esantionat semnalul de
intrare), pentru toti algoritmii discutati, la interpolare s-au obtinut erori care pot fi
considerate zero. Acest fapt reiese si din figura 4.9 in care sunt prezentate erorile
de interpolare cu factorul m=2 a semnalului cos(2rk/120) pentru 3 dintre acesti
algoritmi.

w107 Ernarea de interpolare
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-H2D |4
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0 100 200 300 400 500 G600 700
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Fig. 4.9. Erori pentru cos(2nk/120) la interpolarea cu algoritmii 1P, 2D si Unser.

Pentru toate exemplele studiate, in noduri, algoritmul Unser realizeaza
interpolarea exacta f(k)=y(k). Algoritmii propusi in acest capitol ofera o aproximare
a semnalului de intrare. Aproximarea este cu atat mai buna cu cat creste frecventa
la care au fost esantionate semnalele de intrare.

Vom prezenta in continuare si cateva rezultate obtinute la interpolarea unor
semnale de intrare care prezinta discontinuitati. Sunt luate esantioane din
semnalele triunghi si treapta (figura 4.4), la fel ca si pentru algoritmii prezentati in
subcapitolul 4.5. Si aici se vede cum coeficientii urmaresc forma semnalului si au
valori apropiate de acesta, iar erorile de interpolare descresc odata cu cresterea
frecventei de esantionare [54].

Doar un numar mic de valori din jurul punctelor de discontinuitate este
influentat de erori semnificative si in cazul utilizarii acestor algoritmi. Astfel, prin
faptul ca nu se propaga erori de calcul in sirul coeficientilor, se minimizeaza sursele
de erori pentru sirul de date interpolate. Pentru semnalul triunghiular cu M=16
esantioane pe perioad3, valorile maxime ale erorilor de interpolare sunt: 2,95.107 la
utilizarea filtrului H,p(z) si respectiv 3,26-1072 pentru H.p(z) [54]. La utilizarea
filtrului B-spline direct din algoritmul rapid de interpolare cu functii B-spline cubice
(algoritmul Unser), valoarea maxim&, in modul, a erorilor este 3,96.1072. Si in
aceste cazuri am ignorat valorile erorilor la capete, care au ca principala cauza
modul in care se calculeaza esantioanele semnalului interpolat.
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in figura 4.10 sunt prezentate erorile pentru semnalul triunghiular amintit la
interpolarea cu algoritmul 2D, respectiv cu algoritmul Unser.

Eroarea de interpolare
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Fig. 4.10. Erori pentru semnal triunghiular la interpolarea cu algoritmii 2D si Unser.

Se observa ca in ambele cazuri erorile de interpolare au valori apropiate
dar, in vecinatatea discontinuitatilor un numar mai mic de puncte sunt afectate de
erori semnificative la interpolarea cu algoritmul 2D.

Pentru semnalul treaptd, erorile din jurul punctelor de discontinuitate sunt
de maxim 1,66-10! la folosirea primului filtru si respectiv 1,35-10 pentru cel3lalt,
fatd de 3,33-10°! in cazul filtrului B-spline direct. in figura 4.11. sunt prezentate
erorile de interpolare in cazul utilizarii algoritmilor 2D si respectiv Unser.

Eroarea de interpolare
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Fig. 4.11. Erori pentru semnal treapta la interpolarea cu algoritmii 2D si Unser.
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Si pentru acest exemplu erorile afecteaza mai putine esantioane din jurul
punctelor de discontinuitate la interpolarea cu algoritmul 2D, fata de interpolarea cu
algoritmul Unser. Valoarea maxima a erorilor de interpolare este chiar mai mica la
prefiltrarea cu H,p(z). Pentru semnalele care prezinta puncte de discontinuitate se
poate spune ca algoritmul 2D ofera rezultate mai bune la interpolare decat
algoritmul rapid de interpolare cu functii B-spline cubice (algoritmul Unser).

La interpolarea cu algoritmul 2P a celor 2 semnale discontinue aduse in
discutie, erorile sunt aproximativ la fel ca la prelucrarea cu algoritmul 2D. Si din
studiul acestor exemple se poate spune ca pentru conditii mai stricte de continuitate
pentru functia care aproximeaza semnalul de intrare, nu se obtin rezultate cu mult
mai bune [54].

Reamintim faptul ca in programele Matlab variabilele au fost declarate de tip
double, deci s-a lucrat cu precizie extinsd, iar valorile mai mici de 10® sunt
considerate nule.

Pentru algoritmul 2D s-a analizat variatia cu frecventa de esantionare a
erorii maxime de interpolare pentru m=2. La intrarea sistemului s-au adus pe rand
esantioanele corespunzatoare semnalului sin(2nk/M) pentru mai multe valori ale
factorului M (5, 6, 8, 10, 12, ...,240). in figura 4.12 este prezentatd eroarea
maxima de interpolare in functie de numarul de esantioane pe perioada (raportul
frecventa de esantionare f./frecventa semnal f;,) [56]. Si de aceasta data s-au
ignorat erorile la capete.

10° 1 1 1 L
0 a0 100 150 200 250

Fig. 4.12. Variatia cu M a erorii maxime de interpolare pentru algoritmul 2D.

Se observa ca valorile erorilor scad logaritmic, la fel ca pentru algoritmul
Unser (figura 3.19.). Cu cat creste frecventa de esantionare la care s-au obtinut
datele de intrare, cu atat valorile coeficientilor sunt mai apropiate de valorile
semnalului si aproximarea mai buna.
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4.7. Concluzii

In acest capitol s-au prezentat noi algoritmi de interpolare spline cubica
dezvoltati de autoarea acestei teze. Punctul de plecare il reprezinta algoritmul rapid
de interpolare spline cubica realizat de M. Unser si colaboratorii [100, 108, 112].
Noutatea este datd de modalitatile de determinare a coeficientilor B-spline in
procesul de prefiltrare. Din algoritmul rapid de interpolare spline cubicd se pastreaza
partea a doua, cea de interpolare, respectiv de reconstructie a semnalului. Pentru
primul pas (prefiltrarea) se inlocuieste filtrul B-spline direct cu noi filtre. In cazul
noilor algoritmi, esantioanele semnalului sunt aduse la intrarea unor sisteme ale
caror functii de transfer au fost determinate cu ajutorul valorilor derivatelor intai si a
doua ale functiei spline cubice de aproximare in noduri. Interpolarea, respectiv
reconstructia semnalului se fac prin filtrare numerica, utilizand filtrele B-spline
indirecte.

La determinarea functiei spline cubice de interpolare prin metoda matriceala
se folosesc si valorile derivatelor functiei in noduri. Plecand de la aceasta observatie,
s-au analizat proprietatile functiilor spline cubice, ale derivatelor acestora de ordinul
1 si 2 si relatiile dintre acestea si coeficientii B-spline. De aici s-au dezvoltat noile
metode de determinare a coeficientilor prin filtrare numerica. Procesul se poate
realiza prin intermediul a 3 filtre IIR (descrise in subcapitolul 4.5) sau a 3 filtre FIR
(subcapitolul 4.6), dintre care 2 sunt simetrice. Filtrele FIR au avantajul ca sunt
nerecursive, stabile si foarte simplu de implementat in programele de prelucrare
numerica a datelor. Se descriu prin operatii simple de adunare si inmultire care pot
fi realizate usor si eficient cu un procesor numeric de semnal.

In cazul clasic, algoritmului rapid de interpolare spline cubica, pentru
calcularea coeficientilor este necesar ca intregul sir de date de intrare sa fie
cunoscut inca de la inceput. Acest fapt nu permite utilizarea algoritmului in aplicatjii
de prelucrare a semnalelor in timp real. In schimb, noii algoritmi dezvoltati pot fi
utilizati in aplicatii de prelucrare numerica in timp real. In orice moment, este
nevoie doar de cateva valori din semnalul de la intrare pentru a calcula coeficientul
corespunzator si respectiv esantionul curent de la iesire. De exemplu, pentru
algoritmii descrisi in subcapitolul 4.6, in orice nod k, pentru determinarea
coeficientului c(k) sunt necesare doar un numar mic de esantioane de intrare din
jurul acestui punct (3 sau 5). Acesti algoritmi permit determinarea locala a
coeficientilor. Nici o alta metoda din cele intélnite in literatura de specialitate nu
permite acest lucru. Prin faptul ca fiecare coeficient poate fi calculat independent de
valorile altora se evita propagarea erorilor de determinare a coeficientilor.

Filtrele FIR simetrice folosite in algoritmii 2D si 2P au in plus proprietatea de
faza liniara (toate componentele spectrale ale semnalului de intrare sunt intérziate
la fel) si pot fi implementate pe sisteme cu procesoare de semnal printr-un numar
redus de operatii.

Noile modalitati de determinare a coeficientilor nu necesita prelungirea
semnalelor de intrare. Astfel, sunt reduse erorile la capete datorate initializarii
sirului de coeficienti. Raman insa cele ce provin din modalitatea de calcul a valorilor
interpolate pe baza coeficientilor.

Algoritmii au fost implementati in programe in Matlab si utilizati pentru
interpolarea catorva tipuri de semnale des intalnite in aplicatii. Din analiza
rezultatelor s-au putut formula cateva concluzii.

In cazul algoritmilor 1P si 2P, pentru date de intrare provenite din
esantionarea semnalelor sinus si cosinus, erorile de interpolare nu sunt cu mult mai
mici fata de cele obtinute cu algoritmii 1D si respectiv 2D, insa, pentru realizarea
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primilor doi algoritmi este necesara cresterea numarului de operatii fata de
implementarea celorlaltor doi. Diferentele mici intre rezultate pot sa nu justifice
timpul de calcul suplimentar si eventualele intarzieri.

La intrarea sistemului s-au adus siruri de date obtinute prin esantionarea la
frecvente diferite a aceluiasi semnal. Coeficientii determinati tind tot mai mult spre
valorile semnalului odatd cu cresterea frecventei de esantionare (cresterea
numarului de esantioane pe perioadd). Cu cat frecventa de esantionare este mai
mare, cu atat mai apropiate sunt aceste valori. In consecinta, erorile de interpolare
scad odata cu cresterea numarului de esantioane pe perioada.

Pentru semnalele triunghiular si treaptda (semnale care prezinta
discontinuitdti), la interpolarea cu noii algoritmi se observa ca, fata de interpolarea
cu algoritmul rapid de interpolare spline cubica, un numar mai mic de esantioane
din vecinatatea punctelor de discontinuitate sunt influentate de erori mai mari decat
erorile pentru restul esantioanelor. Pentru aceste semnale, interpolarea cu
algoritmul 2D ofera rezultate mai bune decat interpolarea cu algoritmul Unser.

Noii algoritmi pot fi utilizati pentru orice tip de semnal. in viitor se vor
analiza si rezultatele interpolarii altor tipuri de semnale cu acesti algoritmi.

Si in cazurile prezentate in acest capitol, la capetele semnalelor interpolate
sau reconstruite apar erori ce au valori mult mai mari decat pentru restul
esantioanelor din sir (denumite erori la capete). O metoda de reducere a acestor
erori va fi prezentata in capitolul urmator, impreuna cu cateva modalitdti de
imbunatatire a algoritmilor de interpolare prezentati.
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5. IMBUNATATIREA ALGORITMILOR DE _
INTERPOLARE SPLINE CUBICA CE UTILIZEAZA
VALORILE DERIVATELOR FUNCTIEI IN NODURI

5.1. Introducere

In continuare se vor prezenta cateva modalititi de imbunititire a
algoritmilor de interpolare descrisi in capitolul 4. Se urmareste reducerea erorilor de
interpolare a semnalelor prin completarea metodelor de determinare a coeficientilor
B-spline si micsorarea erorilor la capete.

Dupd cum s-a aratat anterior, pentru toti algoritmii implementati s-a
observat aparitia unor erori la capete cu valori mai mari decét erorile pentru restul
sirului de esantioane. In cazul algoritmului rapid de interpolare spline cubica, aceste
erori afecteaza un numar mare de esantioane. Acesta variaza in functie de numarul
de esantioane pe perioada (M) al semnalului de intrare. Cu cat semnalul este
esantionat la o frecgen;é mai mare, cu atat mai multe esantioane sunt afectate de
erorile la capete. In cazul noilor algoritmi dezvoltati problema a fost partial
solutionata prin modul de calcul al coeficientilor la capetele sirului, fiind afectate un
numar mult mai mic de esantioane. Insa, a ramas, ca sursa a acestor erori,
modalitatea de determinare a esantioanelor interpolate din valorile coeficientilor.
Metoda aleasa pentru rezolvarea acestei probleme este de a prelungi sirul de
coeficienti la ambele capete.

Pentru determinarea coeficientilor B-spline noii algoritmi folosesc si valorile
derivatelor functiei spline in noduri, valori ce sunt calculate pe baza esantioanelor de
intrare prin filtrare numerica. Pentru determinarea acestor valori se poate folosi si
derivarea analogica a semnalului de intrare. Astfel, semnalul initial si semnalul
derivat, sunt esantionate fiecare in parte si apoi sunt aduse la intrarea sistemului de
prelucrare. Astfel, cele 2 siruri de egantioane pot fi folosite direct pentru
determinarea coeficientilor B-spline. Insa, pentru implementarea acestei metode
trebuie avute in vedere alte probleme, legate de dimensionarea si realizarea
circuitului de derivare si de achizitia a doua semnale simultan.

In toate exemplele prezentate anterior s-au determinat coeficientii B-spline,
apoi s-au calculat esantioanele semnalelor reconstruite sau interpolate cu un factor
de interpolare m=2. Vor fi prezentate in continuare si 2 modalitati prin care se
poate face interpolarea semnalelor cu un factor m>2 si vor fi analizate cateva
rezultate experimentale.

5.2. Utilizarea relatiei din algoritmul zero

5.2.1. Relatia de calcul din algoritmul zero

Pentru metodele care folosesc valorile derivatei intéi in noduri la
determinarea coeficientilor se pot identifica 2 surse principale care duc la aparitia
erorilor de interpolare. Una dintre ele este modalitatea de calcul a valorilor derivatei
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intai in noduri. Cealaltd este data de faptul ca fiecare coeficient este calculat pe
baza valorilor functiei si a valorilor unor coeficienti determinati anterior. Astfel,
erorile de determinare a oricarui coeficient se pot propaga in tot sirul. S-au cautat
unele metode de a micsora influenta acestor erori. Aceste metode trebuie sa fie cat
mai simple si usor de implementat. De asemenea, trebuie ca ele sa presupuna
introducerea unui numar mic de operatii suplimentare.

Algoritmul zero (analizat in subcapitolul 4.4.) prezinta o varianta de calcul a
coeficientilor care poate oferi rezultate bune daca este folositd pentru un sir cu
numar mic de esantioane de intrare. Relatia (4.31) poate fi reformulata astfel:

colk)= 6y(k)- co(k4— 1)-colk + 1) (5.1)

Aceasta formula va fi folositda aditional la algoritmii de determinare a
coeficientilor care utilizeaza valorile derivatei intai in noduri. Vor fi prezentate in
continuare 2 variante dezvoltate pentru imbunatatirea metodelor de determinare a
coeficientilor B-spline.

5.2.2. Calculul intercalat al coeficientilor

Pentru fiecare dintre cei 3 algoritmi descrisi in subcapitolul 4.5 se calculeaza
coeficientul curent c;(k) in functie de valorile catorva esantioane de intrare si a
coeficientului intarziat cu 2 tacte c;(k-2). In acest fel se determina valorile
coeficientilor din 2 in 2 puncte. Dupa stabilirea primelor 3 valori (conditiile initiale),
se poate spune ca se calculeaza independent 2 siruri de coeficienti: cei de indice par
si cei de indice impar.

Pornind de la aceasta observatie, se stabileste urmatoarea metoda
(denumita metoda de calcul intercalat al coeficientilor):

= un sir de coeficienti se calculeaza cu formula cu derivata intai
corespunzatoare;
= celdlalt sir se calculeaza cu formula de la algoritmul zero.

Se aplica acest principiu pentru algoritmul care utilizeaza determinarea
valorilor derivatelor in noduri prin formulele lui O. Stanasila (algoritmul 1D). Astfel,
algoritmul 1D intercalat presupune parcurgerea urmatorilor pasi [50]:

= se calculeaza coeficientii initiali la fel ca in cazul algoritmului 1D:

c1pi(2)=y(2)-v(3)-2y(2)+ y(1))/6
c10i(0) = c1pi(2)- y(2)+ y(0)

= fiecare coeficient de indice par se determina la fel ca in cazul
algoritmului 1D:

cipilk) = y(k)-ylk - 2)+cypilk - 2) (5.2)

= fiecare coeficient de indice impar se calculeaza pe baza formulei de
la algoritmul zero (5.1):

cipilk - 1) =[6y(k - 1)~ cipjlk - 2)-c1pilk)/4 , k=2, 4,6,... (5.3)
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= se supraesantioneaza sirul de coeficienti si se calculeaza

. esantioanele semnalului interpolat.

In acelagi mod se poate proceda si pentru algoritmii 1A si 1P. Este posibil ca
pentru coeficientii de indice impar sa se reduca erorile de determinare. Insa, toti
coeficientii de indice par sunt insotiti de aceleasi erori de calcul ca si cei determinati
cu algoritmii descrisi in subcapitolul 4.5, deoarece sunt calculati prin aceleasi iteratii,
pe baza acelorasi valori.

O Tmbunatdtire a modului de determinare a coeficientilor duce la rezultate
mai bune si pentru semnalul interpolat. Ins3, aceastd metodd poate s nu ofere
rezultate mai bune pentru toti termenii implicati. Nu poate fi considerata o varianta
viabila de imbunatatire a algoritmilor vizati.

5.2.3. Introducerea unui pas suplimentar

Dupa cum s-a vazut in paragraful anterior, folosirea formulei din algoritmul
zero poate aduce unele Tmbunatatiri. Aceasta poate fi introdusa ca pas suplimentar
la calculul coeficientilor cu algoritmii descrisi in subcapitolul 4.5. Vom lua in
continuare acelasi caz, cel al algoritmului 1D. Noul algoritm, algoritmul 1D cu pas
suplimentar, va fi:

= se calculeaza coeficientii initiali la fel ca pentru algoritmul 1D;
= pentru k>2, fiecare coeficient c;p(k) se determina la fel ca in cazul
algoritmului 1D:

cipk)=ylk)-ylk - 2)+ciplk - 2)
= pe baza acestora se calculeaza un set suplimentar de coeficienti:
cipslk -1)=[6ylk - 1)~ ciplk - 2)-csp(k)/4 (5.4)
*= esantioanele interpolate se calculeaza din setul suplimentar de
coeficienti ¢c;ps(k).

Pasul suplimentar este echivalent cu introducerea a unui filtru suplimentar
in etapa de prefiltrare. Procesul de interpolare este redat schematic in figura 5.1.

C1ps(k)
y(k) —{ Hip(2) Hips(z) —— B(z) k)

prefiltrare interpolare

Fig.5.1. Algoritmul 1D cu pas suplimentar.

Prin aceasta metoda, pentru noii coeficienti se pot diminua erorile de
determinare. Fiind diminuate oscilatiile din sirul de coeficienti, atunci si erorile de
interpolare vor fi mai mici.

Acest pas adaugat la modalitatea de determinare a coeficientilor se poate
introduce si pentru algoritmii care utilizeaza valorile derivatei a doua in noduri
(descrisi in subcapitolul 4.6).

Dar, un pas suplimentar inseamna introducerea in plus a unor operatii de
adunare si inmultire, deci cresterea volumului si a timpului de calcul. Acesta este un
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5.2 - Utilizarea relatiei din algoritmul zero 89

aspect important dacad se doreste implementarea algoritmului pe un sistem cu
procesor numeric de semnal. Pentru aplicatiile in timp real, aparitia unui filtru in
plus inseamna introducerea de intarzieri suplimentare pentru semnalul de la iesirea
sistemului.

5.2.4. Rezultate experimentale

Algoritmii intercalati si cei cu pas suplimentar au fost implementati in Matlab
si testati pentru aceleasi semnale folosite si in cazurile anterioare. Secventele de
program corespunzatoare pentru calcularea coeficientilor si o parte dintre rezultatele
interpolarii unor semnale sunt prezentate in Anexa 5.

Drept exemplu, pentru {y(k)}, cu k=0, 1, .., N-1, au fost utilizate tot
esantioanele semnalelor sin(2rk/M) si cos(2rnk/M), cu M=12, respectiv 120 si N ales
astfel incat: N=3M. S-a realizat reconstructia semnalului pentru cazul in care
coeficientii sunt determinati prin calcul intercalat (algoritmul 1D intercalat). Erorile
de interpolare obtinute au fost comparate cu cele determinate cu algoritmul 1D.
Pentru punctele in care coeficientii s-au determinat cu formula (5.2), erorile sunt de
ordinul 1072 (pentru M=12) si 10 (M=120), acelasi ordin de m&rime ca si in cazul
algoritmului 1D. In celelalte puncte, in care coeficientii s-au calculat intercalat (cu
formula (5.3)), erorile de interpolare sunt neglijabile.

La interpolarea cu factor m=2, erorile de interpolare au acelasi ordin de
marime (1072 pentru M=12) si in punctele intermediare, valorile fiind aproximativ de
2 ori mai mici decat in cazul algoritmului 1D. Exceptie fac doar nodurile in care
coeficientii s-au calculat intercalat, unde valorile erorilor sunt neglijabile [50].

O imbunatatire semnificativa se obtine doar in unele puncte, ceea ce duce la
concluzia c3d aceasta metoda poate sa nu fi eficienta.

Pentru aceleasi semnale s-a realizat interpolarea si cu algoritmii in care
determinarea coeficientilor se face utilizdnd valorile derivatei intai in noduri, la care
s-a addugat pasul suplimentar.

In tabelul 5.1 sunt prezentate erorile de interpolare in cateva puncte o de
pe forma de unda pentru semnalul y(k)=sin(a), cu a=2nk/M, unde k=0, 1, ..., N-1,
pentru 2 cazuri: coeficientii calculati cu algoritmul 1D, respectiv algoritmul 1D cu
pas suplimentar [50]. Se observa ca in cel de-al doilea caz erorile de interpolare se
reduc fata de primul caz. Acelasi algoritm a fost aplicat si semnalului cos(2rk/M),
rezultatele fiind similare.

Tabelul 5.1. Erori de interpolare pentru y(k)=sin(a): comparatie 1D - 1D cu pas suplimentar.

o M algoritm 1D | 1D cu pas suplimentar
0 12 3,05.1072 1,11.107
120 3,58:107° 1,19-10°°
12 8,17.1073 5,58.1073
/3 ) 4
120 3,59-10 1,85-10°
12 2,23:1072 4,08-1073
n/2
120 4,20-10* 2,16.10%

Metodele de intercalare si adaugare a unui_pas suplimentar la etapa de
prefiltrare pot fi aplicate si pentru algoritmul 1P. In figura 5.2 sunt comparate
erorile de interpolare a semnalului y(k)=cos(2rnk/12) la prelucrarea cu algoritmii 1P,
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1P intercalat si 1P cu pas suplimentar. La folosirea celui de-al doilea algoritm, erorile
scad foarte mult doar in unele noduri, la fel ca si in cazul algoritmului 1D intercalat.
Pentru interpolarea cu algoritmii cu pas suplimentar, erorile sunt diminuate in
aceeasi proportie pentru toate esantioanele si sunt inversate.

% 10'3 Eroarea de interpolare
148 T T T T T T
1t 4
05t q
ol 4
w 05F q
=
=
= 1
=4
£
< 151 ,
giell 4 4
-2481 A
H1P
E HIPi T
—H1Ps
35 L I L ! L
1} 10 20 30 40 50 60 7o

Mumar esantioane

Fig.5.2. Erori pentru cos(2nk/12) la interpolarea cu algoritmii 1P, 1Pi si 1Ps.

Aceeasi algoritmi au fost utilizati si pentru interpolarea semnalului treapta
ce a mai fost folosit si in unele exemple anterioare. Din figura 5.3 se poate observa
ca pentru unele dintre esantioanele din vecindtatea punctelor de discontinuitate
erorile de interpolare sunt mai mari in cazul algoritmilor 1P intercalat (figura 5.3.a))
si respectiv 1P cu pas suplimentar (figura 5.3.b)), faté de prelucrarea cu algoritmul
initial 1P.

Eroarea de interpolare Eroarea de interpolare

02 : : . : 02 : : : :
| =
|
01 I{ n1p )J
" Ill / H‘
{ 005 !
2 2 !
g ° | f E |
g i 2 o || ——
Tt || ! 5 Wil
U ook | !
01t I | |
\.
i v a1 \|
032 i 015
0% \ \ \ . : . . 032 \ \ \ . : . .
o 10 A Al &0 L1} Hl 0 Bl o 10 A Al &0 L1} Hl 0 Bl
Mumar egantioans Mumar egantioans
a) comparatie 1P cu 1P intercalat b) comparatie 1P cu 1P cu pas suplimentar

Fig.5.3. Erori la interpolarea semnalului treapta cu algoritmii 1P, 1Pi si 1Ps.

Si pentru algoritmul 2D s-a introdus pasul suplimentar la calcularea
coeficientilor (denumit algoritmul 2D cu pas suplimentar). Semnalele sinus si
cosinus cu M=12 esantioane/perioada au fost interpolate cu acesta. Se observa o
reducere a valorilor erorilor de interpolare la utilizarea algoritmului 2D cu pas
suplimentar fata de algoritmul 2D. In figura 5.4 se compara erorile obtinute pentru
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5.3 - Prelungirea sirului de coeficienti 91

semnalul y(k)=cos(2nk/12) in trei cazuri: interpolare cu algoritmul 2D, algoritmul
2D cu pas suplimentar si algoritmul 2P. Pentru acest exemplu, introducerea pasului
suplimentar la 2D are ca efect obtinerea unor erori apropiate de cele obtinute la
interpolarea cu algoritmul 2P (valori apropiate, dar de semn contrar).

w107 Eroarea de interpolare
25 T T T T T

———H2D
2r H2Ds |7
——HP

Amplitudine

I I
10 20 30 40 50 60 70
Numar esantioane

25
0

Fig.5.4. Compararea erorilor la interpolarea semnalului cosinus cu algoritmii 2D, 2Ds si 2P.

Aincénd algoritmul 2Ds pentru semnalul y(k)=sin(2rk/12), rezultatele sunt
similare. Insd, pentru semnalul treapta nu apar imbunatatiri. Din contrd, sunt
puncte in care erorile de interpolare sunt mai mari decat la utilizarea algoritmului
initial.

Pentru semnalele ce au un numar mult mai mare de esantioane pe perioada
(M=120 pentru sinus si cosinus) nu s-a facut interpolarea cu algoritmul 2D cu pas
suplimentar, deoarece la interpolarea cu algoritmul 2D erorile sunt deja foarte mici,
de ordinul 107,

Pe baza exemplelor studiate se poate spune c3a aceste metode de
fmbunatatire a algoritmilor de interpolare spline cubica ofera rezultate superioare
doar pentru siruri de esantioane provenite din semnale continue. Pentru algoritmii
intercalati, doar in unele noduri erorile de interpolare scad foarte mult. Pentru restul
punctelor, erorile scad aproximativ la jumatate. Pentru semnalele cu discontinuitati,
erorile de interpolare sunt mai mari in unele puncte din vecinatatea
discontinuitdtilor atunci cand se calculeaza coeficientii cu noile metode.

In toate cazurile prezentate nu s-au luat in discutie erorile la capete, erori
care au valori mult mai mari pentru punctele extreme ale sirului de date decat
pentru restul.

5.3. Prelungirea sirului de coeficienti

Pentru toate exemplele prezentate pana acum, semnalul de la iesire
prezinta erori de interpolare mult mai mari la inceputul si sfarsitul sirului fatd de
cele din rest. Acestea apar indiferent care este metoda utilizata pentru determinarea
coeficientilor. Au fost denumite erori la capete. S-a aratat ca aceste erori sunt
datorate modului in care sunt stabilite conditiile initiale pentru calcularea
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coeficientilor, dar si modului in care se obtin esantioanele interpolate din acesti
coeficienti. Partial, influenta acestor erori a fost diminuatd prin modul de
determinare a coeficientilor la capetele sirului de date, mod care nu mai implica
prelungirea semnalului prin oglindire.

La reconstructie si interpolare, pentru determinarea fiecarui esantion de la
iesire avem nevoie de valorile coeficientilor in punctul respectiv, la stanga si la
dreapta acestui punct. Pentru esantioanele de la capetele sirului, o parte din acesti
coeficienti nu exista. De obicei, acest fapt este ignorat si valorile acestor coeficienti
sunt considerate zero. Aceasta duce la aparitia unor erori de interpolare considerabil
mai mari in aceste puncte decét in restul sirului. Dacd se prelucreaza un volum
mare de date, aceste erori pot sa nu prezinte importanta insa, daca se lucreaza cu
siruri care au un numar mic de esantioane, erorile la capete pot avea insemnatate.

In toate cazurile se aduc la intrarea sistemului esantioanele y(k) si se
calculeaza sirul de coeficienti c(k), cu k=0, 1, 2, ..., N-1. De exemplu, pentru a
reconstrui semnalul de intrare, se face convolutia intre sirul coeficientilor c(k) si

b13(k), dat de relatia (3.70). Fiecare esantion al semnalului reconstituit y.(k) se

calculeaza utilizand valorile coeficientilor c(k-1), c(k) si c(k+1). Astfel, pentru primul
esantion al semnalului reconstruit y,(0) este nevoie de inca un coeficient la stanga
sirului: c(-1), iar pentru ultimul esantion y.(N-1) este necesar inca un coeficient la
dreapta: c(N) [51].

Daca se doreste interpolarea semnalului cu un factor m=2, sirul de
coeficienti c(k) este supraesantionat conform relatiei (3.48), obtinand un nou sir

c2(k). Apoi se face convolutia noului sir cu bg(k), dat de relatia (3.72). Inseamn&

ca, pentru a calcula valorile semnalului interpolat, in fiecare punct este nevoie de 7
coeficienti: cel din punctul curent, 3 anteriori si 3 ulteriori. Dintre cei 3 coeficienti:
unul este calculat, iar ceilalti 2 sunt obtinuti prin supraesantionare.

Astfel, pentru a reduce erorile la capete se poate prelungi sirul de coeficienti
la capete. Practic, mai sunt necesare valorile coeficientilor c(-1) si c(N).

Pentru a determina aceste valori vom porni de la relatia (4.31) utilizata n
algoritmul zero [51]. In punctul k=0 se poate scrie:

c(-1)= 6y(0) - 4c(0) - c(2) (5.5)

Aceeasi relatie, scrisa pentru k=N-1, permite determinarea valorii
coeficientului necesar la dreapta sirului:

c(V)=6y(N - 1)-4c(N -1)-c(N - 2) (5.6)

Pentru oricare dintre algoritmii descrisi in capitolul anterior se pot aplica
relatiile (5.5) si (5.6) pentru a extinde sirul coeficientilor la dreapta si la stédnga si a
reduce erorile de interpolare la capete.

Se vor prezenta in continuare cateva rezultate obtinute la interpolarea cu
algoritmul 2D pentru care s-a facut extinderea sirului coeficientilor la ambele capete
(denumit algoritmul 2D extins, notat si 2Dext). S-a calculat semnalul interpolat cu
factor m=2 pentru cazul in care la intrare se aduc esantioanele y(k)=sin(2nk/M),
unde k=0, 1, ..., N-1, pentru M=120 si N=361. La prelucrarea cu algoritmul initial,
erorile la capete au valori de ordinul 1073, iar pentru restul esantioanelor din sir
erorile sunt de aproximativ 107, Prin extinderea sirului de coeficienti in ambele parti
cu cite un termen, erorile la capete scad la valori de pand la 107°. Tot pentru
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semnalul sinusoidal, dar cu M=12 esantioane/perioada, aceste erori scad de la 10™*
pand la valori de 1073, acelasi ordin de m&rime ca si pentru restul esantioanelor.

In figura 5.5 se compara erorile la capete obtinute la interpolarea acestui
semnal folosind algoritmul 2D, algoritmul 2D extins si respectiv algoritmul rapid de
interpolare spline cubica (Unser). In cazul interpolarii cu algoritmul Unser, mai
multe esantioane de la capete sunt afectate de erori mai mari decat erorile pentru
celelalte esantioane, comparativ cu interpolarea prin algoritmul 2D. Este evident ca

la prelucrarea cu algoritmul 2D extins erorile la capete scad considerabil.
Eruosile la capete

Eroarea de interpolare
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Fig.5.5. Erori la capete la interpolarea sin(2rnk/12) cu algoritmii 2Dext, 2D si Unser.
cos(2rnk/M) cu algoritmul 2D extins

In cazul interpoldrii semnalului
rezultatele sunt similare. Pentru M=120 se poate spune ca rezultatele sunt chiar mai

bune deoarece erorile la capete scad la valori de 10”7, valori de acelasi ordin fiind
obtinute si pentru restul esantioanelor interpolate.
La interpolarea cu algoritmul 2D extins a semnalelor triunghiular si treapta
(redate in figura 4.4) erorile la capete devin neglijabile.
la ambele capete duce la scaderea

Extinderea sirului de coeficienti
semnificativa a erorilor la capete. Procesul presupune introducerea unui numar mic

de operatii suplimentare deoarece necesita calcularea doar a doua elemente in plus

(cate un coeficient in fiecare parte).

5.4. Abordarea analogica a procesului de derivare

in capitolul 4 au fost prezentati noi algoritmi de interpolare spline cubica in
care se utilizeaza si valorile derivatelor semnalului de intrare. S-au implementat mai
multe metode de derivare numerica a functiilor si au fost realizate programe in
Matlab pentru interpolarea semnalelor de intrare. Aceste programe pot fi rescrise si
integrate in programe pentru sisteme cu procesoare numerice de prelucrare a
semnalelor. Pentru multe aplicatii, semnalele sunt achizitionate prin intermediul
unor senzori si traductoare, filtrate, esantionate si convertite din semnale analogice
in semnale numerice. Semnalele sunt apoi prelucrate de sistemul numeric. Exista
aplicatii in care se cunosc valorile functiei, si valorile derivatelor sale de ordinul 1

sau 2 (de exemplu: viteza sau acceleratia).
Pentru algoritmii prezentati se presupune ca se cunosc doar valorile functiei
in anumite puncte echidistante. Valorile derivatelor se determind prin metode
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numerice. Insd, derivarea semnalelor se poate realiza si prin circuite analogice,
fnainte de esantionare. Semnalul poate fi derivat analogic o data sau de doua ori,
dupa caz. Apoi se face esantionarea ambelor semnale (initial si derivat). Astfel, la
intrarea sistemului de prelucrare se vor aduce valorile semnalului si ale derivatelor
sale. Avand aceste valori se pot determina coeficientii B-spline si se poate face
interpolarea semnalelor. In figura 5.6 este prezentata schema de principiu a unui
circuit de derivare care utilizeaza amplificatoare operationale.

| R i |
| — i pedy |
L C R !
v(k) o—| F——- L 5
o s | 20
i - i i i esantionare
v(K)
esantionare

Fig.5.6. Circuit de derivare.

Procesul de derivare analogicd a semnalelor prezinta si el o serie de
probleme care trebuie atent analizate.

Valorile componentelor rezistive R si capacitive C se pot alege astfel incat sa
fie satisfacuta relatia (5.7), unde T. reprezinta perioada de esantionare a
semnalelor. In acest caz se pot calcula direct valorile coeficientilor pentru algoritmii
ce utilizeaza derivata a doua, deoarece in formula de calcul apare termenul y”(k)/6.
(formula (4.25)).

1

R2c? :ETeZ (5.7)

Valorile componentelor trebuie alese cu grija. La modificarea frecventei de
esantionare a sistemului de achizitie trebuie modificate si valorile elementelor R si C
din schema de derivare. Dacd sunt prea mici, atunci elementele parazite din circuit
vor avea pondere mai mare si semnalul va fi distorsionat. De asemenea, orice
zgomot apdrut la intrarea circuitului este puternic accentuat de procesul de
derivare. Acest proces accenteaza zgomotele de inalta frecventa, fapt pentru care
nu se prea utilizeaza in practica

Esantioanele semnalului si esantioanele derivatei trebuie prelevate Ia
aceleasi momente de timp, deoarece algoritmii folosesc valorile functiei si ale
derivatei sale in noduri, adicad in aceleasi puncte k. De aceea, amplificatoarele
operationale folosite trebuie sa fie de vitezd mare pentru a evita aparitia unor
defazaje semnificative intre semnal si derivata acestuia.
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Daca se folosesc semnalul si una dintre derivate, atunci la intrarea
sistemului numeric de prelucrare trebuie facuta achizitia a doua semnale in loc de
unul.

Esantionarea derivativa este folosita in situatii in care se cunosc semnalul si
derivata, sau derivatele sale [119, 120]. Semnalul poate fi reconstruit daca el si cele
(n-1) derivate ale sale cunoscute au fost fiecare esantionate la o frecventa de n ori
mai mica decat frecventa cu care ar fi fost esantionat semnalul. Astfel, pentru
esantionare si conversie pot fi utilizate si dispozitive care lucreaza la frecvente de
esantionare mai reduse. Acest tip de esantionare poate fi folosita si in cazul
functiilor spline, daca avem semnalul si derivatele sale analogice.

5.5. Algoritmi de interpolare pentru m>2

in toate exemplele prezentate pana acum, algoritmii au fost utilizati pentru
reconstructia semnalelor si pentru interpolarea acestora cu un factor m=2. Se vor
analiza in continuare cateva situatii in care se face interpolarea semnalului cu un
factor m>2. Se iau In considerare cazurile in care m este par si respectiv, are valori
de forma m=2".
Toti algoritmii de interpolare implementati si folositi in exemple din aceasta
lucrare urmeaza aceeasi pasi (descrisi in figura 5.7):
e semnalul y(k) e adus la intrarea sistemului de prefiltrare cu functia
de transfer H,{z) (specificd fiecarui algoritm) si se obtine sirul de
coeficienti c(k);
sirul de coeficienti este supraesantionat cu factorul m=2;
din noii coeficienti se obtine semnalul interpolat prin filtrarea cu

filtrul B-spline indirect Bg(z).

(k) C2(K)

y (k) Hpd(Z)

| B3(2) H»y (k)

prefiltrare filtrare

int erpolare cu 2

Fig.5.7. Sistem de interpolare cu m=2.

Functia de transfer a filtrului B-spline indirect Bg(z) a fost prezentata in
capitolul 3 (relatia (3.71)). Pentru valori m>2, sirul de coeficienti este
supraesantionat cu factorul m si adus la intrarea filtrului B3,(z). Functia de transfer

a oricarui filtru B,’777(z) este data de relatia [108, 111]:

)j(n+1)

B,’%(z):#Bf(z(B,%(z (5.8)
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((m-1 /Zl
unde: BY(z)= z (5.9)

k=-|m/n]

in cazul functiilor spline cubice (n=3) folosite in algoritmii de interpolare
spline cubica prezentat;, Bf(z) este filtrul B-spline indirect cu care s-a realizat

reconstructia semnalelor. Functia de transfer a acestuia a fost prezentata in
capitolul 3 (relatia (3.69)).
Pe baza formulelor (5.8) si (5.9), pentru m=4, am determinat forma

expicitd a functiei de transfer a filtrului B3 (z) :

B3(z)- [128 + 235(2 + z’lj + 184(22 + z’zj + 121(23 + z’3j +64[z4 + z’4j +

+27(z5 +z—5j+8(z6 +z-6)+(z7 +z‘7ﬂ/384 (5.10)
Acesteia ii corespunde sirul bﬁ(k), dat de [55]:

b3 (k)= {1/384, 1/48, 27/384, 1/6, 121/384, 23/48, 235/384, 2/3,
235/384, 23/48, 121/384, 1/6, 27/384, 1/48, 1/384} (5.11)

Relatia (5.10) este complicata, iar pentru valori si mai mari ale factorului m
functia de transfer a filtrului B-spline indirect devine si mai complicata. Aceasta
implica multi termeni si poate fi dificil de implementat.

Pentru orice valori m si n functia de transfer este data de formula (5.8),
care se obtine prin Inmultirea mai multor termeni. Acesti termeni reprezinta functiile
de transfer ale unor filtre de ordin inferior. Una dintre proprietatile filtrelor permite
ca orice filtru de ordin superior sa poata fi implementat prin legarea in cascada a
unor filtre de ordin mai mic. Functia de transfer a filtrului de ordin superior
reprezinta produsul dintre functiile de transfer ale filtrelor conectate in cascada [39,
64, 86].

Astfel, orice filtru B43(z) se poate implementa prin conectarea in cascada a 4
filtre Bg(z) si a unui filtru Bf(z). Pentru un semnal y(k) se poate face interpolarea

spline cubica cu un factor m>2 urmand pasii prezentati in figura 5.8. H,{z) este
functia de transfer a sistemului care realizeazd operatia de prefiltrare si poate fi
oricare dintre cele corespunzdtoare algoritmilor de interpolare spline cubica
prezentati.

c(k) 0 0 3
y(k) = Hy(2) —»@ @ Bin(2) -+ #{Bm(2) (B (2)| —>yim(K)

de 4 ori

Fig. 5.8. Interpolare prin conectarea in cascada a mai multor filtre.
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5.5 - Algoritmi de interpolare pentru m>2 97

Daca factorul de interpolare are valori de forma m=2", pentru realizarea
interpolarii spline cubice se poate adopta si o alta solutie. Sistemul de interpolare cu
2 a semnalului (prezentat in figura 5.7) deja implementat poate fi folosit recursiv,
de r ori, de fiecare data avand la intrare semnalul de la iesirea sistemului anterior
[55]. Solutia este redata in figura 5.9.

y(k) —»| Interp. cu 2 M Ll(—kl Interp. cu2 — py,; (k)

derori

Fig. 5.9. Interpolare recursiva pentru m=2".

Ultima metoda prezentatd (metoda recursivad) este eficienta din punct de
vedere al implementarii intr-un limbaj de programare. Se scrie o secventa
(subrutind) de program ce implementeaza algoritmul de interpolare cu 2. Subrutina
este apoi apelatd de r ori, de fiecare datd folosind ca variabild de intrare sirul
obtinut dupa rularea anterioara. Insa, aceasta metoda presupune ca la fiecare
iteratie sa se prelucreze intregul sir de date.

Cele trei variante de interpolare descrise sunt echivalente.

Metoda recursiva a fost implementata pentru interpolarea cu factorul m=8 a
semnalului y(k)=cos(a) unde a=(2nk/12) in 2 cazuri: prefiltrarea se face cu H,p(z),
respectiv cu H,p(z) [55]. Astfel, algoritmul 2D extins (pentru factor de interpolare 2)
a fost aplicat sirului de esantioane de intrare {y(k)}, obtinand {yi(k)}. Acest sir a
fost din nou adus la intrarea sistemului de interpolare cu 2, obtinand {y.(k)}.
Actiunea a fost repetata avand la intrare {y,(k)}. Rezultatul final il reprezinta
esantioanele semnalului interpolat cu factorul m=8. S-au analizat si comparat
rezultatele fiecarei iteratii. Erorile ce insp!;esc procesul de interpolare sunt
aproximativ aceleasi, indiferent de iteratie. In tabelul 5.2 sunt prezentate valorile
semnalelor de iesire y; si ale erorilor de interpolare ein in cateva puncte o de pe
forma de unda.

Tabelul 5.2. Interpolare recursiva pentru y(k)=cos(a), prefiltrare cu Hzp(z).

o m Vi ein
1 0,5003 -3,64-10*
2 0,5003 -3,64-10*
TC/3 -4
4 0,5004 -4,05-10
8 0,5004 -4,04-10*
1 0 0
2 0 0
21T 1.8910° -1,89-10°
8 2,13.10°° -2,13.107°
1 -0,9980 -1,99-10°3
-2 -0,9980 -1,99-10°3
4 -0,9978 -2,16.1073
8 -0,9978 -2,18:10°3
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Sunt redate rezultatele reconstructiei semnalului si ale interpolarii dupa
fiecare iteratie. Se pot observa diferente nesemnificative intre valorile obtinute in
iteratii diferite [55].

Pentru acelasi sir de esantioane de intrare s-a realizat interpolarea cu m=8
in aceeasi maniera, folosind de aceasta data pentru prefiltrare sistemul cu functia de
transfer H,p(z). Valorile interpolate si erorile de interpolare pentru aceleasi puncte o
sunt redate in tabelul 5.3 [55]. Rezultatele sunt similare si in acest caz.

Tabelul 5.3. Interpolare recursiva pentru y(k)=cos(a), prefiltrare cu Hzx(z).

o m Vi ein
1 0,4995 4,57.10*
/3 2 0,4995 4,57.10*
4 0,4994 5,55.10™*
8 0,4994 5,67-10™*
1 0 0
2 2 0 0
4 0 0
8 0 0
1 -0,9989 -1,04-103
2 -0,9989 -1,04-103
"l a -0,9988 -1,14-10°3
8 -0,9988 -1,15.1073

Aceeasi metod3 a fost aplicatd si pentru un semnal triunghiular. In cazul
acesta apare efectul de netezire a semnalului la interpolarea cu factor de valoare
mare.

Semnalele au fost prelucrate si cu algoritmul 2D extins in care interpolarea
cu factor m=4 se face folosind un singur filtru, respectiv filtrul B-spline indirect care
are functia de transfer data de relatia (5.10). Rezultatele au fost comparate cu cele
obtinute anterior. Valorile erorilor de interpolare sunt foarte apropiate. De exemplu,
pentru semnalul y(k)=cos(2nk/12), diferentele sunt mai mici de 103 (ordinul de
marime pentru erorile de interpolare). Si pentru alte semnale studiate se pastreaza
proportia. Aceste rezultate confirma faptul cd metodele sunt echivalente.

Pentru interpolarea cu un factor m>2 poate fi folosita oricare dintre cele trei
metode prezentate. Pentru valori mari ale factorului de interpolare apar intarzieri
semnificative intre semnalul de iesire si cel de intrare. Acest aspect este relevant
daca se face implementarea algoritmului pe un sistem cu procesor numeric de
semnal si se doreste prelucrarea in timp real a semnalului.

5.6. Concluzii

Metodele prezentate in acest capitol pot sa duca la imbunatatirea noilor
algoritmi de interpolare spline cubica. Calcularea intercalata a coeficientilor in cadrul
algoritmilor ce folosesc valoarea derivatei intai a functiei de aproximare in noduri nu
ofera rezultate net mai bune pentru toti termenii. In schimb, introducerea unui pas
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suplimentar la procesul de prefiltrare are ca efect reducerea in aceeasi proportie a
erorilor pentru toate esantioanele semnalului interpolat. Ins3, aceastd scidere este
destul de mica. In exemplele prezentate erorile scad aproximativ la jumatate. Acest
lucru este valabil doar pentru semnale continue.

In cazul sirurilor de date obtinute prin esantionarea unor semnale cu
discontinuitati, aceste metode au efect contrar, crescand valorile erorilor in unele
puncte de discontinuitate si in vecinatatea acestora.

Introducerea unui pas suplimentar inseamna efectuarea unor operatii in
plus, ceea ce duce la timp de prelucrare mai mare, utilizarea mai multor locatii de
memorie si adaugarea unor intarzieri pentru semnalul de iesire. Pentru unele
aplicatii, aceste costuri suplimentare pot sa nu se justifice avand in vedere céstigul
mic. .

In schimb, pentru toate cazurile studiate, prelungirea sirului de coeficienti
cu cate un element la fiecare capat duce la reducerea semnificativd a erorilor la
capete. Acestea ajung sa aiba valori apropiate de cele obtinute pentru celelalte
elemente din sir.

in cazurile in care, pentru semnalul de intrare se cunosc si derivata intai sau
a doua (de exemplu viteza sau acceleratia), valorile acestora se pot utiliza direct
pentru determinarea coeficientilor si interpolarea semnalului. Noii algoritmi permit
calcularea digitald a derivatelor in noduri pe baza esantioanelor semnalului. Se
poate face si derivarea analogica a semnalului, pentru ca apoi sa se esantioneze
atat semnalul, cat si derivata acestuia. Dar, aceasta varianta are neajunsuri legate
de dimensionarea schemei, alegerea componentelor, sincronizarea procesului de
esantionare si de posibilitatea de amplificare a zgomotului.

Interpolarea cu un factor m de valoare mai mare ca 2 poate pune probleme
in determinarea si mai ales implementarea functiei de transfer a filtrului B-spline

indirect. Am determinat forma explicitd a functiei de transfer pentru Bf(z), care

este destul de complicata. Au fost prezentate doua variante alternative la folosirea
acestui filtru. Prima varianta presupune conectarea in cascada a mai multor filtre de
ordin mai mic pentru a realiza aceeasi functie. A doua este mai avantajoasa din
punctul de vedere al scrierii si implementarii programului dar, poate fi folosita doar
pentru cazurile in care factorul de interpolare este de forma m=2". Aceasta necesita
implementarea algoritmul de interpolare cu 2 si aplicarea acestuia de r ori, de
fiecare data semnalul de iesire fiind semnal de intrare pentru urmatoarea iteratie.
Variantele prezentate sunt echivalente, fapt demonstrat si prin rezultatele
experimentale obtinute.
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6. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 2D
PE UN SISTEM CU PROCESOR NUMERIC DE
SEMNAL (DSP)

6.1. Introducere

Procesoarele numerice de semnal (in engleza: Digital Signal Processor -
DSP) sunt circuite integrate a caror structura interna este proiectata si optimizata sa
execute intr-un timp cat mai scurt operatii specifice algoritmilor de prelucrare
numerica.

Anii ‘70 reprezintd un inceput pentru tehnologia de fabricatie si aria de
utilizare a microprocesoarelor si a procesoarelor de semnal [125], insa primul mare
succes de piata il are firma Texas Instruments in anul 1983 cu procesorul TMS32010
[125]. Alaturi de Texas Instruments, firme ca Motorola, NEC, Analog Devices
continua sa imbunatateasca performantele procesoarelor numerice de semnal si sa
permita utilizarea lor in domenii din ce in ce mai diverse.

In ultimii ani, aria de folosire a acestora s-a extins la foarte multe aplicatii,
in sectoare de activitate tot mai diverse. Se poate spune ca procesoarele numerice
de semnal au un caracter interdisciplinar deoarece nanotehnologia, electronica si
programarea intervin in domenii diverse precum matematica si medicina. Sistemele
care sunt actualmente pe piata sunt din ce in ce mai orientate pe aplicatii. Pe langa
structura de bazd, ele prezintd concepte specifice tratarii unui anumit tip de
probleme. Astfel, se poate vorbi de sisteme cu procesor numeric de semnal dedicate
telecomunicatiilor, procesarii semnalelor audio sau prelucrarii imaginilor. In
continuare, se vor prezenta cateva domenii si aplicatii in care se folosesc
microprocesoare si procesoare numerice de semnal.

Foarte des procesoarele numerice de semnal sunt intalnite in transferul si
prelucrarea informatiilor din telecomunicatii (conversatii telefonice, semnal de
televiziune, transfer de fisiere si date diverse). Transmiterea, compresia si
prelucrarea numerica a datelor sunt avantajoase din punct de vedere al cantitatii
mari de informatii ce se vehiculeaza si a costului redus al componentelor.
Reprezentarea, prelucrarea si stocarea numericd a oricarui semnal audio este
importanta in primul rand pentru a preveni degradarea care este deseori asociata cu
manipularea si stocarea analogica a semnalelor. Generarea semnalului vocal si
recunoasterea vocalda sunt utilizate pentru comunicarea intre om si sisteme
electronice [86].

Posibilitatile de a implementa rapid unele metode de filtrare si de a genera
usor impulsuri de diferite forme si frecvente duc la utilizarea procesoarelor in
aplicatii de eco-locatie (radar, sonar), precum: detectarea unor obiecte,
determinarea distantei, vitezei sau a altor caracteristici ale acestora. DSP-urile au
fost folosite inca de la inceput in domeniul reflexiei seismologice pentru detectia
unor zacaminte terestre.

Domeniul prelucrarii imaginilor a fost revolutionat de utilizarea procesoarelor
numerice de semnal, mai ales in ceea ce priveste aplicatiile medicale. Prelucrarea
imaginilor reprezintd un subiect distinct pentru prelucrarea numerica si utilizarea
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procesoarelor numerice, deoarece acestea sunt semnale cu parametri variabili in
spatiu si contin o cantitate mare de informatii. Datele obtinute prin tehnici care
utilizeaza rezonanta magnetica pentru investigarea corpului uman (MRI-Magnetic
Resonance Imaging) sunt redate de obicei prin imagini. Acestea necesita o serie de
prelucrari pentru care exista procesoare dedicate.

Pentru imagini preluate de aparatele digitale in conditii extreme (de
exemplu: de la sateliti, sonde spatiale), procesoarele numerice de semnal pot
fmbunatatii calitatea acestora in ceea ce priveste luminozitatea, contrastul,
reducerea zgomotului, focalizarea [86].

fn ultimele 2 decenii, volumul aplicatiilor in care sunt utilizate procesoare de
semnal a crescut foarte mult, ceea ce duce la cresterea performantelor, marirea
vitezei de lucru, scaderea pretului de cost, reducerea consumului de putere ale
acestora [26, 127]. La ora actuald, procesoarele de uz general reprezinta un
competitor serios pentru procesoarele de semnal in diverse aplicatii. In procesele de
conceptie si constructie a acestora exista un schimb de tehnici, astfel ca se
fmprumutd concepte care erau utilizate in mod exclusiv la unele sau altele pentru a
face fata cerintelor pietei.

6.2. Caracteristici generale ale procesoarelor numerice
de semnal

Alegerea unui procesor numeric de semnal pentru realizarea unei aplicatii in
timp real este dependenta de aplicatie si este determinata de o serie de factori ce
includ: performanta, frecventa de tact, cost, consum de putere, usurinta de
utilizare, capabilitati de integrare si interfatare [84, 86]. Prelucrarea semnalelor in
timp real presupune ca operatiile necesare sunt executate asupra esantionului
curent in timpul dintre 2 achizitii consecutive. Cunoscénd viteza cu care se face
achizitia semnalului de intrare, trebuie sa fim siguri ca secventa de cod care
realizeaza operatiile necesare obtinerii semnalului de iesire este executata in acest
interval. De aceea este foarte importanta predictibilitatea timpului de executie.

Viteza de prelucrare este crescuta prin implementarea hardware a cat mai
multor functiuni care se desfdsoara in paralel. Ca urmare, procesoarele de semnal
contin cat mai multe resurse integrate ce au posibilitatea sa lucreze in paralel:
unitati aritmetice si logice, multiplicator, registre interne, DMA (controler pentru
accesul direct la memorie), interfete, circuite temporizatoare (timere), magistrale
interne care permit accesul separat la zone distincte de memorie interna. Cresterea
gradului de paralelism (posibilitatea de a efectua mai multe operatii in acelasi ciclu
masind), duce la marirea vitezei de prelucrare, dar si la o complexitate sporita din
punct de vedere constructiv, fiind mai dificil de programat si optimizat.

Prelucrarea numerica a semnalelor analogice (luate din sistemul pentru care
se face aplicatia) se bazeaza pe posibilitatea reprezentarii acestor semnale prin
semnale digitale (semnale esantionate). Un semnal digital este obtinut prin
esantionarea si cuantizarea unui semnal analogic cu ajutorul unui convertor analog
numeric (CAN). Semnalele prelucrate pot fi apoi utilizate in sisteme analogice daca
se face conversia lor in semnale analogice cu ajutorul unui convertor numeric
analogic (CNA). Multe traductoare si senzori genereaza semnal analogic, deci
fmpreuna cu procesorul este necesar sa se utilizeze cel putin cate un convertor CAN
si unul CNA.
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Principalul motiv pentru care se prefera prelucrarea semnalelor sub forma
digitald este ca procesarea numerica permite flexibilitate in programare. Aceeasi
structura hardware DSP poate fi folosita pentru aplicatii diferite prin simpla
schimbare a codului aflat in memorie. Prin program se pot realiza prelucrari
complexe care necesita multe operatii. Se pot implementa si aplicatii care nu sunt
realizabile prin intermediul circuitelor analogice sau implica costuri foarte mari. Alt
motiv este cd acest circuit digital furnizeaza o iesire mai stabila si toleranta in
comparatie cu circuitele analogice.

Un alt aspect important n utilizarea procesoarelor numerice de semnal este
acela al usurintei cu care se poate face programarea acestora. Traditional,
programarea se facea in limbaj de asamblare. Acest lucru presupunea o buna
cunoastere a arhitecturii interne si a setului de instructiuni ale procesorului.
Programarea in limbaj de asamblare permite accesul la toate resursele hard
specifice, lucrandu-se direct cu registre si locatii din memoria de date, nu cu
variabile abstracte. Programele se executa mai rapid si sunt optimizate pentru tipul
de procesor pentru care au fost scrise. Daca se doreste mutarea aplicatiei pe un alt
tip de procesor, atunci programul trebuie rescris, tinand cont de structura si
instructiunile acestuia.

Aplicatiile ce folosesc DSP sunt din ce in ce mai complexe, ceea ce
presupune scrierea a mii de linii de cod pentru a le programa. Acest lucru este greu
de facut in limbaj de asamblare si este mai avantajoasa programarea lor intr-un
limbaj de nivel inalt (se utilizeaza limbajul C). Pentru aceasta s-au realizat
compilatoare pentru limbaje de nivel inalt (de exemplu, compilatoare C pentru
procesoarele Texas Instruments din familiile 3x, 5x si 6x ) si medii de programare
ce furnizeaza unelte de simulare, depanare si urmarire a executiei (de exemplu,
Studio Code Composer pentru TMS320C5x si TMS320C6x).

Din cauza cresterii gradului de paralelism si a arhitecturii tot mai complexe a
procesoarelor moderne, este destul de greu de creat compilatoare eficiente. Pentru
aplicatii complexe care ruleaza in timp real, se poate face urmatorul compromis:
scrierea programului in limbajul C si utilizarea limbajului de asamblare pentru
subrutinele critice.

La realizarea unei aplicatii sunt esentiale cunoasterea modului de
reprezentare a datelor, a caracteristicii convertoarelor, a modului in care se face
transmiterea datelor intre convertoare si procesor. Din punctul de vedere al
reprezentadrii datelor cu care lucreaza, procesoarele se impart in doud categorii: in
virgula fixa si in virgula mobilda (sau virgula flotantda). Numerele pot fi utilizate in
reprezentare binara: cod binar natural, cod binar decalat, cod complementul lui 2,
cod complementul lui 1.

Unul dintre cele mai utilizate coduri este codul complementul lui 2, in care
se reprezinta numere cu semn pe N biti, din care primul este bit de semn. Un numar
intreg cu semn poate fi scris astfel:

E=-2N1xp +2V2%p, ... +2%b,+20%p, (6.1)
iar un numar fractionar:
F=-20%py 127 %bp ... +27N2kp, 4 2-(N-Dxp (6.2)

Un numar mixt este un numar binar care are si parte fractionara si parte
intreagad, puténd fi scris sub forma:
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G=-2""1%pp 4272k p o+ .. +20%bg+27 b 4. 42D g (6.3)

unde: I=numarul de biti ai partii intregi;

Q= numarul de biti ai partii fractionare.

Intre partea intreaga si partea fractionara se gaseste virgula. Pentru
reprezentarea in format virguld fixa, pozitia virgulei ramane tot timpul aceeasi,
indiferent de rezultatul operatiei, alocandu-se un anumit numar de biti pentru
partea fractionara si partea intreagd. Adunarea a douda numere se face dupa ce
acestea au fost aliniate conform pozitiei virgulei. La reprezentare in format virgula
flotantda pozitia virgulei se modifica in functie de valoarea numarului, ele fiind
reprezentate prin mantisd si exponent. in virguld fixd scara de reprezentare este
liniara, iar cuantizarea este uniforma. In virgula flotanta scara de reprezentare este
neliniara (in progresie geometrica), iar cuantizarea este neuniforma.

Problemele care apar se datoreaza in principal faptului cd numerele se
reprezinta pe un numar finit de biti. Intervin erori inca din procesul de esantionare
si cuantizare la conversia analog-numerica (erori de cuantizare, erori de trunchiere),
care depind de performantele convertorului. Se pot folosi doar unele valori dintr-un
anumit interval, valori care depind de numarul de biti si de modul de reprezentare.
De exemplu: in virguld fixa, pe 16 biti putem reprezenta valori intre 0 si 65535 in
cod binar natural sau valori intre -32768 si 32767 in cod complementul lui doi
(numere cu semn). In urma efectuarii unor operatii pot sa apara rezultate care
depasesc intervalele de reprezentare si, daca nu se tine cont de acest aspect, pot sa
apara erori foarte mari in executia unor programe.

Acestea sunt cateva dintre problemele ce trebuiesc luate in considerare
atunci cand se doreste implementarea unor algoritmi clasici pe un sistem de
dezvoltare dat.

6.3. Descrierea sistemului de prelucrare numerica

Pentru algoritmii de interpolare spline cubica dezvoltati s-a luat in calcul
posibilitatea de implementare a acestora pe un sistem cu procesor numeric de
semnal. S-a utilizat sistemul TMS320C5416 DSK care are ca element central
procesorul numeric de semnal TMS320VC5416.

Procesorul lucreaza in virgula fixa, avand o arhitectura Harvard imbunatatita
cu o magistrala de program, trei magistrale de date, patru magistrale de adrese si
memorii interne. Acestea permit executia instructiunilor in tehnica pipeline
(operarea in paralel). Frecventa de tact a procesorului este de 160 MHz.

Unitatea centrala de prelucrare contine o unitate aritmetica si logica de 40
biti si un multiplicator paralel cu operanzi pe 17 biti. Majoritatea liniilor de date si a
registrilor lucreaza cu operanzi pe 16 de biti, unii avand posibilitatea de extindere
pentru operanzi pe 40 de biti.

Procesorul are un controler pentru acces direct la memorie DMA (in engleza:
Direct Memory Access) care permite transferul catre si din memoria interna,
perifericele interne sau componentele externe fara interventia unitatii centrale de
prelucrare. Mai sunt incluse un circuit temporizator (timer) de cate 16 biti care pot
efectua urmatoarele operatii: contorizare evenimente, contorizare timp, generare
impuls, generare de intreruperi pentru unitatea centrald de prelucrare, trimitere de
secvente de sincronizare catre DMA. Comunicarea cu un calculator gazda se poate
face printr-un port paralel pe 8 biti.
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Trei componente principale ale procesorului sunt porturile seriale multicanal
de mare viteza care realizeaza comunicatia full-duplex si transmiterea continud de
date prin intermediul unor registre. Acesta permite interfatarea directda cu
componente externe care realizeaza conversia analog-numerica si numeric-
analogica sau alte functii.

Pentru a realiza conversia analog-numerica a semnalelor de la intrarea
sistemului si conversia numeric-analogicd a semnalelor de iesire se utilizeaza
circuitul PCM3002 care este inclus pe placa. Circuitul contine doua canale de
conversie pe 16 biti: unul pentru conversie analog-numericd si unul pentru
conversie numeric-analogica (convertoare delta-sigma). Semnalele analogice de
intrare si iesire pot fi amplificate, iar amplificarea poate fi stabilitd prin program. De
asemenea si frecventa de esantionare este programabila.

Sistemul TMS320C5416 DSK mai contine pe placd memorii externe, port
USB pentru comunicatia intre procesor si calculatorul gazda, conectori pentru
semnalele de intrare (Line in, Mic in), respectiv iesire (Line out, Spkr out).

Pentru procesoarele de semnal din aceasta familie exista un set complet de
unelte de dezvoltare optimizate care sunt reunite in Code Composer Studio (CCS).
Acesta este un mediu de dezvoltare ce permite editarea programelor, generarea
codului sursa, urmarirea executiei si depanarea programelor. Code Composer Studio
prezinta o interfata Windows si are urmatoarele componente [129]:

e compilator C eficient;

e asamblor optimizat pentru programarea in limbaj de asamblare
simplificat si editarea de legaturi;

e mediu de dezvoltare integrat de management de proiect, depanare,
testare si afisare grafica;
simulator de instructiuni;
software pentru lucrul in timp real;

e sistem ce permite schimbul de date intre gazda si tinta in timp real
(RTDX);

e sistem de analiza si vizualizare a datelor in timp real.

Code Composer Studio integreaza toate uneltele gazda si tinta intr-un
mediu unificat care simplifica configuratia de sistem a procesorului si proiectarea
aplicatiilor, permitédnd abordarea usoard si rapida printr-o interfata cu utilizatorul
foarte prietenoasa.

6.4. Implementarea algoritmului

Sistemul TMS320C5416 DSK a fost folosit pentru implementarea
algoritmului 2D de interpolare spline cubica. S-a ales acest algoritm datorita faptului
ca pasul de prefiltrare se face prin intermediul unui filtru cu raspuns finit la impuls
simetric. Acest filtru este stabil, usor de implementat si are o functie de transfer mai
simpla decat cea a filtrului utilizat in algoritmul 2P. De asemenea, in urma testarii
algoritmului 2D in Matlab pe anumite tipuri de semnale des intalnite, s-au obtinut
erori de interpolare acceptabile.

Pentru a fi implementat pe procesorul numeric de semnal, programul
trebuie altfel structurat si scris in limbajul C. in matiab, intregul sir de esantioane
este supus mai intai operatiei de prefiltrare, supraesantionat si apoi filtrat cu filtrul
B-spline indirect. Pentru a putea executa programul in timp real, fiecarui esantion
de la intrare trebuie sa i se aplice toate operatiile si sa se obtina o valoare la iesire
fnainte de a se face achizitia unui nou esantion [56].
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Trebuie sa se tind cont de faptul ca procesorul lucreaza cu date pe 16 biti,
iar numerele cu semn sunt reprezentate in cod complementul lui 2. De asemenea,
convertorul analog-numeric furnizeaza esantioanele semnalului de intrare tot in cod
complementul lui 2 pe 16 biti. Procesul de conversie este insotit de o eroare de
trunchiere de maxim:

e :2%;3.10—5 (6.4)

Pentru sirurile de date sunt necesare linii de intarziere care sunt realizate
prin deplasarea datelor.

Pentru implementarea algoritmului 2D de interpolare spline cubica pe
sistemul cu procesor numeric de semnal se realizeaza un proiect in mediul de
dezvoltare Code Composer Studio. Proiectul cuprinde fisiere heder in care sunt
predefinite functii C standard, functii si macrouri utilizate pentru tratarea
problemelor specifice legate de componentele procesorului si ale placii (stabilirea
caracteristicilor circuitului de conversie, initializarea portului serial multicanal, functii
de scriere si citire a valorilor la portul serial, alte functii). Principalele fisiere ale
proiectului se regasesc in Anexa 6. Printre acestea, este si un fisier de comenzi care
contine comenzi si directive de compilare, asamblare si link-editare.

Algoritmul este scris in limbajul C si presupune parcurgerea urmatorilor
pasi:
citirea de la intrare a unui esantion (de la CAN);
calcularea coeficientului B-spline corespunzator;
determinarea valorii esantionului de iesire;

e trimiterea esantionului la iesire (la CNA).

S-au realizat 2 programe distincte: unul pentru reconstructia semnalului de
la intrare si unul pentru interpolarea cu factor m=2. Citirea esantioanelor de la
convertorul analog-numeric si trimiterea acestora la convertorul numeric-analogic se
face prin intermediul unor functii dedicate. Semnalul de iesire va fi intarziat fata de
cel de intrare datorita modului in care sunt calculate valorile coeficientilor si ale
esantioanelor semnalului interpolat.

Frecventa la care lucreaza convertoarele analog-numeric si numeric-analogic
de pe placa este stabilita in programul principal printr-o functie specifica si poate fi
modificata.

In continuare vor fi prezentate cateva aspecte ale rularii programelor pe
simulator, pe procesor si cateva rezultate experimentale.

6.5. Rezultate simulare

Mediul de dezvoltare Code Composer Studio furnizat de producator pentru
sistemul prezentat permite simularea functionarii procesorului [129]. Acest fapt este
util pentru testarea, depanarea programului si analiza rezultatelor inainte de
implementarea aplicatiei pe procesorul de semnal de pe sistemul de dezvoltare.

Programul care descrie algoritmul 2D este integrat intr-un proiect si
compilat. Se asambleaza, se link-editeaza si se genereaza fisierul executabil, care
este incdrcat in memoria sistemului si apoi rulat. in figura 6.1 este redatd interfata
mediului de dezvoltare Code Composer Studio.
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Fig. 6.1. Mediul de dezvoltare a aplicatiilor CCS.

Citirea unui esantion de la intrare si scrierea unei valori la iesire sunt
simulate prin introducerea unor puncte de testare (Toggle Probe Point). La aceste
puncte de testare sunt legate fisiere de date de intrare/iesire. Din fisierul de intrare
se transferd esantioane intr-o variabild din program, simuland achizitia semnalului
la intrarea sistemului. In figierul de iesire se scriu date, simuland redarea semnalului
la iesirea sistemului. Datele (atat cele de intrare/iesire, cét si valorile intermediare)
pot fi vizualizate prin intermediul unor grafice. Pentru ca acestea sa fie actualizate la
fiecare iteratie este nevoie de introducerea in program a unui punct de intrerupere
(Toggle Breakpoint). Astfel, la rularea programului se pot urmari grafic atat datele
de intrare, cat si rezultatele.

Programul de reconstructie a semnalului este simulat pentru cazul in care la
intrare este adus un semnal sinusoidal. Graficele reprezentand semnalul de intrarea
si cel de iesire sunt prezentate in figura 6.2 (semnalul initial in partea de sus si cel
de la iesire in partea de jos).
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Fig. 6.2. Semnalul de mtrare sl cel reconstrwt (5|mulare).

Intarzierea intre semnalul de la iesire si cel de la intrare este introdusd de
algoritmul de interpolare si se datoreaza modului in care sunt calculati coeficientii si
esantioanele semnalului de la iesire. Sirul coeficientilor este intarziat cu un tact fata
de semnalul de la intrare. Semnalul de la iesire este intarziat fatd de sirul de

BUPT



6.6 — Rezultate la rularea pe procesor 107

coeficienti cu un numar de perioade de tact care depinde de valoarea factorului de
interpolare.

Pentru interpolarea cu factor m=2, semnalele se regdsesc in figura 6.3
(semnalul de la intrare in partea de sus si cel interpolat in partea de jos).
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Fig. 6.3. Semnalul de intrare si cel interpolat cu 2 (simulare).

Rezultatele sunt similare cu cele obtinute in Matlab. S-a trecut apoi la
implementarea algoritmului pe sistemul cu procesor numeric de semnal.

6.6. Rezultate la rularea pe procesor

Pe sistemul TMS320C5416 DSK s-au implementat 2 proiecte: unul pentru
reconstructia semnalului de la intrarea placii (fisierul sursa se regdseste in Anexa 6)
si altul pentru interpolarea semnalului cu factor m=2. La intrarea Line in a placii s-a
legat un generator de functii care furnizeaza semnalul de intrare. Pentru
vizualizarea semnalului obtinut, la iesirea Line out s-a legat un osciloscop. De la
generator semnalul ajunge la circuitul PCM3002, la intrarea convertorului analog-
numeric, este filtrat, esantionat si cuantizat si apoi trimis catre procesor. Semnalul
prelucrat este trimis de la procesor convertorului numeric-analogic, reconstituit si
scos la iesirea placii. Comunicarea intre circuitul de conversie si procesor se face
prin intermediul portului serial multicanal al procesorului. Legatura intre calculator si
placa cu procesor este facuta prin portul USB.

Programul de reconstructie a semnalului a fost compilat, asamblat si s-a
construit fisierul executabil. Acesta a fost incarcat in memoria procesorului si rulat.
La intrarea placii s-a adus un semnal sinusoidal cu frecventa f;=100Hz si tensiune
varf la varf de 0,6V. Semnalele de la intrarea si iesirea sistemului au fost vizualizate
mai intai cu ajutorul unui osciloscop analogic. Au fost analizate 2 situatii: frecventa
de esantionare f, de 8kHz si respectiv 48kHz. La f.=8kHz, semnalul de la iesire este
tot un sinus cu frecventa 100Hz si 0,6V tensiune varf la varf. Dar, peste sinus este
suprapus si un zgomot. Acest zgomot ramane la fel si daca se modifica amplitudinea
semnalului de la intrare, sau frecventa acestuia. in cazul in care semnalul de la
intrare este redat la iesire, fara sa fie prelucrat, apare acelasi zgomot suprapus
peste semnal, desi frecventa minima de esantionare pentru circuitul codificator
PCM3002 este de 4kHz.

Pentru f.=48kHz, semnalul de la iesirea sistemului pastreaza parametrii
celui de la intrare, fard sa mai aiba zgomotul suprapus. La modificarea amplitudinii
si frecventei semnalului de la generator, semnalul de la iesire placii se modifica si el
avand aceleasi caracteristici ca si cel de la intrare. Semnalul de la iesire este
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distorsionat doar daca semnalul de intrare depaseste limitele impuse de parametrii
convertorului (amplitudine mai mare de 1V si frecventa semnalului mai mare decat
jumatate din frecventa de esantionare setata).

Semnalele au fost vizualizate si cu un osciloscop digital care permite
salvarea imaginilor si a datelor de pe ecran. CéAteva imagini care au fost obtinute cu
acesta sunt prezentate in figurile urmatoare. In fiecare figura semnalul de intrare
este redat in partea de jos (canalul 1 - C1) si cel prelucrat apare in partea de sus
(canalul 2 - C2).

In figura 6.4 sunt prezentate semnalul de intrare si semnalul de iesire in
cazul ruldrii programului de reconstructie pentru un semnal sinusoidal. La o
frecventa de 200Hz si o tensiune varf la varf de 200mV ale sinusului de la intrare, la
iesire avem aceleasi valori pentru semnalul reconstruit.

Parametrii semnalului de intrare se pastreaza la iesire si in cazul in care se
prelucreaza un sinus cu f;=5kHz U,,=0,6V (figura 6.5).

Measure P1:freq(C1) P2:ampl{C1) P3--- Pd--- P5--- PG---
value 199.51890 Hz 185.72 mV
status v v

Fig. 6.4. Sinus cu f;=200Hz.

Measure P1freg(C1) P2:ampl(C1) P3--- P4:--- P5:--- PG:---
valug 4.987535kHz 187,61 mV
stalus v ]

Fig. 6.5. Sinus cu f;=5kHz.

S-a schimbat apoi forma de unda generatd, aducand la intrarea sistemului
un semnal triunghiular cu frecventa de 200Hz si amplitudine 0,6V. Semnalul (C1),
fmpreuna cu rezultatul prelucrarii (C2) sunt prezentate in figura 6.6.
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Measure P1freq(C1) P2:ampl(C1) P3:--- P4:--- P5:--- P6:---
value 199.17437 Hz G11mvV
status i R

Fig. 6.6. Semnal triunghiular cu f,=200Hz.

Se poate observa o usoara distorsionare a semnalului triunghiular. La
cresterea frecventei semnalului de intrare, cel de iesire este netezit.

Pentru cazul in care la intrarea sistemului de prelucrare se aduce un semnal
dreptunghiular cu frecventa de 1kHz, rezultatele sunt redate in figura 6.7. Se
observaj aparitia unor mici oscilatii pe durata impulsurilor, oscilatii care se atenueaza
rapid. In cazul cresterii frecventei semnalului la 5kHz, oscilatiile sunt mai mari si
apare si o crestere a duratei fronturilor (figura 6.8).

Si in cazul in care semnalul de intrarea este redat la iesire fara a fi
prelucrat, pentru semnalele triunghiular si dreptunghiular se obtin aceleasi forme de
unda ca in figurile 6.6, 6.7 si 6.8. Aceste neteziri si distorsionari ale semnalelor se
datoreaza circuitului PCM3002 care realizeaza conversia datelor. La intrarea
circuitului, semnalul analogic este trecut printr-un filtru anti-aliere, convertit in
semnal numeric, decimat si apoi trimis la procesor. Datele primite de la procesor
sunt interpolate cu un filtru digital, convertite in semnal analogic, semnal care apoi
este filtrat cu un filtru trece-jos si scos la iesirea placii [127]. Toate aceste procese
de filtrare duc la netezirea semnalelor testate.

Measure P1:fraq(C1) P2:ampl(C1) P3--- Pd--- P5--- PG:---
value 0909874 Hz 187.85 mV
status v v

Fig. 6.7. Semnal dreptunghiular cu f,;=1kHz.

BUPT



110 Implementarea algoritmului 2D pe un sistem cu DSP - 6

Measure P1freq(C1) P2:ampliC1) P3--- P4--- P5--- PG---
value 5.000136 kHz 186.64 mv
status v v

Fig. 6.8. Semnal dreptunghiular cu f;=5kHz.

in concluzie, la prelucrarea cu algoritmul 2D nu sunt introduse erori
suplimentare pentru semnalele de iesire.

La analiza semnalelor vizualizate pe osciloscopul numeric trebuie sa se tina
cont de o serie de factori legati de modul in care se face achizitia semnalului la
intrarea acestuia si de metodele de prelucrare a datelor, de reprezentare a acestora
pe ecran si in fisierele de imagini exportate. De aceea, pentru fiecare exemplu s-au
prezentat atat semnalul initial cat si semnalul prelucrat cu algoritmul 2D de
interpolare spline cubica.

6.7. Concluzii

S-a studiat posibilitatea ca unul dintre algoritmii de interpolare spline cubica
dezvoltati in aceasta lucrare sa fie implementat pe un sistem cu procesor numeric
de semnal. Algoritmul 2D a fost scris in limbaj C, integrat intr-un proiect in Code
Composer Studio si rulat pe sistemul de dezvoltare TMS320C5416 DSK. S-au
prezentat si analizat cateva dintre rezultatele obtinute.

Aceasta metoda de interpolare care presupune implementarea unor filtre
FIR simetrice prezintd mai multe avantaje. Dintre acestea este de amintit faptul ca
algoritmul permite prelucrarea in timp real a unui semnal. Un alt avantaj este acela
ca algoritmul necesita realizarea unor operatii simple si putine ca numar. Aceste
aspecte permit o implementare facila a algoritmului si executia lui intr-un timp
scurt.

Rezultatele obtinute aratd ca mai multe tipuri de semnale (dintre cele
pentru care s-a facut testarea si in Matlab) pot fi prelucrate cu acest algoritm fara
aparitia unor erori suplimentare. Distorsionarea si netezirea unor semnale se
datoreaza operatiilor de filtrare pe care circuitul codificator le aplica asupra
semnalelor convertite, atat la intrare, cat si la iesire.

Proiectul poate fi optimizat astfel incat sa includa si unele unelte de analiza
a datelor in timp real pentru a putea face mai multe observatii asupra semnalelor
prelucrate. De asemenea, s-ar putea estima si timpii necesari pentru executia
programelor. Algoritmul permite modificari si adaptari pentru diverse situatii si
cerinte concrete, putand fi integrat in aplicatii mai complexe de prelucrare numerica
a semnalelor.
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Domeniul prelucrarii numerice a semnalelor este unul foarte vast, avand
numeroase aplicatii in practicd. Abordarea interpolarii semnalelor prin tehnici de
filtrare numerica in contextul conceptului de interpolare generalizata face ca pentru
multe aplicatii algoritmii sa fie simpli, usor de implementat si executia lor sa se faca
intr-un timp scurt. Aceste avantaje au dus la realizarea unui numar mare de noi
metode de interpolare care sunt variante modificate ale unora deja cunoscute.
Acestea sunt special concepute pentru anumite tipuri de aplicatii. Un numar mare de
publicatii trateaza problema interpolarii spline prin diferite modele de filtre
numerice, fiind prezentate si situatiile in care ele pot fi aplicate. ins8, acestea fac
referire doar la utilizarea metodelor in domeniul prelucrarii imaginilor si sunt date
exemple doar din acest domeniu.

Autoarea a ales sa studieze algoritmul rapid de interpolare spline cubica din
literatura, deoarece acesta sta la baza multor dezvoltari ulterioare. A folosit acest
algoritm pentru interpolarea unor tipuri de semnale reprezentate in domeniul timp
des intalnite in teoria semnalelor. Pornind de la rezultatele obtinute, a cautat
realizarea unor algoritmi similari, care sa ofere solutii simple si rapide de interpolare
pentru aplicatii de procesare in timp real.

fn urma cercetarilor si experimentelor efectuate in acest domeniu, se pot
evidentia urmatoarele contributii ale autoarei:

= A realizat un studiu bibliografic amplu asupra metodelor si
algoritmilor de interpolare care utilizeaza functii spline, a suportului
matematic si a problemelor pe care acestea le implica. Studiul se
bazeaza pe analiza a peste o suta de titluri bibliografice (articole,
carti, site-uri web) si evidentiaza actualitatea temei.

» In urma cercetdrilor, experimentelor si analizei rezultatelor,
autoarea a elaborat 11 lucrari stiintifice (autoare si coautoare la 10
lucrari publicate, din care una cotata ISI si autoare a unei lucrari
acceptata spre publicare la o conferinta cotata ISI).

= Autoarea a elaborat un program in Matlab prin care a implementat
algoritmul rapid de interpolare spline cubica preluat din literatura. In
urma testarii acestuia pe o serie de semnale binecunoscute,
autoarea a identificat cateva neajunsuri ale metodei. Dintre acestea,
o importanta deosebitd o au urmatoarele aspecte: algoritmul nu
poate fi utilizat pentru prelucrari in timp real a semnalelor si metoda
de initializare introduce erori importante la capetele sirului de
coeficienti (paragraful 3.7.2) [91].

= Analizand functia spline cubica ce aproximeaza semnalul de intrare,
derivatele ei de ordinul intdi si doi si coeficientii B-spline ai
modelului, autoarea a stabilit formule pentru initializarea sirului de
coeficienti care nu necesita prelungirea semnalului prin oglindire
(paragraful 4.3) [91].

= Pentru metoda de prefiltrare utilizatd in algoritmul rapid de
interpolare spline cubica a propus o formulare alternativa care a dus

BUPT



112

Concluzii si contributii - 7

la elaborarea algoritmului zero. Sistemul este instabil, insa formula
de calcul a coeficientilor B-spline determinata in cazul acestui
algoritm poate fi folosita pentru siruri scurte de date sau ca metoda
aditionala pentru imbunatatirea altor algoritmi (paragraful 4.4) [89].
A stabilit formula de calcul prin care fiecare coeficient, dintr-un nod
oarecare, poate fi calculat folosind valoarea semnalului si valoarea
derivatei de ordinul doi a acestuia in nodul respectiv (relatia 4.25)
[53, 90].

Autoarea a determinat o relatie directd intre coeficientii B-spline si
valorile in noduri ale derivatei de ordinul intai a functiei de
aproximare (relatia 4.34) [90].

Autoarea a elaborat 3 noi algoritmi de interpolare spline cubica care
folosesc valorile in noduri ale derivatei de ordinul intai, valori
determinate pe baza esantioanelor semnalului (algoritmii 1A, 1D, si
1P). In aceste cazuri, pasul de prefiltrare a fost implementat prin
filtre IIR (paragraful 4.5) [52, 90].

A elaborat 3 noi algoritmi de interpolare spline cubicad care folosesc
valorile derivatei a doua in noduri, valori calculate tot pe baza
esantioanelor semnalului (algoritmii 2A, 2D, si 2P). Pasul de
prefiltrare a fost realizat prin filtre FIR, pentru algoritmii 2D si 2P,
filtrele fiind simetrice. Avantajul acestora e dat de faptul ca pot fi
implementati usor si eficient pentru prelucrarea semnalelor in timp
real (paragraful 4.6) [53, 54].

Metodele de calcul a coeficientilor B-spline stabilite de autoare
permit determinarea locala a acestora, fapt care nu se regaseste la
nici unul din algoritmii din literatura studiata (capitolul 4).

Autoarea a propus 2 noi variante de imbunatatire a metodelor de
determinare a coeficientilor in cazul noilor algoritmi (paragraful 5.2)
[50].

Autoarea a implementat o nouda metoda simpla si eficienta de
prelungire la ambele capete a sirului de coeficienti, metoda care are
ca efect reducerea erorilor la capete. Acest erori apar la
implementarea tuturor algoritmilor studiati sau elaborati. Aceasta
este foarte utila, mai ales daca prelucrarea semnalelor se face
separat, pe secvente de esantioane si nu pentru tot sirul deodata
(paragraful 5.3) [51].

A determinat forma explicita a functiei de transfer a filtrului B-spline
indirect pentru interpolare cubica cu factor de interpolare egal cu 4.
Aceasta nu este redata in nici una dintre lucrarile studiate (relatia
5.10) [55].

A propus si comparat trei noi variante de implementare a interpolarii
spline cubice cu factor mai mare decat 2, de forma m=2" (paragraful
5.5) [55].

A implementat algoritmul 2D original pe un sistem cu procesor
numeric de semnal. Rezultatele obtinute duc la concluzia ca
procedeul de interpolare propus nu introduce erori suplimentare si
poate fi executat in timp real (paragraful 6.4) [56].

Interpolarea semnalelor cu algoritmii 2D si 2P conduce la obtinerea unor

erori de interpolare mai mari decat in cazul utilizarii algoritmului rapid de interpolare
cu functii spline. De cele mai multe ori, in practici, aceste erori au valori
acceptabile. Avantajul major este dat de faptul ca in cazul noilor algoritmi pasul de
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prefiltrare se realizeaza prin intermediul unor filtre FIR simetrice, ceea ce le face
potrivite pentru implementarea eficientd pe sisteme de prelucrare numerica si
permit realizarea de prelucrari in timp real.

Ca perspective pentru continuarea cercetarii, autoarea fisi propune sa
optimizeze varianta prezentata de implementare pe un sistem cu procesor numeric
de semnal si sa studieze rezultatele utilizarii ei si in cazul altor tipuri de semnale.

Este demonstrat ca in cazul interpolarii generalizate cu functii spline, la
cresterea gradului functiei de interpolare se pot obtine rezultate imbunatatite. De
aceea, autoarea intentioneaza sa aplice metodele dezvoltate in aceasta teza si in
cazul functiilor B-spline de gradul 5. Interpolarea cu functii spline de gradul 5 se
foloseste in aplicatii de prelucrare a imaginilor care se regasesc in literatura de
specialitate. Insa, pasul de prefiltrare este realizat tot cu filtre IIR, utilizand aceeasi
metoda ca in cazul interpolarii spline cubice. Folosind metode similare cu cele
dezvoltate in aceasta teza, autoarea isi propune determinarea, in viitor, a unor noi
filtre FIR cu ajutorul carora sa se calculeze coeficientii B-spline pentru interpolarea
cu functii de gradul 5.
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ANEXA 1. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI
RAPID DE INTERPOLARE SPLINE CUBICA

Anexa 1.1. Programul in Matlab prin care se implementeaza
algoritmul rapid de interpolare spline cubica

clear all;

y=load('semnal.dat'); % citire semnal de intrare
N=length(y);

k0=8; %k0=7

z1=-24sqrt(3);

c=zeros(1,N);

cp=zeros(1,N);

cm=zeros(1,N);

t=0:(N-1);

sum=0; % calcularea ccoeficientilor
for k=1:k0
sum=sum+y(k)*z1/(k-1);
end
cp(1)=sum;
for k=2:N
cp(k)=y(k)+(z1*cp(k-1));
end
cm(N)=(z1/((z172)-1))*(cp(N)+(z1*cp(N-1)));
for k=(N-1):(-1):1
cm(k)=z1*(cm(k+1)-cp(k));
end
C=Ccm*6;
save semnal_c.dat -ascii -double ¢ % salvarea coeficientilor in figier

s=zeros(1,N); % reconstructia semnalului
b13=[1/6, 2/3, 1/6]; % B-spline _3_1
s(1)=c(1)*2/3+c(2)/6;
for k=2:N-1
sum=0;
for i=1:3
j=k-i+2;
sum=sum+c(j)*b13(i);
end
s(k)=sum;
end
s(N)=c(N)*2/3+c(N-1)/6;
save semnal_r.dat -ascii -double s %salvarea semnalului reconstruit in fisier
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m=2; % interpolarea cu factor m=2
D=m*N-1;
in=zeros(1,D);
cc=zeros(1,D);
b23=[1/48, 1/6, 23/48, 2/3, 23/48, 1/6, 1/48]; %B-spline_3_2
fori=1:D % supraesantionarea sirului de coeficienti
if (((i+1)/m)==round((i+1)/m))
cc(i)=c((i+1)/m);
end
end
in(1)=cc(1)*2/3+cc(2)*23/48+cc(3)/6+cc(4)/48;
in(2)=cc(1)*23/48+cc(2)*2/3+cc(3)*23/48+cc(4)/6+cc(5)/48;
in(3)=cc(1)/6+cc(2)*23/48+cc(3)*2/3+cc(4)*23/48+cc(5)/6+cc(6)/48;
for k=4:D-3
sum=0;
fori=1:7
j=k-i+2*m;
sum=sum-+cc(j)*b23(i);
end
in(k)=sum;
end
in(D-2)=cc(D)/6+cc(D-1)*23/48+cc(D-2)*2/3+cc(D-3)*23/48+cc(D-
4)/6+cc(D-5)/48;
in(D-1)=cc(D)*23/48+cc(D-1)*2/3+cc(D-2)*23/48+cc(D-3)/6+cc(D-4)/48;
in(D)=cc(D)*2/3+cc(D-1)*23/48+cc(D-2)/6+cc(D-3)/48;
in=load('semnal_in.dat");

ein=yin-in; % erorile de interpolare

save semnal_ein.dat -ascii -double ein % salvarea erorilor de interpolare
figure

plot(t,ein); % grafic pentru erorile de interpolare

ylabel('Amplitudine')
xlabel('"Numar esantioane')
title('Eroarea de interpolare')

t4=0:2:(D-1); % interpolarea semnalului utilizand
y4=interp1(t4,y,t,'spline'); % functia specifica din Matlab
figure

plot(t,y4,"*-');
ylabel('Amplitudine')
xlabel('"Numar esantioane')
title('Interpolare spline Matlab')

Anexa 1.2. Rezultate obtinute la rularea programului
1.2.1.Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:

y(k)=sin(2nk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
unde: M =12 si N=37
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124 Anexa 1 - Implementarea algoritmului rapid de interpolare spline cubica

Esantioanele semnalului de intrare:
0.0000E+00 5.0000E-01 8.6603E-01 1.0000E+00 8.6603E-01 5.0000E-01
0.0000E+00 -5.0000E-01 -8.6603E-01 -1.0000E+00 -8.6603E-01 -5.0000E-01
0.0000E+00 5.0000E-01 8.6603E-01 1.0000E+00 8.6603E-01 5.0000E-01
0.0000E+00 -5.0000E-01 -8.6603E-01 -1.0000E+00 -8.6603E-01 -5.0000E-01
0.0000E+00 5.0000E-01 8.6603E-01 1.0000E+00 8.6603E-01 5.0000E-01
0.0000E+00 -5.0000E-01 -8.6603E-01 -1.0000E+00 -8.6603E-01 -5.0000E-01
0.0000E+00

Valorile coeficientilor B-spline pentru ky,=6:
-3.0223E-01 6.0435E-01 8.8481E-01 1.0526E+00 9.0495E-01 5.2379E-01
-1.1185E-04 -5.2334E-01 -9.0652E-01 -1.0467E+00 -9.0651E-01 -5.2337E-01
-4,1396E-08 5.2337E-01 9.0651E-01 1.0467E+00 9.0651E-01 5.2337E-01
-2.4319E-15 -5.2337E-01 -9.0651E-01 -1.0467E+00 -9.0651E-01 -5.2337E-01
4.1389E-08 5.2337E-01 9.0651E-01 1.0467E+00 9.0652E-01 5.2334E-01
1.1183E-04 -5.2379E-01 -9.0495E-01 -1.0526E+00 -8.8481E-01 -6.0434E-01
3.0217E-01

Valorile coeficientilor B-spline pentru ky=7:
-3.0214E-01 6.0433E-01 8.8482E-01 1.0526E+00 9.0495E-01 5.2379E-01
-1.1182E-04 -5.2334E-01 -9.0652E-01 -1.0467E+00 -9.0651E-01 -5.2337E-01
-4.1384E-08 5.2337E-01 9.0651E-01 1.0467E+00 9.0651E-01 5.2337E-01
1.8965E-15 -5.2337E-01 -9.0651E-01 -1.0467E+00 -9.0651E-01 -5.2337E-01
4.1389E-08 5.2337E-01 9.0651E-01 1.0467E+00 9.0652E-01 5.2334E-01
1.1183E-04 -5.2379E-01 -9.0495E-01 -1.0526E+00 -8.8481E-01 -6.0434E-01
3.0217E-01

Valorile coeficientilor B-spline pentru ky,=9:
-3.0217E-01 6.0434E-01 8.8481E-01 1.0526E+00 9.0495E-01 5.2379E-01
-1.1183E-04 -5.2334E-01 -9.0652E-01 -1.0467E+00 -9.0651E-01 -5.2337E-01
-4.1388E-08 5.2337E-01 9.0651E-01 1.0467E+00 9.0651E-01 5.2337E-01
4.6854E-16 -5.2337E-01 -9.0651E-01 -1.0467E+00 -9.0651E-01 -5.2337E-01
4.1389E-08 5.2337E-01 9.0651E-01 1.0467E+00 9.0652E-01 5.2334E-01
1.1183E-04 -5.2379E-01 -9.0495E-01 -1.0526E+00 -8.8481E-01 -6.0434E-01
3.0217E-01

BUPT



Anexa 1 - Implementarea algoritmului rapid de interpolare spline cubica 125

Erorile de interpolare cu factor m=2, ko=7 (erori raportate):
-1.0070E-01 -9.5585E-02 5.5511E-17 2.2076E-02 2.2204E-16 -6.1574E-03
2.2204E-16 1.3933E-03 1.1102E-16 -5.7566E-04 1.1102E-16 6.0351E-05
1.6313E-17 2.3514E-05 0.0000E+00 1.5633E-04 -2.2204E-16 2.0011E-04
-2.2204E-16 2.0291E-04 -2.2204E-16 1.4795E-04 -1.1102E-16 5.4254E-05
-4.8708E-18 -5.4223E-05 1.1102E-16 -1.4810E-04 2.2204E-16 -2.0232E-04
0.0000E+00 -2.0232E-04 1.1102E-16 -1.4811E-04 0.0000E+00 -5.4211E-05
-3.4327E-17 5.4211E-05 -1.1102E-16 1.4811E-04 0.0000E+00 2.0232E-04
-2.2204E-16 2.0232E-04 -1.1102E-16 1.4810E-04 -5.5511E-17 5.4223E-05
4.1361E-18 -5.4254E-05 1.1102E-16 -1.4795E-04 2.2204E-16 -2.0291E-04
4.4409E-16 -2.0011E-04 1.1102E-16 -1.5633E-04 5.5511E-17 -2.3511E-05
-1.7007E-18 -6.0363E-05 -1.6653E-16 5.7570E-04 -2.2204E-16 -1.3935E-03
0.0000E+00 6.1580E-03 0.0000E+00 -2.2079E-02 -1.1102E-16 9.5596E-02
1.0072E-01

1.2.2.Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:
y(k)=sin(2nk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
M =120 si N=361

unde:

Erorile de interpolare
la Tnceputul si sfarsitul sirului de date:

1.0086E-02
-2.7756E-17
-5.5511E-17
0.0000E+00
-1.1102E-16
-2.2204E-16
0.0000E+00
-1.1102E-16

-1.5538E-08
-1.3564E-08
-6.8519E-09
-2.2894E-07

1.1457E-05
-5.9582E-04

9.5634E-03
-1.5972E-04
3.0793E-06
-4.9768E-08
1.3061E-08
1.4186E-08
1.6142E-08
1.7679E-08

2.2204E-16
0.0000E+00
0.0000E+00
5.5511E-17
5.5511E-17
2.7756E-17

cu factor m=2, ky=7 (erori raportate) - esantioane de

-1.3878E-17
-5.5511E-17
-5.5511E-17
-5.5511E-17
-2.2204E-16
-2.2204E-16
-1.1102E-16
-1.1102E-16

-1.4900E-08
-1.2416E-08
-2.6066E-08
8.1546E-07
-4.2783E-05
2.2236E-03

-2.2247E-03
4.2803E-05
-8.1585E-07
2.6074E-08
1.2416E-08
1.4900E-08
1.6700E-08
1.8096E-08

3.3307E-16
1.1102E-16
1.1102E-16
5.5511E-17
0.0000E+00
6.9389E-18

-2.7756E-17
-5.5511E-17
0.0000E+00
-1.1102E-16
-1.1102E-16
-1.1102E-16
0.0000E+00
0.0000E+00

-1.4186E-08
-1.3060E-08
4.9740E-08
-3.0779E-06
1.5965E-04
-9.5583E-03

5.9611E-04
-1.1462E-05
2.2905E-07
6.8498E-09
1.3564E-08
1.5538E-08
1.7213E-08
1.8463E-08

1.1102E-16
1.1102E-16
5.5511E-17
5.5511E-17
2.7756E-17
-1.0077E-02
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1.2.3.Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:

unde:

Esantioanele semnalului de intrare:

1.0000E+00
-1.0000E+00
1.0000E+00
-1.0000E+00
1.0000E+00
-1.0000E+00
1.0000E+00

8.6603E-01
-8.6603E-01
8.6603E-01
-8.6603E-01
8.6603E-01
-8.6603E-01

Valorile coeficientilor

1.0468E+00
-1.0467E+00
1.0467E+00
-1.0467E+00
1.0467E+00
-1.0467E+00
1.0467E+00

Erorile de interpolare cu factor m=2, ko,=7 (erori raportate):

1.5107E-01
1.9599E-17
2.2204E-16
1.0592E-17
0.0000E+00
-1.3027E-17
2.2204E-16
1.5850E-18
-2.2204E-16
-4.0205E-18
2.2204E-16
-2.1300E-17
1.5108E-01

9.0650E-01
-9.0651E-01
9.0651E-01
-9.0651E-01
9.0651E-01
-9.0651E-01

1.9080E-02
-5.4095E-05
-2.0232E-04
5.4211E-05
2.0232E-04
-5.4211E-05
-2.0232E-04
5.4211E-05
2.0232E-04
-5.4211E-05
-2.0232E-04
5.4211E-05

5.0000E-01
-5.0000E-01
5.0000E-01
-5.0000E-01
5.0000E-01
-5.0000E-01

y(k)=cos(2nk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
M =12 si N=37

0.0000E+00
0.0000E+00
0.0000E+00
0.0000E+00
0.0000E+00
0.0000E+00

B-spline pentru ko=7:

5.2337E-01
-5.2337E-01
5.2337E-01
-5.2337E-01
5.2337E-01
-5.2337E-01

-2.2204E-16
5.5511E-17

0.0000E+00
-5.5511E-17
0.0000E+00
5.5511E-17

0.0000E+00
0.0000E+00
-1.1102E-16
0.0000E+00
2.2204E-16

-1.1102E-16

-4.2200E-07
-1.5618E-10
-5.8121E-14
-1.0709E-15

1.8072E-15
-3.8598E-15

1.4972E-04
-1.4814E-04
-1.4811E-04
1.4811E-04
1.4811E-04
-1.4811E-04
-1.4811E-04
1.4811E-04
1.4811E-04
-1.4811E-04
-1.4811E-04
1.4811E-04

-5.0000E-01
5.0000E-01
-5.0000E-01
5.0000E-01
-5.0000E-01
5.0000E-01

-5.2337E-01
5.2337E-01
-5.2337E-01
5.2337E-01
-5.2337E-01
5.2337E-01

-1.1102E-16
2.2204E-16
1.1102E-16

-2.2204E-16

0.0000E+00
2.2204E-16
1.1102E-16

-2.2204E-16

-5.5511E-17
1.1102E-16

0.0000E+00

-2.2204E-16

-8.6603E-01
8.6603E-01
-8.6603E-01
8.6603E-01
-8.6603E-01
8.6603E-01

-9.0651E-01
9.0651E-01
-9.0651E-01
9.0651E-01
-9.0651E-01
9.0651E-01

5.3779E-05
-2.0231E-04
-5.4211E-05
2.0232E-04
5.4211E-05
-2.0232E-04
-5.4211E-05
2.0232E-04
5.4211E-05
-2.0232E-04
-5.4211E-05
1.9088E-02
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ANEXA 2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI
ZERO

Anexa 2.1. Secventa din programul in Mat/ab prin care se
determina coeficientii pentru algoritmul zero

clear all;

y=load('semnal.dat'); % citire semnal de intrare
N=length(y);
c2=y(3)-(16*(y(2)+y(4))-(y(1)+y(5))-30*y(3))/72;
c0=c2-(y(5)-3*y(1)-10*y(2)+18*y(3)-6*y(4))/6;
cl=(6*y(2)-c0-c2)/4;

c(1)=c0; % determinarea coeficientilor initiali

c(2)=c1;

c(3)=c2;

fori=4:1:N % calcularea coeficientilor
c(i)=6*y(i-1)-4*c(i-1)-c(i-2);

end

save semnal_c.dat -ascii -double ¢ % salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 2.2. Rezultate obtinute la rularea programului

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:
y(k)=sin(2nk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
unde: M =120 si N=361

Erorile de reconstructie corespunzatoare esantioanelor k=30-71:

-5.4504E-09 3.9060E-08 2.7602E-07 9.4020E-08 -1.2977E-06 6.7116E-06
-1.3324E-05 2.1538E-04 1.3581E-03 2.7442E-03 1.0546E-02 5.9017E-02
-2.2285E-01 7.4314E-01 2.7071E+00 8.6691E+00 3.2629E+01 5.8779E-01
5.4464E-01 5.0000E-01 4.5399E-01 4.0674E-01 1.3107E+05 3.0902E-01
2.5882E-01 2.0791E-01 1.5643E-01 1.0453E-01 2.6844E+08 1.2246E-16
-5.2336E-02 1.7180E+10 -1.5643E-01 -2.7488E+11 -5.4976E+11 -3.0902E-01
8.7961E+12 3.5184E+13 -4.5399E-01 -5.6295E+14 -2.2518E+15 -5.8779E-01
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ANEXA 3. IMPLEMENTAREA ALGORITMILOR

1A, 1D SI 1P

Anexa 3.1. Secventa din programul in Mat/ab prin care se
determina coeficientii pentru algoritmul 1A

clear all

14

y=load('semnal.dat'); % citire semnal de intrare
N=length(y);

c2=y(3)-(y(5)-2*y(4)+Yy(3))/6;
c0=c2-2*(y(3)-y(2));

cl=(6*y(2)-c0-c2)/4;

c(1)=c0; % determinarea coeficientilor initiali
c(2)=c1;
c(3)=c2;
for i=4:1:N
c(i)= 2*(y(i)-y(i-2))+c(i-2); % calcularea coeficientilor

end

save semnal_c.dat -ascii -double c

% salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 3.2. Rezultate obtinute la rularea programului 1A

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:

unde:

y(k)=cos(2rnk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
M =12 si N=37

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

3.4295E-02
8.9316E-02
-2.4402E-01
-4.2265E-01
-1.5470E-01
8.9316E-02
-2.4402E-01
-4.2265E-01
-1.5470E-01
8.9316E-02
-2.4402E-01
-4.2265E-01
-1.0363E-02

-4,9819E-02 0.0000E+00 2.9676E-02 4.4658E-02
5.2586E-02 -1.1102E-16 -3.3763E-02 -7.7350E-02
-2.9258E-01 -3.3333E-01 -3.9570E-01 -4.4338E-01
-4.1861E-01 -3.9872E-01 -3.3226E-01 -2.5598E-01
-7.3443E-02 -4.4409E-16 2.9676E-02 4.4658E-02
5.2586E-02 -4.4409E-16 -3.3763E-02 -7.7350E-02
-2.9258E-01 -3.3333E-01 -3.9570E-01 -4.4338E-01
-4.1861E-01 -3.9872E-01 -3.3226E-01 -2.5598E-01
-7.3443E-02 1.6653E-15 2.9676E-02 4.4658E-02
5.2586E-02 6.6613E-16 -3.3763E-02 -7.7350E-02
-2.9258E-01 -3.3333E-01 -3.9570E-01 -4.4338E-01
-4,1861E-01 -3.9872E-01 -3.3226E-01 -2.5598E-01

7.5806E-02
-1.6010E-01
-4.4183E-01
-2.0592E-01
7.5806E-02
-1.6010E-01
-4.4183E-01
-2.0592E-01
7.5806E-02
-1.6010E-01
-4.4183E-01
-1.8788E-01
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Anexa 3.3. Secventa din programul in Matlab prin care se

determina coeficientii pentru algoritmul 1D

clear all;
y=load('semnal.dat'); % citire semnal de intrare
N=length(y);
c2=y(3)-(y(4)-2*y(3)+Y(2))/6;
c0=c2-y(3)+y(1);
cl=(6*y(2)-c0-c2)/4;
c(1)=c0; % determinarea coeficientilor initiali
c(2)=cl;
c(3)=c2;
for i=4:1:N
c(i)=y(i)-y(i-2)+c(i-2); % calcularea coeficientilor
end

save semnal_c.dat -ascii -double c % salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 3.4. Rezultate obtinute la rularea programului 1D

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:

y(k)=cos(2rnk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
unde: M =12 si N=37

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

1.6630E-01 2.7759E-02 0.0000E+00 -2.8690E-03 -8.1730E-03
-3.8675E-02 -4.6199E-02 -5.2831E-02 -6.6308E-02 -7.7350E-02
-7.5160E-02 -7.7918E-02 -7.7350E-02 -6.6308E-02 -5.2831E-02
-3.8675E-02 -2.2978E-02 -8.1730E-03 -2.8690E-03 2.2204E-16
1.4156E-02 8.7412E-03 0.0000E+00 -2.8690E-03 -8.1730E-03
-3.8675E-02 -4.6199E-02 -5.2831E-02 -6.6308E-02 -7.7350E-02
-7.5160E-02 -7.7918E-02 -7.7350E-02 -6.6308E-02 -5.2831E-02
-3.8675E-02 -2.2978E-02 -8.1730E-03 -2.8690E-03 0.0000E+00
1.4156E-02 8.7412E-03 2.2204E-16 -2.8690E-03 -8.1730E-03
-3.8675E-02 -4.6199E-02 -5.2831E-02 -6.6308E-02 -7.7350E-02
-7.5160E-02 -7.7918E-02 -7.7350E-02 -6.6308E-02 -5.2831E-02
-3.8675E-02 -2.2978E-02 -8.1730E-03 -2.8690E-03 0.0000E+00
1.6630E-01

-2.2978E-02
-7.7918E-02
-4.6199E-02
8.7412E-03
-2.2978E-02
-7.7918E-02
-4.6199E-02
8.7412E-03
-2.2978E-02
-7.7918E-02
-4.6199E-02
2.7759E-02

Anexa 3.5. Secventa din programul in Matlab prin care se

determina coeficientii pentru algoritmul 1P

y=load('semnal.dat'); % citire semnal de intrare
N=length(y);
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130 Anexa 3 - Implementarea algoritmilor 1A, 1D si 1P

c2=y(3)-(16*(y(2)+y(4))-(y(1)+y(5))-30*y(3))/72;
c0=c2-(y(5)-3*y(1)-10*y(2)+18*y(3)-6*y(4))/6;

c1=(6*y(2)-c0-c2)/4;
c(1)=cO;

c(2)=cl;
c(3)=c2;
for i=4:1:(N-1) % calcularea coeficientilor

c(i)=(y(i-3)-8*(y(i-2)-y(i))-y(i+1))/6+c(i-2);

end

c(N)=y(N)-y(N-2)+c(N-2);

save semnal_c.dat -ascii -double ¢

% determinarea coeficientilor initiali

% salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 3.6. Rezultate obtinute la rularea programului 1P

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:

unde:

y(k)=cos(2rnk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
M =12 si N=37

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

1.4932E-01
-9.9718E-04
-2.7422E-03
-9.9718E-04
1.2465E-03
-9.9718E-04
-2.7422E-03
-9.9718E-04
1.2465E-03
-9.9718E-04
-2.7422E-03
-9.9718E-04
1.6712E-01

1.8031E-02

-1.4428E-03
-3.0008E-03
-3.0225E-04

1.2558E-03

-1.4428E-03
-3.0008E-03
-3.0225E-04

1.2558E-03
-1.4428E-03
-3.0008E-03
-3.0225E-04

-1.1102E-16
-1.7451E-03
-2.7243E-03
2.4929E-04
7.2998E-04
-1.7451E-03
-2.7243E-03
2.4929E-04
7.2998E-04
-1.7451E-03
-2.7243E-03
2.4929E-04

5.9426E-04

-2.4306E-03
-2.4306E-03
6.8550E-04

6.8550E-04

-2.4306E-03
-2.4306E-03
6.8550E-04

6.8550E-04
-2.4306E-03
-2.4306E-03
1.1507E-03

2.4929E-04
-2.7243E-03
-1.7451E-03
7.2998E-04
2.4929E-04
-2.7243E-03
-1.7451E-03
7.2998E-04
2.4929E-04
-2.7243E-03
-1.7451E-03
4.4515E-03

-3.0225E-04
-3.0008E-03
-1.4428E-03
1.2558E-03
-3.0225E-04
-3.0008E-03
-1.4428E-03
1.2558E-03
-3.0225E-04
-3.0008E-03
-1.4428E-03
3.0829E-02
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ANEXA 4. IMPLEMENTAREA ALGORITMILOR

2A, 2D SI 2P

Anexa 4.1. Secventa din programul in Mat/ab prin care se
determina coeficientii pentru algoritmul 2A

y=load('semnal.dat');

N=length(y);
for i=1:1:(N-2) % calcularea coeficientilor
c ()=(11*y (i)-y (i+2)+2*y (i+1))/12;

end

% citire semnal de intrare

¢ (N)=y(N)-y(N-2)+c (N-2);
¢ (N-1)=(6*y(N-1)-c (N-2)-c(N))/4;

save semnal_c.dat -ascii -double ¢

% salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 4.2. Rezultate obtinute la rularea programului 24

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:
y(k)=cos(2rk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
M =12 si N=37

unde:

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

1.7424E-01
1.0666E-02
-2.6184E-02
-1.0666E-02
2.6184E-02
1.0666E-02
-2.6184E-02
-1.0666E-02
2.6184E-02
1.0666E-02
-2.6184E-02
-1.0666E-02
1.6805E-01

4.6756E-02
3.4706E-03
-2.8249E-02
-3.4706E-03
2.8249E-02
3.4706E-03
-2.8249E-02
-3.4706E-03
2.8249E-02
3.4706E-03
-2.8249E-02
-4.0126E-03

2.8009E-02

-3.8551E-03
-2.8009E-02
3.8551E-03

2.8009E-02

-3.8551E-03
-2.8009E-02
3.8551E-03

2.8009E-02

-3.8551E-03
-2.8009E-02
-4.8069E-04

2.6200E-02
-1.1119E-02
-2.6200E-02
1.1119E-02
2.6200E-02
-1.1119E-02
-2.6200E-02
1.1119E-02
2.6200E-02
-1.1119E-02
-2.6200E-02
-1.3466E-03

2.2329E-02
-1.7343E-02
-2.2329E-02
1.7343E-02
2.2329E-02
-1.7343E-02
-2.2329E-02
1.7343E-02
2.2329E-02
-1.7343E-02
-2.2329E-02
-1.1102E-16

1.7130E-02

-2.2729E-02
-1.7130E-02
2.2729E-02

1.7130E-02
-2.2729E-02
-1.7130E-02
2.2729E-02

1.7130E-02
-2.2729E-02
-1.7130E-02
2.8538E-02
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Anexa 4.3. Secventa din programul in Matlab prin care se
determina coeficientii pentru algoritmul 2D

y=load('semnal.dat'); % citire semnal de intrare

N=length(y);

c(3)=y(3)-(y(4)-2*y(3)+y(2))/6; % determinarea coeficientilor initiali

c(1)=c(3)-y(3)+y(1);

c(2)=(6*y(2)-c(1)-c(3))/4;

for i=4:1:(N-2) % calcularea coeficientilor
c(i)=y(i)-(y(i+1)-2*y(i)+y(i-1))/6;

end

c(N)=y(N)-y(N-2)+c(N-2);

c(N-1)=(6*y(N-1)-c(N-2)-c(N))/4;

save semnal_c.dat -ascii -double c % salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 4.4. Rezultate obtinute la rularea programului 2D

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:
y(k)=cos(2nk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
unde: M =12 si N=37

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

1.6630E-01 2.7759E-02 0.0000E+00 -1.8930E-03 -3.6499E-04 4.0001E-04
-2.2034E-17 -5.7028E-04 -9.9718E-04 -1.5580E-03 -1.7272E-03 -2.1283E-03
-1.9944E-03 -2.1283E-03 -1.7272E-03 -1.5580E-03 -9.9718E-04 -5.7028E-04
7.9981E-17 5.7028E-04 9.9718E-04 1.5580E-03 1.7272E-03 2.1283E-03
1.9944E-03 2.1283E-03 1.7272E-03 1.5580E-03 9.9718E-04 5.7028E-04
-1.5181E-16 -5.7028E-04 -9.9718E-04 -1.5580E-03 -1.7272E-03 -2.1283E-03
-1.9944E-03 -2.1283E-03 -1.7272E-03 -1.5580E-03 -9.9718E-04 -5.7028E-04
-1.5107E-16 5.7028E-04 9.9718E-04 1.5580E-03 1.7272E-03 2.1283E-03
1.9944E-03 2.1283E-03 1.7272E-03 1.5580E-03 9.9718E-04 5.7028E-04
2.7354E-16 -5.7028E-04 -9.9718E-04 -1.5580E-03 -1.7272E-03 -2.1283E-03
-1.9944E-03 -2.1283E-03 -1.7272E-03 -1.5580E-03 -9.9718E-04 -5.7028E-04
-2.9886E-16 4.0001E-04 -3.6499E-04 -1.8930E-03 -1.1102E-16 2.7759E-02
1.6630E-01

Anexa 4.5. Secventa din programul in Mat/ab prin care se
determina coeficientii pentru algoritmul 2P

y=load('semnal.dat');

N=length(y);
c2=y(3)-(16*(y(2)+y(4))-(y(1)+y(5))-30*y(3))/72;
c0=c2-(y(5)-3*y(1)-10*y(2)+18*y(3)-6*y(4))/6;

% citire semnal de intrare
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c1=(6*y(2)-c0-c2)/4;

¢c(1)=c0; % determinarea coeficientilor initiali

c(2)=c1;
c(3)=c2;

for i=4:1:(N-2)

end

% calcularea coeficientilor
c(i)=y(i)-(16*(y(i-1)+y(i+1))-(y(i-2)+y(i+2))-30*y(i))/72;

c(N)=y(N)-y(N-2)+c(N-2);

c(N-1)=(6*y(N-1)-c(N-2)-c(N))/4;
save semnal_c.dat -ascii -double ¢

% salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 4.6. Rezultate obtinute la rularea programului 2P

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:

y(k)=cos(2nk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
unde: M =12 si N=37

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

1.4932E-01
-2.2034E-17
-1.0417E-03
5.2225E-17
1.0417E-03
-1.2405E-16
-1.0417E-03
-1.2332E-16
1.0417E-03
2.1802E-16
-1.0417E-03
-2.4334E-16
1.6601E-01

1.8031E-02
-3.2377E-04
-1.2083E-03
3.2377E-04
1.2083E-03
-3.2377E-04
-1.2083E-03
3.2377E-04
1.2083E-03
-3.2377E-04
-1.2083E-03
1.7668E-04

-1.1102E-16
-5.2085E-04
-9.0215E-04
5.2085E-04
9.0215E-04
-5.2085E-04
-9.0215E-04
5.2085E-04
9.0215E-04
-5.2085E-04
-9.0215E-04
-6.5584E-04

6.2022E-04
-8.8455E-04
-8.8455E-04
8.8455E-04
8.8455E-04
-8.8455E-04
-8.8455E-04
8.8455E-04
8.8455E-04
-8.8455E-04
-8.8455E-04
-2.0229E-03

4.5704E-04
-9.0215E-04
-5.2085E-04
9.0215E-04
5.2085E-04
-9.0215E-04
-5.2085E-04
9.0215E-04
5.2085E-04
-9.0215E-04
-5.2085E-04
0.0000E+00

3.1579E-04

-1.2083E-03
-3.2377E-04
1.2083E-03

3.2377E-04

-1.2083E-03
-3.2377E-04
1.2083E-03

3.2377E-04
-1.2083E-03
-3.2377E-04
2.7630E-02
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ANEXA 5. IMPLEMENTAREA ALGORITMILOR
iMBUNATATITI

Anexa 5.1. Secventa din programul in Mat/ab prin care se
determina coeficientii pentru algoritmul 1D intercalat

clear all;

y=load('semnal.dat'); % citire semnal de intrare
N=length(y);

c2=y(3)-(y(4)-2*y(3)+y(2))/6;
c0=c2-y(3)+y(1);

cl=(6*y(2)-c0-c2)/4;

c(1)=c0; % determinarea coeficientilor initiali
c(2)=c1;

c(3)=c2;

fori=4:2:N % calcularea coeficientilor

c(i)=y(i)-y(i-2)+c(i-2);
c(i-1)=(6*y(i-1)-c(i-2)-c(i))/4;
end
c(N)=y(N)-y(N-2)+c(N-2);
save semnal_c.dat -ascii -double ¢ % salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 5.2. Rezultate obtinute la rularea programului 1Dij

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:
y(k)=cos(2nk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
unde: M =12 si N=37

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

1.6630E-01 2.8015E-02 2.0433E-03 3.0053E-03 1.1102E-16 -1.5453E-02
-2.3424E-02 -7.9710E-03 -5.5511E-17 -2.5987E-02 -4.5352E-02 -2.2246E-02
-1.1102E-16 -2.2246E-02 -4.5352E-02 -2.5987E-02 0.0000E+00 -7.9710E-03
-2.3424E-02 -1.5453E-02 5.5511E-17 2.5630E-03 -1.4958E-03 -1.1781E-03
1.1102E-16 -1.1781E-03 -1.4958E-03 2.5630E-03 0.0000E+00 -1.5453E-02
-2.3424E-02 -7.9710E-03 0.0000E+00 -2.5987E-02 -4.5352E-02 -2.2246E-02
0.0000E+00 -2.2246E-02 -4.5352E-02 -2.5987E-02 0.0000E+00 -7.9710E-03
-2.3424E-02 -1.5453E-02 0.0000E+00 2.5630E-03 -1.4958E-03 -1.1781E-03
2.2204E-16 -1.1781E-03 -1.4958E-03 2.5630E-03 5.5511E-17 -1.5453E-02
-2.3424E-02 -7.9710E-03 0.0000E+00 -2.5987E-02 -4.5352E-02 -2.2246E-02
-1.1102E-16 -2.2246E-02 -4.5352E-02 -2.5987E-02 0.0000E+00 -7.9710E-03
-2.3424E-02 -1.5453E-02 1.1102E-16 3.2607E-03 4.0865E-03 3.3889E-02
1.7447E-01
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Anexa 5.3. Secventa din programul in Mat/ab prin care se

determina coeficientii pentru algoritmul 1D cu pas

suplimentar

y=load('semnal.dat');

N=length(y);
c2=y(3)-(y(4)-2*y(3)+y(2))/6;
c0=c2-y(3)+y(1);

cl=(6*y(2)-c0-c2)/4;
c(1)=cO;

c(2)=cl;
c(3)=c2;

for i=4:
c(i)=y(i)-y(i-2)+c(i-2);

end

1:N

cn(1)=c(1);

for i=2:

end

N-1

cn(N)=c(N);

save semnal_c.dat -ascii -double cn

% citire semnal de intrare

% determinarea coeficientilor initiali

% calcularea primului set de coeficienti

% calcularea celui de-al doilea set de coeficienti
cn(i)=(6*y(i)-c(i-1)-c(i+1))/4;

% salvarea coeficientilor in fisier

Anexa 5.4. Rezultate obtinute la rularea programului 1Ds

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:

unde:

y(k)=cos(2rnk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
M =12 si N=37

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

1.6630E-01
1.5251E-02
3.8675E-02
1.5251E-02
1.1102E-16
1.5251E-02
3.8675E-02
1.5251E-02
2.2204E-16
1.5251E-02
3.8675E-02
1.5251E-02
1.6630E-01

2.8015E-02
2.2244E-02
3.5767E-02
1.2345E-02
-1.1781E-03
2.2244E-02
3.5767E-02
1.2345E-02
-1.1781E-03
2.2244E-02
3.5767E-02
1.2345E-02

2.0433E-03
2.9006E-02
3.1998E-02
9.6688E-03
-1.4958E-03
2.9006E-02
3.1998E-02
9.6688E-03
-1.4958E-03
2.9006E-02
3.1998E-02
9.6688E-03

4.2139E-03
3.0817E-02
3.0817E-02
3.7716E-03
3.7716E-03
3.0817E-02
3.0817E-02
3.7716E-03
3.7716E-03
3.0817E-02
3.0817E-02
4.2139E-03

9.6688E-03
3.1998E-02
2.9006E-02
-1.4958E-03
9.6688E-03
3.1998E-02
2.9006E-02
-1.4958E-03
9.6688E-03
3.1998E-02
2.9006E-02
2.0433E-03

1.2345E-02
3.5767E-02
2.2244E-02
-1.1781E-03
1.2345E-02
3.5767E-02
2.2244E-02
-1.1781E-03
1.2345E-02
3.5767E-02
2.2244E-02
2.8015E-02
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Anexa 5.5. Programul in Matl/ab prin care se implementeaza
algoritmul 2D extins

y=load('semnal.dat');
N=length(y);
c2=y(3)-(y(4)-2*y(3)+y(2))/6;
c0=c2-y(3)+y(1);
cl=(6*y(2)-c0-c2)/4;
cm1l=6*y(1)-4*c0-cl;
c(l)=cm1il;
c(2)=c0;
c(3)=c1;
c(4)=c2;
for i=4:1:(N-1)
%(i+1)=y(i)-(y(i+1)-2*y(i)+y(i-1))/6;
en
c(N+1)=6*y(N-1)-4*c(N)-c(N-1);
c(N+2)=6*y(N)-4*c(N+1)-c(N);
save semnal _c.dat -ascii -double ¢
s=zeros(1,N); %reconstructia semnalului
b13=[1/6, 2/3, 1/6];
fori=1:N
sum=0;
for k=1:3
sum=sum+c(i+k-1)*b13(k);
end
s(i)=sum;
end
m=2;
D=m*N-1;
Dc=D+6;
yi=zeros(1,D);
cc=zeros(1,Dc);
b23=[1/48, 1/6, 23/48, 2/3, 23/48, 1/6, 1/48];
fori=1:Dc-1
if (((i+1)/m)==round((i+1)/m))
cc(i+1)=c((i+1)/m);
end
end
fori=1:D
sum=0;
for k=1:7
sum=sum+cc(i+k-1)*b23(k);
end
yi(i)=sum;
end
figure;
save semnal_i.dat -ascii -double vyi
yin= load('semnal2.dat"); %eroarea de interpolare
ein=yin-yi;
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save semnal_ein.dat -ascii -double ein
figure

plot(ein);

ylabel('Amplitudine")

xlabel('Numar esantioane')
title('"Eroarea de interpolare')

Anexa 5.6. Rezultate obtinute la rularea programului 2Dext

Datele citite din fisierul ,semnal.dat” corespund semnalului:
y(k)=cos(2rnk/M), cu k=0, 1, ..., N-1
unde: M =12 si N=37

Erorile de interpolare cu factor m=2 (erori raportate):

0.0000E+00 6.9717E-03 1.1102E-16 -1.8930E-03 -3.6499E-04 4.0001E-04
-2.2034E-17 -5.7028E-04 -9.9718E-04 -1.5580E-03 -1.7272E-03 -2.1283E-03
-1.9944E-03 -2.1283E-03 -1.7272E-03 -1.5580E-03 -9.9718E-04 -5.7028E-04
7.9981E-17 5.7028E-04 9.9718E-04 1.5580E-03 1.7272E-03 2.1283E-03
1.9944E-03 2.1283E-03 1.7272E-03 1.5580E-03 9.9718E-04 5.7028E-04
-1.5181E-16 -5.7028E-04 -9.9718E-04 -1.5580E-03 -1.7272E-03 -2.1283E-03
-1.9944E-03 -2.1283E-03 -1.7272E-03 -1.5580E-03 -9.9718E-04 -5.7028E-04
-1.5107E-16 5.7028E-04 9.9718E-04 1.5580E-03 1.7272E-03 2.1283E-03
1.9944E-03 2.1283E-03 1.7272E-03 1.5580E-03 9.9718E-04 5.7028E-04
2.7354E-16 -5.7028E-04 -9.9718E-04 -1.5580E-03 -1.7272E-03 -2.1283E-03
-1.9944E-03 -2.1283E-03 -1.7272E-03 -1.5580E-03 -9.9718E-04 -5.7028E-04
-2.9886E-16 5.7028E-04 9.9718E-04 1.3421E-03 0.0000E+00 -2.2230E-03
0.0000E+00

BUPT



ANEXA 6. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 2D

PE UN PROCESOR NUMERIC DE SEMNAL

Anexa 6.1. Fisierul header ach_red _5416cfg.h
/* INPUT ach_red_5416.cdb */
#define CHIP_5416 1

/* Include Header Files */
#include <std.h>

#include <swi.h>

#include <tsk.h>

#include <log.h>

#include <csl_mcbsp.h>

#ifdef __ cplusplus
extern "C" {
#endif

extern SWI_Obj KNL_swi;

extern TSK_Obj TSK_idle;

extern TSK_Obj Program_Principal;

extern LOG_Obj LOG_system;

extern MCBSP_Config mcbspCfgO0;

extern MCBSP_Handle C54XX_DMA_MCBSP_hMcbsp;
extern void CSL_cfglInit();

#ifdef __cplusplus
¥
#endif /* extern "C" */

Anexa 6.2. Fisier de comenzi (secvente)

/* INPUT g_s_tab_5416.cdb */
/* MODULE GBL */

SECTIONS {
.vers (COPY): {3} /* version information */
b
-priority
-linkrtdx.a54f
-Idrivers.a54f /* device drivers support */
-Isioboth.a54f /* supports both SIO models */
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-Ibios.a54f /* DSP/BIOS support */

-Irtdx_ext.lib /* RTDX support */

-lcsl5416x.lib

-Irts_ext.lib /* C and C++ run-time library support */

/* MODULE MEM */
-stack 0x100

MEMORY {
PAGE 1: USERREGS: origin = 0x60, len = Ox1la
PAGE 1: BIOSREGS: origin = 0x7c, len = 0x4
PAGE 1: CSLREGS: origin = 0x7a, len = 0x2
PAGE 0: VECT: origin = 0x7f80, len = 0x80
PAGE 1: IDATA: origin = 0x80, len = 0x7000
PAGE 0: IPROG: origin = 0x7080, len = 0xf00
PAGE 1: DARAM47: origin = 0x8000, len = 0x8000
PAGE 0: SARAMO03: origin = 0x28000, len = 0x8000
PAGE 0: SARAMA47: origin = 0x38000, len = 0x8000

b

/* MODULE CLK */

SECTIONS {
.clk: {

_CLK_start = _CLK_startNOPRSC;

CLK_F_isr = CLK_F_isr54x;

CLK_F_gethtime = CLK_F_getshtime;

CLK_A_TABBEG = .;

*(.clk)

CLK_A_TABEND =

CLK_A_TABLEN = ( - CLK_A_TABBEG) / 1;
} > IDATA PAGE 1

_CLK_PRD = CLK_PRD;
_CLK_COUNTSPMS = CLK_COUNTSPMS;
_CLK_REGS = CLK_REGS;
_CLK_USETIMER = CLK_USETIMER;
_CLK_TIMERNUM = CLK_TIMERNUM;
_CLK_TCR = CLK_TCR;

_CLK_TDDR = CLK_TDDR;

/* MODULE PRD */
SECTIONS {
.prd: {
PRD_A_TABBEG = .;
/* no PRD objects */
PRD_A_TABEND = .;
PRD_A_TABLEN = (. - PRD_A_TABBEG) / 8;
} > IDATA PAGE 1
¥

/* MODULE RTDX */
_RTDX_interrupt_mask = 0x0;
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.gio:  {} > IDATA PAGE 1
.Program_Principal$stk: {
*(.Program_Principal$stk)
} > IDATA PAGE 1

.stack: fill=0xbeef {
GBL_stackbeg = .;
*(.stack)

GBL_stackend = ((GBL_stackbeg + 0x100 - 1) & Oxfffe) ;

_HWI_STKBOTTOM = GBL_stackend;
_HWI_STKTOP = GBL_stackbeg;
} > IDATA PAGE 1

.rtdx_data: {} > IDATA PAGE 1

TSK_idle$stk: {
*(.TSK_idle$stk)

} > IDATA PAGE 1

.hst: {

HST_A_TABBEG = .;

_HST_A_TABBEG = .;

/* no HST objects */

HST_A_TABEND = .;

_HST_A_TABEND = .;

HST_A_TABLEN = (. - _HST_A_TABBEG) / 5;

_HST_A_TABLEN = (. - _HST_A_TABBEG) / 5;
} > IDATA PAGE 1

.dsm: {} > IDATA PAGE 1
.tsk: {

*(.tsk)
} > IDATA PAGE 1

.rtdx_text: {} > IPROG PAGE 0
.bios:.norptb: {} > IPROG PAGE 0
.gblinit:  {} > IPROG PAGE 0
.cinit:  {} > IPROG PAGE 0
.pinit: {3} > IPROG PAGE 0

text: {3} > SARAMO3 PAGE 0
.sysinit:  {} > SARAM03 PAGE 0
frt: {3} > SARAMO3 PAGE 0
.trcdata:  {} > SARAMO3 PAGE 0
.bios: {} > SARAMO03 PAGE 0
.switch: {} > SARAM03 PAGE 0
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Anexa 6.2. Programul sursa (in C) - algoritmul 2D pentru
reconstructia semnalului - reconstr_5416.c

REDUS

LA CNA

#INCLUDE "ACH_RED_5416CFG.H"
#INCLUDE "DSK5416.H"
#INCLUDE "DSK5416_PCM3002.H"
DSK5416_PCM3002_CONFIG SETUP = {
0XO01FF, // SET-UP REG 0 - ATENUARE CANAL CAN STANGA
OXO01FF, // SET-UP REG 1 - ATENUARE CANAL CAN DREAPTA
0X0002, // SET-UP REG 2 - PROGRAMARE CIA IN REGIM DE CONSUM

0X0000 // SET-UP REG 3 - FORMAT DATE CIA
/* PROGRAMPRINCIPAL() */
VOID PROGRAMPRINCIPAL()
{
DSK5416_PCM3002_CODECHANDLE HCODEC;
#DEFINE N 3 /* ORDINUL B-SPLINE */
INT16 OUTPUT;
INT16 INPUT[N];
INT16 COEF[N+1];
INT16 INTRARE;
INT16 IESIRE;
// INITIALIZARE CODEC
HCODEC = DSK5416_PCM3002_OPENCODEC(0, &SETUP);
DSK5416_PCM3002_SETFREQ(HCODEC, 48000);
//PROGRAMUL DE PRELUCRARE DE SEMNAL
WHILE(1)
{
WHILE (IDSK5416_PCM3002_READ16(HCODEC, &INTRARE));
//CITIRE DE LA CAN
INPUT[0]=INTRARE;
COEF[1]=INPUT[1]-(INPUT[O]-INPUT[1]-INPUT[1]+INPUT[2])*0.16667;
OUTPUT=COEF[1]*0.16667+COEF[2]*0.66667+COEF[3]*0.16667;
COEF[3]=COEF[2];
COEF[2]=COEF[1];
INPUT[2]=INPUT[1];
INPUT[1]=INPUT[O];
IESIRE=OUTPUT;
//PRELUCRARE SEMNAL
WHILE (IDSK5416_PCM3002_WRITE16(HCODEC, IESIRE));  //SCRIERE

b

>

VOID MAIN()

{

// INITIALIZARE DSK
DSK5416_INIT();

b
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