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Rezumat,  
Lucrarea se adresează tuturor celor interesaţi a cunoaşte 
aspectele principale legate de analiza și sinteza mecanismelor 
care au în structura lor cuple cinematice altele decăt cele uzuale 
(rotaţie, translaţie, cama sau roata dinţată) anume cuple de tip 
centroidal (rostogolire sau înfășurare). Se prezintă metode de 
sinteză a unei cuple cinematice de tip centroidal, metode de 
sinteză a unui mecanism care are în structura sa o cupla 
cinematică de tip centroidal și de asemenea se prezintă metode 
de analiză a acestor tipuri de mecanisme. Există de asemenea un 
capitol unde sunt expuse o serie de aplicaţii care pot fi rezolvate 
folosind mecanisme de tip centroidal, de exemplu linearizarea 
scării de citire a unui aparat de măsura, compensarea de forţe, 
transmisii de precizie, oscilaţii pe unghiuri mai mari de 360o. 
 Lucrarea se încheie cu contribuţiile personale ale 
autorului alaturi de câteva concluzii legate de acest tip de 
mecanisme. 
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INTRODUCERE 
 

 
 Dezvoltarea societăţii umane evoluează în direcţia electronicii și 

calculatoarelor. Practic se face trecerea de la sisteme de control mecanice la sisteme 

de control electrice, cu logică pe bază de cablaj, și mai departe la sisteme 

computerizate cu logică programabilă. Cu toate acestea pe lângă partea de control 

există și partea de acţionare unde predomină componenta mecanică care asigură 

transmiterea mișcării în mod favorabil. Definiţia spune că mecanismul este o parte a 

unui sistem mecanic (mașină sau aparat) cu rolul de a transmite/transforma 

mișcarea și/sau forţa.  

 Așadar mecanismele sunt o parte componentă pentru orice tip de 

mecanizare sau automatizare a unui proces sau flux tehnologic.  

 Pentru a dezvolta sisteme mecanice noi, cu precizie mai bună, cu costuri 

mai mici sau cu fiabilitate mai ridicată este necesar ca proiectantul sa cunoască 

temeinic posibilitatile pe care le ofera anumite tipuri de mecanisme.  

 De asemenea „uneltele” de care dispune proiectantul pentru a crea 

mecanisme noi, sau a dezvolta mecanisme existente trebuie să fie de așa natură 

încât acestea să permită precizie maximă și timp de realizare minim. În acest sens 

s-a observat o orientare accentuata a proiectării catre sisteme CAD (Computer 

Aided Design) și FEA (Finite Element Analysis). Aceste „unelte” software împreună 

cu alte programe de calcul numeric pot produce un rezultat bun în un timp scurt.  

 Cu toate acestea nu este de neglijat fenomenul fizic, adică ce se întamplă în 

realitate, pentru că aceste programe de calculator prelucrează doar datele introduse 

de catre proiectant. De aceea este imperios necesară și o bună cunoaștere a 

modelului matematic dupa care funcţionează mecanismul. 

 Dacă de multe ori modelul matematic care simuleaza funcţionarea 

mecanismului, sau ecuaţiile analitice care descriu unele curbe sunt foarte complicate 

se pot folosi metode numerice, iterative pentru simularea și rezolvarea cu precizie 

suficient de mare acestor probleme. 

 Așadar, folosind mijloacele de calcul actuale se pot rezolva pe cale numerică 

majoritatea problemelor de analiză-sinteză pe care le ridică orice mecanism.  

BUPT



10  Introducere 

 Urmatoarea lucrare iși propune să rezolve unele aspecte legate de analiza și 

sinteza mecanismelor care au in componenţă cuple de tip centroidal folosind metode 

numerice. 

  În cazul ecuaţiilor care descriu aceste mecanisme cu cuple de tip centroidal 

(înfășurare sau rostogolire) apar integrale datorită condiţiilor de rostogolire pură 

între două elemente. 

 Lucrarea va demonstra că este mult mai ușor de a folosi metode numerice 

decât manipularea unor ecuaţii integro-diferenţiale pentru a rezolva problemele de 

analiză sau sinteză.  
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1. STADIUL ACTUAL AL CERCETĂRILOR ÎN 
DOMENIUL MECANISMELOR CENTROIDALE 

 
 
 Mecanismele cu cuple de tip centroidal au apărut ca o „evoluţie” a 
mecanismului patrulater articulat Fig 1.1 în care una sau mai multe din cuplele de 
rotaţie a fost înlocuită cu cuple de înfasurare sau de rostogolire. 
 Cauza principală a acestei „evolutii” este faptul că unui element al unui 
mecanism patrulater articulat i se poate impune trecerea printr-un număr de  
maximum de 5 puncte/pozitii de precizie. Bazându-se pe urmatoarea teorema, 
enunţată de Perju în teza sa de doctorat [P1], conform căreia  
  
 „Orice curbă plană poate fi aproximată printr-un număr oricât de mare de 
 puncte de o curbă ruletă a altor două curbe plane, dintre care una poate fi 
 aleasă în mod convenabil„ 
 
un mecanism care are cuple centroidale în construcţia sa, ar putea reproduce o 
curbă în un numar oricât de mare de puncte de precizie. 
 

 
 

Fig 1.1 Mecanism patrulater cu element motor rotativ sau oscilant  
( l=elementul cel mai lung; s=elementul cel mai scurt; p,q=elementele intermediare 

conform Teoremei lui Grashof) 
 

Astfel de mecanisme cu cuple centroidale sunt prezentate în Fig 1.2, caz în 
care apare o cupla centroidală de rostogolire, şi în Fig 1.3, caz în care apare o cuplă 
centroidală de infaşurare. Mecanismele care contin în structura lor cuple centroidale 
de rostogolire sunt denumite şi mecanisme cu bare rulante. Legatura între cuplele 
centroidale de înfaşurare şi cuplele centroidale de rostogolire este faptul că daca se 
consideră unul dintre cele doua profile, care se rostogolesc, o linie dreaptă se obtine 
o cupla de înfaşurare. Linia dreapta se materializează prin o bandă sau un fir flexibil 
şi inextensibil întins, tensionat care se înfaşoara şi respectiv desfăşoară pe/de pe 
elementul profilat. În cazul cuplelor de rostogolire contactul dintre cele doua profile 
se menţine prin două benzi sau fire flexibile şi inextensibile fixate în diagonală pe 
cele doua profile. De asemenea benzile au rolul de a asigura eliminarea alunecării 
dintre cele doua profile. O cuplă cinematică centroidală este considerată o cuplă 
superioară de clasa a V-a alta decât cupla de rotaţie sau de translaţie.  
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12   Cap.1 Stadiul Actual al cercetărilor în domeniul mecanismelor centroidale 

Miscarea de rostogolire pură a centroidei mobile (c ) peste cea fixă ( 0c ) 
conduce la reproducerea teoretică de catre punctul M al centroidei mobile a oricărei 
curbe date într-un anumit domeniu printr-o curba de ruletă (m). 

Desigur apar şi restricţii din considerente tehnologice de realizare a profilului 
uneia dintre centroide, una dintre ele fiind impusă. Rostogolirea pură între cele două 
profile este asigurată prin intermediul unor fire (f), care sunt solidarizate de 
capetele opuse ale profilelor, iar contactul lor trebuie să fie asigurat de sistemul de 
forţe. Modificarea permanentă a centrului instantaneu de rotaţie, cât şi a lungimii 
instantanee (BBo), determină un mecanism articulat cu elemente de lungime 
instantanee variabilă (in cazul prezentat (fig 1.2) sunt variabile lungimile 
elementelor 1 şi 4). Existenţa unor elemente de lungime instantanee variabilă în 
structura unui mecanism, oferă posibilitatea reproducerii oricărei traiectorii sau 
funcţii într-un anumit domeniu. Aceste mecanisme au avantajul că frecarea şi uzura 
dintre centroida mobila (c) si centroida fixă (c0) sunt mici si deci mecanismul işi 
pastrează în timp precizia geometrică [L3]. 
 

1

ω
2

2

A0

A

y
3

(f)

B 0

x

(c )0

(m) M

(c)B

4

 
Fig 1.2 Mecanism patrulater articulat cu bare rulante 

(cuple de rostogolire) 
 

A

4

2

ϕ1

O 1O ψ

3
B

2

 
Fig 1.3   Mecanism patrulater articulat cu element flexibil şi inextensibil 

(cuple de înfășurare) 
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O structură reprezentativă a mecanismelor cu element de lungime variabilă 
o reprezintă mecanismul cu element flexibil de lungime instantanee variabila (fig 
1.3).  Acest mecanism este un mecanism patrulater, care conţine ca element condus 
un element de tip roată necirculară (3) şi ca bielă  un element flexibil şi inextensibil 
(2). Elementul flexibil se va înfaşura/desfaşura pe/de pe roata necirculară formând o 
cuplă cinematică de clasa a-V-a superioară. 

Aceste mecanisme sunt relativ uşor de realizat. Tensionarea firului flexibil, 
respectiv asigurarea contactului dintre centroida mobilă de tip dreaptă cu centroida 
fixă trebuie realizată pe cale constructivă sau cu ajutorul unor forţe auxiliare. 
Datorită acestei condiţii se obţine un mecanism fără jocuri în cuplele cinematice. 
 
 
 1.1 Generarea mişcării plane cu ajutorul 
centroidelor [M1] 
 
 Se consideră doua plane în mişcare P1 si P2. Centrul instantaneu de rotaţie al 
mişcării (1,2) este I12, identic cu centrul instantaneu de rotaţie I21 al mişcării inverse 
(2,1). 
 În timpul mişcării cu un parametru, coordonatele punctului I, faţă de fiecare 
dintre cele doua plane P1 si P2, sunt în funcţie de un singur parametru. Punctul I 
descrie deci o curbă (Γ1) în planul P1 şi o curbă (Γ2) în planul P2. Aceste curbe se 
numesc centroide. 
 Deoarece, aşa  cum se va demonstra mai jos, cele doua centroide se 
rostogolesc fără alunecare una pe alta, se obişnuieşte în mecanică, unde unul din 
plane este fix, să fie denumite bază şi rostogolitoare. 
 Se consideră planul 3 legat de punctul A, care coincide în orice moment cu 
centrul instantaneu de rotaţie I. Punctul A este fix în planul 3 şi va purta indicele 3, 
adică se scrie A3. 
 

(G )1

C1
I31

W1 v     =uW12P1

A

I12

P 2

C2
I32

W2 v     =uW21 (G )2

u=v    =vA31 A32

3

 
Fig. 1.4 Generarea mişcării plane cu ajutorul centroidelor 
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 În timpul mişcării celor trei plane, punctul A3 descrie faţă de planul 1 
centroida (Γ1) cu viteza  

AIv AA
31

3131 ×=ω  
şi faţă de planul 2, centroida (Γ2) cu viteza  

AIv AA
32

3232 ×=ω . 
 Scriind relaţia dintre vitezele unghiulare 

123231 ωωω +=  
şi luând momentele în A, rezultă: 

AIAI AA
3231

3231 ×=× ωω  
adică 

uvv AA == 3231  
 Egalitatea vitezelor arată că cele două centroide se rostogolesc fară 
alunecare una peste alta, deoarece arcele parcurse în timpuri egale sunt egale. [M1] 
 

 
Fig.1.5 Mecanism cicloidal pentru ghidaj rectiliniu tip Cebisev 
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 Dacă centroida mobilă este un cerc (Γ), iar centroida fixă o dreapta (T), 
punctele planului mobil B şi C descriu cicloidele scurtate (Γb) si (Γc), iar punctul O 
descrie o dreaptă, Fig.1.5. 
 Realizarea mişcării rectilinii a punctului O se poate obţine facând ca bara BC 
să se sprijine pe punctele B şi C pe cicloidele scurtate (Γb) şi (Γc). 
 Deoarece cicloidele (Γb) şi (Γc) se pot înlocui cu suficientă aproximaţie pe o 
oarecare porţiune cu două arce de cerc având centrele în A şi D, se realizează un 
mecanism patrulater ABCD, la care punctul O, mijlocul laturii BC, descrie practic o 
dreaptă. [M1] 
 În cazul mecanismului antiparalelogram din Fig.1.6, centroida fixa si 
centroida mobilă sunt doua elipse egale. În timpul functionării mecanismului cele 
doua elipse se rostogolesc una peste alta fară alunecare [M1]. 

 
Fig.1.6 Mecanism antiparalelogram 

 
 
 1.2 Stadiul actual al cercetării în cazul 
mecanismelor cu cuple de tip centroidal 
 

Cercetători reprezentativi în acest domeniu sunt Hain, Luck, Perju, Modler, 
Mesaros, Lovasz, Wadewitz. Datorită faptului că aceste mecanisme presupun 
existenţa unor elemente de lungime instantanee variabile, iar aparatul matematic 
care descrie fenomenul este destul de greu de prelucrat, in forma analitica, odata cu 
apariţia metodelor numerice s-a dezvoltat şi domeniul mecanismelor de tip 
centroidal. Majoritatea lucrărilor sunt apărute în a doua jumatate a secolului XX şi 
începutul de secol XXI. 

Astfel în [H1] şi [H2], lucrări apărute în 1953 respectiv 1954, Hain propune 
folosirea de mecanisme cu 6 elemente în care să apară elemente de tip bandă. El 
specifică despre acestea ca sunt „Zugmittel” adica elemente de tracţiune. În fig 1.7 
Hein prezintă o sistematizare a mecanismelor cu 6 elemente bazată pe mecanismul 
tip Watt. 
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Fig 1.7 Sistematizare a mecanismelor cu bare şi elemente flexibile cu 6 elemente 

[dupa Hain] 
 

De asemenea Hain susţine folosirea acestui tip de mecanisme în domenii precum 
agricultura din cauza usurinţei de materializare a cuplelor, mecanismul totodata 
realizand mişcări complexe. Datorita existenţei elementului de tip bandă erorile de 
manufacturare precum paralelismul sau perpendicularitatea se elimina cu usurinţă. 

Un alt aspect pe care îl sugereaza Hain este faptul că sinteza acestui tip de 
mecanisme se poate realiza folosind mecanisme echivalente ale caror procedură de 
sinteză sa fie cunoscută, de exemplu mecanisme cu bare sau mecanisme cu camă. 

În [H3] şi [H4] Hain propune echilibrarea momentului produs de o greutate 
cu momentul produs de forţă elastică din un arc, ca aplicatie pentru mecanismele cu 
cuple de tip centroidal aşa cum este ilustrat în Fig1.8. Acest lucru se realizează prin 
profilarea corespunzătoare a elementului de înfăşurare. 

 
Fig 1.8 Echilibrarea momentelor cu un mecanism de tip centroidal 
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În [H8] Hain propune doua mecanisme de tip patrulater în care se înlocuiesc 
două cuple de rotaţie cu cuple de înfaşurare. Cele două mecanisme sunt proiectate 
în aşa fel incât ele sa conducă un punct pe o dreaptă. În cazul primului mecanism se 
foloseşte un profil circular pentru cupla neadicaenta elementului fix, aşa cum este 
ilustrat in Fig 1.9. 
 

 
 

Fig 1.9. Mecanism centroidal pentru conducerea unui punct pe 
o curbă dată (o dreaptă) cu profilul neadiacent elementului fix un cerc. 

 
In Fig. 1.9 s-a notat cu  
 α  profilul circular neadiacent elementului fix,  
 α01..05  evolventa curbei α în poziţiile 01..05 
 β profilul necircular aparţinând elementului fix 
 β0 evolventa curbei β 
Datorită faptului că banda constituie un element de tracţiune, mecanismul se 
menţine desmodrom datorită existentei unui arc elicoidal între manivelă şi bielă. 
 

 
Fig 1.10 Mecanism centroidal pentru conducerea unui punct pe 

o curbă dată (o dreaptă) cu profilul apartinând elementului fix un cerc. 
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În cazul celui de-al doilea mecanism propus de Hain în [H8] profilul 
neadiacent elementului fix este o curbă necirculară, iar profilul aparţinând bazei este 
circular. Acesta este prezentat în Fig 1.10 şi se notează cu  
 α  profilul necircular neadiacent elementului fix,  
 α0 evolventa curbei α 
 β profilul circular aparţinând elementului fix 
 β01..05 evolventa curbei β în poziţiile 01..05 
 
 În [L1] se tratează problema mecanismelor de tip centroidal prin prisma 
teoriei lui Burmester. Se demonstrează că un mecanism centroidal poate asigura 
trecerea prin mai multe puncte de precizie dacă se profilează în mod corespunzător 
elementul necircular. De asemenea se demonstrează că un mecanism centroidal 
este un caz particular al unui mecanism patrulater articulat.  

În [L2] se prezintă o posibilă aplicaţie a mecanismelor de tip centroidal, o 
macara la care, cu ajutorul unui mecanism centroidal, se asigura retragerea 
cârligului pe o linie dreapta, v. Fig 1.11. Punctul caracteristic este notat cu K1 în 
poziţia extins si cu K2 in poziţia retras. Acesta descrie o linie dreaptă cu aproximaţie.  
 Se putea realiza şi o linie dreapta cu precizie mai mare doar că în cazul 
acesta s-a folosit un profil circular cu centrul in Aj. Poziţia extinsă demonstrează 
pozitia de lucru, iar poziţia retrasă reprezintă poziţia în care se va afla cârligul atunci 
când vehiculul se deplasează de la o locaţie la alta. 
 În Fig 1.12 se prezintă aspecte legate de sinteza unui mecanism patrulater 
centroidal folosind o diada deschisa. Apar doua ipostaze, prima ilustrată în Fig 1.12 
a) când de diada se leagă elementul profilat care la rândul sau este legat de 
elementul fix prin un element de tip bandă,şi cea de-a doua ipostaza ilustrata in 
Fig1.12 b) când  
 

 
Fig 1.11 Mecanism centroidal care generează o linie dreaptă la cârligul unei 

macarale 
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Fig 1.12 Aspecte legate de sinteza mecanismului patrulater centroidal 

 
elementul profilat este legat de elementul fix, legatura între elementul profilat şi 
diadă facându-se prin un element de tip bandă. 
 O altă lucrare în care se prezintă aspecte despre conducerea unui punct pe o 
traiectorie este [M1].  
 O primă metodă ar fi folosirea cilindrilor hidraulici controlaţi de un calculator, 
situaţie prezentată în Fig 1.13a. În cazul acesta există mai multe configuraţii în care 
se pot instala cilindrii pe o diadă deschisă, cazuri ilustrate în aceiasi figură. 
 A doua metodă, cand se folosesc elemente profilate pentru realizarea 
traiectoriei. Se montează un element profilat în articulaţia M a diadei, şi un element 
profilat pe elementul fix, legatura dintre ele fiind realizată prin intermediul unui fir 
flexibil şi inextensibil, caz prezentat în Fig 1.13b.  
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A treia metodă este dacă se elimina elementul profilat de pe elementul fix, 
legatura dintre elementul fix şi elementul profilat legat de diadă realizandu-se prin 
intermediul unui fir flexibil. Această situaţie este prezentată în Fig 1.13c. 
 

 
Fig 1.13 Metode de conducere a unui punct pe o traiectorie 

 
O abordare asemanatoare o are Modler şi Luck în [M2] pentru realizarea 

unui mecanism care conduce un element în mai multe poziţii impuse. 
 

În [P3] se prezintă o metodă de sinteză a mecanismelor cu element flexibil 
utilizate ca mecanisme generatoare de funcţii. Se arata că mecanismul cu element 
flexibil rezultă ca un transformat izocinetic al unui „mecanism primar” care conţine o 
cuplă cinematică superioară de cls. IV (de tip mecanism cu camă) desenat cu linie 
punctată în Fig 1.14.  

Prima etapă a sintezei mecanismului cu element flexibil, desenat in Fig 1.14 
cu linie continuă, o constituie sinteza mecanismului primar care se realizează prin 
metode clasice. În cea de-a doua se determină evolutele curbelor-profil ale cuplei 
cinematice de cls. IV din mecanism. 

Mecanismul cu element flexibil generator de funcţiuni se poate obţine sub 
forma unui mecanism patrulater articulat având una din cuple realizată sub forma 
unei cuple cinematice superioare de clasa V.  
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Fig.1.14 Mecanism izocinetic al unui mecanism cu cuplă de cls IV superioară 

 

 
Fig 1.15 Variante de mecanisme de tip centroidal 

a,b – mecanisme generatoare de traiectorie 
c – mecanism generator de funcţiuni 

d – mecanism de poziţionare 
 

Lucrarea [P4] este o continuare a lucrării [P3]. Se prezintă diferite 
modalitaţi de realizare a mecanismelor cu elemente de lungime instantaneu 
variabilă, care au în structură cuple cinematice de clasa a V-a superioare. Aceste 
mecanisme pot reproduce orice lege de mişcare, asemănător mecanismelor cu 
camă. Ele pot fi folosite ca mecanisme generatoare de traiectorii Fig.1.15 a şi b, 
mecanisme generatoare de funcţiuni Fig. 1.15 c sau mecanisme de poziţionare 
Fig.1.15 d. Numărul de puncte de precizie în care aceste mecanisme pot reproduce 
o lege de mişcare este mai mare decât în cazul mecanismului patrulater articulat. 
Totodată mecanismul patrulater articulat este un caz particular al mecanismului de 
tip centroidal, cand evoluta E se reduce la un punct, adica evolventa e este un cerc. 
De asemenea în lucrare se prezintă modelul matematic pentru sinteza 
mecanismului. Forma ecuaţiilor obţinute în mod analitic este dificil de prelucrat, de 
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aceea autorul propune o abordare bazată pe metode numerice şi calcul 
computerizat. 

Lucrarea [P6] prezintă o metodă de analiză a mecanismelor cu cuple de tip 
centroidal. Autorul susţine că o rezolvare analitică a problemelor de analiză este 
realizabilă doar în unele cazuri specifice. Problema analizei poziţionale se face 
folosind mişcarea inversă a mecanismului, la fel cum se face şi în cazul 
mecanismelor cu camă. Din cauza dificultăţilor întâmpinate în determinarea 
ecuaţiilor evolventelor roţilor necirculare se poate folosi metoda creşterilor finite, 
aşa cum se arată în lucrare. Pentru aceasta trebuie cunoscută pozitia de start. 
Procesul este neliniar iar soluţiile nepotrivite trebuiesc eliminate folosind un eventual 
program de calcul automatizat. Distribuţia de viteze şi acceleratii poate fi 
determinată cu uşurinţă, pe bază de un mecanism instantaneu izocinetic, sau 
folosind o camă fictivă izocinetică. Prin această metodă apar ecuatii lineare care se 
rezolvă relativ uşor. În Fig.1.16 se prezintă cama fictivă după care se face analiza 
mecanismului cu cuplă de tip centroidal. 
 

 
Fig.1.16 Construcţia camei fictive 

 
Se notează cu 1 elementul profilat care împreună cu firul l care se 

înfăşoară/desfăşoară pe elementul profilat formeaza cupla de înfaşurare care se 
noteaza cu A. Astfel se formeaza mecanismul patrulater cu cupla de înfaşurare notat 
cu O1ABO2. Dacă se imprimă o mişcare inversă mecanismului şi se observă 
traiectoria punctului B, atunci acesta descrie o curbă evolventă a curbei profilului 
elementului 1, obţinându-se curba trasată cu linie punctată şi notată cu i1.  
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În acelaşi timp se poate consideră mecanismul virtual cu camă în forma 
următoare: O2B este considerat drept tachet, iar profilul camei este descris de curba 
i1, curbă a carei evolută este E1, adica profilul necircular din cupla centroidală.  
Se observă că în ambele cazuri punctul B descrie aceeaşi curbă i1 deci mecanismele 
sunt echivalente dacă se ia în considerare traiectoria pe care o descrie punctul B. 
 

 
Fig.1.17 Mecanism Roată dinţată – cremalieră 

 

 
Fig.1.18 Mecanism cu element flexibil echivalent 

 
În [M8] autorul propune înlocuirea unui mecanism roată dinţată – 

cremalieră, ilustrat în Fig.1.17 cu un mecanism cu element flexibil de înfăşurare, 
ilustrat în Fig.1.18. În cazul mecanismului cu roata dintata rostogolirea pură se 
asigură prin existenţa dinţilor iar în cazul mecanismului echivalent, rostogolirea pură 
se asigură prin o cuplă de infăşurare. Avantajele unei asemenea cuple constau în 
faptul că uzura scade, şi astfel mecanismul efectueaza corect funcţia de transmitere. 
Un alt avantaj al cuplei de înfăşurare constă în faptul că se elimină jocul dintre 
flancul dinţilor roţii dinţate şi flancul dinţilor cremalierei. 
 
 De asemenea mecanismele cu fir flexibil si inextensibil se pot folosi cu 
succes în robotică, aşa cum arată Soetebier în lucrarea sa [S1]. Se porneşte de la 
mişcarea în plan aşa cum se arată în Fig.1.19, şi pentru a asigura cele trei mişcări în 
plan, doua translaţii dupa axe reciproc perpendiculare şi o rotaţie după o axă 
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perpendiculară pe planul determinat de axele de translaţie, se folosesc 4 role de 
înfăşurare. Un panou de comanda pe bază de calculator/PLC/microcontroler este 
folosit la controlul mişcărilor celor patru role. 
 

 
Fig.1.19 Robot paralel plan cu 3 grade de libertate  

 

 
Fig.1.20 Robot paralel cu fire de tip FALCON 

 
În Fig.1.20 se trece la o structură care asigură pozitionare în spatiu, folosind 

aceleasi role acţionate şi controlate de un panou de comandă. Pentru a asigura 
miscarea în cele 3 plane şi menţinerea tensionată a firelor se foloseşte un element 
de tip bară, rezistent la solicitare de tip compresiune. 

O mare problemă a firelor este rezistenţa la compresiune care tinde la zero, 
sau cu alte cuvinte „e imposibil sa împingi un fir de aţa”. Pentru a rezolva această 
problemă în [S1] se prezintă o soluţie pe bază de „ţevi înfaşurabile” sau Lapprohr, în 
limba germană de specialitate, Storable Tubular Extendible Member sau STEM în 
limba engleză de specialitate. Acestea sunt benzi late şi subţiri din oţel sau alte 
materiale care dacă se desfasoară işi schimbă forma realizând un tub, sau ţeava, 
asa cum se arată în Fig.1.21. În mod normal, ele se depozitează sub formă de rolă 
de bandă înfăşurată. Odată desfăşurate aceste benzi devin rezistente la 
compresiune, tocmai datorită noii structuri pe care o realizează, adică tub. 
Iniţial acest tip de structură a fost dezvoltat pentru industria aerospaţială, şi anume 
pentru construirea antenelor la un satelit canadian numit Alouette, antenele erau de 
fapt ţevi înfăşurabile înfăşurate, pentru a încapea în spatiul compact pe care îl 
oferea racheta purtătoare, care au fost ulterior desfasurate, două antene ajungând 
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la lungimea de 22m. În Fig.1.21 se prezintă două tipuri de ţevi înfăşurabile, cu 
înfăşurare pe interiorul sau pe exterioul benzii sau cu desfăşurare din interiorul rolei 
cu bandă. 

 
Fig.1.21 Modalitati de formare a STEM 

 

 
Fig.1.22 Robot paralel cu elemente STEM 
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În Fig.1.22 se prezintă doua soluţii pentru un robot paralel pe baza de 
STEM. În ambele cazuri se foloseşte o structură plană formată din doua role 
motoare care determina poziţionarea corespunzatoare a punctului caracteristic C. În 
primul caz se folosesc două astfel de structuri plane rezultând un grad de mobilitate 
F=4. În cel de-al doilea caz se folosesc 3 structuri plane rezultand un grad de 
mobilitate F=6. 
 

 
Fig.1.23 Robot paralel IPAnema 

 
În [I1] se prezintă un robot paralel dezvoltat de Fraunhofer IPA din 

Stuttgart. Robotul este ilustrat în Fig.1.23. Acesta are 6 grade de libertate la 
efectorul final. Actionarea acestuia se face cu ajutorul a 8 motoare cuplate cu role 
pe care sunt înfăşurate elemente de tip fir flexibil si inextensibil. 

Un alt cercetător cu preocupări în domeniu este Wadewitz. Acesta prezintă 
în teza sa de doctorat [W1] exemple de mecanisme patrulatere articulate de tip 
centroidal și metode de analiză pentru acestea. 

De asemenea Lovasz desfășoara cercetări în domeniul mecanismelor cu 
cuple de tip centroidal. Acestea sunt materializate în teza sa de doctorat [L3] dar și 
în lucrări știinţifice. Printre altele acesta realizează o sistematizare a mecanismelor 
patrulatere articulate care au în componenţă cuple cinematice de tip centroidal, 
generalizarea teoremei lui Grashof sau diverse aplicaţii care se pretează a fi 
rezolvate prin intermediul mecanismelor de tip centroidal. 
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1.3 Aprecieri generale.Obiective 
 

În general soluţionarea oricărei probleme de sinteză se caută să se facă cu un 

mecanism cu o structură cât mai simplă. Din familia mecanismelor plane cu 

elemente articulate, mecanismul patrulater articulat satisface aceasta condiţie, 

sinteza dimensională a acestuia constituind obiectul preocupărilor multor cercetători, 

astfel că astăzi s-a ajuns să se dispună de metode de sinteză eficiente şi expeditive 

pentru mecanismele patrulatere cu diferite destinaţii funcţionale.  

Structura unui mecanism patrulater articulat clasic include cuple de rotaţie sau/şi de 

translaţie.Aceste cuple de rotatie si/sau de translaţie care intră in alcătuirea 

mecanismului pot fi înlocuite cu cuple superioare de clasa a V-a, numite în 

continuare cuple cinematice centroidale. Cuplele cinematice de tip centroidal pot fi 

împărţite în două categorii, de rotstogolire (Ro) sau de înfăşurare (I). 

 

Teza îşi propune următoarele obiective: 

 

- sinteza structurală a mecanismelor cu cuple de tip centroidal, 

sistematizarea mecanismelor cu bare rulante, respectiv sistematizarea 

mecanismelor cu cuple de înfăşurare; 

- studiul soluţiilor constructive pentru asigurarea contactului între centroida 

fixă şi centroida mobilă în cazul mecanismelor cu bare rulante; 

- studiul mecanismelor cu cuple cinematice de tip centroidal folosind metode 

de calcul numeric iterative; 

- sinteza mecanismelor de tip centroidal utilizând curbele suport; 

- verificarea algoritmului de sinteză pentru cazul teoremei lui Cardano când 

curba de generat este o dreaptă sau o ortocicloidă; 

- elaborarea unui algoritm de calcul computerizat pentru determinarea 

centroidei fixe, când se cunoaşte centroida mobilă şi o traiectorie de generat (curbă 

de ruletă). 

- realizarea de programe de calcul computerizat pentru generarea profilului 

centroidei fixe pentru curbe de ruletă particulare: o dreaptă, o parabolă sau o 

elipsă; 

- dezvoltarea metodei de analiză cinematică a mecanismelor de tip 

centroidal folosind metoda contururilor; 
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- dezvoltarea unei metode de analiză a unui mecanism cu cuple de tip 

centroidal folosind un mecanism patrulater instantaneu izocinetic; 

- elaborarea unei metode de analiză cinematică a unui mecanism de tip 

centroidal RRIR cu profil circular montat excentric; 

- prezentarea unor aplicaţii în care mecanismele de tip centroidal sunt 

utilizate în aparate şi transmisii de precizie în domeniul de mecanică fină; 

- dezvoltarea unui aplicaţii a mecanismului de tip centroidal în robotică, 

pentru echilbrarea unor forţe de manipulare. 

 

Lucrarea se încheie cu cateva consideraţii ale autorului despre oportunitatea folosirii 

mecanismelor cu cuple de tip centroidal. 
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2. STRUCTURA ŞI SISTEMATIZAREA 
MECANISMELOR DE TIP CENTROIDAL 

 

 

 Analiza şi sinteza structurală sau sistematizarea mecanismelor constituie o 
primă etapă în cadrul sintezei mecanismelor. Plecând de la lucrările lui Reuleaux 
[R1] în cercetarea structurii mecanismelor, acest domeniu s-a dezvoltat 
considerabil.  
 Rolul analizei şi sintezei structurale în cadrul sintezei mecanismelor nu este 
deloc de neglijat pentru că oferă proiectantului o primă imagine despre configuraţia 
mecanismului care urmează sa fie conceput. 
 Acest capitol îşi propune să realizeze sistematizarea mecanismelor plane 
incluzând aici şi mecanismele de tip centroidal. Sistematizarea se va face doar în 
cazul mecanismelor cu număr minim de elemente. 
 Din punct de vedere structural, un mecanism, poate fi definit ca fiind un lanţ 
cinematic închis, care conţine un element fix, un element condus, un element motor 
şi un număr de elemente care să inchidă lanţul cinematic. Dacă este vorba de un 
mecanism plan atunci toate axele de rotaţie trebuie să fie paralele între ele respectiv 
perpendiculare pe direcţiile de translaţie, astfel mişcarea relativă între elemente are 
loc în plane paralele. Ca rezultat al sintezei structurale se va obţine structura 
mecanismului, numărul de elemente, respectiv numărul şi tipul cuplelor cinematice 
astfel încât să rezulte un mecanism desmodrom. 
 Toate mecanismele plane conţin în structura lor elemente şi cuple 
cinematice, lucru arătat şi în Fig.2.1 
 

 
Fig.2.1 Structura mecanismelor plane 

 
 Conform definiţiei date de Franz von Reuleaux în [R1], toate elementele 
care intra în structura unui mecanism sunt rigide. Cu toate acestea putem introduce 
aici şi elementele flexibile şi inextensibile pentru că acestea prezintă rigiditate dupa 
o direcţie [L4]. 
 Cupla cinematică reprezintă legatura directă şi mobilă între două elemente 
[P2]. Având în vedere definiţia elementului dată mai sus, putem include în categoria 
cuplelor şi legătura cu un element flexibil şi inextensibil.  
 Cuplele cinematice se împart după mai mule criterii. Unul dintre aceste 
criterii îl constituie clasa cuplei cinematice. Astfel, în cazul mecanismelor plane, 
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cuplele pot fi de clasa a V-a, inferioare sau superioare, sau de clasa a IV-a. Clasa 
cuplei cinematice fiind dată de numărul gradelor de libertate suprimate în mişcarea 
relativă a celor două elemente pe care le leagă. 
 De asemenea un alt criteriu după care se pot împărţi cuplele cinematice este 
forma zonei de contact, şi numărul gradelor de libertate suprimate între cele două 
elemente. În principiu există urmatoarele tipuri de zona de contact: 
 - zona de contact punctiformă, de exemplu contactul sferă-plan, 
 - zona de contact lineară, de exemplu contactul cilindru-plan 
 - zona de contact după o suprafaţă, care se realizează daca un cilindru plin 
se introduce în un cilindru gol. 
 Alte aspecte în cercetarea şi clasificarea tipurilor de cuple cinematice îl 
constituie: 
 - comportamentul din zona de contact a celor două elemente în mişcarea 
relativă: alunecare (Fig.2.2 a), rostogolire(Fig.2.2 b) sau combinaţia dintre cele 
două (Fig.2.2 c si d). 
 

 
Fig.2.2 Comportament în zona de contact [M9] 

 
 - tipul miscării relative între cele două elemente care alcătuiesc cupla 
cinematica: rotaţie (Fig 2.3 a), translaţie (Fig 2.3 b), sau roto-translaţie (Fig 2.3 c) 
 

 
Fig.2.3 Mişcări elementare ale cuplelor cinematice [M9] 

 
 - modul în care se asigură sau se menţine legătura dintre cele două 
elemente care formează cupla cinematică (de exemplu cazul mecanismului cu 
camă): asigurarea contactului prin forţă (de exemplu cu ajutorul unui arc Fig.2.4 a 
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si b) şi asigurarea contactului prin formă (de exemplu un canal pe care sa evolueze 
tachetul Fig.2.4.c) sau construirea unui mecanism conjugat Fig.2.4.d) 

 
Fig.2.4 Metode de asigurare a contactului între cele 2 elemente care compun  

o cuplă cinematică superioară de clasa a IV-a 
În Fig.2.5 sunt prezentate unitar toate tipurile de cuple cinematice cunoscute în 
funcţie de forma zonei de contact [L4]. 
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Fig 2.5 Clasificarea cuplelor cinematice dupa forma zonelor de contact 
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 O mărime fizică ce caracterizează o cuplă ciematică este gradul de libertate. 
Gradul de libertate al unei cuple cinematice se poate defini astfel:  

„Gradul de libertate, notat f, al cuplei cinematice reprezintă, din punct 
de vedere cinematic, numărul mişcărilor simple permise în mişcarea 
relativă dintre cele două elemente care formează cupla cinematică” 

 Având în vedere că se discută despre un mecanism plan, numărul maxim de 
mişcări permise este de 3, adică translaţie dupa axa Ox, translaţie după axa Oy şi o 
rotaţie după axa Oz. Analitic se poate scrie următoarea relaţie: 
 

if −= 3  
 
unde i reprezintă numărul gradelor de libertate suprimate în mişcarea relativă dintre 
cele două elemente care formează cupla. 
În concluzie, la mecanismele plane, putem discuta despre cuple cinematice cu grad 
de libertate f=1 şi clasa a V-a sau de cuple cinematice cu grad de libertate f=2 şi 
clasa a IV-a, aşa cum este ilustrat şi în Fig.2.6. 
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Cupla plană 

superioară 
    

Fig.2.6. Simbolizarea cuplelor cinematice plane 
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 Cuplele cinematice de clasa a V-a ale mecanismelor plane, generează în 
mişcarea relativă dintre elementele componente o zonă de contact după o suprafaţă 
sau după o linie. Aceste cuple cinematice de clasa a V-a sunt: cupla de rotaţie, cupla 
de translaţie, cupla de rostogolire şi cupla de înfăşurare. 
 Cuplele de rotaţie respectiv de translaţie generează o mişcare de rotaţie 
respectiv de translaţie cu alunecare între elementele care concură la formarea cuplei 
(v. fig.2.6). Zonele de contact sunt suprafeţe de formă cilindru respectiv plan. 
Deoarece traiectoriile relative descrise de două puncte de pe zonele de contact sunt 
identice, aceste cuple se vor denumi cuple cinematice de clasa a V-a "inferioare". 
 Cuplele de rostogolire generează o mişcare relativă de rostogolire fără 
alunecare între elementele profilate (cilindri oarecare) care concură la formarea 
cuplei (v. fig.2.6). Zona de contact dintre elementele profilate este lineară. Mişcarea 
de rostogolire fără alunecare a celor două elemente profilate este asigurată prin 
forţă, folosind două fire sau benzi flexibile şi inextensibile (metalice), respectiv prin 
formă, danturând profilele şi realizând o forţă de apăsare pentru menţinerea 
contactului prin utilizarea unor arcuri. 
 Cuplele de înfăşurare generează o mişcare relativă fără alunecare prin 
înfăşurarea unui element flexibil şi inextensibil pe un element profilat (v. fig.2.6). 
Zona de contact dintre elementul profilat şi elementul flexibil şi inextensibil este 
lineară. 
Fiindcă traiectoriile relative descrise de două puncte de pe zonele de contact sunt 
diferite, aceste cuple se vor denumi cuple cinematice de clasa a V-a "superioare". 
 Cuplele cinematice de clasa a V-a "superioare" sunt cuple cinematice de 
clasa a V-a generalizate. Prin transformări structurale şi constructive sau forme 
particulare se pot deduce din acestea cuplele cinematice plane de clasa a V-a 
"inferioare".  
 Cuplele cinematice de clasa a IV-a ale mecanismelor plane generează în 
mişcarea relativă dintre elementele componente o zona de contact lineară. 
 Cupla plană superioară este o cuplă cinematică de clasa a IV-a. Aceasta 
generează o mişcare relativă de rostogolire cu alunecare între elementele profilate 
care concură la formarea cuplei.[L4] 
 Condiţia fundamentală din punct de vedere structural a unui mecanism 
pentru ca acesta să poată realiza mişcări bine determinate este denumită 
desmodromie şi este definita dupa [P2], [L2] s.a. astfel: 
 "Un mecanism este desmodrom dacă în timpul funcţionării acestuia toate 
elementele sale au mişcări univoc determinate". 
 Analitic, condiţia de desmodromie se poate scrie sub forma: 

54 2)1(3 ccnM ⋅−−−⋅=        (2.2) 

în care: 

 5c  - numărul cuplelor cinematice de clasa a V-a, 

 4c  - numărul cuplelor cinematice de clasa a IV-a, 
 n  - numărul de elemente, 
 M  - gradul de mobilitate al mecanismului. 
 Dacă condiţia de desmodromie (2.2) este satisfăcută, toate elementele 
mecanismului au mişcări bine determinate în timpul funcţionării. Suplimentar este 
necesar ca pentru fiecare cuplă cinematică să fie asigurat prin formă sau fortă 
contactul dintre zonele de contact. 

BUPT



  Cap.2 Structura şi Sistematizarea Mecanismelor de tip centroidal 34

 Un mecanism este desmodrom din punct de vedere geometric sau 
cinematic, dacă gradul de mobilitate M este egal cu numărul elementelor motoare, 
nm adică: 

mnM = .         (2.3) 
 Numărul elementelor motoare în cazul mecanismelor plane cu un număr 
minim de elemente este: 
 1== Mnm .        (2.4) 
 Pentru sistematizarea mecanismelor plane se vor utiliza următoarele 
simboluri pentru notarea cuplelor cinematice de clasa a V-a [L4] (notari care provin 
din denumirea acestora): 
 R  - cupla de rotaţie, 
 T  - cupla de translaţie, 
 Ro  - cupla de rostogolire, 
 I  - cupla de înfăşurare.    
 În denumirea mecanismelor se începe cu simbolul aferent cuplei cinematice 
conducătoare (motoare), care reprezintă cupla de legătură dintre elementul 
conducător şi elementul fix. Din considerente practice pot fi cuple conducătoare doar 
cuplele cinematice de clasa a V-a inferioare: cupla de rotaţie şi cupla de translaţie, 
asadar se elimina cuplele de rostogolire sau infasurare ca si cuple motoare. Pentru a 
fi univoc determinat tipul mecanismului, denumirea acestuia va conţine în 
continuare simbolurile aferente cuplelor de legătură dintre elementul conducător şi 
elementul intermediar (biela mecanismului), elementul intermediar şi elementul 
condus respectiv elementul condus şi elementul fix, în sensul închiderii lanţului 
cinematic. Suplimentar se va indica în paranteză denumirea elementului considerat 
fix din lanţul cinematic care stă la baza transformării cinematice. In cadrul 
sistematizării se pot întâlni mecanisme care pot fi acţionate teoretic de la oricare 
dintre cuplele cinematice legate de elementul fix. Acestea mecanisme vor conţine 
ambele denumiri. 
 în continuare se va realiza sistematizarea mecanismelor plane de tip 
centroidal în funcţie de tipul elementelor şi cuplelor cinematice componente. 
 
2.1 Sistematizarea mecanismelor patrulatere cu bare 
 rulante 
 
 Mecanismul patrulater cu bare rulante este un mecanism care conţine pe 
lângă cuplele cinematice de clasa a  V-a  inferioare  (de  translaţie  şi  de rotaţie) şi 
cuple cinematice de rostogolire (v. Fig.2.1.). Elementele acestuia sunt elemente 
rigide. Mecanismul patrulater cu bare rulante poate fi de construcţie simplă, caz în 
care mecanismul conţine o cuplă de rostogolire sau de construcţie generală caz în 
care mecanismul conţine două sau mai multe cuple de rostogolire. 
 Sistematizarea acestora aşează la origine cele patru lanţuri cinematice de 
baza derivate din mecanismul patrulater articulat. Lanţurile cinematice ale 
mecanismelor cu cuple de rostogolire patrulatere se vor deduce prin introducerea 
succesiva a uneia sau a mai multor cuple de rostogolire [L3]. 
 în figura 2.7 se prezintă sistematizarea mecanismelor patrulatere cu bare 
rulante. Mecanismele patrulatere cu bare rulante din figura 2.7 sunt: 
 a) Mecanism patrulater articulat cu bare rulante de construcţie simplă - RRRoR(a), 
RRoRR(a), RRoRR(b), RRRoR(b) si RRRRo(c);  
  b) Mecanism patrulater articulat cu bare rulante de construcţie generală - 
RRoRoR(a) şi RRRoRo(b); 
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Fig.2.7 Sistematizarea mecanismelor patrulatere cu bare rulante (după [L3]) 

 
  c) Mecanismul manivela-piston sau piston-balansier cu bare rulante de 
construcţie simplă - RRRoT(a), TRoRR(a), RRoRT(a), TRRoR(a), TRRRo(a); 
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 d) Mecanismul manivelă-piston sau piston-balansier cu bare rulante de 
construcţie generală - RRoRoT(a), TRoRoR(a), TRRoRo(a) şi TRoRRo(a); 
 e) Mecanismul cu culisă oscilantă sau rotativă cu bare rulante de construcţie 
simplă - RRoTR(b), RTRoR(b), RTRRo(b) şi RRTRo(b); 
 f) Mecanismul cu culisă oscilantă sau rotativă cu bare rulante de construcţie 
generală - RTRoRo(b), RTRoRo´(c) şi RRoTRo(b); 
 g) Mecanismul cu piston oscilant sau rotitor cu bare rulante de construcţie 
simplă - RRTRo(c), RTRRo(c) şi RRoTR(c); 
 h) Mecanismul cu piston oscilant sau rotitor cu bare rulante de construcţie 
generală - RRoTRo(c); 
 i) Mecanismul dublu piston cu bare rulante de construcţie simplă - TRRoT(a) 
şi TRoRT(a) (cu axele de translaţie perpendiculare sau nu); 
 j) Mecanismul dublu piston cu bare rulante de construcţie generală - 
TRoRoT(a) (care poate avea axele de translaţie perpendiculare sau nu); 
 k) Mecanismul manivelă-culisă de translaţie cu bare rulante de construcţie 
simplă - RRoTT(b) şi TTRoR(b); 
 l) Mecanismul dublu culisă rotativă cu bare rulante de construcţie simplă - 
RTTRo(c); 
 m) Mecanismul piston-piston oscilant cu bare rulante de construcţie simplă - 
TRTRo(a) şi TRoTR(c) (care poate fi simplu sau dublu excentric); 
 n) Mecanismul piston-piston oscilant cu bare rulante de construcţie simplă - 
TRoTRo(a). 
 

 
Fig.2.8 Sistematizarea mecanismelor patrulatere cu bare rulante cu variante tehnic 

favorabile 
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 Teorema generalizată după Grashof [L5] permite verificarea existenţei 
manivelei rotitoare în cazul mecanismelor patrulatere cu bare rulante, care conţin 
elemente rigide de lungime instantanee variabilă.  
 Mecanismele deduse în Fig.2.7, care au ca element conducător culisa sau 
piatra de culisă  nu  au  semnificaţie  practică.  Acestea  nu  satisfac  criteriul  
evitării autoblocării respectiv nu pot transmite în bune condiţii mişcarea şi forţele. 
 De asemenea autorul propune eliminarea structurilor care conţin 2 cuple de 
rostogolire având în vedere că prezenţa celei de-a doua cuple de rostogolire 
complică foarte mult mecanismul matematic care este folosit în procesul de sinteză 
şi analiză. Astfel rezulta Fig.2.8 în care sunt reprezentate doar mecanismele care au 
în structură o singură cuplă de rostogolire. 
 Pentru asigurarea desmodromiei trebuie menţinut în permanenţă contactul 
dintre cele două profile. Acest lucru se poate realiza prin construcţii ajutătoare. În 
Fig.2.9 se arată o metodă de menţinere a contactului dintre cele două profile cu 
ajutorul unei benzi flexibile şi inextensibile care se fixează în diagonală pe cele două 
profile. 

 
Fig.2.9 Metodă de asigurare a contactului între cele două profile 

rostogolitoare cu ajutorul unor benzi flexibile şi inextensibile 
 

 
Fig.2.10 Metodă de asigurare a contactului între cele doua profile 

rostogolitoare cu ajutorul unui arc elicoidal 
 
 O altă soluţie pentru asigurarea contactului dintre cele două profile ar fi 
folosirea unui arc elicoidal şi danturarea adiţională a profilelor, asemanator unor roţi 
dinţate necirculare. Danturarea este necesară pentru asigurarea rostogolirii fără 
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alunecare Fig.2.10. Eventual se poate pretensiona arcul şi alege materiale cu 
coeficient foarte mare de frecare. 
 
2.2 Sistematizarea mecanismelor patrulatere cu element 
 flexibil şi inextensibil 
 
 Mecanismele patrulatere cu element flexibil şi inextensibil sau mecanisme 
patrulatere cu elemente de lungime instantanee variabilă sunt mecanisme care pe 
lângă cuplele de rotaţie şi de translaţie conţin şi cuple de înfăşurare (v.Fig.2.1.). 
Elementele acestuia conţin pe lângă elementele rigide şi elemente flexibile şi 
inextensibile. Mecanismul patrulater cu element flexibil poate fi de construcţie 
simplă sau de construcţie generală. Mecanismul patrulater cu element flexibil de 
construcţie simplă conţine un element flexibil care se înfăşoară respectiv desfăşoară 
pe/de pe un element profilat  de  tip  roată  necirculară  şi  două  elemente  rigide  
de  tip  bară  (de  lungime constantă). Mecanismul patrulater cu element flexibil de 
construcţie generală conţine un element flexibil care se înfăşoară respectiv 
desfăşoară pe/de pe două elemente profilate şi un element rigid de tip bară (de 
lungime constantă).  
 
 Sistematizarea acestora aşează la origine cele patru lanţuri cinematice de 
bază derivate din mecanismul patrulater articulat. Lanţurile cinematice ale 
mecanismelor cu cuple de înfăşurare patrulatere se vor deduce prin introducerea 
succesivă a uneia sau a mai multor cuple de înfăşurare (I) [L3]. 
 în figura 2.11 se prezintă sistematizarea mecanismelor patrulatere cu 
element flexibil. Mecanismele patrulatere cu element flexibil din figura 2.8 sunt: 
 a) Mecanism patrulater articulat cu element flexibil de construcţie simplă - 
RRIR(a), RIRR(a), RIRR(b), RRRI(c) şi RRRI (d); 
 b) Mecanism patrulater articulat cu element flexibil de construcţie generală - 
RIIR(a) şi RRII (b); 
 c) Mecanismul manivelă-piston sau piston-balansier cu element flexibil de 
construcţie simplă - RRIT(a), TIRR(a), RIRT(a), TRIR(a) şi TRRI(a); 
 d) Mecanismul manivelă-piston sau piston-balansier cu element flexibil de 
construcţie generală - RIIT(a), TIIR(a) şi TRII(a); 
 e) Mecanismul cu culisă oscilantă sau rotativă cu element  flexibil  de  
construcţie  simplă - RITR(b), RTRI(b) şi RRTI(c); 
 f) Mecanismul cu culisa oscilantă sau rotativă cu element flexibil de 
construcţie generală - RTII(b); 
 g) Mecanismul cu piston oscilant sau rotitor cu element flexibil de 
construcţie simplă - RTIR(b), RRTI´(c) şi RTRI(c) 
 h) Mecanismul cu piston oscilant sau rotitor cu element flexibil de 
construcţie generală - RTII´(b); 
 i) Mecanismul dublu piston cu element flexibil de construcţie simplă - 
TRIT(a) şi TIRT(a) (care poate avea axele de translaţie perpendiculare sau nu); 
 j) Mecanismul dublu piston cu element flexibil de construcţie generală - 
TIIT(a) (care poate avea axele de translaţie perpendiculare sau nu); 
 k) Mecanismul piston-balansier cu element flexibil de construcţie simplă - 
TTIR(b); 
 l) Mecanismul piston-piston oscilant cu element flexibil de construcţie simplă 
- RTTI(c); 
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Fig. 2.11 Sistematizarea mecanismelor patrulatere cu element flexibil (după [L3]) 

 
 Posibilitatea rotirii complete a unui element al lanţului cinematic al 
mecanismului patrulater cu element flexibil în raport cu un element învecinat se 
poate verifica cu ajutorul teoremei generalizate după Grashof [L5]. Ţinând cont de 
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criteriul evitării autoblocării respectiv a transmiterii în bune condiţii a mişcării şi a 
forţei, variantele RTRI(b), RTIR(b), RTII(b), RTII´(b) şi RTRI(c) sunt 
necorespunzatoare.  
 Pentru asigurarea desmodromiei mecanismului trebuie menţinut în 
permanenţă contactul dintre elementul (elementele) profilate şi elementul flexibil şi 
rectilinitatea acestuia (avand in vedere ca este vorba de un element de tractiune, 
acesta trebuie mentinut intins). Aceasta se poate asigura prin intermediul unor 
construcţii speciale.  
 
2.3 Metode de tensionare a firului flexibil şi inextensibil 
 

Mecanismele de tip centroidal cu element flexibil conţin după cum reiese din 
denumirea acestora cel puţin un element flexibil şi inextensibil. În cazul aplicaţiilor 
practice, pentru realizarea funcţiunii dorite, firul flexibil trebuie să fie mereu 
tensionat. Tensionarea permanentă a firului flexibil se poate asigura prin forţă 
(moment) sau prin formă (constructiv). Tensionarea firului prin forţă (moment) 
implică asigurarea unui moment rezistent la elementul condus (v. fig.2.12-2.13). 
Acest moment rezistent se poate realiza cu ajutorul unui arc spiral (v. fig.2.12a), 
unui arc elicoidal (v. fig.2.12b) sau pe cale gravitaţională (v. fig.2.13). 
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Fig.2.3.1 Tensionarea firului flexibil prin intermediul unui arc spiral (a) sau arc 

elicoidal (b) 
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Fig.2.3.2 Tensionarea firului flexibil pe cale gravitaţională 
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Tensionarea firului flexibil pe cale constructivă se poate asigura utilizând 
două mecanisme cu element flexibil montate simetric (v. fig.2.14) sau prin utilizarea 
unui mecanism auxiliar ataşat mecanismului de bază (v. fig.2.15). În cazul utilizării 
ca mecanism auxiliar a unei transmisii prin curea încrucişată, cureaua va aluneca pe 
una dintre roţile de curea în porţiunea activă a cursei (porţiunea în care se 
generează funcţiunea, traiectoria sau poziţia impusă) dând naştere la un moment 
rezistent care asigură tensionarea elementului flexibil, respectiv va genera 
momentul de revenire a elementului condus spre poziţia iniţiala în porţiunea pasivă 
a cursei. 
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Fig.2.14 Tensionarea firului flexibil pe cale constructivă 
utilizând un montaj simetric 
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Fig.2.15 Tensionarea firului flexibil pe cale constructivă 
utilizând un mecanism auxiliar 

 
Momentul rezistent în cazul utilizării arcurilor de torsiune se află într-o 

dependenţă lineară cu cursa unghiulară a elementului condus, respectiv are o 
valoare constantă în cazul realizării acestuia pe cale gravitaţională. În cazul utilizării 
ca mecanism auxiliar a mecanismului cu curea [L4], momentul rezistent depinde de 
coeficientul de frecare dintre curea şi roata de curea, unghiul de înfăşurare şi de 
tensionarea curelei. Frecarea apare datorită faptului că exista o diferenţă între 
raportul de transmitere al mecanismului cu curea (acesta având o valoare 
constantă) şi raportul de transmitere al mecanismului cu cuplă de înfăşurare (acesta 
având o valoare variabilă dupa o anume funcţie). 
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3. SINTEZA CUPLELOR CINEMATICE 
DE TIP CENTROIDAL 

 
 
 
 

Aşa cum s-a arătat în capitolele anterioare, mecanismele de tip centroidal sunt 
mecanisme care au în structura lor cuple cinematice de tip centroidal, mai exact 
cuple de rostogolire sau cuple de înfăşurare. Aceste cuple de clasa a V-a superioare 
permit mecanismului de tip centroidal să reproduca fidel în un domeniu a unei 
funcţiuni sau a unor puncte/poziţii impuse. 

Elementele de lungime instantaneu variabile din structura mecanismului de tip 
centroidal, a caror puncte de articulaţie îşi schimbă în mod continuu poziţia, îi 
conferă acestuia posibilitatea teoretica de a urmări orice funcţie, poziţie sau 
traiectorie. 
 

3.1 Metode analitice de sinteză a cuplelor de tip centroidal 
 
Pentru a se rezolva problema de sinteză a mecanismelor de tip centroidal 

generator de funcţiuni sau traiectorii trebuie cunoscute trei curbe adică centroida 
fixa (c0), centroida mobilă sau rostogolitoarea (c), şi curba de generat sau curba de 
ruletă (m). De obicei curba de ruletă (m) este impusă prin tema de proiectare, 
urmând să se determine celelalte două curbe, anume centroida fixa şi centroida 
mobilă, astfel încât să rezulte curba de ruletă (m). Sinteza acestei categorii de 
mecanisme se bazează pe următoarea teoremă [P1]: 

 
 Orice curbă plană poate fi aproximată printr-un număr oricât de mare de 

puncte de o curbă ruletă a altor două curbe plane, dintre care una poate fi 
aleasă în mod convenabil. 

 
Pentru a simplifica algoritmul de calcul se poate lua în considerare ca una dintre 

cele două centroide sa fie o curbă de gradul 2 maxim.  
Se doreşte reproducerea curbei (m) trasată de un punct M al structurii 

mecanismului, iar centroida fixă (c0) ori centroida mobilă (c) este cunoscută, aşa 
cum se arată în Fig.3.1 

Se presupun cunoscute curbele (m) şi (c) (conform teoremei anterior enunţate) 
prin ecuaţiile lor faţă de cele două sisteme de referinţă: 

 
 )(:)m( xFy =        (3.1) 

 )(:)( ufv c =         (3.2) 
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Fig.3.1.  Sinteza cuplei cinematice de tip centroidal – cazul general  
 
Cele două sisteme de referinţă, cel fix xOy şi cel mobil uov, s-au admis astfel ca 

în poziţia iniţială să coincidă. Drept poziţie iniţială s-a ales acea poziţie în care 
normala la curba de generat şi cea a centroidelor coincide. 

În cadrul sintezei cuplei cinematice de tip centroidal se pune problema 
determinării curbei (c0) – baza sau centroida fixă – peste care rostogolindu-se curba 
(c) – rostogolitoarea sau centroida mobilă apartinând planului mobil E – un punct al 
acesteia să traseze curba de generat (m), care aparţine planului fix F. Cu alte 
cuvinte se caută ecuaţia curbei (c0): 

 
 0),(:)( 0 =Φ yxc   .       (3.3) 

 
Dependenţa dintre cele două variabile independente a celor două sisteme de 

referinţă se stabileşte pornind de la condiţia rostogolirii pure a curbelor (c) şi (c0), 
adică: 

 

0ss =          (3.4) 
în care: 
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reprezintă arcul de rostogolire pe curba (c) de ecuaţie (3.2), iar 
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este arcul de rostoglire pe curba (c0) de ecuaţie (3.3). 
Cu aceste valori, din (3.4) se obţine o dependenţă funcţională de forma: 

 

 0,,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Φ∂

∂
Φ∂

yx
xuϕ        (3.7) 

 
Unghiul dintre normalele la (c0) într-o poziţie oarecare şi poziţia de referinţă se 

determină cu relaţia: 

⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜
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⎝

⎛

∂
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−=

y

xarctanθ         (3.8) 

iar normalele la (c) în cele două poziţii închid unghiul τ, care se obţin eliminând 
parametrul u între ecuaţia (3.7) şi ecuaţia: 

 
 )(tan uf ′−=τ         (3.9) 
rezultând: 

⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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∂
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=
yx

x ,,ττ                  (3.10) 

Unghiul ϕ dintre normala la curba de generat (m) şi normala la centroide în 
momentul considerat se poate găsi din relaţia: 

 
 )()tan( xF ′=+ ϕθ                  (3.11) 

 
căreia i se asociază relaţia (3.8), obţinându-se: 
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Razele de curbură ale celor trei curbe în momentul considerat sunt: 
- pentru curba (m): 
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- pentru curba (c0): 
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- pentru curba (c): 
 

[ ]
)(
)(1 23

uf
ufR
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=                  (3.15) 

 
care, cu ajutorul relaţiei de legătură (3.7), se poate exprima sub forma: 
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Distanţa r = MX, a punctului generator de curbă de ruletă faţă de punctul de 

tangenţă a centroidelor (CIR) se poate determina aplicând teorema sinusului în 
triunghiul MXQ: 

 

ϕτ sinsin
QMr

=                  (3.16) 

în care: 
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s-a obţinut intersectând axa oy cu normala în X la centroida mobilă (c). 

Ţinând seama de ecuaţia de legătură (3.7), relaţia (3.17) se poate scrie sub 
forma: 
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astfel că din (3.16) se poate obţine: 
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              (3.16´) 

 
Curba căutată (c0) se determină înlocuind valorile de mai sus în ecuaţia Euler-
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Savary: 
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               (3.18) 

obţinând o ecuaţie integro-diferenţială cu derivate parţiale a bazei. 
Ecuaţia integro-diferenţială cu derivate parţiale a bazei reprezintă o legătură 

neolonomă scleronomă în sens Vrânceanu [V1].  
În general ecuaţia nu este integrabilă prin cuadraturi, soluţia sub formă finită 

putându-se obţine prin metoda creşterilor finite aşa cum se va arăta mai departe 
pentru un caz concret. Ecuaţie integro-diferenţială cu derivate parţiale a bazei mai 
sus amintită este de forma: 
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 (3.19) 

 
In mod analog se poate obţine ecuaţia curbei (c) –rostogolitoarea, dacă se 

presupun cunoscute curba de ruletă (m) şi curba (c0) –baza.  
Din punct de vedere tehnic prezintă interes mecanismele cu cuple 

cinematice de tip centroidal la care măcar una dintre curbele profil ale 
cuplei cinematice de tip centroidal se poate realiza în modul cel mai simplu. 
In acest sens se vor studia în continuare cazurile în care una dintre 
centroide are ca profil un cerc sau o dreaptă. 
 

3.1.1 Curbe profil circulare 
 

Vom considera cazul în care curba de generat (m) este dată sub forma (3.1) şi 
se impune ca rostogolitoarea să fie un cerc de rază R (v. fig.3.2).  Acest caz 
particular este frecvent utilizat în construcţia cuplelor cinematice de rostogolire.  Se 
va urmări determinarea curbei profil (c0) a centroidei fixe – baza în expresie 
analitică în forma (3.3). 

Condiţia rostogolirii fără alunecare (3.4) se scrie în acest caz particular sub 
forma: 

 

dxyR
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21τ  ,                (3.20) 

de unde: 
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Fig.3.2.  Sinteza cuplei cinematice de tip centroidal de rostogolire 

cazul  curbei profil circulare 
 

Unghiul ϕ  dintre normala la curba de generat (m) şi normala la centroide în 
momentul considerat se determină cu ajutorul relaţiei (3.12). 

Razele de curbură ale curbei de generat şi a curbei profil a centroidei fixe se 
determină cu relalţiile (3.13) şi (3.14), respectiv în cazul centroidei mobile R=ct. (în 
locul relaţiei (3.15)). Avându-se în vedere că QM=CM=q=ct. distanţa punctului 
generator la CIR, ţinând cont şi de relaţia (3.20´), se va scrie sub forma: 
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Înlocuind aceste mărimi în ecuaţia Euler-Savary (3.18) se obţine ecuaţia 

integro-diferenţială cu derivate parţiale a curbei profil (c0) – centroida fixă, pentru 
cazul în care centroida mobilă este un cerc sub forma: 
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(3.22) 

 
Ecuaţia (3.22) reprezintă o ecuaţie integro-diferenţială cu derivate parţiale ale 

curbei profil (c0) – baza, când rostogolitoarea este un cerc. Soluţionarea ecuaţiei 
(3.22) nu este posibilă prin integrarea prin cuadraturi, soluţia urmând să se obţină 
prin metoda creşterilor finite.   

Sinteza cuplelor cinematice de rostogolire care utilizează o curbă profil circulară 
poate fi descrisă şi în numere complexe. 

Astfel, se vor alege două sisteme de coordonate: sistemul de coordonate x,y, 
considerat un sistem de coordonate fix (legat de elementul fix) şi sitemul de 
coordonate u,v, solidar cu elementul care poartă curba profil circulară - 
rostogolitoarea. Un punct M al rostogolitoarei descrie în mişcarea relativă o curbă 
(m) dată sub forma parametrică: 
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m        (3.23) 

în sistemul de coordonate fix x,y. De asemenea este cunoscută curba profil circulară 
(c) în sistemul de coordonate mobil u,v: 
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Fig.3.3.  Sinteza cuplei cinematice de rostogolire de tip centroidal 

 în planul complex 
 

Sinteza cuplei cinematice de rostogolire constă în determinarea coordonatelor 
centroidei fixe X0(x0,y0) în sistemul de coordonate fix x,y ca înfăsurătoarea unui 
fascicol de cercuri de rază R. 

Analog cazului general, în poziţia iniţială se vor considera sistemele de 
coordonate xoy şi uov suprapuse (conform fig. 3.2).  
 Vectorul M(t) care descrie curba de ruletă (m) se poate scrie în numere 
complexe sub forma: 
 )()()( tyitxtM ⋅+= .       (3.25) 

Unghiul dintre normala la (c0) într-o poziţie oarecare şi poziţia iniţială se 
determină cu relaţia: 
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iar normalele în cele două poziţii formează între ele un unghiul τ , care se determină 
din conditia rostogolirii pure (3.4), astfel: 

 ∫ ′+′=⋅
t

dttytxR
0

2
0

2
0 )()(τ ,       (3.27) 

de unde: 
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Vectorul C, care descrie traiectoria centrului profilului circular al centroidei 
mobile (c), este dat în numere complexe sub forma: 
 

))()(()()( ttieqitMtC τθ +⋅⋅−= ,       (3.28) 

 
În sistemul de coordonate fix profilul centroidei fixe (c0) este echidistant faţă de 

traiectoria descrisă de centrului profilului circular. Coordonatele centroidei fixe se 
vor determina din relaţia: 
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⋅⋅−= .       (3.29) 

unde: 
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 Înlocuind relaţia (3.30) în (3.29) se va obţine un sistem de ecuaţii integro-
diferenţial de forma: 
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 Coordonatele centroidei fixe se vor determina în urma rezolvării sistemului de 
ecuaţii integro-diferenţială cu derivate parţiale ale curbei profil (c0) – baza (3.31), 
când rostogolitoarea este un cerc. Soluţionarea ecuaţiei (3.31), analog cu (3.22) nu 
este posibilă prin integrarea prin cuadraturi, soluţia urmând să se obţină prin 
metoda creşterilor finite. 

 
3.1.2 Curbe profil rectilinii 
 

Un alt caz particular al cuplelor cinematice de tip centroidal îl constituie cel la 
care una dintre curbele profil este o dreaptă. Acest caz corespunde atât cazului 
cuplelor cinematice de rostogolire cât şi cazului cuplelor de înfăşurare. Dacă se 
admite ca rostogolitoarea să fie o dreaptă, atunci curba descrisă de un punct al 
acestuia reprezintă o evolventă generală a curbei bază – centroida fixă şi invers 
baza va fi evoluta curbei de ruletă. 
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Fig.3.4 Sinteza cuplei cinematice de tip centroidal – cazul curbei profil rectilinii 

 
Pentru a obţine soluţii realizabile din punct de vedere practic, curba de ruletă 

trebuie să aibă aceeaşi concavitate în intervalul considerat. 
Fie (c0) baza – centroida fixă şi (m) o evolventă – curba de ruletă a acesteia 

trasată de punctul M al dreptei (d) (v. Fig 3.4). Normala la curba (m) este tangentă 
la curba (c0), adică aceasta apare ca înfăşurătoarea normalelor curbei (m). 

Se admite ca variabilă independentă arcul 0OXs =  al curbei (c0) faţă de o 
origine arbitrară O situată pe aceasta. Între coordonatele punctelor M şi X0 există 
relaţiile: 

 

γρ
γρ
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cos
⋅+=
⋅+=

vy
ux

 ,                (3.32) 

în care: 
MX 0=ρ  este raza de curbură a curbei (m) în momentul considerat. 

γ  - unghiul dreptei (d) cu axa Ox. 
Ţinând seama de faptul că: 

 

 

v
ds
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u
ds
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γ

γ

sin

cos
                      (3.24) 

 
relaţiile (3.23) devin: 
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ρ
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 ,                (3.25) 
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Coeficienţii unghiulari ai direcţiilor tangentelor la curbele (m) şi )( 0c  sunt respectiv 

egali cu: 
 

x
y

dx
dyK

′
′

==                  (3.26) 

şi 

u
v

du
dvk

′
′

==                  (3.27) 

 
Din condiţia de perpendicularitate a acestor tangente 
 

1−=⋅ kK                   (3.28) 
 

rezultă: 
 

 0=′⋅′+′⋅′ uxvy  .                (3.29) 
 
Prin derivarea relaţiilor (3.25), în raport cu elementul de arc al curbei (c0), se 

obţine: 
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                (3.30) 

 
cu ajutorul cărora ecuaţia (3.29) se poate scrie sub forma: 

 

 0)()1)(( 22 =′′⋅′+′′⋅′⋅+′+′+′ vvuuvu ρρ              (3.31) 
 
Primul factor al primului termen este egal cu unitatea deoarece: 
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Prin derivarea acestei expresii rezultă: 
 

 0=′′⋅′+′′⋅′ vvuu  .                     (3.33) 
 
Cu valorile date de (3.32) şi (3.33), ecuaţia diferenţială (3.31) devine: 
 

 01 =+
ds
dρ

                  (3.34) 

 
prin integrarea căreia între poziţiile oarecare 1 şi 2 se obţine: 

 

1212 ρρ −=− ss                  (3.35) 
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adică variaţia arcului pe curbă (c0) 12sΔ  este egală cu variaţia razei de curbură a 

evolventei acesteia 12ρΔ  şi deci dreapta d se rostogoleşte fără alunecare peste 
curba (c0) obţinută ca înfăşurătoare a normalelor curbei (m). 

In aceste condiţii, ecuaţia centroidei fixe – evoluta curbei date (m) – poate fi 
dedusă după cum urmează: 

a) Dacă curba (m) este dată parametric sub forma: 
 

)(
)(

tyy
txx

=
=

 .                   (3.36) 

 
Notând cu u  şi v  coordonatele unui punct al normalei, ecuaţia acesteia va fi: 
 

0)()( =′⋅−+′⋅− yyvxxu ,               (3.37) 
 

care reprezintă o familie de drepte depinzând de parametrul t. Prin derivarea în 
raport cu t a ecuaţiei (3.37) se obţine: 

 

0)()()( 22 =′+′−′′⋅−+′′⋅− yxyyvxxu .      (3.38) 
 
Explicitând pe u  şi v  din  (3.37) şi (3.38) se obţin ecuaţiile parametrice ale 

evolutei curbei date (3.36), sub forma: 
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                (3.39) 

 
care reprezintă tocmai coordonatele centrului de curbură al curbei date (m). 

Eliminând parametrul t din ecuaţiile (3.39) se poate obţine ecuaţia centroidei 
fixe (evoluta) sub formă explicită. 

b) Dacă curba (m) este dată explicit prin ecuaţia: 
 

)(xFy =  .                 (3.40) 
 
In acest caz se admite ca parametru argumentul x astfel că ecuaţia (3.40) se va 

exprima parametric prin: 
 

 
xx

xyy
=
= )(

                  (3.41) 

 
având evident 1=′x  şi 0=′′x , cu care ecuaţiile (3.39) devin: 
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,                (3.42) 

 
acestea fiind ecuaţiile parametrice (în x ) ale evolutei curbei date. Şi în acest caz, 
prin eliminarea parametrului x  se poate obţine ecuaţia explicită a curbei căutate 

)( 0c . 

 c) Dacă traiectoria punctului M din mecanism trebuie să treacă printr-un număr 
de (n+1) puncte date prin coordonatele lor ),( jjj yxM , j=0,1,2,...,n atunci curba 

(m) poate fi reprezentată printr-o funcţie polinomială de gradul n, funcţie ce poate fi 
găsită printr-o interpolare. Aplicând metoda de interpolare Lagrange, funcţia 
polinomială se scrie sub forma: 

 

))...()((
))...()((

...
))...()()...()((

))...()()...()((
....

))...()((
))...()((

))...()((
))...()((

110

110

01110

1110

12101

20
1

02010

21
0

−

−

+−

+−

−−−
−−−

+

++

+
−−−−−

−−−−−
+

++

+
−−−

−−−
+

+
−−−

−−−
=

nnnn

n
n

niiiiii

nii
i

n

n

n

n

xxxxxx
xxxxxx

y

xxxxxxxxxx
xxxxxxxxxx

y

xxxxxx
xxxxxx

y

xxxxxx
xxxxxx

yy

                 (3.43) 

 
Cu ecuaţia curbei astfel stabilită, ecuaţia evolutei se determină apoi ca la 

punctul b, fiind vorba de o funcţie explicită. Curba dată şi evoluta sa sunt în general 
de aceeaşi natură, adică curbele algebrice au ca evolute tot curbe algebrice, iar 
evolutele curbelor transcendente se exprimă tot sub forma unor ecuaţii 
transcendente. 

Sinteza cuplelor cinematice de rostogolire care utilizează o curbă profil dreaptă 
şi a cuplelor cinematice de înfăşurare poate fi descrisă şi în numere complexe. Acest 
mod de abordare a fost dezvoltat de Lovasz in lucrarea sa [L3]. În fapt, cuplele de 
înfăşurare reprezintă un caz particular al cuplelor de rostogolire, când centroida 
mobilă este tangentă continuu la centroida fixă.   
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Fig. 3.5 Sinteza cuplelor cinematice de tip centroidal cu curbe profil rectilinii în 

planul complex 
 

Pentru simplificarea algoritmului de calcul se vor alege două sisteme de 
coordonate. Sistemul de coordonate x,y va fi considerat un sistem de coordonate fix 
(legat de elementul fix) şi un sistem de coordonate mobil u,v solidar cu elementul 
profilat de determinat. Punctul M al curbei profil rectilinii (d) – centroida mobila (c) 
descrie în mişcarea inversă curba de ruletă (m), care reprezintă evolventa 
generalizată ( ve ) a elementului profilat – centroida fixă (c0) (care urmează a fi 
determinat) în sistemul de coordonate propriu u,v. Curba profil rectilinie sau 
elementul flexibil (în cazul cuplelor de înfăşurare) va fi în totdeauna normal la curba 
de ruletă (evolventă) şi tangent la elementul profilat - centroida fixă (elementul 
profilat va reprezenta evoluta )(e ). 

Prima problema de bază a sintezei dimensionale constă în determinarea evolutei 
)(e  ca centroidă fixă în sistemul de coordonate mobil u,v ca înfăşuratoarea unui 

fascicul de drepte normale la evolventa ( ve ).  

Coordonatele curbei de ruletă ),( vuM  se vor determina în urma impunerii 
mişcării inverse (fig. 3.5). 
 Vectorul )(tM  care descrie evolventa ( ve ) se poate scrie in numere complexe 
sub forma: 

 
)()()( tvitutM ⋅+= .       (3.44) 

 
 Panta normalei n-n într-un punct oarecare M  aparţinând evolventei  ( ve ) este 
dată după [L9] prin relaţia: 

 

( ))(),(
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tMtM
tMie i
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′
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 Coordonatele evolutei (elementul profilat)  se vor obţine din următorul sistem 
de ecuaţii: 
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în care 

 

000 viuX ⋅+=         (3.47) 

şi 0u , 0v  sunt coordonatele evolutei (e). 
 Înlocuind (3.45) în (3.46) şi transformând produsul extern în produs intern 
după regula numerelor complexe (v. Anexa 1) se va putea scrie sistemul de ecuaţii 
(4.46) în următoarea formă: 
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După înlocuirea relaţiei (3.44) şi (3.47) în sistemul de ecuaţii (3.48) şi calcularea 
produselor interne, sistemul de ecuaţii (3.48) devine 
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unde coeficienţii celor două ecuaţii (3.49) sunt: 
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Coeficienţii (3.50) depind de structura mecanismului cu bare rulante sau cu 

element flexibil.  
Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii lineare (4.49) se vor obţine coordonatele 
elementului profilat (evoluta )(e ): 
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 Cea de-a doua problemă a sintezei dimensionale o reprezintă determinarea 
lungimii curente a elementului profilat rectiliniu respectiv a elementului flexibil în
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acelaşi sistem de coordonate mobil u,v. Lungimea curentă a elementului flexibil 
reprezintă tocmai raza de curbură a curbei de ruletă respectiv a evolventei ( ve ). 

Raza de curbură )(tl  se poate determina de îndată cu relaţia specifică: 
 

( )
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=
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sau ca şi corelaţia geometrică dintre punctele )(tM  şi 0X  cunoscute cu relaţia: 

 

( )00 )(,)()( XtMXtMtl −−=   .      (3.53) 

 
Lungimea totală (maximă) a elementului flexibil este dată de suma dintre 

lungimea curentă (3.52) şi lungimea înfăşurată a elementului flexibil. 
 

 
 
 
3.2 Metode numerice de sinteză a cuplelor de tip centroidal 

 
3.2.1 Sinteza cuplelor cinematice de rostogolire cu  curbe profil 

circulare prin metoda creşterilor finite  
 

Fie (m) curba de ruletă dată sub forma )(xFy =  şi jM  (j=1,2,...,n) un număr 

de puncte pe curba dată (v. Fig.3.6). Cunoscându-se centroida mobilă (c) – un cerc 
de rază R – în poziţia iniţială admisă astfel ca axa Oy a sistemului de coordonată să 
coincidă cu direcţia normalei la curba de ruletă (m) în primul punct ales de pe 
acesta 1M , se poate determina centrul de curbură al centroidei fixe (c0) cu ajutorul 
ecuaţiei Euler-Savary (3.18) în care: 
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rezultând: 
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Fig.3.6. Construcţia centroidei fixe prin metoda creşterilor finite 

Raza de curbură a curbei date în punctul ),0(1 qRM +  se obţine cu relaţia: 
 

)0(
1

)0(
))0(1( 2

3

1 FF
F

′′
=

′′
′+

=ρ        (3.56) 

Curba )( 0c  se aproximează în vecinătatea punctului X01 (0,0) cu cercul său de 
curbură, astfel că trecerea din poziţia 1 şi 2 a planului mobil se va face prin 

rostogolirea cercului de rază R peste cercul de bază de rază 0
1

0
12 RR = , până la 

contactul acestora în punctul X02. Acest punct se obţine la intersecţia cercului de 

rază 0
1R  şi cu centrul în punctul ),0( 0

1
0
1 RC , cu normala la curba de ruletă (m) dusă 

în cel de al doilea punct admis 2M . Cu începere din punctul X02 curba )( 0c  se va 
aproxima cu cercul de curbură al centroidei fixe determinat în această poziţie, având 

raza 0
23

0
2 RR =  şi centrul în punctul 0

23
0
2 CC =  de pe dreapta 0

102CX .  

În continuare se procedează la fel, curba )( 0c  aproximându-se cu arce de cerc 

din aproape în aproape. Este evident că în acest caz curba dată se aproximează cu 
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arce de trohoide, acestea intersectându-se în punctele jM  (j=1,2,...,n) cu curba 

dată (m). Aproximarea curbei de ruletă date (m) va fi cu atât mai exactă cu cât 
punctele jM  se admit mai aproape unul de altul, numărul acestora putând fi oricât 

de mare.  
Curba )( 0c  se poate trasa şi prin centrele instantanee de rotaţie, care 

reprezintă punctele de tangenţă a două cercuri de curbură consecutive. Centrele de 

curbură ale centroidei fixe 0
1,

0
+= jjj CC  (j=1,2,...,n-1) se pot obţine pe cale grafică 

sau analitică cu ajutorul construcţiei Savary, după cum urmează: 
 
1. Se determină coordonatele centrelor de curbură ale curbei (m), în punctele 

considerate ale acesteia ),( jjj yxM : 

)(
)(1

)(
])(1[)(

2
0

2
0

j

j
jM

j

jj
jM

xF
xF

yy

XF
xFxF

xx

j

j

′′

′+
+=

′′

′+⋅′
−=

       (3.57) 

2. Se determină punctul jX 0  de pe centroida fixă la intersecţia dintre normala 

la curba de ruletă (m) într-un punct al acesteia ),( jjj yxM  de ecuaţie:  

 
0])([)(:)( =+′−⋅′+ jjjjj xyxFyxFxn        (3.58) 

 
şi cercul de ecuaţie: 

 
20220

1*, )()()(:)( 00 jCCjj Ryyxxc
jj

=−+− .       (3.59) 

 
Rezultă două puncte de intersecţie, având coordonatele: 

 

{
)1)(2()(

1
1)(

)()(

2
11

2
1

2
111

1112
1

2,1

2,1112,1

000

00
1,0

1,01,0

++++++

+++
+

++

++−−+−⋅±

±+−⋅
+

=

−=

+

++

jjCjjCCjjj

CCjjj
j

X

XjjX

bdxaayxbba

yxbba
b

y

ybax

jjj

jjj

jj

       (3.60) 

 
unde: 

 

( ) ( )22

11

1111

,0,00,00,0
2

)(
)(

jjjjjj XXCXCXj

jj

jjjj

xxyyxxd

xFb

xyxFa

+−+=

′=

+′=

++

++++

       (3.61) 
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Dintre cele două soluţii se va alege soluţia care respectă relaţia: 
 

])(,)(min[ 21 ,01,0,01,01,0 jjjjj XXXXX yyyyy −−=
+++

       (3.62) 

 
3. Se determină coordonatele centrului cercului centoidei mobile )(c  cu relaţia: 
 

1,1,

1,1,

cos)(sin)(

sin)(cos)(

0001

000
1

++

++

−+−+=

−−−+=

+

+

jjCCjjCCCC

jjCCjjCCCC

jjjjjj

jjjjjj

yyxxyy

yyxxxx

θθ

θθ
      (3.63) 

 
unde 1, +jjθ  reprezintă unghiul dintre două normale consecutive la centroida fixă, 

fiind dată de relaţia: 
 

))(())((

))(())((
arctan

01,00
1,001,00

1,0

0
1,0

0
1,0

0
1,0

0
1,0

1,

jjjjjjjj

jjjjjjjj

CXCXCXCX

CXCXCXCX

jj yyyyxxxx

xxyyyyxx

−−+−−

−−−−−
=

+−+−

+−+−

+θ        (3.64) 

 
4. Se construieşte dreapta paralelă cu tangenta la curba de ruletă prin punctul 

1,0 +jX , care intersectează linia care uneşte punctele 1+jM  şi 1+jC în punctul 1+jD  de 

coordonate: 
 

 

)()()(
)()()]()[(

)()()(
)]()[(

111

11111

111

1111

11

111,01,01

1

11

111,01,01

1

+++

+++++

+++

++++

′⋅−−−

′⋅−+⋅−−
=

′⋅−−−

−+′⋅−−
=

++

+++++

+

++

+++++

+

jCjCj

jjCCjjXXCj
D

jCjCj

jCCjjXXCj
D

xFxxyy

xFxyxyxFxyyy
y

xFxxyy

xyxyxFxyxx
x

jj

jjjjj

j

jj

jjjjj

j

.       (3.65) 

 

5. Se construieşte noul centru de curbură 0
1+jC  la intersecţia dintre liniile 

1,0
0

+jj XC  şi 0
11 ++ jj MD . Coordonatele centrului de curbură în poziţia j+1 cu care se 

aproximează centroida fixă la trecerea din poziţia j+1 în poziţia j+2 sunt: 
 

   

)()()()(

)()()()(

)()()()(

)()()()(

01,010
1

01,00
11

0
11

0
11

0
1,0

0
,0

0
,0

0
11

0
1

01,010
1

01,00
11

0
11

0
11

0
1,0

0
,0

0
,0

0
11

0
1

jjjjjjjj

jjjjjjjjjjjj

j

jjjjjjjj

jjjjjjjjjjjj

j

CXDMCXMD

MDMDCXCXCXMD

C

CXDMCXMD

MDMDCXCXCXMD

C

yyxxxxyy

yxyyyyxyyxyy
y

yyxxxxyy

yxyyxxxyyxxx
x

−⋅−+−⋅−

−⋅−+−⋅−
=

−⋅−+−⋅−

−⋅−+−⋅−
=

++++++

+++++++

+

++++++

+++++++

+

.      (3.66) 
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3.2.2 Prezentarea programului care realizează sinteza cuplelor 

cinematice de rostogolire cu curbe profil circulare prin metoda creşterilor 
finite  

 
Pentru a demonstra corectitudinea algorimului s-a realizat un program de 

calculator care simulează o cuplă de rostogolire. Acest program a fost realizat în 
limbajul Microsoft Visual Basic 6.0. În acest sens s-a ales ca metodă de verificare 
rezolvarea problemei lui Cardano. Aceasta presupune că daca un cerc de raza R, 
considerat elementul mobil, se rostogoleşte în interiorul unui cerc de raza 2R, 
considerat elementul fix, atunci curba generată de un punct de pe elementul mobil 
este o dreaptă, Fig.3,7. În cazul în care nu se respecta proporţiile pentru cele două 
cercuri, curba rezultata este o curba de tip hipocicloida. Dacă se notează cu a raza 
cercului fix si cu b raza cercului mobil, atunci se obtin curbele din Fig.3,8, anume 
dreapta, deltoida, astroida si hipocicloida cu cinci vârfuri, etc.  

 
Fig.3.7. Angrenaj tip Cardano pentru conducerea unui punct pe o linie 

dreaptă 
 

 
Fig.3.8. Tipuri de hipocicloida 
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Programul functioneaza după algoritmul prezentat la Cap.3.2.1. Se presupun 
cunoscute ecuaţia curbei de ruletă (m) în un numar de puncte Mj (j=1..n) şi ecuaţia 
centroidei mobile, un cerc de rază cunoscută. Se doreşte determinarea centroidei 
fixe c0. Acest lucru este realizat prin metoda creşterilor finite. Programul are ca 
element de baza o interfaţă între calculator şi utilizator. 
 
Interfaţa permite introducerea mai multor parametri: 

-raza centroidei mobile – R 
-distanţa punctului trasor fata de centrul centroidei mobile – q  
(daca q=R atunci punctul se află pe cerc) 
-numărul de puncte în care se va face calculul - k  
 -factorul de scară care ţine de reprezentarea corectă în interfaţă 
-se poate alege curba de ruletă 
-se poate alege domeniul baleat 
-se poate muta originea sistemului de coordonate 
-se poate vizualiza lista de date calculate de către program 
-se pot face mai multe reprezentări, cu diversi parametri modificaţi, ecranul 

  curăţându-se la comandă 
 

 
Fig 3.9 Panoul frontal al interfeţei grafice 
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Fig 3.10 Panoul frontal al interfeţei grafice cu domeniu mărit 

 
 În Fig 3.10 s-a mărit domeniul pe care se face reprezentarea, punctul trasor 

fiind pe cerc. S-a ales un domeniu intre -30 si 10 pentru reprezentare. 

 
Fig 3.11 Cupla centroidala cu punct trasor excentric 
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 Se observă că problema este rezolvată şi în cazul în care se alege punctul 
trasor în exteriorul centroidei mobile, centroida fixă nemaifiind un cerc. 

 În urma realizarii acestui program s-a demonstrat că algoritmul de generare 
al centroidei este corect şi că se poate aplica şi în alte cazuri. 

 
Un alt exemplu care foloseşte algoritmul de la capitolul 3.2.1 şi care 

dovedeşte corectitudinea acestuia se exemplifica şi pentru cazul când curba de 
reprodus ( )m  este o parabolă. Astfel, fiind date centroida mobilă ( )c ,un cerc de 
rază R şi un punct trasor M aflat pe centroida mobilă la distanţa q de centru, şi 
curba de reprodus ( )m  de către punctul trasor, se cauta profilul centroidei fixe ( )0c
. 

Există unele constrângeri impuse de algoritmul de obţinere al centroidei fixe, 
anume, în poziţia iniţială axa  Oy a sistemului de coordonate trebuie să coincidă cu 
direcţia normalei la curba de ruletă ( )m  în primul punct ales de pe acesta 1M  iar 
originea sistemului de coordonate xOy sa fie pe centroida mobilă şi să coincidă cu 
primul punct al centroidei fixe. 

Luând în considerare aceste restrângeri se defineşte curba de ruletă de tip 
parabolă astfel: 

Ecuaţia generală a unei parabole: 
 

cbxaxy ++= 2                  (3.67) 
 
Din condiţiile impuse dacă  
 

qRcqRyx +=⇒+=⇒= 0                  (3.68) 
 
De asemenea,  având în vedere că Oy trebuie sa fie confundată cu normala 

în primul punct (x=0), 
 

02' =+= baxy                  (3.69) 

dar 00 =⇒= bx                   (3.70) 
 
În concluzie parabola va avea următoarea formă: 
 

( )qRaxy ++= 2                   (3.71) 
 
În funcţie de parametrul ”a” se determină forma parabolei. Acesta stabileşte 

orientarea cât şi deschiderea parabolei. Dacă parametrul a este negativ atunci 
parabola are vârful orientat în sus şi braţele orientate în jos, iar dacă a este pozitiv, 
situatia se schimbă, vârful fiind orientat în jos şi bratele orientate în sus.  

În altă ordine de idei, cu cât parametrul a scade, cu atât bratele parabolei 
sunt mai depărtate. Dacă acest parametru devine 0 atunci se obţine o dreaptă, 
braţele fiind infinit depărtate. 

Se determină coordonatele unor puncte echidistante pe parabolă. Acest 
lucru se face intersectând parabola cu cercuri de rază constanta dar care işi schimbă 
centrul dintr-un un punct în următorul. 
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Fig 3.12 Obţinerea de puncte echidistante pe o curbă 

 
Pentru a determina coordonatele punctelor pe parabolă este necesar să se 

rezolve următorul sistem de ecuaţii: 
 

( )
( ) ( )⎩
⎨
⎧

=−+−
++=

22
0

2
0

2

ryyxx
qRaxy

               (3.72) 

 
cu 0x , 0y  reprezentând coordonatele centrului cercului de împărţire al 

parabolei iar r fiind raza aceluiasi cerc. 
Acest sistem de ecuatii poate fi rezolvat de calculator folosind metode 

numerice. Ecuatia pentru care trebuie găsită soluţie este următoarea: 
 

( ) 022122 22
0

2
00

2
00

242 =−++−+−+−+ rxycycxxayacxxa     (3.73) 

unde qRc +=  
 
În programul din Anexa2, pentru rezolvarea acestei ecuaţii se foloseşte 

funcţia f1 şi rezultă coordonatele punctelor de pe parabolă ( )
ii MMi yxM ,   

În mod analog se notează cu f2 funcţia de rezolvare a sistemului format 
pentru determinarea punctului de intersecţie între cercul centru ( )00 ,0 ii RC  şi rază  

0
iR  cu normala în punctul curent de pe parabolă. 

Panta normalei: 
 

axm
n

2
11

−=−=                 (3.74) 

 
Ca urmare rezultă sistemul de ecuaţii: 
 

( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
−=−

2022
00 iCC

MM

Ryyxx
xxnyy

ii

              (3.75) 
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Aplicând metoda substituţiei pentru sistemul de ecuaţii (3.75) se obţine 
ecuaţia (3.76). Aceasta este notată în program cu f2. 

 

ሺݔ െ ஼೔బሻݔ
ଶ ൅ ሺݕெ ൅ ݊ሺݔ െ ெሻݔ െ ஼೔బሻݕ

ଶ െ ܴ௜଴
ଶ ൌ 0               (3.76) 

 
Se observă că această ecuaţie nu este ordonată canonic, cu toate acestea, 

folosind metode numerice se găsesc soluţiile relativ uşor. 
Rezultă în urma rezolvării ecuaţiei coordonatele noului punct de pe centroida 

fixă ܫ௜ାଵሺݔூమ,   .ூమሻݕ
Pasul următor, conform algoritmului prezentat în cap.3.2.1 îl reprezintă 

determinarea punctului unde se află centrul cercului centroidei mobile. Practic se 
intersectează dreapta ܥ௜଴ܫ௜ାଵ cu cercul de centru ܫ௜ାଵሺݔூమ,  ூమሻ şi rază R rezultândݕ
noua poziţie a centrului centroidei mobile. 

 

ቐ
ሺݔ െ ூ೔శభሻݔ

ଶ ൅ ሺݕ െ ூ೔శభሻݕ
ଶ ൌ ܴଶ

ݕ െ ஼೔బݕ ൌ
௬಺೔శభି௬಴೔

బ

௫಺೔శభି௫಴೔
బ
ሺݔ െ ஼೔బሻݔ

              (3.77) 

 
Folosind metoda substituţiei rezultă urmatoarea ecuaţie, notată în program 

cu f3: 
 

ሺݔ െ ூమሻݔ
ଶ ൅ ቆ

௬಺మି௬಴೔
బ

௫಺మି௫಴೔
బ
ቀݔ െ ஼೔బቁݔ ൅ ஼೔బݕ െ ூమቇݕ

ଶ

െ ܴଶ ൌ 0            (3.78) 

 
Dacă se rezolvă această ecuaţie se obţine noul centru al centroidei mobile 

,஼೔శభݔ௜ାଵሺܥ  ஼೔శభሻݕ
Se determină coordonatele punctului ܦ௜ାଵሺݔ஽೔శభ,  ஽೔శభሻ. Acesta se află laݕ

intersecţia dintre dreapta ሾܯ௜ାଵܥ௜ାଵሿ şi perpendiculara în ܫ௜ାଵ pe ሾܯ௜ାଵܥ௜ାଵሿ 
 
݉ ൌ  ெ೔శభ                 (3.79)ݔ2ܽ

notăm cu m panta tangentei la parabola in punctul ܯ௜ାଵ 
 

൝
ݕ െ ெ೔శభݕ ൌ

௬ಾ೔శభି௬಴೔శభ
௫ಾ೔శభି௫಴೔శభ

ሺݔ െ ெ೔శభሻݔ

ݕ െ ூ೔శభݕ ൌ ݉ሺݔ െ ூ೔శభሻݔ
             (3.80) 

 
rezultă ecuaţia 

݉൫ݔ െ ூ೔శభ൯ݔ ൅ ூ೔శభݕ െ ெ೔శభݕ െ
௬ಾ೔శభି௬಴೔శభ
௫ಾ೔శభି௫಴೔శభ

൫ݔ െ ெ೔శభ൯ݔ ൌ 0        (3.81) 

 
și se notează cu f4 în program. Soluţiile acestei ecuaţii dau coordonatele 

punctului  ܦ௜ାଵሺݔ஽೔శభ,  ஽೔శభሻݕ
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Se determină centrul de curbură ܯ௜ାଵ
଴ ሺݔெ೔శభ

బ , ெ೔శభݕ
బ ሻ folosind relaţiile 

prezentate la cap 3.2.1 
Se determină centrul de curbură al centroidei fixe, la intersecţia dintre 

dreptele ܦ௜ାଵܯ௜ାଵ
଴  şi ܥ௜଴ܫଶ rezolvând sistemul de ecuaţii: 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ݕۓ െ ெ೔శభݕ

బ ൌ
௬ವ೔శభି௬ಾ೔శభ

బ

௫ವ೔శభି௫ಾ೔శభ
బ
ሺݔ െ ெ೔శభݔ

బ ሻ

ݕ െ ஼೔బݕ ൌ
௬಺೔శభି௬಴೔

బ

௫಺೔శభି௫಴೔
బ
ሺݔ െ ஼೔బሻݔ

             (3.82) 

 
din care rezultă ecuaţia: 
 

஽೔శభݕ െ ெ೔శభݕ
బ

஽೔శభݔ െ ெ೔శభݔ
బ
ቀݔ െ ெ೔శభݔ

బ ቁ ൅ ெ೔శభݕ
బ െ ஼೔బݕ െ

ூ೔శభݕ െ ஼೔బݕ
ூ೔శభݔ െ ஼೔బݔ

ቀݔ െ ஼೔బቁݔ ൌ 0 

                   (3.83) 
 
notată în program cu f5 şi în urma căreia rezultă punctul ܥ௜ାଵ଴ ሺݔ஼೔శభబ , ஼೔శభబݕ ሻ 
Se determină lungimea segmenului ሾܫ௜ାଵܥ௜ାଵ଴ ሿ care reprezintă în acelaşi 

timp raza de curbură a centroidei fixe, notată cu ܴ௜ାଵ଴  
Pentru a verifica corectitudinea funcţionării programului s-au facut unele 

construcţii folosind programul de proiectare AutoCAD 2010. Aceste construcţii s-au 
realizat impunând, pentru parabolă să intersecteze axa Ox la -16 şi 16, iar vârful 
parabolei să fie la coordonatele (0,8), iar pentru centroida mobilă s-a impus în felul 
urmator: 

 
- în anexa 2a raza=2, distanţa de la centru la punctul trasor, q=6 
- în anexa 2b raza=3, distanţa de la centru la punctul trasor, q=5 
- în anexa 2c raza=4, distanţa de la centru la punctul trasor, q=4 
- în anexa 2d raza=5, distanţa de la centru la punctul trasor, q=3 
 
În urma acestor verificări s-a concluzionat că valorile coordonatelor 

punctelor obţinute prin construcţia din programul de proiectare AutoCAD şi valorile 
obţinute prin programul construit de autor sunt comparabile diferente apărând după 
a 3-a zecimală. Diferenţele apar datorită preciziei cu care au fost calculate soluţiile 
ecuatiilor f1,f2,f3,f4,f5 folosindu-se metode numerice. Dacă este necesar această 
precizie de calcul se poate modifica cu uşurinţă în program, ea fiind reglată la o 
valoare mai mare pentru a obtine rezultatele mult mai rapid. 
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Fig 3.13 Panoul frontal al interfeţei programului pentru generarea unei 

parabole cu R=3,q=5 
 
În Fig 3.13 se poate observa zona de configurare a parametrilor care 

definesc forma parabolei (coeficientii a şi c). De asemenea se poate observa zona de 
configurare a parametrilor care definesc forma centroidei mobile, anume parametrii 
R – raza cercului si q- distanţa de la centrul cercului la punctul trasor. Un alt 
parametru care poate fi configurat prin aceasta interfaţă este raza cercului de 
împarţire al parabolei. 

 
Fig 3.14 Panoul frontal al interfeţei programului pentru generarea unei 

parabole cu R=2,q=6 
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Fig 3.15 Panoul frontal al interfeţei programului pentru generarea unei 

parabole cu R=3.9999,q=4.0001 
 
După ce se introduc parametrii, programul poate fi rulat apăsând pe butonul 

”Calculează”. În urma acestei comenzi apar coordonatele calculate ale parabolei, 
coordonatele calculate pe bază de algoritm ale centroidei fixe. De asemenea apare 
în zona de desenare o reprezentare grafica a parabolei, centroidei fixe si centroidei 
mobile. Se foloseste culoarea neagra pentru a desena parabola si culoarea rosu 
pentru desenarea centroidei fixe şi a celei mobile.  

Pentru o mai bună vizualizare a zonei grafice se pot folosi două bare de 
derulare (ScrollBar) pentu a deplasa graficul pe orizontală respectiv pe verticală, şi o 
bară de derulare pentru mărire, factorul de marire fiind afişat. 

De asemenea există un buton pentru a memora datele obtinute, pentru a 
putea fi ulterior folosite în diverse scopuri. 

În Fig 3.16 se prezintă panoul frontal al interfeţei programului pentru 
generarea unei elipse. Acesta s-a construit pentru a fi asemanător cu panoul frontal 
pentru programul de generare al unei parabole, diferenţa apărând în zona în care se 
face definirea parametrilor curbei de ruletă, în cazul acesta fiind vorba despre o 
elipsa. 
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Fig 3.16 Panoul frontal al interfeţei programului pentru generarea unei elipse 

cu R=3,q=5 
 
Programul care realizează determinarea  punctelor de pe centroida fixa în 

condiţiile când curba de generat e o elipsa este anexat prezentei lucrări in anexa 3. 
De asemenea, pentru verificarea corectitudinii programului s-au atasat cateva 
modele CAD şi foi de calcul Excel prezentei lucrări în felul urmator: 

 
- în anexa 3a raza=2, distanţa de la centru la punctul trasor, q=6 
- în anexa 3b raza=3, distanţa de la centru la punctul trasor, q=5 
- în anexa 3c raza=4, distanţa de la centru la punctul trasor, q=4 
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4. SINTEZA MECANISMELOR DE TIP 
CENTROIDAL 

 
 

Sinteza mecanismelor are ca scop stabilirea dimensiunilor geometrice 
caracteristice ale elementelor şi zonelor de contact astfel ca să se respecte anumite 
condiţii funcţionale date/impuse prin tema de proiectare. 
 
4.1 Sinteza mecanismelor de poziţionare 
 

Această problemă de sinteză, cunoscută sub numele de sinteza pozitională a 
mecanismelor, are ca obiectiv poziţionarea unui element mobil E în raport cu altul F 
fix sau considerat fix în conformitate cu anumite cerinţe impuse. Această condiţie 
este echivalentă cu impunerea ocupării succesive a mai multor poziţii de către trei 
puncte ale elementului E în raport cu F în cazul mecanismelor spaţiale sau de către 
două puncte în cazul mecanismelor plane. La mecanismele cu bare şi cu cuple de 
clasa a 5-a inferioare numarul poziţiilor relative ce pot fi impuse este finit şi depinde 
de structura mecanismului. Daca în structura mecanismului se introduce o cuplă de 
clasa a 5-a superioară, numărul de poziţii impuse poate deveni oricât de mare, fiind 
limitat doar din punct de vedere constructiv. 

În cele ce urmează se tratează cazul sintezei mecanismelor plane acestea 
fiind cele mai raspândite în construcţia de maşini şi aparate. Unele dintre metodele 
de sinteză se pot adapta sintezei mecanismelor spaţiale. 
 
4.1.1 Conditiile de poziţionare relativă a doua elemente. 
Curbe suport.  
 

În cazul mecanismelor plane starea de mişcare a elementului mobil E este 
univoc determinată, în raport cu un alt element F fix sau considerat fix, dacă se 
respectă condiţia ca două puncte să se sprijine pe doua curbe. Punctele şi curbele pe 
care acestea se sprijină trebuie să aparţină fiecare altui element(plan). Curbele de 
sprijin poartă numele de curbe suport.[P2] 

Cele trei cazuri posibile sunt prezentate în fig.4.1. În cazul a, punctele A si B 
ale elemetului E se găsesc pe curbele (a) respectiv (b) aparţinând elementului fix F. 
În mişcarea relativa (E/F) elementul E are un singur grad de libertate (în raport cu 
F), deoarece punctele A şi B găsindu-se fiecare pe câte o curba data au cate un grad 
de libertate, iar între coordonatele lor subzista relaţia ce decurge din condiţia 
indeformabilităţii elementelor, adică: 
 

.)()( 222 ctABYYXX BABA ==−+−    (4.1) 
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Fig. 4.1 Definirea poziţiilor relative a două elemente cu ajutorul curbelor suport 

 
De exemplu, daca curbele (a) şi (b) sunt cercuri rezulta un mecanism 

patrulater articulat, elementul E fiind biela lui. fig 4.2  
 

 
Fig. 4.2 Sinteza pozitională a mecanismului patrulater articulat - curbe suport 

cercuri legate de elementul fix. 
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În fig. 4.1.b este prezentat cazul în care curbele (α ) şi (β ) aparţinând 
elementului mobil E se sprijină pe doua puncte A0 si B0 aparţinând elementului fix F. 
Evident că şi în cazul acesta mişcarea relativă a celor doua elemente este univoc 
determinată, situaţia fiind identică cu precedenta considerând mişcarea inversă 
(F/E). Un exemplu în acest sens îl reprezintă mecanismul dublu piston oscilant la 
care curbele (α ) şi (β ) sunt drepte. fig 4.3 
 

 
Fig. 4.3 Mecanism dublu piston oscilant - curbele suport sunt drepte legate de 

elementul mobil (E) 
 

În cazul reprezentat în fig 4.1.c cele doua curbe aparţin fiecare altui 
element, de exemplu (a) ∈  F şi (β )∈  E. Pe curba (a) se sprijina un punct A∈E, iar 

curba ( β )∈ E trece mereu printr-un punct B0 ∈ F. Un exemplu pentru acest caz îl 
constituie mecanismul cu cilindru oscilant la care curba (a) este un cerc iar curba 
(β ) este o dreaptă. fig. 4.4 
 

 
Fig.4.4 Mecanism cilindru oscilant – curba suport fixă este cerc, curba suport mobilă 

este dreapta β  
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Pe baza noţiunii de curbă suport problema sintezei mecanismelor de 
poziţionare se poate formula stfel: 
 Să se gasească punctele dintr-un element (plan) care în p poziţii relative ale 
 acestuia în raport cu un alt element se află pe anumite curbe conţinute în 
 acestea din urmă.[P2] 

În cazul mecanismelor cu bare curbele suport sunt algebrice iar realizarea 
(reproducerea) acestora urmează sa fie facută cu ajutorul unor „mecanisme 
parţiale”. Pe aceasta cale sinteza mecanismelor se face în cascadă prin intermediul 
unor mecanisme parţiale din ce în ce mai simple, cel mai simplu fiind mecanismul cu 
un singur element mobil.  

Înainte de efectuarea sintezei dimensionale a mecanismului se impune 
determinarea structurii (complexitatii) mecanismului. Este evident că un numar mai 
mare de condiţii (în cazul de fata poziţii) pot fi realizate cu un mecanism mai 
complex. Structura mecanismului se va determina astfel ca în limitele preciziei 
impuse, să se satisfacă condiţiile de proiectare cat mai economic, adică mecanismul 
cu structura cea mai simpla. Determinarea structurii mecanismului se poate face 
pornind de la structura algebrica admisă pentru curbele suport. 

Se poate demonstra că daca q este numarul de parametri independenti care 
definesc curbele suport atunci planului mobil E i se pot impune cel mult: 
 

2+= qp       (4.2) 
 
poziţii. 

Dacă cele doua curbe, de exemplu (a) şi (b) din fig. 4.1 sunt de structuri 
algebrice diferite ( ba qq ≠ ), atunci numărul de poziţii care pot fi impuse 

elementului mobil va fi dat de curba care are cel mai mic număr de parametri 
independenţi care o definesc, adică 
 

2),min( += ba qqp        (4.3) 

 
De exemplu, în cazul unui mecanism patrulater articulat la care cele două 

curbe (a) şi (b) sunt cercuri ( 3== ba qq ) se obţine p=5, iar în cazul unui 

mecanism manivelă piston avand drept curbe suport un cerc ( 3=aq ) şi o dreaptă 

( 2=bq ) se obţine p=4. 

Curbele suport de tipul celor din fig.4.1 urmează sa fie reproduse fiecare de 
câte un mecanism parţial, elementul mobil E facând legatura dintre cele doua cuple 
cinematice de clasa a 5-a localizate în punctele A respectiv B. Considerand 
elementul E şi cuplele cinematice A şi B împreună, acestea formeaza o conexiune de 
tip KB(-1) având LE=-1. 

Mecanismele parţiale care trasează curbele suport se consideră desmodrome 
cu gradele de mobilitate Ma şi respectiv Mb. În acest caz gradul de mobilitate al 
mecanismului rezultat va fi: 
 

1−+=++= baEba MMLMMM    (4.4) 

 
Pentru Ma=Mb=1, rezultă M=1 – cazul cel mai des întalnit. 

De exemplu dacă se doreşte ca una din curbele suport, anume curba (b), sa 
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fie o curbă specială, de exemplu concoida dreptei (Nicomede), aceasta se poate 
realiza fizic prin intermediul unui mecanism parţial asa cum se arată în fig. 4.5. În 
acest caz punctul B descrie curba dorita. 
 

 
Fig.4.5 Mecanism pentru generarea curbei concoida dreptei 

 
Aceasta curba poate fi aproximata cu ortocicloidă scutată a cercului. Această 

curbă poate fi generată cu usurinţă prin intermediul unei cuple de tip centroidal în 
care centroida fixă este o dreaptă, centroida mobilă un cerc cu centrul în punctul C 
iar  punctul trasor B este fixat pe centroida mobilă, aşa cum se arată în fig 4.6. Cele 
două curbe sunt comparabile doar în un interval definit. 
 

 
Fig. 4.6 Mecanism centroidal pentru generarea unei ortocicloide scurtate 

 
Se poate face analogie şi între concoida cercului şi o epicicloida lungita sau 

între o semi-elipsă şi ortocicloidă. 
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S-au ales ortocicloida si epicicloida din cauza că acestea pot fi reproduse 
folosind cerc sau dreaptă, elemente geometrice uşor de materializat în realitate. 
 
 
 
4.1.2 Sinteza mecanismelor de tip centroidal de poziţionare 
 

Mecanismele de poziţionare de tip centroidal permit unui element mobil 
solidar cu biela mecanismului, având ca parametri de poziţie coordonatele unui 
punct )(txK , )(tyK  cât şi unghiul )(tβ  pe care elementului mobil îl formeaza faţă 
de o direcţie dată definiţi, să descrie o traiectorie impusă (k), care depinde de 
parametrul problemei de sinteză t. Dimensiunile elementelor grupei cinematice (ex. 
A0AK) care poartă elementul mobil (E) în poziţiile stabilite sunt impuse sau 
determinate funcţie de domeniul admis traiectoriei punctului K (v. fig.4.7).  
Între poziţiile impuse elementului mobil, date de )(txK , )(tyK , )(tβ  şi parametrul 

poziţional al elementului de intrare )(tf  respectiv parametrului poziţional al bielei 

)(tg  se pot determina dependenţe funcţionale de forma: 
 

)),(),(),(()(

)),(),(),(()(

ttytxgtg

ttytxftf

KK

KK

β

β

=

=
      (4.5) 
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Fig.4.7 Sinteza mecanismului de poziţionare de tip centroidal (generator de poziţii) 

 
În funcţie de parametrii poziţionali ai elementului conducător )(tf , 

intermediar )(tg , unghiurile α ,δ  respectiv lungimile jl  prescrise ale structurii 

mecanismului se poate determina traiectoria punctului M a bielei mecanismului, care 
reprezintă curba de ruletă (m) pentru cupla de tip centroidal în sistemul de axe fix 
sub forma: 
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),,,,,)(,)(,)((),,,,,)(,)(,)(()( 2121 δαβδαβ ++++ ⋅+= jjjjjj lllttgtfvilllttgtfutM    (4.6) 

 
 Determinarea coordonatelor elementului profilat se va realiza conform 
sintezei cuplelor cinematice de tip centroidal prezentate în capitolul 3. 
 Pentru explicitarea algoritmului de sinteză se va prezenta sinteza 
dimensională pentru câteva structuri reprezentative de mecanisme de tip centroidal 
generatoare de poziţii. 
 
 
Cazul patrulaterului articulat de tip centroidal RRRRo(c) şi RRRI(d) de 
poziţionare 
 
 Mecanismele patrulatere articulate de tip centroidal RRRRo(c) şi RRRI(d) pot 
fi utilizate şi ca mecanisme generatoare de poziţii.  
 Pentru sinteza acestora, se consideră poziţia elementului mobil definită prin 
traiectoria de generat (k) de punctul K şi unghiul de poziţie )(tβ  al elementului 

mobil. Cupla de rotaţie motoare 0A  poate fi aleasă convenabil, iar lungimea 

manivelei 2l  şi a segmentului bielei 5lAK =  pot fi determinate. 

Dependenţele funcţionale de generat pentru elementul conducător şi intermediar ale 
mecanismelor patrulater articulate de tip centroidal mai sus menţionate vor fi date 
în forma: 
 

).()(

),()(

ttg

ttf

ϑ

ϕ

=

=
         (4.7) 

 
Dependenţa funcţională dintre unghiul manivelei (2) ϕ  şi parametrul t  va fi 

dată de relatia 
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0 )()()(2
])()([))()((4)(2

arctan2)(
lltytxtxl

lltytxtytxltyl
t

KKK

KKKKK

−+++⋅

−++−+±
+−= ϕϕ  

(4.8) 
 
şi depinde de coordonatele traiectoriei punctului K al elementului mobil. 

Dependenţă funcţională dintre unghiul bielei mecanismului şi parametrul t se 
va determina în funcţie de unghiul de poziţie )(tβ  al elementului mobil şi geometria 
elementului intermediar, biela mecanismului. Astfel se poate scrie relaţia: 
 

)()()(0 tt βδπαϑϑ =−+++     (4.9) 
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Fig.4.8 Sinteza mecanismului patrulater articulat cu bare rulante RRRRo(c) 
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Fig.4.9 Sinteza mecanismului patrulater articulat cu element flexibil RRRI(d) 

 
de unde rezultă dependenţa funcţională: 
 

0)()()( ϑδπαβϑ −−−−= tt      (4.10) 

unde unghiurile α  şi δ  sunt alese sau impuse. 

Coordonatele traiectoriei punctului M se determină după alegerea lungimii 3l  

a bielei mecanismului cu relaţia (4.11) 
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)).(sin())(sin()(

)),(cos())(cos()(

0302

0302

tltlty

tltltx

ϑϑϕϕ

ϑϑϕϕ

+⋅++⋅=

+⋅++⋅=
    (4.11) 

 
Această traiectorie reprezintă curba de ruletă (m) (fig. 4.8), pentru cazul 

mecanismelor cu cuple centroidale de rostogolire, sau evolventa (ev) (fig. 4.9) 
pentru cazul mecanismelor cu cuple centroidale de infasurare, în formă parametrică 
în funcţie de parametrul t  al curbei de generat. Sinteza cuplei cinematice de tip 
centroidal de rostogolire sau de înfăşurare se va realiza conform celor prezentate în 
capitolul 3.  
 
 
4.2. Sinteza mecanismelor de tip centroidal generatoare de 
traiectorie 
 

În acest subcapitol se va prezenta sinteza dimensională a mecanismelor 
patrulatere de tip centroidal generatoare de traiectorii. Acest tip de mecanism 
permite unui punct aparţinând bielei să descrie o traiectorie impusă (k), care 
depinde de parametrul problemei de sinteză t al mecanismelor generatoare de 
traiectorie. Dacă sunt cunoscute dimensiunile elementelor grupei cinematice (ex. 

AKA0 ) care descrie traiectoria impusă (k), (v. fig.4.10). Pornind de la elementul 

de intrare, între coordonatele traiectoriei de generat )(txK , )(tyK  şi parametrul 

poziţional al elementului de intrare )(tf  respectiv parametrului poziţional al bielei 

)(tg  se pot determina dependenţe funcţionale de forma: 
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Fig.4.10 Sinteza mecanismului de tip centroidal generator de traiectorie 

 

)),(),(()(

)),(),(()(

tytxgtg

tytxftf

KK

KK

=

=
     (4.12) 

 
 Parametrul poziţional al elementului de intrare va fi în cazul mişcării de 
rotaţie )(tϕ  respectiv în cazul mişcării de translaţie )(ts  respectiv parametrul 
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poziţional al elementului intermediar )(tϑ  şi )(tsc . 

Traiectoria punctului M al bielei mecanismului, care generează curba de 
ruletă (m), se poate determina în sistemul de axe fix în funcţie de parametrii 
poziţionali ai elementului conducător )(tf  şi intermediar )(tg , respectiv unghiul α  

şi lungimile jl  prescrise ale structurii mecanismului ales sub forma: 

 
),,,),(),((),,,),(),(()( 2121 αα ++++ ⋅+= jjjjjj llltgtfvillltgtfutM  (4.13) 

 
 Determinarea coordonatelor elementului profilat (în general centroidă fixă în 
sistemul de axe xOy) se va realiza conform sintezei cuplelor cinematice de tip 
centroidal prezentate în capitolul 3. 
 Pentru explicitarea algoritmului de sinteză se va prezenta sinteza 
dimensională pentru câteva structuri reprezentative de mecanisme de tip centroidal 
generatoare de traiectorii. 
 
Cazul patrulaterului articulat de tip centroidal RRRRo(c) şi RRRI(d) 
generatoare de traiectorie 
 

Structurile mecanismelor patrulatere articulate de tip centroidal RRRRo(c) şi 
RRRI(d) utilizează cupla de rostogolire respectiv înfăşurare între elementul condus şi 
elementul fix. Elementul conducător fiind de tip manivelă. 
Pentru sinteza mecanismelor de tip centroidal RRRRo(c) şi RRRI(d) provenite din 
lanţul cinematic al mecanismului patrulater articulat, se consideră (k) traiectoria de 
generat într-o anumită direcţie între punctele iK  (iniţial) şi fK  (final) de către un 

punct K  a bielei unui mecanism. Curba de generat poate fi închisă (k) sau deschisă 
(k´) ca în figura 4.11. Cupla de rotaţie motoare 0A  poate fi aleasă convenabil, iar 

lungimea manivelei 2l  şi a segmentului bielei 5lAK =  pot fi determinate în funcţie 

de cercurile cu centrul în 0A  care circumscriu curba de generat (k) sau (k´). 

Pornind de la relaţiile: 
 

25 llR += , 25 llr −= ,     (4.14) 

 
se pot determina lungimile elementelor 2l  şi 5l  astfel: 

 

 )(
2
1

2 rRl −= , )(
2
1

5 rRl +=      (4.15) 

 
Dependenţele funcţionale de generat pentru elementul conducător şi intermediar ale 
mecanismelor patrulater articulate de tip centroidal mai sus menţionate vor fi: 
 

).()(

),()(

ttg

ttf

ϑ

ϕ

=

=
       (4.16) 
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Ecuaţia traiectoriei de generat (k) scrisă în formă complexă în raport cu sistemul de 
coordonate yxA0  va fi: 

 
 )()()( tyitxtK KK ⋅+=      (4.17) 

 
Poziţia punctului de K aparţinând bielei mecanismului va fi dată de expresia: 
 

))((
5

))((
2

00)( αϑϑϕϕ ++⋅+⋅ ⋅+⋅= titi eleltK     (4.18) 

 
unde mărimile care intervin în relaţia (4.18) reprezintă: 

)( 00 tF=ϕ  - unghiul iniţial al elementului conducător, 

)( 00 tG=ϑ  - unghiul iniţial al elementului intermediar (biela). 

Condiţia ca punctul K al bielei să descrie traiectoria de generat (k) se obţine egalând 
relaţiile (4.17) cu (4.18) sub forma:  
 

 ))((
5

))((
2

00)()( αϑϑϕϕ ++⋅+⋅ ⋅+⋅=⋅+ titi
KK eleltyitx   (4.19) 
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Fig.4.11 Sinteza mecanismului patrulater articulat cu bare rulant RRRRo(c) 

 

Prin separarea termenului ))((
5

0 αϑϑ ++ tiel  şi multiplicarea cu termenul complex 

conjugat al acestuia, se va obţine ecuaţia: 
 

  0])()([))(sin()(2))(cos()(2 2
5

2
2

22
0202 =−++−+⋅++⋅ lltytxttylttxl KKKK ϕϕϕϕ  

(4.20) 
 
din care rezultă dependenţa funcţională dintre unghiul manivelei (2) ϕ  şi 
parametrul t  al traiectoriei de generat (k): 
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(4.21) 
 
Prin multiplicarea ecuaţiei (4.19) cu ecuaţia complex conjugată a acesteia, se va 
obţine dependenţa funcţională dintre unghiul bielei (3) ϑ  şi parametrul t  al 
traiectoriei de generat (k): 
 

52
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00 2
)()(

arccos)()(
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lltytx
tt KK
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−−+

−−++−= αϕϕϑϑ , (4.22)  

 
unde unghiul α  se va alege sau este impus. 

Prin alegerea lungimii 3l  a bielei mecanismului, coordonatele punctului M se poate 

scrie sub forma: 
 

)).(sin())(sin()(

)),(cos())(cos()(

0302

0302

tltlty

tltltx

ϑϑϕϕ

ϑϑϕϕ

+⋅++⋅=

+⋅++⋅=
    (4.23) 

 
Relaţiile (4.23) descriu curba de ruletă (m) sau evolventa (ev) în formă 

parametrică în funcţie de parametrul t  al curbei de generat. Sinteza cuplei 
cinematice de tip centroidal de rostogolire sau de înfăşurare se va realiza conform 
celor prezentate în capitolul 3.  
 
 
 
 
4.3. Sinteza mecanismelor de tip centroidal generatoare de 
funcţii  

 
In cele ce urmează se va prezenta sinteza dimensională a mecanismelor 

patrulatere de tip centroidal generatoare de funcţii. La aceste mecanisme 
parametrul poziţional al elementului conducător reprezintă chiar parametrul 
problemei de sinteză, adică ttf ≡)(  şi dependenţa funcţională de realizat a 

parametrului poziţional al elementului condus )(th  are forma 

)(),(),( thhtggtff === .  
Această dependenţă funcţională reprezintă funcţia de generat. Parametrul 

poziţional al elementului motor va fi în cazul mişcării de rotaţie ϕ=t  şi în cazul 
mişcării de translaţie st =  respectiv parametrul poziţional al elementului condus 

)()( tth ψ=  şi )()( tsth c= . 
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Fig.4.12 Sinteza mecanismului de tip centroidal generator de funcţii 

 
Punctul M identic în cazul mecanismelor generatoare de funcţii cu cupla 

mobilă a manivelei A sau al balansierului B descrie în mişcarea inversă o curbă de 
ruletă (m), care se poate determinată în sistemul de axe mobil în funcţie de 
parametrii poziţionali ai elementului conducător şi condus, respectiv lungimile jl  şi 

dimensiunile elementelor ii vu ,  prescrise ale structurii mecanismului ales sub 

forma: 
),,),(),((),,),(),(()( iijiij vulthtfvivulthtfutM ⋅+=   (4.24) 

 Determinarea coordonatelor elementului profilat (în general centroida fixă) 
se va realiza conform sintezei cuplelor cinematice de tip centroidal prezentate în 
capitolul 3. 
 Pentru explicitarea algoritmului de sinteză se va prezenta sinteza 
dimensională pentru câteva structuri reprezentative de mecanisme de tip centroidal 
generatoare de funcţii. 
 
 
Cazul patrulaterului articulat de tip centroidal RRRoR(a) şi RRIR(a) 
generator de funcţii 
 

Mecanismul patrulater articulat cu bare rulante de construcţie simplă având 
la bază structura RRRoR(a) conţine un element profilat solidarizat cu biela şi cel de-
al doilea element profilat solidarizat cu balansierul mecanismului. Manivela este 
considerată elementul de intrare (conducător) (v. fig.4.13). 
Funcţia de generat ce trebuie să fie realizată de balansierul mecanismului patrulater 
articulat de construcţie simplă RRRoR(a) va fi: 
 

)()( ϕψ=th       (4.25) 
 
Domeniul de variaţie a parametrului poziţional motor va fi: 
 

 [ ]maxmin ,ϕϕϕ ∈     (4.26) 
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Fig.4.13 Sinteza mecanismului patrulater articulat cu bare rulante RRRoR(a) 

 
 

Vectorul )(ϕM , care descrie curba de ruletă (m) (v. fig.4.13), va fi 
determinat în raport cu sistemul de coordonate mobil u,v, în scrierea cu numere 
complexe pentru o funcţie de generat (4.25), prin relaţia:  
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Fig.4.14 Sinteza mecanismului patrulater articulat cu element flexibil RRIR(a) 
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( )[ ] ( ) ( )[ ])(
2

)(
1

000)( ϕψψϕϕϕψψπϕ +−+⋅+−⋅ ⋅+⋅= ii elelM   ,   (4.27) 
 
sau 

( ) ( ) ( )[ ])(
2

)(
1

000)( ϕψψϕϕϕψψϕ +−+⋅+⋅− ⋅+⋅−= ii elelM     (4.27´) 
 
Mărimile care intervin în relaţia (4.27) reprezintă: 
 00 t=ϕ   - unghiul iniţial al elementului conducător, 

 )( 00 tH=ψ  - unghiul iniţial al elementului condus, 

 1l    - lungimea elementului fix, 

 2l    - lungimea manivelei. 

Pentru vectorul )(ϕM , care descrie curba de ruletă (4.27), se va separa 
partea imaginară de partea reală şi se vor obţine componentele acestuia sub forma:  
 

[ ] [ ]
[ ] [ ]))(()(sin)(sin)(

))(()(cos)(cos)(

00201

00201

ϕψψϕϕϕψψϕ

ϕψψϕϕϕψψϕ

+−+⋅++⋅=

+−+⋅++⋅−=

llv

llu
  . (4.28) 

 
Dacă se va impune profilul centroidei mobile ca fiind un cerc de rază R 

articulat la distanţa q de centrul cercului, determinarea profilului centroidei fixe se 
va realiza conform § 3.1.1. pe cale analitică sau § 3.2.1. prin metode numerice (de 
recomandat).  

Mecanismului patrulater articulat cu element flexibil de construcţie simplă 
având la bază structura RRIR(a) conţine un elementul flexibil ca bielă şi elementul 
profilat ca balansierul mecanismului. Manivela este deasemenea considerată ca 
element motor (v. fig.4.14).  

Sinteza acestui tip de mecanism patrulater articulat cu element flexibil se 
realizează identic cu cazul mecanismului patrulater cu bare rulante RRRoR(a) pentru 
cazul particular când un profil este rectiliniu (dreaptă). 

Vectorul )(ϕM  descrie aceeaşi curba de ruletă (4.27). Curba de ruletă 

reprezintă în acest caz o evolventă )( ve  şi are coordonatele date de relaţiile (4.28). 
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Fig.4.15 Sinteza mecanismului manivelă-piston cu bare rulante RRRoT(a) 
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Coordonatele evolutei )(e  sunt:  
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( )
( )

( )
( ) 32

10021
32

2

002010

0
2

200
2

1

002010

210

32
10021

32
2

002010

0
2

200
2

1

002010

210

)cos()21()1()sin()1(
))()sin(()sin()sin(

)sin()1())()sin((

))()sin(()sin()cos()1(

)cos()21()1()sin()1(
))()cos(()cos()sin(

)cos()1())()cos((

))()cos(()cos()cos()1(

ψϕϕψψψϕϕψψ
ψψϕϕψψϕϕψ

ψψψψψϕϕψ

ψψϕϕψψϕϕψψ

ψϕϕψψψϕϕψψ
ψψϕϕψψϕϕψ

ψψψψψϕϕψ

ψψϕϕψψϕϕψψ

′−+′−′−′−+′′−′−
+−+−++′′−

−+′−−+−+′⋅−

−+−+−++′−′

=

′−+′−′−′−+′′−′−
+−+−++′′+

++′−++−+′⋅−

−+−++++′−′−

=

llll
ll

ll

ll

llv

llll
ll

ll

ll

llu

 (4.29) 
si lungimea curenta a elementului flexibil este 
 

( )
( ) 32

10021
32

2

2/322
2021

22
1

3 )cos()21()1()sin()1(
)1()cos()1(2

)(
ψϕϕψψψϕϕψψ

ψϕϕψψψ
ϕ

′−+′−′−′−+′′−′−

′−++′−′+′
=

llll
llll

l .        (4.30) 

 
Lungimea curentă a elementului flexibil (v. (4.30)) nu depinde de poziţia iniţiala a 
elementului condus pentru o funcţie dată. 
Valorile extreme ale parametrului poziţional al elementului motor minϕ  şi maxϕ  în 

cazul mecanismului patrulater articulat cu element flexibil de construcţie simplă 
RRIR(a)  se vor determina din ecuaţia:  
 

( ) 0)cos()21()1()sin()1( 32
10021

32
2 =′−+′−′−′−+′′−′− ψϕϕψψψϕϕψψ llll   (4.31) 

 
Algoritmul sintezei mecanismelor patrulatere de tip centroidal RRoRR(a) şi RIRR(a) 
este analog cu cel prezentat mai sus pentru mecanismele patrulatere de tip 
centroidal RRRoR(a) respectiv RRIR(a). 
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5. ANALIZA CINEMATICĂ A MECANISMELOR 
DE TIP CENTROIDAL 

 
 
 
 Analiza cinematică are ca scop determinarea stării de mişcare a unui 
element sau a unor puncte ale mecanismului fără a se ţine seama de forţele care 
acţionează asupra mecanismului, presupunându-se cunoscută starea de mişcare a 
elementului sau elementelor conducătoare (de intrare). 
 
 Starea de mişcare a unui punct este definită prin poziţia, viteza, şi 
acceleratia lui. 
 Starea de mişcare a unui element este determinată prin poziţia, viteza şi 
acceleraţia atator puncte câte sunt necesare pentru a defini în mod univoc poziţia 
elementului considerat (3 la mecanismele spaţiale şi 2 la mecanismele plane). 
 Traiectoria unui punct dintr-un mecanism este locul geometric al poziţiilor 
succesive pe care le ocupă acel punct într-un ciclu de mişcare. 
 Analiza cinematică a unui mecanism se poate face prin metode analitice, 
grafice sau grafo-analitice. Metodele analitice au avantajul unei precizii ridicate a 
determinărilor, dar sunt mai laborioase. Metodele grafice şi grafo-analitice sunt mai 
puţin precise dar mai expeditive iar rezultatele obţinute se interpretează mai uşor. 
 Analiza cinematică a unui mecanism se poate face prin două metode de 
bază:  

- metoda ecuaţiilor vectoriale şi  
- metoda contururilor. 

 
5.1 Metode de analiză cinematică a mecanismelor 
 
5.1.1 Analiza cinematică a mecanismelor prin metoda 
ecuaţiilor vectoriale 
 
 Deoarece un mecanism este desmodrom rezultă că starea de mişcare a 
oricărui element (punct) aparţinând mecanismului este univoc determinată, adică 
numărul ecuaţiilor care se pot scrie este egal cu cel al necunoscutelor. 
 Poziţiile tuturor elementelor mecanismului se determină prin metoda 
locurilor geometrice în funcţie de poziţia elementului (elementelor) de intrare şi de 
dimensiunile geometrice caracteristice ale elementelor mecanismului. Determinarea 
poziţiei mecanismului (adica a poziţiei tuturor elementelor sale) se poate face într-
un singur mod, pe baza unor construcţii geometrice, pornindu-se de la elementul de 
intrare şi punctele şi directiile fixe. Aceste construcţii se fac în o anumita succesiune 
(unică) care marchează un „itinerar”. Pentru determinarea vitezelor şi acceleratiilor 
punctului/elementului de iesire se aplică ecuatiile lui Euler sau cele ale mişcării 
relative urmând acelaşi itinerar. 

BUPT



 Cap.5 Analiza cinematica a mecanismelor de tip centroidal 90

 

ABAB lVV ×+= 1ω        (5.1) 
 

ABABAB llaa ×+⋅−= 1
2

1 εω     (5.1’) 
 

3223
BB

r
BB VVV +=      (5.2) 

 
r

BB
c

BBBB aaaa
232323

++=     (5.2’) 

 

)(2
2323 2 BB

c
BB Va ×= ω      (5.2’’) 

 
 Soluţionarea ecuaţiilor care definesc stările de mişcare ale 
punctelor/elementelor mecanismului se poate face prin metode analitice sau prin 
metode grafice. Ecuaţiile corespunzătoare poziţiilor sunt în general nelineare, iar 
cele pentru viteze şi acceleraţii sunt întodeauna lineare în raport cu vitezele şi 
acceleraţiile necunoscute. 
 Se mentionează faptul că la mecanismele de clasa a II-a metoda ecuaţiilor 
vectoriale se poate aplica direct, iar pentru cele de clasă superioară (III,IV, etc) cu 
unele particularităţi. 
 
 
5.1.2 Analiza cinematică a mecanismelor prin metoda 
contururilor 
 
 Dacă fiecărui element al unui mecanism i se asociază un vector, ca de 

exemplu jl  pentru elementul j, şi ştiind că orice mecanism are la bază un lanţ 

cinematic închis, rezultă că se formează contururi vectoriale închise asociate 
mecanismului. Numarul contururilor vectoriale posibile va fi egal cu cu numărul de 
contururi ale mecanismului. 
 Pentru fiecare contur se poate scrie câte o ecuaţie de forma: 
 

∑ = 0jl        (5.3) 

 
 Deoarece mecanismul este desmodrom, înseamnă că, cu ajutorul unui 
sistem de ecuaţii de forma (5.3) se pot determina poziţiile tuturor elementelor 
mecanismului, în mod univoc, în funcţie de parametrul de poziţie al elementului de 
intrare (sau al elementelor de intrare pentru mecanisme cu 2≥M ). Evident că 
sistemul de ecuaţii menţionat trebuie să fie linear independent, fapt care se 
realizeaza în mod automat dacă ecuaţiile de forma (5.3) se scriu numai pentru 
contururile independente ale mecanismului. Numărul acestora este: 
 

∑
=

+−=
5

1
1

i
i ncN       (5.4) 
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De exemplu, pentru mecanismul plan din Fig. 5.1 a având 6=n elemente şi 75 =c
, din relatia de mai sus rezultă 2=N  contururi independente. 
 

 
 

Fig. 5.1 Identificarea contururilor independente ale unui mecanism. a. direct pe 
schema cinematica a mecanismului; b. cu ajutorul schemei structurale a 

mecanismului 
 
 Drept contururi independente se pot admite oricare 2 dintre cele 3 marcate 
pe figură, pentru care corespund urmatoarele ecuaţii vectoriale de contur: 
 

0)'66(5)'22(1:'

0'65'23:

06321:

=+−−++

=−−+

=−−+

llllllII

llllII

llllI

    (5.5) 

 Se observă uşor că, de exemplu, ecuaţia pentru conturul II’ este o 
consecinţă a primelor două rezultând din însumarea lor şi deci este linear 
dependentă de acestea. De aici rezultă şi o altă posibilitate de identificare a 
independenţei unui contur şi anume: într-o ecuaţie de forma (5.3) trebuie să existe 
cel puţin un vector (asociat unui element al mecanismului) neconţinut într-o altă 
ecuaţie de contur din sistem. 
 Poziţia fiecărui element mobil al unui mecanism plan este determinată de 
câte un parametru scalar. De exemplu, pentru mecanismul din Fig. 5.1 a poziţiile 
celor 5 elemente mobile sunt univoc determinate dacă se cunosc: 

- unghiurile 1ϕ , 3ϕ  şi 5ϕ  pe care le formează elementele adiacente bazei (1, 

3 si 5) cu o direcţie convenabilă fixă; 
- unghiul elementului 2 cu elementul 1 sau 3 sau cu direcţia fixă menţionată; 
- distanţa punctului ( )54 lD∈  pe direcţia definită deja prin unghiul 5ϕ . 

 Deci numărul de necunoscute scalare de poziţie va fi egal cu numărul de 
elemente mobile mai puţin numărul gradelor de mobilitate al mecanismului (M), 
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deoarece poziţiile elementelor de intrare ( Mni = ) sunt cunoscute, adică 

 
Mnncnr −−= )1(.).(      (5.6) 

 
 Pentru mecanismele plane cu bare ( 04 =c ) gradul de mobilitate are 
expresia: 
 

52)1(3 cnM −−=       (5.7) 

 
iar relaţia numărului de contururi independente (5.4) devine: 
 

)1(5 −−= ncN       (5.8) 

 
 Înlocuind pe (5.7) în (5.6) şi având în vedere relaţia (5.8) se obţine: 
 

Nncnr 2.).( =        (5.9) 
 
adică numărul de necunoscute scalare este egal cu dublul numărului contururilor 
independente. 
 Cum fiecare ecuaţie vectorială de contur de forma (5.3) scrisa în plan este 
echivalentă cu două ecuaţii scalare, proiecţiile acesteia pe un sistem de axe 
convenabil ales, se obţine un sistem de N2  ecuaţii cu N2  necunoscute. 
 În mod similar se poate raţiona şi pentru un mecanism spatial caz în care se 
obţine un sistem de N3  ecuaţii cu N3  necunoscute. 
 Rezultă că se pot determina toţi parametrii de poziţie ai tuturor elementelor 
mecanismului, concluzie firească având în vedere faptul că mecanismul este 
desmodrom, aşa cum s-a menţionat mai sus. 
 Din sitemul de N2  ecuaţii cu N2  necunoscute (pentru mecanismele plane) 
se pot elimina ( 12 −N ) necunoscute, facând de exemplu eliminantul sistemului, si 
rezultând o funcţie de forma: 
 

0),(0 =ei xxτ       (5.10) 

sau 
 

)( ie xfx =        (5.11) 

 
în care: 
 ix  este parametrul de intrare (dacă M=1), o deplasare lineară sau 

unghiulară (coordonate generalizate de intrare) 
 ex  parametrul pozitional al elementului de iesire (coordonate generalizate 

de iesire), elementul de iesire putând fi oricare dintre elementele mecanismului. 
 Functia 0τ  poartă numele de funcţie de transmitere de ordinul 0, iar forma 

(5.10) se numeste funcţia de poziţie, ambele reprezentand implicit sau explicit 
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dependenţa dintre parametrii poziţionali de intrare şi ieşire. Structura matematică a 
acestor funcţii depinde de tipul mecanismului iar constantele (coeficienţii) lor depind 
de parametrii constanţi ai mecanismului (lungimi şi unghiuri invariabile). 
 Prin derivarea în raport cu timpul a relaţiei (5.10) se obţine: 
 

ieie xxxx ),(1τ=&       (5.12) 

 
În care: 
 

e

i

x

x

∂
∂
∂
∂

−=
0

0

1 τ

τ

τ             (5.13) 

 
care se numeşte funcţie de transmitere de ordinul 1. 
 Facând aceeasi operaţie cu expresia (5.11) se obţine  
 

),()( iivie xxfxfx &&& ==      (5.14) 

 
care se numeste funcţia viteză a mecanismului. 
 Derivând de două ori în raport cu timpul expresia (5.10) se obţine: 

ieiieie xxxxxxx &&&& ),(),( 1
2

2 ττ +=     (5.15) 

în care: 
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2

2

2
),(

τ

τ
τ

τ
τ

τ

τ    (5.16) 

reprezintă funcţia de transmitere de ordinul 2. 
 Prin derivarea funcţiei de viteză (5.14) rezultă: 
 

),,(),()( iiiaiivie xxxfxxfxfx &&&&&&&&& ===   (5.17) 

 
care se numeşte funcţia de acceleraţie. 
 
 Pe această cale, pornind de la ecuaţiile de contur se poate determina starea 
de mişcare a oricărui element al mecanismului (considerat ca element de 
ieşire/condus), în funcţie de starea de mişcare a elementului de intrare ( iii xxx &&& ,, ). 

 În mod similar se pot determina dependenţele funcţionale pentru 
mecanismele plane sau spaţiale având mai multe elemente de intrare ( 2≥M ). 
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5.2 Analiza cinematică a mecanismelor de tip centroidal 
 
 
 
5.2.1 Metoda analitică pentru analiza mecanismelor de tip 
centroidal 
 

Analiza cinematică a mecanismelor patrulatere de tip centroidal se 
realizează după un procedeu de calcul invers sintezei dimensionale şi conduce la 
determinarea parametrilor geometrici şi cinematici ai mecanismului sintetizat sau 
existent.  

Mărimile de intrare (date) în cazul analizei cinematice sunt: structura 
mecanismului patrulater de tip centroidal, lungimile elementelor şi geometria 
elementului profilat. în cazul structurilor mecanismelor patrulatere de tip centroidal 
de construcţie generală (v. capitolul 2) sunt date configuraţiile geometrice ale 
ambelor elemente profilate. 

Analiza cinematică a mecanismelor patrulatere de tip centroidal se va realiza 
pe baza unui algoritm de calcul general, care este independent de structura 
mecanismului de tip centroidal. Mărimile de ieşire, ca rezultate ale analizei 
cinematice, sunt funcţiile de transmitere (FT) de ordinul ν  ( 2,1,0=ν ) şi parametrii 
cinematici (PC) ai mecanismului de tip centroidal analizat. 
 

Conform celor prezentate sintetic, scopul analizei cinematice a mecanismelor 
patrulatere de tip centroidal îl reprezintă determinarea funcţiilor de transmitere de 
ordinul ν  ( 2,1,0=ν ). Elementul profilat de tip centroidă fixă ( 0c )/( 0e ) este solidar 

cu sistemul de axe mobil u,v şi este descris în acest sistem de axe prin relaţia: 
 

)()()( 000 tvitutX ⋅+=  .      (5.18) 

 
Elementul profilat de tip centroidă mobilă este în contact cu elementul 

profilat de tip centroidă fixă, iar punctul trasor al său descrie în sistemul de axe u,v 
al elementului profilat de tip centroidă fixă o traiectorie (curbă de ruletă). Această 
traiectorie va trebui să fie descrisă, prin închiderea conturului poligonal pornind din 
originea sistemului de axe u,v, şi pe calea care defineşte structura mecanismului de 
tip centroidal. Vectorul rezultant al vectorilor asociaţi elementelor care definesc tipul 
structurii mecanismului de tip centroidal se va nota în continuare cu )(tX . 

Elementul profilat (c )/( d ) trebuie să fie mereu tangent la elementul profilat 

cunoscut )( 0c /( 0e ). Panta acestuia în sistemul de axe ataşat elementului profilat 

este dată de relaţia: 
 

)(
)(

arctan)(
0

0

tu
tv

t
′
′

=γ        (5.19) 
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Lungimea curentă a elementului profilat de tip centroidă mobilă având curba profil 
rectilinie se determină cu relaţia (5.20), situatie ilustrata in fig. 5.2a:  

∫ ′+′−=
t

dttvtultl
0

2
0

2
0 )()()( ,    (5.20) 

 
respectiv lungimea curentă a elementului profilat de tip centroidă mobilă având 
curba profil circulară (fig. 5.2b): 
 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

′

′+′
== ∫

t

dt
tv

tvtu
Rt

qtrtl
0 0

2
0

2
0

)(
)()(1sin

)(sin
)()(

φ
  (5.21) 

 
unde l  reprezintă lungimea maximă a elementului profilat linear, respectiv q  şi R  

sunt parametrii geometrici ai elementului profilat circular. Unghiul de rotaţie )(tφ  se 
determină conform § 3.1. Termenii care intervin sub semnul integrală reprezintă: 
 

.
)(

)(

,
)(

)(

0
0

0
0

dt
tdv

tv

dt
tdu

tu

=′

=′
.      (5.22) 

 
Vectorul )(tM , care descrie poziţia punctului trasor în sistemul de axe mobil u,v 
are, în scrierea cu numere complexe, pentru cazul elementului profilat de tip 
centroidă mobilă având curba profil rectilinie, următoarea formă:  

(e )v

y

u

v

x

(e)

(d)

l j

y(t)-x(t)

X0

y(t)
A

X(t)=M(t)

t

n

n

l(t)
A

y

t

n

t

X(t)=M(t)

v
X0

φ C

l(t)

(c)

u

n

(m)

jl

x

y(t)

y(t)-x(t)

γ(t) (c )0

γ(t)

B=M B=M

0A

j-1l
x(t)

j-1l
x(t)

0A

 a) element profilat linear  b) element profilat circular 
 

Fig. 5.2 Analiza cinematică a mecanismelor de tip centroidal 
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[ ] )(
00 )()()()( tietltvitutM γ⋅⋅+⋅+= ,    (5.23) 

 
respectiv pentru elementului profilat de tip centroidă mobilă având curba profil 
circulară 

[ ]
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅

⋅+⋅+=
)()(

2
00 )()()()(

tti
etltvitutM

φγπ

,   (5.24) 

 
Vectorul rezultant )(tX  dependent de sturctura mecanismului urmează a avea 
forma: 
 

)()()( tvitutX XX ⋅+= .     (5.25) 
 

Ecuaţia de închidere a poligonului vectorial în scrierea cu numere complexe conduce 
în cazul mecanismelor de tip centroidal la ecuaţia: 
 

[ ] )()()()()( )(
00 tvituetltvitu XX

ti ⋅+=⋅+⋅+ ⋅σ ,  (5.26) 

 
unde pentru o tratare unitară s-a notat cu )(tσ  unghiul de poziţie al elementului 

profilat de tip centroidă mobilă de lungime variabilă )(tl . Unghiul de poziţie este: 
 

)()(2)( ttt φγπσ +−=       (5.27) 
 

în cazul mecanismului de tip centroidal având curba profil circulară, respectiv: 
 

)()( tt γσ =  ,       (5.28) 
 

în cazul mecanismului de tip centroidal cu curbă profil rectilinie. 
Ecuaţia de transmitere de ordinul 0 se va obţine prin multiplicarea ecuaţiei (5.26) cu 
ecuaţia complex conjugată a acesteia. Ecuaţia de transmitere de ordinul 0 se va 
obţine sub forma:  
 

0))(),(( =tytxF .      (5.29) 
Parametrii poziţionali ai elementului conducător (motor) şi cei ai elementului condus 
se vor obţine într-o formă parametrică din ecuaţia (5.26) după cum urmează: 
 

).(

),(

tyy

txx

=

=
       (5.30) 

 
unde parametrul t  aparţine elementului profilat. 
 Funcţia de transmitere de ordinul 0 - funcţia de poziţie )(xy  se va obţine 

prin eliminarea parametrului t  al elementului profilat între parametrii poziţionali ai 
elementului conducător )(tx  şi ai elementului condus )(ty  (v. fig.5.3).  
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 Prin derivarea parametrului poziţional al elementului condus din (5.30) în 
raport cu parametrul t  (se obţine )(ty′ ) şi prin eliminarea acestuia între )(ty′  şi 

)(tx  se va obţine funcţia de transmitere de ordinul 1 )(xy′ .  

 Analog se obţine şi funcţia de transmitere de ordinul 2 )(xy ′′ . 

În urma derivării funcţiei de transmitere de ordinul 0 în raport cu timpul t ( t≠t ) se 
va obţine viteza elementului condus 
 

xxyy && ⋅′= )((t) ,      (5.31) 
 

iar prin derivarea relaţiei (5.31) în raport cu t se va obţine acceleraţia elementului 
condus 
 

xxyxxyy &&&&& ⋅′+⋅′′= )()((t) 2 ,     (5.32) 
 

în care: 

2

2

t
,

t d
xdx

d
dxx == &&& .      (5.33) 

 
sunt viteza şi acceleraţia elementului conducător (motor). 
 
 
5.2.2 Metodă de analiză a mecanismelor de tip centroidal bazată pe 
un mecanism patrulater instantaneu izocinetic 
 
În continuare se prezintă o metodă iterativă pentru analiza mecanismelor de tip 
centroidal. Aceasta metodă a fost dezvoltată în vederea elaborării unui program de 
calculator, care pe baza datelor de intrare să determine funcţia de transmitere între 
elementul conducător şi cel condus, pentru un mecanism de tip centroidal. Pentru 
aceasta s-a ales un mecanism în configuraţia RRIR (conform cu  fig. 2.2 
Sistematizarea mecanismelor patrulatere cu element flexibil). Un astfel de 

O

y(x)

y(x)

t

y(x)

t

x(t)

y(t)

t=0

t=1

 
Fig. 5.3 Funcţia de transmitere de ordinul 0 

BUPT



 Cap.5 Analiza cinematica a mecanismelor de tip centroidal 98

mecanism este prezentat în figura 5.4 a. 

 
Fig. 5.4 a) Mecanism de tip centroidal RRIR, cu profil oarecare 

 
În Fig 5.4 a) s-a notat cu 1 elementul fix, 2 elementul de tip manivelă, 3 elementul 
flexibil şi inextensibil, 4 elementul profilat pe care se înfăşoară pe elementul 3.  
Având în vedere că manufacturarea elementului 4 prezintă unele dificultăţi din punct 
de vedere tehnologic, profilul fiind neregulat şi având o formă ce rezultă în urma 
procesului de sinteza, acesta se poate realiza cel mai usor cu ajutorul unei freze cu 
comandă numerică.  
Pentru a uşura şi facilita manufacturarea acestor tipuri de mecanisme s-a înlocuit 
elementul 4 profilat oarecare cu un element de tip cerc excentric. Un astfel de 
mecanism este prezentat în figura 5.4 b). 

 
Fig. 5.4 b) Mecanism de tip centroidal RRIR, cu profil cerc excentric 

 
Pentru această configuraţie se determină funcţia de transmitere prin metoda 
iterativă.  
Problema cea mai mare în analiza acestui tip de mecanisme este că, spre deosebire 
de mecanismul patrulater clasic unde elementele au lungime constantă, la 
mecanismul din Fig. 5.4 a) şi 5.4 b) datorită cuplei de înfăşurare elementele AB şi 
BD au lungime instantanee variabilă. Problema se poate rezolva impunând trei 
poziţii : 

- o pozitie de extrem (minim), în sensul că unghiul dintre elementele OA şi AB 
este π , fig. 5.5 

- a doua poziţie de extrem (maxim), în sensul ca unghiul dintre elementele 
OA si AB este 0, fig. 5.6 

- o poziţie oarecare în care unghiul dintre elementele OA şi AB nu este 
cunoscut, fig. 5.7 
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Fig 5.5 Pozitia de extrem – minim 

 
Pentru prima poziţie, ilustrată în fig 5.5 se determina segmentul 0OC  în două feluri, 

din DOC0Δ  şi 00COBΔ  rezultând următoarea relaţie: 

 

041
2
4

2
1

22
02 cos2)( ψllllrll ++=++      (5.34) 

 
De asemenea se determină lungimea segmentului DB0  din DOB0Δ  şi DCB 00Δ  

rezultând urmatoarea relaţie: 
 

0021
2

02
2

10044
2

4
2
4 cos)(2)()sin(2 ϕϕψ lllllllrrl +−++=−−+  (5.35) 

 
Având în vedere că se face analiza unui mecanism, se cunoaste poziţia iniţială a 
acestui mecanism, deci mărimea unghiului 0ψ  este impusă. Se formează un sistem 

de două ecuaţii cu două necunoscute şi se determină mărimea elementului flexibil şi 
inextensibil de înfăşurare 0l  şi unghiul pe care îl are elementul motor faţă de 

elementul fix 0ϕ : 

 

2041
2
4

2
10 cos2 llllll −++= ψ       (5.36) 

 

0
22

0
2,10 sin2

)sin(
)(cos

ψ
ψ

ϕ
bccb
cba

−+
Δ±−

=       (5.37) 

 
În care: 

)cos)(sin2()sin( 0
222

0
222

0
2 ψψψ babccbcba −−+−−=Δ   

2
02

2
1

2
4

2
4 )( lllrla +−−+=        

442 lrb =        (5.38) 

0021 cos)(2 ϕlllc +=         
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Fig 5.6 Poziţia de extrem – maxim 

 
Se trece la cea de-a doua poziţie de extrem (v.fig 5.6), în care unghiul dintre 
elementele OA  şi AB  este 0. Se calculează lungimea elementului MOC  din 

DOCMΔ  si MM COBΔ  rezultând relaţia: 
 

ሺ݈ெ െ ݈ଶሻଶ ൌ ݈ଵଶ൅݈ସଶെݎସଶ ൅ 2݈ଵ݈ସܿ߰ݏ݋ெ    (5.39) 
 
Se determină lungimea elementului DBM  din DOBMΔ  şi DCB MMΔ  rezultând 
relaţia: 
 

ସଶݎ ൅ ݈ସଶ െ ெߚݏ݋ସ݈ସܿݎ2 ൌ ݈ଵଶ ൅ ሺ݈ெ െ ݈ଶሻଶ ൅ 2݈ଵሺ݈ெ െ ݈ଶሻܿ߮ݏ݋ெ (5.40) 
 
Aceste două relaţii formează un sistem de două ecuaţii cu trei necunoscute, anume 
lungimea elementului de înfăşurare Ml , unghiul pe care îl face elementul motor în 

raport cu elementul fix Mϕ , unghiul pe care s-a desfăşurat firul de pe elementul 

profilat Mβ .  
Este necesară încă o relaţie pentru determinarea acestor trei parametri. Această 
relaţie este între unghiul sub care este înfăşurat elementul flexibil în poziţia 0 şi 
unghiul sub care ajunge înfăşurat elementul flexibil în poziţia M, dupa cum urmeaza: 
 

݈ெ ൌ ݈଴ ൅  ெ       (5.41)ߠସݎ
 
unde ݈ெ  - lungimea elementului de înfăşurare în poziţia M 
       ݈଴  - lungimea elementului de înfăşurare în poziţia 0, determinată anterior 
 ସ  - raza cercului excentric al profiluluiݎ       
 ெ - unghiul pe care s-a desfăşurat firulߠ       
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ெߠ ൌ ଴ߚ െ  ெ        (5.42)ߚ
 

଴ߚ ൌ
గ
ଶ
െ ሺ߰଴ െ ߮଴ሻ       (5.43) 

 
din relaţiile de mai sus se determină ߚெ 
 

ெߚ ൌ ଵ
௥ర
ሺ݈଴ ൅ ଴ߚସݎ െ ݈ெሻ       (5.44) 

 
Cu aceste relaţii se determină cei 3 parametri în funcţie de poziţia de start şi 
dimensiunile fiecărui element. 

 
Fig 5.7 Poziţia oarecare 

 
Pentru soluţionarea celei de-a treia poziţii (v.fig.5.7) se recurge la construirea unui 
mecanism patrulater articulat echivalent, notat OABD . La acest mecanism 
echivalent nu se cunosc lungimile elementelor AB  şi BD. 

Se notează cu ∗
4l  elementul BD şi se determină lungimea acestuia din BCDΔ . 

 

݈ସכ ൌ ඥݎସଶ ൅ ݈ସଶ ൅  (5.45)       ߚݏ݋ସ݈ସܿݎ2
 

ߚ ൌ గ
ଶ
െ ሺ߰ െ  ሻ        (5.46)ߙ

 
ߙ ൌ ᇱߙ ൅  ԢԢ         (5.47)ߙ

 

ᇱߙ ൌ  ݊ܽݐܿݎܽ ቀ ௟ర௦௜௡టି௟మ௦௜௡ఝ
௟భା௟ర௖௢௦టି௟మ௖௢௦ఝ

ቁ     (5.48) 
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 (5.49) 
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ߙ ൌ arctan ሺ1 െ 
 

െ
ሺ݈ସ߰݊݅ݏ െ ݈ଶ߮݊݅ݏሻݎସ

ሺ݈ଵ ൅ ݈ସܿ߰ݏ݋ െ ݈ଶܿ߮ݏ݋ሻሺ݈ଵଶ ൅ ݈ସଶ ൅ ݈ଶଶ െ ସଶݎ െ 2݈ଶ݈ସ cosሺφ െ ߰ሻ ൅ 2݈ଵ݈ସܿ߰ݏ݋ െ 2݈ଵ݈ଶܿ߮ݏ݋ሻ
ሻ 

 
De asemenea se determină unghiul dintre elementul BD şi elementul fix, ߰ே 
 

߰ே ൌ ߰ ൅  (5.50)        ߜ
 
unde  ߰ - unghiul pe care îl face elementul profilat cu elementul fix 
unghiul BDC - ߜ           
Pentru determinarea lui δ , se aplică teorema sinuslului în BCDΔ  şi rezultă: 
 

ߜ ൌ ሺ ݊݅ݏܿݎܽ ௥ర௦௜௡ఉ

ට௥రమା௟రమାଶ௥ర௟ర௖௢௦ఉ
ሻ    (5.51) 

 
Dacă se proiectează elementele mecanismului pe cele două axe, Ox  şi Oy  rezultă 
următorul sistem de de ecuaţii: 

൜݈ଶܿ߮ݏ݋ ൅ ݈ଷܿߙݏ݋ ൌ ݈ଵ ൅ ݈ସ߰ݏ݋ܿכே
݈ଶ߮݊݅ݏ ൅ ݈ଷߙ݊݅ݏ ൌ ݈ସ߰݊݅ݏே

    (5.52) 

Din acest sistem de ecuaţii se elimină parametrul α  şi se obţine: 
 

߰ே ൌ ݃ݐܿݎ2ܽ ି஻ା√஺మା஻మି஼మ

஺ା஼
      (5.53) 

cu  
ܣ             ൌ 2݈ସଶሺ݈ଵ െ ݈ଶܿ߮ݏ݋ሻ     

ܤ ൌ 2݈ଶ݈ସ(5.54)     ߮݊݅ݏכ 
ܥ    ൌ ݈ଷଶ ൅ 2݈ଵ݈ଶܿ߮ݏ݋ െ ሺ݈ଶଶ ൅ ݈ସכଶ ൅ ݈ଵଶሻ 

 
Cu ߰ே, ߜ determinate şi ߮ impus (pentru că se cunoaşte poziţia curentă) putem să 
calculăm ߰ în o poziţie oarecare: 
 

߰ ൌ ߰ே െ  (5.55)       ߜ
 

߰ ൌ ݃ݐܿݎ2ܽ ି஻ା√஺మା஻మି஼మ

஺ା஼
െ ݅ݏܿݎܽ ݊ ቌ ௥ర௦௜௡ఉ

ට௥రమା௟రమାଶ௥ర௟ర௖௢௦ఉ
ቍ   (5.56) 

 
În urma acestui algoritm de calcul putem concluziona ca funcţia de transmitere 
depinde atat de dimensiunile elementelor cat şi de pozitia iniţială (de start) a 
mecanismului. 
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pe cercul cu rază a şi centrul în 1O . Rezultă astfel perechile de unghiuri 

j
jOOO ϕ=212  şi j

j BjO ψψ += 02  pe baza cărora se poate determina funcţia de 

transmitere )(ϕψψ = . 
Soluţia pe cale analitică presupune rezolvarea unor ecuaţii integro-diferentiale şi de 
aceea se propune folosirea unei metode de rezolvare prin creşteri finite. 
Elementul profilat 1E , descris de ecuaţia (5.57), se împarte în arce de curbă de 

lungime, de preferat, constantă începând cu punctul 0A , apoi 1A , 2A , ... jA  ... 

lungimea arcului fiind dată de relaţia jj AAs 1−=Δ . Dacă sΔ  este destul de mic, 

atunci acel arc de curbă oarecare poate fi aproximat cu coarda sa. Punctele 
),( jjj yxA  sunt obţinute ca urmare a intersectiei dintre curba 1E  şi cercul de raza 

sΔ  şi centru 1−jA , după cum urmeaza: 

 

⎩
⎨
⎧

=Δ=−+−
=

−−− njsyyxxc
yxFE

jjj ...2,1,)()(:
0),(:

22
1

2
11

1
   (5.58) 

 
Ecuaţia  tangentei în punctul ),( jjj yxA  la curba 1E  este: 

 

( ) ( ) 0=
∂
∂

−+
∂
∂

−
x
Fxx

y
Fyy jj       (5.59) 

 
Pe tangentă se gaseste punctul ),( BjBjj yxB  la dinstanta jl  de jA  astfel încât 

punctul jB  se poate determina prin intersecţia tangentei, descrisă cu ecuaţia 

(5.59), şi cercul de rază )( 0 sjll j Δ−=  şi centru în jA , astfel rezultând: 
2

0
22 )()()( sjlyyxx jj Δ−=−+−      (5.60) 

 
Punctul ),( 222 jj

j yxO  se află la intersecţia următoarelor două cercuri: 

 

( ) ( ) 222 Lyyxx BjBj =−+−       (5.61) 

 
şi 
 

222 ayx =+        (5.62) 
 
Unghiul de intrare corespunzator poziţiei j  va fi: 
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j

j
j x

y

2

2arctan−=ϕ         (5.63) 

 
iar unghiul de iesire ( )jψψ +0  este unghiul între dreptele 12 OO j  şi jj BO2 , şi este 

descris de următoarea relaţie: 

02
22

22arctan ψψ −
−+

−
=

ayyxx
yxyx

jBjjBj

BjjjBj
j

 

  (5.64) 

 
Fiind cunoscute aceste unghiuri se poate determina funcţia de transmitere 

)(ϕψψ = . 
 
Viteza unghiulară a elementului de iesire se poate determina din raportul de 
transmitere după cum urmează: 
 

τψ
ϕ

ψ

ϕ

ω
ω 1

2

1 ===
d
d

dt
d

dt
d

     (5.65) 

scris pentru fiecare interval: 

jj

jj
jj

,1

,1
,1

−

−
− Δ

Δ
=

ϕ
ψ

τ         (5.66) 

unde: 

1,1 −− −=Δ jjjj ϕϕϕ  

1,1 −− −=Δ jjjj ψψψ  

 
Din relaţiile (5.65) şi (5.66) se obţine: 

1
,1

,1
1,12 ω

ϕ
ψ

ωτω
jj

jj
jj

−

−
− Δ

Δ
==         (5.67) 

Acceleraţia unghiulară în intervalul ( jj ,1− ) se determină derivand ecuaţia (5.67) 
în raport cu timpul: 

dt
d

dt
d

dt
d 1

1
2

2
ω

τωτ
ω

ε +==        (5.68) 

cu: 

jj

jj

d
d

d
d

dt
d

d
d

dt
d

,1

,1

1

−

−

Δ

Δ
≅

==

ϕ
τ

ϕ
τ

ω
ϕ
τϕ

ϕ
ττ

       (5.69) 

Aceste valori se înlocuiesc în relaţia (5.68) şi se obţine: 
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1,1
2
1

,1

,1
2 ετω

ϕ
τ

ε jj
jj

jj
−

−

− +
Δ

Δ
=       (5.70) 

 
5.2.3.2 Metoda Vectorială grafo-analitică 
 
Pentru o poziţie oarecare j, se poate determina starea de mişcare a elementului de 
ieşire ( 2ω  şi 2ε ) cu ajutorul metodei vectoriale fie folosind patrulaterul instantaneu 

izocinetic 21 OBAO jj  fie folosind mecanismul instantaneu izocinetic cu camă. 

Profilul camei fictive este dat de evolventa 1i  iar tachetul este elementul de ieşire 

BO2 , vezi fig 5.9.  

 
Fig 5.9 Poziţie curentă a mecanismului izocinetic cu camă (a);  

Poligonul vitezelor (b); Poligonul acceleraţiilor (c); 
  
Relaţiile vectoriale pentru mecanismul instantaneu izocinetic sunt: 

AOVA 11 ×= ω  

BAVV ffAfB ×+= ω                 (5.71) 

BOVB 22 ×= ω  
 

unde: AAf VV =  deoarece fAA ≡  este centru instantaneu de rotaţie 

 Pentru mecanismul instantaneu izocinetic cu camă relaţiile sunt 
următoarele: 
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 iBi BOV 11 ×= ω  

BBiBiB VVV +=                    (5.72) 

 BOVB 22 ×= ω  
 

Unde BBiV  este viteza relativă între punctul B  al „tachetului”, şi punctul iB  

corespunzător „camei” 1i . Această viteză este paralelă cu tangenta în punctul iB  

 de pe curba 1i , şi desigur perpendiculară pe linia AB . 
 Cele două triunghiuri de viteză sunt prezentate în fig 5.9b şi produc acelaşi 
rezultat. 
 Ecuaţiile acceleraţiilor care descriu mecanismul patrulater înlocuitor sunt: 

AOAOaA 111
2

1 ×+−= εω  

   r
AfAAAf aaa +=                   (5.73) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×+−=

×+−=

BOBOa
BABAaa

B

ffffAfB

222
2
2

2

εω
εω

 

 
unde r

AfAa  este acceleraţia Centrului Instantaneu de Rotatie (CIR) în mişcarea 

relativă dintre elementul flexibil f şi roata necirculară 1 la un moment dat. 
Elementele f şi 1 sunt centroidele mişcării relative. 
Folosind relaţiile din teorema Euler-Savary, valoarea acceleraţiei rezultă dupa cum 
urmează: 

( )
2

12
1

2
1111

ρ
ωωωωω fffff

r
AfA ddua ====  

unde:  u  - este viteza de mutare a CIR 

 ( )11 ωωω −= ff  - viteza unghiulară relativă 

 21ρ=d  - diametrul cercului de inflexiune 

 1ρ  - raza de curbură în punctul A  al curbei 1E  

Direcţia vectorului r
AfAa  este opusă versorului normalei 1ν  la curba E1. 

Cu aceste valori se poate determina acceleraţia punctului B (v.fig 3c), cât şi 
acceleraţia unghiulară: 

BO
at

B

2
2 =ε            (5.74) 

Ecuaţiile pentru acceleraţii în mecanismul fictiv izocinetic cu camă sunt: 

iiBi BOBOa 111
2

11
×+−= εω  
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×+−=
+++=

BOBOa
aaaaa

B

rt
BBi

rn
BBi

c
BBiBiB

222
2
2 εω

   (5.75) 

unde  ( )BBi
c
BBi Va ×= 12ω  - este acceleratia Coriolis 

1

2

i
BBirn

BBi
AB

Va ν=  - componenta normală a acceleraţiei relative 

BA
BA

i =1ν  - versorul normalei la curba 1i  în punctul iB
 

 
Poligonul acceleratiilor este ilustrat în fig 5.9c. 
Din toate ecuaţiile vectoriale ale analizei cinematice rezultă ecuaţii scalare 
corespunzătoare, astfel se pot găsi soluţii prin metode analitice folosind un program 
de calcul computerizat. 
 
 
 
5.2.3.3 Analiza cinematică a mecanismului cu cuple de tip 
centroidal generator de funcţiuni cu element profilat condus 
 
Dacă elementul condus este roata necirculară atunci procedura de analiză 
cinematica este la fel ca şi în cazul în care elementul profilat este element 
conducator, doar că se imprimă o mişcare relativă inversă având ca pivot pe 

( )22 ω−O , vezi fig 5.10 

 
Fig.5.10 Determinarea funcţiei de transmitere pentru un mecanism 

cu cuplă de tip centroidal la elementul de ieşire 
 
Pentru mecanismul instantaneu izocinetic cu bare prezentat în fig. 5.10 ecuaţiile 
vectoriale pentru viteze sunt: 
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AOVA 11 ×=ω  

ffABfB ABVVV ×+== ω                (5.76) 

BOVB 22 ×=ω  
 
Pentru mecanismul instantaneu izocinetic cu camă cu tachetul AO1  ca element 
conducător relaţiile pentru viteză sunt: 
 

AOV A 11 ×= ω  
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×=
+=

22

22

22 iAi

AAiAAi

AOV
VVV

ω
               (5.77) 

 
Din fig. 5.11 rezultă aceeaşi valoare pentru vitezele unghiulare: 
 

22

2

2
2

i

AiB

AO
V

BO
V

==ω                (5.78) 

 
deoarece 222 ii BAOpba Δ≈Δ  

Ecuaţiile de acceleraţii pentru mecanismul patrulater instantaneu izocinetic sunt: 
 

AOAOa A 111
2
1 ×+−= εω  

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×+−=
×++−=

BOBOa
ABaABaa

B

ff
r
BBfffAB

222
2
2

2

εω
εω

            (5.79) 

 

unde: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
22

22
ρ

ων f
r
BBfa  este acceleraţia CIR ( fBB ≡ ) în mişcarea relativă a 

elementului condus 2 faţă de elementul flexibil f. 
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Fig. 5.11 Poziţie curentă a mecanismului izocinetic (a) 

împreună cu poligonul vitezelor (b) şi poligonul acceleraţiilor (c) 
 
Acceleraţia unghiulară a elementului condus este: 

BO
a

BO

BO t
B

22

22

2 =
×

=
ε

ε       (5.80) 

Ecuaţiile acceleraţiilor în cazul mecanismului izocinetic cu camă sunt: 
 

AOAOa A 111
2
1 ×+−= εω  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×+−=

+++=

222

2222

222
2
2 iiAi

rt
AAi

rn
AAi

c
AAiAAi

AOAOa
aaaaa

εω
    (5.81) 

 
cu: 
 

( )AAi
c

AAi Va 22 22 ×= ω  
 

BA
V

a AAi
i

rn
AAi

2

2
2

2 ν−=  
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AB
AB

i =2ν  

 
Acceleraţia unghiulară a elementului de ieşire este: 

22

222
2

i

i

AO

AO×
=
ε

ε        (5.82) 

şi este egală cu valoarea rezultată din relaţia (5.80) deoarece βπαπ BiA nn 222 Δ≈Δ  

vezi fig 5.11c. 
 
Această metodă a fost dezvoltata de Perju în [P5]. În analiza cinematică a 
mecanismelor cu cuple de tip centroidal determinarea poziţiei elementelor este cel 
mai greu de realizat. Aceasta se poate rezolva în mod analitic în câteva cazuri 
particulare, sau folosind un mecanism izocinetic cu o cama fictiva şi considerând 
mişcarea inversă. Din cauza că ecuaţia evolventei nu se poate obţine în mod 
explicit, se poate folosi o metodă bazată pe creşteri finite aşa cum s-a arătat mai 
sus, în acest caz fiind necesar să se cunoască poziţia iniţială (de start) a 
mecanismului. Procedura este neliniară, iar soluţiile neconvenabile trebuie eliminate. 
Distribuţia de viteze şi acceleraţii se poate stabili cu usurinţă folosind metoda 
vectorială, aplicată, fie la mecanismul instantaneu izocinetic cu bare, fie la 
mecanismul izocinetic cu camă.  
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6. APLICAŢII ALE MECANISMELOR DE TIP 
CENTROIDAL. 

 
 
 
 
6.1 Mecanism generator de traiectorii cu parametrii 
elementelor de intrare corelaţi.  
 
 

În robotică, orice traiectorie plană poate fi generată, într-un un anumit 
spatiu de lucru, având două intrări independente.  
Mecanismul poate fi un lanţ cinematic deschis, cu actuatoare în articulaţiile O şi A 
(fig 6.1) 

O

A

B(M)
m(i)

 
Fig 6.1 Mecanism generator de traiectorii cu actuatoare înseriate 

 
Dacă e impusă o singură traiectorie, pentru un mecanism, apare o corelare 

între cele doua elemente de intrare. Aceasta este ideea care stă la baza sintezei 
mecanismelor pornind de la o structură pentagonală. 

O modalitate de corelare a mişcărilor de intrare este folosirea unui 
mecanism de tip centroidal (fig 6.2) [P9] contactul permanent între centroida fixă şi 
fir asigurându-se printr-un arc s. 

C

a)

O
E

s

B(M)

A

(f)

m(i)

T

O

A

b)

O´
E

C

s

m(i)

(f)

B(M)

A´

 Fig. 6.2 Soluţii posibile pentru mecanisme de tip centroidal la care 
contactul permanent se asigură printr-un arc 
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În (fig 6.3) se prezintă un astfel de mecanism. Fie traiectoria m, o linie 
dreaptă de lungime L. Articulaţiile fixe 1O  şi 2O , dimensiunile r,a,b,R fiind alese 
astfel încât mecanismul să poată funcţiona în condiţiile de spaţiu impuse. Pe curba 
m, se impun punctele de precizie, pentru simplitate considerăm 5 puncte de 
precizie. Cunoscând aceste puncte de precizie, şi cunoscând lanţurile cinematice 
deschise ( AMO1  şi BMO2 ), se pot deduce poziţiile articulaţiilor A şi B, deci implicit 

funcţia cu care se face corelarea ( )ϕψψ =  cum se arată în figura 6.3b, funcţia 
aceasta fiind realizată de mecanismul generator de funcţiuni, adică un mecanism de 
tip centroidal. 
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Fig. 6.3 Exemplu de sinteza a unui mecanism generator de traiectorie cu 

miscarile de intrare corelate [P9] 

BUPT



                                             6.2 Mecanism coaxial generator de funcţiuni  115

Dupa cum se observă, funcţia are un raport de transmitere pozitiv 0>
ψ
ϕ

d
d

  

pe întreg domeniul de lucru. 
Dacă se foloseşte un arc pentru închiderea circuitului de forţe, atunci 

mecanismul generator de funcţii trebuie amplasat sub linia centrelor 21OO . 
Pentru a maximiza valoarea unghiului de transmitere, în domeniul de lucru, 

e necesar ca bisectoarea unghiului 511 DOD  să fie perpendiculară pe linia centrelor, 

de aici rezultând poziţia iniţială a lui 11OD ( 1ϕ ), dimensiunea lui r’ = OD fiind de 
asemenea aleasă.  

Acum se poate realiza sinteza mecanismului generator de funcţiuni. Aceasta 
se realizează cu o mişcare imaginară inversă în raport cu articulaţia fixă 2O . 

Rezultă că elementul BO2  rămâne fix. Poziţia lui D în raport cu planul elementului 2 
este pe o curbă notată cu i. Aceasta este o camă imaginară care are pe OD ca 
tachet. 

Într-un sistem de coordonate yxO2 , aparţinând elementului 2 ( BO2 ), cu 

sensul pozitiv al axei x pe direcţia 12OO , şi yO2  în jos, rezultă ecuaţiile 
parametrice ale curbei imaginare i (profilul camei imaginare): 

    
( )
( )⎩

⎨
⎧

−+=

−−=

ψϕψ

ψϕψ

sinsin

coscos
:)(

1

1

rdy

rdx
i       (6.1) 

unde: 21OOd = ;   DOrr 11 '==  
 
6.2 Mecanism coaxial generator de funcţiuni  
 

O variantă a mecanismelor pentalatere cu elemente de intrare corelate sunt 
mecanismele pentalatere degenerate, la care cuplele de rotaţie care fac legatura cu 
elementul fix sunt coaxiale aşa cum se arată în figura 6.4 [P9]. Rezultă un 
mecanism de tip romboidal convex sau concav. 

l

1

ϕ

D 0

E

r
A

3

Φ

5 sR

θ
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ψ
θ

1

0

ϕ

Φ

R
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3

2γ r

C
4

l

x

5E
D

s

2γ

Γ(i) 

 
Fig.6.4 Mecanism romboidal convex(stanga),concav(dreapta) 
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Funcţia de generat, )(ϕψψ = , este realizată între elementul de intrare 
1(OA), şi elementul de ieşire 2(OB) prin modificarea corespunzătoare a unghiului γ2  
între acestea. Astfel, cupla C a mecanismului descrie o traiectorie impusă, anume 
curba Γ ,  deci problema de generare a funcţiilor devine o problemă de generare de 
traiectorie. 

O primă soluţie posibilă constă în materializarea curbei Γ  ca şi profilul 
teoretic al unei came fixe Fc. 

O a doua soluţie ar putea fi un mecanism de tip centroidal, cu un element 5 
flexibil şi inextensibil (cablu, curea). În cazul acesta, curba Γ  devine evolventa (i) a 
unei curbe (E) necunoscută, problema de sinteză consistând în definirea profilului 
(E) al unei roţi necirculare care este evoluta curbei Γ . 

Contactul permanent între elementele mecanismului trebuie asigurat prin 
amplasarea corespunzătoare a unui arc s în structura sa. 
 
 
6.3 Aplicaţie în agricultură a mecanismelor de tip 
centroidal 
 

 
Fig.6.5 Mecanism cu element flexibil pentru comanda plugului [H7] 

 
O aplicaţie în agricultură ar fi acţionarea plugului cu ajutorul unui mecanism 

cu element flexibil de lungime instantaneu variabilă. Mecanismul functionază în felul 
următor, dacă plugul nu este în brazdă, plugul poate oscila liber fiind susţinut de 
elementul flexibil. Plugul se introduce în brazdă prin mişcarea în stânga a manetei. 
Firul rămâne tensionat din cauza diminuării lungimii instantanee a elementului 
flexibil. 
 
 
6.4 Aplicaţie din domeniul textil a mecanismelor de tip 
centroidal - Mecanismul de bătaie a maşinilor de ţesut 
[D1] 
 

O aplicaţie din domeniul textil ar fi mecanismul cu element flexibil utilizat ca 
mecanism de bătaie a maşinilor de ţesut. Suveica este lansată alternativ în rost de 
sabia de bătaie (a unuia dintre mecanismele de bătaie). Aceasta trebuie să aibă la 
iesirea din casetă o viteza maxima iniţială. Pentru a rezulta forţe de inerţie minime 
se doreşte ca suveica să se deplaseze uniform deccelerat pe toată cursa acesteia (în 
rost dintr-o casetă în alta) şi respectiv viteza maximă iniţială să fie limitată. În cazul 
în care forţele de inerţie sunt prea mari există pericolul ca suveica să sară din rost
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(dupa ce rostul este rodat), ruperii firului de bătătură, apare un consum energetic 
crescut şi se transmit vibraţii către batiul maşinii de ţesut. 
 

 
Fig.6.6 Mecanismul unui război de ţesut 

 
Alungirea elementului flexibil conform legii lui Hoock va fi dată de relaţia: 

            )*( ψψε −=
Δ

=
l
R

l
l

     (6.2) 

 
iar tensiunea (forta) din elementul flexibil b (conform Fig.6.6) va fi: 

           )*( ψψ −
⋅

= R
l

fEP      (6.3) 

 
Unde:  
       E - elasticitatea elementului flexibil 
       f    - aria sectiunii transversale a firului 
       l  - lungimea firului flexibil 
      ψ*  - deplasarea unghiulara a elementului condus c in cazul unui element flexibil 
  si inextensibil (functia de transmitere ideala) 
      ψ  - deplasarea unghiulara a elementului condus c 
 
Ecuatia diferentiala a miscarii mecanismului este: 

 ),,()*(
2

2

2

ψψψψψψ
&&&W

l
fER

dt
dJc −−

⋅
=      (6.4) 

cu conditiile initiale: 

 0,0 ==
dt
dψψ       pentru     0=t ,     (6.5) 

unde:    cJ    - momentul de inertie al elemen-tului condus c, 
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 ),,( ψψψ &&&W   - momentul rezistent variabil al elementului condus c. 
Momentul rezistent variabil al elementului condus c are urmatoarea forma: 
 

  ψψψψψψ &&&&&& ⋅+⋅+⋅+== CBAWWW ),,(     (6.5) 
 

In (6.5) W  este componenta momentului rezistent datorata fortelor de frecare si A, 
B, C sunt marimi constante. Astfel (6.4) devine: 
 

 WkkA
dt
dB

dt
dCJ ccc −⋅=⋅++++ *)()( 2

2

ψψψψ
   (6.6) 

cu: 
l

fERkc
⋅

=
2

.        

 
Pentru o solutie particulara )(tS  a ecuatiei (7.30), se va obtine solutia generala sub 
forma: 
 

 ptS
p
ptStS cos)0(sin)0()( ⋅−⋅′−=ψ     (6.7)  

 
Viteza unghiulara si acceleratia unghiulara a elementului condus c vor fi: 
 

 

ptSpptSptS
dt
d

ptSpptStS
dt
d

cos)0(sin)0()(

sin)0(cos)0()(

2
2

2

⋅⋅+⋅′⋅+′′==

⋅⋅+⋅′−′==

ψψ

ψψ

&&

&

  (6.8) 

 
 Daca membrul drept al ecuatiei (6.6) tinde catre zero (0+) pentru *tt =  si 

respectiv este 0)( * <=ttψ&& , se va obtine o valoare maxima pentru viteza unghiulara 

a elementului condus c. 
 

După analiza dinamică cu funcţia de transmitere cunoscută se poate face şi 
o sinteză a mecanismului cu element flexibil de lungime instantaneu variabilă. 
 
 
6.5 Aplicaţie în domeniul mecanicii fine a mecanismelor 
de tip centroidal [P11] 
 
Tahometru centrifugal 
 

O aplicaţie a mecanismelor de tip centroidal din domeniul mecanicii fine ar fi 
linearizarea scării de citire pentru un tahometru centrifugal. Mişcarea acului 
indicator (7) trebuie să fie de aşa natură încât el să indice o dependenţă lineară 
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între mărimea de intrare, anume viteza unghiulară (ω ) şi mărimea de ieşire, 
anume unghiul pe care acul îl face faţă de un reper de referinţă (ϕ ). 

 
Fig. 6.7 Schema cinematică a unui tahometru centrifugal 

 
Viteza unghiulară a elemtului motor este transformată în o mişcare de 

translaţie. Din egalitatea dintre momentul produs de forţa elastică din arc şi 
momentul produs de forţa centrifugă ce produce deplasarea acului indicator: 
 

)()( ze FMFM =      (6.9) 

 
rezultă dependenţa dintre viteza unghiulară (ω) şi unghiul la indicator (ϕ ), aceasta 
fiind: 

{ [ [ ]
⎭
⎬
⎫+⋅−−⋅−++−⋅= )(sin1sin11)cos(cos 0

22
0

22
00 θθλθλ

λ
θθθry   (6.10) 

 
Unde:  

l
r

=λ  

 
Legătura dintre unghiul (θ ) şi viteza unghiulară (ω ) rezultă din ecuaţia: 
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[ ] 0)cos()()(2sin 000
22 =−+⋅⋅−⋅+−+⋅⋅⋅ δθθθθω rLLkFrm aaef    (6.11) 

 
Unde: 
 m – Masa elementului (2), 
 fr  - poziţia centrului de greutate în raport cu cupla de rotaţie O, 

 0eF  - forţa de pretensionare a arcului, 

 aL  - elongaţia produsă în urma acţiunii forţelor 

 0aL  - lungimea arcului nesolicitat, 

 k – constanta de elasticitate a arcului 
 
Mişcarea de translaţie se transformă în o mişcare de rotaţie prin un mecanism bielă-
manivelă. Legătura dintre mişcarea de translaţie şi cea de rotaţie este de forma: 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅

−⋅−=
LR

s
R
s

2

3

max 8
1arcsinψψ   (6.12) 

 
În continuare mişcarea de rotaţie se amplifică printr-un mecanism cu roţi dintaţe. 
Ecuaţia de legatură este: 

ψϕ ⋅=
7

6

z
z

     (6.13) 

Toata funcţia de transmitere a tahometrului centrifugal se rezumă în urmatoarea 
relaţie: 
 

( )[ ]{ }ωθψϕϕ =     (6.14) 
 

 
Fig.6.8 Mecanism cu element flexibil înlocuitor 

 
Pentru a obţine o funcţie lineară de transmitere între parametrul motor (ω) şi 
parametrul de ieşire, anume unghiul (ϕ ) la acul indicator, trebuie îndeplinită 
condiţia: 
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( )minωωϕ −= C     (6.15) 
 
Aceasta se poate realiza dacă se înlocuieşte mecanismul cu roţi dinţate cu un 
mecanism de tip centroidal cu element flexibil aşa cum se arată în figura 6.8. 
 
Balanţa semiautomată cu cadran 
 
O alta aplicaţie a mecanismului de tip centroidal folosit în mecanica fină este 
linearizarea scalei la un cântar semiautomat.  

Mişcarea acului indicator trebuie să fie astfel încât el să realizeze o 
dependenţă lineară între parametrul de intrare, adica masa m, şi unghiul ϕ e  pe care 
îl realizează acul indicator faţă de un reper dat. Din relaţia de egalitate între 
momente: 
 

 
Fig.6.9 Schema cinematica a unui cântar semiautomat 

 
)()( TMGM HaH =       (6.16) 

eGGT −=  

Rezulta relaţia de legatură dintre unghiul de iesire eϕ  şi masa m. Aceasta are 

următoarea formă: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′⋅−⋅−⋅

′⋅−⋅
=

ϕ
ϕϕ
sin)(

cos)(arctan
ea

e
e mmabm

mma
   (6.17) 
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Fig.6.10 Elementul indicator 

 

 
Fig.6.11 Schema cinematică propusă 

Unde 

 me  - greutate etalon, 

 ma  - greutate de echilibrare, 
 a, b – lungimile elementelor 
Pentru a realiza o funcţie lineară între parametrul de intrare M şi parametrul de 
ieşire ϕ  trebuie îndeplinită următoarea relaţie: 
 

MC ⋅=ψ     (6.18) 
 
Aceasta se poate realiza prin introducerea unui mecanism de tip centroidal ca în 
figura 6.11. 
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6.6 Aplicaţie a mecanismelor de tip centroidal în 
domeniul tehnicii de calcul. 
 

O altă aplicaţie a mecanismelor de tip centroidal este în domeniul 
calculatoarelor [L3]. În unităţile floppydisk mişcarea de oscilaţie a capului de 
citire/scriere se realizează prin intermediul a două mecanisme de tip centroidal cu 
element flexibil. Roţile necirculare sunt legate de elementul fix, şi sunt conectate 
prin intermediul a două fire de oţel de capul de citire/scriere. Mişcarea de translaţie 
a capului de citire/scriere este direct dependentă de unghiul de rotaţie al bielei. 
Din figură se impune o dependenţă de forma: 
 

ϕϕ ⋅= kb )(      (6.19) 
 

Traiectoria pe care capul de citire/scriere trebuie să se afle/deplaseze, este 
definită în raport cu sistemul de coordonate x,y: 
 

 )(ϕbiaZ ⋅+−=     (6.20) 
 

Iar poziţia punctului Z se determină în raport cu structura mecanismului prin 
ecuaţia: 

)(
31

ϑπϕ +⋅⋅ ⋅+⋅= ii elelZ     (6.21) 

 
Fig.6.12 Unitate Floppydisk 

 
Din ecuaţiile de mai sus rezultă legatura dintre unghiul de intrare al 

elementului motor ϑ  şi unghiul ϕ  la elementul condus. Această relaţie se poate 
exprima sub forma: 
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Fig.6.13 Unitate Floppydisk - variantă 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−+±

⋅=
BC

CBAA 222

arctan2ϑ      (6.22) 

Unde mărimile 

 

2222
3

2
2

3

3

2

2

ϕ

ϕ

⋅−−−=

⋅⋅=

⋅⋅⋅=

kallC

alB

klA

 

se pot identifică din figura 6.12. 
 
6.7. Cric de masina conţinând un mecanism cu element 
flexibil 
 

O lucrare recentă arată o aplicaţie a unui mecanism patrulater articulat cu 
element flexibil RRRI(c) [L3], la care elementul flexibil se poate considera în 
mişcarea relativă element fix (v. Fig.6.14). Elementul flexibil al mecanismul se poate 
înfăşura pe un element profilat circular (4). Elementul profilat circular este solidar cu 
una dintre roţile cricului. Astfel, la mersul înapoi (pe o scurtă distanţă) cu maşina, 
elementul flexibil se va infăşura pe elementul profilat circular şi va conduce la 
ridicarea maşinii.  

 
Fig.6.14. Cricul de maşină ca mecanism cu element flexibil RRRI(c)
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6.8. Transmisie de precizie 
 

 
Fig 6.15 Transmisie de precizie 

 
Acest exemplu ilustrează o altă aplicaţie a mecanismelor de tip centroidal, în 

special a mecanismelor cu bare rulante.  
La acest tip de transmisie se elimina jocurile dintre dinţi daca s-ar folosi o transmisie 
cu roţi dinţate, de asemenea se elimină fenomenul de alunecare dintre roţi prin 
existenţa firelor flexibile şi inextensibile, dacă s-ar folosi o transmisie prin roţi de 
fricţiune. Această configuraţie putem spune că se comporta bine şi în regim dinamic. 

 
6.9. Echilibrarea forţelor 

 
Fig 6.16 Exemplu de Echilibrare a forţelor 

 
Acesta este un exemplu de folosire a unei cuple de tip centroidal pentru echilibrarea 
forţelor. Greutatea ar putea ocupa orice poziţie, aceasta fiind contrabalansata de 
forta elastică din arc, care işi modifica braţul din cauza profilului roţii necirculare. 
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6.10 Oscilaţii pe un unghi mai mare de 360 de grade cu 
ajutorul unui mecanism centroidal 

 
Fig 6.17 Mecanism centroidal în care se pot obţine oscilaţii mai mari de 360º 

 
La mecanismul prezentat în fig 6.17 elementul flexibil 3 se înfăşoară pe 

elementul condus 4, mecanismul fiind astfel construit încât să permită oscilaţii mai 
mari de 360º. De exemplu, daca există o aplicaţie în acest sens se foloseste un 
motor de curent continuu care după o oscilaţie pe un unghi mai mare de 3600 e 
nevoie sa isi schimbe sensul de rotaţie. Acest lucru implică frânare și accelerare în 
sens opus, toate cu consum sporit de energie, făra sa mai punem în calcul 
electronica de comandă. Această problemă se poate rezolfa elegant cu un mecanism 
centroidal. 
 
6.11 Manipulator auto-echilibrat cu cuple de tip 
centroidal - Conco-Balancer Manipulator  
 

Un manipulator folosit la deplasarea diferitelor obiecte sau dispozitive în 
aplicaţii industriale trebuie să fie auto-echilibat pentru a compensa diferitele sarcini 
la care este supus în spaţiul de lucru. Soluţiile tehnice cunoscute folosesc 
contragreutăţi, actuatoare, arcuri, acestea putând fi înlocuite de un mecanism cu 
cuple de tip centroidal. 

Conco-balancer este un manipulator pneumatic, folosit în diverse aplicaţii, 
de exemplu: manipularea de mărfuri în departamentele de logistica, 
suport/alimentare la diverse procese industriale, fiind foarte versatil. Pentru a fi uşor 
de manevrat, este necesar ca manipulatorul să fie auto-echilibrat. Se prezintă în 
Fig.6.18 modalitatea de echilibrare gravitaţională, greutatea Gb compensând sarcina 
aparută în partea opusă a manipulatorului. Rolul operatorului este unul de ghidare a 
sistemului. 

Punctul caracteristic al manipulatorului – cârligul (7) este încarcat cu 
greutatea de manipulat W. Operatorul creşte presiunea în cilindrul pneumatic (4) 
până când greutatea W este compensată (echilibrată) de forţa pneumatică Fc şi de 
greutatea de echilibrare Gb. Sistemul de supape pneumatice permite operatorului să 
regleze cilindrul pneumatic  pentru a modifica poziţia punctului caracteristic în 
spatiul de lucru. Manipulatorul ajuns în poziţia de echilibru, se poate ghida de catre 
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operator prin intermediul propriei sale forţe musculare. Schema cinematică 
a manipulatorului conco-balancer este prezentată în Fig.6.19. 
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         Fig.6.18 Conco-Balancer        Fig.6.19.Schema cinematica a Conco-Balancer 
 

În mod uzual se folosesc pentru echilibrare soluţii bazate pe forţa 
gravitaţională (contragreutăţi), arcuri sau actuatoare. În continuare se propune o 
soluţie de echilibrare folosind un mecanism de tip centroidal. Profilul necircular al 
cuplei centroidale permite modificarea momentului de echilibrare generat de forţa 
de echilibrare variabilă Fe, astfel încât obiectul să fie uşor de manipulat de către 
operator. În acest sens se prezintă în Fig.6.20 o soluţie de compensare cu 
mecanism de tip centroidal cu roată necirculară. Tensionarea firului se realizează 
folosind un arc spiral, un capăt al arcului fiind rigidizat de elementul 2, celalalt capăt 
al arcului fiind înfăşurat şi fixat pe elementul profilat. 
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Fig.6.20. Schema cinematica a Conco-Balancer cu echilibrare pe bază de mecanism 

centroidal 
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Dacă se ajunge la înălţimea dorită, manipulatorul devine static balansat în 
poziţia 2)( npm ϕϕϕ +=  (v Fig.6.20 b). În această poziţie asupra braţului 

manipulatorului acţionează un moment variabil generat de forţa elastică din arc, eF , 

şi de forţa operatorului, mF . Manipulatorul este echilibrat dacă se satisface condiţia 

de echilibru: 
rFlF em ⋅=⋅⋅ ϕcos6       (6.23) 

unde:  mF  - forţa dezvoltată de operator, 

 eF  - forţa elastică din arc, 

 6l   - lungimea braţului manipulatorului (elementul 6´), 

 r   - raza variabilă a roţii necirculare. 
În ecuaţia (6.23) se neglijează greutatea elementelor care intra în structura 
manipulatorului. Forţa elastică variaza linear dupa relaţia: 

skFF ee ⋅−= 0      (6.24) 

unde:  0eF  - forţa de pretensionare a arcului, 

 k     - constanta elastică a arcului, 
 s     - elongaţia. 
Sinteza mecanismului de înfăşurare presupune detrminarea razei roţii necirculare 

)(ϕrr =  pentru un arc ales în aşa fel încât să se satisfacă ecuaţia (6.23). Din 
(6.23) şi (6.24) rezultă: 

rskFlF em ⋅⋅−=⋅⋅ )(cos 06 ϕ     (6.25) 

Folosind condiţia de înfăşurare: 
dsdr =⋅ ϕ       (6.26) 

ecuaţia (6.25) devine: 
dsskFdlF em ⋅⋅−=⋅⋅⋅ )(cos 06 ϕϕ    (6.27) 

Prin integrarea ecuaţiei diferenţiale (6.27) se obţine: 

0sin22 60
2 =⋅⋅⋅−⋅⋅−⋅ ϕlFsFsk me    (6.28) 

ecuaţie din care se poate determina lungimea arcului curent pentru roata 
necirculară: 

)sin2(1
06

2
0 eme FklFF

k
s +⋅⋅⋅+= ϕ .  (6.29) 

derivând ecuaţia (6.29) în raport cu unghiul de rotaţie ϕ  se obţine ecuaţia în 
coordonate polare a roţii necirculare: 

ϕ
ϕ

ϕ sin2
cos

6
2
0

6

⋅⋅⋅+

⋅⋅
==

klFF
lF

d
dsr

me

m     (6.30) 

Dacă se ia în considerare poziţia de mijloc pe directia orizontală, pn ϕϕ −= , rezultă 

urmatoarea condiţie de echilibru în o poziţie limită: 
,minmax CFrFr epen =⋅=⋅ ,     (6.31) 

unde:  
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0min ee FF = ,      (6.32) 

pm lFC ϕcos6 ⋅⋅= ,     (6.33) 

n
rrn ϕϕ =

= ,     
p

rrp ϕϕ=
= .    (6.34) 

Dacă se cunosc una dintre cele două variabile: lungimea de înfăşurare maxs  sau 

constanta elastică k , cea de-a doua rezultă din ecuaţia (6.27) pentru ),( pn ϕϕϕ −∈  

şi ),0( maxss ∈ : 

0)sin(sin22 6max0
2
max =+⋅⋅−⋅+⋅ npme lFsFsk ϕϕ . (6.35) 

Se consideră următoarele date iniţiale: 
NFm 50= ,       mNk 20= ,    NFe 1000 = ,    NW 1500= , 

ml 20,16 = ,       °−= 60nϕ ,       °= 60pϕ ,       °= 0mϕ . 

Forţa operatorului uman se consideră constantă (v Fig.6.21 a) în domeniul 
),( pn ϕϕϕ −∈ . Momentul rezultant )(ϕM  produs de forţa de manipulare mF  este 

reprezentat în Fig.6.21 b. 

 
Fig.6.21 Forţa de maniplulare a operatorului (a) şi momentul rezultant )(ϕM  (b) 

 
În Fig.6.22 a se prezintă elongaţia arcului în raport cu unghiul ϕ  iar în Fig.6.22 b se 

reprezintă profilul necircular de înfăşurare în coordonate polare, )(ϕrr = . 

 
Fig.6.22 Elongaţia arcului (a) şi profilul necircular (b) 
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Forţele de frecare sunt neglijate, iar soluţia prezentată este una în conditii ideale 
impuse. În general prezenţa forţelor de frecare induce în mecanism o extindere a 
domeniului de echilibru facând ca aceste forţe să ajute scopului propus. Cum s-a 
menţionat şi anterior, pe lângă forţele de frecare s-a neglijat şi greutatea 
elementelor manipulatorului. 
 
6.12 Mecanism cu cuple de tip centroidal pentru 
compensarea efectului arhimedic  
 
Există unele aplicaţii în care este necesară menţinerea constantă a presiunii în 
condiţiile în care volumul recipientului (camerei) poate varia, de exemplu rezervoare 
de biogaz, sau în cazul calibrării contoarelor de gaz. De obicei incinta ermetică e 
formată din un clopot şi un recipient cu lichid. Presiunea de sub clopot depinde de 
greutatea sa şi de adâncimea de imersiune a pereţilor clopotului. Pentru a se obţine 
o presiune constantă este necesar ca greutatea aparentă a clopotului să fie 
constanta. Aceasta înseamnă că efectul forţei arhimedice trebuie compensat. În 
continuare se propune un mecanism de compensare având în structură cuple de tip 
centroidal. 
 
În Fig.6.23 se prezintă o cameră izobarică formată dintr-un colpot închis ermetic 
prin imersiune în lichid. Valoarea presiunii în ineriorul clopotului este: 

hgp ⋅⋅= ρ        (6.35) 
unde ρ  este densitatea lichidului, iar g  acceleraţia gravitaţională locala. 
Greutatea aparentă a clopotului este: 

apb FFGF −−=       (6.36) 

unde,  G  este greutatea clopotului,  

 4/2DpFp ⋅⋅= π  este forţa activă datorată presiunii în ineriorul clopotului 

 )( 0 yygAF ia +⋅⋅⋅= ρ      

 (6.37)  
este forţa arhimedica (ascensionala) cauzată de imersiunea clopotului în lichid cu 

)( 0 yy +  imersiune, 0y  fiind imersiunea iniţială, iar Ai – aria inelara imersată a 

clopotului, s – grosimea peretelui clopotului.   
 ssDsDA mi )( +=⋅⋅= ππ      (6.38) 

Condiţia de echilibru a celor 2 roţi ale mecanismului compensator (masa firului se 
neglijeaza) se poate scrie astfel: 

cb GrFr ⋅=⋅0        (6.39) 

unde: 
 cG   - greutatea contragreutăţii de echilibrare 

 r  - raza roţii necirculare 
 0r   - raza roţii circulare 

Corelarea între deplasarea verticală  a clopotului şi unghiul de rotaţie al celor doua 
roţi e dată de urmatoarea relaţie: 
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ϕ⋅= 0ry       (6.40) 
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Fig.6.23 Mecanism de tip centroidal compensator al efectului Arhimedic 

 
Folosind aceste valori şi înlocuind în relaţia (6.39) rezultă ecuaţia care descrie 
profilul roţii necirculare în coordonate polare: 

)(
)(

010
00

00 ϕ
ϕρ

⋅+=
+⋅⋅⋅−−

⋅=⋅= kkr
G

rygAFG
r

G
Frr

c

ip

c

b   (6.41) 

rezultatul acestei ecuaţii fiind o spirală arhimedica. 
Ecuaţia (6.41) trebuie să satisfacă urmatoarea condiţie: 0≥r chiar şi când 

deplasarea clopotului este maximă )( maxy  : 

0)( max0 ≥+⋅⋅⋅−− yygAFG ip ρ     (6.42) 

Dacă se notează  

cip GygAFG =⋅⋅⋅−− 0ρ      (6.43) 

atunci (6.42) devine: 
)( max0max ϕρρ ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅≥ rgAygAG iic   (6.44) 

iar ecuaţia (6.41) va avea următoarea formă:  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⋅⋅⋅
−⋅= ϕρ

c

i

G
rgArr 0

0 1      (6.45) 

În cazul în care se foloseşte un clopot cu diametru D mare, soluţiile prezentate în 
Fig.6.23a nu sunt practice. În acest caz se porpune folosirea soluţiilor prezentate în 
Fig.6.23b sau Fig.6.23c. Fig.6.23c are avantajul că contragreutatea se deplasează 
pe o dreaptă verticala. În acest caz, contragreutatea poate fi ghidată în un tub, 
pentru a preveni eventuale oscilaţii. 

Fie un clopot cu mD 5,0= , mms 5= , şi un lichid (ulei) cu 33 /1088,0 mkg⋅=ρ  

şi un volum de gaz 32,0200 mlV ==  

În acest caz cursa clopotului maxy  va rezulta din relaţia: 

4/max
2 yDV ⋅⋅= π      (6.46) 

rezultând my 02,1max ≅  

Ecuaţia profilului roţii necirculare (6.45) se poate scrie sub forma: 
)1(0 ϕkrr −=       (6.47) 

Fie mmmr 3,03000 == , unghiul maxim de rotaţie al celor două roţi va fi: 
0

0maxmax 9,1944,33,0/02,1/ ==== radryϕ  

Folosind pentru roata necirculara 0max rr =    pentru 0=ϕ  si 0min 2/1 rr ⋅= , ecuaţia 

(6.47) devine: 
][)147,01(300 mmr ϕ⋅−⋅=    (6.47’) 

 ϕ  creste în direcţie invers trigonometrică. 
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Fig.6.24. Profilul roţii necirculare pentru mecanismul compensator de tip centroidal 

 
În Fig.6.24 se prezintă profilul roţii necirculare rezultat în urma calculelor. Un aspect 
interesant este faptul că profilul rezultat al roţii necirculare are formă de spirală 
arhimedică pentru compensarea efectului arhimedic.  
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CAP. 7 CONCLUZII ŞI CONTRIBUŢII PERSONALE  
 

 

 Timpurile în care traim au o dinamică deosebită din punct de vedere al 

dezvoltării tehnicii. Aproape zilnic apar produse noi care să înlocuiască produsele 

existente deja pe piaţă. Dacă privim doar în domeniul automobilistic, realizăm că în 

un ritm de 2-3 ani apare o variantă nouă a aceluiaşi model de automobil. 

 Pentru a susţine acest ritm de dezvoltare, proiectanţii depun eforturi 

considerabile, de aceea au nevoie şi de unelte performante. Aceste unelte, în cazul 

construcţiei de mecanisme, sunt metodele de analiză şi sinteză care trebuie să fie 

cât mai precise şi cât mai rapide. 

 Mecanismele cele mai fosite în construcţia de maşini sunte cele de tip 

mecanism cu bare, mecanism cu camă sau mecanism cu roţi dinţate. Pentru aceste 

tipuri de mecanisme există deja metode consacrate de analiză şi sinteză 

dimensională. 

 Pe lângă avantajele de necontestat pe care le prezintă aceste tipuri de 

mecanisme, apar şi unele dezavantaje. De exemplu, în cazul mecanismelor cu roţi 

dinţate, precizia cu care se face transmiterea mişcării este influenţată de 

corectitudinea profilului dinţilor şi jocul dintre dinţii roţilor dinţate. În aceasta lucrare 

se prezintă o aplicaţie unde transmisia cu roţi dinţate este înlocuită cu o cuplă de tip 

centroidal, care transmite mişcarea mai eficient. 

 În cazul mecanismelor cu camă, apare frecarea dintre camă şi tachet, lucru 

care, în timp, produce uzură, care la rândul ei determină mecanismul să nu mai 

reproducă fidel legea de mişcare si automat rezultă un mecanism cu precizie 

scăzută. Un mecanism înlocuitor ar putea fi un mecanism cu cuple de tip centroidal. 

Acesta având o durată mai lungă de viaţă (cicluri de folosire) datorită faptului că 

între cele două profile, din motive constructive, există rostogolire pură. 

 Mecanismele cu bare sunt simplu de construit, robuste, întretinerea lor este 

relativ uşoară, însă dacă proiectantului i se impun mai mult de un număr finit de 

poziţii de precizie, acesta este nevoit să recurga la aproximări, de exemplu 

mecanismele patrulater articulate au maxim 5 poziţii de precizie. Autorul prezentei 

lucrări sugerează folosirea unor mecanisme cu cuple de tip centroidal in cazul 

acesta, acest tip de mecanisme permiţând un număt teoretic infinit de poziţii de 

precizie. 
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 De asemenea autorul doreşte să atragă atenţia asupra faptului că la aceste 

tipuri de mecanisme poziţia de iniţializare (configuraţia de start a mecanismului) 

este esenţială pentru ca mecanismul să îndeplinească scopul pentru care a fost 

construit. Cupla centroidala nu funcţionează corespunzător şi automat nu reproduce 

fidel curba de ruletă dacă nu se respectă întocmai condiţia de iniţializare 

 De obicei se folosesc mecanisme clasice, cu bare, came sau roţi dinţate, însă 

există căteva zone unde aceste tipuri de mecanisme ar putea fi înlocuite cu 

mecanisme de tip centroidal. 

 În aceasta lucrare s-au prezentat metode de sinteză structurală, metode de 

sinteză a cuplelor de tip centroidal, metode de sinteză dimensionala a unui 

mecanism care să conţină şi cuple de tip centroidal, metode de analiză cinematică şi 

câteva aplicaţii ale mecanismelor de tip centroidal. 

  

Contribuţiile personale ale autorului sunt: 

 

- în capitolul de structură sunt sistematizate din punct de vedere structural 

mecanisme cu bare rulante, respectiv mecanisme cu cuple de înfăşurare variante 

favorabile; 

- sunt prezentate o serie de soluţii constructive pentru asigurarea 

contactului între centroida fixă şi centroida mobilă în cazul mecanismelor cu cuple 

cinematice de tip centroidal; 

- este prezentat un studiu al mecanismelor cu cuple cinematice de tip 

centroidal folosind metode de calcul numeric iterative; 

- este realizată sinteza mecanismelor de tip centroidal utilizând curbele 

suport; 

- a fost verificat algoritmul de sinteză pentru cazul teoremei lui Cardano 

când curba de generat este o dreaptă sau o ortocicloidă; 

- a fost elaborat un algoritm de calcul computerizat pentru determinarea 

centroidei fixe, când se cunoaşte centroida mobilă şi traiectoria de generat (curbă 

de ruletă). 

- a fost realizat un program de calcul computerizat pentru generarea 

profilului centroidei fixe pentru curbe de ruletă particulare: o dreaptă, o parabolă 

sau o elipsă; 

- a fost propusă o metodă de analiză cinematică a mecanismelor de tip 

centroidal folosind metoda contururilor poligonale; 

- a fost dezvoltată o metodă de analiză a unui mecanism cu cuple 

cinematice de tip centroidal folosind un mecanism patrulater instantaneu izocinetic; 

- a fost elaborată o metode de analiză cinematică a unui mecanism de tip 

centroidal RRIR cu profil circular montat excentric; 
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- au fost prezentate o serie de aplicaţii în care mecanismele de tip centroidal 

sunt utilizate în aparate şi transmisii de precizie în domeniul de mecanică fină; 

- dezvoltarea unor exemple de utilizarea a mecanismelor de tip centroidal în 

contrucţia unui manipulator auto-echilibrat şi a compensării efectului arhimedic. 

 

 Pe lângă contribuţiile personale ale autorului, se face o prezentare a 

metodelor de analiza şi sinteză folosite în studierea acestui tip de mecanisme.  

 În concluzie, autorul incearcă sa îsi aducă aportul la dezvoltarea 

mecanismelor cu cuple de tip centroidal în zona sintezei cuplelor cinematice 

centroidale şi al analizei cinematice a mecanismelor de acest tip. 

 

 Autorul doreste să multumească Profesorului Dr. Ing. Dan Perju, 

conducatorul de doctorat, pentru sprijinul acordat în realizarea acestei lucrări. 

 De asemenea autorul doreşte sa îi mulţumească pentru sprijinul acordat 

Directorului  Departamentului de Mecatronică, Conf.Dr.Ing.Erwin-Christian Lovasz. 

  Autorul mulţumeşte celei de-a doua familii, Colectivul Departamentului de 

Mecatronică, pentru sprijinul şi întelegerea acordată pe parcursul redactării tezei. 

 

 

“If I have seen a little further it is by standing on the shoulders of giants” 

Sir Isaac Newton
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ANEXA  1 - CODUL PROGRAMULUI PENTRU 
GENERAREA UNEI DREPTE 
 
Dim k, k1, k2, maxx, mixx, min, max 
Dim X(), Y(), Y1(), Y2(), a(), b() 
Dim xc(), yc(), XC0(), YC0(), XI(), YI() 
Dim M(), N(), XD(), YD(), XM0(), YM0() 
Dim Te(), d(), S(), D1(), D2(), re() 
Dim cx, cy, sc 
Rem Dim R( ) 
 
 
Private Sub Command1_Click() 
 
Rem Cls 
Rem Program de determinare a profilului centroidei fixe (c0) 
Rem Rostogolitoare este un cerc 
 
Me.Show 
Text1.SetFocus 
R = Val(Text1.Text) 
q = Val(Text2.Text) 
Command1.SetFocus 
k = Val(Text3.Text) 
sc = Val(Text4.Text) 
cx = gfx.ScaleWidth / 2 
cy = gfx.ScaleHeight / 2 
cx = Val(Form2.Text1.Text) 
cy = Val(Form2.Text2.Text) 
tmin = Val(Text5.Text) 
tmax = Val(Text6.Text) 
 
ReDim X(k + 2), Y(k + 2), Y1(k + 2), Y2(k + 2), a(k + 2), b(k + 2) 
ReDim xc(k + 2), yc(k + 2), XC0(k + 2), YC0(k + 2), XI(k + 2), YI(k + 2) 
ReDim M(k + 2), N(k + 2), XD(k + 1), YD(k + 1), XM0(k + 2), YM0(k + 1) 
ReDim Te(k + 2), d(k + 1), S(k + 2), D1(k + 2), D2(k + 2), re(k + 1) 
 
 
k1 = Int((k * Abs(tmin)) / (Abs(tmax) + Abs(tmin))) 
k2 = Int((k * Abs(tmax)) / (Abs(tmax) + Abs(tmin))) 
 
'If Combo1.ListIndex = 0 Then 
If True Then 
 
    Rem Curba de ruleta 
    For i = 0 To k1 
    X(i) = -0.01 * i 
    Y(i) = R + q 
    Next i 
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    Rem Calculul derivatelor ecuatiei curbei de ruleta 
    For i = 0 To k1 
    Y1(i) = 0 
    Y2(i) = 0 
    Next i 
 
    Rem Coeficientii dreptei normale la curba de ruleta 
    For i = 0 To k1 
    a(i) = X(i) + Y1(i) * Y(i) 
    b(i) = Y1(i) 
    Next i 
 
    Rem Coordonatele centrului rostogolitoarei 
    xc(0) = 0 
    yc(0) = R 
 
    Rem Raza de curbura initiala a centroidei fixe 
    R0 = -R * (R + q) / q 
 
    Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
    XC0(0) = 0 
    YC0(0) = -R0 
 
    Rem Cooronatele initiale ale centroidei fixe (c0) 
    XI(0) = 0 
    YI(0) = 0 
 
    Rem Coordonatele primei pozitii a centroidei fixe (c0) 
    M(1) = ((a(1) * b(1) - R0) + Sqr((a(1) * b(1) - R0) * (a(1) * b(1) - R0) - a(1) * 
a(1) * (1 + b(1) * b(1)))) / (1 + b(1) * b(1)) 
    N(1) = ((a(1) * b(1) - R0) - Sqr((a(1) * b(1) - R0) * (a(1) * b(1) - R0) - a(1) * 
a(1) * (1 + b(1) * b(1)))) / (1 + b(1) * b(1)) 
    If Abs(M(1)) < Abs(N(1)) Then 
       YI(1) = M(1) 
    Else 
       YI(1) = N(1) 
    End If 
    XI(1) = a(1) - b(1) * YI(1) 
 
    Rem Panta normalei la curba de ruleta 
    Te(1) = Atn(-(XI(1) - XC0(0)) / (YI(1) - YC0(0))) 
 
    Rem Program de calcul iterativ al profilului centroidei mobile 
 
    For i = 1 To k1 
        Rem Coordonatele centrelor rostogolitoarei 
        xc(i) = XC0(i - 1) + (xc(i - 1) - XC0(i - 1)) * Cos(Te(i)) - (yc(i - 1) - YC0(i - 
1)) * Sin(Te(i)) 
        yc(i) = YC0(i - 1) + (xc(i - 1) - XC0(i - 1)) * Sin(Te(i)) + (yc(i - 1) - YC0(i - 
1)) * Cos(Te(i)) 
        Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
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        XC0(i) = 0 
        YC0(i) = -R0 
 
        Rem Distanta d 
        d(i) = 2 * (XI(i) * XC0(i) + YI(i) * YC0(i)) - XI(i) * XI(i) - YI(i) * YI(i) 
 
        If i = k1 Then GoTo 5 
         
        re(i + 1) = (a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) * (a(i + 1) * b(i + 
1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) - (a(i + 1) * a(i + 1) - 2 * XC0(i) * a(i + 1) + d(i)) 
* (1 + b(i + 1) * b(i + 1)) 
        If re(i + 1) < 0 Then GoTo 5 
 
         
Rem Coordonatele centroidei fixe (c0) 
        M(i + 1) = ((a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) + 
(Sqr(0.00000001 + (a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) * (a(i + 1) * 
b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) - (a(i + 1) * a(i + 1) - 2 * XC0(i) * a(i + 1) + 
d(i)) * (1 + b(i + 1) * b(i + 1))))) / (1 + b(i + 1) * b(i + 1)) 
        N(i + 1) = ((a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) - 
(Sqr(0.00000001 + (a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) * (a(i + 1) * 
b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) - (a(i + 1) * a(i + 1) - 2 * XC0(i) * a(i + 1) + 
d(i)) * (1 + b(i + 1) * b(i + 1))))) / (1 + b(i + 1) * b(i + 1)) 
        If Abs(M(i + 1) - YI(i)) < Abs(N(i + 1) - YI(i)) Then 
            YI(i + 1) = M(i + 1) 
        Else 
            YI(i + 1) = N(i + 1) 
        End If 
        XI(i + 1) = a(i + 1) - b(i + 1) * YI(i + 1) 
 
        Rem Panta normalelor la curba de ruleta 
        Te(i + 1) = Atn(((XI(i) - XC0(i - 1)) * (YI(i + 1) - YC0(i)) - (YI(i) - YC0(i - 1)) 
* (XI(i + 1) - XC0(i))) / ((XI(i) - XC0(i - 1)) * (XI(i + 1) - XC0(i)) + (YI(i) - YC0(i - 
1)) * (YI(i + 1) - YC0(i)))) 
 
    Next i 
 
    5 Rem 
    Label5.Caption = "min =" + Str$(i * tmin / k1) 
    mixx = -i 
    
    Rem Afisarea profilului centroidei fixe (c0) 
    Rem WINDOW (-50, -50)-(50, 50) 
    gfx.ScaleMode = 3 ' Set ScaleMode to pixels. 
    DrawWidth = 8   ' Set DrawWidth. 
 
 
    gfx.Circle (cx, cy - sc * R), R * sc, QBColor(12) 
    gfx.Line (cx, cy - 2 * R * sc)-(cx, cy - (R + q) * sc), QBColor(12) 
    gfx.Circle (cx, cy - (R + q) * sc), 2, QBColor(12) 
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    For i = 0 To k1 
    gfx.PSet (cx + X(i) * sc, cy - Y(i) * sc), QBColor(1) 
    gfx.PSet (cx + XI(i) * sc, cy - YI(i) * sc), QBColor(9) 
    Next i 
 
    For j = 0 To k2 
    gfx.PSet (cx + X(j + k1 + 1) * sc, cy - Y(j + k1 + 1) * sc), QBColor(1) 
    gfx.PSet (cx + XI(j + k1 + 1) * sc, cy - YI(j + k1 + 1) * sc), QBColor(9) 
    Next j 
 
End If 
 
 
Rem ---------------------------------------------------------------------------------------- 
Rem ---------------------------------------------------------------------------------------- 
 
 
If Combo1.ListIndex = 1 Then 
 
 
Rem Curba de ruleta 
For i = 0 To k1 
X(i) = -0.01 * i 
Y(i) = R + q 
Next i 
 
Rem Calculul derivatelor ecuatiei curbei de ruleta 
For i = 0 To k1 
Y1(i) = 0 
Y2(i) = 0 
Next i 
 
Rem Coeficientii dreptei normale la curba de ruleta 
For i = 0 To k1 
a(i) = X(i) + Y1(i) * Y(i) 
b(i) = Y1(i) 
Next i 
 
Rem Coordonatele centrului rostogolitoarei 
xc(0) = 0 
yc(0) = R 
 
Rem Raza de curbura initiala 
R0 = -R * (R + q) / q 
 
Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
XC0(0) = 0 
YC0(0) = -R0 
 
Rem Cooronatele initiale ale centroidei fixe (c0) 
XI(0) = 0 
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YI(0) = 0 
 
Rem Coordonatele primei pozitii a centroidei fixe (c0) 
M(1) = ((a(1) * b(1) - R0) + Sqr((a(1) * b(1) - R0) * (a(1) * b(1) - R0) - a(1) * 
a(1) * (1 + b(1) * b(1)))) / (1 + b(1) * b(1)) 
N(1) = ((a(1) * b(1) - R0) - Sqr((a(1) * b(1) - R0) * (a(1) * b(1) - R0) - a(1) * 
a(1) * (1 + b(1) * b(1)))) / (1 + b(1) * b(1)) 
 If Abs(M(1)) < Abs(N(1)) Then 
      YI(1) = M(1) 
      Else 
      YI(1) = N(1) 
 End If 
XI(1) = a(1) - b(1) * YI(1) 
 
Rem Panta normalei la curba de ruleta 
Te(1) = Atn(-(XI(1) - XC0(0)) / (YI(1) - YC0(0))) 
 
 
Rem Program de calcul iterativ al profilului centroidei mobile 
 
For i = 1 To k1 
Rem Coordonatele centrelor rostogolitoarei 
xc(i) = XC0(i - 1) + (xc(i - 1) - XC0(i - 1)) * Cos(Te(i)) - (yc(i - 1) - YC0(i - 1)) * 
Sin(Te(i)) 
yc(i) = YC0(i - 1) + (xc(i - 1) - XC0(i - 1)) * Sin(Te(i)) + (yc(i - 1) - YC0(i - 1)) * 
Cos(Te(i)) 
 
 
Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
XC0(i) = 0 
YC0(i) = -R0 
 
Rem Distanta d 
d(i) = 2 * (XI(i) * XC0(i) + YI(i) * YC0(i)) - XI(i) * XI(i) - YI(i) * YI(i) 
 
If i = k1 Then GoTo 15 
re(i + 1) = (a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) * (a(i + 1) * b(i + 1) - 
b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) - (a(i + 1) * a(i + 1) - 2 * XC0(i) * a(i + 1) + d(i)) * (1 
+ b(i + 1) * b(i + 1)) 
If re(i + 1) < 0 Then GoTo 15 
 
Rem Coordonatele centroidei fixe (c0) 
M(i + 1) = ((a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) + (Sqr(0.00000001 + 
(a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) * (a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * 
XC0(i) + YC0(i)) - (a(i + 1) * a(i + 1) - 2 * XC0(i) * a(i + 1) + d(i)) * (1 + b(i + 1) 
* b(i + 1))))) / (1 + b(i + 1) * b(i + 1)) 
N(i + 1) = ((a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) - (Sqr(0.00000001 + 
(a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * XC0(i) + YC0(i)) * (a(i + 1) * b(i + 1) - b(i + 1) * 
XC0(i) + YC0(i)) - (a(i + 1) * a(i + 1) - 2 * XC0(i) * a(i + 1) + d(i)) * (1 + b(i + 1) 
* b(i + 1))))) / (1 + b(i + 1) * b(i + 1)) 
      If Abs(M(i + 1) - YI(i)) < Abs(N(i + 1) - YI(i)) Then 
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      YI(i + 1) = M(i + 1) 
    Else 
      YI(i + 1) = N(i + 1) 
End If 
XI(i + 1) = a(i + 1) - b(i + 1) * YI(i + 1) 
 
Rem Panta normalelor la curba de ruleta 
Te(i + 1) = Atn(((XI(i) - XC0(i - 1)) * (YI(i + 1) - YC0(i)) - (YI(i) - YC0(i - 1)) * 
(XI(i + 1) - XC0(i))) / ((XI(i) - XC0(i - 1)) * (XI(i + 1) - XC0(i)) + (YI(i) - YC0(i - 
1)) * (YI(i + 1) - YC0(i)))) 
 
Next i 
 
 
15 Rem 
Label5.Caption = "min =" + Str$(i * tmin / k1) 
mixx = -i 
 
 
Rem Curba de ruleta 
 
For j = 0 To k2 
X(j + k1 + 1) = 0.01 * j 
Y(j + k1 + 1) = R + q 
Next j 
 
Rem Calculul derivatelor ecuatiei curbei de ruleta 
For j = 0 To k2 
Y1(j + k1 + 1) = 0 
Y2(j + k1 + 1) = 0 
Next j 
 
Rem Coeficientii dreptei normale la curba de ruleta 
For j = 0 To k2 
a(j + k1 + 1) = X(j + k1 + 1) + Y1(j + k1 + 1) * Y(j + k1 + 1) 
b(j + k1 + 1) = Y1(j + k1 + 1) 
Next j 
 
Rem Coordonatele centrului rostogolitoarei 
xc(k1 + 1) = xc(0) 
yc(k1 + 1) = R 
 
Rem Raza de curbura initiala 
R0 = -R * (R + q) / q 
 
Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
XC0(k1 + 1) = XC0(0) 
YC0(k1 + 1) = YC0(0) 
 
Rem Cooronatele initiale ale centroidei fixe (c0) 
XI(k1 + 1) = XI(0) 
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YI(k1 + 1) = YI(0) 
 
Rem Coordonatele primei pozitii a centroidei fixe (c0) 
XI(k1 + 2) = XI(1) 
YI(k1 + 2) = YI(1) 
 
Rem Panta normalei la curba de ruleta 
Te(k1 + 2) = Te(1) 
 
Rem Program de calcul iterativ al profilului centroidei mobile 
 
For j = 1 To k2 
Rem Coordonatele centrelor rostogolitoarei 
xc(j + k1 + 1) = XC0(j + k1) + (xc(j + k1) - XC0(j + k1)) * Cos(Te(j + k1 + 1)) - 
(yc(j + k1) - YC0(j + k1)) * Sin(Te(j + k1 + 1)) 
yc(j + k1 + 1) = YC0(j + k1) + (xc(j + k1) - XC0(j + k1)) * Sin(Te(j + k1 + 1)) + 
(yc(j + k1) - YC0(j + k1)) * Cos(Te(j + k1 + 1)) 
 
Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
XC0(j + k1 + 1) = 0 
YC0(j + k1 + 1) = -R0 
 
Rem Distanta d 
d(j + k1 + 1) = 2 * (XI(j + k1 + 1) * XC0(j + k1 + 1) + YI(j + k1 + 1) * YC0(j + 
k1 + 1)) - XI(j + k1 + 1) * XI(j + k1 + 1) - YI(j + k1 + 1) * YI(j + k1 + 1) 
 
If j = k2 Then GoTo 20 
re(j + k1 + 2) = (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) + 
YC0(j + k1 + 1)) * (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) 
+ YC0(j + k1 + 1)) - (a(j + k1 + 2) * a(j + k1 + 2) - 2 * XC0(j + k1 + 1) * a(j + 
k1 + 2) + d(j + k1 + 1)) * (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2)) 
If re(j + k1 + 2) < 0 Then GoTo 20 
 
 
 
Rem Coordonatele centroidei fixe (c0) 
M(j + k1 + 2) = ((a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) 
+ YC0(j + k1 + 1)) + (Sqr(0.00000001 + (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 
+ 2) * XC0(j + k1 + 1) + YC0(j + k1 + 1)) * (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + 
k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) + YC0(j + k1 + 1)) - (a(j + k1 + 2) * a(j + k1 + 2) - 2 * 
XC0(j + k1 + 1) * a(j + k1 + 2) + d(j + k1 + 1)) * (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 
2))))) / (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2)) 
N(j + k1 + 2) = ((a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) 
+ YC0(j + k1 + 1)) - (Sqr(0.00000001 + (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 
+ 2) * XC0(j + k1 + 1) + YC0(j + k1 + 1)) * (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + 
k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) + YC0(j + k1 + 1)) - (a(j + k1 + 2) * a(j + k1 + 2) - 2 * 
XC0(j + k1 + 1) * a(j + k1 + 2) + d(j + k1 + 1)) * (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 
2))))) / (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2)) 
 
If Abs(M(j + k1 + 2) - YI(j + k1 + 1)) < Abs(N(j + k1 + 2) - YI(j + k1 + 1)) Then 
      YI(j + k1 + 2) = M(j + k1 + 2) 
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    Else 
      YI(j + k1 + 2) = N(j + k1 + 2) 
End If 
XI(j + k1 + 2) = a(j + k1 + 2) - b(j + k1 + 2) * YI(j + k1 + 2) 
 
Rem Panta normalelor la curba de ruleta 
Te(j + k1 + 2) = Atn(((XI(j + k1 + 1) - XC0(j + k1)) * (YI(j + k1 + 2) - YC0(j + k1 
+ 1)) - (YI(j + k1 + 1) - YC0(j + k1)) * (XI(j + k1 + 2) - XC0(j + k1 + 1))) / ((XI(j 
+ k1 + 1) - XC0(j + k1)) * (XI(j + k1 + 2) - XC0(j + k1 + 1)) + (YI(j + k1 + 1) - 
YC0(j + k1)) * (YI(j + k1 + 2) - YC0(j + k1 + 1)))) 
 
Next j 
 
 
20 Rem 
Label11.Caption = "max =" + Str$(j * tmax / k2) 
maxx = j + k1 + 1 
 
Rem Afisarea profilului centroidei fixe (c0) 
Rem WINDOW (-50, -50)-(50, 50) 
gfx.ScaleMode = 3 ' Set ScaleMode to pixels. 
DrawWidth = 8   ' Set DrawWidth. 
 
 
gfx.Circle (cx, cy - sc * R), R * sc, QBColor(12) 
gfx.Line (cx, cy - 2 * R * sc)-(cx, cy - (R + q) * sc), QBColor(12) 
gfx.Circle (cx, cy - (R + q) * sc), 2, QBColor(12) 
 
For i = 0 To k1 
gfx.PSet (cx + X(i) * sc, cy - Y(i) * sc), QBColor(1) 
gfx.PSet (cx + XI(i) * sc, cy - YI(i) * sc), QBColor(9) 
Next i 
 
For j = 0 To k2 
gfx.PSet (cx + X(j + k1 + 1) * sc, cy - Y(j + k1 + 1) * sc), QBColor(1) 
gfx.PSet (cx + XI(j + k1 + 1) * sc, cy - YI(j + k1 + 1) * sc), QBColor(9) 
Next j 
 
End If 
 
Rem ---------------------------------------------------------------------------------------- 
Rem ---------------------------------------------------------------------------------------- 
 
If Combo1.ListIndex = 2 Then 
 
Rem Curba de ruleta 
For i = 0 To k1 
X(i) = -0.01 * i 
Y(i) = R + q 
Next i 
 

BUPT



                   Anexa  1 -  Codul programului pentru generarea unei drepte 149

Rem Calculul derivatelor ecuatiei curbei de ruleta 
For i = 0 To k1 
Y1(i) = 0 
Y2(i) = 0 
Next i 
 
Rem Coeficientii dreptei normale la curba de ruleta 
For i = 0 To k1 
a(i) = X(i) + Y1(i) * Y(i) 
b(i) = Y1(i) 
Next i 
 
Rem Coordonatele centrului rostogolitoarei 
xc(0) = 0 
yc(0) = R 
 
Rem Raza de curbura initiala 
R0 = -R * (R + q) / q 
 
Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
XC0(0) = 0 
YC0(0) = -R0 
 
Rem Cooronatele initiale ale centroidei fixe (c0) 
XI(0) = 0 
YI(0) = 0 
 
Rem Coordonatele primei pozitii a centroidei fixe (c0) 
M(1) = ((a(1) * b(1) - R0) + Sqr((a(1) * b(1) - R0) * (a(1) * b(1) - R0) - a(1) * 
a(1) * (1 + b(1) * b(1)))) / (1 + b(1) * b(1)) 
N(1) = ((a(1) * b(1) - R0) - Sqr((a(1) * b(1) - R0) * (a(1) * b(1) - R0) - a(1) * 
a(1) * (1 + b(1) * b(1)))) / (1 + b(1) * b(1)) 
 If Abs(M(1)) < Abs(N(1)) Then 
      YI(1) = M(1) 
      Else 
      YI(1) = N(1) 
 End If 
XI(1) = a(1) - b(1) * YI(1) 
 
Rem Panta normalei la curba de ruleta 
Te(1) = Atn(-(XI(1) - XC0(0)) / (YI(1) - YC0(0))) 
 
Rem Program de calcul iterativ al profilului centroidei mobile 
 
For i = 1 To k1 
Rem Coordonatele centrelor rostogolitoarei 
xc(i) = XC0(i - 1) + (xc(i - 1) - XC0(i - 1)) * Cos(Te(i)) - (yc(i - 1) - YC0(i - 1)) * 
Sin(Te(i)) 
yc(i) = YC0(i - 1) + (xc(i - 1) - XC0(i - 1)) * Sin(Te(i)) + (yc(i - 1) - YC0(i - 1)) * 
Cos(Te(i)) 
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Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
XC0(i) = 0 
YC0(i) = -R0 
 
 
Rem Panta normalelor la curba de ruleta 
Te(i + 1) = Atn(((XI(i) - XC0(i - 1)) * (YI(i + 1) - YC0(i)) - (YI(i) - YC0(i - 1)) * 
(XI(i + 1) - XC0(i))) / ((XI(i) - XC0(i - 1)) * (XI(i + 1) - XC0(i)) + (YI(i) - YC0(i - 
1)) * (YI(i + 1) - YC0(i)))) 
 
Next i 
 
25 Rem 
Label5.Caption = "min =" + Str$(i * tmin / k1) 
mixx = -i 
 
Rem Curba de ruleta 
 
For j = 0 To k2 
X(j + k1 + 1) = 0.01 * j 
Y(j + k1 + 1) = R + q 
Next j 
 
Rem Calculul derivatelor ecuatiei curbei de ruleta 
For j = 0 To k2 
Y1(j + k1 + 1) = 0 
Y2(j + k1 + 1) = 0 
Next j 
 
Rem Coeficientii dreptei normale la curba de ruleta 
For j = 0 To k2 
a(j + k1 + 1) = X(j + k1 + 1) + Y1(j + k1 + 1) * Y(j + k1 + 1) 
b(j + k1 + 1) = Y1(j + k1 + 1) 
Next j 
 
Rem Coordonatele centrului rostogolitoarei 
xc(k1 + 1) = xc(0) 
yc(k1 + 1) = R 
 
Rem Raza de curbura initiala 
R0 = -R * (R + q) / q 
 
Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
XC0(k1 + 1) = XC0(0) 
YC0(k1 + 1) = YC0(0) 
 
Rem Cooronatele initiale ale centroidei fixe (c0) 
XI(k1 + 1) = XI(0) 
YI(k1 + 1) = YI(0) 
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Rem Coordonatele primei pozitii a centroidei fixe (c0) 
XI(k1 + 2) = XI(1) 
YI(k1 + 2) = YI(1) 
 
Rem Panta normalei la curba de ruleta 
Te(k1 + 2) = Te(1) 
 
For j = 1 To k2 
Rem Coordonatele centrelor rostogolitoarei 
xc(j + k1 + 1) = XC0(j + k1) + (xc(j + k1) - XC0(j + k1)) * Cos(Te(j + k1 + 1)) - 
(yc(j + k1) - YC0(j + k1)) * Sin(Te(j + k1 + 1)) 
yc(j + k1 + 1) = YC0(j + k1) + (xc(j + k1) - XC0(j + k1)) * Sin(Te(j + k1 + 1)) + 
(yc(j + k1) - YC0(j + k1)) * Cos(Te(j + k1 + 1)) 
 
Rem Coordonatele centrului de curbura a centroidei fixe (c0) 
XC0(j + k1 + 1) = 0 
YC0(j + k1 + 1) = -R0 
 
Rem Coordonatele centroidei fixe (c0) 
M(j + k1 + 2) = ((a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) 
+ YC0(j + k1 + 1)) + (Sqr(0.00000001 + (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 
+ 2) * XC0(j + k1 + 1) + YC0(j + k1 + 1)) * (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + 
k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) + YC0(j + k1 + 1)) - (a(j + k1 + 2) * a(j + k1 + 2) - 2 * 
XC0(j + k1 + 1) * a(j + k1 + 2) + d(j + k1 + 1)) * (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 
2))))) / (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2)) 
N(j + k1 + 2) = ((a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) 
+ YC0(j + k1 + 1)) - (Sqr(0.00000001 + (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + k1 
+ 2) * XC0(j + k1 + 1) + YC0(j + k1 + 1)) * (a(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2) - b(j + 
k1 + 2) * XC0(j + k1 + 1) + YC0(j + k1 + 1)) - (a(j + k1 + 2) * a(j + k1 + 2) - 2 * 
XC0(j + k1 + 1) * a(j + k1 + 2) + d(j + k1 + 1)) * (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 
2))))) / (1 + b(j + k1 + 2) * b(j + k1 + 2)) 
 
If Abs(M(j + k1 + 2) - YI(j + k1 + 1)) < Abs(N(j + k1 + 2) - YI(j + k1 + 1)) Then 
      YI(j + k1 + 2) = M(j + k1 + 2) 
    Else 
      YI(j + k1 + 2) = N(j + k1 + 2) 
End If 
XI(j + k1 + 2) = a(j + k1 + 2) - b(j + k1 + 2) * YI(j + k1 + 2) 
Next j 
 
 
30 Rem 
Label11.Caption = "max =" + Str$(j * tmax / k2) 
maxx = j + k1 + 1 
 
Rem Afisarea profilului centroidei fixe (c0) 
Rem WINDOW (-50, -50)-(50, 50) 
gfx.ScaleMode = 3 ' Set ScaleMode to pixels. 
DrawWidth = 8   ' Set DrawWidth. 
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gfx.Circle (cx, cy - sc * R), R * sc, QBColor(12) 
gfx.Line (cx, cy - 2 * R * sc)-(cx, cy - (R + q) * sc), QBColor(12) 
gfx.Circle (cx, cy - (R + q) * sc), 2, QBColor(12) 
 
For i = 0 To k1 
gfx.PSet (cx + X(i) * sc, cy - Y(i) * sc), QBColor(1) 
gfx.PSet (cx + XI(i) * sc, cy - YI(i) * sc), QBColor(9) 
Next i 
 
For j = 0 To k2 
gfx.PSet (cx + X(j + k1 + 1) * sc, cy - Y(j + k1 + 1) * sc), QBColor(1) 
gfx.PSet (cx + XI(j + k1 + 1) * sc, cy - YI(j + k1 + 1) * sc), QBColor(9) 
Next j 
 
End If 
End Sub 
 
Private Sub Command2_Click() 
gfx.Refresh 
 
End Sub 
 
Private Sub Command3_Click() 
Date.Show 
For i = 1 To maxx 
Date.L.AddItem (Format(i, "000.000") + "      " + Format(X(i), "000.000") + "      " 
+ Format(Y(i), "000.000")) 
Next i 
End Sub 
 
Private Sub Command4_Click() 
End 
End Sub 
 
Private Sub Command5_Click() 
Form2.Show 
gfx.ScaleMode = 3 ' Set ScaleMode to pixels. 
DrawWidth = 8   ' Set DrawWidth. 
Rem cx = gfx.ScaleWidth / 2  ' Get horizontal center. 
Rem cy = gfx.ScaleHeight / 2 + 50 ' Get vertical center. 
Rem Form2.Text1.Text = Str$(130.5) 
Rem Form2.Text2.Text = Str$(152.5) 
 
End Sub 
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ANEXA  2 - CODUL PROGRAMULUI PENTRU GENERAREA 
UNEI PARABOLE 
 
 
‘Program realizat in Microsoft Visual Studio 2008 Express Edition 
Public Class Form1 
    Dim a, c, x0, y0, r, ro, RR, q, n, xm0, ym0 As Double 
    Dim xp(10), yp(10), r0(10), xc0(10), yc0(10), xi(10), yi(10), xc(10), yc(10), 
xd(10), yd(10) As Double 
    Dim i, j, panx, pany As Integer 
    Dim g As Graphics 
    Dim b As Bitmap 
    'a c - coeficientii parabolei 
    'x0 y0 r parametrii cercului de impartire a parabolei 
    'xp yp parabola data sub forma de puncte echidistante 
    'r0 raza de curbura a centroidei fixe 
    'ro raza de curbura a parabolei 
 
 
    Private Sub Button1_Click(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.EventArgs) Handles Button1.Click 
        End 
    End Sub 
 
    Public Function f1(ByVal x As Double, ByVal x0 As Double, ByVal y0 As Double) 
As Double 
        Return (a ^ 2) * (x ^ 4) + (x ^ 2) * (1 + 2 * a * c - 2 * a * y0) + x * (-2 * 
x0) + x0 ^ 2 + c ^ 2 - 2 * c * y0 + y0 ^ 2 - r ^ 2 
        'Return 1 / 0.7 * x + 1 
    End Function 
 
    Function det_x(ByVal x0 As Double, ByVal y0 As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = x0 To x0 - r - 0.5 Step -0.001 
            v1 = f1(x + 0.01, x0, y0) 
            v2 = f1(x, x0, y0) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
 
    End Function 
 
    Public Function f2(ByVal x As Double, ByVal xc0 As Double, ByVal yc0 As Double, 
ByVal xp As Double, ByVal yp As Double, ByVal r0 As Double) As Double 
        n = -1 / (2 * a * xp) 
        Return (x - xc0) ^ 2 + (n * (x - xp) + yp - yc0) ^ 2 - r0 ^ 2 
        'Return 1 / 0.7 * x + 1 
    End Function 
 

BUPT



154    Anexa 2 -  Codul programului pentru generarea unei parabole 

    Function det_xi(ByVal xc0 As Double, ByVal yc0 As Double, ByVal xp As Double, 
ByVal yp As Double, ByVal r0 As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = xc0 To -16 Step -0.0001 
            v1 = f2(x + 0.0001, xc0, yc0, xp, yp, r0) 
            v2 = f2(x, xc0, yc0, xp, yp, r0) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
    End Function 
 
    Public Function f3(ByVal x As Double, ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, 
ByVal xc0 As Double, ByVal yc0 As Double, ByVal rr As Double) As Double 
 
        Return (x - xi) ^ 2 + (((yi - yc0) / (xi - xc0)) * (x - xc0) + yc0 - yi) ^ 2 - rr ^ 
2 
    End Function 
 
    Function det_xc(ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, ByVal xc0 As Double, 
ByVal yc0 As Double, ByVal rr As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = 0 To -16 Step -0.00001 
            v1 = f3(x + 0.00001, xi, yi, xc0, yc0, rr) 
            v2 = f3(x, xi, yi, xc0, yc0, rr) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
 
    End Function 
 
    Public Function f4(ByVal x As Double, ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, 
ByVal xp As Double, ByVal yp As Double, ByVal xc As Double, ByVal yc As Double) 
As Double 
 
        Return 2 * a * xp * (x - xi) + yi - yp - (yp - yc) / (xp - xc) * (x - xp) 
 
    End Function 
 
    '   xd(2) = det_xd(xi(2), yi(2), xp(2), yp(2), xc(2), yc(2)) 
 
    Function det_xd(ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, ByVal xp As Double, 
ByVal yp As Double, ByVal xc As Double, ByVal yc As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = 0 To -16 Step -0.00001 
            v1 = f4(x + 0.00001, xi, yi, xp, yp, xc, yc) 
            v2 = f4(x, xi, yi, xp, yp, xc, yc) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 

BUPT



                   Anexa 2 -  Codul programului pentru generarea unei parabole 155

        Next 
 
    End Function 
 
 
    Public Function f5(ByVal x As Double, ByVal xd As Double, ByVal yd As Double, 
ByVal xm0 As Double, ByVal ym0 As Double, ByVal xi As Double, ByVal yi As 
Double, ByVal xc0 As Double, ByVal yc0 As Double) As Double 
 
        Return (yd - ym0) / (xd - xm0) * (x - xm0) + ym0 - yc0 - (yi - yc0) / (xi - 
xc0) * (x - xc0) 
 
    End Function 
 
    'det_xc0(xd(2), yd(2), xm0, ym0, xi(2), yi(2),xc0(1),yc0(1)) 
    Function det_xc0(ByVal xd As Double, ByVal yd As Double, ByVal xm0 As Double, 
ByVal ym0 As Double, ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, ByVal xc0 As Double, 
ByVal yc0 As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = 0 To -16 Step -0.00001 
            v1 = f5(x + 0.00001, xd, yd, xm0, ym0, xi, yi, xc0, yc0) 
            v2 = f5(x, xd, yd, xm0, ym0, xi, yi, xc0, yc0) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
 
    End Function 
 
 
    Private Sub HScrollBar1_Scroll(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.Windows.Forms.ScrollEventArgs) Handles HScrollBar1.Scroll 
 
        b = New Bitmap(PictureBox1.Width, PictureBox1.Height) 
        g = Graphics.FromImage(b) 
        j = HScrollBar1.Value / 3 
        TextBox6.Text = j 
        panx = HScrollBar2.Value 
        pany = VScrollBar1.Value 
        For i = 1 To 8 
            g.DrawEllipse(Pens.Black, CType(xp(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) 
+ panx, CType(-yp(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
            g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(xi(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-yi(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
        Next 
        g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(-RR * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-RR * 2 * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(2 * RR * 
j, Integer), CType(2 * RR * j, Integer)) 
        g.DrawLine(Pens.Black, CType(PictureBox1.Width / 2, Integer) + panx + 1, 
CType(-RR * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(PictureBox1.Width 
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/ 2, Integer) + panx + 1, CType(-(RR + q) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + 
pany) 
        PictureBox1.Image = b 
    End Sub 
 
    
    Private Sub HScrollBar2_Scroll(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.Windows.Forms.ScrollEventArgs) Handles HScrollBar2.Scroll 
        b = New Bitmap(PictureBox1.Width, PictureBox1.Height) 
        g = Graphics.FromImage(b) 
        j = HScrollBar1.Value / 3 
        panx = HScrollBar2.Value 
        pany = VScrollBar1.Value 
        For i = 1 To 8 
            g.DrawEllipse(Pens.Black, CType(xp(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) 
+ panx, CType(-yp(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
            g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(xi(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-yi(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
        Next 
        g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(-RR * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-RR * 2 * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(2 * RR * 
j, Integer), CType(2 * RR * j, Integer)) 
        g.DrawLine(Pens.Black, CType(PictureBox1.Width / 2, Integer) + panx + 1, 
CType(-RR * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(PictureBox1.Width 
/ 2, Integer) + panx + 1, CType(-(RR + q) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + 
pany) 
 
        PictureBox1.Image = b 
    End Sub 
 
    Private Sub VScrollBar1_Scroll(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.Windows.Forms.ScrollEventArgs) Handles VScrollBar1.Scroll 
        b = New Bitmap(PictureBox1.Width, PictureBox1.Height) 
        g = Graphics.FromImage(b) 
        j = HScrollBar1.Value / 3 
        panx = HScrollBar2.Value 
        pany = VScrollBar1.Value 
        For i = 1 To 8 
            g.DrawEllipse(Pens.Black, CType(xp(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) 
+ panx, CType(-yp(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
            g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(xi(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-yi(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
        Next 
        g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(-RR * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-RR * 2 * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(2 * RR * 
j, Integer), CType(2 * RR * j, Integer)) 
        g.DrawLine(Pens.Black, CType(PictureBox1.Width / 2, Integer) + panx + 1, 
CType(-RR * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(PictureBox1.Width 
/ 2, Integer) + panx + 1, CType(-(RR + q) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + 
pany) 
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        PictureBox1.Image = b 
    End Sub 
 
    Private Sub Button2_Click(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.EventArgs) Handles Button2.Click 
        a = Val(TextBox1.Text) 
        c = Val(TextBox2.Text) 
        RR = Val(TextBox3.Text) 
        q = Val(TextBox4.Text) 
 
        x0 = 0 
        y0 = RR + q 
        r = Val(TextBox5.Text) 
 
        xp(1) = x0 
        yp(1) = y0 
        For i = 2 To 10 
            xp(i) = det_x(x0, y0) 
            yp(i) = a * xp(i) ^ 2 + c 
 
            x0 = xp(i) 
            y0 = yp(i) 
 
        Next 
        For i = 1 To 10 
            RichTextBox1.Text = RichTextBox1.Text & xp(i) & "  " & yp(i) & vbCrLf 
        Next 
 
        '2+3------------------------------------------------ 
 
        ro = 1 / (2 * a) 
        ro = Math.Abs(ro) 
        'MsgBox(ro) 
 
        r0(1) = (RR * (RR + q) * (ro - RR - q)) / (RR * ro - (RR + q) * (ro - RR - q)) 
        r0(1) = Math.Abs(r0(1)) 
        'MsgBox(r0(1)) 
 
        xc0(1) = 0 
        yc0(1) = r0(1) 
        If RR > q Then 
            yc0(1) = -yc0(1) 
        End If 
 
 
        For i = 2 To 9 
 
            n = -1 / (2 * a * xp(i)) 
            'MsgBox(n) 
            xi(i) = det_xi(xc0(i - 1), yc0(i - 1), xp(i), yp(i), r0(i - 1)) 
            yi(i) = n * (xi(i) - xp(i)) + yp(i) 
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            'MsgBox(xi(i) & " " & yi(i)) 
            RichTextBox2.Text = RichTextBox2.Text & xi(i) & "  " & yi(i) & vbCrLf 
 
            '4-------------------- 
 
            xc(i) = det_xc(xi(i), yi(i), xc0(i - 1), yc0(i - 1), RR) 
            yc(i) = (yi(i) - yc0(i - 1)) / (xi(i) - xc0(i - 1)) * (xc(i) - xc0(i - 1)) + yc0(i - 
1) 
            'MsgBox(xc(2) & " " & yc(2)) 
 
            '5----------------------- 
 
            xd(i) = det_xd(xi(i), yi(i), xp(i), yp(i), xc(i), yc(i)) 
            'xd(2) = -0.0077 
            yd(i) = 2 * a * xp(i) * (xd(i) - xi(i)) + yi(i) 
            'MsgBox(xd(2) & " " & yd(2)) 
 
            '6 + 7 ------------------------ 
 
            xm0 = xp(i) - (2 * a * xp(i) * (1 + (2 * a * xp(i)) ^ 2)) / (2 * a) 
            ym0 = yp(i) + (1 + (2 * a * xp(i)) ^ 2) / (2 * a) 
            'MsgBox(xm0 & " " & ym0) 
 
            xc0(i) = det_xc0(xd(i), yd(i), xm0, ym0, xi(i), yi(i), xc0(i - 1), yc0(i - 1)) 
            yc0(i) = (yd(i) - ym0) / (xd(i) - xm0) * (xc0(i) - xm0) + ym0 
            'MsgBox(xc0(2) & " " & yc0(2)) 
 
            r0(i) = Math.Sqrt((xi(i) - xc0(i)) ^ 2 + (yi(i) - yc0(i)) ^ 2) 
            'MsgBox(r0(2)) 
 
        Next 
 
        xi(i) = det_xi(xc0(i - 1), yc0(i - 1), xp(i), yp(i), r0(i - 1)) 
        yi(i) = n * (xi(i) - xp(i)) + yp(i) 
        'MsgBox(xi(i) & " " & yi(i)) 
        RichTextBox2.Text = RichTextBox2.Text & xi(i) & "  " & yi(i) & vbCrLf 
 
    End Sub 
 
    Private Sub Button3_Click(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.EventArgs) Handles Button3.Click 
        SaveFileDialog1.ShowDialog() 
        RichTextBox1.SaveFile(SaveFileDialog1.FileName) 
        SaveFileDialog2.ShowDialog() 
        RichTextBox2.SaveFile(SaveFileDialog2.FileName) 
    End Sub 
End Class 
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ANEXA  3 - CODUL PROGRAMULUI PENTRU GENERAREA 
UNEI ELIPSE 
 
Public Class Form1 
    Dim a, b, r, ro, RR, qq, n, xm0, ym0, m, fprim, fsec As Double 
    Dim xm(20), ym(20), r0(20), xc0(20), yc0(20), xi(10), yi(10), xc(10), yc(10), 
xd(10), yd(10) As Double 
    Dim i, j, panx, pany As Integer 
    Dim g As Graphics 
    Dim bb As Bitmap 
 
    Function f1(ByVal x As Double, ByVal xm As Double, ByVal ym As Double) As 
Double 
        
        Return (x - xm) ^ 2 + ((((1 - (x ^ 2 / a ^ 2)) * b ^ 2) ^ (1 / 2)) - ym) ^ 2 - 
r ^ 2 
       
    End Function 
 
    Function det_xm(ByVal xm As Double, ByVal ym As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        'Dim t As Boolean 
        't = False 
        For x = xm To -a Step -0.001 
            v1 = f1(x + 0.001, xm, ym) 
            v2 = f1(x, xm, ym) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
        MsgBox("nu s-a putut determina xm la pasul " & i) 
    End Function 
 
 
 
 
    Public Function f2(ByVal x As Double, ByVal xc0 As Double, ByVal yc0 As Double, 
ByVal xm As Double, ByVal ym As Double, ByVal r0 As Double) As Double 
        n = (a ^ 2) * ym / (b ^ 2 * xm) 
        Return (x - xc0) ^ 2 + (n * (x - xm) + ym - yc0) ^ 2 - r0 ^ 2 
        'Return 1 / 0.7 * x + 1 
    End Function 
 
 
    Function det_xi(ByVal xc0 As Double, ByVal yc0 As Double, ByVal xm As Double, 
ByVal ym As Double, ByVal r0 As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = xc0 To -a Step -0.00001 
            v1 = f2(x + 0.00001, xc0, yc0, xm, ym, r0) 
            v2 = f2(x, xc0, yc0, xm, ym, r0) 
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            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
 
    End Function 
 
 
    Public Function f3(ByVal x As Double, ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, 
ByVal xc0 As Double, ByVal yc0 As Double, ByVal rr As Double) As Double 
 
        Return (x - xi) ^ 2 + (((yi - yc0) / (xi - xc0)) * (x - xc0) + yc0 - yi) ^ 2 - rr ^ 
2 
    End Function 
 
 
    Function det_xc(ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, ByVal xc0 As Double, 
ByVal yc0 As Double, ByVal rr As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = 0 To -16 Step -0.00001 
            v1 = f3(x + 0.00001, xi, yi, xc0, yc0, rr) 
            v2 = f3(x, xi, yi, xc0, yc0, rr) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
 
    End Function 
 
 
    Public Function f4(ByVal x As Double, ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, 
ByVal xm As Double, ByVal ym As Double, ByVal xc As Double, ByVal yc As Double) 
As Double 
 
        Return m * (x - xi) + yi - ym - ((ym - yc) / (xm - xc)) * (x - xm) 
 
    End Function 
 
 
    Function det_xd(ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, ByVal xm As Double, 
ByVal ym As Double, ByVal xc As Double, ByVal yc As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = 0 To -16 Step -0.0001 
            v1 = f4(x + 0.0001, xi, yi, xm, ym, xc, yc) 
            v2 = f4(x, xi, yi, xm, ym, xc, yc) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
 
    End Function 

BUPT



                   Anexa 3 -  Codul programului pentru generarea unei elipse 169

    Public Function f5(ByVal x As Double, ByVal xd As Double, ByVal yd As Double, 
ByVal xm0 As Double, ByVal ym0 As Double, ByVal xi As Double, ByVal yi As 
Double, ByVal xc0 As Double, ByVal yc0 As Double) As Double 
 
        Return (yd - ym0) / (xd - xm0) * (x - xm0) + ym0 - yc0 - (yi - yc0) / (xi - 
xc0) * (x - xc0) 
 
    End Function 
 
    'det_xc0(xd(2), yd(2), xm0, ym0, xi(2), yi(2),xc0(1),yc0(1)) 
    Function det_xc0(ByVal xd As Double, ByVal yd As Double, ByVal xm0 As Double, 
ByVal ym0 As Double, ByVal xi As Double, ByVal yi As Double, ByVal xc0 As Double, 
ByVal yc0 As Double) As Double 
        Dim x, v1, v2 As Double 
        For x = 0 To -16 Step -0.000001 
            v1 = f5(x + 0.000001, xd, yd, xm0, ym0, xi, yi, xc0, yc0) 
            v2 = f5(x, xd, yd, xm0, ym0, xi, yi, xc0, yc0) 
            If v1 * v2 < 0 Then 
                Return x 
            End If 
        Next 
 
    End Function 
 
 
   Private Sub Button1_Click(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.EventArgs) Handles Button1.Click 
        End 
    End Sub 
 
    Private Sub Button2_Click(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.EventArgs) Handles Button2.Click 
        a = 16 
        b = 8 
        r = 1 
        xm(1) = 0 
        ym(1) = 8 
        RR = 3 
        qq = 5 
 
        RichTextBox1.Text = RichTextBox1.Text & xm(1) & " " & ym(1) & vbCrLf 
 
        'xm(2) = det_xm(xm(1), ym(1)) 
        'ym(2) = ((1 - (xm(2) ^ 2) / (a ^ 2)) * (b ^ 2)) ^ (1 / 2) 
        'RichTextBox1.Text = RichTextBox1.Text & xm(2) & " " & ym(2) & vbCrLf 
 
        For i = 2 To 9 
            xm(i) = det_xm(xm(i - 1), ym(i - 1)) 
            ym(i) = ((1 - (xm(i) ^ 2) / (a ^ 2)) * (b ^ 2)) ^ (1 / 2) 
 
            RichTextBox1.Text = RichTextBox1.Text & xm(i) & " " & ym(i) & vbCrLf 
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            'MsgBox(xm(i) & " " & ym(i)) 
        Next 
        'MsgBox(xm(2) & " " & ym(2)) 
        ro = -(a ^ 2) * (ym(1) ^ 3) / (b ^ 4) 
 
        ro = Math.Abs(ro) 
        'MsgBox(ro) 
        r0(1) = RR * (RR + qq) * (ro - RR - qq) / (RR * ro - (RR + qq) * (ro - RR - 
qq)) 
        'MsgBox(r0(1)) 
 
        xc0(1) = 0 
        yc0(1) = -r0(1) 
 
 
 
        i = 2 
 
        For i = 2 To 7 
 
            '2+3------------------------- 
            n = (a ^ 2) * ym(i) / (b ^ 2 * xm(i)) 
            'MsgBox(n) 
            xi(i) = det_xi(xc0(i - 1), yc0(i - 1), xm(i), ym(i), r0(i - 1)) 
            yi(i) = n * (xi(i) - xm(i)) + ym(i) 
            'MsgBox("xi " & xi(i) & " " & yi(i)) 
 
 
            '4-------------------- 
 
            xc(i) = det_xc(xi(i), yi(i), xc0(i - 1), yc0(i - 1), RR) 
            yc(i) = (yi(i) - yc0(i - 1)) / (xi(i) - xc0(i - 1)) * (xc(i) - xc0(i - 1)) + yc0(i - 
1) 
            'MsgBox("xc " & xc(i) & " " & yc(i)) 
 
            '5----------------------- 
 
            m = -(xm(i) * b ^ 2) / (ym(i) * a ^ 2) 
            'MsgBox("m " & m & " " & n) 
            xd(i) = det_xd(xi(i), yi(i), xm(i), ym(i), xc(i), yc(i)) 
            'xd(i) = -0.003 
            yd(i) = m * (xd(i) - xi(i)) + yi(i) 
            'MsgBox("xd " & xd(i) & " " & yd(i)) 
 
            '6 + 7 ------------------------ 
            fprim = (-(xm(i) * b ^ 2) / (ym(i) * a ^ 2)) 
            fsec = -b ^ 4 / (a ^ 2 * ym(i) ^ 3) 
            xm0 = xm(i) - (fprim * (1 + fprim ^ 2)) / fsec 
            ym0 = ym(i) + (1 + fprim ^ 2) / fsec 
            'MsgBox(i & "xm0 " & xm0 & " " & ym0 & " " & fprim & " " & fsec) 
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            xc0(i) = det_xc0(xd(i), yd(i), xm0, ym0, xi(i), yi(i), xc0(i - 1), yc0(i - 1)) 
            'xc0(i) = -0.0044 
            yc0(i) = (yd(i) - ym0) / (xd(i) - xm0) * (xc0(i) - xm0) + ym0 
            'MsgBox("xc0 " & xc0(i) & " " & yc0(i)) 
 
            r0(i) = Math.Sqrt((xi(i) - xc0(i)) ^ 2 + (yi(i) - yc0(i)) ^ 2) 
            'MsgBox("r0 " & r0(i)) 
 
        Next 
 
        xi(i) = det_xi(xc0(i - 1), yc0(i - 1), xm(i), ym(i), r0(i - 1)) 
        yi(i) = n * (xi(i) - xm(i)) + ym(i) 
        'MsgBox("xi " & xi(i) & " " & yi(i)) 
 
        For j = 1 To i 
            RichTextBox2.Text = RichTextBox2.Text & xi(j) & " " & yi(j) & vbCrLf 
        Next 
    End Sub 
 
    Private Sub HScrollBar1_Scroll(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.Windows.Forms.ScrollEventArgs) Handles HScrollBar1.Scroll 
 
        bb = New Bitmap(PictureBox1.Width, PictureBox1.Height) 
        g = Graphics.FromImage(bb) 
        j = HScrollBar1.Value / 3 
        TextBox6.Text = j 
        panx = HScrollBar2.Value 
        pany = VScrollBar1.Value 
        For i = 1 To 8 
            g.DrawEllipse(Pens.Black, CType(xm(i) * j + PictureBox1.Width / 2, 
Integer) + panx, CType(-ym(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
            g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(xi(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-yi(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
        Next 
        g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(-RR * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-RR * 2 * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(2 * RR * 
j, Integer), CType(2 * RR * j, Integer)) 
        g.DrawLine(Pens.Black, CType(PictureBox1.Width / 2, Integer) + panx + 1, 
CType(-RR * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(PictureBox1.Width 
/ 2, Integer) + panx + 1, CType(-(RR + qq) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) 
+ pany) 
        PictureBox1.Image = bb 
    End Sub 
 
    Private Sub HScrollBar2_Scroll(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.Windows.Forms.ScrollEventArgs) Handles HScrollBar2.Scroll 
        bb = New Bitmap(PictureBox1.Width, PictureBox1.Height) 
        g = Graphics.FromImage(bb) 
        j = HScrollBar1.Value / 3 
        TextBox6.Text = j 
        panx = HScrollBar2.Value 
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        pany = VScrollBar1.Value 
        For i = 1 To 8 
            g.DrawEllipse(Pens.Black, CType(xm(i) * j + PictureBox1.Width / 2, 
Integer) + panx, CType(-ym(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
            g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(xi(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-yi(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
        Next 
        g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(-RR * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-RR * 2 * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(2 * RR * 
j, Integer), CType(2 * RR * j, Integer)) 
        g.DrawLine(Pens.Black, CType(PictureBox1.Width / 2, Integer) + panx + 1, 
CType(-RR * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(PictureBox1.Width 
/ 2, Integer) + panx + 1, CType(-(RR + qq) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) 
+ pany) 
        PictureBox1.Image = bb 
    End Sub 
 
    Private Sub VScrollBar1_Scroll(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.Windows.Forms.ScrollEventArgs) Handles VScrollBar1.Scroll 
        bb = New Bitmap(PictureBox1.Width, PictureBox1.Height) 
        g = Graphics.FromImage(bb) 
        j = HScrollBar1.Value / 3 
        TextBox6.Text = j 
        panx = HScrollBar2.Value 
        pany = VScrollBar1.Value 
        For i = 1 To 8 
            g.DrawEllipse(Pens.Black, CType(xm(i) * j + PictureBox1.Width / 2, 
Integer) + panx, CType(-ym(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
            g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(xi(i) * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-yi(i) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, 2, 2) 
        Next 
        g.DrawEllipse(Pens.Red, CType(-RR * j + PictureBox1.Width / 2, Integer) + 
panx, CType(-RR * 2 * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(2 * RR * 
j, Integer), CType(2 * RR * j, Integer)) 
        g.DrawLine(Pens.Black, CType(PictureBox1.Width / 2, Integer) + panx + 1, 
CType(-RR * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) + pany, CType(PictureBox1.Width 
/ 2, Integer) + panx + 1, CType(-(RR + qq) * j + PictureBox1.Height / 2, Integer) 
+ pany) 
        PictureBox1.Image = bb 
    End Sub 
 
    Private Sub Button3_Click(ByVal sender As System.Object, ByVal e As 
System.EventArgs) Handles Button3.Click 
        SaveFileDialog1.ShowDialog() 
        RichTextBox1.SaveFile(SaveFileDialog1.FileName) 
        SaveFileDialog2.ShowDialog() 
        RichTextBox2.SaveFile(SaveFileDialog2.FileName) 
    End Sub 
End Class 
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ANEXA 5. REZOLVAREA ECUAŢIILOR PRIN 
METODE NUMERICE 
 
 

În cursul procesului de proiectare pot apărea diferite tipuri de ecuaţii care 
necesita rezolvare, însă nu tot timpul se pot obtine soluţii pe cale analitică. În aceste 
cazuri se pot aplica metode numerice pentru rezolvarea ecuaţiilor. Metodele 
numerice nu ofera o soluţie precisă pentru ecuaţie, ci ofera o soluţie cu o precizie 
admisibilă. În majoritatea cazurilor nici nu este nevoie de o soluţie precisă, fiind 
suficienta o soluţie precisă până la a n-a zecimală motivul fiind că precizia absolută 
este imposibil de realizat practic.  

De exemplu este suficient de aproximat coordonatele centrului de curbură al 
unei curbe într-un un punct dat până la nivel de micron, o precizie mai bună ar fi 
inutila pentru că instrumentul care ar realiza o gaură acolo nu are precizia necesară. 
De aceea folosind metode numerice putem obţine soluţii suficient de precise, 
precizia putând fi şi ea ajustată în sensul creşterii sau dezcreşterii. 

Ecuaţiile pot fi împărţite in două categorii, ecuaţii algebrice şi ecuaţii 
transcedentale. Din prima categorie fac parte ecuaţii precum: 

 
ݔ2 ൌ ଶݔ   ;5 ൅ ݔ ൌ ଻ݔ    ;1 ൌ ݔሺ2ݔ ൅ 1ሻ 

 
iar din categoria a doua fac parte ecuaţii precum: 
 

ݔ ൅ sinሺݔሻ ൌ 0;     ݁√௫ ൌ  ߨ
 
 Aceste metode funcţionează doar in cazul în care funcţia/ecuaţia este 
continuă în domeniul considerat. 
 În continuare se vor prezenta două metode de rezolvare a unei ecuaţii 
prin metode numerice, metoda Newton (cunoscută si ca metoda Newton-Raphson) 
şi metoda bisecţiei. 
 
 
Metoda Newton 
 
Această metodă ilustrată în Fig. funcţionează in felul urmator: fie o funcţie ݂ሺݔሻ 
data,  

1. se alege o valoare ݔଵ în apropierea soluţiei ecuaţiei, alegerea ar putea fi 
uşurată dacă se reprezintă funcţia.  
2. Se calculeaza ݂ሺݔଵሻ şi ݉௙ሺ௫భሻ ൌ ݂′ሺݔଵሻ panta funcţiei (tangenta la funcţie) în 
punctul ݔଵ 
3. Se intersectează dreapta de pantă ݉௙ሺ௫భሻ şi care trece prin punctul ( ݔଵ, ݂ሺݔଵሻ) 
cu axa Ox si rezultă punctul ݔଶ 
4. Se repetă algoritmul cu ݔଶ in loc de ݔଵ incepand cu pasul 2, până cand ݂ሺݔሻ 
este suficient de aproape de zero. 
În Fig d se observă că la pasul 4 s-a ajuns la o aproximare suficientă a soluţiei 

ecuaţiei.  
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Relaţia de legătura între ݔ௜ şi ݔ௜ାଵ este exprimată prin următoarea relaţie: 
 

݉௙ሺ௫೔ሻ ൌ ݂′ሺݔ௜ሻ ൌ
ݕ∆
ݔ∆ ൌ

݂ሺݔଵሻ െ 0
௜ݔ െ ௜ାଵݔ

 

 

௜ାଵݔ ൌ ௜ݔ െ
݂ሺݔ௜ሻ
݂′ሺݔ௜ሻ

 

 

   a)     b) 
 

   c)  
   d) 

Fig. A5.1Construcţia Newton pentru determinarea soluţiei unei funcţii 
a)Pasul, 1 b)Pasul 2, c)Pasul 3, d)Pasul4 

 
 
Metoda Bisecţiei 
 

Această metodă ilustrată în Fig. funcţionează in felul urmator: fie o funcţie 
݂ሺݔሻ data, definită in intervalul [a,b]. 
 1. dacă ݂ሺܽሻ · ݂ሺܾሻ ൏ 0 înseamnă ca în interiorul acestui interval există o 
solutie pentru ecuaţie 
 2. se determină mijlocul intervalului [a,b] si se noteaza cu ݉௜ 
 3. dacă ݂ሺܽሻ · ݂ሺ݉௜ሻ ൏ 0 atunci ܾ ൌ ݉௜ altfel ܽ ൌ ݉௜ . La acest pas se verifică 
practic în care jumatate se regăsește soluţia și se ia în considerare intervalul acesta. 
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 4. se reia algoritmul de la pasul 2 folosind ݅ ൌ ݅ ൅ 1 pana cand ݂ሺݔሻ este 
suficient de aproape de zero 

În concluzie, această metodă se bazează pe împărţirea in două jumătăţi a 
intervalului în care se caută soluţia, determinarea jumătăţii de interval în care se 
regăsește soluţia si repetarea algoritmului până se obtine o solutie suficient de 
precisă. 

Mai departe în aplicaţiile dezvoltate s-a folosit o metodă derivată din metoda 
bisecţiei. Diferenţa fiind ca se balează intervalul folosind un increment constant iar 
dacă ݂ሺݔ௜ሻ · ݂ሺݔ௜ିଵሻ ൏ 0 inseamna ca aici se regaseste solutia si putem considera ݔ௜ 
drept solutia ecuaţiei 

 
Fig.A5.2 Metoda Bisecţiei 

 
. 
Avantajul metodei bisecţiei faţă de metoda Newton este acela că nu este 

nevoie de prima derivată a funcţiei.  
Dezavantajul metodei bisecţiei faţă de metoda Newton este acela că se 

realizează convergenţa (depistarea soluţiei) mult mai greu (durează mai mult timp). 
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