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Rezumat:

Lucrarea prezintd cat mai structurat principalele metode utilizate in prezent
pentru identificarea sistemelor cu comportare neliniara. Gruparea metodelor
de identificare, impreuna cu contributiile originale s-a facut in trei mari
categorii: metode de identificare in domeniul timp (transformata Hilbert,
metoda parametrului mic, metoda iteratiei variationale, metoda seriilor
Prony, metoda estimarii spectrale cu minima varianta), metode bazate pe
transformata wavelet (metoda seriilor de functii wavelet si utilizarea
transformatei wavelet continue), metode de identificare Tn domeniul
frecven;é (metoda balantei armonice si metoda seriilor Volterra).

In final s-a construit un montaj experimental care impreuna cu una din
metodele teoretice propuse in lucrare a permis determinarea caracteristicilor
unor sisteme contindnd spume poliuretanice, materiale cu un accentuat
comportament neliniar.
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1. INTRODUCERE

De o buna pericadd de timp se discuta intens in lumea stiintifica despre
multe aspecte ale estimarii parametrilor sistemelor. Interesul pentru aceste subiect
este evident, atat in publicatii de specialitate (articole stiintifice, carti), cat si la
conferinte sau cursuri universitare si se datoreaza dorintei inginerilor de a dobandi o
mai buna cunoastere a functionarii instalatiilor si proceselor in vederea obtinerii unui
control mai bun si in cele din urma a maririi eficientei economice.

Interesul pentru teoria estimarii s-a multiplicat dramatic odata cu cresterea
posibilitatilor oferite de tehnica de calcul, atat din punct de vedere hardware, cat si
software.

In centrul stiintelor naturale si tehnice se afla notiunile de observatie si
masurare. Pornind de la acestea, omul de stiintd construieste o imagine fizica a
problemei pe care o studiaza si de la care el formuleaza o teorie prin incercari
succesive [35].

De o importanta egala cu experimentele si observatiile este construirea
modelului. Modelul este o reprezentare a aspectelor esentiale ale unui sistem
existent (sau care va fi construit), care prezinta cunostintele asupra acelui sistem
sub o forma utilizabila [35].

Modelele se gasesc in multe domenii de activitate umana : fizica, biologie,
astronomie, tehnica, economie, sociologie, etc. In lucrarea de fata ne vom limita la
studiul modelelor din domeniul ingineriei mecanice.

1.1. Problematica identificarii sistemelor

Investigatia stiintifica are ca scop gasirea unor legitati dupa care guverneaza
manifestarea sistemelor in natura.

Aceste legitati pot fi exprimate in mai multe moduri, dependente de rigoarea
cu care se poate face investigarea in domeniul respectiv de stiintda. Dependentele
gasite se pot exprima in mai multe moduri :

- in mod intuitiv: A depinde de B sau A creste cu micsorarea lui B;

- sub forma unor grafice sau tabele de dependenta;

- sub forma unor modele fizice si matematice, care exprima cu o anumita rigoare
anumite fenomene.

Modelele fizice exprimd structura fizica din care se compune un sistem,
carora le corespund anumite legi de interactiune. Modelele matematice reprezinta
functiile matematice si ecuatiile diferentiale care exprima fenomenele studiate.

Odata cu evolutia stiintei are loc atat rafinarea modelelor matematice cat si
a preciziei experimentelor, iar amendarea modelelor matematice trebuie sa fie
facuta cu ajutorul stiintei identificarii sistemelor.

Identificarea sistemelor este o ramura a teoriei sistemelor care are ca
obiectiv stabilirea unei metodologii de a estima cat mai bine modelele matematice
care descriu sistemele experimentale pe baza studiului experimental al acestor
modele. Din aceastda cauza stiinta identificarii sistemelor este importanta pentru
toate ramurile stiintei care se bazeaza pe elaborarea de modele matematice ale
fenomenelor cerecetate.

In modelarea matematicd a fenomenelor naturii, in primele etape este
suficienta intuitia pentru gasirea unui model matematic, respectiv a unor legi care
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8 Introducere - 1

sa fie in cat mai buna concordanta cu fenomenele experimentale studiate. Odata cu
rafinarea investigatiilor, fenomenele naturale si modelele devin tot mai complexe,
neputand fi descrise simplu. Din aceasta cauza s-a impus punerea la dispozitia
investigatorului a unei stiinte bine puse la punct pentru a permite un studiu riguros
si eficient.

In multe cazuri, studiul sistemului se face simplu, cdutdnd experimental
raspunsul y(t) al sistemului la o perturbatie x(t), ca in fig. 1.1.

x(t) SISTEM y(©)

|

Figura 1.1

in general dintr-un experiment pe un sistem dat, se mdsoard o serie de
semnale de intrare x = {xi(t), xa(t), x3(t), ... , xn(t)} pentru care se stabileste
raspunsul sistemului studiat y = {yi(t), y2(t), ys(t), ..., ym(t)}, unde N reprezinta
numarul de intrari, iar M numarul de iesiri.

Exista mai multe tipuri de identificare :
a) identificare de tip cutie alba, la care se cunosc toate legile fizice care guverneaza
sistemul studiat;
b) identificare de tip cutie gri, la care se cunosc doar o parte din legile fizice care
guverneaza sistemul studiat;
c) identificare de tip cutie neagra, la care nu se cunosc legile care guverneaza
sistemul studiat.

Pentru fiecare tip particular de descriere, cerintele ce se pun la
implementarea problemei de stimare constau in gasirea caracteristicilor procesului:
- cu precizie, neafectata de zgomot aditiv si de neliniaritasi posibile nedorite in
sistem;
- cu rapiditate, totusi cu conditia ca sistemul sa raméana stabil;
economic, folosind o instrumentatie care este realizabila si acceptabila din punct de
vedere al costului.

Schema de estimare este preferabil sa satisfacd urmatoarele cerinte:

sa fie tratabila matematic;
sa fie usor de implementat;
- sa fie in general aplicabila;
- sa duca la o estimare optima;
sa ofere o viteza de convergenta acceptabila.
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1.3 - Modele neliniare. Stadiul actual al cercetarii in domeniu 9

1.2. Cazul modelelor liniare

Stimulatad de teoria mecanicii clasice, o importantd metoda de interpretare a
comportarii proceselor a fost exprimata cu ajutorul ecuatiilor diferentiale, in functie
de marimile de intrare si de iesire u = u(t) siy = y(t), respectiv :

d" d d"u du

a, y+...+an_1—y+any:b0—’+...+bn_l—bnu+c (1.1)

dt" dt dt" dt

In cazul liniar, coeficientii a;, b; nu depind de u si y si de derivatele lor.
Daca, in plus, ei nu depind nici de timp, avem cazul cu coeficienti constanti, care
este cel mai ugor de manuit. Dacd, insd, coeficientii depind de timp, ecuatia se
numeste variliniara. In cazul in care oricare din a; sau b; depind de u sau y sau de
derivatele lor, procesul este neliniar. .

Este foarte simplu de analizat un sistem presupus liniar. In acest caz este
suficienta cunoasterea unei singure functii de timp caracteristice a procesului (de
exemplu raspunsul la impuls) pentru a determina iesirea procesului pentru semnale
de intrare arbitrare. Un astfel de procedeu are avantaje reale, pe care ne-am dori sa
le avem si pentru descrierea proceselor neliniare :

- exista o relatie explicita intrare-iesire
- este facilitatd analiza combinatiilor de sisteme
- se permite luare in consideratie a intrarilor aleatoare.

= A

1.3. Modele neliniare. Stadiul actual al cercetarii in
domeniu

in domeniul mecanicii este foarte raspanditd utilizarea modelelor liniare,
datorita simplicitatii lor si a existentei unui numar imens de probleme ingineresti
rezolvate in timp. Totusi liniarizarea, ca orice forma de simplificare a problemei,
induce o seama de erori de modelare care uneori pot deveni importante.

De aceea, in actualul subiect de cercetare, ne vom ocupa de evaluarea si
implementarea unor algoritmi populari in evaluarea si identificarea structurilor
neliniare.

Pentru unele clase de sisteme neliniare cerintele enuntate la 1.2. sunt
indeplinite de reprezentarile cu serii Volterra [150, 167].

Pentru procese neliniare este foarte mult de dorit sa se construiasca modelul
pe baza cunostintelor a priorice disponibile. Aceasta implica o mare varietate de
modele referitoare la anumite procese si scopuri specifice.

Intelegerea gradului de libertate este o conditie pentru intelegerea
conceptului de analizd modala.

Adesea sistemele mecanice au o comportare neliniare, ca rezultat al
neliniaritatilor din materialul constructiv al componentelor. In plus, componentele
sunt interconectate prin legaturi neliniare (bolturi, suduri). Aceste conexiuni conduc
la o comportare neliniara a componentelor si interactiuni neliniare in cadrul
sistemului.

Caracterizarea sistemelor vibrante neliniare este un domeniu din ce in ce
mai bine cercetat si documentat. Unele tehnici se bazeaza pe modulatia de
frecventa, cum ar fi deconvolutia frecventei [127], transformata Hilbert [146] si
transformatele wavelet [105]. Aceste tehnici utilizeazd pentru caracterizarea
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10 Introducere - 1

neliniaritatii schimbarile in frecventele naturale ale sistemului cu schimbarea
amplitudinii raspunsului. In plus, s-a utilizat corelarea functiilor in timp pentru a
caracteriza neliniaritdtile. O altd metoda consta in utilizarea raspunsului in frecventa
de ordin inalt. In [114] se propune metoda fortei de restaurare pentru anumite
aplicatii cu siteme neliniare, metoda ce poate fi uneori folosita si in absenta
masurarilor intrarilor externe.

In capitolul 2 al acestei teze se prezintd teoria necesard utilizarii
transformatei Hilbert pentru identificarea sistemelor neliniare cu un grad de libertate
din vibratii libere, apoi din vibratii fortate. In continuare se prezinta si cazul
identificarii sistemelor cu mai multe grade de libertate.

Ca parte aplicativ-experimentala sunt prezentate identificarea unui model
reologic neliniar care descrie relaxarea facilitata de vibratii, iar apoi se efectueaza
studiul unui pendul de torsiune cu comportare neliniara.

Capitolul 3 este dedicat metodelor de identificare bazate pe transformata
wavelet. Se prezinta teoria necesarda : bazele analizei wavelet, analiza wavelet
multirezolutie, utilizarea transformatei wavelet la identificarea sistemelor liniare si
neliniare cu unul, respectiv mai multe grade de libertate, o metoda de identificare a
sistemelor descrise cu ecuatii diferentiale de ordin fractionar, precum si utilizarea
transformatei wavelet continue.

Capitolul 4 ofera descrierea unor solutii de identificare prin mai multe
metode in domeniul frecventa.

Capitolul 5 cuprinde descrierea unui studiu experimental efectuat in
laboratoarele universitatii asupra unor materiale cu comportare neliniara
pronuntata.
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2. METODE DE IDENTIFICARE IN DOMENIUL
TEMPORAL

2.1. Utilizarea transformatei Hilbert in identificarea
sistemelor neliniare

Transformata Hilbert a fost introdusa de David Hilbert in 1905, in studiul
functiilor analitice, si aplicata apoi de la functiile de clasa LZ(R) la cele de clasa
L”(R).

Importante aplicatii in prelucrarea semnalelor au fost stabilite de Norden
Huang, incepand cu anii 1996, motiv pentru care mai poartd numele si de
transformata Hilbert-Huang.

In acest moment au fost stabilite aplicatii in prelucrarea datelor in domenii
[74, 60] cum ar fi descompunerea empiricd a modurilor, studiul undelor neliniare,
dinamicd moleculard, procese nestationare, detectarea defectiunilor masinilor,
studiul fenomenelor seismice, meteorologice, identificarea parametrilor sistemelor
neliniare, analiza spectrala Hilbert si structurala [10, 146].

2.2. Transformata Hilbert

Pentru un semnal x(¢), unde t€ (—oo,+o0), descris de o functie reald sau

complexd, cu t€ R, de pétrat integrabil (clasd L*(R)), transformata Hilbert se
defineste ca [74, 60, 10]:

. 1 = x(7)dt
x(t)zH{x(t)}:—Pj X(@)dz (2.1)

T ™ (-7
unde cu P s-a notat valoarea principalda a integralei in sens Cauchy. Explicit

aceasta se scrie, pentruun £ >0:

iPr x@dr 1, [ cex@dr 1, [ x(0)dz (2.2)
g

t—7 T e-0°=> [—T T e—>0%1+e [ —T

Transformata se mai poate aplica si functiilor reale sau complexe de clasa
L”(R), unde 0< p<oo.
Operatorul de transformare Hilbert este liniar:

Hiax,(t) + a,x,(t)} = a,H{x,(1)} + a, H {x, (1)} (2.3)
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12 Metode de identificare in domeniul temporal - 2

pentru orice a,,a,€ C si x,x,€ L"(R).

v . Sy . v -1 -
Aceastd transformare este inversabild, transformata inversa H fiind
definita:

x(t) = H {#(0)) = _;IP E% (2.4)

Se poate observa usor ca transformata Hilbert directa si inversa au
proprietatile:

H'=-H, H*>=-1 (2.5)

adica aplicand de doua ori transformata Hilbert asupra unei functii oscilante,
obtinem o oscilatie in opozitie de fazé cu oscilatia datd (H > {x(¢)} = —x(¢)).
Transformata Hilbert a unei functii translate cu a€ R este:

Hi{x(t+a)}=x(t+a) (2.6)
iar la schimbare de scald cu a€ R este:
H{x(at)} = sign(a)x(at) (2.7)

Transformata Hilbert a derivatei de ordin n€ N a unei functii x(¢) este:

d'x(0), _d'i() _d"

H
{ dt" dt" dt"

H{x(t)} (2.8)

adica operatia de derivare comutda cu cea de transformare Hilbert (adicd, pentru

X0 11,

n

orice n€ N, comutatorul este [
Transformata Hilbert a produsului:

—1 4k
!

=0 T

Hi"x()) = "H {x(£)} [ x(@)dz (2.9)

Transformata Hilbert a unei functii impare este:

Hix(oy =L p[” 2504z
T t"—7

(2.10)

iar a unei functii pare:
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2.2 - Transformata Hilbert 13

< 2tx(7)dt

Hix(t)! = ipj e (2.11)
T -7

™t

Transformata Hilbert a produsului de convolutie a doud functii x(¢) si y(¢) :

(x®y)(O) =] x(t-1)y(r)dz
este:
H{(x®)0)} = (H{x}® )0 = c®H{(0})  (2.12)

sau, mai simplu: H{(x® y)(1)}=x®y=x® .

Vom nota cu F si F' transformata Fourier directd si inversa a unei functii

x(t):

X(w)=Fix}= f:x(t)e"""’dt (2.13)

x(t)=F X} = i E:X(a))e‘i“”da) (2.14)

Cu aceasta se poate arata ca transformata Fourier a transformatei Hilbert a
unei functii x(¢) este:

FIH{x(1)}} = —i sign(w) X (@) = —i sign(w) F {x}, (2.15)

relatie care sugereazda o metoda de calcul a transformatei Hilbert a unui semnal
x(t), ca transformata Fourier inversd a produsului —isign(w)F{x}.

Prezentam in tabelul de mai jos transformatele Hilbert ale catorva functii
elementare uzuale. O lista cuprinzatoare se poate gasi in lucrarile [25, 74].

Nr. Functia Transformata Hilbert
crt. x(1) H{x(t)}
1 sin(at + 5) —sign(a) cos(at + )
2 cos(at + [f) sign(a)sin(at + )
3 exp(ict) —sign(a)exp(iat)
4 1/t o(t)
5 o(t) -1

m
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14 Metode de identificare in domeniul temporal - 2

6 l/ﬂan _1\ntl n
ED" 4" 50
n! dt"
7 . sint | 1—cosmt
sinc(t) =
t V4
8 u(t)t"e ™, N n (k=1
ne N a0 t'nle El(at)_Zkzl—(at)k
Tabelul 2.1

In tabelul 2.1 u(#) reprezintd functia Heaviside, iar FEi(f) integrala
exponentiala.

In final dorim sa mai spunem ca in limbajul de calcul simbolic Maple este
implementata transformata Hilbert directa si inversd in pachetul inttrans.
Deasemenea, numeric, transformata Hilbert directa si inversa, a unui semnal
esantionat se poate calcula in Mathcad v.14 si in Matlab.

2.3. Semnale analitice

Semnalul analitic asociat unui semnal x(¢) este definit ca suma dintre x(¢)

si transformata Hilbert a semnalului x(#) inmultitd cu unitatea imaginard i :
z(t) = x(t)+ix(t) = x(t) +iH {x(t)}, (2.16)

si reprezinta o functie complexa dependenta de timp.

Introducerea semnalului analitic asociat a reprezentat un castig important in
prelucrarea semnalelor, deoarece apare posibilitatea definirii unor marimi de mare
importantd, si anume a unei infasuratoare si a unei frecvente instantanee.

Acest lucru este posibil, prin faptul ca prin transformare Hilbert, componenta
imaginara a semnalului analitic contine componente oscilatorii cu aceleasi frecvente
si faze modificate, datorita schimbarii componentelor sinusoidale ca cele
cosinusoidale (vezi tab. 2.1).

Construit ca semnal complex semnalul analitic poate fi pus sub forma:

z(2) = A()exp(ig(1)) (2.17)

unde A(t) reprezintd infagurdtoarea semnalului sau amplitudinea instantanee, iar
@(t) faza instantanee.
Amplitudinea instantanee A si faza instantanee @ se calculeaza:

A() = x*() +X%(2) o) = arctan{@} (2.18)
X

Q)
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Din (2.18) putem defini pulsatia instantanee:

x(0)X (1) - ()X (¢) _ 1l 2O (2.19)
AX (1) z(1) .

w(t) = (1) =

si derivata in raport cu timpul a amplitudinii:

(2.20)

() = X(OX(0) +FOIO) _ IEG)
A7) (1)

Trebuie sa mai prezentam o relatie foarte importanta referitoare la
transformata Hilbert a produselor de functii, numita si teorema Iui Bedrosian [6].

Vom considera doud functii x,(¢),x, (), notdnd transformatele lor Fourier
cu X,(w)=Fx, si X,(w)= Fx,.

Vom presupune cd functia X, are componente de joasa frecventd, care nu
depdsesc pulsatia limitd @,, (adicd X,(w) = 0, pentru |@W[> @, ), iar x, cu

spectru de frecvente inalte si al caror componente spectrale sunt localizate peste
limita @,, (adicd X, (w) =0, pentru | w|< @,), spectrele fiind disjuncte.

Teorema Bedrosian [6] a stabilit ca daca functia X, cu spectru de frecvente

joase, si functia X, (t) cu spectru de frecvente inalte, au spectru disjunct:
X,(w)X,(w)=0, weE R,

transformata Hilbert a produsului functiilor este:

Hix,()x,(6)} = x,()(H{x,(0)} = x,()X, () (2.21)

2.4. Identificarea sistemelor neliniare cu un grad de
libertate din vibratii libere cu ajutorul
transformatei Hilbert

Vom prezenta o metoda care a fost introdusa de Michael Feldman [41, 42].
Feldman a pus de asemenea la punct o metoda de determinare a neliniaritatilor din
armonici superioare [39].

Metoda a fost extinsa si pentru sisteme ale caror neliniaritdti au variatii
nesimetrice [46] si a sistemelor de oscilatori slab cuplat;i.

Vom considera in acest caz un sistem vibrant cu un grad de libertate, care
efectueaza vibratii libere amortizate descrise de ecuatia diferentiala:

X+ 2h,(A)x+ @] (A)x =0, (2.22)
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16 Metode de identificare in domeniul temporal -

unde hy(A)=c(A)/2m este un factor de amortizare, c(A) este coeficientul de

amortizare, m este masa sistemului, @] (A4)=k(A)/m reprezintd pulsatia
naturald, k(A4) este constanta elasticd. Ecuatia (2.22) descrie un sistem neliniar
datoritd faptului c8 ¢ si k sunt dependente de deplasarea maxim& (amplitudinea
instantanee) a vibratiilor. Rezult de asemenea ci h(A) si @;(A) au a variatii
temporale lente in raport cu x(¢).

Vom considera c& h,(A), w}(A4), k(A) c(A) sunt functii simetrice de 4,

si anume /,(A) functie impara de A, iar celelalte pare.
Dacd se aplica transformata Hilbert ecuatiei (2.22), datorita proprietatii

(2.21) obtinem ecuatia (2.22) scrisd in semnal analitic z = x+ix :

4+ 2h,(A)z+wi(A)z=0 (2.23)

Utilizand (2.16) rezulta:

2(t) = z(t)(%i +iw) (2.24)

(r){ 8 W (1) +2i A(’)( )(t) ia')(t)} (2.25)

Inlocuind in (2.22), ecuatia devine:
z{%—wz + ] + 2h0§+ i[2§a)+ @+ 2h0a)ﬂ =0 (2.26)

Extrdgand partea reala si imaginara din (2.13), rezulta:

A A Ad) A o
W)= - = +2—+"—, h(t)=———-— 2.27
(1) = y A2 P o(2) ya (2.27)

Pentru sisteme cu amortizare structurald, descrise de ecuatia

. .OA 2
X+ti—x+w,x=0 (2.28)
4

pentru semnalul analitic rezulta ecuatia :
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2.5 - Generalizare 17

z+i(a)§+5—A)z:O
V4

iar dupa separare rezulta:

w;(t)= —%, 50):_2754_(;)14_2_5;) (2.29)
0 0

w, fiind pulsatia instantanee naturala si O decrementul instantaneu logaritmic.

Este important de spus cd in scopul identificdrii Xk, ¢ si O din date
experimentale trebuie reprezentat k(¢), c(¢) ca functie de y(t). Este posibil s3 se

exprime A(t) ca functie de v = w(t)/27x .

2.5. Generalizare

O analizd conceptuald a metodei de identificare bazata pe transformata
Hilbert este facuta in lucrarea [71].

Pe de alta parte rezultatele obtinute de M. Feldman in lucrarea [39] pot fi
aplicate si la un caz mai general la care coeficientul de amortizare, si coeficientul
elastic sunt functii de forma h(x) si k(x).

Constanta elastica se poate dezvolta in serie Taylor in origine, sub forma:

" d"k
k=30

Considerand ca solutia poate fi aproximata sub forma produsului unei functii
de timp lent variabile A(¢) si a uneia rapid variabile @(t)

x(t)= A(t)cos@(t)

si integrand k(x(¢)) pe o perioadd T, vor rdméne doar termenii care contin
puterile pare ale functiei cos@(?) :

< k(x(1)) >= % [ kxtoyae =

o oo

=Y A5 O, = Y s, A ()

n=0 (2 )' =0
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18 Metode de identificare in domeniul temporal -

k N VT, A
unde C, reprezintd combindri din m luate cite k.

Semnalul analitic complex al vitezei X se poate scrie:
$(6) = i() + iX(6) =V (1) exp(iy (1)), tany ==
X

In mod similar se poate ardta cd functia de amortizare se poate dezvolta in
serie:

L axd"h &g
Wy =S = L
) ,,,ngv d5" oo ,,,Z::‘)m!x

Considerand  viteza  X(t) =-—wAsin@(t) =V, (f)sing(t), rezultd
integrand in mod similar pe o perioada:

< h((1)) >= % [ nGie)di =

2n 1
) C ZZn max

w;{ t+T (
E—H)mﬁ[mmwzzayﬂzn

rémanand doar termenii cu puteri pare ale lui V

max "

Rezulta in final ca valorile medii ale coeficientului elastic si coeficientului de
amortizare depind de amplitudinea vitezei si a deplasarii:

=

<h) =Y

Din (2.30) am aratat ca metoda lui Feldman este aplicabila si in caz general,
pentru sisteme neliniare cu neliniaritdti k = k(x) si &= h(x) oarecare, deoarece pe
interval de o perioada coeficientii elastici si de amortizare depinzand de puterile pare
ale amplitudinii miscérii A(¢) si ale amplitudinii vitezei V,  (¢).

Vom considera ca un sistem vibrant a carui miscarea libera amortizata este
descrisa de ecuatia neliniara:

2n
= AP(1), < h(x)>= Z (2213 7)(2" V2 (t)  (2.30)

F 4 h(X)%+k(x)x =0, (2.31)

masa sistemului fiind unitara.
Vom considera ca parametrii pot fi scrisi sub forma sumei dintre doi termeni,

unul constant si unul rapid variabil, depinzand de puterile lui x(¢), respectiv x(¢),

adics h(x) = hy +h(2(t)) si k(x) =k, +k (x(t)).
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Ecuatia se mai scrie:
X+ (hy +h(x)x+(ky + Kk (x)x=0

Transformata Hilbert a ecuatiei, aplicand teorema Iui Bedrosian, si
considerand ca /, si k; sunt cu frecventd mai mare decat X si x:

X+hXx+kx+hx+kx=0

Adunand penultima ecuatie cu ultima inmultitd cu i, rezultdnd pentru
semnalul analitic X = x+iX, ecuatia de miscare:

X+AX +KxX =0, (2.32)

in care:

N hxx + kxx — }.qx)'c — kX

A=h, — (2.33)
XX — XX
A AR o .
K=k + h,xx klxx+}.zl(x) + ke xx (2.34)

XX — Xx

Rezultd ca ecuatia (2.31) este valida si pentru semnalul analitic, sub forma
(2.32) , cu relatiile de legatura (2.33) si (2.34). Rezulta ca putem aplica metoda de
identificare  Feldman din  sectiunea anterioara cu semnalul analitic

X =x+ix=At)exp(iy(t)).
Se poate arata de asemenea ca forta elasticd se poate determina din
semnalul analitic cu relatia:

F, (t) =sign(x(t)) A()e; (t), (2.35)
iar forta de amortizare cu relatia:
F.(t) =sign(x(t))h, (1)V (1). (2.36)

in final mai trebuie s& spunem c& mé&surand experimental réspunsul liber al
unui sistem neliniar amortizat putem identifica forta elasticda £, () ca functie de

A(t), iar forta de amortizare F, (t) ca functie de V' (¢).
Se poate reprezenta de asemenea curba schelet (sau coloana vertebrald)

reprezentand amplitudinea A(¢) ca functie de frecventd Vv(t) =+ @, /(27r) . Din
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20 Metode de identificare in domeniul temporal - 2

(2.30) se poate vedea ca aceasta curba, in cazul sistemelor liniare este o linie
verticala.

2.6. Identificarea sistemelor vibrante neliniare cu un
grad de libertate din vibratii fortate cu ajutorul
transformatei Hilbert

in acest caz ecuatia neliniard de miscare unidimensionald, care exprima
vibratiile fortate cu amortizare vascoasa are forma [42]:

¥+ 2hy(A)x + @) (A)x = F(t)/m (2.37)

unde F(t) este forta perturbatoare.
Ecuatia poate fi scrisa si pentru semnalul analitic

5 420 (A)2 + 0 (A4)z = LOTIED (2.38)
m

si exprimand z conform (2.21), rezulta dupa calcule:

_F@)+iF()
m

z ﬁ—w2+w§+2h0£+i 2£a)+a’)+2h0a) (2.39)
A A A

Dupa separarea partii reale si imaginare a relatiei (2.39), rezulta:

a, pi_A K i

()= +—+ - 42—+ 2.40
() m Aom A A Aw (2:40)
BA A o
hn="L2 _24_ % 2.41
0 (2) om A @ (2.41)
unde:
o - po FOFIF(0)
z(1)
B=im F(t)+iF(¢)
X ()

iar I’ este transformata Hilbert a fortei de excitatie.
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Rezultd de asemenea ca:

F(O)+iF(t) _ a0
X0 a(t) +ip(t)
_XOF0+FOF@) , IOF @O -xOF () (2.42)
X2 () +X(1) x* (1) +X%(1) '

In ecuatiile (2.37)-(2.42) a fost presupus cd masa este cunoscutd. Masa
poate fi insa stabilita din (2.41):

A -+ 222 20
4 A Aw),

unde A(...),, reprezintd variatia (...) in intervalul de timp Af.

Se prefera sa se lucreze cu variatia in locul derivatelor, datoritd faptului ca
derivatele de ordin trei ale datelor experimentale genereaza erori, datorita impartirii

de trei ori.
Pentru sisteme neliniare cu amortizare structurald, in cazul vibratiilor

fortate, ecuatia de miscare este:

M, _F()
m

Fti(w] +—)z (2.44)
7

unde J(f) reprezintd decrementul logaritmic. In mod similar cu cazul (2.37) rezult3
pulsatia naturala si decrementul logaritmic:

pa _4

Awom A

(xnzé%{é%—zéf-aﬁ

o
oy (t) =’ +—+
m

A A

precum si masa:

Ala),
Al-@* + 44),

m =

Trebuie subliniat c& A(t), x(t), v(t)=x(¢), h(t), w(t), w,(t), si forta

elastica F(x)= a)ozx sunt cantitdti dependente de timp.
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22 Metode de identificare in domeniul temporal - 2

Interdependentele unei serii de marimi fizice stabilite aici pot fi exprimate
intr-o forma independenta de timp. De exemplu se poate reprezenta forta elastica

F ca functie de deplasarea x, sau de viteza v , A ca functie de @, sau

coeficientul de amortizare /4 ca functie de amplitudinea 4.
Practic, pentru un sistem vibrant dat cu comportare neliniard, pozitia
instantanee x(¢) si forta perturbatoare F(¢) (in cazul vibratiilor fortate) pot fi

investigate experimental, masurate cu ajutorul senzorilor, introduse in computer cu
ajutorul unei interfete de achizitie, iar apoi prelucrate pe computer.

Sistemele neliniare cu un grad de libertate pot fi identificate ca in cazul
sistemelor liniare, din raspunsul liber utilizand modelul neliniar (2.10) sau (2.28).
Sistemele pot fi identificate de asemenea din raspunsul fortat utilizand modelele
(2.37) sau (2.44).

Metodele bazate pe transformata Hilbert au fost utilizate si la sisteme cu
neliniaritate histeretica [118], la vibratiile induse de vant [159].

O analiza de finete a metodelor de identificare bazate pe transformata
Hilbert este facuta in lucrarile [71, 47].

Metodele bazate pe transformata Hilbert au fost utilizate si la sisteme cu
modulatie de amplitudine si frecventa [113]. O metoda care combina metoda cu cea
a retelelor neuronale este data in [156].

Studiul defectiunilor masinilor, bazat pe transformata Hilbert este facut in
lucrarea [162], iar a unei structuri de beton armat pretensionat in [49].

Analiza unui sistem varabil in timp este facuta in lucrarea [44], iar raspunsul
unui sistem cu un grad de libertate pentru diferite amplitudini ale excitatiei este
data in [166].

2.7. Identificarea sistemelor neliniare cu mai multe
grade de libertate cu ajutorul transformatei
Hilbert

Metoda de identificare introdusa de Feldman pentru sisteme cu un grad de
libertate, din pacate nu poate fi extinsa si pentru sisteme cu mai multe grade de
libertate, astfel incat sa permitd stabilirea in mod analog a fortelor elastice, a
fortelor de amortizare si a celor de cuplaj.

M. Feldman face astfel de tentative de abordare a sistemelor cuplate [40].
Se obtin curbe schelet care se modifica cu modificarea cuplajului intre oscilatori,
care sunt ca valoare doar interesante.

Pentru sisteme cu mai multe grade de libertate a fost elaborata insa o
metoda neparametrica de catre Norden E. Huang, numita metoda descompunerii
empirice a modurilor [61], care a fost combinata cu transformata Hilbert, care se
mai numeste si transformata Hilbert-Huang. Aplicatii ale metodei au fost facute si in
lucrarile [43, 157].

Trebuie s3 observam ca frecventa instantanee V(¢) introdusd la semnalul

analitic nu are o interpretare fizica valida, din punct de vedere al analizei Fourier.

In continuare vom prezenta pe scurt aceasta metoda.

Metoda are la baza descompunerea unui semnal nestationar cu ajutorul unor
functii numite functii modale intrinseci.
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Determinarea acestor functii se face dupa un algoritm iterativ plecand de la
un semnal experimental x(f) esantionat si achizitionat in calculator ca un sir discret
x(iAt)=x(i), unde i=1,...,N . Acest semnal are o comportare oscilatorie care
poate fi complicata.

Metoda furnizeazd modalitatea de stabilire a unui numadr M de functii
modale intrinseci notate (conform [61]) IMF, (i), unde m=1,...,.M .

Determinarea functiilor modale intrinseci se face dupa urmatorul algoritm:

1) Se pleaca de la primul mod, pundnd m=1.

2) Din sirul esantionat al semnalului x(i) se extrag valorile maxime si se
interpoleaza aceste puncte cu o curba spline cubica aceste valori construind o
infdsurdtoare superioard e, (i) (unde i=1..N). In mod similar se extrag valorile
minime si se interpoleazd cu o curba spline cubicd aceste valori construind o
infasurdtoare inferioard e, (i) (unde i=1..N).

3) Din cele doua infasuratoare se poate obtine o curba a valorilor medii instantanee:

med, (i) = e (’);e""'" @ i=1,.,N

si functia modala intrinseca aferenta:
IMF, (i) = x(i) —med,, (i), i=1,.,N

Se extrage din semnal functia modald raméanand semnalul modificat sau o
functie reziduala:

x(i) = x(i) - IMF, (i) = 7., (i), i=1,.,N,

Dacd valorile functiei reziduale r, (i) nu au scdzut sub o anumitd limitd
impusd &, se trece la determinarea functiei modale urmétoare, punadnd m=m+1,
si se reia calculul de la 2).

cand |r,(i)|< €& se opreste calculul rezultdnd un numdr de M functii
modale intrinseci.

Transformata Hilbert-Huang a unui semnal x(¢) se realizeazd in urmétorul
mod: Tn primul rand se aplica transformata Hilbert asupra functii modale intrinseci,
dupd care semnalul analitic asociat semnalului dat x(¢) poate fi exprimat cu

ajutorul functiilor modale intrinseci:

2(6) = Y UIME, (0 +iHAIME, }(0)]= XA, (1) exp(ig, (1),

m=1
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24 Metode de identificare in domeniul temporal - 2

unde A, (f) este amplitudinea instantanee, respectiv ¢, (f) a modului m.
Frecventa instantanee a modului m este:

o (f) =%.

Semnalul x(¢) se poate scrie:

x(t) =Re{iAm (t)exp(i j w, (H)di)},

Dacd reprezentdm amplitudinile 4, (¢) in planul timp frecventd (t,®,, (1)),
se obtine spectrul Hilbert-Huang al semnalului:

S(t,w)=Y A,(t,0,(1) = Z_]Am (0,

m=1

reprezentare care poate fi facuta fie ca o reprezentare 3D, fie ca o harta plana de
intensitate luminoasa sau culoare in dependenta biunivocad cu amplitudinea.
Rezultate semnificative privind aplicarea analizei Hilbert-Huang la sisteme cu
mai multe grade de libertate sunt obtinute de J.N. Yang et al in lucrarile [160, 161].
O comparare a metodei transformatei Hilbert-Huang cu metoda analizei
wavelet se gaseste in [45].

2.8. Identificarea unui model reologic neliniar care
descrie relaxarea facilitata de vibratii

2.8.1. Modele reologice neliniare ale relaxarii facilitate
de vibratii

Se stie ca in structurile sudate sau nituite apar tensiuni reziduale care in
urma proceselor de relaxare naturald, duc la modificarea formei acestor piese. Acest
proces natural este lent, fiind necesar sa se lase un timp lung sa se stabilizeze
dimensional.

Este binecunoscut ca detensionarea acestor tensiuni reziduale se poate
accelera aplicand piesei socuri sau vibratii.

Procesul de relaxare facilitata de vibratii nu poate fi explicat pe baza unor
modele reologice liniare, deoarece in cazul modelelor reologice liniare la doua
defomatii aplicate independent unui material, materialul da un raspuns independent
pentru fiecare din aceste deformatii.
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Pentru descrierea relaxarii facilitata de vibratii vom utiliza doua modele
reologice neliniare plecand de la modelul standard de solid anelastic liniar. Unul din
aceste modele a fost introdus de Draganescu in lucrarile [30, 31, 32].

Vom considera modelul standard de solid anelastic liniar (Figura 2.1),

constadnd din doud elemente elastice cu moduli de elasticitate longitudinali £, si
OF , si un element amortizor ideal cu vascozitate n= OE/T , unde T este constanta
de relaxare. Vom nota cu E, = E +0FE, modulul de elasticitate nerelaxat. Vom
considera cd asupra elementului se aplicd a tensiune o(¢), iar deformatia specifica
longitudinald este de rdspuns (7).

oE

| n=okE/Mr

sl Te

Figura 2.1

Rezulta ecuatia constitutivd care exprima dependenta temporala intre
tensiune si deformatie:

i(a—E,,s)+l(a—E,g) =O0E¢é (2.45)
dt T

Se observa din (2.45) ca acest model este liniar.

La solidele policristaline (cum este otelul) s-a constatat experimental o
comportare neliniara datorita dependentei vitezei de relaxare de tensiunea aplicata
la limita grauntilor cristalini [109, 30].

Vom nota cu:

x=x(t)=0—-E.¢& (2.46)

partea din tensiune neralaxatd din material.
Vom construi modelele neliniare considerand ca viteza de relaxare este o
functie liniard de o :
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yot(gy=2oth
T

48

unde 7, este o constantd de relaxare, & un parametru ales O<a<l, iar ,3 un

parametru apropiat de unitate (,3 =1).

1
Putem construi doua ecuatii neliniare, una considerand ca — este functie de
T

X, rezulténd din (2.45) ecuatia neliniara:

%(0' -E¢) +i(0m' +B) o —E €)=0Eé (2.47)
T

0

ecuatie care urmeaza a fi studiata in acest capitol.
O altd ecuatie neliniaréd se poate stabili dacd in (2.45) introducem

dependenta lui 1/7 =(a(o — E €)+ B)/1,, rezultdnd ecuatia constitutiva neliniara:

%(O‘—Eré‘) +26-Eey+ B (o-Ee)-oEs (2.48)
T

0 0

Vom utiliza ecuatiile constitutive (2.47) si (2.48) pentru investigarea
fenomenelor de relaxare facilitata de vibratii.

Trebuie sa mai notam faptul ca prima ecuatie (2.47) este mai adecvata
descrierii procesului de relaxare pe baza fenomenelor de lunecare la limita grauntilor
cristalini, deoarece in aceasta viteza de relaxare depinde liniar de tensiunea la limita
grauntilor cristalini insa practic mai greu de rezolvat, iar in ecuatia (2.48) viteza de

relaxare depinde liniar de diferenta O'—E,,g la limita grauntilor cristalini, iar tehnic,
mai usor de rezolvat.
in ambele cazuri vom utiliza conditia initiald =0 :

o, =(E +0E)s,, (2.49)

care corespunde rdaspunsului instantaneu la deformatia specifica &, .

In caz in care se pune ,5 =1 si =0 ecuatiile constitutive se transforma in
ecuatia constitutiva a modelului anelastic liniar standard.

Dacd considerdm c& in (2.47) si (2.48) =1, iar & este un parametru mic
0 <a<1), obtinem doud modele de solid anelastic cu neliniaritati slabe.

Procesul de relaxare naturalda (fara vibrati) corespunde functiilor de
excitatie:
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0 t<0
) =1¢, t=0 (2.50)

unde &, este o deformatie specifica normala reziduala indusa in solid.

Pentru a descrie procesele de relaxare facilitate de vibratii aplicate din
exterior, vom considera excitatia reprezentatd de deformatie specificd normald &(t)
este:

0 t<0
E(t)=1€,+Asinwrt t>0 (2.51)

unde &, este tensiunea initiald reziduala, iar A si w sunt amplitudinea, respectiv

pulsatia deformatiei specifice normale.
Vom introduce o noua variabila si conditia initiala corespunzatoare:

x=0-Ee¢e,  x(0)=05E¢,.
Cu aceasta notatie ecuatia constitutiva (2.48) capata forma:

g

. (04 .
i+ x+=x*=0FE¢ (2.52)
2-0 2-0

Deoarece am considerat ca « ia valori mici, ecuatia (2.52) poate fi
rezolvata cu ajutorul metodei parmetrului mic.

Pentru a =0 si conditia initiald xO(O) = 5E6‘O, ecuatia neperturbatd devine:

p

X, +—x, = OEwAcosax,

TO
cu solutia:
%, (6) = S (e, - 2Aa)ﬂ/r0 z)e-ﬁmo N
o +(ft,)
ASEw . b
———— [@sinwi +-—cos wr] (2.53)
o +(ft,) 7,
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B

-t

7 .
=qe + bsinwrt + ccoswt
in care s-au introdus notatiile:

Awpflt,

a= éE(go B Ee—
@ +(ft,)

)

5 AéEwﬁ
ASEw 7,

p=_ AW ] . 2.54
o+ By | @ +fr,) (2.54)

Se observa c3a in cazul procesului liniar de relaxare, care contine

componenta aexp[—ﬁt] in solutia (2.53), corespunde unei constante de timp de
TO

relaxare echivalente egale cu 7,,, = 7,/f.
Deoarece ¢ este u parametru mic, ecuatia (2.52) poate fi rezolvata punand
solutia x(¢) sub forma unei serii de puteri in « :

x(t) = x,(t) + ax, (t) + & x, () + Cx, (£) + ...+ & x, (1)
unde x, (¢) reprezintd aproximatia de ordinul k a solutiei x().

Introducand solutia in (2.52), prin separarea termenilor de diferite puteri
k>0 in a, rezultd:

X, +ﬁx1 = —ixg(;) (2.55)
TO TO
X, +ﬁx2 = —i2xl (t)x,(?) (2.56)
TO 0
Y ﬁ = —L 2
X, + . X, [2x,(1)x,(¢) + x; (¢)] (2.57)
0 0

cu conditiile initiale:

x,(0)=x,(0)=x;(0)=...=0.
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Solutia aproximativa de ordinul intai este:

2 2p 8
OE Awpit, ENE
X =% "3 -2 ll¢€ —e +
B o’ +(f/7,)
_b B
T ! 1 2 2 Za . r t
+ke © ——(b"+c")———|[csinwt+bcosartle ° +
28 T,
M 2
+ 21 Sy ﬂz(b2—62)+2’3wbc cos2awt +
B4w™ + B/7y) | 27, 7,
i 2
+ 3 1 T2 'Bw(bz—cz)—'b)—zbc sin 2t (2.58)
Bw” + B/1y)| 7, 7,
unde k este o constant3 de integrare data de:

2
2ab 21 __ z(bz—c2)+2'8wbc
.0 Pl +p/1))| 27, 7,

1
k=—(b*+c*)+
25"t

Rezulta, ca solutia ecuatiei (2.47) se poate scrie:
o(t)=E, (&, + Asinaxt) + x,(t) + ox, (t) + &’ x, (¢) + ... (2.59)

Din primul termen al solutiei x; (2.58) rezultd ca neliniaritatea va produce

28 - expr-L 1

0 0

componente de relaxare contindnd functii exponentiale exp[—

care descresc mai rapid, cu o constantd de relaxare 7,, =7,/2f. Din factorul
acestui termen rezulta ca contributia acestui termen creste cu frecventa, pentru
w>plt,.

Acest termen creste cu puterea a doua a amplitudinii deformatiei specifice
aplicate.

Pentru ordinul urmator de aproximatie rezulta similar cd x, are termeni de

- 3p . 4p .
relaxare continand exp[———¢], x, are un termen care contine exp[———] si asa
0 )
mai departe.
Prin urmare nenliniaritatea contribuie cu termeni de raspuns ai caror

constante de relaxare echivalente sunt 7,,, =7,/30, T,,; = 7,/40 , etc.
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Rezulta de aici cd acest model este valid deoarece aratd ca vibratiile
exterioare faciliteaza relaxarea, reducéand timpul de relaxare. Trebuie sa notam ca
fenomenul este dependent de frecventa vibratiilor exterioare aplicate.

Pentru a ilustra fenomenul de relaxare facilitata, ecuatia s-a rezolvat si
numeric cu metoda Runge-Kutta.

Parametrii modelului au fost alesi astfel incat sa ilustreze in mod expresiv
fenomenul investigat. Rezolvarea efectiva a problemei s-a facut in MathCAD.

S-a ales astfel: E,=2000 N/mm®, OF=1000N/mm*, 7,=10s,
& =02, B=1. Intervalul de timp pe care s-a ciutat solutia a fost f €[0,7], cu
T =20s, solutia fiind esantionatd in 7 =301 puncte cu o perioadd de esantionare
At=T/(n-1).

S-au studiat urmatoarele cazuri:
I. Cazul modelului liniar cu & =0, situatia a) a réspunsului liber, fard vibratii 4 =0

si b) a raspunsului facilitat de vibratii cu 4=¢£,/20, si frecventa v =19Hz.
Graficul o(t) este reprezentat in Figura 2.2 cu negru pentru 4=0 si cu rosu
pentru 4 =¢£,/20.

II. Cazul modelului neliniar cu & = 0.03, situatia a) a réspunsului liber, fard vibratii
A=0 si b) a raspunsului facilitat de vibratii cu 4=¢£/20, si frecventa
v =19Hz . Graficul o(t) este reprezentat in Figura 2.3 cu negru pentru 4=0 si

c [N/mmz]

t[s]
Figura 2.2
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Din figura 2.2 se observa ca in cazul modelului liniar procesul de relaxare in

prezenta vibratiilor se suprapune perfect peste cel liber. Rezulta astfel ca aplicarea
vibratiilor nu grabeste proceul de relaxare.

Din figura 2.3 se observa ca in cazul modelului neliniar procesul de relaxare
in prezenta vibratiilor nu se mai suprapune cu cel liber, componenta neoscilanta a
acestei curbe scazand mai repede decat raspunsul liber.

—A=0
600 — A=¢/20

550

500

450

c [N/mmz]

400 +

N+ T T T T T T T
t[s]

Figura 2.3

Rezulta astfel ca aplicarea vibratiilor nu grabeste procesul de relaxare in
cazul modelului liniar.
In cele ce urmeaza vom studia modelul descris de ecuatia (2.47). Utilizand

functia x = 0 — E £, aceastd ecuatie mai poate fi pusa sub forma:

dx b

o .
—+—(xX"+E¢e)+—x=(E +E)¢E, (2.60)
dt 7, 7,
Si in acest caz, pentru a descrie procesele de relaxare facilitate de vibratii aplicate
din exterior, vom considera excitatia reprezentatda de deformatie specifica normala
£(t) datd de functia (2.51).

Conditia initiala este si in acest caz:

x(0) = OF¢,.
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Rezolvarea acestui tip de ecuatii neliniare este mai dificila. Pentru aceasta
vom utiliza o metoda de iteratie variationala [55, 56, 57].
Metoda se poate aplica unor ecuatii de forma:

Lx(t)+ Nx(t) = g(¢), (2.61)

unde L reprezintd un operator liniar, N reprezintd un operator neliniar, iar g(t) o

functie data cunoscuta.

Metoda iteratiei variationale este o metoda bazatd pe multiplicatori
Lagrange, care da posibilitatea de a scrie solutia cu ajutorul unei functionale de
corectie de forma:

%, (0) = %,(0) + [ A@)(Lx, (2)+ VX, (7) - g(7))d, (2.62)

unde x, () este o aproximatie initiald in care pot apare necunoscute, iar A(f) este
un multiplicator Lagrange, iar X, este continut intr-un termen cdruia i se impune o

variatie restransd dx, () =0. Multiplicatorul Lagrange poate fi determinat din
conditia de stationaritate a functionalei de corectie:

&Cnﬂ (t) = 0

Pentru rezolvarea ecuatiei (2.60) vom pune:

Lx=@+ﬁx, NX:Z()CQ +E ¢€), g=(E +0FE)¢

) 7

si vom utiliza notatiile:

o, =—, ﬂ,=ﬁ

7, 7,
Impunand conditia de minimizare a functionalei de corectie rezulta:
M)~ BAT)=0,
[1+A(2)]]-,= 0.
Din aceste conditii se poate stabili multiplicatorul Lagrange:

A(7) =—exp[ (7 -1)]

Vom folosi ca prima aproximatie a solutiei:
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B

L SEwA(- wcos(wt) + B, sin(wt))

B+’

care reprezintd solutia partii liniare a ecuatiei, unde ¢, este constantad de integrare.

x,()=cpe ,  (2.63)

Trebuie sa subliniem ca metoda are o convergenta extrem de puternica.
Dupa calcule vom obtine astfel prima iteratie a solutiei:

OE wA(- wcos(ar) + B. sin(wt))
B+

B

x, () =ce +

aT
’ 2(,6’,4 +28°0" + o' X,BTZ +4a’ )ﬂ,w

-2
x{[8c02a)7 +2¢, B w+12¢, B} + 18c02,6’72a)5]e g

| 16¢,0°SEAB? +6A4°E SE" B, + 68, A°E SEw* ~188.°E, Ac,o*
—8AE c,°B. —128°AE, c,0* —4c, .. OEAw—20c, B."EAw’ —2¢,’ B.°w

—12¢,°B.} 0’ —18¢,’ B2’ —8c, @ +40E*w’ A* =2, AE ¢, +100E 0’ A* B.°

+28." AE, c,cos(wt)+12 8.’ AE, ¢, cos(wt )a* + 20¢, B.* 5 A cos(wt )’

+4c, B, Ew@* Asin(wt)+20c, B’ E '’ Asin(wt)+18 8.’ E, Ac,w" cos(wt)
+16¢,°E AP’ cos(wt)+16¢,°0E Asin(wt)B. +8 AE, c,w’ cos(wt ),

+4c, BOF A cos(a)t)a))]efﬂft

~BE, A*SEw’ cos(2wt)+ B, A’E, SEw” cos(2wt)+3B.' A2 E, SEw® sin(2at )
+3B A’E, SEw’ sinQwt)-2A’E, SEw° B, cos2wt)- B A*E, SEw’

~5B°A’E.SEw* +0E 0’ A* B." cos(2wt )+ 40E w* A* B.” sin(2at )
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—~4A’E. SE° B, —50Ew’ A* B.” cos(2wt ) - 20E*w® A* B.sin (2wt )
_SE A B 5B A - ASE W A} (2.64)

in fapt, calculele corespunzétoare pentru stabilirea primei iteratii s-au facut
in Maple.
Din aceasta primd iteratie se observda ca solutia contine pe langa

componente de relaxare exponentiale de forma exp(—ﬁrt)Zexp(—ﬁt) Si
TO
2p
componente de forma exp(—2/.1) = exp(———1).
2-0
Se mai poate observa ca apar termeni armonici si armonici amortizati cu
pulsatie w si 2w .
Pentru iteratia urmatoare s-au facut de asemenea calculele, insa expresia
pentru xz(t) este extrem de complicata si nu va fi prezentata aici. Vom spune doar
ca in ea apar componente de relaxare exponentiale de forma

3
exp(-38.1) = exp(-L1)
Ty
Rezultd de aici ca si acest model este in concordantd cu realitatea aratand
ca prin aplicarea vibratiilor exterioare procesul de relaxare este grabit.
Vom studia de asemenea modelul descris de ecuatia (2.47) obtinand solutia
numerica pe baza metodei Runge-Kutta.
Si in acest caz, pentru a descrie procesele de relaxare facilitate de vibratiile
aplicate din exterior, vom considera excitatia reprezentata de deformatie specifica

normald £(¢) datd de functia (2.51). Si de aceastd datd vom folosi conditia initiala:
x(0) = OE¢,.
Vom utiliza urmatoarele valori ale parametrilor:

E. =2000N/mm?, OF = 2000 N/mm*,
7,=10s, £=002, A=l

Rezolvarea efectiva a problemei s-a facut in MathCAD.
Intervalul de timp pe care s-a cdutat solutia a fost f€[0,7], cu T =20s,

solutia fiind esantionatd in n=301 puncte cu o perioadd de esantionare

At=T/(n-1).

BUPT



2.8 - Identificarea unui model reologic neliniar care descrie relaxarea facilitatd de vibratii 35

——A=0
7804 ——— A= 8

700—|
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Figura 2.4

S-au studiat urmatoarele cazuri:
I. Cazul modelului liniar cu & =0, situatia a) a réspunsului liber, fard vibratii 4 =0

si b) a réspunsului facilitat de vibratii cu 4 = £,/8, si frecventd v = 2.4Hz . Graficul
O(t) este reprezentat in Figura 2.4 cu negru pentru 4=0 si cu rosu pentru
A=¢,/8.

II. Cazul modelului neliniar cu & = 0.03, situatia a) a réspunsului liber, fard vibratii
A=0 sib) a réspunsului facilitat de vibratii cu 4= ¢£,/8, si frecventd v =2.4Hz .
Graficul o(t) este reprezentat in Figura 2.5 cu negru pentru 4=0 si cu rosu

pentru 4=¢£,/8.

Din figura 2.4 se observa ca in cazul modelului liniar procesul de relaxare in
prezenta vibratiilor se suprapune perfect peste cel liber. Rezulta astfel ca aplicarea

vibratiilor nu grabeste procesul de relaxare.
Din figura 2.5 se observa ca in cazul modelului neliniar procesul de relaxare

in prezenta vibratiilor nu se mai suprapune cu cel liber, componenta neoscilanta a
acestei curbe scazand mai repede decét raspunsul liber.
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800

700

600
500

400 —

o [N/mm’]

300
200

100

t[s]

Figura 2.5

Rezulta astfel ca aplicarea vibratiilor nu grabeste proceul de relaxare in
cazul modelului liniar.

2.9. Studiul experimental al unui pendul de torsiune

Sunt si alte procese de relaxare neliniard la care ecuatia constitutiva are
forma (2.47) sau (2.48), cum este cazul proceseror de relaxare care au la baza
fenomene de natura magnetica.

Pentru astfel de sisteme s-au facut experimente bazate pe vibratii de

torsiune,
In cazul vibratiilor de torsiune ecuatia constitutiva (2.48) poate fi rescrisa

sub forma:

. . (04 .
-G+ Ea-Gri+La-Gn-di. e
t
0 0
unde 7 =7(t) este tensiunea tangentiald, ¥ =y(¢) este deformatia specifica
tangentiald, G, modulul de elasticitate tangential relaxat, G, =G, +6G modulul
de elasticitate tangential nerelaxat (cu 6G >0), t, constanta de relaxare,

parametru mic pozitiv, ,3 parameteru cu valoare egal sau apropiat de unitate.
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Ecuatia de miscare a unui pendul de torsiune poate fi scrisa:

Jp+M, =0, (2.66)

unde @ este unghiul de torsiune, J este momentul axial de inertie, iar M; este

momentul cuplurilor de torsiune.
Elementul elastic al pendulului de torsiune consta dintr-un fir de cupru cu

raza R, acoperit cu un strat de Ni avand grosimea O .
Daca stratul de Ni al suspensiei are proprietati anelastice corespunzatoare

ecuatiei (2.65), parameterii ¢,, G., 0G. si « pot fi identificati din experiment.
Vom considera cd f=1.

Studiul experimental presupune ca la amortizarea oscilatiilor libere
contribuie numai procesele anelastice de amortizare. Vor fi neglijate alte procese de
amortizare, cum ar fi transportul de energie prin suportul pendulului sau disiparea in
legaturi.

Am stabilit cd coeficientul de amortizare este dependent de amplitude
(Figura 2.7).

Momentul de torsiune M, poate fi scris:

GC 1 I
M, =—Srpy tr
l R
unde ch este modulul de torsiune ale firului interior. Putem considera ca in stratul

exterior de nichel tensiunea tangentiala 7 este constanta. Ip este momentul de

inertie geometric polar al firului interior, Ip este momentul de inertie geometric

polar al stratului extern.
Daca consideram ca ecuatia (2.65) se aplica pentru tensiunea specifica
maxima si deformatia specifica, vom putea scrie:

R
V= 7¢- (2.67)

In cazul experimentului nostru (,3 =1):
J =6.6910"kgm®, [=0.12m, R=0.510"m,
G, =440°N/m*>  65=10"m,  k=3.5910"Nm.

Rezulta ca ecuatia (2.66) devine:
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4

I
Jj/'+ky+7"r=0, (2.68)

si utilizand relatiile (2.68), (2.67) si (2.65) rezultda pentru tensiunea maxima din
ecuatia diferentiala de miscare:

d Gl k
_"+#+_ _
[ & ij

dt
aJdf. GI k. Y B(. GI &k

22 v+ (e = + 2y (24 = =0 2.69
t I;(y (JZ J)yj to[y (Jl JWJ (2.69)

Parametrul & reprezintd un parametru mic. Rezultd ca ecuatia diferentiala
neperturbatd corespunzitoare lui & = 0, poate fi scrisa:

d(. GI, k B(. GI k
Clivr 2+ Dy 1+ 2l (2 + Dy =0 2.70
dt(y ( T J)Vj to(y ( 7 J)J/j (2.70)

Solutia generala pentru (2.69) are forma:
y(t)=Ce™ + de "™V (2.71)

Sunt insd mai dificil de stabilit parametrii 4, p si A precum si parametrii
ecuatiei (2.65), din spectrul raspunsului experimental liber.
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i
Tc o-:

t[s]
Figura 2.6

Vom utiliza réspunsul liber reprezentat in Figura 2.6. Semnalul x(¢) = @(t)
a fost inregistrat in acord cu teorema de esantionare cu o perioada de esantionare:

At=2.73107s

adicad v, =36.6Hz , semnalul fiind inregistrat in N =1650 puncte.

Esantioanele vor fi notate cu x(iAt) = x(i), unde i =1,2,..., N .
Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei (2.70) este:

G I GI
Za+ﬁzz+ up+£ Z+ﬁ J+£ =0 (2.72)
t, J o J L\ JJ

Putem scrie relatia dintre solutiile (z,,z,,z;) = (-A+iw,—A —iw,—h) (unde
h <0) a ecuatiei (2.72) si coeficienti:
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p

Zl+zz+z3=—2/1—h=—t—
0

GI
22, + 22y + 2,2, = A +a’+2h= (#+§J

GI
22,2, = —(A + @ h = —(# + %)tﬁ
0

unde S=1.

Constantele elastice ale modelului reologic G,, G,, 1/t,, pot fi identificate

din paramaterii rdspunsului liber A, A si din @, pseudopulsatie:

t,= L
2A+h
2 2 _
G - JA+o :|-2/1h) ki 2.73)
IP
G _ I E + &) -k
r Il

P

unde parametrii A, @ pot fi estimati din date experimentale pentru mici oscilatii.

BUPT



2.9 - Studiul experimental al unui pendul de torsiune

41

Dramping coefficient

Ni; H,=3.56kAm™’

8.00x10°%
. By
" =
n \
4.50010 44 . .
N .
N
»
.
2.00x10%
[ ]
-
[
) ¥
1 &010 7
| |
0.00 "J
a00 3505107 £ O0x10® 1 Dax 1l

amortizare:

—ht . . .
X, = Ce si factorul de amortizare /1, vom calcula valoare medie a semnalului pe
o pseudoperioada.

Putem de asemenea sa extragem din raspunsul liber masurat componenta

Amplitude of vibrations

Figura 2.7

A=00At=6.68107/At

14016

Pentru a k -a perioadd, x,(kT) reprezintd exact componenta:

) J'Orx(t)dt
x = —
¢ T

Estimarea cu metoda celor mai mici patrate a x,(k7") cu functia

— —ht
X, =x,+Ae™",

Vom nota cu x,,, (i) si x,, . (i+1) (unde i=0,1,2,...) doud valori maxime
succesive ale lui x in cazul oscilatiilor amortizate. Din decrementul logaritmic al
oscilatiilor amortizate ¢ =In(x,  (i)/x,  (i+1)), vom putea stabili factorul de
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duce la urmatoarele valori ale parametrilor:

h=1/(13.6A1)

Variatiile temporale la momentele ¢, = kAt ale pseudopulsatiei w, si ale

factorului de amortizare ﬂk, s-au estimat pe baza interpolarii cu polinoame de

. d
ordinul 2™ .

Rezulta:
w, = (a, + a,(kAt) + a, (kAt)* )/ At
a,=1.70, a, =841107°, a,=-1.0310",
A = (a, +a,(kAt) + a, (kAt)*)/At
a,=735107, a4, =-2.0510", a,=6.9910".
apoi:

h=2.73s" A=2.445" @=627radls

si in final:
t, =0.126s
G,=12.410"N/m* G, =8.0910" N/m’
Din acesata dependentd de timp a lui @, si ﬂk rezultd ca in solutia:
y=Ce™ + Ade™" sin(wt + )

constantele C, A4 si W pot fi considerate dependente de timp, datorita
proprietatilor neliniare ale sistemului. Parametrul & al modelului reologic poate fi
estimat din date experimentale prin metoda variatiei constantelor. Vom considera
C, A si ¥ lent variabile. Dupd derivare in raport cu timpul a ¥, putem impune in
¥ conditia:

Ce™ + Ae™ sin(wt +y) + yde™ cos(wt +y) = 0 (2.74)
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In derivata a doua a Ilui ¥ impunem:
—hCe'™ + 4™ (= Asin(wr + W) + wcos(wt +y))
+yde™ (= Acos(wt + w) — wsin(wt + w)) =0 (2.75)
Introducand ¥ in ecuatia (2.69) se obtine:
W2 Ce™ + 4™ (A — 0*)sin(wt + ) — 2w cos(awt + )
+yde" (X — o )cos(at +w) + 2Awsin(awt +w))=H  (2.76)
unde:
G,I ’
H=-E g By
01, JJ
Solutiile ecuatiilor (2.74) - (2.76) sunt:
A= (h—ﬂ)cosz(wt-l;l//)—zwsm(wt+1//)e/1, 2.77)
o(h™+ A +w —24h)
. h—A)sin(wt + ) + wcos(wt + ,
j— (= Dsin(@ + )+ ocos(@+y) 278)
o(h”+ A+ —24h)A
C= ! e" H (2.79)
W+ +0-2h '
Procesul de relaxare exponential Ce™™ = erfmo este mic si poate fi

neglijat.

Parameterul @ poate fi estimat cu ajutorul ecuatiei (2.77) daca consideram

cd in jurul momentului initial putem aproxima cos(a+y) =1 si sin(a+y)=0:

o Ity o((h— ) + @) A
J (=" (7 (G I+ ky)

unde A si 7 pot fi exprimate cu diferente finite sub forma:
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goAmA o yQAN=2y(An0+y(0AY
T, At

Rezulta in final:

o =84.7m*/N.

2.9.1. Identificarea modelelor neliniare cu metoda
transformatei Hilbert

Pentru analiza experimentald a proprietatiilor reologice ale materialelor
policristaline se poate realiza un sistem vibrant, format dintr-o bard de lungime [ si
sectiune S, de care se ataseazd o masa m . Vom considera c& masa se misca dupa
X . Sistemul se poate excita cu o fortd perturbatoare F'(¢).

Vom considera ca la un moment dat in toate punctele barei existd aceeasi
tensiune O(t) si deformatie specificd €, adicd in bard nu apar unde elastice.

Rezultd de asemenea cd putem nota deformatia instantanee cu x(¢) =/£. Vom nota
cu O(¢) forta rezultantd care actioneazd asupra masei m, aceasta fiind forta
compusé din forta elasticd SO produsd de deformatia elasticd a barei, greutatea
mg atasatd si forta de perturbatie exterioara F'(¢):

O(t)=-So+ F(t)+mg.
Putem scrie legea lui Newton:
mx =®(t)=-So(t)+ F(t)+ mg.

Tinand cont de faptul c& a =[€ rezultd inlocuind o din (2.45) in legea lui
Newton:

d’x 1dx ESd¢ 1ES 11 1.
Tt —— —+— x=—F+—F (2.80)
dt 7 dt ml dt 7, ml Tm m

Putem aplica (2.80) sistemelor neliniare considerdnd ca constanta de
1
relaxare este dependentd de A, cain [41] si [42], adicd 1/7=—(A).
T

Ecuatia (2.80) poate fi scrisa pentru semnalul analitic:

dz 1d’z ESdz 1ES 11 1.
Tt——+ —+— z=——F+—F (2.81)
dt T dt ml dt 1, ml Tm m
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Putem calcula derivata de ordinul trei:

d’z(t
dtg)zz(t)
d*A
y .
| d 3 OA ]3P 3
4 4 474

Introducand (2.24), (2.25) si (2.82), in (2.81), dupa separarea partii reale

si imaginare in cazul vibratiilor libere ( F'(z) =0), rezulta:

d*4

a4 ) .
drt 304 s A | ESALTES
A A T\ A ml A 7 ml
3 3 o i BS g

4 4 A ml

Rezultd ca se poate identifica £ :

3 3 w2
F—__ A4 "4
" S0
ml
1
si —:
T
d’*4
€z -
g @A, . ES A4
1___ 4 A ml
T ES (i )
+Sw-w
ml A

care contin £, identificat anterior.

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

BUPT



46 Metode de identificare in domeniul temporal - 2

Parametrii £, si — sunt insd dependenti de timp. De aici rezultd cd se
T

1 1
poate studia dependenta lui — de O dacd reprezentam — ca functie de
T T

o(t)=-mx/S .

Putem vedea c& in (2.86) apare derivata de ordin trei a amplitudinii 4. in
scopul evitarii erorilor numerice care apar in calculul derivatei de ordin trei din
semnale madsurate experimental, aceasta derivata trebuie calculatd utilizénd
diferentele finite ca in (2.43), sau utilizand proprietatile transformatei Fourier. Vom

nota cu A(w) transformata Fourier a lui A(¢) . Derivata de ordin trei va fi:
3
F(%j = (iw)’ A(w)

Rezultd cd d”A(¢)dt’ poate fi calculat:

d>A(1)

il [(w)” A(w)],

unde F' este transformata Fourier invers3 (2.4) a cantittii (ia))3A .
Practic, avand raspunsul x(¢) in forma numericd esantionatd x(#,) (unde

t,=0,T2T,..NT), v,=1/T fiind frecventa de esantionare a sistemului de

achizitie. Transformatele Fourier directd si inversa pot fi calculate numeric cu orice
program de calcul stiintific.

2.10 Studiul parametrilor unui sistem vibrant neliniar
din rapunsul liber cu metoda transformatei Hilbert

Vom arata cum se pot identifica cu metoda transformatei Hilbert parametrii
unui sistem vibrant neliniar.

Pentru a stabili validitatea metodei vom simula numeric raspunsul liber al
sistemului vibrant neliniar:

mi +cx + e, % +kx + a,x* +a,x’ +a,xt =0

unde m este masa sistemului vibrant, ¢ constanta de amortizare, ¢, parametrul
componentei neliniare a amortizarii, iar parametrii fortei elastice neliniare sunt
k,a,,a;,a,.
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Raspunsul liber al sistemului a fost gasit pe cale numerica cu metoda
Runge-Kutta in MathCAD.
Solutia a fost obtinutd in N =10000 puncte. S-a utilizat frecventa de

esantionare v, = 5000 Hz, integrarea efectuéndu-se pentru ¢ € [0,2]=[0,7].

Au fost folosite constantele elastice:

k=600, N/mm, a, =35 N/mm?*, a; =25 N/mm”, a, =0.15 N/mm*.

Au fost folosite constantele de amortizare:

c=1.5 Ns/mm sic,=0.03 Ns*/m>.

in Figura 2.8 este prezentatd diagrama coordonatei punctului x(t), in
Figura 2.9 este prezentatd diagrama vitezei punctului v(¢), iar in Figura 2.10 este
prezentatd diagrama aceleratiei punctului a(?).

Calculul transformatelor Hilbert pentru x(¢),(¢) si a(t) s-a facut in Matlab,
acestea fiind notate cu xh(t),vh(t) si ah(t). Anvelopa coordonatei analitice
x(t)+ixh(t) sia vitezei analitice v(¢)+ivh(t) sunt:

AW =P O+x0(0),  Av(E) = (O +vE (D).

Diagramele xh(t), A(t),ah(t) si Av(t) sunt prezentate in figurile 2.11, 2.12, 2.13
si 2.14.

10

x(t)

-10 4

ol !

20 . T .

0 1 2
t [s]

Figura 2.8. Diagrama Xx()
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1000

500

v(t)

-500

-1000 . :
0 1

t[s]

Figura 2.9 Diagrama Vv(?)

50000

a(t)

-50000

t[s]

Figura 2.10 Diagrama a(?)

T
1
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10-F ﬂ ﬂ
SEE
X oy
x
-10 - d U
z .
0 1 2
t[s]
Figura 2.11. Diagrama xA(t)
20
15 -
< 10-
5
0 ; , ;
1 2

t [s]

Figura 2.12 Diagrama A(?)

BUPT



50 Metode de identificare in domeniul temporal - 2

50000
s o
£
©
-50000 -
: :
0 1 2
t[s]
Figura 2.13 Diagrama a/(?)
1000
= 500
>
Z
0
T T
0 1 2
tis]

Figura 2.14 Diagrama Av(t)
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Back-Bone, FRF

apnduy

Frequecy, Hz

Figura 2.15 Curba vertebrald (v, 4) .
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Friction Farce

5000

4000

3000

2000

1000

-1000

-2000

-3000

-4000

-5000

Friction Force

-500 KO0 -400 200 o 200 400 sOO0 300

Yelocity
Figura 2.16 Forta de rezistenta ca functie de v
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40000

30000 /

20000 4

10000

Fel

"

-10000

-20000

-30000
-10 -5 0 5 10
X

Figura 2.17 Forta elastica ca functie de x

In figura 2.15 este reprezentatd curba (V, A) numitd si coloand vertebral.

In figura 2.15 este reprezentatd forta de amortizare ca functie de vitezd. Forma
curbata a coloanei vertebrale este un indicator al neliniaritatii sistemului. Pe aceasta
curbd se localizeaza maximul diagramei de rezonanta.

In figura 2.17 s-a reprezentat forta elastica ca functie de x . Ultima curba s-
a reprezentat cu softul TC2, datorita acestui program de a face si o estimare a
parametrilor sistemului prin "fitare".

S-au gasit astfel:

k=645.7731 N/mm,

a, =35.625 N/mm?,
a, =27.4326 N/mm 3 ,

a, =0.1208 N/mm* ,
si un termen liber a =—-0.001,
adicd bun acord cu datele de intrare.
Meritul metodei constd in aceea ca stabilindu-se curbele (F,,x) si (F_,v)

se pot identifica si sisteme la care nelinaritatea e mai generala de forma
polinomiald. Prin programe bazate pe metode de "fitare" se pot determina si
parametrii acestor curbe.
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54 Metode de identificare in domeniul temporal - 2

2.11 Determinarea pulsatiilor proprii din raspunsul liber

Aceasta metoda de identificare este destinatd sa se aplice la sisteme liniare.
Totusi, poate fi utila intr-o prima investigare a raspunsului sistemului, in cazul
vibratiilor mici, cand comportamentul sistemului este liniar.

Vom considera un sistem vibrant cu amortizare vascoasa, cu n grade de
libertate.

Vom considera ca acestuia i se aplica un impuls scurt, si se inregistreaza

rdspunsul acestuia x;, la momente discrete de timp ¢, = kAt, unde k=0,1,2,3,....
inregistrarea se poate face cu un accelerometru, semnalul fiind amplificat,
integrat de doud ori si introdus in calculator. In acest caz v, =1/At reprezinta
frecventa de esantionare.
Vom nota valorile experimentale ale rdspunsului masurat cu X,

corespunzdtoare momentelor de timp ¢, , unde k=0,1,2,3,....

Deoarece am considerat ca sistemul investigat reprezinta un sistem vibrant
cu amortizare vascoasa, avand n grade de libertate, raspunsul liber se poate scrie
in functie de parametrii sistemului, sub forma:

2" Akt
X, =D Ae (2.87)

jo1

unde ﬂj sunt cantitati complex conjugate, care apar in perechi, partea reald
reprezentand coeficientul de amortizare, iar partea imaginara reprezentand
pseudopulsatia.

Se demonstreza [29] ca parametrii ﬂj se obtin rezolvand intai sistemul

liniar de ecuatii:

Xo X X5 Xonot || San X9
X Xy X3 e Xy | S2pa ~Xons1
X X X e X S —X
2 3 4 2041 || S22 2042
n+ n — n+ (2.88)
Xonat Ko Xoppr - Xy S ~ X4pe1

Rezolvand sistemul obtinem {s,,S,,...,S,,}, cu care formam apoi ecuatia

algebricd de gradul 2n:

2n-1

252" 5,2+ +s,, =0 (2.89)
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ale cdrei solutii vor fi z, =e, =exp(4,At) (unde i=1,2,...2n). Pentru miscarile
vibratorii, sunt de interes numai solutiile complexe ale ecuatiei.
Din acestea se obtine imediat ﬂk , luénd logaritmul in complex:

1
A, =ReA, +ilmA, =c, +ip, = A_tln z,

unde p, respectiv ¢, reprezintd pseudopulsatiile, respectiv factorii de amortizare.
Trebuie sa observam ca pseudopulsatiile vor apare in perechi de semn contrar.

2.12 Estimarea spectrala cu varianta minima

Pentru cazul semnalelor complexe, zgomotoase exista metode din care face
parte metoda pe care o vom prezenta aici.

Metodele de estimare spectralda permit sa se estimeze continutul in frecventa
al semnalelor complexe. Aceste metode pot fi parametrice si neparametrice.
Metodele parametrice investigheaza procesele stationare care pot fi descrise cu un
numar redus de parametri, dand estimari ai acestor parametri. Din acesta categorie
fac parte metodele auto-regresive si cele auto-regresive cu medie mobila.

Metodele neparametrice permit sd se calculeze continutul spectral al unui
semnal fara nici o cunoasere initiala a continutului semnalului si a parametrilor
componentelor acestuia.

Metoda de estimare spectrald cu varianta minima (ESVM) este o metoda
neparametrica utilda pentru investigarea semnalelor cu continut zgomotos sau
aleator, sau a semnalelor cu forme neregulate [18, 19, 90, 138]. Acesta metoda se
mai numeste metoda Capon.

In aceastd metodad se presupune doar cd semnalul este compus dintr-un
numar finit de semnale sinusoidale suprapuse peste zgomot.

Pentru a prezenta metoda vom nota cu y=x(f) un semnal complex in
reprezentare temporala. Pentru pelucrarea pe computer semnalul va fi convertit
intr-o  secventd discretd  x(¢,) = x(kAt)=x(k) (unde k=0,1,2,.N-1)
corespunzator momentelor discrete de timp, unde N reprezintd numdrul de
esantioane, iar At¢ perioada de esantionare.

Vom nota cu {...} vectorii coloand si cu [...] matricile. Vom nota cu (...)’

*
the transpusa unei matrici sau vector, cu () complex conjugata unei matrici sau

vector.
Conjugata hermitica este definita ca:

REIERS) (2.90)

Sirul discret de esantioane ale semnalului de mai sus poate fi scris ca un
vector {x} de forma:
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{x}=1x, (2.91)

Semnalele pot fi exprimate de asemenea in domeniul frecventd v = /27,
cu ajutorul transformatei Fourier, care se scrie in cazul discret:

R 1 N-1 L
y(a)):ﬁZy(k)e ok (2.92)
k=0

unde -1 w=w,=mw,, mZ—g,...,—l,O,l,...,%, sicu @, =2, & fiind

perioada de esantionare.
Densitatea spectrala de putere a semnalului poate fi scrisa ca:

S(w) =y (0)y(w)

Metoda de estimare spectrald cu variantd minima presupune ca semnalul
investigat este o suprapunere de M semnale armonice cu pulsati @, = si

m

amplitudine complexa Am :

M .
x(t)=Y A, +z(t)
m=1

unde z(¢) este un zgomot a c3rui valoare medie se presupune egald cu zero.
Metoda de estimare spectrald cu variantd minim& de ordinul M stabileste
M functii de transfer A, (¢), unde m=1,...,M reprezintd raspunsul a M filtre

care minimizeaza varianta semnalului de iesire. Aceste filtre dau cea mai buna
estimare a densitatii spectrale de putere a acestor componente armonice.

in variabild discretd, semnalul de iesire y(¢) a filtrului m poate fi scris in
reprezentare temporald [18, 90]:

L
V(D) =D x( =k (k) = x'h, (2.93)
k=0

unde L+1 este un intreg L <N, reprezentdnd numarul de puncte de integratre
(sumare).
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Transformata Fourier a funtiei de transfer hm poate fi scrisa ca:

h(@) = 2, (e
k=0

Pe de altd parte, funtia de autocorelatie a unui semnal x(¢) poate fi scrisd

r(m)y=r, = ﬁgx(k + m)x(k) (2.94)
iar matricea de covarianta:
[7(0) (1) r@) .. r(L) |
r(l) rQ2) r(3) ... r(L+1)
[R]=|r(2) r(3) r4) ... r(L+2) (2.95)
| r(L) r(L+1) r(L+2) .. r2L) |

Varianta semnalului de iesire este:
0, =h Rh, (2.96)
In scopul minimizarii variantei, se introduce functionala de cost:
J,=hRh, —A(hle, —1) (2.97)
unde A este un multiplicator Lagrange iar e, este vectorul:
{e}, ={1 exp(-iw,) exp(i2w,) .. exp(iLw,)} (2.98)

Prin minimizare rezulty A si hm [18, 90]:

precum si densitatea spectrala de putere optimala [18, 90] a componentei @,, :
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L+1
S(w)=——— 2.99
(,) JR e (2.99)

Cea mai buna estimare a densitdtii spectrale de putere a componentelor @,

este:
e'Re
S(w,)=—2—2 2.100
(®,) o R ( )
Ey= Y 8,(v)) (2.101)
v.=0

Acest parametru reprezintd un parametru de normare, necesar pentru
normarea tuturor spectrelor obtinute prin minimizare.
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3. UTILIZAREA TRANSFORMATEI WAVELET
IN IDENTIFICAREA SISTEMELOR NELINIARE

Primele idei in domeniul analizei wavelet au aparut fncepand cu anul 1909
prin lucrarile lui Haar, apoi dupa 1930 prin lucrarile lui Littlewood si Paley, iar dupa
1960 prin lucrarile lui Weiss si Coifman. Rezultatele au fost dezvoltate apoi de catre
Grossman, Morlet, Daubechies, Mallat si altii. Aplicatiile multiple ale analizei wavelet
au fost gasite odata cu dezvoltarea si perfectionarea calculatoarelor [147, 100, 3].

Traducerea termenului "wavelet" in limba romana se face prin cuvantul
"undind". Deoarece termenul in limba romana are o raspandire redusd, majoritatea
covarsitoare a literaturii de specialitate continand forma in limba engleza, in
prezenta lucrare vom utiliza, pentru evitarea confuziilor, numai termenul wavelet.

3.1. Baze ortogonale de functii

Vom considera ca semnalele x(¢) sunt functii de pdtrat sumabil, adicd
integrala care defineste produsul scalar:

<x(O)| 30 >=[ " Oy G.1)
unde x'(#) reprezintd conjugata complexd a lui x(¢), norma functiei fiind definit&
din produsul scalar || x||= <x(¢)|x(¢)>". Functiile x vor fi de p&trat sumabil
daca:

<x(t) | x(1)>= M <o

Observatie: in produsul scalar definit cu < x(#)| y(¢) >, se considerd c& functia care
intrad pe pozitia < x(¢)| reprezintd complex conjugata functiei x(t), iar cea care este
pe pozitia | y(¢) >, este y(?).

Pentru astfel de functii, considerdm c& am gdsit o bazd de functii e,(x),
e,(x),e;(x),...,e,(x),..., unde n€ N natural, cu proprietatea de ortogonalitate
<e(t)|e;(t)>=0,,, cu i,jE N, iar O, reprezintd simbolul Kronecker. Cu

ajutorul acestei baze functiile x(#) se pot dezvolta in serie:

()= ae, =3 <e,(t)| x(t) > e,(1) (3.2)

n=1

adica coeficientii a, se calculeazd cu ajutorul functiilor bazei:
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&, =<e,(0)| x(t)>= [ e} (Ox()dt (3.3)

Mai exact, atdt x(¢) cét si functiile bazei e, (f) (unde t€ R si ne N),

apartin spatiului Hilbert L,(R) [147, 100, 105, 88].

Exista multe baze ortonormale pentru analiza semnalelor. Se poate face de
exemplu analiza cu ajutorul unei baze construite cu polinoame Hermite /A, [105,
2]:

2

e,(t) = ——— exp(- I, 0.

2"n!\/;

Astfel, pentru semnalele periodice, cu perioada T este posibil s& se
construiascd baze de forma e, =exp(inwt), unde w=27T, pentru neZ

(intreg), sau prin dezvoltare, baze echivalente de forma cos(nwt), sin(nawt).

Aceste functii sunt definite pe un interval de timp finit 1€[0,7"), astfel ca
integrarea se face pe intervalul:

&, =< e,(0)] (1) >= [ e, (0)x(0)dr (3.4)

n

Un alt tip de analizd este cel cu transformata Fourier, a unei functii de timp
x(t), definita:

X (@)= f:x(z) exp(—iart)dt =

f:x(z) cos(ar)dt —if:x(z) sin(ar)dt (3.5)

= Xp(0)+iX, (@)

functiile bazei sunt dilatari @t ale unor functii sinus si cosinus (acoperind total
domeniul timpului t€ R), iar w=2x v=2/mT, U reprezentdnd frecventa.
Transformata Fourier d3 reprezentdri in frecventd X (v) ale semnalelor. S-au notat

aici cu X, si X, transformatele in cosinus si sinus.
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IX](v)

Figura 3.1

La transformata Fourier scurtd, se produce de asemenea o dilatare in, insa
domeniul timpului se obtine prin celulare pe intervale de timp finite, datorita
integrarii pe un interval de timp limitat:

(n+))T
X(T,w)= j () exp(—ian)dt

(n+1)T (n+1)T .
= . x(t)cos(ar)dt—if " x(t)sin(ar)d (3.6)

nT
=X, (T,w)+iX,(T,w)

unde n=0,1,2,3,..., cain fig. 3.1.
In acest caz, forma celulelor de acoperire a planului (#,V) este prezentat in

Figura 3.2.a.
O altd form3d de celulare a planului (¢,V), pentru transformarea Fourier

scurtd, dacd ludm 7 =1 si celuldm spatiul dupd frecventd cu celule unitare, este
prezentata in Figura 3.2.b.

La acest tip de celulare se poate considera ca functiile bazei sunt definite pe
un interval finit si compact:

exp(i2zvt), te(0,1),
e =
! 0, t¢[0,1),
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sau o baza formata din doua multimi de functii sinus si cosinus:

cos(2zwt), te[0,1),
e
! 0, t2[0,1)

respectiv:

sin(2zvt), te(0,1),
0, te[0,1),

en,Z -

avand proprietatea de ortogonalitate:
<e,(0e, ,(0>=6,,5

,J o m,n?

unde i, j =1,2 respectiv m,ne Z .

v _ a) v

0 TIT oooow o BT n 1 1 3 4 5.

Figura 3.2

Pentru transformata wavelet se folosesc diferite translatii temporale si
dilatari ale unei functii () numitd wavelet mama impreund cu o functie de

scalare. Dilatarile ambelor multimi de functii de baza sunt posibile datorita localizarii
lor in frecventd, permitandu-ne astfel sa obtinem informatii in frecventa, despre
semnalul analizat. Acest lucru conduce la cea mai mare diferenta
multimi ale functiilor de baza, localizate de timp. La transformata wavelet functiile
de baza sunt compacte, pe un interval de timp finit, in timp ce la transformatele
Fourier in sinus si cosinus nu sunt. Aceasta caracteristicd permite transformatei
wavelet sa obtina despre un semnal informatii in plus in timp si in frecventa.
Forma translatata in timp cu t si scalata cu v se poate scrie:

Y=Y¥Yw—-1)

b)

intre cele doud
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3.2 - Analiza wavelet multirezolutie 63

avand dimensiune de frecventa, ca in cazul transformatei Fourier scurte, dar de
timp.

In figura 3.3 este prezentat cazul in care scalarea pe axa frecventei se face
prin dublarea intervalului, adica dupa puterile lui 2.

Trebuie sa mai notam faptul ca, similar transformarii Fourier scurte,
celularea se va face aici dupa intregii 2n si /, primul avand sens de frecventd sau
scala, iar cel de-al doilea de intarziere dupa timp.

%’

Figura 3.3

3.2 Analiza wavelet multirezolutie

In cele ce urmeazid vom studia rezultatele obtinute in analiza wavelet
multirezolutie [3, 24, 88, 96], introdusa de Mallat si Meyer [105, 2, 88, 96].

Aplicatii ale acestei metode in identificarea sistemelor liniare si neliniare au
fost facute intr-o serie de lucrari [34, 62, 37, 52, 141, 142].

S-a aratat ca wavelet mama translatate in timp si scalate in domeniul
frecventa:

e, =VY(Q2"t-1) (3.7)
formeaza o baza ortonormata:

< ‘P(Z"t - l) | \P(znlt - I’) >= 5}171'6‘111

O fiind simbolul lui Kronecker.
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Astfel, rezultd c& un semnal x(f), reprezentand o functie de patrat sumabil
(x€ L,(R)), se poate dezvolta in serie dupd baza formaté de functiile wavelet de
forma e, =W(2"t~1)€ L,(R) :

x(t) = i i <x(t)|PQ"t-1)>PQ"t-1)

|=—con=—c0

= i ianl‘P(z”t—l) (3.8)

|=—con=—oc0

unde coeficientii dezvoltarii in serie se calculeaza:
0, =< X0 ¥Q2"1=D)>= [ X' (O¥ Q"1 (3.9)

Dezvoltarea in serie (3.8) este insa rezultatul une analize mai complexe
numita analiza wavelet multirezolutie [24, 88, 96] de care ne vom ocupa pe scurt in
cele ce urmeaza.

Pentru functiile din spatiul x(¢#) Hilbert L, se poate construi o structurd
multirezolutie de subspatii inchise de functii ¥, C L,(R), (unde n este un indice

intreg n€ Z ), cu proprietétile:
1) Incluziune, de forma:

Lcr,cr,crv,clv cl,c.cVl,.

2) Completitudine (separabil si dens):

(Y, = {0}
U =L®

3) Scalare, adicé pentru orice functie f(¢) din spatiul Hilbert existd proprietatea de

scalare, adicd pentru orice functie f(f)€V,, unde n€ Z rezulta:

fQyeV

n+l°

4) Existentd a bazei. Aceasta inseamnd cd existd o functie ®(¢)e ¥, multimea de
functii:
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® (1)=—— D@1 —1)

\/2_/1

unde /€ Z, cu proprietatea de ortonormare:
<®,0)|P,()>= 511’-

O proprietate importanta a functiilor de scalare este aceea ca daca avem in
V, o functie de scalare W¥(¢), in V| vom avea o bazd ®(2t—k), unde k€ Z, in
care putem dezvolta

o)=Y 1, ®Q—k)

n=—co

aceasta ecuatie numindu-se ecuatie de scalare (dilatare). Coeficientii y, se
calculeazd din produsul scalar ¥, =<®(¢) | P (2t -k)>.

Ultima relatie mai arata ca functia ®(2¢ —k)e V| formeazd o bazd in V.

Din (3.8) si (3.9) rezulta ca dezvoltarea in serie de functii wavelet este greu
de manipulat deoarece sumarea se face dupa o dubld suma infinita, adica dupa

=—oo,...,—2,—1,0,1,2,... 400 si [=—00,...,—2,—1,0,1,2,... +oo. Pe baza analizei

multirezolutie [105, 24, 88, 96] dezvoltarea (3.8) poate fi restransa sub o forma

mai simpld, comprimand un mare numar de termeni in termenul care contine ®(¢).
Relatia (3.8) se mai poate scrie sub forma:

=

x(t)= By @(t) + ZZZﬂMLP(znt ) (3.10)

1=0n=0

unde @(¢) este functia de scard, iar coeficientii dezvoltdrii sunt legati de cei din
(1mammmaxbﬁ=a

nl *

Dezvoltarea (3.10) se poate aranja ca o serie de produse de vectori (matrice
linie):

x(1) = By @) + 5 (1)

Y (21) }

+[182=:B3]LP(2Z‘_1)
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W (4t)
BB BB
P (4r-3)
+...
Y(2°1)
YR2t-1)

+[ﬂ2k 5ﬁ2k+1>"'5 ﬁ2k+1_1]
Y2 -2 +1)
...+,6’2n+1‘P(2"t—l)+..., (3.11)

sau sub forma unei serii
x(t)=p,D,+BY, + LY, +..+ B Y, +..., (3.12)

Coeficientii dezvoltarii (3.12) se calculeaza cu relatiile:
B, = r x(n®@ydt,  p, =2" r x()P(2"t-1)dt, (3.13)

ultima relatie fiind valabild pentru 2" +/+# 0.

Vom mai nota faptul cd functia de scalare ® se mai numeste si functie
wavelet tata.

Vom mai nota in final ca la randul ei, functia de scalare se poate dezvolta in
serie:

()= 37,00 -n)

La randul sau functia wavelet tata se poate dezvolta in serie de functii
wavelet mama, sub forma:

N-1
Y1) =D (-1)"y,®Q2t+n—-N+1) (3.14)

n=0

unde coeficientii ¥, reprezintd niste coeficienti care exprima dezvoltarea in serie a

functiei de transfer a unui filtru. Aici N se numeste ordinul filtrului.
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Functia @ trebuie sd indeplineascd conditia de admisibilitate:
IRQ(t)dt =1 (3.15)

Functiile wavelet mama cele mai frecvent folosite sunt cele Haar,
Daubechies, Coiflet si Simlet.
Astfel, pentru functia Haar avem:

1 te[0,172)

P()=1-1 te[l/2,1)
0 re[0,1)

1 te[0,1)

q)(t):{o t2[0,1)

3.3. Utilizarea transformatei wavelet discrete la
identificarea sistemelor liniare si neliniare

3.3.1. Cazul cu un grad de libertate

Transformata wavelet discreta poate fi utilizata cu foarte bune rezultate la
identificarea sistemelor liniare si neliniare [38, 165, 132].

Vom considera un sistem vibrant neliniar care descrie oscilatii fortate, cu un
grad de libertate de forma:

mx(t) + cx(t) + kx(t) + N(x,x) = F(t) (3.16)

unde m este masa, ¢ reprezinti constanta de amortizare, k reprezinti constanta
elasticd, F'(f) reprezintd o fortd perturbatoare de formd cunoscutd, iar N(x,X)

este o functie neliniard de pozitia x si viteza Xx.
Functia neliniard poate fi dezvoltata in serie de puteri dupa pozitia x si

viteza instantanee x. Dezvoltarea aceasta poate fi ficutd de exemplu prin
dezvoltare in serie Taylor in jurul originii:

. S . AN d’N
N(x,x)= sz l!x‘/]!(ﬁ)ﬁo,x:o (W)JFO,)&:O -

i=0 j=0
ianx” )+ iﬁmx’" )+ iiyn+mx” (t)x" () (3.17)
n=0 m=0 n=lm=1

Ecuatia de miscare (3.16) poate fi scrisa in forma dezvoltata, dupa relatia
(3.17). Suplimentar vom mai inlocui:

BUPT



68 Utilizarea transformatei wavelet in identificarea sistemelor neliniare - 3

k+a, —k, c+p —ec, F-o,-fp,—>F, (3.18)

Astfel din (3.16), (3.17) si (3.18) rezulta forma dezvoltata dupa puteri ale
lui X si X a ecuatiei de miscare:

mx(t) + cx(t) + kx(t) + ianx" )+

n=2

£ 3850+ Sy, (O (0) = (1) (3.19)

n=1m=1

in cele mai multe cazuri dezvoltdrile in serie din (3.19) se pot limita la un
numar redus de termeni. Sunt de asemenea multe cazuri de oscilatori la care apar
cativa termeni contindnd puterile lui x si X, cum ar fi in cazul binecunoscut al
ecuatiilor Duffing sau van der Pol.

Problema care o punem in aceastd sectiune este identificarea parametrilor
unui model descris de ecuatia de forma generala (3.19). Aceasta problema revine la

stabilirea din date experimentale, prin mdsurarea lui x(¢), a celor mai potriviti
parametri m,c,k,an,ﬂm si ¥, din ecuatia (3.19), astfel incat ecuatia (3.19) sa

descrie cel mai bine sistemul experimental care are ca rdspuns x(%).

Pentru aceasta vom utiliza dezvoltarea wavelet discreta dezvoltata in serie
de functii a tuturor termenilor ecuatiei (3.16), de forma (3.17) sau (3.19). Astfel
vom putea dezvolta fiecare termen in parte sub forma:

x=z<x>n Y ZanTn,
n=l1 n=l1

x=z<x>n Y ZanTn,
n=1 n=1

x= Z< x> ¥ = an‘I’n,
n=1 n=1

2 _ 2 _ 2
X = :E: <X :>n ‘Iﬁz__-zzlxn‘{;7
n=1 n=1
k _ k _ k
X=X > W =D, (3.20)
n=1

n=1
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xx = Z <xx> V¥ = Z(xx)n‘l’n,
n=1

n=l

kem _ k em — k -.m
x'x —Z<xx >n‘I’n—Z(xx)n‘Pn,
n=1 n=1

F)y=2 <F>¥,=3FY,
n=1 n=1
in relatiile (3.19) s-a notat cu < F >

serie dupd ‘¥, a functiei F(¢).

I’

, sau cu F coeficientul dezvoltdrii in

n

Rezulta ca ecuatia (3.20) poate fi pusa sub forma matriciala:
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.. . 2 3 ) .3 . T
XX x x) X o XX .. (xx), m K
. . 2 3 .2 3 v
X, X, X, X5 X, .. X, X .. (xx), c F,
. . 2 3 .2 .3 v
X, X X X, X, e XX .. (xX), k F,
.. . 2 3 ) .3 .
X, X, X, X, X, .. X, X, ... (xx0), a, F,
. . 2 3 .2 .3 v
Xy Xg X5 X5 X5 .. X5 X5 ... (X)) a, F;
= .. (3.21)
.. . 2 3 ) .3 .
Xox, o x, x. X, .. x. X, .. (xx), ..||5
b,
. . 2 3 .2 .3 v
X0 X, x, X, o x, . X, X .. (x), |- F,
Vs
care mai poate fi scrisa formal sub forma:
[X1ig} = {F} (3.22)

unde [X] este o matrice patratd infinitd, {g} este un vector coloand, reprezentand

parametrii modelului, iar {F} este un vector coloand, reprezentdnd coeficientii

dezvoltarii fortei perturbatoare.

Trebuie sa mai subliniem ca de fapt, riguros, ecuatia (3.18) se poate scrie
ca o serie de ecuatii matriciale de forma (3.22), sistemul de ecuatii fiind
supradeterminat.

In plus, trebuie sa mai subliniem ca desi dimensiunea matricii este infinita,

in cazurile practice dezvoltarea in serie a termenului neliniar N(x,X) se reduce la
un numar limitat de termeni, facand ca matricile s3 fie finite, matricea [X] fiind
patrata.

Sistemul (3.21) fiind supradeterminat, solutiile {q} pot fi determinate cu
metoda celor mai mici patrate. Aplicand aceasta metoda rezulta:

{g} = (XT[XD'[XT{F} (3.23)

unde cu [...]"" s-a notat matricea inversd, iar cu [...]' matricea transpus3.

Din punct de vedere experimental trebuie sd mdsuram si sa achizitionam
semnalul x(¢) reprezentdnd parametrul de pozitie instantanee a sistemului studiat
precum si forta de excitatie F(¢). Vom calcula derivatele x(¢) si X(¢) ale
semnalului achizitionat. Urmeaza apoi o etapa de dezvoltare in serie de wavelet a
semnalului cu (3.20), rezultdnd coeficientii numerici Xx,,X,,... ai matricii [X]
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precum si componentele Fn ai vectorului {F'} din (3.21) sau (3.22). Parametrii

estimati ai modelului {g} rezultd din ecuatia matriciald (3.23).

3.3.2. Cazul cu » grade de libertate

Vom considera un sistem vibrant neliniar cu n grade de libertate. Vom nota
cu {x(¢)} vectorul n-dimensional al variabilelor de pozitie, asupra céruia se aplicd
vectorul fortelor perturbatoare {F'(¢)}:

x,(1) £@)
X, (1) £@)

X)) =% @O =150 (3.24)
x, (1) E,@)

Ecuatia matricealda de miscare a vibratiilor neliniare fortate cu amortizare
vascoasa se scrie sub forma:

[m]{x} +[c]ix} + [kl ixy + NS = {F ()5 (3.25)

unde [m] este matricea de inertie:

m 0 .. 0

0 m, .. 0O
[m] =

0 0 .. m

[k] este matricea de rigiditate

kll k12 k13 1n
[k] — 21 k22 k23 kzn
knl kn2 kn3 knn

iar [c] este matricea de amortizare:
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€y Cn Gy - €y
€ G Gy e Gy

[c]=
cnl cn2 cn3 cnn

In aceste matrice x,(¢) este parametrul de pozitie al corpului k, m, este
masa sau momentul de inertie al corpului &, ki/. reprezintd constantele elastice ale

elementelor elastice care compun sistemul, ¢.. reprezintd constantele de amortizare

p
ale diferitelor elemente amortizoare.
Datoritd principiului actiunii si reactiunii matricile [k] si [c] sunt simetrice,

iar [m] este de obicei diagonal3.
In cele ce urmeaz3 vom nota cu litere grecesti componentele vectorilor {x}
si {x}, adica:

O = XXXy by ) = sy ey )

In (3.25) termenul {N} reprezintd un vector coloand 1 -dimensional, care
depinde neliniar de vectorul pozitiilor instantanee ale corpurilor sistemului {x} si de

vectorul vitezelor instantanee {x} :

N, ({x}, {x})
N, ({x5, {x3)
N} =1 Ny (i}, X)) (3.26)

N, ({x,{x})

in acest caz, componenta N,({x},{xX}) a vectorului neliniar {N} poate fi

dezvoltatd in serie Taylor in jurul originii, dupd puterile vectorilor {x} si {X} sub
forma:

N, (1x}, 1)) = N, (103,{05) +

o'N
+ZZ)§, ox! =103, t51-10) ZZ K Nax |m 01.53=10}

v=1i=1 u=l1j=1
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n n o oo al
+ZZZZ i (8 o N -0y, 151-10y T+ (3.27)

v=lu=1li=1 j=1

pentru /=1,2,...,n, relatie in care s-a notat cu {0} vectorul n dimensional cu

toate componentele nule. Mai precizam ca urmatorii termeni ai dezvoltarii contin
. . koisj _+ isjok

produse de trei factori de forma x,x,X; si x,X,X, 5. a. m.d.

Relatia (3.27) va putea fi scrisa in final pe componente ca o serie de puteri:

N(fxh (i) =SSt (0 + Y S AL i) +

v=1k=2 u=1m=2

+ iiiiﬂﬂkmxf O)x, () + T +T" (3.28)

v=1u=1k=lm=1

In ultima relatie coeficientii Ol‘l,k, yé/ka reprezintd parametrii

1 .
un S
sistemului dinamic, care descriu proprietdtile neliniare ale sistemului dinamic. In
cazul cel mai general numarul acestor parametrii este foarte mare deoarece indicii

iau valorile /[ =1.2....,n, respectiv y,v=1_2,...n si k,m=23,...,00
Termenul 7,"” reprezintd un termen de ordin superior celor in &, si ¥

obtinut din alte produse de puteri ale lui X, si )'c# , de forma

Tsup —
V1V2 Vil Iy

V= 1 v; 1/11 1 ,u —lnl Ny .. —lml My ..

ny o ny n; .m ) .mj
Xy XXy X (z‘)xy2 (t)...xﬂj (®),
unde i+ j>2 iar m +n,+..n,+m+m,+..+m;>2. Pentru simplificare in cele
ce urmeazd vom omite efectele termenului 7,7 .

A fost separat in dezvoltarea (3.28) termenul Tl”", care contine termenul
liber si termenii avand puterea intdi dupd pozitiile instantanee X, (f) si vitezele

instantanee X, (7) :

"= f, +Z !X, (t)+2ﬂjﬂx (1) (3.29)
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Punand si in acest caz:
I !
k,+a, >k, ot B = F—-f—F, (3.30)

linia / din ecuatia matriciald (3.25) se scrie sub forma:

m xl + zclﬂxy + klvxv + Zzavkx (t) + ZZﬂ/Im-xﬂ (t)

v=1k=2 u=lm=2

F Y S 052 (0) = F (1) 3.31)

v=l u=lk=Im=1

unde [=1,2,...,n

in continuare vom aborda problema identificirii parametrilor sistemului
neliniar cu n grade de libertate, descris de modelul (3.25), pus pentru aplicatii sub
forma (3.31).

Din punct de vedere experimental, putem masura pozitiile instantanee

xv(t) (unde v=1,2,...,n) cu ajutorul unor senzori de pozitie, sub forma unor
semnale pe care le vom achizitiona. Din aceste semnale putem calcula vitezele si
acceleratiile instantanee X, si X; (unde uA=12...n).

Aceste semnale se pot dezvolta in serie de functii wavelet. Vom nota astfel
expresiile urmatoarelor semnale dezvoltate in serie:

= Z <X, >y ¥y= Z(X-V)N‘PNa
N=1 N=1

< XV >N \PN = Z(xv)NlPNa

N=1

<><
I
Ms

=
LR

14

I
NgE

<xv >N \PN = Z(‘xv)N\PN:
N=1

=
Il

1

<>'<
Il
Mz

<x >y Py Z(x vy,

N=1 N=1
Xy =) <xy >y Wy =D (xh)y Py, (3.32)
N=1 N=1
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<2
'xv

Z < xf >y ¥y = Z(xf)NlPN,
N=1 N=1

mo__ ..m —_ .m
Xy _z<xv >y Py _Z('xv vy,
N=1

N=1

xvx,u = z < xvx,u >N II]N = Z(xvxy)NlPN:
N=1 N=1
[ = 3 2, = Y
'xvx,u xvx,u n N 'xv'x,u N © N>
N=1 N=1

F@)= Z<Fz >y Py = Z(E)N\PN
N=1 N=1

Introducand (3.32) in (3.33) putem separa ecuatia (3.32) intr-un sistem de
ecuatii liniare in parametrii de determinat ai modelului. Ecuatia corespunzatoare
liniei [ si termenului ‘PN va fi:

IO TED YHCANED Y NCHIED 3 INCHNED I ) MEAN

v=1k=2 u=1m=2

+iiiiy£/ll{m(‘x1}/{)N(‘x2)N =(F)y> (3.33)

v=1l u=1 k=1 m=1

unde N =1,2,3,...

Astfel pentru linia [/ din sistemul de ecuatii (3.25) sub form& (3.31) vom
avea sistemul matricial:

[X,{g,} ={F}, (3.34)

unde

BUPT



76

Utilizarea transformatei wavelet in identificarea sistemelor neliniare - 3

{9, =

[X,]=

B

/
Vi

=

(£
(£)),
(£)s
(£))s
()

(£),
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(%) () () (), (xf)r~(xj)r"(xf)r"(xs)rn(xkh)r~
(%), ()5 (%,),  (x),-(x,), (x12)2(xj)z(xlz)z(xj)z(xlxl)z
(3); (X)50(%)s ()50:()5 ()50 ()5 (B ) ()5 (XX, )5
)y Gy () geen()s (604060 ) () o () 4 (3,5, ) 5

(), ) (X)) () pen() ) () () o (2 o (2o

(%), (5),(%), (x),.(x), ), (), (5, (X)), (XX,

Pentru cazurile concrete vectorul {g,} va avea o dimensiune finitd M ,

precum si vectorul {F}}, matricea [X,] fiind si ea de tip M XM .

Rezulta astfel un sistem de n ecuatii matriciale de tip (3.34). Rezolvarea
acestuia se face similar cu cazul unidimensional.
Solutiile acestora vor fi de forma:

{q,} =X, 11X DX {F} (3.35)

-1 . . v o . v
unde cu [...]" s-a notat matricea invers3, iar cu [...] matricea transpusa.

Din vectorii {g,} (unde [=1,2,..,n) rezultd parametrii modali [m], [c],

(k] si ., flm, }/‘fﬂkm, etc.

3.4. Identificarea sistemelor descrise cu modele
diferentiale de ordin fractionar

In ultimii ani in domeniul mecanicii au ap&rut o serie de modele matematice
in care apar derivate de ordin fractionar, cum ar fi in domeniul modelelor reologice,
al vibratjilor, precum si al nanosistemelor [26, 27, 128].

In cele ce urmeaza vom introduce o noua metoda de identificare a
paramatrilor sistemelor de ordin fractionar, inclusiv a ordinului derivatelor
fractionare.

Vom cauta o metoda de identificare a unui sistem descris de o ecuatie
diferentiala care reprezinta generalizarea ecuatiei (3.16) avand un fractionar de
forma:

3O | O A0 e, SO

=F(t 3.36
dt? dt dt” dt) ® (3.36)
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unde & reprezintd un numar pozitiv ne-intreg, iar » este un parametru real. S-a
constatat ca exista polimeri in care apare o amortizare descrisa de un termen
fractionar de forma celui din ecuatia (3.36). Trebuie sa spunem ca ecuatia se poate
extinde usor la cazuri cu mai multi termeni cu derivate de ordin fractionar.

Intr-o scriere mai riguroasa ecuatia (3.36) poate fi pusa sub forma:

dx(t)
dt

m d2x(t) g d);(tl‘) " raDta)C(t) +kx(t) + N(x(1), )=F(¢) (3.37)

dt?

unde operatorul de derivare fractionara aD,a depinde de un parametru real a.

Trebuie s& subliniem c3 operatorul de derivare fractionard ,D; este un

t
operator liniar.
Putem scrie derivata fractionara, sub forma unei ecuatii cu diferente finite,

pe un interval de timp finit Af. Pentru aceasta vom folosi definitia Griinwald-
Letnikov a derivatei de ordin fractionar:

o . 1 o
D)= l}gFaAAtx(t) (3.38)

unde operatorul de diferent3 finitd A A’ se scrie:

14 N4
LX) =D (-1 .jx(t—jAt) (3.39)
=0 J

[t—a o
unde V reprezinta partea intreaga din v = A }, iar [ J reprezinta coeficientul
L Af J

binomial generalizat, care poate fi scris cu functia gamma a lui Euler [1, 33]:

a) I'(a+1)
J (- j+1)

Parametrul & exprima originea timpului pe care se defineste derivata
fractionard. Existd astfel sisteme fard memorie sau cu memorie scurtd, la care nu
este importanta Jstoria procesului, ca in cazul proceselor histeretice. In cazul
sistemelor cu memorie scurtd, limitatd la un interval de timp 7', derivata fractionard
se va putea defini pe un domeniu limitat, care se misca o data cu deplasarea

momentului de timp 7. Rezulta ca in acest caz derivata fractionara se poate scrie
aproximativ ca:

D (t)x(t)~ Alt“ i(—l)" (ﬂx(t — JAr) (3.40)

j=0
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in care v =[T/At]. Se poate alege T astfel incat derivata fractionard s se

calculeze pentru un numar redus de puncte, de exemplu Vv =2,3,4,5.
Inlocuind (3.40) in (3.37) se obtine:

d’x(t)  dx(t) & .
+ + x(t— jAr) +
"t T IZ_;’O’X( 7A)

dx(t)

+ kx(t) + N(x(¢), 7

)=F(1) (3.41)

unde coeficientii 0, sunt:

_ ¥
pj_Al‘a( 1) (]J

in tabelul urmator sunt date valorile primilor coeficient; P;:

J P,
0 r
At”
1 r
— a
At
2 r
a7
3 1 r
ToA” a(a-1)a-2)
! LT a=-1)a-2)a-3)
24 At”
> LT -1 a-2) a3 a—4)
120 At”
6 1 r
% NG a(a-1)a-2)a-3)a—-4)(a-5)

Tabelul 3.1

Pentru identificarea parametrilor ecuatiei (3.41), termenul neliniar poate fi

dezvoltat ca in (3.19), putand scrie:
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mi(t) + cx(f) + ipjx(t — AL+ hx(f) +

+ ia”x” )+ iﬁmx )+ iiyn+mx”(t))é’" (t)=F() (3.42)

m=2 n=lm=1

Si in acest caz termenii ecutiei pot fi dezvoltati in serie de functii wavelet ca
in relatie (3.20). in plus functiile intarziate x(z— jAt) (unde: j=1,2,..v) vor
putea fi dezvoltate sub forma

X(t—jA)=Y<x> ¥, => x¥, (3.43)

n=1 n=1

Similar ecuatiei (3.19) vom obtine ecuatia matriciala:

XXX VXX, X)X L X, X . (),
. . 2 3 .2 .3 .
Xy Xy X JX Xy Xy Xy o Xy Xy .. (),
. . 2 3 .2 .3 .
X, X, X VX Xy Xy Xy oo X, X, .. (xx),
. . 2 3 .2 .3 .
Xs X5 X VX Xg o XgoXs .. Xgo Xpoo.. ()
. . 2 3 .2 .3 .
X, X, (X .. X X, X, X, .. X, X .. (xx),
. 2 3 D -3 .
X, X, X VXX, X0 X, o X X .. (),
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m K
c F,
o) F;
F4
o, F
k
a
x{ L= (3.44)
a,
B,
B
Fl’l
V2

si similar cazului (3.19) precedent mai poate fi scrisa formal sub forma:
[X g} =1{F} (3.45)

unde [X] este o matrice patratd infinitd, {g} este un vector coloana, reprezenand
parametrii modelului, iar {F} este un vector coloand, reprezentdnd coeficientii
dezvoltarii fotei perturbatoare.

Sistemul (3.44) fiind supradeterminat, solutiile {g} pot fi determinate cu
metoda celor mai mici patrate. Aplicadnd aceastd metoda rezulta:

{g} = (XTTXD ' [XT{F) (3.46)
unde cu [...]"" s-a notat matricea inversd, iar cu [...]' matricea transpus.

3.5. Identificarea unui sistem neliniar cu caracteristica
polinomiala

Identificarea sistemelor se poate face prin prelucrarea semnalelor
inregistrate de la experimente cu ajutorul functiilor de transformare wavelet din
Matlab, MathCAD sau Mathematica [154, 99].

Ne propunem sa identificam prin simulare paramerii modelului vibrant
neliniar fortat, cu amortizare vascosa, cu un grad de libertate, descris de ecuatia:
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mi +cx + kx + a,x* + a,x* = F,sinwt (3.47)

unde ¢ este constanta de amortizare vascoasa, m masa corpului, avand o forta

L v P 2 4 s v
elasticd neliniard de forma F,, = kx+a,x” +a,x", unde k este componenta liniard

a constantei elastice, x este elongatia miscarii vibratorii, F; este amplitudinea

fortei perturbatoare, @ este pulsatia acesteia.
Problema s-a rezolvat cu metoda Runge-Kutta in MathCAD, pentru
constantele fizice:

m=1kg, c=0.5N s/m, k=6000N/m,

a, =28 N/m”, a, =2Nim",
iar pentru forta de excitare:

F,=55N, v=20Hz,w=2nv

Solutiile au fost obtinute in M =10001 puncte, insd pentru aplicarea

metodei s-au extras doar N =1024 puncte, extrase din partea de sfarsit a capturii.
Acest lucru s-a facut pentru a elimina variatiile mari ale solutiei cauzate de
raspunsul tranzitoriu.

S-a utilizat frecventa de esantionare si un interval de integrare:

v,=5000Hz  t€[02s], Ar=1/v,.

Programul MathCAD furnizeazd solutia pentru X, si Vv,, pentru

i=0,..,M —1. Acceleratia a fost calculatd cu diferente finite:

a:W_Wq

' At
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E . :
1
tis)

Figura 3.4 Diagrama Xx(¢)

1
tis)

Figura 3.5 Diagrama a(t)
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S-a calculat de asemenea si sirul xl.z, xl.4 si F,=F,sin27w;, pentru

t,=iAt si i=0,..,N—1. Cu aceste siruri s-au construit matricile [X] si {F} din

relatia 3.21 ale cdror linii sunt [X] Z[ai,vi,xi,xizxf] si {F}={F}.
S-au calculat coeficientii dezvoltarii in serie Haar, de ordinul 2 rezultand
matricile [X], si {f}, transformate pe linii. Solutia problemei se poate scrie cu

ecuatia 3.23.
Rezulta dupa calcule :

m =1.0100000
c=.5071721
k =5993.6742
a2=127.82035|
a4 =2.039390

g} =

Se vede ca rezultatele sunt in bun acord cu datele de intrare. Atragem
atentia ca precizia calculului poate fi marita prin lucru in dubla precizie.

3.6. Transformata wavelet continua

Transformata wavelet continua, cu toate dificultdtile de interpretare a
semnificatiei sale s-a dovedit extrem de utila in analiza semnalelor, deoarece forma
functiei rezultate din transformarea unui semnal este extrem de sensibila la slabele
alterari ale acestuia. Utilizarea transformatei wavelet in prelucrarea semnalelor s-a
facut mai tarziu, odata cu aparitia calculatoarelor de mare viteza, datorita faptului
ca implica foarte multe calcule, fiind o reprezentare bidimensionala a semnalelor

unidimensionale. Si in acest caz vom cosidera c& semnalul x(f) este de pétrat
integrabil:

<x(0)|x()> [ |20 di <e.

Transformata wavelet a wunui semnal unidimensional x(f), este o
transformare continud la o functie de doud variabile W (v,7) , variabilele notandu-se
uneori cu (0,7) = (a,b), Variabila U reprezintd factorul de scald, iar 7 intarzierea.

Transformata wavelet a semnalului x(¢) este definita:

W(v,7) = j‘” ()Y, et (3.48)
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unde: -simbolizeaza operatia de conjugare complexa, iar ‘PU,T(t) reprezinta

functia wavelet. Functia wavelet se construieste dintr-o functie de baza (sau wavelet
mamad) Y(z), de variabild reald € R cu valori complexe W e C (sau reale), cu
ajutorul relatiei:

1

N

Functia W (#) trebuie s3 satisfacd urmatoarele proprietati:
1) Sa fie de patrat sumabil (de energie finitd):

¥, (1) = ‘P(t_TT) (3.49)

+oo
[T1¥@Pdi=E<e, (3.50)
2) Valoarea medie sa fie nula:
oo
j W(t)dt =0. (3.51)
Dacd vom nota cu ‘T’(a)) transformata Fourier a functiei W(¢):

P(w) = fm‘}’(t) exp(—icr)dt. (3.52)
proprietatea 2) revine la
¥(0)=0,

adica la faptul ca spectrul nu are componenta continua.
Se poate arata ca transformarea wavelet este inversabild, in sensul ca:

1 oo ptee drdv
== [ [ weEv¥, 0, (3.53)
Cy 77 (%
unde ¢, este o constanta de normare, trebuie s& fie finitd si definita:
dw < oo, (3.54)

Conditia (3.54) se numeste conditie de admisibilitate, iar ¢y, se numeste
constanta de admisibilitate.
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3) Pentru functiile wavelet de baza cu valori complexe, se mai impune o conditie
suplimentara, ca atat partea reald cat si cea imaginara sa fie nuld pentru frecvente

negative (W <0— W (w)=0+0i=0).

Trebuie sa mai spunem ca utilizarea functiilor de bazda wavelet complexe
prezintd avantajul de a putea separa la reprezentarea W a semnalului o parte de

faza si una de amplitudine.

\I:\/lélj/(zi:t bazi Forma analitica a 1I’(t),q’(a)),c\l,
Morlet 1 1, pe
Y = ——=(exp(iwyt) — exp(——w;))exp(——
%( p(iayt) — exp( > b)) exp( 2)
Qs < 1 2 1,
¥ =7 4 (exp(— (@, ~0)) ~exp(~ )
1 2 3 2 71
ey = (1+ exp(— )~ 2exp(~ )
Palaria P
mexicana ¥ =(1 —tz)exp(—?)
Y =270 exp(—%a)z)
cy =41’
Palaria 4 ! e i 1
mexicand ‘P:\/:ﬂ 4(\/;(1—1‘2)6741)(—_)(1_9’”](_)_22”]
complexa 3 2 N
J 2 - 2 1,
V=2 -7 ‘o exp(—— o )u(w)
3 2
cy =1
Paul” de ¥ o=i"(1-it) "
ordinul m
~ 27
m >0 ¥, == o' u(w)exp(-0)
m!
_ 3 L @2m)
C‘P (2ﬂ-) 22m (m')Z
Gauss de d" 2
ordinul m \Pm = exp(__)
m>0 dr” 2
Y =2z (iw)" exp(—T)
¢y = 2)*T(m)

Tabelul 3.2
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Existd o serie de functii de baza, o parte din ele fiind prezentate in tabelul
3.2.

in tabelul 3.2 © - u(w) reprezintd functia Heaviside (treaptd unitate), iar "
- Hm este functia Hermite de ordinul m , iar sinc (sau sinus cardinalis) reprezintd
functia sinc(t) =sin(m)/(m) [1, 33].

Dintre proprietatile cele mai importante ale transformatei wavelet amintim:
PI. Partitia unitatii:

1 ¢ dv
—[ S dT<x O, () >< ¥, | %) >=<x(1) | x,(t) >,
Cy “RO” IR
Mai precis identitatea integrala:

1 ¢ dv
ZIRFIRCZT [, () ><Y, =1,

v . / . ’ Y . v . v
este valabila numai pentru V=0 si 7 =7 , adica functiile baza wavelet reprezinta
o baza supercompletd, adica are mai multe functii decadt ar fi necesar pentru
reprezentare. Baza ar fi completa daca in membrul dreapt al egalitatii am avea

o(v-0)o(r-7").
PII. Regularitatea: Functiile baza wavelet au in general proprietarea de a avea nule
valorile medii pana la ordinul 7 :

m, = [ ", (0)dt=0

pentru n=0,1,2,....,n.
Transformata wavelet a unui semnal x(¢) dezvoltat in serie Taylor in jurul originii
este:

W(U,O) _ \/;|:i mkvkx(k) (0):|

k=0 k!
si va avea termeni nenuli incepénd de la cel in m, .

3.7. Identificarea sistemelor liniare

Datoritd faptului ca transformata wavelet continua reflectda in mod sensibil
modificarile semnalelor, si datorita faptului ca aceasta transformare este bogata in
informatie, au fost facute o serie de incercari de a o utiliza n identificarea
parametrilor sistemelor liniare si neliniare [143, 129, 79, 48, 38, 123, 141, 142].
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Pentru sistemele liniare, se poate face calculul analitic al transformatei
wavelet continue al rapunsului sistemelor si compara cu transformata wavelet
continua a semnalului cules de la un sistem experimental. Din aceastd comparare se
pot extrage parametrii sistemelor [165, 132, 80, 107].

Vom calcula analitic transformata wavelet pentru raspunsul liber al unui
sistem cu amortizare vascoasa, avdnd amplitudine A, pseudopulsatie @ si factor
de amortizare c:

Aexp(—ct)exp(iwt) t=>0
x(¢) = (3.54)
0 t<0

utilizdnd functia de baza Morlet, definitd mai sus. Rezultd dupa calcule:

Jrv

W(r,0)= NGl
2 2N 2
X exp(—% +w,0v -1+ %) exp[—i(cwv’ —tw—-cw,V)]

><{erf((\/— \/—) (\/— \/— } (3.56)

unde erf(z) este functia de eroare [1, 33].

erf(z) = % j: exp(—1>)dt.

Pentru aplicatii practice se utilizeaza modulul transformatei (3.56), adica:

N
NG

29N 2
Xexp(—%+a}0wv—rc+%)w/(&—1)2+Ie2, (3.57)

unde R, si I, reprezintd partea reald si imaginard a functiei de eroare:

W (z,0)|=
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. 2x <y 13
R, = Rierf (x+iy)} =T;Zyn—,lﬂ(n+5,5;—xz), (3.58)
n=0 "t
oo y2n+1 1 1 )
I, =S3erf (x+iy)} = f Gnt ! 1(n+5,5;—x ), (3.59)
n=0

exprimate in serii contindnd functia hipergeometricd de tip , £ (a,b;z) in variabild

reala [1, 33]
Functia de eroare are proprietatile:

erf (-2)=—erf (2),  erf(z)=(erf(2)),

d 2 )
Zef’f(z) = ﬁexp(—z ), (3.60)
4.
—+az
[erf (2)]" = 1-exp(-z* 71[ ),
+az
unde: erf(z)= F( -x%).

\/_ 1

Daca se considera ca raspunsul liber are forma mai simpla
x(t) = Aexp(—ct)exp(iwt)

atunci, transformata wavelet va avea forma:

2 ) 5 )
W(r,v)= Wexp(—%.pwowv —TC+M)
xexp[—i(cav’ —tw—cwyV)] (3.61)

Modulul acesteia la patrat este:
| W (z,0) = 2vAI7 exp(- + 20,00V = 2¢T +(c* — ' WV?)  (3.62)
Valoarea extremd d |W(z,0)|” /dv =0, este dat& de:

2w’ - W =2w,0v-1=0,
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avand ca localizare frecventele:

oot \/a)oza)z +2(w* - %)
Vmaxl,2 - 2(a)2 _c2)

rezultdnd c3 in domeniul pozitiv (U > 0) se situeazé doar o solutie.
Deoarece transformata wavelet in acest caz este complexa, putem calcula
faza transformatei wavelet continue:

3w
w

® = arctan

=cwv’ —Ttw-cayy,

de unde se poate obtine coeficientul de amortizare.
Rezultd ca in principiu se pot identifica parametrii oscilatiei amortizate
(w ,c) din localizarea maximumului modulului transformatei wavelet. E simplu de

determinat (@, c) pentru doud transforméri realizate pentru doud valori diferite ale
parametrului @,, pentru care vor rezulta doud pozitii diferite ale maximului
modulului:

@y, ,0+ \/a)gl’za)z +2(w - )

V max1 2(a)2—C2)

max12

Vv

(3.63)

ecuatiile (3.62) permitand determinarea completd a parametrilor (@,c¢).

Pentru sisteme cu mai multe grade de libertate, datoritd faptului ca
transformata wavelet este liniara, rezultd ca urmare a transformarii unui raspuns cu
mai multe grade de libertate va rezulta o suprapunere de functii 2d de forma
(3.56), pentru care se pot determina pulsatile proprii si amortizarile

corespunzatoare.
Ar fi interesant de aplicat calculul pentru alte functii de baza, din tabelul 3.2.

3.8. Identificarea sistemelor neliniare

Pentru multe sisteme neliniare cu un grad de libertate ecuatia de miscare se
poate pune sub forma:

¥(t)+ @ x(t) + Af (x(),%(1)) = 0, (3.64)
unde A este un parametru mic.
Solutia ecuatiei (3.64) poate fi aproximata, plecand de la solutia particulara,

corespunzitoare cazului liniar (4 =0):

x,(t) = Acos(w,t +y,)
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cu metoda variatiei constantelor, sub forma:

x(t)= A(t)cos(w,t +y, (1)) = A(t)cos ¢(t) (3.65)

unde A(t), ¥, (¢) sau @(t) sunt functii care se pot determina inlocuind (3.65) in
(3.64), de unde rezulta ecuatiile

A@t) = wisin @(t) f(A(t)cosp(t),—w, A(t)sin (1)), (3.66)

n

()= cos@(t) f (A(t)cosp(t),—w, A(t)sin ¢(t)), (3.67)

A
w, A(t)
care a fost determinatd cu conditia ca:

x(1) = ~w, A(t)sin (2)

Rezulta in final, cu o foarte buna aproximatie:

At = ﬁ joz”sin o(t) £ (A(t) cos o(t),—w, At)sin (1)) dep(t) (3.68)

2” cos@(t) f(A(t)cosp(t),—w, A(t)sinp(t))d p(t) (3.69)

00 =3 [

de unde se poate obtine A(t) si ¢(t), integrand incd o datd dupa timp.
Pe de alta parte, transformata wavelet a unei functii de forma

x(t) = A(t)exp(iwt) (3.70)
poate fi scrisa prin dezvoltare in serie Taylor si eliminand termenii incepand de la
ordinul intai:

W(0.0)= 0 [ A@)expliory’ O
2 IR v

unde W(¢) reprezintd o functie mam3 wavelet. De aici rezult3:
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W(,7)= %A(T) exp(iot)y” (Vo) (3.71)

Rezulta de aici cd pentru un sistem al carui raspuns liber va fi de
forma(3.70), transformata wavelet a acelui rdaspuns (3.71) va contine informatii

despre @ si A(t), adica din @ si A(t) vom putea identifica @ si A(?).
Pentru cazul mai general in care un semnal are forma generala:

x(t) = A(t)exp(ig(t)), (3.72)

transformata wavelet va fi de forma:

W(v,7)= %A(T )exp(ip(2)y (V(7)). (3.73)

De aici mai rezulta ca pentru un sistem al carui raspuns liber va fi de forma
(3.72), transformata wavelet a acelui raspuns (3.73) va contine informatii despre
@(t) si A(t), adica din ¢@(t) si A(t) vom putea identifica @(t) si A(t).

De aici rezultd cd putem folosi relatia (3.73) pentru identificarea din
raspunsul liber a sistemelor neliniare cu un grad de libertate descrise de ecutia
diferentiala (3.64) deoarece, solutia acestui sistem poate fi separatd sub forma
(3.72), dupa metoda variatiei constantelor descrisa mai sus, utilizand relatiile (3.68)
si (3.69).

Trebuie sa observam cd din (3.73) se pot extrage mai multe informatii,
deoarece W (v,7) este o functie complexd de doud variabile (0,7), la care putem

sa separam modulul si faza transformatei wavelet:
Ju .
A, 7) =W [ (v,7) ZTI A| (D) |y | (ve(7)).

3wy

d(v,7) = arctan———.
R}

Mai preciz&m ca in cazul unei functii mama wavelet reale faza @ este tocmai:
O (v,7) = (7).

Pentru cazul si mai general al unui sistem cu mai multe grade de libertate, in care
raspunsul liber este un semnal care are forma generala:

x(0) =Y 4, (0 expli, (1), (3.74)

BUPT



3.9 - Transformata wavelet continud a unui sistem neliniar cu caracteristica polinomiala 93

transformata wavelet va fi de forma:

W(v,7) =%Zn}ﬁlk(ﬂeXp(i%(T))l/f*(U(bk(T))- (3.75)

k=1
Si in acest caz se poate separa amplitudinea si faza transformatei wavelet.

3.9. Transformata wavelet continua a unui sistem
neliniar cu caracteristica polinomiala

Utilizdnd metoda dezvoltatda in sectiunea anterioard ne propunem sa
calculam reprezentarea wavelet a unui model de sistem vibrant neliniar, cu
amortizare vascosa, cu un grad de libertate, descris de ecuatia:

¥+ i+ wlx+ax’ +ax’ =0, (3.76)

unde A este constanta de amortizare vascoass, @, este pulsatia sistemului in
absenta neliniaritatii. Sistemul are o forta elastica neliniara de puteri impare in X,

2 3 5 . . .
de forma F,=m(w,x+ax” +asx’), unde m este masa sistemului vibrant
2 L v . . . .
k =maw;, este componenta liniard a constantei elastice, iar componentele neliniare
au constante ma,,mas. Aici x este elongatia miscarii vibratorii.

Vom stabili forma explicitd a transformatei wavelet continue W(v,7) cu
relatia (3.73) a raspunsului sistemului (3.76). Pentru aceasta vom pune solutia sub
forma x(t) = A(t)exp(i@(t)) si vom determina A(¢) si ¢(t)).

Vom fixa conditiile initiale:

x(0)=4,,  v(0)=x(0)=0.
Vom rezolva ecuatiile (3.68) si (3.69) pentru sistemul nostru considerand

C,a,,as parametri mici.
Rezulta dupa o serie de calcule:

A(t) = A, —%z,

l/'/,,(f):%%ff‘ +%%A2 (3.77)
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cas

2
8w,

W, (1) = p(t) ~ 1 = ——5 (4, —grr‘ ~ (4, -gnz

4w

n

Expresiile lui A,¥,,0,y, determinate in (3.77) se pot introduce in expresia lui

W(v,7), stabilitd in sectiunea precedenta:

W(,7)= gA(T) exp(ip(D)y" (VP(7)).
rezultand:

W (v,7)= %(Ao 57

x exp(i[w,r — ;Z)} (4, —% ) - ca3 (Ao 2')2])
.. 5 ca _Coys 3 cay [
Xy [U(E_(AO 5D T, (Ao T) )]

Aceasta functie va avea o componenta de amplitudine de forma:

A(v,r>=%|(Ao—§r>|

Xy |0 > cay s (4, -2z’ +§%<Ao -Sop)

unde I este o functie mama wavelet aleasad in functie de nevoile de analiza.
Daca alegem I/ ca functie mama wavelet Gauss de ordinul intéi, vom avea:

1
l//Gaussl (Z) =z exp(_E 22 )

Rezulta:

Ju

A(v,r>=7|(Ao—§r>|

SCas _Cpyt 38y _Coy
o Ty g =]

(Ve :
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3.9 - Transformata wavelet continud a unui sistem neliniar cu caracteristica polinomiala 95

Vom prezenta in continuare forma modulului A(D,7) pentru urmétoarele
valori ale parametrilor sistemului:
CazulI. 4,=10 m, ¢=0.5 Ns/m, @, =407 rad/s, a, =20 N/m?, a;=2 N

/ m > . Conturul este reprezentat in figura 3.6.
Cazul II. Pentru valorile 4, =10 m, ¢=0.5 Ns/m, @, =407 rad/s, a; =0.2 N

/m°, a; =02 N/ m°, conturul este reprezentat in figura 3.7.
Se observd din domeniul de reprezentare (V,7) cd forma modulului se

modifica sensibil cu variatia parametrilor neliniari a,,a; .
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W]

Figura 3.6 Profilul 4(0,7); Cazul I
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3.9 - Transformata wavelet continud a unui sistem neliniar cu caracteristica polinomiala 97

Figura 3.7 Profilul 4(0,7); Cazul II

Rezulta ca transformata wavelet continuda este un instrument senzitiv de
investigare a parametrilor sistemelor neliniare, insa incomod pentru extragerea
valorilor concrete ale parametrilor sistemelor neliniare.
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4. IDENTIFICAREA SISTEMELOR NELINIARE
IN DOMENIUL FRECVENTA

Metodele de identificare a sistemelor in domeniul frecventa au fost
dezvoltate dupa punerea la punct a algorimilor de analizd Fourier (FFT) si de
densitate spectrald de putere.

Aceste metode au fost aplicate pe larg la sistemele liniare [116] constand in
esenta in identificarea pe baza raspunsului sistemelor prin excitare armonica cu o
serie de frecvente. Astfel au fost puse la punct metode de analiza modala in
domeniul frecventa[149].

Au fost dezvoltate de asemenea metode de identificare a sistemelor
neliniare in domeniul frecventa. Au fost stabilite atat tehnici de identificare
parametrica cat si neparametrica [116, 54].

In investigarea noastra ne vom referi numai la metodele parametrice.

Pentru sistemele neliniare problema identificarii este mai dificila [125].

S-au pus la punct astfel metode care au la baza stabilirea functiilor de
raspuns a sistemelor in domeniul frecventa.

Stabilirea raspunsului in frecventa se poate face pentru semnale de intrare
deterministe sau aleatoare [50, 59]. Analogul functiei de transfer a sistemelor liniare
la sistemele neliniare sunt seriile Volterra.

Mai exista metode eficiente cum ar fi cea de identificare in frecventa a
sistemelor cu feedback sau prin liniarizare.

De asemenea au fost stabilite metode cum ar fi metoda balantei armonice si
metode de analiza spectrala de ordin superior [108, 101].

O prezentare criticd a metodelor de identificare in domeniul frecventa a
sistemelor neliniare a fost elaboratd de H. Zhang si S.A. Billings [169].

In cele ce urmeazd vom studia cateva metode parametrice de identificare
pentru sistemele neliniare.

4.1 Identificarea sistemelor neliniare cu metoda
balantei armonice

Metoda balantei armonice este o0 metoda bazata pe dezvoltarea semnalelor
in serii Fourier si de stabilire a unor relatii de legatura intre acesti coeficienti [76, 8,
65, 114].

Aceastda metoda a permis punerea in evidenta a fenomenelor de salt de
amplitudine, specific fenomenelor neliniare, care apar atunci cind frecventa de
excitatie a unui sistem vibrant neliniar se modifica.

Metoda da rezultate bune si la identificarea unor sisteme cu neliniaritate
complicata cum ar fi cele histeretice [92].

Metoda balantei armonice permite de asemenea stabilirea unor solutii periodice ale
sistemelor neliniare.

Vom arata cum se poate aplica aceasta metoda la un sistem vibrant neliniar,
amortizat, fortat, cu un grad de libertate.

Vom nota cu x = x(¢) pozitia instantanee a oscilatorului. Cu aceasta vom
considera ca ecuatia de miscare a acestui sistem vibrant este de forma:
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4.1 - Identificarea sistemelor neliniare cu metoda balantei armonice 99

N M K L

mx +cx + kx + anx" + Z(,“mx'” + ZZrk,xkfcl = F, sin(ax) (4.1)
n=2 m=2 k=1 I1=1

unde F0 este amplitudinea fortei perturbatoare, @ este pulsatia fortei

perturbatoare, m,c,k,k ,c_ si 1, sunt parametri care se determind din date

27nd T m
experimentale.
Vom considera ca am stabilit un regim in care raspunsul sistemului este

periodic cu o perioada egald cu a excitatiei T = —.
w
Semnalul periodic (raspunsul periodic) se poate descompune in serie Fourier
sub forma:

+4oo
x(1)=Y (D, cos jor +E, sin jar), (4.2)

Jj=0

unde Dj Si Ej reprezinta constante care se determina cu relatiile:

— 1 T .
D, = ?jo x(t)cos jewdt (4.3)

G
E, —?jox(t)51n]al t (4.4)

unde j este un intreg pozitiv ( j€ N ).
Rezultd ca E, =0, iar D, reprezintd componenta de curent continuu a
semnalului. Dacd D, = 0, semnalul se numeste centrat.

Derivatele lui x(¢) vor fi:

4oo
x(t)= Z(—ja)Dj sin jat + jwE; cos jar), (4.5)

Jj=0

5#(0)= Y (- (jw)* D, cos jax —(jw)’ E, sin jax) (4.6)

Jj=0

Puterile lui x si X vor fi de asemenea functii periodice. In mod similar
aceste puteri se pot dezvolta in serie Fourier, obtinand:
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100 Identificarea sistemelor neliniare in domeniul frecventa - 4

(x(1))" =D (e cos jar + B! sin jar), (4.7)
j=0
(xX(1)" =D (" cos jar+ p!' sin jar), (4.8)
Jj=0
(x(1) () =D (A cos jex +n) sin jar), (4.9)
Jj=0

- « : . . Y
Coeficientii dezvoltarii in serie Fourier 0(7,,6’/",;/7 Si 5]" precum si ﬂj 7

se determina similar cu (4.3) si (4.).
Inlocuim (4.2) si (4.5) - (4.9) in (4.1). Vom separa termenii cu aceiasi

sin jw si cos ja .
Rezultd sistemul de ecuatii pentru termenii in sin jo si cos jw :

- jza)zEjm —jwDc+Ek

N M K L
+ Bk, + D ple, + > >, = Fd,, (4.10)
n=2

m=2 k=1 [I=1
—j*w*D.m—- jowE ¢
J ;M= JOE;

N M K L
+Dk+ Yk, + > e, + D> An, =0. (4.11)
n=2

m=2 k=1 1=1

in (4.10) s-a notat cu 517 simbolul Kronecker, cu proprietatea

Din punct de vedere experimental se masoard experimental x(¢) obtindndu-
se sub forma esantionatd x,,Xx,,...,x, , in N puncte.
Vom nota cu 7, perioada de esantionare a semnalului inregistrat. Aceasta

periodda trebuie aleasa astfel 1incat sa verifice teorema Iui Shannon
(v, = I/Te 2V V.. fiind frecventa maxima din spectru).

max !
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Se calculeazd X cu diferente finite, adicd X, = (x, —x,,)/T,. Se calculeazd
sub formd discretd: y, =x!' z, =X z, = x X, .

Aplicdnd orice program care calculeaza transformatele Fourier ale acestor
semnale (bazat pe FFT), se obtin pentru diferitele armonici, coeficientii Dj,Ej,
o), B,y si O] precum si /1.1;1,77;‘[, unde j=0,1,2,... reprezintd ordinul armonicii.

F, si w se considera cunoscute.

Numarul de armonici in care se aproximeaza semnalele trebuie ales astfel
incat din (4.10) si (4.11) sa se obtina un sistem de ecuatii rezolvabil. Dacd masa m

este cunoscuta, putem defini matricile:

0
—wD,
—2wD,
—3wD,
—4wD,
—S5wD;
—6wD,
—TwD,
—8wDy
-9wD,

- NwD,

\ohj ocm.‘l \1[1." om mh.‘l ng‘l wm.‘l Nm »—m S

tq
=

B
B
B
B
B
Bs
B
B
B
B

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

By
B
B
B
B
By
By
B
B
B

£

2

£

2

12
05

NI

SRS

i)
Cr ¥ trfxrVx Pt ¥rYxrTx %

i)

'
7711 :
'
'
7,
ns'
7'
'
g
7

11

My

KL
o

me
"
s
7he
s
7k
"
N5

KL
1y

KL

My

(4.12)
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0 D, o o .o yro.oyr A ]
—wE, Do o oo o A AT
-20E, D, o o al v oA LA
=3wE;, Dy o & .. 05 Y5 o Vs A A
-40wE, D, o o, al v, v A A
-S5wE, D, o o al y: yioA LA

5| ~6@Es D, a, o ..o yio ooyl A A 4.13)
-TwE, D, o o ..o yi ..oyt A LA
—8wE, Dy & & .. & ¥ o V5 A o A
—OWE, Dy 5 Oy .. & Yy o Ve A Ay
-NwE, D, o, o, .. oy Vv . Vv Ay oo AV

Vom introduce de asemenea vectorul coloand W al parametrilor
necunoscuti de determinat, precum si F',G vectori coloand cunoscuti. Dacd avem

de determinat N parametri necunoscuti, atunci matricile A, B trebuie s fie de tip
NXN ,iar F,G si W s& fie de tip Nx1.
Acestia sunt:
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C

k 0 0

k, F, + a)zE1 a)le

k, 2’W’E, 2’w’D,
3w’E, 3*w’D,

ky Yw’E, 4 w’D,

c, 5’w’°E, 5w’ D

=, s (4.14)

c 6w’k 6" w’ D

CM

n
N’w’E, N’w’D,

rKL

Cu aceste notatii ecuatiile (4.10) si (4.11) se scriu:

AW =F BW =G (4.15)

si permit identificarea parametrilor prin deteminarea vectorului W al parametrilor.
In cazul mai general in care forta perturbatoare este o functie periodica cu pedioada
T =2nw, adicé

F(t)=F(t+T),

Aceasta se poate dezvolta la randul ei in serie Fourier:

+oo
F(t)= > (F; cos jox+F sin jex), (4.16)

Jj=0

unde F si F; reprezintd coeficientii dezvoltérii fortei f(f) n sinus repectiv

cosinus. Ecuatia de miscare se poate scrie in acest caz:

N M K L
mx +cx + kx + anx" + Zmem + ZZrk,xkicl =F(?) (4.17)
n=2 m=2

k=1 1=1

in mod similar cu cazul (4.1) vom separa termenii cu aceiasi sin jw si
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104 Identificarea sistemelor neliniare in domeniul frecventa - 4

COS j . Rezultd sistemul de ecuatii pentru termenii in sin j@ si cos jw :

N M K L
— j*0E;m— joDc+Ek+Y Bk, +> plc, +> > nin, =F, (4.18)
n=2

m=2 k=1 [=1

N M K L
—jza)szm—ja)ch+D_/.k+ 20(;7/(” + Zj/;”cm +ZZﬂlj‘.lrkl =F’. (4.19)

J
n=2 m=2 k=1 [=1

Si de aceasta data vom considera ca masa m a sistemului vibrant este
cunoscuta.

In acest caz matricile ' si G vor deveni:

0 Fy

F’ +@’E, F+w’D,
F+2°w’E, Ff +2°w’D,
F’ +3*w’E, Ff+3*w’D,
F +40’E, F+4w®’D,
F} +5 0’E, Ff+5 &’ D,

s g2 e 2 2 > (4.20)
F +6°w'E, FS+6°w Dy
Fy+N’0’E, F{+N’w’D,

Si in acest caz identificarea parametrilor se face prin deteminarea vectorului
W al parametrilor, rezolvand sistemul de ecuatii (4.15).
Vom aplica metoda la un sistem vibrant cu neliniaritate puternica.

4.2 Identificarea unui sistem vibrant de tip van der Pol
modificat

Ne vom ocupa acum de identificarea cu metoda balantei armonice a unui
sistem vibrant fortat de tip van der Pol modificat [9, 15], datorita comportamentului
sau puternic neliniar [89]. Acesta este descris de ecuatia [89, 98]:

mi + £(x” —1)x + kx + Asin x = F, sin ax, (4.21)
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4.2 - Identificarea unui sistem vibrant de tip van der Pol modificat 105

unde € si A sunt parameteri pozitivi, m este masa sistemului, k este constanta
elasticd F; este amplitudinea fortei perturbatoare, iar @ este pulsatia acestei forte

perturbatoare, respectiv perioada T =27 @ .
Vom introduce coeficientii Fourier ai dezvoltarii unei solutii periodice si

observam c3 dezvoltarea in serie a X():

a, = % Iorx(t) cos(kar)d k=0,12,..n
b, = ["x(t)sin(kat)dt k=12
k _FLX( )sin(kar) =1,2,...,n
1 ¢r, , )
&= L (x2(t) = 1)%(t) cos(ker)dt k=0,1.2,...n
d, = % jOT(xz(z) —1)x(¢) sin(ker)dt k=12,..n (4.22)
= L7 sin(x(e)) cos(kar)dt k=012
e, —?J.O sin(x(z))cos(kax) =0,1,2,...,n
1 (7 .
fi=7 jo sin(x(¢)) sin(ker)dt k=12,..n

i) = 3 - Ewa, cos(kar) —K2a?b, sin(kar))

k=1
adicd coeficientii dezvoltérii X(¢) vor fi —k’w’a, si —k’w’b,, iar termenul

constant lipseste.
Dezvoltam in serie Fourier toti termenii ecuatiei (4.21) si separam ecuatia

pentru termeni de acelasi ordin in cos(kawt) si sin(kwt). Obtinem astfel pentru
termenul constant:

cE+ak+e,A=0, (4.23)
respectiv pentru k£ =1 relatiile pentru termenii in cosinus si sinus:

-wam+ce+ak+eA=0 (4.24)
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2 _
—wbm+de+bk+ fA=F, (4.25)
Pentru k >1 relatiile pentru termenii in cosinus si sinus:

-kKwam+ce+ak+eA=0 (4.26)

-kKwbm+d.e+bk+ f,A=0, (4.27)

Putem forma un sistem de ecuatii introducdnd matricile coloana
coeficientilor de identificat si matricea nXx1:

0
m 0
x=1° , F= £y , (4.28)
k 0
A
0
precum si matricea nx4
0 ¢, a, eo_

2
-wa ¢ a e

2

— b, d b f
2

-4w'a, c, a, e,

A= , , (4.29)
-4w’b, d, b, f,

)
-k*w'a, ¢, a, e

n n n

—Kw’, d

Ecuatia de identificare este:
AX=F (4.30)

dimensional fiind supradereminata.

Existd doud moduri de rezolvare a ecuatiei: sau construind o matrice 4 de
tip 4%x4, pentru liniile 1,2,3 si a unei linii la care componenta in spectru are marime
semnificativa.

Solutia in acest caz este X = A™'F.

BUPT



4.2 - Identificarea unui sistem vibrant de tip van der Pol modificat 107

Ca sistem supradeterminat, in cazul in care mai multe componente armonice
sunt semnificative, vom construi matricile cu aceste componente, solutia fiind in
acest caz:

X=(A"A)(4F), (4.31)

t . 1% .
unde A’ este matricea transpusd a matricii 4.

Pentru verificarea acestei metode, in locul rapunsului unui sistem van der
Pol real, masurat pe cale experimentald vom rezolva pe cale numerica ecuatia

(4.21), pentru valori date ale parametrilor m,&,k,A si pentru o perturbatie cu

amplitudinea fortei F|, si pulsatie cunoscutd. Rezolvare s-a fdcut in Mathcad

utilizand metoda Runge-Kutta.
Am ales parametrii:

m=1kg, e=1s/m’, k=40N/m, A=5N
si de asemenea:

F,=50N v=1Hz, @=6.283s".

Solutia a fost stabilitd in N puncte in intervalul de timp t€[0,7], cu o
frecventa de esantionare V,, unde:

N =10001 te[0,7], T =100s, 1% :NT—IZ 100Hz

e

Cu o astfel de alegere a frecventei de esantionare se pot surprinde
componente armonice nedistorsionate pana la 50 Hz.

in figura 4.1 este prezentatd diagrama acceleratiei a(z), in figura 4.2
diagrama vitezei v(¢), in figura 4.3 diagrama elongatiei x(¢), iar in figura 4.4
diagrama fortei elastice sin(x(¢)), si in figura 4.5 diagrama componentei fortei de

amortizare (x*(£) = 1)v(¢) :
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T rrr
J ‘} L ‘.g \Ur i Hl LJ H;, 1}’ E“

Figura 4.1 Diag;itma x(t)
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Figura 4.2 Diagrama Vv(?)
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i sistem vibrant de tip van
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Real X(v)

(x2-1) v [mm3/s]
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Figura 4.5 Diagrama (x”(¢)—1)v(¢))
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Figura 4.6 Partea reald a X (V)
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Fourier Frequency Spectrum
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Figura 4.7 Partea imaginard a X (V)

Fourier Frequency Spectrum
20000

17500

15000 -

12500 -

10000

Real V(v)

7500

5000

A N |

0 2 4 6
Frequency [Hz]

Figura 4.8 Partea reald a V' (V)
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Fourier Frequency Spectrum
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Figura 4.9 Partea imaginarda a V/ (V)
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Figura 4.10 Partea reald a A(V)
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Imag A(v)

Real S(v)

Fourier Frequency Spectrum
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Figura 4.11 Partea imaginara a A(V)
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Figura 4.12 Partea reald a S(V)
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Fourier Frequency Spectrum
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Figura 4.13 Partea imaginara a S(V)

Fourier Frequency Spectrum

1e+05

5000231365

90000

80000 - 1 st 7o05s

70000

60000

50000

Real D(v)

40000

0019984 33389

30000

20000+

10000 A

. g

0 2 4 ' 6
Frequency [Hz]

Figura 4.14 Partea reald a D(V)
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Fourier Frequency Spectrum
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Figura 4.15 Partea imaginara a D(V)

Vom nota transformatele Fourier ale urmatoarelor semnale:

XW)=Fix@®;, VW)=Fp@;,  AV)=Fla@®);,

Sv)=Fisinx()},  Dv)=F{(x*()-1v()},

care sunt functii complexe. In figura 4.6 si 4.7 sunt reprezentate partea reald si
imaginard a X (), in figura 4.8 si 4.9 sunt reprezentate partea reald si imaginard a

V' (v), in figura 4.10 si 4.11 sunt reprezentate partea reald si imaginard a A(V), in
figura 4.12 si 4.13 sunt reprezentate partea reald si imaginard a S(v), iar in figura

4.15 si 4.15 sunt reprezentate partea reala si imaginara a D(V) .

Din spectre se observa ca acestea contin atdt componente continue,
corespunzatoare partii raspunsului liber a sistemului, cat si o serie de linii spectrale,
corespunzatoare raspunsului armonic sau fortat. Mai notam ca forta de excitatie a
sistemului are frecventa de V=1 Hz, iar in spectre apar linii spectrale
corespunzéatoare armonicilor impare 3v,5v,...

Deoarece spectrele contin si componente continue pentru rezolvarea
ecuatiei de indentificare (4.30) nu s-au luat aceste componente din spectre ci s-au
calculat coeficientii Fourier cu relatiile (4.2) sub forma discreta utilizdnd din semnale
ultimele perioade, in care lipsesc componentele neperiodice ale raspunsului liber.
Acestea sunt prezentate in tabelul 4.1.
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n
all bn Cll dn el’l f;l
0 | -0.0003462 0 0.0031465 | 25.389328 3.814791e-5 0
1 | -1.8093387 -0.05282246 1.4034119 | 0 -0.091243 -0.072367
3 | 0.0296120 0.10576129 7.5567196 | 33.357766 0.379099 -0.0027944
5 | 0.00929345 -0.0051819 9.6587449 | -4.6354059 -0.10385 -0.0575653
Tabelul 4.1
Am restrans sistemul de ecuatii la forma:
s _
-wa ¢ a e
2
_| bl dl bl f1
o , (4.32)
-3'wa, ¢ a, e
2 2
-3wb, d, b, f3_
m 0
x={° F=1" (4.33)
= = 4.33
b b
k F,
A 0
Ecuatia de identificare este:
AX=F (4.34)
dimensional fiind supradereminata.
Utilizand Fy = 25, si valorile numerice din tabelul 4.1 rezulta:
m € k A
0.9990379 0.9990576 39.9788731 4.89893907
Tabelul 4.2

rezultat foarte bun cu parametrii initiali ai sistemului. Se observa ca la primii trei

parametri eroarea de estimare este de ordinul 107 =107 %

4.3 Identificarea sistemelor neliniare cu metoda

Seriile Voltera au fost introduse Vito Volterra (1860-1940), dar aplicarea
acestora la studiul sistemelor neliniare s-a facut mai tarziu de catre Norbert Wiener
in 1942 intr-o suita de cercetari militare [124, 15]. Pe acest motiv metoda de

seriilor Volterra

identificare se mai numeste si Volterra-Wiener [121].
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4.4 - Functia de transfer a unui sistem liniar 117

Un articol care contine lista lucrarilor publicate inainte de 1977 in domeniul
identificarii cu metoda seriilor Volterra este lucrarea lui Barret [5].

4.4 Functia de transfer a unui sistem liniar

in teoria sistemelor rdspunsul la iesirea unui sistem se exprimé in functie de
excitatia la intrare si de caracteristicile interne ale sistemului (Fig. 4.16).

Un sistem se numeste liniar, dacd pentru doud semnale de intrare i, si i,,
aplicate simultan sistemului, acesta raspunde la iegire cu suma raspunsurilor ¢, si

e, , corespunzdtoare raspunsurilor individuale la semnalele i, si I, :
I, —e,e, e, =i ti, >ete,.

Aceasta proprietate a sistemelor exprima principul superpozitiei.
Proprietatile interne ale sistemului sunt continute in functia de transfer a
sistemului. Se numeste functie de transfer a unui sistem liniar, raspunsul dat la
iesire, daca la intrare se aplica un impuls infinit de scurt, de forma:
oo t=0

x(1)=0()=10 t#0 (4.35)

adica sub forma unui impuls (functii) Dirac.

\ 4

Figura 4.16

Rdspunsul sistemului la iegire va fi in acest caz /(). Fiind cunoscuta functia
de transfer a sistemului, se poate exprima raspunsul la iesire y(t), in functie de

semnalul aplicat la intrare x(¢) (Fig. 4.16):

() = th(t —7)x(7)dr =
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= th(r)x(t —7)dr=(h®x)(t) (4.36)

unde s-a notat cu ® produsul de convolutie al functiilor, exprimat prin integrala
(4.36). Egalitatea celor doua integrale se poate demonstra imediat.

Functia de transfer a sistemelor fizice reale trebuie sa verifice urmatoarele
proprietati:
Principiul cauzalitatii: Raspunsul sistemelor fizice reale nu poate s apara inaintea
semnalului de intrare (efectul nu apare fnaintea cauzei), care produce acest
raspuns. Matematic aceasta proprietate este indeplinita daca:

h(t)=0 daca: t <0, (4.37)

Principiul stabilitatii: Raspunsul sistemului trebuie sa fie finit. Aceasta conditie
este asigurata daca:

[ 1Ay de < +eo, (4.38)

in continuare ne propunem s3 verificim validitatea relatiei (4.36). Vom
considera cd la intrarea sistemului se aplicd un semnal de intrare x(¢), definit pe

intervalul z€[0,0), semnal presupus cunoscut analitic. Acest semnal se poate
discretiza in intervale egale, de latime micd £€=A¢, (k=0,1,2,...). Pe aceste
intervale putem considera ca X, este constant. Dacid & — 0, aceste trepte in care

s-a aproximat x(#), vor fi echivalente cu d(t,) ® x(t,) .
Prin urmare la fiecare din aceste trepte se vor genera raspunsurile (Fig.
4.17):
h(t),h(t — Af),h(t = 2A0),...
Deoarece semnalul de intrare este aproximat sub forma:
x(0)u,, (0)At,x(At)u,, (At)At,x(2At)u,, (2At)At,...,
la iesirea sistemului se obtin in fapt raspunsurile:

h(6)xX(0)ALA(t — ADX(ADAL h(E — 2A0)x(2AD AL, ..,
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v
—

t1 ) ts
Figura 4.17

Principiul superpozitiei afirma ca la un sistem liniar raspunsul sistemului va fi
suma raspunsurilor la excitatiile individuale. Considerand ca t€ R rezulta:

Y(t) = i h(t — kAt x(kAL)AL.

Rezultd ci la limitd (Af — 0), acest rdspuns total va deveni:
(1) = th(z —7)x(7)dr. (4.39)

Se poate arata fara dificultate, ca la sistemele la care relatia intre intrare si
iesire este descrisa de o ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti constanti, atunci
pentru acel sistem exista si relatia (4.36) intre intrare si iesire.

Integrala (4.36) se numeste integralda Duhamel.

4.5 Studiul sistemelor neliniare cu metoda seriilor
Volterra

Vom considera un sistem dinamic neliniar cu un grad de libertate descris de
ecuatia:

L{ix()}+ N{x(t)} = F(¢) (4.40)
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unde L{x(t)} este un operator liniar, N{x(¢)} este un operator neliniar, F'(t) este

o perturbatie externd (o fortd perturbatoare), iar x(¢#) parametru dinamic
necunoscut (variabila de pozitie) reprezentand raspunsul sistemului la perturbatia
F(t). Vom considera cd se poate obtine solutia x,(¢f) a partii liniare (adicd

Lix, ()} = 0).
Metoda seriilor Volterra are la baza stabilirea unei metode de a exprima
raspunsul sistemului neliniar ca o serie de integrale care generalizeaza integrala de

convolutie, depinzand de puterile perturbatiei F'(¢) :

x(0)= [ h(@)F(t-1)dz,
* _[:I:hz (7,,0,)F(t—1)F(t—71,)drdr, +
* J:oJ-—D:oJ.Zh3 (Tl ? Tz » TS )F(t - Tl )F(t - Tz )F(t - 2-3 )dTIdTQdT3 +...

[ [ [ h@ 7t F(t=2)F(t=1,)..F(t~7,)d7,dT,...d7,
+... (4.41)

unde h,(7,,7,,...T,) este o functie formal echivalentd cu functia de transfer Volterra
de ordinul n, numita si nucleu.
Functile 4, (7,,7,,...,7,) (unde n=1,2,..) trebuie sd Iindeplineasca

conditiile:
Principiul cauzalitatii:

h(7,,7,,..7,)=0 pentru: 7, <0, Vk=12,..,n (4.42)

Integrabilitate in L' (R) : Raspunsul sistemului trebuie s3 fie finit. Aceasta conditie
este asigurata daca:

N |h (7,,7,,...,T,) | dT,dT,...dT, <+oo, (4.43)
[ @ gz ldzdr, .z,

Conditia de regularitate:

lim 4,(7,,7,,....7,) =0 pentru: Yk=12,..,n. (4.44)

7)o
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Functia hl(t) reprezinta functia de transfer corespunzatoare partii liniare a

sistemului dinamic (4.40).
Transformata Fourier n — dimensionald a functiei hn este:

H (w,,...0,)= .[R....[Rhn(rl,rz,...,rn)
xexp[—i(w7, + 0,7, +...+ w7, )drdz,..dT,, (4.45)

unde R, =[0,%0). H (@,,...,®,). H, se numeste multispectru de ordinul n . Pe
de altd parte % (¢), pentru n>1 depinde de perturbatia de intrare F(¢), adica

h,(t) depinde de functia de excitatie. H, reprezintd o cantitate complexa.
Prin transformata Fourier inversa n — dimensionala se obtine:

1
(27)

h(T,,Ty,...T,) =

XIR...IRHn(wI,...,a)n)exp[i(a)lrl+a)22'2a)3r3]da)1da)2...da)n. (4.46)
Termenul:
x,(O=[ [ 1@ 70 T F(E=T)F(t=17,).. F(t~7,)dT,..dT,, (4.47)

unde n=1,2,..., reprezintd raspunsul de ordinul 7 al sistemului neliniar.

Prin urmare solutia x(¢) a ecuatiei de migcare se poate scrie:

X(t) = ix (0). (4.48)

Transformata Fourier unidimensionald a x, (f) este:

1
(2r)"

X, (w)= .[:OEQ...I:HH(a)l,a)z,...,wn)

XF(w)F(w,)..F(w,)d(w-0,-o,..—0,)dodo,..do,, (4.49)

si este cunoscutd ca spectrul de ordinul n a functiei de raspuns, iar F(a)) este

transformata Fourier a functiei de excitatie F'(¢).
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Dac3 considerdm c& excitatia este F(t)= Ae'” , inlocuind (4.41) in (4.40)
putem calcula diferitele ordine ale functiei de transfer pentru excitatie armonica de
tip exp(iar) .

in acest caz réspunsul va fi de forma:

x(t) = ZA” H (0,0,..0)explinwt] = anei”“”, (4.50)
i=1

j= n=1

reprezentand o suprapunere de armonici.
O forma mai generala a seriilor Volterra este:

x(t) = J:}zl (t,7,)F(z,)dr,
+ .Eof;hz (t’ 2 )F(Tl )F(Tz )dz-ldrz +
[ bttt F@)F @) F @) drdedz, + .

+[ [ h(t.7, 700t F(R)F(3,).. F(z,)dTd7,..d,

¥... (4.51)
unde h,(¢,7,,7,,...T,) functia de transfer Volterra de ordinul 7.

Exita diferite metode de determinare a functiilor hn, de care ne vom ocupa

in continuare.
4.6 Raspunsul la excitatie armonica de forma cosmw,t

Consideram excitatia de forma:
A ia)ot —ia}ot
F(t)= Acos(w,t) = E(e +e ")

unde A este amplitudinea, iar @, pulsatia excitatiei.

Cantitatea F(¢—7,)...F(t—7,) din relatia (4.41) poate fi scrisa intr-o
forma de tip exponential ca:

F(t=1)..F(t=7,)= D, exp(Q ctu(t =)o .- o=
k=1
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I < 0
Dn _'[zakF(t _Tk )] 9
N =1

al:...:anzo
unde Dn reprezinta un operator diferential:

an

D -_———
Jda,0c,..0c,

n

(4.52)

Ultima relatie din (4.52) rezulta dezvoltdnd exponentiala in serie Taylor.

Raspunsul (4.51) va fi:

x(1) = i [dz..[ dz,

1 n "
x;hn (7 7,)D,[D e F(t —7,)]

k=1

Functia de transfer H, va fi:

H,(@..0,) = | d7,..[ dz,

5

1 n
X;hn (Tl""’Tn)Dn [HAn (a)r)]
. r=1

==, =0

unde:

A (w)= Zn:ak exp(—iwrt,).

k=1

Rezulta de aici:
Y F(t-1,)=
k=1

A

(4.54)

A 4 i, (t-1 —iw, (-7 i, —i,
=2 (€T T = 2 A, (@) + e A, ()
k=1

Obtinem de asemenea, dupa dezvoltare binomiala:
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1 Z n A " i i@, n
;[ZakF(t - Tk )] = (?j [e Ot An (a)O) +e Ot An (_a)O )]
* k=1

= é B 1 iyt kp, "m0 4 o (n=k)
(2] L oe A (@I Te ™ A, o,

Obtinem in final raspunsul neliniar:

) z(éj 1 D" [A: (wo )A:_k (_wo )ei(Zk_n)wol

_ i(éjn ! 1 I (@ )ei(2kﬂz)w0t
Skl (n—k) ’

unde H,, ,(@,) reprezintd H (w,0q,,...,0,) in care @ =, =...=

Wy = Opsy = = 0, = .

4.7 Metoda fortei neliniare

= K(n—k)! y=.cmer, =0

n

(4.55)

W, =W, si

Metoda a fost introdusa in literatura de J.J. Bussgang si L. Ehrman [21], si a
fost numitd si metoda curentului neliniar. Notiunea de curent nu se referda la

curentul din circuite.

Metoda se aplica unor sisteme dinamice neliniare descrise de ecuatia de
miscare la care neliniaritatea se poate exprima polinomial. Ecuatia (4.40) devine in

acest caz:

Lix()} +a,x* () +a,x* () +...+ a,x"(t) +...= F(t), (4.56)

unde a, (unde ne€ N ) sunt constante reale sau complexe. Vom deforma in (4.56)

functia de perturbatie F'(¢), introducadnd un parametru z :
F(f)— zF (t) ze[0,1].

astfel incét dacd z =1 sistemul revine la forma (4.56).
Si functiile de rdspuns x, (¢) se vor deforma, devenind:

x, ()=
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[ h@. et )2t =1). 2F (t=7,)d7,.dT, = 2"V, (1), (4.57)

unde, in final, integrala ¥, — x,, dacd ludm z —1.
Cu aceasta solutia ecuatiei se poate scrie ca o serie:

x(t)= Y2, (1) (4.58)
n=1

Ecuatia (4.56) perturbata se va scrie:
DL, ()} + Zak(szVm (z)] =zF (1), (4.59)
n=1 k=1 =1

Pentru calculul Vn(t), in vederea separarii termenilor de aceeasi putere in

z vom considera un numar finit N de termeni ai solutiei (4.58) in (4.59):

SLL () + iak(iszm (z)j — 2F(p), (4.60)

m=1

unde N =1,2,3,....

Astfel V,(t) este solutie a ecuatiei:
L)} = F(@), (4.61)
Pentru N =2 ecuatia (4.60) devine:
LAV, (6} + 2LV, (O} +a, 2V, (6)+ 2V, (1) | = zF (o), (4.62)

Derivdm de doud ori ecuatia in raport cu z, si apoi facem z=0. Rezultd
prin derivare:

2LV, (1)} +a, V2 () +122V, (0, () +122°V 2 (1) = 0
si fdcdnd z = 0 obtinem ecuatia:
LV,(0)}y ==a,l (0), (4.63)

Pentru N =3 ecuatia (4.60) devine:
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LV (0} + 2L, (0} + 2L (0} + a2V (0 + 2V,(0))

+a,(2V(6)+ 2V, () + 2V, (0) ] = 2F (1),

Derivdm de doud ori ecuatia in raport cu z, si apoi facem z=0. Rezultd
prin derivare:

6LV, (1)} +180a,V;’z*V, + T2a V> 2V, +180a,V,z°V; +630a,z*V,V, +

+1008a,2°V, V. +720a,V,2°V,V, + 6aV;’ +12a,V,V, + 24a,V;} z + 504a,z°V;
+120a,2°V, +630a,V,z*V) =0

si facand z = 0 obtinem ecuatia care furnizeaza V,(¢):
L (0)} = =aV; (1) = 2a,V, (), (1), (4.64)

iar pentru V,(¢) rezultd o serie de calcule:
LV, ()} = 2a,V,0)V,(t) — a,V; (t) - a,V,* (t) = 3a, V] (t)V,(2). (4.65)
Pentru alte ordine, calculele sunt laborioase, insa se pot efectua cu usurinta

in Maple sau Mathematica.
S-a stabilit cd ecuatia care contine termenul V (f) (unde n=23,4,...,) se

poate pune in forma generala

LV, (1)} = F,(0), (4.66)

unde forta neliniard F (t) este de forma:

n n k
F,()=-a, d—(Zz’"Vm (t)] : (4.67)
k=2 dz" \ ;3

z=0

iar primul termen se obtine din ecuatia: L{V,(t)} = F ().
Dam in final un program Maple de stabilire a fortie neliniare de ordinul n si
am calculat aceste forte pdnd la n = 6 bazat pe procedura Force(n ):
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Program de calcul al fortei neliniare de ordin n > 1
> restart:

> a:=array(1..20):

> V:=array(1..20):

> Force :=proc(n::integer)::undefined:
local k,z,S,T,R,H:

description "Functie care calculeaza forta neliniara de ordin n";
S:=n—>sum(z" *V[k],k=1.n):

T:=n—>- sum(a[k]*(S(n))*,k=2.n):

Ri=z—>T(n):

H:=diff(R(z),z n):

H:=expand(H):

subs(z=0,H)/n!:

end proc:

> F[1]:=F(t)

> F[2]:=Force(2);
> F[3]:=Force(3);
> F[4]:=Force(4);
> F[5]:=Force(5);
> F[6]:=Force(6);

=—a,V,) —a,V,' -2a,V,V,-3a,V;V,

=-2a,V,V,~2a,V,V, -3a,V,'V, = 4a,V,’V, = 3a,V,V," —a,V;’
=—6a,V’V, —6a,V\V,V,-5a,V,*V, = 2a,V,V, - 3a,V’V,
—4a, V.V, =2a,V,V, —a, Vi —a,V; —a v’

> Ie> B S Bc> G s Bic >
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4.8 Aplicatie. Determinarea functiei de transfer si a
parametrilor unui sistem cu neliniaritate
patratica si cubica

Vom considera un sistem vibrant neliniar neamortizat supus unei forte
perturbatoare de forma:

mi + kx + a,x* + a,x’ = F, cos ot

unde F0 este amplitudinea fortei perturbatoare, m este masa oscilatorului, &

componenta liniard a constantei elastice, a,,a; > 0 reprezintd parametrii neliniari ai

fortei elastice.
Utilizand metoda fortei neliniare dezvoltata in sectiunea precedentd se obtin
dupa calcule:

2cos(art)
n=Fr T ma
-—mo

yo— = 2a,kcosQurt) —2a,k +8mw’a, .,

Pk -6k ma? +Imr o'k — 4ke®m®
yo- = 2k(k = mw® ) (ka, — da,mw’ —a3) F? cos(3ar)

> k(k - 4ma)k -9ma* )k —mw*)* "’

8 2 2
6(k —9maw*)(k2a, +(~4a,ma* —a’ )k + ’"‘;“2)

- F;) cos(ar),

k(k — 4ma* )k — 9mw* )k — ma*)*

-16(k* —kaa)2 +2—7mza)4)a3
2 2 :

4= F! cosQut
k(k —m?*)’ (k —9ma*)(k —4mw*)? ~° (2c0r)

2
4(k_13ma) )a;
- F! cos(4wt
(k —ma*)* (k —9ma* )k - 4mw* ) (k —16me?*) ° (4eex)
(K —Ema)zk2 +@mza)“k—Enffaf)a3
2
_12 2 3 3 F04

K (k—ma®)’ (k—4maw?)?
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Rezulta ca raspunsul sistemului la perturbatie va contine si componete de
forma:

X = Vi)V, () V(O 4V, (0) .

De aici rezultd ca parametrul a, va putea fi determinat din armonica

cos2wt iar a, va putea fi determinat apoi din din armonica cos3wt. Aceste
componente se pot determina din componentele spectrale reale corespunzatoare
pulsatiilor 2w si 3w.

Vom mai nota in final cd determinarea componentelor V/,...,V, s-a facut in
Maple.

4.9 Determinarea functei de transfer neliniare de ordin
superior

Vom prezenta in continuare metoda functiilor de transfer de ordin superior
in frecventa (4.45) la un sistem dinamic neliniar descris de ecuatia de miscare la
care neliniaritatea se poate exprima polinomial de forma (4.40):

Lix(o)}+Ya,x" ()= F(t), (4.68)

unde a, (unde n€ N ) sunt constante reale sau complexe, iar L este un operator
liniar.
In particular vom considera sistemul descris de operatorul liniar:

Li{x(t)} = mx(t) + cx(t) + kx(¢), (4.69)
caruia T1i corespunde un polinom caracteristic:
P(iw) = m(iw)’ +c(iw) + k.
Pentru determinarea H (w,) utilizdm F(¢)=exp(iwit) si inlocuim

x(t)=H,(w,)exp(iwt) in (4.69), de unde rezulta:

L{H (w)exp(iot)}+ ian [H,(w)exp(iwt)]" =exp(imt), (4.70)

n=2

de unde rezultd separand termenii in exp(iat):
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1
P(iw,)

H(w)= (4.71)

Pentru determinarea H,(w,,w,) utilizam F(¢)=exp(iwt)+exp(iw,t) si
fnlocuim Tn (4.68):

x(t)=H,(w)expiwt)+ H (w,)exp(iot)+ H,(w,,®,) exp(iot +iw,t)
de unde rezultd separand termenii in exp(io,t +iw,t) :

H,(w,w,)P(io, +iw,)+2a,H,(0,)H,(w,) =0, (4.72)
de unde rezulta :

_ 2a2H1 (wl )Hl (a)z)
Pli(w, + w,)]

H,(o,w,) (4.73)

Pentru determinarea H,(w,,®,,®,) utilizdm
F(t)=exp(iwt)+exp(im,t)+exp(iwst)

si inlocuim n (4.68):

x(t) = H,(w)expiwt) + H (w,) exp(io,t) + H,(w;) expliwyt) + H, (@), @,)

xexp(iwt +iwt)+ H,(w,,w,)expliot +iwt)+ H,(w,,w,) exp(io,t +iwt) +
de unde rezultd, separand termenii in exp(iwf +iw,t +iwyt):

—6a,H (w)H (0,)H (w;) - 2a2H1,z (0,,0,,0;)
Pli(w, + 0, + w,)]

H(0,0,,0;) = , (4.74)

unde:

H,, (@, 0,,0,) = H(0)H,(0,,0,) + H (0,)H, (0, ;) + H (w;) H, (@), 0,)

Pentru functia de transfer de ordinul patru H,(w,,0,,®;,,) utilizdm
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F(t)=exp(iat)+exp(im,t) +exp(iwst) + exp(iw,t)

si inlocuim in (4.68):

x(1) = H,(w)exp(iayt) + H,(@,) exp(iw,t) + H (@y) exp(iayt) + H (@,) exp(iw,t)
+H,(w,w,)expliot +imt)+ H, (0, ) expliot +iag)+ H, (o, w,)expliot +iw,t)
+H,(w,,w,)expliot +iwt)+ H,(w,,,) expliot +iat)+ H, (0, w,) expliant +iw,t)
+H,(w,,0,,w,)exp(iot +imt +iwt)+ H, (0, 0,,0,)exp(iof+iot +iw,t)

+H (0, 0;,0,)exp(iot +iwt +iot)+ H (0, 0,,0,)expiot +iwt +iw,t)

+H, (0, 0,,0,,w,)exp(iat +iw,t +imt +iw,t)

Separénd termenii in exp(iw,t +iw,t +iwit) rezultd functia de transfer de
ordinul patru:

H,(o,0,,0,,0,)={-2a,[H (0)H,(0,,0,,0,)+ H (0, H,(0,,0,,w,)

+H,(w)H,(0,,0,,0,)+H,(0,))H,(v,,0,,0,))+ H,(0,,0,)H,(0,,0,)
+H,(0,0,)H,(0,,0,)+H,(w,,w,)H,(0,,w,)]-6a,[H (0,)H (0, H,(w,,w,)
+H,(w)H,(w,)H,(w,,0,)+ H (0)H,(0,)H,(w,,w,) + H (0,)H,(w,)H,(w,,w,)

+H,(w,))H,(w,))H,(v,,0,)+ H (0)H (0, H,(0;,0,)]

~24a,H, () H,(0,)H, (@) H,(@,)} Pli(@, + o, + 0, + )] (4.75)

Vom mai spune ca efectuarea calculelor s-a facut in Maple. Pentru termenul
de ordinul patru s-a folosit secventa:

> restart;

> f:=Hlol*x+ Hlo2* y+ Hlo3*z+ Hlo4*t

+ H20l02*(x* y)+ H20lo3*(x*z)+ H20lo4* (x*t)

+ H20203*(y*z)+ H20204*(y*t)+ H20304* (z*t)

+ H40l020304*(x* y*z*t)+ H3010203* (x* y*z) + H30l0204*(x* y*t)
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+ H30lo304* (x*z*t)+ H3020304*(y *z *t);
>EC==a,*f*~a,* [’ —a,* f*

> EC :=expand(EC);

> H =diff (EC,x,y,z,t);

> subs({x=0,y=0,z=0,t =0}, H);

Aici s-a notat:
Hkoiojol...= H (®,,0;,@),...).

Din punct de vedere experimental, pentru excitarea sistemului cu o
perturbatie armonica de pulsatie @, din analiza componentei fundamentale din

réspuns se pot determina parametrii partii liniare a sistemului m,c,k , din armonica

2w se poate determina a, , din armonica 3w se poate determina a,, s.a.m.d.

4.10 Identificarea unui sistem neliniar cu amortizare
fractionara cu metoda seriilor Volterra

In aceastd sectiune vom stabili functiile de transfer de ordin superior a unui
sistem vibrant neliniar cu caracteristica patratica cu un grad de libertate cu
amortizare vascoasa si a unuia cu amortizare fractionara.

Vom considera sistemul vibrant neliniar cu amortizare vascoasa descris de
ecuatia de miscare:

mi +cx +kx+ a,x” + a,x* = Fycoswt (4.76)

unde m este masa sistemului, ¢ este constanta de amortizare, k,a,,a,
constante elastice liniare si neliniare F0 este amplitudinea fortei perturbatoare, Vv

frecventa fortei perturbatoare, w =27V .
S-a cautat solutia numericd a sistemului pentru urmatoarele constante
elastice:

m=1kg, c¢=0.5Ns/m, k=600N/m, a, = 5N/im?*,
a,=02N/m*,  F,=50N, v=2Hz
S-au utilizat conditiile initiale x(0),v(0) si un numar de puncte N :

x(0)=10mm  v(0)=0, N =10000.
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S-a utilizat metoda Runge-Kutta in MathCAD. In Fig. 4.18 este prezentat3
diagrama elongatiei x(¢), in Fig. 4.19 este prezentatd diagrama vitezei x(¢), iar in

Fig. 4.20 este prezentata diagrama acceleratiei.

UL

0
t [s]

x(t)

Figura 4.18 Diagrama Xx()

200

v(t)

-200

0 1
t [s]

Figura 4.19 Diagrama Vv(¢)
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5000

| f\w

0 ' 1 ' 2
t[s]

a(t)

Figura 4.20 Diagrama a(t)

Functia de transfer de ordinul intéi (liniard) este:

1

H (w)= .
e k—mw} +cw,i

Functia de transfer de ordinul doi este:

1
(k=maw} + cw,i)(k —mw; + cw,i)

H,(o,0,)=

—2a,

k—m(w, +,)* +c(w, +w,)i

iar reprezentarea graficd a modulului acesteia este data in Fig. 4.21.

Faza @ a functiei de transfer este data de

tanp =

(cwq + pcw, )k —m(w, +C()2)2)+(pq—cza)1(l)2)(ca)l +cw,)

(4.77)

(pq - Cza)la)z )k —m(w, + a)z)z) —(cwyq + pcw,)(cw, + cw,)

(4.78)
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unde:

p=k—ma)12

q=k—ma)22

. Faza functiei de transfer de ordinul al doilea este reprezentata in Fig. 4.22.
In fig. 4.23 este reprezentata forta elastica a sistemului, care are o caracteristica

asimetrica puternica.

4e-06

Je-06

H 2e-061

]

1e-06

- B : o e
=
————

oSS ST
ﬂﬂ%ﬁh’

20

Figura 4.21 Modulul functiei de transfer |H,(w,®,)| pentru

vibrant (4.76)

sistemul
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136 Identificarea sistemelor neliniare in domeniul frecventa - 4

Figura 4.22 Faza functiei de transfer tan@= 3(H,)/R(H,) ca functie de
(w,,w,) pentru sistemul vibrant (4.76)

Functia de transfer H,(w,,w,,w,) este:
H(ov,0,,0;,) = -2a,

XH1(w1)H2(w2aw3)+H1(a)z)H2(wlsw3)+H1(w3)Hz(w1awz)
k—m(w, +o, +w,)" +c(o, + 0, + ®,)i

,(4.79)

Functia de transfer de ordinul patru se poate scrie:

H4(w15w23w3?a)4) = {_ZaZ[Hl(wl)HS(w23a)3’w4)+H1(a)2)H3(a)13a)3’w4)
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+Hl(w3)H3(a)l7a)27w4)+Hl(w4)H3(wl9a)29w3)+H2(w19a)2)H2(w39a)4)
+HZ(a)l7a)3)H2(w2’w4)+H2(w17w4)H2(w27a)3)]_24a4H1(wl)Hl(a)Z)Hl(w3)Hl(w4)}

1
k—m(w, + o, + 0, +®,)" +i(w, + 0, + 0, + w,)c

(4.80)

8000 -

6000 -

4000

2000

-10 -8 -6 4 2 2 4 6 8 10

—2000 A

Figura 4.23 Forta elasticd F =kx+a+2x" + a4x4 pentru sistemul (4.76)

Forma explicita a functei de transfer de ordinul 4 a fost calculatd in Maple,
insa, datorita formei complicate nu a fost prezentata aici.

Vom considera sistemul vibrant neliniar cu amortizare fractionara descris de
ecuatia de miscare:

mi +cD¥x +kx+a,x” +a,x" = Fcoswt (4.81)
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138 Identificarea sistemelor neliniare in domeniul frecventa - 4

unde m este masa sistemului, ¢ -este constanta de amortizare fractionar3,
k,az,a4 - constante elastice liniare si neliniare F|, este amplitudinea fortei

perturbatoare, V frecventa fortei perturbatoare, @ =27V . S-a notat Dt” =7wD,”
operatorul de derivare fractionard de ordinul 4 unde este diferit de intreg

(ug N).

In acest caz functia de transfer de ordinul int&i (liniard) este:

1

()=
2 u v . > T
k—mao, + co, COSE,u+lca)1 SlnE,u

Functia de transfer de ordinul doi este:

Hy(o,0,)=
1
(k—maw} + cw cos% +icw! sin H—Zﬂ)(k -maw; +cw’ cos% +icws sin %u)
-2a,
% (4.83)

Tl . Tl
k= m(o, +@,)* +c(@, +@,)" cosé‘+ ic(, +w,)" sin "

iar reprezentarea grafica a modulului acesteia este data in Fig. 4.24.
Faza @ a functiei de transfer este data de

c(o, + w,)" sin %
tan ¢ = 2 -
(k—m(@, + ®,)* +c(o, +0,)" coszﬂ)
[(k—mw] + cw/ cos %)wﬁ‘ +(k—mw; + cwl cos %)a){‘ Jesin 7
+ .(4.83)

(k—mw} +cw! cosﬂ;u)(k —mw; +cw? cosﬂzﬂ

In fig. 4.25 este reprezentatd faza @(w,,®,) corespunzitoare cazului
(4.82).
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[H |

12074
Se-08
08
de-08

2e{184

Figura 4.24 Modulul functiei de transfer |/H,(w,,w,)| pentru sistemul
vibrant (4.83)
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140 Identificarea sistemelor neliniare in domeniul frecventa - 4

Figura 4.25 Faza functiei de transfer tan@ = S3(H,)/R(H,) ca functie de
(w,,w,) pentru sistemul vibrant (4.83)

Vom cauta solutii numerice pentru difererite valori ale parametrilor
sistemului.

Pentru aceasta vom utiliza definitia Grinwald-Letnikov a derivatei de ordin
fractionar:

DI x(t) = th JANIx(1), (4.84)
A—0 At#
unde:
(=4
At ) /’l
Nx(t) = Z(—l)/(j}c(t— JA?) (4.85)
Jj=0
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unde apare coeficientul binomial generalizat:

(ﬂj: C(u+1)
J) TU+DI(u—-j+1)

unde I' este functia Euler. S-a notat cu [x] - partea intregd a lui x.
Ecuatia (4.81) se poate scrie cu diferente finite. in acest sens vom considera
pasul de integrare Af. Vom lua:

t—a
At

a=0, [—]=i, =il

unde i =0,1,2,...,N, unde N reprezintd numarul total de puncte in care studiem
miscarea. Rezulta relatia de recurenta:

X =2% =X, t At{E) cos W, _Exi—l _&xiz—l _ﬂx;‘—l
m m m
—iLZ(—n«f Pwrl) s ji-n (4.86)

mA“ S T(G+DD(u—j+1)

unde i =2,3,...,.N

Pentru rezolvarea problemei se aplica conditiile initiale
X, =X, Vo =V,

Pentru aplicarea relatiei de recurenta (4.86) se calculeaza primul pas cu
relatiile:

k a a

— 2.2 G4 4

v, =V, + At| Fycoswt, ——x, ——=x; ——X,
m m m

X, =X, +vAt

Rezolvarea problemei s-a facut in MathCAD. Prezentam o solutie obtinuta
pentru urmatoarele valori ale constantelor:

m=1kg, ¢=0.15Ns/m, k=600N/m, a, = 20N/m?,

a,=04N/m*,  F,=100N, v=2H:.
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S-au utilizat conditiile initiale x(0),(0) si un numar de puncte N si o

duraté de integrare T :

x(0)=0 v(0)=0,
in figura 4.26 este reprezentata pentru acest caz diagrama elongatiei
instantanee x(¢), in figura 4.27 diagrama vitezei v(t), iar in figura 4.28 diagrama

N =3000, T =10s.

acceleratiei a(t).

0,4 1

0,0 1

x(t)

0,4 -

5 ' 10
t[s]

Figura 4.26 Diagrama Xx(?)
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v(t)

; , ;
0 5 10
t[s]

Figura 4.27 Diagrama Vv(¢)

200

100 +

-100

. T .
0 5 10
t[s]

Figura 4.28 Diagrama a(?)
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5. IDENTIFICAREA UNUI MATERIAL CU
CARACTERISTICA NELINIARA SI AMORTIZARE
FRACTIONARA

5.1 Proprietatile mecanice ale spumelor poliuretanice

Spumele poliuretanice au numerose aplicatii datorita proprietatilor lor
izolatoare mecanice si termice [27]. Acest lucru se datoreaza unui comportament
anelastic puternic neliniar.

Datoritda modernizarii proceselor de productie, aceste materiale deosebite isi
gasesc in ziua de astazi o multime de intrebuintari, cum ar fi la scaunele de
automobil [128].

Recent s-a constatat si prezenta unor proprietati de amortizare fractionara
[26, 77, 85, 138, 120].

Datoritd numeroaselor aplicatii, este importanta investigarea proprietatilor
mecanice ale acestor materiale [119, 128].

Abordarea studiului unui sistem vibrant cu neliniaritati si amortizare
fractionala este mai dificild si ne vom ocupa de el in continuare.

Ne vom ocupa in continuare de construirea unui model de sistem vibrant cu
neliniaritati si amortizare fractionala si de identificarea acestuia din date
experimentale.

In cazul sistemelor fractionale fara neliniaritati, identificarea parametrilor
sistemului se face usor in domeniul frecventa [102, 82].

Trebuie sa mai spunem ca proprietdtile materialelor depind sensibil de
temperatura si umiditatea la care sunt supuse.

In aceste materiale apar fenomene ca relaxarea tensiunilor, fluaj, precum si
atenuarea si disiparea undelor elastice. Pentru ultima proprietate se pot utiliza cu
rezultate foarte bune ca material fonoabsorbant.

Este de asemenea de remarcat ca spumele poliuretanice au un
comportament cu o caracteristica histeretica la deformatie.

La spumele poliuretanice a fost pus 1in evidentda fenomenul de
electrostrictiune, precum si de piezoelectricitate.

In figura 5.1 este prezentata dependenta fortei de tncarcare la compresiune

(F) in functie de comprimarea specificd (—x/[ ). Curbele caracteristice la prima, a
doua si a treia incdrcare au fost notate cu il,i2,i3 iar la descércare cu d2,d3.

Aceste curbe caracteristice corespund unor solicitari cuasistatice, la care se
poate remarca si un comportament manifest neliniar.
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F (N) j
60 — il
— i3
— d3
30
0 | =
2 4 6 8 o Y
Figura 5.1

La aceste materiale, in aproximatia liniara, deformatia specifica la o tensiune
constanta se poate scrie ca o suprapunere de raspunsuri de solid anelastic ideal:

N
()= Zane_a"t
=1

unde q,;,Q, sunt constante reale pozitive.

Rezultd de aici cd rdspunsul in tensiune o (¢) la o perurbatie £(¢) se poate
scrie:

o(t) = E[£(t) - I;ianea"(”)e(r)dr], (5.1)

FE fiind modulul de elasticitate longitudinal.

5.2 Configuratia experimentala

Ne-am propus sa studiem comportatea dinamica a spumei poliuratanice la
intindere-compresiune.
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146 Identificarea unui material cu caracteristica neliniara si amortizare fractionara - 5

Investigarea materialului s-a facut dupa o schema prezentata in figura 5.2.
Materialul studiat, format de un paralelipiped de spuma poliuretanica (SP) este
asezat pe o placa metalica pe piesa mobila a unui vibrator electrodinamic. Am folosit
un vibrator de 50 W, produs de RFT.

Pentru a evita deplasarile laterale si solicitdarile compuse piesa de spuma
poliuretanica a fost fixata pe piesa mobild a vibratorului prin intermediul unei tije
fixate cu filet pe platanul vibratorului care strabate proba printr-o gaura cu diametru
egal cu al tijei.

Deoarece excitarea sistemului se face cinematic, pentru masurarea acesteia
se foloseste un accelerometru a, de tip KD-35 (produs de MMF) fixat cu un suport

magnetic, semnalul fiind amplificat cu un amplificator de sarcind 2836 produs de
Bruel & Kjaer. Amplificatorul de sarcina fiind dotat cu circuite integratoare, se poate
masura atat acceleratia, cat si viteza, sau pozitia instantanee.

Figura 5.2

Excitarea vibratorului se face cu un amplificator de putere LV102 (produs de
MMF) de 50 W (AP) caruia i se aplica un semnal de excitare de la un generator de
semnal de precizie DVM20FGCN produs de Welleman (G).

Pe paralelipipedul de material se aseaza o masa m , care formeaza cu blocul
de spuma un sistem vibrant amortizat. Pe figura s-a notat deplasarea, viteza si
acceleratia masei m .

Acceleratia masei se masoara cu un accelerometru a, de tip KD35 (MMF)

fixat de masa cu un suport magnetic. Semnalul de la accelerometru a fost amplificat
cu amplificatorul de sarcina de tip 2836 Bruel & Kja r.

Pentru a se asigura ca miscarea masei si deformarea piesei de studiat sa fie
unidimensionala a fost prevazuta o tija similara celei fixate de platanul vibratorului.

Semnalele de acceleratie au fost introduse in calculator cu ajutorul
sistemului de achizitie CAD de USB 1608 FS (Measurement Computing) cu opt
canale de intrare si unul de iesire. Precizia de cuantificare a acestui sistem este de
16 biti pe canal, si o frecventa de esantionare reglabila pana la 250 kHz.
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Pentru etalonarea accelerometrelor s-a folosit dispozitivul de etalonare RFT
11035.

Achizitia semnalului s-a facut cu ajutrorul programului de achizitie DasylLab.
Schema de mdsura este prezentata in figura 5.3.

Digital Medn

d = T

fxes Display Survey Text Help
R R E =N

[15]

Devl A0 ﬂ T Chardd " ][
L] 1]

1=

Axes Display Survey Text Help
I L e eERul ] =] BT #1al 5

1
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-500
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e e S Bt S s B S
‘ 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400

——— YA Chart D [—— YA Chart 1 ms

Sdntiomm—E
=T
E‘

:

v o | B
B 8 5| Shonm
£88o

o

Figura 5.3

S-au inregistrat intr-un figier de date atat acceleratiile masurate de a,,a,

precum si viteza si deplasarea masei m ca functie de timp. Programul permite
vizualizarea celor doud acceleratii precum si diagrama Lissajous formatd de cele
doua acceleratii deoarece poate da indicatii intuitive precum modificarea amortizarii
prin schimbarea ariei delimitate de curba.
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Figura 5.4

L)

Figura 5.5
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Figura 5.6

ke STHER

Figura 5.7

in figura 5.4 este prezentatd imaginea standului experimental, iar in figura
5.5 este prezentata pozitionarea accelerometrelor a,,a, .
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in figura 5.7 este prezentatd imaginea calibratorului, iar in figura 5.6 este
prezentat afisajul sistemului de achizitie de date.
A fost folositd o masd m = 2.3 kg. Frecventa de esantionare a fost aleasd

fie v, =5000 Hz, sau v, =10000 Hz pentru a putea reda un numdr cadt mai mare
de armonici ale semnalului si a fost utilizat un numar foarte mare de puncte

(N >10°) pentru a obtine spectre cu rezolutie cat mai buns.
Materialul a fost investigat in domeniul frecventelor joase, domeniu in care
neliniaritatile se manifesta vizibil.

Vom nota cu Xx,v,a respectiv x,,v ,a, deplasarea, viteza gi acceleratia
masei m din pozitia de echilibru, respectiv a excitatorului (vezi figura 5.8).

d V
It x

Figura 5.8
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-5
) h :
0.00 ¢.02 ¢.04
t [s]
Figura 5.9
2
@©
0 -
2 . T :
0.00 0.02 0.04
t[s]

Figura 5.10

in figura 5.9 este prezentatd acceleratia excitatiei a, iar figura 5.10 este

prezentatd acceleratia a a raspunsului pentru excitatia cu frecventa de v =165.7
Hz.
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Se observa ca semnalul de raspuns are distorsiuni de liniaritate, alternanta

poztiva gi negativd avand curburi diferite.
In figura 5.11 este prezentat spectrul de amplitudine a acceleratiei a .

Fourier Frequenszy Soectrum

i
w
k]
E

P
(=]
I

&

Armplitude

(o }

=y

w
1

{
|
i wam
o I L L
J 500 1000 1500
Froegquency [Hz]

Figura 5.11

Dacd se ia In considerare caracteristica neliniara a materialului, si se
considera in plus ca in material se produc si procese de amortizare fractionara,
ecuatia de miscare a masei m este:

N
msi+ A, Dx + lx + K + K - Kjo’zczne‘“f“")x(r)dr —F@t),  (5.2)
i=1

unde m este masa sistemului vibrant, k,k",k” si k sunt parametri de determinat,

reprezentand constante elastice. De asemenea a,; si «; (unde i=1,2,...,N) sunt

parametri de determinat.
F(t) reprezintd fortele de excitare exterioare aplicate masei m , iar D"

este oparatorul de derivare fractionard de ordinul 4, unde >0 este un numar

neintreg.

La frecventa de excitatie de vV = 68.49 Hz r&spunsul in acceleratie este dat
in Figura 5.12, iar spectrul de amplitudine al acceleratiei a este prezentat in Figura
5.13.

in figura 5.13 amplitudinea armonicilor a fost notatd pe figurd. De
asemenea trebuie sd notam si faptul ca in acest caz amplitudinea componentei
fundamentale din spectru este mai mica decat amplitudinea primei armonici.
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La frecventa de excitatie de vV = 254.84 Hz r&spunsul in acceleratie este dat
in Figura 5.14, iar spectrul de amplitudine al acceleratiei a este prezentat in Figura
5.15.

Figura 5.12

Fourigr Frequency Spactrum
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Figura 5.13
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Figura 5.14
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Figura 5.15
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Din figura 5.14 si 5.15 se observa ca distorsiunile de la neliniaritate ale
acceleratie sunt mici, lucru reflectat si in spectru, care contine doar o armonica cu
amplitudine mica.

Trebuie sa mai subliniem ca inregistrarile au fost facute cu mare acuratete,
deoarece la experimente de acest tip pot apare si false neliniaritati, cum ar fi cele
legate de defectiuni in cablurile de legatura ale senzorilor, datorita inclinarii de la
verticalda a sistemlui vibrant, cand apar deplasari laterale ale bobinei mobile a
vibratorului, care pot lovi bobina de sistemul magnetic, neliniaritati produse de
amplitudini mari ale bobiei mobile a vibratorului, in afara domeniului de liniaritate.

Pentru a face sa se manifeste neliniaritatile materialului studiat,
amplitudinea excitarii trebuie aleasa suficient de mare ca sa se depaseasca
domeniul micilor deformatii, iar pe de alta parte amplitudinea trebuie aleasa mai
mica decét cea care produce fenomenele de neliniaritate externa discutate anterior.
Trebuie sa spunem cd am schimbat mereu intre ei cei doi accelerometri pentru a
vedea daca fenomenul masurat este acelasi. S-a avut grija de asemenea ca sa se
asigure verticalitatea migcarii sistemului, si s-a asigurat rigiditatea fixarii
accelerometrilor de piese, precum si a mesei pe care s-a facut experimentul.

Trebuie de asemenea sa notdm ca masuratorile s-au facut pe o plaja mare
de frecvente, pana s-a stabilit domeniul de frecvente si amplitudini in care
neliniaritdtile sunt manifeste.

In continuare vom prezenta o metoda de identificare a parametrilor
modelului descris de ecuatia de miscare:

mii + AD"x + k,x + k,x* + kX’ + kox* = F sinawt + F, cos ax, (5.3)

unde m este masa seismicd a sistemului, A constanta de amortizare fractionara,
kl,kz,... sunt componentele fortei elastice neliniare, 4 este ordinul derivatei
fractionare, iar @ = 27V este pulsatia excitatiei.

Trebuie de asemenea sa notam faptul ca am ales forta de excitatie cu
componentd in Ssinwt si coswt deoarece prin analizd Fourier declansarea
momentului masurdrii nu se poate face riguros, aparand in spectrul semnalului de
excitatie atat o componenta reald (datorita cosinusului), precum si una imaginara
(in sinus).

In cele ce urmeaza vom considera c8 derivarea fractionard se face in sensul

Riemann-Liouville la care @ = —oo adicd D* = D* _, la care sunt valabile:

t,—co I

D" sin(ar) = " sin(wt + 7mu/2) D* cos(awrt) = w" cos(wt + mu/ 2).

Pentru identificare vom aplica metoda balantei armonice. Vom nota
dezvoltarile in serie Fourier ale componentelor din (5.3):

a= (A, cosnat+ A, sinnawr)+ A,

n=1
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(A cosnat + A, sinnawr)+ Ay = Y (X, cosnot + X, sinnowr)+ X;

n=l

RS 1
S s

x> =Y (B, cosnwt+ B, sinnax) + 4;

n=l1

x* =>(C; cosnart +C, sinnawr)+Cy

n=1

=

x*=> (D} cosnawt+ D, sinnat)+ D,

n=1

x* =D (E; cosnart +E, sinnax) + E;

n=1

Vom dezvolta:

n“@" sin(wt + 7/ 2) = n“ " sm?'ucosna)t + n"w" cosTﬂsmna)t

T . 7T .
w" cos(awxt + /2 =n”a)”cos—ﬂcosna)t—n”a)”sm—ﬂsmna)t.
# 2

Inlocuind aceste dezvoltdri in (5.3) si separand termenii de acelasi ordin in
cosnwt si sinnwt, rezultd:

n

I/ _ /T
mA’ — An* @' smT’uA; - An*@"? cosT'uA’

1
s A+ B + ki C + kD) + K E] = majd, (5.4

: oy . T B} o,
mA. — n*o“? smT’uA,’, + An " ? cosT’UA,’,

1

2,2

_kl
nw

A +k,B +k,C. + k,D. + k.E' = ma,0,, (5.5)
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relatie valabild pentru n=1,2,3,.... S-a notat cu J,, simbolul lui Kronecker (unde
0,=1si 0,=0 dacd n+1).
In ecuatiile (5.4) si (5.5) necunoscutele sunt A, u, k,, k,,...ks. S-a

vazut cd m =2.3 kg, iar componentele spectrale 4", B*, ..., a,” se determind

n I
din analiza Fourier.
Deorece la frecvente v >200 Hz, neliniaritdtile sunt neglijabile, putem

scrie, pentru n=1:

A0 sin 4~ Ao COS% A~k A = maj —mA’ (5.6)

Rl sin@Af + A" cosH A -k’ A = may —mA| (5.7)
2 2

Rezulta din cele doua relatii:

A tanmu2 + A _ mag —mA + ko’ A/
tanzmu2 A — A ma, —mA +klw’ A

De unde rezulta:

by = map (o= AV = A= (= A0, + ) -
Al (yAl + Al ) - Al (yAl - Al )

In ultima relatie am notat:

u
=tan—
y 2

Dacad se aplica relatia (5.8) pentru doua frecvente din domeniul la care

.

sistemul raspunde armonic se poate determina x = tanT , iar apoi kl .
v .. ro__ i __ ro__
Vom nota pentru cele doud armonici: @, 4 =¢o,, A4 =, a;, =¢€,,

a, =&, , respectiv: QA =B, A =p., a, = p,, a, = p,. Rezults ecuatia in y :

W (gr —a,,)(ya,. _ar) _(Ei —Oti)(yoc, + ai) —
ai(yar +al)_ar(y6¥l _ar)
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BB +B)-B.B-B)
Validitatea ultimei relatii se poate verifica din faptul c@ x nu depinde de

constantele sistemului fizic studiat.
Rezultd solutia x(¢):

(5.9)

y=
Z(ﬁi2 +ﬁr2)(8rar _ar2 +6¥181 _6{1'2)_(6%'2 +ar2)(ﬂrpr _ﬁrz +plﬁl _ﬂiz)
2B+ B )ae, —g0)+ (e +a ) o~ Bp,)

unde s-a notat:

(5.10)

Rezulta in final:

=£arctany. (5.11)
T

2 (gr _ar)(‘xai — ar) — (gi — ai)(‘xar + ai)
%(xar +ai)_a1~(xai -a,)

k, = maw , (5.12)

me, —ma, + klo’a,

A=—o :
@ (cos mu2er, —sinmuar,)

(5.13)

Vom aplica metoda pe masuratorile experimentale facute. Pentru
determinarea lui & s-au masurat acceleratiile a, si a la doua frecvente v,,. S-a

obtinut prin analiza Fourier:

14 a, @ a 2]

343.350497 | 2.50066506 1.04811187 2.92698751 4.02522429
317.125822 | 3.52144957 2.43641878 3.08982945 5.39309991

Tabelul 5.1
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Rezulta componentele reale si imaginare:

@ £, g, a, 2,
2157.334798 | 2.166781765 | 1.248351923 -2.262700941 -1.856728396
Q ,Or pi IBr ﬂi
1992.560306 | 2.282484741 | -2.681579848 -2.401185240 1.944570768
Tabelul 5.2

Rezulta dupa calcule:

u=1.67, A=26 Ns“/m k =1375 N/m

Trebuie sa observdm cd valorile obtinute in literatura pentru 4 la spume

poliuretanice sunt cuprinse intre 0.5<u<2. Valorile pentru k, si A sunt
dependente de dimensiunile geometrice ale probei de material utilizat.
Pentru evaluarea celorlalte constante (kz,k3,...) este necesar sa utilizam

informatiile masurate din armonicile raspunsului a fin acceleratie la diferite
frecvente pentru care se aplica relatiile (5.4) si (5.5).
Deoarece frecventa fundamentald si prima armonica au contributie

semnificativd, vom exprima sistemul de ecuatii pentru determinarea k,, k;,k, in
functie de aceste componente spectrale:

B C D El|[k
Bl C D E |k
B, G Dy Ej (ko=
B, C, D, E |k

m(a, — A))+ LIZA{ + A sin%A{ + A COS%Af
w

m(ag — A7) + ﬂAf + A" Sin%Af - A“™? COS%A’
a)

2
—md; + klz A5 + A sin@Ag + A0 cos T 41 (1)
4w B )

—mA. + k A+ 10" P sin 2 4 — 10 cos 47
2 4a)2 2 2 2 2 2
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Vom aplica relatiile (5.14) pentru cazul frecventei de excitatie
v =68.49105 Hz, pentru care raspunsul in acceleratie a(t) si spectrul acceleratiei
au fost prezentate in Fig. 5.12 si 5.13.

Pentru excitatie vom avea componentele acceleratiei:

1% r i
a, ay

68.49105107 | -1.998416960 | -1.349909115

Tabelul 5.3

Rezultd pulsatia de excitatie: @ =430.3419657 rad/s.

Prin integrare numerica dubla din raspunsul corespunzator in acceleratie
a(t) (Fig. 5.12), s-a obtinut deplasarea x(¢).

Integrand de doud ori a(t) exprimat ca serie Fourier cu M armonici se
obtine:

M
x, =x(t)= Z[— - A, cosmar, —

A sinmar, ],
m=1 (m(l)) (m(l))

2

unde ¢, = nt,, iar n=0,1,2,...

Trebuie sa subliniem cd estimarea unor valori cat mai exacte ale
componentelor spectrale s-a facut cu metoda celor mai mici patrate.

Diagrama Xx(f) si spectrul corespunzator sunt prezentate in Fig. 5.16 si
5.17. Din spectru se pot obtine componentele reale si imaginare ale diferitelor
armonici 4, (unde k=1,2,3,...).

Se pot calcula valorile instantanee ale x°(), x°(¢), x*(t) x°(¢), si prin
transformare Fourier se pot obtine componentele spectrale reale si imaginare ale
diferitelor armonici B,", C;", D;" si E;" (unde k=1,2,3,...).

Pulsatiile armonicilor sunt @, =m® =430.3419657m rad/s, (unde
m=1,23,...).

Diagrama semnalului xz(t) este prezentatd in Fig. 5.18 iar spectrul
corespunzator in Fig. 5.19.

Diagrama semnalului x3(t) este prezentatd in Fig. 5.20 iar spectrul
corespunzator in Fig. 5.21. Trebuie sa precizam ca x este exprimat in mm.

Nu am mai reprezentat diagramele semnalelor x*(f) si x°(f) si nici
spectrele corespunzdtoare. Din analizd Fourier s-au gdsit componentele spectrale
A;’i, B;’i, s ag’i, pentru n=1,si n=2.
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m=1,k=r m=1,k=i m=2k=r m=2k=i
A* -0.004326 -0.01531 0.004328 -0.002029
B’Z -0.0001022 -2.371e-5 -5.678e-5 -0.000101
C’E -1.32e-6 -4.687e-6 2.224e-6 -9.691e-7
D:; -4.357e-8 -2.5e-008 -2.913e-8 -3.922e-8
ErI; -6.131e-10 -1.752e-9 1.048e-9 -3.023e-10

Tabelul 5.4

Rezultd in final k,=0.00251 N/m®, k,=-4.42146 10° N/m’,
k,=-84 10" N/m*, k,=5.142 107" N/m’.

Nu s-a facut o estimare a erorilor de calcul. Datorita impartirilor calculul
numeric este afectat de erori.

Pentru a mari precizia calclulului se pot face calcule suplimentare cu metode
cum ar fi metoda celor mai mici patrate.

Mai trebuie s& observdm cd valori pozitive pentru coeficientii k; sunt

necesare numai pentru k,, aceasta fiind partea liniard a constantei elastice.

Modelul utilizat aici reprezinta o generalizare a modelului lui Singh Davies, si
Bajaj [152] care contine numai neliniaritate a fortei elastice si nu are amortizare
fractionara.

Constantele elastice stabilite aici sunt dependente de sectiunea si lungimea
probei de material poliuretanic utilizate in experiment.
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Lucrarea prezenta reprezinta o contributie intr-un domeniu care a intrat in
dezvoltare abia 1n ultimii ani, datorita dificultatilor de investigare de ordin
matematic, facand apel la un aparat matematic avansat, experimental, datorita
faptului cd& punerea in evidenta a fenomenelor neliniare necesita o temeinica
formare a experimentatorului, pentru a putea discerne manifestarile neliniare ale
sistemelor de erorile de masura care ar putea trece drept fenomene neliniare,
precum si conceptuale, datoritd faptului ca in domeniul dinamicii sistemelor neliniare
nu exista metode generale de investigare, ci sunt necesare metode specifice unor
clase de probleme.

Identificarea sistemelor neliniare are o deosebitd importanta datorita
faptului ca furnizeaza metode prin care din date experimentale sa se poata face
modele matematice si mecanice corecte ale fenomenelor dinamice experimentale
investigate. Metoda are o deosebita importanta si pentru experimentator, datorita
faptului ca i da posibilitatea sa-si organizeze experimentul pentru a putea obtine
masuratori utilizabile.

Problemele investigate prezinta deosebita importanta practica, datorita
faptului cd s-a deschis perspectiva utilizarii a tot mai nulte materiale cu proprietati
mecanice neliniare si inteligente, precum si la izolatorii de zgomote si vibratii, micro
si nanosistemele de tip MEMS (micro-electro-mechanical systems) si NEMS (nano-
EMS), cu aplicatii la nanosenzori. Metodele identificarii sistemelor neliniare se pot
insa aplica in toate domeniile ingineriei si stiintei, la fenomene electrice, chimice,
termice, optice, etc.

Si mai dificile sunt de investigat fenomenele neliniare atunci cand apar
fenomene de amortizare fractionara, cum apar de exemplu la atenuari de vibratii si
zgomote la spumele poliuretanice.

Lucrarea prezenta a efectuat un studiu bibliografic al unor probleme inca
incomplet studiate si valorificate, dar are si urmatoarele contributii stiintifice:

- Capitolul 2 se este dedicat metodelor de identificare in domeniul timp. La inceput
se face un studiu al metodei transformatei Hilbert si se construiesc programe de
identificare In Matlab bazate pe transformata Hilbert.

- Am aplicat metoda transformatei Hilbert la un sistem vibrant cu caracteristica
elastica neliniara polinomiala de gradul 4 si cu amortizare de ordinul intai si doi in
viteza, pentru care am obtinut solutii numerice in MathCAD, pentru diferiti parametri
ai sistemului. Rezultatele sunt in bund concordanta cu vibratiile simulate numeric.

- In teza am introdus doua modele reologice neliniare care sa descrie fenomenele de
relaxare facilitatd de vibratii. Am conceput aceste modele prin luarea in considerare
a faptului cd procesele de relaxare din otel se datoreaza rearanjarii grauntilor
cristalini, viteza de relaxare fiind proportionald cu tensiunea o aplicatd la limita
grauntilor.

- Am facut un studiu al raspunsului modelelor bazat atat pe metode numerice dar si
pe metode analitice si anume pe metoda parametrului mic si pe metoda iteratiei
variationale a lui Ji Huan He. Metodele analitice utilizate ofera solutii care arata
analitic cd constanta de timp de relaxare din cazul liniar se inlocuieste cu un
parametru care depinde de tensiunile din materiale. Din studiul acestor modele se
rezulta ca tensunile suplimentare aplicate grabesc relaxarea.

- Am elaborat o metoda de identificare a caracteristicilor reologice anelastice
neliniare din vibratii libere de torsiune bazat pe transformata Hilbert. Pentru
identificarea proprietatilor anelastice am folosit de asemenea o metoda bazata pe
variatia constantelor.
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- Am utilizat de asemenea metoda seriilor Prony, care se aplica curent la sisteme
liniare cu mai multe grade de libertate, pentru identificarea partiala a parametrilor
sistemului in regim de de semnal mic, cand raspunsul este quasiliniar.

- Am studiat de asemenea metoda estimarii spectrale cu varianta minima, care se
poate aplica atat la sisteme liniare, cat si neliniare. Metoda este extrem de potrivita
pentru semnale in prezenta zgomotelor. Am aplicat metoda in analiza distorsiunilor
de liniaritate ale sunetelor vorbirii, aplicata in stomatologie, publicata intr-o revista
cotatda ISI. Am introdus aici cativa parametri care exprima sensibil abaterile de la
liniaritate.

- Capitolul 3 este dedicat metodelor de identificare ale sistemelor neliniare bazate pe
transformata wavelet (undind). Am pus la punct aici o0 nouda metoda de identificare a
sistemelor neliniare cu amortizare fractionara bazata pe metoda seriilor de functii
wavelet.

- Am construit un program de identificare in Matlab, bazat pe dezvoltarea in serii
Haar, pentru identificarea sistemelor neliniare aplicabil pentru unul sau mai multe
grade de libertate.

- Am generat numeric in Mathcad raspunsul fortat al unui sistem vibrant cu
caracteristicd neliniard cu termeni in x? si x* si am identificat parametrii sistemului
din raspunsul simulat al acestuia cu metoda seriilor de functii wavelet. Am constatat
o foarte buna precizie a metodei.

- Am prezentat de asemenea cum se poate face identificarea sistemelor neliniare
prin transformare wavelet continud. Am efectuat aici calculul analitic al formei
transformatei wavelet ca functie de parametrii sistemului vibrant si am exprimat
grafic aceste forme.

- In Capitolul 4 am prezentat doua metode de identificare ale sistemelor neliniare in
domeniul frecventa, si anume o metoda bazata pe metoda balantei armonice si una
pe metoda seriilor Volterra.

- Am utilizat metoda balantei armonice pentru identificarea parametrilor unui sistem
vibrant de tip van der Pol modificat. Am obtinut parametrii cu o foarte buna precizie.
- Am aplicat metoda fortei neliniare pentru determinarea functiilor de raspuns
(Volterra) de ordin superior ale unui sistem neliniar amortizat.

- Am enuntat o metoda de stabilire a functiilor de raspuns Volterra a sistemelor
vibrante neliniare cu amortizare fractionara.

- Am studit comparativ numeric solutia unui sistem vibrant neliniar cu forta elastica
de forma kx + a.x? + a.x* cu amortizare fractionard cu unul cu amortizare viscoasa
si am stabilit functiile de raspuns neliniar pentru cele doud sisteme.

- In Capitolul 5 am facut investigarea experimentald a unei probe de spuma
poliuretanica, deoarece s-a constatat ca in aceste materiale exista atat neliniaritati
elastice cat si amortizare de ordin fractionar.

- Pentru aceasta am conceput un experiment bazat pe masurarea raspunsului la
excitare armonicd a sistemului, sistemul fiind conceput astfel incat, cu ghidaje, sa
efectueze miscari cu un singur grad de libertate pe verticala.

- Pentru identificarea parametrilor sistemului am elaborat o metodologie bazata pe
metoda balantei armonice. Modelul al carui parametri i-am identificat contine o forta
elastica polinomiala de ordinul 5 si o forta de amortizare proportionala cu derivata
de ordinul g, unde p nu este intreg.

- Un merit al metodei constda in aceea cad permite stabilirea ordinului derivatei
fractionare.

- Am facut determinarea componentelor armonice din datele experimentale cu
ajutorul analizei Fourier a semnalelor masurate cu cele doua accelerometre.

- Rezultatele stabilite sunt similare cu cele gasite in literatura mondiala.
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Ca o concluzie trebuie sa spunem ca din metodele folosite in cuprinsul
lucrarii se poate aplica pentru sistemele cu mai multe grade de libertate metoda
bazata pe seriile de functii wavelet si metoda balantei armonice.

Rezultatele din aceasta teza au fost publicaate dupa cum urmeaza : 1
lucrare intr-o revista internationala cotata ISI, 3 lucrari la conferinte internationale
cotate ISI, 1 lucrare la conferinta internationald, 4 lucrari in reviste din tara.
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