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L'APPROXIMATION DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE 
PAR UNE CLASSE DES SOMMES TRIGONOMETRIQUES 

P A R 

V . A L A C I 

I n t r o d u c t i o n 

L'etude des series trigonometriques a pris en ces derniers 
temps une orientation tonte nouvelle. 

Les travaux classiques de L F J E U N E D I R I C H L E T ^ ) , L IPSCHITZ^) , 

P A U L DU BOY REYMOND^), ont trouve un point culminant dans le 
memoire tbndamental de RIEMANN 

Les recherches ultmeures, provoquees par ce memoire et 
abordees â Taide des methodes classiques, donnaient naissance a 
des difficultes reelles. La theorie des suries trigonometriques otait 
elle entree ainsi dans une voie sterile, et les problemes qu^on a 
otudids depuis R IEMANN, concernaient surtout des fonctions de 
plus en plus compliquees ou des criteriums de convergence d'une 
nature analytique delicate, mais le plus souvent sans applications 
pratiques. 

En un mot on peut dire qu'apros RIEMANN oji a etudie les 

1) Tln'se soulenue JI TUniversite de Bucarest, 30 Mai, 1921. 
Sor la coHverp:ence des series trigonom^lriqoes qui servent k representer one fonc-

tioii ai biiraire, eiitre des limites donD^es. Joarnal de Crelie t. 4 ; 1 8 ^ . 
Etudes siir le de^eloppemenl des series trigonometriques de^ fonctions arbitraires 

d une variable r6ele et surtout de celJes (joi, dans un intervalle fini, adraettent une infinită 
de rra\ima et minima. Journal de Crelie, t. 63; 18:2 i. 

CntersuchoDgen, uber die Convergenz and Divergenz der Fourierchen Darste* 
lloDgs lormein. (Abhandlangen der Bayer Akad. Matb. phys. classe t. XII; 1876. 

Ceber die DarstoUbarkeit einer Function durch eiae trigonometriscbe Reiche g 8, 
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series trigonomcHriqaes surtout au point de vue des singularilâs 
des fonctions represeDtables par ces sories. 

On n'a imprime ces iHudes une direction nouvelle, plus 
pratique, qu'Â la suite dps recherches de L . FT:JER*). On sait que 
FFJKR a laisse de cote la serie proprement dite de F O U R I E R atta-
chee a une fonction donnee f(x) ct â la^place de celle-ci, il a con-
sidere une^autre somir»e trigonomrtrique, la moyenne arithmeti-
que des premieres n sommes FOUKIEH. Le resultat important 
obtenu ainsi, c'est que cette somme converge vers la fonction 
considfTre, et de plus, cette convergence est m6me plus rapide. 

Le proceda de FEJKR a sugg( re l'idee d'etudier d une fagon 
tout fait generale le probleme de I approximation des fonctions 
par des sommes trigonomrtriques diftVrentes de celles de FOUIUER. 

Dejâ M R . D . JACKSON dans sa thi se couronnee par l'Univer-
sitr de Gottingen utilise lep̂  sommes: 

I f /s in . a j C /s in nu 
— I —: f ( X + 2 u d u , o u p o = | —^ du, 
po I l smu J ^ ^ ' ^ I ^ sinu } 

o ^ o 

et drmontre avec leur aide une ?erie de proprietes nouvelles et 
interessantes relatives au degre> d'approximation, par Ies sommes 
trijţonometriques des fonctions continues, qui v6riGent une con-
dition LIPSC.HITZ. Grâce a un important theoreme de M . LEBESCIUE, 

ws «Hudes directes trouvent leurs applications aussi dans la theo-
rie classique des series F O U R I E R . Une voie nouvelle s ouvre ainsi 
aux etudes des theories des series FOURIER : d'une part on evite 
Fintegrale de DIHICHLET, dont l'etude analytique etait Â peu pres 
epuisee, d'autre part, on introduit un nouvel objet de recherche 
des elements concernant le grade de convergence des series tri-
gonometriques, definies par des fonctions continues. 

M R . D . JACKSON^) , S . B E R N S T E I N ^ ) e t G . D E LA V A L L E E 

1) Math. Annallcn. Bd. pag. Î73 ; 19(U. 
Cber die GenaQÎgkeil der Aonaherang stetiger Fonkliooen darch ganze raţionale 

Fanctionen gegebenen Grades and irigonometrîche Sominen gegebener Ordonog. Disser-
tatioD, Gottirgen, m i . 

On approximation by trij^onomelric saius and polinoniials. [Transactions of the 
American Malbematical Society, voi. XIV p. p. 491—515, p. 493]. 

*) Snr i ordre de la meilleare approximation de^ foncdons continues par des poiyao-
mes de degri doim^. f .Vlemoirea coaronnees ct autres ra6nioires ^ublife par TAcademie 
lloyale des Sciences, serie II, voi. IV, 
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PoussiN^) ont (Hudie d'une facon tres detaillee ce nouveau champ 
de recherches et ont etabli des theoremes d'une reelle importance 
i[\i\ lient etroitement'les fonctions derivables et le degre de con-
vergence des series attachees â ces fonctions. 

Pour cette ctude, ces geom^tres utilisent Ies sommes trigo-
nometrîques definies par Ies integrales â exponent pair : 

F(r,x) = - /sin rt^^-
r.T ^ 11 r 

f(x + 2t)dt ,ou, r ( r )= j ( ţ i ^ ^ j dt, sint 
o 

nommees, sur la proposition de M . C . D E LA V A L L E E POUSSIN, 

integrales generalisees de F E J E R . L'etude de ces integrales, qai se 
trouvent ainsi ă la base des nouvelles theories, n'a pas ete faite 
jusqu'a present d'une maniere complete, et n'a eto developpee 
qu'en vue de certains theoremes nouveaux. D'autre part Ies inte-
grales generalisees de F E J E R â exposant impair, n'ont pas ete 
prises en consideration jusqu'â prfeent. 

* 
^ * 

Le present travail a pour but de presenter une etude detaillee 
des integrales generalisees F E I E R , d'une facon generale, Texposan 
pouvant etre pair ou impair. 

Le chemin suivi pour cette etude est analogue a celui pur-
couru par MR. le professeur TRAIAN LALESGO Â son cours, trait-
tant des «Series trigonometri(|ues« des sommes FICJER. (p = 2). 

Dans cette methode, une premiere pârtie des recherches a 
un caractere purement algebrique et concerne le calcul de quel-
ques integrales^ qui jouent un role fondamental dans la theorie 
entiere. 

J'ai obtenu la valeur de ces integrales â Taidedescoefîcients 
polynomiaux, trouv6s par Moivre^), defmis et completement etu-
dies par DEŞIRE ANURE 

M Leq^ms sur l'Approximalion des Fonctions d'unr variable reeIJe, l'.Uît. 

Miscelanea Aaalytica p. llHi. 
Momoîrc sur ^̂ Les Comijinaisons regnlieres el leurs appiicalions-. Annales de 

l'Ăcole Normale 2 ^oric, t. 5 ; 1870. 
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Les plus importants rdaultats obtenus sont Ies suivants: 

a) 

ou . r ( n - i ) P l 

s i n n i \ j , r ( n - . 

est le coeficient de rang ^̂ ^ ^ de la file des 

coeficients polynomiaux de DKSIHK A N D R E . 

rh 
b) 

c) 

liin 1 
n=oo a<,(k) o < a < b <: r . 

1 r 7 8 i n n t \ P , _ 

J Ch ^ ' 
en exceptant le cas n pair, p impair, dans qael cas Tintegrale a 
une autre valeur, calculă aiix coiirs de trovaille, et enfin: 

d) I sin t G>P 2 0 
OU ao (k) est un coeficient polyaomial et a j est un coeficient nu-
merique calcula au cours de travaille. 

Toutes ces integrales ont »Me obtenues par une methode 
uniforme. 

Une deuxi^me pârtie de ce travail concerne la liaison entreles 
integrales generalisees de F E Y E R et les sommes de F O U R I E R . On 
sait que Tintegrale de F E J E R (p = 2) a 6t6 obtenue de la serie 
FOURIER, en prenant Ia moyenne arithmotique des premieres 
somoies n FOURIER. II 6tait interessant de rechercher si une 
liaif=îon analogue existait aussi dans le cas general. Nous avons 
montre qu'une pareille relation exislait, c'est-â-dire que les in-
tegrales gcn^ralisc^S F E J E R s'expriraaient simplement Â Taide 
des sommes F O U R I E R , et des coeficients du tableau generalise de 
PASCAL, forme par des coeficient polynomiaux introduits par 
D . A N D R E . 

• 
* * 

Les integrales de la premiere pârtie une fois obtenues, Te-
tude des sommes trigonometriques representees par les integrales 
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gc'neralisres FEJKR peut se faire, soit en suivant uiie voie ana-
logue Â celle indiquee par FE-JER, soit en employant la methode 
appliquee par M R . L VLESGO dans son ctude des sories FOURIER. 

Nous avons employe cette derniere methode en etudiant 
tout d'abord: 

La representation et la convergence en cas de fonction perio-
dique lineaire, et ensaite celle plus generale d'une fonction queU 
conque, 

Nous avons obtenu dans le cas general par cette voie, un 
theoreme fondamental analogue Â celui de F E J E R , et avec la plus 
grande facilite pour p pair. Si p est impair^ la methode suivie 
pour le cas precedent n'est plus applicable, et nous avons gene-
ralise Ies methodes classiques D m i c H L E T et LIPSCHITZ, obtenant 
ainsi des resultats analogues â ceux des series FOURIER (p = 1), 
en employant cependant une methode plus simple. 

Les resultats precedents ont rapport â la convergence des 
series trigonomcHriques aux points de continuite de la fonction. 

Aux points de discontinuite on sait que PAUL IJU Bois 
REYMOND, a demontre que les series FOURIER convergent vers un 
segment entier de discontinuite, et que, plus tard, le savant an-
glais GIBBS a mis en evidence un phenomene părăsite, en mon-
trant que le segment limite est meme plus grand que le segment 
de continuite. Cest ce (ju'on appelle le phenomene GJBBS. 

D'autre part F E Y E R a montre que ses somraes convergent 
egalement vers le segment entier de discontinuite, sans presenter 
le phenomene GIBBS. 

Ce dernier resultat s'etend sans aucune difficulte au cas des 
integrales generalisees FEJER Â exposant pair. Dans le cas d'ex-
posant impair, nous avons montre qu'en suivant une voie indi-
(juee par M. LALESCO*), aux points de discontinuite, le pheno-
mene GIBBS persiste, mais s'attenue Â mesure que p grandit, et 
nous avons etudie en detail cette attenuation pour le cas de 
p = 3. 

Enfin, les theoremes gen6raux de M R . BERNSTEIN, D . J A C K -

0 Snr rapproximalion des fonclions par de series Irigoiiomelriqaes. Vl-^me Annee, 
13 Juillet 19^0. BoJlelin de TAcademie Roamaine. 
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SON et G . D E LA VALLKK POUSSIN, relatifs au degres d'approxi-
mation des sommes trigonometriques. ponr Ies fonctions conti-
nues lipschitziennes, ou â une derîvee d'ordre i, peuvent 6tre fa-
cilement grorralis^^ â Taide des methodes utilisees. Nous avons 
obtenu ainsi quelques geiifTalisations de ces theoremes, en nous 
servant des sommes geniTalisc'̂ es de F E J E R . Qaand la fonction a 
des points de discontinuitr, Mr. C . W I L D E a obtenu une serie de 
theort mes inton'ssants relatifs au grade d'approximation des 
sommes trigonometriques (p = 2, p = 4) en supprimant Ies pe-
tits intervalles autour de ces points. 

Nous avons obtenu des theoremes analogues pour le cas 
general. 

• 
* « 

J'exprime toute ma gratitude â Monsieur le professeur 
T R A I AN LALESCO pour Ies precieuses indications qu'il a bien 
voulu me fournir, et qui m'ont aide a trouver Ies resultats du 
present travaii. 

» 

G H A P I T R E I 

Formules et un theoreme necessaire 
§ I. Le calcule des inleyrales de forme : 

^"(sitt (2k-f o r * " 
dt. sint 

1. Nous olevons :i la puis!«ince p Tidentite connue: 

" • ^ ^ ̂  = I -i- 2 cos 21 -L 2 cos 4t H- • • • • + 3 cos 2kt, 

et nous obtenons: 

( i ) ( ; I = ( l - f 2 c o s 2 t - | - c o > 4 t + . . . . + 2 c o s 2 k t » ' . 

Pour efectuer Televation â la puissance p, nous nous scrvons 
dela formule connue d'Euler : 

2 cos 2 at = e^w'+e-'^^'" , dans laquelle, i = y ~i. 

Oo the de^rae of. approxim ition to diseontinuons fanclions by trigonometric sums 
Hendiconti del Circolo Maten atica di Palermo t. 31<. Fasdcola Iii. A D U C 1 9 1 5 . 
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Si nous notons : 
e-'t 

nous avons: 

(2) 2cos2at = aa- | - -
a " 

Nous faisons successivement en (2), a = l , 2,.... k et nous 
substituons dans le deuxieme membre de l'egalite (1), et obte-
nons: 

(3) 

aP^ 

La substitution (2) nous a permis ainsi de reduire la que-
stion de Televation d'un polynome trigonometrique â une puis-
sance p, â Tclevation d'un polynome a la puissance p. 

Le developpement: 

(4) + + 

est doja connue. MOIVRE IC premier a trouve Ies coeficients du 
developpement, ensuite D. A N D R E a rtudie complotement Ies pro-
pri('tes de ces coeficients et a indiquo plusieurs methodes pour 
Ies cal cuier. 

Cest d'apres D. ANDRK que nous noterons nous aussi Ies 
coi^ficients du developpement par : 

(p,n)2k 
n = 0 , 1 . 2 , . . . 2pk 

n (Hant le degres d'a en d'(Weloppement, et p et il est facile 
de voir ce qu'ils sont. De ces proprietrs etablies nous allons con-
clure celes dont nous aurons besoins de nous servir: 

V\ Dans le developpement (4) Ies coeficients des termes 
tM|uidistants des extremes, sont egaux. 

Un coeficient quelconque da developpement (4) est egal 
au coeficient du mcme rang du developpement: 

+ + 
plus 2k coeticients, mis a la gauchede celui-ci. 
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" Les coeficients du developpemeiit (4) grandissent jus-
qu'au milieu et decroissent plus loin. 

La propritHe No. 2 nous permet d'obtenir les coeficients de 
proche en proche, d'une fa(;on simple, en formant un tableau 
triangulaire, (|ui gi^neralise le triangle de PASCAL-

Mais nous pouvons les calculer avec la formule donnnee par 
M O I V H E et retrouvee par D. A N D R K : 

A X „ _ i ( - 2 k - h i ) 
(5) 

X variant de O jusqu'au quotient entier de n, divise par 2k + l . 
Ici C; et VI soni Ie symbole des combinaisons simples et des com-
binaisons a n'̂ p '̂-tition. En developpant la relation (3), en vertu 
de ce qui precMe, nous pouvons ecrire : 

(6) + = 

— ^ ^ = = (p. jkr + 

(p. pk-1 + 4 j + (P, |.k + ... + , p, 

OU : 

(p,oL = 1. IP. Î L = P. (p, 2) . .... 

En nous servant dela traustormatiou (2) en sens inverse, la 
relation (6) devient: 

(7) ( 1 + 2 cos 2t+2cos/*t-}-...+ 2cos2kt)''=(p, 4-

-f 2 (p, p k - 1 c o s 2t 4-2 (p, pk - 4t +. . . . - f 2(p, cos 2pkt= 

siD^(2k + l)t 

sin t 

En integrant de O â TC nous obtenons : 
r" • a • . »P 

(8) 
u 

Nous avons ainsi calcule l'int^grale proposee. 
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Calcul du nombre (p, 
2. Le nombre (p, pk)-2k qui est un polynomo eu k eat indisr 

pensable au" calcul de Tintegrale (8) et nous nous proposons de 
mettre en evidence son degre et le coeficient du terme du plus 
haut degre. 

En nous basant sur la relation (5), nous pouvons ecrire: 

(p, pk) = r — u T 4-' ' , T — .... 
^ ^ "2k P l' ' '2! p 

, , , , n p ( p — I ) . . ( p - n - f - 1 > ^ ( t > - •2n)k -n 
- h v - n j^ţ i p 

EQ developpent Ies combinaisons â repetition et en sim-
plifîant, nous obtenoDs: 

/ m (D Dk^ _ ( p k + l ) ( p k 4 - 2 M p k + p - 1 ) P 

| ( p _ o 2 ) k | | ( p - 2 ) k + l | . . . | ( p - ' 2 ) k + ( p - 2 > | 
^ p - l ) ! 

• p ( p - l ) | ( p - / n k - l | | ( p - / t ) k . . . f ( p — 4 ) k 4 - p - 8 | 
+ 2 ! ' U > — 1 ) ! • 

[ ( p - " 2 n ) k - i i + l | | p - 2 n ) k - n 4 - 2 | . . . | p — - J n ) k + p - t i - l ! 
( p - l ) ! 

D'oii il est facile de deduire que : 

(10) = 
ou : 

et Pp--2(k) signifie un polynoaie bien determine en k, du degies 
p—2, dont Ies coeficients ne nous int^ressent pas effectivement. 

Applications 

3. Galculon>> com[)letement le nombre (p, pk)-2k. qui entre 
dans i'integrale (8) k Taide de la formule (5) dans ie cas parti-
culiers sui van ts : 
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l'*. Pour p = 1, nous avons : 

ct la relation (8) nous donne : 

( i2) sin + 
s int 

o 

Cette intrgrale est classique. 
2". Pour p=2 , nous avons : 

alors (8) nous donne : 

Cette intt^jţrale â ele calcalâe par F E J E R et par une aotre 
voie par M R . LALESCO. 

3®. Pour p = 3 , nous avons : 
r-uilv 

(3, m 2k = - 4 , 4- 3k + 1, 

alors (8) nous donne : 

(14) 
o. 

fsin ( 2 k + l ) t 
siat dt = (3k»4-3k-l- 1):: 

4". Pour p = 4 , nous avons : 

alors (8) nous donne : 

(15) p|sii> 2k + 1) + + + 

Cette integrale a ete calculăe par une autre voie par MR-
LALESCO. 

5". p = 5, nous avons : 

(5,5k)2k=L ^ - 5 ] g -MOI ^ 
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alors (8) nous donne : 

(16) r 
sin ( 2 k + 1 ) 

sint - T -

115k^ + g30k3 + l85k2 + 70k4-12 

§ n . Calcul dos intecjrales de (ornie: 

• o 

sin 2k 
sint dt. 

4. Nous elevons a la puissance p Tidentite connue : 

= 2 cos t + 9 cos 3t + 2 cos 51 + . .. + 2 cos (2k-1 

et nous obtenons : 

(17) cos t - f -2cos t + 2 cosT) t + . . . + 2cos (2k—1 )i j' 

I 
Si nous notons e''—a, nous avans 2 cosat=e® + ^ et si 

nous faisons succesivement a = l , 3, 5, . . . 2k—1, le deuxienie 
membre de Tegalite (17) devient: 

1 1 
(2k-1)p 

Nous (îfectuons l'elevation k la puissance p du polyn»')me du 
deuxiâme membre, en nous servant des coeficients polynomiaux 
de D . A N D R E , nous avons : 

I \P 

a • • ^ 

~ ' a C i k - l i p 

Pour efectuer le quotient du deuxieme membre, nous dis-
tinguerons deux cas : 

1". Si p est pair, nous avons : 

( I 8 ) + 1 + = [ 

+ ( 2 k - i ) p - 2 
-2k-l 

(2k-l)p--> 

-2k-\ 

1 \ + + + 
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2®. Si p est impair, nous avons : 

(19) 

r^k - D p - i 
« • o A - I V 4- p. ^ ik-l 

i2k-l)p-2 
• • • + ^P' ^ h k - i 4 - + 

( P . O ) , 2 k - l 
1 

Ea nous servant de la transformation ci-haut, en sens in-
verse, Ies rclations (18) et (19) en observant aussi la relation (17) 
deviennent: 

(20) f^i" g k t y r (2k-r>p1 ^ ^ r ^ k - D p - S - l 
^ V sini ) r t L 2 J ik - l 

+ . . . + 2 (p, cos (2k - l ) p l. 

cos t + 

31 + . . . + 2 (p, cos (2k - l ) p t. 

Kn integrant ces relations de O â nous obtenons: 
A*» 

(22) 

(23) 

f i î L ^ y d l = 
V sint J P. 

( 2 k - 1 ) p ' 
t 

71 
•2k-l 

^ I» 

La premiere a lieu quand, p est pair, et la seconde quand 
p est impair. 

On peut d'ailleurs facilement v^Tifier l'integrale (22), en 
71 T: 

decomposant Tintervalle d'int6gration en (O, ş) et (^j et en 

observant qae ces deux integrales sont egales et de signes 
contraires. 

5. Obseryation. Si nous convenons de prendre: 
f p ( 2 k - 1 ) p ] = 0, 

de sorte que p est impair, parce qu'en ce cas ce nombre de 
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D . A N D R E n'a aucun sens, Ies int^grales ( 2 2 ) et ( 2 3 ) peuvent etre 
comprises en une seule, que voici: 

o 

( 2 4 ) 

([uel que soit p. 

Calcul du nombre, 

(2k-1)p-
P. — 5 — 71 

-2k- l 

(-2k-l)p-
' 2 k - l 

6. A.pres ce que nous avons dit nous ne considererons que 
le cas p pair. 

En designant par r la moitie du nombre p, nous pouvons 
ecrire: 

( 2k - l )p 
P v̂  p, (k—1)r 

•2k- l 

Sur la base de la relation (5) § I, nous avons : 

( 2 5 ) 
r r 2 k - l ) p 1 — i p k - r p - i ( p 

2 •21,-1 L p - î J - p + o I 
- I' + 

n ! i p 

_ (pk - r + I) (pk - r + 2) •. • (pk H- r - 1 ) 

p̂  |(p- k—r + 11 |(p—2) k - r 4- -2i... |(p—2) k + r - i 
( p - D ! I • 

+ • • • + ( - 1 ) 
" P(P~1)...(P-D + 1). 

n ! 
I(p-2o) k - r + 11 r (p-2n) k - r + 21... [(p-Sn) k + r - 1 1 

( p - 1 ) ! 

Si nous comparons ce developpement a celui de la rela-
tion (9) nous voyons faciliment que nous pouvons ecrive: 

(26) 
( 2 l ^ p 

ou a, a tout â fait l'expression donnoe par (11) ^ I, mais : 

bien que tous Ies doux polynomes soient du degrfe p—2 enk. 
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Application 

7. Galculons effectivcmeDt Ie nombre, 
quelques cas particuliers 

1". Pour p = 2, la relatîon (25) devient: 

et la rclation (24) nous donne: 

P. (2k-1)p 
t k - i en 

rn 

V sint / 

2". Pour p = 4, la relation (i.")) dev i en t : 

i k - l -L l 

et la relation (24) nous donne: 
ra 

V SlQt / 

- 4 1-'—-_2k(Xk'-f l> 
- i ~ 

2k(8k*+l);c 
3 

8. Observation. II est bon d'observer que Ies integrale i (8) 
tît (24 ) sînht tle.^ cas particul iers de l' integrale plus gent'-rale: 

(27 
Jo 

pour; 

/ s i n n l \ P f (n—i) t>" 

( L Î I I Î ) " " = 

n = 2k + 1 el n = 2k. 

Les relations (10) et (26) nous disent que le deuxieme 
membre de (27) a la m^me forme et l'observation du 5 nous 
dit que ce m^me membre est nul dans le cas ou n est pair et 
p impair. 

Pour simplifier rexposition, nous convenons de noter: 

(28) P, n - l 
n n —l 
2 ou k = , d'apres que n est pair ou jmpair^ et Pp_2 (k) 

est un polynome du degrâs p—2, le m^me Pp_2 (k) de la rela-
tion (10), ou â P'p_2(k) de la relation (26), suivant que n est 
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impair ou pair, mais dont Ies coeficients effectifs ne nous seront 
pas necessaires dans l'exposition qui suivra. 

L'integrale (27) devient alors : 

• . r s m n t (29) s nt / d t = ao(k)::. 

9. Consequence. Si dans Tintegrale (29) nous partageons 

Tintervalle d'integration en ĵ O, ̂  si nous obser-

vons que la deuxieme integrale par le changement dela variable: 
t = T. - u, 

devient egale â la premiere, nous obtenons: 

(30) 1 
aoik) 

s i n n t v , , ' 

valable pour n'importe quels n et p entiers, excepte si n est pair 
et p impair, en quel cas nous avons de la relation (24): 

O i i ) 

n 

s i n ' \ 
( 11=2 l y - l 2 r ( 2 k - l ) p - S 1 , , 

- A - l 

>i III. Calcul des iiUeiirales de l'orme: 

j dt, O <: a < b < -lini. 
n — oc V sint 

10. Gonsidi'rons Ies dovcloppemonts suivants connus:. 

Pour p impair: 

sin^nt — 
p - i 

i z z l L - ' 

P-4-:] 

Pour p pair: p 
. p . ( - 1 ) 5 

sio p nt — ^ sin (p—2) nt +. . . . ^P^P —sinnl 

cos p nt — ̂  cos (p—2) nt + ...-j- * v) 
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Mulliplions ces reiations par le facteur — ^ et ea integrant 

d'a â b, nous observons que nous obtenons dans le deuxieme 
membre des int^grales respectivement de forme: 

rb r sin X nl. 
1 

s i n ' ' l 
d t . cos X n t . 

1 
MnPt 

d t , 

dans lesquelles X est on nombre entier. 

Comme ie iacteur —— est conţinu dans l'intervalle (a, b), 
sin t 

11 en resulte que ces intograles sont des coeficients Fourier, et 
d'apr«>s le theoW'me Riemann, elles tendent vers zero pour n = oo. 

II resulte de 1& fjue si p est impair: 

(32) 

et si p est pair: 

lim. 
n = oo 

J ii V sint J 

„ p / \ r*» \ 

^ . - O O J U I N J 

L ' i n t e g r a l e , 

J „ > n'-t 
s'effectue facilement, par le changement de variable: 

11. Remarque. Le degres d'approximation des deux inte-
grales (32) et (33) est celui des coeficients Fourier, c'est-â-dire: 

A 
n ' 

A etant une constante. 
12. Consequence. Les integrales (32) et (33) tendant la pre-
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llt 

miere vers zero et la seconde vers une qiiantite finie, il en re-
sulte pour p impair ou pair: 

(34) = 0 
/-b 

L . Ht -
(k)J Uint J ° 

Le degres d'approximation avec lequel cette integrale tend 
vers zero, est: 

n P ' 

A etant une constante. 

§ IV. Le calcul des irilegrales de la forme: 

^ n 
.p litD. 

V Slul / 
%j t» 

13. Nous remarquons que nous pouvons ecrire: 

lim. _ L f f î Î E J L ^ d t = 1 I _ lim. 
n = :>oao(k)l V sint ; n=ooao(k) V sint / » ^ V sint / 

»/ o ^ o - ' a 

En vertu des relations (30) et (34) § II et § III, Ies integra-
les du deuxieme membre tendent respectivement, la premiere 

vers 2 et la deuxieme vers zero. 

II en resulte: 

(35) l im. J[_ 
» = k) 

Mnnl 
V sini 

14. Remarque. Le degres d'approximation avec lequel l'in-
T: 

tt'grale (35) tend vers est celui de l'intograle qui tend vers 

zero, c'est-â-dire. 
A 

II p 

A, etant une constante. 
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§ V. LA raicni des inlvgrales de la (orme: 

15. Si nous designons par A l'intrgraie â calculer et si nous 
faisons le changement de variable : 

i = 1C — u, 
nous avons: 

A 

o 
(sinnu 

sinu ^ u du, 

exceptant le cas n pair et p impair que nous excluons en atten-
dant. 

Nous remarquoDs que la premiiTe integrale, en vertu dela 
relation (29) est i^al a aQ(k).T:, et la deuxieme integrale est A 
mâme. 

Nous deduisons facilenient. 

(3f.) I. •( / s i n n t / _ 
o ( k ) ) U i n t J ^^^ " î 

Heste â examiner l'inh'grale: 

au(lv) 
î i ^ V i dt. sini / 

dans le cas ou n est pair (n = 2 k) et p impair. 
Nous considorons le develooppement (21) § II. 

o r n l j - - ' - -
ros t 4 -

-«ak—I 
cos 3 t 

ik-\ 

En multipliant par t dt, ea integrant de O â n et en obser-
vant que ies integrales du deuxieme membre sont de la forme: 

o- , 4 , . . . r ts in(2iH-1)l . cos(2i+l)lf 2 
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nous obtenons pour l'integrale donne: 

"""/sinauiv'' 

P. a w 

ou nous prendrons: 

SiUl / 

(/k—Dp—3 

aoi k) 
C 2 k - n p - i 

' iU-1 

-2k-l l^k —I)-

»o<k)= p ( 2 k - l ) p - ' 
2 k - l 

16. Observation. Nous ne perdrons pas de vue que k dans 

toutes Ies formules qui renfermeront ao (k) est egal â | ou â 

n—1 
2 ' suivant que n est pair ou impair. 

§ VI. r.alcul (It's iiUtMjrales (lela lormo: 
7t 

Ura JL f V ^ h 
n==oo- ao(l<)j^ V t ) 

d t. 

17. En designant par Ip l'integrale â calculer, non passe â 
la limite, et en Ia retranchant de la relation (30), § II, nous pou-
vons ecrire : 

n 
(37) - I ' 

2 1 1 n 

- a o ( k . sin^nt LsinPt tP J 
dt. 

Kffectuons Ia paranthese de sous le signe integrale, en rem-
plaţant sint par la serie connue: 

t- , 

nous avons: 

V S Î 

s iu ' ' . l»' 

BUPT



ou : 

ou nous avons note: 

- P »- 1 p i ' - i ) . I p „ 1 13 
f U: - • + - T " "U:-V + • ) H - 1 ) « , 

l' -T.-^bl- ••) 
On voit (jue •|'(o)=: l, c'est-â-dire ^(t) est uiie fonction re-

giilii re â l'origine. 
En remplaţant dans (38) nous obtenons: 

jt p. 
S P 

— «P = ,-r—TTs-
l o 

Lc changement de variable: 
n t = u, 

nous permet d'^crire. 

r " " 

Nous passons â la limite pour n = co, Nous remarquons 

d'abord que le facteur | est fini dans l'intervalle d'integra-

tion, ce qui fait que: 
n » 
T s i n P 

I . . 
soit finie ('galement â la limite. 

D'autre part, 

lim bUI-o 
n = oo ^oC^) 

Alors, il râsulte de (39). 

• im ( J - I p ) = 0 , 
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ecluivalant â : 

(40) lim — i -
oo" 

.T 
- /sinni 

l i 

18. Consequence. Si dans la formule (iO), nous faisons le 
changement de variable: 

ni = u, 
nous obtenons: 

n;r 

P . lim ILI^- f ' 
Q = co;io(k) J u / 

Mais nous observons que : 

Hm L 
n = oc 

parce que nous savons que n = 2k , ou n = 2 k - | - l , et a^Ck), a 
la valeur donnee par la relation (28) § II. Âlors du (40) nous de-
duisons facilement: 

i^cc 

(42) ( 
^ u y o P 

ou a|, a la valeur donnee par la relation (11), § I. 
19. Observation. En considerant la relation (39) nous voyons 

que le degres d'approximation avec lequel Tintegrale tend vers 
n 
2 , e s t : 

A 

A etant une constante. 

§ VII. Theor^me n^cessaire 

Si o (tj est une fonction continue dans Vintervalle (O^x) ou 
()<./; <271, et si, quand n tend vers Vinfini^ x tend vers zero, x 

et ^ ayant le meme ordre infinitesimal^ nous avons. 

1) La vale or de Tinl^grale (41) peot servir comnie une solakion simple d 'an pro-
bleme semblabie propos^e par Mr. Lalesco, doQt (fb troQve la soiotion dans vG. No. 5, 
IIKVJ par la rnetliode des r^ idus . 
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( 4 3 ) l-m 
n = co, t ^ o 'o<'V 

I /'sinnnp 2r ''i(0» /sinr^p, 
l l î iu- j = — ( T - J ' ' ' o ' J ti 

a etant un nombre positif arbitraire aimi que: 
lim. X. n = a, 

V = o, n = oc 

et o, aijant la valeur donnee par (ii). 
9(t) etant une fonction continue dans l'intervalle (0,x), evident 
que aussi : 

( 4 4 ) 

est une fonction continue, dans le mt^me inter valle. . 
Nous pouvons donc ferire : 

rt 
( 4 5 ) 

.«iont\p ^ r /sinnlM' , — j ^^odi^J ( — j -KDdl. 

Nous employons maintenant ici Tartifice suivant. 
Nous considerons rint(5grale : 

( 4 6 ) 

/< innt \P 
— ^ esl oîi le factcur: nP + ^ — e s t une fonction positive dans l'in-

tervalle (o,x). Cela est evident quand p est pair, et en cecas nous 
pouvons supprimer nP ; au cas ou p est impair, la fonction os-
cillatoire. 

qui s'annule pour : 

/s inntNp [~r)' 
K 2.T (0 — 1)-I , . . ) îî-
n u u 

a le minimum au plus grand que — nP, de sorte que le premier 
facteur sous le signe integi-al de Texpression (4G) est toujours po-
sitif dans rintervalle (o,x). D'autre part aussi le facteur ^^t) est 
conţinu dans Tintervalle (o,x) et nous pouvorrs appliquer a Tin-
tegrule (46) le premier theorome des moyennes. 
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On peut donc ecrire : 

( 4 7 ) 

v u - i' 

ou o < ^ < X . 
La relatian (47) peut s'ecrire : 

Jo 

sinnt\p , . . P,^.. , /"sinnnp . 

O 

Nous faisons le changement de variable dans Tintegrale du 
deuxieme membre : 

n t = u , 
et nous pouvons ecrire : 

( 4 8 ) riP- X + J 'XO dt = nP- x + 

du, 

ou o < < X. 
- o 

1 
Nous multiplions la relation obtenue, par t-ţt, et nous 

^ov*^/ 

passons â la limite pour n = co et par consequant x = o 
Nous remai-quons que : 

n P - ' 
lim . = l im. lim 

C>p-I 

n = co{ A = 0 ^olk) a ^ co, x=0 
P, . P—* ^P—* 

n = cc ,x=U 

et en vertu de la relation (44) : 

Nous simplifions alors la relation (48), et nous oblenons : 

lim I 

ce r|u'il fallait domontrc. 

/sinnty 
I w î j = 

BUPT



«^IIAPITRH JI 

L'expression par iniăgrale dâfinies d'untf certaine totalisation 
de somme Founu i» et reciproquement. 

1. l'ii ' tiualisalion ri^manniable. 

21. F K J K R (laas son m«''moire '«Recherches sur Ies series 
FouniKR» a dOmontr^ (ju'en prenant la moyenne arithmetique 
des premit'res n sommes FOUMIER, on obtient une nouvelle inte-
grale definie, analogue ă celle T tudi^e par DIRIGHLET. 

II a montix' sp»''cialeinent que : 

- f V - ' ^ r f . ( r + 2l) U, 

OU Sfl, «S . . . SO_ , sont Ies sommes F O U R I E R . A U cas ou f(x) est 
une foction finie et int^'rabl»*, il a encore montre que cette inte-
grale pour n = oo, tend vers : 

• f , -x-fO.-f f.x — 

Nous moQtrerons maintenant qu'une certaine totalisation 
des sommes FOUIUKR, procure une nouvelle integrale, analogue â 
celles^tudiees par DIHK HLKTet FF.IKH, qui convergent, pour n = oo, 

vers la m^me limite. Cette convergence, nous la montrerons dans 
un autre chapitre. 

Nous empIoyon!> ici une mi'thode empirique et considerons 
le cas ou n = 2k -f-1. 

22. Nous considerons Ies deux propressions arithmetiques 
suivantes: 

-f- I 3 5. - l . â k - 2 . . . , 2 . 1 . 

Nous multiplions Ies termes de la premiere progression res-
pecţi vement par Ies sommes F O U R I E R : 

?0< S/, !=2< • • • SK 

et Ies termes de la deuxieme, respecţivement par ies sommes 
FOURIER : 
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et nous Ies additionnons dans l'ordre dans lequel elles sont ecrites, 
^ t parlageons le losultat par : 

3 k2::_ - t I ^ 

somme des termes des deux progressions considel•e^s. 
Nous obtenons ainsi la somme suivante, que nous notons 

par vo (x). 
i 

o u SJ est la somme FOURIER bien connue: 

k 

L c S i + D s i + D i i k - i - F n . ^ k-t-i 

( 2 ) 
s i n ( 2 i - H ) 

s in t 

En vertu (2), la relation (4) devient: 

(.S) v ( x ) - f V + S t ) 
sml 

1=0 

+ 2 — ' ^ ' ' + 2i - 1) t j cit 
i I 

Etfectuons maintenant la totalisation du deuxieme membre. 
Nous nous appuyons sur Ies egalites succesives suivantes: 

k I r 1 
( i ) + ' ) s i n ( ' ^ i > ^ ^ î l l m S + ^ ) — ^^^ 2 ( . + ' H 

1) " i o 

1 cos 2 i t - (:2k + i ) cos 2 (k + •) • = v ^ ^ sini 

r - i i 

-2s 1,1 
k 

î - l 

+ " 2 -̂ in ( - ' + ' ) t SMi (-2. - 1 ) IJ — (2k + 1 ) sin (2k 3) t + (-2k + 1 ) 

' '"('2k + 3)sin(2k + l) t — (2k + I) sin (2k -K3>i 
•2k 

. M n r i k 4 - I ) t 

•2k 
"/isiu'^iL 

(5) = 
i - 1 

cos -2 (k -l-1) t — r o s 2 (k + i - l - I) l 
•-'1. -4- I 

J 2 s i i L 
-2k c. s 2 (k + 1) t 

— 2 + 

2 k + i 
i = -2 

1 
4 sin» t 2k sio (2k + 3) t — 2k sin (2k + 1)1 

— S (sin(2k + 2i + l > t - s i n < 2 k + 2 i - l ) i l 

= ^ J ^ i ^ ik + I) bin (2k + 3) l - 2k sin (2k + t) t - sin (Gk + o; tj. 
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En additionnant los dgalit<:« (4) et (5), on obtient apros sim-
plifîcatioD: 

k 
(ii + I) sin (2i H- 1 > l -l- (ik - i - f I. sin (^k + 2i - I) t 

i I» i = i 
_ _ l _ ••{ sin (2k H- I' t - -̂ in (6k + 3) t ^ sin^ r2k + 1)1 
~ sin' l • 4 ~ . sin*t 
En substituant celte valeur dans (3), on obtient: 

»/o 
Nous avons trouv^ ainsi une integrale analogue â celle de 

DiRicni.ET et FEIKR. 

23. ObservatioD. L'integrale definie, qui entre dans la tota-
lisution ci-haut est un cas particulier de Tint^grale generale: 

_ 1 
au I k) Jo 

O) 

pour: 
n = lk - l - l et p = 

seul cas qu'l faille d'aiileurs prendre en consideration, car dans 
le cas : 

n = 2k, p = 3, 
l'integrale (7) est nulle en vertu de la relation (23), ^ II. 

l8» 

§ II. Expression des inlt^grales d»» forme: 

« 

ao 1 k). K 

jmr Ies sommes F O U R I E R . 

2 4 . La relation trouvee par F E J E R , entre son integrale et Ies 
sommes FOURIER, nous â incite â chercher nous aussi, s'il existe 
une pareille relation aussi entre Ies integrales plus generales (8) 
et (9) et Ies sommes FOURIER. 

Notre reponse est affirmative. 
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Le caa de Vintejrale (8) 

En vertu de l'identite: 

(10) 

dans laquelle nous faisons succesivement n = 1, 2 , . . . pk, la re-
lation (7) § 1 peut s'ecrive : 

fsin (2k + 1) t y , , / , sintSt —sint 

sin 5t-sin3t + (p, pk -2)'2k ' ^ ^ i n t • -ftp. o)-2k. 
sint 

sin(2k+1)t-sin (2k-1)t 
silit 

OII: 

+ 

= ^ P' - ^P' P'̂  - ' + ' '̂P' P'̂  - ' 
sin (2pk — 3) t 

sini 
sin(-2nk—1)1 , , sin(2pk4-lu 

- ( p , pk-2).2k | ^ + ... + [(p,2)-2k - (p. lhk) 

(p, r»-2k —(p, o)2k ">k sint 

En multipliant cette relation par 
f(x + 2t) 

— dt, en integrant ao(lv)~ 
de O â - et en observant que Ies integrales du deuxiems membre 

sin (2i -f 1) I 
sint . h x - f S n d t . i - - 1 , 2 , . . . pk. 

sont exactement Ies sommes FOURIEU, nous obtenons: 

(11 ) ao (k) 

I 
/sin(5k 4 - h tV , .. ' • , — — • 1 (̂  f dt ^̂  — - (p, pk m -\ sint / ao(k) ' 

(p, pk - 1 I so -j • j- I (p, pk - I 'ik - (p, pk — 2)-Jk I. s, ilo ( K ) 

Lr ras dr VinUujraJc (9). 

"27). Nous pai toiis de la relation (20) ^ II dans laquelle p est 
rvideinment pair. La relation (21) ^ II dont il faudrait partir, 
dans le cas ou p serait impair, n'a aucune sen?, vu que Ies corfi-
cients polynomiaux du developpement, drfinis par D. ANDRE, 

n'ont aucun sens. Maintenant nous remplaQODs dans ia relation 
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(20) t par 2t ct en utilisanl dans Ie deuxiome membre Tidentite 
(10), § chapitre II, nous pouvons en serrant Ies termes sembla-
bles, en sinus. 

/sin^kt .p / (2k—1)nv / • c k - l ) p- '2\ 

- f (p 
C2k—I) p - 2 ('2k-1) p - 4 \ 

• i k - i 

sin 3t 
sini 

.. ., + Mp. I , . . - , 
•11 ('J (;K - 11 P -F ' 11 

.-mi 
fix + 2l)dt 

En multipliant cette relation par. integrant 
ao (k) 71 

de o ă 7t et en observant que Ies init'-grales du deuxi^me mem -
bre sont Ies sommes F O U R I E R , nous avons: 

(12) 
ao (K) n V SUI-21/ ~ ' a„(k)L' "2 A>k-i 

- f p . 
r 2 k - l ) p - 2 1 , 1 r / 

I 

L - . 

Les formules (11) et (12) sont Ies relations remarquables, 
qui relient integrales propos^s aux sommes F O U R I E R . 

26. Applications. Nous savons que les cooficients polyno-
miaux, qui entrent dans les developpements (11) et (12) on peut 
les calculer soit par la formule (5) § l , Ch. I ; soit par le triangle 
gcneralise de PASG.VL. 

Employans cette derniore methode, pour les coeficients du 
doveloppement (11) et pour les cas p = 1, 2, 3. B̂ n nous basant 
sur la propriete du No. 2, § 1, Ch. I., nous avons le tableau 
suivant: 

1 1 1 1 .... 1 1... 1 
1 2 3 4 . . . . k k+» Sk+I 2k—1.... k+ l k 3 2 1 

1 3 6 10. . . . k(k4-l) . . . . k(2k4.3) . . . . 3k»-f3k+1.... 
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Galculons maintenant Ies coeficients du developpement (11) 
â l'aide des nombres, 

(P.n)2k, 15=1,^,.... pk. 
de ce tableau. 

Nous trouverons: 
1". Pour p = l , 

1 
s m i 

c'est L'integrale de DIRICHLET. 

2". Pour p = 2, 

1 f ^-^TlfSk -f-
( 2 k + I ) - M s in i ^ ' - o ^ 

k - f - i i l 
r 2 k + i ) 

c'est rintegrale de F E J E R . 

Pour p = 3, 
RRT 3 

1 I / s i n » 2 k + I )t\ » . ,, 

.0 + + + • •. 4- + I 2 k v ,, + • .. 4- + S3 
+ -̂ k + 1 

c'est rintegrale (6) ^ I. Gh. 11 etablie par nous. 

§ IIL L'expression des inteorales de forme (8) et (9) du paragraplio 
precedent, par Ies soninies Fejer 

27. Nous pouvons etablir facilement des relations entre Ies 
integrales ( 8 ) et ( 9 ) et Ies somraes F F J E R . 

Pour cela nous considerons Ies identites FFJKI ; . 

' i i :: 
( 1 3 ) 

- n + 1 

dans lesquelles s„,s,,...sn sont Ies sommes FOURIKR, et (T„_,.i 
H'S sommes FF.IER. 

Du (13) nous oLtenons facilement l'identito: 

(14) = + -n-j , , 
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Si ici nous prenons n = 0, l , 2 , . . p k , nous obtenons succe-
sivement Ies sommes F O U R I E H 

so, s , , . . . spk,.. . p, 

en fonction des sommes F W K R . 

En substituant ces valeurs dans Ies relations ( H ) et (12), 
Dous obtenons apr6s certaines simplificatious. 

(I 

+ l'̂ i + j j ^ ) I (P'Pk-1 )ik - + U>.plv->)2k 

+ I (p.p«<-2)ik - 2(p.pk 3).k 4-(p,rk-4)2k ba 

+ ^ l ( P . I ) 5 k - 2(P.0),,lapk + ^ < P.0),, p̂k + I. ao(k) 

(1G) a(,(k)- aolk) 
(-2k-l>p 

>ik -1 

- 2(P. (P. 2 — 
, _9_ r / c Jk - l 

, / (ăk—l»p-6^ 1 , , ( 2 k - 1 t p - i r 

(i>k—l)p—4\ 

aolk) 

- 2 (P .1 4 - ( P . 0 ) . K _ I I ̂  ( 2 K - L - 1 F' P'^ 1 

28. Applicatioos. Appliquons la formule(15)au cas ou p = 3. 
Au lieu de cetle formule, (|ui nrcessiterait Ies calcul des coefi-
cients, nous utiliserons la relation : 

{ ^ k H ^ S k + r ^ l l — î n r i - J + 
n k 

= s f t W T f § + ' + § - ' < - • + ' J 
doduite des relations (0) et ( t ) § 1. Ch. II dans lesquelles Ies coefi-
ciente sont calculă. 
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Noas remplaQons ici Ies sommes FOURIER du deuxieme 
membre, par Ies sommes F E J E R dedaites de l'identite (14) et nous 
obtenons facilement apres cerlaînes simplifications: 

(17) 1 
3k* + 3k + 1 

nsiD(??kH- 1 )t 
tj l sint 

f(x + 2t) dt = 

Hk'+Skfl 
29. Observation. Les developpements du ^ II et III nous 

ont permis de trouve la liaison entre les integrales gencralisees 
Fi'.ii:it (8) et (9) et les sommes FOUIUER et FFJER (p = 2). On se 
posait Ia question si les integrales (8) et (9) m l exponent p, ne 
s'exprimeraient pas plus simplement, par des integrales de la 
meme forme, mais â l'exponent p—1, c'est-â-dire, si le meca-
nisme de transition de p â p—1 n aurait pas t§te plus simple. 

La reponse ost negative, comme nous pouvons facilement 
le voir par la relation (17) en cas oîi p - 3 . 

GHAPITRE III 

La convergence des sommes trigometriques: 

P i\q{ k ):: 
sinnt 
sini , f (x + 2l ) dt. 

1 e cas de la lonclioii liniaire. 
30. Soit f(x) une foction liniaire et pt'̂  iodique, 

(|ui admet une periode 2 T:. 
La diagrame de cette t'onction 

est — Fig. 1 — ou nous avons suppost» 
(jue a > 0 , p < 0 . Cette tonction est 
i videmment discontinue aux points 
d'abscisse O, 2 4 it, . . , . ou elle pre-
sente des sauts verticaux AA|, BB^, 
(ICj, . . . Elle ^NI reprc-^entre dans 
L'intervalle ( 0 , 2 T I ) par dans 
rintervalle (2 K, 4 K) par a + p. 
(X - 2 it), . . . etc. 
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En ce cas la somme trigonomâtrique donn^ devient: 

( î l f . \P sînntj 
s i n i / 

d l 

Glierclions la limite de cetle somrne, pour n = co, coinpris 
dans Fintervalle (0,2:^). Nous observons que l'argument x + 2 1 
varie cntre x et 2 7r + x, quand t varie entre O et n. Par conse-
f|uent la fonrlion a4-p (x + 2t), sort de Tintervaile (0,27r) quand 

t varie entre et et par saite dans cette intervalle nou 

n rnplaceroT>s la fonction a + P<x 4 2 t), par a + p(x + 2 t — 27:^. 
Nous drcomposons donc nolre int/^grale comme suit: 

X T - -T 

\ - - — 

. 'O 

|a I f '2{ — 2n)|ill _J 

sinul NI» 
sini j 

dl 
-T 

.»u : 

Ţ L F I I ! ; ! ; ! ) - , , , 
)z J \ Mnl I siiii ' 

' ' O <» 
p/f 

(TiHTjdi 

Lians Ui derniere integrale, on peut rempiacer l'intervalle 
x X 

— P̂ *" fonction sous le signe integrale ayant la 
periode it. 

Nous savons d'ailleurs que : 

V i l B n i / d i = 1 el = V sinl J ao(k).s | \ sini J 5 

rt 

a o ( k ) . j t 
o 

cil vertu des relations (29) § 11 et (35) § V. Gh. I. 

>) Noas convenoiis ijoc l'accoladf. { ] nous riipp<>IU; In piriudicite de la fonction. 
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En remplaţant en (2) nous obtenons ; 

(3) = a + + O fefdt. 
V s in t J 

Nous passons â la limite pour n = co et nous observons que 

le terme a soustraire tend vers^, en verlu de la relation (34) 

^ IV. Gh. I. 
11 rcsulte de lâ que : 

lini V (x) = a + ?x 
n = co ^ 

Le dtWeloppement (1) converge justement vers la fonction 
donnee. 

L'expression (2) exige que nous excluons le cas ou n est pair, 
p impair, parce que la premiere integrale serait nulle. 

31. Observation. Le degre d'approximation avec lequel te 
dcveloppement tend vers la fonction donnee, 

est celui par lequel 

ao(l<) 

tend vers et en vertu de 1 observation du No. 14 ^ W. eh. I, 

c'esţ —, A etant constant. 

Cela signifie que plus p est grand, plus Ies sommes trigono-
niiHriques convergent plus rapidement. 

32. Applications. Trouvons la serie corrospondante, qui re-
prrsente la fonction a + 

^ X 

Pour cela nous calculerons, —i— | j t Jq develop-
! \ sint / ^ 

u 
ptinent (3). 

Nous muUiplitms par — d t Ies relations (7) ou (2U) cli. 1, 
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suivant que n = 2 k - f l ou n = -2k, et nous int^grons de O â 

nous obtenenos : 

i f ' s iniăk + D t / , . i r . . * 1 I s-n-» 

J O 

ou : 

(O) ao<k) 
/•sini'kt\P 1 1 / (:2k-1)p\ ^ 
^ 5int / '2 2 

u 

2 • 
î p T J 

Mais nous avoiis montrr relalivement ă la relation (3), que : 

lim 
n = cx; 

\ 

^ I) 

O 

HtMnplarons aloi-s Tintegrale par Ies somines correspon-
ilantes ( V) ou (5). il CMI ivsulte facilement: 

âin 
2 

t»u: 

H) JL-L lim _ L \ (n ' - I ^ - O P - - ] 
2 ao«k)L p, ^ - L -

. 3 x 
/ ( i>k-1)p-4) sin ax / ( 2 k - 1 ) p - 6 \ sin-^ 

(•2k l )px 

V 1 (2k - l )p 
suivant que n — 2k + 1 ou n ~ 2k 
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Ges developpements sont valables pour rhaque vaieur de x, 
de l'intervalle de (0,2-). 

Dans le cas particulier ou p = 1, toiis Ies coolicieiits du ilo-
veloppemeat (6) sont egaux â 1 et nous obtenons le devveloppe-
ment connu : 

— \ siiix , siii2x , siii.'îx . 
( 8 ) + • • • 

Le cas de la discontinuite 

33. Nous chercherons la limite pour n =00 de l'intngrale (1), 
pour le point de discontinuite x = o. 

La vaieur statique 

34. Nous faisons x = 0, dans la relation (3), eqiiivalente 
â (1) et puis n = oo et nous obtenons: 

x = o 

Par consequent : 

I I M V P ( X ) = A H - .3 R = ^ J ^ -

La limite cherclie tend donc vers la. semi-somme des va-
leurs de la fonction liniaire pour x = o et x = 

Ooomc'triquement cela signifie qu'elle tend vers le milieu M 
du segment AA ,̂ fig. 1. Par suite pour un point de discontiiiuit(% 
le dcveloppement (1) ne tend pas vers la vaieur de la fonction 
correspondante de ce point, mais vers la semi-somme des valeurs 
de la fonction aux points de discontinuite^ exactement-comme 
dans le develloppement F O U R I E R . 

5. Observation. De la domonstration n® 30 ch. III et de la 
precedente il resulte que : 

Ia -f ^ X pour O < \ < ^ r 

a-fjS:: pour \ = 0 
Gcometriquement ceci signifie que la fonction qui converge 
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vers Vp(x) pour n — est formee de segments dedroit AB|, B,C, 
C|D on remplaţant cependant pour : 

Ies points A, B, B ,̂ C, C^,. . par Ies points isoles M, Mj ... dont Ies 
ordonnees sont: 

a - f ^ a - f ? . . . 

cx^ctement comme pour le drveloppement dans lascTieFouRiER, 
de la tnOme fonction liniaire. 

La valeur dynamique 

36. Nous chercherons Ia valeur de Vp(x) de (1) quand n ten-
rlant a Tinfini, x tent en nirme temps vers zero. Faisons un petit 
historique de ce qui nous a conduit â cette recherche dans notre 
cas general. 

On sait qne P A U L DU Bois RKYMOND a domontre, qu'alors 

que * et ^ tendent en m»'mo temps vers zero, ayant le meme 

ordre inCnitisimal, Ies sotnmes Foruii u : 

correspondant â la fonction liniaire periodique, tendent 
grometriquement vers la ligne brisee entuTe M A| BB| GC| D... 
fig. en ne pi t^entant plus de sauts verticaux. 

Ce fait a ete constata plus tard, par voie raecanique par le 
mathematicien MICHELSON, qui a construit un appareil pour 
obteoir Ies courbes : 

(X): - i ^ n l x ) , 

du developpement FOURIER de la fonction liniaire (8), courbes qui 
tendent â la limite vers la ligne brisi'̂ e entiere. 

LOVE, lui objectant, qu'en Mathematique on ne procede pas 
comme dans la Phy?i(jue, on a reconu â Tarbitrage de POINCARE 

qoi a donne raison â MICHELSOHN, c'est-â-dire que : 
lim Vp(x) 
ILAOO 

tend vers ia ligne entiere MA] BB^ CCf D .. 
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Peu de temps apre?, Je mathematicien GIBBS s'est o c c u p e de 
nouveau de la representation ge.)nietriqae de la serie F O U R I E R , 

correspondant â Ja fonction ^^ relatioii (8), et. a observe 

que dans toutes Ies figures, la courbe limite, au lieu de donner 
aux points de discontinuite, seulement Ies segments : 

MA, iM l̂î ... 

il a vu que ce sont des parties de la courbe, qui s'eleveat plus 
liaut, â peu prcs de 0,1 de ces segments et qui persistent meme 
a li limite, c'est-â-dire que la courbe limite n'est pas formoe 
seulement par la ligne brisee MABBj 00^ D... maisaussi par Ies 
segments parantes: 

A ce phenomene părăsite on a donne le nom de phenomene 
GIBBS. Plus tard on a explique analytiquement ce phenomene 
pour Sk (x). Nous demontrerons maintenant que ces faits persis-
tent aussi pour le cas general de Tintegral (1), avec robservation 
que le phenomene GIBBS a lieu seulement pour p impair. 

Le cas general 

37. Nous examineroas ă cette fin : 
lim Vp(x), 

11= CX3, x = o 

1 
quand x et-^ tendent ea meme temps ă zero, ayant le mcme ordre 
infinitesimaL 

Nous consid(hons la relation (3) equivalente â (1): 
\ 

^ O 

et nous passons â la limite pour n — oo et x = o en meme temps. 
Nous observons qu'en vertu du theoreme de VIII, ch. I, ou nous 
faisons ?(t) = I, nous pouvons ecrire : 

lira ^ r / s iann ' : . Csii 
n=oo, \ = o a,3 (k I u 

X 

o ^ n 
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parce que dans le theoreme laeiitioiine, nous pouvons prendre : 

X = —, au lieu de \ 
n n 

Ui relalioii (9» devient 

101 lim < X » = a 
I' O^ , ,, a, l — P » 

^ O 

ou nous savons que a est un nombre positif arbitraire, et a, a la 
valeiir ( l i ) § I. ch. 1. 

Eo donnant k a loutes Ies valeurs comprises entre O et oc, 
nous trouvons: 

1®. kii p est pair : 

" i m dl /Mllt̂  dt = 4 ::. 

Si p esl impair : 

O ^ ' J li ^ ' 

Au premier cas; 

I M -
I 

tend vers son maximum —n, par des valeurs croissantes, ct nous 
A 

n'avons pas de phenomene Gioiis, car la limite ne pcut pas cHre 
depopsoe. 

Ett preLant la valeur maxima et minima pour la relation 
(10). nous trouvons : 

a + l.m. V p ( K ) ^ a , ? < 0 , 
D=oo,x = 0 

c'est-â-dire que cliaque point du segment MA, appartient a la 
courbe limite, que, par consequent, Jes courbes Vp (x) tendent 
vers ligne brisee entiore M A BB^ C C , . . . 

Au deuxiemecas, quand p est impair, la lonction 
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est oscillatoirt'. Elle s'ann»Ie poui : 
t = : r , : 2 : : , 3 - . . . 

et plus t croit, plus Tamplitude d'ecroit, comme on Ie voit dans 
la fipure (2). 

x\lors: 
/n a ! 

( x ) dt 

?7r reprosente une serie alternee 
dn surfaces d^croissantes. 

Sa valeur maxima nous lavons, si nous considerons la siir-
facc de la premiere bouche : 

fsint 
dt. 

/ 
Ce fait n'a pas ete observe de PAUL DU Bois REVMOND, pour 

le cas qu'il a etudie, (p = l ) ; il l'a (He observe plus tard pour ce 
cas, quand GIBBS eut decouvert geometriquement Ie phenomene 
dont nous avons parle. 

Ea ce cas nous avons donc : 

dl, 

et la relation (10) nous dit que soa maximum est plus grands 
que a, que par consequent la courbe limite Vp(x) ne nous donne 
pas seulement la ligne brisee MAB B^ CC| . . . mais que nous 
obtenons aussi Ies segments parasites 

A A', B ir, B, B',.. . 
Nous remarqueroDs encore (fu'en ce cas n ne peut etre que 

de la forme : 
n = 1 

S 11. Le cas fleneral (rime lonclion (luelconmie i (\) 

38. Pour etudier avec tacilite la convergence des sommes 
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en ce cas g«'Mieral, il est besoin d'une certaine prpparation, c'est-
ă-dire, de TiHude de Tintegrale : 

H ) 
j . . - - I i 

<>nt 

<|uand n lent vers l'infini. 
Nous diviserons cette etude en deux parts, sui van t que p est 

pair ou impair. Dans le premier cas nous suivrons de prrs la 
m^thode eroployee par F E J E R , pour le cas p —2, la fonclion o{i) 
etant finie et int^grable. 

Dans le deuxieme cas nous imposerons ă la fonction 9(1) Ies 
conditions DIHICHLET et LIPSCHITZ, connues pour le cas p = l , en 
employant une m^thode plus simple. Nous etudierons egalement 
Io cas p pair ou impair. Dans tous Ies deux cas nous demontre-
lons que Tintegrale proposee tend â la limite vers: 

ou vers: 
- 0) _ 

Q ) 

S 111. Elujie de TinU'̂ flrale Jp. au cas on p esi pair: 

39. Examinons la limite pour n = c^ de Vxnlegrale ( I I ) en 
snpposant que 'f(t) est une fonction continue dans VinlervaUe a), 

Nous prendron^ deux cas : 
Le cas, O < a < TC. 

De rhypothese il ressort que nous pouvons faire corres-
pondre a une grandeur positive 2 une autre grandeur positive e, 
de sorte que : 

si: — a 
Maintenanl nous decomposons notre integrale comme suit : 

( 1 3 ) .ip ^ f f ^ i M ^ v t ^ H i + - ! f h ^ Y ' H D d t . 

Parceque le facteur: 
a 

V sînt 
(s^in n l j p 
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est ime fon tion positive, nous pouvons appl qiier a ch. que inte-
grale le premier theoreme des moyeniies. 

Nous pouvons ecrire: 

/i/\ I X I ^ 1 T/sin nt\P.̂  , . J f/sin nt\P,. 
( 1 4 ) Jp = ( , ( 0 ) + 4 j ^ ) d t + ' f d t , 

o u : Yj < 5 el 3 < s ' < a 

Et) gardant e fixe, et en faisant n =oo, nous observons que: 

lim- _ ' _ f f e Y d t 1 ' = o , 
n = coao(k).::J V sini V 2 V sint / 

en vertu des relations (35) § IV et (3" )̂ § III. Gh. I, la rt-lation 
(14) devient: 

Jp 2 c l + a-. 

et par suite a la limite, nous pouvon.^ prendrr: 

(15) r 1 
n ^ o o ^ 

l.e cas a = T:. 
Nous divisons Tintervalle d'intogration en (O,a) et (a,7r) et 

nous opiTons dans la deuxieine integrale le changement de va-
riable: 

alors nous avons : 

f » I /Sin n* V , , , I I Asin nil , . . 
i T " I — r r^^^^^H TTT- I {—•— — u ) d u . J ^ s int / ^ a o ( k ) r I V sinu / ' 

o J o 

Les deux intrgrales sont de la forme procrdente et par con-
si'rjuent en vertu de la relation (15) nous pouvons t'^crire: 

(16) lim 
n = co 

Le cas de la discontinuiie de hi fonction 
40. Les faits etablis plus liaut nous permettent facilement 
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de recherclier la limite de rinlrjrrale (11) et dans le cas suivant 
•le «liscontinuit»' de ia fonction i>(t). 

La fonction 9,7 ' est (inie, integrable, avec un nombre fini de 
diaconlinuilei simple (sauts verticaux). 

L'inU'grale (11) peut s't'crire : 

I r ' / s i n n l V . j . i • r ' ^ ^ i o n l / , , , . , 

^ o ^ Î̂ , 

^ <1.. 
OU a | , . • Bj) 

sont Ies abscisses des poiots ou Ia fonction ţ ( t ) 
pivsente des sauts verticaux. Maintenant la fonction 9( t )es t 
continue entre Ies limites de chaqae intervalle, de sorte que 
passant A la limite pour n = ^ , nous observons que la premiere 
intiîgrale, en vertu de la relation (15) tend vei-s: 

^ d a n s le cas ou O < a < 

Le reste de> intrgrales en ce cas, tend cliacune vers zero, en 
vertu de la relation (32) ^ II. Ch. 1. 

Dans le cas ou a = 7: ce qui a eto dit se maintient, excepte 
pour la dernit re integrale qui tend vers : 

- 0 ) 
i 

Ainsi donc dans ce cas de discontinuit(S nous avons: 

(!6) li™- J„ = ' n = CX3 P 
M d — " 

41 Ohservation. Le degres d'approximation avec lequel Jp 
tend vers sa limite, en cas de continuito ou de discontinuito de 
la fonction «(t) examinre plus haut, soit que o*- ax- it, s(»it a = Tr, 
est celui du premier terme de tous Ies developpements prec«"-
dents de Jp ; il est par consequent: 

nP 

en vertu de l observation du n" 14 § IV. Ch. I. 
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^ IV. Elude de Vintegrale Jp en cas que p est iwpair. 
42. Etudions la limite pour n = oode Tinlegrale (H), en 

faisant plusieurs hypotheses particulieres sur la fonction 9(1). 
^La fonction v^t) csl amtinue^ posilioe el decroissante. 

I.e cas o<' T^. 
En regardant l'integrale (11) nous observons <|ue le facteur : 

fsm nt\p 
sin l 

est fini dans Tintervalle (o,a), et le deuxienie theor^me 
moyennes nous permet d'ecrire: 

Jp ^ 'f(O). ^ I f r d l , o < ^ < a 
. 1 f /^sinnt\p.. 

o 

En passant â la limite pour n = 00 et observant que: 

lim. < l̂ sin nt\P .. _ J ^ 
U ao(k).:: VsiQl i ' 

^ o 

en vertu de la relation (35), § IV. Ch. I, nous obtenons: 

<18) 
Le cas a = 
l/integralu Jp, on peut l'ecrire : 

= ^ f m f + w J f e ) 
^ a 

La premi(Te integrale, en vertu de la relation (18) tend 

vers ~ — , et la deuxieme il est facile de constater, en faisant 

le changement de variable: 
t = :: — u , 

• lu'elle se roduit â une integrale pareille â la premiere, elle tend 
9(71—0) 

par consi'quent â — ^ — . 

II resulte en ce cas (|ue: 
, 1 9 , lim J , 'P i) u = 
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2®. La fonction i(t) est continue, d^/sroissante, maw non 
ioujoura posUive dans Vintervalle (o,a). 

Soit C ane constante positive, de sorte que: 

suit positive dans l'intervalle, (o,a). 
Nous «îcrirons: 

O O 

lim. J = 
ii = oo 

En passant â la limite pour n = co, en vertu de ce que nous 
avons etabli au n*' i®, nous pouvons ferire: 

quand . o < a < . . 

3®. La fonction v (/j est continue, crvismnte, dans l'inter-
riille (o, o). 

Considerons en ce cas la fonction—ş(t)qui est decroissante. 
Un peut ecrire Tintej^rale .1,,. 

et sa limite est: 

I l î n n - j ' a o ( k ) 
o 

—- , quand, o < a ^ ::. 

e t : 
f i 4- 'f (;: — o) . t — C — ^ , quand a = n, 

en vertu des demonstraiion de ci—dessus. 
4". Avânt de passer ă d'aulre hypothrse dans Velude de fin-

legrale tp, nous elahlirons que la fonction 9 (t) etani monotone 
dans Vintervalle (g, h) nous avons. 

0 < g < b < h . n=3o ao(k) n I V sin i y ' ^ ' ® 

Nous considerons la fonction <p, (t) i{ui coincide avec <p (g) 
dans rintei'vaII^(o, g) et avec ® (t) dans l'intervalle (g, li). 
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Nous pouvons donc ferire : 
th 

I 
Vsilît/ • n = o o 3 O ( K ) . : : J V sin t 7 

- lim < f ( : ! ! L J Î î 7 , , a , d . . 
n=oo ao(K).7: J V sin t y ' * 

o 

Les deux inlegrales du deuxieme membre tendeiit vers : 

en vertu de ce qui precede. 
II en resulte que : 

120) lim. 
^ ^ n = cxD ao( IO. : : j V sin t / ' ^ ̂  

La fonction o (t) est continue et a un nombre fini de 
ntaj'iwa et de minima dans Cintervale (O, a). 

L'integrale (11) peut s'ecrire : 

' ao(k). Zii) (li f . . r /^innl . . I / /sirint — .1 —: I (lK.lt H i I 
I V sin t ' ' ' ao i k I \ sint l J o J Hi 

J an 

OU a,, a^v-an sont les points de maximum et minimum de la 
fonction 9 (t), compris dans Tintervalle (o, a). 

La fonction 9 (t) est maintenant monotone entre les limites 
de chaque integrala de sorte qu'en passant â la limite pour n = oc, 
nous observons que seulement la premiere integrale tend 

vers ^—^—, en vertu de ce qui a ete etabli plus haut, et le reste 

des integrales, en vertu de la relation (20) sont nulles dans le 
cas o < a < TT. 

Au cas oii a=7t ce qui a ete dit subsiste, excepta pour la 
v(7r—o) 

derniero mtegrale qui tend vers, ' ^ 
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De la il n'sulte que : 

' j " , quand , o < a < it 

'ţ t -f- o) r < îî ~ o) 
lim. , Jp =s 

, quand , a — r . 

6®. La fonction ş ( f ) est finie, a un nomhre fini de disconti-
nuitcs simples, prraentant nu non, un nurnbrc fini de nhixiina et 
de minima. 

On peut «'crire l'intrgrale (11). 

I R ' ' M N Q T , , I / " ' 'S IONT ; ' ' , 
siirrJ ^ j J T n C i ' • 

I r W 
ao(k) . r I V sin l / ' ̂  

(HI a,, . . îiQ sont Ies poiuts de discDntinuite de la foQction 9(1). 
Kn pa«55ant â la limite p o u r n = oo, toute.^ Ies intrgrales sont 
nulles en verlu de la rolation (iO) excepti'» la premiere, qni teiid 
vers 

dans le Câs ou, o < a < 

Mais si a ~ n la deraiere integrale tend c'galement vers : 

ll en resulle i|ue : 

lim. Jp 
n = oo 

» ^̂ uand, o < a < -

43. donclusions. Toutes Ies conditions relative â la fonction 
9(t) eludiees en rapport avec l'inlegrale (11) constituent Ies con-
ditions DIKICHLET, appliqnefe a notre cas general. 

Nous pouvons resumei ainsi Ies resultats etablis: 
Si la fonction ^(tj veste fmie^ et ititegrable et en general 

conţinu, peut-Hre presente-t-elle un nomhre fini de maxima el de 
minima, peut-ăre possede-elle un nomhre limite de discontinuites 
simples^ dans lous ces cas, nous avom etahli que: 

— 

iim J p " 
li = c o 

, quand, o<a<7 : 

> quaad, a :r 
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44. Observation. Le grade d'approximatioa dans toas Ies caS 
etudies ci-dessus, avec leqiiel Tiritegrale (11) tend vers sa limite, 
est celui du premier terme de tous Ies developpements precedents 
de Jp, c'est par consequent, de Jp, c'est-â-dire : 

T 
Ii 

en vertu de l'observation du No. 14 ^ IV, ch. T, A etant constante. 

s$ V. T/einde de Tintedrale Jp, aii cas p pair ou inipair 

45. Nous rechercherons la limite pour n = c o de i'integrale 
(11) et dans ce cas plus genrral. 

Nous imposerons a la fonction 9 (t) as conditions plus 
larges que le prt'cedentes qu'elles compK'tent et qui constituent 
le& conditions LIPSGHITZ. Les resultats etablis par LIPSGHITZ pour 
Tint'grale DIIUCULKT, nous les etendrons facilement Â notre CAÎ«* 

gi 'neral, en nous con tentant de les enoncer, la demonstration 
(Hant la meme. Nous enoucerons et demontrerons complotement 
d'autres resultats, valablos seulement pour le cas ou p ^̂  2. 

1^. fja fonction o{l) devient infime entre un nombre fini ou 
infnii de poinls de Vnlerualle (o, a) niais de telle sorte qu-il existe 
dans Vintervidle (o, o.)^ des intervalle (r, s) de faron que: 

'f (t)dt, 

reste une fonction finie et continue des lirniles r ct s. 
La fonction 9 (t) prrsente un nombre fini ou infini de dis-

continuites Mnples dans Vinlervidle (o, a), mais de sorte nu d existe 
des intervalles (r, s) dans l'interieur de [o, a) de faron que la 
fonction ^(t) veste finie et continue. 

3^. La fonction 9 (t) presente un infinite de maxima t^t de 
miyiima, dans VintervaUe {o, a), reste cependant comprise entre la 
valeur positive et negative d'une constante, de sorte que : 

9(0) — ( o ) , 

sV'tena vers zero en mrme temps queo^ de faxon (fne: 
l'f a 4-5) - oi\ )\ -> 

oii M est conştiente connne el < a /. 
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Avec Ies restrictions de ci-dessus, Lipschitz a demontre 
que rintograle Jp, dans le cas particulier quand p = l , qu'il a 
t tudie, tend vers Ies limites suivantes : 

lim 
II— c» . J p = 

•f <-H>> <]uand, O < a < r 

, quand, a = - . 

En rt'potant exactement le rationnement d6 Lipschitz, dans 
notre cas general, nous trouvoQs Ies m^mes limites pour Jp. 

4®. Cfierehons maintenant la limite de ViniegraJe Jp, quand 
la fonction satisfait, dans l'intervalle (o, aJ tine condition 
Lipschitz mineur. 

(21) 

ou M est une constante connue, 0<r<i et p>i. 

Le cas, 0<a<n. 
Nous mult ip l ioDs la relation (30) § II, ch. I, avec © ( + 0 ) et 

nous la soustrayons de la relation (11) aprts avoir decompose 

rintervalle d'intt'gration en (o, a) et (a, n). 

Nous pouvons ecrire: 

_ r / s i a at\ ' ' | 
. : : I l sin l / L'f 

«'' o 
(l)-«(U) dl 

a o ( k » . K • 

n 
r'i 

sin nl 
sin t d t . 

De la condition (21) nous deduisons : 

Alors, (22) devient: 

JR 
• f ( 4 - o ) 

n 

« F F C F . L - D . - L L + O ' F E / D T . 
ao 1K) . ;: / \ Sin t / a^i k ) . : : \ sin l 7 

^ Ki a 
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En remplacant le sint du doQominateiir de la premiere iii-
ttîgrale par son doveloppement en serie, nous pouvons ('crire: 

( 2 3 ) 
- a o ( k ) : r j 

n 

'f < + 0 ) sin 

ou : 

?i (t) = 

Nous faisons maintenant dans ia premiere integrale de (23) 
le changement de variable : 

n t = u, 
et nous avons : 

y ( + 0 ) ^ M H i V u / u \ r 
2 ' a o ( k ) . : : f u ^ - - '^Mn/ "" a o ( k ) . : : j 

o a 

71 
o' 
sin nt 
sin t 

P 
d t . 

Nous passons ă la limite pour n = oo et en remarquant faci-
lement que la deuxieme integrale tend vers zero, nous oiitenons : 

( 2 4 ) l im 
n = 

r / i M . f I / u \ , lim . Jp — — < — i im . I — — - d u . h m p - . 

u 
Lefacteur II (-) est fini, et par hypothese p etant au moins 2, 

il ^'en suit que : 
P - ^ > 1, 

et par cons/'quent l'integrale est finie: donc : 
n l—l-a 

lim . , 
n = o o 

= O 

II resulte de (24) : 
r I - f C + ' J ) hm . J p = -

n = o o 
Le cos a = r.. 
En decomposant 1'integrale Jp. nous avons : 

( 2 5 ) Jp = 
ao . ~ ] Ş| 

II 

sin iit 
Wi M ' f < t i d t + 

\ Sin t / ' ^ a^j (k) . K 
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La derniere iDti^gnile, en cbangeant la variable: 
i = :: — u, 

se reduit ă une int^ijrale de premiero forme et par conserjuent 
en noiis basant ?ur Ies developpements aoterieurs nous trouvons: 

, „ „ . J • I L + L W ' ^ Z I ^ ' 
n tt orj -

ffbs rritlion iniporlunle. 
Si nous analysons la relation (24) nous observons que l in-

tegrale: 

f —-
resle linie m« ine tlans le ':as ou nous prenons « - - 1 , maîs alors 
nous devons prendre p ^ 3 . Les com lusions sont les memes. 
Cf^tte simple analvse noui permet d'imposer â la fonction la 
condilion importante <|ui sui t : 

Aa fonctinn -:>(() i^atisfait unr condition Lif^schitz pro-
premeiit dile : 

+ - .Ml, 
M (Hani vnn contante > 

SiiF la base de Timportante observaliiin de ci-dessu^, nous 
pouvons conclure aussi iri qne : 

!im . J|i 
' qiiand, O a 

• —î , quand, a — :: 

M. f L e degrr d'approximation avec lequel Jp 
tend vers sa limite, dans les cas cos No. 4 et 5®, est celui ^ 
facteur : 

|)-l rr 

r 'est-u-dire: 
A 

- a ' a . L n 
A iHant une constante. 
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VI. Lîi convergence des sommes Vp dans le cas d'iine 
fonction f(x) quelconqiie 

48. Grâce a la preparation faite aux paragraphes III, IV et 
V, nous pouvons commencer Tetude general de la convergence 
des sommes: 

nntAP 
.-ini j dt. 

•/ O 

annonce au § 11. Nous supposerons en premier lieu qiie la fonc-
tion f(x) est periodiqae, de periode 2T:, et qiie dans l'intervalle 
de periodicite, elle presente une des particularites suivantes: 

Ede est continue ou merae discontinue entre un nomhre 
fini de points, quand p est pair. 

2®. Elle remplit une des cortditions DIRICHLET enoncees au 
No. 42, dans le cas ou p est impair. 

Elle remplit une des condilions LIPSGHITZ enoncees au 
\\ pour p ijuelconque. 

Elle satisfait une condition mineure LIPSGHITZ POWR p 
Elle satisfait une condition LIPSGIIITZ, propremenl dite, 

pour p ^ 3. 
Le cas^ O < x < maU diferent d'an point de discontinuile 

de la fonction f(x). 
49. Nous poserons Texpression (26) sous une forme equi-

valenţe. Nous observons que Targament x + 2 tde la foaction 
r(x-h2t) varie entre x et 271 R x, <|«iand t varie entre O et TT. Par 
ronsequent la fonction f(x -R t ) sort de Tintervalle (O, 2TT) alors 

X 

• (iiand X varie entre - — e t r. et par consequent danscet inter-

valle, la fonction f(x-f 2t) on U remplacera par : 
f ( x + : > t - 2 - ) . 

Nous dt'composerons alors notre integrale de scu te «lue : 

V, 

r" /sinnt\ 
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Dans la dernuTc iiili'gralc nous faisons le changement de 
variable: 

I ^ « - u, 
et nous obtenons: 

(27) V„, X, =: —1- - r ( f ( X + -21,dl + — î — P ao'k>- J ' smt/ ^ ^ ao(k)r 

V SIQl 

Nous passons Ia limite pour n oc ef nous supposons que 
la fonclion f fx f-2t), ronsidon'^ comme fonction de t, rempli 
une des conditious de cidessus. 

En ce cas nous pouvons nous servir de rosuitals elablis au 
^ III, IV et V relatifs a Tintegrale Jp de la relation (11). 

Nous pourvuns donc ('crire : 

(28) hm ^ -r —̂  f(\). 
II CO 

Les sommes Vp(x) convergent cn ce cas vers t (x) mrme. 

Le cas de la discontinuite 

Nous cherclierons la limite pour n = oo de Tintegrale (26), 
pour un point de discontinuii^ par exemple, x = O, supposant 
({ue f(x) remplit une des conditions enoucees au commenceinent 

1®. La valeur stalique. 
Nous faisons x = O dans la relation (26) et nous avons : 

et nous passons â la limite pour n = oo, nous obtenons en utili-
sant les resultats etablis pour l'integrale Jp. 

(29) 
n — cyj> 

c'est-îk-dire avec la semi-somme des valeurs de la fonction pour 
x = o et X =2ii. G6ometriquement celâ signifie que Ia courbe Vp (x) 
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converge poar Ie point de discontiniiite x = vers le milieu M 
du segment AA,, fig. 3. 

L(f valeur dfjnainifjuc, 
Nous v^ (x), quand x ^ 

-j- tendent vers zero en mcnie tenips, ayant le 
mrme ordre infinitâsimal, (U quand f ^.rj rem-
[dit ane des conditims enoncers au cornmencrment. 

Gomme x tend vers uous le poavons supposer au com-
mencement suffîsamment petit pour que la (onction f(t) dans 

l intervalle |o, soit continue. 

Nous possons maintenant â la limite la relation (27) Oijuiva--
lant â (26) et nous observons (|ue: 

' «y o 

en vertu de ce que nous avons «Habli relativement a Tiategrale 
Jp; et encore: 

\ 
rî 

lim . 
n = CD, \ = (I Ml^ ) ' ^ ̂  o 

d t 

f(o) — f(;J-) 
^ c/ n 

en vertu du tht-oreme du § VIII. Ch. I. 
II resulte alors: 

(30) 
n = oo 

lim .Vn(x) = 
, x = o P 

f ( o ) 
f(-27:) — f^O) _ f %in t\ 

a , I l t ) 
d t 

ou a est un nombre positif arbitrăire, et cii a la valeur donnee 
par la relation (14) § I. Ch. I. 

En donnant â a toutes Ies valeurs comprises entre o et oo 
nous trouvons. 

Si p est pair: 

m « ^ j 
n M 

dt = ^ . 
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Dans ce cas, Tintegrale: 

terui vers le maximum par valeurs cioissantes^ et nous n'avons 
pas de phonomtne Gihbs. 

En prenant la valeur maxima et miiiitna pour la relation 
( 3 ' ) ) , nous trouvons: 

liin .V (x) ^ r^i). 
•2 n = oo, \ = »j 

ce qui signifie 'jue chaque point du segment MA appartient â la 
courbe limite Vp, Fig. 3. 

Si p est impair, 
/•a /»; 

O . F [ 
o ^ n 

-in t 

parce que la fonction ? ̂ ^̂  oscillatoire et Tamplilude va en 

decroissant. F'v .̂ 2, Dans ce ca^ nous avons le ph<Miomene (nhbs^ 
vfl (juo : 

• ar v M - r ) ' " = i -
• u * » o 

et la relation (3U) nous dit cjue le maximum de la sommt : 
lim . V „ ( x \ n ^ c : , \ o 

est plas grand (|ue f(\). Geometri((uement cela signifie quo cha-
que point da segment MA' appartient â la courbe limite, que par 
consorjuent en dehors du segment MA, qui fait pârtie de la courbe 
limite V,.(x), nous avons aussi le segment părăsite AA' en plus. 

î̂  Vil L'allefiuiaion du plieninnroe Gihlis. 

50. Nous mettrons â prezent en ovidence, Tatlrnuation du 
phenomene Gibbs^ quand le nombre impair p croit. 

Dans Ia relation (30) nous lisons que la grandeur du phe-

BUPT



nomene G'Ms depend du maximiirn de la valeur absolue de la 
difrerence: 

qui, d'apres ce que nous avons afirme, es t : 

( 3 1 ) 
- -iP 
i" 

Nous nous bornerons pour cela de calculer la valeur appro-
ximative de Tintcgrale : 

p 
dl, 

V L , 
O 

pour p = 1 et p = 3 . 
V. Le cas p = 1. 
Bien que le phenomrne Giiuis a elo calcule pour le cas 

(Iu p = 1, nous le calculerfais aussi nous par la methode des tra-
pezes, avec une approximation suffisante pour le but que nous 
poursuivant. 

Pour cela nous construisons la courbe, 

dans rintervalle (o, r.). 

Nous divisons cet intervalle en n par-
ties egales, et nous construissons Ies tra-
przes inscrits et Ies rectangles circonscrits 
tig. 

yo~ Yi- ŷ r -yn-i» yn—^̂  Î 'S ordonnees correspon-
dantes, alors il est evident que : 

- I r 

n • 

ou : 

yn-f y,-h y-, + .. + y,. ,) 

i < Yi -h y2 + • • 4- Vn-I t < s, < + ^ (y, + y2 + •. -+- y„ .> 

De cette doiible inegalite on observe que, en prenant: 
, IC (:{2) 

on conimet une erreur, :r • 
' 2 I I 
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Calculons pour n — 4(), iious avons : 

^ ( l + .Ti- ) - - - ( ! ^ i ) + ( g + ,4 ) 

i ( f .T, ) în Û" + ( + ^ ) sin 45" + ( + ^ ) sin 4ÎP. 

+ (12 4 ) •' + ( r â + ^ V ) • + ( k + ^ ) " " 
u( ^ ^ ) sin «7«. :Ur + + ^ )sin TS" + )sia 76.o;{0' 

t- ( T̂  + :>! ) + ( TT. ^ r \ ) " ' ' ^̂ ^ + I 
C a 1 c u 1 s. 

I ( 1 4- ) sio I 0ir,6 i < (),07S 0.07999992 

( 5 -f 4 ) ^ = ® ' ' X O. I = 0,0«2104 Î6 

( \ f - ^ ) s in I.JO.̂ JO' = O m m X 0,-2.-« - r 0,0«.-Jîm:?8î< 

( î 4 ) " " ' = 0,27777 X 0.309 = 0.0S.-..sm-5 

( l -f i ) sin 22«.:!0' ^ X 0.3ş.i 0,0875'.231 

( g + sio 27<' = 0.19607 x 0,4.̂ 4 == 0.08901578 

( y + sin :ll».30' = 0.17316 x O 522 = 0,09038952 

( H + = 0,15625 x 0.588 = 0.09187500 

( 1 ^ ^ ,in /,Oo..:îO' = 0,143.-17 x 0,645> = 0,09.i04713 

( + sin 450 = 0,1 iiS:\S x 0,707 = 0,09426431 

^ sin 490.30' = 0,12539 x 0,760 = 0.09520640 

( î ^ + 4 ) = ® ' ^ X 0,09631145 

( î l + "" ^ 0 . 0 9 7 2 0 7 8 8 
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(a+4)^^^ "" ^ ' " " ' ' 

( i + sin 72« = 0,1 O i 16 x 0,95) = 0,09905616 

( j î + 4 ) ^ 0,10280 X 0,97-2 0,09943560 

( + sin ^ = 0,09979788 

( î ^ + «in 850,30' = 0,100-25 x 0,997 :::-.0.0999/i925 

^ = 0,05000000 

En additionnant ces rrsultats et Ies entroduisant en bj, nous 

trouvons : 

s, = :: ( 1 -f 1 X I5r>359) -- :r 10,01̂ 25 + 0,5766; 0,5891 r. 

II en msulteque : 
:r C s int 

n . -

avec nne appoximation de : 0,0125 tt. 

dl 0,0891::, 

Le cas 

sintV' 
Nous construisons une courbe ^nous partegeons 1 in-

tervalle (0,7:) en n parties rgales. En prenant comme plus haut 
pour l'integrale S^ la valeur : 

7C "" ^ 

• r e 

nous commettons une erreur, ^ 
' 2n 

Pour n = 1 0 , nous avons : 

2 0 + ^ 1 ( ' +îr3) ' + la ) sin^ + ) 

+ (T3 + | 3 ) - 3 7 - 2 0 + ^ 3 ] ] 

53= 
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C a 1 c u ! s. 

( ' 4- (fa) ' = X 0,0-2950 ^ 0,02954 

( 4 + 4 » ) O - X 0.20330 = 0,02581 

( 43 + ^ ) ^ W 9 9 5 X 0,52947 0,02115 

( j 3 + -p ) 7-2« ^ 0,02025 x 0,8600S 0,01741 

. 0.00800 

En addionnant ces r«>sultaLs, nous trouvons : 

S3 ^ r .0,0:. -f X 0.101911 = s (0,05 + 22515 x 0,10191 

0,37867 r 

Le farteur entre paranthose est calcule avec une approxi-

malion de 

II s'en suit «jue : 

I 
2 3 

^71 
4 = I - o,.-.0489 1 - -- o oo'.su r, 

avec une approximation egale : 

i 0.05 -- O,06')66 n. b 

Ii est pour loi-s rvident, (jue Ia difPSrenee (311 est plus petite 
quand p = 3 , que ([Uand p = l , ce (jui signifie (jue le phonomone 
(lujiîs est plus attenur pour p = 3 . 

r>l. Ohervation. Le degrr d'approximation avec lerjuel Its 
sommes trigonumetriques Vp(x) tendent vers f(x), quand f(x) 
satisfait une des conditions et 3^ du N^ 48, est en vei tu 
des observations des Nrs- 41 et 44. 

A 
iiP ^ 

A 6tant une constante En ces cas on observe que la conver-
gence est de plus en plus rapide â mesure que p est plus grand. 

Mais si f(x) remplit une des conditions 4^ ou du N^ 48, 
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alors le degres d'approximation, cn vertii de l'observation 
No. 47, est : 

, o < a ^ 1 , 

A etant une constante. 
Ce dernier cas renferme Ie th('»oreme suivant de BFHNSTEIN 

comme un cas particulier. 
yySi f[x) ^atUfait ă Ja condltion LIPSGHIT/ : 

I f(x + L) - f(\) I ^ Mc", o < a < 1 , 
nous avons: 

, , A .M 

on A est une con.stanic vumerique, qui pe ut (Hre notee toujours 
ijuand OL est Jonnc^. 

CffAPITRE IV. 
Du degre d'approxiraation des fonctions par Ies somraes 

trigonometriques 

^ au(K).:: V siiit 
J o 

52. Nous nous proposons en ce cliapitre de prociser de plus 
[>rrs le degnj d'approxiraation avec lequel Ies sommes Vp(x), 
tendent vers f(x), quand la fonction f(x) ou une de ses derivees, 
est nne fonction continue, lipschitzienne, dans Tintervalle de 
prriodicite. 

Nous prt'îciserons le degre d'approxiraation dans le cas ou 
la fonction f (x) est simpleraent discontinue entre un nombre 
fini de poinfs, de Tintervalle de periodicite, en supprimant Ies pe-
tits intervalles autour de ces points. 

A cette fin nous deinontrerons 5 throrrmes, dont Ies deux 
preraiers seront une G/îneralisjition de 2 IHT'orumes de JAUKSON 

«{ui n'etudie que Ies cas jusqu'a p = 4, et Ies trois derniers sont 
t'galement des gt'nrralisations des tlieoremcs de C. WU.UKH, qui 
u iitudie que Te cas p = 2, p = 4. 
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53. Lc thcjretm I. Si f (xj est une pmctxon de pSriode î n, 
'iui scUisfait partout une condition lApschitz : 

I f ( \ + t) — f ( x ) I ^ X t , 

X t'tant une constante, alors il existe une somme tngonometrujae 

Vp (x) d'ordre de sorte que : 

on .4 est une constante dHerminee, etp^S. 

Nous decomposons Tintervalle d integration de (1) en (O, - ) 
I ^ 

7t 

et et nous faisons dans ia deuxiome integrale le changement 

de variable : l — T. — U 

Nous pouvons ecrire: 

( 2 ) V . N ) -
' s i n n t \ P 
( i i i T ) | f ( x + 2 l ) + f i x - 2 i ) J d t 

Nous multiplions par f (x) la relation (30), § II, ch. I, et nous 
la retranchoDs de la relation (2) et nous obtenons : 

(3) V,(x)-f(x.- I 
' ' a , . ( k » . -

n - ( x + 2 t . + f ( x - 2 l ) - 2 f ( x ) J d t 

D'autre part, dela condition LIPSCHITZ de l'hypotliese nous 
dt'duisons: 

I fix-f-Jl)-f-r(\ — 2 l ) - 2 r ( \ ) I I f (x + 2ii- t \x ) I 
- f I - 2 i i — i ( \ ) I ^ 4 X i 

Alors (3) devient: 

4 X 

/r%7t 
o" 

\ Sin t / 

Mais nous savons qae : 

sini ^ — t , quand, o < l ^̂  — Tfc A 
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En substituant dans (4) et faisant ensuite le changement 
de variable : 

Dt = u , 
nous obtenons : 

I 

Si nous notons ; 

( 5 ) 

/^liTr 
i ' 

I ş i n ^ d u . 
u P-» 

. P - l 
/-.n T 

I s in P u l . 

yo 
«{ui est une constante finie, quelque grand que soint n, seulement 
si nous obtenons : 

(6) 

ce qu'il fallait etablir. 

Determination d une limite superieure pour Ai. 

54. Eu considerrant de la valeur de A ,̂ de la relation (5), 
nous pouvons ecrire : 

' I 
p - i 

d ' o u : 

/ ^ vP—^ I V 
A > < 2 ( T ) C + p — 2 ) 

55 : Theoreme II. Si f (x) est une fonction de periode t> 
possedant ă (i—1)'' dcrivee, qui satisfait partout la condition 
L i p s c n n z : 

(i—1) i—I I 
l" ( x ^ - t ) - f ( X ) H 

X i\tnnt une constante^ il existe une somme trigonomrtrique V^(x) 

d'ordre 
( n - 1 ) p 

, de sorte que : 

I V | M \ ) - f ( \ ) I ^ Ai K 
U-l-i 
a o ( k ) ' 

ou Ai est une constante determinee et p > 1. 
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Nous ne nou:i occuperons que du cas ou f (x) renferme la 
premiore d m v w , c'est-â-dire i = 2, 

En ce cas nous pouvons rcrive, en tenant compte de la con-
ilition L I P S C H I T / : 

(Ml: 

O < < 1, O < 63 < I FU - I < 0' < I, - I < 6^2 < I . 

DMci nous drduisons: 
I f( +-Jii + r(\ - 2 i ) - i i f w ) I ^ s At-̂  

Aiors la relation (3) doot nous nous servons t^galement ici. 
devient: 

1 V,(X) -- f a ) | ^ 8 X 
au 

r%n 
î 

\ sin t f 

Coiijuie dans i'intei valle —^ : 

sin I ^ — ^ y 

iious pouvons reinplacer sint du noininateui* et eii eHectuant 
eiisuite aussi le clnngeinent de variable: 

nl — u, 
nous uhtenons: 

n/f 

V. 

Si iiinis notons: 

, , SX..I' --' f "Isin".! ilu 

ii;r 

iV 

qui esi une quaiilito finie, ((uelque grande »|u'elle soit, pourvu 
que p 3, nous obtenons: 

V (X) r (x ) I ^ a.^a (H) 1 - ao(k) 

Nous proc<âdons de rrnime dan^ le oas g«''neral. 
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Dârermination d'une limite superieure pour A .̂ 

r)ij."Ea considi-rant la valeur de Aj dans la relation (7) 
nous pouvons ecrire: 

i 

d'ou: 

A. A ) 

du 
uP-^J 

p-
57. Theoreme III. Soit f(x) une fonction de periode :?7r, 

(jui dans Vinlervalle |0,2 7r/ n'admet d'autres di scont inuites qwun 
nombre fini de sauts finis et dans certains intervdlles fermes^ ne 
comprenant aucun point de discontinuite, elle satisfait une con-
dition LIPSCHITZ: 

| f (x + t ) - f ( x ) | -Xt , 

dans laquelle X est une constante et se maintient le mcme pour 
tous Ies intervalles de meime espece. 

11 existe alorş une somme trigonometrique ^^fx) de Vordre 

^^^ ^^^ de sorle qne, a chaque point x, dont la distance du point 

le plus rapprocbc de disco)dinu\te ('st au moins o, nous nvom: 

OU A^ est une constante determinre^ V est la vaiiation de f (x^ 
dans Vintervalle et p ^ 3. 

Nous emploierons le meme marche que celle du theoieme 
du memoire cite de C. WiLUtR. 

Supposoiis que nous avons un seul point de discontinuitr 
de sorte que o ^ TI. NOUS choisissons Torigine en ce point. Nous 
considerons ensuite la fonction aiixiliaire ?(x), dont on a obtenu 
la representation graphiijue au inoyon de la rounion par des 
lignes dioites des extiemitts de chatjue pârtie continue du grap-
lii«iue f (x). Gonsidrrons îiiaintenant la sonime trigonom<Hri-
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que V'p(x) correspondant A et noiis formons la difference 
de la relation (3): 

1 f Y ^ i i ^ V 
a(,(k»«J \ sint / 

•f ^x + î ' l ; + 'f ( X — l ) 

- 2 (x > dt 

Evidemeot que dans l'intervallc |o, - j , la fon« tion 9 (x + 2t) 

est iint'aire et par suite: 
«? (\ + 2t, + î x̂ — St) — -J(X ) ^ O, 

eD cet intervalle, el la rdation (9) devient: 

V' ( X . -

n 

=—1- r v — V 
ao(lv>* I . V sinl / 1. Ji 

Ţ \ -f 2h -f ţ(x-2I>—2«(x)dl dt 

En prenant le ĵ valeurs absnlue®, nous avons: 
1 

+ l7(x — ' f ( \ » | d l 

Mais Ies oscilatioiis de 9(t), dans l'intervalle (o, u) ne sont 
pas plus grandes que celles de de f (x), il s'en suit <|ue : 

I 'f(x - f - iH » — 'f|x IJ - f -1 r^ X — - l > • ^ ^ I -

D'autre part, dane Tintervale (O, C); 

siat ^ — . 

La relation (10) devient alors. 

X 
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ou 

(M) V (x) - 'f^xl 
Y - P -

Considerons â pr^sent la dift'ereiice : 

(12) f(x) — ş(X) = Fix^ 

G'e^t line fonction continue, si elle est definie aux poiut de 
discontinuite, ainsi que nous Tavons vu quand nous avons defini 
9(x), ct satisfait partout une condition LIPSCHIT/. . 

En effet, si dans intervale (x, x + t), la fonction ['(x) est con-
tinue, alors d'apres l'hypothese : 

(13) | f (x4- t ) f(x)|^Xt, 

et de la deiinition de 9(x), nous avons pour ia monie valeur de 1 

( 1 4 ) I 'f + t) - 'f ( x ) I ^ A t 

En soustrayant Tegalite (I de (13), nous obtenons: 

( 1 5 ) — K ( x ) | ^ e XI. 

Si dans l'intervalle, (x, x 1) la fonction f (x) a des pcints 
de discontinuite, nous avons montrr que dans Ies intervalies par-
tiaux, ou ces points divisent l'intervalle (x, x + t), Tinegalite est 
satisfaite. 

En vertu du theoreme I, No. 53, nous savons qu'il existe 
/ / 

uiie somme trigonometiique V (x), de sorte que : 

(Ifi) Vp(x)- F(x) 
p—I 

n 

ou A, a une valeur determinee doat la limite superieure a ete fixi'ţe 
au No. 54, vu que Ies conditions de ce theoreme sont remplies. 
Gette inegalite est satisfaite pour chaque valeur de x. 

L'inegalitc (46) peut etre ecrite aussi, en vertu dela rela-
tion (12). 

— (fl̂ x - -ilX)) < ^ ao(k) 

et en vertu de l'inegalite (11) nous avons : 

117) 
P 

< A, X -ao(k) ao(k ) • ( o ) 
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Conime : 

o 

1' ' r /sin nl v̂ ,, , . 

il s'en suit rjye : 

'I 

Alors la r e l a t i on ( IH) d e v i e n t : 

ce qu'il fallait demontrer. 

68. Tht'oreme IV. Soit f ( j } une fonction de periode fi-
nie €t intcijrahle, dans Vinlcrvalle (O.^r.J. llexl^tr une sonime tri-

( n - 1 
ijonomrtrique yp(jc f de Vntdre-—^ ou p deşarte que povr 

i liaijue point .f, compris uu nidieu d'nn intervalle ferme de Ion-
[lueur "Jt.. danslefjiiel f(xj sati^fail la condilion LIPSCHITZ : 

nous avons: 

ou A^ est une constante determinee e v estl'oscillation def(x) dans 
rinttrvalle 

Evidemment QAE A est an general differente, pour Ies diffe-
Ients intervalles, etplus sa valeur pour le voisinage d'un point 
sera plus petite, meillcure en sera Taproximation en ce point. 

Nous considerons maintenant la somme trigonomotrique 
Vp (x) correspondant ă t (x). Nous choisisson l'origine au milieu 
du segment 2?, et nous formons la difference (3) du No. 53, 
nous avons : 

J I 
J \ sioi ' 

+ f ( x - 2 i ) - 2 f ( x ) |dt 
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Nous decomposerons rintervailo d'integration en ( ' J ;^) 
. > 

(9 Dans Ie premier intervalle, en vertu de la condition de 

LIPSCHITZ, nous a vons. 
l f ( x - L ^D + f u — 2L) — 2 f ( x ) U 

Dans le deuxi^^me intervalle, nous avons: 

| r ( X 4 - 2 t ) L f (X—2i) -2 V 

Alors la rdation (18) devient : 

I V ( x i - f ( x ) | I 

J o ^ ^ ' 

iDntI jP a t 

Majorons Ies deux integrales : 
Nous sa vons que : 

sint^:- ^ f , quand , O < t ^ 

Alors : 

aoOo -
di-f-v dt. 

Nous faisons dans la premiere integrale le chaugement de 
variable: 

nt — u. 

a l o r s : 

na 

(20) i V , , i x . - fix,;. .- _ L I ' • / " ' h x , . ! - ' / "lîi'"-!^Jdu-f-v( 

Comme par hypothese p ^ 3, nous observons que : 
nrf 

r v I I sin^u I 
Y — F du < 

Ji 

j S I h ^ l 
p - 1 n» 

du du ^ i, p - 2 
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De rneme: 

J / ^ j a 
Si Dous notons inaintenant: 

J> 1» ' I—• _ I 

_ I 

A 3 - 2 ( T r ) + — 7 ) 

alors Tint'^jalilr (20) deviont: 

I V,.(x)- - f x | . a„(k» A . ' 

co qu'il lallait rtalilir. 
^ ^ 59. Le thecfrenw V. SoiI f (x^ ufie fondion integrable et 

finie tir periode 
chnqite poinl .r, /K>ar Uuitiel f(\r) a quatre drriveesţintea^ 

n//M.s tr<furon^ ^inr soinnu* Irigitwmietrifjue Vp(x) de Vordre 
(II — D p 
— nu p > de snrh' ipie : 

4 

IVp (s)-- A^-: 

La demonstratioii EST analogue â celle donnee par C . W I L U E U , 

dans le tn<'>moii-e citc. 
Gonsid«h'<ms la soinme trigonometriiiue Vp (x), correspoii-

dant ;i f(x) et formons Ia difft'Tence (3) du No. 53, nous avons : 
t 

Parce que f (x) est fini, il existe ainsi une constante G de 
sorte (jue: 

pour toutes Ies valeurs de x̂  alors aussi: 
f(x + 2 l ) ^ G 

II resulte que : 

2 t 

f(x+2t)-f.x) 
21 + fix-2i)—f(x) 

2 t t ' 
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pour t ^ O . Soit X la plus grande de toutes Ies valeurs absolues 
des nombres dcrivos en un point quelcoinjue x. 

Alors şi nous nous donnons une petite quantite il existe 
un o, de sorte qui si: 

| 2 i | < î, 
f t)-f-ljx—52 I)—i' f (X I 

i't 
4 G 

Soit M, le plus grand des nombres 2 N + £ et — 

Alors : 

| f (x+2 t )+f (x -2 t )—2f(x) | < l. 
L'inrgalite (21) devient: 

( 2 2 ) | V p ( \ ) - f ( x ) < I A . 
a,(k»' 

7T 
r'i 

sin t 

Mais nous savons que : 

silit , quand, O - l -

et si nous faisons ensuite aussi le clian?ement de la variable: 

i'in(''galit<' (22) devient: 

Vţ) (X ) — f ( \) 

ou il fa ut que p > 

Si nous notons : 

n l = u, 

aoik) . -•i'ry. |sin''ii du, 

A.. - M 
l'" 

II / T 

nous avons: 

| v , ( x i r.x>| . A. , 

({uMl tallait diMiiontrer. 
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Eublissement d'une limite supârieure pour A^ 

60. En proccdant d'une faijon analogue que celle du No. 54, 
noiis troiivons: 

1+: 

Une observation sur Ies sommes V3 (x) 

61. Les sommes trigonometriques Vp (x) etudiees dans le 
presant travail, comme nous Tavons drja dit, comprennent 
comme cas particuliers, justement celles de F O U R I E R , FEJKR et 
JACKSON, respectivement poar p = l , p = 2 e t p = 4. 

Nous observons ainsi que D. JACKSON a laisse de cote le cas 
p = 3, qui se serait impos^ â ses recherches, et s'est occupe du 
căs p = 4. 

II est certain qu'on a laisse de cote le cas p = 3, parce que 
les courbes limites V^Cx) presentaient aux points de disconti-
nuite le phenomene GIRBS, ce qui n'avait pas lieu dans Ie ras 
JACKSON, P = 4 . 

Les sommes JACKSON V ^ ( X ) presentaient Tavantage que leur 
convergence etaiciit plus rapide que celle des sommes F O U R I F R 

et F I J K R , et, fait important aussi, la lonction f (x) correspon-
dante pouvait satisfaire une condition LIPSCHITZ proprement dite, 
ce qui n'rtait pas permis, quand il t'»tait question des sommes 
FOCRIKU e t F F J K R . 

La fonction f(xi dans le cas des sommes FOURIER et F E.IKR, 

ne pouvait satisfaire qu'une condition LIPSCHITZ mineure. 
Les premi^Tes somme Vp(x), dans lesquelles la fonction f(x) 

correspondante, peut satisfaire une condition LIPSCHITZ propre-
ment dite, ne soni pas celles de D . JACKSON OU p=4, mais celles 
ou p=3, c'est-a-dire les sommes V3(x s comme cella ressort de 
rimportante observation du No. 46. 

Au point de vue pratique, les sonitces V3(x) se pr^sentent 
plus simplement en drveloppement, offrent Tavantage des som-
mes Jackson, en tant que la fonctitm f(x) correspondante peut 
rtre lipschitzienno proprement dite, et aux points de continui le 
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de la fonction, tend vers la fonctionf(x) meme, comme Ies 
somrnes JACKSON. 

II est vrai cependant, que ces sommes V3(x) pr^entent aux 
points de discontinuite de la fonctiou F(x), le phenomone GIRBS ; 

mais ce phenoinene est aussi plus attenue que celui (jue pre.^en-
tent las somrnes FOURII:R, comme nous Tavon^s montre en § VIU, 
GH. III. 
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