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L’APPROXIMATION DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE
PAR UNE CLASSE DES SOMMES TRIGONOMETRIQUES

PAR

V. ALACI

Introduction

L’étude des séries trigonométriques a pris en ces derniers
temps une orientation toute nouvelle.

Les travaux classiques de LEsEUNE DIRICHLET 2), LipscHiTZ 3),
PauL pu Boy REymonpt), ont trouvé un point culminant dans le
mémoire fondamental de RIEMANN9).

Les recherches ultérieures, provoquées par ce mémoire et
abordées 4 'aide des méthodes classiques, donnaient naissance
des difficultés réelles. La théorie des scries trigonométriques dtait
elle entrée ainsi dans une voie stérile, et les problémes qu’on a
étudids depuis RIEMANN, concernaient surtout des fonctions de
plus en plus comapliqudes ou des critériums de convergence d’une
nature analytique délicate, mais le plus souvent sans applications
pratiques.

En un mot on peat dire qu’aprés RIEMANN on a étudié les

1) These soutenue a UUniversité de Bucarest, 30 Mai, 1921.

%) Sor la comvergence des séries trigonométriquoes qui servent i representer une fonc-
tivn arbitraire, entre des limites données. Journa! de Crelle t. 4; 1829.

3) Etudes sur le déseloppement des séries trigonométriques des fonctions arbitraires
d'une variable réele et surtout de celles qai, dans un intervalle fini, admettent une infinité
de maxima et miniina. Joarnal de Crelle, t. 63 ; 182§,

i) Untersuchongen, aber die Convergenz und Divergenz der Fourierchen Darste-
langs formeln. (Abhandlangen der Bayer Akad. Math. phys. classe t. X11; 1876.

3) Ceber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reiche § 8.
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series trigonométriques surtout au point de vue dcs singularités
des fonctions reprisentables par ces séries.

On n’a imprimé i ces d¢tudes une direction nouvelle, plux
pratique, qu’a la suite des recherches de L. FER'). On sait que
Friir a laissé de coté la série proprement dite de FOURIER atta-
chée a4 uune fonction donnée f(x) et i la place de celle-ci, il a con-
sidéré une autre somme trigonométrique, la moyenne arithmeti-
(que des premicres n sommes Founrier. Le risultat important
obtenu ainsi, c’est (ue cette somme converge vers la fonction
considerce, et de plus, cette convergence est méme plus rapide.

Le procéd¢ de FEsir a suggiré I'idée d’étudier d'une fagon
tout i fait géncrale le problome de I'approximation des fonctions
par des sommes trigonomdtriques difti'rentes de celles de Fourigr.

Déja MR. D. Jackson ?) dans sa these couronnée par I’'Univer-
sit¢ de Gottingen utilise les sommes:

T . i ” <. i
l[ (sl“' m‘f) f(x +2u)du, o0l po= ( in nu) i
" e sinu
. 0

‘0

et démontre avec leur aide une série de .proprictés nouvelles et
intéressantes relatives au degrés d’approximation, par les sammes
trigonometriques des fonctions continues, qui vérifient une con-
dition LipscHitz. Grice 4 un important théoréme de M. LEBESGUE,
ces ¢tudes directes trouvent leurs applications aussi dans la théo-
ric classique des séries FouRIER. 1'ne voie nouvelle s'ouvre ainsi
aux ¢études des théories des scries FOURIER : d’une part on évite
Pintégrale de DiricHLET, dont I'étude analytique était a peu preés
épuisée, d’autre part, on introduit un nouvel objet de recherche
des éléments concernant le grade de convergence des séries tri-
gonométriques, définies par des fonctions continues.

Mr. D. Jackson3), S. BeErNSTEIN?) et C. DE La VALLEE

1) Math. Annallen. Bd. pag. 273; 1903,

%) Uber die Genanigheit der Annitheruny stetiger Funklionen durch ganze rationale
Functionen gegebenen Grades und trigonometriche Summen gegebener Ordnnng. Disser-
tation, Gottirgen, 1911,

3) On approximation by trigonometric sams and polinomials. [Transactions of the
American Mathematieal Society, vol. XIV (1912} p. p. 491—515, p. 492).

4) Sur l'ordre de la meillenre approximstion des fonetions continues par des polyno-
mes de degré donné. [Mémoires couronnées et autres mémoires publibs par I’Academie
lloyale des Sciences, serie il, vol, IV, 1912).
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Poussin') ont dtadié d’une facon trés detaillée ce nouveau champ
de recherches et ont Stabli des théorémes d’une réelle importance
(ui lient étroitement les fonctions derivables et le degre de con-
vergence des séries attachées & ces fonctions.

Pour cette ¢tude, ces géometres utilisent les sommes trigo-
nométriques définies par les intégrales i exponent pair :

T 2

e 4 > -
I sin rt)** sin rt
F(rx) = - 20 dt, o1, =(r) = ( - )
(r.x’ (r)( ( ot ) f(x 4+ 2 t) dt, o, =(r) ( St ) dt

nommeées, sur la proposition de M. C. DE LA VALLEE PoussiN,
intégrales généralisées de Frigr. L’étude de ces intégrales, qui se
“trouvent ainsi 4 la base des nouvelles théories, n’a pas été faite
jusqu’d présent d’une maniére compléte, et n’a ét¢ développce
qu’en vue de certains théorémes nouveaux. D’autre part les inté-
grales géncralisées de FEIER & exposant impair, n’ont pas été
prises en considération jusqu’a présent.

[2)

Le présent travail a pour but de présenter une étude détaillée
des intégrales généralisées I'EiiRr, d’une facon générale, 'exposan
pouvant étre pair ou impair.

Le chemin suivi pour cette etude est analogue a celui par-
couru par Mr. le professeur TRALAN LALESCO®) & son cours, trait-
tant des »Séries trigonomdtriques« des sommes FEIER. (p = 2).

Dans cette méthode, une premiére partie des recherches a
un caractere purement algébrique et concerne le calcul de quel-
ues intégrales, (qui jouent un role fondamental dans la théorie
entiére.

J’ai obtenu la valeur de ces intégrales i I’aide des cocficients
polynomiaux, trouvés par Moivre?), définis et complétement étu-
diés par DiESIRE ANDRE V).

1) Legons sur I'Approximation des Fonetions d'ane variable réelle, 1914,

1) 1919—=1920.

%) Miscelanea Analytica p. 14,

4) Mémoire sur »Les Combinaisons régulicres et leors applieations«. Annales de
V'éeole Normale 2 Serie, t. 5; 1876.
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Les plus importants résultats obtenus sont les suivants:

b 4
: p
) sin at _ m-Dp.
“) ( (sint )dl— [p. 2 nE| ’

-1 -1
ol [p,(n—z-)—‘—r' 'est le coéficient de rang (_q?)_p de la file des
=

coéficients polynomiaux de DEsIkE ANDRE.

b
: G p
b) lim __} (('Lm)dtzo,o<a<ib<ft.

n=oo 3, (k) sin t
L2t |

1 ”'sinnt P =2
c) it —
' ao(k)[( sint)tdt 2
0

en exceptant le cas n pair, p impair, dans quel cas I'intégrale a
une autre valeur, calculé aux cours de trovaille, et enfin:

DC. P 1 Y
d) (sm td[:f’_if,

sint oP

* 0

olt a, (k) est un coeficient polvnomial et a, est un coéficient nu-
mérique calculé au cours de travaille.

Toutes ces intcgrales ont ¢té obtenues par une mcéthode
uniforme.

Une deuxiéme partie de ce travail concerne la liaison entreles
intégralés géncéralisées de FEYER et les sommes de Fourier. On
sait que I'intézrale de FRIER (p = 2) a ét¢ obtenue de la série
FourieRr, en prenant la moyenne arithmdtique des premiéres
sommes n Fourier. I! était intéressant de rechercher si une
liaison analogue existait aussi dans le cas général. Nous avons
montré qu’une pareille relation existait, c’est-a-dir¢ que les in-
tégrales généralisées FryER s’exprimaient simplement & Daide
des sommes FoURIER, et des cocficients du tableau géndralisé de
Pascat, formé par des coéficient polynomiaux introduits par
D. ANDRE.

*
* *

Les intégrales de la premiére partie une fois obtenues, 1’¢-
tude des sommes trigonométriques représentées par les intégrales
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généralisces FEJER peut se faire, soit en suivant une voie ana-
logue & celle indiqude par FEJER, soit en employant la méthode
appliquce par MR. LiLEsco dans son dtude des séries FOURIER.

Nous avons employé cette dernicre mdéthode en étudiant
tout d’abord :

La représentation et la convergence en cas de fonction pério-
dique linéaire, et ensuite celle plus générale J'une fonction quel-
conque.

Nous avons obtenu dans le cas géndral par cette voie, un
théorcme fondamental analogue & celui de FeJER, et avec la plus
grande facilité pour p pair. Si p est impair, [a mcthode suivie
pour le cas précédent n’est plus applicable, et nous avons géné-
ralisé les méthodes classiques DIRICHLET et LipscHiTz, obtenant
ainsi des résultats analogues a ceux des séries FOURIER (p = 1),
en employant cependant une méthode plus simple.

1 %
* 0%

L¢és risultats précédents ont rapport i la convergence des
séries trigonomédtriques aux points de continuité de la fonction.

Aux points ‘de discontinuité on sait que PauL pu Bols
REvMOND, a démontré que les séries FouRritRr convergent vers un
segment entier de discontinuité, et que, plus tard, le savant an-
glais GisBs a mis en ¢vidence un phénoméne parasite, en mon-
trant que le segment limite est méme plus grand (ue le segment
de continuité. C’est ce (u’on appelle le phénoméne Giegs.

D’autre part FEYER a montré que ses sommes convergent
¢galement vers le segruent entier de discontinuité, sans présenter
le phénomcne Gibss.

Ce dernier résultat s’étend sans aucune difficulté au cas des
intigrales généralisces FEJER & exposaat pair. Dans le cas d’ex-
posant impair, nous avons montr¢ qu’en suivant une voie indi-
quée par M. LALEsco'), aux points de discontinuité, le phéno-
mcne GIbss persiste, mais s’atténue & mesure que p grandit, et
nous avons détudié en deétail cette atténuation pour le cas de

Enfin, les théorémes généraux de Ma. BERNSTEIN, D. Jack-

1) Sar I'approximation des fonctions par de séries trigonométriques. Vi-éme Année,
15 Juillet 1920. Bulletin de 'Académie Roumaine. ’
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soN et C. DE La VaLLEE Poussin, relatifs au degrés d’approxi-
mation des sommes trigonométriques. ponr les fonctions conti-
nues lipschitziennes, ou A une dérivée d’ordre i, peuvent étre fa-
cilement géncralisés 4 I'aide des méthodes utilisées. Nous avons
obtenu ainsi quelques géncralisations de ces théor¢mes, en nous
servant des sommes géncralisées de FEIErR. Quand la fonction a
des points de discontinuité, Mr. C. WILDE a obtenu une scrie de
théorcmes intéréscants relatifs au grade d’approximation des
sommes trigonométriques (p = 2, p = 4) en supprimant les pe-
tits intervalles autour de ces puints.

Nous avons obtenu des théorimes apalogues pour le cas
genéral.

»
. *

J'exprime toute ma gratitude 4 Monsieur le professeur
TratsN LaLesco pour les pricieuses indications qu’il a bien
voulu me fournir, et qui m’ont aidé a trouver les résultats du
présent travail.

CHAPITRE 1

Formules et un théoréme nécessaire
§$ L. Le calcule des intégrales de forme :

. P
3 ' t
(m(?l\—{-l) )dt

;g

sint
0

1. Nous dlevons @\ la puissance p I'identit¢ connue :
sin (Zk + 1)t

i =1-+42cos2t-12¢cosdt+4....+ 2cos 2kt

et nous obtenons:

(1) (sin (Zk41)1

sin t

p . ]
) = (14+2cos 2t cos 4t 4 .... +2cos LINE

Pour efectuer 1’élévation & la puissance p, nous nous servons
dela formule connue d’Euler ;
2 cos 2 at = e?t -2t | dans laquelle, i =/ —i.

*) On the degree of. approxim ution to discontinuons fanctions by trigonometric sums.
Rendiconti del Circolo Maten-atica di Palermo t. 39. Fascicola 11i. Anuo 1913,
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Si nous notons : .

nous avons:
(2) 2cosi2axt:azn-+—al'T

Nous faisons successivement en (2), a=1, 2,.... k et nous

substituons dans le deuxicme membre de I’¢égalité (1), et obte-
nons :

ak

(3) (l —{—z—}-;l_l_lz_!_%_{_“"}_ak—i_ 1 )p

A bate g fak)

Pk

La substitution (2) nous a permis ainsi de reduire la que-
stion de I’élévation d’un polyndme trigonométrique & une puis-
sance p, & |’¢lévation d’un polyndme i la puissance p.

Le développement :

(%) (M4 a+af .. fadp

est déja connue. MoivRE le premier a trouvé les codficients du
développement, ensuite D. ANDRE a ¢tudié compliétement les pro-
pri‘tés de ces coéficients et a indiqqué plusieurs méthodes pour
les calculer. '

C’est d’aprés D. ANDRE ue nous noterons nous aussi les
cocficients du développement par :

(p,n)ak
n=0,1.2,..2pk

n cétant le degrés d’x en d’¢veloppement, et p et 2k il est facile
de voir ce (u’ils sont. De ces propriétis ¢tablies nous allons con-
clure celes dont nous aurons besoins de nous servir:

1°. Dans le développement (4) les coéficients des termes
¢quidistants des extrémes, sont égaux.

2% Un coéficient cuelconque da développement (4) est égal
an coéficient du méme rang du développement :

p-t
A+tata2+ ... +2%) |

plus 2k coéticients, mis i la gauche de celui-ci.

BUPT



10

- 39 Les coéficients du développement (%) grandissent jus-
qu’au milieu et décroissent plus loin.

La propriité No. 2 nous permet d’obtenir les coéficients de
proche en proche, d’une facon simple, en formant un tableau
triangulaire, (qui géndéralise le triangle de PascalL.

Mais nous pouvons les calculer avec la formule donnnée par
Moivie et retrouvée par D. ANDRY: :

, . AN n—2¢2k+1)

5) (o), = Se-1) (Ip Iy
A variant de 0 jusqu’au quotient entier de n, divisé par 2k +1.
Ici C} et I'! sont le symbole des combinaisons simples et des com-
binaisons & répitition. En développant la rélation (3), en vertu
de ce qui précide, nous pouvons éerire :

P

(6) (1 +a+4 —:——+—12+ ;lﬂ_-—{—....—}—ak +;1T)

L R 2pk
4p,m‘k+(p, l)‘ka—{—(p ﬂ)qﬁ-—{—...—}-qp,ﬂpk)_,ka P

2k
. o =@kt
1 . | : pk |
(P, pk" )‘!k(i + ';') +(P, pk —2)2‘\(1' + 1—3')++( P O)Qk(1 ;ﬁk)

ou:

1
(o), =1, D, =0 Q)Z,k =p(p;' )

En nous servant dela transformation (2) en sens inverse, la
relation (6) devient :

P
(7) (14+2cos 2t+2cos 4t ... + 2cos 2 kt) =(p,pk),, +
-+ 2 (p, pk—1 )“’k cos 2t 2 (p, pk - E.’)chos A4 +2(P’°)qk cos 2pkt=
sinp(2k—|—l)t
. p
sin t

En intégrant de 0 & = nous obtenons :

L. p
(8) J- (M‘ﬂ) dt ==. (p, pk)_ﬂk

sint

Nous avons ainsi calculé I'intégrale proposée.
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Calcul du nombre (p, pk)ay.

2. Le nombre (p, pk)a qui est un polynome en k est indis-
pensable au calcul de lintegrale (8) et nous nous proposons de
mettre en évidence son degrée et le coéficient du terme du plus
haut degré.

En nous basant sur la relation (5), nous pouvons écrire:

(p—2; k-1 _]—p ([)_. 1 ;\F(p—i) k—2
)

- ‘k
(P ploy =T, =l T

/ app—1 p—n41D_(p-2mk—n
. r

En devéloppent les combinaisons i répétition et en sim-
plifiant, nous obtenons :

. _ (k4D pk+2).(pk+4p—1) p
(9) (P, pk)‘gl\ —_ (p - l)! —’l
lp—=DkIp—DkA!..{p—Dk+(p— 2]
(p—h!
p(p—D [p—Hhk—=1jl(p-hk.[(p—sk+p—3]
+ 2! (p—N! + -

p—l.lp—n—+41)
=ty Rl n e D)

[(p—ﬂn)k—n;}—l]|p—‘2n)k—n+‘l|...|p——2n\)k+p—u— 1
(p—1!
Dot il est facile de déduire que :

P

1 - i
(10) (p, pli)2k=a,k +Pp_2(k),
ou :
! p—1 p—2 p—"1 p-1
('11)3;:m![p_$(p—-‘3) +p P:)‘! (p—4) — .
n —D..(p— 1) L op—t
a1y Rzl .k 1D — 2 ]

et Pp_2(k) signifie un polynome bien détermind en k, du degres
p—2, dont les codéficients ne nous intéressent pas effectivement.

Applications

3. Calculons complétement le nombre (p, pk)x. qui entre
dans Vintégrale (3) a Iaide de la formule (5) dans ie cas parti-
culiers suivants :
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1%, Pour p=1, nous avons:
1, k r g 1
( ’ )ik — 1 T %
et la relation (8) nous donne :

(12) E"_@E:I_—Lt dt — =

sint
s Q

Cette intégrale est classique.
2. Pour p=2, nous avons :

. 2k : M (N L |
(G‘)’Qk); |__|', ____9_.3.;;_\_$..|\ L 1) =2k+|,

alors (8) nous donne :

x, 2
(13) ( (SL“(_Qk+—”‘) dt=(2k 41

sint

Cette intégrale 4 ét¢ calculée par FEJER et par une aatre
voie par MRr. LaLEsco.
3% Pour p=3, nous avons :

3h ik —1
(% \- . N — -3 = 2 k 1,
(3, 3k) 2k [_:} ]__3 3k - 8k +

alors (8) nous donne :

(1%) ( (ﬂ‘l%‘%_'l‘)%z — (3K 3k41)=

L SdN1)

4Y. Pour p=4, nous avons :
ik k—1 (9K 4-1) (8k24-3k+-3),
(_4,4k)%=[—"—4[_': _ @+ 3+ +9)

alors (8) nous donne :

(13) ( (sin ‘.Zk—l-_w)"dt:(?k—{—i) (8!(?+8k+3)

sint 3

Cette intégrale a été calculée par une autre voie par MR-

LALEsco.
5. p=25, nous avons :

Sk h—1 k=2 145k¢}-230k3 - 185k2 4 T0k + 12,
‘\5’5“)‘3““—“._‘5"[. 5 +10[ ' s = 12
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alors (8) nous donne :

(16) ( (si_n@_k__W)@"dt: 115k 4 230k3 - 185k? - 70k 4- 12

sint 19

“ 0

§ II. Calcul des intégrales de forme :

T 1
((sm'ﬂk )P dt.
sint

< 0

4. Nous élevons a la puissance p I'identité connue :
sin 2kt
sint
et nous obtenons :

=2cost+2cos Bt+2cos Ht4. .. 42 cos (Zk—1t,

sin 2k1\°P
(17) (“'“ 2“) = (2cost+2cos.",t+ﬂcosﬁt+. ..+2cos (2!{—1)1.)

sint
Si nous notons e''—=a, nous avans 2 cosat=—e* | o et si

nous faisons succesivement a=1, 3, 5,...2k—1, le deuxiéme
membre de 1’égalité (17) devient :

) 1 1 2h—1 1 p__ 1 a2 g oLik-;’")l-
(1+5+13+5§+"' t +ﬂ——_‘) = qukjuer

Nous éfectuons 1’élévation & la puissance p du polynome du
deuxi¢me membre, en nous servant des cocficients polynomiaux
de D. ANDRE, nous avons :

~ 1. 2%k—1 1P
(1+1+a3+1l3—t----+1 +’;-2¥:”1)

‘

_ P O)gtet Py Dot 2 +-(py Dgpy 2+ - A (ps K- D gy o k1P
= 2 (Zk—Tip

Pour éfectuer le quotient du deuxi¢ine membre, nous dis-
tinguerons deux cas :
1°. Si p est pair, nous avons :

(18) (1 4+ ; + a3 +}3+,..+19““'+ - 'kj)p: [ p(2k—1)p ]Qk_ 1

a* 2
T (2k-1)p-2 o 1 , (2k—1)p-2 1 N
Ho 2] D) ey (BT

)
|

' 2h ~1p
+ (P U)gk— (1 + m)
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13
20. Si p est impair, nous avons :
oA 1 CI B
(19) (2444 . e +-;_,—k_—,)

1%k - Dp—1 SRR E (2k—1)p—3 I A
an l)( 2 p ".Iﬂ\_li_"‘“r‘;)ﬁ\‘ [pi s Ql'e_’—]:!k_l (1$+1—3)+

{ 12k—1)p—2 1 3
e gy (2 +.—_———1(2k_“p_2) 4+

. (2k—1)p 1
0y (,’ + o 77 )

En nous servant de la transformation ci-haut, en sens in-
verse, les relations (18) et (19) en observant aussi la relation (17)
deviennent :

(20) (sin le)pz[p’(ﬂk—l)szk_l_*_gg[p_‘?k—;) 9—9] cos Ot

sint 2 2k—1
+...+2p 0)2k_1 cos (2k—1) pt.
sin 2k tyo_ [ (2k—1yp 1] .
(21) ( sint )"_2[p’_—§_p_.'3k—lcobt+

+2 [p' (zi#i’]ﬂ_icos 314 ... +2(p,0)y,_, cos (2k—1)pt.

En intégrant ces relations de 0 i =, nous obtenons:

e [(EBpasfpogon,

) sin2k t\p . _-
(23) f( sint ) dt=0

La premiere a lieu quand, p est pair, et la seconde quand
p est impair. ’
On peut d’aillears facilement verifier I'intégrale (22), en

. T ~
décomposant l'intervalle d’intégration en (U, §) et (Q’ m) et en

observant que ces deux intégrales sont égales et de signes
contraires.
5. Observation. Si nous convenons de prendre :

[ @—tp] o

de sorte que p est impair, parce qu’en ce cas ce nombre de
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D. ANDRE n’a aucun sens, les intégrales (22) et (23) peuvent étre
comprises en une seule, que voici :

a  [(mpac g0,

<

(fuel que soit p.

Calcul du nombre, [p, W—zlji)],k_l

6. Apres ce que nous avons dit nous ne considérerons que
le cas p pair.
En désignant par r la moitié du nombre p, nous pouvons

écrire :
%k—1) N
[P- (_——9 p]‘.’k—l: [p’ (k—1) r]'lk—l
Sur la base de la relation (5) § I, nous avons:

ory [(Zk—D p 1Pk—r pi(p—2)k— rp(p —1) p— bk —4
(25 )[—_—]:H\-—l_—l_ L 9 [_p +

n 1) — (n— —(p-—2n)k—r
i) rp=D —(p—nA4 1
+(—1 — |

p
(pk—r+DH(pk—r+2)...(pk4r—1)
p—=1
_p =2 k= 1|[(p—D k—r+2}. .. [(p—2kfr-i|
1’ (p—1)'

(p—20)k—r 41} (p—2n) k—r +‘2|. .. [(p—2n) k 4+ r—1)
(p—1)

Si nous comparons ce développement i celui de la rela-
tion (9) nous vovons faciliment que nous pouvons écrive:

: (2k—1)p U T I,
(26) [p, 2 ]__,k_l_a,l\ P,k

ol a, a tout a fait 'expression donnée par (11) § I, mais :
Prpa(hz=Py_o (),

bien que tous les deux polynomes soient du degrés p—2 en k.
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Application

(Zk—1)p
T 9 ]2k_1e"

7. Calculons effectivement le nombre, [P
quelques cas particuliers
1% Pour p=2, la relation (25) devient:

— 2k—1

YR i ,
(2,2k~1bﬂ_1=l o =2k,

et la relation (24) nous donne:

.
[ (Si:f:':l)zdl — ks

2°. Pour p==4, la relation (25) devient:

$h—2 — =2 QL KLel |
A=, 1_" — 4] " L 1
-l — - )

et la relation (24%) nous donne:

( (’sin‘ﬂl&t‘)p dt _k@Bk4-1)=
. siat - 3

®. Observation. Il est bon d’observer «ue les intégrales (8)
et (24) sont des cas particuliers de Pintégrale plus génerale:

- sinnt\P (n—1)p

o n—1
pour;
n=2%k-+1 et n—=2k.

Les relations (1)) et (26) nous disent que le deuxicme
membre de (27) a la méme forme et 'observation du N° 5 nous
dit que ce méme membre est nul dans le cas ou n est pair-et
p impair.

Pour simplifier I’exposition, nous convenons de noter:

(28) [P, (n—éi) p]n—-i_—— aq (k) =ay k b= + Pp_g (k), ou k =

n—t{
gou k= 5 d’aprés que n est pair ou impair, etP,_, (k)
est un polynome du degrés p—2, le méme P, _, (k) de la rela-

tion (10), ou A P’,_q(k) de la relation (26), suivant que n est
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impair ou pair, mais dont les coéficients effectifs ne nous seront

pas nécessaires dans ’exposition qui suivra.
L’intégrale (27) devient alors:

sinnt
(29) ((sn )dt_ao(l\).
v 0

9. Conséquence. Si dans lintégrale (29) nous partageons

s T
l'intervalle d’intégration en (O, §) et (5, *.r) et si nous obser-

vons que la deuxicme intégrale par le changement dela variable:

t== —u,

devient égale i la premiére, nous obtenons:

1 sinnt
(30) 5“—”] (m ) dt =
0

valable pour n’importe quels n et p entiers, except® si n est pair
et p impair, en quel cas nous avons de la relation (21):

lv] 3

Lo 0

s

-y
S L) ) ) 13
. NN (2 k— *l))—l = (2k --1 p-—"
(31) ( .—p—‘“=°’| ChoDe—l ) C,,[p,———— ot
sin' A1 Mt

s 0
9]

Ty P

S L Caleul des intégrales de forme :

~ D

: <inni\P
hm.J (;mnt) dt. O0<a<be<ns
1

n = o sint

10. Considdérons les développements suivants connus:,

Pour p impair:
p—1 p-4 3

AIEE B P p(p—l

(

sinPnt =
)

-

Pour p pair:
h3 e

P (= “[co~pnt—-co~\p—2)nt+ +p(p—— (p) : '3
! -

ot =
b=
9/

[$9
+
=

==

sin
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Multiplions ces relations par le facteur et en intégrant

sin®t
d’a A b, nous observons que nous obtenons dans le deuxicme
membre des intégrales respectivement de forme:

b b
. 1 1
sin A nt. — dt, cosAnt. dt ,
a sin''t a sinPt

dans lesquelles A est un nombre entier.

Comme le facteur est continu dans I’intervalle (a, b),

sin’t

il en resulte que ces intdgrales sont des codficients Iourier, et
d’apres le théorcme Riemann, elles tendent vers zéro pour n = oo,
Il résulte de 13 que si p est impair:

L
L. /sin ot —
(32) anJ \Sint )d 0,

o

el si p est pair:

b
Y simah\’, (—D2[—pp=1).. +1)
o )"'mwf;. ( ""n‘) e (+l P (9! f cin! t)

L’intégrale,
b
f dt
Ja enlt

s'effectue facilement, par le changement de variable:

1
'g-c;:‘-ll

-~

11. Remarque. Le degris d’approximation des deux inte-
grales (32) et (33) est celui des coificients Fourier, c’est-d-dire:
A

g )

n

A étant une constante.
12. Conséquence. Les intégrales (32) et (33) tendant la pre-
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miére vers zéro et la seconde vers une quantité finie, il en ré-

sulte pour p impair ou pair:

b
lim. 1 sin nt\F _
(34) n=o03, (k)f ( sint ) dt, =0

a

Le degrés d’approximation avec lequel cette intégrale tend

vers zero, est:
A
—_—

nP

A étant une constante.

S IV. Le calcal des intégrales de la forme:

-
. . P
8 t
lim. |J(mn)dt’ Dca<s

n=00a,(k) siat

13. Nous remarquons que nous pouvons écrire:

1y

a
1 ;'. P . - ,\_- \p
lim. _1 (“” “‘) dp = lim. 1 (S22 d
n=203,(k) sint n=o0 3, (k) sint
4]

v 0

En vertu des relations (30) et (34) § II et § III, les intogra-
les du deuxiéme membre tendent respectivement, la premiere

Y
vers 5 et la deuxiéme vers zéro.

Il en résulte :

i

(35) lim. _1_‘ (M)pdt _

"=°’->ao<k)J sint /

1

[8]]

0

14. Remarque. Le degri’s d’approximation avec lequel I'in-

™
tégrale (335) tend vers g’ est celui de l'intigrale qui tend vers

zéro, c’est-a-dire,
A

ne
A, étant une constante.

Wiy
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§ V. Le caleni des intégrales de la forme:

g P
1 sinnt L dt
a0 (k) sint ’
0

15. Si nous désignons par A l'intégrale A calculer et si nons
faisons le changement de variable:

t=x—u,

nous avons:

- ) -n
P J sipnu)'du__ I J (si!mu)p d
2y (k) (smu ayk) sinu | 4 ¢4,
)] 0
exceptant le cas n pair et p impair que nous excluons en atten-
dant.

Nous remarquons que la premicre intégrale, en vertu dela
relation (29) est égal i ay(k).=, et la deuxiéme intégrale est A
meéme.

Nous deéduisons facilement.

L - i sinnt\P =
6 = -
(36) aoq.l\)[ (sint) tdt b

-

Reste i examiner I'intiégrale:

d !
1 sinnn\!:
( ! ) I dt,
ay k) sint

0

dans le cas ot n est pair (n =2k) et p impair.
Nous considérons le dévelooppement (21) § 1I.
(sin Qk!)p_ o [p. (Ql"“‘l‘)l’—i]

cos 3t
2k—1

(‘_‘k—l)p—.“.]
sint 3

cost -L ll'- 3
“ Ak —1 *

4. 20p0) o8 2k—1) pt.

En multipliant par t dt, en intégrant de 0 & © et en obser-
vant que les intégrales du deuxieme membre sont de la forme:

- _[tsin@i4D, cos@iHu} 2
/‘,“"”Q""““““ T (:)i?t)‘z‘l,— @)
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nous obtenons pour l'intégrale donndé:

n
1 sin 2k 4 l [ ‘”l\—ﬂp—l]
SO(RJ ( it )td[ o aollxl l P 2 I—1
]

1 (‘k—1p—3
+g [ o =)
oll nous prendrons:

dl\ 1 -—_
3olk)= [p’( 2)p ]“’k—l '

16. Observation. Nous ne perdrons pas de vue que k dans

+ + c)l 9(9,0) 4

2k —1 2k—1

=

toutes les formules qui renfermeront a,(k) est égal & ;ou a

n—1
—2—> suilvant que n est pair ou impair.

oI

§ VI Calenl des intégrales dela forme:

e 4
. 1 2 /sinnl
lim -
n:oo-a()(k)f o )‘“
(V]

17. En désignant par I, l'intégrale & calculer, non passé a
la limite, et en la retranchant dela relation (30), § 11, nous pou-
vons écrire :

! :
(37) ERLY »J sinut [ sinPt ]dt

Effectuons la paranthése de sous le cigne intégrale, en rem-
placant sint par la série connue:

N./l o

. 12 1

sml:;t(l—;y-{—--,-—...)

J. . ,

nous avons :
, o/ 1 2 P
L[ et )]
. p —_—p: p 12 tt \p
siu i ! —
. (}l e ..)
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ou;
1 | p-

33 5 — =i 40,
(33) sinPt M g7
01l nous avons note:
| pp—"1 [t B 12 ?
p('z,—--“. --"‘—Iav"\;"’""‘ ’ -+... --(—-ll'l' (’ 5—+")6
WAl e e e L T T T F
(l _§.:+5’ ..)

On voit (que 4 (0) =1, c’est-a-dire L (t) est une fonction ré-
gulicre & I'origine.
En remplacant dans (38) nous obtenons:

R 4

2 P 2sinPnt ¢
0) 'p.— 63_0(—'\-) J -————l P2 U(“
3]

Le changement de variable:

nt=u,
nous permet d’écrire.
p 3 na
- _ o - p ,
sy Sttt (Tl g,
(59 2 P76 a, k) uP {(u
vo

Nous passons i la limite pour n=oco. Nous remarquons

d’abord que le facteur ( ) est fini dans l'intervalle d’intégra-

tion, ce qui fait que:

nx

J TR (e
0

soit finie ¢galement & la limite.
D’autre part,

p—3
hm =0 '

ao(l\)
Alors, il résulte de (39).
lim (?,-l,, ) =0,

=00
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équivalant a:

. 5 . P
40) . ! B sinat _—
(4L “limoo_ 30‘“\[ ( . ) d

18. Conséquence. Si dans la formule (%0), nous faisons le
changement de variable:

vel &

1] 3t

nl—=u,
nous obtenons:
nax
1 PEE
(41) lim Y. ( i")" =
0= oo ('lo(k) v u
0

Mais nous observons que :

. p—1 ;)p—-l
lim 0 __=
n=oc 30(_'\') 4,

parce que nous savons que n=2k, ou n=2k }-{, et a;(k), a
la valeur donnée par la relation (28) § II. Alors du (40) nous d¢-
duisons facilement:

c>csir-u P a, =
(42) f{T) du:?— 3

oll a,, a la valeur donnée par la relation (11), § L.
19. Observation. En considérant larelation (39) nous voyons

que le degrés d’approximation avec lequel U'intégrale tend vers

n
3 est :

A
Hi’

A étant une constante.
§ VIL. Théoréme nécessaire

Ni 3 (t) est une fonction continue dans Uintervalle (0,x) oi
0 < .r < 2z, et si, quand n tend vers Uinfini, «c tend vers zéro, x

1 . SN
et — ayant le ménwe ordre infinitésimul, nous avons.

1) La valeor de l'ingégrale (41) peut servir comme ume solation simple d’un pro-
bléme semblable propesée par Mr. Lalesco, dont dh trouve la solation dans «t;. M.« No. 3,
1904 par la méthode des résidus.
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X a
. | sinnt\p 2 Lo /sintyp
I — —_] 6t = —
(43) n = c-?\l:':s 0 ao(l‘)J; ( sint ) “t) d Ly ’- ( L ) dl,

L)

a étant un nombre positif arbitraire ainsi que :

Jim.x. n = a,
x={,n=cc

et a, ayant la valeur donnée par (11).
o(t) ¢tant une fonction continue dans !'intervalle (0,x), évident
que aussi :

(44) U0 = () #©

sint

est une fonction continue, dans le méme intervalle.
Nous pouvons donc écrire :

X X
TN - ROV P
4]

Nous employons maintenant ici I'artifice suivant.
Nous considérons I'intégrale :

(46) f [..P +( Si':"‘)"] ) dt,

sinnt
t

tervalle (0,x). Cela est évident quand p est pair, et en cecas nous

pouvons supprimer nP ; au cas ou p est impair, la fonction os-

cillatoire.
sinnt\p
(=S

P
ou le facteur: ne + ( ) est une fonction positive dans 'in-

qui s’annule pour:

r n--D=
t =-— ¢ ) .

n”u’ n
a le minimum au plus grand que — nP, de sorte que le premier
facteur sous le signe intégral de P’expression (46) est toujours po-
sitif dans l’intervalle (o,x). D’autre part aussi le facteur J(t) est
continu dans l'intervalle (0,x) et nous pouvons appliquer & I'in-

tégrale (46) le premier théoreme des moyennes,
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On peut donc écrire :

@) [ Lo o= o Tor + (225

Ty EaR Y

o 0 <5< x.
La relatian (47) peut s’écrire :

X X X
- t
n’f P(L)ydt 4 ( sinnt ) Hrdt =n, <p(g)x+,bm[ (bmn) dt,
0 v o

Nous faisons le changement de variable dans l'intégrale du
deuxiéme membre :

nt—=u,
et nous pouvons écrire :

(48) who(z,). x 4 J ¢ "”“) a(t) dt = nP (%), x +

nx
—1 sin u\P
np 'I'J s) ( ( u ) du, L 4
-0

ot 0 < §; < x.
. 1
Nous multiplions la relation obtenue, par (k) et nous
0

passons & la limite pour n = . et par conséquant x = o
Nous remarquons que :

P p-! or—I
lim . w: lim. = i lim . nx "’J(i):——d'f(())
N==cojx =0 20tk) n=co30%) g = oo, x=0 a
P p—1 Qp——l
lim . 2GRN pm B fm L nadd) =——a(0),
N=co,x =1 ag(k) n=oco ag(k),’ = co, X =) 3y

et en vertu de la relation (44) :

lim.  $) _ lim ( $ ) £ =7 (0).
sin §

ﬂ=m,X=O $=0

Nous simplifions alors la relation (48), et nous obtenons :

\
. 1 siant\p .(0 sio typ
im . ((T() P dt = —2 J =)

N—=oo x=1{ '0“" o

ce qu’il fallait démontre,
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CHAPITRE I

L'expression par inlégrale définies d'uné certaine totalisation
de somme Founirn et réciproquement.

§ I Une totalisation rempardquable.

21. FrEr dangs son meémoire »Recherches sur les scries
Founiers a démontré qu’en prenant la movenne arithmétique
des premiires n sommes FOURIER, on obtient une nouvelle inté-
grale définie, analogue & celle ¢tudiée par DIRICHLET.

Il a montr¢é spicialemnent que :

io 'J_— Sy ‘+- S||--l ' l \ln nl

n (e Lslat .

R i,

ofl S, &, . . . Sa—, sont les sommes FOURIER. Au cas ou f(x) est
une foction finie et intégrable, il a encore montré que cette inté-
grale pour n = oo, tend vers:

* x40 4 fix—0
J

Nous montrerons maintenant qu’une certaine totalisation
des sommes FounIeR, procure une nouvelle intégrale, analogue a
celles étudiées par DinicHLeT et FRikR, qui convergent, pour n = <o,
vers la méme limite. Cette convergence, nous la montrerons dans
un autre chapitre.

Nous employons ici une méthode empirique et considérons
le cas ot n = 2k 4 1.

22. Nous considérons les deux propressions arithmétiques
suivantes :

— 135, 9Kk, =2k—1.2k—2.. .21

Nous multiplions les termes de la premiére progression res-
pectivement par les sommes FOURIER :

so, Sl, 521 ---Sk

et les termes de la deuxiéme, respectivement par les sommes
FouRIER :

. g
>

Fhtpr Shg -
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et nous les additionnons dans I'ordre dans lequel elles sont écrites,
«t partageons le 1¢ésultat par ;
3K -0k 41,

somme des termes des deux progressions considérérs.
Nous obtenons ainsi la somme suivaunte, que nous notons

par v, (x).
o k 2k _
(1) % () = g T ;(21+ l)si+iz;(ﬂli—i—;—!)sk+il,

i =

ou s; est la somme FouRIER bien connue:

7. .
5 L
(2) c=1] e it
J o )

En vertu (2), la relation (1) devient:

L k
o o e 1 f(x+9t)[ N
(3) \3(x)—(:<k'-'+3‘1<+1)J G iZO(.quuﬂn\_lTln
0 ==

2k
+ Y — i sia 2k 42— Dt
-1

Etfectuons maintenant la totalisation du deuxicme membre.
Nous nous appuyons sur les égalités succesives suivantes:
k k
: .o 1
4 i ysin Qi)=Y (i [ s it — cos _!_m]
( iZ“(Ql—{- )sin (21t Zsmti_z‘;( i+ 1)] cos 2it —cos 2(+-!
!

2l

k
(142 37 eon it — 2k 1) eox 20k ) .]: I BEE IR
1==1

i’# STER

k
-{-"Z[sin(?i—}-l)t S (2 —1) 1] —(2k - 1) sin (% - 3) t-L 2k - 1)
|

a2k - )] = -/'—;;‘—12—'[('21\- +3)sin(@k+ 1) t— @K+ 1y sin @k 31 |
" | 2% '

5 < 1 M . H ) . ‘l wl. . K
(5) ; (2k — i+ 1) sin (2k+2.+1)t_mi21(31\—1+1).

[cm‘ 2hk+nt—rcos(k4i4+1) t]: 617 [Qk s (k+41)t

2h+1

241

— 3 (sin @k 42 1yt —sin 2k 42— 1)1]
=2
= e [ 2K Dsin (k31— 2 sin @k 1) L —sin 6k 4511 ]
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En additionnant les égalités (4) et (5), on obtient aprés sim-
plification :

k 2%
Y otighan @44 Y@k - i+ 1sin (264 2% — Dt
10 i=1

o Jsin(Bk 4+ Dt —sin(6k 4+t sind3 2k 4Dt
D 4 —  sin?t

En substituant cette valeur dans (3), on obtient :

%
R o | sin (2k 4 1) 1)3 9
®)  ve= ey s J () et a
Q
Nous avons trouvé ainsi une intégrale analogue 3 celle de
DirichiLET et FRIER.
23. Observation. L’intégrale définie, qui entre dans la tota-
lisation ci-haut est un cas particulier de I'intégrale générale:

b 4
1 sin nt P
_ . - ‘ 9
(7) au(k)J ( ) [(x -+ 2) dt,
[}

sHit

pour :
n=:hk+1 el p=3,

seul cas qu’l faille d’ailleurs prendre em considération, car dans

le cas:
n=2k p=23,

'intégrale (7) est nulle en vertu de la relation (23), § I

§ Il Expression des intégrales de forme:

P 4

! sin(2k 4+ HeyP »
8) .
( ﬂn(l\")IJo( sint ) f(‘+ “ dl'
(4) 1 ”sinAkt\p
Y . 9
N ﬂn(,kmj( sin‘...’t) [(x+ 3 dt
o

par les sommes FOURIER.

24%. La relation trouvée par FRIER, entre son intégrale et les
sommes FOURIER, nous & incité & chercher nous aussi, s’il existe
une pareille relation aussi entre les intégrales plus générales (8)
et (9) et les sommes IFOURIER.

Notre réponse est affirmative.
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19, Le cas de Uintéyrole (8)
En vertu de I’identité:

sin(2n-+ 1)t — sin (2n — Dt
sint

(10) 2c0s2nt =

)

dans laquelle nous faisons succesivement n=1, 2., .. pk, la re-
lation (7) § 1 peut s’écrive:

(sin 2k 4+ 1) typ

Sim——) — (p, pk)2% = (p, pk — 1)gi , Sme St —sint

sint
S. 5t—S' AR _ ()
+ (p, pk —9)2k.m—mt'9§t+,._.+(p,o,2k 3in ¢ |+1)t\m:m( 2%k — 1)t

ol

(ﬂ%ﬂ)p = (p, pK)ak — (p, Pk — D)2k +[ (p, pk — 1)

. . stn (2pk — 3) ¢t
+---+[(p,9)~2k - (p, 'lm‘»]&—p—i

sint

. sin (2pk -1t
+(-p'0)2l\'—(gT;}_—

f(x +2t)

En multipbant cette relation par W dt, en intégrant
1] A\ Y

sin 3t
— (P PR —2)2k |

+[(p, D —(p, o)~zk]

sin (2pk — 1)t
sint

de 0 & = et en observant que les intégrales du deuxiéemz membre

'J "“‘~‘+"' Pov4ande i 12 L pk,
1]

~ sint

sont exactement les sommes Fourier, nous obtenons:

any ! ‘ (\m("l\—{—l)). Fadi

ao (k» sint
(p. pk — Dy so - ';—(—I—bi (p, pk — D2k —(p, pk — 2)2k 1.«
, e ! ,
{-,—(r.l (P PR =202 (p. pR—3)ay =2 ’1'«--+m (P 2k S

QY L oeas de 1"'inl:.‘gralo (9).

25. Nous partons de la relation (70) IT dans laquelle p est
¢videmment pair. La relation (21) ¥ 1I dont il faudrait partir,
daps le cas oil p serait impair, n’a aucune sens, vu (ue les codfi-
cients polynomiaux du developpement, définis par D. ANDRE,
n’ont aucun sens. Maintenant nous remplacons dans la relation
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(20) t par 2t ct en utilisant dans le deuxi*me membre l'identité
(10), § chapitre II, nous pouvons en serrant les termes sembla-
bles, en sinus.

S

2k—1)p-2 k-1 p--4 sin 3t
+[cp. --ZP "):k—i_(p' 2 )-_»L-i]' T

sint

v <inj2 2k
v p, k=1~ (po2k—1 ] ' ool

s f2¢k-hp+t
~tnt

hp-—It
-l 4 (p. 0% —1

fx—+2t)dt

ao(k)=
de 0 4 = et en observant que les intigrales du deuxiéme mem -
bre sont les sommes FouRIER, nous avons:

"sinfiktp 9 o [ Ck-1)p
(12) .lo(k):[ (siu:!t) Fo 20 de= a0 (k) ((', A )2k—l

)

(2k—1) p—2: [ (Bk—hp—2
_(p’ —-2_——)2" ] o+ao¢|\) ( (2 )2l\~—|
CZk—hp=-4&
S ) I
sk-np—1+4

Les formules (11) et (12) sont les relations remarquables,
qui relient les intégrales proposées aux sommes FOURIER.

26. Applications. Nous savons que les codficients polyno-
miaux, qui entrent dans les développements (11) et (12) on peut
les calculer soit par la formule (5) § 1, Ch. I; soit par le triangle
geéncéraliseé de Pascal.

Employans cette dernicre méthode, pour les coéficients du
développement (11) et pour les cas p=1, 2, 3. En nous basant
sur la propriété du No. 2, § 1, Ch. L., nous avons le tableau
suivant :

En multipliant cette relation par, én intégrant

" “\).(w D2k—t = (p, o)k —1|><

o (k) (P, 01—t - S@k_q) P

111 1.... 1 1. 1
128 4.... &k k4! %41 %k—1.... kb1 kK 3 2 14
13610.... kik4-1) .... k(@k43) ... 3K343k41....
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Calculons maintenant les cosficients du développement (11)
« 'aide des nombres,

(P.)gk, r=12,.... pk.

de ce tableau.
Nous trouverons:
1". Pour p=1,
. 4
! [M f(x+20 dt=s

sint
L}

c’est I'intégrale de DiRICHLET.

20. Pour p=2,
n 2
1 [ s-r:(‘l{(—f— (AL} x-2t dt :-s0+s +2++ 2%
k4= sint vk 41

0

c’est 'intégrale de FrseR.
3°. Pour p=3,
n 3
1 sim 2k De\ o
(:a|\—2+.-¢k+|).-.“( sint ) fix 20 dv =
So 38 00 @R Dy, 2
IREF- "k 1 ’

c’est 'intégrale (6) § 1. Ch. II établie par nous.

§ 1L L’expression des intégrales de forme (8) et (9) du paragraphe
précédent, par les sommes Fejér
27. Nous pouvons ¢tablir facilement des relations entre ies
intigrales (8) et (9) et les sommes FriER.
Pour cela nous considérons les identités Frikn.

SoF

)“ -

(13) v

_ _SO’+<1+"‘+'n

41 = n! ’

dans lesquelles s,sy, ... sy sont les sommes FourikR, et o, o444
les sommes Frign.

Du (13) nous oLtenons facilement l'identité :
(U&) sSp=(M—+1) 34 —n3,
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Si ici nous prenons n=0, 1, 2,.. pk, nous obtenons succe-
sivement les sommes FotRIER
Sor 85 - - - SPK, « - S3K 1) p,

en fonction des sommes FrJER.
En substituant ces valeurs dans les relations (11) et (12),
nous obtenons aprés certaines simplifications.

- 1 sin(2k + ek 9
(1%) =% (( o) I+ 2)dt= (k)hp k)2 - 2p.pk-1)ay
U

<)
+(p.ph-2)2, IG. + b [ pk-1)2y — 2(p,PK-2)ag + (p,PR-3)ay o
-2)ay — 2(p, k- 3)ay 4 (po0k-4) 3k o3

ao'k)
+- +1o(k)

+5;i’ﬁ‘>l(p,-l)ek 2(p, 0)mlopk+p ! POy Tpk + 1.

: t( fsindky? 11 2k=Dp
(44 )dt =
16) ao(k):J( m"’l)r F2yd = I\)[p b/ ):’k—l
{

_ap Bl (Bt

9 (2k—1 p—2 (2h—1)p—4
R [(p 9 ')-.w— " 9(“’ 2 )"k—l
2k—1)p—6 12k — 1[
’{'(P’ ) ):‘k—l] o+ ..+ 2 (k) (P 2gy 4
5 (%k—1)p
== 3Ap Do+ POyl @—tp -1t + g7 [PDay

ag(k)
2k -1 1
— 20,0kt ] 323k —13p + W kp)—}- (PDak—1 g(3h—1)4-pt.

1(p.2hek — 2Up. )2y +(P,0)2k % k1

28. Applications. Appliquons la formule(15)au cas o1 p =3.
Au lieu de cette formule, qui nccessiterait les calcul des coéfi-
cients, nous utiliserons la relation:

N I
yn@+~»m+n—ﬁ sint ) L

=mm-'+ "‘i+““’k- i+ 05,

déduite des relations (6) et (1) § L. Ch. II dans lesquelles les coéfi-
cients sont calculés.
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Nous remplacons ici les sommes FourieR du deuxiéme
membre, par les sommes FeJER déduites de 'identits (14) et nous
obtenons facilement aprés certaines simplifications:

= 3

1 sin(@k 4 1)t B
U7 serwT J( ) fH 20 d=
1}

- 2 =83p—63, .~ 2kI k)5, AT+ HBK )05 3k k)3, |
ek F ;

29, Observation. Les développements du § II et § Il nous
opnt permis de trouvé la liaison entre les intégrales géndralisées
FFrigr (8) et (9) et les sommes FouRrier et F'rikr (p=2). On se
posait la gquestion si les intégrales (8) et (9) & l'exponent p, ne
s’exprimeraient pas plus simplement, par des intégrales de la
méme forme, mais & 'exponent p—1, c’est-a-dire, si le méca-
nisme de transition de p & p—1 n’aurait pas été plus simple.

La réponse est niégative, comme nous pouvons facilement
le voir par la relation (417) en cas ot p:=3.

CHAPITRE 111

La convergence des sommes trigométriques:

” N
. | sinnt \P - :
\p(.\)—:'l—o(k—):' f ( ol ) f(k+21)dl.

[

§ 1, le cas de fa fonction liniaire.
30. Soit f(x) une foction liniaire et périodique,
fix) = a2 4 2x,
(ui admet une periode 2 =.

La ‘iagrame de ce'e fonc'ion
est — Fig. 1 — ot nous avons suppos¢
que «>0, §<C0. Cette fonction est
¢videmment discontinue aux points

d’abscisse 0, 2=, 4=, .. .. ouelle pré- | | ¥
sente des sauts verticaux AA,, BB, A\ \l |

:C,, .... Elle est repré<entée dans \lm B ‘ p
Pictoall 0279 < atgx, ds L

Iintervalle (2, 4 =) par =2+ B
(x -2r)... cte,
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En ce cas la somme trigonométrique donnée devient:

"y AP ')
(1 Vp(x) - 1. [ (Sl.nm) {rx + 3(x + “2&)}dt

agk)m sint
)

Cherchons la limite de cette somme, pour n = <=, compris
damps I'intervalle (0,2 x). Nous observons que I’argument x + 21
varie entre x et 2n+x, quand t varie entre O et n. Par consé-
(quent la fonction a 48 (x -+ 2t), sort de Vintervalle (0,2 =) quand

X
t varie entre =--; et n, et par suite dans cette intervalle nou-

remplacerons la fomtlon a+fBix+ 2t), par a+B (x+2t —2x).
Nous deécomposons donc notre intégrale comme suit:

T -3

2 a p
, 1 sinat \P ) [ (ainnt
th\h T 3:1]\_)‘: [ (m) l -+ ,‘(x + U}dl + ;")TE-‘"_‘ ‘. \ Sin[_ .

2’ “on
o { isiont)
sion :
Fa-p -4 20— 22)jdt ﬂo"\"*J (:innt)lz +- 80y 4+ 20 |dt—
u . /

)% ”. 3 '. p

-p. _ [ (.\lr.m )dl

a9k st

%

¥
x-—

" V; 4
. p oY . p
IV 2 43X siunt 28 sinnt
=) o ay k)= ( ( sinl b o(l\i, ] ( st I

')5 ( \lnnl
llo(k) ‘lnl

Lians la derniére mtegrale, on peut remplacer 'intervalle

X
\® = —, =) par (0, 5), la fonction sous le signe intégrale avant la

période =.
Nous savons d’ailleurs que:

" n
I sinnt \P 1 (sinnt P x
ag(k).=x J (sinl )dt =1 el uo(k).n ( sint )td!— 3
(1] Jo

en vertu des relations (29) § H et (35)§ V. Ch. I

1) Nous convenons qoe I'accolade { } nous rappelle kv périudicité de la fonetion,
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t— e ——

En remplacant en (2) nous chtenons :

£

(3) vp(p:a_{_‘gx_*_g@(_g _;IJA(Sinm)Pdt,

ag (k) . sint .

Nous passons a la limite pour n = et nous observons que

T
le terme i soustraire tend vers =

27
yIV. Ch. L.
Il risulte de l& gue:

lim Vp(x) =a -4 3x

n=—co

en vertu de la relation (3%)

Le développement (1) converge justement vers la fonction
donnée.
L’expression (2) exige que nous excluons le cas o n est pair,
p impair, parce que la premicre integrale serait nulle.
31. Observation. Le degré d’approximation avec lequel le
¢v | pp m nt tend vers la fonctio don

| x4 3x,
est celui par lequel

I (sinnt P
(5.
ag (k) sint
1]

T
tend vers o eten vertu de l'observation du No. 14 § 1V. ¢h. |

b

A
¢’est ol A étant constant.

Cela signifie que plus p est grand, plus les sommes trigono-
mdtriques convergent plus rapidement.

32. Applications. Trouvons la série correspondante, qui re-
presente la fonction « + 3 x.

I&"K

(sinnt

p
" ) dt, du dévelop-
sint

Pour cela nous calculerons, 1 :
a,(k)

U

pement (3).

1
Nous multiplions par T dt les relations (7) ou (20) ch. |,
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suivant que n=2k+1 ou n=2K, ct nous intégrons de 0 &

X
5+ nous obtenenos :

X

A [ [sn@hntyP [ Lox sin2x
. ao(k)[‘ 40 g [ R g k=
)

sin 2 x N —_
TR TE-NE.LE LE R M'_.ﬂ_‘+(p o), . __'"_pplﬂJ,

(310 I

- | sin2kyP l
) aoik)[ sint )dl'" a0 (K) 2 12

— |-

42 {p '”k—lﬂ):')“-_ 'ﬂ—'“f‘?( ——Q_

BAN . (2k-f)px.

t :.’(‘p "I\—L)P b)vl\t_lsjﬁ‘; +"'+2(p’0)2k'_1%:%pTJ

Mais nous avons montrd relativement i la relation (3), que:

hm (’.. (\mul )
n=cc '\ 2 ao(k)

Remplacons alors Pintégrale par les sommes correspon-
dantes ( 4) ou (H). il en résalte facilement :

6 =% lim -m';;,[(p,pk—ﬂfi Si';x +(P‘P"‘"'2) i'%

-~ n=c. %k
:E_Ph} J
-+ (p ok

ol
7 Ao m [ 2k-)p-2) . x
(I) —_g— T n=oo’ ao‘k) (p' :'-) 2k~“151n 2
. 3x
(2k-1)p-4 sin ax (2k—1) p—6 sin~5-
+(p 2 o t 2 +(p, 9 )zl.' i3

2k 1)px

++(P.) S(s)l\ |)pJ

suivant que n =2k + 1 ou n==2k.
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Ces développements sont valables pour chaque vaieur de x,
de V'intervalle de (0,2w).

Dans le cas particulier ott p =1, tous les codlicients du dé-
veloppement (6) sont egaux & 1 et nous obtenons le dévveloppe-
ment copnu :

z—x  sinx , sin2x |, sy

(8) 3 T + J +'“3—"+

Le cas de la discontinuite

33. Nous chercherons Ja limite pour n = o de Uintégrale (1),
pour le poirt de discontinuité x =o.

4°. La valeur statique

34. Nous faisons x =0, dans la relation (3), équivalente
A (1) et puis n=-2o et nous obtenons:

Vl,(X\:Z—{—SI,

X=0

Par conséquent:

2

+

?)

lim \'p(x)=a+3::1+'1

X=0,N=00

[33)

La limite cherché tend donc vers la semi-somme des va-
leurs de la fonction liniaire pour x =0 et x =2r,

Gcomctriquement cela signifie (u'elle tend vers lc milien M
du segment AA,, fig. 1. Par suite pour un point de discontinuité,
le développement (1) ne tend pas vers la valeur de la fonction
correspondante de ce point, mais vers la semi-somme des valeurs
de la fonction aux points de discontinuité, exactement-comme
dans le dévelloppement FOURIER.

5. Observation. De la démonstration n® 30 ch. I et de la
precedente il résulte que :

a—+ 5x pour 0<x <2
limVp(x):

n=oco a4 3n pour x =20
Géométriquement ceci signifie que la fonction qui converge
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vers v (x) pour n =< esl formée de segments de droit AB,, B,C,
CyD. ... en remplacant cependant pour :
x=02x 4=,.

les points A, B, By, C, C,.. . par les points isolés M, M,.... dont les
ordonndes sont :

a4p8m2+433x ...
exactement comme pour le développement dans lasérie FOURIER,
de Ia mcéme fonction liniaire.

2. La valeur dynamique

36. Nous chercherons la valeur de Vp(x) de (1) quand n ten-
dant i U'infini, x tent en mcéme temps vers zero. Faisons un petit
historique de ce gui nous a conduit a cette recherche dans notre
cas général.

On sait que PAuL nu Bois Reymonp a démontré, qu’alors

1
que x et ¢ tendent en méme temps vers zéro, avant le méme
ordre infinitisimal, les sommes Fornun:

S (x):;‘tf <ln(9k—{il_t 1—{—3(1{-}—2“'(]!,
) X

h sint ’

correspondant 4 la fonction liniaire périodique, tendent
grometriquement vers la ligne brisée enticre MA; BB, CC, D...
fig. 1, en ne présentant plus de sauts verticaux.

Ce fait a été constaté plus tard, par voie mécanique par le
mathématicien MICHELSON, qui a construit un appareil pour
obtenir les courbes :

Sy (%), 55 (%), w50 (X),
du développement FourieR de la fonction liniaire (8), courbes qui
tendent a la limite vers la ligne brisde eatiére.

Love, lui objectant, qu’en Mathématique on ne procede pas
comme dans la Physique, on a reconu 3 I’arbitrage de PoiNcarE
qai a donné raison & MICHELSOHN, c’est-a-dire que :

lim v, (x)

nN=0o

tend vers la ligne enticre MA; BB, CC, D ..
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Peu de temps apres, le mathématicien Gigps s’est occupd de
nouveau de la représentation créometrique de la série FOURIER,

correspondant 4 Ja fonction - z = de la rélation (8), et a observé

que dans toutes les figures, la courbe limite, au lieu de donner
aux points de discontinuité, seulement les segments :

MA MB MB,. ..
il a vu que ce sont des parties de la conrbe, qui s’éléveat plus
haut, a peu pres de 0,1 de ces segments et qui persistent méme
a In limite, c’est-a-dire gne la courbe limite n’est pas formde
seulement par la ligne brisée MA BB, CC, D... mais aussi par les
segments parantes :

A A, BB, B, .
A ce phenoméne parasite on a donné le nom de phénoméne
GisBs. Plus tard on a expliqué analytiquement ce phénoméne
pour sk (x). Nous démontrerons maintenant que ces faits persis-
tent aussi pour le cas géanéral de I'intégral (1), avec 'observation
que le phénoméne Gipss a lieu seulement pour p impair.

Le cas général

37. Nous examinerons a cette fin :
lim vh (x),
n=00,X=0
1
quand x el tendent en méme temps i zéro, ayant le méme ordre

infinitesimal.
Nous considérons la relation (3) équivalente a (1):

2 ao(kf-(\m m)

et nous passons a la limite pour n = o et X =10 en mcme temps.
Nous observons qu’en vertu du théorcme de VIII, ch. I; o nous
faisons 2(t) = 1, nous pouvons écrire :

; p—!
lim 1 ~mnt) ) ~mt
n=on, x=0 a,)(l\ ( <int a, ( )d'

(9) V, (x) =2+ s\~.—~’p
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parce que dans le théoréme mentionné, nous pouvons prendre :

<)

2a . a
X = —, au lieu de x ==--

n n

La relation (9 devient -

: = g cint?
(Hm lim “ ov=2E23 gt | )(lla).
P=9o" ' 0 0 X '

01 nous savons (ue a est un nombre positif arbitraire, et a, a la
valeur (11) § I. ch. L.

Ea donnant 4 a toutes les valeurs comprises entre 0 et <,
nous trouvons :

19. 6i p est pair:

oo
14

| fsim\p [ oty Ay
o.fa(—') dt J ( : ) dt=" =
0 " -

2. Ri p est impair :

Au premier cas;

. dy .
tend vers son maximum 57‘“’ par des valeurs croissantes, ¢t nous

n’avons pas de phenomdne GiBbs, car la limite ne pcut pas ctre
dépossde.

Er prevant la valeur maxima et minima pour la relation
(10). nous trouvons :

243 lm Vp(x) €2 3<0,
' n=occ, x=0
c’est-a-dire que chaque point du segment MA, appartient a la
courbe limite, que, par conséquent, les courbes Vp (x) tendent
vers ligne brisée enticre MA BB, CC,. ..
Au deuxiéme cas, quand p est 1mpair, la fonction

2
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est oscillatoire. Elle s’annule powr :
t=m 27 3% ..

et plas t croit, plus ’amplitude d’écroit, comme on le voit dans
fa figure (2).

Alors:
a N !
zint\P |
( . ) dt L
0 J = .
, .. , e T 27 iRl
représente unc série alternée -

de surfaces décroissantes.
Sa valeur maxima nous l’'avons, si nous considérons la sur-
face de la premicre bouche :
T .
(%ﬂ%n

0

Ce fait n’a pas été observé de PauL pu Bois REYMOND, pour
le cas quil a itudié, (p=1); il Pa été observé plus tard pour ce
cas, quand Gisss eut découvert géométriquement le phénomdcne
dont nous avons parlé.

Eu ce cas nous avons donc :

(o]
T 1 P i .
(—s':‘ ) dt > ( 't“t)p dt,

0 0

et la relation (10) nous dit que s0oa maximum est plus grands
que «, que par conséquent la courbe limite Vp(x) ne nous donne
pas seulement la ligne brisée MAB B; CC, ... mais que nous
obtenons aussi les segments parasites

AA, B, B, B ...
Nous remarquerons encore qu’en ce cas n ne peut étre que

de la forme:
n=2k4 I

§ Il Le cas général d’une fonction quelcongue 1 (x)
38. Pour étudier avec facilité la convergence des sommes

n
sinnt

Voix)y= : °
p‘\)—a—o(m (W) f(x4+3t)dt,
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en ce cas geaéral, il est besoin d'une certaine préparation, c’est-
d-dire, de I'vtude de l’intégrale :

(li) |nnt
P o '1°||\~L he ( ot ;(l) dt, 0<az< z,

qquand n tent vers l'infini.

Nous diviserons cette ¢tude en deux parts, suivant que p est
psir ou impair. Dans le premier cas nous suivrons de pres la
méthode emploviée par FrIER, pour le cas p=2, la fonction 2(t)
étant finie et intigrable.

Dans le deuxiéme cas nous imposerons 3 la fonction 5(t) les
conditions DIRICHLET et LipscHITZ, connues pour le cas p=1, en
employant une méthode plus simple. Nous ¢tudierons également
le cas p pair ou impair. Dans tous les deux cas nous démontre-
rons que l'intégrale proposcée tend 3 la limite vers:

ﬂ:j,_-(-)' s 0<ac<asz

0ou vers:
#+ 0+ n - 0)

-

si a=mr.

§ Ul Etnde de l'intégrale Jp» AU €as ol p est pair:

39. Examinons la limite pour n = « de l'intégrale (11) en
supposant que p(t) est une fonction continue dans l'intervalle (1), a).

Nous prendrons deux cas :

10 Le cas, 0 < a < =,

De I'hvpothése il ressort que mous pouvons faire corres-
pondre i une grandeur positive 2 une autre grandeur positive ¢,

de sorte que :
12) [e(h) — 9(0)} < 3,
si: 0<h<e<n—3

Maintenant nous décomposons notre intégrale comme suit :

+d
. 1 sinnl\p sin nt\p
(13) 4o :ao('k)f(snt ) ?‘l)dl+aotk)fj( sml) Ay dt

Parceque le facteur :
: (sin nt)(‘
sint /»
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est une fon-tion positive, nous pouvons appl quer A ch.que inté-
grale le premier théoréme des moyennes.
Nous pouvons écrire :

s a
, 1 sin nt\P . 1 sin nt\P
/, — 7l
(1%) Jp= (f(“) + 71)- ao(K). “j:,( sint) dit7 (=), ao(_k)nﬂ sint ) a,

on : 7<% el =<:<a

En gardant ¢ fixe, et en faisant n =oo, nous observons que:

< a
Trd P .
lim. | (”‘P nl) dt == Ci tim. ! ( in n[} dt— 0,
"=°an”\'}-75 sint 2 n=oog,ik).x . sint
., .

en vertu des relations (35) § 1V et (3%2) § L. Ch. I, la relation
(14) devient:

#+40) s
ES HE )t l <4
et par suite 4 la limite, nous pouvons prendre:
(15) lim. J, = 110

2°, le cas a = .

Nous divisons 'intervalle d’intégration en (0,2) et (z,7) et
nous opirons dans la deuxiéme intigrale le changement de va-
riable :

alors nous avons:

t snne smnu
| S ——) Lt s’,— d
P a(,i,'\')-f-[ ( s ) AU + ‘\ sing / 17 u) du.
)

Les deux intégrales sont de la forme précédente et par con-
soquent en verta de la relation (15) nous pouvons derire:

(16) im. J, _"+0H‘“““°’

n=o0o

Le cas de la discontinuité de la fonction 3t)
40. Les fuits établis plus haut nous permettent facilement
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————_ —r———

de rechercher la limite de I'intégrale (11) et dans le cas suivant
de discontinuit: de la fonction »(t).
l.a fonction 2t! est finie, intéyrable, avec wn nombre fini de

disconlinuilés simple (sauts verticaux).

L'intégrale (11) peut s’écrire :

! d|ﬁnnfﬁ),\ : ! ;5gnnrp
h=is f () Audt e | () s
0

agkoz . sint
Ay

1 ' (sin nt)p
- <L) dt,
+a0(k).:f sint A d
dn

on a,, 4., .- a, sont les abscisses des points ot la fonction p(t)
présente des sauts verticaux. Maintenant la fonction ¢(t) est
continue entre les limites de chaque iatervalle, de sorte que
passant A la limite pour n =-:, nous observons que la premicre
intégrale, en vertu de Ja relation (15) tend vers:

1)
'“—7,—+—-) dans lecas o1 0 < a <,

Le reste de~ intégrales en ce cas, tend chacune vers zéco, en
vertu de la relation (32) § II. Ch. 1.
Dans le cas o1 a== ce qui a ¢t¢ dit se maintient, excepté
pour la dernicre intégrale qui tend vers:
#= —0)
2

Ainsi donc dans ce cas de discontinuité, nous avons:
[#+-0)
)
lim. . =
(16) '™ J. =

si, 0<a<n

=00

e s, a=n=

1 Observation. Le degrés d’approximation avec lequel Jp
tend vers sa limite, en cas de continuitt ou de discontinuité de
la fonction 7(t) examince plus haut, soit que 0« a < «, soit a=rm,
est celui du premier terme de tous les développements précé-
dents de Jp; il est par conséquent :

A
nP

en vertu de l'observation du n” 14 § IV. Ch. I.
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§ IV. Etude de l'intégrale Jp en cas que p est impair,

42. Etudions la limite pour n =-co de l'intégrale (11), en
faisant plusieurs hypotheéses particuliéres sur la fonction o(t).

1°. "La fonction o t) est continue, posilive el décroissante.

le cas 0 < a <« =.

En regardant I'intégrale (11) nous observons (jue le facteur :

(sin nt)l'

sint/’

est fini dans lintervalle (0,a), et le deuxiéme théorcme des
movennes nous permet d’écrire:

, | s(sin nt\p )
JP = (0). ay( k). :f sint) dt, 0s<a
(4]

En passant a la limite pour n = <« et observant que:

£
lim. 1 (sin nt)p dt —
w=ccagk) 7 ) \Sat/) T
o]
en vertu de la relation (35), § I'V. Ch. I, nous obtenons:

(18) lim. ='.:_<n;£)

n = oo

e —

Le cus u ==,

L’intégrale Jp, on peut I'éerire :

1 sin nt sin n[
o= ag(k). ﬁf ( sio t) (L ag(Kk). -f (qml #(1) dt.

La premicre intégrale, en vertu de la relation (18) tend

(-4-0)

vers —5—, et la deuxiéme il est facile de constater, en faisant

le changement de variable:
t==—u,

(qu’elle se réduit & une intégrale pareille a la premiére, elle tend

. , ¥z—-0)
par conscquent a B)
[i résulte en ce cas (ue:
, i . :p\o)—i- u*-—m
(19) [im J = 5 v
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20, La fonction 3/t) est continue, déeroissante, maws non
lougours positive dans Vintervalle (0,a).
Soit C une constante positive, de sorte que:
w =z() - C,
suit positive dans I’intervalle, (0,a).
Nuus ecrirons :

h} 0y
1 sin nt\! ) | (. sin nt)\?
= —— ’ -l = — | di
J" . aglk ) :f(smt) Aty dt —1 rok). = . (smt )
0 v

En passant 4 la limite pour 1 =, en vertu de ce que nous
avons établi au n' 1° nous pouvons écrire:

'!’ii%);_(f= "’i(:_,l'ﬂ quand , 0 << a <{=.

-

lim.J=
h=oe o —C4¢z—o0)—c_ p-Lo) 2z —o0)
2 - 2

,quand, a = =

39, La fonction 3 (1) est conlinue, crvissunte, dans [Uinler-
valle o, a).

Considérons en ce cas la fonction—3 (1) qui est décroissante.
Un peut écrire Pintégrale J .

! P
I (sin nt) A
Jp==— 3u(k). = ( ST AN, dt,

L]

et sa limite est ;

Flto

— , quand, 0 < a <z,

[X>)

et:

w40+ 7(x—o0)

9

, quand a ==,

en vertu des demonstration de ci—dessus.

4'. Avant de passer a d’autre hypothise dans Uétude de 'in-
tégrale Jy, nous élablirons que la fonction 3 (1) étant monotone
dans Uintervalle (g, h) nous avons.

o b

1 sin nt\P
n=o> ao(k)ﬂ:j (Siot) "?(l)dl—o, O<g<h<h_

Nous considérons la fonction ¢ (t) qui coincide avec ¢ (g)
dans l'intervalld (o, g) et avec  (t) dans Pintervalle (g, h).
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Nous pouvons donc écrire :
h

b p | ; p
: ‘ sin nt . sin nt .
lim ! (gm n\} w(ty dt = lim- - ( - ) z, (U dt
n=co ao(h).® smt/ ¢ neco d0(k).w sin t
u u

. . P
— lim__! ( (sm nth 2, (L dt.

n=oo ao(k‘).x . sin t }
(R

Les deux intégrales du deuxiéme membre tendent vers :
710
v) !

en vertu de ce qui precede.
Il en résulte que :

1‘ll

p
(20) lim. __1 J (5 smdt=o0

n=oo Av(k).% sin t

5Y. La fonction © (t) est conlinue et a un nombre fini de
ma.rima et de minima dans Uintervale o, a).
I’intégrale (11) peut s’écrire :

l i . l n I {ﬁl, . p

i nty sin nt .

; . - |2 dt ( ity dt 4.

b aotkr. = f( sint ' ' + aotk).« smtl) ' Jr
v ay

wd
1 sin nt)p
Sy ao(k).nJ (sint 71 dt,
Q

n

ol 3y, 3y...an sont les points de maximum et minimum de la
fonction 2 (t), compris dans I'intervalle (o, a).

La fonction 7 (t) est maintenant monotone entre les limites
de chaue intégrala de sorte qu’en passant 3 la limite pour n = oc,
nous observons que seulement la premidre intégrale tend
2 (40)

vers ——, en vertu de ce qui a ét¢ établi plus haut, et le reste

des intégrales, en vertu de la relation (20) sont nulles dans le
¢as 0 << a < =.
Au cas ou a=x ce qui a ét¢ dit subsiste, excepte pour la

L _ 7 (m—0)
dernicre intégrale qui tend vers, ‘- 9
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De la il risulte que :
310
)

i , quand, o<a<mn
mm.

n=:u0 Ip= 2t 4 0)-%(x-—0)
Q)

, quand , a ==

6°. La fonction 3 (t) est finie, a un nombre fini de disconti-
nuilés simples, prisentant ouw non, un nombre fini de warima et
de minmima,

On peut écrire 'intégrale (11),

=iy vty
o sinat )’ I <in ot
oo T e PR 4
p v U\'.:J ! sint (J [ )d au\k).: J ‘ Gntt : L +
€

I sin nt)" .
. Y dt
aoikr.z ( nt pbdt,

a,

o a,, ay, ... a0 sont les points de discontinuité de la fonction 3(t).
Eun passant i la limite pour n =00, toutes les intigrales =ont

nulles en vertu de la relation (20) excepte la premiere, qui tend
vers

) .
-?—(——j;—), dans lecas o, 0<a<=x

Mais si a ==~ la derniére intézrale tend d‘galement vers:
F1= - 0)
-

11 en résulte ue :

3‘——';;0—’ .quand,o<a<=
hin. Jp —= - N
e dlasll .',-f‘"-o), quand, a=r=

43. Conclusions. Toutes les conditions relative i la fonction
o (t) étudices en rapport avec l'intégrale (11) constituent les con-
ditions DiricHLET, appligueés i notre cas général.

Nous pouvons résumet 2ainsi les résultats établis

Si la fonction g t) reste [inie, et intégrable et en général
continu, peut-étre présente-t-elle un nombre fini de maxima et de
minima, peut-dtre posséde-elle un nombre limité de discontinuités
simples, dans (ous ces cas, nous avons étuabli que :

"0(%‘—0) .quand, o<a<nr=
lim Jp==1 ~
n=co ¢e(40)+4gz- v)

R quand,a = =
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4h. Observation. Le grade dv’approximation dans tous les cas
étudiés ci-dessus, avec lequel P'intégrale (11) tend vers sa limite,
est celui du premier terme de tous les développements précedents
de Jp, c’est par conséquent, de Jp, c’est-a-dire :

I

en vertu de 'observation du No. 14§ IV, ch. I, A étant constante.

8 V. L’éinde de Vintegrale J), au cas p pair ou impair

45. Nous rechercherons la limite pour n =< de l'intigrale
(11) et dans ce cas plus géncral.

Nous imposerons 4 la fonction 3 (t) -‘es conditions plus
larges (ue le: préciédentes qu’elles complitent et qui constituent
les conditions LipschiTz. Les résultats établis par LipscuiTz pour
I'intégrale DiricHLET, nous les étendrons facilement & notre cas
géneral, en nous contentant de les ¢noncer, la démonstration
¢tant la méme. Nous ¢énoucerons et démontrerons complétement
d’autres résultats, valables seulement pour le cas ol p < 2.

1°. La fonction 3 (/) devient infinie entre un nombre fini ou
infint de points de Unlervalle (0, «) muis de telle sorte qu-il eriste
dans Uintervalle (0, @), des intervalle (r, s) de faron que:

jl
l,

reste une fonction finie et continue des limiles r ot s.

20, La fonction 5 (t) présente un nombre fini ou infini de dis-
continuités simples duns Uinlervalle (o, a), mais de sorte qu’il existe
des intervalles (r, s) dans Uintérieur de (o0,a) de facon que la
fonction 3 (t) reste finie et continue.

3°. Lu fonction 3 (L) présente un infinité de marima et de
minima, dans Uintervalle (0, a), reste cependant comnprise entre la
valeur positive et négative d’une constante, de sorte que :

7(0),
s'étena vers zéro en méme temps que 5, de facon que:
[l20 - dinyfos Mo,

5
z1a)

o M est constonte connne et o~ o .

BUPT



50

Avec les restrictions de ci-dessus, Lipschitz a démontré
que lintégrale Jp, dans le cas particulier quand p=1, quil a
+tudié, tend vers les limites suivantes :

'—';(j_‘—))— . quand, 0 <a <=
hm — -
n=eo " P T Mg (bMbz iz 01 quand, a=w.
)

En répitant exactement le rationnement dé Lipschitz, dans
notre cas général, nous trouvouns les mémes limites pour Jp.

49. Cherchons maintenant la limite de U'intégrale Jp, quand
la fonction ¢ 't) satisfait, dans Uintervalle (o, a) une condition
Lipschitz mineur.

(21) lg 42—z (0] = M2e,
ou M est une constante connue, 0 <z2<fetp-~1.

Le cas, 0 <a <<=,

Nous multiplions la relation (30) § II, ch. I, avec 2 (4-0) et
nous la soustravons de la relation (11) aprés avoir décomposé

I'intervalle d’intcgration en (o, a) et (a, ‘2)

Nous pouvons écrire :

. g

. (400 | sin nt)

(22)  Jp— T T o R R (sint l?(t)—-?w;_]dt
0
re

z (+h sin nt\P
T ag(k).n ] \sint dt.
(k). ® J
De la condition (21) nous déduisons :
l¢ 0)—% (H0| = M1«
Alors, (22) devient :

a
I .. (sinm)"_ o d_ 230 (sinnt)‘:“
e 2 T agky. = ] \sint agkry.z ) \sint /"
(V)

w3
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En remplacant le sint du dénominateur de la premiére in-
tégrale par son développement en serie, nous pouvons ‘¢crire :

a
23 _ +0 M sin® nt .
( 3) Jp b) = aO(k) = ) tp_. .9y (t) dt

310
ag (k)= .
1

':Jl (t) = 12 1
B e
{1 —gtgi )
Nous faisons maintenant dans ia premicre intégrale de (23)

le changement de variable :
nt=u,

- G

wl N

U

( in nt)
t,
sin t

on :

et nous avons :

Ed
o]

na
_ 2 (0)_Mn""* fsinPu (u) » (+0) (sm nt)p
Jo 2 Tk . &) o e du—ao(k) sint dt.
0

Nous passons 2 la limite pour n =< et en remarquant faci-
lement que !a deuxiéme intigrale tend vers zéro, nous ootcnons :

b p-—l—‘a
'H_O) “— Jim . '—.‘.‘ ;1( )du lim 2
T p=oo o llI " n=oa OU‘)

u
Le facteur ¢, (i) est fini, et par hypothése p étant au moins 2,

(24) lim (

nN=:"2

il s’en suit que:
p—2> 1,

et par conséquent I'intégrale est finie: donc :

l.—l—-a
L]

lim . =)
n=oco dgtk) R
Il résulte de (24) :
. v (40
Jim dp =

Le cas u =r=.
En décomposant Iintégrale l’p. nOus avons :

sin nt sin nt'
(2')) Jp - (I\) [( <in [— d th dt + llo(l\) ﬁ bln t/) (ndt
a
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La derniére intégrale, en changeant la variable
tl=%x —u,

se réduit 3 une intégrale de premiére forme et par conséjquent
en nous basant sur les développements antérieurs nous trouvons:
W40 42z — O

Im . J, = fi-+——)~+," tz 7

1l = OJ

46. 1bs reation vmportanie.
Si nous analvsons la relation (2%) nous observons «ue V'in-
tégrale :
1 , (0
(% aw

ul'—“ S

reste finie meme (dans le cas ot nous prenons « == 1, mais alors
nous devons prendre p>3. Les conclusions sont les mémes.
Cette simple analvse nous permet d’imposer a la fonction 2(t) la
condition importante «qui suit :

9%, La fonction o(t) satisfuit une condition Lipschitz pro-
prement dile:

frd 42— )< N,

M étant uane constante connue p~ 3,

Sur la base de 'importante observation de ci-dessus, nous
pouvons conclure aussi ici que :

70
) M

qmand, ¥ ~a =

r ::T: e I"L"i— O 42z -0

)

, (uand, a ===

7. Observation. Le degr¢ d’approximation avec lequel J,
tend vers sa limite, dans les cas cas No. 4 et 5°) est celui dp
facteur : .

) -1 -a
nt

a k)

¢'est-d-dire :

A ¢tant une constante.
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N VI. La convergence des sommes V,, dans le cas d’une
fonction 1(X) quelconque
48. Grace & la préparation faite aux paragraphes I, IV et
V, nous pouvons commencer I’étude général de la convergence
dex sommes:

T

(26) V(%)= 1 J(S."m)pf(\-—h*)t)dt.

aglk).z . s1at

annoncé au § lI. Nous supposerons en premier lieu que la fonc-
tion f(x) est périodique, de période 2%, et que dans l'intervalle
de periodicité, elle présente une des particvlarités suivantes:

19, [ile est continue ou méine discontinue entre un nombre
fini de points, quand p est pair.

20, Elle remplit une des conditions DIRICHLET énoncées au
No. 42, dans le cas o p est impuir.

3°. Elle remplit une des condilions LipsciuiiTz énoncées au
§ V, pour p quelconque.

49, Ille satisfait une condition mineure Lipsciirz pour p >-2.

59. Ille satisfuit une condition Lipsciuirz, proprement dite,
pour p = 3. | '

Le cas, 0 < x < 2n, mais diférent {'un point de discontinuité
de la fonction f(x).

49. Nous poserons l'expression (26) sous une forme équi-
valente. Nous observons que l'argament x-i-2t de la foaction
f1x +2t) varie entre x et 2= —x, (uand t varie entre 0 et «. Par
conséquent la fonction f(x -~ 1) sort de V'intervalle (0, 2r) alors

. X .
(quand x varie entre =—< et = et par conséquent danscet inter-
valle, la fonction f(x - 2t) on la remplacera par :
f(x+2t—2x).

Nous décomposerons alors notre intégrale de sorte (ue :

T
a1 p 1
Vox)—— bl_l‘!lll) 9 1
l'(‘) 3, (k) zj ( sint fv+20d+ ag(k).=
1]
b { . p
sinont
( st ) [ x4+ 2t—23) — fox+ 20 de.

|

BUPT



ob

Dans la dernicre intégrale nous faisons le changement de
vi"‘iable :

t=—=%x —u,
et nous obtenons:
- sinnty’ |
(27) Vo) = ey (—sTn't') fix 420 dt+ TS
0
fl aln-nl v
f (S5 1Fix — 20— Fox—20 420 dt

Nous passons i la limite pour n - > ¢t nous supposons (ue
la fonction f(x-+-2t), convidérée comme fonction de t, rempli
une des conditious de cidessus.

En ce cas nous pouvons nous servir de résultats établis au
N L, IV et V relatifs & 'intégrale Jp de la relation (11).

Nous pourvons dons ¢crire :

(28) fim V,ix) - (o A x4 2 + foo —fonp2m f(x).

9 e
n-—- oc - -

Les sommes Vi (x) convergent cn ce cas vers {{X) méme.

Le cas de la discontinuité

Nous chercherons la limite pour n= oo de l'integrale (26),
pour un point de discontinuité par exemple, x =0, supposant
(que f(x) remplit une des conditions énoucées au commencement.

19, La vileur stulique.
Nous faisons x =} daps [a relation (26) et nous avons :

”
1 sinnty\P
Vo= s j; (sim) £(21) dt,

et nous passons & la limite pour n = o, nous obtenons en utili-
sant les résultats établis pour I'intégrale Jp.

(29) lim . V() = '1‘)_’1;_@3),

a—co

c’est-d-dire avec la semi-somme des valeurs de la fonction pour
x= o0 et x =2x, Géométriquement celd signifie que la courbe vp(x)
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converge pour le point de discontinuite x =o, vers le milieu M
du segment AA,, fig. 3.
20, L valeur dynamique.

Ir>

. lim. o
Nous ELANMUNETONS,———— Vp (), quand x ~
=C..X=0 : : Ai—

At ™~

! ,
s T tendent vers zéro en mcme temps, ayant le —_—
méme ordre infinitésimal, cb quand f .r] rem- Fe
plit wie des conditions enonce’s au commencement.
Comme x tend vers zéro, nous le poavons supposer au com-

mencement suffisamment petit pour que la fonction f(t) dans
Vintervalle (0, %) soit continue.

Nous possons maintenant a la limite la rélation (27) équiva-
lant 4 (26) et nous observons (ue:

%o i\ P L £(9 =
lim | f(sm nt) £(x 4 2t) dt=f(0)—f:)f(2 .;)’

n=o:,x=0 3k).=w sint

en vertu de ce que nous avons <¢tabli relativement 3 lintégrale
Jp; et encore:

S
. I fsinnt\"[. '
lim . : ( - ) [ﬁx—-:‘t)—f(x—— 2 '3.-.)Jdt
n=oo,\=MU ao(k)- '.-j; sint ne

a )
50— | ; P o
:[f(o)——f('.’m]. 2 (sx_nt) dt,
’ ac ), t

en vertu du thiéoréme du § VIIL Ch. L
11 résulte alors:

o . 39—1 a e U
(80) lim Ny = foy 4 BRI f () ]

n=co,x=10 - ~ aito

ol « est un nombre positif arbitraire, et a; a la valeur donnée
par la relation (11) § I. Ch. L.

En donnant 4 a toutes les valeurs comprises entre o et oo
nous trouvons.

19, Si p est pair:

a P e il
\' : ) «
0= (~m_t) dt < (Sﬂt) dt:d_‘.z.
St Dot 2P
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Dans ce cas, I'intégrale:

f (:','1}

tend vers le maximum par valeurs croissantes, et nous n'avons
pas d¢ phenomdne Gibbs.

En prenant la valeur maxima et minitna pour la relation
(3, nous trouvons:

f( o) -+ f(2=) - Lim .Vp(x )< [lo),

J T n=oco,\=u

ce «ui signifie que chaque point du segment MA appartient A la
courbe limite Vp, Fig. 3.
2". Si p est impair,

o [ o [

X <int\v ) .
parce que la fonction (—-—t—) , est oscillatoire et Pamplitude va en

décroissant. Fig. 2. Dans ce cas nous avons le phénomeéne (rihbs,

vii (que:
o
p — 1 ,n -1 < p =
(nn | t 27 .‘n(ln W L — -
. ay . a, t 2

20

et la relation (30) nous dit que le maximum de la somme :
lim . \'[,{x\,

n=ci,\=0
est plas grand (ue f(x). Géométriquement cela signifie que cha-
(jue point da segment MA’ appartient 4 la courbe limite, que par
conséquent en dehors du segment MA, qui fait partie de la courbe
limite V (x), nous avons aussi le segment parasitc A\’ en plus.

§ Vil Latténuation du phénomeae Gibbs.
50. Nous mettrons & présent en ¢vidence, ’atténuation du

phénomeéne Gibbs, quand le nombre impair p croit,
Dans la relation (30) nous lisons que la grandeur du phé-
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noméne (rihbs dépend du maximum de la valeur absolue de la
difiérence :

N3
= gP— ! (sint)pdt'
t
o]

rqul, d’aprés ce que nous avons afirmé, est :

l )p—'l T .
¢ w2 sin yl
(31) i-j— | ( ( dt

t

)

Nous nous bornerons pour cela de calculer la valeur appro-
ximative de I'intégrale :

pour p=1 et p=3.

1". Le cas p =1.

Bien que le phénomdcne Gisps a été calculé pour Je cas
de p=1, nous le calcuierons aussi nous par la méthode des tra-
pezes, avec une approximation suffisante pour le but que nous
poursuivant.

Pour cela nous construisons la courbe,
sin t
— > dans Dintervalle (o0, =i

Nous divisons cet intervalle en n par-
ties égales; et nous construissons les tra-
pezes inscrits et les rectangles circonscrits
fig. %.

Stove= 4, vy va,v, o, V=10 sont les ordonndes correspon-
dantes, alors il est évident que :
ot 2y 2yt

) o~
2y o I . ooy
R h‘}n“f‘h‘f‘Yz' i AN

={"

[S11
= x , “ = T
sttt Yt V) IS <o o et Y 1)
De cette donble inégalité on observe que, en prenant :

. A
(:;2) Ny = :)—"‘f—a(\i'*")?‘*" -‘f‘)’n«l‘)

e

on commet une erreur, 20
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Calculons Sy, pour n == 40, nous avons :
. | L[ N oo , | ! .
.\’ z;.‘(T)*—El(l.}—:’:‘j)anl0.30+(‘2+,'78)>|n90
(g )i 1030 4 (hg b ysia w4 (L Ly sinamn 0

P+ 7 ) sin 230 ( L g )sine ::c'+('§+§'_j)sin 360

| '. + _" } sin 400, 30 +( ,»"—' + ::"o ) sin 450 4 ( |'.l + % ) sin 49°. 807

| | .. | N re l 1 .
,.L( |‘3+ﬁ )s‘ln.ﬁ"ﬂ + ( ETQT)S'n"XO' 30 +(]7+:W,)‘*"‘ $:30

- (et o ) sin 670, 30 - (15+ 3'1) in 719 4 (1 :;_-;ﬁ)sin 76.930"

TR . '
f'(ﬁ*}‘ﬁ)’"" N1o 4 ('_l'.. {»—21') Sin 879 30 - :_,'—0] i

Calculs.

(1 + 3_'9 sio 03102061 Z007% - 0.07999992
(% g )n g = 052681 0,156 = 008210436
(3 2 ) sin 19.30° = 0 38036 >< 0,233 = 00839638
(53 )0 1% = 0277775 0.309 = 00xa09
( " + :T') $in 220507 = 0,22807 >< 0.383 == 0,087,54231
( % + ;7‘) S0 270 = 019607 < 0,454 — 0.08901578

1 | S 240 AWV 7 N9 — 9
(7+ 75) sin 31°.30" = 0.17316 >< 0322 = 0,09038952
(3+ 971_)) sin 360 = 0,13625 > 0.588 = 0.09187500
(;s]" + %) sin 400.30° = 0,14337 >< 0,649 = 0,09304713

l 1 . -0 — .;s S - /C)"
(5+3p) 547 = 0.43353 < 0,707 = 0,09426431
(4 o) sin 49230 = 012539 >< 0,760 = 0.0%5:29640
(T5+3g)sin5io = 011905 > 0,809 — 0,00631 143

(5 + g7 ) in 580.30' = 0,136 >< 0,853 = 0.09730788
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' 4 + °’6) sin630 = 0,10989 >< 0,891 = 0,09791199
(1 =+ %) sin 670.30" = 0,10666 >< 0,924 = 0,00875384
1N, ‘
(m—{—,—)z)sm 120 = 0,10416 >< 0,951 = 0,09905616
(=+31 ) sin 769,30 = 0,10230 > 0,972 == 0,09943360
17 23
( =t 2—2) sin 810 == 040101 ~ 0,985 = 0,00979738
( ,19 + 91—,) sin 859,30" = 0,10025 < 0,997 == 0.09994925
1 i
3 = 0,03000000

En additionnant ces résultats et les entroduisant en Sy, nous
trouvons :

S1= 7 (g + — > L31153350) == 70,0125 + 0,5766) = 0,589 =.
Il en résulte que :
3 w\lnt
3 '—j dt =z ”,089' T,
- 0
avec une appoximation de : 0,0125 =.
2. Le cas p=3.
(sint

Nous constrwisons une courbe ) nous partegeons 1'in-

t
tervalle (0,=) en n parties ¢gales. En prenant comme plus haut
pour Vintegrale S; la valeur :

Yot v )
g

o0’

Pour n=10, nous avons :

{QO‘P‘“)O[(‘I'*—‘%) sin3 '80'{_(% + Tiﬁ) sin3 3@_}_(% + 713) sin3 H4°
+(pt+g) w5

S3“"n 1:1(

nous commettons une erreur
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Calcul!s.

( I+ 93 ‘“-3 180 = 1,00137 > 0,02950 — 0,02954
(35 5 ) 5in3 69 = 0.12695 >< 1,20380 — 0,02581
(-t 35) sin® 340 = 0,0305 > 0,52047 = 0,02115

(3 s ) sin® 720 = 0,02025 > 0,8600% = 0,04 741

13. . 0.00800

L%

En addionnant ces résultats, nous trouvons :

€
Sy = 7000+ S < 0,10191) = 7 (005 + 322515 < 0,10191
:‘:“,318675

Le facteur entre paranthése est calculé avec une approxi-

1
mation de T =0,03.

Il s’en suit «que :

sy

avec une approximation égale i :

= 0,0 — N 50489 | == 00048 =,

tv\ b

=2 0,00 % = 0,06566 =

C-’ -~

[i est pour lors ¢vident, (que la différence (31) est plus petite
(quand p=3, qque quand p=1, ce (ui signifie qque le phénomene
Giies est plus attenué pour p=3.

51. Observation. Le degr: d’approximation avec leque] les
sommes trigonométriques Vp(x) tendent vers f(x), quand f(x)
satisfait une dex conditions 19, 2° et 3° du N 48, est en vertu
des observations des Nrs. 41 et 44.

nP

A étant une constante. En ces cas on observe que la conver-
gence est de plus en plus rapide 4 mesure que p est plus grand.
Mais si f(x) remplit une des conditions 4° ou 5° du N°® 48,
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alors le degrés d’approximation, en vertu de I'observation
No. 47, est:

A ¢étant une constante.

Ce dernier cas renferme le théoréme suivant de BERNSTEIN
comme un cas particulier.

»Si f(x) satisfait @ la condition LipscHITY :

| fx+u—1x)] = W, 0<a<,

nous avons:
AM

a

P — o | =

I

vt A est une conslunle numérique, qui peut étre notée towjours
quund a est donné«,

CHAPITRE IV.

Du degré d’approximation des fonctions par les sommes

trigonométriques
y P
} 1 “sin nt .
1) Vp(vr= ( l? ! ) fix L9 di.
avik).= sint ‘

[¢]

52. Nous nous proposons en ce chapitre de préciser de plus
pros le degri d’approximation avec lequel les sommes Vp(x),
tendent vers f(x), quand la fonction f(x) ou une de ses dérivies,
est nne fonction continue, lipschitzienne, dans lintervalle de
peiriodicité.

Nous preiciserons le degr¢ d’approximation dans le cas ou
la fonction f (x) est simplement discontinue entre un nombre
fini de points, de I'intervalle de périodicité, en supprimant les pe-
tits intervalles autour de ces points. .

A cette fin nous démontrerons 5 théortmes, dont les deux
premiers seront une gcneralisation de 2 théorémes de JacksoN
(qui n'etudie que les cas jusqu’a p =4, et les trois derniers sont
¢galement des gindrahisations des théorémes de C. WitbkR, qui
n'ctudie que le cas p=2, p=4.
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53. Le théoréme I Si f (x] est une fonction de période 2 =
qui satisfait partout une condition Lipschitz :

| fix4+0—fx)y | = At,
A dtant une constante, alors il existe une somme trigonométrique

. (h—
Vp (x) d’ordre - 3 lle sorte que :

 }

v f A
I Vpoo = Tl = 4,4 a0 (ht”
01t A est une constante déterminée, et p > 3.

T
Nous décomposons I'intervalle d’intégration de (1) en (0, 5
| .
et (2, =) et nous faisons dans la deuxi¢me intégrale le changement
de variable :

Nous pouvons écrire :

(2) Vo) =

a
" sin nt.\P Lo e
aullﬂr (th FI(x+20 4 F(x—21)  dt

Nous multiplions par f(x) la relation (30), § I, ch. I, et nous
la retranchons de la relation (2) et nous obtenons :

(3) V, (x)—feo—- ,'L, - (smnr:l) [ 204 fix—20)—2 f(x) |dt

D’autre part, dela condmon LipscriTz de ’hypothése nous
di¢duisons :
I fa4+204+Tv—20 =200 | = |
+ | fiy —20—f(n ] £
Alors (3) devient :

l\—{—"l) - fx) |

4at

. A " : |smnt|
(4) l vl\ ('\) - ‘(\’ I a0 (I\) T (

sint ,. tdt

Mais nous savons «ue :

. Q T
sinl > —1t, quand, n<lé-i-
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En substitvant dans (4) et faisant ensuite le changement
de variable :

nl = u,
nous obtenons :
um
. . binP=2 gzl o P
| \'p(xy) —fix) | é+.(7 b Isintuj du .
aothk).m ‘2 Tap-t
0
Si nous notons :
ll"
5 z Pl sinPu|
) A, =2(5) l——_l—d
. ok . up

0
«(ul est une constante finie, (quelqque grand (ue soint n, seulement

si p=3, nous obtenons :

(6) | Vox)—f(0)| = AN ——
ce qu’il fallait établir.

nP
a0 (k)

Determination d une limite supérieure pour A,.

54. En considérrant de la valeur de A,, de la relation (5),
nous pouvons ccrire :

p—1 N

I:lp_l,.oo\ - d
.-',-<2(§).J—|—:H—ld <2(z) U du+ . ]

T . p—! |
Al<‘2(\_§) ‘l_*_p—‘:?)

55 : Théoréme II. Si f (x) est une fonction de période ? =,
possédant a (i—1)* diérivée, qui satisfait partout la condition
LipscHi17 :

(i—1) i—1
I I x4b—1 x) | = At,

A dtant une constante, il existe une somme trigonometrique V p(x)

@=1e 4

-

d’ordre sorte que :

p—i—i
f Vpov)y — (o | = T (p—
ao (k)

u Ai est une constante déterminée et p - 1 + 1.

BUPT



64

Nous ne nous occuperons que du cas ol f (x) renferme la
premidre dérivée, c’est-a-dire 1=2,

En ce cas nous pouvons ¢crive, en tenant compte de la con-
dition LipscHiTZ:

Fx +20 = oo 420 ix46,.20 = fx) 42000 AN L

fox — W =0 —A1" (46, 2 =) — 20 (x)+- 0,402,
ol

0<t, <1, 0<6,<! et — 1<K <I, —1<H,<I.

D’ici nous diduisons:
F o420+ —30) =21\ | < § a2

Alors la relation (3) doat nous nous servons ¢galement ici,
devient:

8 a |sinnt} P

AAVESRIE R ( )

“ao (k)@

e

I
Counne dans Vintervalle (0, 5 )

Sin |l » - ',
nous pouvons remplacer sint du nowinateur et ea effectuant
eusuite aussi le changement de variable:
nt == u,

nots obtenons :
na

. 9
, SanP ey " | sin® ul
I\p(x) —r(x)',:.—a;‘—‘k?rz—.(:j). f p— du

1}

Si nous notons:

N R
(7) A, 4 (:;,) ) f l__c::|: ' du,
U

qui est une quanlit¢ finie, quelque grande (u’elle soit, pourva
que p -~ 3, nous obtenons:

y L
(8) lVI.(\')-»— f(x)lé.\z,\mk_).

Nous procédons de méme dans le cas général.
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Détermination d’une limite superieure pour A,.

56.'En considérant la valeur de A, dans la relation (7)
1ous pouvons ecrire:

=\ P! oo| sin ul \p_' du
a4 (). S du <4 du-+
u
1]

L=t ()

57. Théoréme III. Soit f{x) une fonction de période ? =,
qui dans Uintervalle 0,2 =) n’admet d’autres discontinuités qu’un
nombre fini de sauts finis et dans certains intervalles fermés, ne
comprenant aucun point de discontinuité, elle satisfait une con-
dition LIPSCHITZ:

|f(x 4 1) — f(x) ]| = At,
dans laquelle A est une comstante et se maintient le méme pour
tous les intervalles de méme espéce.
1 existe alors une somme trigonometrique v, (x) de Uordre

(n—1) de sorte que, @ chaque point x, dont la distance du point

.

N

le plus rapproché (e discontinuité est qu 1moins ¢, nous (VoNS:

v , [ p—2 P!
i\ptxh—f(\);;\ a;)~k—[~\,1u1 +V( ]

oiw A, est une constante déterminde, Vest la variation de f (x'
tlans Uintervalle (0,2 =) et p > 3.

Nous emploierons le méme marche que celle du théoreme
Jdu mémoire cité de C. WILDER.

Supposons (ue nous avons un seul point de discontinuité
de sorte que 5 = = Nous choisissons I'origine en ce point, Nous
considérons ensuite la fonction auxiliaire 9(x), dont on a obtenu
la représentation graphique au moven de la réunion par des
lignes droites des extrémités de chaque partie continue du grap-
bijue f (x). Considérons maintenant la somme trigonometri-

i)
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que V’p(x). correspondant : ;(x) et nous formons la différence
de la relation(3):

nnt ' . i
() V,n )——.1\)—-‘10"\"{ simt) I;(x—{—‘.’t;—{—;cx—ﬂ

e
v

lV' :

~
%

Evidement que dans l'intervallc (U —) la fonction 3 (x + 2t)

est linéaire et par suite:
s 2 F2x —8t) — 221 =0,
en cet intervalle, el la rclation (9) devient:

( sinnt’\?
nl

[-; 2 ';(x—-‘llv)—-f.".;(x)dl]dt

V(v — Xy =
p(\) 24X lo(lnx

u.' ®

En prenant les valeurs absolues, nous avons:

T

y ' I [<in nt]
O l‘ VT E Tag ko {( )[ ¥ 2 ‘
(1 ).\Pu) '(“féu,,'k»x': — Jzix 420 - =(x)]

~+ [3lx — 21) '.-'i-\'I]t“
Mais les oscilations de (t), dans l’iﬁtervalle (0, ©) ne sont
pas plus grandes (jue celles de de f(x), il s’en suit «que :
bo(x 4+ 20 — gxr ]+ lox — 200 =] £ 2V
D’autre part, danc l'intervale (0, ;_,) ;
D)
=

sint >

La relation (10) devient alors.

lsin n T =t
) {‘ tl) u\ky (—:’_) _—1—_1><

p
|ﬁ<\%’>’~ @

\';,1\)— (\)‘

-
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v - p-—-1
(11) vy — | < (5)
Conmsidérons & prisent la diftéremce :
(12) fix) —coxr = Fix

C’est une fonction continue, si elle est définie aux point de
discontinuité, ainsi que nous l'avons vu quand nous avons défini
3(x), ot satisfait partout une condition Lipscuirz.

En effet, si dansintérvale (x, x + t), la fonction f(x) est con-
tinue, alors d’aprés I’hvpothese:

(13) [fix 4+ - o) =

et de la détinition de p(x), nous avons pour la méme valeur de A

(14) fex 4t —2x) | <t ‘
En soustravant ’egalité (1%) de (13), nous obtenons:
(15) [Fox 0 —Hix)] = 2L

Si dans lintervalle, (x, x +t) la fonction f(x) a des pcints
de discontinuité, nous avons mentré que dans les intervalles par-
tiaux, ou ces points divisent 'intervalle (x, x +t), I'inégalité est
=atisfaite. ’

En vertu du théoréme I, No. 53, nous savons qu’il existe

une comme trigonométrique V;(x), de sorte (jue :
p—I
> " . n

(16) |Vp¢x)—F(\)l é.\,/\m)—»
ol1 A, a une valeur déterminée dont la limite supérieure a été fixde
au No. 54, vu que les conditions de ce théoreme sont remplies.
Cette inégalité est satisfaite pour chaque valeur de x.

L’inegalit¢ (16) peut étre écrite aussi, en vertu dela rela-
tion (12).

p—2

L
S A‘ A ao(‘k) ]

IV;(x) — (l'u - -_:(x))
et en vertu de 'inégalite (11) nous avons :

—1
P

Ay Er 4
<t e (3)

(17) |V;(x)—{— VIP'.\)—I'(.\".
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Comme :

’" ! " sinnty? .
\l'(‘)=antk|.z{( ) F(x4+2ydt,
(]

sint

T
‘sin nt

. ! P R
\p(\) —d_;”\__).ﬁ { ( e ) Fx +.4l)dl.,

il s’en suit ue :

¢ 1 l ”.\': l\p- T
Vo + Vo= o ((_ an ) fox + 20 dt = V().

agt ko = simt

Alors la relation (16) devient :
—1

! I p—2 = P
oy — [ < —— A an v

l\p‘ y — f(x)} ao(k)[\,/n-r (a) J

ce qu’il fallait démontrer.
68. Théoréme IV, Soit flr) une fonction de periode 2=, fi-
nie et intéyrable, dans Uinlervalle (0,27). llexiste une somme tri-

s : : n -y ;

yonométrique Vo (x) de Uordre o px 3, de sorte que povr
rhaque poinl v, compris au milieu d’un intervalle fermé de lon-
queur 22 = 2=, dans lequel f{x) satisfait la condition Lipsciinz :

KA Dl ERS RN X
1NOUS avons :
107 -3 = \p—!
o=t < Lagiat Ly (2],
IVp(¥) X Tkl 3hm + (0 )
ou A est une constante déterminée e v est’vscillation de f(.c) dans
Vintervalle (0,2
Evidemment (ue A est an général différente, pour les diffé-
rents intervalles, etplus sa valeur pour le voisinage d un point
sera plus petite, meillcure en sera l'aproximation en ce point.
Nous considérons maintenant la somme trigonomédtrique
V, (x) correspondant & f (x). Nous choisisson I’origine au milieu
du segment 23, et nous formons la différence (3) du No. 53,
nous avons :

(18) Vpix) —f(x) = ! F(‘Si“m\)plﬁx—{-ﬂt)

agkw siot

+0(x — %) - 2f(x) |dt
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Nous décomposerons 'intervaile d'intégration en (U,Q) et

'-L M . .
,;). Dans le premier intervalle, en vertu de la condition de

(SRR

(
LipscHITZ, nous avons.
JEix L4 fix —2) —20() ] <4t
Dans le deuxime intervalle, nous avons:
PPox 4 21) -f(x—20 —2f (x| <2y
Alors la rejation (18) devient :

. ! X Imuntl
|\p(x)——f(x)|§5;7kﬁ[4 /.f ( ) tdt -2 A

Majorons les deux intégrales :
Nous savons que :

( \mntl) ]

_ sint

'*I Q.
) Q, ?
y

.2 . T
sint= =t, quand, 0 <<t < 5-
T

-

Alors :

J P14

/4

e 1| ] ) ]

. , . ! Tt p

e Rt T [-.u.‘ "‘_:_EL‘dTJ (L g,
3p(k) = o L J -

-

Nous faisons dans la premiére intégralelle changement de
variable:

nt — u.
alors :
nd a
C oy , [ - p-t : \'inpul S aintat 1P
(20) { Vpov- finog . — )) IV:)‘.A“p—n "_<___,du-[»—\' (|Smlu ]) dt
al)(k’ = - 0 up—.l d4 t '
2

Comme par hypothese p » 3, nous observons (que :
nd

it oo {
F [)
< Q'n U St
| sin Id Lo ulgy o | 4
Jo 4] Lt

u 1
=ttty
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De meéme:

I\mnll) dlf\ _di 1 ) - 2 I-—|] B ) p-"!
e [l g
‘2

bi nous notons maintenant:

sli

53;2{73" (‘l‘{"— )

alors Pinégalité (20) devient :

V-1
oA v 1 .op-2 . w I I
‘;\ "~. I\I!(‘,""r\l'&_m"lAzf\'l 1"‘4(—&) 7 R
”*“ TR ‘qu’il fallait établir.
y; 5 39. Le théoreme V. Noil f [x! une fonction intégrable et
;;—.d' finie dr période 9=,

.‘d

I'our chaque poinl v, pour lequel for) a quatre dérivées finies
_\,:.,_;_,,;-; nous (rowrons une  somme trigonométrique Vp(x) de Tordre

(n—1) .
_?_p el o p > 3, de sorle que:
b

nl—=
l\ll (x) -~ f(\\\ = A -l-"—(m
La démonstration est analogue & celle donnée par C. WiLDER
dans le miémoire cité.

Considérons la summe trigonométrique Vp (x), correspon-
dant & f(x) et formons la diffirence (3) du No. 533, nous avons

X

(21) | Vp(x) — fox I :ao(:) : :ﬁQ:’l'nlltl) [l(\-}- JO4f (x—2t) "f\\)]dt

Parce que f (x) est fini, il existe aussi une constante G de
sorte que:

f(x) €4,
pour toutes les valeurs de x, alors aussi:
fx+20) =G
fix—21 =6
Il résulte que:

f‘x—}-QtH—f(x—@t) 2f(x) f(x—}-"t)—fax) fix—20—Mx)| 26
+ 2 “T
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pour t:=0,. Soit N la plus grande de tonutes les valeurs absolues

des nombres dérivés en un point quelconcue x.

Alors si nous nous donnons une petite quantité ¢, il existe

un 2, de sorte qui si:

~

[21] <2,

f(x2040(x—2 D —2 fx) AN

21
;G
Soit M, le plus grand des nombres 2 N +: et —

Alors :
—2f(v] <20

(-2 U x—2 t
L’indgalité (21) devient:

z
oM [ sinnt]\®
22 Vpoy) - T )< : tde.
(22) Voo, | a, (b ( sin t )
oy

Mais nous savons que:

. 2 =

sint = = quand, <1 = <

et si nous faisons en=uite aussi le changement de la variable:

nt=u,
Vindgalit' (22) devient

n’T
ST (
I‘pl\)—f‘\ll ““ . : P '\Hl['lll

k). = o 1

ott il faut que p >

Sinous notons

n /1
Coop-d
= P
AP ,\l(;) I\"_' 'l'_'du,
) 7 Up—
nous avons :
p- 2
9 : n
(25 ",(\» h\»l‘\ --
| ytho

ce qu’il tallait démontrer.
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Etablissement d'une limite supérieure pour A,

60. En procédant d’une facon analogue que celle du No. 54,
nous trouvons:

Une observation sur les sommes v, (x)

61. Les sommes trigonométriques vy (x) ¢tudiées dans le
présent travail, comme nous l'avons déja dit, comprennent
comme cas particuliers, justement celles de Founrier, FEIER et
JACKSON, respectivement pour p=1, p=2 et p=4.

Nous observons ainsi que D. JacksoN a laissé de coté le cas
p =3, qui se serait impos¢ 3 ses recherches, et s’est occupé du

Il est certain qu’on a laissé de coté le cas p=3, parce que
les courbes limites V,(x) prisentaient aux points de disconti-
nuite le phinomdne Gisgs, ce qui n'avait pas lieu dans le cas
JACKsON, p= 4.

Les sommes Jacksox V (x) présentaient I'avantage que leur
convergence ¢taient plus rapide que celle des sommes FouRirR
et FreR, et, fait important aussi, la fonction f(x) correspon-
dante pouvait satisfaire une condition Lirscuitz proprement dite,
ce qui n’itait pas permis, quand il ~tait question des sommes
Fouriek et FRIER.

La fonction f(x) dans le cas des s5ommes FoURritRr et FEIFR,
ne pouvait satisfaire qu’une condition LipscHITZ mineure.

Les premicres somme Vp(x), dans lesquelles la fonction f(x)
correspondante, peut satisfaire une condition LipscuiTz propre-
ment dite, ne sont pas celles de D. Jacksox ot p=4, mais celles
ou p=3, c’est-a-dire les sommes V(x), comme cella ressort de
I'importante observation du No. 46.

Au point de vue pratique, les somwmes V;(x) se présentent
plus simplement en diéveloppement, offrent I'avantage des som-
mes Jackson, en tant que la fonction f(x) correspondante peut
étre lipschitzienne proprement dite, et aux points de continuité
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de la fonction, tend vers la fonction f(x) méme, comme les
somines JACKSON.

Il est vrai cependant, que ces sommes V,(x) présentent aux
points de discontinuité de la fonctiou f(x), le phénomeéne Ginss ;
mais ce phénomene est aussi plus attenué que celui que présen-
tent les sommes FouRi:k, comme nous I’avons montré en § VIII,
Ch. NI
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