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Introducere

INTRODUCERE

Subiectul tezei are ca obiect principal modelarea si identificarea semnalelor cu
amplitudine variabild si faza polinomiald. Asemenea semnale se regasesc frecvent in
fizicd, in special in semnalele de tip radar, sonar si telecomunicatii. In aceste aplicatii
semnalul receptionat prezintd o modulatia instantanee de fazd datoratd miscarii
relative intre senzor si tintd pentru sistemele radar sau intre emitator si receptor in
cazul comunicatiilor prin telefoane mobile. Aceste semnale sunt nestationare, avand

parametrii variabili in timp.

Daca in cazul semnalelor stationare, in decursul timpului s-au dezvoltat o serie de
modele si metode de prelucrare, extinderea acestora in cazul semnalelor nestationare
aratd repede limitele ce nu pot fi depasite decat prin dezvoltarea de metode specifice
acestora. Estimarea parametrilor semnalelor cu faza polinomiald, (SFP) afectate de
zgomot gaussian aditiv a fost tratatd cu interes considerabil in literatura de specialitate
si au fost folosite cateva metode, formulate ca probleme de identificare a sistemelor
liniare, pentru solutionarea problemei. Estimarea parametrilor prin filtrare Kalman a
fost investigatd pe larg in cazul semnalelor SFP afectate de zgomot gaussian.
Utilizarea filtrarii Kalman standard si varianta sa extinsd este justificatd de catre
avantajele sale practice in determinarea parametrilor unui semnal SFP precum si in

demodularea semnalelor cu faza continua.
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Introducere

Teza de doctorat este structuratd dupa cum urmeaza.

In prima parte a capitolului 1 sunt prezentate notiunile fundamentale si interpretarea
frecventei instantanee. Apoi urmeaza o scurtd descrierea semnalelor cu fazd
polinomiald in privinta aplicabilitatii acesteia In comunicatii. Tot in cadrul acestui
capitol sunt prezentate principalele tehnici de estimare a frecventei instantanee:
estimarea adaptiva (algoritmul LMS si RLS), estimarea bazata pe modelarea

polinomiald a fazei si pe metoda celor mai mici patrate.

Capitolul 2 incepe cu prezentarea importantei filtrului Kalman, care a revolutionalizat
domeniul estimdrii i care este bazat pe descrierea semnalelor in spatiul starilor si
algoritmi recursivi. In continuare este descris algoritmul filtrului Kalman standard.
Apoi se prezintd un model de stare liniar prin aproximarea lui Tretter care transforma
zgomotul aditiv in zgomot pe fazd si care este utilizat in estimarea parametrilor

semnalelor chirp. In final sunt prezentate rezultatele obtinute in urma simularilor.

In capitolul 3 s-a considerat estimarea parametrilor unui semnal cu modulatia liniara de
frecventd, avand amplitudinea variabild, care este un semnal avand faza sub forma unui
polinom de gradul doi si perturbat de un zgomot aditiv si gaussian. Algoritmul filtrului
Kalman extins dezvoltat in tezd in comparatie cu filtrul Kalman standard, inlatura
incertitudinile asupra fazei prin inlocuirea semnalului real cu reprezentarea lui in forma
analiticd. Au fost analizate si comparate performantele metodei EKF cu metoda

Kalman-Tretter.

Capitolul 4 debuteaza cu o privire de ansamblu asupra modulatiei de tip CPM,
(Continuous Phase Modulation) si include o sinteza a literaturii de specialitate privind
cercetdrile ficute in domeniul modulatiilor MSK si GMSK. In scopul unei bune
ilustrari a acestor modulatii au fost prezentate caracteristicile fundamentale ale
acestora, precum si modul de generare al semnalelor MSK si GMSK. Paragraful 4.2.1
oferd o scurtd introducere privind implementarea modulatiei GMSK 1n sistemul GSM.
Urmeaza apoi o prezentare a detectiei coerente si necoerente, impreuna cu mai multe
referinte din literatura publicatd pe acest subiect. Detectia coerentd necesitd un
receptor capabil sa estimeze cu erori acceptabile atat frecventa cat si faza purtitoarei

semnalului. In cazul detectiei necoerente, nu este necesard recuperarea purtdtoarei i,
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prin urmare, este mai putin costisitoare si utilizeaza scheme mai simple, comparativ
cu detectia coerentd. Acest capitol se concentreazd pe demodularea necoerentd a
semnalelor CPM folosind filtrul Kalman extins. Paragraful 4.4 prezintd modelul
semnalului CPM 1n spatiul starilor si ecuatiile care descriu algoritmului de filtrare
Kalman extins utilizat. Apoi sunt analizate §i comparate performantele BER a

semnalelor MSK si GMSK 1n canale AWGN.

Capitolul 5 este consacrat prezentarii concluziilor rezultate in urma studiului teoretic

si aplicativ efectuat acestei teze, evidentiind contributiile personale.
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Interpretarea si estimarea frecventei instantanee

CAPITOLUL1

Interpretarea si estimarea frecventei instantanee

1.1 Notiunea de frecventa instantanee

Importanta conceptului de frecventa instantanee, FI, provine din faptul cd, in multe
aplicatii, suntem confruntati cu sarcina prelucrarii unor semnale ale caror
caracteristici spectrale (in particular frecventa la care apare varful spectral) variaza in
timp. Adeseori astfel de semnale sunt numite ,nestationare”, un exemplu fiind

semnalul chirp.

1

I
|
|
:
|
05—\~ S
|
|
|
|
|

Amplitudine

05F -

Timp
Figura 1.1. Semnalul chirp
Un astfel de semnal este modelabil printr-o sinusoida a carei ,.frecventa” se schimba

in timp. In prelucrdrile seismice astfel de semnale se utilizeazd ca o alternativa la
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semnalele produse prin explozii, deoarece au avantajul cd se pot controla, practic,
caracteristicile lor spectrale in aproape orice privintd, incluzadnd durata, latimea de
banda si energia. Astfel de semnale se utilizeaza in primul rand pentru capacitatea de
compresie in timp prin filtrare adaptata, apoi pentru estimarea schimbarii de frecventa
cauzatd de efectul Doppler in cazul reflexiilor RADAR sau al urmaririi unor obiecte
prin sistemul SONAR pasiv. Ele se mai intalnesc in lumea vie, ca in cazul sistemelor
de eco-locatie al liliecilor. Pentru aceste semnale FI este o caracteristicd importanta.
Este un parametru variabil in timp ce localizeazd varful spectral al semnalului,
variabil in timp ca pozitie pe axa frecventei. FI poate fi interpretatd, conceptual, ca
fiind frecventa unei sinusoide care se ,.potriveste” local ,,cel mai bine” cu semnalul
supus analizei. Din punct de vedere fizic o astfel de abordare are sens numai pentru

semnalele monocomponenta.

1.2 Conceptul de frecventa instantanee

1.2.1 Conceptul de frecventa

In mecanici, frecventa miscarii oscilatorii este definiti ca fiind numirul de oscilatii
efectuate in unitatea de timp. Intr-o singura oscilatie, corpul ce efectueazi oscilatiile
pleaca din punctul de echilibru, ajunge la o extrema, apoi la cealalta extrema si revine
in punctul de echilibru in acelasi sens de miscare cu inceputul. Un tip aparte de
migcare oscilatorie este oscilatia armonica, in care acceleratia este proportionald cu
elongatia (deplasarea fatd de punctul de echilibru) si este indreptatda intotdeauna, ca
sens, spre punctul de echilibru. Atunci cand un corp greu se misca cu viteza
unghiulard, @, constanta, pe un cerc, proiectia sa pe un diametru este o miscare

oscilatorie armonica.

Figura 1.2. Miscare armonici. Elongatia este s(¢)=a, cosd(¢), unde 6(1)=wt

13
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Elongatia, s(¢), viteza proiectiei, s'(r) si acceleratia proiectiei, s"(¢), sunt date de

relatiile:
s(t)=a,cos 8 = a, cos wt (1.1)
s'(t) =—a,wsin ot (1.2)
s"(t) =—a,0’cos ot =—w’s(1) (1.3)

Frecventa, f, este legata de viteza unghiulara, @, prin formula @ =27 f. Se poate
observa cd migcarea oscilatorie armonicd poate fi determinatd, rezolvand ecuatia

diferentiala s"(¢) = —’s(t) . Solutia ecuatiei este datd de forma:
s(1)=ae™™ (1.4)
unde expresia @ =27z f reprezintd viteza unghiulard si « este o constanta arbitrara.

Relatiile (1.1) — (1.4) leagé conceptul de frecventa de un exemplu practic.

In multe aplicatii avem de-a face cu unde ce se propagd prin corpuri (solide,
atmosferd, s. a.) in care miscarea unei particule dintr-un loc fixat poate fi descrisa

printr-o oscilatie armonica. Frecventa undei notata cu f* se defineste ca fiind numarul

de unde ce trece prin punctul fixat intr-o unitate de timp. Frecventa unui curent
electric Intr-un circuit poate fi definitd Tn mod asemanator ca fiind numarul de cicluri

efectuate 1n unitatea de timp.

Fie acum un semnal, s(t) , ce compune dintr-o suma ponderata de oscilatii armonice.

Descompunerea spectralda a unui astfel de semnal se obtine prin transformarea

Fourier:
S(@)= [ s(t)e " dt (1.5)

Valorile functiei S(@) caracterizeaza semnalul s(¢), asa cd el poate fi reconstruit

prin transformarea Fourier inversa:
s()=[ S(w)edo (1.6)

Ecuatiile de analiza (1.5) si de sinteza (1.6) sunt semnificative doar pentru semnale

stationare, adicd acelea al caror spectru, S(a)), este constant n timp. Orice semnal

stationar poate fi reprezentat ca o suma ponderatda de componente sinusoidale cu o

14
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anumita frecventa, faza si amplitudine (la o frecventd f fixata, amplitudinea si faza

oscilatiei armonice sunt constante).

In mod evident, conceptul de ,firecventd” este unul neambiguu pentru semnalele al
caror spectru S(w) este constant in timp. Vom vedea ca lucrurile stau astfel in cazul

unor semnale nestationare. Sectiunea urméatoare Incearcad sa clarifice lucrurile si sa

inlature anumite ambiguitati aparente.

1.2.2 Generalizarea conceptului de frecventa in cazul semnalelor
nestationare

Deoarece in mod obisnuit frecventa defineste un numar de cicluri sau oscilatii
efectuate in unitatea de timp de catre un corp in miscare periodica, asocierea
notiunilor ,,instantaneu” si ,frecventa” este un paradox.

De fapt notiunea de ,,frecventa instantanee” este controversata, adaptatd unei aplicatii
si introdusd in mod empiric. In aceastd sectiune prezint anumite abordari anterioare
ale frecventei instantanee, aparute 1n decursul timpului, in ideea obtinerii unor

clarificari.

In anul 1937 Carson si Fry [CAR37] au considerat o frecventa variabild in contextul
studiului circuitelor electric. Au aplicat conceptul la studiul semnalului modulat in

frecventa. Ei au definit semnalul modulat ca fiind:
t
w(t)=exp j(w0t+ﬂjm(t)dtJ (1.7)
0

unde, @, =27xf, este frecventa purtdtoarei, A reprezinta indicele de modulatie iar
m(t) reprezintd semnalul de frecventa joasa ce trebuie transmis (‘m(t)‘ <1). Ei au

definit frecventa unghiulara instantanee ca fiind:
Q(1)=w, + Am(1) (1.8)

unde m (t) are dimensiunea de frecventd, iar frecventa instantanee ciclica este:

A
Si(t)= fot—m(1) (1.9)
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Ei au definit astfel o ,,generalizare” a notiunii de frecventa, considerata ca viteza de

schimbare a fazei, la momentul ¢ considerat.

In anul 1946 Van der Pol [VAN46] a abordat problema definirii frecventei

instantanee, analizand o oscilatie armonica simpla:
s(t)=acos(27 ft+6) (1.10)
unde, a, este amplitudinea, f, frecventa de oscilatie iar € o constantd de faza, a

fazei, © (t) =27 ft + 0. Pentru modulatia de amplitudine el a folosit formula:

a(t)=a,[ 1+ ug(t)] (1.11)
unde semnalul g () reprezintd semnalul modulator. In mod similar el a extins-o si la
modularea fazei prin:

0(t)=6,[1+ug(t)] (1.12)
Prin urmare faza, ®(¢), este @ (¢)=27zft+06(¢).

Van der Pol a semnalat faptul ca pentru a obtine in relatia (1.10) o modulatie de

frecventd, avem:

£(0)=f,[1+ug(t)] (1.13)

Introducand relatia (1.13) in (1.10) avem:
s(t)= acos{27rf0 [1+,ug(t)]t+t9} =acos[27rf0t+27rf0t-g(t)+0] (1.14)

si deci nu gasim o forma ca (1.12).
Rationamentul 1-a condus la concluzia cd expresia (1.10), pentru oscilatia armonica

trebuie pusa sub forma:

t
s(t)=acos[j27rfi(t)dt+6’}=acosCD(t) (1.15)
0
unde argumentul functiei este:
t
©(t)=[27f(t)dt+0. (1.16)
0
In final se obtine definitia frecventei instantanee in timp continuu:
1 do(r)
(t)=— —2. 1.17
J: ( ) 2 dt (1.17)
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Folosind o reprezentare in real a semnalelor, Van der Pol a ajuns la aceeasi concluzie

cu Carson si Fry care au recurs la o reprezentare in complex a semnalelor.

In anul 1946 Gabor [GAB46] a facut pasul urmtor. El a propus ca fiecirui semnal
real sd 1 se asocieze un semnal complex unic. Metoda propusa de el implica calculul
transformatei Fourier a semnalului real si apoi suprimarea componentelor de frecvente
negative si multiplicarea amplitudinilor de la frecventele pozitive cu doi. Aceasta
procedura este echivalentd cu calculul semnalului complex Gabor (cunoscut si sub

numele de semnal analitic) din expresia:
z(t)=s(t)+j7 {s(1)} (1.18)
sau
z(t)=a(t)e™ (1.19)
unde, z(t), este semnalul complex a lui Gabor, s(¢) este semnalul real si

reprezinta transformata Hilbert.
Motivatia lui Gabor pentru introducerea acestui semnal complex a fost definirea

momentelor centrale ale frecventei semnalului:

izt
(/== (1.20)
Jlz(rf ar

—00

Aici, Z( f ), reprezintd spectrul semnalului complex. Dacd s-ar fi folosit spectrul
semnalului real in relatia de mai sus, toate momentele de ordin impar ar fi fost nule

2 . A o . .o
pentru ca ‘Z ( f )‘ este pard, acest lucru fiind in neconcordanta cu realitatea fizica.

In anul 1978 Ville [VIL48] a unificat lucrarile lui Carson si Fry pe de o parte si

Gabor, pe de alta parte si a definit frecventa instantanee prin:
d
fl.(t)=—~—t[argz(t)] (1.21)

unde, z(t) , este semnalul analitic lui Gabor, dat prin relatia (1.19). In reprezentarea

lui Ville frecventa este definita ca prima derivata a fazei.
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1.2.3 Interpretarea frecventei instantanee

Se considera problema pozitiondrii unui semnal, s(t), in domeniul frecventa. Se
construieste semnalul analitic z(7) = a(t)ejcp(’) aplicand relatia (1.18). Se determind

apoi spectrul sau, Z( /) cu:

Z(f)=[z(t)e " de = [ a(t)e ™" (1.22)

—o0
Aplicarea principiului fazei stationare spune ca integrala va avea valoarea cea mai

mare (in modul) la frecventa f, pentru care faza este stationard, adica f, satisface

ecuatia:
d
- ®(t)-27ft]=0 (1.23)
ecuatie ce conduce la
1 do(r)
=— 1.24
/. 27 dt ( )

Se vede ci f, este o functie de timp, f,(¢) da o masurd a concentrdrii energiei in

domeniul frecventd, la momentul ¢. Aceastd masurd este chiar frecventa instantanee
in timp continuu pentru semnal. Proprietatea de concentrare a energiei in domeniul

frecventa explicd importanta frecventei instantanee.

1.3 Semnale cu faza polinomiala (SFP)

In multe aplicatii tehnologice cum ar fi in telecomunicatii, in sistemele de RADAR si
SONAR, se folosesc semnale ce apartin categoriei de semnale nestationare care pot fi
aleatoare sau deterministe §i a caror caracteristicd principala este variatia frecventei in
functie de timp. Analizele temporale si spectrale nu oferd o imagine completa asupra
acestor semnale nestationare. Analizele timp-frecventa s-au introdus tocmai in scopul
inlaturarii inconvenientelor pe care le prezintd metodele clasice de analiza. Unul din
instrumentele de bazd ale analizei timp-frecventd este spectrograma definitd ca
patratul modulului transformatei Fourier a nucleului obtinut prin produsul dintre
semnal si o fereastra alunecatoare. Aplicarea spectrogramei a aratat limitele sale din

punctul de vedere al rezolutiei, ceea ce a condus la cercetarea si la dezvoltarea unor
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noi transformate mai performante. Drept exemplu, putem cita distributia Wigner-
Ville, introdusa initial de Wigner in mecanica cuantica [WIG32] si apoi de Ville
[VILA48] pentru analiza timp-frecventa. Gabor [GAB46] a propus o transformare care
astazi poarta numele lui §i care constd o descompunerea semnalului pe o familie de
semnale gaussiene. Necesitatea obtinerii de reprezentari timp-frecventd cu rezolutie
cat mai bund si robustete mare la zgomotul gaussian a dus la introducerea de noi
distributii ce permit reprezentarea frecventei instantanee intr-un mod care sa elimine
termenii de interferentd. Putem aminti de exemplu distributiile introduse de Choi-
Williams [CHW89], Barkat si Boashash [BBB99], [BBBO01], Guo si altii [GUOY%4],
Cohen si altii [COH99].

Din anii ‘80 si pand in prezent, comunitatea stiintificd a celor care lucreaza in
domeniul prelucrarii semnalelor a acordat o atentie speciald studiului semnalelor cu

faza polinomiald (SFP). Dupa cum sugereaza numele lor aceste semnale au o faza

modelata printr-un polinom, notat prin @ (t) . In cazul in care gradul polinomului este

mai mare decat M=2, semnalele SFP sunt nestationare. Modelarea semnalelor
nestationare prin SFP se intalneste in diverse situatii din care dau in continuare cateva
exemple:
e In naturd, undele sonore emise de lilieci si de unele mamifere marine pot fi
modelate prin impulsuri cu modulatie de frecventa liniara.
e In aplicatiile biomedicale, in scopul studierii fenomenului de hipertensiune,
semnalele cardio-vasculare pot fi modelate printr-o suma de semnale chirp.
e In aplicatiile RADAR cu compresie de impulsuri ce utilizeaza semnale cu MF
patratica, ecoul RADAR al unei tinte in miscare are o functie de faza neliniara
ai carui parametri depind de cinematica tintei. Unda reflectatd se scrie atunci

sub forma unui semnal SFP:
x(t):p(t)em(’) (1.25)
unde, p(t), este amplitudinea si ¢(¢) faza semnalului:

1 Vz 2 1 3
=D, +vi+—|a +—=|t"+——a vt +... 1.2
P(e) =By +v, 2(yq>j 20, 7 (1.26)

0 0

unde @, este faza initiala, v, si a, reprezinta viteza si acceleratia radiala, iar cu v, si

a_ s-au notat viteza si acceleratia ortogonala a tintei [WANO97].
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e In domeniul transmisiunilor prin satelit, modelul de semnale bazat pe SFP a
fost utilizat pentru a caracteriza variatiile importante ale frecventei purtatoare

in legatura dintre statiile terestre si satelit.

Literatura stiintifica asupra modelarii, estimarii si reprezentarii timp-frecventd a SFP
este foarte abundentd. Citez cu titlu de exemplu lucrérile lui Boashash [BOA94],
[BOAI1], Friedlander [FRI98] si Benidir-Ouldali [OUB97].

Cele mai multe aplicatii trateaza problema estimarii parametrilor SFP ai unui semnal

y(t), inecat in zgomot, w(t), dat prin:

y(t)=Aexp{jgp(t)}+w(t)= Aexpj{ki;aktk}r w(1) (1.27)

unde presupunem, ca amplitudinea, A4, a semnalului este constantd si ca faza

polinomiald de este de gradul M . Semnalul, w(t), este un zgomot aditiv,

independent de SFP. Pentru M =2, se obtine un SFP numit semnal chirp.

1.4 Estimarea frecventei pentru semnale stationare

In primul rand se cauti anumite proprietiti pentru un estimator ,bun”. Estimatorii
trebuie sa fie consistenti si eficienti statistic din punct de vedere al efortului de calcul.
Un estimator consistent este unul care converge in probabilitate, in mod asimptotic,

spre valoarea adevaratd. Deci, pentru un estimator consistent avem:

lim Pr{|a—a|>&}=0 (1.28)

N—w
unde, a, este un estimator al lui @, N este numarul de esantioane in secventa
observata (secventa observatiilor), iar ¢ este un numar pozitiv, arbitrar, de valoare

mica [KAYS88 p.45].

Un estimator statistic eficient este unul a carui dispersie este minimd, atingand
marginea inferioard Cramer-Rao (CRB) [KAY88 p.60], [HVT68 p.72]. Ea este data

de relatiile:
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disp (&) > ! .
E Glnp(z;a) (1.29)
oa
sau, echivalent, de
disp (&) > - .
- {az lnp(z;a)} (1.30)
it 4 S0
0°a
unde, z= [z(l) z(2) ... z(n)} este vectorul esantioanelor observate, iar

p(z;a) semnifica functia densitate de probabilitate a lui z, cu parametrul a dat, iar

E reprezinta operatorul de mediere statisticd. Deoarece z este complex, cu partile

reald i imaginard x §i y, densitatea de repartitie a lui z este distributia comuna a

lui x si y. Functia p(z;a) este denumita si functia de verosimilitate.

S-ar putea ca nici un estimator sd nu atinga aceasta limita, dar daca exista unul, acesta
poate fi obtinut aplicand o tehnica de verosimilitate maxima (ML) [KAY88 p.47]. Cu
toate ca estimatul ML este garantat a fi eficient din punct de vedere statistic pentru
secvente de date lungi, acesta poate sd nu fie eficient din punctul de vedere al
calculului. Din acest motiv se renunta uneori la estimatorii ML in favoarea unora

suboptimali, dar cu necesitati reduse de calcul.

Principiile descrise mai inainte au fost utilizate mult in estimarea frecventei unei

sinusoide in zgomot alb gaussian. Modelul de semnal care a fost utilizat adesea este:
z[n]=4e”" + &[n] (1.31)
unde, A, este amplitudinea, f frecventa, z[n] este secventa complexa

observata, iar g[n] este secventa de zgomot alb, gaussian si complex.

Estimarea de verosimilitate maxima pentru frecventa unei singure sinusoide in
zgomot alb, s-a aratat cd se obtine prin determinarea frecventei la care spectrul 1si
atinge maximul. Aceasta estimare poate fi implementatd cu o cdutare initiald grosiera
pe domenii mari al unei transformari Fourier discrete urmata de o procedurd de

interpolare [RIF74]. Daca estimarea grosierd a frecventei se afla in lobul principal al
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raspunsului in frecventd, aceastd tehnica converge spre maximul global corect.
Estimarea atinge CRB la un prag al raportului semnal pe zgomot (SNR), suficient de
mare, marginea fiind data de [RIF74]:

}> 12
" (2r) (2 N (V1) (1.32)

disp [ f

unde, N, este numdrul de esantioane independente, A este amplitudinea

semnalului, iar 20 este dispersia zgomotului complex.

Dispersia estimata se indeparteaza mult de la limita CRB odata ce SNR scade sub o
valoare de prag, fapt ce este un fenomen comun estimatorilor neliniari.

Dupa cum s-a mentionat, metodele de estimare de maxima verosimilitate pot fi
mari consumatoare de timp de calcul. Intr-o incercare de a gisi estimatori de
frecventa ce reduc efortul de calcul se folosesc adesea metode parametrice. Aceste
metode se bazeaza pe modelarea (probabilitatii de distributie) a priori a semnalului.
Este avantajos, de multe ori, sd presupunem cd numaratorul functiei de transfer
este o constantd. Astfel de modele sunt denumite autoregresive (AR) sau liniar

predictive.

Estimdrile frecventei sunt obtinute prin gasirea rddacinilor polinomului de la
numitor. De exemplu, pentru o simpla sinusoidd complexd, aceste metode sunt
foarte eficiente din punct de vedere al calculului, desi ele nu sunt, In general,
eficiente statistic. De asemenea, ele permit ca sinusoide apropiate sd fie bine
rezolvate (distinse). Existd cateva variante ale acestei abordari, incluzand
metodele de entropie maxima, metoda Prony, s. a. Ele sunt descrise pe larg in

[KAYS8] si [MARS7].

Alte tehnici care si-au gasit o larga utilizare pentru estimarea spatiald a frecventelor
in domeniul procesarii tablourilor sunt, de exemplu: descompunerea armonica a
lui Pisarenko si MUSIC [KAYS88 pp.431]. Aceste metode presupun cd semnalul
observat poate fi descompus In componentele de zgomot si semnal si apoi se poate
utiliza faptul ca vectorii de semnal vor fi ortogonali pe vectorii de zgomot. Astfel,
estimatorul spectral MUSIC este format din inversa sumei produselor interioare intre
vectorul de semnal si estimarile vectorului zgomot. Frecventele componentelor de

semnal sunt considerate a fi corespunzatoare varfurilor estimarii spectrale.
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Tretter [TRE85] a introdus o alta tehnica de estimare a frecventei. El a ardtat ca pentru
o sinusoida complexa in zgomot gaussian, la un nivel SNR mare, faza poate fi bine
aproximata ca o functie liniard de timp afectatd aditiv intr-un proces de tip zgomot
alb gaussian. El a utilizat apoi o regresie liniard (metoda celor mai mici patrate)
pentru a estima frecventa. Deoarece metoda celor mai mici patrate este echivalenta
cu cea de tip ML pentru procese de tip alb, gaussian [KAY88 pp.49], estimatorul
introdus de Tretter este tot de tip ML pentru valori mari ale SNR-lui. Deci, in cazul
valorilor SNR mari dispersia sa se apropie de limita CRB.

O problema a algoritmului lui Tretter este ca prima sa etapa necesitd extragerea fazei
din date. Aceasta poate fi sursa unor erori numerice semnificative. Kay a gasit o
formd modificata a acestui estimator prin ajustarea unui model pentru estimarea
diferentelor de fazd adiacente si nu a valorii fazei insesi, evitand astfel problema
desfasurarii fazei [KAY88]. Estimatorul rezultat este o simpld mediere (netezire) a
diferentelor de fazd cu o fereastrd patraticd. Metodele descrise s-au ocupat de
estimarea frecventelor sinusoidelor si constituie o baza pentru a intelege problema

mai complicata a estimarii frecventelor variabile 1n timp.

1.4.1 Definitia frecventei instantanee in timp discret

Pentru a implementa estimatori in timp discret pentru frecventa instantanee, se abordeaza
mai intai problema diferentierii in timp discret. O solutie este aceea de a utiliza un
diferentiator in timp discret de tip FIR [OPP75 pp.164]. Frecventa instantanee in timp

discret este definita ca:
fln)=-@[n]+d[s] (133)

unde, d[n], este raspunsul la impuls al diferentiatorului FIR discret, iar * denotd

convolutia in timp. Totusi, astfel de filtre dau nastere unor probleme practice
deoarece exagereaza efectul zgomotului de frecventa inaltd [BOA91]. Aproximari
bune pot fi obtinute utilizand o tehnicd de derivare a fazei. Aceastd abordare, mai
eficientd din punct de vedere al calculului da, in general, rezultate mai bune in
privinta zgomotului, decét se obtin cu relatia (1.30).

Diferentele finite Tnainte (FFD) si inapoi (BFD) definite de relatiile (1.34) si (1.35)

sunt doua operatii de diferentiere a fazei utilizate de obicei:
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i [n]=[@[n+1]-ax]] (134
filn]= L@l [n-1] 139

Se poate utiliza si diferenta centrala finita (CFD):

]A‘C[n]:i-@[n+l];®[n_l]

~[@[n+1]-0[-1]] (1.36)

Facand o comparatie intre cei trei estimatori din relatiile (1.34), (1.35) si (1.36),
estimatorul din (1.36) are unele avantaje. In primul rand, este nepolarizat si are
intarziere de grup nuld pentru semnale MF cu modulatie liniara. In al doilea rand, el
corespunde momentului de ordin 1 in frecventd al unui numar de TFD [CLAS0],

[BOAYO].

1.5 Tehnici de estimare a frecventei pentru semnale
stationare

1.5.1 Estimarea adaptiva a frecventei instantanee

O abordare posibild a estimarii frecventei instantanee este cea de a o formula ca o
problema de estimare adaptiva a frecventei locale. Aceastd abordare a dat nastere la
circuite cu calare pe faza, PLL, utilizat pe larg in sistemele de comunicatie
[CAR86]. PLL-ul demoduleaza adaptiv semnalul de intrare, aducandu-I in banda de
baza, unde se filtreaza, rezultatul obtinut fiind reintrodus in etapa de demodulare.
PLL-ul obisnuit se comportd foarte bine la zgomot, dar este incapabil sd urmareasca
schimbari foarte rapide in frecventa instantanee. Sunt necesare modificari in

structura sa pentru a fi capabil de aceasta urmarire rapida.

Snyder a propus cativa estimatori adaptivi in [SNY]. El a propus un estimator bazat
pe un criteriu neliniar de minimizare a erorii medii patratice, precum $i o
aproximare liniard a acestui estimator (filtrul Kalman extins). El a demonstrat de
asemenea ca filtrul Kalman extins se reduce la PLL in cazul stationar. Au mai

existat si alte variante si extinderi ale PLL-ului [HUA].
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O altd forma de estimare adaptiva a frecventei instantanee se bazeaza pe modelarea
datelor ca un proces predictiv liniar. Doua metode care pot fi utilizate pentru acest
gen de estimari sunt algoritmii LMS si RLS [HAY91]. Ambii algoritmi sunt descrisi

in cele ce urmeaza.

1.5.2 Algoritmul LMS

Griffiths [GRI75] a propus un algoritm adaptiv de estimare a frecventei instantanee
bazat pe un filtru de predictie liniara care si-a modificat coeficientii cu fiecare nou
esantion de date. Metoda lui Griffiths este conceptual fundamentatd pe extragerea
varfului unei estimari spectrale bazatd pe o predictie liniard pe termen scurt. Se
obtin reduceri importante privind volumul de calcul, prin reajustarea estimarii
spectrale pe masurd ce apare un nou esantion de date, in loc de a o recalcula de
fiecare datd din datele primare. Algoritmul rezultat, bazat pe tehnica gradientului
descrescator, este foarte simplu. Totusi, deoarece algoritmul recursiv este un proces
de urmarire a frecventei instantanee, el este incapabil sd raspunda la modificari
foarte rapide (sau zgomotoase) ale frecventei instantanee. De aceea estimarea poate

PRI

algoritmul.

Vectorul esantioanelor datelor, la momentul », este notat cu:
Z[n]:[z[n] z[n—l] z[n—L+1HT (1.37)

unde L este lungimea filtrului de predictie liniard. Vectorul corespunzitor al

coeficientilor filtrului liniar este:

a[n]=[a[n] a[n-1] ... a[n]] (1.38)
Pe masura ce un nou esantion de date este prelucrat, coeficientii filtrului trebuie
reactualizati, in asa fel incat sd se minimizeze eroarea medie patraticd de predictie.
Pentru statistici stationare eroarea este o functie unimodala de vectorul
coeficientilor filtrului §i de aceea metoda descresterii gradientului poate fi folosita
pentru a converge spre valorile optime ale coeficientilor filtrului. Se utilizeaza
algoritmul LMS al Iui Widrow si Hoff [WID60] si coeficientii sunt dati de relatii
cum ar fi [MARS87 pp.264-266]:
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a[n+1]=a[n]-2ue[n+1]z[n] (1.39)
e[n+1]=z[n+1]+z[n]Ta[n] (1.40)
unde e[n + 1] este eroarea liniard de predictie la momentul n+1, g este constanta de

adaptare, iar * Inseamnd conjugarea complexa. Forma obisnuitd a ecuatiilor pentru
algoritmul LMS este datd in [HAY91 pp.302-304].

Estimarea frecventei instantanee este determinata din varful spectrului obtinut pe baza
predictiei liniare, adica: fi(n) = f, care maximizeaza ecuatia de mai jos:

1

1

L 2

1+ Zak [n] e/ Ik

k=1

(1.41)

Daca sunt de estimat sau de urmarit mai multe frecvente, expresia (1.38) este
modificata pentru a extrage diferitele varfuri, corespunzitoare componentelor
individuale de frecventd. Pentru a urmari o singura sinusoidd complexd in zgomot,
frecventa instantanee poate fi determinatd cu o eficientd de calcul ridicata in

conformitate cu relatia:

A

1 .
fl.[n]:garg[al] (1.42)
Coeficientul, x, controleaza rata de adaptare:

e dacd yu tinde spre limita sa superioarda adaptarea este rapidd, dar eroarea in
starea stabild poate fi mare,
e dacd u are valori mici, adaptarea va fi foarte lenta.
Principalul avantaj al acestui algoritm este simplitatea sa privind calculul, care este

vizibila din relatia (1.39). In plus, pot fi utilizati algoritmi mai buni pentru adaptare

[WIDS5].

1.5.3 Estimarea adaptiva RLS a frecventei

Algoritmul RLS este o tehnica ce modeleaza datele ca o secventd de predictie liniara
si care reactualizeaza coeficientii de predictie liniara cu fiecare nou esantion de date.

Algoritmul RLS difera de algoritmul LMS prin aceea ca in locul coeficientului de
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adaptare scalar se utilizeaza pentru inversa matricei de covariantd o aproximare

ponderatd exponential, numit ,,coeficient de adaptare” si nu coeficient de scalare.

Avantajul algoritmului RLS fatd de algoritmul LMS este viteza sa de convergenta
madritd i robustetea la nivelurile de energie ale semnalului. Algoritmul RLS clasic
necesitd I” calcule, spre deosebire de LMS ce necesiti doar L calcule. Au fost
dezvoltati algoritmi RLS rapizi ce contin doar aproximativ L calcule. Reactualizarea
parametrilor algoritmului la momentul »n este obtinuta prin urmatorul set de ecuatii

[MARS&7, pp.267-267]:

a[n+1]=a[n]-e[n+1]P[n]z[n] (1.43)
e[n+1]=z[n+1]+z[n] a[n] (1.44)
P[n]=[aP[n—1]_l +z[n]*z[n]r}_l (1.45)

unde, P [n] , este aproximarea ponderata exponential a inversei matricii de covarianta,

1ar o este un factor de ,uitare”.

O forma standard a ecuatiilor pentru algoritmul RLS este datda in [HAY91 pp.480-

483]. Utilizand lema inversiunii matricei, aceste ecuatii se reduc la:
a[n+1]=a[n]-e[n+1]c[n] (1.46)

P[n—l]z[n]*

N R (147
P[n]:é(l—c[n]z[n]T)P[n—l] (1.48)

unde, e[n +l] , este definitd in relatia (1.44), iar I este matricea identitate. Pentru o

singurd sinusoidd complexd zgomotoasd, ecuatiile de mai sus pot fi implementate
foarte simplu si estimatorul ce rezultd este nedeplasat. Frecventa instantanee localad
poate fi obtinutd conform relatiei (1.42). Pentru mai multe componente, estimarile
frecventelor instantanee sunt extrase din varfurile spectrului de predictie liniard,

folosind expresia (1.38).
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1.5.4 Metode de estimare a frecventei instantanee bazate pe modelarea
polinomiald a fazei

Estimatorii ce se bazeazd pe definitia frecventei instantanee discrete nu fac vreo
presupunere implicitd privind legea de variatie a frecventei si de aceea ei prezinta
dispersie mare. O reducere semnificativa a dispersiei poate fi obtinutd prin includerea
in procedura de estimare a anumitor cunostinte apriorice. O cale pentru a face acest
lucru este aceea de a presupune cd legea frecventei instantanee poate fi exprimatd
printr-un polinom de ordin finit, ceea ce implica o lege polinomiala pentru variatia
fazei. Alegerea gradului polinomului este cea care permite incorporarea informatiei
apriorice: daca se stie ca frecventa instantanee a semnalului se modifica lent, pot fi
alese valori mici pentru gradul polinomului in timp ce valori mari se pot alege daca se
stie ca frecventa instantanee se modifica rapid. Modelul semnalului in cazul

aproximarii polinomiale a fazei este o forma generalizata a relatiei (1.31) data de:

z[n]= A[n]exp j{®[n]} +£[n] (1.49)
z[n]:s[n]+jq[n]+g[n] (1.50)

unde
<I>[n]=a0+aln+a2n2+---+apnp:Zp:aknk (1.51)

iar, A[n], este amplitudinea, ®[n], faza i £[n] un proces de tip zgomot complex, de

dispersie 20%, n=0, N —1. Pentru s[n] si ¢[n] avem:
S[n]:A[n]cos(a0+a1n+a2n2+---+apnp) (1.52)
q[n]=A[n]sin(a0+aln+a2n2+---+apnp) (1.53)

O posibilitate pentru a estima coeficientii q, , k = @ ai polinomului fazei este aceea

de a gasi acei coeficienti care minimizeaza eroarea medie patratica dintre semnalul
estimat §i cel observat. Aceasta va conduce la o problema de cele mai mici pétrate,
neliniard, si care va trebui solutionatd numeric. O alternativd este aceea de a
nliniariza” problema prin desfasurarea fazei. Tretter [TRE85] a ardtat cd aceasta
aproximare este bund pentru rapoarte semnal/zgomot mari. Pot fi atunci utilizate

tehnici de estimare liniare ale metodelor celor mai mici patrate.
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O altd posibilitate este aceea de a extinde estimarea de maximd verosimilitate a
parametrilor aplicatd pentru o tonalitate stationard, la cazul polinomial. Deoarece
semnalul observat este presupus a fi gaussian, aceasta va fi echivalenta cu solutia

neliniard Tn metoda celor mai mici patrate, dar este in mai multe sensuri mai usor de

implementat. Odata ce estimarea legii de variatie a fazei, (i)[n], a fost determinata,

frecventa instantanee, f;[n] se obtine in mod direct din:

fin]=—- =— Y kan (1.54)

relatie in care g, este estimatorul coeficientului a, .

1.5.5 Algoritmul de estimare a coeficientilor polinomiali bazat pe
metoda celor mai mici patrate

Cei p+1 parametri necunoscuti, 4,, 4, ..., a,, din relatia (1.52) se pot obtine

minimizand suma patratului erorii, £, definite prin:

2[n]-z[n] (1.55)

n=0

Solutia pentru parametrii @, se obtine rezolvand sistemul de ecuatii (1.56) si (1.57):

N-1 . N—IA A
ZZ[n]le[n]eﬂ)[”]nk =) A*[n] &2/l (1.56)
n=0 n=0
N-I ) N-l )
z[n] ¢/t = Aln] et (1.57)

Il
(=]
Il
(=}

n n

Consideram o estimare a semnalului de forma:
z[n]=21[n]exp{j<i)[n]} (1.58)

unde ®[n] si A[n] sunt ambele estimate ca polinoame:

d[n]=>a,n" (1.59)
h=0
si
~ 9. A
A[n]=> bn" (1.60)
h=0
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Suma E este data de:

2

E=

N-1 N-1

o)zl =3

0 n=0

zzl[n]exp{j(f)[n]}—z[n] (1.61)

n

Pentru a minimiza valoarea lui £ in raport cu un parametru al estimatorului de faza,

. C oo : .. OFE
a, , trebuie gasita solutia ecuatiei, — =0.
a
h

n

Pentru Vk =0, p se obtine In forma vectoriala:

[2-2) -5, =0, h=0, p (1.62)
A A . . . A . _ h .
in care Z, z si y, sunt vectori ce contin z[n], Z[n] si y,[n]=n"-z[n] iar T

reprezintd operatiunea de transpunere. Trecand la reprezentarea matriciald, cu

matricea Y data de:

£[0] 0 0
£[1] 2 1]
Y= 2[2] 22[2] 2”%[2] (1.63)

Z[N-1] (N-1)2[N-1] ... (N-1)"2[N—-1]
relatia (1.62) se scrie sub forma:
'Yy =7"Y (1.64)

Ecuatia trebuie minimizatd si in functie de cei g+1 parametri de amplitudine b, ,

k=0,q:
[2-2] w,=0,k=0,q (1.65)
in care
w,[n]=n* exp{ jé[n]} (1.66)
astfel ca:
FW=z'wW (1.67)

matricea, WNX(qH) , avand forma:
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exp{ j®[0]} 0 0
exp{jd)[l]} exp{jCD[l]} exp{jd)[l]}
W=l exp{j®[2]} 2exp{ j@[2]} 27 exp{ j@[2]} (1.68)
Lexp{j®[N-1]} (N-Dexp{jO[N-1]} ... (N-1)"exp{j®[N-1]}]

Matricele W si Y vor fi inversabile doar daca existd mai multi parametri decat date,

p+1>N sau g+1>N. In acest caz se obtine solutia banald 2=z. Se mai poate

A

observa ca daca legea de amplitudine este cunoscuta sau este o constanta I?I[n] =4,

Vn, atunci Y = AW astfel ca (1.64) s1 (1.67) devin identice.
In relatiile (1.56) si (1.57) este data estimarea legii de variatie a amplitudinii, obtinuti

ca un polinom de gradul ¢, la fel ca si in cazul fazei:

n a4 .
A[n]=> bn* (1.69)
k=0
Relatiile (1.56) si (1.57) conduc la un sistem de p+¢g+2 ecuatii neliniare, care nu se

solutioneaza usor. In plus, caracteristicile statistice ale estimatorului rezultat nu vor fi

obtenabile analitic. O solutie numerica poate fi obtinutd pentru intregul vector de

T
parametriB:[bo,bl,.. b ao,al,...,ap} din:

Bl = g _ g op(z:B) (1.70)

op
unde p(z;P) este densitatea de probabilitate a semnalului, B(k) este evaluarea a k—a

din iteratia lui B, iar J este matricea de informatie a lui Fischer cu elementele date

de:

o5 %, (1.71)

unde E{-} semnificd operatorul de mediere, iar S este al i—lea element al

Ji,,- :E{ﬁlogp(z;[i) . alogp(z; B)}

vectorului B. Utilizarea acestei metode de determinare a multimii parametrilor este
problematica. Pot exista mai multe maxime locale la care algoritmul va converge si se
cere deci incorporarea anumitor mijloace pentru a incerca sd se scape de aceste

maxime locale. De aceea, este cruciald o estimare initiald buna.
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O metoda alternativa si mai simpla este cea in care faza se desfasoara si se modeleaza
functia de faza utilizand tehnici de regresie. Faza instantanee se obtine atunci din date
si are forma:

Im {z [n]}
Re {z [n]}

Rezolvarea ecuatiei (1.72) nu este simpli. In consecinti existi probleme de calcul cu

() [n] = arctg (1.72)

,desfasurarea” fazei, in special la rapoarte semnal pe zgomot reduse. Presupunand
amplitudinea constantd, modelul polinomial al lui (1.72) poate fi exprimat in forma
matriciala ca:

® =Xa (1.73)
unde @ este vectorul de observare al fazei desfasurate, a este vectorul parametrilor,

iar X este o matrice de constante. Cele trei matrici sunt definite dupa cum urmeaza:

@ =[®[0], d[1],...,d[N-1]] (1.74)
az[ao,al,az,...,apf (1.75)
1 0 0 |
1

X=(1 2 - 2 (1.76)

1 N-1 - (N-1)"

Solutia in sensul erorii medii patratice minime, pentru vectorul de parametri a,

considerand un zgomot aditiv, de medie nula, este:

a=(X'X) X'® (1.77)
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CAPITOLUL 2

Utilizarea filtrului Kalman in estimarea parametrilor
semnalelor chirp

2.1 Filtrul Kalman

2.1.1 Aprecierea contributia lui Rudolf E. Kalman

Rudolf Emil Kalman (19 Mai 1930) este cunoscut, In principal, pentru tehnica de
filtrare liniard pe care a dezvoltat-o Intre anii 1959-1961 (din 1960 in colaborare cu
Richard Bucy) [KAL60], [KAB61] pentru a elimina zgomotul nedorit dintr-un flux de
date prin calculul recursiv. Filtrul Kalman este folosit pe scara larga atat in sisteme de
localizare si navigare, identificare radar, clasificare sonar, si determinarea orbitei
satelitilor (de exemplu, pentru misiunile Ranger, Apollo si Mariner), cat si in domenii
diverse cum ar fi prelucrarea datelor seismice, instrumentatia pentru echipamente

nucleare, si econometrie.

In anul 1985, a fost unul dintre laureatii premiului Kyoto, inaugurat in acel an de citre
Fundatia Inamori din Japonia. Premiul Kyoto este supranumit si ca ,,premiul Nobel
japonez”. Recunoaste ,activitati intelectuale sau creative exceptionale care au

imbogatit semnificativ experienta umana,” dar care sunt in afara celor cinci categorii
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desemnate anume in testamentul lui Alfred Nobel. Kalman a primit primul premiu

Kyoto in domeniul tehnologiei avansate.

Sontag si Yutaka Yamamoto de la Universitatea Kyoto, ambii fosti studenti de-ai lui

Kalman, au oferit urmatorul rezumat al contributiei lui Kalman pentru SIAM News:

In timpul anilor 1960 Rudolph E. Kalman a fost liderul in dezvoltarea unei
teorii riguroase a sistemelor de control. Printre multele sale contributii
covarsitoare se afla formularea si studiul majoritatii notiunilor fundamentale
asupra spatiului starilor (incluzdnd aici controlabilitatea, observabilitatea,
minimalitatea, realizabilitatea din datele de intrare/iesire, ecuatiile matricei
Riccati, controlul linear-patratic, si principiul separarii) care sunt folosite azi
in lumea intreagd. In timp ce unele din aceste concepte au fost intdlnite si in
alte contexte, cum ar fi teoria controlului optimal, Kalman a fost acela care a
recunoscut rolul central pe care acestea il joaca in analiza sistemelor.
Paradigmele formulate de Kalman si rezultatele de baza pe care le-a stabilit
au devenit o parte intrinseca a fundamentelor teoriei sistemelor si a
controlului i reprezinta instrumente standard atdt in cercetare cdt si in partea
de expunere, de la manuale pentru ingineri pana la monografii de cercetare in
matematicd adresate absolventilor de universititi. In timpul anilor 1970
Kalman a jucat un rol important in introducerea tehnicilor algebrice si
geometrice in studiul sistemelor de control liniare si neliniare. Activitatea sa
din anii 1980 incoace s-a concentrat pe legatura intre latura teoretica a
sistemelor §i fundamentele statisticii, modelarii econometrice, i identificarii,
ca un complement natural al studiilor sale de inceput asupra minimalitatii §i
realizabilitatii.”

Sursa: http://www.cs.unc.edu/~welch/kalman/siam_sontag.html

2.1.2 Caracteristicile filtrului Kalman

O caracteristica deosebitd a unui filtru Kalman este faptul ca pentru descrierea sa
matematicd se utilizeaza conceptul de spatiu a starilor. O altd trdsdturd care

deosebeste filtrul Kalman de filtrul optimal linear este faptul ca solutia sa se
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calculeaza recursiv. In particular, fiecare noua estimare a stirii se calculeaza pe baza
estimarii anterioare si a noii valori a marimii de intrare, astfel incat numai ultima
estimare trebuie memorata. Pe langa faptul ca elimind necesitatea de a memora toate
datele de intrare anterioare, un filtru Kalman este mai eficient din punctul de vedere a
efortului de calcul decat algoritmii care realizeaza la fiecare recursie estimarea directa
din toate datele observate anterior. Aceste caracteristici reduc volumul de calcul
necesar implementarii filtrului Kalman pe un calculator. Filtrul Kalman este in esenta
un set de ecuatii matematice, care implementeazd un estimator de tip

predictor/corector.

Teoretic, filtrul Kalman este un estimator. Practic este una dintre cele mai mari
descoperiri in istoria teoriei estimdrii statistice. Cele mai importante aplicatii au fost
acelea de control al sistemelor dinamice complexe ca: avioane, vapoare sau nave
cosmice. Filtrul Kalman este de asemenea folosit pentru predictia evolutiilor viitoare
ale sistemelor dinamice pe care oamenii nu le prea pot controla, spre exemplu: cursul

raului In timpul inundatiilor, traiectoria corpurilor ceresti, etc.

Ar putea fi ciudat ca termenul “filtru” si fie asociat unui estimator. In general un filtru
este un dispozitiv fizic utilizat pentru Inlaturarea partilor nedorite din amestecuri. La
origini un filtru rezolva problema separarii componentelor nedorite din amestecurile
gaze, lichide si solide. Apoi a fost aplicat circuitelor analogice care “filtreaza”
semnalele electronice. Aceste semnale contin componente de diferite frecvente iar

dispozitivele fizice de filtrare atenueaza preferential frecventele nedorite.

Acest concept a fost extins In anii 1930 si 1940 la separarea ’semnalelor utile” de
”zgomot”, ambele fiind caracterizate prin densitdtile spectrale de putere. Kolmogorov
si Wiener au folosit caracterizarea statistica a distributiilor de probabilitate pentru a

obtine un estimat optimal al semnalului, fiind datd suma dintre semnal §i zgomot.

Odata cu filtrarea Kalman, termenul a primit o semnificatie mult diferita de ideea
originald de separare a componentelor dintr-un amestec. Acesta include acum si
solutia unei probleme de inversare, in care se stie reprezentarea variabilelor

masurabile in functie de variabilele de interes. In esentd, filtrul Kalman inverseaza
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aceastd relatie functionald si estimeaza variabilele independente (mésurabile). Aceste

variabile de interes pot fi si dinamice, cu o dinamica previzibild doar partial.

Filtrarea
Kalman
Media L.S. Sisteme
stohastice
Cele mai Teoria Sisteme
mici patrate probabilitatii dinamice

Fundamente matematice
Figura 2.1. Concepte fundamentale in filtrarea Kalman

In figura 2.1 se prezinti subiectele principale ce formeazi fundamentele teoriei
filtrarii Kalman. Chiar dacad aceasta prezinta filtrarea Kalman ca si varful piramidei,
ea insasi constituie o parte a fundamentelor unei alte discipline — teoria controlului

“modern” - si formeaza o parte din teoria deciziei statistice [MOAO1 pp.3].

Filtrul Kalman este rezultatul unui proces evolutionar de idei desfasurat pe parcursul
mai multor secole. In figura 2.2 sunt prezentate initiatorii metodei de estimare

optimale prin perspectiva istorica.

1300 1600 1700 1800 19||DD 2000
Cardano Markov
Galileo Cholesky
Fermat Fisher
Pascal Wiener
Huygens Eolmogorov
Newton Itd
Bemoulli Schmidt
Riccati Swerling
Baye:z KALMAN
Piazzi Stratonovich
Laplace Kailath
Legendre Bucy
Gauss Potter
Maxwell Biemman
Thiele Carlson
1500 1600 1700 1800 1900 2000

Figura 2.2. Initiatorii metodei de estimare optimale prin perspectiva istorica
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Aceasta listd nu este exhaustiva, dar ar trebui sd ofere o idee asupra perioadelor de
timp. Figura acoperd doar o jumdtate de mileniu, dar studiul si dezvoltarea
conceptelor matematice datoreazd la momente mult mai indepartate in istorie,

[MOAO1 pp.6].

2.2 Algoritmul filtrului Kalman standard discret

Filtrul Kalman estimeazd un proces utilizand o forma de control cu reactie: filtrul
estimeaza stdrile procesului pentru un anumit moment si obtine apoi reactia in forma
unor masuratori. Astfel, ecuatiile filtrului Kalman, se regasesc in doua grupuri: ecuatii
de predictie a starii si ecuatii de reactualizare in masurari. Ecuatiile de predictie sunt
responsabile pentru a proiecta inainte (in timp) starile curente §i estimdrile de
covariantd ale erorilor, in vederea obtinerii estimdrilor a priori pentru urmatorul
moment. Reactualizarea ecuatiilor de masurare sunt responsabile pentru reactie, de
exemplu in a Incorpora rezultatul unei noi masurari in estimatul a priori pentru a

obtine o estimare a posteriori mai buna.

2.2.1 Reprezentarea semnalelor in spatiul starilor

O ecuatie de proces are forma:

x[n+1]=F[n+1|n]x[n]+Vl[n] (2.1)
unde F[n+1|n] este o matrice de tranzitie a starilor de dimensiune M x M ce este
cunoscutd si care exprima legatura dintre starile sistemului la momentele n+1 si n.
Vectorul v, [n] de dimensiune M x1 reprezintd semnalul de intrare a procesului. De

obicei, In cazul abordarii statistice a modelarii sistemului, el este zgomotul de proces,

un proces de zgomot alb cu media nuld, si are matricea de corelatie:

Q [n] , n=k
E CIEL =4 22
[ 4] {o, nk 22
O ecuatie de masurare, ce stabileste vectorul de observatie se exprima prin relatia:
y[n]=Cn]x[n]+v.[n] (2.3)
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in care C[n] este o matrice de masurare de dimensiune NxM cunoscutd. Vectorul

v,[n] de dimensiune Nx1 este denumit zgomot de masurare. Este, de obicei,

modelat printr-un proces de zgomot alb ce are matricea de corelatie:

E{v, [n]v} [k]} = {Qz [n], n=k

2.4
0, , n#k @9

v,[n] pentru n>0. Vectorii de zgomot v, [n] si v,[n] sunt statistic independenti,

astfel ca se poate scrie:

E{v,[n]v} [k]}=0 Vn.k (2.5)

Problema filtrdrii Kalman poate fi acum formulatd dupa cum urmeaza: s se utilizeze
toate datele observate, ce constau din vectorii y[1],y[2],...,y[n], pentru a stabili
pentru fiecare n >1 estimarea de medie patraticdA minima a componentelor starii x[i ]

Ea este denumita problema de filtrare daca i =n, problema de predictie daca i > n si,
in sfarsit, problema de mediere daca 1<i<n . In continuare ne vom concentra asupra
problemelor de filtrare si predictie care sunt strans legate, facand apel la o abordare
bazata pe procesul de inovatii.

Sa presupunem ca dispunem de un anumit vector de stare la momentul de timp #,

notat cu f([n|n —1] , bazatd pe totalitatea informatiei disponibile naintea momentului

de timp n. Mai mult, se cunoaste si matricea de covariantd a erorii de estimare

corespunzatoare momentului de timp n, cu valoarea medie nula:
K[n|n—1] :E{e[n|n—1]e[n|n—1]H}
= E{(f([n]—f([n|n—1])(ﬁ[n]—§([n|n—l:|)H}

Vectorul de predictie a erorii de stare e[n|n—1:| este ortogonal atat pe vectorul de

(2.6)

zgomot de proces v, [n] cat si pe vectorul de zgomot de masurare v, [n] Matricea
K[n|n—1} se foloseste pentru descrierea statisticd a erorii facute prin utilizarea

estimarii X |:n |n - 1] )
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Scopul este de a imbunatati vectorul de stare prezis f([n|n—1] utilizand informatia
suplimentard adusa de valoarea masurata la momentul de timp 7, notata cu f([n|n] ,

se alege sub forma unei combinatii liniare Intre valoarea anterioara f([n|n —1] si
eroarea de predictie la momentul de timp 7 :

&[n|n] = fi[n|n—1]+G[n](y[n]—C[n]§([n|n—I:I) (2.7)
In ecuatia de mai sus factorul G [n] reprezinta castigul Kalman si se determind in asa
fel incat valoarea estimata f([n|n] sd fie optimd conform unui criteriu statistic bine

precizat. In literatura de specialitate este folositi eroarea medie patratica drept criteriu

de apreciere a optimalitatii solutiei si Tn acest caz se demonstreaza ca valoarea optima
a factorului de castig G [n] se poate scrie sub forma [HAY96 p.312]:

-1

G [n] =F [n + 1|n]K[n |n - 1]C [n]H (C [n]K [n |n - IJC[n]H +Q, [n]) (2.8)

Odata calculata matricea de castig Kalman G [n] , se poate utiliza ecuatia (2.7) pentru
a reinnoi cu un nou pas predictia. Cu alte cuvinte, fiind datd vechea predictie
f([n|n - 1] , se calculeaza predictia curenta f([n + 1|n} .

Ecuatia de calcul a matricii de castig Kalman (2.8) nu este utila sub forma actuala,
intrucat pentru determinarea lui G[n] este nevoie de cunoasterea valorii matricii de
autocorelatie a erorii de predictie a starii K[n|n—1]. Pentru a depasi aceastad

dificultate, se deduce in continuare o formula de calcul recursiv pentru matricea

K |:n |n - 1] folosind ecuatii cu diferente de tip Ricatti:
K[n+1|n}:F[n+l|n]K[n]F[n+1|n]H+Q1[n] (2.9)
unde matricea patratd de dimensiuni M xM , K [n] este definitd prin ecuatia de

K[n] = K[ nfa—1]~F[n|n+1]G[n]C[n] K [n}s—1]
= (1=F [+ 1]G[n]C[n]) K n]n—1] (2.10

S-a utilizat aici proprietatea:
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F[n+1|n}F[n|n+l]:I (2.11)
unde I este matricea identitate [HAY96 p.315]. Aceastd proprietate este o consecinta
a definitiei matricii de tranzitie. Relatiile anterioare se aplicd inmod iterativ,
permitand calcularea valorilor prezise ale marimilor de interes la momentul de timp

n+1 pe baza informatiilor disponibile pand la momentul de timp # inclusiv.

Procesul aplicat la intrarea filtrului Kalman constd din datele observate
y[n]:[y[l],y[2],...,y[nﬂ. lesirea filtrului este egald cu vectorul de predictie a
starii f([n+1|n]. Fiind cunoscute matricile F[n+1|n], C[n], Q,[n] si Q,[n]. se
stabileste din ecuatiile (2.8), (2.9) si (2.10) faptul cd matricea de corelatie a predictiei

erorii de stare K[n +1|n} este independenta de marimea de intrare a filtrului y[n] ,
oricare ar fi aceasta. Matricea de castig Kalman G [n] este de asemenea independenta
de y[n] . In consecinta, matricea de corelatie a predictiei erorii de stare K[n +1|n}, si
matricea de castig a lui Kalman G[n] pot fi calculate inainte ca filtrul Kalman sa
intre propriu-zis in operare. Utilizdnd matricea de corelatie KI:n+1|n:| pentru a

furniza o descriere statistica a erorii vectorului de predictie a starii f([n + 1|n}, aceasta

poate fi examinatd pe baza filtrului Kalman care produce o realizare a unui sistem
fizic care prezinti interes. In acest fel, se poate stabili daci gradul de satisfactie oferit

de solutia furnizata de filtrul Kalman este convenabil.

2.2.2 Conditii initiale

Pentru a pune in miscare algoritmul filtrului Kalman este obligatorie specificarea
conditiilor initiale. Starea initiala a procesului descris prin ecuatia (2.1) nu se cunoaste
cu precizie. Ea se descrie de obicei prin media si matricea sa de autocorelatie. In
absenta oricdrei date observate la momentul n =0, putem alege drept estimare de

predictie initiald valoarea:
x[1/0]=E{x[1]} (2.12)

iar drept matrice de autocorelatie:
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K[1)0] =E{(x[l]—E{x[l]})(x[1]—E{x[1]})H} ~11, (2.13)
Aceastd modalitate de selectare a conditiilor initiale nu numai ca satisface intuitiv dar
are de asemenea avantajul de a furniza o estimare filtratd a starii f([n|n] care este
nedeplasatd. Presupunand ca vectorul de stare x[n] este de medie nuld, putem
simplifica relatiile (2.12) si (2.13) impunand:
x[1j0]=0 (2.14)
si

K[1jo]=£{x[x[1]"} = m, 2.15)

Mecanismul de operare a filtrului Kalman poate fi reprezentat sugestiv prin schema

bloc din figura 2.3.

K[n|n—1] lf([n|n—1]

Cagtig Kalman
G[n]

[
»

A 4

Actualizare

\4

Predictie
K[n+1jn]

Figura 2.3. Schema bloc a filtrului Kalman

Filtrul Kalman este de fapt un algoritm de calcul care urmareste minimizarea unei
functii de eroare si nu de interpretarea obisnuitd de sistem cu raspuns selectiv in

frecventa.
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Tabelul 2.1. Algoritmul de filtrare Kalman standard bazat pe predictia intr-un pas

Vectorul procesului de intrare

Observatii: {y[l],y[Z],...,y[n]}

Parametrii cunoscuti

Matricea de tranzitie a starilor: F [n, x[n]]
Matricea de masurare: C [n, x[n]]

Matricea de autocorelatie a vectorului de zgomot proces: Q, [n]

Matricea de autocorelatie a zgomotului de masurare: Q,[n]

Algoritm de calcul n=1,2,3, ...

G[n] =F[n+1|n]K[n|n—1]CH [n](C[n]K[n|n—l]CH [n]+Q2 [n])fl
a[n]:y[n]—C[n]f([n|n—1]
f([n+1|n]:F[n+1|n]f([n|n—l]+G[n]a[n]

K[n] :K[n|n—1]—F[n|n+1]G[n]C[n]K[n|n—l:|

K[n+1|n} :F[n+1|n]K[n]FH [n+1|n:|+Q1 [n]

&[1jo]=£[x[1]]
K[1)0] =E[(x[l]—E[x[lH)(x[l]—E[X[I]J)H} -1,
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2.3 Model in spatiul starilor pentru semnale
nestationare cu variatia fazei de tip polinomial

Se considerd un semnal nestationar in timp discret, y[n] ,unde n este timpul normat,
de forma:
y[n] = AcosCD[n] (2.16)

in care © [n] este un polinom de forma:

CD[n] =Zaknk (2.17)
Frecventa instantanee, la momentul normat », se determina cu:
1 M
fl.[n]z—Z:kaknk_l (2.18)
2r'a

Se vede imediat cd, In masura in care cunoastem coeficientii a, +a,, ai polinomului

ce descriu faza, putem determina frecventa instantanee, pentru aceastd clasa de
semnale.
Pentru a stabili coeficientii polinomului sau frecventa instantanee, se poate recurge la

doua clase de metode:

e metode neparametrice, ce recurg la reprezentarile timp-frecventa [GOR99],
[BOA92], [BOB92]

e metode parametrice, acestea se bazeazd pe existenta unui model plauzibil
pentru semnal, model in care sunt determinat valorile parametrilor care il

individualizeaza [GAL02], [BIG02], [BOP95], [VID95].

Se pune problema in continuare a gasirii unui model al semnalului in spatiul starilor si

apoi determinarea parametrilor semnalului prin filtrarea Kalman standard.

In principiu, daca starea unui sistem este descrisa de vectorul de stare x[n] de care se

ia cunostintd numai prin valori masurate, grupate in vectorul y [n] , avem:

x[n+1]:Fx[n]+G[n] (2.19)
y[n]=Hx[n]+w][n] (2.20)
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relatii in care vectorul G[n] joaca rolul unei excitatii, dar poate reprezenta si numai

un zgomot. Vectorul w|n] este un vector de zgomot. Matricea F se numeste matrice

de tranzitie, iar matricea H reprezintd matricea de masurare. Se cautd un model,
conform ecuatiilor (2.19) si (2.20), pentru semnalele de faza polinomiala, afectate de

zgomot aditiv, alb, gaussian si de medie nula.

2.3.1 Modelul de semnal afectat de zgomot

Daca y[n] este semnalul de forma (2.16), semnalul analitic corespunzaitor, este
Aexp{ jCD[n]}. Putem masura valorile acestui semnal, dupd ce au fost afectate de
zgomotul aditiv alb, gaussian w[n] , de medie nula si dispersiec o”. Se consideri ci
zgomotul w[n] are forma:

w[n] =W, [n]—i—jw, [n] (2.21)
cu w, [n] si w, [n] notandu-se coeficientii partilor reala si imaginara. Daca cele doua

componente sunt necorelate si ca urmare a repartitiei gaussiene independente sunt de
dispersii egale, atunci:

2

E{wy[n]w,[n+k]} = %§[k] (2.22)
Efo o [}y = 2 5[4] 2.23)
E{w,[n]w,[n+k]}=0, Vke N (2.24)

unde E{-} reprezinta operatorul de mediere statistica.
Un astfel de zgomot este denumit in literatura zgomot circular (Anexa 1) [MTKO00].
2.3.2 Aproximarea lui Tretter

Semnalul masurat, y[n], va avea forma:

y[n]=Aexp{jCD[n]}+w[n] (2.25)
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unde, w[n], este un zgomot alb, gaussian, de medie nula si dispersie . In prezenta
zgomotului aditiv w[n] , este imposibild gasirea unui model de stare liniar capabil sa

descrie exact semnalul y[n] In continuare descriem aproximarea lui Tretter. Cu

ajutorul unei dezvoltari Taylor finite, transformam zgomotul aditiv in doud zgomote:
un zgomot al fazei si un zgomot al amplitudinii. Modelul astfel obtinut poate fi scris
sub forma unui model de stare liniar care ramane apropiat de semnalul o estimare de
stare optimd. Determindm deci amplitudinea si coeficientii fazei semnalului prin

relatii algebrice exacte, legand acestea de componentele stérii estimate.

Ecuatia (2.25) se poate modifica si devine:
1 . .
y[n] = A(1+Zw[n]exp{—]d)[n]}j-exp{]d)[n]} (2.26)
Asa cum rezultd din Anexa 1, w[n]exp{— j@[n]} este si el un zgomot circular, cu

. . 2 . . . - . . . -
dispersia o~ si dispersiile componentelor reald, v, [n] , 1 cea Imaginara, v, [n] , egale

2

o
cu —.
2
Fie
v[n] = w[n]exp{—j@[n]} =V, [n]—i—jv, [n] (2.27)
Rezulta ca avem:
y[n]=A(l+%v[n]j-exp{j®[n]} (2.28)
unde
lv[n]zz.M (2.29)
A A o
iar, M are dispersia unitari. In consecintd, ordinul de mirime al modulului
o
. v[n] o . . .
termenului —— este —. Vom admite ca au fost facute prelucrarile preliminare de

o

. . g o .
diminuare a efectelor zgomotului, asa ca raportul i este de mult subunitar:

o
—<<1 2.30
y (2:30)
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Este evident ca:
AZ
20

SNR =

2.31)

2

si ca pentru SNR >15dB, %<O.13, acest lucru inseamnd ca relatia (2.30) este

plauzabila.
Avem:

1*%(% [n]+ v [n])| = \/[H v’*/[ln]j +[V’L”]j =1+ VR/[I”] (2.32)
deoarece M

este de ordinul lui E.
A
Mai avem si
1 1
‘I’[n] = Arg(l +ZVR [n]+]zv, [n]) =

(2.33)

In consecinta, ecuatia (2.28) se poate pune sub forma:

y[n]=(4+v,[n])exp {j (CD [1] +#]} (2.34)
Relatia (2.34) aratd ca amplitudinea, A, este afectata de v, [n], iar faza CD[n] este

v, [n]
A

afectata de

. Concluzia privind faza este cunoscutd in literaturd de sub

denumirea de aproximarea Tretter [TRE85].

Se considerd ca semnalului complex, y[n], 1 se atagseazd vectorul ce are ca si

componente coordonatele polare ale semnalului, modulul si argumentul:

y[n] [ b] } (2.35)

Arg {y[n]}

Ecuatia (2.34) se poate scrie, folosind relatia (2.35), sub forma:
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v[n] a7 | el (2.36)
{Arg{ []}] { [n]} Vl[n]

Matricea de covarianta a vectorului de zgomot este (Anexa 2):

R (2.37)
e
210 r

Comparativ cu aproximarea introdusd de Tretter, modelul abordat pentru ordinul I al
semnalului, y[n] , prezentat in ecuatia (2.34), introduce un zgomot suplimentar, ce

< o . o’
afecteaza amplitudinea de varianta, -

In cele ce urmeazd, vom construi un model de stare liniar al unui semnal de
amplitudine variabila §i faza polinomiala bazat pe acest model de abordare a

semnalului.

2.3.3 Vectorul de stare si ecuatia de tranzitie

Cautarea unui model de stare consta in determinarea ecuatiei dinamice vectoriald de
ordinul I asociatd cu o ecuatie de masurare care sd reprezinte semnalul original. In

acest caz, el este obtinut pe baza unei relatii de calcul poliomial, vectorul de stare este

apoi constituit din amplitudinea A4 si faza CD[n] si derivatele sale pana la ordinul M .

Pentru un polinom, P(x) ,de grad M este valabila dezvoltarea 1n serie [BOP95]:

M
P(x,+Ax)=>—P"(x,); Vx,, VAxeR (2.38)
ca urmare a faptului cad toate derivatele sale de ordin mai mare ca M sunt nule.

Pentru derivata de ordin / a polinomului pY (x) , este valabila dezvoltare in serie:

(Ax)'
(k=1)!

M
P (x, +Ax) =Z P (x,); 1=LM Vx,, VAveR (2.39)

L

Identificand P(x) cu ®[n], x, cu n si Ax cu 1, rezulta ecuatiile:
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Vom forma un vector de stare x[n] avand expresia:
x[n]=|4 @[n] ©"[x] @"[x] ... ®"[x]]

si dimensiunile (M +2)><1. Starea urmatoare, la momentul n+1, se

1mediat ca fiind:

x[p+1]=[4 o[n+1] [n+1] @[n+1] .. O [a+1]]

(2.40)

(2.41)

(2.42)

poate scrie

(2.43)

Intre cele doud stari, la momente consecutive se poate scrie o relatie sugeratd de

(2.40) si (2.41):
10 0 0 0
4 ] |g L L g o4 ]

®[n+1] 2 M1 @ [n]

. 1 1 .

() 00 1 — ()
d>" [n+1] _ T S dDH [1]
@ [n+1] | " [n]

: 00 0 O :
' (M-2)! ‘
O n+1]] | s o [ [0Y]])
00 0 0 .. (.

(2.44)

Am obtinut astfel o ecuatie de tranzitie. Comparand (2.44) cu (2.19) rezultd ca

matricea de tranzitie, de dimensiuni (M +2)x (M +2) este:

1 0 0 O 0
o1 L L 1
1 2! M
0 0 1 l !
F= 1! (M -1)! (2.45)
0 0 0 O !
(M-2)!
000 0 .. 1 |
iar vectorul, G[n], este nul:
G[n]=0 (2.46)
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2.3.4 Ecuatia de masurare

Vectorul de masurare are numai doud componente si deci, dimensiunile sale sunt

2x1. Cum vectorul de stare are dimensiunile (M +2)x1, rezultd ci matricea de

masurare H are dimensiunile 2x(M +2). Se vede ci (2.36) se poate obtine din

starea (2.42) prin relatia:

4
o) | Twl]

nl= ‘y[n:” _1 0 0 ... 0 or | R

]Lrg{y[n]}}{o 10 .. o} CD 5[] % (2.47)
(" [n]]

Am obtinut ecuatia de masurare. Comparand (2.47) cu (2.20) rezultd cd matricea de

masurare, de dimensiuni 2 x (M + 2) , este:

H_100...0 48
o1 0 ... 0 (2.48)

In ceea ce priveste vectorul w [n], el trebuie considerat a fi:

ve[]
w[n] = M (2.49)
A

avand matricea de covarianta data de relat ia (2.37).

2.3.5 Legatura intre stare §i coeficientii polinomului fazei

Am determinat un model al semnalului de tip (2.16) in spatiul starilor, prin ecuatiile
(2.44) si (2.47). Se pune problema sd determindm modalitatea de obtinere a

coeficientilor @, +a,, sau chiar a,+a, . Cunoasterea starii inseamna cunoasterea
valorilor 4, ®[n] si o [n], unde /=1,M . Cunoscind ®[n] si o [n], si
inlocuind valorile de regim stationar cu » fixat, in (2.40) si (2.41) obtinem, tinand
seama si de forma (2.17):

(m—k)!

k (n;:z)z

>

k=0

M=

a,n" " =®[n]; n fixat (2.50)

3
Il
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——La n"* =0"[n]; n fixat, =1, M (2.51)

Rezolvand cele M ecuatii liniare (2.51) se determind coeficientii a, +a,, . Adaugand

ecuatia (2.50) se poate determina si a,. In ceea ce priveste frecventa instantanee,

o [n] din vectorul de stare permite obtinerea ei prin relatia:

1

filn]=5 -0 ] (252)
Pentru o clasa de semnale pentru care faza este dependenta de timp printr-un polinom,
s-a determinat un model parametric liniar, In spatiul stdrilor, ce permite filtrarea
Kalman liniar adecvata pentru semnalele nestationare cum sunt si cele descrise prin
relatia (2.17).
Unul din cele mai folosite modele ale unei evolutii In timp a parametrilor de semnal
(in cazul de fatd, amplitudinea) este o parcurgere aleatoare. Mai exact se presupune ca
amplitudinea instantanee a unui chirp prezinta incrementi aleatori cu distributie

gaussiand. Din acest motiv s-a considerat un proces de tip ,,random walk” pentru

amplitudinea variabila:

A[n+1]=A[n]+v[n] (2.53)
unde v[n] este o secventd de scalari aleatori, independenti si identic distribuiti cu
distributia normalda N (O, of). In continuare s-a utilizat un model de semnal cu faza
polinomiald de gradul M =2 cu amplitudine variabila dat de:

y[n]=A[n]exp{jCD[n]}+w[n] (2.54)
unde valoarea reala si pozitiva, A[n] , este amplitudinea variabila, iar, d)[n] este faza

polinomiald determinist exprimata, pentru un semnal chirp liniar cu:
a
d)[n]:En +pBn+y (2.55)

unde coeficientii &, £ si y sunt reale si necunoscute. Zgomotul utilizat este descris

in ecuatiile (2.21) — (2.24).
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2.4 Estimarea parametrilor unui semnal chirp

In acest paragraf se prezinta rezultatele simularilor efectuate asupra unui semnal chirp
afectat de un zgomot complex, alb si gaussian. Pentru a estima parametrii semnalului
chirp afectat de zgomot, am folosit un model adecvat al semnalului cu accent pe faza
sa instantanee dat de ecuatia (2.35), care reprezintd vectorul de observatie a modelului
chirp liniar. Aproximarea lui Tretter [TRE85], aratd ca dacd raportul semnal pe

zgomot din semnalul masurat depaseste 13dB, partea reald a zgomotului afecteaza

doar amplitudinea A[n], pe cind faza ®[n] este afectatd de catre partea imaginard a

zgomotului ciclic. Ecuatia (2.36) poate fi rescrisa in functie de amplitudinea variabila

sub forma:
P IREA Rl e
1 .
argl{y[n]}| [@[n] “Aln]
In consecinti vectorul de observare a zgomotului din ecuatia (2.21), w[n], poate fi

scris sub forma:
T
w[n]= [wR [n] w, [n]] (2.57)
Matricea de corelatie a zgomotului Q,, [n] este formata tinand cont de relatiile (2.22)

—(2.24) s1 descompunerea ecuatiei din (2.36) ca:

10
o,
Qw[n]=70 1 (2.58)
A [n]

Amplitudinea A[n] fiind variabila, Qw[n] este recalculatd pentru fiecare pas din

algoritmul de filtrare. Ecuatia (2.42) poate fi rescrisa in cazul semnalelor chirp cu

amplitudine variabila:

x[n]=[4[x] ®[n] @"[x] ©"[x]] (2.59)
unde
@' [n]=@[n]-@[n-1] (2.60)
si
@ [n]= 0" [n]- 0" [n-1] (2.61)
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Se poate observa ca in timp discret, sunt posibile si alte definitii pentru ecuatiile
(2.60) si (2.61). In mod similar se obtine relatia dintre cele doua stiri pentru doua

momente consecutive:

i St oo ] ;
A[n+1] L1 || Aln]
o[n+1] | T, 21| | @[] o
olnt1]| | o L||®"[n] (2.62)
@ [n+1 U oO[n
o] | Lo

Este vorba de o ecuatie de tranzitie dintre doud stari consecutive fard a lua in
considerare zgomotul de stare. Comparand relatia de mai sus cu ecuatia (2.19), se

deduce matricea de tranzitie:

1 0 0
01~ o
F= Y (2.63)
00 1 —
1!
00 0 1|

=== Semnal de test cu zgomot
Semnal de test

Amplitudine

L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Timp [s]

Figura 2.4. Semnalul chirp inecat in zgomot cu amplitudine variabila
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Ultima ecuatie trebuie addugatd in (2.62) pentru a obtine descrierea completd a

evolutiei starii a unui semnal chirp cu amplitudine variabila:
x[n+1]=Fx[n]+[1 0 0 0] v[n] (2.64)
Rezulta:

G=[1 0 0 0] (2.65)

In final putem rescrie (2.47) astfel:

we [7]
1 0 00
=y § g o]l 260
A[n]
ceea ce inseamna ca matricea observatiilor H este:
H—l 00 ... 0 a6
o1 0 .0 (267)

2.4.1 Algoritmul de filtrare Kalman standard

Problema identificarii sistemului pentru modelul de stare descris de ecuatiile (2.19) si
(2.20) poate fi rezolvatd folosind un filtru Kalman standard. Estimarea vectorului de
stare se realizeazd printr-o modalitate recurenta a filtrului Kalman. Acest filtru este
optim in sensul minimizirii variantei. in plus este stabil la nivel global (altfel spus
independent de conditiile initiale) in cazul modelelor liniare cu procese aleatoare

gaussiene.

Se considera ca vectorul de stare, x[n], si vectorul de zgomot, v [n], sunt
independenti unul fatd de celdlalt. Mai mult, se presupune, cd starea initiala, x[l] ,

zgomotul de observatie, w[n], si zgomotul de stare, v[n] sunt mutual gaussiene si

mutual independente. Prin urmare se stabileste din ecuatia de stare (2.1) ca estimarea

de eroare medie pdtratici minima a starii X[n + 1] de la momentul de timp #n+1, fiind

date de observatiile facute pana inclusiv la momentul 7, este:

f([n|n—1]:Fx[n|n]+v1 [n|n] (2.68)
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Avénd in vedere ca vectorul de zgomot v, [n] este independent de observatiile, y[1],
y[2], ooy y[n] , rezultd cd estimarea de medie patraticdi minimd a zgomotului de
stare, Vll:l’l|l’l:| este nula.

Recursia ecuatiei de masurare

K[n]=R|:n|n—1]HT (HR|:11|11—1]HT+(A)W[n])_1 (2.69)
f([n|n:|:f([n|n—1]+K[n](y[n]—H§([n|n—1]) (2.70)
R[n|n|=R[n|n-1]-K[n]HR | n|n—1] (2.71)

Recursia ecuatiei de stare

f([n+1|n:|:F§([n|n:| (2.72)

R[n+1|n]=FR[n|n|F" +GG o] (2.73)

In relatia (2.69), K[n] este matricea de castig Kalman la momentul ». Deoarece nu

se poate determina o valoarea exactd a matricii de corelatie, aceasta se estimeaza prin

A

Qw[n] , matrice calculatd in fiecare pas al algoritmului Kalman, utilizdnd relatia

demai jos:
. ol 1 0
Q. [7] _7{0 1/,212 []n —1]] (2.74)

Pentru a evalua parametrii semnalului chirp cu amplitudine de tip ,,random-walk”,

descrisi de vectorul urmator:
o[n]=[4[n] » B ] (2.75)
se foloseste relatia (2.76):
0[n]=CF'%[nn] (2.76)
unde matricea C este o matrice diagonala dat de relatia (2.77):

0 0 O
1 0 O
01 O
0 0 05

(2.77)

S o o =
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Pentru a implementa modelul in spatiul starilor introdus mai sus, am folosit
transformarea Hilbert urmata de calcule de modul si faza pentru a obtine coordonatele
carteziene ale descompunerii a ecuatiei (2.35). Aceste date reprezintd vectorul de
intrare masurat pentru un algoritm de filtrare Kalman bazat pe predictie de un pas

implementat in mediul de programare MATLAB.

2.4.2 Rezultatele cercetarii

Semnalul chirp folosit pentru testare este reprezentat in figura 2.4. El are o lungime de

5000 esantioane, frecventa sa instantanee variaza liniar intre valorile 200Hz si 800Hz

iar frecventa de esantionare este 5000Hz. Zgomotul de observare utilizat w[n] este

alb, gaussian, de medie nuld si cu un raport semnal pe zgomot SNR=20dB. Pentru a
intelege mai bine efectele filtrului Kalman pe semnalele cu fazd polinomiala, figura
2.5 aratd estimarea frecventei instantanee si figura 2.6 prezintd estimarea amplitudinii

pentru semnalul de test, [GCNO6].
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Figura 2.5. Estimarea frecventei instantanee a semnalului chirp
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***** Semnal cu zgomot
25 Semnal estimat I

150 PRR & '
I ol AN !
[ L | ] \M‘U ) ) : Rp | ) ) |
oy 1l |l ‘1 B | I ‘? . n " |

Amplitudine

05 " | ]

O L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Timp [s]

Figura 2.6. Estimarea amplitudinii a semnalului chirp

’

Analizand figura 2.6 se observa ca este aplicabil modelul de tip ,random walk’
utilizat pentru amplitudinea variabild a semnalului chirp. Estimarea amplitudinii
variabile in prezenta zgomotului gaussian a fost realizata cu succes.

In continuare sunt prezentate rezultatele simulirii care s-au efectuat pentru estimarea
parametrilor semnalului chirp in prezenta zgomotului aditiv si gaussian utilizand

algoritmul de filtrare Kalman liniar.

Valorile exacte ale parametrilor semnalului sunt: o =7.5398x107, B=0.2513 si
y=r/2. Zgomotul de stare v[n] este alb, gaussian, de medie nuld si de dispersie
o =1.799x10".

Figurile 2.7, 2.8 s1 2.9 ilustreaza convergenta parametrilor «, f si y ai semnalului

chirp.
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Figura 2.7. Estimarea coeficientului o

0.9 1

0.28 |

0.27 |

Coeficient p

©
N
a1
|

0.24

0.23}+

0.22

o
N
o

=nmmm \/gloare reala
Valoare estimata

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08

Timp [s]

Figura 2.8. Estimarea coeficientului f

0.9 1

57

BUPT



Utilizarea filtrului Kalman in estimarea parametrilor semnalelor chirp

=nnmnnm \/gloare reala
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Figura 2.9. Estimarea coeficientului y

In urma simulirilor efectuate se observa din figurile 2.7, 2.8 si 2.9 ci filtrul Kalman
standard converge foarte rapid spre valorile cautate. Astfel, se poate spune cd toti
parametrii au fost corect estimati in mai putin de 0.3 secunde.

Faza initiald a semnalului este parametrul cel mai dificil de estimat dat fiind faptul ca

aceasta estimare este obtinutd plecand de la estimarile altor parametri ai fazei.

In figura 2.10 este prezentati estimarea frecventei instantanee in doud cazuri diferite.
In primul caz frecventa semnalului chirp variaza liniar intre 200 si 400 Hz, iar in cazul
al doilea variatia acesteia este Intre 200 si 800 Hz. Simuldrile s-au efectuat pentru cate
doud valori diferite ale raportului semnal pe zgomot (SNR=5dB si SNR=10dB). Se
observa ca estimarea frecventei instantanee este mai buna si pentru rapoarte semnal pe
zgomot mici daci panta frecventei instantanee este mai mare. In cazul analizat s-au

obtinut rezultate mai bune pentru frecventa instantanee cuprinsa intre 200 si 800 Hz.
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Figura 2.10. Estimarea frecventei instantanee

In continuare sunt prezentate rezultatele simularii in ceea ce privellte convergenta
parametrilor pentru diferite domenii de variatie ale frecventei instantanee §i pentru

diverse valori ale raportului semnal pe zgomot.

In figurile 2.11 si 2.12 este ilustratd convergenta coeficientului a. In primul caz
frecventa instantanee variaza intre 200 si 800Hz si faza initiald are valoarea /3, iar
in al doilea caz frecventa instantanee are valori cuprinse intre 200 si 400Hz, iar faza
initiald este 7/2. La frecventa instantanee cuprinsd intre valorile 200-800Hz si cu
faza initiald y=n/3 valorile exacte ale parametrului a sunt: SNR=5dB: 0=6.967x107,
SNR=10dB: 0=7.54x107, iar in cazul intervalului 200-400Hz si cu faza initiald y=n/2,
avem: SNR=5dB: ¢=2.528x10" si SNR=10dB: 0=2.513x10".
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Figura 2.11. Estimarea coeficientului a la variatia frecventei instantenee
cuprinsa intre valorile 200-800Hz
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Figura 2.12. Estimarea coeficientului o la variatia frecventei instantenee

cuprinsa intre valorile 200-400Hz

In ambele cazuri estimarea coeficientului o este corecta si la rapoarte semnal pe
zgomot mici. Se observa din rezultatele simularilor cd diferenta intre cele doud cazuri

este nesemnificativa din punctul de vedere al vitezei de convergentd catre valoarea

reala.

La frecventa instantanee cuprinsd intre valorile 200-800Hz wvalorile exacte ale

parametrului B sunt: SNR=5dB: B =0.2852, SNR=10dB: B =0.2512, iar in cazul

intervalului 200-400Hz, avem: SNR=5dB: 3 =0.3038 si SNR=10dB:  =0.2513.
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Figura 2.13. Estimarea coeficientului p la variatia frecventei instantenee
cuprinsa intre valorile 200-800Hz
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Figura 2.14. Estimarea coeficientului  la variatia frecventei instantenee

cuprinsa intre valorile 200-400Hz

In figurile 2.13 si 2.14 este ilustratd convergenta coeficientului p. Valoarea fazei
initiald in ambele cazuri s-a considerat egald cu 7 /2. Se observa In ambele situatii o
diferentd intre valoarea reald si valorile estimate la cele doua valori ale SNR-lui.

In figurile 2.15 si 2.16 este ilustrati convergenta coeficientului y. Valoarea fazei
initiale in primul caz s-a considerat egald cuz/3 iar in al doilea caz are valoarea
egald cu /2. In urma simulirilor efectuate pentru estimarea coeficientului y, s-au

constatat cazuri de divergenta la valori ale SNR-lui egale cu 5dB, respectiv 10dB.
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Figura 2.15. Estimarea coeficientului y la variatia frecventei instantenee
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Tabelul 2.2. Erorile relative ale parametrilor estimati in cazul variatiei frecventei instantanee
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Figura 2.16. Estimarea coeficientului y la variatia frecventei instantenee

Eroare ey ep €q
Valoare Convergentd | 5.25% | 1.47x107%
SNR=5dB slabi
Valoare Convergentd | 0.01% | 2.74x107%
SNR=10dB slabi
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Tabelul 2.3. Erorile relative ale parametrilor estimati in cazul variatiei frecventei instantanee

cuprinse intre valorile 200-800Hz

Eroare ey ep €q
Valoare Convergentd | 3.39% | 5.72x107%
SNR=5dB slaba

Valoare Convergentd | 0.01% | 2.00x107%
SNR=10dB slabi

Valoare 0.32% 0.01% | 2.00x107%
SNR=20dB

O madsurd obiectivd a calitatii estimarii prin filtrarea Kalman a valorii frecventei

instantanee RMSE este defini

ta prin:

o = e[ 0= )

unde [ [n] este frecventa instantanee al semnalului de test, sau de referintd si
£ [n] reprezinta valoarea estimata a frecventei instantanee prin filtrarea Kalman, iar

E { } este operatorul de mediere statisticd. Aceste rezultate confirmate de un numar

important de simulari arata cad filtrul Kalman standard utilizat in aproximarea lui

Tretter este performant n estimarea parametrilor unui semnal chirp inecat in zgomot

alb si gaussian.
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Figura 2.17. Variatia RMSE in functie de SNR in cazul estimarii amplitudinii
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Figura 2.18. Variatia RMSE in functie de SNR in cazul estimarii frecventei

2.4.3 Concluzii

Rezultatele obtinute confirmd aproximarea lui Tretter ca atata timp cat raportul
semnal pe zgomot (RSZ) depaseste 13dB, modelul liniar al semnalului chirp este
satisfacator. Pentru a evalua performantele filtrului Kalman in estimarea frecventei si
a amplitudinii pentru semnale chirp liniare cu amplitudine variabila, figurile 2.17 si
2.18 arata ca raportul semnal pe zgomot afecteazd RMSE-ul acestor parametrii. Ca si

e eyt

parametrii semnalelor chirp afectate de zgomot alb, gaussian.
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CAPITOLUL3

Identificarea parametrilor semnalelor cu faza
polinomiala cu filtrul Kalman extins

3.1 Filtru Kalman extins

3.1.1 Prezentarea filtrului Kalman extins

Asa cum s-a descris in capitolul anterior, filtrul Kalman rezolva problema de estimare

a starii, x[n], a unui proces controlat in timp discret, guvernat de o ecuatie

diferentiald stohastica liniara. Dar ce se intamplad daca procesul care trebuie estimate
si relatiile de masurare ale procesului sunt neliniare? Unele din cele mai interesante si
cu succes incununate aplicatii ale filtrarii Kalman, se regésesc chiar in acest domeniu.
O filtrare Kalman care liniarizeaza valoarea medie curenta si covarianta este cunoscut
ca Filtrul Kalman Extins (Extended Kalman Filter, EKF). Dupa modelul dezvoltarii
in serie Taylor, se poate liniariza si estimarea starii In jurul unei estimdri curente.
Astfel, se pot folosi atat derivatele partiale ale procesului cat si functiile de masurare

pentru a calcula estimarile chiar si in situatia unor relatii de legatura neliniare.

O asemenea extindere este fezabila datorita faptului ca filtrul Kalman este descris, in
cazul nostru, prin ecuatii cu diferente finite. Trebuie subliniat faptul cd o asemenea

extindere nu este posibild in cazul filtrului Wiener, intrucat notiunea de raspuns la

65

BUPT



Identificarea parametrilor semnalelor cu faza polinomiala cu filtrul Kalman extins

impuls (pe care se bazeaza filtrul Wiener) are sens doar in cazul sistemelor liniare.
Aceastd observatie reprezintd un avantaj major al filtrului Kalman in raport cu filtrul
Wiener. Trebuie subliniat cd o imperfectiune a algoritmului EKF este aceea ca
distributia, sau densitatea in cazul continuu, unei variabile aleatoare nu mai este una
normald in urma trecerii ei prin transformari neliniare. Algoritmul EKF este o

estimare ad hoc a stérii, care doar aproximeaza legea lui Bayes prin liniarizare.

Se porneste in dezvoltarea filtrului Kalman extins de la modelul linear standard al

unui sistem dinamic in spatiul stérilor introdus in capitolul anterior:

x[n+1]:F|:n+1|n]x[n]+V] [n] 3.1
y[n]=Cln]x[n]+v,[n] (3.2)
unde v, [n] sl Vv, [n] sunt procese de zgomot alb necorelate si cu media nulad si

matrici de autocorelatie, Q, [n] , respectiv, Q, [n] , definite prin relatiile (2.2), (2.3) si

(2.5) descrise in capitolul 2.

Ecuatiile de definitie ale filtrului Kalman standard corespunzétoare sunt rezumate in
Tabelul 2.1. Se rescriu aceste ecuatii intr-o formad usor modificatd, mai convenabilda

scopului propus.

In particular, se realizeaza recursia pentru estimarea starii sistemului in doi pasi:

> In primul pas se recalculeaza f([n + 1|n] pornind de la f([n|n] :
> 1n al doilea pas, pornind de la fc[n|n —1] se obtine fc[n|n] :
Ecuatia:

f([n+1|n:|:F[n+1|n]f([n|n—1]+G[n]a[n] (3.3)

are o importantd fundamentala, reprezentdnd formula de calcul recursiv utilizatd in

cazul filtrului adaptiv Kalman standard. Ea evidentiaza faptul ca estimarea de medie

patraticd minima, f([n + 1|n] a stdrii unui sistem dinamic linear, poate fi calculata prin
addugarea la estimarea stirii anterioare a sistemului f([n|n —1] multiplicatd cu

matricea de tranzitie a starii F[n+1|n], a unui termen de corectie dat de produsul
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G[n]a[n]. Pentru a stabili estimarea filtrata f([n|n] , multiplicdim ambii termeni ai
ecuatiei cu inversa matricii de tranzitie F [n + 1|n] :

f([n|n] =F"' [n+1|n]§([n+l|n] (3.4)
Relatia (3.4) aratd ca pornind de la solutia problemei predictiei intr-un pas, care este
estimarea de medie patraticdA minima f([n+1|n:| , putem determina estimarea filtrata
corespunzatoare f([n|n] prin multiplicarea lui f([n +1|n:| cu inversa matricei de

tranzitie a starilor, F~' [n + 1|n] . Aceasta recursie face apel la inlocuirea ecuatiei (3.3)

in (3.4) si definirea unei noi matrici de castig Kalman. Matricea de castig Kalman

astfel definit este:

G, [n]=F"'[n+1|n]G[n] (3.5

In aceste conditii, algoritmul de filtrare Kalman este descris prin urmatoarele ecuatii:

R[n+1jn]=F[n+1n]x[n[n] (3.6)
R[n|n]=x[n|n-1]+G.[n]a[n] (3.7)
a[n]=y[n]-C[n]&[n|n-1] (3.8)

G, [n]=K[nfa-1]C" [n)(C[n]K [a]n-1]C" [1]+Q;[n])" (3.9)
K[n-+1jn]=F[n+1|n K [n]F" [n+1]n]+Q, 1] (3.10)
K[n]=(1-G,[n]C[n])K[n|n-1] (3.11)

In continuare, se abordeaza un model pentru sistemul dinamic. In loc de ecuatiile de

stare (3.1) si (3.2), se utilizeazd modelul alternativ:

x[n+1]=F[n+1|n]x[n]+v1[n]+d[n] (3.12)
y[n]:C[n]x[n]+v2 [n] (3.13)
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unde, d[n] , este un vector cunoscut. Se verifica usor in acest caz ca ecuatiile Kalman

(3.6) pand la (3.11) raman nemodificate, exceptie facand prima ecuatie (3.6) care

devine:

ﬁ[n+l|n]=F[n+1|n}§([n|n]+d[n] (3.14)

Aceastd modificare va fi utilizatd la deducerea filtrului Kalman extins ce va fi
efectuatd in continuare. Dupa cum a fost mentionat Tnainte, filtrul Kalman extins este
o solutie aproximativad care oferd posibilitatea extinderii principiului de filtrare

Kalman la modele neliniare in spatiul starilor.

In particular, modelul neliniar, pe care l-am considerat in continuare, are urmatoarea

forma:

x[n+1]:F[n‘x[n]]+vl[n] (3.15)

y[n]=C[n‘x[n]]+v2[n] (3.16)
unde, ca §i mai sus, V, [n] sl v, [n] sunt procese de zgomot alb, necorelate, cu media
nuld si matrici de autocorelatie Q,[n] respectiv Q,[n]. In schimb, aici, functionala

F [n ‘x[nﬂ reprezint o matrice de tranzitie neliniard, posibil variabild in timp.

In cazul liniar, ea se reduce pur si simplu la cazul tratat anterior:

F[n‘x[n]]=F[n|n+l]x[n] (3.17)
in schimb, in cazul general neliniar, prin actiunea functionalei, F[n‘x[n]],

componentele vectorului de stare, x[n] pot fi combinate neliniar. Mai mult, aceasta
dependenta neliniard poate fi si variabila in timp.
Similar, functionala C[n‘x[n]] reprezintd o matrice de masurare neliniara care, de

asemenea, poate fi variabila in timp.

Ideea fundamentala a filtrului Kalman extins constd in [liniarizarea modelului in

spatiul starilor din ecuatiile (3.15) si (3.16) la fiecare moment de timp in jurul celei
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mai recente estimari de stare, care poate fi f([n|n] sau f([n|n - 1] , in functie de forma

particulara a functionalei utilizate. Odatd obtinut modelul liniar, se aplica ecuatiile

standard ale filtrului Kalman. Mai explicit, aproximarea se face in doua etape:

Etapa 1

Se construiesc urmatoarele doud matrici:

OF [n‘x[n]]

FI:n|n+1]= 3
X

(3.18)
x=&[n‘n]

si

oC| n|x
C[n]= % (3.19)
x:i[n‘n—lj

Drept urmare, componenta ij a matricei F[n +1|n} este egald cu derivata partiala a
componentei i a matricei F[n|x:| in raport cu componenta ; a lui x. Similar,
componenta ij a matricei C[n] este egald cu derivata partiala a componentei i a
matricei C[n|x] , in raport cu componenta j a lui x. In primul caz, derivatele sunt
evaluate in f([n|n:| , In timp ce in al doilea caz, derivatele se evalueaza la f(|:n|n —1:|.
Componentele matricilor F[n +1|n} si C[n] sunt cunoscute (adica sunt calculabile),

pentru ca f([n|n:| si f([n|n—1] sunt cunoscute.

Etapa 2

Odata facuta evaluarea matricilor F|:n+1|n] si C[n], acestea sunt utilizate in

continuare la stabilirea aproximatiei Taylor de ordinul intdi a functionalelor neliniare

F[n‘x[n]] si C[n‘x[n]] in jurul valorilor f([n|n] si f([n|n—l]. In particular,
F[n‘x[n]] s C[n‘x[n]] se aproximeaza dupd cum urmeaza:

F[n‘x[n]] ~ F[n‘ﬁ[;ﬂnﬂ+F[n+1|n](x[n]—§([n|n]) (3.20)
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C[n‘x[n]] ~ C[n‘f([n|n—lﬂ+C[n](x[n]—§([n|n—1]) (3.21)

Pe baza ultimelor doud relatii, se poate trece la aproximarea ecuatiilor de stare

neliniare (3.12) si (3.13) prin expresiile care urmeaza:

x[n+1 F[n+1|n:| n]+v1[]+d[n] (3.22)

y[n]=Cln]x[n]+v,[n] (3.23)
In (3.22) si (3.23) s-au introdus doud noi cantitati:

y[n]=y[n ( [ ‘ [n|n lﬂ ]f([n|n—1]) (3.24)
d[n [ ‘ [n|nﬂ F[n+l|n] [n|n] (3.25)

Componentele vectorului y[n] sunt toate cunoscute la momentul de timp »#, i prin
urmare, Y[n] poate fi privit ca un vector de observatie la momentul ». Similar, si

toate componentele vectorului d[n] se cunosc la momentul .

Modelul de stare aproximativ descris de ecuatiile (3.22) si (3.23) este linear si are o
formad matematicd identicd cu modelul descris prin ecuatiile (3.12) si (3.13) de fapt, cu
acest obiectiv In vedere s-a formulat mai devreme modelul din ecuatiile (3.12) si
(3.13). Ecuatiile filtrului Kalman extins sunt, prin urmare, si in acest caz, ecuatiile
Kalman standard (3.7) pana la (3.13) si (3.14) aplicate modelului liniar definit mai

Sus.

Se ajunge la urmatorul set de ecuatii:

f([n+1|n]=F[n‘f([n|nﬂ (3.20)

f([n|n] = f([n|n —1]+G[n](y[n]—C[n‘f([n|n —lﬂ) (3.27)

Tabelul 3.1 prezintd un rezumat al algoritmului de filtrare Kalman extins, in care

matricile liniarizate F[n +1|n} s C[n] sunt calculate din omoloagele lor neliniare pe

baza ecuatiilor (3.18) si (3.19). Fiind dat un model de sistem in spatiul starilor descris
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prin ecuatiile (3.15) si (3.16), se poate utiliza acest algoritm pentru a calcula estimarea

de stare recursiv.

Dacd se comparda ecuatiile algoritmului de filtrare Kalman extins cu ecuatiile
algoritmului de filtrare Kalman standard date prin relatiile (2.7) pana la (2.10),

observam faptul ca singurele diferente dintre ele apar la calculul vectorului de inovatii

si a estimarii vectorului de stare f([n + 1|n] In detaliu, termenii liniari
F[n +1|n]§([n|n} si C[n]f([n|n —1] de la filtrul Kalman standard sunt inlocuiti prin
termenii  aproximativi, F[n‘ﬁ[n|nﬂ si C[n‘f;[;ﬂn —1]] respectiv de la filtrul

Kalman extins.
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Tabelul 3.1. Algoritmul filtrului Kalman extins

Vectorul procesului de intrare

Observatii: {y[l],y[2],...,y[n]}

Parametrii cunoscufi

Matricea de tranzitie a stirilor: F [n ‘x[n]]
Matricea de misurare: C[n‘x[n]]

Matricea de autocorelatie a vectorului de zgomot proces: Q, [n]

Matricea de autocorelatie a zgomotului de masurare: Q, [n]

Algoritm de calcul n=1,2,3,...

G, [n]=K[nln-1]C" [n)(C[a]K [n]n-1]C" [n]+Q[x])
a[n]=y[n]-C|n[}[n]n-1]]
K[n+1jn)=5[nln-1]+G.[n]a[n]

x[n+1}n]=F[ n[x[n]n]]
K[n]=(1-G,[n]C[n])K[n|n~1]

K[n+1|n} :F[n+1|n]K[n]FH [n+1|n:|+Q1 [n]

<o)~ 2101
K[1)0]= E[(x[l]—E[x[l]])(x[l]—E[x[l]])q ~1I,
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Observatie

Matricile liniarizate F[n+1|n] si C[n] sunt calculate din omoloagele lor neliniare

F [n ‘x[n]] si C[n ‘x[n]] prin utilizarea relatiilor (3.18) si, respectiv (3.19).

Filtrul Kalman este un sistem in timp discret, liniar, de dimensiuni finite, a carui
implementare se adecveaza bine calculatorului electronic. O proprietate fundamentala

a filtrului Kalman este aceea ca el conduce la minimizarea urmei matricii de

autocorelatie a erorii de stare filtrate K[n] Aceasta, inseamna ca filtrul Kalman este

estimatorul liniar de variantd minimd a vectorului de stare x[n].

Filtrul Kalman a fost utilizat cu succes la rezolvarea multor probleme tehnice si
stiintifice. Mai mult, filtrul Kalman furnizeazd cadrul general pentru dezvoltarea
tuturor algoritmilor cunoscuti din familia filtrelor adaptive RLS. Acest lucru a fost
demonstrat intr-o lucrare din 1994 a lui Sayed si Kailath [SAY94]. Drept urmare, s-a
aratat perfecta echivalentd dintre problemele intalnite in filtrarea adaptiva a
semnalelor si cele rezolvate prin filtrare Kalman in automatica. S-a deschis astfel

calea aplicarii si in prelucrarea digitald a semnalelor a acestor rezultate.

3.2 Identificarea semnalelor cu faza polinomiala prin
utilizarea filtrarea Kalman extins

3.2 1 Introducere

Semnalele cu faze polinomiale sunt frecvent intalnite in multe aplicatii de prelucrarea
semnalelor. Ele sunt semnale nestationare avand o frecventd instantanee ce are o
variatie rapida. Estimarea parametrilor semnalelor cu faze polinomiale afectate de
zgomot aditiv, gaussian s-a bucurat de un interes considerabil in literatura de
specialitate in special in prelucrarea semnalelor. Au fost folosite pentru rezolvarea

acestei probleme mai multe metode de identificare [BBO92].
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Aceste abordari accepta solutia in forma unui filtru Kalman liniar, [PAR90], [TRE85],
[GALO7] care este algoritmul optimal atunci cand modelele semnalelor sunt considerate
liniare s1 amandoud zgomote, de stare si de observatie, sunt de tip aditiv i gaussian. Un
model liniar poate fi obtinut folosind o aproximare Tretter, care presupune cd zgomotul
gaussian are componentele de amplitudine si faza necorelate.

Cum modelul liniar Tretter [TRE85] lucreaza satisfacator atita timp cat SNR-ul
depaseste 13 dB, la nivele mici ale SNR-ului se vor folosi modele neliniare si proceduri
de filtrare Kalman extinsd [KAA98], [DJEOS], [DJEO6] care considera o linearizare

locald ce foloseste extinderea sirului Taylor de ordinul intéi a ecuatiilor neliniare.

In acest capitol am considerat estimarea parametrilor unui semnal nestationar de
amplitudine variabild, care este un semnal avand faza sub forma unui polinom de gradul
doi, perturbat de un zgomot aditiv si gaussian. Algoritmul EKF dezvoltat in teza in
comparatie cu filtrul Kalman standard inldturd incertitudinile asupra fazei prin

inlocuirea semnalului real cu reprezentarea lui in forma analitica.

Un dezavantaj al algoritmului EKF este numarul important de cazuri de divergenta
care apar chiar si la rapoarte SNR mari. Pentru a depasi aceastd limitare, algoritmul
EKF prezentat foloseste o procedurd ce estimeaza adaptiv dispersia zgomotului cu

scopul de a compensa efectul termenilor de ordine mari neglijati prin liniarizare.

3.2.2 Reprezentarea in spatiul starilor neliniare a semnalelor cu faza
polinomiala

Un semnal complex de fazd polinomiala y[n] avand amplitudine variabild si perturbat

de zgomotul aditiv, w[n] este exprimat prin:
M
y[n]=4 [n]exp(jq) [n]) +w[n]=4 [n]exp(ijmJ—i— w(n] (3.28)
i=0

unde valoarea pozitiva, A[n] este amplitudinea semnalului care poate fi constant sau
variabil in timp iar d)[n] este o faza deterministd de ordin M avand coeficientii

b,i=0,...,M presupusi a fi reali si necunoscuti. Zgomotul aditiv este considerat

l
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complex, alb si gaussian, avind medie nula si dispersie o . Zgomotul poate fi scris sub
forma:

w[n] =W, [n]+jw, [n] (3.29)

unde wy [n] si w, [n] reprezinta partea reala respectiv imaginara a zgomotului analitic

cu cele doua componente necorelate si ca urmare a repartitiei gaussiene independente
sunt de dispersii egale. Un semnal analitic avand aceste proprietati se numeste zgomot

ciclic [TKMOO].

3.2.3 Modelul in spatiul-starilor §i ecuatia de tranzitie

Modelul in spatiul-starilor si ecuatia de tranzitie a unui semnal cu fazd polinomiala

poate fi obtinutd ludnd ca si punct de plecare dezvoltarea in serie Taylor a fazei

polinomiale de ordin M , (I)[n] cu [GALO7], [TKMOO]:

®[n+1]= Zi%cp(")[n] (3.30)
! SR k
d)()[n+1]=kz_;(k_l)!®()[n], I=1,M (3.31)

unde, ® [n] , reprezinta diferenta finitd de ordinul k£ a functiei de faza:

o [n]= @ [n]-0* I [n-1], k=1,M (3.32)
Se observa ca in timp discret sunt posibile si alte definitii pentru (3.32) [BBO92].

In scopul de a obtine reprezentarea exacti a amplitudinii variabile ale SFP, am definit

urmatorul vector de stare x[n] de dimensiune (M +2)x1:
x[n]=[4[n] ®[x] ®"[n] ®¥[n] .. &*[a]] (3.33)

Considerand doar variatii ale fazei semnalului SFP, ecuatia de tranzitie a starii poate fi

scrisa sub forma:

x[n+1]=Fx[n] (3.34)

unde matricea de tranzitie F de dimensiune (M +2)x(M +2) are forma:
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(1 0 0 0 .. 0 |
0o 1 1/10 1/2! ... 1/M!

F=l0 0 1 /1! .. 1/(M-1) (3.35)
0 0 0 0 - 1 |

Acest model poate fi extins cu scopul de a include amplitudinea variabila ale SFP.
Consideram ca amplitudinea semnalului foloseste un model aleator de tip random-

walk:

A[n+1]=A[n]+v[n] (3.36)
unde v[n] este o secventd de scalari aleatori, independenti si identic distribuiti avand
distributia normala N (0, avz). Astfel, rata de evolutie a amplitudinii este descrisa de

o, . Incluzand ecuatia (3.36) in ecuatia (3.34), expresia finald a ecuatiei de tranzitie
de stare este:

x[n+1]=Fx[n]+Gv|[n] (3.37)
unde G este un vector avand forma (M +2)x1:

G=[1 0 0 0] (3.38)

Asa cum reiese din (3.37) ecuatia de tranzitie de stare pentru un model SFP este

liniara.

3.2.4 Ecuatia de observare

In acest paragraf se construieste un model de stare neliniard a vectorului de stare x[n]

dat in (3.33). Ecuatia de evolutie a acestui vector de stare este data in (3.34). Aceastd

ecuatie este liniara, dar ecuatia de observare exacta asociata este neliniara.

In acest sens, semnalul masurat, y[n] , este exprimat ca un vector de marime 2x1 in

functie de partea sa reala respectiv imaginara:
y[n]=[Re(y[n]) m(y[])] (3.39)

Asadar ecuatia (3.39) se scrie sub urmatoarea forma:
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y[n]=h(x[n])+w][n] (3.40)

unde functia neliniara, h(x[n]) este scrisa prin:

h(x[n]){hl [n]Hxl[n]cos(xz[n]D] (41)

h[n]] | x[n]sin(x,[n])
Se obtine astfel un model de stare compus dintr-o ecuatie de evolutia liniard asociatd cu
o ecuatie de observare neliniara. Estimarea starii se face cu ajutorul unui filtru Kalman
: g : T
extins. Vectorul de observare corespunzator zgomotului w[n]=[w,[n] w,[n]] este

definit prin relatiile (2.22) — (2.24). Matricea de corelatie este data de relatia (3.42):
il 0
nj=—- 3.42
Q.[n]=7, (3.42)

Pentru a folosi EKF aplicam procedura de liniarizare de ordinul 1 asupra lui h(x[n]) in

(3.41) in jurul estimarii vectorului de stare X I:n| n— 1] .

h(x[n]):h(ﬁ[n|n—l:|)+2—h

X

(x[n]-2[n|n~1]) (3.43)

x:f&[n‘n—l]

cu

_oh

Hin|=—
ox

~ cos(fcz[n|n—1}) —)Ell:n|n—1:|sin()22[n|n—l:|) 0 ... 0
0

x=[ nln—1] B sin(fc2 [n|n—1}) X, [n|n—1}cos(£2[n|n—1]) 0

(3.44)

Este evident ca inlocuirea lui h(x[n]) cu aproximarea sa de ordinul 1 are efecte

.....

in special pentru rapoarte SNR mici a cazurilor de neconvergentd. Un mecanism care

eliminad aceste cazuri va fi prezentat in paragraful urmator.

3.2.5 Algoritmul EKF

Filtrul Kalman extins (EKF) este o solutie aproximativa care oferd posibilitatea
extinderii principiului de filtrare Kalman la modele neliniare in spatiul starilor. Atata

timp cat modelul de observare este neliniar, pentru a aplica procedura de filtrare
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Kalman aga cum s-a ardtat, e nevoie de o liniarizare de ordinul 1 in jurul lui f([n| n-— 1]

la fiecare pas al algoritmului Kalman standard. Procedura este cunoscuta ca si algoritm
EKF, [HAY96] si foloseste ecuatiile (3.37) si (3.40) si de asemenea liniarizarea functiei

de observare 1n jurul vectorului curent estimat (3.44).

Recursia ecuatiei de misurare

(3.45)

H[n]_{coS(le:ﬂn—l]) —)%l[n|n—1:|sin()%2[n|n—l:|) 0 ... 0]
sin(fczl:n|n—1]) il[n|n—1]cos()%2[n|n—1:|) 0 ... 0

(3.46)

1

K([n]= R[n| n— 1:| H’ [n](H [n] R[n| n— 1:' H' [n]+ Q, [n])i

X[”| ”] - X[”| n-— 1] +K [n]{y [n]- F [n| " 1] COS(;CZ M " IJ)B (3.47)

X, [n|n —ljsin()e2 [n|n—1])

R[n|n}:R[n|n—1]—K[n]H[n]R[n|n—1] (3.48)

Recursia ecuatiei de stare

X[ n+1|n]=F&[n|n] (3.49)

R[n+1/n|=FR[n|n]F" +GG'c} (3.50)

unde K[n] este matricea de castig Kalman la momentul ». Parametrii amplitudinii

variabile SFP dati de vectorul:
0=[4[n] b, b .. b,] (3.51)
pot fi estimati din estimarile vectorului de stare folosind relatia (3.52):
0[n]=CF"%[n|n] (3.52)
unde matricea C e o matrice diagonala:

C=diag([1 1 Y11 ... IMI)) (3.53)
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3.2.6 Algoritmul EKF robust

Cum EKF nu este un estimator optimal, s-a constatat dupd numeroase simulari efectuate
cd dacd estimarea initiald a starii nu este buna sau dacd procesul este modelat incorect,
filtrul poate foarte usor sa devind divergent datoritd aproximarii de liniarizare. Acest
comportament apare in cazul nostru atata timp cat raportul SNR este mai mic decat
10 dB . De exemplu, pentru un SNR =0dB, rata cazurilor de divergentd poate depasi
20%. Figura 3.1 reprezinta procentul de divergenta in cazul metodelor Kalman-Tretter,
EKF standard si EKF robust in ceea ce priveste SNR-ul obtinut in urma simularilor

facute folosind SFP obisnuit.

20% : : |
. -=4-- Kalman linear

18%1 -2« EKF robust ’
16% —+— EKF standard ||

14%
12%
10%
8%
6%

Cazuri de divergenta

4%

2%*..
.

oY

O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2
SNR [dB]

Figura 3.1. Rata de divergenta fata de SNR evaluate pe acelasi semnal prin filtrarea Kalman

In mod contrar, nu existd cazuri de divergentd in cazul metodei liniara Kalman-Tretter
[GALO7]. Ca rezultat al diverselor simulari facute, s-a constatat ca este mai bine sa
supraestimam valoarea dispersiei zgomotului ca sd compensam termenii neglijati la

liniarizarea ecuatiei de masurare.
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Consecintele unei asemenea cresteri a dispersiei sunt pozitive: rata de divergenta scade

drastic. Acelasi efect se observa si in cazul erorilor de estimare. Procedura de estimare a
fost stabilita empiric si constd in substitutia matricei Q, [#] in (3.46) cu k,Q, [#] unde

factorul de robustete, &, , este calculat in felul urmator:

15, if 10lgo’ <5
101gk,[dB]=115-1.5(101gc? -5), if 5<10lgoy <15 (3.54)
0, if10lgo? >15

Imbunatitirile obtinute folosind k, sunt aritate in figura 3.1. Am ilustrat algoritmul

EKF ce foloseste factorul k, ca si algoritm EKF robust, [GACO8].

3.2.7 Rezultatele cercetarii

In continuare sunt reprezentate rezultatele simuldrii care au fost ficute pentru
estimarea SFP inecat de un zgomot gaussian folosind algoritmul EKF robust.
Secventa SFP alcatuitd din 1000 de esantioane §i exprimatd printr-un polinom de

gradul doi este reprezentata in figura 3.2.

4 T T T

— — ~ Semnal de test cu zgomot
de test

| ! Lol b ! i
\ !“‘. [ ‘ INTRTRAS I i “‘ ‘u‘\ |
RN | ‘ W “‘ \‘:M‘H i\\‘
1= ) | (i e {
W i |
i “ i |

{l
i i RN e R !
| i ik I il u\
1 R i

'\H\

Amplitudine
o
T

) 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Esantioane

Figura 3.2. Secventa SFP de ordinul 2 cu zgomot gaussian, SNR=5dB

Zgomotul de stare, v[n] , este gaussian, alb, de medie nuli cu dispersia o =107,
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i[10]=[12 z/3 0 210°] (3.55)

si
R[1)0]=diag[k,/2 #*/9 /9 43865-10°] (3.56)

In contrast cu algoritmul de filtrare Kalman-Tretter introdus in [GAL07], [GCN09]
algoritmul EKF are performante satisfacatoare la nivele joase al raportului SNR, in
mod special, daca estimarea este concentratd pe parametrii de faza.

In figura 3.3 este prezentati estimarea amplitudinii pentru doud valori diferite ale
raportului semnal pe zgomot (SNR=5dB si SNR=15dB). Se observa din figura, ca

estimarea amplitudinii este puternic afectata de niveluri ridicate de zgomot.

Amplitudine

Anwelopa reala
------ EKF, SNR=5dB
----- EKF, SNR=15dB

05 | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Esantioane

Figura 3.3. Estimarea amplitudinii prin EKF

In figurile 3.4 si 3.5 este ilustrati convergenta coeficientului b,. Simulirile s-au

efectuat pentru urmatoarele valori exacte ale coeficientului b,: z/4, 7, z/3 si 27/3.
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1 |- —
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Figura 3.5. Estimarea coeficientului 5, prin EKF (b, =7 / 3, b,=27/3)
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Tabelul 3.2. Erorile relative ale coeficientului estimat, b,

bo /4 4 7/3 27/3
Valoare 8.51% 14.30% 6.9% 4.5%
SNR=15dB
Valoare 10.44% 14.70% 9.94% 4.8%
SNR=5dB
Valoare 13.79% 29.50% 5.1% 44.7%
SNR=1dB

In figura 3.6 este ilustrati convergenta coeficientului 4,. Simularile s-au efectuat

pentru urmdtoarele valori exacte ale coeficientului b,: b, =0.06283 si b =0.3142.

=mmmn \/gloarea reala
----- SNR=1dB B
——————— SNR=5dB

SNR=15dB

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
° Esantioane
1
0.8 =smum \gloareareala | |
SNR=15dB
0.6 mrmees SNR=5dB .
----- SNR=1dB
0.4 — |
L [N ] T o ol ol el el ol o e o o o o o o o o ol o ol ol o ol o o ol o o ol e P PP PP
0.2} |
| | | | | | | | |

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Esantioane

Figura 3.6. Estimarea coeficientului b1 prin EKF

Tabelul 3.3. Erorile relative ale coeficientului estimat, b,

b: b1=0.06283 | b;=0.3142
Valoare 0.17% 0.21%
SNR=15dB
Valoare 0.17% 0.22%
SNR=5dB
Valoare 0.18% 0.24%
SNR=1dB
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In figura 3.7 este ilustratd convergenta coeficientului b,. Simulirile s-au efectuat
pentru urmdtoarele valori exacte ale coeficientului b,: b, =0.001571 s1

b, =0.0005236.

mmmmn \/gloareareala | -

SNR=15dB
————— SNR=5dB 4
———— SNR=1dB
_1 | | | | L | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
S Esantioane
x 10°

=mmnnm \/gloarea reala
SNR=15dB
----- SNR=5dB
————= SNR=1dB

| | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Esantioane

Figura 3.7. Estimarea coeficientului b2 prin EKF

Tabelul 3.4. Erorile relative ale coeficientului estimat, b,

b, b,=0.001571 | b,=0.0005236
Valoare 0.0023% 0.0016%
SNR=15dB
Valoare 0.0022% 0.0016%
SNR=5dB
Valoare 0.002% 0.0019%
SNR=1dB

Estimarea cea mai bund este obtinutd pentru b,, in timp ce faza initiald, b,, este cea

mai dificila de stabilit, deoarece estimarea sa depinde de estimarea exactd a

coeficientilor de ordin mare.
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Se regaseste un comportament dinamic al estimdrilor obtinute prin filtru Kalman
extins similar celui din metoda Kalman-Tretter. Astfel filtru converge in mai putin de
200 iteratii spre valorile exacte ale parametrilor. De asemenea prin numeroase

simuldri efectuate, s-a observat ca parametri de faza b, si b, sunt determinati
intotdeauna intr-o prima etapa. Apoi, in etapa urmatoare se estimeaza faza initiala, b,.

Se pare astfel ca coeficientul de cel mai inalt grad al fazei este parametrul determinant
in buna reconstructie a fazei globale. O estimare corectd a acestui parametru implica

in majoritatea cazurilor succesul estimarii tuturor parametrilor semnalului.

3.2.8 Analiza statistica

In acest paragraf se efectueazi o analiza statisticd a celor doud metode propuse si se
compara performantele lor.

O analiza statistica a fost facuta pe 100 de realizari zgomotoase al unui semnal de test
pentru un raport semnal pe zgomot cuprins intre valorile 0 si 20dB cu un pas de 1dB.
Valorile medii a erorii RMS au fost calculate pentru fiecare din patru parametri care
descriu semnalul cu faza polinomiald de gradul doi pentru fiecare metoda. Figurile
3.8-3.11 arata traiectoria mediilor estimatorilor parametrilor in functie de raport

semnal pe zgomot, SNR.

1.4
100 —¥— Algoritmul Kalman-Tretter |
d —&— Algoritmul EKF

= 1

£

o
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S 0.8

£

©
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=
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o
aq°

0.2
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Figura 3.8. Variatia RMSE in functie de SNR in cazul estimirii amplitudinii
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In figura 3.8 se observa ci algoritmul Kalman-Tretter prezinti performante mai bune
decat algoritmul EKF la estimarea amplitudinii pentru rapoarte semnal pe zgomot mai
mici decat 10dB. La valori mai mari decat 10dB ale raportului semnal pe zgomot,

ambele metode se comporta in mod identic.

—e— EKF b0=pi
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b0-RMSE

. -~ KF b0=pi/4 | |
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figura 3.9. Variatia RMSE in functie de SNR in cazul estimirii coeficientului 5,
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Figura 3.10. Variatia RMSE in functie de SNR in cazul estimirii coeficientului 5,
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Figura 3.11. Variatia RMSE in functie de SNR in cazul estimirii coeficientului b,

Se observd ca daca raportul semnal/zgomot, SNR este mai mic, decat 13dB, in

estimarea parametrilor fazei algoritmul EKF furnizeaza rezultatele mult mai bune

decat rezultatele oferite de metoda Kalman-Tretter. Ca rezultat, vom putea sd

declardm ca algoritmul EKF robust extinde gama metodelor Kalman de la 13dB cum

era impusa de algoritmul liniar Kalman standard, la aproximativ 5dB.

3.2.9 Concluzii

In acest capitol am propus o metoda recurentd pentru a caracteriza semnalele cu faza

polinomiald. Aceasta metoda se bazeaza pe abordarea starii semnalelor transformand

astfel problema identificdrii parametrilor intr-o problema de estimare a starii. Prin

utilizarea metodei EKF robust am testat performantele acestei metode in comparatie

cu metoda Kalman-Tretter. Metoda EKF robust ofera un nou model in spatiul-starilor

al semnalelor cu faza polinomiald si de amplitudine variabila, care permite o analiza

mai bund a performantelor utilizdnd algoritmul EKF decat algoritmul de filtrare

Kalman standard. Algoritmul EKF robust implementat pe acest model extinde gama

performatelor de algoritmi Kalman in estimarea fazei polinomiald de la un SNR de cel

putin 13dB la cel putin 5dB.
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CAPITOLUL 4

Demodularea necoerenta a semnalelor cu modulatie
de faza continua utilizand filtrul Kalman extins

4.1 Modulatia de faza continua (CPM)

Dupa cum indica si numele sdu, modulatia de fazd continua, (CPM = Continuous
Phase Modulation) este o clasd de semnale in care simbolurile de informatie
moduleazd faza purtatoarei astfel Incat aceasta devine continud. Semnalul de
radiofrecventa prezintd o anvelopa constanta la iesirea emitatorului [SUN86]. Aceasta

proprietate are doua avantaje importante:

1.  Semnalele cu anvelopa constantd sunt mai putine sensibile la neliniaritatile
amplificatorului decat alte scheme de modulatie cu anvelopa variabild. De
fapt se utilizeazd amplificatoare de clasa C ce opereaza in modul de saturatie
completa ceea ce duce la o amplificare de putere mai eficientd [RAP91]. Pe
de alte parte anvelopele variabile suferd fenomenul de crestere si Imprastiere
a lobilor spectrali laterali datoritd efectelor amplificatorului neliniar, ceea ce

degradeaza performanta BER (vezi, de exemplu [FEH87] si [SEO85]).

2. Sunt mai rezistente la interferenta datorata semnalelor de pe canalele
adiacente (ACI, Adjacent Channel Interference). Aceasta se datoreaza

spectrului lor de putere care este mai compact decat cel al semnalelor cu
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anvelopa variabila. O cantitate mai mare din energia semnalului este

continutd in banda canalului [ANDO91].

Modulatia de fazad continud se utilizeazd de obicei in comunicatii wireless. Vom
prezenta si analiza in continuare doud tipuri de semnale din aceastd categorie si
anume: semnale MSK (Minimum Shift Keying) si GMSK (Gaussian Minimum Shift
Keying).

Modulatia MSK este un caz special al CPFSK-lui (Continuous-Phase Frequency Shift
Keying). In mod asemanator, pentru modulatia FSK (Frequency Shift Keying), datele
sunt codate cu doud frecvente, dar semnalul mentine faza constantd intre bitii
consecutivi. Proprietatea de continuitate a fazei este motivul principal pentru a obtine
o banda de eficienta mai mare a CPFSK, In comparatie cu alte tipuri de modulatie

FSK [RAPO2].

Un semnal cu modulatie de frecventd dar cu faza continud, CPFSK este descris de

ecuatia urmatoare:

/ZT—I?’cos{a)lt+0(O)}, pentru "1"
f%cos{a)zt+9(0)}, pentru  "0"

unde, E,, este energia transmisd pe bit iar, T,, durata bitului. Faza semnalului la

s(t) =

,0<t<T, (4.1)

momentul de timp zero, 9(0), insumeaza efectele procesului de modulatie, pana la

momentul zero.

O alta reprezentare a semnalului CPFSK, s(t), este data de:

s(t) :\/ZT—?cos{a)it+9(t)} (4.2)

unde, O(t), reprezintd faza semnalului. Cazul in care #(t) este o functie continud si
semnalul s(t) va fi o functie continud, chiar si in punctele de comutare a bitului

transmis. Faza, ﬁ(t) , a semnalului creste si descreste liniar in timp, pe durata, T, .
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o(t) = G(O)iT—t, 0<t<T, (4.3)

Parametrul h din ecuatia (4.3) se numeste raport de deviatie. Substituind ecuatia (4.3)

in (4.2) si comparand cu (4.1) rezultd in final:

_h -0

h ,sau h=T, (f —f,) (4.4)

T

Din (4.3) se vede ca:

o(m)-0(0)- |

ceea ce insecamna ca, daca se transmite un ,,1”, faza creste cu xh, iar daca se

zh, pentru "1"
,0<t<T, (4.5)
—rh, pentru "0"

transmite un ,,0” faza descreste tot cu zh.

Variatia fazei, H(t) , In functie de timp, urmeaza un drum, constand din segmente de

linie dreaptd, panta cirora reprezintd schimbarea de frecventd. In figura 4.1 se arati
drumurile posibile ale fazei, pornind de momentul t =0, si diagrama se numeste si
arborele fazei (trellis). El arata tranzitiile de faza pentru secventd de intrare. Se poate

observa din figura cd la multiplii pari de durata bitului, T, , faza semnalului CPFSK
este un multiplu par de zh, in timp ce la multiplii impari de T,, faza este un multiplu

impar de zh.

8pi*h

6pi*h -

4pith

2pi*h |-

o

8(t)-6(0) [rad]

-2pith |

_4pi*h L

-Bpith |-

-8pi*h I I I I I I I
P 0

Figura 4.1. Drumurile posibile ale fazei (trellis)
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L : : g 1 R
Pentru un raport de deviatie, h=1/2, se vede din expresia (4.4), ca f,— f, = o 7b
b
adicd, diferenta dintre frecventele de semnalizare este jumatatea ratei de bit. Acesta
este distanta minimd intre cele doud frecvente ce reprezintd ,,1” si ,,0” care le mai
permite sd ramand ortogonale, in sensul ca nu interfera in procesul de detectie.

Aceasta este motivul pentru care un sistem CPFSK cu raportul de deviere, h=1/2, se

numeste si sistem cu deviatie minima de frecventd (Minimum Shift Keying, MSK).
Cu cat este mai mic acest raport, cu atat va fi mai buna eficienta spectrala [ANDS6].
Se observa ca aceasta valoare pentru h este intervalul minim pentru care frecventele
sunt ortogonale, la detectia coerentd [SKL88], [PROO01]. Cu toate acestea, aceasta
abatere minimd nu asigurd frecvente ortogonale in cazul in care faza nu este

cunoscuta.

Semnalele de tip MSK prezintd o anvelopd constantd, care permite utilizarea unor
amplificatoare neliniare de complexitate redusd, si a imprastierii benzii inguste a
acestora, limitand canalele adiacente de interferentd. Cu toate acestea caracteristicile
spectrale ale semnalului MSK din afara benzii, desi bune, nu satisfac cerintele drastice

(influenta canalelor adiacente) ale anumitor aplicatii, cum ar fi comunicatiile wireless.

Semnalul MSK poate fi generat prin modularea frecventei unui oscilator comandat in
tensiune, OCT, in mod direct, prin folosirea unui tren de impulsuri gaussiene in banda
de baza. Alte metode de generare includ folosirea modulatorului PLL sau a unui
modulator ortogonal cu generatoare de forme de unda digitale.

Modulatia GMSK se poate obtine prin folosirea unui filtru de premodulare, de tip
trece-jos, numit filtru de formare (filtru gaussian) in banda de baza. Premodularea

folosita cu filtrul gaussian trebuie sa indeplineasca urmatoarele cerinte:

» Raspunsul in frecventa sa fie de banda Ingusta, cu panta abrupta (trecerea de la
banda de trecere la banda de oprire sd fie abruptd) pentru a suprima
componentele de Tnalta frecventa.

» Raspunsul la impuls cu supracrestere relativa cat mai scazuta, pentru a preveni

deviatia excesiva a frecventei instantanee.
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» Existenta unui trellis de fazd in care faza purtdtoarei semnalului modulat ia

numai valorile /2, la multipli impari de T, , si numai valorile 0 sau 7 la

multipli pari de T, .

Aceste proprietati pot fi obtinute trecand semnalul de date binare, de tip NRZ (Non
Return to Zero) printr-un filtru de formare in banda de baza, ce are un raspuns la
impuls si implicit un raspuns in frecventa, de forma functiei gaussiene. Metoda de
filtrare asociatd modulatiei binare de frecventd se numeste MSK cu filtrare gaussiana

(Gaussian Minimum Shift Keying, GMSK).

4.2 Generarea semnalelor CPM

In figura 4.2 se arati structura unui modulator MSK. Avantajul schemei utilizata la
generarea semnalelor MSK constd din faptul ca raportul de deviere si coerenta sunt

neafectate de datele de intrare in domenii extinse ale ratei de bit de intrare.

FTB
P fi
cos(2r f.t) "E Swsk (1)
FTB '
> >
cos(zt/(2T,))

Figura 4.2. Schema bloc a unui emititor MSK

Se genereaza doua unde coerente, de frecvente, f, si f,, ce satisfac conditiile

urmatoare:

f b gy = f

o o (4.6)

Raportul de deviatie este h=1/2. Cele doua unde sunt separate, una de alta de doua

filtre trece-banda, de banda ingusta cu frecventele centrate pe f, si f,. Din semnalele
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de iesire ale celor doua filtre se obtin doua purtitoare in cuadratura: ¢ (t) si ¢, (t).

Ele se moduleaza cu cate o unda binara, a, (t) si a,(t), respectiv, ambele au rata de

L1 . . R . :
bit, —, si sunt obtinute din secventa binara de intrare. La iesire se obtine semnalul
b

modulat, MSK. Spectrul modulatiet MSK se poate reduce, pastrdnd anvelopa
constanta, dacd se introduce un filtru trece jos (filtru gaussian) in fata modulatorului.
Astfel, modulatorul GMSK este format dintr-un filtru pre-modulator, de tip trece jos,
cu o caracteristica gaussiand, care primeste la intrare o secventa de date NRZ. Schema

modulatorului GMSK este prezentata in figura 4.3 [PIB02].

FTB
fy

A 4

cos(2r f.t) Filtru de
premodulare

FTB
f

A\ 4

cos(zt/(2T,))

Figura 4.3. Schema bloc a unui emitator GMSK

Raspunsul la impuls al filtrului de formare in banda de baza, h (t) este:

() = ——-—exp| — 47
27oT, P 20°T,° @D
unde
_yn(2) (4.8)
27BT,

si B reprezintd latimea de banda a filtrului.

Raspunsul la impuls patratic, g(t), al filtrului trece-jos gaussian este:

g(t)=h(t)*rect [Tij (4.9)

b

unde functia rectangulard rect(x) este definita prin:
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(4.10)

b

T

rect(iJ= 1/T,, pentru |'[|<?b
0, in rest

Raspunsul filtrului de formare din banda de baza , de tip gaussian, la un impuls de

durata T, este:

g (t)=——| Q| 27BT, L=To/2 | g 2787, Lt To/2
2T, Ty4/In(2) Ty4/In(2)

4.11)

unde Q(t) are expresia:

Q(t):T\/;_ﬂexp(—rzﬁ)dr (4.12)

Expresia ¢ (t) data prin (4.11) constituie impulsul de formare aplicat modulatorului.
Produsul care controleazd atdt banda céat si interferenta, BxT,, este produsul

durata x banda, adimensional si este un parametru de proiectare. Figura 4.4 reprezinta

trei impulsuri, pentru trei produse durata x banda cu valori: 2; 0.3 s1 0.5.

a(t)

Figura 4.4. Impulsul de formare pentru trei produse durata X banda

Pentru valori mici ale produsului, BxT,, impulsul se intinde mai mult pe axa timpului
decat pentru valori BxT, mari. In figura 4.5 se arati densitatile spectrale de putere

pentru cazul formarii prin impuls gaussian, cu cele trei valori ale produsului, B xT, .
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Power Spectrum Magnitude (dB)

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Frequency

Figura 4.5. Densitatea spectrala de putere a modulatiei GMSK pentru diverse produse BxT,

Analizand figura 4.4 se observa ca cu cat produsul BxT, este mai mic, cu atit mai

multd putere transmisd este concentrata in lobul central si deci in banda de trecere a

semnalului GMSK.

O caracteristica nedoritd a modulatieit GMSK este cd, In urma filtrarii undei NRZ
binare cu filtrul gaussian, semnalul modulator nu se mai intinde pe durata unui singur
bit, ca in sistemul MSK obisnuit. Impulsurile modulatoare se extind si in alte intervale
de semnalizare, ceea ce genereazd interferente intre simboluri. Cu cat produsul,

B xT,, este mai mic, cu atat extinderea se accentueaza. Trebuie facut un compromis

intre latimea de banda si pierderile de performanta, prin alegerea unui produs BxT,

acceptabil.
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4.2.1 Implementarea modulatiei GMSK in sistemul GSM

Sistemul de modulatie GMSK se aplicd in comunicatiile wireless de tip GSM care
este standardul european pentru celulare cu banda de 900MHz [JEN97]. Sistemul
GSM este un sistem de comunicatii, cu acces multiplu si divizare in timp. Spectrul
disponibil este Tmpartit in subbenzi de cate 200kHz. Fiecare subbanda este alocata

unui sistem GSM ce transmite date cu 271 kbiti/sec. Parametrul BxT, este

standardizat si are valoarea 0.3. Sistemul Cellular Digital Packet Data implementata

pe standardul analog AMPS in SUA foloseste modulatia GMSK cu B xT,=0.5.

4.3 Demodularea semnalelor CPM

4.3.1 Probabilitatea de eroare in MSK si GMSK

In cazul unui canal AWGN, semnalul receptionat este:

X(t) = Sys (t)+w(t) (4.13)
unde, Sy (t), este semnalul transmis, iar W(t) este un esantion al unui proces
aleator alb, gaussian, de medie nula si densitatea spectrald de putere, N,/2. Pentru a
decide care simbol a fost transmis in intervalul 0<t<T, , trebuie gasitd o procedura
de detectare a fazelor 6(0) si 6(T,), din semnalul receptionat. Pentru detectia optima
a fazei, 6?(0), se determind mai intai, proiectia semnalului receptionat X(t), pe

semnalul de referinta ¢ (t), in intervalul [-T,, T,]:

T

X, = J‘ x(t)g (t)=s+w, T, <t<T, (4.14)
,Tb
unde
5, =+/E, cosd(0), -T, <t<T, (4.15)
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si W, este valoarea esantionului unei variabile de medie nula si dispersie, N,/2.
Cazul in care X, >0, receptorul va alege estimarea, 9(0)=O, iar daca X, <0, se
alege (0)=7.

In mod asemanitor, pentru detectarea optimd a lui H(Tb), se determina proiectia

semnalului receptionat, X(t), pe semnalul de referinta ¢, (t), in intervalul [0, 2T, ]:

2T,
X, = [ X(t)g (t)=s,+w,, 0<t<2T, (4.16)
0
unde
s, =—E, sin@(T,), 0<t<2T, (4.17)

si W, este valoarea esantionului unei alte variabile gaussiene, de medie nuld si

dispersiec N,/2 necorelatd cu prima. Cazul in care X, >0, implicad estimarea
0(T,)=-7/2, iar daca X, <0, se alege O(T,)=7/2. Pentru a reconstrui secventa

binard initiald se procedeaza la intreteserea celor doua procedee de estimare a fazei
descrise mai sus.

Probabilitatea de eroare in cazul detectiei MSK este:

1 E
P, :Eerfc( N_b] (4.18)

0
Performanta buna se datoreaza faptului ca observarea dureaza 2T, .
In cazul modulatiei GMSK probabilitatea de eroare medie are expresia:

a &

1
P, =—erfc| |=
e =5 ( >N ] (4.19)

(0]
unde, a, este o constantd a cdrei valoare depinde de produsul, BxT, . Comparand

expresia (4.19) cu (4.18) se vede ca degradarea performantelor unui sistem GMSK in

. 5 : a .
raport cu un sistem MSK este datd de cantitatea 1010g3 . Pentru valorarea produsului

BxT,=0.3, degradarea performantelor este de ~0.46dB, ceea ce corespunde la

o =1.8. Pierderea de performantd este micd si poate fi toleratd, in vedere cd banda

semnalului GMSK este foarte mica.
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4.3.2 Demodularea coerentia a semnalelor CPM

In [SUN86] Sundberg prezinta diferite metode pentru a imbunititi detectia
semnalelor MSK, pastrand amplitudinea constantd. Aceste metode ofera spectrul de
putere mai ingust, diminuarea lobilor laterali ai spectrului, o probabilitate mai mare de
a detecta erorile, sau o combinatie a celor mai sus mentionate. Pentru o receptie
coerenta se ia in considerare relatia dintre parametrii importanti ai sistemelor, cum ar
fi numarul de nivele ale simbolurilor, netezirea formei impulsului, si indicele de
modulatie. Atunci cand faza purtatoarei poate fi recuperata la receptie se poate obtine
o performanti ridicata utilizind demodulatorul coerent. In figura 4.6 se aratd schema

bloc a unui receptor MSK. Se efectueaza intercorelatiile intre semnalul receptionat,

r(t), si semnalele coerente cos(27z ft+¢,) si —sin(2zft+gq,).

cos(2afit+@, )

! X élfo‘]

logice

¥ {_1‘ ] p— \ pentru S;;:‘en}a
t=(2n+1)7, realizarea —Pd nari
) ’ 2 ¢ iesire

i deciziilor

o {r] ' X, 6{]’; ] SRR

—sin (271,t+@; )

-
Il
=k
=]
e |

Figura 4.6. Schema bloc a unui receptor coerent MSK

Componentele in faza si in cuadraturd se prelucreaza separat [BEN99]. Iesirile X, si

X, sunt comparate cu pragurile de decizie de 0 [Volt] si se realizeaza estimarile

fazelor é(O) si é(Tb). In final, din aceste decizii privind faza se reconstruieste

secventa binara de intrare. Reconstructia se realizeaza, pentru canalul AWGN, cu o

probabilitate de eroare medie pe simbol, P,, minima.

In [MUHS1] Murota si Hirade propun folosirea modulatiei GMSK la demodularea
coerentd pentru serviciile mobile. Autorii aratd modul in care diverse proprietati cum
este spectrul de putere, si rata erorii de bit sunt calculate si utilizate in evaluarea

performantelor. Ei aratd relatia dintre latimea de bandd normalizatd si puterea
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semnalelor GMSK la valori BxT, diferite. Scdderea teoretica a puterii semnalului
GMSK (BxT, =0.3) de la MSK este in jur de 0.5dB in functie de E, /N, . Sunt date

schemele bloc ale versiunilor analogice si digitale ale unui demodulator coerent
ortogonal. Performanta este evaluatd Tn medii statice si dinamice, si sunt date
formulele teoretice pentru BER, cu exceptia cazului de fading Rayleigh rapid unde

performanta de urmarire a circuitului de recuperare a purtitoarei nu poate fi analizata.

4.3.3 Demodularea necoerenta a semnalelor CPM

Desi receptorul coerent ofera o performantd buna, deseori este de preferat evitarea
complexitatii sincronizdrii de fazd, care necesita utilizarea buclei PLL si este
vulnerabil la fenomenul de fading. Dupa cum s-a védzut anterior, cand se foloseste
demodularea necoerentd, spatierea in frecventa a tonalititilor MSK este mai mica
decat minimul necesar pentru ortogonalitate. De aceea tehnicile necoerente permit

demodularea ieftina a semnalelor CPM, dar cu performante mai scazute in AWGN.

4.3.3.1 Demodularea diferentiald

In [SIC84] se compard demodularea diferentiala pentru transmisia GMSK bazati pe 1
bit cu cea bazata pe 2 biti si se propune o prelucrare analitica a performantei metodei,
punand in evidenta compromisurile facute la diferiti parametri de proiectare, cum ar fi
latimea de banda a filtrelor de transmisie si de receptie si nivelul pragului de decizie.
Autorii definesc prin formule teoretice sofisticate performantele demodulatoarelor atat
pentru canalul AWGN cat si pentru canalul cu fading rician. In ceea ce priveste
probabilitatea de eroare de bit, demodularea diferentiald bazatd pe 2 biti ofera
performanta superioard fatd de demodularea diferentiala pe 1 bit atat pentru canalul

AWGN cat si pentru canalul cu fading rician.

1
Bloc de A ) a
r(t) Filtru de o intirziere p| Deplasarede Faza P _r n
predictie " T, fazi cu 7/2

Figura 4.7. Schema bloc a unui detector diferential
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Schema bloc a unui receptor diferential este prezentatd din figura 4.7. Detectia
diferentiala consta in compararea fazei semnalului la doud momente de timp diferite.
Intervalul dintre doud observatii este de obicei un multiplu Intreg al duratei bitului,

T, , 1ar majoritatea receptoarelor diferentiale sunt cu 1 sau cu 2 biti, ceea ce Tnseamna

cd intervalul de timp pentru compararea fazei este T, , sau 2T, .

Utilizand reprezentarea complexd in banda de baza pentru semnalul receptionat si

neglijand efectul filtrului de predictie, expresia pentru diferenta de faza este:
A(p(t):arg{r(t)r*(t—Tb)} (4.20)
Aceastd diferentd de fazd este esantionatd la momentul de timp t=nT,. Frecventa

instantanee f; (t) se defineste prin [BOA92]:

f(t)=f, 2 8,0 (t—kT,) (421)

unde, g (t) , este un impuls dreptunghiular de amplitudine, A=1V siduratd T, .

Utilizdnd expresia de mai sus, diferenta de fazd la momentul de timp nT, este datd de:

Ty

A¢(nTb) = 27[ ti fd Z akg (t - ka ) + A¢zgomot (422)
k=—00

(n-1)Ty
unde A@,,.., corespunde efectului unui zgomot aditiv. Pentru MSK diferenta de faza

depinde doar de valoarea bitului curent, iar expresia se reduce la:

T
A¢(nTb) :Ean +A¢zgomot (423)

4.3.3.2 Detectorul discriminator

In mod similar cu semnalele FSK, semnalele MSK pot fi demodulate usor utilizind
detectorul discriminator. Acesta contine un circuit diferentiator care deriveaza
semnalul receptionat, obtinandu-se un semnal cu modulatie de amplitudine si de
frecventa. Se poate verifica imediat ca infasuratoarea acestui semnal are amplitudinea
proportionald cu frecventa instantanee a semnalului MSK si semnalul modulator poate

fi recuperat prin detectie urmata de filtrare trece jos.
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In cele din urmd, decizia statisticd a discriminatorului poate fi exprimata in mod
similar cu expresia (4.23). Diagrama bloc a receptorului discriminator cu limitare este

prezentata in figura 4.8.

1
r (t) Filtru de .| Limitator Discriminator FTJ A a,
predictie o

A 4
A 4

Figura 4.8. Schema bloc a unui discriminator cu limitare

Inainte de operatia de discriminare semnalul este trecut printr-un limitator care reface
anvelopa constantd a semnalului.

In cazul semnalului MSK detectoare diferentiale si discriminatoare au performante
identice in canale AWGN [SIMS83]. Cu toate acestea, In prezenta interferentei din
canal, a zgomotul FM aleator sau a fading-ul Rayleigh, performantele detectorului

diferential si ale discriminatorului sunt usor diferite [LAS97].

4.4 Demodularea necoerenta prin filtru Kalman
extins

Modulatia de fazd continua prezintd o anvelopa constantd si o latime de banda, motiv
pentru care o anumita clasa al modulatiei, si anume GMSK a fost selectata ca standard
al sistemului GSM. In general, solutia optima pentru demodularea semnalelor CPM
constd intr-un estimator de plauzibilitate maxima (MLSE), implementata prin utilizarea
algoritmului Viterbi. In acest paragraf se propune o noui abordare pentru demodularea
semnalelor CPM bazatd pe un model in spatiul strilor prin utilizarea filtrarii Kalman

extinse.

Un semnal modulat CPM, y[n] , avand amplitudine constanta si perturbat de zgomotul
aditiv, w[n] este exprimat prin:

y[n]= Acosg[n]+w[n] (4.24)
unde valoarea pozitiva, A, este amplitudinea constanta si go[n] este faza semnalului.

Zgomotul aditiv este considerat alb i gaussian, avand medie nuli si dispersie, o .
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4.4.1 Modelul in spatiul-starilor si ecuatia de tranzitie

Vectorul de stare

Se defineste urmatorul vector de stare, x[n], de dimensiune 2x1:

x[n]=[¢[n] [n]] (4.25)
in care

Q[n]=¢[n]-¢[n-1] (4.26)
unde, Q[n], reprezinta derivata de ordinul I a functiei de faza.

Din ecuatia (4.25) faza semnalului se mai poate scrie:

p[n]=g[n-1]+Q[n-1] (4.27)

Ecuatia de stare

Daca se iau in considerare doar variatiile fazei semnalului CPM, ecuatia de tranzitie a
starii poate fi scrisa ca si :

x[n]:Fx[n—l] (4.28)
unde matricea de tranzitie a starilor notatd cu F de dimensiune 2x2 are forma,

[DCCO6]:

F= bl 4.29
Consideram pentru frecventa semnalului un model aleator de tip random-walk:
Q[n]=Q[n-1]+v[n] (4.30)

unde, V[n], este 0 secventd de scalari aleatori, independenti si identic distribuiti

avand distributia normala, N (0, O'f). Astfel, valoarea variantei, o, controleazi

AT

capacitatea algoritmului de a urmari variatiile frecventei semnalului modulat.
Incluzand ecuatia (4.30) 1n ecuatia (4.28), expresia finala a ecuatiei de tranzitie de

stare este:
x[n]=Fx[n-1]+Gv[n] (4.31)

unde, G, este un vector avand forma 2x1:

G=[0 1] (4.32)
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Asa cum reiese din (4.31) ecuatia de tranzitie de stare pentru un model CPM este

liniara.

Ecuatia de observare

In scopul estimarii parametrilor semnalului CPM perturbat de zgomot se utilizeazi un
model neliniar. In acest sens, semnalul masurat, y [n] , este exprimat sub forma:

y[n]= Acosg[n]+w[n] (4.33)
unde amplitudinea semnalului se neglijeaza deoarece este o constanta iar, W[n] este
zgomotul de masurare de variantd o . Ecuatia (4.33) poate fi scrisd ficand abstractie
de amplitudine sub forma [GCN10], [GAN10]:

y[n]= cos(lTX[n])+W[n] (4.34)
unde

I=[t o] (4.35)

Analizand (4.34), se constatd ca este o ecuatie neliniard si prin urmare se aplica
algoritmul de filtrare Kalman extins. Derivata functiei neliniare cos(lTx[n]) este

necesara in vederea aplicarii algoritmului EKF:

h[n]=-Isin(I"x[n]) (4.36)

4.4.2 Algoritmul EKF

Filtrul Kalman extins este o metoda aproximativa si oferd posibilitatea extinderii
principiului de filtrare Kalman standard la modele neliniare in spatiul starilor. Avand

in vedere faptul cd ecuatia de masurare a modelului adoptat este neliniard, se

efectueaza in fiecare moment o liniarizare a acestuia in jurul vectorului f;[n|n —1] la

fiecare pas al algoritmului Kalman standard. Ecuatiile (4.37) — (4.42) descriu

algoritmului de filtrare Kalman extins.
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Recursia ecuatiei de misurare

h[n]=—1sin(I"'X[n|n—1]) (4.37)
K[n]=R[n[n-1]0" [n](h[n]R[n|n-1]n" [n]+o7 )" (4.38)
%[n|n]=%[njn-1]+K[n](y[n]-cos(I"%[n|n-1])) (4.39)

R[n[n]=R[n[n-1]-K[n]n[n]R[n[n-1] (4.40)

Recursia ecuatiei de stare

%[ n+1n]=Fx[n|n] (4.41)

R[n+1n]=FR[n|n]F" +5;GG’ (4.42)

unde, K[n], este matricea de castig Kalman la momentul n, iar R[n|n—1] este
matricea de corelatie a procesului de inovatie [PKO99], [WTLO07].

Conditiile initiale sunt date in expresiile (4.43) si (4.44):

[10]=[, o] (4.43)

211 0
R[1|0]=%L) J (4.44)

In ceea ce priveste partea experimentala s-a considerat un sistem de transmisie care
foloseste modulatia de tip MSK respectiv GMSK, utilizind mediul de programare
MATLAB versiunea 7.6. Mesajul transmis este alcatuit dintr-o secventa unipolara
aleatoare generatd cu functia randsrc. Semnalul modulat MSK apoi GMSK este
transmis pe un canal de comunicatie AWGN afectat de zgomot gaussian alb si aditiv. La
receptie s-a utilizat in scopul demodularii necoerente filtrul Kalman extins. Simularile
au fost efectuate pentru diferite valori ale ratei de esantionare (nSamp) si ale raportului
semnal pe zgomot (SNR). Rata de esantionare indicd numarul de esantioane utilizate de
EKF pentru demodulare. S-a constatat cd algoritmul EKF lucreaza satisfacator si la
nivele joase ale raportului SNR.

In figura 4.9 este reprezentatd o secventd din mesajul MSK transmis impreuni cu
semnalul demodulat MSK cu EKF. S-a ales o rata de esantionare nSamp=16 si un raport

semnal pe zgomot SNR=8dB.
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Figura 4.9. Semnalul MSK demodulat EKF impreuna cu mesajul transmis

Se poate observa din figurd, ca in conditiile amintite mai sus semnalul estimat
urmareste mesajul transmis si in cazul in care variatiile bitilor din mesajul transmis sunt
rapide. In continuare s-a elaborat un algoritm de ciutarea valorii optime a pragului de
decizie in scopul refacerii bitilor receptionati. Aceeasi procedura este utilizata si in
cadrul demodulatiei GMSK. Evaluarea performantelor unui sistem de transmisie de
date are printre parametrii cei mai importanti, rata erorii de bit (BER). Intr-o analiza
comparativa a modulatiilor MSK si GMSK trebuie sd se aiba in vedere si aceasta
masurd. Performantele utilizarii filtrului Kalman extins in cele doua tipuri de modulatie

sunt prezentate in continuare.

Figura 4.10 ilustreaza variatia performantei BER a sistemului MSK cu rata de
esantionare. Simuldrile au fost efectuate pentru patru valori diferite ale SNR-lui
(SNR=2,4,6,8) si pentru trei valori diferite ale ratei de esantionare (nSamp=4, 8 si 16).
Se poate observa din figura ca la SNR=6dB si la SNR=8dB variatia ratei de esantionare

nu influenteaza in mod deosebit performantele BER a sistemuluit MSK.
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Demodularea necoerentd a semnalelor cu modulatie de faza continua utilizand filtrul Kalman extins

nSamp

Figura 4.10. Performantele sistemului MSK la variatia ratei de esantionare

nSamp

Figura 4.11. Performantele sistemului GMSK la variatia ratei de esantionare cu BxT, =0.3
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Figura 4.11 reprezinta variatia performantei sistemului GMSK utilizdnd valoarea

produsului BxT =0.3, cu rata de esantionare. Simularile au fost efectuate in

conditiile identice cu cele de la MSK. In acest caz s-au efectuat simularile pentru
patru valori diferite ale ratei de esantionare (nSamp=4.8,16 si 24). Intotdeauna se
cauta un compromis intre valoarea raportului semnal pe zgomot si rata de esantionare.
Asa cum se observa din figurd performanta creste odatd cu cresterea ratei de

esantionare.

In continuare se face o analizi a performantelor BER ale sistemelor MSK si GMSK in

canale AWGN.

In figurile urmatoare sunt reprezentate performantele BER in cazul demodulirii
sistemelor MSK s1 GMSK obtinute prin filtru Kalman extins. Simularile s-au efectuat
pentru diferite valori ale ratei de esantionare, ale produsului durata xbanda, in functie

de raportul Eb/No. Rezultatele obtinute au fost comparate cu curba teoretica.

10°
Y L 3 3 ‘ | |
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ceenSamps |
—O— nSamp=16
0%
0 1 2 3 4 5 6 7
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Figura 4.12. Performantele BER obtinute prin demodularea unui sistem MSK pentru trei valori
ale ratei de esantionare nSamp=4, 8 si 16
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Figura 4.12 prezinta performantele BER 1n cazul detectiei semnalului MSK prin EKF
pentru trei diferite valori ale ratei de esantionare si anume: nSamp=4, 8 si 16.
Rezultatele obtinute s-au comparat cu curba teoreticd. Dupd cum era si asteptat, odata
cu cresterea ratei de esantionare performanta demodulatorului utilizat creste. S-a
constatat, cd in cazul nSamp=4, daca raportul semnal pe zgomot este mai mic decat 4,
stabilitatea filtrului nu mai este asiguratd si In consecintd algoritmul Kalman extins
devine divergent. In consecinti demodulatorul necoerent prin EKF nu poate fi utilizat
in asemenea conditii.
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Figura 4.13. Performantele BER obtinute prin demodularea unui sistem GMSK pentru trei
produse durati X banda, BT=0.3, 0.25 si 0.5 si cu rata de esantionare nSamp=4

In figura 4.13 se analizeaza performantele BER in cazul detectiei semnalului GMSK
prin EKF pentru o ratd de esantionare nSamp=4 si pentru trei produse duratdxbanda,
BT=0.25, 0.3 si 0.5. Algoritmul EKF utilizat nu este un estimator optimal, mai ales
daca procesul nu este modelat corect si filtrul devine usor divergent datoritd operatiei
de liniarizare. Acest comportament apare si in cazul prezentat din figurd mai ales daca
raportul Eb/No este mai mic decat 7dB, indiferent de valoarea produsului

durataxbanda. O concluzie pe care o putem trage este aceea ca, in urma simularilor
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pe care s-au efectuat in canalul AWGN cu o ratd de esantionare nSamp=4,
demodularea semnalelor GMSK cu EKF nu este adecvata la rapoarte Eb/No mai mici

decat 7 dB.
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Figura 4.14. Performantele BER obtinute prin demodularea unui sistem GMSK pentru trei
produse durati X banda, BT=0.3, 0.25 si 0.5

In figura 4.14 am aritat rezultatele simularilor BER obtinute prin demodularea unui
sistem GMSK pentru trei produse duratixbanda. In cadrul simulirilor se compara
performanta filtrului Kalman extins cu curba teoretici. In acest caz am fixat o rata de

esantionare nSamp==8. Desi valoarea produsului BxT, =0.3 este standardizat in
comunicatiile mobile GSM, prin utilizarea filtrului Kalman extins in demodularea
necoerentd a semnalelor GMSK produsul BxT, =0.5 prezintd rezultate mai bune la

rapoarte Eb/No mai mari decat 7dB. In aceste conditii, utilizarea filtrului Kalman

extins prezinta rezultate satisfacdtoare n demodularea semnalelor GMSK.
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In figura 4.15 sunt comparate performantele BER dintre cele doui tipuri de modulatie
MSK si GMSK. Am folosit o ratd de esantionare nSamp==8 in ambele cazuri. Dupa
cum se observa din figurd in cazul semnalelor MSK am obtinut rezultate mai bune
decat in cazul GMSK. Se observa ca curba obtinuta in cazul demodulatiet MSK prin
EKF se apropie cu cea ideala.

In figura 4.16 sunt comparate performantele BER dintre cele doud tipuri de semnale
MSK si GMSK folosind o ratd de esantionare nSamp=16. Se observa ca la o rata de
esantionare nSamp=16, curbele obtinute pentru MSK si GMSK cu valoarea BT=0.5
au performante similare pentru raportul Eb/No mai mic decat 4dB. La valori mai mari
decat 6dB ale raportului Eb/No modulatia GMSK cu BT=0.5 prezinta performante

mai bune decat modulatia MSK.

4.5 Concluzii

Detectia coerentd sau demodulatia semnalelor digitale necesitd un receptor capabil sa
determine sau sd estimez, cu erori acceptabile, atat frecventa cat si faza purtatoarei
semnalului. Pentru detectia necoerentd nu este necesara recuperarea purtitoarei §i
astfel, Tn locul unui subsistem de recuperare a purtatoarei se foloseste de obicei un
element de intarziere cu un simbol pentru compararea a doud simboluri consecutive.
Similar cu alte scheme de modulatie cu anvelopa constantd sau variabild, detectia
coerenta si cea a necoerenta se utilizeaza cu succes atat in cazul semnalelor MSK cat
si la GMSK. Cu toate cd, in general detectia coerentd are performante mai bune decét
detectia necoerentd pe canale AWGN, subsistemele de sincronizare a purtatoarei
necesare pentru detectia coerentd sunt mai complexe. Mai mult, in prezenta fading-
ului sau al altor tipuri de interferenta de canal, schemele traditionale de detectie
coerentd duc la performante scdzute. Pentru aplicatii in care canalul este variabil in
timp, tehnicile traditionale de detectie coerente necesitd timpi mari de achizitie.

In paragraful 4.3 am descris un model in spatiul stirilor in scopul demodulirii
semnalelor CPM prin utilizarea filtrului Kalman extins. Am studiat doud tipuri de
semnale din aceastd clasd: MSK si GMSK. Am comparat performantele lor BER cu
curba teoretica. Rezultatele pe care le-am obtinut in urma simulérilor, au condus
faptul cd in conditii, in care cazurile de divergentd sunt eliminate, EKF furnizeaza

rezultate satisfacatoare si chiar bune in demodularea necoerenta.
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CAPITOLULS

Contributii si concluzii

In acest capitol sunt prezentate contributiile originale cuprinse in lucrarea de fata.
Scopul urmadrit in tezd este utilizarea filtrelor Kalman in estimarea parametrilor
semnalelor cu faza polinomiald afectatd de zgomot gaussian si in demodularea

necoerentd a semnalelor cu modulatie de faza continua.

In capitolul 2, am ficut o prezentare succintd a algoritmului Kalman standard si
utilizarea sa in estimarea parametrilor semnalelor chirp. In cadrul acestui capitol, mai
precis in paragraful 2.4, am propus un model liniar in spatiul starilor pentru semnalele

chirp cu amplitudine variabila.

In paragraful 2.4.2 am analizat, prin simulare, convergenta parametrilor semnalului
chirp 1necat in zgomot gaussian aditiv pentru diferite domenii de variatie ale
frecventei instantanee si pentru diverse valori ale raportului semnal pe zgomot. In
urma simularilor efectuate am observat ca filtrul Kalman standard converge foarte
rapid spre valorile cautate. Aceste rezultate confirmate de un numar important de
simulari aratd ca filtrul Kalman standard utilizat in aproximarea lui Tretter este
performant 1n estimarea parametrilor unui semnal chirp inecat in zgomot alb,

gaussian, atata timp cat raportul semnal pe zgomot depaseste 13dB.
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In capitolul 3, am considerat estimarea parametrilor semnalelor chirp folosind
algoritmul Kalman extins. In acest scop am propus un model neliniar in spatiul
starilor pentru semnalele cu fazd polinomiali. In urma simularilor efectuate am
observat cazuri de divergenta datorita liniarizarii, la rapoarte semnal pe zgomot mai
mici decat 10dB. Am ajuns la concluzia cd este mai bine s supraestimez valoarea
dispersiei zgomotului ca sa compensez termenii neglijati la liniarizarea ecuatiei de
masurare. Consecintele unei asemenea cresteri a dispersiei au fost pozitive, rata de
divergenta a scazut in mod semnificativ. Am definit un factor de robustete din ecuatia

(3.51) si am denumit algoritmul EKF respectiv ,,algoritm EKF robust”.

In paragraful 3.2.7 am simulat estimarea parametrilor semnalului SFP inecat intr-un
zgomot gaussian, folosind algoritmul EKF robust. Am observat ca daca raportul
semnal pe zgomot este mai mic de 13dB, in estimarea parametrilor fazei algoritmul
EKF furnizeaza rezultatele mult mai bune decéat rezultatele oferite de metoda Kalman-
Tretter. Din analiza rezultatelor obtinute a rezultat urmatoarea concluzie: algoritmul
EKF robust implementat pe acest model extinde gama performantelor algoritmilor
Kalman 1n estimarea fazei polinomiale de la un raport semnal pe zgomot de cel putin

13dB Ia cel putin 5dB.

In capitolul 4 am studiat principalele metode de demodulare (coerenti si necoerenti) a
semnalelor cu modulatie de fazd continua, transmise prin canalul AWGN. Am propus

utilizarea filtrului Kalman extins la demodularea necoerentd a semnalelor MSK si

GMSK.

In paragraful 4.4 am propus un model in spatiul starilor privind utilizarea filtrului
Kalman extins In scopul demoduldrii necoerentd a semnalelor cu modulatie de faza

continud cu amplitudine constantd, perturbate de zgomot gaussian aditiv.

In paragraful 4.4.2 am ficut o analizi a performantelor BER ale semnalelor MSK si
GMSK. Am observat ca in cazul modulatiei MSK am obtinut rezultate mai bune decat
in cazul modulatiei GMSK. Utilizarea filtrului gaussian limiteaza variatiile frecventei
instantanee a semnalului modulat in frecventa. Prin aceasta se reduce banda
semnalului modulat cu sacrificiul introducerii de interferente intersimbol. Prin filtrare

impulsurile de date devin mai lungi si patrund in intervalele de simbol alaturate. Cum
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algoritmul EKF utilizat nu este un estimator optimal, filtrul devine usor divergent
datorita operatiei de liniarizare. Acest comportament l-am observat in cazul
demodularii semnalelor MSK si GMSK folosind o ratd de esantionare nSamp=4 si un

raport Eb/No mai mic de 7dB, indiferent de valoarea produsului duratax banda.
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ANEXA1
Zgomotul v[n] poate fi pus sub forma:
v[n]=(wg [n]+ jw, [n])(cos@[n]— jsin®[n]) (AL.1)
din care rezultd ca avem:
Ve [N]=wWg [n]cos ®[n]+w, [n]sin®[n] (A1.2)
v, [n]=-wg [n]sin®[n]+w, [n]cosP[n] (AL.3)

Corelatia lui v, [n] este:

E {VR [n]ve[n+ k]} =E {WR [n]wg[n+ k]} cos®@[n]cos@[n+k]+
+E{w, [n]w, [n+k]}sin®[n]sin®[n+k] (Al.4)

Produsele mixte au media statistica nula, asa cum se vede din ecuatia (2.24). Dar,

tindind seama de relatiile (2.22) si (2.23) si de dezvoltarea expresiei

cos[CD[n]—CD[n+ k]], gsim ci:
E v [n]vs [1+K]) = 2o [Keos[@[n] o[ +]] (ALS)

Pentru k =0 5[0]:1 s cos[(l)[n]—@[n]]zl asa ca:

E{va[n]} :%2 (A1.6)

Pentru k#0, S5[k]=0 si deci corelatia este nuld. Rezulta cd putem renunta la

factorul in cosinus:
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E{VR[n]vR[n+k]}:%5[k] (AL7)

In mod asemanitor avem si:
E{v, [n]v, [n+k]} = E{w, [n]w, [n+k]}sin®[n]sin®[n+k]+
{ [n]w, n+k}cos®[n]cos®[n+k]

(A1.8)
k]cos[q) [n]- d)[n+k]]
din care rezulta ca:
e v, [y, [n+K]} = 5[] (AL9)
Putem scrie pentru intercorelatie:
E{vq[n]v, [n+k]} = E {w, [n]w, [n+k]} cos®@[n]sin®[n+k]+
+E{w, [n]w, [n+k]}sin®[n]cos @ [n+k] (AL.10)

=%25[k]sin[d>[n]—d)[n+k]]

Pentru k =0 factorul sinus este nul, iar pentru k # 0 factorul & [k] este nul. Rezulta
ca avem:

E{v;[n]v,[n+k]}=0, Vk e Z (AL11)
Relatiile (A1.7), (A1.9) si (Al.11) demonstreaza ca, daca w[n] este un zgomot

circular, atunci si v[n], ce rezultd din w[n] prin modificarea deterministd a fazei,

este tot un zgomot circular.
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ANEXA?2

Matricea de covariantd a vectorului de zgomot {VR[n] ﬁAn]}T se calculeazd cu
relatia:
Ve [N] v, [n]
R=E _&An] {VR[n] T} =
. va[n] %VR[n]v,[n] i E{vé[n]} —E{v;[n]v,[n]} (a2
_%VR[n]V, W (A A O O T ]

Se tine seama de (A1.7), (A1.9) si (A1.11) si se obtine:

% 0| L[t o
R= o F e L (A2.2)
0 A2

2A?
Vom observa doar cd matricea R fiind inversabila, exista solutie a problemei in

sensul erorii medii patratice minime.
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