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1.1. INTRODUCERE . OBIECTIVELE TEZEI  
 
 Sistemele electromecanice sunt structuri de mare complexitate, în 
construcţia cărora intră subansamble elastice, care suferă deformaţii statice şi 
dinamice sub acţiunea unor forţe de natură tehnologică, ce apar în timpul procesului 
de lucru, rezultând o stare vibratorie a sistemului. 
 Calculul dinamic al sistemului necesitâ alegerea unui model matematic 

corespunzător (ex. Metoda elementului finit). 
 Vibraţiile si vibropercuţiile reprezintă fenomene frecvent întalnite în toate 

domeniile tehnice şi a căror investigare cunoaşte o amplificare deosebită în etapa 
actuală, mai ales datorită introducerii pe scară larga în industrie a unor utilaje de 
mare complexitate. 
 Primele lucrări care se ocupă cu studiul mişcărilor vibropercutante au apărut 
în 1942 [71], însă cele mai multe sunt de actualitate. 

 Sistemele vibropercutante se caracterizează prin aceea că vitezele variază 
brusc când au loc ciocniri. Din acest motiv aceste sisteme sunt neliniare chiar dacă 
mişcarea dintre două ciocniri poate fi descrisă cu ajutorul ecuaţiilor liniare.  
 Studiul diferitelor mecanisme vbropercutante conduce la anumite modele 
mecanice, formate din corpuri considerate rigide, cu sau fără legături elastice. 
 Forţele de excitaţie sunt în general periodice, uneori chiar armonice. Ele pot 

fi produse inerţial cu ajutorul unor excentrice de rotaţie, de electromagneţi, 
pneumatic, etc. Un ansamblu de două corpuri care se ciocnesc formează o cuplă 
percutantă.  
 De multe ori acelaşi model descrie funcţionarea diferitelor mecanisme, de 
aceea în cadrul tezei se studiază anumite modele mecanice, iar rezultatele obţinute 
pot fi aplicate în mai multe domenii: 

  -Mecanica clasică 

  -Mecanica contactului 
  -Deformarea plastică 
 La mecanismele vibropercutante pot să apară diferite tipuri de mişcări. 
Prezintă interes practic mişcările periodice. Astfel, una dintre problemele de bază 
este determinarea condiţiilor în care apar asemenea mişcări. Mai exact, trebuie să 
se determine relaţiile dintre parametrii sistemului şi parametrii excitaţiei pentru care 
pot să apară mişcări periodice. Practic, nu se realizează toate mişcările pentru care 

sunt verificate condiţiile de existentă. 
 Problema a II-a este studiul stabilităţii mişcărilor periodice, respectiv 
determinarea domeniilor de stabilitate. In ultimul timp, atenţia cercetărilor se 
îndreaptă spre problema optimizării sistemelor vibropercutante [5], [6], [38], [42], 
[51], [69], [97]. Optimizarea se poate face după mai multe criterii. Criteriul cel mai 
important este viteza de ciocnire, respectiv energia cinetică a maselor percutante în 

momentul ciocnirii. 
 Problema optimizării poate fi formulate in două feluri: 

a) dacă se cunoaşte forţa de excitaţie,  cum trebuie să se aleagă 
parametrii sistemului pentru a obţine viteze de ciocnire maxime; 

b) sistemul fiind dat, cum trebuie să fie forţa de excitaţie pentru a 
se obţine mişcarea optimă. 

În majoritatea lucrărilor ce se ocupă cu sisteme vibropercutante se 

consideră că excitaţia este armonică, deşi studiul optimizării arată că 
excitaţia optimă nu este cea armonică. Insă excitaţia nu este armonică nici 
în cazul unui excitator electromagnetic, cum se va vedea în capitolul II al 
acestei lucrări. 
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 În cadrul tezei se va considera pentru fiecare model mecanic analizat 
că excitaţia este periodică oarecare şi se determină condiţiile de existenţă şi 
de stabilitate ale mişcărilor periodice. 

 Cu ajutorul rezultatelor obţinute pentru cazul general se studiază 
diferite cazuri particulare. Astfel, se determină domeniile de existenţa şi de 
stabilitate în cazul unor excitaţii armonice, mişcările optime produse de 
excitaţia armonică, excitaţia optimă. Se studiază stabilitatea mişcărilor 
optime. În tratarea tuturor problemelor s-a utilizat un limbaj tipic ingineresc 
accesibil tuturor specializărilor din domeniu. 

 Cele mai multe rezultate teoretice au fost verificate experimental in 
cadrul laboratorului de maşini electrice al Facultaţii de Inginerie de la UEM-
Reşiţa, precum şi la standul de încercări al sectiei de masini electrice  de la 
UCMR Reşiţa. 
 Îmi exprim mulţumirile mele conducătorului ştiinţific d-lui prof. univ. 
dr. ing. Tiberiu Dimitrie Babeu pentru sprijinul şi ajutorul deosebit acordat în 

elaborarea tezei, precum şi conducătorilor ştiinţifici: prof. univ. dr. ing. Liviu 

Brîndeu, prof. univ. dr. ing. Titus Cioară pentru sprijinul acordat în etapele 
de început ale studiilor doctorale. 
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1. STADIUL ACTUAL PRIVIND STUDIUL 
VIBRAŢIILOR ŞI VIBROPERCUŢIILOR 

SISTEMELOR ELECTROMECANICE 
 
 

1.1. Sisteme vibropercutante cu legături elastice 
 
Modelul mecanic al unui sistem vibropercutant cu un grad de libertate având 

o cuplă percutantă este arătat în figura 1.1.  
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
                                          Fig. 1.1 

 
El este format dintr-un corp rigid C,de masă m,legat de un arc cu constanta 

elastică k. Sub acţiunea unei forţe de excitaţie periodice F(t) corpul C execută 
mişcare vibratorie, având loc ciocniri cu un limitator fix L. 

Studiul mai multor  mecanisme, cum ar fi diferitele ciocane mecanice şi de 

abataj, dispozitive pentru introducerea unor elemente în pământ prin vibropercuţii, 
etc. conduce la un asemenea model mecanic. Forţa de excitaţie poate fi creată în 

diferite feluri: inerţial cu ajutorul unor mase excentrice în mişcare de rotaţie, cu 
ajutorul electromagneţilor, hidraulic, etc. 

In legătură cu acest model mecanic au fost elaborate mai multe studii [4] , 
[9] , [18] , [27] , [36] , [45] , [46] , [47], [54] , [68], [71], [75], [79], [80], [83], 
[86], [98] în care se clarifică o serie de probleme legate de funcţionarea acestui 

sistem vibropercutant. 
In general forţele de excitaţie se presupun cunoscute şi de cele mai multe 

ori ele se consideră armonice. Dacă forţa de excitaţie F(t) este creată inerţial şi 
viteza unghiulară ω de rotaţie a masei excentrice este constantă, atunci ipoteza de 

mai sus corespunde realităţii, deoarece: 

                      2F t m eω sinωt0 ,          (1.1.) 

unde 0m este masa excentrică,iar e – excentricitatea. În cazul unui excitator 

electromagnetic (fig.1.2) alimentat cu o tensiune alternativă, forţa de excitaţie nu 
este armonică, fiind chiar dependentă de deplasarea armăturii mobile (variaţia 
întrefierului),care constituie şi masa percutantă. Numai în cazul deplasărilor foarte 
mici se poate neglija dependenţa forţei electromagnetului de variaţia întrefierului. 

În acest caz forţa este funcţie numai de timp de forma:  

                                   F t = F 1- cos t0                                        (1.2.) 

unde ω reprezintă dublul pulsaţiei tensiunii de alimentare. 

L 

k 

C 

F(t) 
 

m 
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Fig. 1.2 
 

Deci forţa are o componentă armonică şi una constantă având mărimea 
egală cu amplitudinea componentei alternative. 

Din cele spuse rezultă că excitaţia este armonică, numai în cazuri 
particulare. De aceea se va considera la început cazul general când forţa F(t) este 
periodică oarecare,de perioadă T. Se vor studia mişcările, periodice produse de 
aceasta forţă în ipoteza că disipare de energie are loc numai la ciocniri. 
Ciocnirile se consideră instantanee fiind caracterizate prin coeficientul de restituire 
R(0<R≤1). Cazul ciocnirilor neinstantanee s-a studiat ţinând seama de deformaţiile 

locale în lucrarea [83]. 

În sistemele vibropercutante, cum s-a mai amintit sunt posibile diferite 
tipuri de mişcări. Vom studia mişcările periodice având perioada egală cu un 
multiplu întreg al perioadei forţei de excitaţie , care prezintă cel mai mare interes 
practic. 

 

1.2. Studiul mişcărilor periodice şi al stabilităţii acestora 
când forţa de excitaţie este periodică oarecare 
  
Vom scrie forţa de excitaţie F(t)  sub forma: 

                                   F(t)= F0  •f(t) ,                                 (1.3.) 

unde F0  are dimensiunea unei forţe, iar f(t) este o funcţie periodică adimensională 

cu perioada T. În cazul excitaţiei armonice (1.1) F0 reprezintă valoarea maximă a 

forţei excitaţie. 
Notând cu x abscisa corpului C din fig.1.1 măsurată din poziţia în care arcul 

este nedeformat cu sensul pozitiv spre dreapta sau a armăturii mobile din fig.1.2 

măsurată din poziţia de echilibru static, cu sensul pozitiv în sus, ecuaţia diferenţială 
a mişcării între două ciocniri succesive este:  

                       mx kx F t  .                   (1.4.) 

L 

x 

F(t) 

U 
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Introducând variabilele adimensionale: 
2
n

0 0

mω k
F F

ωt, z= X X   ,        (1.5.) 

unde:    

                                          2 k
nT m

ω , ω                                        (1.6.) 

 şi parametrul adimensional: 

            nω

ω
                                                       (1.7.) 

ecuaţia diferenţială (1.4.) devine: 

                                        '' 2 2z η z η f .                                          (1.8.) 

Notăm cu d valoarea lui x şi cu 
0

k
F

δ d  valoarea lui  z în momentul 

ciocnirii. Dacă δ<o, sistemul este cu joc, iar dacă δ >o, sistemul este cu strângere. 

Vom studia mişcarea între două ciocniri succesive de ordinul i şi i+1. Notăm cu i  

momentul adimensional al ciocnirii de ordinul i şi cu - iu ,  iu 0  viteza 

adimensională înaintea acestei ciocniri. Viteza după ciocnire va fi iRu .Ciocnirea 

următoare va avea loc în momentul i 1  şi viteza înaintea acestei ciocniri va fi 

 i 1u . 

Astfel condiţiile iniţiale şi finale ale mişcării dintre cele  două ciocniri sunt : 

                    '
i 1 i  z= z Ru                         (1.9.) 

                   '
i 1 i 1  z= z u        .                              (1.10.) 

  Pentru ca mişcarea să fie periodică este necesar ca durata mişcării dintre 

ciocniri să fie un multiplu al perioadei forţei de excitaţie şi viteza în momentul 
ciocnirii să fie egală cu viteza dinaintea ciocnirii precedente, adică să avem 

                   i 1 i i 1 i2 n  , u u       ,               (1.11.) 

unde n=1,2,…. 
  Legea mişcării, soluţia ecuaţiei diferenţiale (1.8), ţinând seama de condiţiile 
iniţiale (1.9.) este: 

            i

i

Ru
i iz δcos sin f θ sin θ dθ






                                  (1.12.) 

iar viteza: 

             
i

, 2
i i iu z δ sin Ru cos f θ cos θ dθ





                         (1.13.) 

înlocuind condiţiile (1.10.) în ecuaţiile (1.12.) şi (1.13.) rezultă 

       
i 1

i

i

Ru
i i 1 i i 1δ δ cos sin f sin d 0



 



                               (1.14.) 

       
i 1

i

2
i 1 i 1 i i 1 i i 1u δ sin Ru cos f cos d 0



   



                     (1.15.) 

Ecuaţiile (1.14.) şi (1.15.) fac legătura dintre parametrii mişcării 
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corespunzători celor două ciocniri. Cu ajutorul lor se pot studia atât mişcările 

tranzitorii,cât şi cele periodice. Dacă se urmăreşte mişcarea în planul fazelor (z,z') 
(figura 1.3), ciocnirii  de ordinul i îi corespunde un punct Mi situat pe dreapta z=δ 
,iar  ciocnirii de ordinul i+1 punctul Mi+1 situat pe aceeaşi dreaptă. Transformarea 
punctelor Mi în Mi+1  este dată de ecuaţiile (1.14.) şi (1.15.). 
 Pentru ca mişcarea să fie periodică trebuie ca punctele Mi şi Mi+1  să se confunde, 
adică Mi să se transforme în el însuşi, constituind punctul fix al transformării. 

               

  
Fig. 1.3 

 
Înlocuind condiţiile (1.11) în ecuaţiile (1.14.) şi (1,15.), se obţine următorul 

sistem cu necunoscutele ui şi i : 

               i

i

a
Ru

iδ δ cos sin f sin a d 0







                               (1.16.) 

   

i

a
2

i i iu δ sin Ru cos f cos a d 0





               

unde s-au făcut notaţiile : 
                   a 2 n  ,   =a =2 n                                                 (1.17.) 

 

Eliminând din sistemul (1.16.) viteza iu  se obţine  ecuaţia: 

          

     

  

a

i i

i

f sin a Rsin d

1 R 1 cos
δ





            

 
 


                    (1.18.) 

 care determină momentele i , iar pentru viteza de ciocnire rezultă expresia 

        

 

  

a

i2
i

a
f sin sin d

2
2

i 1 R 1 cos
u






  
        

  

 
 


      (1.19.) 

în funcţie de i . 
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1.2. Studiul mişcărilor periodice şi al stabilităţii acestora când forţa de excitaţie este 
periodică oarecare -13                                                           

Rezultatele obţinute sunt valabile,dacă R≠1 şi 1,2,.....  . Astfel  cazul 

rezonanţei (η=1)  trebuie studiat separat. Mişcările periodice pentru R=1 şi 
excitaţiei  armonică s-au studiat în lucrarea [86] . 

Pentru ca mişcările periodice să existe, este necesar ca din ecuaţia (1.18.) 

să rezulte pentru i  valori reale, iar pentru iu  din (1.19.) valori pozitive. 

Pentru studiul stabilităţii mişcărilor periodice vom aplica metoda 

transformărilor punctuale [60]. Ecuaţiile transformării (1.15) şi (1.14), pentru 
simplificare, le scriem sub forma 

         j i 1; i i 1 i;u ;u 0        j=1,2                 (1.20)  

Aceste ecuaţii sunt verificate de valorile parametrilor corespunzătoare 
punctului fix al transformării. Să presupunem acum că din cauza unei perturbaţii, 

punctul reprezentativ al ciocnirii de  ordinul i nu este punctul fix Mi determinat mai 

sus, ci punctul     i i i i iM ,u  unde i şi  i  sunt perturbaţii mici. Din cauza 

aceasta , nici punctul reprezentativ al ciocnirii de ordinul i+1 nu va coincide cu 

punctul fix, ci va fi punctul         i 1 i 1 i 1 i 1 i 1M ,u , unde la fel  i 1 şi  i 1 le 

presupunem perturbaţii mici. Legea transformării, punctuale (1.2o)  devine 

              j i 1 i 1 i i i 1 i 1 i i, ,u ,u 0        j=1,2     ( 1.21) 

Din (1.20)  şi  (1.21)  se obţine: 

                      j i 1 i 1 i i i 1 i 1 i i j i 1; i i 1 i, ,u ,u ;u ;u 0  

 Prin dezvoltare în serie după puterile perturbaţiilor  i 1 ,  i 1 ,i ,  i  

neglijând termenii care conţin perturbaţii la puteri mai mari ca 1, rezultă 

        
   

   
 

 
 

   
   

   

j j j j
i 1 i 1 i i

i 1 i 1 i i

0,  j=1,2
u u

                   (1.22) 

 unde toate derivatele se calculează pentru valorile parametrilor 
corespunzătoare punctului fix. Pentru sistemul  (1.22)  se caută soluţii de forma 

 i 1 =β i ,  i 1=β  i .Înlocuind în ecuaţiile (1.22), se obţine un sistem omogen în 

i şi  i . Pentru ca sistemul să admită soluţii diferite de zero, determinantul lui 

trebuie să fie egal cu zero. Rezultă astfel ecuaţia caracteristică în  sub forma 

                         

1 1 1 1

i 1 i i 1 i

2 2 2 2

i 1 i i 1 i

           
u u

0

           
u u

   
 

 

   
 

 

 

 

   
 

   



   
 

   

              (1.23) 

Pentru ca punctul fix să fie stabil, adică mişcarea periodică să fie stabilă, 

este necesar ca rădăcinile ecuaţiei caracteristice să fie în mod subunitare. 
Din ecuaţiile  (1.14)   şi  (1.15)  obţinem 

         
i 1

i

2 21
i 1 i i i 1 i i 1 i 1

i 1

φ
δηsin Ru cos f cos d η f



   





                    

 

       1
i 1 i i i 1 i i 1 i

i

φ
δηsin Ru cos f sin  


                


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 
i 1 i

1 1
i 1 i

u u

R
0,      = sin   

 





 

    
 

 

       
i 1

i

2 22
i 1 i i i 1 i i 1

i 1

φ
δη cos ηRu sin f sin d



  





                  

 

       2 22
i 1 i i i 1 i i i 1 i

i

φ
δη cos ηRu sin f cos  


                


 

 
i 1 i

2 2
i 1 i

u u

R
1,      = cos   

 





 

    
 

 

Ţinând seama de relaţiile (1.11), ecuaţiile (1.16) şi de faptul ca 

   i 1 if f   , derivatele de mai sus devin: 

1
i

i 1

φ
u




 


 

 1
i i

i

φ
δηsin Ru cos sin f


       


 

                           

i 1 i

1 1

u u

R
0,      = sin

 




 
 

 
 

                            
i 1

2 22
if     







     


 

    2 22
i i

i

φ
δη cos ηRu sin cos f


       


 

                           

i 1 i

2 2

u u

1,      =Rcos   
 



 
 

 
 

Înlocuind valorile derivatelor în ecuaţia (1.23) şi efectuând calculele se obţine 
următoarea ecuaţie caracteristică: 

   i2 2

i

f 1 R sin
2Rcos R 0

u


 

             
  

            (1.24) 

Pentru ca ecuaţia (1.24) să aibă rădăcini în modul subunitare, 
trebuie verificate condiţiile lui Schur adică trebuie să avem R<1 şi 

 
   i2 2

i

f 1 R sin
1 R 2Rcos 1 R

u

                           (1.25) 

În  cazul ciocnirilor reale  condiţia R<1 este  verificată, prin urmare pentru 

a avea mişcări periodice stabile valorile parametrilor i şi iu  date de  ecuaţiile   

(1.16)   trebuie să verifice  condiţiile   (1.25). 

Pentru existenţa mişcărilor periodice stabile  cu perioada 2πn mai este 

necesar  ca în intervalul  i i, 2 n    să nu apară ciocniri  cu limitatorul, adică să 

avem în acest interval z   . Aceasta, matematic se exprimă prin aceea că minimul 

funcţiei z în intervalul  i i, 2 n    să fie mai mare sau egal cu  .  
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       * ' * '' * *
i iz ,   z 0,  z 0 ,   , 2 n             

 Înlocuind aceste condiţii în ecuaţiile (1.12), (1.13) şi notând 
*

i    
,se obţine sistemul: 

                              

   

 























     

  


 
       

 

 






i

i

i

i

i

2

i

2
i

f sin d

2 sin
2

f sin d
2

u

R sin
2                            (1.26) 

Cum viteza iu
în este dată de (1.19) din a doua ecuaţie (1.26) se determină 

valoarea lui  şi apoi din prima rezultă valoarea limită a lui  . 

 
1.3. Cazul excitaţiei armonice. Determinarea mişcărilor 

optime 

 
În continuare pe baza rezultatelor obţinute în, paragraful 1.2 se va  studia 

cazul când excitaţia este armonică, adică: 

                                              f t sin                      (1.27) 

  Înlocuind (1.27) în (1.18) după efectuarea calculelor se obţine ecuaţia 

     
2

i i2 2

1 R
sin cot g cos

1 R 21 1

   
     

   
         (1.28) 

care determina momentele i ale ciocnirilor periodice . Expresia vitezei de ciocnire  

(1.19) în cazul excitaţiei armonice devine 

                               
2

i
i 2

cos
u .

1 R1




 
                    (1.29) 

Pentru, simplificarea scrierii, vom considera originea de măsură a timpului  0   

începutul perioadei excitaţiei în care are loc ciocnirea de ordinul i. 
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a.  

 b. 

c. 
Fig. 1.4. a,b,c,d 

 

Relaţia (1.28) poate fi concepută ca o funcţie de forma  i    , care pentru valori 

date ale parametrilor ,R,n se reprezintă prin câte o curbă periodică cu perioada 2 .În 

figurile 1.4 a,b,c,d sunt reprezentate asemenea curbe  pentru n=1, R=0,6 şi patru valori ale lui  
 : 0,2; 0,8;1,2; 1,8. Toate curbele  au puncte extreme pentru valorile lui date de ecuaţia: 

                   '
i

1 R
tg tg

1 R 2

 
  


            (1.30) 

pentru care derivata lui  în raport cu i  se anulează. Valorile extreme sunt: 

    

22

max 2

1 1 R
1 . cot g

1 R 21

   
    

   
   (1.31) 

   

22

min 2

1 1 R
1 . cot g

1 R 21

   
     

   
   (1.32) 

pentru 1   şi 

d. 
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22

max 2

1 1 R
1 . cot g

1 R 21

   
     

   
   (1.33) 

               

22

min 2

1 1 R
1 . cot g

1 R 21

   
    

   
               (1.34) 

pentru  1  . 

 Pentru ca din ecuaţia (1.28) să rezulte rădăcini reale este necesar ca   să aibă 

valori cuprinse între cele două limite, adică să avem 

2 22 2

2 2

1 1 R 1 1 R
1 . cot g 1 . cot g

1 R 2 1 R 21 1

        
        

         
 (1.35) 

pentru 1   şi 

2 22 2

2 2

1 1 R 1 1 R
1 . cot g 1 . cot g

1 R 2 1 R 21 1

        
        

         
 (1.36) 

pentru  1  . 
 Din relaţia (1.29) rezultă însă că viteza de ciocnire este pozitivă numai dacă  

    icos 0 
   în cazul 1  ,                    (1.37) 

adică τi are valori cuprinse în cadranele unu şi patru ale cercului trigonometric, 

respectiv dacă  

  icos 0 
    în cazul 1  ,                     (1.38) 

adică τi are valori cuprinse în cadranele doi şi trei.  

Porţiunile de curbă din figurile 1.4.a,b,c,d în intervalele în care viteza de 
ciocnire este negativă s-au trasat cu linie întreruptă. Astfel   nu poate lua toate 

valorile, date de relaţiile (1.35) şi (1.36). In intervalul în care viteza de ciocnire este 

pozitivă curba  i     are numai un minim, sau numai un maxim, şi anume dacă 

cotg
2


>0 are un maxim dat de (1.31),  respectiv (1.33) şi dacă cotg

2


<0 are un 

minim dat de (1.32),r e spe c t i v  (1.34).Rezultă că în cazul cotg
2


>0, valoarea 

minimă posibilă a lui  se obţine din (1.28) pentru i
2


  dacă 1   şi pentru 

i
3

2


  , dacă 1  . Tot aşa în cazul cotg

2


 < 0,valoarea maximă posibila a iui   

se obţine din (1.28) pentru i
2


  dacă 1   şi i

3

2


  dacă 1  . Prin urmare 

relaţiilor (1.35) şi (1.36) trebuie să mai adăugăm următoarele 

                                     
2

21


  

 
 dacă cotg

2


>0                                      (1.39) 

                         
2

21


 

 
 dacă cotg

2


<0 
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în cazul 1   şi   

        
2

21


 

 
   ,   dacă  cotg

2


>0                                 (1.40) 

2

21


  

 
         ,    dacă cotg

2


<0 

în cazul 1  . 

 Sistemul (1.26) în cazul excitaţiei armonice devine  

       

 

 
2 2

sin n1 R
cos

1 R 1 R sin n
cot g n

1 R sin

1 sin n1 R
cos

1 R sin n
1

sin

 







 






 


  
  

 
  

    
 

  
 
 
 

   (1.41) 

    
 

sin
2 1 R 2sin . . sin n

1 R sin n 2
tg

sin n2 1 R
cos .

1 R sin n




 
 

 





  

   
    

 


 

                   (1.42) 

Din ecuaţia (1.42) se determină   în funcţie de R, ,n  iar din (1.41) 

valorile limita ale lui  . În membrul drept al relaţiei (1.41) se ia semnul plus dacă 

< 1. şi semnul minus dacă >1. 

Relaţiile (1.35),(1.36),(1.39),(1.40), împreună cu (1.41),(1.42) determină 
domeniile de existenţă ale mişcărilor periodice. Luând în relaţiile (1.35),(1.36), 
(1.39), (1.40) egalităţi în loc de inegalităţi se obţin valorile extreme ale lui  . 

Menţionăm că valorile extreme din relaţiile (1.39),(1.4o) 

                             
2

21


  

 
                      (1.43) 

reprezintă elongaţiile maxime ale vibraţiilor în lipsa limitatorului. Pentru valorile lui  
 cuprinse între limitele (1.43) în mod sigur apar mişcări vibropercutante. Relaţiile 

(1.35),(1.36) arată însă că pot exista mişcări vibropercutante şi pentru valorile lui situate 

în afara limitelor (1.43).  

În fig.1.5 sunt reprezentate domeniile de existenţă ale mişcărilor periodice în planul  ,   

pentru n=1 şi R=0,6 . Curbele trasate cu linie continuă mai subţire corespund relaţiilor 
(1.43), cele trasate cu linie întreruptă condiţiilor (1 . 35),(1 .36 ) , iar curba continuă 
trasată cu linie mai groasă reprezintă soluţia sistemului (1.41), (1.42). 

Domeniul de existenţă este haşurat. Zona situată peste curba continuă mai 
groasă trebuie eliminată din cauză că aici apar ciocniri suplimentare. 
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Fig. 1.5 

 
Pentru studiul stabilităţii mişcărilor periodice plecăm de la ecuaţia caracteristică  

(1.24), respectiv condiţiile (1.25), care în cazul excitaţiei armonice devine 

   

 

2 22

i 2

2 1 R cos 1 R
1 R 2

tg tg
1 R 2 1 R sin



 
         

  
  (1.44) 

dacă sin    şi  

   

 

2 22

i 2

2 1 R cos 1 R
1 R 2

tg tg
1 R 2 1 R sin



 
         

  
                        (1.45) 

dacă sin   . 

Aceste condiţii arată că i respectiv  nu pot lua toate valorile pentru care 

sunt verificate condiţiile de existenţă. Luând în inegalităţile (1.44), (1.5) egalităţi în 

loc de inegalităţi se pot determina valorile limită ale lui i  şi apoi cu ajutorul acestora 

valorile limită ale lui  .Se observă procedând în felul acesta că unele din condiţiile 

de existenţă coincid cu condiţiile de stabilitate. Calculele conduc la următoarele con-
diţii de stabilitate 

22

s 2

1 1 R
1 cot g  

1 R 21

   
      

   
 ,   dacă cot g 0

2


     (1.46) 
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22

s2

1 1 R
1 cot g

1 R 21

   
     

   
     ,   dacă cot g 0

2


     (1.47) 

pentru 1   şi 

 

22

s 2

1 1 R
1 cot g  

1 R 21

   
       

   
,  dacă cot g 0

2


            (1.48) 

22

s2

1 1 R
1 cot g

1 R 21

   
     

   
        ,  dacă cot g 0

2


       (1.49) 

pentru 1  , unde 

     

     

2 2 22
22

s 2 2 2
2 22 2

1
cos 1 R 1 R 1 R

2
.

1 sin
1 R 1 R cos 1 R

2 2

 
     

    
     

          

          (1.50) 

     

     

 
     

    
     

          

2 2 22
22

s 2 2 2
2 22 2

1
cos 1 R 1 R 1 R

2
.

1 sin
1 R 1 R cos 1 R

2 2

 

Pe baza relaţiilor (1.46),(1.50) se pot determina domeniile de stabilitate ale 
mişcărilor periodice aşa cum s-au determinat domeniile de existenţă. In figura 1.6 a, 

sunt reprezentate domeniile de stabilitate împreună cu curbele din fig.1.5 pentru 
n=1, R=0,6, iar fig. 1.6,b pentru n=1 şi R=0,2. De data aceasta sunt haşurate 
domeniile de stabilitate care sunt limitate de curbele trasate cu linie continuă mai 

groasă ce corespund condiţiilor (1.46)-(1.50),respectiv sistemului (1.41), (1.42). 
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Fig. 1.6.a 

 
Fig. 1.6.b 
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Mişcarea periodică a sistemului vibropercutant este optimă dacă viteza de 

ciocnire dată de relaţia (1.29) este maximă. Pentru aceasta este necesar să avem 

 i icos 1      0 ,             dacă  1         (1.51) 

Respectiv 

 i icos 1      ,             dacă  1         (1.52) 

adică ciocnirea să aibă loc în momentele în care forţa de excitaţie se anulează. 
Viteza de ciocnire maximă posibilă este 

2

i max 2

2 1
u .

1 R1




 
 ,       dacă  1         (1.53) 

şi  

2

i max 2

2 1
u .

1 R1


 

 
,    dacă  1         (1.54) 

Relaţiile (1.53), (1.54) arată că valoarea vitezei maxime de ciocnire nu 
depinde de n. De aici rezultă că din punct de vedere practic cele mai eficace sunt 
mişcările optime având perioada egală cu perioada forţei de excitaţie. 

Pentru ca să se realizeze un regim de mişcare în care viteza de ciocnire este 
maximă, este necesar ca parametrul  să aibă o valoare bine determinată şi anume 

valoarea ce rezultă din(1.28)pentru valorile lui i date de  (1.51), (1.52). 

op 2

1 R
cot g

1 R 21

  
 

  
 ,           dacă  1         (1.55) 

op 2

1 R
cot g

1 R 21

  
  

  
 ,           dacă  1          (1.56) 

Se vede că valorile optime (1.55), (1.56) ale lui   sunt cuprinse între 

valorile limită date de relaţiile (1.35), (1.36). Ele verifică de asemenea şi condiţiile 

(1.39), (1.40).Urmează să mai cercetăm sistemul (1.26), care în acest caz devine 

1 R 1

1 R
sin cot g cos

2


 





 

 

              (1.57) 

1 R cos s in cot g n

1 R cos

  



     



 

şi care determină domeniile de existenţă ale mişcărilor periodice optime în planul 

 R, . Pentru n=1 rezultă că mişcările optime nu sunt posibile dacă 1  ,însă în 

cazul 1  nu apar ciocniri suplimentare, în intervalul  i i, 2   decât pentru valori 

foarte mici ale lui R. 
     În figurile 1.6,a şi b s-a reprezentat grafic şi funcţia (1.55) prin linie punctată. 

Curbele corespunzătoare se găsesc în domeniul de stabilitate, fiind apropiate de 
curbele limită în care condiţiile de stabilitate coincid cu condiţiile de existenţă. 
Această concluzie este valabilă pentru toate valorile lui R. 

În fig. 1.7  s-a reprezentat numai op în  funcţie de  pentru n=1 şi patru 

valori ale lui R:0,2; 0,4; 0,6; 0,8. 
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Fig. 1.7 
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Fig. 1.8 
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iar în fig.1.8 viteza de ciocnire maximă pentru aceleaşi valori ale lui R. 

Viteza de ciocnire în m/s fiind: 

0 n
i 2

2F
v . .

k 1 R1




 
                                                    (1.58) 

energia cinetică a masei percutante în momentul ciocnirii este  

 

22
2 0

c i 2 2

2F1 1
E mv . .

2 k 1 1 R

 
  
    

,                           (1.59) 

iar pierderea de energie cinetică în timpul ciocnirii  

 

22 2
0

c 2 2

2F 1 R
E . .

k 1 1 R

  
  
    

    ,                             (1.60) 

Legea mişcării optime şi viteza se determină din ecuaţiile (1.12), (1.13) 
ţinând seama de relaţiile (1.51)-(1.56).După efectuarea calculelor rezultă pentru 

1   

    
      

     

    
       

     

2

2 2

2 2
'

2 2

1 R
z cot g cos sin sin

1 R 21 1

1 R
z cot g sin cos cos

1 R 21 1

                (1.61) 

 

     
 

Fig. 1.9 a şi b 

 
În fig. 1.9.a s-au reprezentat diagramele mişcării optime între două ciocniri 

consecutive pentru n 1;R 0,4; 0,6    , iar în fig.1.9.b traiectoria de fază pentru 

aceiaşi mişcare. 
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Fig. 1.10 

 
În fig.1.10 este redată diagrama mişcării optime între două ciocniri pentru 
n 1; 0,6;R 0,6.     

 În cazul excitatorului electromagnetic presupunând că forţa de de excitaţie 

este de forma (1.2) avem:                 f 1 cos    ,                            (1.62)     

iar ecuaţia diferenţială a mişcării (1.8) devine   " 2 2z z 1 cos       ,  (1.63)     

Schimbând însă originea de măsurare a timpului şi introducând o nouă funcţie  

                                       
2


      ,      z z 1    ,                    (1.64) 

ecuaţia (1.63) devine:  

                                         " 2 2z z sin       ,                         (1.65) 

fiind de aceeaşi forma ca în cazul excitaţiei pur armonice. Prin urmare concluziile de 
la cazul excitaţiei armonice sunt valabile şi în acest caz,componenta constantă a 
forţei de excitaţie având doar efectul de a modifica poziţia de echilibru static. 
 

1.4. Determinarea forţei de excitaţie optime 

 
În acest paragraf vom determina forţa de excitaţie optimă în ipoteza că ea 

nu poate depăşi o anumită valoare maximă. Să presupunem ca în expresia (1.3) a 

forţei de excitaţie 0F  reprezintă valoarea ei maximă, iar funcţia adimensională  f   

verifică condiţia: 

                    f 1  ,                             (1.66) 

Deci căutăm forţa de excitaţie f(  ), presupusă periodică, cu perioada 2   şi care 

verifică condiţia (1.66), pentru care viteza de ciocnire este maximă. 
   Pentru rezolvarea, problemei am putea aplica principiul maximului al lui 

Pontreaghin [63], însă rezultatul poate fi dedus şi printr-un raţionament mai simplu. 
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Plecăm de la expresia (1.19) a vitezei de ciocnire. Funcţia f(  ) trebuie 

aleasa astfel încât să maximizeze integrala din numărătorul expresiei (1.19). 
Valoarea integralei va fi maximă dacă funcţia f (  ) maximizează în orice moment 

expresia de sub integrală, adică, ţinând seama de condiţia (1.66) funcţia f(  ) 

căutată este 

  i
a

f sign sin sin
2 2

   
        

  
.     (1.67) 

Pentru a găsi efectiv funcţia f(  ) avem nevoie de rădăcinile ecuaţiei 

i
a

sin 0
2

 
      
 

       (1.68) 

care sunt date de relaţia  

i
k

n ,              k=0,1,2....     


      (1.69) 

Ne interesează numai rădăcinile cuprinse în intervalul  i i, 2 n   .Vom analiza 

mişcările optime având perioada egală cu perioada de excitaţie. Pentru n=1, dacă 

1  , singura rădăcină cuprinsă în intervalul  i i, 2 n   este: 

                                 i                        (1.69) 

care corespunde semiperioadei mişcării. Este interesant de menţionat că soluţia 
(1.69) ce obţine în cazul 1   (deasupra rezonanţei) nu depinde nici de valoarea lui 

R, nici de valoarea lui  . Forţa de excitaţie optimă în acest caz este: 

 

 

 

i i

i i i

i i

1         pentru  ,

f 0           pentru  , , 2

1         pentru  , 2 ,       



 

 

     


        

      

                           (1.70) 

fiind reprezentată în figura 1.11,a 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Fig. 1.11.a 
 

Dacă 1  , ecuaţia are şi alte rădăcini afară de (1.69).Astfel dacă  1,2  

mai rezultă două soluţii: 

i
1

     


 şi  i
1

     


                     (1.71) 

În acest caz forţa de excitaţie optimă este: 
 

τ 

τι 

f(τ) 

+1 

-1 

τι+2π τι+π 
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       

i i i i i

i i

i i

i i

i

1 1
0           pentru  , , , , 2

1
1         pentru  ,

1
f 1         pentru  ,   

1
1         pentru  ,

-1          pentru  

     

 

  

  

            
 

 
       

 

 
          

 

 
        

 

   i
1

, 2         
















        

        (1.72) 

fiind reprezentată în figura 1.11,b. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.11.b 
 

 Ne vom ocupa mai amănunţit de cazul 1  , când forţa de excitaţie optimă 

este dată de relaţiile (1.70).Aceste relaţii arată că excitaţia optimă are o variaţie 
dreptunghiulară (fig.1.11,a) şi că ciocnirile trebuie să aibă loc în momentele în care 
forţa de excitaţie îşi schimbă sensul şi anume când trece de la valoarea negativă la 

valoarea pozitivă (ca în cazul excitaţiei armonice). In aceste condiţii viteza ae 
ciocnire (1.19) este maximă,fiind egală cu 

                       i  max
2

u tg
1 R 2

 



                                                      (1.73) 

Pentru ca să se realizeze regimul ele mişcare cu viteza de ciocnire maximă 
(1.73) este necesar ca jocul   să aibă o valoare bine determinată ce rezultă din 

ecuaţia (1.18). 

         op
1 R

tg cot g
1 R 2




 
  


                            (1.74) 

 

τι+π τι+2π 

η=1,2 
τ 

f(τ) 
+1 

-1 

τι 
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Fig. 1.12 

 
Dacă jocul   diferă de valoarea optimă (1.74),ciocnirea nu are loc în momentul in 

care forţa de excitaţie îşi schimbă sensul şi viteza de ciocnire nu are valoarea 

maximă (1.73). Relaţia (1.74) arată  că în cazul 0,5   rezultă op 0  , pentru 

0,5   avem op 0  şi dacă 0,5  , atunci op 0  . În fig. 1.12 s-a reprezentat 

grafic op în funcţie de   pentru R = 0,2; 0,4; 0,6 ;0,8, iar în figura 1.13 i  maxu  în 

funcţie de  pentru aceleaşi valori ale lui R. Curbele din figura 1.12 sunt 

asemănătoare cu cele din figura 1.7 obţinute în cazul excitaţiei armonice pentru 
1  .  

La fel, curbele din figurile 1.8 şi 1.13 sunt  asemănătore. 
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Fig. 1.13 

 
Urmează să mai cercetăm stabilitatea mişcărilor optime. Ecuaţia 

caracteristică (1.24) precum şi condiţiile de stabilitate (1.25) sunt valabile şi în cazul 

acesta. Deoarece însă pentru i   funcţia f(  ) prezintă o discontinuitate, trebuie să 

considerăm două cazuri şi anume  if 0 1     şi  if 0 1     

Ţinând seama de aceasta precum şi de relaţiile (1.73),(1.74) condiţiile de 
stabilitate (1.25) conduc la următoarele inegalităţi: 

           
1 R

tg cot g
2 1 R




 
 


                   (1.75)  

 
 

   

2

22 2

1 R sin2
tg

2 2 1 R cos 1 R





 


 
 

   
  

    (1.76) 

1 R
tg cot g

2 1 R




 
  


       (1.77) 

 
   

2

22 2

1 R sin2
tg

2 2 1 R cos 1 R





 



 

   
  

      (1.78) 

Condiţiile  (1.76)-(1.78) sunt verificate pentru orice  0,1  şi orice 

 R 0,1 , iar condiţia (1.75) este echivalentă cu  

1 R
tg

2 3 R

 



           (1.79) 
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De aici rezultă ca mişcarea optimă,spre deosebire de cazul excitaţiei 
armonice nu totdeauna este stabilă. Condiţia (1.79) este verificată dacă: 

                     
2 1 R

arctg
3 R


 


                                              (1.80) 

adică dacă   este mai mare decât o anumită valoare limită, ce depinde de R. 

Porţiunile de curbă din figura 1.12 , care corespund mişcărilor instabile s-au 
reprezentat prin linie întreruptă. Se poate arăta uşor că punctele care separă cele 

două porţiuni se găsesc pe curba 

2tg
2


   

care s-a reprezentat în figura 1.12 prin linie continuă mai subţire. În fig.1.13 de 
asemenea s-au trasat cu linie întreruptă porţiunile de curbă,ce corespund mişcărilor 

instabile. 
Legea mişcării optime şi viteza se obţin tot din ecuaţiile (1.12),(1.13) ţinând 

seama de variaţia forţei f(  ) dată de (1.70): 

     

     

            


             

i  max
op i i

'
op i i  max i

Ru
z 1 cos sin 1

z 1 sin Ru cos

     (1.81) 

 

pentru  i i,       şi 

 
       

       





                  


                    

i  max
op i i i

'
op i i  max i i

Ru
z 1 cos sin 2cos 1

z 1 sin Ru cos 2 sin

        (1.82) 

pentru  i i , 2       . 

În fig.1.14.a s-au reprezentat diagramele mişcării optime calculate pe baza 
ecuaţiilor (1.81), (1.82) pentru =0,6 şi R=0,4 , iar în fig.1.14,b traiectoria de fază 

a acestei mişcări. 

 
 

Fig. 1.14.a 
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Fig. 1.14.b 
 

În paragraful 1.3 am determinat mişcarea optimă in cazul excitaţiei 
armonice,iar în acest paragraf mişcarea optimă în cazul excitaţiei dreptunghiulare. 
Pentru a compara eficacitatea celor două mişcări optime vom calcula raportul 
 dintre viteza de ciocnire maximă (1.73) ce se obţine în cazul excitaţiei 

dreptunghiulare şi viteza de ciocnire maximă (1.53) ce se obţine în cazul excitaţiei 
armonice 

            
21

tg
2




  



.          (1.83) 

Valoarea acestui raport nu depinde de coeficientul de restituire R,ci numai de  . 

În fig.1.15 este reprezentat graficul funcţiei     , din care rezultă că pentru 

 0,1 avem 1  ceea ce arată că forţa de excitaţie (1.70) este mai eficace decât 

excitaţia armonică. Trebuie avut însă în vedere faptul că mişcarea optimă produsă 
de excitaţia dreptunghiulară nu totdeauna este stabilă. 
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Fig. 1.15 

 
 

1.5. Caracterizarea sistemelor vibropercutante 

 
Clasificarea sistemelor vibropercutante trebuie să ţină seama de numărul 

gradelor de libertate, numărul cuplelor percutante active, precum şi de modul cum 
intră masele sistemului în diferite cuple percutante [9]. Pe baza acestor caracteristici 

se poate construi modelul corespunzător care, pe lângă principalele componente: 
mase, arcuri, amortizoare, întâlnite în mod obişnuit, mai conţine şi cuple percutante. 

În fig. 1.16 sunt prezentate câteva modele de sisteme vibropercutante. 

                                 
Fig. 1.16.a                                                   Fig. 1.16.b 
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Fig. 1.16.c                                                        Fig. 1.16.d 
 

                  
Fig. 1.16.e                                                        Fig. 1.16.f 

 
Fig. 1.16 Modele de sisteme vibropercutante 

 
Modelele din fig. 1.16a şi b au un singur grad de libertate, cu una, respectiv două 

cuple percutante, iar cele din figura 1.16.c, d şi e au două grade de libertate cu una, 
două respectiv trei cuple percutante. În aceste modele, una dintre mase poate face 
parte din maximum două cuple percutante. Aceste modele se numesc deschise 
deoarece pot apărea ciocniri în toate cuplele percutante. În fig. 1.16.f este prezentat 
un model cu două grade de liberate şi şase cuple percutante, fiecare masă fiind 
cuprinsă în patru cuple percutante. Există posibilitatea ca unele cuple să fie fictive, 

modelul fiind închis. Natura cuplelor percutante se poate stabili în funcţie de 
dimensiunile geometrice ale jocurilor din cuple [46]. Dacă masa unei cuple 
percutante devine nulă, aceasta degenerează (fig. 1.17–modelul este format dintr-o 

masă ce cade pe un limitator elastic). 
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Fig 1.17 

Această cuplă degenerată se mai numeşte şi semicuplă percutantă. Pentru studiul 
mişcării se folosesc aceleaşi metode ca în cazul cuplelor percutante normale, 
ţinându-se seama de faptul că, în cazul semicuplelor percutante, contactul dintre 
cele două elemente nu este instantaneu. Mişcări de acest fel sunt posibile numai în 

anumite condiţii particulare şi în cazul cuplelor percutante. Modelul acesta poate fi 
tratat ca un sistem vibropercutant cu două grade de libertate şi o singură semicuplă 

percutantă. 
 

1.6. Analiza cazului =1 (rezonanţă) 

 
Rezultatele obţinute în paragrafele precedente nu se pot aplica pentru 1  , 

de aceea vom analiza separat acest caz. Ecuaţia diferenţială a mişcării este: 

                                      "z z f   ,              (1.84) 

iar legea de mişcare, soluţia acestei ecuaţii, precum viteza, ţinând seama de 
condiţiile iniţiale (1.9) sunt: 

       

i

i i iz cos Ru sin f sin d  





                          (1.85) 

       

i

,
i i iz sin Ru co s f co s d  





                           (1.86) 

înlocuind în ecuaţiile (1.85),(1.86) condiţiile (1.10),rezultă: 

       
i 1

i

i 1 i i i 1 i icos Ru sin f sin d 0



 



                      (1.87) 

       
i 1

i

i 1 i 1 i i i 1 i i 1u sin Ru co s f co s d 0



   



                      (1.88) 

Aplicând acum condiţiile de periodicitate (1.11) se obţine următorul sistem: 

               
i a

i

if sin d 0





                        (1.89)  

      
i a

i

i i
1

u f co s d
1 R





      
                     (1.90) 
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Ecuaţia (1.89) determină momentele i  ale ciocnirilor, iar ecuaţia (1.90) 

viteza de ciocnire in funcţie de i .Se constată că nici i ,nici iu  nu depind de 

valoarea jocului   . 

Ecuaţia caracteristică (1.24) pe baza ecuaţiilor (1.85),(1.86),ţinând seama 
de (1.89) şi (1.90),devine în acest caz 

    
2

R 0    ,         (1.91) 

având rădăcina dublă 1,2 R   . Astfel în cazul ciocnirilor reale (R< 1),pentru   =1 

mişcarea periodică este stabilă indiferent de forma funcţiei  f  . 

Dacă excitaţia este armonică (1.27), ecuaţiile (1.89) (1.90) devin: 

icos 0                       (1.92) 

i i
a 1

u . sin
2 1 R

  


                     (1.93) 

Pentru ca viteza de ciocnire să fie pozitivă, ţinând seama de (1.92), trebuie să avem 

i i
3

sin 1
2

 
     

 
. De aici rezultă că ciocnirile au loc în momentele în care forţa de 

excitaţie trece prin valoarea ei minimă. Viteza de ciocnire este: 

i
a 1

u .
2 1 R




                (1.93’) 

Legea mişcării între două ciocniri şi viteza rezultă din ecuaţiile (1.85),(1.86) 

 i i
1

z sin Ru cos cos
2

                               (1.94) 

 ,
i i

1 1
z co s Ru sin sin

2 2

 
            

 
           (1.95) 

Presupunând n întreg oarecare,să examinăm situaţia din momentul 

i 2    .Se obţine: 

          
 , 1 n 1 R

z ,            z
1 R


 

   


.                            (1.96) 

De aici se vede ca masa percutantă este din nou pe limitator. În caz ca n=1, 

viteza ,z
1 R


 


este negativă,deci în acest moment există ciocnire,care se va 

repeta periodic. Pentru toate celelalte valori ale lui n≥2, la momentul 

i 2    viteza poate fi negativă când există ciocnire sau pozitivă în care caz 

ciocnirea a avut loc anterior. Prin urmare nu pot exista mişcări periodice cu perioada 
mai mare decât 2 ,adică n >1. 

Ca să existe mişcări periodice având perioada egală cu perioada forţei de 

excitaţie (n=1) jocul   trebuie ales în aşa fel ca în intervalul  i i, 2    să nu 

apară ciocniri cu limitatorul. 
Ecuaţiile (1.26) în acest caz devin: 

                 2 2 R
cos ,       sin = -

2 1 R

 
   


                               (1.97) 

Din a doua ecuaţie se determină valoarea lui   în funcţie de R,iar din prima 

rezultă  . In fig.1.18 s-a reprezentat   în funcţie de R. 

Mişcările periodice există numai pentru valorile lui   situate sub curba din fig.1.18. 

BUPT



 
36-Stadiul actual privind studiul vibraţiilor şi vibropercuţiilor sistemelor 
electromecanice –1                                                           

 
Fig. 1.18. 

Punând condiţia ca viteza de ciocnire (1.93’) să reprezinte o valoare 
extremă, adică acceleraţia în momentul ciocnirii să fie nulă , rezultă că trebuie să 
avem 1   .În fig.1.19.a s-a reprezentat diagrama mişcării şi viteza între două 

ciocniri pentru 1   şi R=0,6, iar în fig.1.19.b traiectoria de fază. 

   
 

Fig. 1.19 a,b 

 
Energia cinetică a masei percutante în momentul ciocnirii este:  

   

2 2 22
2 0 0 0

c i i 2 2

F F F1 1 1 5
E mv m u . . .

2 2 k 2 k k1 R 1 R




 
    

   

,                    (1.98) 

iar pierderea de energie in timpul ciocnirii: 

   

2 22 2 2
0 0

c 2 2

F F1 R 1 R
E . . 5 .

2 k k1 R 1 R

  
  

 

                               (1.99) 

Pentru a determina forţa de excitaţie optimă având frecvenţa egala cu 

frecvenţa proprie a sistemului  1   trebuie să  plecăm de la expresia (1.90) a 

vitezei de ciocnire. Integrala ce apare în această expresie este maximă dacă: 

                          if sign cos                  (1.100) 
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Ecuaţia  icos 0    are rădăcinile  i 2k 1
2


      dintre care două 

i i
3

 şi 
2 2

  
    
 

se află în intervalul  i i, 2   . 

        Astfel forţa de excitaţie optimă pentru  1  este: 

       

i i

i i

i i

i i

1         pentru  ,
2

3
1             pentru  ,        

2 2
f

3
1         pentru  , 2  

2

3
  0           pentru  ,     

2 2



 




 

  
       

 
  
        
    

 
       

 


     


      (1.101) 

fiind reprezentată în fig.1.20 .  
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

Fig. 1.20 

Prin urmare şi în cazul  1   forţa de excitaţie optimă are aceeaşi variaţie ca în 

cazul < 1 , însă ciocnirile au loc nu în momentele în care forţa de excitaţie îşi 

schimbă sensul ci la mijlocul semiperioadei în caro forţa este negativă (se păstrează 
asemănarea cu cazul, excitaţiei armonice). 
Viteza de ciocnire (1.90) în cazul forţei de excitaţie optime (1.101) devine: 

                      
i

4
u

1 R




                                          (1.102) 

Raportul dintre această viteză şi viteza de ciocnire (1.93’) ce se obţine în cazul 

excitaţiei armonice  a 2 este 
i

4
1,273  


fiind supraunitar. 

 Legea mişcării optime şi viteza între două ciocniri se obţin tot din 
(1.85),(1.86) ţinând seama de (1.101) 

     

     

          

          

i i i

,
i i i

z 1 cos Ru sin 1

z 1 sin Ru cos
                      (1.103) 

  pentru i i,
2

 
     

 
 

-1 

τι+2π τ 

f(τ) 

η=1 +1 

τι τι+3π/2 τι+π/2 
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     

     

           

            

i i i

,
i i i

z 1 cos Ru sin 2cos 1

z 1 sin Ru cos 2 sin
           (1.104) 

pentru i i
3

,
2 2

  
      

 
 

     

     

            

            

i i i

,
i i i

z 1 cos Ru sin 4cos 1

z 1 sin Ru cos 4 sin
   (1.105) 

pentru i i
3

, 2
2




 
      

 
 

Cunoscând legile mişcării şi vitezei,se pot determina condiţiile să nu apară  ciocniri 

suplimentare în intervalul  i i, 2   .Viteza ,z  în intervalul i i,
2

 
   
 

 se poate 

anula cel mult odată,în momentul respectiv z având o valoare maximă. Cum la 
sfârşitul mişcării libere viteza de ciocnire trebuie să fie orientată in jos (să fie 

negativă) în intervalul i i
3

, 2
2




 
    
 

 funcţia z nu poate avea minim.Deci dacă 

 z z   are un minim în intervalul  i i, 2    punctul de minim este situat în 

intervalul i i
3

,
2 2

  
    
 

.Din condiţia ca valoarea minima a lui z să fie mai mare 

sau egala cu  , rezultă valoarea limita  a lui     

            
2

1 R

1 R

 
    

 
                 (1.106) 

 
Fig. 1.21 

 
În fig.1.21 s-a reprezentat grafic relaţia (1.106). 

Pe baza ecuaţiilor (1.103)- (1.105) în fig.1.22,a s-au reprezentat diagrama 
de mişcare şi viteza între două ciocniri împreună cu forţa de excitaţie pentru R = 0,6 
şi = -1. În fig. 1.22,b este indicată traiectoria de fază pentru aceeaşi mişcare. 
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Fig. 1.22 

 

1.7. Studiul mişcărilor periodice şi al stabilităţii acestora în 

cazul unei excitaţii dreptunghiulare 
 
 
În paragrafele 1.4 şi 1.5 s-a văzut că pentru 1   excitaţia optimă are 

variaţia dreptunghiulară (fig.1.11,a şi 1.18). Pentru a se obţine viteze de ciocnire 
maxime însă, ca şi în cazul excitaţie armonice, mai este necesar ca jocul   să aibă 

anumite valori,care au fost determinate în paragraful 1.4. Pentru valorile jocului 
diferite de cele optime se pot  realiza mişcări periodice "neoptime" cu perioada 2 n . 

De asemenea se pot realiza mişcări periodice sub acţiunea excitaţiei dreptunghiulare 
şi pentru 1  . În cadrul acestui paragraf vom studia aceste mişcări folosind 

rezultatele  obţinute în paragraful 1.2. Pentru 1   studiul a fost efectuat în 

paragraful 1.5. 

  În fig.1.23 s-a reprezentat excitaţia în funcţie de timp. Avem: 

        
 

  

    

1       pentru 2 k, 2k 1

f 0        pentru  =k

1       pentru  2K 1 , 2K 2

                                                 K 0,1,2....

 



 

   


  

    



                    (1.107) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.23 
 

Pentru simplificarea scrierii vom considera că originea de măsurare a 

timpului ( 0  ) începutul perioadei în care are loc ciocnirea de ordinul i  

τ 

3π 2π π 

+1 

0 

-1 

f(τ) 

τi 
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care forţa de excitaţie este negativă sau în semiperioada în care forţa de 

excitaţie este pozitivă. 
În primul caz relaţiile (1.18),(1.19) devin: 
 

sin cos
1 2 2

1 cot
1 2

cos cos
2 2

sin
2 2

1
cos

2

i i

i

i

R
g

R

u
R

 
   
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iar în cazul al doilea 
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 Vom analiza comportarea sistemului pentru (0,2) . Relaţiile 

(1.108),(1.110) determină valorile lui i în funcţie de  sau pe  în funcţie de i . 

Derivata funcţiei (1.108) în raport cu i  se anulează pentru 1i i  dat de ecuaţia: 
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                       (1.112) 

iar a lui (1.110) pentru 2i i  dat de:  
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 Se poate arăta uşor că dacă η<1 pentru 1i i   funcţia (1.108) are un 

maxim, iar pentru 2i i   funcţia (1.110) are un minim. Mai rezultă că dacă 
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(1.109) 

(1.111) 
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2

3

2
i


  , pentru cot 0

2
g

  rezultă 1

2
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
   şi 2

3

2
i


  . În figurile 1.24 a,b,c s-

au reprezentat ( )i   pe baza relaţiilor (1.108),(1.110) pentru cele trei cazuri 

posibile (n=1). 

 
                    a.                                    b. c. 

Fig. 1.24 a,b,c 

 
Pentru existenţa mişcărilor periodice este necesar ca δ să fie cuprins între 

max 1( )i   şi min 2( )i   , adică să avem: 
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                    (1.114) 

 Mai trebuie avut în vedere faptul că 1i  trebuie să fie cuprins în intervalul 

(0,π), iar 2i  în intervalul (π,2π). Pentru valori mici ale lui η însă rezultă din (1.112) 

1i  , iar din (1.113) 2 2i  . Valoarea limită η=η1 pentru care 

1i  respectiv 2 2i   se determină din ecuaţia: 
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
                                       (1.115) 

care se obţine din (1.112) înlocuind 2 2i  . Soluţia ecuaţiei (1.115) pentru n=1 

este: 

                                        1

2 1

3

R
arctg

R








                                      (1.116) 

Independent de valoarea lui rezultă η1<0,5. În consecinţă pentru η<η1 valorile 
extreme ale lui δ nu se determină din (1.114); valoarea maximă se obţine din 

(1.108) făcând 1i  , iar valoarea minimă din (1.110) făcând 2 2i  . Deci, va 

trebui să avem: 
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pentru η<η1. Pentru η=η1 din (1.114) şi (1.117) rezultă aceleaşi valori extreme.  

Dacă η>1, pentru 1i i  funcţia (1.108) are un minim, iar pentru 2i i  funcţia 

(1.110) are un maxim. Rezultă de asemenea din relaţiile (1.112),(1.113) că pentru 

cot 0
2

g

 avem 

1 2

3
,

2 2
i i

 
   , pentru cot 0

2
g

 avem 

1 2

3
,

2 2
i i

 
   , 
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2

g

 avem 1 2

3
,

2 2
i i

 
   . Graficele funcţiei ( )i   pentru 

cele trei cazuri posibile (n=1) s-au indicat în figurile 1.25 a,b,c. 

    
 
                  a. b. c. 

Fig. 1.25 
 

Pentru existenta mişcărilor periodice (η>1) este necesar ca δ să fie cuprins între 

max 2( )i    şi min 1( )i   adică să avem 
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R R
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                       (1.118) 

Viteza de ciocnire este dată de relaţiile (1.109) şi (1.111). În fig.1.26.a s-au 

reprezentat grafic aceste relaţii pentru R=0,6 şi η=0,8(η<1), iar în fig.1.26.b pentru 
R=0,6 şi η=1,2(η>1).  
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Fig. 1.26.a 

 

 
Fig. 1.26.b 

 
Din relaţiile (1.109),(1.111) precum şi din grafice rezultă că în cazul η<1 viteza de 

ciocnire este pozitivă numai pentru 
3

,
2 2

i

 


 
 
 

. Ea este maximă pentru i  , 

adică ciocnirea are loc la sfârşitul primei semiperioade a forţei, când forţa îşi  

schimbă sensul. Înlocuind în (1.109) respectiv în (1.111) i  , se obţine viteza 

de ciocnire maximă:  

                                                max

2

1 2
iu tg

R

 
 


                             (1.119) 

care a fost deja găsită cu relaţia (1.73).  

 Pentru ca să se realizeze un asemenea regim este necesar ca jocul δ să aibă 

valoarea particulară ce rezultă din (1.108) sau (1.110) pentru i  : 
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Relaţia (1.120) pentru n=1 este identică cu (1.74) din paragraful 1.4. 

Dacă η>1, viteza de ciocnire este pozitivă pentru 
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Pentru ca să se realizeze aceste regimuri de mişcare este necesar ca jocul δ să aibă 
una din valorile: 
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 Din discuţia de mai sus privind viteza de ciocnire a reieşit că ea este pozitivă 

numai pentru anumite valori ale lui i . În figurile (1.24),(1.25) porţiunile de curbă 

corespunzătoare vitezelor de ciocnire negative s-au reprezentat prin linie punctată. 
Rezultă că parametrul δ nu poate lua toate valorile date de relaţiile (1.114), (1.117) 
şi (1.118). Acestor relaţii trebuie să mai adăugăm condiţiile: 
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în cazul η<1 şi  
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în cazul η>1. 

 În sfârşit pentru existenţa mişcărilor periodice cu perioada 2πn nu mai este 

necesar ca în intervalul de timp  , 2i i n   să nu apară ciocniri cu limitatorul. 

Pentru a determina valorile limită ale lui δ am putea pleca de la sistemul (1.26), 
însă am ajunge la ecuaţii relativ complicate. Este mai avantajos să se determine 
aceste valori prin calcul numeric pe baza legii de mişcare sau cu ajutorul 
calculatorului. 
 Legea mişcării şi viteza între două ciocniri se determină pe baza ecuaţiilor 

(1.12),(1.13) ţinând seama de (1.107).  

Dacă ciocnirea are loc in prima semiperioadă a forţei de excitaţie  0,i  rezultă 

că pentru n=1: 
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În fig.1.27 s-a reprezentat domeniul de existenţă al mişcărilor periodice în planul 

(η,δ) pentru n=1 şi R=0,6.  
 

 
Fig. 1.27 

 
Liniile întrerupte corespund relaţiilor (1.114),(1.117),(1.118), iar cele continue 
subţiri relaţiilor (1.124)-(1.127). Domeniul de existenţa este haşurat. Curba limită 
δ=δ(η) peste care apar ciocniri suplimentare s-a determinat cu ajutorul 
calculatorului şi s-a reprezentat prin linie continuă mai groasă. 
 Se vede că o mare parte a domeniului de existenţă se elimină din cauza 

ciocnirilor suplimentare. 
 Pentru studiul stabilităţii mişcărilor periodice plecăm de la ecuaţia 
caracteristică (1.24), respectiv de la condiţiile (1.25), (R<1). În aceste condiţii 

( ) 1if    pentru  0,i   şi ( ) 1if    pentru  , 2i   . Condiţiile (1.25) 

pentru  0,i  , ţinând seama de (1.108),(1.109) duc la următoarele inegalităţi: 
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dacă η<1 şi 
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dacă η>1. 

 Analog pentru  , 2i   rezultă : 
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dacă η<1 şi 
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dacă η>1. 
 Se poate arăta uşor că unele din aceste condiţii sunt identic verificate. 

Luând în aceste condiţii egalităţi în loc de inegalităţi se pot determina valori limită 

pentru i şi pentru δ. Se observă, procedând astfel, că unele din condiţiile de 

existenţă coincid cu condiţiile de stabilitate.  
 Calculele conduc la următoarele inegalităţi în raport cu δ: 
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2

21
cot 1

1 2
1

cos
2

s

R
g

R



 


 
 

 
      pentru 1  dacă cot 0

2
g

 (1.145) 

2

21
cot 1

1 2
1

cos
2

s

R
g

R



 


 
 

 
     pentru 1  dacă cot 0

2
g

  (1.146) 

unde: 

   

2 2

2 2
2 22 2

(1 ) 4 cos
21

cos 1 cos (1 ) 1 sin
2 2 2

s

R R

R R R




  

 

 

   
       

   

  (1.147) 

 Pe baza inegalităţilor (1.142)-(1.146) se pot determina domeniile de 
stabilitate aşa cum s-au determinat domeniile de existenţă. In fig.1.28 s-a 
reprezentat domeniul mişcărilor periodice stabile în planul (η,δ) pentru n=1 şi R=0,6 
împreună cu curbele din fig.1.27.  

 
Fig. 1.28 

 
Relaţiile (1.120),(1.122),(1.123) s-au reprezentat de asemenea în fig.1.26 prin linii 

punctate. Graficul funcţiei (1.120) este situat în apropierea curbei în care limita de 
existenţă coincide cu  limita de stabilitate., iar pentru valori mici ale lui η coincide cu 
aceasta. Curbele (1.122),(1.123) sunt situate în zona care trebuie eliminată din  

BUPT



 
1.2. Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării sistemelor vibropercutante între ciocniri -49                                              

cauza ciocnirilor suplimentare. Astfel, în cazul η>1 mişcările periodice cu viteze de 
ciocnire maxime nu se pot realiza.  

 În concluzie se poate spune că mişcările vibropercutante periodice produse 
de excitaţia dreptunghiulară prezintă multe asemănări cu cele produse de excitaţia 
armonică. Domeniul de stabilitate din fig.1.26 este de asemenea asemănător cu cel 
din fig.1.6.a. 
 Pentru a avea o imagine asupra mişcării sistemului, în fig.1.29.a s-au 
reprezentat diagramele mişcării periodice pentru R=0,6; η=0,8 şi δ=-2,3, iar în 
fig.1.29.b traiectoria de fază pentru aceiaşi mişcare. 

 

  
        a. Fig. 1.29   b. 

 

 
1.8. Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării sistemelor 

vibropercutante între ciocniri 

 
Se consideră cazul general al unui sistem vibropercutant cu mai multe grade de 
libertate, a cărui poziţie este determinată cu ajutorul a n parametri de poziţie 
independenţi a (j=1,2,…n) şi care este supus la ℓ (ℓ<n) legături neolonome 

scleronome. Pentru stabilirea ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării sistemului 
vibropercutant între două ciocniri consecutive, se aplică ecuaţiile lui Lagrange cu 
multiplicatori, pentru care se utilizează un operator matriceal de derivare parţială a 
unei funcţii scalare F, de n variabile, definit prin  

                              
1 2 3

...
n

F F F F F

x x x x x

    


    
                     (1.148) 

Ecuaţiile legăturilor neolonome se exprimă matriceal prin:  

                                   0 0a q a


                                   (1.149) 

unde ,j ijq q a a   este o matrice dreptunghiulară cu dimensiunile ℓ×n, a0=ai0 

, iar elementele aij şi ai0 depind de coordonatele generalizate qj.  
Ecuaţiile lui Lagrange cu multiplicatori se pot exprima matriceal sub forma: 
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*p Tc c d
EE E Ed

Q a
dt q qq q


 

                   
           

                 (1.150) 

în care 
1

2

T

cE q b q
 

  este energia cinetică a sistemului;  

1

2

T

dE q c q
 

 este funcţia de disipare a energiei;  

1

2

T

pE q d q
 

 este energia potenţială;  

* *

jQ Q  este matricea coloană a forţelor generalizate;  

j   este matricea coloană cuprinzând multiplicatorii lui Lagrange, proporţionali 

cu valorile momentane ale reacţiunilor legăturilor neolonome.  
Pentru sistemul considerat, matricea de inerţie b este simetrică, având elementele 
constante sau funcţie de coordonatele generalizate, matricea de amortizare c este 
simetrică, cu elementele constante sau depinzând de coordonatele generalizate şi de 

vitezele generalizate, matricea de rigiditate d este simetrică şi are elementele 
constante sau funcţii de coordonatele generalizate, iar forţele generalizate 
perturbatoare Q*

j depind explicit de timp, fiind funcţii periodice de timp, cu aceeaşi 
perioadă. Se folosesc notaţiile: 

1

1

1 1

2 2

1

2

T Tn
j j

j

j j

Tn
j

j

j

b cb
C c q

q q q

d
D d q

q








   
    

   


 







 

unde , ,j j jb c d reprezintă coloanele cu indicele j ale matricelor b,c respectiv d. 

Rezultă: 

                      
* Tb q C q Dq Q a 

  

                       (1.151) 

Neglijând frecările dintre sistem şi legăturile neolonome, multiplicatorii lui Lagrange 
se pot elimina între ecuaţiile diferenţiale (1.151). Dacă se folosesc notaţiile: 

;
l

m

b
b

b
 ;

l

m

C
C

C
 ;

l

m

D
D

D


*

*

*
;

l

m

Q
Q

Q
 ,l ma a a m n l    

matricea aℓ fiind pătrată şi nesingulară, din primele ℓ ecuaţii (1.3.4) se determină 

elementele matricei   , astfel încât, după înlocuirea lor în următoarele m ecuaţii 

(1.151), rezultă: 

      * *

m l m l m l m lb A b q C A C q D A D q Q A Q          (1.152) 
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unde  
1

T T

m lA a a


  are dimensiunile m×ℓ. Ecuaţiile (1.3.5) împreună cu ecuaţiile 

(1.152) ale legăturilor neolonome formează un sistem de n ecuaţii diferenţiale 
neliniare, cu care se studiază mişcarea sistemului vibropercutant între două ciocniri 
consecutive. 

Dacă sistemul vibropercutant nu este supus la legături neolonome, ecuaţiile 
diferenţiale ale mişcării între ciocniri sunt tot neliniare, dată de relaţia:  

*b q C q Dq Q
  

       (1.153) 

Dacă sistemul vibropercutant nu este supus la legături neolonome şi toate 
elementele matricelor b, c şi d sunt constante, ecuaţiile diferenţiale ale mişcărilor 
între ciocniri sunt liniare. Un astfel de sistem vibropercutant liniar între ciocniri poate 

fi asimilat unui model mecanic de sistem supus la legături olonome scleronome 

ideale, cu caracteristici elastice şi de amortizare liniare. Sunt frecvente cazurile în 
care un astfel de sistem se poate reduce la un model de translaţie, constituit din 
mase concentrate aflate în mişcare de translaţie rectilinie după aceeaşi direcţie, 
legate între ele prin elemente elastice şi de amortizare cu caracteristici liniare. În 
asemenea cazuri, considerând pentru fiecare masă mi ca parametru de poziţie 
coordonata xi măsurată după direcţia comună de translaţie din poziţia de echilibru 
static a sistemului, ecuaţiile diferenţiale ale mişcării între ciocniri se exprimă sub 

forma:  

( )m x c x kx F t
 

    (1.154) 

Dacă se pot neglija şi forţele de amortizare vâscoasă, ecuaţiile diferenţiale ale 
mişcării între ciocniri devin:  

       ( )m x kx F t


   (1.155) 
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2.3. Studiul stabilităţii mişcărilor periodice 
 
Ecuaţia diferenţială (2.8) fiind de forma (1.8), ecuaţia caracteristică poate fi dedusă 

direct din (1.24), în care )( if  se înlocuieşte cu valoarea expresiei scrisă în 

paranteză din membrul drept al ecuaţiei (2.8) pentru i  , iar d = 0. Avem deci 

 02sin)2coscos4(
)1(

2cos2 22 










 Rnp

u

R
nR ii

i




 (2.15) 

Această ecuaţie are rădăcini în modul subunitare dacă sunt verificate inegalităţile 

1
1

2sin)2coscos4(
)1(

2cos2

1
2










R

np
u

R
nR ii

i






        (2.16) 

Pentru a determina valorile parametrilor sistemului pentru care corespund mişcări 
periodice stabile putem proceda în felul următor: parametrii  ,R,n având valori 

date, ecuaţia (2.13) determină pe p în funcţie de i . Funcţia )( ipp  este 

periodică cu perioada 2π. Dacă în inegalităţile (2.16) luăm egalităţi în loc de 
inegalităţi, obţinem alte două funcţii 

ii
iu

nR

nRR
p 




2coscos4

2sin)1(

2cos21 2





              (2.17) 

ii
iu

nR

nRR
p 




2coscos4

2sin)1(

2cos21 2





           (2.18) 

Ecuaţiile (2.13) se reprezintă în planul ),( pi printr-o curbă, funcţiile (2.17), (2.18) 

prin alte două curbe care intersectează prima şi separă astfel domeniul de 
stabilitate. 

În figura 2.2 s-au reprezentat cele trei curbe pentru η=0,8;R=0,6;n=1, iar în figura 
2.3 pentru η=0,8;R=0,6;n=2. Domeniile de instabilitate sunt haşurate.  

 
 

Fig. 2.2 
 

BUPT



2.3. Studiul stabilitǎţii sistemelor periodice - 57                                                           

 
 

Fig. 2.3 
 
Din aceste diagrame rezultă că pentru o construcţie dată numai pentru anumite 
valori ale parametrului p pot să apară mişcări periodice stabile. Astfel, în cazul 
η=0,8;R=0,6;n=1 trebuie să avem 0<p<50, iar în cazul η=0,8;R=0,6;n=2 ,  
-5<p<14. 

 În figura 2.4 s-a trasat diagrama mişcării pentru o perioadă  cazul 
η=0,8;R=0,6;n=1 şi p=10,43. 

 
 

Fig. 2.4 
 

Pentru a verifica teoria s-au efectuat încercări experimentale cu un vibropercutor de 
laborator având m=0,584 kg, k = 41,2 kN/m, deci frecvenţa proprie:    

Hz
m

k
fn 42

2

1



.(2.18’) 
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În figura 2.5 este redată vibrograma înregistrată cu vibrograful Geiger în cazul 
alimentării electromagnetului la reţea, frecvenţa tensiunii fiind f=50Hz, astfel 

84,0
f

fnn




  (2.18”) 

 
Fig. 2.5 

 

În partea inferioară a figurii se vede marcajul de timp. Mişcarea are perioada egală 
cu cea a tensiunii, diagrama mişcării având forma curbei teoretice din figura 2.4. 
 

2.4. Determinarea mişcărilor optime 
 

Prin mişcări optime vom înţelege, ca şi în capitolul 1, acele mişcări pentru care 
viteza de ciocnire este maximă. Deoarece tensiunea de alimentare este tensiunea 
reţelei (eventual transformată), problema optimizării prin alegerea unei tensiuni de 
alimentare de o formă specială ar fi destul de complicată şi nerentabilă. Se pune 
deci problema de a alege parametrii sistemului în aşa fel încât  cazul alimentării 
electromagnetului cu o tensiune sinusoidală viteza de ciocnire să fie maximă.  

Relaţia 2.14 arată că pentru un η şi R dat viteza de ciocnire depinde doar de i . 

Pentru a determina viteza de ciocnire maximă va trebui să aflăm rădăcinile derivatei 

lui ui în raport cu i . 

                            02coscos
1

4
2

2





ii 




                              (2.19) 

Dintre rădăcinile ecuaţiei (2.19) cuprinse în intervalul (0,2π) prezintă interes acelea 
pentru care funcţia (2.14) are maxim şi acest maxim este pozitiv. Înlocuind aceste 

rădăcini în (2.14) se obţin vitezele de ciocnire maxime, iar din (2.13) rezultă valorile 
parametrului p, pentru care se pot realiza mişcările optime. Calculele au fost 

efectuate cu ajutorul calculatorului electronic pentru n=1, )1,0(  şi rezultatele 

sunt date sub formă de diagrame. În fig.2.6 s-a reprezentat pop în funcţie de η 
pentru R = 0,2;0,4;0,6;0,8, iar în fig.2.7 viteza maximă tot în funcţie de η pentru 
aceleaşi valori ale lui R. 
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Fig. 2.6 

 
Fig. 2.7 

 
Curbele din fig.2.7 sunt asemănătoare cu cele din fig.1.8 care s-au obţinut în cazul 
excitaţiei pur armonice. O altă asemănare este că mişcările periodice optime sunt 
stabile fiind relativ aproape de limita stabilităţii. 
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2. MIŞCĂRI VIBROPERCUTANTE PRODUSE DE UN 
EXCITATOR ELECTROMAGNETIC. 

 
 

2.1. Generalităţi 
 

 Deşi vibratoarele şi vibropercutoarele electromagnetice se folosesc de mult 
în practică [59], ele nu sunt studiate în suficientă măsură din punct de vedere 
teoretic. Cele mai multe studii asupra vibropercutoarelor electromagnetice [221], 
[25], [41], [48], [52], [67], [72], [73], [96] sunt destul de recente. Pe când 
sistemele vibropercutante mecanice sunt mult studiate, în legătură cu sistemele 

electromecanice şi în particular asupra vibropercutorului electromagnetic sunt puţine 

studii. În lucrările [29], [80], [56] studiul se face în ipoteza că forţa dezvoltată de 
electromagnet nu depinde de variaţia întrefierului. Această ipoteză este valabilă 
numai în cazul amplitudinilor foarte mici şi în acest caz forţa de excitaţie are o 
componentă constantă şi o componentă armonică având frecvenţa egală cu dublul 
frecvenţei tensiunii de alimentare (1.2). Una din metodele de a reduce frecvenţa 
forţei constă în alimentarea electromagnetului prin redresor. Un sistem 
vibropercutant electromagnetic alimentat prin redresor este studiat în lucrarea [29], 

însă nu se ţine seama de faptul că forţa electromagnetului depinde de deplasarea 
armăturii mobile şi rezultatele obţinute chiar în această ipoteză sunt discutabile. 
Pentru a se obţine rezultate cât mai apropiate de realitate în studiul vibratoarelor şi 
vibropercutoarelor electromagnetice este necesar să se ţină seama de faptul că 
avem de-a face cu sisteme electromecanice şi trebuie să se plece de la ecuaţiile care 
descriu comportarea întregului sistem. Vom studia mişcările periodice ale sistemului 

din fig.2.1. în ipoteza că electromagnetul este alimentat cu tensiune alternativă 
U=U0sinωt peste un redresor ideal, considerând circuitul magnetic liniar, dar ţinând 
seama de dependenţa forţei electromagnetului de variaţia întrefierului [36].  
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

Fig.2.1. 
 
 

Fig. 2.1 
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Vom presupune ca în capitolul 1, că ciocnirea dintre armătura mobilă de masă m şi 
limitatorul fix A este instantanee, coeficientul de restituire fiind R. Se va presupune 

de asemenea că arcurile care susţin armătura mobilă sunt liniare având constanta 
elastică echivalentă k şi se vor neglija forţele de amortizare. 
 

2.2. Determinarea ecuaţiilor de mişcare şi a condiţiilor de 
periodicitate 

 
Deplasarea x a masei percutante m o vom măsura din poziţia în care are loc 
ciocnirea cu limitatorul fix, sensul pozitiv fiind în sus. Fie x0 deformaţia arcului în 
momentul ciocnirii. Vom avea x0.0, x0<0, x0 = 0, după cum arcul este întins, 
comprimat sau nedeformat în acest moment.  

 Vom nota cu q sarcina electrică la un moment dat, a cărei derivată 

reprezintă intensitatea curentului electric, i
dt

dq
 . 

 Pentru a stabili ecuaţiile diferenţiale care descriu  comportarea acestui 
sistem electromecanic, vom folosi ecuaţiile lui Lagrange sub forma: 

                                    S

SS

Q
p

Ec

p

Ec

dt

d




















 (s=1,2)                         (2.1) 

unde pS reprezintă coordonatele generalizate (în cazul nostru p1=x, p2=q), QS 
forţele generalizate, iar Ec energia cinetică totală a sistemului care se compune din 

energia cinetică mecanică :
2

2

1
xm  şi energia magnetică :

2)(
2

1
qxL   

22

2

1

2

1
qLxmEC
   

Din electrotehnică se ştie că: 

yFeFe

Fe

A

y

A

l

w
L

2

2

0








  

unde μ0≈ este permeabilitatea magnetică a vidului, w este numărul de spire, lFe 
lungimea liniilor de forţă din fier, AFe aria secţiunii transversale a fierului, μFe 
permeabilitatea magnetică a fierului, y lungimea întrefierului şi Ay secţiunea 

întrefierului. Dacă notăm cu d valoarea întrefierului în momentul ciocnirii, avem y = 
d – x. Primul termen din numitor fiind mic în raport cu al doilea, practic îl putem 
neglija. Astfel: 

                                   
)(22

2

0

2

0

xd

Aw

y

Aw
L

yy





                                      (2.2) 

 Forţele generalizate fiind Q=-k(x0+x)-mg, Q2=U0sinωt-ri (r este rezistenţa 
ohmică a bobinei electromagnetului), ecuaţiile lui Lagrange devin: 

                            
2

0

1
( )

2

L
m x k x x mg i

x

 
    


                                   (2.3) 
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                                  tUriLi
dt

d
sin)( 0                                   (2.4) 

 
Se observă că ultimul termen din prima ecuaţie reprezintă forţa de atracţie a 

electromagnetului (
2

2

1
i

x

L
P




 ), astfel că ecuaţia (2.3) exprimă Legea lui Newton 

aplicată armăturii mobile. Tot aşa ecuaţia (2.4) reprezintă legea a doua a lui 
Kirchhoff aplicată circuitului electric.  

 Ţinând seama de expresia (2.2) a lui L, ecuaţiile (2.3) şi (2.4) devin : 

                

2

2

0 0

1
( )

4
y

i
m x k x x mg w A

y


  
      

 
                             (2.3’) 

                        t
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U
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y

i
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d

y




sin
2

2

0

0







                                     (2.4’) 

 Sistemul de ecuaţii (2.3’), (2.4’) fiind neliniar, rezolvarea lui exactă nu este 
posibilă. De aceea vom analiza cazul când rezistenţa ohmică a bobinei 
electromagnetului este neglijabilă (r=0). În acest caz din ecuaţia (2.4’), prin 
integrare se obţine: 
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 Curentul prin bobină este redresat. Vom lua ca origine a timpului (t=0) 
începutul unei semiperioade în care tensiunea începe să crească. În acest moment 

curentul electric prin bobină este nul. Astfel, pentru constanta de integrare obţinem 
valoarea C=1. Prin urmare, vom avea 
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iar expresia forţei P devine: 
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unde 
22

0

0
0

2  yAw

U
p  . Se vede din (2.5) că forţa are o componentă continuă şi 

două componente armonice dintre care una are pulsaţiile tensiunii de alimentare. 
Introducând forţa P din (2.5) în ecuaţia diferenţială (2.3)  se obţine: 

         0 0(3 4cos cos2 )m x kx kx mg P t t 


                        (2.6) 

Introducem următoarele mărimi unidimensionale: 
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cu care ecuaţia diferenţială (2.6) devine: 
                            z’’+η2z=η2(p-4cos +cos2 )                               (2.8) 
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Ecuaţia (2.8) fiind de forma (1.8), vom putea folosi rezultatele din capitolul 1. 
Soluţia generală a ecuaţiei (2.8) este: 
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Constantele de integrare C1 şi C2 se determină din condiţiile iniţiale: 

                                    i  , z = 0, z’=Rui                                          (2.9) 

care sunt analoage cu (1.9) 

Legea mişcării şi viteza devin: 
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Pentru existenţa mişcărilor periodice cu perioada 2πn va trebui să avem: 

            nii  21   , z = 0, z’ = - ui+1  = -ui                     (2.12) 

Condiţiile (2.12) sunt echivalente cu (1.10) şi (1.11) din capitolul 1. Înlocuind aceste 
condiţii în (2.10) şi (2.11) şi rezolvând sistemul astfel obţinut, rezultă: 
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                         (2.14) 

Ecuaţia (2.13) determină momentul ciocnirii i , iar din ecuaţia (2.14) rezultă viteza 

de ciocnire în funcţie de i . 
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2.3. Studiul stabilităţii mişcărilor periodice 
 
Ecuaţia diferenţială (2.8) fiind de forma (1.8), ecuaţia caracteristică poate fi dedusă 

direct din (1.24), în care )( if  se înlocuieşte cu valoarea expresiei scrisă în 

paranteză din membrul drept al ecuaţiei (2.8) pentru i  , iar d = 0. Avem deci: 
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 (2.15) 

Această ecuaţie are rădăcini în modul subunitare dacă sunt verificate inegalităţile 
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      (2.16) 

Pentru a determina valorile parametrilor sistemului pentru care corespund mişcări 
periodice stabile putem proceda în felul următor: parametrii  ,R,n având valori 

date, ecuaţia (2.13) determină pe p în funcţie de i . Funcţia )( ipp  este 

periodică cu perioada 2π. Dacă în inegalităţile (2.16) luăm egalităţi în loc de 
inegalităţi, obţinem alte două funcţii 
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                   (2.18) 

Ecuaţiile (2.13) se reprezintă în planul ),( pi printr-o curbă, funcţiile (2.17), (2.18) 

prin alte două curbe care intersectează prima şi separă astfel domeniul de 

stabilitate. 

În figura 2.2 s-au reprezentat cele trei curbe pentru η=0,8;R=0,6;n=1, iar în figura 
2.3 pentru η=0,8;R=0,6;n=2. Domeniile de instabilitate sunt haşurate.  

 
 

Fig. 2.2 
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3. SISTEME VIBROPERCUTANTE FĂRĂ LEGĂTURI  
ELASTICE 

 
 
 

3.1. Sisteme vibropercutante cu o cuplă percutantă 
 

3.1.1. Mişcări vibropercutante produse de o forţă de excitaţie 

periodică 
 

Modelul mecanic al unui sistem vibropercutant cu un grad de libertate, având o 

cuplă percutantă şi limitator rigid, este arătat în figura 3.1. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Fig. 3.1 
Corpul rigid de masă m sub acţiunea forţei de excitaţie periodice F(t) efectuează 
mişcare vibratorie pe verticală ciocnindu-se periodic de limitatorul fix L. La 
asemenea model mecanic conduce printre altele studiul unor maşini de îndesare şi a 
unor ciocane mecanice neprevăzute cu arcuri. 
Pentru cazul în care forţa F(t) este armonică şi nu se disipează energie în sistem 
decât în ciocniri, studiul modelului din figura 3.1 a fost efectuat în lucrarea  [11]. 

In continuare vom studia mişcările periodice ale sistemului din figura 3.1 
considerând că F(t) este o forţă periodică oarecare de perioadă T cum apare în 
multe aplicaţii şi că  masa m întâmpină în mişcarea ei o forţă rezistentă de natură 
vâscoasă caracterizată prin coeficientul c. 
Coordonata x a masei m o vom măsura de la limitator, sensul pozitiv fiind în sus. 
Ecuaţia diferenţială a mişcării m între două ciocniri consecutive este: 

                                           ( )m x c x mg F t
 

                                                         (3.1) 

 

Forţa F(t) o scriem sub forma : 

L 

 
m 

F(t) C 
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                                            0

2
( ) ( );

3
F t F f t


                                  (3.2) 

unde F0 reprezintă valoarea maximă a forţei,  iar f(ωt) este o funcţie adimensională 
periodică de perioadă T.  
Introducând variabilele unidimensionale: 

                                      ;t        

2
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m
z x

F


                              (3.3) 

şi parametrii adimensionali 
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p

F
 ; 
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m



                                                            (3.4) 

Ecuaţia diferenţială (3.1) devine  

 

                                  '' ' ( )z z p f                                                        (3.5) 

Vom nota, ca în capitolul 1, prin i , 1i  momentele ciocnirilor de ordinul i şi i+1, 
prin –ui,-ui+1 vitezele dinaintea acestor ciocniri. Astfel, condiţiile iniţiale şi finale ale 

mişcării între cele două ciocniri sunt: 

                                                    i  ,  z = 0, z’ = Rui                                                             (3.6) 

                    1i   ,  z = 0, z’ = -ui+1                                                          (3.7) 

Iar condiţiile de periodicitate sunt identice cu (1.11): 

                                                    ui+1=ui, 1 2i i n                                                             (3.8) 

Legea mişcării între cele două ciocniri, soluţia ecuaţiei diferenţiale (3.5) ţinând 

seama de condţiile iniţiale (3.6) este: 
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iar viteza: 
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Înlocuind în ecuaţiile (3.9) şi (3.10) condiţiile (3.7) rezultă: 
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 Pentru a găsi momentele i  ale ciocnirilor periodice şi viteza de ciocnite ui 

înlocuim condiţiile de periodicitate (3.8) în ecuaţiile (3.11) şi (3.12). Din sistemul 

astfel obţinut rezultă 
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unde s-a folosit notaţia a=2πn. 

 Se constată că valoarea vitezei de ciocnire (3.14) nu depinde de amortizare. 
Deoarece funcţia f(τ) este periodică de perioadă 2π, avem: 
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 Dacă valoarea medie a forţei este nulă,, viteza de ciocnire nu depinde nici 
de forma funcţiei f( ). 

Pentru studiul stabilităţii mişcărilor periodice aplicăm metoda transformărilor 

punctuale. Plecând de la ecuaţiile (3.11),(3.12), ecuaţia caracteristică(1.23), după 
efectuarea calculelor, devine: 
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 Mişcarea periodică este stabilă dacă rădăcinile acestei ecuaţii sunt 
subunitare în modul, pentru care trebuie verificate condiţiile lui Schur[43] 
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Sau: 
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Dacă λ≠0, condiţia (3.18) este verificată totdeauna chiar şi în cazul ciocnirii perfect 
elastice (R=1). Urmează să se cerceteze condiţia a doua. 

 Pe baza rezultatelor obţinute în cazul general vom analiza cazul excitaţiei 
armonice, când: 

                                           f( ) = cos                                                  (3.20) 
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In acest caz legea mişcării (3.9) şi viteza (3.10) vor fi : 
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Iar ecuaţiile (3.13) şi (3.14) devin: 
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 Valoarea vitezei de ciocnire în mişcarea periodică (3.24) depinde numai de 

amplitudinea forţei de excitaţie. Ecuaţia (3.23) determină momentele i  ale 

ciocnirilor periodice. Condiţiile de stabilitate (3.19) devin 
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fiind echivalente cu următoarele inegalităţi 
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 Pe baza ecuaţiei (3.23) şi a condiţiilor (3.26),(3.27) se pot determine 
domeniile mişcărilor periodice stabile. Vom considera originea timpului ( =0) 

începutul perioadei forţei în care are loc ciocnirea de ordinul i. Dacă parametrii R, 
a(n) şi λ sunt daţi, momentul ciocnirii, ce se determină din ecuaţia (3.23) depinde 

de valoarea lui p. Cum însă p este pozitiv, i  nu poate lua orice valoare. Din (3.23) 

rezultă  p= 0 pentru valorile lui i  date de ecuaţia 

                                                   tg i = -λ                                              (3.28) 

In intervalul (0,2π) ecuaţia (3.28) are două rădăcini, una în cadranul doi al cercului 

trigonometric şi una în cadranul patru. Se poate arăta uşor că din (3.23) rezultă 
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pentru p valori pozitive pentru valorile lui τi cuprinse între cele două rădăcini. In 

acest interval funcţia are un maxim pentru τi dat de : 

                                                  
1

itg


                                              (3.29) 

valoarea maximului fiind: 

                                     

2

max

1
p

A


                                                    (3.30) 

unde: 

                                                 
1 Re

1 1

a

a

a
A

R e










 

 
                             (3.31) 

In figura 3.2 s-a reprezentat pe baza ecuaţiei 3.23 p=p( i ) în intervalul 

( ,2 )i    pentru n=1, , R = 0,6 şi λ = 0,4. 

Pentru existenţa mişcărilor periodice este necesar ca parametrul p să fie cuprins 
între zero şi valoarea maximă (3.31), adică să avem 

 

21
0 p

A


          (3.32) 

 Inegalităţile (3.26),(3.27) determină luând egalităţi în loc de inegalităţi, alte 
două curbe care intersectează prima şi astfel determină limitele între care poate să 
varieze parametru p, parametrii n,λ,R având anumite valori date. În figura 3.2 s-au 
reprezentat şi aceste două curbe şi zonele în care pot să apară mişcări periodice s-

au haşurat. 

 
Fig. 3.2 

 

Punctul de intersecţie dintre curba p=p( i ) şi curba determinată de ecuaţia (3.26) 

are abscisa dată de ecuaţia (3.29), adică este punctul de maxim. Astfel, una din 

condiţiile de stabilitate coincide cu una din condiţiile de existenţă ale mişcării 

periodice. Punctul de intersecţie dintre curba p=p( i ) şi curba ce rezultă pe baza 

relaţiei (3.27) determină valoarea minimă a lui p: 
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                                      min
2 2

1

( )
p

B A B


 
                                     (3.33) 

 

unde: 

                                         
2

1 1 Re
1

(1 ) 1

a

a

R
B a

R e










 
  

 
                          (3.34) 

 

 Pentru existenţa mişcărilor periodice stabile este necesar ca parametrul p să 

aibă valori cuprinse între limitele (3.32) şi (3.33), adică: 

 

                                  

2

2 2

1 1

( )
p

AB A B






 

 
                             (3.35) 

 

Astfel, pentru n=1, R=0,6 şi λ=0,4 se vede din figura 3.2 că valorile extreme ale 

parametrului p sunt 0,31 şi 0,47. 

Dacă amortizarea în sistem lipseşte (λ=0) prin trecerea la limită din 3.35) se obţine 

                     

2

2 2 2 2 2 2

(1 ) 1 1

14(1 ) (1 )

R R
p

n RR n R 

 
 

  
                       (3.36) 

 

rezultat identic cu cel obţinut în [11]. Pentru valori date ale parametrilor n,R,λ se pot 
determina pe baza condiţiilor (3.35),( 3 . 36 )  valorile extreme ale parametrului p în funcţie 
de R şi apoi se pot construi   domeniile de stabilitate în planul (p,R). In figura 3 .3  sunt re-
prezentate domeniile de stabilitate pentru n=1 şi λ=0; 0,1; 0,4; 0,8, în figura 3.4 pentru n=2; 
λ=0; 0,1; 0,2; 0,4; 0,8 în figura 3.5 pentru  n=3; λ=0; 0,1; 0,2; 0,4 şi 0,8. Domeniile de 

stabilitate sunt haşurate. 

 
Fig. 3.3 
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Fig. 3.4 

 
Fig. 3.5 

 

 Din diagramele obţinute se vede că valoarea coeficientului de amortizare λ 
influenţează esenţial domeniile de stabilitate şi anume cu creşterea lui A limitele 
între care poate să varieze parametrul p,pentru un R dat, se deplasează spre valori 
mai mici. Acest lucru se datorează faptului că odată cu creşterea lui λ creşte şi 
disiparea de  energie în sistem. O altă deosebire faţă de cazul λ = 0,  este că în 
cazul  λ ≠0 există mişcări periodice stabile pentru anumite valori alo lui p şi dacă 

ciocnirea este perfect elastică (R=1). influenţează esenţial domeniile de stabilitate şi 
anume cu creşterea lui λ limitele între care poate să varieze parametrul p, pentru un 
R dat, se deplasează spre valori mai mici. Acest lucru se datorează faptului că odată 

cu creşterea lui λ creşte şi disiparea de energie în sistem. O altă deosebire faţă de 
cazul λ=0 este că în cazul  λ≠0 există mişcări periodice stabile pentru anumite 
valori ale lui p şi dacă ciocnirea este perfect elastică. In figurile 3.6 a,b,c s-au 
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reprezentat diagramele mişcării între două ciocniri calculate pe baza ecuaţiilor 
(3.21) şi (3.23) pentru n=1,2,3 parametrii λ,R,p fiind aleşi în aşa fel încât mişcarea 

periodică să fie stabilă.   

   a. 

b. 

c. 

Fig. 3.6 
 
Deoarece problema optimizării sistemelor vibropercutante fără legături elastice cu o 

cuplă percutantă a fost studiată în lucrările [5],[6], nu ne mai ocupăm de această 

problemă. 
 
 
 

τi 

τi 

τi 

τi+1 τi+1 

τi+1 

τi+1 
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3.1.2. Încercări experimentale 
 
Pentru a verifica rezultatele teoretice s-au făcut încercări experimentale cu un 
vibrator liber de masă m=7,12kg, ghidat să se deplaseze numai pe verticală. Forţa 
de excitaţie este creată inerţial, momentul excentricului fiind m0e=9,32 kg. mm, ar 
forţa maximă de excitaţie F0=m0eω2.  
Antrenarea vibratorului se face de la un motor electric cu turaţie variabilă. Prin 
modificarea vitezei   unghiulare de rotaţie se modifică   amplitudinea FQ a forţei de 

excitaţie deci parametrul p şi in acelaşi timp şi λ. Coeficientul de restituire 
determinat experimental este R ≈0,5· 
Experienţele au arătat că numai pentru anumite valori ale vitezei unghiulare 
(respectiv, ale parametrilor p şi λ ) apar mişcări vibropercutante periodice stabile şi 
anume pentru valorile cuprinse în domeniile de stabilitate. S-au pus în evidenţă 

mişcări periodice cu n=1, n=2 şi n=3. In figurile 3.7,a,b,c sunt redate vibrogramele 
experimentale pentru trei viteze unghiulare diferite  corespunzătoare  frecvenţelor 

18, 24, 27 Hz la care s-au obţinut mişcări periodice stabile cu n = 1,2,3.  
 

a. 

 b. 

    c. 
Fig. 3.7(a,b,c) 

 
Pentru parametrul p rezultă valori egale cu cele pentru care s-au trasat curbele 

teoretice din fig. 3.6,a,b,c iar pentru λ valori apropiate. Se constată asemănarea 
vibrogramelor experimentale cu cele teoretice. În încheiere menţionăm că teoretic 
s-a studiat cazul când există o singură ciocnire într-o perioadă a mişcării. 
Experienţele arată că pot să apară mişcări periodice cu mai multe ciocniri într-o 
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perioadă. Astfel în figura 3.8 este redată o vibrogramă experimentală din care se 
vede că o perioadă a mişcării conţine două ciocniri, mişcările între cele două ciocniri 

nefiind identice.  

 
Fig. 3.8 

 

3.1.3 Mişcări vibropercutante produse de o platformă mobilă 
 
In figura 3.9 este reprezentat un alt model de sistem vibropercutant cu un grad de 
libertate format dintr-un corp liber de masă m şi un limitator rigid mobil L..  

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

Fig. 3.9 
 
Asemenea modele mecanice apar în cazul vibrotransportoarelor, vibroseparatoa- 

toarelor [13] şi a amortizoarelor de vibraţii prin ciocniri [ 50] , [64]· In ultimul caz 
limitatorul este suspendat elastic şi se urmăreşte amortizarea vibraţiilor limitatorului 
prin  vibropercuţii. 
Modelul mecanic din figura 3.9 a fost studiat neţinând seama de forţele de 
amortizare în lucrările [13],[51]în ipoteza că mişcarea limitatorului este impusă şi 
influenţată de ciocniri. 

In cele ce urmează vom studia mişcările vibropercutante ale sistemului din figura 
3.9 considerând că limitatorul L execută o mişcare periodică oarecare după o lege 

y(t)   dată. Se ştie că funcţia y(t), având perioada T, este derivabilă de două ori şi 
derivatele ei sunt tot funcţii periodice cu aceeaşi perioadă. Limitatorul are masa 
mare şi mişcarea lui nu este influenţată de ciocniri. Masa m se mişcă într-un mediu 

y 
L 

 
  m 
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rezistent, forţa rezistentă fiind de natură vâscoasă, caracterizată prin coeficientul c. 
Se va studia influenţa amortizării asupra mişcărilor vibropercutante periodice. 

În studiul mişcării masei m va trebui să considerăm două cazuri. Dacă mişcarea  
limitatorului nu influenţează starea mediului, forţa rezistentă este proporţională cu 
viteza absolută de mişcare. Dacă mediul este antrenat de limitator, forţa rezistentă 
este proporţională cu viteza relativă. 
Vom studia mişcarea relativă a   masei m faţă de limitator. Notând cu x deplasarea  
relativă măsurată de la limitator, cu sensul pozitiv în sus, ecuaţia diferenţială a 
mişcării între două ciocniri consecutive, este 

                                    
.. . . ..

( )m x c x mg c y t m y                         (3.37) 

Funcţia y(t) o punem sub forma: 

                                        y(t) = br(ωt) ; 
2

T


                        (3.38) 

unde b este cea mai mare valoare a funcţiei y(t), iar r(ωt) o funcţie adimensională 
periodică de perioadă T. Introducem următoarele mărimi adimensionale 

                   ;t   ;
x

z
b

 ;
c

m





2
.

g
p

b
                            (3.39) 

cu care ecuaţia diferenţială (3.37) devine: 
                                z’’ +λz’=-p-λr’( )-r’’( )                               (3.40) 

Ecuaţia diferenţială (3.40) este de forma ecuaţiei (3.5) din paragraful 3.1.1 
deoarece condiţiile iniţiale, precum şi condiţiile de periodicitate sunt identice în cele 
două cazuri, legea mişcării relative a masei m faţă de platformă, parametrii 

mişcărilor periodice şi condiţiile de stabilitate ale acestor mişcări se pot deduce din 
rezultatele obţinute pe baza ecuaţiei (3.5), dacă se ia: 

                                 f( ) = -λr’( )-r’’( )                                    (3.41) 

Astfel, legea mişcării şi viteza sunt: 

   ( )1
( ) ( ) ( ) '( ) 1 i

i i i i

p p
z r r Ru r e

      
  

  
            

 
   (3.42) 
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i i

p p
z r Ru r e

   
 

  
       

 
                    (3.43) 

iar ecuaţiile de trecere de la ciocnirea de ordinul i la ciocnirea de ordinul i+1 devin: 

  1( )

1 1

1
( ) ( ) ( ) '( ) 1 0i i

i i i i i i

p p
r r Ru r e
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  

 

 

 
            

 
  (3.44) 

                 1( )

1 1'( ) '( ) 0i i

i i i i

p p
u r Ru r e

   
 

 

 

 
       

 
         (3.45) 

Înlocuind condiţiile do periodicitate (3.8) în  ecuaţiile (3.44),  (3.45) se obţine un 

sistem de două ecuaţii cu necunoscutele  i  şi ui din care rezultă: 

                                         
1

i

pa
u

R



                                               (3.46) 
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1 Re 1

'( )
1 1

a

i a

a
r p

R e












 
   

  
                               (3.47) 

Se vede din (3·46) că viteza de ciocnire nu depinde de forma funcţiei de excitaţie, 
numai de perioada şi valoarea ei maximă şi de asemenea este independentă de 

amortizare. Ecuaţia (3.47) determină momentele i  ale ciocnirilor periodice. 

Studiul stabilităţii mişcărilor periodice se poate face ca în paragraful 3·1.1. Ecuaţia 
caracteristică însă poate dedusă direct din (3.15) ţinând seama de (3.41), (3.46) şi 

(3.47) : 

           

2
2 2 2(1 ) (1 )

1 ''( ) 0
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a a
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R e
R e r R e
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
   
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             (3.48) 

Această ecuaţie are rădăcini în modul subunitare, dacă sunt verificate condiţiile 
R2e-λa<1              (3.49) 
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                                      (3.50) 

Dacă platforma mobilă execută o mişcare oscilatorie armonică după legea r=cos , 

viteza de ciocnire se determină tot cu relaţia (3.46), iar ecuaţia (3.47) şi condiţiile 
(3.50) devin:  
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 Pentru ca din ecuaţia (3.51) să rezulte pentru i  valori reale care satisfac 

condiţiile (3.52) este necesar ca parametrul p să aibă valori cuprinse între anumite 
limite. Astfel condiţiile de existenţă şi de stabilitate ale mişcărilor periodice pot fi 

scrise sub forma: 
1

2 122 2 22 (1 ) 1 1 1 1
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

 




  

  

         
           

            
 (3.53) 

In cazul când forţa de amortizare este neglijabilă (λ=0) prin trecere la limită 
condiţiile (3.53) devin 

                      

2

2 2 2 2 2

2(1 ) 2 1

116(1 ) (1 )

R R
p

a RR a R

 
  

  
                              (3.54) 

care sunt identice cu (3.36) 
In fig.3.10 sunt reprezentate domeniile mişcărilor periodice stabile în planul (p,R) 
pentru n=1 (a=2π ) şi λ=0; 0,1; ;0,4; 0,8. Se vede că şi în acest caz domeniile de 

stabilite depind în mare măsură de valoarea coeficientului λ. Pentru λ=0 se obţine 
acelaşi domeniu de stabilitate ca în cazul mişcărilor produse de o forţă de excitaţie 
armonică (fig.3.3). 
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Fig. 3.10 

 
In determinarea domeniilor mişcărilor periodice stabile s-a luat in considerare că 
între două ciocniri masa percutantă să nu ajungă pe limitator. Din condiţia ca 

minimul funcţiei z( ) în intervalul ( i , i a  ) să fie mai mare sau la limită egal cu 

zero, rezultă ecuaţii relativ complicate, însă calculul numeric efectuat cu calculatorul 
electronic pe baza legilor de mişcare a arătat că din cauza condiţiei susmenţionate 
se introduc corecţii neesenţiale, care nici nu se pot pune în evidenţă pe desen, 
pentru valori mici ale coeficientului de restituire.  
Dacă forţa de rezistenţă este proporţională cu viteza relativă, ecuaţia diferenţială a 
mişcării, scrisă cu ajutorul mărimilor adimensionale (3.39) este : 
                                           z’’ + λz’ = - p – r’’( )                                   (3.55) 

fiind de aceiaşi formă cu (3.5). 
Astfel luând:  

f( ) = -r’’( )       

se pot deduce concluziile privind mişcările periodice stabile pe baza rezultatelor 
obţinute în paragraful 3.1.1 [88]. 
Problema determinării legii de mişcare optime a platformei mobile a fost studiată în 
lucrarea [51]. 
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3.2. SISTEME VIBROPERCUTANTE CU DOUĂ CUPLE 

PERCUTANTE 
 
 

3.2.1. Mişcări periodice simetrice produse de o excitaţie periodică 

oarecare şi de o excitaţie armonică 
 
 
Studiul unor mecanisme ce conţin jocuri, cum ar fi transmisiile roţi dinţate, unele 
mecanisme vibrotransportoare, mecanismele de tip releu folosite în special în-

sistemele de reglare automată, etc. conduce la un model mecanic cu două cuple 
percutante. Un asemenea model mecanic este reprezentat în figura 3.11. Corpul de 

masă m, sub acţiunea forţei periodice F(t) execută mişcări vibratorii şi se ciocneşte 
la capetele cursei cu limitatoare rigide fixe.  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 3.11 

 
In fig.3.12 este reprezentat un model mecanic, la care sursa de excitaţie este miş-
carea periodică a limitatorului după o lege periodică y=y(t) dată.  

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 

Fig. 3.12 

 
Cele două modele mecanice conduc la ecuaţii diferenţiale de aceeaşi formă, astfel 
încât studiul lor se face analog. Pentru cazul excitaţiei armonice studiul a fost făcut 

 

C 
 

F(t) 
 

m 
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C 
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x 
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în lucrările [16] , [17] , şi [26]. În două din aceste lucrări se neglijează toate 
frecările, iar într-una se consideră că există o forţă de frecare uscată. In cele ce 

urmează vom considera, mai general, că excitaţia este periodică oarecare, de 
perioadă T, iar masa m întâmpină în mişcarea sa o forţă de rezistenţă de natură 
vâscoasă, caracterizată prin coeficientul c. 
Coordonata x a masei m se va măsura de la mijlocul distanţei dintre cele două 
limitatoare, sensul pozitiv fiind spre dreapta. Jocul total se va nota cu 2d. Vom căuta 
mişcările periodice simetrice având traiectoria de fază reprezentată în fig.3.13. 

 
Fig. 3.13 

 

Ca să apară asemenea mişcări este necesar ca funcţiile F(t) şi y(t) să verifice 
relaţiile: 

                             ( ) ( );
2

T
F t F t    ( ) ( )

2

T
y t y t                     (3.56) 

Datorită simetriei este suficient să se studieze mişcarea numai într-o semiperioadă. 

Se va considera semiperioada în care mişcarea se face spre dreapta. 
Scriind funcţia F(t) sub forma (3.2) şi folosind notaţiile (3.3),(3.4) ecuaţia 

diferenţială a mişcării masei din fig.3.11. între două ciocniri consecutive, scrisă cu 
mărimi adimensionale este: 

                                            z’’ + λz’= f( )                                     (3.57) 

Să examinăm acum condiţiile iniţiale şi finale ale scării între ciocnirile de ordinul i şi 

i+1· Fie i  momentul care are loc ciocnirea de ordinul i cu limitatorul din stânga şi 

–ui ( ui>0) viteza înaintea acestei ciocniri, iar 1i   momentul ciocnirii de ordinul i+1 

cu limitatorul din dreapta şi viteza înaintea ciocnirii. Ca să apară mişcări periodice 

simetrice este necesar ca durata mişcării dintre cele două ciocniri să fie un multiplu 
impar al semiperioadei forţei de excitaţie F(t),iar viteza ui+1 de la sfârşitul mişcării să 
fie egală cu ui. Astfel condiţiile iniţiale şi finale ale mişcării studiate sunt 

        ;i   ;z    

2

0

;
m

d
F



 

 
 

' .iu z Ru                                 (3.58) 

        1 (2 1) ;i i n       ;z  1.i iu u u                                        (3.59) 

 
 Legea mişcării între două ciocniri consecutive, soluţia ecuaţiei diferenţiale 
(3.57) ţinând seama de condiţiile iniţiale (3.58) este: 
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( ) ( )1 1
1 1 ( )i

i

iz Ru e e f d


     



  
 

  
 

        
  

        (3.60) 

iar viteza: 

           
( ) ( )' ( )i

i

iu z Ru e e f d


     



                            (3.61) 

Înlocuind în ecuaţiile (3.60) şi (3.61) condiţiile finale (3.59) care reprezintă şi 

condiţiile de periodicitate, se obţine un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute 

i  şi ui: 

    ( )1 1
2 1 1 ( )

i

i

i

a

a

iRu e e f d



  



  
 



                      (3.62) 

                 
( )

( )
i

i

i

a

aa

i iu Ru e e f d



  



 



                          (3.63) 

unde s-a făcut notaţia  a = (2n+1)π. 

 Prin rezolvarea sistemului (3.62),(3.63) se obţine: 

( )1 1 1 Re
( )

2 1 Re 1 R

i

i

i

a a
a

a

R
e f d

 
  





  


 
 



  
   

  
             (3.64) 

( )1 1
( ) 2 ( )

1 1 Re

i i

i

i i

a a

a

i a
u f d e f d

R

 

  



 

    

 

 



 
   

   
   (3.65) 

Ecuaţia (3.64) determină momentele i , iar ecuaţia (3.65) viteza ui 

corespunzătoare mişcărilor periodice. 
 Dacă forţa de rezistenţă este neglijabilă(λ=0) ecuaţiile (3.64),(3.65) pentru 

determinarea parametrilor mişcărilor periodice vor fi: 

           
1

( )
2 1

i

i

a

i

a
f d

R





    



 
     

                        (3.64’) 

                           

1
( )

1

i

i

a

iu f d
R





 




                           (3.65’)  

Pentru existenţa mişcărilor periodice cu perioada (2n+1)π=a este necesar ca din 

ecuaţia (3.64) să rezulte valori reale pentru i , iar din (3.65) valoarea pozitivă 

pentru ui.  
De asemenea este necesar să se aleagă parametrii sistemului în aşa fel ca intervalul 

( i , i +a) să nu se producă ciocniri. Pentru aceasta maximul funcţiei z(  ) în 

intervalul ( i , i +a) trebuie să fie mai mic ca δ, iar minimul mai mare ca – δ.  
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La limită trebuie să avem: 

                   
*

1( ) ;z    
*

1'( ) 0;z    
*

1''( ) 0;z    
*

1 ( , )i i a                      (3.66) 

                     
*

2( ) ;z     
*

2'( ) 0;z    
*

2''( ) 0;z    
*

2 ( , )i i a     

unde γ1 = i
* - i . 

Înlocuind primele condiţii (3.66) în ecuaţiile (3.60),(3.61) şi rezolvând sistemul de 
ecuaţii ce se obţine, rezultă:  

                               

1

1

( )

( )

1
1 ( )

2

1
( )

i

i

i

i

i

i

i

e f d

u e f d
R

 

  



 

  



  


 









   

 





                                  (3.67) 

unde γ1= i
*- i . Din ecuaţia a doua se determină valorile lui γ1, iar apoi din prima 

valorile limită ale lui δ. Înlocuind în (3.60), (3.61) celelalte condiţii (3.66) se obţine 
sistemul: 

                          

2

2

( )

( )

1
1 ( ) 0

1
( )

i

i

i

i

i

i

i

e f d

u e f d
R

 

  



 

  



 


 









   

 





                                      (3.68) 

unde γ2= i
*- i . 

Din sistemul (3.68) rezultă necunoscutele γ2 şi i , iar din (3.64) δ în funcţie de i . 

Studiul stabilităţii miorilor îl vom face  cu ajutorul perturbaţiilor. Se 
consideră că mărimile ce caracterizează mişcarea periodică suferă mici perturbaţii şi 
se analizează comportarea acestora. 

Fie Δ τi şi Δui perturbaţiile lui τi şi ui la ciocnirea de ordinul i, iar Δ τi+1 şi Δui+1 

la ciocnirea de ordinul i+1. Condiţiile iniţiale şi finale ale mişcării perturbate vor fi 
acum: 

                         ;i i     ;z    ' ( )i iu z R u u                      (3.69) 

1 1 1;i i i ia            ;z   1 1 1i i i iu u u u u              

 
Procedând ca mai sus, se determină constantele de integrare şi apoi se obţin 
următoarele ecuaţii de legătură între perturbaţii: 

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1
2 ( ) 1 1 ( )

( ) ( )

i i

i i i i i i

i i

i i

i i i i i i

i i

i i

i i i i

R u u e e f d

u u R u u e e f d

 

        

 

 

        

 

  
 

 

 

   

 

   



     





     

 



           

     





 

(3.70) 
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În aceste ecuaţii perturbaţiile se consideră mici, de aceea ele se pot liniariza. Se vor 
neglija termenii care conţin perturbaţii începând cu gradul doi. Se obţine ţinând 

seama de ecuaţiile (3.62),(3.63) următorul sistem liniar şi omogen în perturbaţii 

   1

1 1

1 ( ) 1 0;

[ ( ) ] [ ( ) ] 0

a a a

i i i i i i

a a

i i i i i i i i

R e u u Ru e f e

u Re u f u f Ru e

  

 

    

     

  



 

 

         
 

         
 (3.71) 

Pentru rezolvarea sistemului (3.71) se consideră soluţii de forma: 

                     
i

iu A  ;   
i

i B                                            (3.72) 

şi se ajunge la sistemul liniar şi omogen în A şi B: 

 
    

   

1 ( ) 1 0;

[ ( ) ] [ ( ) ] 0

a a a

i i i

a a

i i i i

R e A u Ru e f e B

Re A f u f Ru e B

  

 

   

     

  

 

      
 

     

           (3.73) 

Pentru ca acest sistem să admită soluţii nenule, trebuie ca determinantul sistemului 
să fie nul, ceea ce va conduce la ecuaţia caracteristică în β: 

  2 21
1 ( )(1 ) 0a a a

i

i

R e f e R e
u

    


   
      
 

                    (3.74) 

Pe baza criteriului lui Schur rezultă următoarele condiţii de stabilitate: 
R2e-λa<1                                 (3.75) 

       
1 1 Re 1 Re

( )
1 1 e 1 e

a a

i i ia a

R
u f u

R

 

 
  

 

 

  
   

  
                           (3.76) 

dintre care prima este întotdeauna verificată, chiar şi pentru R=1, dacă λ≠0. 
Dacă forţa rezistentă este neglijabilă (λ=0), condiţiile (3.75),(3.76) devin: 

                                                     R<1                                         (3.77) 

                             
1 1

( )
1 1

i

D R D R
f

a R a R


 
    

 
                       (3.78) 

unde: 

                                   ( ) ( )
i a

i

D f d





 


                                           (3.79) 

Concretizarea şi valorificarea condiţiilor de periodicitate şi stabilitate obţinute se vor 

face pentru cazul când forţa de excitaţie este armonică (3.20). In acest caz legea 
mişcării (3.60) devine: 

 

2 2

( )

2 2

1 1 1 1
sin cos cos

1 1 1 1

2 1 2 1
cos sin

1 1 1 1
i

i

i i

R R
z

R R

R R
e

R R

  


   

  


  

  

 

 
     

   

  
     

     

             (3.80) 

Iar ecuaţiile (3.64) şi (3.65) pentru determinarea lui i  şi ui vor fi: 
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2 2

1 1 1 1 1 Re 1 e
cos sin

1 Re 2 1 1 2(1 )

a a a

i ia

R e

R

  


  

  

  



      
     

      
 (3.81) 

                         
2

sin
1

i iu
R

   


                                      (3.82) 

Dacă λ≠0, condiţia de stabilitate (3.75) este întotdeauna verificată, iar condiţiile 
(3.76) devin:  

2 1 Re 2 1 Re
(sin ) cos (sin )

1 e 1 1 e 1

a a

i i ia aR R

 

 

 
    

 

 

 
      

   
 (3.83) 

care sunt echivalente cu următoarele două inegalităţi: 

                 
2

1 e 1 R 1
cos sin

2 1 e

a

i iaR




  

 





 
  


                              (3.84) 

                
2

1 e 1 R 1
cos sin

2 1 e

a

i iaR




  

 





 
  


                              (3.85) 

Să analizăm mai întâi condiţiile de existenţă de existenţă ale mişcărilor 

periodice. Pentru anumite valori date ale parametrilor n,λ,R ecuaţia (3.81)  

reprezintă în planul ( i ,δ) o curbă δ = δ( i ) periodică, având perioada 2π. Vom 

determina limitele porţiunii din această curbă corespunzătoare mişcărilor periodice 
ale sistemului vibropercutant. Curba fiind periodică, va fi suficient să determinăm 
aceste limite pentru prima perioadă (0,2π).  

In primul rând vom ţine seama că viteza ui dată de (3.82) trebuie să fie 
pozitivă, de aceea este necesar să avem: 

                                  sin i                                                 (3.86) 

Cum atât δ cât şi λ sunt pozitive, rezultă că i  poate avea valori numai în cadranele 

trei şi patru ale cercului trigonometric, adică porţiunea de curbă este situată în 

semiperioada (π,2π). In figura 3.14 s-a reprezentat curba δ=δ( i ) în intervalul 

(π,2π) pentru n=1, R=0,6 şi λ=0,1. 
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Fig. 3.14 

 

Condiţia (3.86) poate fi scrisă şi sub forma: 

                                        
1

sin i 


                                               (3.86’) 

Luând acum în (3.86’) egalitate în loc de inegalitate se obţine  o altă curbă (o 

sinusoidă), care intersectează curba δ = δ( i ) în punctul ei având abscisa i  dată 

de ecuaţia: 

                                            
1

cot ig


                                           (3.87) 

Valoarea lui i ce rezultă din (3.87) este situată în cadranul patru şi depinde numai 

de amortizarea λ, fiind independentă de parametrii n şi R. Pentru a fi verificată 
inegalitatea (3.86), va trebui să avem: 

                                         
1

cot ig


                                               (3.88) 

Cealaltă limită a porţiunii de curbă căutate se deduce din condiţia δ>0. Din (3.81) 

rezultă că δ=0 pentru i dat de ecuaţia: 

                                        cot i

G
g

E
                                                   (3.89) 

unde:  

              
2

1 1

2 1

ae
E









; 

1

1

aRe
H

R





;

1
( )G H E


                          (3.90) 
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Ecuaţia (3.89) determină punctul de intersecţie e2 dintre curba δ = δ( i ) şi axa 

absciselor. Ca să rezulte δ > 0, trebuie să avem: 

                                    cot i

G
g

E
                                              (3.91) 

Astfel condiţiile de existenţă ale mişcărilor periodice sunt verificate de porţiunea de 
curbă cuprinsă între punctele e1 şi e2, pentru care: 

                                       
1

cot i

G
g

E



                                    (3.92) 

In acest interval curba δ=δ( i ) are un maxim pentru τi dat de ecuaţia: 

                                       cot i

E
g

G
                                           (3.93) 

Pentru care derivata lui δ în raport cu i  se anulează. Înlocuind valoarea lui i  dată 

de (3.93) în (3.81) rezultă: 

                                  
2 2

max

1
E G

H
                                      (3.94) 

 Pentru existenţa mişcărilor periodice este necesar ca δ să fie cuprins între 0 
şi δmax, adică să avem: 

                                   
2 21

0 E G
H

                                    (3.95) 

Să analiză acum condiţiile de stabilitate (3.84),(3.85). Luând în aceste condiţii 
egalităţi în loc de inegalităţi rezultă alte două curbe δ1 şi δ2, care intersectează 

curba δ = δ( i ) în două puncte s1 şi s2 şi delimitează astfel porţiunea de curbă, ce 

corespunde mişcărilor periodice stabile. 

 Punctul s2 de intersecţie dintre curbele δ şi δ2 are abscisa dată de ecuaţia 
(3.93) fiind punctul de maxim al curbei δ. Abscisa punctului s1 de intersecţie dintre 

curbele δ şi δ1 este dată de ecuaţia: 

                             cot i

E
g

K
                                                           (3.96) 

unde: 

                  
1

( )K E L


  ; 
(1 )

1 Re

a

a

R e
L













                                     (3.97) 

Ordonata punctului s1 reprezintă valoarea minimă a lui δ, sub care mişcările 

periodice sunt instabile. Înlocuind valoarea lui i  dată de (3.96) în (3.81) rezultă: 

                                    

2

min
2 2

1 GK E

H E K






                                      (3.98) 

Prin urmare pentru a avea mişcări vibropercutante periodice stabile este necesar ca 
δ să aibă valori cuprinse între δmin şi δmax , adică să avem: 

                            

2
2 2

2 2

1 1GK E
E G

H HE K



  


                            (3.99) 
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Dacă forţa de rezistenţă este neglijabilă (λ=0) relaţiile obţinute se simplifică foarte 
mult. Astfel condiţiile de stabilitate ale mişcărilor periodice (3.99) devin: 

                     

2

2

2

1
1 12

1
2 11

1
2 1

a

a R

H Ra R

R



 
         

  
  

 

                  (3.99’) 

 In determinarea domeniilor mişcărilor periodice stabile mai trebuie să se 
ţină seama şi de condiţiile (3.66).  
 In cazul λ=0 sistemul de ecuaţii (3.67) conduce la următoarele ecuaţii: 

                 

1 1
1

1

1
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1 1
sin (2 1)

1 1cot
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1
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1
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1

i

R R
n

R Rg
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c
R
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R

  









 
  

 











                           (3.67’) 

Pentru valori date ale parametrilor R şi n din prima ecuaţie (3.67’) se determină γ1, 

din a două i  şi apoi din (3.81) δ. Se poate exprima direct δ în funcţie de γ1: 

                              

1

1

2

1

1

sin1
(2 1) 1

12 1
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1
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1

1
cos

1

R
n

RR

R

R

R











  




 

 
 

  
 

 

                    (3.100) 

In membrul drept al relaţiei (3.100) se ia semnul plus dacă tg i > 0 şi semnul minus 

dacă tg i < 0. 

Sistemul de ecuaţii (3.68) în cazul excitaţiei armonice (λ=0) devine: 

                                       

2 2
2

2

2

2

1
sin

1
12

cos
1
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1
cos

1
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R
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 
























                                    (3.68’) 

Înlocuind în ecuaţia (3.81) λ = 0 şi valoarea lui i  dată de a doua ecuaţie (3.68’) 

rezultă: 
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2

2

2

2

2
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(2 1) 1

12 1
cos

1

sin
1

1
cos

1

R
n

RR

R

R

R











   




 

 
 

  
 

 

                       (3.100’) 

Ca să nu se producă ciocniri suplimentare cu limitatoare în intervalul ( i , i a  ) jocul 

δ trebuie să fie mai mare decât valorile date de relaţiile (3.100),(3.100’).  

Calculele efectuate cu ajutorul calculatorului electronic au arătat că valorile (3.100) 

sunt mai mici ca (3.100’). Astfel la determinarea domeniilor mişcărilor periodice 
stabile trebuie să se ţină seama de relaţia (3.100’). Această relaţie introduce o 
corecţie neînsemnată faţă de valorile date de relaţia (3.99) pentru valori mici ale 
coeficientului de restituire. 
 In cazul λ≠0 condiţiile (3.66) conduc la ecuaţii relativ complicate, de aceea 
în acest caz pentru a se efectua corecţiile introduse în condiţiile (3.66) s-a folosit 
calculul numeric având la bază legea mişcării (3.80). Au rezultat asemenea corecţii 

mici faţă de valorile (3.99). 
In figurile 3.15, 3.16,3.17 sunt reprezentate domeniile mişcărilor periodice 

stabile în planul (R, δ) pentru n = 0,1,2 şi diferite valori ale lui λ.  
 

 
 

Fig. 3.15 
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Fig. 3.16 

 
Fig. 3.17 

 
Curbele pentru λ = 0 sunt identice cu cele de la lucrările [16] [26]. Dacă 

există forţă rezistentă (λ≠0), intervalul de valori ale lui δ corespunzător mişcărilor 
periodice stabile cu un anumit R se deplasează spre valori mai mici odată cu 
creşterea lui λ. 
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 Se mai constată că odată cu creşterea lui n, domeniul de stabilitate se 
îngustează. Rezultă cate mai probabil să apară mişcări periodice cu perioadă mică.  

În figura 3.18 a este reprezentată diagrama mişcării periodice calculată pentru o 
perioadă de mişcare (egală cu perioada forţei), parametrii sistemului având valori 
cuprinse în domeniul de stabilitate: n = 0; R = 0,6; δ = 2; λ = 0,1. 

 
Fig. 3.18.a 

 
 

In figura 3.18 b este indicată pentru aceiaşi mişcare traiectoria de fază. 

 
Fig. 3.18.b 

 
In figurile 3.19a şi b s-au reprezentat diagrama de mişcare şi traiectoria de fază 
pentru o mişcare cu n=1; R=0,6; δ=6; λ=0,1. 
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Fig. 3.19.a 

 
Fig. 3.19.b 

 
 

3.2.2. Determinarea mişcărilor optime 
 
La început vom analiza cazul excitaţiei armonice. Inlocuind valoarea lui δ dată de 
relaţia (3.81) în expresia (3.82) a vitezei de ciocnire, aceasta devine 

                          
2

1 1
(sin cos )

1 Re 1

a

i i ia

e
u




 








   

 
                (3.82’) 

Viteza de ciocnire este maximă pentru valoarea lui τi pentru care expresia din 

paranteză devine minimă. Această valoare este dată de ecuaţia  

                                    
1

itg


                                                       (3.101) 

Dacă lipseşte amortizarea în sistem (λ=0) rezultă că 
3

2
i


  , adică ciocnirea cu 

limitatorul din stânga are loc în momentul în care forţa de excitaţie se anulează 
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trecând de la valori negative la valori pozitive. Inlocuind valoarea lui τi dată de 

(3.101) în (3.81) se obţine jocul optim: 

2 22

1 1 1 1 Re 1 e 1 e

1 Re 1 2(1 ) 2 11

a a a

op a

R

R

  






  

  



      
     

       
 (3.102) 

care pentru λ=0 devine: 

                                            
1

2 1
op

a R

R






                                  (3.102’) 

Se poate arăta uşor optim δop este cuprins între valorile (3.99) de unde rezultă că 
mişcările optime sunt stabile. Viteza de ciocnire maximă se obţine înlocuind în 
(3.82’) valoarea lui τi dată de (3.101): 

                             max
2

1 1

1 Re1

a

i a

e
u











 


                              (3.103) 

Pentru λ=0 se obţine: 

                                           max

2

1
iu

R



                                     (3.103’) 

In figura 3.20 s-a reprezentat jocul optim în funcţie de R pentru n=0; λ=0;0,1;0,4; 
iar în fig. 3.21 viteza de ciocnire maximă în aceste condiţii. 
 

 
 

Fig. 3.20 
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Fig. 3.21 

 
Pentru a determina excitaţia optimă revenim la relaţia (3.65). vom analiza 

cazul când perioada mişcării este egală cu perioada excitaţiei (a=π). Viteza de 

ciocnire (3.65) este maximă dacă forţa de excitaţie este 

    

0

( ) 1 ( , )

0

i

i i

i

pentru

f pentru

pentru

 

    

  




   
  

(3.104) 

adică, având în vedere întreaga perioadă a mişcării, are forma indicată în fig.3.22. 

 

 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3.22 
 

Ciocnirea trebuie să aibă loc în momentele în care se schimbă semnul forţei. 
Jocul optim pentru care se realizează un asemenea regim de mişcare se obţine din 
(3.64) ţinând seama de (3.104) şi este: 

                          
1 1 1

2 1 Re
op

e R


 

 





  
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 
                           (3.105) 

Iar în cazul λ = 0 

                                             

2 1

4 1
op

R

R








                                      (3.105’) 

 -1 

 τ  τi+2  τ i+1  τi  +1 

 -1 

 f(τ) 
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Viteza de ciocnire maximă se obţine din (3.65) ţinând seama de (3.104) şi (3.105)  

                              max

1 1

1 Re

a

i a

e
u










 


                             (3.106) 

Care în cazul λ = 0 devine:  

                                
max

1
iu

R





                                               (3.106’) 

In fig.3.23 s-a reprezentat jocul optim (3.105) în funcţie de R pentru λ=0;0,1;0,4, 
iar în fig.3.24 viteza de ciocnire maximă în aceleaşi condiţii. 

 
Fig. 3.23 
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Fig. 3.24 

 
Pentru a aprecia eficienţa excitaţiei optime determinăm raportul ξ al vitezelor 
maxime (3.106) şi (3.103): 

                             

21
th


 




                                                     (3.107) 

Se constată că acest raport nu depinde de R, numai de parametrul λ. Din graficul 
funcţiei (3.107) reprezentat în fig.3.25 se vede ξ este supraunitar şi descrescător. 
Sub influenţa excitaţiei optime (3.104) se pot produce mişcări periodice ,,neoptime” 

dacă jocul δ diferă de valoarea (3.105). Condiţiile de existenţă şi de stabilitate ale 
acestor mişcări se pot determina pe baza ecuaţiilor generale (3.64), (3.65) şi 
(3.74). Se obţin domenii de existenţă şi de stabilitate asemănătoare cu cele din 
cazul excitaţiei armonice (fig 3.15). 
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Fig. 3.25 

 
Limita superioară a fiecărui domeniu este graficul relaţiei (3.105) ceea ce arată că în 
acest caz spre deosebire de cazul excitaţiei armonice mişcările optime se află la 
limita stabilităţii. Se recomandă alegerea unui joc ceva mai mic decât cel optim.  

 

3.2.3. Sisteme vibropercutante cu două cuple percutante conţinând 

două corpuri mobile 
 
In paragrafele (3..2.1) şi (3.2.2) am studiat mişcările periodice ale sistemelor vibropercutante 

cu două cuple percutante în cazul limitatoarelor  fixe.  Studiul unor mecanisme cum sunt 

transmisiile cu roţi dinţate mecanismele de tip releu etc.  poate să conducă la modele 
mecanice cu limitatoare mobile. In fig. 3.26 este reprezentat un asemenea model mecanic 
format din două corpuri având masele m şi M, care se pot mişca pe orizontală. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Fig. 3.26 

 
 Asupra corpului de masă m acţionează o forţă de excitaţie F(t) care pune în mişcare sistemul. 

Ambele corpuri execută mişcări vibratorii însoţite de ciocniri. Studii în legătură cu acest sistem 

m 

M 

F(t) 

x 

y 
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vibropercutant au fost efectuate în lucrările [16],[17],[26],[43] în ipoteza că excitaţia  este 
armonică. 

In cele ce urmează vom considera la început că forţa de excitaţie F(t) este periodica 

oarecare de perioadă T. Vom determina de asemenea şi excitaţia pentru care vitezele de 
ciocnire sunt maxime. Vom considera că între cele două corpuri există frecare uscată, 
valoarea forţei de frecare fiind F1. Jocul total dintre cele două corpuri se va nota cu 2 d. 

Notând cu x1 şi x2 abscisele celor două corpuri măsurate dintr-o poziţie 
mijlocie sensul pozitiv fiind spre dreapta ecuaţiile diferenţiale ale mişcării între două 
ciocniri sunt: 

                                            

.. . .

1 21

.. . .

1 22 1

( ) ( )

( )

m x F t F sign x x

M x F sign x x

  

 

                                                                (3.108) 

iar  ecuaţia diferenţială a mişcării relative a corpului de masă m este  

                                 
.. .

1

1
( )

M m
x f t F sign x

m Mm


                        (3.109) 

unde x = x1 – x2. 
 Scriind forţa F(t) sub forma 3.2), introducând variabilele adimensionale 
(3.3) şi parametrii adimensionali:  

                                   
1

0

; ; (1 )
F m

p r p r
F M

                                   (3.110) 

 ecuaţia diferenţială (3.109) devine: 

                        '' ( ) 'z f signz                                                       (3.111) 

 Vom presupune că funcţia f(τ) satisface o condiţie de forma  (3.56) şi vom 

studia mişcările simetrice ale sistemului. Vom proceda ca în paragraful 3.2.1 
studiind mişcarea între ciocnirea de ordinul i (când corpul de sus loveşte din dreapta 
pe cel de jos) şi i+1 (când ciocnirea apare la cealaltă cuplă percutantă). 

Condiţiile  iniţiale şi finale ale mieii relative sunt identice cu (3.58), (3.59).  
Dacă în intervalul dintre două ciocniri viteza relativă nu se anulează, avem  

sign z’=+1. Vom presupune verificată acesta ipoteză urmând să arătăm condiţiile 
în care viteza îşi păstrează semnul. 
 Legea mişcării relative, soluţia ecuaţiei diferenţiale (3.111), ţinând seama de 
condiţiile  iniţiale (3.58) este: 

        ( ) ( )[ ( ) ]

i

i iz Ru f d





                                                 (3.112) 

iar viteza: 

                                ' [ ( ) ]

i

iz Ru f d





                                           (3.113) 

Inlocuind condiţiile de periodicitate (3.59) în ecuaţiile (3.112) şi (3.113) se obţine 
un sistem de două ecuaţii cu necunoscutele τi şi ui din care rezultă: 
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a
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1

[ ( ) ]
1

i

i

a

iu f d
R





  



 
                                              (3.115) 

Ecuaţia (3.114) determină momentul τi al ciocnirilor periodice, iar (3.115) viteza 

de ciocnire. 
Aplicând metoda perturbaţiilor pentru studiul stabilităţii mişcărilor periodice şi 
procedând ca în paragraful (3.2.1) se obţine ecuaţia caracteristică: 

      .
2 2

1 1
2 0

i

i

R a R af
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u

 
 

   
    
 

                       (3.116)  

 Pentru ca ecuaţia (3.116) să aibă rădăcini în modul subunitare trebuie să 
avem R<1 şi să fie verificate condiţiile:  

                     
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 
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1 1
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R R
af f d a
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


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
 

 
                                  (3.118)  

 S-a presupus la început că viteza nu se anulează între cele două ciocniri. 
Situaţia limită este aceea când minimul vitezei este nul, adică  

            
*'( ) 0;z   *''( ) 0;z   *'''( ) 0;z   * ( , ).i i a                  (3.119)  

Înlocuind aceste condiţii în ecuaţiile (3.112) şi (3.113) şi ţinând seama de (3.115) 
se obţine următorul sistem: 

  (1 ) ( ) [ (1 ) ];
i i

i i

a

R L d R f d Ra R

 

 

     



       ( ) ; '( ) 0.i if f               

(3.120)  

unde γ=τ*- τi . din sistemul (3.120) se pot calcula valorile limită ale lui δ în funcţie 

de τ*.  

În continuare vom determina domeniile mişcărilor periodice stabile în cazul 
excitaţiei armonice (3.20). 

Legea mişcării (3.112) şi viteza (3.113) devin în acest caz: 

2( ) ( sin )( ) cos cos
2

i i i i iz Ru


                         (3.121) 

' ( ) sin sini i iz Ru                                        (3.122) 

Iar ecuaţiile (3.114) şi (3.115) vor fi: 

1 1
sin cos

1 4 1 2
i i

R a R a

R R


  

 
     

 
                       (3.123) 

1
(2sin )

1
i iu a

R
   


                                               (3.124) 
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 Cum viteza (3.124) trebuie să fie pozitivă este necesar să avem sin
2

i

a
   , 

ceea ce arată că i  poate avea numai valori cuprinse în cadranele trei sau patru ale 

cercului trigonometric. În funcţie de valorile posibile ale lui i  din (3.123) se pot 

determina valorile lui δ. In intervalul menţionat funcţia (3.123) are un maxim pentru 

i  dat de ecuaţia  

1
cos sin 0

1 2
i i

R a

R
 


  


                                                 (3.125) 

Condiţiile de stabilitate (3.117) şi (3.118) devin în cazul excitaţiei armonice: 

        
1

cos sin 0
1 2

i i

R a

R
 
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
                                         (3.126) 

     

2

2

1 1
cos sin

1 2 (1 )
i i

R a R
a

R R
  

 
  

 
                             (3.127) 

Luând în condiţiile (3.126),(3.127) egalităţi în loc de inegalităţi se obţin valorile 

limită ale lui i  apoi în funcţie de acestea valorile limită alo lui δ. Comparând 

ecuaţia (3.125) cu condiţia (3.126) se constată că valoarea maximă posibilă a lui δ 

reprezintă una din limitele de stabilitate fiind 

            
2

max 1
2

a
                                                   (3.128   ) 

unde: 

                   
1

1 2

R a

R



 


                                                (3.129) 

Înlocuind valorile limită ale lui i  ce rezultă din (3.127) în (3.128) se obţine 

valoarea minimă a lui δ; 

              

2
2 2 2

min 2

1

1
1

4 1 2

a a
a A B


  



 
    

 
          (3.130) 

Unde:  

2

2

11
A







, 

2

2

2

1

4
1

1
B




 


, 1

1

1 2

R a

R



 


,  

2

2 2

1

(1 )

R

R






(3.131) 

 Mişcările periodice stabile pot să apară pentru valori ale lui δ cuprinse  intre 
cele două limite, adică 

2
2 2 2 2

2

1

1
1 1

4 1 2 2

a a a
a A B

 
    



 
       

 
     (3.132) 

Menţionăm că toate rezultatele ce se obţin în cazul când nu avem frecare (μ=0) sunt 

identice cu cele care s-au obţinut în paragraful 3.2.1 pentru λ=0. 
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Mai trebuie să avem în vedere condiţiile (3.119) respectiv ecuaţiile (3.120) care în 
acest caz devin: 

  

1
(cos )sin sin cos

1 1

sin sin cos cos

i i

i i

R R
a

R R
     

    

  
      

  

             (3.133) 

Din sistemul (3.133) rezultă: 

      

cos sin
1

1
sin cos

1 1

i

R
a

R
tg

R R
a

R R

  



  

 
  

 
 

   
  

(3.134) 

2 2

2

2 2

1
2

1 (1 )1
(1 cos )

1 1
2 cos sin

1 1

R R
a

R RR

R R R
a

R R



 

  

  
    

    
   

     
        

     (3.135) 

In funcţie de rădăcinile ecuaţiei (3.135) se determină din (3.134) valorile limită ale 

lui i  şi cu ajutorul acestora valorile minime ale lui δ. La determinarea domeniilor 

mişcărilor periodice stabile trebuie să se ţină seama şi de aceste valori care introduc 
anumite corecţii faţă de condiţiile   (3.132) pentru valori mici  ale coeficientului de 
restituire.  | 
În fig.3.27 sunt reprezentate domeniile mişcărilor periodice stabile pentru n=0 şi   
μ=0;0,1;0,2. Se vede din figură ca odată cu creşterea lui μ, domeniul de stabilitate 
se deplasează în jos spre valori mai mici ale jocului δ. 
In fig.3.28 s-a reprezentat diagrama mişcării pentru valori particulare ale 

parametrilor sistemului cuprinse într-un domeniu de stabilitate şi anume R=0,6; 
δ=2,1;μ=0,1; n=0. 

Viteza de ciocnire (3.124) este maximă dacă sin i =-1 (
3

2
i


  ): 
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Fig. 3.27 

 
Fig. 3.28 

 

max

2

1
i

a
u

R





                 (3.136) 

şi se obţine pentru jocul 

 
1

2
1 4

op

R a
a

R
 


  


                 (3.137) 

Valoarea optima a jocului (3.137) este ceva mai mică decât jocul maxim (3.120) 
astfel încât mişcările optime sunt stabile. In fig.3.29 sunt reprezentate valorile lui   

δop în funcţie de R pentru n=0;μ=0;0,1;0,2. 

Excitaţia optimă pentru care viteza (3.115) este maximă (n=0) este cea dată de 
relaţia (3.104) şi reprezentată în fig.3.22, adică este de aceiaşi formă ca în cazul 
modelului din fig.3.11. 
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Fig. 3.29 

 
Viteza de ciocnire maximă produsă de excitaţia (3.104) este 

     max

1

1
iu

R








                       (3.138) 

şi se produce dacă jocul (3.114) are valoarea  

21 1

1 4
op

R

R


 

 
 


                 (3.139) 

Relaţia (3.139) s-a reprezentat grafic în fig.3.30 pentru μ=0; 0,1; 0,2. 

 
 

Fig. 3.30 
 

Raportul vitezelor maxime (3.138) şi (3.136) pentru n = 0  
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(1 )

2

 








                 (3.140) 

nu depinde de R, este supraunitar şi creşte odată cu μ. 

 
 

Fig. 3.31 
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4. CONTRIBUŢII TEORETICE ŞI PRACTICE 
PRIVIND STUDIUL VIBRAŢIILOR ŞI 
VIBROPERCUŢIILOR SISTEMELOR 

ELECTROMECANICE 
 

 

4.1. Domeniile de cuprindere a regimurilor, vibraţiilor şi 
vibropercuţiilor sistemelor electromecanice 

 
  

4.1.1. Introducere 

 
Regimurile periodice ale sistemelor vibropercutante sunt bine cunoscute mai ales în 

anumite cazuri particulare. Nu se poate considera suficientă doar precizarea 
condiţiilor de realizare, fiind necesar să se analizeze şi gradul de cuprindere a 
regimurilor periodice în raport cu alte mişcări posibile [53], [54]. O analiză concretă 
amănunţită permite precizarea condiţiilor în care se obţin regimuri simple periodice 
fără ciocniri suplimentare într-o perioadă a mişcării. O astfel de analiză va permite 
evaluarea situaţiilor în care apar regimuri periodice cu precizarea concretă a legilor 
de mişcare şi încadrarea printre mulţimea regimurilor posibile. Trebuie subliniat că 

există şi altfel de mişcări periodice mult mai complexe pentru care determinarea 
regimurilor periodice vibropercutante este mai dificilă.  

 
4.1.2. Principalele regimuri vibropercutante periodice 

 
În general regimurile periodice de mişcare ale sistemelor vibropercutante se 
realizează pentru anumiţi parametri caracteristici. Neîndeplinirea acestor condiţii, 

care sunt suficient de restrictive, conduce la necesitatea studiului unor regimuri 
complexe, chiar dacă sunt tot periodice [55]. Acesta este motivul pentru care s-a 
considerat necesară abordarea concretă şi amănunţită a domeniilor restrânse ale 
parametrilor pentru care apar mişcări periodice simple. În continuare se vor nota 
momentele în care apar ciocnirile care delimitează un ciclu al mişcării prin , (k=1, 2 
…), ceea ce înseamnă că în intervalul mişcarea se presupune că nu mai are ciocniri 

suplimentare, şi deci este o mişcare liberă.  
Ţinând seama că ecuaţia diferenţială a mişcării cuprinde funcţii periodice date, 

regimurile periodice de mişcare vor apare numai în situaţia în care intervalul dintre 
cele 2 ciocniri este un multiplu al perioadei forţei perturbatoare [56], [57] adică , 
(r=1, 2,…) şi . Alte situaţii apar în cazurile în care intervin ciocniri suplimentare în 
fiecare perioadă . Existenţa acestora completează gama regimurilor periodice pentru 
care determinările şi calculele efective sunt mai dificile. Drept exemplificare este 

tratat cazul apariţiei unei singure ciocniri suplimentare în fiecare perioadă a mişcării 
cu particularizare la cazul ciocnirilor plastice.  

                          1k kt t rT   , (r=1,2,…) şi 
2

T



         ( 4.1) 

Alte situaţii apar în cazurile în care intervin ciocniri suplimentare în fiecare perioadă 
(tk,tk+1). Existenţa acestora completează gama regimurilor periodice pentru care 

determinările şi calculele efective sunt mai dificile. Drept exemplificare este tratat 
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cazul apariţiei unei singure ciocniri suplimentare în fiecare perioadă a mişcării cu 

particularizare la cazul ciocnirilor plastice. 
 

4.1.3. Sistemul vibropercutant 
 

Studiul se referă la totalitatea regimurilor periodice vibropercutante. Datorită 
dificultăţilor de calcul se va lua în considerare cazul simplificat al vibratorului simplu 

rezemat pe un plan rigid, ce execută mişcări cu desprindere de plan [58]. Astfel, în 
timpul mişcării vibratorul saltă de pe plan şi apoi în cădere se ciocneşte şi ricoşează 
în conformitate cu legile cunoscute ale ciocnirilor (fig.4.1) 
 

 

 

 
 
                                 
 
 

 
                                                 Fig. 4.1 

 
Vibratorul se presupune de masă m, forţa perturbatoare datorită generatorului de 
vibraţii va fi de forma Q0cosωt [59],[60]. Asupra masei m mai acţionează greutatea 
proprie mg, astfel încât rezultanta forţelor va fi –mg+Q0cosωt, iar ecuaţia 
diferenţială a mişcării va fi:  

                                            
..

( )q P t                                                     (4.11) 

unde P(t)=g(δcosωt-1),  
0Q

mg
   

adică: 

                              
..

( cos 1)q g t                                                    (4.2) 

Dacă se consideră ciocnirea masei cu planul rigid de natură elastico-plastică cu 

coeficientul de restituire R(0<R<1), atunci viteza la sfârşitul unei ciocniri, adică 

începutul mişcării următoare, este 
.. .

c cq Rq  , unde 
.

cq este viteza de cădere a 

masei, deci de la începutul ciocnirii.  
Drept urmare, studiul mişcării se va efectua pe un ciclu al mişcării cuprins între 
ciocnirile de la momentele tk şi tk+1 care trebuie să satisfacă condiţia de periodicitate  
tk+1 - tk = rT (r=1,2,…). Presupunând legea de mişcare de forma q=q(t) condiţiile 
iniţiale vor fi: 

                       
. .

( 0) 0; ( 0)k k cq t q t q                                                 (4.3) 

 

iar condiţiile finale: 

                        
. .

1 1( 0) 0; ( 0)k k cq t q t Rq                                           (4.4) 

q 

Q0cosω

t 
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Legile de mişcare obţinute pentru condiţiile iniţiale (4.3) introduse în 

condiţiile finale (4.4) conduc la determinarea parametrilor regimurilor periodice. 
 Datorită unor perturbaţii mici ce apar în momentul ciocnirii, regimul de 
mişcare poate reveni la mişcarea de bază periodică, care este stabilă, spre 
deosebire de situaţia contrară când devine instabilă. Studiul stabilităţii revine la a 
considera perturbaţii mici ale parametrilor mişcării [61]. Astfel se vor presupune 
principalii parametri ai mişcării momentele ciocnirii tk+Δtk şi vitezele 

c kq q
 

 (k=1,2,…) cu perturbaţiile Δtk şi kq


  care în virtutea condiţiilor de 

realizare a ciocnirilor trebuie verificat dacă tind spre zero pentru a fi stabil regimul.  

 

4.1.4. Regimuri periodice simple 
 

  
 Regimurile periodice vibropercutante care nu prezintă ciocniri suplimentare 
într-un ciclu de mişcare se consideră simple [62]. Pentru a putea analiza gradul de 

acoperire cu regimuri simple vibropercutante a mulţimii mişcărilor periodice posibile, 
în continuare se prezintă un studiu amănunţit ala acestora.  
 Legea mişcării şi a vitezei obţinute prin integrarea ecuaţiei diferenţiale a 
mişcării (4.2) în condiţiile iniţiale (4.3) sunt: 

 

2 2

2

1
( ) (cos cos ) ( )sin ( )

2

( )

( ) (sin sin ) ( )

k k k k

c k

k k c

g
q t t t t t t t t

R q t t

g
q t t t t t q

     


   




 

 
       

 

 

    

(4.5) 

Dacă în legea (4.5) se introduc condiţiile finale (4.4) se obţin pentru determinarea 

parametrilor regimurilor ecuaţiile: 

 

2 2

1 1 1 12

1

1 1 1

1
( 0) (cos cos ) ( )sin ( )

2

( )

( 0) (sin sin ) ( )

k k k k k k k k

c k k

k k k k k c

g
q t t t t t t t t

R q t t

g
q t t t t t q

     


   


   





 

  

 
        

 

 

     

(4.6) 
Datorită faptului că totul se întâmplă într-o perioadă, există relaţiile:  

1

1

cos cos ( ) cos ( 2 ) cos

sin ( ) sin ( 2 ) sin

k k k k

k k k k

t t rT t n t

sin t t rT t n t

    

    





    

    
           (4.7) 

Rezultă: 
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2 2

2

1
sin ( ) 0

2
k c

c c

g
rT t rT R q rT

g
rT q R q

  







 

 
    

 

 

    (4.8) 

de unde se pot deduce parametrii: 

                    
2

1 (1 )
c

grT g r
q

R R







   
 

                                    (4.9) 

şi  

                   
(1 )

sin
(1 )

k

r R
t

R







 


                                         (4.10) 

Notând ω(t-tk)=τ rezultă:  

cos cos( ) cos cos sin sin

sin sin( ) sin cos cos sin

k k k

k k k

t t t t t

t t t t t

     

     

   

   
 (4.11) 

Notând 

2 ~ ~

( ), ( )k kq t q q t q
g g

   
 

 


   

      
   

şi ţinând seama de ecuaţiile 

(4.9) şi (4.10) legile mişcării şi vitezei (4.5) devin: 

 

 

~
2

~

1 2
( ) cos cos sin sin cos sin

2 1

2
( ) sin cos cos sin sin

1

k k k k

k k k

rR
q t t t t

R

r
q t t t

R


          


       



      


    


 

(4.12) 

Şi dacă înlocuim relaţiile (4.6) în relaţiile (4.8) rezultă: 

2

2 2 2

2

2 2

1 (1 ) (1 )
( ) 2 sin sin

2 (1 ) 2 (1 )

(1 ) (1 ) 2
( ) 2 sin sin

(1 ) 2 (1 ) 2 1

r R r R
q r

R R

r R r R r
q

R R R

  
     

    
  



  
      

  

  
     

   

(4.13) 

Sunt uşor de verificat identităţile evidente  
2 ~ ~

(0), (0)k kq t q q t q
g g

  




 

  
 

 

Stabilitatea regimurilor determinate poate fi studiată cu ajutorul metodei 
perturbaţiei parametrilor [47]. Astfel, condiţiile iniţiale vor fi: 

          ( 0) 0; ( 0) ( )k k k k c k
q t t q t t R q q

  

                            (4.14) 

iar cele finale: 

                    1 1 1 1 1
( 0) 0; ( 0) ( )k k k k c k

q t t q t t R q q
  

    
        (4.15) 
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Folosind metoda liniarizării rezultă un sistem liniar şi condiţia de stabilitate: 

                                 

2

2

2(1 )
0 cos

(1 )
k

R
t

R





 


                       (4.16) 

  Considerând relaţia (4.10) şi condiţia de stabilitate (4.16) rezultă: 

2 2 2 2 2 2

2

(1 ) 4(1 )(1 )

1 (1 )

r R Rnr R

R R




  
 

 
                        (4.17) 

care este esenţială în caracterizarea diverselor regimuri periodice ale mişcării. 
 

4.1.5. Delimitarea regimurilor periodice 
 
În general regimurile vibropercutante sunt limitate la inegalitatea (4.13) fără a se 
studia legea de mişcare [63]. De aceea este reprezentată legea de mişcare (4.11) 
presupunând că parametrul δ satisface inegalitatea (4.17).  
In figura 4.2.a sunt reprezentate legea de mişcare (4.11) pentru diferite valori ale 
lui r şi a coeficientului de restituire R. Se observă că pentru ciocnirea perfect elastică 

curba pe care o descrie este o parabolă cu maximul la πr.  

     
Fig. 4.2.a Legea de mişcare a               Fig. 4.2.b Legea de mişcare a  
vibratorului pentru r=1 şi R=0             vibratorului pentru r=1 şi R=0,3 
 

  
Fig. 4.2.c Legea de mişcare a                 Fig. 4.2.d Legea de mişcare a  
vibratorului pentru r=1 şi R=1               vibratorului pentru r=2 şi R=0 
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Fig 4.2.e Legea de mişcare a                 Fig 4.2.f Legea de mişcare a  
vibratorului pentru r=2 şi R=0,3          vibratorului pentru r=2 şi R=1 
 

 
Fig. 4.2.g Legea de mişcare a               Fig. 4.2.h Legea de mişcare a  

vibratorului pentru r=3 şi R=0             vibratorului pentru r=3 şi R=0,3 

 
Fig. 4.2.i Legea de mişcare a                Fig. 4.2.j Legea de mişcare a  
vibratorului pentru r=3 şi R=1             vibratorului pentru r=10 şi R=1 
 

 

 Pentru o ciocnire plastică legea de mişcare  este o curbă la care maximul 

este situat după πr, adică vibratorul se ,,lipeşte” de limitator (pământ, nisip sau un 
alt material care urmează a fi compactat) mişcarea vibratorului fiind astfel 

BUPT



 
4.1. Domeniile de cuprindere a regimurilor, vibraţiilor şi vibropercutaţiilor sistemelor 

electromecanice -105 
îngreunată, coborârea fiind mult mai rapidă şi datorită acţiunii greutăţii acestuia. 

Între cele două curbe mişcarea este mai stabilă.  
 Variaţia vitezei în timpul mişcării într-o perioadă este reprezentată în figura 
4.3 fiind negativă în sensul că masa îşi schimbă direcţia de deplasare. 
 

 
        Fig. 4.3.a Viteza                                Fig. 4.3.b Viteza          
vibratorului pentru r=1 şi R=0             vibratorului pentru r=1 şi R=0,3 

 
       Fig. 4.3.c Viteza                                Fig. 4.3.d Viteza                       
vibratorului pentru r=1 şi R=1             vibratorului pentru r=2 şi R=0 

 
       Fig. 4.3.e Viteza                                    Fig. 4.3.f Viteza                       

vibratorului pentru r=1 şi R=0,3            vibratorului pentru r=2 şi R=1 
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        Fig. 4.3.g Viteza                                Fig. 4.3.h Viteza                       
vibratorului pentru r=3 şi R=0               vibratorului pentru r=3 şi R=0,3 
 

 
         Fig. 4.3.i Viteza                                Fig. 4.3.j Viteza                       

vibratorului pentru r=3 şi R=1               vibratorului pentru r=10 şi R=1 
Fig. 4.3 a-j Vitezele pentru diferite perioade şi coeficienţi de restituire 

 
Se observă din figura 4.3 că pentru ciocnirile perfect elastice viteza porneşte de la 
valoarea ei dinainte de ciocnire, ajunge nulă la jumătatea perioadei ca apoi să-şi 
schimbe semnul (îşi schimbă vibratorul sensul de deplasare), ajungând să aibă la 
sfârşit aceeaşi valoare absolută ca şi la început. Aceasta se întâmplă deoarece s-au 
neglijat rezistenţa la înaintare datorită frecării cu aerul şi amortizarea. Viteza înainte 
de ciocnire creşte o dată cu creşterea coeficientului de restituire, pentru R=0 

aceasta fiind nulă. Funcţia delta, raportul dintre amplitudinea forţei perturbatoare şi 
greutatea vibratorului, este stabilă în domeniul delimitat de cele două curbe din 
figura 4.4 Altfel spus, pentru ca mişcarea să fie stabilă şi să aibă repetabilitate este 
necesar ca delta să se afle, pentru un coeficient de restituire la ciocnire cunoscut, 
între o valoare minimă şi una maximă, după cum se arată în figură. 
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        Fig. 4.4.a Cazul r=1                          Fig. 4.4.b Cazul r=2            

 
Fig. 4.4.c Cazul r=3                          Fig. 4.4.d Cazul r=1 

 
 În conformitate cu reprezentarea grafică din figura 4.4 se observă că în 
cazul ciocnirii perfect elastice δmax=1, ceea ce presupune să fie satisfăcută relaţia 
Q0=mg, adică amplitudinea forţei percutante să fie cel mult egală cu greutatea 
vibratorului. Pentru ciocnirea plastică această amplitudine trebuie să fie minim de nr 
ori mai mare. 
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4.2. Regimuri de mişcare vibropercutante cu ciocnire 

suplimentară  
 

  

4.2.1. Introducere 
 
În mod obişnuit regimurile de mişcare periodice ale sistemelor vibropercutante sunt 
tratate numai pentru situaţii particulare care conduc la ecuaţii simple şi uşor de 
interpretat. Astfel este fundamentată metodologia de tratare a mişcărilor 
vibropercutante ce este aplicabilă şi sistemelor ce prezintă anumite particularităţi 

speciale. 
Drept exemplificare metodologia va fi concretizată şi pentru situaţiile în care apar 

ciocniri suplimentare în fiecare ciclu de mişcare. Prezentarea unui sistem simplu 
vibropercutant conduce la evidenţierea unor particularităţi specifice şi la 
diferenţierea dificultăţilor ce apar în asemenea cazuri. Deşi schema de tratare este 
valabila pentru sisteme mai complexe în continuare se va delimita studiul numai la 
cazul simplu al mişcării cu desprinderi a unui vibrator aşezat pe un reper fix. 
 
 

4.2.2. Regimuri vibropercutante periodice 
 
Regimurile periodice de mişcare ale sistemelor vibropercutante se realizează numai 

pentru anumiţi parametrii caracteristici care trebuie să fie satisfăcuţi. Nerealizarea 
acestor parametrii, care au valori suficient de restrictive, conduce la necesitatea 
studiului unor fenomene complexe. Acesta este motivul pentru care s-a considerat 
necesară abordarea completă şi amănunţită a sistemului vibropercutant cu mişcări 
periodice simple, însă având ciocniri suplimentare în fiecare ciclu de mişcare. În 
continuare se notează momentele în care apar ciocnirile de bază care delimitează un 
ciclu al mişcării prin t=tk (k=1, 2…) ceea ce înseamnă că în intervalul [tk,tk+1] 

mişcare se presupune că este liberă dar apare şi o ciocnire suplimentară. Ţinând 
seama că în ecuaţia diferenţială a mişcării apare forţa perturbatoare periodică, 
regimurile periodice de mişcare sunt posibile numai în situaţia în care intervalul 
dintre cele două ciocniri de bază este un multiplu al perioadei forţei perturbatoare, 
adică tk+1-tk (r=1, 2, …).. Alte situaţii apar în cazurile în care intervin mai multe 
ciocniri suplimentare în fiecare perioadă a mişcării, ceea ce completează gama 
regimurilor periodice posibile, însă pentru care determinările şi calculele efective 

sunt mult mai dificile. Pentru exemplificare în lucrare este luat în considerare cazul 
apariţiei unei singure ciocniri suplimentare în fiecare ciclu de mişcare, cu 
particularizare la cazul ciocnirii plastice.  
 

4.2.3. Sisteme vibropercutante 
 

Studiul prezentat are ca obiectiv precizarea modului de tratare a situaţiilor în care 
apar regimuri vibropercutante periodice. Datorita dificultăţilor întâlnite s-a luat în 
considerare cazul simplificat al vibratorului rezemat pe un plan rigid, ce execută 
mişcări cu desprindere de plan. Astfel, în timpul mişcării vibratorul saltă de pe plan 

şi apoi în cădere se ciocneşte şi ricoşează în conformitate cu legile cunoscute ale 
ciocnirilor. 
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Fig. 4.5 
Vibratorul este de masă m iar forţa perturbatoare datorită generatorului de vibraţii 
va fi de forma Q0cosωt. Asupra masei m mai acţionează greutatea proprie mg, astfel 

încât rezultanta fortelor va fi -mg-Q0cosωt, iar ecuaţia diferenţială a mişcării este de 
forma: 

                                   
..

( )q P t                                                      (4.18) 

unde: 

                           

   

0

P t g cos t 1

Q

mg

 



 


                                          (4.19) 

Dacă se consideră ciocnirea masei cu planul rigid de natură elasto-plastică cu 
coeficientul de restituire R (R [0,1]) atunci viteza la sfârşitul unei ciocniri, adică la 

începutul ciocnirii următoare [64], [65] este: 

                                             
.. .

c cq Rq                                         (4.20) 

unde     cq


 este viteza de cădere a masei, deci de la începutul mişcării,  

            

'

cq


 este viteza la sfârşitul ciocnirii.  

Ţinând seama ca în intervalul dintre ciocnirile de bază considerate 1[ , ]k kt t t   mai 

apare o ciocnire suplimentară în momentul 1' [ , ]k kt t t t    şi rezultă că fiecare ciclu 

de mişcare va cuprinde două faze: 
 faza 1 anterioară ciocnirii suplimentare 

 faza 2 posterioară ciocnirii suplimentare 
În   prima fază legile mişcării şi vitezei obţinute prin integrarea ecuaţiei (4.18) sunt: 

 

2 2

1 2

1

1
( ) (cos cos ) ( )sin ( )

2

( )

( ) (sin sin ) ( )

k k k k

c k

k k c

g
q t t t t t t t t

R q t t

g
q t t t t t Rq

     


   




 

 
       

 

 

    

(4.21) 

Analog în cea de a doua fază a ciclului legile mişcării şi vitezei sunt: 
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 

2 2

2 2

1 10

1 102

1
( ) (cos cos ') ( ')sin ' ( ')
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( ')

( ) (sin sin ') ( ')
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q t t t t t t t t

R q t t
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
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
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 
       

 

 

    

(4.22) 

Deoarece condiţiile iniţiale de mişcare de pe cele două faze au fost luate în 

considerare la stabilirea legilor (4.21) şi (4.22) mai trebuie precizate condiţiile limită 
de la fiecărei faze, Astfel, la finalul primei faze, adică pentru t=t’, trebuie să fie 
satisfăcute condiţiile limită: 

                            
1

101

( ') 0

( ')

q t

q t q
 




                                                          (4.23) 

unde 
10

q


este viteza de la începutul ciocnirii suplimentare. 

În mod asemănător la sfârşitul celei de-a doua faze a ciclului se pot scrie condiţiile: 

                            
2 1

12

( ) 0

( )

k

k c

q t

q t q



 






                                                         (4.24) 

Introducând legile mişcării şi vitezei (5.2.3.4) în condiţiile limită (5.2.3.6) rezultă: 

 
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(4.25) 

În acelaşi mod se introduc legile de mişcare (5.2.3.5) în condiţiile limită (4.24) şi 
rezultă: 

 
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2 1 1 1 12

1 10 1

1 1 12 10

1
( ) (cos cos ') ( ')sin ' ( ')

2

( ')

( ) (sin sin ') ( ')

k k k k

k

k k k c

g
q t t t t t t t t

R q t t

g
q t t t t t R q R q

     


   


   





  

  

 
       

 

 

     

 

                                                                                                    (4.26) 
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4.3. Cazul ciocnirilor plastice  
 

  

4.3.1. Determinarea regimurilor de mişcare 
 
O dată stabilite ecuaţiile (4.11) care reprezintă legile de bază pentru delimitarea 

ciclului de mişcare se pot obţine condiţiile de existenţă ale regimurilor 
vibropercutante cu o ciocnire suplimentară într-un ciclu. În acest sens sistemul 
(4.22) se presupune cu necunoscutele sinωtk şi cosωtk care introduse în ecuaţia 
fundamentală trigonometrică conduce la stabilirea parametului de realizare a 
regimului considerat. Astfel din sistemul (14) se obţine: 

                                  

sin
( )

cos
( )

k

k

BF DE
t

AD BC

CE AF
t

AD BC

















                               (4.27) 

Conform celor precizate rezultă ecuaţia: 
(BF-DE)2

 + (CE-AF)2 =δ2(AD-BC)2      
din care se obţine:  

                    

2 2( ) ( )BF DE CE AF

AD BC


  



                                  (4.28) 

Odată determinată relaţia (4.28) este posibilă discutarea diverselor situaţii 
posibile de realizare a regimurilor vibropercutante cu o ciocnire suplimentară. Pe 
această linie se trasează în figura( 4.6.a) diagrama de variaţie a lui δ în funcţie de 
multiplul perioadei forţei perturbatoare r. Se verifică uşor că pentru u=0, δ este 

nedeterminat deoarece A=0, B=0, C=2πr, D=0, E=0, F=2π2r2. Pentru  u=2πr de 
asemenea δ este nedeterminat deoarece A=2π, B=0, C=2πr, D=2π2r2, E=0, 

F=2π2r2. 

 
                    Fig. 4.6.a                                             Fig. 4.6.b              
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Fig. 4.6. c 

 
     Fig.4.6.a,b,c Diagrama de variaţie a lui δ în funcţie de parametrul u ce defineşte 

momentul ciocnirii suplimentare 
 

 Din figura 4.6.a,b,c se determină valoarea minimă a lui δ astfel încât 

mişcarea să fie stabilă şi ca funcţiile sinωtk şi cosωtk să fie subunitare, adică să 
existe un timp real tk care să corespundă începutului ciocnirii. 
 

4.3.2. Stabilitatea mişcărilor vibropercutante 
 
Se porneşte de la ecuaţiile de mişcare anterior găsite: 

2 2
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 
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 

 
       

 

 

(4.29) 
La momentul iniţial se poate scrie că: 
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2

1
(cos cos ') ( ')sin ' ( ') 0

2
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                  (4.30) 

Se consideră micile perturbaţii t’ + Δt’, tk + Δtk şi tk+1+Δtk+1 astfel încât sistemul de 
mai sus devine: 
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(4.31) 

care se mai poate scrie: 

2 2

1 1 1 1

[(cos 'cos ' sin 'sin ') (cos cos sin sin )]

(( ' ') ( ))(sin cos cos sin )

1
(( ' ') ( )) 0

2

[(cos cos sin sin ) (cos 'cos ' sin 'sin ')]

k k k k

k k k k k k

k k

k k k k

t t t t t t t t

t t t t t t t t

t t t t

t t t t t t t t

    

  



       

       

       

      

      

1

2 2

1 1

( ( ' '))(sin 'cos ' cos 'sin ')

1
(( ) ( ' ')) 0

2

k

k k

t t t t t t t

t t t t

  





 

       

     

(4.32) 

Datorită faptului că perturbaţiile sunt mici,adică tind spre zero, se poate scrie: 
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                         (4.33) 

Înlocuind aceste expresii în sistemul de mai sus avem: 
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(4.34) 
Dacă se elimină ecuaţia iniţială, pentru a putea studia stabilitatea mişcării se poate 
scrie: 

BUPT



 
114-Contribuţii teoretice şi practice privind studiul vibraţiilor şi vibropercutaţiilor 
sistemelor electromecanice - 4                                                           

2 2

1 1 1 1

2 2

1 1

( 'sin ' sin ) ( ' )sin ( ' ) cos

1
( ' )( ' ) 0

2

( sin 'sin ') ( ')sin ' ( ') 'cos '

1
( ')( ') 0

2

k k k k k k k

k k

k k k k

k k

t t t t t t t t t t t

t t t t

t t t t t t t t t t t

t t t t

         



         



   

 

         

    

         

    

(4.35) 

Trecând la variabila u pentru a uşura calculele rezultă: 
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(4.36) 
Prin desfacerea parantezelor se poate scrie: 
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 (4.37) 

Relaţiile (5.3.2.9) se pot scrie sub forma: 
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(4.39) 
Rezultă: 
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Relaţie ce se mai poate scrie sub forma: 
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 (4.41) 
Se observă din relaţia (4.27) şi (4.38) că stabilitatea acestei mişcări nu depinde de 
parametrul u . Această funcţie se compară cu valoarea 1 pentru a se determina 
stabilitatea mişcării: 

dacă 0 <
1k

k

t

t




 < 1 mişcarea este stabilă, 
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dacă 
1k

k

t

t




> i, nu se poate decide dacă mişcarea este stabilă sau nu. 

În figura 4.7.a,b,c s-a reprezentat 
1k

k

t

t




 ca funcţie de u pentru diferiţi multiplii ai 

perioadei forţei perturbatoare. 

 
Fig. 4.7.a Stabilitatea mişcării                 Fig. 4.7.b Stabilitatea mişcării  
                          pentru r=1                                           pentru r=2 

 
Fig. 4.7.c Stabilitatea mişcării pentru r=3 

Fig.4.7. a,b,c   Stabilitatea mişcării       
   

Se observă din fig. 4.7.a,b,c că, o dată cu mărirea perioadei, domeniul de stabilitate 

al ecuaţiei este mult mai mic. 
Pentru a se putea reprezenta grafic mişcarea vibratorului este necesar să se 
găsească o valoare a parametrului u pentru care mişcarea este stabilă, adică: 

1k

k

t

t




< 1. Pentru acest u se determină δmin din diagrama stabilită. Se reprezintă 

grafic ecuaţiile de mişcare pentru o perioadă cu notaţiile 

2 ~

( )kq t q
g

 




 
  

 
, 

2 ~

( )kq t q
g

 





  

  
 

şi rezultă pentru r=1 domeniul de variaţie a lui u:  
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      Fig.4.8.a                                         Fig.4.8.b 
In figura 4.8.a este prezentată legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă 

pentru r=1 şi u=0.1, iar în figura 4.8.b. viteza pentru această mişcare.  

      In prima perioadă de timp se observă că vibratorul nu se dezlipeşte de limitator, 
prin urmare nu există decât o mişcare în timpul unei perioade, care însă nu acoperă 
toată perioada. 

 
 

Fig. 4.9.a Legea de mişcare a vibratorului într-o periadă pentru r=1 şi 
u=0,1 
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Fig. 4.9.b Viteza vibratorului într-o periadă pentru r=1 şi u=0,1 
In figura 4.10. sunt prezentate legea de mişcare (fig.4.10.a) respectiv viteza 

(fig.4.10.b) vibratorului pentru prima ciocnire 

 
 

 
Fig. 4.10.a Legea de mişcare 

 
Fig. 4.10.b Viteza 

Fig.4.10 Legea de mişcare şi legea de variaţie a vitezei vibratorului în cazul 
primei ciocniri 

 
Din figura 4.10.a se observă ca mişcarea vibratorului pe limitator este negativă.  

 De asemenea deplasările sunt foarte mici în comparaţie cu cele de la ciocnirea 
suplimentară, de 10-6 ori mai mici. Acest fenomen apare doar dacă se deplasează şi 
limitatorul, acesta fiind cazul funcţionării compactoarelor. în realitate însă vibratorul 
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se reazemă pe limitator tot acest timp deoarece forţa perturbatoare (cu greutatea 

vibratorului luată în calcul) are sensul opus deplasării vibratorului. 
Din figura 4.10.b se observă că viteza vibratorului la începutul mişcării este nulă, 
explicabilă prin ciocnirea plastică anterioară, iar la sfârşitul mişcării aceasta devine 
q10 = 0.005, urmând ciocnirea suplimentară. La sfârşitul ciocnirii suplimentare 
vibratorul are viteza qc = -6.288. Pentru ca această mişcare să se 
producă în acest mod este necesar ca δ = 3.272. 
Pentru acelaşi parametru δ = 3.272 se poate întâmpla să mai apară o mişcare 

stabilă într-o perioadă, a cărui lege de mişcare este reprezentată în figura 4.11. 
Acesta este cazul în care ciocnirea suplimentară apare cu puţin înainte de a se 
termina perioada 

 
 

Fig. 4.11.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă pentru r=1 şi 

u=6.183 

 
Fig. 4.11.b Viteza vibratorului într-o perioadă pentru r=1 şi u=6.183 
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Aşa cum se era de aşteptat se observă din figurile 4.11.a şi 4.12.a următorul 

fenomen: cele două mişcări pentru acelaşi δ sunt defazate cu intervalul ciocnirii 
suplimentare, mişcarea generală fiind aceeaşi. 
În figura 4.11.b se reprezintă viteza vibratorului în timpul celor două perioade ale 
mişcării: prima ciocnire şi cea suplimentară. 
În figura 4.12 sunt reprezentate deplasarea (fig. 4.12.a) respective viteza (fig. 
4.12.b) pentru ciocnirea suplimentară a vibratorului cu limitatorul. 

 
              Fig. 4.12.a Legea de mişcare            Fig. 4.12.b Viteza  

Fig. 4.12(a,b) Ciocnirea suplimentară a vibratorului cu limitatorul 
 

Din figurile 4.12 şi 4.12 se observă că că atât legea de mişcare cât şi viteza pentru 

ciocnirea suplimentară pentru acelaşi δ sunt defazate cu intervalul unei ciocniri, 
timpul în care vibratorul se rezeamă pe limitator fiind acelaşi.  
Pentru r = 2 se schimbă domeniile de stabilitate şi legea de mişcare a vibratorului. 
Domeniile în care pot apărea ciocniri suplimentare cu mişcare stabilă sunt: 

1

2

3

4

5

[0,000001;0,1210001]

[5,679771;6,276726]

[6,678728;6,279727]

[6,283727;6,886683]

[12,4454;12,56545]

u

u

u

u

u











 

Legea de mişcare respectiv viteza vibratorului pentru multiplicatorul perioadei forţei 
perturbatoare r=2, pentru u=6,2 se trasează în figura 5.3.2.6. Pentru ca ciocnirea 
suplimentară să apară în acest moment u=6,2 trebuie îndeplinite următoarele 

condiţii: 
δ=3,727 

viteza de la sfârşitul primei ciocniri este q10=-6,366 
viteza de la sfârşitul ciocnirii suplimentare qc=-6,2 
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           Fig. 4.13.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă pentru 

r=2 şi u=6,2 

 
           Fig. 4.13.b Viteza vibratorului într-o perioadă pentru r=2 şi u=6,2 

 
 După cum se observă din figurile 4.13 a şi b mişcarea vibratorului pe 
limitator în acest caz în care intervalul între două ciocniri de bază este 4π este 
formată din două mişcări de perioadă aproximativ egală cu cu cea forţei 
perturbatoare egală cu 2π.  

 Se reprezintă legea de mişcare a vibratorului pe limitator (fig.4.14.a) 
respectiv viteza acestuia (fig.4.14.b) pentru r=2,u=0,1. Pentru această mişcare este 
necesar δ=6,343, iar vitezele sunt: q10=0,01; qc=-12,577. 
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           Fig. 4.14.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă pentru 

r=2 şi u=0,1 

 
Fig. 4.14.b Viteza vibratorului într-o perioadă pentru r=2 şi u=0,1 

 

Datorită faptului că intervalul este mult prea mic, este necesară trasarea legii de 
mişcare respectiv a vitezei vibratorului pe intervalul [0,u] în figura 4.15. 

 
             Fig. 4.15.a Legea de mişcare                Fig. 4.15.b Viteza  

Fig. 4.15 Mişcarea în prima ciocnire a vibratorului  
 

Aşa cum se vede şi în figura 4.12, în figura 4.15 apare o deplasare negativa, de 105 
ori mai mică în prima ciocnire faţă de ciocnirea suplimentară, care de fapt este o 
staţionare a vibratorului pe limitator. Astfel se poate concluziona că,dacă ciocnirea 
suplimentară apare imediat în vecinătatea lui tk sau a lui tk+1 apare o staţionare a 
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vibratorului pe limitator. Pentru a verifica validitatea acestei concluzii este suficient 

să se traseze legea de mişcare pentru r=3 (fig.4.8.c). 

 
Fig. 4.16.a Legea de mişcare pentru r = 3 şi u = 0,08 

 

      
Fig. 4.16.b Legea de mişcare pentru prima ciocnire şi r = 3 şi u = 0,08 

 
Pentru a se vedea cât mai exact legea de mişcare a vibratorului pe limitator, aceasta 
se determină în funcţie de viteza unghiulară ω şi multiplicatorul forţei perturbatoare 

r.  
În continuare se va studia apariţia ciocnirii suplimentare într-o perioadă pentru 
mişcarea unui vibrator pe un limitator care acţionează cu o forţă perturbatoare de 
pulsaţie 100 rad/s, pentru diferiţi multiplicatori ai perioadei. Se vor trasa diagramele 
deplasării, a vitezei vibratorului şi cea a forţei care acţionează asupra vibratorului 
(forţa totală care acţionează asupra vibratorului, incluzând efectul greutăţii, 
considerând vibratorulde masă =1 kg) 

 Astfel se reprezintă legea de mişcare (fig.4.17.a) respectiv viteza 
(fig.4.17.b) pentru o ciocnire plastică cu viteza unghiulară de 100 rad/s. Pentru o 

mai bună înţelegere a fenomenului şi pentru a arăta periodicitatea mişcării s-a 
reprezentat legea de mişcare şi viteza vibratorului pe parcursul a două perioade. 
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Fig. 4.17.a Legea de mişcarea vibratorului pentru r = 1, u = 0,002 şi ω = 

100 rad/s 

 
Fig. 4.17.b Viteza vibratorului pentru r=1, u=0,002 şi ω=100 rad/s 

 
 Pentru ca această mişcare să aibă loc, trebuie îndeplinită condiţia: 

3,259oQ

mg
    

Astfel, viteza înaintea ciocnirii suplimentare va fi q10=2,003 mm/s, iar viteza la 
sfârşitul mişcării este qc=-681,384 mm/s. 

Aceste viteze devin nule la începutul mişcării următoare datorită ciocnirilor plastice. 
Deplasarea pe ce-a de a doua curba este datorita doar forţei perturbatoare care 

acţionează asupra vibratorului. 
După cum se observă din figura 4.18. în prima parte a mişcării vibratorul se 
reazemă pe limitator, ceea ce la prima vedere nu se poate explica, deoarece se ştie 
din condiţiile iniţiale că are loc o ciocnire suplimentară. Pentru a înţelege fenomenul 
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este necesar să se reprezinte grafic variaţia forţei care acţionează asupra vibratorul 

pe parcursul mişcării acesteia, precum se vede în figura 4.18. 

 
Fig. 4.18 Forţa care acţionează asupra vibratorului considerat de masă 1 kg 

 
Din figura 4.19.b se observă atât periodicitatea mişcării cât şi faptul că se păstrează 
valorile vitezelor atât înainte de ciocnire cât şi după ciocnire. Din figura 4.18 se 
observă că la prima ciocnire, care apare foarte aproape de începutul perioadei are 
loc o variaţie foarte mică a forţei perturbatoare. Aceasta este Iniţial negativă -2.038 
N şi creşte la 3.969 N; aceasta creşte şi prin mărirea masei vibratorului, in faza de 

desprindere de pe (imitator forţa este negativă, prin urmare în urma ciocnirii 
plastice vibratorul nu se poate desprinde de limitator, ajungând să fie pozitivă în 
momentul în care ar începe coborârea vibratorului pe limitator. 
Pentru o mai bună înţelegere a fenomenului este necesar să se reprezinte grafic (fig. 

4.19) legea de mişcare, viteza respectiv forţa care acţionează asupra vibratorului 
pentru intervalul de timp [0,u]. 

 
                     Fig. 4.19.a                                                     Fig. 4.19.b  
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Fig. 4.19.c  
 

Fig. 4.19(a,b,c) Detalii ale mişcării pe intervalul [0,u] 
 
După cum se observă din figura 4.19 legea de mişcare este negativa, ceea ce fizic s-
ar explica prin deplasarea limitatorului, care însă din modelul iniţial nu este posibil. 
Aceasta se explică şi prin faptul că forţa este la început negativă, în faza de ridicare 

a vibratorului ea tinde să-l coboare, ceea ce face ca vibratorul să fie în contact cu 
limitatorul. Când vibratorul s-a ciocnit plastic la capătul perioadei forţa era în 
creştere, însă pe direcţia şi sensul greutăţii. 
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4.4. Cazul ciocnirilor reale  
 

  

4.4.1. Determinarea regimurilor de mişcare 
 

Şi în acest caz, pentru δ se obţine o relaţie identică cu (4.20), dar cu expresiile lui 
A, B, C, D, E, F date de relaţiile 4.11. 
În figura 5.4.1.1 se trasează variaţia lui δ în funcţie de parametrul u pentru cazul 
ciocnirilor cu coeficient de restituire R=R1=0.9999 pentru diferite valori ale lui r. 

 
Fig. 4.20.a δ în funcţie de u pentru   Fig. 4.20.b δ în funcţie de u  

           R=R1=0.9999 şi r=1                   pentru R=R1=0.9999 şi r=2 

 
     Fig. 4.20.c δ în funcţie de u pentru        Fig. 4.20.d δ în funcţie de u  

      R=R1=0.9999 şi r=3                      pentru R=R1=0.9999 şi r=4 
 
Conform figurii 4.20. se observă că funcţia δ este simetrică, linia de simetrie fiind la 
jumătatea perioadei. Din ecuaţiile (4.11) si (4.1.2) se poate determina δ pentru 

u=πr, la jumătatea intervalului prin determinarea coeficienţilor din sistemul de 
ecuaţii (4.10): 
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   (4.42) 

În cazul în care r este par (r=k), o pentru u=πr se poate scrie: 
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                 (4.42) 

În acest caz, din ecuaţiile (4.42) şi (4.43) rezultă că δ->∞, ceea ce nu se poate 

întâmpla în practică. în acest mod s-a demonstrat că pentru un multiplu par pentru 
perioada forţei percutante nu pot apărea ciocniri suplimentare la mijlocul perioadei. 
În cazul în care r=2k+1 coeficienţii din sistemul (4.42) devin: 
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   (4.44) 

Din ecuaţiile (4.42) şi (4.43) se trasează graficul din fig. 4.21, reprezentând raportul 

dintre amplitudinea forţei percutante şi greutatea vibratorului în funcţie de 
coeficientul de restituire, atunci când R1=R: 

 
Fig. 4.21 Variaţia lui δ în funcţie de coeficientul de restituire r impar 

 
În Figura 4.21 se observă că nu poate apărea o ciocnire suplimentară la mijlocul 

perioadei pentru o ciocnire elastică deoarece Qo/mg <1, ceea ce nu este posibil 
datorită faptului că amplitudinea forţei perturbatoare trebuie să fie mai mare decât 

greutatea vibratorului, pentru a-l putea să-l ridice. 
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4.4.2. Stabilitatea mişcărilor vibropercutante 
 

Se porneşte de la primele ecuaţii din sistemul de ecuaţii (4.10): 
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(4.45) 
 
care după simplificări se mai poate scrie: 
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(4.46) 
Se consideră micile perturbaţii t’+Δt’, tk+Δtk, tk+1+Δtk+1, astfel încât  sistemul de mai 
sus devine 
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(4.47) 
Datorită faptului că perturbațiile sunt mici, adică tind spre zero, se poate scrie 
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  (4.48) 

 
Datorită faptului că perturbațiile sunt mici, adică tind spre zero, se poate scrie 
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  (4.49) 
Înlocuind relaţia (4.49) în (4.473) rezultă: 
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(4.50) 
Dacă se elimină ecuaţiile iniţale pentru  a studia stabilitatea mişcării avem 
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(4.51) 
Dând factori comuni micile perturbaţii din relaţiile (4.51) se poate scrie: 
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Sistemul (4.52) se poate scrie 
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(4.54) 
Sistemul de ecuaţii (4.54) se poate scrie: 
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Prin egalarea relaţiilor din (4.55) rezultă: 
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  (4.56) 

Mişcarea vibratorului pe limitator este stabilă atâta timp cât: 
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Din relaţia (4.42) se observă că stabilitatea mişcării nu depinde de δ. 

În figura 4.22 se reprezintă 
1k

k

t

t




 în funcţie de u pentru diferiţi coeficienţi de 

restituire R,R1 respectiv pentru diferiţi coeficienţi de multiplicare r. 

 
     Fig. 4.22.a Stabilitatea mişcării                 Fig. 4.22.b Stabilitatea mişcării 
            pentru R1=R=0 şi r=1                               pentru R1=R=0,33 şi r=1 

 
     Fig. 4.22.c Stabilitatea mişcării                  Fig. 4.22.d Stabilitatea mişcării 
      pentru R1=R=0,5 şi r=1                                  pentru R1=R=0,99 şi r=1 

 
    Figura 4.22.e Stabilitatea mişcării         Figura 4.22.f Stabilitatea mişcării 
         pentru R1=R=0 şi r=2                                  pentru R1=R=0,33 şi r=2 
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      Figura 4.22.g Stabilitatea mişcării     Figura 4.22.h Stabilitatea mişcării 
           pentru R1=R=0,5 şi r=2                         pentru R1=R=0,99 şi r=2 

 
    Figura 4.22.i Stabilitatea mişcării           Figura 4.22.j Stabilitatea mişcării 
       pentru R1=R=0 şi r=3                                    pentru R1=R=0,33 şi r=3 

 
      Figura 4.22.k Stabilitatea mişcării     Figura 4.22.l Stabilitatea mişcării 
           pentru R1=R=0,5 şi r=3                             pentru R1=R=0,99 şi r=3 

Figura 4.22. a-l Stabilitatea mişcării 
 

Din figurile 4.22.a, e, i şi 4.5.a, b, c se observă că în acest caz, al ciocnirilor reale, 

pentru coeficienţi de restituire nuli se regăsește în cazul ciocnirilor plastice, ceea ce 
constituie o verificare a acestui caz. Astfel, legea de mişcare şi viteza vibratorului 
pot fi cunoscute în fiecare moment al mişcării. Pentru r=1 şi coeficient de restituire 
0,3 se trasează legea de mişcare în figura 4.23.a iar viteza în figura 4.23.b: 
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Fig. 4.23.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă cu r=1, R=0,3 şi 

u=1,3 

 
Fig. 4.23.b Viteza vibratorului într-o perioadă cu r=1, R=0.3 şi u=1.3 

 
 Pentru r=2 şi coeficient de restituire 0,3 se trasează legea de mişcare în figura 

4.24.a în care detaliile primei ciocniri sunt in fig. 4.24.b respectiv ciocnirea 
suplimentară în fig. 4.24.c. 

BUPT



 
136-Contribuţii teoretice şi practice privind studiul vibraţiilor şi vibropercutaţiilor 
sistemelor electromecanice - 4                                                           

 
Fig. 4.24.a Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă cu r=2, R=0,3 şi 

u=1,22 

 
Fig. 4.24.b. Viteza vibratorului într-o perioadă cu r=2, R=0,3 şi u=1,22 

 
Pentru r=3 şi coeficient de restituire 0.3 se trasează legea de mişcare în figura 
4.25.a în care detaliile primei ciocniri sunt in fig. 4.25.b respectiv ciocnirea 
suplimentară în fig. 4.25.c: 
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Fig. 4.25.a. Legea de mişcare a vibratorului într-o perioadă cu r=2, R=0,3 şi 

u=1,1945 

 
Fig. 4.25.b. Viteza vibratorului într-o perioadă cu r=2, R=0,3 şi u=1,1945 

 
Pentru a se vedea legea de mişcare a vibratorului pe limitator cât mai exact, aceasta 
se determină în funcţie de viteza unghiulară ω şi multiplicatorul perioadei forţei 

perturbatoare r respectiv de coeficienţii de restituire R şi R1. Astfel în figura 4.26.a şi 
fig. 4.26.b se reprezintă legea de mişcare respectiv viteza pentru o ciocnire plastică, 
cu viteza unghiulară de 100 rad/s. S-au arătat legea de mişcare şi viteza 
vibratorului pe parcursul a două perioade pentru o mai bună înţelegere a 
fenomenului şi pentru a se arăta periodicitatea funcţionării vibratorului. 
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Fig. 4.26.a Legea de mişcare a vibratorului pentru r=1,R=R1=0,3, u=0,013, 

ω=100 rad/s. 

 
Fig. 4.26.b Viteza vibratorului pentru r=1,R=R1=0,3, u=0,013, ω=100 

rad/s. 

 
Pentru apariţia acestui caz este necesar ca δ=1,1949, viteza de la începutul mişcării 
să fie qc=-402,841 mm/s, viteza la începutul ciocnirii suplimentare q10=-71,298 
mm/s, viteza de la sfârşitul mişcării q’c=-Rqc =120,852 mm/s,  iar viteza de la 
sfârşitul ciocnirii suplimentare să fie q’10=-Rq10 =21,389 mm/s .  
Pentru acelaşi δ=1,1949 nu apare o ciocnire suplimentară stabilă într-o perioadă 
pentru un alt coeficient de restituire. Pentru un coeficient de restituire R=R1=0,5 se 

trasează legea de mişcare (fig. 4.27.a) respectiv viteza (fig. 4.27.b), pentru . 

δ=1,485. 
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Fig. 4.27.a Legea de mişcare a vibratorului pentru r=1, R=R1=0,5, 

u=0,01655, ω=100 rad/s 

 
Fig. 4.27.b Viteza vibratorului pentru r=1, R=R1=0,5, u=0,01655, ω=100 

rad/s 
 

Pentru u=0,040917 mişcarea este defazată cu prima ciocnire a vibratorului cu 
limitatorul. Pentru un coeficient de restituire R=R1=0,99 mişcarea este stabilă doar 
atunci când δ<1, ceea ce nu convine deoarece forţa perturbatoare nu este suficient 
de mare pentru a ridica vibratorul (nu este suficientă pentru a înfrânge greutatea 
vibratorului), adică nu poate apărea o ciocnire suplimentară în cazul ciocnirii elastice 
între vibrator şi limitator.  
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5. SIMULǍRI ŞI EXPERIMENTE 
 

 
5.1.Vibraţiile maşinilor electrice rotative 

 
  5.1.1. Sursele de zgomot la maşinile electrice rotative  

  
Zgomotul produs de maşinile electrice rotative este determinat de 

comportarea unor elemente constructive, iar intensitatea sa depinde în special de 
dimensionarea lor mecanica şi electrica. Intensitatea zgomotului depinde în mare  

 masurǎ şi de toleranţele la care sunt realizate piesele, precum şi de gradul de  

încărcare în sarcină.  
Zgomotul produs de o maşină electricǎ rotativǎ rezultǎ din suprapunerea mai 

multor zgomote de natură diferită după cum urmează: 
- circulaţia forţatǎ a fluidului de rǎcire din interiorul maşinii, reprezintǎ cea 

mai importanta sursă a zgomotului aerodinamic; 
- forţele magnetice pulsatorii din întrefierul maşinii electrice acţionează 

asupra statorului şi rotorului care fiind elemente elastice produc oscilaţii mecanice. 
Radiaţia acestor oscilaţii forţate împreună cu fenomenele de magnetostricţiune din 
miezurile magnetice produs aşa-numitul zgomot magnetic. La maşinile cu colector 
şi la cele cu inele în funcţie de calitatea periilor şi a suprafeţelor de frecare, de 

starea de rodare a periilor, de ghidarea periilor în portperii, de presiunea periilor pe 
suprafaţa de contact şi de fenomenul comutaţiei apare zgomotul periilor. Execuţia 
şi montajul rotorului şi lagărelor nu se pot face atât de perfect, încât sǎ nu aparǎ la 

lagăre în timpul funcţionării eforturi variabile în timp, eforturi care produc zgomotul 
lagărelor. Aceste zgomote provenite de la vibraţiile pieselor mecanice ale maşinii 
se pot transmite prin fundaţie, pereţi şi prin alte elemente de instalaţie la celelalte 

părţi ale spaţiului de lucru. 

  
5.1.2. Referinţe normative 

 
Următoarele documente normative conţin prevederi care, ca urmare a 

referinţei făcute, constituie prevederi valabile pentru prezenta parte a CEI 60034. În 
momentul publicării, erau în vigoare ediţiile indicate. Orice document normativ este 
supus revizuirii şi părţile care stabilesc acorduri bazate pe prezenta parte a CEI 
60034 sunt invitate să caute posibilitatea de a aplica ediţiile cele mai recente ale 
documentelor normative citate în continuare. Membrii CEI şi ISO deţin catalogul 

Standardelor Internaţionale în vigoare la un moment dat. 
CEI 60034-1: 1996, Rotating electrical machines – Part 1: Rating and 

performance 
ISO 2954: 1975, Mechanical vibration of rotating and reciprocating 

machinery – Requirements for instruments for measuring vibration severity 
ISO/DIS 7919 -1, Mechanical vibration of non-reciprocating machinery – 

Measurements on rotating shafts and evaluation – Part 1: General quidelines 
ISO 8821: 1989, Mechanical vibration- Balacing – Shafts and fitment key 

convention 
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ISO 10816-1: 1995, Mechanical vibration – Evaluation of machine vibration 
by measurement on non-rotating parts-Part 1: General quidelines 

ISO/DIS 10817-1, Rotating shaft vibration measuring system – Part 
1:Reletive and absolute signal sensing of radial vibration from rotating shafts. 

 

5.1.3. Zgomotul magnetic 

 
Zgomotul magnetic îşi are originea în acţiunile forţelor maxwelliene de 

tracţiune, care iau naştere în întrefierul maşinii. Sub acţiunea forţelor alternative 
care au în întrefier o distribuţie periodicǎ în spaţiu şi timp, statorul şi rotorul executǎ 

oscilaţii forţate de întindere şi încovoiere. Practic eforturile radiale sunt singurele 
producătoare de zgomot, celelalte eforturi luându-se în consideraţie numai în mod 

excepţional [6], [13], [23], [89]. 

Dintre maşinile electrice, motorul asincron este cel care are cea mai mare 
complexitate in privinţa zgomotului magnetic. Dată fiind utilizarea acestui tip de 
maşină rotativă în cele mai variate domenii tehnice se impune ca aceasta să fie cât 
mai silenţioasă. Forţele magnetice generate pe unitatea de suprafaţă depind de 
pătratul componentei normale a inducţiei în întrefier. 

f ~ .b2  (5.1.a) 

Câmpul magnetic din întrefier conţine în afară de fundamentala 1b  şi o sumă 

de armonici ale câmpului de ordinul i, datorită diferitelor cauze j (armonici ale 
bobinajului şi ale crestăturilor statorului şi rotorului, unde de câmp ale roţii polare la 
mersul în gol).  

                                        
i

i ,bbb 1                                                    (5.1)   

unde:                                   
j

iji .bb  

Mai scurt relaţia (5.1.) se poate scrie:  

                                         
i j

ij .bbb 1                                             (5.2)    

Prin ridicarea la pătrat al ecuaţiei (5.2.) se obţin pe lângă pătratul fundamentalei 

,b2

1 şi o sumă de produse de unde de câmp de forma .bb ijij 2211  

Pentru maşina asincronă rezultă 7 sume, dacă  armonicile de câmp ale bobinajului 
sunt luate in considerare, inclusiv armonicile lor de crestătură şi armonicile de câmp 

ale crestăturilor statorului de ordinul .i   

 
 
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 (5.3.) 
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Fig. 5.1. Forme de oscilaţie ale statorului, respectiv ale rotorului 
 

Pentru maşina asincronă este valabilă tot relaţia (5.3.) numai că în locul undelor de 

câmp ale rotorului intervin undele de câmp ale excitaţie roţii polare la mers în gol cu 
indicele .  

Interacţiunea a două unde de câmp învârtitoare 1ib  si ,bi 2 desemnate ca produs de 

unde de câmp 1ib , ,bi 2  dă după ecuaţia (5.1.) două unde mecanice învârtitoare a 

căror variaţie este de forma [14].   

21 iir ,,f ~

].t)(px)iicos[(]t)(px)iicos[(
BB

bb
iiii

ii

ii
21212121

21

21

2

1

2

1
  (5.4.) 

Notând cu r numărul de ordine al undelor mecanice învârtitoare pentru undele de 

câmp liber  1ib  si ,bi 2  rezultă:  

                ,iipp)ii(pr ii 212121                                              (5.5.), 

 iar frecvențele rf , care dau un spectru discontinuu vor fi; 

.fff iir 21    (5.6.)                                                     

Funcţie de r se pot deduce diferite forme de oscilaţii ale carcasei si rotorului, 
corespunzând reprezentărilor din figura 5.1. Cazul din figura 5.1.a(r=0) corespunde 
unei forţe radiale repartizate uniform la periferia indusului pachetului de tole: cazul 

din figura 5.1.( 1r )corespunde unei forțe de atracție magnetica unilaterala; celelalte 

cazuri corespund la diferite forme de oscilaţii ale carcasei in jurul liniei mijlocii a jugului,desenat 
îngroșat. 
        Pentru valoarea maximă a încovoierii statice care caracterizează rigiditatea, pentru r=0,se 
obține[11]   

                                       ,F

R

h
E

R
X

js

rstat 0 [cm]                                                             (5.7) 

si pentru ,r 2  .F

)r()
R

h
(E

R
X r

js

rstat
223 1

12



                    (5.8) 

In aceste relaţii, in afara de notaţiile din figura (4.6.), E este modulul de elasticitate, 
in Kgf/cm 
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   - 0F si rF  - forţele  de atracţie radiale, in Kgf/cm. 

In cazul forţelor de atracţie magnetice unilaterale cu ( 1r ) se produce 

îndeosebi o încovoiere a axului rotorului,in timp ce deformaţia pachetului de tole a 
statorului este foarte mică. 
                                                                                                
                                                     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                                  

Fig. 5.2. 
 

  Dar pentru a cerceta care dintre produsele din relaţia (5.3.)generează unde 
mecanice învârtitoare supărătoare,caracterizate prin r şi f, trebuie să se introducă 
numerele de ordine i  ale undelor de câmp participante  după ecuaţia (5.1.) în 
ecuația (5.5.),cum şi frecvenţele acestora în ecuaţia (5.6.). 
        In raport cu numărul de ordine r este raţional să se considere numai undele 

mecanice cu un număr de ordine limitat superior, iar frecvenţele f trebuie să se 
găsească în gama frecvenţelor celor mai supărătoare. Având in vedere aceasta, 
cazuri critice sunt de aşteptat, în general,pentru[18] 

12r   

200 Hz rf  4000 Hz 

 Din punct de vedere fizic, inducţia în întrefier b (x,t) este dată, în cazul 

neglijării fierului, prin produsul dintre tensiunea magnetică )t,x(Vm  şi 

permeanţa )t,x(  a întrefierului. Dacă aceste mărimi sunt reprezentate analitic 

prin serii Fourier, rezultă : 

      








 
1 0k

kk )].tkpxcos()][tpxcos(V[)t,x(b                (5.9) 

 Numărul de ordine al undei câmpului de excitaţie este indicat prin  (influenţa 

dispoziţiei spaţiale a solenaţiei în crestături si pe poli), iar numărul de ordine al 

permeanţei este dat de indicele k. In scopul urmărit nu interesează factorii de 
amplitudine din ecuaţia (11). 

              












 
1 1 1

0

k

kk ),t,x(b)]t,x(b[)t,x(b                          (5.10) 

unde:  

                      )t,x(b ~ )tpxcos(                                            (5.11) 

şi  
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                )t,x(b k ~ ].t)(px)kcos[( k                            (5.12) 

 Din analiza acestor relaţii rezulta următoarele: 

 - cu b  sunt notate undele de câmp care iau naştere in urma unei 

permeanţe medii constante a întrefierului (k=o); numărul lor de ordine   este egal 

cu numărul de ordine al undei câmpului de excitaţiei. 

   pentru undele câmpului statoric; 

   pentru undele câmpului rotoric; 

   pentru undele câmpului rotii polare a maşinilor sincrone; 

   - kb  sunt notate armonicile de dantura, care sunt date de către armonicile de 

permeanţa de ordinul k. Pentru undele de dantura cu Z crestături se poate scrie 

                                              ,k
p

Z
k N                                               (5.13) 

unde ,...,,kN 321  

  

  5.1.4. Zgomotul periilor 

 
 Zgomotul periilor este de natură pur mecanică şi depinde de calitatea 
suprafeţei colectorului, de starea de rodare a periilor, de ghidarea periilor în 
portperii si de presiunea periilor pe colector [95]. Pe lângă aceste cauze, zgomotul 
periilor mai poate fi influenţat de condiţiile electrice de pe suprafaţa de contact 
dintre perie şi colector [13], cum este densitatea de curent şi tensiunea de contact. 
Pentru zgomotele normale ale periilor se pot lua în consideraţie numai două cauze. 

Mai întâi, vibraţiile care apar prin alunecarea periilor pe colector ( zgomot de 
frecare) şi, în al doilea rând prin lovirea periilor de lamelele colectorului sau de port 
perie (zgomot de soc/vibroşoc). In componenţa zgomotului periilor sunetele cele 

mai pronunţate se produc la trecerea periodică a lamelelor sub perii, deci sunetele 
de şoc. Frecvenţa acestor sunete este dată de relaţia : 

kf =k
60

kn
                                                         (5.14) 

In care k este numărul lamelelor colectorului, restul notaţiilor fiind cunoscute. In 
consecință, zgomotul periilor are frecvenţe înalte şi este transmis în special de perii 
si de portperii. Datorită ovalităţii colectorului, zgomotul periilor este puternic 
amplificat. Acest lucru se constată şi în cazul când colectorul, împreună cu tot sub 
ansamblul rotor nu este echilibrat dinamic când apar deplasări de lamele, sau când 
lagărele maşinii sunt sau au devenit excentrice. In cazul motoarelor mici şi de 

turaţie mare se acordă o mare atenţie zgomotului periilor. Astfel, în urma studiilor 
teoretice şi experimentale asupra zgomotului periilor micromotoarelor, s-a ajuns la o 
serie de rezultate cu caracter practic. Aspectul teoretic cuprinde determinarea prin 
calcul a amplitudinilor şi frecvenţelor periilor şi portperiilor în timpul funcţionarii 
maşinii, făcându-se bine înţeles o serie de ipoteze simplificatoare. Ca rezultat al 
acestei cercetări [13] , [95] se constată că deplasarea x a periei în zona de contact 

cu colectorul, datorită jocului in portperie se face după o lege  care cuprinde o sumă 
de armonici: 
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                                            x=

1

n

A
 

 sin  t                                       (5.15) 

unde  A si  ,reprezintă amplitudinea şi,respectiv,pulsaţia armonicilor de ordinul 

 .Din analiza diverselor spectrograme ale zgomotului periilor micromotoarelor cu 

colector, s-a constatat că numai oscilaţia fundamentală joacă un rol important. 

Frecvenţa acestor oscilaţii este dată de relaţia(5.15) pentru k=1. În afară de 
aceasta, armonicile superioare,începând chiar cu armonica a doua, se găsesc în 
zona sensibilităţii reduse ,dacă micromotoarele au turaţii peste 5000 rot/min. 
        Aceasta situaţie permite neglijarea armonicilor superioare şi ecuaţia (1.7) în 
forma simplificată se poate scrie: 
                                    x=Asin t                                                          (5.16) 

       Dacă se ţine seama de inclinarea  a periei faţă de normala la colector şi de 

unghiul ,care stabileşte poziţia ei pe colector faţă de verticală, deplasarea reală x 

a periei în punctul de contact cu colectorul este dată de relaţia: 

                                 X=
cos

A


sin( t - )                                              (5.17) 

       In ceea ce priveşte unghiul  ,dacă se alege între  0 şi 5 ,peria nu va avea 

oscilaţii tangenţiale, deci nu va lovi in portperie. Pentru unghiul   ,in cazul 

motoarelor cu două portperii, soluţia optimă se obţine pentru  =  90 .In acest 

caz, reacţia suportului variază la fel pentru ambele perii. De fapt, greutatea periilor 
fiind redusă, unghiul  nu influenţează prea mult zgomotul periilor[95] şi alegerea 

sa trebuie să fie condiţionată numai de comoditatea plasării portperiilor. 
Experimentele făcute [96] au arătat că zgomotul produs de periile de carbon ale 

micromotoarelor este în majoritatea cazurilor atât de mic, încât este mascat de 
celelalte zgomote care provin de la rulmenţi şi ventilator. Acest zgomot pare fi 
măsurat numai la micromaşinile cu lagăre de alunecare şi conţine toate frecvenţele 

domeniului audibil [13], [95]. 
 Tot in urma studiilor experimentale [96] a reieşit influenţa extraordinară pe 
care o are ovalitatea colectorului la producerea zgomotului. In concluzie cauzele 
zgomotului periilor sunt complexe si in unele cazuri, greu de identificat. In orice caz, 

gradul de precizie al execuţiei colectorului, al subansamblului perie-portperie si 
condiţiile de frecare ale periei pe colector cuprind cauzele esențiale care compun 
vibraţiile şi vibropercuţiile sistemului. 
 

5.1.5. Zgomotul lagărelor 
 

 Maşinile electrice rotative sunt prevăzute cu lagăre de alunecare (paliere) 
sau cu lagăre de rostogolire (rulmenţi), care reprezintă adesea o puternică sursă de 
zgomot. Cercetările asupra rulmenţilor [91], [92], [23] arată că din cauza 
imperfecţiunilor inevitabile de fabricaţie ale bilelor sau rolelor,coliviilor, cămăşilor şi 
căilor de rulare, apar eforturi variabile in timp, supunând axul maşinii la deplasări 
radiale foarte scurte şi cu acceleraţii mari. Deformările şi imperfecţiunile elementelor 

rulmenţilor se mai pot accentua cu timpul datorita cojirii, coroziunii, fisurării, uzurii 

şi ruperii elementelor lagărului, conducând şi la creşterea energiei şocurilor dintre 
elementele rulmentului. Aceste şocuri,distribuite statistic,sunt o cauza a zgomotului 
rulmenților și au ca urmare o vibrație intr-o bandă largă de frecvențe căreia uneori i 
se suprapun oscilații proprii de rezonanță ale inelului lagărului [23], [94].                                      
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Fig. 5.3. Lagăre cu rulmenţi  

 
Cum pelicula de vaselină dintre suprafeţele de rulare şi bile sau role este foarte 
subţire nu are loc nicio atenuare a vibraţiilor emise datorită şocurilor. Din această 

cauză, atât elementele staţionare cât şi cele in mişcare, devin surse de vibraţii şi 
emit zgomote ale căror spectre de frecvenţă depind în largă măsură, de condiţiile de 
rezonanta ale părţilor mecanice cu care vin în contact (scuturi, carcasa statorului, 
paletele ventilatorului, etc.) şi care devin emiţătoare de zgomot. In cazul 
rulmenţilor, frecarea are o importanţă secundară în producerea zgomotului, cu 
condiţia ca între căile şi elementele de rulare să nu existe particule de impurităţi. 
Posibilitatea de a genera zgomot şi vibraţii se măreşte odată cu creşterea 

diametrului rulmentului, cu creşterea turaţiei arborelui şi în timp cu gradul de 

dezechilibru a rotorului, sau cu mărimea forţelor de atracţie magnetică unilaterala. 
Odată cu apariţia deformărilor la căile şi elementele de rulare se produce un zgomot 
al cărui spectru conţine o serie de componente armonice care se pot calcula cu 
relaţiile: 
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1f =
60

n
                   (5.18) 

pentru excentricităţi ale rotorului faţă de centrul geometric al lagărului; 

1
2

1 260

rn
f

r r



           (5.19) 

pentru deformarea simultană a căilor de rulare şi a elementelor de rulare; 

1 2
3

1 260 ( )b

r rn
f

r r r
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
       (5.20) 

pentru deformarea unui element de rulare; 

1
4

1 260
b

rn
f n

r r



        (5.21) 

pentru deformarea căii exterioare de rulare şi pentru deformarea căii interioare de 
rulare; 

2
5

1 260
b

rn
f n

r r



       (5.22) 

 In aceste relaţii semnificaţia notaţiilor este următoarea: 

n – turaţia arborelui respectiv in rot/min; 

bn - numărul elementelor de rulare de raza br ; 

1 2r r - razele cailor interioare, respectiv exterioare de rulare. 

 Cea mai mare parte a energiei acustice este radiată la aceste frecvente şi în 
mică măsură la armonicile lor. Numai in cazul în care lagărul respectiv este excitat 
de forţe exterioare ale căror frecvenţe coincid cu frecvenţele armonicilor de ordinul 

doi, trei etc., amplitudinea acestora va creşte simţitor. Un alt factor de mare 

importanta îl constituie respectarea indicaţiilor tehnologice de montare a 
rulmenţilor. Un rulment oricât de perfect ar fi sub aspectul preciziei dimensiunilor lui 
geometrice, dacă este montat necorespunzător va deveni o sursă de zgomote şi 
vibraţii predominantă în maşina electrică. Tolerantele necorespunzătoare ale 
ansamblelor cu care se asamblează rulmenţii, utilizarea abuzivă a ciocanului în 
timpul montării şi locul de muncă necorespunzător duc in mod sigur la o maşină 

zgomotoasă atribuindu-se in mod nejustificat de multe ori vina numai rulmenţilor. 
Calitatea şi natura lubrifiantului contribuie de asemenea la atenuarea sau 
amplificarea zgomotului produs de rulmenţi. Lagărele de alunecare faţă de rulmenţi 
generează zgomote practic neînsemnate, Totuşi, datorită inevitabilelor deformări ale 
fusului şi bucşei lagărului, ca şi din cauza frecărilor care depind de ungere, de 
sarcina, de temperatura lagărului şi de forţele alternative exterioare apare un fâşâit 
cu frecvenţe într-o bandă largă [92], [94].Acceleraţiile vibraţiilor dau o informare 

mai precisă asupra forţelor care generează vibraţiile ce se transmit de la rulment la 
corpul maşinii,forţe ale căror cauze au fost arătate mai sus. 
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5.2 Mărimi de măsurat 
 

5.2.1. Intensitatea vibraţiei 

 
Mărimile măsurate sunt viteza de vibraţie pe lagărele maşinii şi amplitudinea 

vibraţiei arborelui în interiorul sau în apropierea lagărelor. 
Criteriul care trebuie adoptat pentru măsurare vibraţiei lagărelor maşinii 

trebuie să fie valoarea efectivă a vitezei de vibraţie în milimetri pe secundă. Cea mai 
mare valoare determinată 

în punctele de măsurare indicate caracterizează intensitatea vibratorie a 
maşinii ( a se vedea ISo 10816-1). 

Motoarele asincrone ( în mod special cele bipolare) prezintă în mod  frecvent 

viteze de vibraţii pronunţate la dublul frecvenţei de alunecare. În aceste cazuri 
intensitatea vibraţiei trebuie să fie determinată din relaţia: 

              
2

22
)( minmax vv

vef


  unde: 

                   maxv  este valoarea vitezei efective maxime; 

                 minv  este valoarea vitezei efective minime. 

 

5.2.2. Vibraţia relativă a arborelui 

 
Criteriul adoptat pentru vibraţia relativă a arborelui trebuie să fie deplasarea 

vibraţiei ppS   în direcţia măsurării ( a se vedea ISO/DIS 7919-1). 
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5.3. Echipamente de măsurare 

 
5.3.1. Schema standului de probă 

 
 

                   Fig. 5.4 Schema standului experimental 
 

 Standul de probă din cadrul laboratorului de maşini electrice de la Facultatea 
de Inginerie Resita unde am realizat partea experimentală a lucrării de doctorat se 
compune din următoarele elemente structurale: 

- sistem achiziţie date care conţine: 
 - placă achiziţie date analogice în semnal unificat (curent 4mA-20mA) cu 16 

canale   intrare analogice  
  -3 canale in domeniul (4-20mA) 
  -1 (tensiune tahogenerator) 
 - placă achiziţii pentru traductorul de vibraţii (accelerometru)-4 canale din 

care am folosit 3 (axa x, axa y şi axa z) 

 - digitizor cu comunicaţie serială cu laptopul/P.C. pe USB 
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Fig. 5.6 Configurare sistem achiziţie date 
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5.3.Echipamente de măsurare -151 

Pe P.C./laptop rulează softul (programul) care realizează secvenţial: 
 - vizualizare grafică 
 - înregistrarea datelor în fişiere 
 - configurarea plăcilor de achiziţie date  
 - scalarea mărimilor în vederea interpretării lor 
In figura următoare sunt prezentate instrumentele virtuale care 

indică mărimile valorilor momentane                                                     

 

 
 

Fig. 5.7 Instrumente virtuale 
 

 Softul utilizat este o aplicaţie special dezvoltată pentru aceste tipuri de 
masurători cu ajutorul mediului de programare grafică de la firma National 
Instruments şi anume LabWiew. 
 Analizatorul de reţea Simeas realizat de firma Simeans este un traductor 
modern utilizat în măsurarea parametrilor reţelelor electrice. Are rolul de a converti 

mărimile primite la intrarea sa (curent, tensiune, frecvenţă) în mărimi necesare 

analizei parametrilor reţelelor şi consumatorilor (factori de putere, putere activă, 
putere reactivă, putere aparentă, curent, turaţie...). Mărimile de ieşire se pot alege 
prin configurarea analizorului tot cu ajutorul P.C.-ului şi adaptorului de configurare, 
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şi astfel se culeg la ieşire mărimi analogice în semnal unificat proporţionale cu 
mărimile interpretate. Aceste mărimi analogice, în cazul nostru curent 4mA-20mA 

sunt transmise plăcii de achiziţie de date şi astfel sunt inregistrate. 

 
 

 
Fig. 5.8 Stand de probă pentru determinare vibraţii şi vibropercuţii 
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5.3.Echipamente de măsurare -153 

5.3.2. Montarea maşinii 

 
  Vibraţia unei maşini electrice este strâns legată de montarea 
maşinii. Pentru a permite evaluarea echilibrării şi a vibraţiilor maşinilor electrice este 
necesar să se măsoare vibraţiile individuale ale maşinii, în condiţii stabilite clar, în 

scopul de a se permite executarea unor încercări reproductibile şi obţinerea unor 
rezultate comparabile. 
    

5.3.3. Suspensie liberă 

 
  Această condiţie este îndeplinită prin suspendarea maşinii de un 

resort, sau prin montarea ei pe un suport elastic( resorturi, cauciuc, etc.). 
 Frecvenţa proprie de oscilaţie a sistemului de suspendare şi a maşinii, 
pentru cele şase grade de libertate posibile, trebuie să fie mai mică de 1/3 din 
frecvenţa corespunzătoare turaţiei maşinii încercate, aşa cum se defineşte la [73].  

 

5.3.4. Montare rigidă 

 
Maşina trebuie fixată ferm pe un sol rigid. 
 Viteza de vibraţie maximă măsurată în direcţiile orizontală şi verticală pe 
talpa maşinii ( sau la baza carcasei lângă suporţii lagărului sau pe talpa statorului) 

nu trbuie să depăşească 25% din viteza maximă care este măsurată pe lagărul 
alăturat, fie în direcţia orizontală, fie verticală. 
  
Note: 
 1. Această condiţie asigură ca frecvenţele naturale orizontală şi verticală ale 
sistemului complet de încercare nu coincid cu: 

  a)   10% din frecvenţa de rotaţie a maşinii; 

  b)   5% din dublul frecvenţei de rotaţie; 

  c)  5% din frecvenţa tensiunii de alimentare, rrespectiv dublul 

acesteia. 
 2. Procentul de 25% impus pentru viteza de vibraţie pe talpă faţă de lagăr 
este valabil pentru vibraţia la frecvenţa rotaţie şi pentru vibraţia la dublul frecvenţei 
tensiiunii de alimentare (dacă aceasta din urmă este determinată). 
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5.3.5. Determinarea mediului activ 

 
Sistemul suportului descris în [61] şi [62] sunt considerate pasive, admiţând că 
perturbaţiile externe asupra maşinii sunt nesemnificative. Dacă vibraţia pentru 
maşina în stare de nefuncţionare depăşeşte 25% din vibraţia în funcţionare, se 
spune că există un mediu activ, iar standardul de faţă nu se aplică. (a se vedea ISO 
10816-1). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 5.9 Curba de variaţie a deplasării funcţie de turaţie 

 
Notă: Pentru a reduce influenţa masei şi a momentelor de inerţie ale sistemului se 

suspensie asupra nivelului de vibraţie, masa efectivă a suportului elestic nu trebuie 
să fie mai mare de 1/10 din masa maşinii. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Fig. 5.10 Moduri de montare a maşinii 
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5.4. Condiţii de mǎsurare 

 
5.4.1. Puncte de mǎsurare a intensităţii vibraţiei 

 
Tabelul 1- Limitele intensităţii vibraţiei în mm/s şi în valori efective, pentru 

o înălţime a axului H (mm) 
 

Maşini măsurate în stare de suspensie liberă 
Montare 
rigidă 

Nivelul 
de 

vibraţie 

Turaţia 
nominală 
(rot/min) 

56H 132 132<H 225 225<H 400 H>400 H>400 

N 
600 până 
la 3600 

1,8 2,8 3,5 3,5 2,8 

R 

600 până 
la 1800 

0,71 1,12 1,8 2,8 1,8 

>1800 
până la 
3600 

1,12 1,8 2,8 2,8 1,8 

S 

600 până 
la 1800 

0,45 0,71 1,12   

>1800 
până la 
3600 

0,71 1,12 1,8   

NOTE 
1 – Dacă nu se specifică nici un nivel, maşinile conform prezentului standard trebuie 

să fie de nivel N. 
2 – Maşinile de nivel R sunt adeseori comandate pentru acţionări de maşini-unelte. 
Maşinile de nivel S sunt folosite pentru acţionarea maşinilor speciale cu cerinţe de 

vibraţie foarte severe. Acest nivel se aplică numai maşinilor cu o înălţime a axului 
mai mică sau egală cu 400 mm. 
3 – Pentru maşinile care necesită valori ale nivelului vibraţiei inferioare celor indicate 
în tabelul 1 se recomandă să se aleagă valori din seria 0,45; 0,71; 1,12; 1,8 şi 2,8 

mm/s. 
4 – Pentru maşinile cu înălţime a axului mai mare de 400 mm se aplică ambele 
metode de montare. Dacă nu se precizează altfel alegerea metodei se face de către 
constructor. 
5 – Se recomandă constructorului şi beneficiarului să ţină seama de faptul că 

instrumentele de măsurat pot avea o toleranţă de  10%. 

6 – O maşină, ea însăşi bine echilibrată şi cu un nivel al vibraţiei conform tabelului, 

poate prezenta după instalare vibraţii importante provenind din diferite motive, cum 
sunt o fundaţie necorespunzătoare, reacţia maşinii acţionate etc. Pot să fie de 
asemenea cauzate vibraţii de antrenare a pieselor cu o frecvenţă proprie foarte 
apropiată de frecvenţa de excitare datorită dezechilibrului rezidual mic al maselor de 
rotaţie ale maşinii. În astfel de cazuri trebuie să se efectueze verificări nu numai 
asupra maşinii, ci de asemenea, pe fiecare element al instalaţiei. 

7 – Înălţimea axului unei maşini fără tălpi, sau a maşinii cu talpă înălţată, sau a 

oricărei maşini verticale trebuie să fie luată ca fiind egală cu înălţimea axei unei 
maşini cu aceeaşi carcasă de bază, dar care este de tipul cu talpă şi cu arbore 
orizontal. 
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Fig. 5.11. Puncte preferate de măsurare aplicate la unul sau la ambele 
capete ale maşinii 

 

Tabelul 2 – Limite pentru vibraţia maximă a arborelui( ppS  ) şi bătaia maximă 

Nivelul vibraţiei Număr de poli 

Deplasarea maximă 
relativă a arborelui 

m  

Bătaia maximă 
m  

N 
2 70 18 

4 90 23 

R 
2 50 12,5 

4 70 18 

NOTE 
1 – Maşinile cu nivel de vibraţie R sunt cerute adeseori pentru antrenarea la turaţii 

ridicate în instalaţii pretenţioase. 

2- Toate limitele se aplică atât maşinilor la 50 Hz cât şi la 60 Hz. 
3 – Limitele deplasării maxime a arborelui includ bătăile. Pentru definirea bătăii (a 
se vedea ISO/DIS 7919-1). 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 5.12 Puncte de măsurare pentru capetele maşinii unde măsurările 
conform figurii 2 nu sunt posibile fără demontarea unor părţi ale maşinii 
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Fig. 5.13 Puncte de măsurare pentru piciorul suportului lagărului 

 

5.4.2. Puncte de măsurare a deplasării relative a arborelui 

 
Fig. 5.14 Poziţiile preferate ale traductoarelor aşezate pe circumferinţă la 

măsurarea deplasării relative a arborelui 
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5.5. Limitele vibraţiei carcasei lagărului 

 
5.5.1. Limitele intensităţii vibratorii 

 
Limitele vitezei de vibraţie la o frecvență dublă față de frecvența de alimentare 
pentru mașinile de curent alternativ. Mașinile cu doi poli pot prezenta vibrații 
importante la o frecvență dublă față de frecvența de alimentare. Evaluarea corectă a 
acestor componente de vibrație necesită o montare rigidă a mașinii care să 
corespundă cu condiţiile indicate. Pentru mașinile bipolare cu înălţimea axului 
H>225mm evaluarea anterioară trebuie să fie o parte din încercarea de tip a 

maşinii, in scopul stabilirii unei vibraţii importante la dublul frecvenţei tensiunii de 
alimentare. Maşinile care au H>225mm şi o vibraţie la dublul frecvenţei tensiunii de 

alimentare trebuie să fie încercate într-un montaj rigid şi nu trebuie sa depăşească 
valorile din tabelul 1 pentru H>400mm cu montare rigidă. 
         

5.6. Limitele vibraţiei relative a arborelui 

 
Măsurările vibraţiei relative a arborelui se recomandă numai pentru maşinile bi- şi 
cuatropolare cu lagăre de alunecare şi o putere nominală >1000 kW şi trebuie să 
facă obiectul unei înţelegeri prealabile între fabricant şi cumpărător pentru instalarea 

de traductoare de măsurat pe arbore. 
 Atunci când maşinile cu lagăre de alunecare au dispozitive speciale pentru 
montarea traductoarelor de măsurat a vibraţiei pe arbore, limitele deplasării relative 
a vibraţiei arborelui sunt specificate în tabelul 2. Aceste limite se adaugă la cele 
specificate la capitolul 8. 
 

 
 

Fig. 5.15 Rotor 
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CAPITOLUL 6 
CONCLUZII. CONTRIBUŢII ORIGINALE 

 
 Teza de doctorat cu titlul “VIBRAŢII SI VIBROPERCUŢII IN SISTEME 

ELECTROMECANICE” constituie un studiu teoretic şi experimental care se va 
continua pentru a evidenţia fenomenele perturbatoare care apar în structura 
sistemelor electromecanice, cu scopul de a găsi soluţia optimă care să elimine sau 
să reducă efectele nedorite în cadrul acestor sisteme. 
 S-a constituit o bază de date în domeniul vibraţiilor şi vibropercuţiilor 

sistemelor electromecanice (laborator experimental UEM Resita şi condiţii reale 
UCMR). Pentru selectarea şi prelucrarea datelor experimentale s-a utilizat un sistem 

de achiziţii de date cu posibilitatea realizării simulării mărimilor existente în sistem. 
 Am comparat pe baza vibrogramelor inregistrate limitele admisibile ale 

vibratiilor stabilite prin standarde si norme.Comparand nivelurile de masurare la 
anumite intervale de timp se poate executa un control de calitate din partea 
producatorului,s-au alegerea optima-din partea beneficiarului.                                           
            Am propus solutii tehnice prin intermediul carora sa se reduca nivelul 
vibrosocurilor la ansamblul perie-colector de la masinile electrice de curent continuu. 

             Am evidentiat in cadrul lucrarii cauzele de natura mecanica si 
electromagnetica care pot genera excentricitati,avand ca efect final vibrosocurile. 
            A fost efectuată analiza în timp a datelor experimentale. În urma acestei 
analize s-au putut trage concluzii asupra variaţiei temporale ale mărimilor 
funcţionale ce compun spectrul vibraţiilor şi vibropercuţiilor sistemelor 
electromecanice.  

 Am stabilit in cadrul secventelor experimentale punctele preferate de 

masurare ale vibratiilor in cazul masinilor electrice . 
 Au fost utilizate metode parametrice de modelare liniare şi neliniare precum 
şi o larga varietate de procedee neparametrice de identificare în timp. 
 In scopul reducerii efectelor vibraţiilor şi vibropercuţiilor sistemelor 
electromecanice am propus mai multe soluţii tehnice care se referă la modalităţile 
practice de echilibrare ale rotorului în vederea asigurării unui întrefier constant 

precum şi modalităţi tehnice de fixare şi montare a periilor la maşinile electrice de 
curent continuu precum şi la cele de curent alternative cu rotorul bobinat. Am 
realizat partea experimentală prin utilizarea unor echipamente de laborator de 
ultimă generaţie. Determinările experimentale de laborator au fost realizate în 
vederea studierii comportamentului maşinilor electrice pentru diferitele secvenţe de 
funcţionare în regim tranzitoriu (porniri, opriri, frânari, reversări de sens de rotaţie, 
suprasarcină etc.).  

 Diagramele rezultate în urma acestor determinări experimentale au fost în 
concordantă cu cele obţinute teoretic prin simularea numerică. Perturbaţiile date de 
masele aflate în mişcare de rotaţie, momentul forţelor de inerţie cauzate de sistemul 
de transmitere al mişcării către maşina de lucru induc vibraţii pe structura întregului 

sistem electromecanic, vibraţii care se pot transmite şi în structurile învecinate. 
 Diagramele rezultate în urma determinărilor experimentale efectuate au fost 

în concordanţă cu cele obţinute teoretic prin simularea numerică.                             
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Cu ajutorul rezultatelor obtinute pentru cazul general au fost studiate diferite cazuri 
particulare.                                          
       Am prezentat pe cale analitica regimurile vibropercutante periodice,si s-au 
determinat conditiile de existenta si de stabilitate ale miscarilor periodice 
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161 Anexă 

Anexă 
 

Rezultatele înregistrărilor experimentale. Vibrograme 
 

A1 - Rezultate înregistrate în laboratorul de maşini electrice al 

Facultăţii de Inginerie din cadrul UEM Reşiţa 

 
Time I1 P Q n AxaX AxaY AxaZ 

0,3125 20,68017 -41,0165 -68,7857 56,02611 -3,86429 -3,35766 -3,49837 

0,5625 20,68017 6,847692 6,449291 -3,27443 -3,24354 -3,59646 -3,64166 

0,828125 20,68017 -60,4381 -98,5618 85,79086 -3,38679 -4,16956 -3,78495 

1,078125 20,68017 -1,74875 -2,13386 0,159966 -3,33904 -3,73973 -3,45061 

1,328125 20,68017 -48,2332 -80,7597 64,49761 -2,90929 -3,21439 -3,40285 

1,578125 20,68017 0,692213 -4,04122 2,449562 -3,53004 -3,88301 -3,25956 

1,828125 20,68017 -68,3977 -99,9394 77,09039 -3,05254 -2,64128 -4,16706 

2,09375 20,68017 -3,12843 -14,6377 -0,52691 -3,48229 -3,88301 -3,64166 

2,359375 20,68017 27,43671 40,25206 -39,45 -3,38679 -3,5487 -3,73719 

2,625 20,68017 43,46217 61,44502 -60,7433 -3,38679 -3,5487 -3,5939 

2,875 20,68017 5,149629 -5,20684 -10,6011 -3,14804 -3,3099 -3,40285 

3,125 20,68017 3,769952 -2,13386 -6,93778 -3,38679 -3,50094 -3,78495 

3,390625 20,68017 -53,5397 -89,9787 72,5112 -3,62554 -3,40542 -3,64166 

3,640625 20,68017 -2,59778 0,939122 -8,76946 -3,33904 -3,21439 -3,68942 

3,890625 20,68017 -26,7952 -45,0496 41,14373 -3,57779 -3,45318 -3,54614 

4,140625 20,68017 -3,44682 -5,41877 2,449562 -3,33904 -3,40542 -3,54614 

4,390625 20,68017 -43,4574 -79,912 61,29218 -3,62554 -3,3099 -3,54614 

4,640625 20,68017 20,75058 21,70822 -29,3758 -3,33904 -3,40542 -3,68942 

4,890625 20,68017 0,05544 -0,01456 -9,6853 -3,67329 -3,83525 -3,54614 

5,140625 20,68017 0,479955 -4,57105 -1,44275 -3,53004 -3,69197 -3,45061 

5,390625 20,68017 -33,269 -65,8187 52,36275 -3,53004 -3,69197 -3,68942 

5,640625 20,68017 2,496405 -4,04122 3,59436 -3,24354 -3,50094 -3,78495 

5,890625 20,68017 4,831242 -3,29947 3,13644 -3,72104 -3,73973 -3,45061 

6,140625 20,68017 -4,82649 -6,58438 6,799794 -3,29129 -4,02628 -3,78495 

6,390625 20,68017 -57,0419 -93,5815 77,77727 -3,86429 -3,83525 -3,5939 

6,640625 20,68017 -0,15682 -2,98158 2,907481 -3,53004 -3,64421 -3,64166 

6,890625 20,68017 -1,74875 2,634558 -2,81651 -3,62554 -3,69197 -3,5939 

7,140625 20,68017 45,26637 63,35238 -60,0564 -3,62554 -3,69197 -3,35508 

7,40625 20,68017 55,77313 87,51236 -81,1207 -3,62554 -3,78749 -3,5939 

7,671875 20,68017 -66,3813 -107,039 90,59901 -3,67329 -3,40542 -3,54614 

7,921875 20,68017 -3,34069 -7,4321 -1,90067 -3,38679 -3,64421 -3,68942 

8,171875 20,68017 -50,9926 -81,7134 61,29218 -3,81654 -3,78749 -3,54614 
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A2 - Reprezentare grafică a rezultatelor înregistrate  
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A3 – Vibrotest motor de curent continuu 1600 kW – Stand probă UCM 
Reşiţa 
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A4 - Buletin de încercare motor de curent continuu 
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A5 – Stand de probă UCM Reşiţa 
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A6 - Efect al vibroşocului 
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