
 
METODE ŞI ALGORITMI  

DE PRELUCRARE A SEMNALELOR 
DE VIBRAŢII 

 
 
 

Teză destinată obţinerii 
titlului ştiinţific de doctor 

la 
Universitatea “Politehnica” din Timişoara 

în domeniul “INGINERIE MECANICĂ” 
de către 

 
 

mat. Cristiana CĂPLESCU 
 
 
 
 
 

 
Conducător ştiinţific:  prof.univ.dr.ing. Titus Gh. Cioara 
Referenţi ştiinţifici:  prof.univ.dr.ing. Polidor Bratu 
     prof.univ.dr.ing. Mircea Radeş 
     prof.univ.dr. Gheorghe Drăgănescu 
 
Ziua susţinerii tezei: 30.07.2009 

BUPT



 

Seriile Teze de doctorat ale UPT sunt: 

1. Automatică      7. Inginerie Electronică şi Telecomunicaţii 
2. Chimie      8. Inginerie Industrială 
3. Energetică      9. Inginerie Mecanică 
4. Ingineria Chimică   10. Ştiinţa Calculatoarelor 
5. Inginerie Civilă   11. Ştiinţa şi Ingineria Materialelor 
6. Inginerie Electrică 

 
 
 
Universitatea „Politehnica” din Timişoara a iniţiat seriile de mai sus în scopul 
diseminării expertizei, cunoştinţelor şi rezultatelor cercetărilor întreprinse în cadrul 
şcolii doctorale a universităţii. Seriile conţin, potrivit H.B.Ex.S Nr. 14 / 14.07.2006, 
tezele de doctorat susţinute în universitate începând cu 1 octombrie 2006. 
 
 
 
 

Copyright © Editura Politehnica – Timişoara, 2009 
 
 

 
 
Această publicaţie este supusă prevederilor legii dreptului de autor. Multiplicarea 
acestei publicaţii, în mod integral sau în parte, traducerea, tipărirea, reutilizarea 
ilustraţiilor, expunerea, radiodifuzarea, reproducerea pe microfilme sau în orice altă 
formă este permisă numai cu respectarea prevederilor Legii române a dreptului de 
autor în vigoare şi permisiunea pentru utilizare obţinută în scris din partea 
Universităţii „Politehnica” din Timişoara. Toate încălcările acestor drepturi vor fi 
penalizate potrivit Legii române a drepturilor de autor. 
 
 
 
 
 
 

România, 300159 Timişoara, Bd. Republicii 9, 
tel. 0256 403823, fax. 0256 403221 

e-mail: editura@edipol.upt.ro 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

BUPT



 
 

Cuvânt înainte 
 
 
 

 Teza de doctorat cu titlul „Metode şi algoritmi de prelucrare a semnalelor de 
vibraţii” a fost elaborată pe parcursul activităţii mele în cadrul Departamentului de 
Mecanică şi Rezistenţa Materialelor al Universităţii „Politehnica” din Timişoara. 
 Lucrarea se înscrie în problematica de vârf a cercetării pe plan mondial în 
domeniu, cu deosebite implicaţii practice în analiza semnalelor şi cu rezultate 
importante în analiza vibraţiilor. 
 O parte importantă a lucrării este dedicată câtorva metode speciale în 
prelucrarea semnalelor: discretizarea unui semnal de vibraţii după copia foto a 
vibrogramelor, mărirea densităţii punctelor spectrului unui semnal, perfecţionarea 
metodelor de determinare a componentelor periodice ascunse în semnale complexe, 
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determinarea componentelor periodice ale vibraţiilor pe structura statorului unui 
generator electric de mare putere şi la diagnosticarea defectelor la rulmenţi. 
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Rezumat, 

Lucrarea se înscrie în problematica de vârf a cercetării pe 
plan mondial în domeniu, cu deosebite implicaţii practice în 
analiza semnalelor şi cu rezultate importante în analiza vibraţiilor. 
Sunt abordate metode speciale în prelucrarea semnalelor cu 
aplicaţii experimentale la determinarea componentelor periodice 
ale vibraţiilor pe structura statorului unui generator electric de 
mare putere şi la diagnosticarea defectelor la rulmenţi. O altă 
problemă rezolvată în lucrarea este reprezentată de 
recondiţionarea semnalelor cu niveluri de saturaţie, cu un studiu 
de caz la recondiţionarea semnalelor de vibraţii înregistrate 
saturat pe structura unui cazan de abur. 

BUPT



 
 
 

CUPRINS 
 
 
 
1. Introducere ........................................................................................... 7 
1.1. Problematica tezei ................................................................................. 7 
1.2. Structura tezei ...................................................................................... 9 
 
2. Metode speciale în prelucrarea semnalelor de vibraţii ..........................11 
2.1. Discretizarea unui semnal de vibraţii după copia foto a unei vibrograme .......11 
2.2. Mărirea densităţii liniilor spectrului unui semnal de vibraţii ..........................13 
2.3. Particularităţi privind determinarea periodicităţii componentelor unui semnal de 
vibraţii ......................................................................................................18 
2.3.1. Metoda transformatei Hilbert ...............................................................19 
2.3.2. Metoda transformatei cepstrum ...........................................................21 
2.4. Determinarea componentelor periodice ale unui semnal înregistrat discret ....25 
2.4.1. Determinarea componentelor periodice din semnalul înregistrat împreună cu 
semnalul de marcare a perioadei ...................................................................25 
2.4.2. Determinarea componentelor periodice din semnalul înregistrat în lipsa 
semnalului marcator al perioadei ...................................................................29 
2.4.2.1. Exemplu ........................................................................................33 
2.4.3. Determinarea componentelor periodice din semnalul înregistrat folosind 
tehnica analizei modale ................................................................................36 
2.5. Utilizarea transformatei Wavelets la extragerea unor particularităţi dintr-un 
semnal de vibraţii .......................................................................................39 
2.5.1. Consideraţii generale ..........................................................................39 
2.5.2. Aplicaţii la sisteme liniare ....................................................................41 
2.5.3. Aplicaţii la sisteme neliniare ................................................................48 
 
3. Recondiţionarea semnalelor cu niveluri de saturaţie .............................51 
3.1. Consideraţii generale ............................................................................51 
3.2. Simularea unei înregistrări cu semnale saturate ........................................53 
3.2.1. Modelul dinamic al unei structuri ..........................................................53 
3.2.2. Simularea unei unde elastice tranzitorie de tip seismic ............................57 
3.3. Simularea răspunsului sistemului dinamic la excitaţia prin unda seismică ......59 
3.3.1. Simularea prin integrare numerică a sistemului de ecuaţii diferenţiale .......59 
3.3.2. Forma convolutivă a răspunsului modal .................................................63 
3.4. Recondiţionarea semnalelor înregistrate saturat ........................................66 
3.5. Studiu de caz. Recondiţionarea semnalelor de vibraţii înregistrate saturat pe  
structura unui cazan de abur ........................................................................80 
3.5.1. Descrierea cazului ..............................................................................80 
3.5.2.Recondiţionarea unei vibrograme înregistrată cu limitări prin saturare ........82 
 
4. Aplicaţii experimentale pe studii de caz ale metodelor speciale de 
prelucrare a semnalelor de vibraţii ...........................................................96 
4.1. Determinarea componentelor periodice ale vibraţiilor pe structura statorului 
unui generator electric de mare putere ...........................................................96 
4.2. Diagnosticarea defectelor la rulmenţi ..................................................... 102 

BUPT



4.2.1. Frecvenţele caracteristice defectelor rulmenţilor cu bile ......................... 102 
4.2.2. Verificări experimentale ....................................................................105 
4.2.2.1. Identificarea frecvenţelor caracteristice de defect prin metoda anvelopei 107 
 
5. Concluzii. Contribuţii originale ........................................................... 110 
 
Bibliografie ............................................................................................112 

 

BUPT



 
 
 

1. INTRODUCERE 
 
 
1.1. Problematica tezei 
 
 Teza de doctorat cu titlul METODE ŞI ALGORITMI DE PRELUCRARE A 
SEMNALELOR DE VIBRAŢII cuprinde o serie de studii teoretice cu aplicaţii în 
domeniul investigării vibraţiilor structurilor de maşini, utilaje şi construcţii industriale 
şi civile. Domeniul este extrem de vast, împlicând probleme de tipul: 

• determinarea nivelurilor de vibraţii periculoase pentru integritatea 
structurală a maşinii sau utilajului; 
• reducerea nivelurilor de vibraţii la maşini şi utilaje; 
• monitorizarea stării tehnice a unei maşini pe baza prelucrării semnalelor de 
vibraţii înregistrate în timpul funcţionării ei; 
• controlul pe linia de fabricaţie a calităţii produselor industriale prin teste de 
vibraţii. 

Acestea sunt doar câteva probleme care necesită aplicarea unor metode specifice 
fiecărui caz aplicativ în parte, aşa cum se va vedea în cadrul capitolelor dezvoltate în 
teză. 
 
Astfel, în capitolul 2 intitulat METODE SPECIALE ÎN PRELUCRAREA SEMNALELOR DE 
VIBRAŢII, sunt dezvoltate o serie de metode speciale. 
Prima metodă, dezvoltată în paragraful 2.1., „Discretizarea unui semnal de vibraţii 
după copia foto a unei vibrograme”, se referă la o metodă simplă, practică şi 
eficientă de digitalizare a unei vibrograme deja trasată grafic, dar ale cărei date în 
forma unui fişier numeric sunt necesare pentru prelucrări de esenţă, cum ar fi 
recondiţionarea unor semnale înregistrate cu vârfuri limitate prin saturarea 
instrumentaţiei de măsurare, metoda de recondiţionare fiind dezvoltată pe larg în 
capitolul 3. 
O problemă dificilă este aceea a analizei unui semnal înregistrat pe o perioadă 
scurtă de timp, semnal constituit din componente armonice sau modale, care sunt 
determinate, de obicei, din spectrele discrete ale semnalului. Dificultatea 
determinării acestor componente este legată de faptul că pentru o secvenţă scurtă 
de timp, înregistrarea duce la un spectru Fourier cu un increment al eşantionării în 
frecvenţă mare, având ca rezultat o estimare aproximativă a componentelor 
căutate. Această problemă este rezolvată în cadrul paragrafului 2.2., „Mărirea 
densităţii liniilor spectrului unui semnal de vibraţii”, metoda originală elaborată fiind 
o aplicaţie a teoremei deplasării în spectrul de frecvenţă. 
Paragraful 2.3. este dedicat unor particularităţi privind determinarea periodicităţilor 
componentelor unui semnal de vibraţii complex, componente periodice care sunt 
ascunse în semnalul complex înregistrat pe structura unei maşini şi sunt corelate cu 
anumite defecte ale unor subansambluri ale maşinii. Problema este abordată prin 
utilizarea transformatelor Hilbert şi cepstrum. Transformata Hilbert conduce la 
obţinerea anvelopei (înfăşurătoarei), iar analiza în frecvenţă a semnalului anvelopei 
permite obţinerea frecvenţelor de periodicitate căutate. În lucrare, metoda a fost 
îmbunătăţită prin operaţia suplimentară de filtrare a componentei continue a 
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semnalului anvelopei, fapt ce a condus la un spectru de linii mai curat şi totodată 
mai uşor de analizat. 
La fel, a fost îmbunătăţită şi metoda transformatei cepstrum, prin extragerea din 
spectrul logaritmic al semnalului analizat a spectrului corespunzător componentelor 
modale conţinut în semnal. Aplicând transformata inversă Fourier acestui spectru se 
obţine în domeniul quefrency un tren de impulsuri periodice, cu perioadele 
componentelor căutate. 
O altă problemă abordată, în paragraful 2.4., este problema determinării corecte a 
componentelor periodice ale unui semnal înregistrat discret, discretizarea putând 
duce la erori, uneori notabile, de calcul al amplitudinilor componentelor armonice. 
Semnalul se înregistrează în paralel cu un semnal de marcare a periodicităţii, cum ar 
fi semnalul periodic sincron cu rotaţia arborelui maşinii (paragraful 2.4.1.). Semnalul 
marcator este de tip impulsiv transformat pe cale analogică într-un semnal în dinte 
de ferăstrău care prin digitalizare permite determinarea prin interpolare liniară a 
perioadei semnalului; în pasul următor, prin integrare pe această perioadă, se 
determină componentele armonice ale semnalului de vibraţii. Metoda este originală 
şi pregătită pentru publicare. 
În paragraful 2.4.2., se prezintă o metodă originală, publicată [Căplescu, Hule, 
Cioara, (2007.a)], prin care se determină componentele armonice ale unui semnal 
luând în considerare spectrul discret al semnalului procesat pe o secvenţă dată de 
timp. Identificarea componentelor armonice complexe se face luând în considerare 
liniile spectrale din vecinătatea unui vârf din spectru, unde se presupune existenţa 
unei componente armonice. 
O a treia metodă pentru determinarea componentelor armonice ale unui semnal 
este dezvoltată în paragraful 2.4.3. Originalitatea constă în transformarea secvenţei 
semnalului înregistrat într-un semnal amortizat, prin multiplicarea secvenţei cu o 
funcţie exponenţială de timp căzătoare, semnalul rezultat fiind analizat prin metode 
modale, determinându-se, prin identificarea parametrilor modali, frecvenţele 
componentelor armonice. 
Paragraful 2.5. tratează utilizarea transformatei wavelet la extragerea unor 
particularităţi dintr-un semnal de vibraţii. Transformata wavelet fiind o generalizare 
matematică pe linia transformatelor Fourier, Laplace şi Hilbert, are numeroase 
aplicaţii în prelucrarea semnalelor. Utilizând funcţia de ponderare, mamă Morlet, la 
procesarea transformatei wavelet a semnalului înregistrat, conţinând componente 
periodice şi/sau componente modale liber amortizate, am definit o funcţie de 
frecvenţă wavelet (2.120). Graficul acestei funcţii de frecvenţă de-a lungul axei 
timpului depinde de sistemul dinamic din care semnalul înregistrat provine. Dacă 
semnalul provine de la un sistem liniar, funcţia este o linie constantă paralelă cu axa 
timpului, indiferent dacă sistemul este amortizat sau nu. Dacă sistemul este neliniar, 
atunci această funcţie este căzătoare în cazul în care caracteristica elastică a 
sistemului este tare, iar dacă caracteristica este moale, funcţia este crescătoare. O 
aplicaţie importantă a acestei constatări este reprezentată de detectarea defectelor 
structurilor, un defect structural introducând neliniarităţi locale care se reflectă în 
răspunsul structurii. 
 
Capitolul 3 este dedicat recondiţionării unor semnale de vibraţii înregistrate cu 
vârfuri limitate prin saturarea instrumentaţiei (senzori, amplificatoare, convertoare 
analog-numerice). Aceste înregistrări sunt întâlnite în cazul unor evenimente 
dinamice unice, cum ar fi înregistrarea vibraţiilor unei structuri perturbate prin unde 
seismice, provocate de explozii. Pentru recondiţionarea vârfurilor tăiate prin 
saturarea, pe intervale de timp scurte, a instrumentaţiei, se consideră că semnalul 
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de răspuns măsurat provine de la un sistem liniar, forma analitică a semnalului fiind 
constituită din două sume de componente, una a vibraţiilor libere amortizate după 
modurile naturale de vibraţii ale structurii şi o a doua sumă corespunzătoare 
convoluţiei dintre funcţia de excitaţie şi răspunsul liber amortizat. 
Pentru recondiţionarea vârfului tăiat se consideră originea timpului, pentru forma 
analitică a semnalului, în dreptul ultimului eşantion înainte de tăiere. Această idee 
permite ca excitaţia, complet necunoscută, să poată fi aproximată, în vecinătatea 
originii timpului, printr-o funcţie de probă de formă polinomială. Problema se 
reduce, astfel, la determinarea unor parametrii constanţi constituiţi din constantele 
condiţiilor iniţiale şi coeficienţii funcţiei polinomiale, parametrii determinaţi pe baza 
unui sistem de ecuaţii liniare, construit cu eşantioane luate din vecinătatea 
momentului iniţial, zero, atât dinspre axa negativă a timpului cât şi din vecinătatea 
punctului de revenire a semnalului sub linia de saturaţie. 
Metoda originală, publicată recent, [Căplescu, Cioara, (2009.c)], a fost verificată cu 
bune rezultate, atât prin simularea răspunsului unui model dinamic cu patru grade 
de libertate, cât şi pe un caz real: recondiţionarea unor semnale înregistrate pe 
structura unui cazan de abur, supus unei unde seismice, produsă de o excavaţie prin 
explozie, într-o carieră de suprafaţă, aflată în vecinătatea centralei termoelectrice 
deservită de cazanul cu abur. Intensitatea undei seismice fiind complet 
necunoscută, iar sensibilităţile amplificatoarelor fiind programate arbitrar, unele 
dintre semnalele înregistrate au fost înregistrate limitat, şi pentru un astfel de 
semnal limitat prin saturare, digitalizat prin metoda prezentată în paragraful 2.1., 
după o copie foto a unei vibrograme, s-au obţinut rezultate mulţumitoare. 
 
Capitolul 4 este dedicat unor aplicaţii experimentale, pe studii de caz, a metodelor 
dezvoltate în capitolul 2. Astfel, în paragraful 4.2., este prezentat un caz care a 
necesitat aplicarea metodei dezvoltate în paragraful 2.4.2., privind determinarea 
componentelor periodice ale vibraţiilor pe structura statorului unui generator 
hidroelectric de mare putere. Analiza componentelor armonice prin metoda 
dezvoltată în cadrul tezei a probat utilitatea ei în scopul urmăririi comportării 
structurii statorului în timp, în vederea anticipării apariţiei unei defecţiuni. 
O a doua aplicaţie a capitolului 4 este prezentată în paragraful 4.2., dedicat 
diagnosticării defectelor la rulmenţi. Pentru testare s-a ales un rulment radial seria 
6209, pentru care s-au calculat valorile frecvenţelor caracteristice de defect 
(paragraf 4.2.1.). Deşi testarea rulmentului s-a efectuat prin antrenarea rulmentului 
pe o maşină de găurit, cu un zgomot mare de fond, utilizând metoda anvelopei, sub 
forma particulară definită în paragraful 2.3., s-a reuşit identificarea defectului de 
bilă, defect semnalat de întreprinderea Rulmentul din Braşov, cu care Laboratorul de 
Testări şi Cercetări pentru Vibraţii Mecanice al Universităţii Politehnica din Timişoara, 
a avut o serie de colaborări privind vibraţiile rulmenţilor, laborator în cadrul căruia 
mi-am efectuat studiile doctorale şi am elaborat prezenta teză. 
 
 
1.2. Structura tezei 
 
 Lucrarea de faţă cu titlul METODE ŞI ALGORITMI DE PRELUCRARE A 
SEMNALELOR DE VIBRAŢII îşi propune să prezinte o serie de studii teoretice cu 
aplicaţii în domeniul investigării vibraţiilor structurilor de maşini, utilaje şi construcţii 
industriale şi civile. 
Lucrarea este structurată în 5 capitole. 
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Capitolul 1 realizează introducerea în problematica tezei, discutându-se principalele 
probleme tratate pe larg în următoarele capitole (paragraful 1.1.). Tot în acest 
capitol se prezintă şi structura tezei (paragraful 2.2.). 
Capitolul 2 prezintă metode speciale în prelucrarea semnalelor de vibraţii. 
În paragraful 2.1. este descrisă discretizarea unui semnal de vibraţii după copia foto 
a unei vibrograme. 
În paragraful 2.2. este prezentată mărirea densităţii liniilor spectrului unui semnal 
de vibraţii. 
În paragraful 2.3. sunt descrise particularităţi privind determinarea periodicităţii 
componentelor unui semnal de vibraţii, prezentându-se metoda transformatei 
Hilbert şi metoda transformatei cepstrum. 
În paragraful 2.4. este descrisă determinarea componentelor periodice ale unui 
semnal înregistrat discret, prezentându-se determinarea componentelor periodice 
din semnalul înregistrat împreună cu semnalul de marcare a perioadei şi 
determinarea componentelor periodice din semnalul înregistrat în lipsa semnalului 
marcator al perioadei. 
În paragraful 2.5. este descrisă utilizarea transformatei Wavelets la extragerea unor 
particularităţi dintr-un semnal de vibraţii prezentându-se consideraţii generale 
privind transformata Wavelet şi aplicaţii la sisteme liniare şi neliniare folosindu-se 
funcţiile transformatei Wavelet. 
Capitolul 3 prezintă recondiţionarea semnalelor de vibraţii cu niveluri de saturaţie. 
În paragraful 3.1. sunt descrise consideraţii generale privind măsurarea semnalelor 
de vibraţii. 
În paragraful 3.2. este prezentată simularea unei înregistrări cu semnale saturate 
descriindu-se modelul dinamic al unei structuri şi simularea unei unde elastice 
tranzitorie de tip seismic. 
În paragraful 3.3. este descrisă simularea răspunsului dinamic la excitaţia prin undă 
seismică prezentându-se simularea prin integrare numerică a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale şi forma convolutivă a răspunsului modal. 
În paragraful 3.4. este prezentată recondiţionarea semnalelor înregistrate saturat 
pornindu-se de la o imagine scanată a unei vibrograme. 
În paragraful 3.5. este prezentat un studiu de caz la recondiţionarea semnalelor de 
vibraţii înregistrate pe structura unui cazan de abur. Se prezintă descrierea cazului 
şi recondiţionarea unei vibrograme înregistrată cu limitări prin saturare. 
Capitolul 4 prezintă aplicaţii experimentale pe studii de caz ale metodelor speciale 
de prelucrare a semnalelor. 
În paragraful 4.1. se prezintă determinarea componentelor periodice ale vibraţiilor 
pe structura statorului unui generator electric de mare putere. 
În paragraful 4.2. se descrie diagnosticarea defectelor la rulmenţi, utilizând 
frecvenţele caracteristice defectelor rulmenţilor cu bile şi verificări experimentale, 
prin identificarea frecvenţelor caracteristice de defect prin metoda anvelopei. 
Capitolul 5 conţine concluzii şi contribuţii originale. 
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2. METODE SPECIALE ÎN PRELUCRAREA 
SEMNALELOR DE VIBRAŢII 

 
 

2.1. Discretizarea unui semnal de vibraţii după copia foto a 
unei vibrograme 

 
 Prelucrarea numerică a unui semnal dă posibilitatea unei analize profunde a 
semnalului având în vedere posibilităţile oferite de metodele dezvoltate până în 
prezent în domeniul timp (funcţii statistice, de filtrare, corelaţii, pondere, convoluţii, 
identificare, etc.), [Boashash, Powers, Zoubir, (1995)], [Marciuk, (1983)], 
[Woyczynski, (2006)], în domeniul frecvenţă (analize Fourier, Hilbert), [Meddins, 
(2000)], [Taylor, (2003)], [Hayes, (1999)] şi domeniul timp-frecvenţă 
(transformate de tip cepstrum şi wavelets), [Teolis, (1998)], [Torrence, Compo, 
(1998)], [Walker, (2008)]. 

În practica experimentală a investigării vibraţiilor unor structuri de maşini, 
utilaje sau construcţii industriale intervin situaţii, în care este necesar de a fi aplicate 
metode speciale de procesare a semnalelor înregistrate. 

În acest capitol sunt prezentate şi argumentate câteva dintre aceste metode 
speciale. 

Se consideră scanată o imagine (format jpg) a unei vibrograme, care este 
importată în programul de prelucrare grafică CorelDRAW, (fig.2.1.). Pentru 
digitalizare se creează un pătrat având latura apropiată de lăţimea liniei care 
defineşte vibrograma. Activând, din mouse, pătratul desenat, cu centrul în punctul 
Pi, acestuia i se afişează, pe bara Property: Rectangular, coordonatele iX  şi iY , 

raportate la un sistem de axe OXY  al imaginii. Având acces din tastatură, în 
fereastră, coordonatele x  şi y , se pot modifica valoric, cu schimbare automată a 
poziţiei pătratului la noile coordonate impuse. 
Pentru digitalizare se poziţionează din tastatură punctul reprezentativ P  la 
coordonate impuse pe abscisă, 

i 1 iX X XΔ+ = + ,   (2.1) 

după care, din mouse, se poziţionează pătratul, pe verticală după axa OY , până 
când centrul său e calat pe linia vibrogramei, valoarea iY  fiind citită în fereastra 

barei (pe imagine x : 33.852mm= , y : 210.219 mm= ). 
Transpunerea în coordonate fizice, cum ar fi o vibrogramă deplasare z , timp t , se 
face prin relaţiile de transformare, 

( ) ( )i t i 0 i d i 0t s X X , z s Y Y= − = − ,    (2.2) 

unde ts  şi ds  sunt scările de timp şi, respectiv, de deplasare, 0X , 0Y , fiind 

coordonatele punctului 0O  de început al digitalizării. 
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Fig.2.1. Ilustrarea digitalizării utilizând CorelDRAW software. 

 
Tabel 2.1. Valorile digitalizate ale vibrogramei din figura 2.1. 

i x  y  i x  y  i x  y  

0 50 421.25 20 150 429.5 40 250 398.7 
1 55 424.44 21 155 449.5 41 255 387.6 
2 60 427.638 22 160 468.943 42 260 382.4 
3 65 431.04 23 165 501.66 43 265 380.84 
4 70 432.64 24 170 483.8 44 270 379.24 
5 75 437.2 25 175 469.3 45 275 370.96 
6 80 437.3 26 180 439.64 46 280 353.1 
7 85 437.192 27 185 415.9 47 285 345.89 
8 90 435.59 28 190 387.0 48 290 341.45 
9 95 434.0 29 195 372.64 49 295 337.32 

10 100 435.0 30 200 380.8 50 300 338.92 
11 105 435.6 31 205 389.5 51 305 340.5 
12 110 437.2 32 210 422.2 52 310 353.22 
13 115 438.79 33 215 439.9 53 315 371.95 
14 120 442.6 34 220 479.96 54 320 381.82 
15 125 436.7 35 225 476.0 55 325 390.38 
16 130 425.898 36 230 474.6 56 330 403.53 
17 135 416.86 37 235 450.4 57 335 418.1 
18 140 419.87 38 240 424.6 58 340 430.13 
19 145 422.759 39 245 409.6 59 345 439.9 

 
Pe baza valorilor digitalizate, parţial prezentate în tabelul 2.1., s-a trasat diagrama 
din figura 2.2. 
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Fig.2.2. Diagrama digitalizată a vibrogramei din figura 2.1. 

 
Această diagramă digitalizată s-a utilizat pentru recondiţionarea semnalului (vezi, 
capitol 3), prin reconstituirea vârfurilor tăiate la suprasaturarea amplificatoarelor din 
lanţul de măsurare. 
 
 

2.2. Mărirea densităţii liniilor spectrului unui semnal de 
vibraţii 

 
Analiza în domeniul frecvenţă a semnalelor de vibraţii este deosebit de utilă în 
clarificarea unor probleme legate de dinamica maşinilor, utilajelor şi ale altor 
structuri mecanice. În special, pot fi determinate prin această analiză componentele 
spectrale ale factorilor excitatori, care excită structura. 
Transformata Fourier aplicată asupra unui semnal de vibraţii ( )u t  are cunoscuta 

formă: 

( ) ( ) j2 f tF f u t e dtπ
∞

−

−∞

= ∫ ,    (2.3) 

unde j 1= − , iar f  este variabila frecvenţă definită pe intervalul −∞ + ∞… , [Allen, 
Mills, (2004)], [Papoulis, (1962)]. 
Din punct de vedere practic, calculul transformatei poate fi realizat pe o durată 
limitată T  a semnalului de vibraţii, integrala (2.3) trecând sub forma [Bachman, 
Narici, Beckenstein, (2000)], 

( ) ( )
T

j2 f t

0

1
F f u t e dt

T
π−= ∫ .    (2.4) 

Într-o formă discretă integrala (2.4) devine: 

( ) ( ) ( )
2 ksN 1 N 1 jj2 ks t f Nk

s 0 s 0

1 1
F f u s t e t u s e

T N

π
π Δ ΔΔ Δ

− − −−

= =

= =∑ ∑ , (2.5) 

BUPT



  Metode speciale în prelucrarea semnalelor de vibraţii - 2 

 

14 

cu k 0,1,2, N 2 1= −…  şi s 0,1,2, N 1= −… , unde N  este numărul de eşantioane, 

tΔ  este incrementul de eşantionare temporală a semnalului ( )u t , la timpul 

st s tΔ= ×  şi fΔ  este incrementul de frecvenţă. 

Până la apariţia în anul 1965 a algoritmului Cooley-Tukey [Cooley, Tukey, (1965)], 
calculul integralei Fourier (2.5) necesita un timp de calcul însemnat, chiar pentru 
N 1024=  eşantioane. 
Algoritmul Cooley-Tukey şi cele dezvoltate ulterior din acesta impun relaţia: 

1 1
f

T N t
Δ

Δ
= = ,     (2.6) 

ceea ce arată că pentru o secvenţă scurtă de timp T  se obţine un increment de 
frecvenţă larg, acesta fiind ecartul între două linii spectrale învecinate de frecvenţe 

kf  şi k 1f + : 

k 1 kf f fΔ+ − = .     (2.7) 

Cum în majoritatea cazurilor secvenţa T  este scurtă, se poate ca în spectrul calculat 
anumite componente să fie ascunse, nedetectabile, şi de aceea este necesară o 
mărire a densităţii acestor linii, utilizând acelaşi algoritm, implementat în 
majoritatea codurilor inginereşti, cum ar fi codul MathCad, [Maxfield, (2006)], 
[Proakis, Manolakis, (1992)], unde calculul transformatei se face prin apelarea 
subrutinei ( )F : fft u= , (fast Fourier transform), algoritm ce impune o secvenţă de 

0NN 2 1= −  eşantioane, 0N  fiind un număr întreg. 

Pentru un număr N , oarecare, diferit de 0N2 1− , s-a dezvoltat, în MathCad 
subrutina ( )F : cfft u= . 

Deci, pentru o densitate mare a liniilor spectrale, cu increment de frecvenţă fΔ  mic, 
este necesar în cazul utilizării uneia dintre subrutinele rapide de a se preleva din 
semnalul ( )u t  o secvenţă de timp T  cât mai mare posibilă. Acest lucru nu este 

posibil întotdeauna, în multe cazuri fiind necesară o analiză pe un interval T  scurt 
de timp, [Maia, Silva, (1997)]. Chiar şi în cazul unei densităţi spectrale mari există 
posibilitatea unei subevaluări a unei componente de frecvenţă if , dacă raportul 

i
i

f
r

fΔ
= ,    (2.8) 

nu este un număr întreg. 
Pentru mărirea densităţii liniilor spectrale se poate considera un semnal ( )u t  

ponderat cu j2 f te π δ± , j 1= −  şi unde fδ  este incrementul de translaţie, [Cioara, 
Bereteu, Dragomir, Drăgănescu, (1993)], 

( ) ( ) j2 f tu t u t e π δ
δ

±= ,     (2.9) 

asupra căruia se aplică transformata Fourier de forma (2.4): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T

j2 f f tj2 f t

0 0

1 1
F f u t e dt u t e dt F f f

T T
π δπ

δ δ δ−−= = =∫ ∫ ∓ ∓ , (2.10) 

ceea ce înseamnă că liniile spectrale sunt deplasate în stânga cu fδ  (pentru semnul 
+ în semnalul ponderat (2.9)) sau deplasate în dreapta cu fδ  (pentru semnul - în 
semnalul ponderat (2.9)). 
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Astfel, pe lângă spectrul discret ( )kF f  format din N 2  linii spectrale complexe la 

frecvenţele discrete kf  de increment de frecvenţă fΔ , se obţin, prin transformările 

(2.10), încă două spectre: 

( ) ( )k kF f F f fδ δ
− − −

= −      (2.11) 

şi 

( ) ( )k kF f F f fδ δ
+ + +

= +      (2.12) 

cu acelaşi increment de frecvenţă fΔ , dar cu liniile spectrale translatate în spectru, 
cu fδ− , pentru prima transformare (2.11) şi fδ+ , pentru a doua transformare 
(2.12). Dacă se alege acum: 

1
f f

3
δ Δ=      (2.13) 

se formează un spectru cumulativ Fc , după cum urmează: 

( )
( )

k 3 k

k 3 1 k

k 3 1 k

Fc F

Fc F f

Fc F f , (k 0,1,2, N / 2 1),

δ

δ

+ +

− −

×

× −

× +

=

=

= = −…

   (2.14) 

spectrul având 3 N 2×  linii cu incrementul de translaţie fδ . 
Ca exemplu, se consideră o secvenţă formată din N 1650=  eşantioane a unei 
vibrograme compusă din două componente modale: 

( ) ( ) ( )1 i 2 it t
i i 1 1 i 2 2 iu(t ) u A e sin p t A e sin p t , i 0,1,2, N ,σ σ− −= = + = …  (2.15) 

unde: 1A 1= , 2A 0.9= , 1
1 0.03 sσ −= , 1

2 0.04 sσ −= , 1
1 1p 2 f sπ −= , 

( 1f 3.05 Hz= ), 1
2 2p 2 f sπ −= , ( 2f 3.08 Hz= ), cu un increment de eşantionare 

t 0.03 sΔ = . 
Vibrograma semnalului trasată în figura 2.3., relevă cele două componente modale 
liber amortizate, de frecvenţe foarte apropiate valoric, 1f 3.05 Hz=  şi 2f 3.08 Hz= , 

care creează efectul de bătăi. 
 

 
Fig.2.3. Vibrograma semnalului ( )u t . 

 
Aplicând transformata Fourier prin subrutina ( )F : cfft u=  se obţine spectrul 

semnalului care este reprezentat în figura 2.4., între frecvenţele 2.9 Hz  şi 3.1Hz , 
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domeniu în care se găsesc cele două frecvenţe modale, 1f 3.05 Hz=  şi 

2f 3.08 Hz= , marcate pe spectrogramă. Dacă, întâmplător, linia verticală 

corespunzătoare ce trece prin primul vârf 1P  coincide cu linia frecvenţei 

1f 3.05 Hz= , al doilea vârf 2P  este decalat faţă de această linie; aşa încât, 

determinarea după cel de-al doilea vârf 2P , a frecvenţei modale 2f , va fi afectată 

de eroare. 
Densitatea liniilor spectrale se poate mări introducând între liniile spectrale de 
increment de frecvenţă fΔ , în plus, câte două linii spectrale aparţinând spectrelor 
semnalelor: 

i

i

j2 f t
i i

j2 f t
i i

u u e

u u e

π δ

π δ
+

−
−

=

=
.     (2.16) 

Asupra cărora se aplică transformata Fourier: 
( )
( )

F : cfft u

F : cfft u

δ

δ

−

+

−

+

=

=
,      (2.17) 

cu ajutorul cărora, împreună cu spectrul iniţial F , se formează, după relaţiile (2.14) 
spectrul cumulativ Fc  al cărui increment de translaţie este fδ , de trei ori mai mic 
decât incrementul spectrului F . Spectrul cumulativ reprezentat în figura 2.5., prin 
linia continuă de culoare roşie, cu buline, ce marchează eşantioanele din spectru, 
localizează mai exact, poziţia frecvenţei celui de-al doilea mod. 
 

 

Fig.2.4. Spectrograma semnalului ( )u t . 

 

Fig.2.5. Spectrograma cumulativă a 
semnalului ( )u t . 

 
Densitatea liniilor spectrale poate fi mărită, în continuare, dacă se consideră 
incrementul de translaţie: 

1
f f

5
δ Δ=     (2.18) 
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şi se formează semnalele: 
( )

( ) ( )

ii
i i

i i
i i

j2 2 f tj2 f t
1 i 2 i

j2 f t j2 2 f t
1 i 2 i

u u e , u u e ,

u u e , u u e , i 0,1,2, N

π δπ δ

π δ π δ

+ +

− −
− −

= =

= = = …
  (2.19) 

asupra cărora se aplică transformata Fourier: 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

F cfft u , F cfft u ,

F cfft u , F cfft u ,
+ + + +

− − − −

= =

= =
   (2.20) 

iar spectrul cumulativ se formează prin intermediul relaţiilor, 

k

k

k

k

k 5 k

k 5 1 1

k 5 2 2

k 5 1 1

k 5 2 2

Fc F

Fc F

Fc F

Fc F

Fc F , (k 0,1,2, N / 2 1),

×

× − +

× − +

× + −

× + −

=

=

=

=

= = −…

   (2.21) 

şi aşa mai departe, pentru spectrele cumulative cu incrementul de translaţie: 
1

f f
R

δ Δ= ,     (2.22) 

unde R  este raportul dintre deplasarea în spectru şi incrementul spectral. 
Se formează şirul de semnale: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

i ii
i i i

i i i
i i i

j2 2 f t j2 r f tj2 f t
1 i 2 i r i

j2 f t j2 2 f t j2 r f t
1 i 2 i r i

u u e , u u e , u u e ,

u u e , u u e , u u e ,

π δ π δπ δ

π δ π δ π δ

+ + +

− − −
− − −

= = =

= = =

…

…
 (2.23) 

unde numărul de perechi de semnale este: 
R

r int
2

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     (2.24) 

cu int , numărul întreg al diviziunii. 
Se calculează spectrele Fourier: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2 r r

1 1 2 2 r r

F cfft u , F cfft u , F cfft u

F cfft u , F cfft u , F cfft u
+ + + + + +

− − − − − −

= = =

= = =

…

…
   (2.25) 

şi, în continuare, se formează spectrul cumulativ: 

k

k

k

k

k

k

k r k

k r 1 1

k r 2 2

k r r r

k r 1 1

k r 2 2

k r r r

Fc F

Fc F

Fc F

Fc F

Fc F

Fc F

Fc F , (k 0,1,2, N / 2 1).

×

× − +

× − +

× − +

× + −

× + −

× + −

=

=

=

↓
=

=

=

↓
= = −…

  (2.26) 
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2.3. Particularităţi privind determinarea periodicităţii 
componentelor unui semnal de vibraţii 

 
În multe cazuri de analiză a semnalelor de vibraţii este necesar a fi 

determinate anumite componente care sunt corelate cu efecte dinamice produse de 
perturbaţii specifice funcţionării unui agregat mecanic, componente ce sunt ascunse 
în semnalul înregistrat. Astfel, considerând prin simulare, un semnal complex ( )u t , 

(fig.2.6.), însumând două componente ( )1u t  şi ( )2u t  rezultate în urma excitării 

periodice a unui mod natural de vibraţii a unei structuri, de frecvenţă proprie pf  şi 

coeficient de amortizare modală σ . 
Excitarea provine din două surse diferite cu perioadele 1T  şi 2T . După fiecare din 

cele două perioade, sursele produc excitaţii ce provoacă vibraţii libere amortizate, 
de amplitudini iniţiale 1iA  şi 2iA , ale căror semnale au formele: 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1

2

t T i
1 1i p 1 1 1

t T i
2 2i p 2 2 2

u t A e sin 2 f t T i , T i t T i 1 ,

u t A e sin 2 f t T i , T i t T i 1

i 0,1,2,

σ

σ

π

π

− − ×

− − ×

= + × × ≤ ≤ × +

= + × × ≤ ≤ × +

= …

. (2.27) 

Amplitudinile iniţiale 1iA  şi 2iA  sunt dependente de poziţiile celor două surse de 

excitaţie faţă de poziţia senzorului de măsurare a vibraţiilor. În cazul mecanismelor, 
punctul de aplicare al unei forţe perturbatoare fiind amplitudinile iniţiale 1iA  şi 2iA , 

care sunt diferite valoric, (fig.2.6.). 
 

 
Fig.2.6. Vibrograma unui semnal ( )u t  compus din semnalele, ( )u t1  şi ( )u t2 . 

excitate din două surse periodice cu perioadele T1  şi T2 . 
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Dacă se aplică, pentru o analiză în frecvenţă, transformata Fourier asupra 
semnalului ( ) ( ) ( )1 2u t u t u t= + , considerat cunoscut prin înregistrare, se obţine 

spectrul din figura 2.7., în care se distinge clar numai vârful corespunzător 
frecvenţei proprii pf 8.57 Hz= . Componentele corespunzătoare celor două 

presupuse excitaţii, localizate în domeniul frecvenţelor joase de la 0 Hz  la 3 Hz , 
sunt de niveluri joase, cu incertitudine în interpretare. 
 

 
Fig.2.7. Spectrograma semnalului ( )u t . 

 
Pentru a elimina aceste inconveniente este necesar de a fi eliminată componenta de 
frecvenţă proprie. Una dintre metode este metoda anvelopei semnalului (metoda 
înfăşurătoarei semnalului). 

 
 
2.3.1. Metoda transformatei Hilbert 

 
Se pleacă de la faptul că unui semnal de forma: 

( ) ( ) ( )( )u t a t sin 2 f t tπ= ,     (2.28) 

de frecvenţă ( )f t  şi amplitudine ( )a t , variabile în timp, i se poate forma un semnal 

conjugat 

( ) ( ) ( )cu t a t sin 2 f t t
2
ππ⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

,     (2.29) 

atunci, se poate determina un semnal de amplitudine: 

( ) ( ) ( )2 2
ca t u t u t= + ,     (2.30) 

care conţine informaţia numai asupra amplitudinii instantanee, ( )a t , numită 

anvelopa semnalului ( ) ( )( )a t sin 2 f t tπ . 

Dacă asupra unei integrale de convoluţie între două semnale ( )u t  şi ( )v t , [Bendat, 

(1985)], [Kecs, (1978)], [Debnath, Mikusinski, (2005)]: 

( ) ( ) ( ) ( )u t v t u v t dτ τ τ
∞

−∞

∗ = −∫ ,     (2.31) 

se aplică transformata Fourier, rezultă o proprietate importantă: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )πτ τ
∞ ∞

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤∗ = − = ×⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ j2 f t

u v
0 0

F u t v t u t v t d e dt F f F f ,  (2.32) 

şi anume, transformata Fourier a integralei de convoluţie este chiar produsul dintre 
transformatele Fourier uF (f )  şi vF (f )  ale celor două semnale  

Hilbert a exploatat această proprietate particularizând funcţia vF (f )  la forma, 

[Ceangă, Munteanu, Bratcu, Culea, (2001)]: 

( ) ( )
j2 ft

v
e

F f dt j sgn f
t

π

π

∞ −

−∞

= = −∫ ,    (2.33) 

ceea ce duce, prin transformata Fourier inversă, la: 

( )
π

−⎡ ⎤− >⎧
− = = =⎨⎢ ⎥<⎩⎣ ⎦

1

v
j , pentru f 0 1

F j sgn f v t
tj , pentru f 0

,  (2.34) 

însemnând că semnalul conjugat căutat are forma integralei de convoluţie, 

( ) ( ) ( ) ( )c
1

u t u d H u t
t

τ τ
π τ

∞

−∞

⎡ ⎤= = ⎣ ⎦−∫ ,    (2.35) 

numită transformata Hilbert. 
Având acum cunoscute cele două componente ( )u t  şi ( ) ( )cu t H u t⎡ ⎤= ⎣ ⎦  se obţine, 

conform relaţiei (2.30), legea de variaţie a anvelopei. 
Calculul numeric al integralei de convoluţie în MathCad, se face apelând la 
subrutina: 

( )uc : convol u,v=     (2.36) 

sau direct apelând la subrutina 

( )uc : hilbert u= .    (2.37) 

În figura 2.8., este reprezentată vibrograma semnalului ( )u t , precum şi semnalul 

anvelopei ( )a t , care înfăşoară cu fidelitate conturul superior al semnalului ( )u t . 

 

 
Fig.2.8. Anvelopa ( )a t  a semnalului ( )u t . 

 
Aplicând transformata Fourier asupra semnalului anvelopei din care se elimină, 
valoarea medie am : 
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( )am : mean a=      (2.38) 

( )Fa cfft a am= −     (2.39) 

a cărei spectrogramă este dată în figura 2.9. 
Pentru identificarea vârfurilor spectrale corespunzătoare celor două perturbaţii, 
având frecvenţele, 1f 0.952Hz=  şi 2f 0.571Hz= , s-au trasat, pe spectrogramă 

câte două şiruri de linii corespunzătoare periodicităţii celor două perturbaţii, linii pe 
care sunt inscripţionate ordinele armonicelor: × × × …1, 2, 3, . 
 

 
Fig.2.9. Spectrograma anvelopei semnalului ( )u t , cu ilustrarea liniilor de periodicitate 

corespunzătoare celor două perturbaţii având frecvenţele =f 0.952Hz1  şi =f 0.571Hz2 . 

 
Se poate observa, din spectrogramă, o calare perfectă a tuturor liniilor de 
periodicitate, 17 , pentru perturbaţia de frecvenţă 1f  şi 10 , pentru perturbaţia de 

frecvenţă 2f . 

De obicei, valorile acestor frecvenţe sunt cunoscute pe baza parametriilor cinematici 
ai utilajului monitorizat, evidenţierea lor în spectru fiind esenţială pentru 
identificarea surselor perturbatoare şi urmărirea evoluţiei lor în timp, prin variaţia 
amplitudinilor vârfurilor spectrale, caracteristice unor defecţiuni specifice. 
Apariţia în domeniul de frecvenţă a unor alte vârfuri spectrale necorelate cu cele ale 
perturbaţiilor se datorează faptului că amplitudinele 1iA  şi 2iA , care sunt corelate 

cu intensităţile perturbaţiilor, sunt dependente de poziţiile celor două surse de 
excitaţie faţă de poziţia senzorului de măsurare a vibraţiilor. 
 
 

2.3.2. Metoda transformatei cepstrum 
 
Transformata cepstrum, definită pentru prima dată în anul 1963, [Bogert, Healy, 
Tukey, (1963)], are forma transformatei inversă Fourier a logaritmului în bază 
naturală a spectrului ( )F f  al unui semnal ( )u t , [Randall, (1977)]: 

( ) ( ) 2 j f1
C ln F f e df

2

π
π τ

π

τ
π
−

= ∫ .   (2.40) 

Spectrul complex Fourier: 
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( ) ( ) j2 f tF f u t e dtπ
∞

−

−∞

= ∫ ,    (2.41) 

al semnalului: 

( ) ( ) ( )1 2u t u t u t= + ,     (2.42) 

sumă a două componente: 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1

2

t T i
1 1i p 1 1 1

t T i
2 2i p 2 2 2

u t A e sin 2 f t T i , T i t T i 1 ,

u t A e sin 2 f t T i , T i t T i 1

i 0,1,2,

σ

σ

π

π

− − ×

− − ×

= + × × ≤ ≤ × +

= + × × ≤ ≤ × +

= …

. (2.43) 

Considerând, pentru început, o singură componentă: 

( ) ( ) ( )( )
( )

1t T i
1 1i p 1

1 1

u t A e sin 2 f t T i ,

T i t T i 1 , i 0,1,2,3,

σ π− − ×= + ×

× ≤ ≤ × + = …
   (2.44) 

asupra căruia se aplică transformata finită Fourier: 

( ) ( )
sT

j2 f t
1 1

s
0

1
F f u t e dt

T
π−= ∫ ,    (2.45) 

rezultând: 
 

( )
( ) ( ) ( )p1

p 1 1 p 1 1

1

n
2 j f f i T 2 j f f i 1 T

1
s p i 0

1 1
F (f ) e e

2 jT 2 j f f

σ π σ π

σ π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − × − + − − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
− + − ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

( )
( ) ( ) ( )p1

p 1 1 p 1 1

1

n
2 j f f i T 2 j f f i 1 T

s p i 0

1 1
e e

2 jT 2 j f f

σ π σ π

σ π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + × − + + − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

⎧ ⎫⎪ ⎪−⎨ ⎬
+ + ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ , (2.46) 

unde p1
n  este numărul de eşantioane pentru primul semnal. 

În acelaşi mod, pentru al doilea semnal se obţine: 

( )
( ) ( ) ( )p2

p 2 2 p 2 2

2

n
2 j f f i T 2 j f f i 1 T

2
s p i 0

1 1
F (f ) e e

2 jT 2 j f f

σ π σ π

σ π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − × − + − − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
− + − ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

( )
( ) ( ) ( )p2

p 2 2 p 2 2

2

n
2 j f f i T 2 j f f i 1 T

s p i 0

1 1
e e

2 jT 2 j f f

σ π σ π

σ π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + × + + − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

⎧ ⎫⎪ ⎪−⎨ ⎬
+ + ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ , (2.47) 

unde p2
n  este numărul de eşantioane pentru al doilea semnal. 

Ambele spectre prezintă câte un maxim la frecvenţa egală cu pf f 8.33 Hz= = , 

corespunzătoare frecvenţei proprii a modului natural excitat periodic de cele două 
perturbaţii având frecvenţele, 1f 0.952Hz=  şi 2f 0.571Hz= . 

În spectrul cumulat: 

( ) ( ) ( )1 2F f F f F f= +      (2.48) 
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reprezentat grafic în figura 2.10., perturbaţiile creează lobi laterali vârfului, având 
vârfurile calate după şirul de frecvenţe p 1f k f± ×  şi p 2f k f± × , k 1,2,3,= … . 

 

 
Fig.2.10. Ilustrare spectrelor ( )F f  şi ( )ln F f . 

 
După cum se observă, din spectru, vârfurile lobilor laterali sunt de magnitudini mult 
mai mici decât vârful central de frecvenţă pf . Din acest motiv, pentru scoaterea în 

evidenţă a acestor vârfuri se aplică operaţia de logaritmare, ( )ln F f , care, aşa 

cum se vede în figura 2.10., duce la uniformizarea magnitudinilor vârfurilor 
spectrale. 
Următoarea operaţie este transformata Fourier inversă, prezentată în relaţia (2.40), 
numită, în acest caz cepstrum ( )C τ , τ , având semnificaţia de timp. Inversa se 

calculează apelând la subrutina MathCad ( )c : icfft F= . Funcţia cepstrum ( )C τ , 

transpusă grafic în figura 2.11., împreună cu legea semnalului ( )u t , constă dintr-un 

tren de impulsuri având periodicităţi cu perioade egale cu 1T  şi 2T , corespunzătoare 

celor două perturbaţii, care excită periodic modul natural de frecvenţă pf . Fiind o 

transformare pur matematică, autorii au înlocuit variabila timp t  cu variabila τ , 
numită quefrency. Liniile spectrale se numesc rahmonics. 
 

 
Fig.2.11. Reprezentarea funcţiei cepstrum ( )τC  a semnalului ( )u t . 
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Trenul de impulsuri al funcţiei cepstrum poate fi îmbunătăţit dacă se elimină 
componenta lobului central din spectrul logaritmat. Acestă componentă se obţine 
printr-o filtrare prin mediere, dată de relaţia recursivă: 

( )
b

b

n

m i n
i kb k 0 2

1
F f ln F f , i 1,2,3,...

n + −
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ,  (2.48) 

reprezentată grafic în figura 2.12., unde bn  este numărul de eşantioane totale din 

spectru. 
Eliminarea acestei componente din spectrul logaritmat se face prin relaţia: 

( ) ( ) ( )f i i m iF f ln F f F f , i 1,2,3,...= − =    (2.49) 

asupra spectrului ( )fF f  rezultat aplicându-se transformata cepstrum prin 

transformata inversă Fourier: 

( ) ( ) 2 j f
f

1
C F f e df

2

π
π τ

π

τ
π
−

= ∫ ,     (2.50) 

 

 
Fig.2.12. Ilustrarea extragerii spectrului filtrat ( )F ff . 

 
Reprezentarea, în figura 2.13., a funcţiei cepstrum ( )C τ  scoate în evidenţă mai clar 

trenul de impulsuri cu cele două periodicităţi, cu perioadele 1T  şi 2T  ale celor două 

perturbaţii. 
 

 
Fig.2.13. Ilustrarea funcţiei cepstrum ( )τC .
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Aceasta se poate observa evident din compararea funcţiei cepstrum ( )C τ  din figura 

2.11. şi figura 2.13. În figura 2.11., funcţia cepstrum calculată prin metoda clasică, 
unde în domeniu de început al primelor impulsuri, 0 1sτ≤ ≤ , semnalul este afectat 
de componenta vibraţiilor libere amortizate ale modului natural excitat. 
Această componentă este eliminată în figura 2.13., unde funcţia cepstrum a fost 
calculată după metoda dezvoltată în cadrul acestei lucrări, relaţiile (2.48)–(2.50). 
 
 

2.4. Determinarea componentelor periodice ale unui 
semnal înregistrat discret 

 
În multe cazuri practice de analiză a vibraţiilor unei maşini, unui utilaj sau a 

unei construcţii industriale este necesar de a fi determinate componentele periodice 
existente în semnalul înregistrat, componente ce sunt corelate cu diverse surse de 
excitaţii. Pentru o analiză de calitate, nivelurile vibraţiilor trebuie determinate, în 
multe cazuri, cu mare precizie în vederea unei interpretări de calitate, cerută de 
situaţia analizată. 
 
 

2.4.1. Determinarea componentelor periodice din semnalul 
înregistrat împreună cu semnalul de marcare a perioadei 

 
Deseori există posibilitatea înregistrării, în paralel cu semnalul de vibraţii 

( )u t , a unui semnal marcator ( )mu t , dat de un tahogenerator sau de un senzor 

mS  (fig. 2.14.a.), semnal format dintr-un tren de impulsuri de perioadă T , 

corespunzătoare armonicei fundamentale a semnalului ( )u t . 

În figura 2.14., se prezintă un asemenea caz. Un agregat de mare putere, cum ar fi 
un turboagregat agT , antrenat prin intermediul unui cuplaj uC , de un motor oM , 

necesită monitorizarea, în permanenţă, a stării sale tehnice, aceasta corelându-se 
cu anumite componente ale spectrului semnalului ( )u t , măsurat cu un 

accelerometru cA  (sau un grup de accelerometre) plasat pe carcasa agregatului în 

diverse puncte. 
Variaţia în timp a unor componente poate să indice, preventiv, apariţia unei 
defecţiuni majore în funcţionarea agregatului. Astfel, se pot determina anumite 
defecţiuni, care se corelează cu anumite caracteristici ale semnalului de vibraţii 
măsurat cu un accelerometru. 
Semnalul marcator ( )mu t  se înregistrează prin intermediul unui senzor mS , de tip 

magnetic sau optic, care este plasat în apropierea arborelui agregatului, pe care se 
află plasat un marcher kM . La fiecare trecere a marcherului prin dreptul senzorului 

mS , acesta generează un semnal impuls ( )mu t , două impulsuri succesive marcând 

perioada T  de rotaţie a arborelui agregatului. 
Ambele semnale sunt digitalizate prin intermediul unui convertor analog digital ADC 
formându-se două fişiere a câte n  eşantioane ( )u i  şi ( )mu i , i 1,2,3, n= … , cu rata 

de eşantionare tΔ . 
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Fig.2.14.a. Schema de monitorizare prin vibraţii a unui agregat. 
 

 
Fig.2.14.b. Schema de prelucrare a semnalelor ( )u tdf  şi ( )u t .
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Deoarece impulsurile periodice ( )mu t  (fig.2.14.b.) ale semnalului marcator sunt de 

lăţime dt , foarte îngustă, necesită o rată de eşantionare t dtΔ << , pentru a nu 
pierde impulsuri în timpul înregistrării şi a evalua incorect perioada T . 
O rată de eşantionare t dtΔ << , este dificil de realizat din punct de vedere tehnic, 
mărind nejustificat numărul n  al eşantioanelor înregistrate sau solicitând un 
convertor ADC cu rata de eşantionare mare. 
Problema poate fi soluţionată cu o rată de eşantionare t dtΔ > , prin prelucrarea, în 

prealabil, a semnalului senzorului, ( )mu t , semnalul ( )mu t  fiind semnalul de 

declanşare al unui generator de semnal în dintele de ferestrău dfG , obţinându-se la 

ieşirea lui, semnalul ( )dfu t . 

Între două impulsuri succesive ce marchează perioada T , semnalul ( )dfu t  are o 

creştere liniară, care permite o interpolare liniară la determinarea cu exactitate a 
perioadei T . 
Algoritmul de determinare al perioadei T  este următorul: 

• se duce o linie paralelă cu axa timpului la cota du , arbitrară, care taie 

diagrama semnalului ( )dfu t  în două puncte succesive jP  şi j 1P + , 

corespunzătoare intervalului de timp j j 1t t +→ , care delimitează perioada 

j j 1 jT t t+= − ,      (2.51) 

unde jT  este perioada de rotaţie care poate să varieze în timpul funcţionării. 

Timpi jt  şi j 1t +  corespunzători capetelor de perioadă sunt daţi de formele discrete: 

( )
( )

j j

j 1 j 1

t N j Dn t ,

t N j 1 Dn t ,

Δ

Δ+ +

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
⎡ ⎤= + +⎣ ⎦

    (2.52) 

unde N( j)  şi N( j 1)+  sunt indicii corespunzători eşantioanelor semnalului din 

imediată vecinătate, din stânga punctelor jP  şi j 1P + . Dnj  şi Dnj 1+ , sunt numere 

subunitare, 0 Dn 1j< < , care pot fi calculate din condiţii geometrice: 

( )( )
( )( ) ( )( )

u u N jd dfDnj u N j 1 u N jdf df

−
=

+ −
.   (2.53) 

Având cunoscute numerele subunitare Dnj  se pot calcula acum componentele 

periodice, de perioadă Tj  ale semnalului folosindu-se dezvoltarea Fourier: 

( ) ( )

( ) ( )

j 1

j

j 1

j

t

i j
j j

t

t

i j
j j

t

2 2
Re u t cos i t dt ,

T T

2 2
Im u t sin i t dt ,

T T

πω

πω

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ×
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ×
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
   (2.54) 
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( )i jRe ω  şi ( )i jIm ω , fiind componentele reale şi respectiv, componentele 

imaginare ale armonicei i , [Homentcovschi, (1986)], de pulsaţie: 

j
j

2
i i

T
πω× = × ,     (2.55) 

pentru perioada j  a semnalului ( )u t , pe intervalul j j 1t t +→ . 

Într-o formă discretă acestea devin: 

( )
( )

( )

( )

( )

π

ω

π

π

+

+

+

+ +

+

=

⎛ ⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟× − +

⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠= − +⎜
⎜
⎜⎜
⎝

⎞⎛ ⎞
⎟⎜ ⎟× +

⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ +⎟
⎟
⎟⎟
⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟× +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

j 1

j 1

j

j k

N j j
j

i j j
j

N j 1 j 1
j

j 1

DN

N j
j jk 1

2
u cos i 1 Dn v

DN2
Re 1 Dn

DN 2

2
u cos i Dn v

DN
Dn

2

2 2
u cos i k Dn ,

DN DN
  (2.56) 

( )
( )

( )

( )

( )

π

ω

π

π

+

+

+

+ +

+

=

⎛ ⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟× − +

⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠= − +⎜
⎜
⎜⎜
⎝

⎞⎛ ⎞
⎟⎜ ⎟× +

⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ +⎟
⎟
⎟⎟
⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟× +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

j 1

j 1

j

j k

N j j
j

i j j
j

N j 1 j 1
j

j 1

DN

N j
j jk 1

2
u sin i 1 Dn v

DN2
Im 1 Dn

DN 2

2
u sin i Dn v

DN
Dn

2

2 2
u sin i k Dn ,

DN DN
  (2.57) 

în care, eşantioanele jv  şi j 1v +  corespunzătoare începutului şi sfârşitului perioadei 

j , la timpii jt  şi j 1t + , se determină prin interpolare liniară: 

( ) ( ) ( )j jN j N j 1 N jv u Dn u u+
⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

,   (2.58) 

iar numărul de eşantioane corespunzător perioadei j  este: 
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( ) ( )j j 1 jDN N j 1 Dn N j Dn+= + + − − .   (2.59) 

În acest mod se pot determina componentele armonice ale semnalului pe fiecare 
perioadă jT . Metoda dezvoltată este foarte utilă mai ales în cazul proceselor 

tranzitorii, cum ar fi înregistrarea vibraţiilor la pornirea şi oprirea unui agregat, 
analiza armonică la fiecare perioadă impunându-se pentru determinarea regimurilor 
critice. 
 
 

2.4.2. Determinarea componentelor periodice din semnalul 
înregistrat în lipsa semnalului marcator al perioadei 

 
În multe cazuri practice ale analizei vibraţiilor şi zgomotelor este necesară 
detectarea componentelor armonice fără a dispune de condiţii tehnice pentru 
obţinerea unui semnal marcator de perioadă, [Cioara, Bereteu, Dragomir, (1993)]. 
În acest sens s-a elaborat un algoritm pentru detectarea componentelor armonice 
utilizând spectrul transformatei rapide Fourier prin componentele sale ( )Re ω , reală 

şi ( )Im ω , imaginară, procesate pentru o durată finită de timp de lungime T  a unui 

semnal ( )u t , care au formele: 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T

0
T

0

2
Re u t cos t dt

T

2
Im u t sin t dt

T

ω ω

ω ω

=

=

∫

∫
,    (2.60) 

unde pulsaţia, 2 fω π= , este variabilă în domeniul frecvenţă. 

Aplicând cele două integrale unui semnal armonic, de pulsaţie h h2 fω π= , 

  ( ) ( ) ( )h hu t X cos t Y sin tω ω= + ,   (2.61) 

se obţin expresiile analitice 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

h h

h h

h h

h h h h

sin T sin TX
Re

T

cos T cos TY 1 1
,

T

ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω

⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥= + +

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥+ − −

+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
   (2.62) 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

h h

h h h h

h h

h h

cos T cos TX 1 1
Im

T

sin T sin TY
.

T

ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥= − − − + +

+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥− +

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 (2.63) 

Semnalul ( )u t  înregistrat pe o secvenţă finită de timp T : 
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  T N tΔ= × ,      (2.64) 
digitalizat în N  eşantioane, cu incrementul de eşantionare tΔ , va duce, prin 

aplicarea transformatei discrete Fourier, la un spectru complex compus din N 2  

perechi de componente discrete, (fig.2.15.), ( )iRe ω , reale, şi ( )iIm ω , imaginare, 

corespunzătoare pulsaţiilor discrete: 
  i i , i 0,1,2,...N 2ω Δω= × = ,    (2.65) 

unde incrementul de pulsaţie, este: 

  
2
T
πΔω = .      (2.66) 

În spectrul de linii, (fig.2.15.), în apropierea unei componente armonice de pulsaţie: 
  h hω Δω= ×       (2.67) 

se obţine un vârf de componente ( )pRe ω  şi ( )pIm ω  de pulsaţie: 

  p pω Δω= × ,      (2.68) 

p  fiind un număr întreg reprezentând indicele liniei spectrale de amplitudine 
maximă locală: 

 ( )( ) ( )( )ω ω= + =
2 2

i i iU Re Im , i p     (2.69) 

situată în imediată vecinătatea a componentei armonice de pulsaţie hω , unde h  

este un indice fracţionar, ce poate fi exprimat ca o sumă: 
  h p k , 1 k 1= + − < <      (2.70) 

k  fiind un număr fracţionar subunitar, pentru k  negativ, componenta armonică 
fiind ascunsă în stânga liniei spectrale de pulsaţie pω , iar pentru k  pozitiv 

componenta armonică fiind ascunsă la dreapta. 
 

 
Fig.2.15. Ilustrarea liniilor spectrale complexe ale unei componente armonice. 
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Deci, problema determinării componentei armonice de pulsaţie se reduce la 
identificarea parametrului k , având cunoscute din spectrul Fourier componentele 
spectrale în jurul unui vârf. 
Pentru pulsaţiile iω : 

 ( )i p s p s , 3, 2, 1 s 0,1,2,3ω Δω= + = + − − − < <… …   (2.71) 

situate în vecinătatea pulsaţiei hω  şi distanţate cu indicele s , vor rezulta din 

relaţiile (2.62) şi (2.63), ţinând seama că p  şi s  sunt numere întregi: 

 
( ) ( )

( )( )2 2
p k

Re(s) X sin 2 k Y cos 2 k 1
p k p s

π π
π

+
= − −

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (2.72) 

şi 

 ( )
( ) ( )

( )
2 2

p s
Im s X cos 2 k 1 Y sin 2 k

p k p s
π π

π

+ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.73) 

Amplitudinea componentei spectrale a liniei s  este: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

π
π

= + =
−

2 2
h

sin k
U s Re s Im s U

k s
,  (2.74) 

unde 

   = +2 2
hU X Y     (2.75) 

În figurile 2.16.a., 2.16.b. şi 2.16.c., s-a reprezentat grafic raportul amplitudinilor 

( ) hU s U . 

Astfel, pentru k 0= , (fig.2.16.a.), raportul ( ) hU s 0 U 1= = , iar ( ) hU s 0 U 0≠ =  

existând o singură linie spectrală în spectru. 
 

 
Fig.2.16. Ilustrarea liniilor spectrale ale unei analize Fourier în funcţie de fracţiunea k . 

 
Pentru k 0≠ , (fig.2.16.b. şi fig.2.16.c.) se formează un spectru de linii distribuite 
lateral liniei spectrale hU  corespunzătoare armonicei căutate, ascunsă în spectrul de 

linii, [Căplescu, Hule, Cioara, (2007.a)]. 
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Dacă armonica hU  este cuantifică după valorile maxime din spectru, atunci aceasta 

va fi subevaluată cu eroarea procentuală: 

  
( ) ( )

( )
π

ε
π

= − = −
−k

h

U s sin k
1 max 1 max

U k s
.  (2.76) 

care poate atinge, conform figurii 2.17., o valoare maximă de subevaluare de 
36.3% , pentru k 0.5= , ceea ce este inadmisibil în cazul unei analize a nivelurilor 
de vibraţii pe structura unui utilaj, care trebuie încadrate în anumite limite de 
severitate. 
 

 
Fig.2.17. Ilustrarea erorii de evaluare a unei componente armonice după liniile unui spectru 

discret. 
 
De asemenea, faza componentei armonice: 

Y
arctg

X
ψ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (2.77) 

este afectată de erori dacă este estimată prin componentele vîrfului din spectru: 

( )
( )p

Im p p
arctg arctg tg

Re p p k
ϕ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠

,   (2.78) 

de unde rezultă valoarea fazei: 

p
p k

arctg tg
p

ψ ϕ
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (2.79) 

Pentru determinarea fracţiunii k  se revine la relaţia (2.74), care pentru s 0= , ce 
corespunde componentei de pulsaţie pω  şi valorii maxime locale: 

( ) ( )π
π

= h
sin k

U 0 U
k

     (2.80) 

Prin împărţirea relaţiilor (2.74) cu (2.80) se obţine o ecuaţie, 
( )
( )

= =
−s

U s k
r

U 0 k s
     (2.81) 

cu o singură necunoscută k , care trebuie să verifice şi şirul de ecuaţii: 
− − = = − −sr k s k 0, s 2, 1,0,1,2… … .  (2.82) 

În plus, componenta armonică este localizată între primele două linii ale spectrului 
de valori maxime. Astfel, dacă:
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1 1

1

U 1 r
U s 0 U s 1 U s 1 r k

U 0 1 r
= > = > = − ⇒ = ⇒ =

+
,  (2.83) 

ceea ce înseamnă că, această componentă armonică căutată este localizată în 
spectru la dreapta componentei maxime locale U(s 0)=  la frecvenţa, 

  ( )h 1f p k fΔ= +       (2.84) 

valoarea componentei armonice calculându-se cu relaţia: 

  ( ) ( )
π
π

= 1
h

1

k
U U 0

sin k
     (2.85) 

iar dacă: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1 1

1

U 1 r
U s 0 U s 1 U s 1 r k

U 0 1 r
−

− −
−

−
= > = − > = ⇒ = ⇒ =

+
  (2.86) 

componenta armonică fiind situată la stânga componentei ( )U 0 , la frecvenţa: 

  ( )h 1f p k fΔ−= −      (2.87) 

amplitudinea sa fiind dată de: 

  ( ) ( )
π
π
−

−
= 1

h
1

k
U U 0

sin k
.     (2.88) 

În continuare se poate calcula prin relaţia (2.79), faza ψ , care‚ ţinând cont de 
k p<< , va fi: 

  
( )
( )p

Im p
arctg

Re p
ψ ϕ

⎛ ⎞
≈ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
,    (2.89) 

iar componentele, X , reală şi Y , imaginară: 
  ( ) ( )X U 0 cos , Y U 0 sinψ ψ= = .   (2.90) 

 
 
 2.4.2.1. Exemplu 
 
Se consideră un semnal de vibraţii ( )u t  înregistrat pe un utilaj compus din trei 

componente: 

  ( )ω ϕ
=

= +∑
3

i i i
i 1

u(t ) Ua sin t ,    (2.91) 

pentru care s-a luat: 1Ua 1.5= , 2Ua 2=  şi 3Ua 0.9=  şi frecvenţele componentelor 

armonice: 1f 18.21Hz= , 2f 33 Hz=  şi 3f 2 18.21Hz= × , pentru care pulsaţiile 

( 2 fω π= ): 1
1 114.35 sω −= , 1

2 228.71sω −=  şi 1
3 207.35 sω −= , iar fazele 

1 0 radϕ = , 2 2 radϕ π=  şi 3 0 radϕ = . 

Semnalul ( )u t , sumă a celor trei componente, pentru o secvenţă de T 1.5 s= , 

 ( ) ( )Δ ω ϕ
=

= = + =∑
3

j i i j i
i 1

u t j t Ua sin t , j 0,1,2, N…   (2.92) 
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digitalizat cu incrementul t 0.001sΔ = , printr-un număr de N 1500=  eşantioane 
prezentate în vibrograma din figura 2.18. 
 

 
Fig.2.18. Vibrograma semnalului ( )u t  compus din trei componente armonice. 

 
Prin aplicarea transformatei rapide Fourier, apelând la subrutina MathCad 

( )F : cfft u= , care calculează amplitudinile: 

( ) ( )= + =
2 2

j j jUa Re F Im F , j 0,1,2, N 2… , 

liniilor spectrului din figura 2.19., se relevă trei vârfuri 1V , 2V  şi 3V  

corespunzătoare celor trei componente armonice ce trebuie identificate din spectrul 
discret. 
În prima fază sunt localizate cele trei vârfuri prin linia de programare, 

k k 1 k k 1

j

j 0
N

for k .. 1
2

p : if Ua a Ua Ua Ua

j j 1
q k

q

− +

←

∈ −

= > ∧ ∧ >

← +
←

 

se determină, în mod automat, indicii corespunzători eşantioanelor vârfurilor, 
valorile acestora fiind date în vectorul, 

( )Tp : 27 50 55= . 
Se impun condiţiile (2.83) şi (2.86) pentru calculul rapoartelor 

e : 1 3= … , 
( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

e
e e

e

e
e e

e

p 1
p 1 p 1

p
e

p 1
p 1 p 1

p

Ua
if Ua Ua

Ua
r :

Ua
if Ua Ua

Ua

+
+ −

−
+ −

>

=

<
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rezultând ( )Tr : 0.466 0.753 0.599= , care permit calculul fracţiunile: 

e
e

e

r
k :

1 r
=

+
 

şi semnul corect al valorilor fracţionale k , prin linia de programare, 

 ( ) ( )

( ) ( )
e e

e e

e p 1 p 1
e

e p 1 p 1

k if Ua Ua
k :

k if Ua Ua

+ −

+ −

>
=

− <

 

( )Tk : 0.318 0.43 0.375= − − . 
În final, sunt determinate amplitudinile vârfurilor 1Vh , 2Vh  şi 3Vh : 

( )
π
π

=
e

e
h

e

k
U

sin k
, 

rezultând valorile, 

( )T
hV : 1.501 1.998 0.924= , 

foarte apropiate de cele considerate iniţial, în procesul de simulare 

( )T
0V : 1.500 2.00 0.900= . 

Valori aproape identice, sunt obţinute şi pentru frecvenţe: 

( )T
hf : 18.213 33.016 36.444= , 

( )Tf : 18.210 33.000 36.4200= . 

 

 
Fig.2.19. Ilustrarea identificării componentelor armonice din spectrul unui semnal. 
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2.4.3. Determinarea componentelor periodice din semnalul 

înregistrat folosind tehnica analizei modale 
 
Dacă semnalul ( )u t , sumă a mn  componente armonice, se multiplică printr-o 

funcţie exponenţială σte− se obţine: 

( ) ( )
mn

t
d r r i

r 1

u t Ua e sin p tσ ϕ−

=

= +∑   (2.93) 

o formă corespunzătoare unei vibraţii libere amortizate (fig.2.20.) după mn  moduri 

naturale având pseudopulsaţiile proprii r pω = : 

( ) ( )

( )

m

m
r r

n
t

d r r i
r 1

n
t t

rr
r 1

u t Ua e sin p t

1
X e X e

2

σ

λ λ

ϕ−

=

=

= +

= +

∑

∑
   (2.94) 

unde 
( )
( )

r r r r

r i i i

X Ua sin j cos

X Ua sin j cos

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= +

= −
    (2.95) 

şi 

r r r rjp , jpλ σ λ σ= − + = − −     (2.96) 

 

 
Fig.2.20. Vibrograma semnalului ( )u td . 

 
Imaginea în domeniul frecvenţă a legii de mişcare (2.94) se obţine aplicând 
transformata Fourier, 

( ) ( )

( ) ( )

m

m

n
j t r r

d d
r rr 1

n
r r

r rr 1

X X
U u t e dt

j j

X X
,

j p j p

ωω
ω λ ω λ

σ ω σ ω

∞
−

=−∞

=

⎛ ⎞
= = + =⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + +⎝ ⎠

∑∫

∑
  (2.97)
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matematic, similar, cu un răspuns staţionar al unei structuri la o excitaţie armonică 
de pulsaţie ω . 
Pentru un semnal înregistrat pe structura care are mişcarea vibratorie liber 
amortizată, componenta modală corespunzătoare unei excitaţii de pulsaţie ω  
apropiată de cea proprie, modul r , ( rω ω≈ ) poate fi aproximată de: 

( ) ( )
rR rI

r r r
r r

X jX
u A jB

j p
ω

σ ω
+

≈ + +
+ −

,   (2.98) 

r rA jB+  este o constantă complexă, iar rRX , rIX  sunt componentele reală, şi 

respectiv imaginară după i  din spectrul Fourier. 
În planul complex O Re Im  (fig.2.21.), diagrama Nyquist a ( )ru ω  este un cerc rC , 

[Baese-Meyer, (2001)]. 
Folosind algoritmul de aproximare prin curbe polare, din [Cioara, (1988)], pot fi 
estimaţi pseudopulsaţia, rp  şi factorul de amortizare modală, rσ , rezolvând 

sistemul de ecuaţii liniare: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

r s i r s k ks k i ik k s i

r s k r s i is k i ik i s k

p T T

p T T ,

ω ω σ ω ω ω ω ω ω ω

ω ω σ ω ω ω ω ω ω ω

⎡ ⎤− + − − − = −⎣ ⎦
⎡ ⎤− + − − − = −⎣ ⎦

 (2.99) 

unde iω , kω  şi sω  sunt frecvenţele corespunzătoare celor trei puncte 

reprezentative ( )iP ω , ( )kP ω  şi ( )sP ω  de pe curba rC , obţinute din datele 

experimentale şi 

( )ik
ik

1
T

tg 2β
= ,   (2.100) 

obţinut de asemenea din curba rC . 

 

 
Fig.2.21. Diagrama Nyquist în jurul unui vârf de rezonanţă din spectrul Fourier. 
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Sistemul (2.99) poate fi rezolvat cu metoda celor mai mici pătrate dacă sunt luate în 
considerare mai mult de trei puncte. Având determinaţi cei doi parametrii rp  şi rσ  

poziţia punctului reprezentativ ( )rP p  este dată de unghiul: 

k r
rk

r

p
2 arctg

ω
β

σ
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (2.101) 

în sistemul de referinţă r k kO x y  şi în sistemul de referinţă O Re Im  de unghiul rθ : 

r k rkθ δ β= +      (2.102) 

unde 

( ) ( )
( ) ( )

k c
k

k c

Im I r
arctg

Re R r

ω
δ

ω

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

,   (2.103) 

unde cR  şi cI  sunt coordonatele modale ale centrului cercului. 

Constantele rA  şi rB din relaţia (2.98) au formele: 

( ) ( )
( ) ( )

r c 0 r

r c 0 r

A R r R r cos ,

B I r R r sin ,

θ

θ

= −

= −
   (2.104) 

şi contribuţiile modale 

( ) ( )r r 0 r r r 0 rX 2 R r cos , Y 2 R r sinσ θ σ θ= =   (2.105) 

unde 0R  este raza cercului. 

Spectrul Fourier al semnalului ( )du t  scoate în evidenţă aceleaşi componente 

modale reprezentate în planul complex Nyquist prin cercurile modale 1C , 2C  şi 3C , 

pe care sunt plasate punctele ( )1P p , ( )2P p  şi ( )3P p  corespunzătoare modurilor 

naturale, având frecvenţele proprii: 

( )T
pf : 18.205 33.100 36.430= , 

foarte apropiate valoric de cele simulate. 
 

 
Fig.2.22. Diagrama Nyquist a spectrului Fourier a semnalului ( )u td . 
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Semnalului ( )du t  provenit din semnalul ( )u t  multiplicat cu funcţia exponenţială 

te σ−  descrescătoare i se pot aplica şi alte metode de estimare a parametrilor 
modali, cum ar fi metodele din domeniul timp: metoda seriilor Prony sau metodele 
Ibrahim, şi unele mai noi, care utilizează date din domeniul timp–frecvenţă, ca 
metoda transformatei wavelets. 
 
 

2.5. Utilizarea transformatei Wavelets la extragerea 
unor particularităţi dintr-un semnal de vibraţii 

 
 

2.5.1. Consideraţii generale 
 
Dacă apariţia algoritmului Cooley-Tukey a fost la vremea apariţiei lui, un mare 
ajutor pentru calculul transformatei Fourier cu mijloacele existente, la ora actuală, 
posibilităţile de calcul crescând, au permis calculul unor transformate mult mai 
complexe, cum este transformata wavelet (small wave). Introdusă la începutul 
anilor 1980 şi considerată la început o curiozitate matematică, şi-a găsit până în 
prezent numeroase aplicaţii, cu o gamă largă de familii de funcţii. 
O formă generală a funcţiei wavelet este: 

( ) 1 t b
g t ,a,b g

aa

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    (2.106) 

unde funcţia ( )g t  a fost numită funcţia mamă wavelet (mother wavelet), a  şi b , 

doi parametrii: a 0> , a , fiind la numitorul fracţiei 
t b

a
− , este numit parametru de 

dilataţie, iar b  este numit parametru de translaţie. 
Asemănător cu transformata Fourier a semnalului ( )u t , transformata wavelet a 

aceluiaşi semnal este dată de integrala, [Kobayashi, (1998)], [Poteraşu, Zăgan, 
(1999)]: 

( ) ( )1 t b
W a,b u t g dt

aa

∞

−∞

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫     (2.107) 

unde g  însemnând forma conjugată a funcţiei g . 
Ţinând cont de identitatea lui Percival: 

( ) ( ) ( )t b
2 u t g dt F G ,a,b dt

a
π ω ω
∞ ∞

−∞ −∞

−⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ ,   (2.108) 

integrala (2.107) trece sub forma: 

( ) ( ) ( )1
W a,b F G ,a,b d

2 a
ω ω ω

π

∞

−∞

= ∫ ,    (2.109) 

( )G ,a,bω , fiind transformata Fourier a funcţiei 
t b

g
a
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

: 
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( ) j tt b
G ,a,b g e dt

a
ωω

∞
−

−∞

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ .    (2.110) 

Printr-o schimbare de variabilă: 
t a bτ= + ,      (2.111) 

transformata (2.110) devine: 

( ) ( ) ( )j b j a j bG ,a,b ae g e d aG a eω ω τ ωω τ τ ω
∞

− − −

−∞

= =∫ ,   (2.112) 

unde 

( ) j tG( ) g t e dtωω
∞

−

−∞

= ∫       (2.113) 

este transformata Fourier a funcţiei mamă wavelet, [Fugal, (2006)]. 
Ţinând cont de (2.110) şi (2.112) se obţine: 

( ) ( ) ( ) j b1
W a,b a F G a e d

2
ωω ω ω

π

∞

−∞

= ∫ ,    (2.114) 

forma transformatei inverse Fourier a funcţiei ( ) ( ) j ba F G a e ωω ω , definită în 

domeniul frecvenţă. Funcţia ( )W a,b  este cunoscută în literatură, ca transformata 

wavelet. 
De obicei, transformata wavelet este o funcţie complexă 

( ) ( )( ) ( )( )= +W a,b Re W a,b j Im W a,b ,   (2.115) 

de modul: 

( ) ( )( ) ( )( )= +
2 2

W a,b Re W a,b Im W a,b    (2.116) 

şi fază: 

( ) ( )
( )

φ =
Im a,b

a,b arctg
Re a,b

.     (2.117) 

Aplicaţiile transformatei wavelet sunt numeroase, [Bremaud, (2002)], [Mallat, 
(2009)], dar eficienţa aplicării ei depinde mult de funcţia mamă wavelet, ( )g t ,a,b , 

ceea ce a dus la dezvoltarea unor funcţii specifice aplicaţiei abordate. 
Printre cele mai cunoscute este funcţia Morlet wavelet, de forma, [Boggess, 
Narcowich, (2001)], [Lepik, (2001)]: 

( ) ( ) ( )( )2 2
0j t 0.5t 0.5t

0 0g t e e e cos t j sin tω ω ω− −= = +    (2.118) 

ale cărei componente, reală, ( )( )Re g t  şi imaginară, ( )( )Im g t  sunt reprezentate în 

figura 2.23., iar spectrul său, ( )G ω , în figura 2.24., prin cele două componente, 

reală, ( )( )Re G ω  şi imaginară, ( )( )Im G ω . 
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Fig.2.23. Ilustrarea funcţiei wavelet ( )g t  Morlet pentru −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

1ω 20 s0 . 

 

 
Fig.2.24. Spectrul Fourier al funcţiei wavelet Morlet pentru ω −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

120 s0 . 

 
 

2.5.2. Aplicaţii la sisteme liniare 
 
 În majoritatea codurile de procesare a semnalelor sunt implementate 
funcţiile transformatei Wavelet, [Norton, (1989)], [Polikar, (1995)]. Astfel, în codul 
AutoSignal este implementată transformata Wavelet cu funcţia Morlet prezentată 
mai sus. 
Rezultatele se dau atât grafic, prin reprezentări 2D (fig.2.25.c. şi fig.2.27.c.) şi 3D 
(fig. 2.26. şi fig.2.28.), sau tabelar, prin reprezentarea magnitudinii: 

( ) ( )( ) ( )( )τ τ τ= + =
2 2

i i i i i iW ,f Re W ,f Im W ,f , j 0,1,2, n.…  (2.119) 

 
Tabel 2.2. Valorile discrete ale magnitudinii ( )τW ,fi i  ale transformatei Wavelet pentru 

semnalul ( )u t . 

i  i sτ ⎡ ⎤⎣ ⎦  if Hz⎡ ⎤⎣ ⎦  ( )i iW ,fτ  

0  39 10−⋅  0.12207  46.412915 10−⋅  
.  .  .  .  

8002  2.878  25.312944  1.568338  
.  .  .  .  

15699  2.973  50  31.96003 10−⋅  
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Analizând figurile 2.25., reprezentând: a. vibrograma unui semnal ( )u t  compus din 

trei componente armonice având frecvenţele, 1f 18.2 Hz= , 2f 33 Hz=  şi 

3f 36.4 Hz= ; b. spectrul Fourier al semnalului ( )u t  şi c. reprezentarea 2D a 

transformatei wavelet Morlet, se pot constata corelaţii clare între cele trei 
reprezentări grafice. 
 

 
Fig.2.25. Ilustrarea analizei unui semnal ( )u t  compus din trei componente armonice de 

frecvenţe =f 18.2 Hz1 , =f 33 Hz2  şi =f 36.4 Hz3 ; a. Vibrograma semnalului ( )u t ; 

b. Spectrul semnalului ( )u t ; c. Reprezentarea 2D a transformatei wavelet Morlet în modul a 

semnalului ( )u t . 

 
Astfel, variaţiile de amplitudine, sub formă de bătăi datorate frecvenţelor apropiate 
valoric, ( 2f 33 Hz=  şi 3f 36.4 Hz= ), ale componentelor armonice corespunzătoare 

celor două frecvenţe, se regăsesc în reprezentarea 2D wavelet sub forma unor 
contururi închise, colorate în funcţie de nivelurile transformatei wavelet; contururi ce 
se repetă periodic pe axa timpului 0 τ→ , cu aceeaşi perioadă a bătăilor. 
De asemenea, componenta armonică de frecvenţă 1f 18.2 Hz=  este prezentată în 

reprezentarea wavelet 2D printr-o bandă de nivel constant, axată după aceeaşi 
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frecvenţă 1f , reprezentarea 3D din figura 2.26., clarifică suplimentar cele de mai 

sus. 
 

 
Fig.2.26. Reprezentarea 3D a transformatei wavelet Morlet în modul a 

semnalului ( )u t . 

 
Pentru aceleaşi componente de frecvenţe 1f 18.2 Hz= , 2f 33 Hz=  şi 3f 36.4 Hz= , 

dar considerate liber amortizate, vibrograma semnalului ( )u t  arată ca în figura 

2.27.a., iar spectrul său, ca în figura 2.27.b. 
Corespunzătoare acestora, contururile în reprezentarea wavelet 2D 
(corespunzătoare componentelor de frecvenţe 2f 33 Hz=  şi 3f 36.4 Hz= ) sunt tot 

periodice dar, cum este şi normal, atenuate ca niveluri, în funcţie de poziţia lor pe 
axa timpului 0 τ→ . 
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Fig.2.27. Ilustrarea analizei unui semnal ( )u t  compus din trei component modale amortizate 

de frecvenţe =f 18.2 Hz1 , =f 33 Hz2  şi =f 36.4 Hz3 ; a. Vibrograma semnalului ( )u t ;  

b. Spectrul semnalului ( )u t ; c. Reprezentarea 2D a transformatei wavelet Morlet în modul a 

semnalului ( )u t . 

 

 
Fig.2.28. Reprezentarea 3D a transformatei wavelet Morlet în modul a 

semnalului ( )u t  compus din trei componente modale amortizate. 
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Aceeaşi atenuare de nivel se observă şi la componenta amortizată de frecvenţă 

1f 18.2 Hz= , caracterul exponenţial al atenuării fiind mai clar scos în evidenţă în 

reprezentare 3D, (fig.2.28.). 
Transformata wavelet având informaţie atât în domeniul timp cât şi în domeniul 
frecvenţă se poate defini o funcţie de frecvenţă wavelet, definită în domeniul timp 
sub forma: 

( )
( )

( )

2

i
1

2

1

k

k , i k
k k

w i k

i k
k k

f W ,f

f

W ,f

τ τ

τ

τ

=

=

×

=

∑

∑
     (2.120) 

unde 
ik ,f τ  reprezintă frecvenţa eşantionului k : 

kf k fΔ=       (2.121) 

la timpul 

i iτ Δτ=       (2.122) 

pentru care eşantionul transformatei wavelet în punctual ( )P i ,k , (fig.2.29.) este 

( )i kW ,fτ , 
1kf  şi 

2kf  reprezentând limitele benzii de frecvenţă pentru care se 

calculează funcţia de frecvenţă wavelet. 
 

 
Fig.2.29. Ilustrarea calculului funcţiei de frecvenţă wavelet în banda de frecvenţă 

1
fk  şi 

2
fk . 

 
Calculul funcţiei de frecvenţă wavelet se face ţinând cont de aranjarea datelor în 

tabelul 2.2. Prima coloană 0W  a matricii W , tabelul 2.2., conţine indicii de 

coloană, de la j 0=  la n 15699= . Următoarea coloană 1W  a matricii W  conţine 

un şir de bn 100=  blocuri a câte tn 157=  şiruri de valori ale timpului i iτ Δτ= × , 
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( ti 0,1,2, n= … ), (incrementul de timp 3 157 sΔτ = ), cu reprezentare grafică în 

figura 2.30. Urmează coloana a treia, 2W  a matricii W , care conţine 100  blocuri 
a câte 157  valori egale, blocul k  având frecvenţa kf k fΔ= × , cu incrementul de 

frecvenţă f 50 100 HzΔ = . 
 

 
Fig.2.30. Ilustrarea stocării datelor în tabelul matrice. 

 

Ultima coloană, 3W  a matricii W  conţine valorile discrete ale transformatei 
wavelet. Cu aceste date, forma (2.120), a funcţiei de frecvenţă wavelet, devine 
pentru utilizare în Mathcad, 

( )
( ) ( )

( )

2

Q i Q ik k
1

2

Q ik1

k
2 3

k k
w k

2

k k

W W

f i : , i 0,1,2, 156

W

Δτ
+ +

+

=

=

×

× = =

∑

∑
… ,   (2.123) 

indicii 1k  şi 2k  delimitând domeniul de frecvenţă selectat între frecvenţele 

1 1f k fΔ= ×  şi 2 2f k fΔ= × . 

Luând banda de analiză între frecvenţele 1f 10 Hz=  şi 2f 22 Hz= , funcţia de 

frecvenţă wavelet ( )
w1f τ  calculată cu (2.123), este reprezentată (fig.2.31.) printr-o 
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linie dreaptă pe tot intervalul de timp 0 3 sτ = → , axată după frecvenţa de 
18.27 Hz , valoric apropiată de frecvenţa primei componente armonice de 18.2 Hz . 
 

 
Fig.2.31. Reprezentarea funcţiilor de frecvenţă wavelet pentru un semnal ( )u t  compus din trei 

componente armonice având frecvenţele modale f 18.2 Hz1 = , f 33 Hz2 =  şi f 36.4 Hz3 = . 

 
Pentru banda de frecvenţă 1f 25 Hz=  la 2f 50 Hz=  rezultă o funcţie de frecvenţă 

wavelet variabilă în timp, între limita superioare 
w3f 35.66 Hz=  şi 

w2f 33.77 Hz= , 

funcţie periodică cu perioada bătăii celor două componente ale semnalului ( )u t , de 

frecvenţe apropiate 2f 33 Hz=  şi 3f 36.4 Hz= . Deci, şi în cazul componentelor 

armonice de frecvenţe apropiate ale unui semnal, metoda funcţiei wavelet poate fi 
utilizată la identificarea frecvenţelor. 
 

 
Fig.2.32. Reprezentarea funcţiilor de frecvenţă wavelet pentru un semnal ( )u t  

compus din trei componente modale liber amortizate având frecvenţele modale f 18.2 Hz1 = , 

f 33 Hz2 =  şi f 36.4Hz3 = . 
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Pentru un semnal ( )u t  (fig.2.32.) compus din componente modale liber amortizate 

aplicând metoda funcţiei de frecvenţă wavelet se obţin rezultate asemănătoare cu 
aplicarea funcţiei la un semnal compus din componente armonice, funcţia ( )

w1f τ  

este o linie orizontală, având ecuaţia ( )
w1f 18.17 Hzτ = , de valoare foarte 

aproapiată de cea exactă 1f 18.2 Hz= . 

Celelalte două componente modale având frecvenţele 2f 33 Hz=  şi respectiv, 

3f 36.4 Hz=  se regăsesc în funcţia ( )wf τ  printr-o linie variabilă între limitele 

( )
w2f 35.43 Hzτ =  şi ( )

w3f 37.43 Hzτ = , cu o diferenţă valorică ceva mai mare faţă 

de frecvenţele 2f  şi 3f . 

Ambele semnale ( )u t , liber neamortizat şi liber amortizat rezultă în urma unor 

excitaţii iniţiale ale sistemelor liniare, modelate prin sisteme de ecuaţii diferenţiale 
liniare: 

( ){ } ( ){ } ( ){ } { }M u t C u t K u t 0+ + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (2.124) 

C 0=⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , pentru sisteme neamortizate şi C 0≠⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , pentru sisteme amortizate. 

Observaţie. În urma analizei de mai sus se poate trage concluzia că dacă funcţia de 
frecvenţă wavelet ( )wf τ  a unui semnal ( )u t  este reprezentată în planul wf τ−  

printr-o linie dreaptă paralelă cu axa timpului, sistemul din care provine este un 
sistem liniar, iar frecvenţa semnalului ( )u t  este egală cu wf . 

 
 

2.5.3. Aplicaţii la sisteme neliniare 
 
Să considerăm un sistem neliniar cu un singur grad de libertate, de forma: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
32

2
d c d d k

u t u t u t f u t 0
m dt dt mdt

β
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,  (2.125) 

unde 
3f (u) u uα= +        (2.126) 

este caracteristica elastică neliniară, care, pentru 2α = , arată ca în figura 2.33. 
 

 
Fig.2.33. Ilustrarea caracteristicii elastică neliniare. 
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Rezolvarea numerică a ecuaţiei diferenţiale (2.125) s-a realizat utilizând subrutina 
din MathCad: Odesolve , pentru care se definesc: 

• Given : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
32

2
d c d d k

u t u t u t f u t 0
m dt dt mdt

β
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

, 

• pentru valorile; m 1 kg= , k 246700 N= , 0.9β = , c 0.001= , 

• şi condiţiile iniţiale ( )u 0 2= , ( )u 0 0= , 

• cu definirea domeniului de procesare u : 2, 1.99 ..2= − −  ( pas 0.001= ), 
• definirea secvenţei T 3 s= , 

• apelarea la subrutina ( )u:=Odesolve t ,T , 

• definirea indicilor eşantioanelor i : 0 ..3000=  cu increment de timp 
dt : 0.001s= , 

• it : i dt= , ( )i iu : u t= . 

În figura 2.34., este prezentată vibrograma semnalului ( )u t  rezultat. Aşa cum se 

cunoaşte sistemul fiind neliniar, cu neliniaritate de tip tare, pentru elongaţiile mari 
de la începutul vibrogramei, frecvenţa mişcării vibratorii este evident mai mare 
decât cea corespunzătoare de la sfârşitul secvenţei vibrogramei, unde elongaţiile 
sunt atenuate. 
 

 
Fig.2.34. Vibrograma unui semnal ( )u t  liber amortizat corespunzător unui sistem neliniar 

având caracteristica elastică tare (fig.2.33.). 
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Fig.2.35. a. Reprezentarea 2D a transformatei wavelet; b. Reprezentarea funcţiei de frecvenţă 
wavelet, pentru semnalul ( )u t , (fig.2.34.). 

Această variaţie este scoasă în evidenţă mai clar prin funcţia de frecvenţă ( )wf τ , 

care prezintă o cădere de la ( )wf 0 41.78 Hzτ = =  la ( )wf 3 26.28 Hzτ = =  pe 

intervalul de 0  secunde la 3  secunde. În final, se poate concluziona că măsurând 
semnalul de răspuns liber amortizat al unei structuri şi determinând variaţia în timp 
a funcţiei de frecvenţă wavelet ( )wf τ  se poate aprecia dacă răspunsul structurii, 

prin semnalul ( )u t , este liniar sau neliniar. Dacă ( )wf τ  este o linie dreaptă paralelă 

cu axa timpului Oτ , atunci semnalul provine de la o structură cu un comportament 

dinamic liniar, iar dacă ( )wf τ  are o variaţie de-a lungul secvenţei înregistrate, 

atunci semnalul provine de la o structură cu un comportament neliniar. Astfel, o 
structură care prezintă fisuri induce neliniarităţi locale, care se simt în răspunsul 
măsurat prin semnalul ( )u t , pentru care procesându-se funcţia ( )wf τ  se poate 

corela cu aceasta existenţa şi evoluţia în timp a fisurii. 
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3. RECONDIŢIONAREA SEMNALELOR CU 
NIVELURI DE SATURAŢIE 

 
 

3.1. Consideraţii generale 
 

În foarte multe situaţii se impun măsurători de vibraţii produse de 
evenimente unice, nerepetabile, unde nivelurile posibile ale vibraţiilor ce se dezvoltă 
pe structura investigată sunt complet nepredictibile. Este cazul excitaţiilor prin unde 
seismice produse de cutremure sau prin explozii. 
În aceste cazuri, este foarte greu de a seta corect domeniul amplificărilor al lanţului 
de măsurare, nivelul semnalului înregistrat putând atinge nivelul de saturaţie la care 
semnalul înregistrat va fi tăiat. Astfel, dacă se urmăreşte determinarea nivelurilor de 
deplasări sau de tensiuni pe structura unei construcţii (fig.3.1.), niveluri ce se 
dezvoltă sub acţiunea unei unde seismice, se aplică pe structură un senzor seismic 
sau un traductor electro-rezistiv (TER), [Budura, (2002)], conectat la un montaj în 
punte Wheatstone. 
 

 
Fig.3.1. Ilustrarea efectului de limitare a unui semnal prin saturaţia amplificatorului. 

 
Semnalul ( )tui  furnizat de montajul în punte Wheatstone, proporţional cu 

tensiunea dezvoltată pe structură, este amplificat, în vederea înregistrării, la un 
amplificator instrumental, a cărui caracteristică este liniară numai între două limite, 
( )iL−  şi ( )iL+ , [Buzdugan, Fetcu, Radeş, (1975)]. Peste aceste limite, semnalul de 

ieşire din amplificator este tăiat, amplificatorul intrând în starea de saturaţie. Cele 
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două limite, ( )iL−  şi ( )iL+  sunt reglabile prin setarea rezistenţelor din circuitul 

amplificatorului. Cu cât limitele sunt mai înguste cu atât amplificarea semnalului 
( )tui  este mai ridicată. Dar semnalul ( )eu t , de ieşire din amplificatorul 

instrumental, nu poate depăşi limitele ( )Le±  de saturaţie ale ieşirii amplificatorului, 
rezultând un semnal înregistrat cu vârfurile tăiate în afara acestor limite. 
Cum însă tocmai nivelurile acestor vârfuri interesează pentru stabilirea gradului de 
periculozitate al undei seismice asupra structurii construcţiei respective, stabilirea 
unor metode de prelucrare a unui asemenea semnal în vederea reconstituirii 
semnalului real este de o utilitate aplicativă însemnată. 

O altă problemă importantă pe care o ridică o înregistrare de tip unicat este 
cea legată de setarea unei amplificări scăzute a amplificatorului de măsură. 
În acest caz, semnalul de ieşire din amplificatorul de măsurare, (fig.3.2.), este de 
nivel ridicat, în comparaţie cu domeniul setat la convertorul analog numeric care 
este setat în acelaşi domeniu cu cel al amplificatorului de măsurare, [Buzdugan, 
Mihăilescu, Radeş, (1979)], [Drăgănescu, (2000)], [Hsu, (1995)], [Karu, (1995)]. 
 

 
Fig.3.2. Ilustrarea distorsiunii semnalului analog prin convertire numerică. 

 
Astfel, dacă domeniul de măsură al amplificatorului este V10±  (semnalul de ieşire 
este limitat/tăiat la V10+  şi V10− ), atunci domeniul convertorului este setat tot la 

V10± . Precizia conversiei este dată de numărul de biţi ai convertorului. Un 
convertor analog numeric de 12n =  biţi, des utilizat în captarea semnalelor de 

vibraţii, împarte domeniul V102uc ×=  în 40962N n==  niveluri, cu pasul 

3
cc 10883.4Nuu −×==Δ , semnalul digital reprezentat grafic are forma 

discontinuă, de scară (D, fig.3.2.a. şi fig.3.2.b.). 
Această formă discontinuă generează erori la prelucrarea semnalului, [Shmaliy, 
(2006)], [Ştefănoiu, (2007)], datorită abaterii valorice faţă de forma continuă, 
reală, A. Eroarea devine semnificativă când nivelul semnalului ( )tue , de intrare în 

convertorul A/D este foarte mic în comparaţie cu lăţimea domeniului convertorului 
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( 20V ). Astfel, în figura 3.2.a., semnalul ( )tui  (A), acoperă un domeniu de numai 6 

unităţi, ceea ce face ca eşantioanele conversiei (linia discontinuă D) să nu respecte 
linia semnalului real, ceea ce duce la dificultăţi majore în interpretarea datelor 
înregistrate. 
 
 

3.2. Simularea unei înregistrări cu semnale saturate 
 
 

3.2.1. Modelul dinamic al unei structuri 
 

Se consideră o construcţie cu patru niveluri (fig.3.3.a.), supusă unei unde 
seismice propagată în plan orizontal prin sol, [Căplescu, (2009.a)]. Un model 
mecanic simplificat al deplasărilor orizontale este cel din figura 3.3.b., format din 
patru mase egale m , reduse la cele patru niveluri, între care iau naştere forţele de 
legătură: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )txtxctxtxkF 1ii1ii1l,l +++ −−−−= , ( )4,3,2,1i = ,  (3.1) 

unde ( )txi , fiind legile de mişcare absolute ale celor patru mase, legate între ele 

prin arcurile echivalente de constantă elastică k  şi prin amortizoarele de tip vâscos 
de constante de amortizare c . 
 

 
Fig.3.3. Modelul mecanic simplificat al unei construcţii cu patru niveluri. 

 
Pentru determinarea sistemului de ecuaţii care descriu mişcările celor patru mase se 
utilizează metoda ecuaţiilor lui Lagrange [Radeş, (2006)], 
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{ } { } { } { }
{ }pc c d

T T T T

EE E Ed
0

dt x x x x

⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂⎜ ⎟ − + + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,   (3.2) 

unde: vectorul matrice coloană al legilor de mişcare este, 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }T4321 txtxtxtxtx = ,   (3.3) 

energia cinetică este, 

∑
=

=
4

1i

2
ic xm

2
1

E ,      (3.4) 

energia potenţială de deformaţie, înmagazinată în cele patru arcuri, de constantă 
elastică k  şi în arcul echivalent, de constantă echivalentă sk , al legăturii cu solul, 

prin care se propagă unda de deplasare ( )txs , 

( ) ( )[ ]∑
=

+ −=
3

1i

2
i1ip txtxk

2
1

E ( ) ( )[ ]21ss txtxk
2
1

−+ ,  (3.5) 

iar energia de disipaţie, considerată de tip vâscos, este: 

( ) ( )[ ]∑
=

+ −=
3

1i

2
i1id txtxc

2
1

E .     (3.6) 

Cele trei expresii pot fi scrise sub formele matriceale: 

( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }

T
c

T T
p s s

T
d

1
E x t M x t ,

2
1 1

E x t K x t x t x t ,
2 2
1

E x t C x t ,
2

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

= −⎡ ⎤⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

  (3.7) 

unde: 

s

s

1 0 0 0
0 1 0 0

M m ,
0 0 1 0
0 0 0 1

k
1 1 0 0

k
1 2 1 0K k ,

0 1 2 1
0 0 1 1

c
1 1 0 0

c
1 2 1 0C c ,

0 1 2 1
0 0 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎢ ⎥
− −= ⎢ ⎥⎡ ⎤⎣ ⎦

⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦
⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −= ⎢ ⎥⎡ ⎤⎣ ⎦
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

     (3.8) 
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unde sc  este constanta de amortizare pentru arcul echivalent al legăturii cu solul, 

[Brîndeu, (2001)], rezultând sistemul de ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi 
constanţi, [Beards, (1996)], [Caius, (1971)], [Meirovitch, (1975)], 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ }tQtxKtxCtxM e=++ ,   (3.9) 

unde ( ){ } ( ){ }Tsse 000txktQ =  este vectorul de excitaţie. 

La ecuaţia (3.9) se ataşează sistemul valorilor proprii, [Opriţescu, Căplescu, Cioara, 
(2008)]: 

( ) { }2M λ C λ K 0+ + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .    (3.10) 

Acesta este satisfăcut de patru perechi de valori proprii complex conjugate: 

rrr ipσλ ±−= , ( )4,3,2,1r = ,     (3.11) 

unde rσ  şi rp  sunt coeficientul de amortizare şi respectiv pseudopulsaţia proprie a 

celui de-al r -lea mod natural de vibraţii. 
Modurilor naturale de vibraţii le corespund patru perechi de vectori complex 
conjugaţi, 

IrRrr iXXX ±= , ( )4,3,2,1r = ,    (3.12) 

care dau formele modurilor. 
În vederea aplicării unui algoritm de calcul al valorilor proprii sistemul omogen 
derivat din (3.10) se pune sub forma echivalentă, [Cioara, (2002)], [Thomson, 
(1988)]: 

[ ]{ } [ ]{ } { }0zKzM zz =+ ,     (3.13) 

unde vectorul z  este: 

( ){ } ( )
( ) ⎭⎬

⎫

⎩
⎨
⎧

=
tx
tx

tz ,      (3.14) 

matricele zM  şi zK : 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
K0

0M
Mz  şi [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
=

0K
KC

Kz .   (3.15) 

Sistemul valorilor proprii asociat sistemului de ecuaţii diferenţiale are forma: 

[ ] [ ]( ) { }0
X

X
KM

r

rr
zrz =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
λ

λ , ( )4,3,2,1r = .  (3.16) 

Vectorii proprii formează coloanele matricei modale [ ]X . 

Valorile proprii rλ  şi matricea modală [ ]X  se determină apelând la subrutine 

existente în codurile de calcul numeric. 
În Mathcad cele două subrutine au formele, 

( )zz MKgenvals ,: −=λ  şi ( )zz MKgenvecsX ,: −= .  (3.17) 

Pentru valorile kg1m = , mN1000k = , mN10000ks = , mNs5.1c = , 

mNs15cs = , vor rezulta cele patru perechi de valori proprii corespunzătoare 

pentru cele 4 moduri naturale de vibraţii ale structurii: 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−−
+−
−−
+−
−−
+−
−−

=

i7.1309.0
i7.1309.0
i69.3875.0
i69.3875.0
i58.566.1
i58.566.1
i26.10556.5
i26.10556.5

λ .      (3.18) 

Partea reală a matricei modale este: 

[ ] [ ]
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−
−−

==

0012.045.011
01.014.081.0
11.075.0147.0

11.011.004.0

XReψ ,   (3.19) 

valorile elementelor pe coloane fiind utilizate la construcţia grafică a formelor 
modale, ilustrate în figura 3.4. 
Frecvenţele proprii ale celor patru moduri se determină din relaţia: 

2 2
r r r

1
f p

2
σ

π
= + ,      (3.20) 

valorile acestora fiind prezentate fiecare sub forma modală din figura 3.4. 
 

 
Fig.3.4. Ilustrarea formelor modale pentru modelul mecanic din figura 3.3. 
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3.2.2. Simularea unei unde elastice tranzitorie de tip seismic 
 

O undă în deplasare ( )txs  de tip seismic este definită prin spectrul său şi durata 

evenimentului. Astfel, se consideră un spectru în frecvenţă al undei care să acoperă 
domeniul frecvenţelor proprii ale structurii. 

Un astfel de spectru poate fi simulat plecând de la o secvenţă de semnal de 
zgomot alb (fig.3.5.) generată prin subrutina: 

( ) ,znwhiten:za = ,      (3.21) 
din Mathcad, unde 10000zn =  de eşantioane, cu frecvenţa de eşantionare 

sdt 001.0= . 

 

 
Fig.3.5. Ilustrarea unui secvenţe de semnal zgomot alb. 

 
Spectrul Fourier al secvenei de 10 secunde al semnalului zgomot alb are forma plată 
(fig.3.6., diagrama 1), conţinând toate componentele din domeniul spectral 

Hz5000 − . 

Din acest domeniu am selectat o bandă, între frecvenţele Hzf 5.11 =  şi Hzf 302 = , 

bandă în care sunt localizate cele patru frecvenţe proprii ale modelului dinamic 
analizat. 
Filtrarea s-a realizat printr-o reţea numerică a unui filtru trece bandă, FIR, (Finite 
Impulse Response),implementat în subrutinele Mathcad: 

( ) ,nc,d,f,fbandpass:F 21=      (3.22) 

care defineşte răspunsul la impuls al filtrului, de tip Blackman, [Naforniţă, Gordan, 
Isar, (1998)], trece bandă între frecvenţele; 1f , inferioară şi 2f  superioară, 

raportate la numărul n  de eşantioane al fişierului de date iza  

( 10000n...;,3,2,1i == ), d  întârzierea în şirul de procesarea prin reţeaua 
numerică a filtrului este dată de subrutina: 

( )yf : response z a , F , n= ,     (3.23) 

Pentru ( )Hz5.10015.0f1 = , ( )Hz3003.0f2 = , 6nc =  (ponderea filtrului) spectrul 

de bandă a semnalului de ieşire yf  din reţeaua numerică este reprezentat în figura 
3.6., prin diagrama 2. 
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Fig.3.6. Ilustrarea filtrării zgomotului alb în banda spectrală f 1.5 Hz, f 30 Hz1 2= = . 

 

 
Fig.3.7. Ilustrarea răspunsului FIR la impuls cu întârzierea d 2 2000=  eşantioane. 

 
În figura 3.8., este prezentată diagrama răspunsului yf  filtrului FIR trece bandă, la 
secvenţa za  de zgomot alb. 
 

 
Fig.3.8. Filtrarea secvenţei za  de zgomot alb în banda de frecvenţă 1.5 Hz 30 Hz− . 

 
Pentru simularea unei secvenţe de undă elastică ( )sx t , cu durata de 8 secunde se 

aplică asupra secvenţei yf , fereastră cosinusoidală: 
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7999..0:r;
4000
r

cos1yf
2
1

:xs 1999rr =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= +

π
,  (3.24) 

reprezentată grafic în figura 3.9. 
 

 
Fig.3.9. Legea de variaţie a undei de deplasare simulate ( )x ts . 

 
 
 

3.3. Simularea răspunsului sistemului dinamic la excitaţia 
prin unda seismică 

 
 

3.3.1. Simularea prin integrare numerică a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale 

 
Cu lege de excitaţie simulată (3.24) se construieşte vectorul de excitaţie: 

( ){ } ( ){ }Te s sQ t k x t 0 0 0= ,    (3.25) 

iar răspunsul sistemului dinamic (3.9) se poate determină pe cale numerică. 
În acest sens, sistemul dinamic se pune sub forma, 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }( )
( ) { }

1
e

dy t
M C y t K x t Q t ,

dt

dx t
y ,

dt

−⎧ ⎫⎪ ⎪ = − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎬ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.26) 

sau într-o formă discretă iterativă Euler, 

{ } { } { } { } { }

{ } { } { } ( )

ii 1 i i i1
e

i 1 i i

y y h M C y K x Q ,

x x h y , i 0, 1, 2, ..., n ,

+ −

+

⎛ ⎞
= + − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎝ ⎠

= + =

  (3.27) 

cu condiţiile iniţiale: 

{ } { } { } { }TT00 0000zeryx === ,   (3.28) 
unde h , fiind incrementul de timp al iteraţiei. 
Acest algoritm a fost transpus într-un program în Mathcad: 
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w

x,xaugmentw

QkxcyDhyy

yhxx

1n..0ifor
x

y

:w

i

i
e

iii1i

ii1i

zer0

zer0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
←

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+←

+←

−∈

=

+

+

←

←

 

unde 1D M −⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , coloanele matricei w  cumulând şirul de vectori { } ix , 

cuprinzînd legile de mişcare ( )tx1 , ( )tx2 , ( )tx3  şi ( )tx4  ale celor patru mase, 

vibrogramele lor fiind date în figura 3.10. 
Unda elastică în deplasare simulată ( )txs  durează timp de 8 secunde după timpul în 

care sunt excitate toate cele patru moduri, după care structura vibrează liber 
amortizat, după frecvenţele modurile sale naturale de vibraţii. 
 

 
Fig.3.10. Legile deplasărilor ( ) ( ) ( ) ( )x t , x t ,x t ,x t1 2 3 4  ale structurii la o excitaţie prin unda 

elastică simulată ( )x ts , de durată finită, 8 secunde. 

 
Cum este normal, de-a lungul celor 8 secunde de acţiune a undei elastice sunt 
excitate toate modurile, după care componentele modale se amortizează în timp, 
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cele corespunzătoare primului mod cu frecvenţa de Hz18.2 , având o durată mai 
lungă de atenuare. 
Spectrele Fourier ale semnalelor sunt procesate, pe întreaga perioadă 20T =  
secunde a secvenţei, după forma discretă, 

( ) ( ) tetix
tn

1
fqfS n

iq2
j1n

0i
mqm ΔΔ

Δ
Δ

π ×
−−

=
∑ ×=×= ,  (3.29) 

( 4,3,2,1m = ; 2n...,,2,1,0q = ), unde tΔ  este incrementul de eşantionare în 
timp, iar fΔ  este incrementul liniilor spectrale, 

tn
1

T
1

f
Δ

Δ
×

==       (3.30) 

sunt prezentate, împreună cu spectrul ( )qs fS  semnalului undei elastice 

perturbatoare, în figura 3.11. 
Spectrul de excitaţie ( )qs fS  are cum este normal o formă neregulată, continuă, în 

timp ce în spectrele semnalelor ( )qm fS  se disting, suficient de clar, vârfurile 

corespunzătoare modurilor naturale de vibraţii ale structurii. 
Cele mai evidente sunt cele corespunzătoare primului mod natural, la frecvenţa de 

Hz18.2f1 = , care se atenuează ultimele. 

 

 
Fig.3.11. Spectrele Fourier ale legilor de mişcare, ( ) ( ) ( ) ( )x t , x t ,x t ,x t1 2 3 4  şi a undei 

elastice ( )x ts . 

 
Spectrele semnalelor se ordonează mai clar după frecvenţele modurilor naturale, pe 
măsură ce secvenţa de timp analizată (zona galbenă, fig.3.10.) este deplasată pe 
abscisa timpului cu 0t , (fig.3.12.a., b., c.): 
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a. t 5 s0 =   

b. t 6 s0 =  

 
c. t 7 s0 =  

 
d. t 8 s0 =  

 
Fig.3.12. Spectrele Fourier pentru diferite secvenţe de timp ale unei înregistrări. 

 
Pe măsură ce scade influenţa excitaţiei, care acţionează pe durata primelor 8 
secunde, (fig.3.10.), vârfurile modale în spectre devin din ce în ce evidente, 
(fig.3.12.), cum sunt cele din figura 3.12.d., pentru care 0t 8 s= , excitaţia 

încetează, răspunsul structurii conţinând numai componentele mişcărilor vibratorii 
liber amortizate, [Căplescu, Cioara, (2009.b)]. 
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3.3.2. Forma convolutivă a răspunsului modal 
 
Analitic răspunsul modal al modelului dinamic cu amortizare proporţională, are 
forma: 

( ){ } { } ( )

{ }{ } ( ) ( ){ } ( )

r

r

N
t

r 1,r r 2,r r
r 1

tTN
tr r

e r
r rr 1 0

x t e C sin p t C cos p t

e Q sin p t d ,
m p

σ

σ τ

ψ

ψ ψ
τ τ τ

−

=

− −

=

= + +

−

∑

∑ ∫
  (3.31) 

unde prima sumă reprezintă răspunsul liber amortizat, iar a doua reprezintă 
răspunsul forţat la excitaţia ( ){ }τeQ . 

{ }rψ , ( )4,3,2,1r =  sunt vectorii proprii care formează coloanele matricei modale 

(3.19.), în cazul de faţă având formele numerice: 

{ } { }

{ } { }

1 2

3 4

0.044 0.105
0.472 1

, ,
0.812 0.398
1 1

0.096 1
0.75 0.111

, ,
1 0.012
0.454 0.0012

ψ ψ

ψ ψ

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

−⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
−⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎪ ⎪ ⎪ ⎪− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎩ ⎭ ⎩ ⎭

   (3.32) 

ţinând seama de forma (3.25) a vectorului de excitaţie, vectorul răspuns ( ){ }tx  a 
sistemului are forma modală: 

( ){ } { } ( )

{ } ( ) ( ) ( )

r

r

N
t

r 1,r r 2,r r
r 1

tN
r r ,1 t

s s r
r rr 1 0

x t e C sin p t C cos p t

k e x t sin p t d .
m p

σ

σ τ

ψ

ψ ψ
τ τ

−

=

− −

=

= + +

−

∑

∑ ∫
  (3.33) 

Masa modală rm , a celui de-al r -lea mod, este dată de expresia: 

{ } [ ]{ }r
T

rr Mm ψψ= ,      (3.34) 

rezultând valorile, 1m 1.879 kg= ; kg172.2m2 = ; kg775.1m3 =  şi 

kg012.1m4 = . 

Integrala de convoluţie: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ −= −−
t

0

rs
t

r dtpsinxetIc r ττττσ ,   (3.35) 

poate fi trecută sub forma numerică: 
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( ) ( ) ( )
i

r i s r
k 0

Ic t i t t x k y i kΔ Δ
=

= × = −∑ ,   (3.36) 

unde s-a notat: 

( ) ( ) ( )[ ]tkipsinekiy r
tki

r r ΔΔσ −=− −− .   (3.37) 

Subrutina, în Mathcad, la care se poate apela pentru calculul integralei de convoluţie 
este: 

( ) ( ) k i kr s r s ri
k

Ic i t convol x ,y t x yΔ Δ
−

= = ∑ .   (3.38) 

Transformata Fourier a vectorului coloană ( ){ }tx , pe un interval de timp finit, de la 

0  la 0T , are forma: 

( ){ } ( ){ }
0T

jω t

0
0

1
S x ω x t e dt

T
−= ∫     (3.39) 

care aplicată asupra formei modale (3.33) va da suma 

( ){ } ( ){ } ( ){ }L FS x S x S xω ω ω= + ,    (3.40) 

unde ( ){ }ωLxS  este transformata Fourier a primei sume, corespunzătoare 

răspunsului liber amortizat, 

( ){ } { } ( ( )

( ) ( )

r 0
r 0 0

r 0

N j p T
T j T 1r 2r

L r
0 r rr 1

j p T
1r 2r 1r 2r

r r r r

C C1 e
S x e e

T 2 j 2 j p

C C C Ce 1
2 j 2 j p 2 j 2 j p

σ ωω ψ
σ ω

σ ω σ ω

− −

=
−

⎡⎛ ⎞⎢= + +⎜ ⎟ − + −⎢⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎥− + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎥− − + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

∑
 

( )
1r 2r

r r

C C 1
2 j 2 σ j p ω

⎞⎛ ⎞
− + ⎟⎜ ⎟ ⎟− − +⎝ ⎠ ⎠

,    (3.41) 

iar ( ){ }ωFxS  este transformata Fourier a celei de-a doua sume, corespunzătoare 

răspunsului forţat, 

( ){ } ( ) { } ( )ωψψ
ωω r

N

1r rr

1,rr
ssF S

pm
SxkxS ∑

=

= ,   (3.42) 

( )ωsSx  fiind transformata Fourier a semnalului de excitaţie, dat prin legea de 

deplasare a undei elastice ( )txs , iar: 

( ) ∫ −− ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

0
r

T

0

tj
r

t

0
r etpsine

T
1

S ωσω ,    (3.43) 

care prin integrare are forma, 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

r 0 r 0
0 0

j p T j p T
T j T

r
0 r r r r

0 r r r r

1 e e
S e e

2 jT j p j p

1 1 1
.

2 jT j p j p

σ ωω
σ ω σ ω

σ ω σ ω

−
− − ⎡ ⎤

⎢ ⎥= + −
− + − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
+⎢ ⎥

− + − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.44) 
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Analizând cele două forme spectrale (3.41) şi (3.44) termenii dominanţi sunt cei 

multiplicaţi prin termenii ( )ωσ −+− rr pj
1

, care în jurul valorii rp≈ω , au valorile 

maxime: 

( ) rrrp

1
pj

1
lim

r σωσω
−=

−+−→
.     (3.45) 

Cum rrp σ>>  înseamnă că ceilalţi termeni ( )ωσ ++− rr pj
1  din formele spectrale 

(3.41) şi (3.44) pentru care: 

( ) rrrrp jp2
1

pj
1

lim
r +

−=
++−→ σωσω

,    (3.46) 

pot fi neglijaţi, astfel încât (3.41) şi (3.44) se pot simplifica la formele: 

( ){ } { } ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−+−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≈ −

=
∑ 1e

e

1
pj

1
2

C
j2

C
T
1

xS 0
0r

Tj
Trr

r2r1
N

1r
r

0
L

ω
σωσ

ψω  (3.41′) 

şi 

( ) ( )
( )

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−+−
−≈ − 1e

e

1
pj

1
jT2
1

S 0r
0r

Tpj
Trr0

r
ω

σωσ
ω .   (3.44′) 

În continuare, pentru un produs 3.2T0r ≥σ , raportul 1.0
e

1
0rT

≤
σ

, ceea ce permite 

o nouă simplificare a celor două forme spectrale: 

( ){ } { } ( )ωσ
ψω

−+−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−≈ ∑

= rr

r2r1
N

1r
r

0
L pj

1
2

C
j2

C
T
1

xS    (3.41″) 

şi 

( ) ( )ωσ
ω

−+−
−≈

rr0
r pj

1
jT2
1

S .      (3.44″) 

În aceste condiţii vectorul spectru (3.40) devine: 

( ){ } { } ( )

( ) { }
( )

N
1r 2r

r
0 r rr 1

N
r r ,1

s s
0 r r r rr 1

C C1 1
S x

T 2 j 2 j p

1 1
k Sx ,

2 jT m p j p

ω ψ
σ ω

ψ ψ
ω

σ ω

=

=

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟ − + −⎝ ⎠

− + −

∑

∑
  (3.40′) 

iar spectrul uneia dintre cele patru legi de mişcare ( )txi , ( )4,3,2,1i = , 

( ) ( )

( ) ( )

N
1r 2r

i r ,i
0 r rr 1

N
r ,i r ,1

s s
0 r r r rr 1

C C1 1
S x

T 2 j 2 j p

1 1
k Sx .

2 jT m p j p

ω ψ
σ ω

ψ ψ
ω

σ ω

=

=

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟ − + −⎝ ⎠

− + −

∑

∑
   (3.47) 

Deci, modurile naturale de vibraţii influenţează ambele componente, liberă şi forţată 

prin factorul ( )ωσ −+− rr pj
1

, puternic valoric în vecinătatea pulsaţiei proprii rp≈ω . 
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Totuşi, spectrul perturbaţiei sSx  multiplică componentele din suma a doua, 

variaţiile nivelului său destorsionând spectrul semnalului, aşa cum se observă 
pregnant la spectrele din figura 3.12.a., unde procesarea transformatei Fourier s-a 
făcut pe intervalul 20T =  secunde, din care în primele 8 secunde excitaţia ( )txs  

este prezentă. În lipsa excitaţiei, după secunda 8 a înregistrării, în spectru rămâne 
prima componentă, cea corespunzătoare vibraţiilor libere amortizate, care se 
remarcă printr-un spectru cu vârfuri distincte, figura 3.12.d. 
 
 
3.4. Recondiţionarea semnalelor înregistrate saturat 
 
Presupunând că semnalul mişcării vibratorii ( )tx3  este înregistrat saturat cu nivelul 

de saturare m1.0ns ±=  (fig.3.13.), un zoom pe intervalul s56.4 − , fiind prezentat 

în figura 3.14. 
 

 
Fig.3.13. Ilustrarea unui semnal de vibraţii ( )x t3  înregistrat saturat. 

 

 
Fig.3.14. Zoom între secundele 4.6 5−  ale înregistrării din figura 3.13.

 

BUPT



                                    3.4. – Recondiţionarea semnalelor înregistrate saturat      

 

67 

Prima saturare a semnalului se produce la timpul tnt i1i1 Δ×= , i1n  fiind indicele 

eşantionului la care începe limitarea, la nivelul m1.0a =  a semnalului ( )tx3 . 

Spectrul Fourier, (fig.3.15.a.), al semnalului saturat, procesat pe intervalul s20T =  
relevă distorsiuni semnificative faţă de spectrul aceluiaşi semnal procesat, pe 
intervalul început la s8t0 = , unde semnalul de vibraţii conţine numai 

componentele modale liber amortizate, clar reprezentate în spectru prin vârfurile 1V  

şi 3V , cunoscute ca vârfuri rezonante şi prin vârfurile negative 2V  şi 4V , cunoscute 

ca vârfuri antirezonante. 
 

 
Fig.3.15. Spectrele semnalului vibraţiei ( )x t3 : a. saturat, procesat pe întreaga secvenţă 

T 20 s= ; b. procesat pe intervalul corespunzător componentelor liber amortizate. 

 
Din cele două spectre rezultă că nivelurile semnificative sunt componentele modale 
1 şi 3, de aceea răspunsul modal al sistemului devine din  relaţia (3.33): 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1

3

1

t
3 1,3 1,1 1 2,1 1

t
2,3 1,3 3 2,3 3

t
t3,1 1,1

s s 1
1 1

0

x t e C sin p t C cos p t

e C sin p t C cos p t

k e x sin p t d
m p

σ

σ

σ τ

ψ

ψ

ψ ψ
τ τ τ

−

−

− −

= + +

+ +

− +∫

 

( ) ( ) ( )3
t

t3,1 1,3
s s 3

3 3
0

k e x sin p t d .
m p

σ τψ ψ
τ τ τ− − −∫   (3.48) 

În majoritatea cazurilor, din înregistrările reale, se pot determina numai parametrii 
modali: pseudopulsaţiile, 1p  şi 3p  şi factorii de amortizare, 1σ  şi 3σ  utilizând 

algoritmi de prelucrare a semnalelor în domeniile timp şi frecvenţă. Ceilalţi 
parametrii, cum sunt, componentele 1,31,1 ψψ …  şi masele modale 1m  şi 3m  nu pot 
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fi determinate printr-o simplă înregistrare. La fel, complet necunoscută este 
excitaţia prin legea ( )txs  şi constanta sk . 

În aceste condiţii, forma analitică (3.48) poate fi trecută sub o formă echivalentă 

( ) ( ) ++=
−

tpcosCtpsinCetx 10,110,0
t

3
1σ ( ) ++

−
tpcosCtpsinCe 30,330,2

t3σ  

( ) ( ) ( ) +−∫ −− ττττσ dtpsinye 1s1

t

0

t1 ( ) ( ) ( ) ττττσ dtpsinye 3s2

t

0

t3 −∫ −− , (3.49) 

unde includ necunoscutele de mai sus răspunsul la aceşti parametrii necunoscuţi: 

0,0 1,3 1,1 1,0 1,3 2,1

2,0 2,3 1,3 3,0 2,3 2,3

C C , C C ,

C C , C C ,

ψ ψ

ψ ψ

= =

= =     (3.50) 

care definesc condiţiile iniţiale ale componentelor libere amortizate. 
Cum funcţiile: 

( ) ( )tx
pm

ty s
11

1,11,3
s1

ψψ
= , ( ) ( )3,1 1,3

3s s
3 3

ψ ψ
y t x t

m p
=  (3.51) 

se pot scrie ca o relaţie de proporţionalitate: 

( ) ( )3s 1sy t c y t= , 
33

11

1,11,3

3,11,3
pm
pm

c
ψψ
ψψ

= .   (3.52) 

Cele două integrale de convoluţie pot fi scrise sub forma desfăşurată: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

11 1

1

t t
tt

1s 1 1 1s 1
0 0

t

1 1s 1
0

e y sin p t d e sin p t e y cos p d

cos p t e y sin p d ,

σσ τ σ τ

σ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

−− −
⎧
⎪− = −⎨
⎪⎩

⎫
⎪
⎬
⎪⎭

∫ ∫

∫
 

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
−=− ∫∫ −−− ττττττ τσστσ dpcosyetpsinedtpsinye

t

0

3s13
t

3s3

t

0

t 333

( )
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

∫ ττττσ dpsinyetpcos 3s1

t

0

3 3 ,     (3.53) 

ceea ce scoate în evidenţă un proces de filtrare a funcţiei ( )ty s1 , după 

componentele periodice de pulsaţii 1p  şi 3p . 

Această funcţie a excitaţiei este complet necunoscută şi de aceea trebuie 
considerată ca o funcţie de probă. O primă formă ar fi una polinomială de timp: 

( ) …+++= 2
210s1 tftffty , 

originea timpului, 0t = , fiind luată în momentul în care semnalul e limitat la nivelul 
a  de saturare, în punctul i1O , (fig.3.14.), saturaţie ce se menţine la acelaşi nivel 

până în punctul e1O , unde semnalul intră sub limita de saturaţie. 

Forma desfăşurată a semnalului are forma: 
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( ) ( ) ( ) ++++=
−−

tpcosCtpsinCetpcosCtpsinCetx 30,330,2
t

10,110,0
t

3
31 σσ

( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
−∫− ττττσσ

dpcosyetpsine 1s1

t

0

1
t 11 ( ) +

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

∫ ττττσ dpsinyetpcos 1s1

t

0

1 1  

( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
−∫− ττττσσ

dpcosyetpsinec 3s1

t

0

3
t 33 ( )

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

∫ ττττσ dpsinyetpcos 3s1

t

0

3 3 ,(3.54) 

care este necesară pentru determinarea, prin identificare, a parametrilor 0,0C , 

0,1C , 0,2C , 0,3C , 0f , 1f , 2f , ... c . Identificarea parametrilor se face prin 

eşantioane luate pe cele două ramuri laterale zonei i1O e1O  de saturaţie. 

La 0t = , în punctul i1O , semnalul: 

( )3 1,0 3,0x 0 C C= +       (3.55) 

este neafectat de termenul integralei de convoluţie care implică cunoaşterea legii de 
variaţie ( )ty s1  a excitaţiei, complet necunoscută. 

Legea de variaţie a semnalului ( )tx3  pe axa negativă a timpului la t−  în urmă 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

3

1 1

1

3 3

t
3 0,0 1 1,0 1

t
2,0 3 3,0 3

t
t

1 1s 1
0

t

1 1s 1
0

t
t

3 1s 3
0

x t e C sin p t C cos p t

e C sin p t C cos p t

e sin p t e y cos p d

cos p t e y sin p d

c e sin p t e y cos p d

σ

σ

σ σ τ

σ τ

σ σ τ

τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

− −

− −

−
−

−

−
−

− = − + − +

− + − +

⎧
⎪ − −⎨
⎪⎩

⎫
⎪− +⎬
⎪⎭

⎧
⎪ − −⎨
⎪⎩

∫

∫

∫

 

( ) ( )3

t

3 1s 3
0

cos p t e y sin p dσ τ τ τ τ
− ⎫

⎪− ⎬
⎪
⎭

∫ .   (3.56) 

Sub forma numerică semnalul ( )tx3  este dat de un şir de n  eşantioane ki3x , 

( n...,,3,2,1i = ), cu incrementul de eşantionare tΔ . Utilizând secvenţele de 

program de mai jos se determină două fişiere ( )iqi3i2i1i1 n,,n,n,nN …= , şi 

( )eqe3e2e1e1 n,,n,n,nN …= , în care ikn  este indicele primului eşantion 

corespunzător celui de-al k -lea vârf saturat, la nivelul a , iar ekn  corespunzător 

ultimului eşantion din acelaşi vârf saturat. 
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u

ku
1ss

axaxif
5n..5kfor

0s

:N

s

1k3k3i1

←
+←

=∧<
−∈

←

= +
,  

u

ku
1ss

axaxif
1n..2kfor

0s

:N

s

1k3k3e1

←
+←

=∧<
−∈

←

= −
. 

Astfel, pentru primul vârf saturat (fig.3.15.), tăierea semnalului, prin saturare la 
nivelul m1.0a = , începe la eşantionul 4727n i1 =  (punct i1Q ) şi se termină la 

eşantionul 4770n e1 = , (punct e1Q ), deci 43 eşantioane sunt tăiate şi valorile lor 

reale trebuie determinate. Pentru următorul vârf din partea superioară rezultă; 
4819n i1 =  şi 4867n e1 = . 

În mod similar se determină şi indicii corespunzători vârfurilor limitate prin saturare 
de la partea negativă a semnalului, m1.0a −= . 
Pentru identificarea expresiilor analitice (3.54) şi (3.56) se va trece la formele 
discrete: 

( ) ( )( ) ( )( )( )1
1i k

k t
k 3n 0,0 1 1,0 1x x e C sin p k t C cos p k tσ Δ Δ Δ

−
− −= = − + − +  

( ) ( )( )3 k t
2,0 3 3,0 3e C sin p k t C cos p k tσ Δ Δ Δ− + +  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

t sin p k t e f f s t f s t cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ Δ Δ

−
− −

=

⎧⎪ ⎛ ⎞− + + + −⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩

∑ …
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
σ ΔΔ Δ Δ Δ

−
− −

=

⎫⎪⎛ ⎞− + + + +⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎭

∑ …
 

( )( ) ( ) ( ) ( )3
k

2s k t
3 0 1 2 3

s 0

c t sin p k t e f f s t f s t cos p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ Δ
−

−

=

⎧⎪ ⎛ ⎞− + + + −⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩

∑ …
 

( )( ) ( ) ( ) ( )3
k

2s k t
3 0 1 2 3

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ
−

−

=

⎫⎪⎛ ⎞− + + + ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎭

∑ …
, (3.57) 

 
 

BUPT



                                    3.4. – Recondiţionarea semnalelor înregistrate saturat      

 

71 

( ) ( )( ) ( )( )( )1
1 1 k

k t
k n 3n 0,0 1 1,0 1x x e C sin p k t C cos p k t

Δ
σ Δ Δ

Δ Δ Δ Δ Δ
+ +

− +
+ = = + + + +  

( ) ( )( ) ( )( )( )3 k t
2,0 3 3,0 3e C sin p k t C cos p k tσ Δ Δ Δ Δ Δ Δ− + + + + +  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

t sin p k t e f f s t f s t cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎧⎪ ⎛ ⎞+ + + + −⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩

∑ …
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎫⎪⎛ ⎞+ + + + +⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎭

∑ …
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )3
k

s k t 2
3 0 1 2 3

s 0

c t sin p k t e f f s t f s t cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎧⎪ ⎛ ⎞+ + + + −⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩

∑ …
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )3
k

s k t 2
3 0 1 2 3

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎫⎪⎛ ⎞+ + + + ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎭

∑ …
,

         (3.58) 
unde necunoscute sunt elementele unui vector matrice coloană, 

{ } { }T0,0 1,0 2,0 3,0 0 1 2 0 1 2C C C C C f f f c f c f c f= , (3.59) 

care se determină din sistemul de ecuaţii liniare 

( ) { } ( ) { } ( )n 10 10 1 n 1D C X× × ×=⎡ ⎤⎣ ⎦     (3.60) 

format din şirul de relaţii (3.57) şi (3.58) pentru n  eşantioane kx  luate din cele 

două benzi laterale benzii Δ  de saturare: 1nΔ , (stânga) şi 2nΔ  (dreapta), 

21 nnn ΔΔ += . Elementele matricei [ ]D  şi ale vectorului { }X , corespunzătoare 

benzii din dreapta sunt: 
( ) ( )( )1 k t

k ,0 1D e sin p k tσ Δ Δ− −= − , 

( ) ( )( )1 k t
k ,1 1D e cos p k tσ Δ Δ− −= − , 

( ) ( )( )3 k t
k ,2 3D e sin p k tσ Δ Δ− −= − , 

( ) ( )( )3 k t
k ,3 3D e cos p k tσ Δ Δ− −= − , 
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( ) ( )( )1
1

k t
k n ,0 1D e sin p k tσ Δ Δ Δ Δ− +
+ = + , 

( ) ( )( )1
1

k t
k n ,1 1D e cos p k tσ Δ Δ Δ Δ− +
+ = + , 

( ) ( )( )3
1

k t
k n ,2 3D e sin p k tσ Δ Δ Δ Δ− +
+ = + , 

( ) ( )( )3
1

k t
k n ,3 3D e cos p k tσ Δ Δ Δ Δ− +
+ = + ,  (3.61.a) 

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t
k ,4 1 1

s 0

D t sin p k t e cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢= − − −
⎢
⎣

∑  

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t
1 1

s 0

cos p k t e sin p s t
σ ΔΔ Δ

−
− −

=

⎤
⎥−
⎥
⎦

∑ , 

( )( ) ( )( ) ( )1
1

k
s k t

k n ,4 1 1
s 0

D t sin p k t e cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ
+

− +
+

=

⎡
⎢= + −
⎢
⎣

∑

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t
1 1

s 0

cos p k t e sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+
⎥
⎦

∑ ,  (3.61.b) 

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t2
k ,5 1 1

s 0

D t sin p k t s e cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢= − − −
⎢
⎣

∑

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t
1 1

s 0

cos p k t s e sin p s t
σ ΔΔ Δ

−
− −

=

⎤
⎥−
⎥
⎦

∑ , 

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t
1 1

s 0

cos p k t s e sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+
⎥
⎦

∑ , (3.61.c) 
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( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t3 2
k ,6 1 1

s 0

D t sin p k t s e cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢= − − −
⎢
⎣

∑

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t2
1 1

s 0

cos p k t s e sin p s t
σ ΔΔ Δ

−
− −

=

⎤
⎥−
⎥
⎦

∑ , 

( )( ) ( )( ) ( )1
1

k
s k t3 2

k n ,6 1 1
s 0

D t sin p k t s e cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ
+

− +
+

=

⎡
⎢= + −
⎢
⎣

∑

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t2
1 1

s 0

cos p k t s e sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+
⎥
⎦

∑ ,   (3.61.d) 

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t
k ,7 3 3

s 0

D t sin p k t e cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢= − − −
⎢
⎣

∑  

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t
3 3

s 0

cos p k t e sin p s t
σ ΔΔ Δ

−
− −

=

⎤
⎥−
⎥
⎦

∑ , 

( )( ) ( )( ) ( )3
1

k
s k t

k n ,7 3 3
s 0

D t sin p k t e cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ
+

− +
+

=

⎡
⎢= + −
⎢
⎣

∑  

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t
3 3

s 0

cos p k t e sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+
⎥
⎦

∑ ,   (3.61.e) 

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t2
k ,8 3 3

s 0

D t sin p k t s e cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢= − − −
⎢
⎣

∑  

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t
3 3

s 0

cos p k t s e sin p s t
σ ΔΔ Δ

−
− −

=

⎤
⎥−
⎥
⎦

∑ , 
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( )( ) ( )( ) ( )3
1

k
s k t2

k n ,8 3 3
s 0

D t sin p k t s e cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ
+

− +
+

=

⎡
⎢= + −
⎢
⎣

∑

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t
3 3

s 0

cos p k t s e sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+
⎥
⎦

∑ ,  (3.61.f) 

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t3 2
k ,9 3 3

s 0

D t sin p k t s e cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢= − − −
⎢
⎣

∑  

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t2
3 3

s 0

cos p k t s e sin p s t
σ ΔΔ Δ

−
− −

=

⎤
⎥−
⎥
⎦

∑ , 

( )( ) ( )( ) ( )3
1

k
s k t3 2

k n ,9 3 3
s 0

D t sin p k t s e cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ
+

− +
+

=

⎡
⎢= + −
⎢
⎣

∑  

( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t2
3 3

s 0

cos p k t s e sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+
⎥
⎦

∑ ,  (3.61.g) 

1

1 2

k ,0 3 n k

k n ,0 3 n k

X x ,

X x .

+

+ +

=

=
      (3.62) 

Rezolvarea sistemului suprabundent (3.60) se rezolvă prin metoda celor mai mici 

pătrate acesta devenind, prin multiplicare la stânga cu [ ]TD , 

[ ] ( ) { } ( ) { }( )1101101010 YCE ××× =     (3.63) 

unde, 

( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) { } ( )

T
10 10 n 1010 n

T
10 1 n 110 n

E D D

Y D X

× ××

× ××

=⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦
    (3.64) 

Vectorul matrice coloană al necunoscutelor poate fi partiţionat în trei vectori: 

{ }
{ }
{ }
{ } ⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

fc
f

oc
C ,       (3.65) 

unde 

{ } { }
{ } { }

T
0,0 1,0 2,0 3,0

T
0 1 2

c o C C C C ,

f f f f ,

=

=
    (3.66) 

ceea ce face ca şi sistemul (3.60) să poată fi partiţionat: 
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{ }
{ }
{ }

{ }
{ }
{ }

1,1 1,2 1,3 1

2,1 2,2 2,3 2

33,1 3,2 3,3

E E E c o y

E E E f y

c f yE E E

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

,  (3.67) 

care desfăşurat devine: 

[ ] ( ) { } [ ] ( ) { } [ ] ( ) { } { }

[ ] ( ) { } [ ] ( ) { } [ ] ( ) { } { }

[ ] ( ) { } [ ] ( ) { } [ ] ( ) { } { }⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=++

=++

×××

×××

×××

3333,3332,3431,3

2333,2332,2431,2

1343,1342,1441,1

yfEcfEocE

yfEcfEocE

yfEcfEocE

. (3.68) 

Din ultima ecuaţie se poate scrie: 

{ } { } { } { }( )1
3,3 3 3,1 3,2c f E y E c o E f− ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ,  (3.69) 

care introdus în primele două ecuaţii ale sistemului (3.63) conduce la sistemul final 

{ }
{ }

{ }
{ }

1,1 1,2 1

22,1 2,2

F F c o Z

f ZF F

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎣ ⎦ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

,    (3.70) 

unde: 

{ } { }

1
1,1 1,1 1,3 3,3 3,1

1
1,2 1,2 1,3 3,3 3,2

1
2,1 2,1 2,3 3,3 3,1

1
2,2 2,2 2,3 3,3 3,2

1
1 1 1,3 3,3

F E E E E

F E E E E

F E E E E

F E E E E

Z y E E

−

−

−

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ { }

{ } { } { }

3

1
2 2 2,3 3,3 3

y

Z y E E y .
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    (3.71)  

În final, se determină, din (3.70), vectorul necunoscutelor: 

{ }
{ }

[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }⎭⎬

⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

2

1
1

2,21,2

2,11,1
Z
Z

FF
FF

f
oc

    (3.72) 

şi, din (3.69), coeficientul de proporţionalitate: 

{ } { }
{ } [ ] { } [ ]{ } [ ]{ }( )fEocEyEf

ff

1
c 2,31,33

1
3,3

T
T

−−= − . (3.73) 

Cele Δ  eşantioane predictibile, din banda Δ  ale semnalului limitat la valoarea a  pot 
fi acum determinate utilizând suma modală: 
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( ) ( )( )1k t
k 0,0 1 1,0 1x e C sin p k t C cos p k t

σ Δ
Δ Δ Δ

−
= + +

( ) ( )( )3 k t
2,0 3 3,0 3e C sin p k t C cos p k t

σ Δ
Δ Δ

−
+ +  

( ) ( ) ( )( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

t sin p k t e f f s t f s t cos p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ Δ−

=

⎡
⎢ + + + −
⎢
⎣

∑ …  

( ) ( ) ( )( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ−

=

⎤
⎥+ + + +
⎥
⎦

∑ …  

( ) ( ) ( )( ) ( )3
k

s k t 2
3 0 1 2 3

s 0

c t sin p k t e f f s t f s t cos p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ Δ−

=

⎡
⎢ + + + −
⎢
⎣

∑ …

( ) ( ) ( )( ) ( )3
k

s k t 2
3 0 1 2 3

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t .σ ΔΔ Δ Δ Δ−

=

⎤
⎥+ + +
⎥
⎦

∑ …
 (3.74) 

Precizia de estimare în reconstituirea vârfurilor limitate prin saturare este ilustrată în 
figura 3.16., unde este simulată limitarea aceluiaşi vârf, la şase niveluri: 

m05.0a = , m07.0a = , m09.0a = , m12.0a = , m14.0a =  şi m16.0a = . 
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Fig.3.16. Ilustrarea procesului de recondiţionare a unui vârf limitat prin saturare la şase 
limite: a 0.05 m, a 0.07 m, a 0.09 m, a 0.12m, a 0.14m, a 0.16m.= = = = = =  

 
Precizia de estimare a nivelului iv  al vârfului limitat la valoarea a  faţă de nivelul ev  

real este dată prin eroarea procentuală de estimare: 

e i

e

v v
e 100

v
−

= × .     (3.75) 
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Fig.3.17. Eroarea de estimare a vârfului în 

funcţie de nivelul de saturaţie a . 

 
Fig.3.18. Eroarea de estimare a vârfului în 

funcţie de lăţimea benzii Δ . 

 
Cum se poate observa din figurile 3.16., 3.17. şi 3.18., eroarea de estimare a 
vârfului real, (ramura cu linia albastră punctată - figurile 3.16.), prin vârful estimat 
prin identificare iv  (ramura cu linia roşie continuă - figurile 3.16.), este maximă, de 

%7≈ , pentru o valoare a nivelului m05.0a =  şi scade o dată cu creşterea nivelului 
a  (fig.3.17.) sau cu micşorarea lăţimii benzii Δ , (fig.3.18.). Acest fapt este 
explicabil, prin faptul că la o valoare mare a lui Δ  termenul al doilea din ecuaţia de 
estimare (3.74) devine mai semnificativ, sumarea convolutivă extinzându-se pe o 
bandă mai largă, excitaţia modelată prin polinomul 

( ) ( )( ) 2210 tksftksff ΔΔ =+=+  fiind, în acest caz grosieră, mai ales pentru banda 

dreaptă, unde acesta are forma ( ) ( )( ) 2210 tksftksff ΔΔΔΔ +=++=+ , care, prin 

factorul de translaţie, Δ , devine şi mai grosier. 
Totuşi, estimarea cu o eroare de sub %7  poate fi acceptabilă în majoritatea 
cazurilor practice, unde este necesar de a se stabili gradul de periculozitate al unui 
eveniment unic, cum este cel al unui seism. De menţionat este faptul că rezultatele 
de mai sus au fost obţinute luând în considerare benzi laterale de lăţimi egale, 

21 nn ΔΔ = , (fig.3.16.a.). 

Pentru mărirea preciziei de estimare se alege banda din stânga mult mai lată decât 
cea din dreapta (fig.3.19.). În acest mod s-a redus ponderea termenului convolutiv 
corespunzător benzii 2nΔΔ + , în consecinţă reducându-se eroarea de estimare la 

%835.1e = . 
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Fig.3.16.a. Estimarea vârfului cu eşantioane 

din două benzi laterale egale 
n n 301 2Δ Δ= = . 

 

 
Fig.3.19. Estimarea vârfului cu eşantioane 
din două benzi laterale de lăţimi diferite 

n 431Δ =  şi n 102Δ = . 

 

 
Fig.3.20. Estimarea a două vârturi ascunse peste limita de saturaţie. 

 
O dificultate majoră de estimare apare în cazul în care limtarea semnalului prin 
saturare ascunde două vârfuri apropiate 1v  şi 2v  (fig.3.20.), care nu se văd pe 

înregistrarea semnalului. Banda de limitare Δ  este lată, 175=Δ , iar banda laterală 
stânga 83n1 =Δ  şi banda laterală dreapta 14n2 =Δ , relativ îngustă. 
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Cu toate acestea, estimarea primului vârf este bună, iar a celui de-al doilea 
satisfăcătoare. Estimarea poate fi îmbunătăţită mărind gradul polinomului de 
predicţie a excitaţiei, de exemplu: 

( ) ( ) ( ) 33
2

210s tsftsftsffx ΔΔΔ +++= ,   (3.76) 

în acest caz, vectorul necunoscutelor: 

{ } { }T43210 ffffff = .    (3.77) 

 
 
 

3.5. Studiu de caz. Recondiţionarea semnalelor de vibraţii 
înregistrate saturat pe structura unui cazan de abur 

 
 
3.5.1. Descrierea cazului 
 
Din motive de dilatare termică un cazan de abur aC , (fig.3.22.) are o construcţie 

specială. Întreaga sa greutate este suportată, la partea superioară, de o construcţie 
metalică auxiliară maC , prin intermediul unui număr mare de tiranţi rT . Aceasta 

permite ca la celălalt capăt corpul cazanului să fie liber, iar dilatarea termică de 
m25.1 − , (pentru un cazan lung de m92 ), ce se dezvoltă de la starea rece la cea 

caldă de funcţionare normală, să nu fie împiedicată, evitându-se, astfel, 
introducerea unor tensiuni insuportabile pentru structura cazanului. 
În acest mod de prindere, corpul cazanului poate executa mişcări pendulare, iar 
dacă sursele de excitare sunt însemnate pot cauza mişcări pendulare de niveluri 
mari având ca rezultat contacte dinamice cu construcţia metalică auxiliară maC , 

contacte ce trebuie evitate deoarece pot duce la deteriorări locale ale structurii 
corpului cazanului. 
O sursă majoră de excitaţie o constituie o undă seismică, cum este cea produsă de o 
escavaţia, prin explozie, a şistului, sursa energetică a cazanului. Concomitent, se 
dezvoltă şi o undă de presiune, care acţionează pe suprafaţa cazanului. 
Această problemă s-a pus la Centrala Electrică Anina, necesitând determinarea 
nivelurilor de vibraţii ale structurii cazanului şi ale construcţiei auxiliare de susţinere, 
vibraţii provocate prin undele seismice şi de presiune, rezultate în urma escavaţiei, 
prin explozie, a şistului, cariera fiind situată la o distanţă de numai m300  de 
amplasamentul cazanului. 
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Fig.3.21. Ilustrarea construcţiei unui cazan de abur. 

 
Rezultatele cercetărilor experimentale, efectuate de Laboratorul de Testări şi 
Cercetări pentru Vibraţii Mecanice al Universităţii Politehnica din Timişoara, au fost 
preluate de proiectantul cazanului, ICPET Bucureşti, în vederea elaborării unor 
soluţii tehnice de atenuare a nivelurilor de vibraţii periculoase structurii cazanului. 
Pe baza unui model dinamic, s-a conceput un program experimental, de amplasare 
a senzorilor de măsurare a vibraţiilor, prin ale căror semnale s-a definit mişcarea 
generală a ansamblului cazan – construcţie metalică auxiliară, [Silaş, Cioara, Gligor, 
Toader, Bacria, (1988)]. 
Astfel, pentru măsurarea mişcărilor absolute ale structurii cazanului s-au amplasat 
în patru planuri ( )1P , ( )2P , ( )3P  şi ( )4P  câte două accelerometre seismice cA , 

biaxiale, cu axele lor de sensibilitate dirijate după axele sistemului fix Oxyz . În 

aceleaşi planuri au fost amplasate câte patru traductoare de deplasare diT . 

Considerând rigide secţiunile transversale ale cazanului, atunci pentru distribuţia 
mişcărilor vibratorii în plan orizontal Oxyz  este dată legea: 
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( ) ( ) ( ) ( )trttwtw POP ×+= ϕ ,     (3.78) 

unde ( )twP  este vectorul legii de mişcare vibratorii a unui punct curent al secţiunii, 

( )Ow t  este vectorul legii de mişcare al unui punct dat, ( )tϕ  este vectorul legii de 

rotaţie vibratorie al secţiunii considerată rigidă, iar ( )trP  este vectorul de poziţie al 

punctului P  faţă de O . 
Proiecţiile relaţiei (3.78) pe axele sistemului Oxyz , 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P O

P O

X X P

Y Y P

w t w t Y t ,

w t w t X t ,

ϕ

ϕ

= −

= +
     (3.79) 

valabile pentru cele două puncte 1P  şi 2P , în care sunt fixate grupurile de senzori, 

accelerometre şi traductoarele inductive de deplasare, rezultând: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
P2 P 2 11

P2 P 2 11

X X P P

Y Y P P

w t w t Y Y t ,

w t w t X X t .

ϕ

ϕ

= − −

= + −
    (3.80) 

Având măsurate legile de mişcare ( )tw
1PX , ( )tw

2PX , ( )tw
1PY  şi ( )tw

2PY  se poate 

determina şi verifica legea de rotaţie a planului ( )3P  în jurul axei verticale Oz . 
Forme similare cu (3.80) se pot scrie şi pentru legile acceleraţiilor: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
P2 P 2 11

P2 P 2 11

X X P P

Y Y P P

w t w t Y Y t ,

w t w t X X t ,

ϕ

ϕ

= − −

= + −
    (3.81) 

înregistrate prin intermediul accelerometrelor cA  măsurate şi pentru deplasările 

relative între secţiunile de pe cazan şi de pe structura auxiliară: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

P2 P 2 1 a ma1

P2 P 2 1 a ma1

X X P P C C

Y Y P P C C

d t d t Y Y t t ,

d t d t X X t t ,

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= − − −

= + − −
  (3.82) 

unde ( )taCϕ  şi ( )tmaCϕ , fiind legile de rotaţie absolute ale celor două secţiuni 

perechi de pe cazan şi de pe construcţia metalică auxiliară maC . 

 
 
3.5.2. Recondiţionarea unei vibrograme înregistrată cu limitări prin 
saturare 
 
Plecând de la faptul că informaţii prealabile măsurătorii, asupra nivelurilor de vibraţii 
ce pot a se dezvolta în timpul exploziei unice, amplificările la amplificatoarele de 
măsurare, la care sunt cuplate accelerometrele şi traductoarele inductive de 
deplasare, o parte din semnalele înregistrate au fost înregistrate limitat de saturarea 
amplificatoarelor. O copie scanată a unei vibrograme a semnalelor accelerometrelor 
(Ta ) şi a traductoarelor de deplasare (Td ) amplasate la cota m72+  este 
prezentată în figura 3.22., [Silaş, Cioara, Uroşu, Toader, Bacria, Marina, Dănoiu, 
Dragomir, (1988)]. 
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După cum se poate observa semnalele traductoarelor de deplasare 72/2Td −  şi 
72/3Td −  sunt saturate pe intervalul de timp 74 −  secunde al înregistrării, cel 

mai evident fiind cel al traductorului 72/2Td − . 
 

 
Fig.3.22. Copia scanată a vibrogramei semnalelor accelerometrelor (Ta ) şi traductorilor de 

deplasare (Td ) amplasate în planul de la cota 72m+ . 

 
Pe baza copiei vibrogramei s-a digitalizat manual semnalul traductorului 72/2Td − , 
utilizând facilităţile CorelDRAW. Digitalizarea s-a efectuat pe două porţiunile figura 
3.22.a., corespunzătoare excitaţiei sub acţiunea undei seismice şi figura 3.22.b., 
corespunzătoare răspunsului liber, după atenuarea acestei unde. Vibrogramele 
semnalelor digitalizate sunt prezentate în figura 3.23.a., corespunzătoare 
intervalului de saturaţie (fig.3.22.a.), la limitele V10us ±=  şi figura 3.23.b., 

corespunzătoare intervalului vibraţiilor libere amortizate (fig.3.22.b.), rezultate după 
atenuarea undei seismice. 
Limitele V10us ±=  sunt limitele de saturaţie ale amplificatorului tensometric 

utilizat. Domeniul de frecvenţă al amplificatorului conţine şi componenta continuă 

0u , care este de natură electrică; deplasarea punctului de zero în cazul de faţă, este 

cauzată de dezechilibrul montajului în punte Wheatstone a traductorului inductiv 
parametric cu reluctanţă variabilă. 
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Fig.3.23.a. Semnalul traductorului de deplasare Td 2 / 72−  pe intervalul de saturaţie la 

limitele de saturaţie u 10Vs = ± . 

 

 
Fig.3.23.b. Semnalul traductorului de deplasare Td 2 / 72−  pe intervalul vibraţiilor libere, 

rezultate după atenuarea undei seismice. 
 

 
Fig.3.24. Spectrul semnalului vibraţiilor libere amortizate (fig.3.23.b.). 
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Spectrul FFT (fig.3.24.) al semnalului considerat al vibraţiilor libere amortizate 
(fig.3.23.b.) relevă trei vârfuri semnificative. Pentru a fi localizate mai exact 
frecvenţele acestor vârfuri s-a aplicat o metodă de mărire a densităţii liniilor 
spectrale. Astfel, incrementul de frecvenţă al spectrului discret FFT aplicat secvenţei 
de lungime s15T =  a semnalului din figura 3.23.b., este T1f0 =Δ , liniile 

spectrale fiind reprezentate cu +. Mărind densitatea liniilor spectrale de dn  ori se 

obţine un spectru discret (reprezentat prin linie continuă —), al cărui nou increment 
este d0 nff ΔΔ = . În acest mod au fost localizate cele trei moduri naturale 

principale la frecvenţele 1f 0.922 Hz= , 2f 1.022 Hz=  şi Hz661.2f3 = . 

Rapoartele de amortizare modale s-au determinat prin cunoscuta metoda de 
aproximare ”half power”  

2
r

2
r,1

2
r,2

r
f2

ff −
=η , ( )3,2,1r = ,     (3.83) 

unde rf  este frecvenţa celui de-al r -lea mod, aproximată prin frecvenţa 

corespunzătoare vârfului rP  din spectru (fig.3.24. şi fig.3.25.), iar r,1f  şi r,2f  sunt 

frecvenţele la care linia orizontală de magnitudine 
2
2

Vr  taie lobul vârfului, rV  fiind 

valoarea în rP  (fig.3.25.). Pentru cele trei moduri 1 0.06119η = , 04921.02 =η  şi 

02694.03 =η . 

 

 
Fig.3.25. Ilustrarea determinării raportului de amortizare modal prin metoda ”half power”  

 

Factorii de amortizare modali, rr 2 ηπσ =  au valorile 1
1 s384.0 −=σ , 

1
2 s309.0 −=σ , 1

3 s169.0 −=σ , iar pseudopulsaţiile rr f2p π≈  au valorile 

1
1 s812.5p −= , 1

2 s39.6p −=  şi 1
3 s7.16p −= . 
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În acest context, ecuaţia de identificare (3.74) capătă forma (3.84): 

( ) ( )( )1k t
k 0 0,0 1 1,0 1u u e C sin p k t C cos p k t

σ Δ Δ Δ−
= + + +

( ) ( )( )2 k t
2,0 2 3,0 2e C sin p k t C cos p k t

σ Δ
Δ Δ

−
+ +  

( ) ( )( )3 k t
4,0 3 5 ,0 3e C sin p k t C cos p k t

σ Δ
Δ Δ

−
+ +  

( ) ( ) ( )( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

t sin p k t e f f s t f s t cos p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ Δ−

=

⎡
⎢ + + + −
⎢
⎣

∑ …  

( ) ( ) ( )( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ−

=

⎤
⎥+ + + +
⎥
⎦

∑ …

( ) ( ) ( )( ) ( )2
k

s k t 2
1 2 0 1 2 2

s 0

c t sin p k t e f f s t f s t cos p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ Δ−

=

⎡
⎢ + + + −
⎢
⎣

∑ …  

( ) ( ) ( )( ) ( )2
k

s k t 2
2 0 1 2 2

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ−

=

⎤
⎥+ + + +
⎥
⎦

∑ …  

( ) ( ) ( )( ) ( )3
k

s k t 2
2 3 0 1 2 3

s 0

c t sin p k t e f f s t f s t cos p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ Δ−

=

⎡
⎢ + + + −
⎢
⎣

∑ …
 

( ) ( ) ( )( ) ( )3
k

s k t 2
3 0 1 2 3

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s tσ ΔΔ Δ Δ Δ−

=

⎤
⎥+ + +
⎥
⎦

∑ … , (3.84) 

care pentru axa negativă a timpului, în banda din stânga are forma: 
( ) ( )( ) ( )( )( )1 k t

k 0 0,0 1 1,0 1u u e C sin p k t C cos p k t
σ Δ Δ Δ− −

− = + − + − +

( ) ( )( ) ( )( )( )2 k t
2,0 2 3,0 2e C sin p k t C cos p k t

σ Δ
Δ Δ

− −
− + − +

( ) ( )( ) ( )( )( )3 k t
4,0 3 5 ,0 3e C sin p k t C cos p k t

σ Δ
Δ Δ

− −
− + − +
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

t sin p k t e f f s t f s t cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢ − + + + −
⎢
⎣

∑ …

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
σ ΔΔ Δ Δ Δ

−
− −

=

⎤
⎥− + + + +
⎥
⎦

∑ …

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
k

s k t 2
1 2 0 1 2 2

s 0

c t sin p k t e f f s t f s t cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢ − + + + −
⎢
⎣

∑ …

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
k

s k t 2
2 0 1 2 2

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
σ ΔΔ Δ Δ Δ

−
− −

=

⎤
⎥− + + + +
⎥
⎦

∑ …

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t 2
2 3 0 1 2 3

s 0

c t sin p k t e f f s t f s t cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢ − + + + −
⎢
⎣

∑ …

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t 2
3 0 1 2 3

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
σ ΔΔ Δ Δ Δ

−
− −

=

⎤
⎥− + + +
⎥
⎦

∑ …
, 

 (3.84′) 
iar pentru banda din dreapta: 

( ) ( )( ) ( )( )( )1 k t
k 0 0,0 1 1,0 1u u e C sin p k t C cos p k t

σ Δ Δ
Δ Δ Δ Δ

− +
= + + + + +  

( ) ( )( ) ( )( )( )2 k t
2,0 2 3,0 2e C sin p k t C cos p k t

σ Δ Δ
Δ Δ Δ Δ

− +
+ + + +  

( ) ( )( ) ( )( )( )3 k t
4,0 3 5 ,0 3e C sin p k t C cos p k t

σ Δ Δ Δ Δ Δ Δ− +
+ + + +  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

t sin p k t e f f s t f s t cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎡
⎢ + + + + −
⎢
⎣

∑ …

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t 2
1 0 1 2 1

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+ + + + +
⎥
⎦

∑ …
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
k

s k t 2
1 2 0 1 2 2

s 0

c t sin p k t e f f s t f s t cos p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎡
⎢ + + + + −
⎢
⎣

∑ …

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
k

s k t 2
2 0 1 2 2

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+ + + + +
⎥
⎦

∑ …

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )3
k

s k t 2
3 0 1 2 3

s 0

cos p k t e f f s t f s t sin p s t
Δ

σ Δ ΔΔ Δ Δ Δ Δ
+

− +

=

⎤
⎥+ + + +
⎥
⎦

∑ …
, 

 (3.84″) 
care formează un sistem de n  ecuaţii (pentru n,,2,1,0k …= ), 

( ) { } ( ) { } ( )n 16 16 1 n 1D C U× × ×=⎡ ⎤⎣ ⎦ ,    (3.85) 

unde: 

{ }

{ }
{ }

{ }
{ }⎪

⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

fc

fc
f

oc

C

2

1
      (3.86) 

şi 

{ } { }

{ } { }

T
0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5 ,0

T
0 1 2

c o u C C C C C C

f f f f

=

=
 (3.87) 

format din şirul de relaţii (3.84) pentru n  eşantioane ku  luate din cele două benzi 

laterale fâşiei de saturare Δ : 1nΔ  la stânga şi 2nΔ  la dreapta, 21 nnn ΔΔ += . 

Elementele matricei [ ]D  şi ale vectorului { }U , corespunzătoare celor două sunt: 
• pentru banda stângă: 

k ,0D 1,=
 

( ) ( )( )1 k t
k ,1 1D e sin p k t ,σ Δ Δ− −= −  

( ) ( )( )1 k t
k ,2 1D e cos p k t ,σ Δ Δ− −= −  

( ) ( )( )2 k t
k ,3 2D e sin p k t ,σ Δ Δ− −= −  
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( ) ( )( )2 k t
k ,4 2D e cos p k t ,σ Δ Δ− −= −  

( ) ( )( )3 k t
k ,5 3D e sin p k t ,σ Δ Δ− −= −  

( ) ( )( )3 k t
k ,6 3D e cos p k tσ Δ Δ− −= − , 

( )( ) ( )( ) ( )1
k

s k t
k ,7 1 1

s 0

D t sin p k t e cos p s t
σ ΔΔ Δ Δ

−
− −

=

⎡
⎢= − −
⎢
⎣

∑  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
1

tks
1 tspsinetkpcos 1 ΔΔ Δσ , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= ∑

−

=

−− tspcosestkpsintD 1

k

0s

tks
1

2
8,k 1 ΔΔΔ Δσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
1

tks
1 tspsinestkpcos 1 ΔΔ Δσ , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= ∑

−

=

−− tspcosestkpsintD 1

k

0s

tks2
1

3
9,k 1 ΔΔΔ Δσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
1

tks2
1 tspsinestkpcos 1 ΔΔ Δσ , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= ∑

−

=

−− tspcosetkpsintD 2

k

0s

tks
210,k 2 ΔΔΔ Δσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
2

tks
2 tspsinetkpcos 2 ΔΔ Δσ , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= ∑

−

=

−− tspcosestkpsintD 2

k

0s

tks
2

2
11,k 2 ΔΔΔ Δσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
2

tks
2 tspsinestkpcos 2 ΔΔ Δσ , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= ∑

−

=

−− tspcosestkpsintD 2

k

0s

tks2
2

3
12,k 2 ΔΔΔ Δσ  
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( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
2

tks2
2 tspsinestkpcos 2 ΔΔ Δσ , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= ∑

−

=

−− tspcosetkpsintD 3

k

0s

tks
313,k 3 ΔΔΔ Δσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
3

tks
3 tspsinetkpcos 3 ΔΔ Δσ , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= ∑

−

=

−− tspcosestkpsintD 3

k

0s

tks
3

2
14,k 3 ΔΔΔ Δσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
3

tks
3 tspsinestkpcos 3 ΔΔ Δσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= ∑

−

=

−− tspcosestkpsintD 3

k

0s

tks2
3

3
15,k 3 ΔΔΔ Δσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
− ∑

−

=

−−
k

0s
3

tks2
3 tspsinestkpcos 3 ΔΔ Δσ , 

k1n
uu 0,k −= , ( )1n,2,1,0k Δ…= ,    (3.88) 

• pentru banda dreaptă: 

1k n ,0D 1,+ =
 

( ) ( )( )1
1

k t
k n ,1 1D e sin p k t ,σ Δ Δ Δ Δ− +
+ = +  

( ) ( )( )1
1

k t
k n ,2 1D e cos p k t ,σ Δ Δ Δ Δ− +
+ = +  

( ) ( )( )2
1

k t
k n ,3 2D e sin p k t ,σ Δ Δ Δ Δ− +
+ = +  

( ) ( )( )2
1

k t
k n ,4 2D e cos p k t ,σ Δ Δ Δ Δ− +
+ = +  

( ) ( )( )3
1

k t
k n ,5 3D e sin p k t ,σ Δ Δ Δ Δ− +
+ = +  

( ) ( )( )3
1

k t
k n ,6 3D e cos p k t ,σ Δ Δ Δ Δ− +
+ = +  
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( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosetkpsintD 1

k

0s

tks
17,nk 1

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
1

tks
1 tspsinetkpcos 1 , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosestkpsintD 1

k

0s

tks
1

2
8,nk 1

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
1

tks
1 tspsinestkpcos 1 , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosestkpsintD 1

k

0s

tks2
1

3
9,nk 1

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
1

tks2
1 tspsinestkpcos 1 , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosetkpsintD 2

k

0s

tks
210,nk 2

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
2

tks
2 tspsinetkpcos 2 , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosestkpsintD 2

k

0s

tks
2

2
11,nk 2

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
2

tks
2 tspsinestkpcos 2 , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosestkpsintD 2

k

0s

tks2
2

3
12,nk 2

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
2

tks2
2 tspsinestkpcos 2 , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosetkpsintD 3

k

0s

tks
313,nk 3

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
3

tks
3 tspsinetkpcos 3 , 
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( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosestkpsintD 3

k

0s

tks
3

2
14,nk 3

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
3

tks
3 tspsinestkpcos 3 , 

( )( ) ( )( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡
−+= ∑

+

=

+−
+ tspcosestkpsintD 3

k

0s

tks2
3

3
15,nk 3

1
ΔΔΔΔ

Δ
ΔΔσ  

( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤
+ ∑

+

=

+−
Δ

ΔΔσ ΔΔΔ
k

0s
3

tks2
3 tspsinestkpcos 3 , 

( )1 n k1
k n ,0 2u u , k 0, 1, 2, n .

ΔΔ Δ
+ ++ = = …    (3.89) 

şi elementele vectorului { }U  se formează cu şirul de eşantioane ku  ale semnalului: 

( )
( )

1

1 n k1

k ,0 n k 1

k n ,0 2

u u , k 0, 1, 2, n ,

u u , k 0, 1, 2, n .
ΔΔ

Δ

Δ
+ +

−

+

= =

= =

…

…
   (3.90) 

Sistemul de n  ecuaţii (3.84) cu 16 necunoscute este supraabundent şi de aceea se 
rezolvă în maniera celor mai mici pătrate care conduce la sistemul: 

( ) { } ( ) { } ( )16 16 16 1 16 1E C Y× × ×=⎡ ⎤⎣ ⎦ ,    (3.91) 

unde, 

( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) { } ( )

T
16 16 n 1616 n

T
16 1 n 116 n

E D D

Y D U

× ××

× ××

=⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦
    (3.92) 

Sistemul (3.91) trece sub forma partiţionată (3.93) şi desfăşurată (3.94): 

{ }
{ }
{ }
{ }

{ }
{ }
{ }
{ }

1,1 1,2 1,3 1,4
1

2,1 2,2 2,3 2,4 2

1 33,1 3,2 3,3 3,4

2 4
4,1 4,2 4,3 4,4

E E E E c o y
E E E E f y

c f yE E E E
c f yE E E E

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

,  (3.93) 

( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { } { }

( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { } { }

( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { } { }
( ) { }

1,1 1,2 1,3 1 1,4 2 17 7 7 3 7 3 7 3

2,1 2,2 2,3 1 2,4 2 23 3 3 3 3 33 7

3,1 3,2 3,3 1 3,4 2 33 7 3 3 3 3 3 3

4,1 4,23 7 3

E c o E f E c f E c f y

E c o E f E c f E c f y

E c o E f E c f E c f y

E c o E

× × × ×

× × ××

× × × ×

×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ( ) { } ( ) { } ( ) { } { }4,3 1 4,4 2 43 3 3 3 3f E c f E c f y× × ×

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + =⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪
⎩

 

 (3.94) 
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Din ultimele două dezvoltări matriceale se pot explicita: 

{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { } [ ] [ ]{ }( +⎢⎣
⎡ −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= −−−−− ocEEyEEEEEfc 1,3

1
4,33

1
4,3

1
3,4

1
4,43,3

1
4,31

[ ]{ }) [ ] { } [ ] [ ]{ } [ ]{ }( )⎥⎦
⎤+⎢⎣

⎡ −− −− fEocEEyEfE 2,41,4
1

4,44
1

4,42,3  (3.95) 

şi 

{ } ( ) { } { }(11 1 1 1
2 3,3 3,4 4,3 4,4 3,3 3 3,3 3,1c f E E E E E y E E c o

−− − − −⎡ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢⎣

[ ]{ }) [ ] { } [ ] [ ]{ } [ ]{ }( )⎥⎦
⎤+⎢⎣

⎡ −− −− fEocEEyEfE 2,41,4
1

3,44
1

3,42,3 . (3.96) 

Pentru a condensa dezvoltările ce vor urma (3.95) şi (3.96) se scriu sub formele 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

1 1 1 1

2 2 2 2

c f e a c o b f

c f e a c o b f

= + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    (3.97) 

unde 

{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { } [ ] { } ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= −−−−−

4
1

4,43
1

4,3
1

3,4
1

4,43,3
1

4,31 yEyEEEEEe , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= −−−−−

1,4
1

4,41,3
1

4,3
1

3,4
1

4,43,3
1

4,31 EEEEEEEEa , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= −−−−−

2,4
1

4,42,3
1

4,3
1

3,4
1

4,43,3
1

4,31 EEEEEEEEb

 (3.98) 
şi 

{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { } [ ] { } ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= −−−−−

4
1

3,43
1

3,3
1

4,4
1

3,44,3
1

3,32 yEyEEEEEe , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= −−−−−

1,4
1

3,41,3
1

3,3
1

4,4
1

3,44,3
1

3,32 EEEEEEEEa , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= −−−−−

2,4
1

3,42,3
1

3,3
1

4,4
1

3,44,3
1

3,32 EEEEEEEEb . 
 (3.99) 
Înlocuind (3.97) în primele două ecuaţii matriceale (3.94) se obţine sistemul: 

[ ] [ ]
[ ] [ ] ( )

{ }
{ } ( )

{ }
{ } ( )1102

1

11010102,21,2

2,11,1
Z
Z

f
oc

FF
FF

××× ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
,  (3.100) 

unde submatricele sunt: 

1,1 1,1 1,3 1 1,4 2

1,2 1,2 1,3 1 1,4 2

2,1 2,1 2,3 1 2,4 2

2,2 2,2 2,3 1 2,4 2

F E E a E a

F E E b E b

F E E a E a

F E E b E b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  (3.101) 

şi vectorii matrice coloană sunt: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

1 1 1,3 1 1,4 2

2 2 2,3 1 2,4 2

Z y E e E e

Z y E e E e .

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (3.102) 

În final rezultă primele 10 necunoscute cuprinse în vectorul matrice coloană: 
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{ }
{ }

{ }
{ }

1
11,1 1,2

22,1 2,2

ZF Fc o

f ZF F

−⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎡ ⎤⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

,   (3.103) 

iar ultimele două necunoscute, constantele 1c  şi 2c , se determină din relaţiile 

(3.97): 

{ } { }
{ } { } { } { }( )

{ } { }
{ } { } { } { }( )

T
1 1 1 1T

T
2 2 2 2T

1
c f e a c o b f

f f

1
c f e a c o b f .

f f

= + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (3.104) 

Având cunoscute toate cele 12 necunoscute se poate trece la recondiţionarea 
semnalului pe porţiunea limitată prin saturare la V10us ±= . 

Având determinaţi parametrii modali, prin analiza semnalelor neafectate de tăiere 

prin suprasaturare, 1
1p 5.793 s−= , 1

2p 6.421 s−=  şi 1
3 s72.16p −=  şi coeficienţii 

de amortizare modali, 1
1 0.384 sσ −= , 1

2 0.309 sσ −=  şi 1
3 s569.0 −=σ , în figura 

3.26., este ilustrată recondiţionarea celor cinci vârfuri limitate, înregistrate în timpul 
excavaţiei prin explozie (fig.3.23.a.). Se poate observa o bună aproximare 
recondiţionării vârfurilor deşi semnalul primar avut la dispoziţie este o copie xerox 
după o vibrogramă deja înregistrată (fig.3.22.), trecută printr-un proces de 
digitalizare aproximativă, afectată de erori de apreciere. 
 

 
Fig 3.26. Ilustrarea recondiţionării vârfurilor saturate ale vibrogramei semnalului din figura 

3.23.a. 
 
În concluzie, se poate aprecia că metoda formulată în cadrul acestui capitol, de 
recondiţionare a semnalelor limitate prin saturarea amplificatoarelor echipamentului 
de înregistrare, este deosebit de utilă, având aplicabilitate în foarte multe cazuri 
unde, iniţial, nu se cunosc domeniile nivelurilor pe care le pot atinge semnalele 
înregistrate, [Căplescu, Cioara, (2009.c)]. Un domeniu important este seismologia, 
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unde predicţia unui eveniment este total necunoscută. În general, tentaţia este de a 
se programa o anumită sensibilitate mai mare a echipamentelor de înregistrare 
(senzori, amplificatoare de măsură şi sisteme de conversie analog-numerice), încât 
probabilitatea ca acestea să fie suprasaturate este deosebit de mărită, 
recondiţionarea vărfurilor tăiate din semnalul înregistrat impunându-se, exemplul 
analizat fiind edificator. 
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4. APLICAŢII EXPERIMENTALE PE STUDII DE 
CAZ ALE METODELOR SPECIALE DE PRELUCRARE 

A SEMNALELOR DE VIBRAŢII 
 
 
În acest capitol se vor prezenta câteva aplicaţii de caz ale metodelor speciale care 
au fost dezvoltate în capitolul 2. 
În practica experimentală a investigării vibraţiilor unor structuri de maşini, utilaje 
sau construcţii industriale intervin situaţii în care sunt necesare de aplicat metode 
speciale de procesare a semnalelor înregistrate, [Cioara, (2001)]. Mai jos, sunt 
prezentate şi argumentate două dintre aceste metode speciale. 
 
 
4.1. Determinarea componentelor periodice ale vibraţiilor pe 
structura statorului unui generator electric de mare putere 
 
Un grup hidroenergetic care este deservit de un baraj cu înălţime mică de cădere a 
apei, foloseşte o turbină de tip Kaplan, cu ax vertical (fig.4.1.), având o turaţie 
nominală joasă. Pentru grupurile ce echipează hidrocentrala de la Porţile de Fier 1, 
această turaţie este de 71.5 rot min , ceea ce impune, ca generatorul să livreze un 
semnal de putere (178 MW ), la frecvenţa de sincronism cu reţeaua de 50 Hz . 
Aceasta se realizează utilizând un stator, 1, cu 18  perechi de poli, 2, desfăşurate pe 
6  sectoare 1 2 6S , S , S… , din câte 3  poli fiecare, distribuite pe un diametru exterior 

de 17 m . Înfăşurările polilor sunt formate din bare de cupru conductoare, ele fiind 
fixate de carcasa de rezistenţă a statorului prin grupul de pene izolatoare, [Cioara, 
(1992)]. 
Între înfăşurările rotorului, 3, şi ale statorului, 1, iau naştere forţe magnetice de 
forma: 

 ( ) ( ) ( )( )( )2 2 2
c m 0 m 0

1
F t k I sin 2 ft k I 1 cos 2 2f t ,

2
π π= = −    (4.1) 

unde 0I  este amplitudinea curentului alternativ de excitaţie a statorului, iar mk  o 

constantă. 
După cum se poate observa, componenta variabilă a forţei ce lucrează asupra 
înfăşurării statorice are frecvenţa dubla celei a reţelei, de f 50 Hz= , astfel că 
frecvenţa componentei variabilă este de 100 Hz . 
Sub acţiunea acestor forţe perturbatoare, structura statorului vibrează, nivelurile pe 
diverse zone ale sectoarelor depinzând de starea legăturilor elastice de fixare a 
înfăşurărilor prin pene. 
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Fig.4.1. Ansamblul unui grup hidroelectric cu turbină Kaplan. 

 
S-a constatat că nivelurile locale de vibraţii pe structura cresc odată cu scăderea 
forţelor de blocare a penelor, apariţia unor jocuri duce la creşterea nivelurilor locale 
de vibraţii, însoţite de apariţia unor componente de frecvenţe multiple aceleia de 
100 Hz . 
Slăbirea blocării unei înfăşurări statorice poate provoca o avarie majoră a 
generatorului deoarece întrefierul trI  între statorul, 1, fix şi rotorul, 3, mobil, este 

mic, existând posibilitatea agăţării, de către rotor, a unei înfăşurări. Din acest motiv 
a fost necesară experimentarea unei monitorizări prin vibraţii a înfăşurării statorice. 
S-au amplasat pe fiecare sector câte un şir de accelerometre 1 11A A→ , iar 

semnalele acestora au fost preluate de 11  amplificatoare integratoare a căror 
semnale de ieşire sunt proporţionale cu vitezele mişcărilor vibratorii. S-a apelat la 
semnalele de viteză deoarece viteza exprimă mai bine starea energetică a unei 
mişcări vibratorii, din acest motiv majoritatea normelor de vibraţii la maşini şi utilaje 
folosesc ca limite de clasificare valori în viteze ( mm s ). 
Am preluat câteva din semnalele de viteză înregistrate pe structura sectorului 3 şi 
le-am prelucrat după metoda dezvoltată în paragraful 2.4.2., rezultatele fiind 
prezentate sintetic în figurile 4.2. şi 4.3., prin şirul de spectrograme 
corespunzătoare celor 11  semnale culese prin accelerometre. 
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În figurile 4.2., sunt prezentate spectrogramele, pentru semnalele celor 11  
accelerometre, cu corecţiile valorice ale vârfurilor armonicelor. Spectrele din figura 
4.2.a., se referă la regimul de lucru al agregatului cu grupul neconectat la reţea, 
deci neîncărcat (0 MW ) şi cu lipsa excitaţiei statorice (tensiune de excitaţie 0 ). 
Următoarele două grupe de câte 11  spectre din figurile 4.2.b. şi 4.2.c. corespund 
tot încărcării zero, dar cu excitaţii statorice de 4kV  şi respectiv de 8kV . 
Dacă în lipsa excitaţiei vârfurile armonicelor se găsesc în domeniul de până la 
50 Hz , situaţie normală, în lipsa forţelor perturbatoare, (4.1), din câmpurile 
magnetice, apariţia excitaţiei statorice de 4kV  şi respectiv 8kV  duce la apariţia 
vârfurilor armonice corespunzătoare frecvenţelor de 100 Hz , 200 Hz  şi 300 Hz , 
principalele componente fiind axate după frecvenţa de 100 Hz . 
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Fig.4.2. Spectrele componentelor armonice ale celor 11  semnale de vibraţii înregistrate pe 

structura sectorului 3 al statorului la mersul în gol al grupului. 
 
Valorile frecvenţelor sunt puţin deviate spre valoarea 98.8 Hz , (spectrele din 
fig.4.2.b.) aceasta datorându-se instabilităţii reţelei şi a efectului de flutter al 
înregistratorului magnetic utilizat, dar această deviaţie se menţine constantă pentru 
aproape toate cele 11  spectre, deşi fiecare componentă a fost identificată 
individual, cu ajutorul liniilor spectrale din jurul fiecărui vârf. 
Acest fapt probează exactitatea şi utilitatea metodei, care a fost dezvoltată şi 
publicată, [Căplescu, Hule, Cioara, (2007.a)]. 
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Fig.4.3. Spectrele componentelor armonice ale celor 11  semnale de vibraţii înregistrate pe 
structura sectorului 3 al statorului la mersul în sarcină: a. P 87 MW=  şi b. P 175 MW= . 

 
În figura 4.3. sunt prezentate componentele armonice ale celor 11  semnale în 
situaţia în care generatorul turbinei este pus sub sarcină, la 87 MW  (fig. 4.3.a.) şi 
la 175 MW  (fig. 4.3.b.). Nivelurile cele mai semnificative sunt pentru componentele 
cu frecvenţa dublă reţelei, de 100 Hz . Apar şi componente de frecvenţe dublă, 
( 200 Hz ), şi respectiv, triplă ( 300 Hz ), creşterea lor în timp putând indica 
posibilitatea destrângerii penelor. 
 

 
Fig.4.4.a. Nivelurile componentelor armonice de frecvenţă 100 Hz , pentru 8  semnale de 

vibraţii. 
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Fig.4.4.b. Nivelurile componentelor armonice de frecvenţă 200 Hz , pentru 8  semnale de 

vibraţii. 
 

 
 

Fig.4.4.c. Nivelurile componentelor armonice de frecvenţă 300 Hz , pentru 8  semnale de 

vibraţii. 
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Pentru o analiză comparativă a nivelurilor de vibraţii, de-a lungul structurii sectorului 
3 al statorului, pentru diverse regimuri de încărcare a grupului s-au reprezentat în 
grafic în figurile 4.4.a., 4.4.b. şi 4.4.c., aceste niveluri, pe componente armonice, 
[Căplescu, (2007.b)]. 
Valorile maxime ale nivelurilor de vibraţii, reprezentate în aceste figuri prin valori în 
deplasare, se ating pentru regimul de mers în gol la o excitaţie a statorului de 
12kV , unde câmpul magnetic este maxim şi respectiv, nivelurile forţelor magnetice 
ce acţionează asupra înfăşurărilor sunt maxime. 
În cazul încărcării grupului la sarcinile de P 87 MW=  şi P 175 MW= , nivelurile de 
vibraţii sunt mai atenuate, datorită închiderii fluxului magnetic prin înfăşurările 
rotorului. 
 
 
4.2. Diagnosticarea defectelor la rulmenţi 
 
 
4.2.1. Frecvenţele caracteristice defectelor rulmenţilor cu bile 
 
Asamblarea cu rulmenţi este una dintre cele mai uzuale şi, totodată, mai importantă 
componentă a unei maşini sau utilaj. Din acest motiv tehnologia de fabricaţie a 
acestui subansamblu este una specială, care permite execuţia unui produs fiabil cu o 
durată de viaţă cât mai mare. 
Totuşi, după o anumită durată de lucru pe utilaj, sau din sarcini accidentale pot să 
apară defecte pe căile de rulare ( rC , fig.4.5.), cum ar fi exfolierea stratului călit de 

pe una dintre căile de rulare (piting, Pt ) ceea ce face ca în procesul de rulare să 
apară şocuri de contact între bilele B  şi porţiunea exfoliată. 
 

 
Fig.4.5. Ilustrarea procesului de rulare la un rulment radiaxial cu bile. 

 
Contactele dintre bile şi căile de rulare sunt mobile, atunci modelul dinamic al unei 
astfel de structuri este deosebit de complex, într-o formă aproximativă poate fi pusă 
sub forma: 

{ } ( ) { } ( )( ){ } { }oM u C G u K K t u Q ,μ ⎡ ⎤+ + + + =⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦    (4.2)
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unde pe lângă matricele constante 0M , C , K⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  de inerţie, amortizare şi de 

rigiditate apar matricea giroscopică G⎡ ⎤⎣ ⎦  şi matricea de rigiditate ( )K t⎡ ⎤⎣ ⎦ , variabilă, 

periodică de timp. 
 

 
Fig.4.6. Ilustrarea modurilor naturale ale unui rulment cu bile în funcţie de diametrul D  al 

arborelui. 
 

Elementele vectorului de excitaţie sunt, de asemenea periodice, dar dependente de 
poziţia geometrică a contactului. 
Primele trei forme modale de vibraţii ale unui rulment calat pe un arbore şi liber pe 
inelul exterior arată ca în figurile 4.6.a., 4.6.b., şi 4.6.c., iar frecvenţele proprii 
corespunzătoare acestor moduri depind de diametrul D  al arborelui pe care 
rulmentul este calat. Valoric, aceste frecvenţe proprii sunt de ordinul kHz -lor. 
Perturbaţiile sunt generate şi de rugozitatea şi deviaţiile geometrice ale căilor de 
rulare, figura 4.6.d. 
Considerând că procesul de rulare a bilelor pe cele două căi de rulare se realizează 
fără alunecare din condiţii cinematice se pot determina relaţiile cinematice. 

• punctului de contact iP  dintre o bilă şi inelul interior, iI , mobil, de viteză 

unghiulară iω  are viteza: 

 ( )( )i i pv D d cos ,ω β= −      (4.3) 

iar viteza centrului O  al bilei, aflat pe diametrul pD  al ancoşei, ţinând cont 

instantaneu de rostogolirea bilei pe acest inel: 

 ( )( )i
0 p 0 i p

v 1
v D D d cos ,

2 2
ω ω β= = = −    (4.4) 

unde 0ω  este viteza unghiulară a ancoşei, care din (4.4), 
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  ( )0 i
p

1 d
1 cos

2 D
ω ω β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    (4.5) 

Aceasta înseamnă că, dacă ancoşa prezintă un defect, cum ar fi o dezaxare de la 
axa rulmentului, forţa de inerţie ce ia naştere pe corpul ancoşei, este o forţă 
perturbatoare de frecvenţă: 

 ( )0 i
p

1 d
f f 1 cos

2 D
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (4.6) 

şi este prezentă în semnalul de vibraţii măsurat pe carcasa rulmentului printr-o 
componentă periodică de aceeaşi frecvenţă.( 0 0 i if 2 , f 2ω π ω π= = ). 

Dacă calea de rulare a inelului exterior prezintă un singur defect (pitting) o singură 
bilă va călca pe defect cu aceeaşi frecvenţă 0f , deoarece centrul ei se va deplasa 

împreună cu ancoşa pe circumferinţa de diametru pD , şi cum rulmentul are un 

număr de Z  bile egal distanţate pe această circumferinţă, frecvenţa de trecere a 
bilelor peste defect va avea expresia: 

  ( )ie i
p

Z d
f f 1 cos

2 D
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    (4.7) 

În acelaşi mod se determină frecvenţa de contact dacă pata defectului apare pe 
calea de rulare a inelului interior: 

  ( )ii i
p

Z d
f f 1 cos

2 D
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    (4.8) 

Când pata defect se dezvoltă pe o singură bilă atunci, din aceleaşi condiţii 
cinematice de rostogolire fără alunecare va rezulta frecvenţa de contact a petei 
defect pe cele două căi de rulare: 

  ( )
2

p
b i

p

D d
f f 1 cos

d D
β

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

.    (4.9) 

Acestor componente ale frecvenţelor fundamentale li se adaugă componentele de 
frecvenţe multiple acestora şi componentele ale căror frecvenţe sunt combinaţii de 
forma, 

 im i ii e ie i i ef n f n f f n ,n 1,2,3...,= × + × ± =    (4.10) 

ceea ce face dificilă munca de analiză a semnalelor de vibraţii înregistrate pe 
carcasa rulmentului. 
Dificultatea este legată de faptul că forţele de contact fiind impulsive, după fiecare 
contact sunt excitate modurile naturale de vibraţii ale structurii rulmentului şi ale 
structurilor conexe, semnalul măsurat pe carcasa rulmentului având forma unei 
sume modale: 

 ( ) ( ) ( )r
N

t
Rr r Ir r

r 1

u t e C cos p t C sin p t ,σ−

−

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑    (4.11) 

constantele RrC  şi IrC  primind alte valori la momentul fiecărui contact pe pata 

defect. 
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4.2.2. Verificări experimentale 
 
Experimentările s-au efectuat pe un rulment radial cu bile seria 6209 având 

dimensiunile pD 65 mm= , d 14.2 mm= , 00β =  şi Z 9=  bile, pentru care 

frecvenţele fundamentale caracteristice defectelor raportate la frecvenţa de rotaţie 

if  a inelului interior, vor deveni: 

• ( )0
0

i p

f 1 d
n 1 cos 0.391

f 2 D
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, pentru defect de ancoşă; 

• ( )ie
ie

i p

f Z d
n 1 cos 3.517

f 2 D
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, pentru defect pe inelul exterior; 

• ( )ii
ii

i p

f Z d
n 1 cos 5.483

f 2 D
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, pentru defect pe inelul interior; 

• ( )
2

pb
b

i p

Df d
n 1 cos 4.359

f d D
β

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= = − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

, pentru defect pe bilă. 

 

 
Fig.4.7. Montajul experimental pentru testarea la vibraţii a rulmentului radial seria 6209. 
 
Rulmentul, 1, figura 4.7., a fost montat cu inelul exterior fix, pe o placă, 2 , din 
spumă poliuretanică, antrenarea inelului interior făcându-se prin intermediul axului 
tubular, 4 , flexibil, din cauciuc, antrenat de broşa maşinii de găurit, 3 . 
Semnalul de vibraţii s-a măsurat pe inelul exterior al rulmentului prin contactul 
direct al unui ştift, 5 , care străpunge placa, 4 , luând la un capăt contact cu inelul 
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exterior al rulmentului, iar la celălalt capăt fiind fixat prin filet un accelerometru Ac . 
Semnalul de acceleraţie generat de accelerometru este preluat de amplificatorul de 
măsură Am  şi prelucrat prin digitalizare cu un convertor analog numeric pe un fişier 
de date memorat pe calculator. 
Vibrograma unui semnal de acceleraţii înregistrat pe o secvenţă de 10  secunde 
arată ca în figura 4.8.a., cu un detaliu în perioada scurtă de timp (zoom) între 1.45  
şi 1.46  secunde. 
 

 

 
a. secvenţa de 10  secunde 

 

 
b. zoom între 1.45 1.46−  secunde. 

Fig.4.8. Vibrograma unui semnal de vibraţii emis de rulment. 
 
Fişierul digitalizat al semnalului cuprinde un număr de 200.000  eşantioane la 
frecvenţa de eşantionare de 20.000  pe secundă. 
Aplicând direct transformata Fourier se obţine spectrul din figura 4.9., un spectru de 
bandă largă în domeniu 0 kHz  la 10 kHz  de-a lungul căreia se disting zonele: de 
joasă frecvenţă până la 0.5 kHz , în care intră direct componentele din dezechilibru 
şi dezaxări ale maşinii de găurit utilizată. Şi zonele de benzi de frecvenţă, unde sunt 
grupate componentele modurilor naturale de vibraţii ale ansamblului rulmentului 
excitate prin contact pe defect. Aceste zone sunt grupate în jurul frecvenţelor 
centrale de 1.8 kHz , 3 kHz , 6.5 kHz  şi 9.3 kHz . 
Pentru căutarea componentelor periodice, care se corelează cu defectele specifice, 
prin aplicarea metodei anvelopei şi analiza cepstrum (fundamentate în cadrul 
capitolului 2) s-a filtrat semnalul de acceleraţie, în primele două benzi de frecvenţă, 
având frecvenţele centrale 1.8 kHz  şi 3 kHz . 
 
 
 
 
 
 

BUPT



                                            4.2. – Diagnosticarea defectelor la rulmenţi      

 

107 

 
Fig.4.9. Spectrograma semnalului de acceleraţie din figura 4.8. 

 
Filtrarea se poate face apelând la subrutine ale codului MathCad: 

• ( )1 11 12Cf : bandpass c , c , 50, 6= , care defineşte coeficienţii de filtrare 

pentru subrutina semnalului filtrat în banda 1fΔ , 

( )1 1a : response a, Cf , n ,=  

unde 11 12c , c  delimitând marginile filtrului, de-a lungul celor n  eşantioane ale 

semnalului. 
Aceleaşi subrutine se utilizează pentru filtrare semnalului în banda 2fΔ . 

 

 
Fig.4.10. Delimitarea zonelor spectrale f , f1 2Δ Δ , prin filtrări de banda. 

 
 

4.2.2.1. Identificarea frecvenţelor caracteristice de defect prin 
metoda anvelopei 

 
Aplicarea metodei anvelopei necesită procesarea transformatei Hilbert: 

( )1 1h : hilbert a=  

apoi funcţia anvelopei: 

k k
2 2

1 1 1av : h a ,= +  k : 0 ..n,=  

a cărei vibrogramă este prezentată în figura 4.11.a., relevă, cum era de asteptat 
componenente numai pozitive. 
Aplicarea transformatei Fourier asupra acestui semnal va duce la un spectru neclar 
în care cu greu pot fi identificate componentele aferente defectelor specifice. 
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Pentru îmbunătăţire se extrag din acest semnal componentele de joasă frecvenţă 
care conţin şi componenta de frecvenţă zero. Aceasta se poate obţine printr-o 
filtrare prin mediere pe o bandă de 501  eşantioane. 

   ( )1 1m : medsmuth av , 501 ,=  

cu ajutorul căruia se obţine un semnal din care sunt eliminate aceste componente: 
   1 1 1avf : av m ,= −  

a cărui vibrogramă este cea din figura 4.11.b. 
 

 
Fig.4.11.a. Vibrograma anvelopei ( )av t1 . 

 
Fig.4.11.b. Vibrograma anvelopei filtrate 

( )avf t1 . 

 
Aplicând semnalului 1avf  transformatei Fourier, se obţine spectrul din figura 4.12., 

un spectru de linii distincte. În scopul corelării lor cu posibile defecte s-au trasat pe 
această spectrogramă, o reţea de linii cu buline care marchează poziţiile în spectru, 
de-a lungul axei frecvenţei, frecvenţele caracteristice de defect şi multiplii acestora 
( 1, 2,× × … ). 

După cum se observă clar, bulina marcând frecvenţa bf , (fundamentală, 1× ) 

caracteristică defectului de bilă este situată pe linia spectrală de magnitudine 
maximă, la frecvenţa bf 72.4Hz= , ceea ce înseamnă că defectul de bilă este 

prezent. Coincidenţele sunt şi pentru componentele de ordinul 2×  şi 6× , ceea ce 
întăreşte supoziţia defectului de bilă prezent. 
Coincidenţe multiple ale bulinelor marcatoare se înregistrează şi pentru frecvenţa de 
rotaţie if 16.6 Hz=  pentru componentele de ordinul 1, 2× ×  şi 16× , ceea ce este 

normal datorită dezaxării dintre axele broşei şi axa rulmentului, montajul 
experimental fiind o improvizaţie. Acest fapt explică şi prezenţa celorlalte linii 
spectrale prezente în spectru, provenite de la perturbaţii ale maşinii de găurit. 
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Fig.4.12. Spectrul anvelopei semnalului de acceleraţie înregistrat pe inelul exterior al 

rulmentului. 
 
Pentru un asemenea test fabricanţii de rulmenţi folosesc broşe de antrenare cu 
zgomot extrem de redus, în funcţie de nivelurile de vibraţii înregistrate pe inelul 
exterior rulmenţii fiind clasificaţi. 
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5. CONCLUZII. CONTRIBUŢII ORIGINALE 
 
 
 Teza de doctorat cu titlul METODE ŞI ALGORITMI DE PRELUCRARE A 
SEMNALELOR DE VIBRAŢII cuprinde o serie de contribuţii importante în domeniul 
investigării vibraţiilor structurilor de maşini, eficienţa cercetărilor depinzând în mod 
esenţial de metodele de prelucrare a semnalelor înregistrate, din acest motiv teza s-
a axat pe elaborarea unor noi metode şi îmbunătăţirea altor metode, care să 
contribuie la punerea în evidenţă a unor caracteristici importante ale semnalului de 
vibraţii înregistrat pe structura supusă investigaţie. 
În ordine cronologică a prezentării în cadrul tezei aceste contribuţiile importante 
sunt: 

•  metodă de discretizare a unui semnal de vibraţii după copia foto a unei 
vibrograme, metodă simplă şi deosebit de utilă când este necesară 
compararea unor semnale vechi înregistrate pe cale analogică cu semnale 
noi înregistrate numeric, (paragraf 2.1.); 

•  metodă şi algoritm pentru mărirea densităţii liniilor unui spectru Fourier 
procesat pe o secvenţă scurtă de timp, cu increment de frecvenţă larg, ce 
poate scăpa din analiză unele componente importante ale semnalului 
(paragraf 2.2.); 

•  îmbunătăţirea metodelor anvelopei semnalului şi transformatei cepstrum, 
pentru determinarea periodicităţilor ascunse într-un semnal de vibraţii, 
(paragraf 2.3.); 

•  metode şi algoritmi pentru determinarea componentelor armonice ale unui 
semnal complex, o metodă, (paragraf 2.4.1.), când există posibilitatea 
înregistrării simultan cu semnalul de vibraţii, a unui semnal marcator de 
periodicitate, sincron cu rotaţia arborelui principal al maşinii, şi, a doua 
metodă, (paragraf 2.4.2.), în care nu se are, tehnic, la dispoziţie un semnal 
marcator, metodă originală publicată [Căplescu, Hule, Cioara, (2007.a)]; 

•  dezvoltarea unei a treia metode de determinare a componentelor armonice 
utilizând metoda analizei armonice, aplicată semnalului de vibraţii ponderat 
cu o funcţie exponenţială căzătoare în timp, (paragraf 2.4.3.); 

•  aplicarea transformatei wavelet la recunoaşterea provenienţei unui semnal 
de vibraţii, prin definirea unei funcţii de frecvenţă wavelet, original 
formulată în cadrul tezei, funcţie care, în cazul în care sursa semnalului de 
vibraţii este reprezentată dinamic printr-un model liniar va fi o dreaptă 
constantă paralelă cu axa timpului, iar pentru un model neliniar va fi o curbă 
în planul frecvenţă-timp, (paragraf 2.5.); 

•  metodă şi algoritm pentru recondiţionarea semnalelor înregistrate cu 
depăşirea pe intervale scurte de timp a limitelor de saturaţie a 
instrumentaţiei de înregistrare (senzor-amplificator–convertor analog 
numeric), pe aceste porţiuni semnalul fiind tăiat la nivelurile limită, metodă 
însumând o serie de idei originale, publicate recent, [Căplescu, Cioara, 
(2009.c)], (capitolul 3); 

•  aplicarea metodei şi algoritmului (paragraf 2.4.2.) la determinarea 
componentelor armonice ale semnalelor de vibraţii pe structura unui stator 
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de la un hidroagregat de mare putere, analiză ce are în vedere stabilirea 
unui sistem de supraveghere a stării tehnice a statorului, (paragraf 4.1.); 

• aplicaţie privind diagnosticarea defectelor la rulmenţi, utilizând metoda 
îmbunătăţită a anvelopei semnalului de vibraţii, (paragraf 2.3.), generat de 
rulment prin testare pe o maşină de găurit, în prezenţa unui zgomot 
perturbator puternic. 

Toate metodele prezentate pe larg în cadrul tezei se pot dezvolta în continuare cu 
aplicaţii la: 

•  determinarea nivelurilor de vibraţii periculoase pentru integritatea 
structurală a maşinii sau utilajului; 
•  reducerea nivelurilor de vibraţii la maşini şi utilaje; 
•  monitorizarea stării tehnice a unei maşini pe baza prelucrării semnalelor de 
vibraţii înregistrate în timpul funcţionării ei; 
•  controlul pe linia de fabricaţie a calităţii produselor industriale prin teste de 
vibraţii. 
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